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1. Ubungsblatt Abgabe: Mittwoch, 26.04.06 (bis 11.25 Uhr) im Kasten bei A316/A317

Fragen zu den Ubungsaufgaben: S. Simon, Raum A317, Tel. 391-5187, sven.simon@tu-bs.de

1. Wegunabhiingigkeit von Kurvenintegralen (6 Punkte)
Die wichtigsten Eigenschaften rotationsfreier Vektorfelder sollen wiederholt werden.

(a)

Betrachten Sie das Vektorfeld

Ar) =

22 +I2(_$2§1 +x1ey) mit 1= (1,22, 73)
1 2

Zeigen Sie: rot A(r) = 0 fiir 7 + 23 # 0. Berechnen Sie auBerdem das Linienintegral §, A-dr, wobei
C der Rand eines Kreises mit Radius R und Mittelpunkt M = aeq ist. Der Vektor e, steht senkrecht
auf der von C' eingeschlossenen Kreisflache.

Zeigen Sie, daf} die Rotation des Vektorfeldes

r
B(r) = =
B(r) (22 + 23 + 2%)3/2

fiir alle |r| # 0 verschwindet. Betrachten Sie dann eine Kugel mit Radius R, deren Mittelpunkt im
Ursprung liegt. Verifizieren Sie die Beziehung fo B-dr = 0 fiir die Kurven mit [r| = Rund r-e; = b.

Offensichtlich haben beide Vektorfelder eine verschwindende Rotation unter den angegebenen Vor-
aussetzungen. Sind beide Felder konservativ? Kommentieren Sie Thre Antwort.

2. Vektoranalysis (16 Punkte)
Das Rechnen mit Differentialoperatoren soll wiederholt werden.

()

Betrachten Sie zwei stetig differenzierbare Vektorfelder A, B : R? — R3. Zeigen Sie unter Benutzung
von Komponentenschreibweise und Einsteinscher Summenkonvention:

LV(@A-B)=(B-V)A+(A-V)B+Bx (VxA)+Ax(VxDB) ;
. Vx(AxB)=(B-V)A-(A-V)B+A(V-B)-B(V-4)

Dabei bezeichnet A - V den Differentialoperator, der sich durch das formale Skalarprodukt des Vek-
torfeldes A mit V ergibt.

Betrachten Sie ein stetig differenzierbares Vektorfeld E : R? — R? mit der Eigenschaft
V x E=0 (statische Form des Faraday’schen Induktionsgesetzes)

Zeigen Sie unter Benutzung von Komponentenschreibweise und Summenkonvention, dafl diese Glei-
chung durch den Ansatz
E=-V® mit ®:R*—R

gelost wird. Zeigen Sie weiter, dafl ® in der Form

‘I’(z)——/o E(ir)-rdt

dargestellt werden kann.

Riickseite beachten! —



(¢) Magnetfelder haben keine Quellen:
V-B=0
Zeigen Sie unter Benutzung von Komponentenschreibweise und Summenkonvention, dafl diese Glei-

chung durch den Ansatz
B=VxA mit A:R*—R3

gelost wird. Das Feld A ist das sog. Vektorpotential des Magnetfeldes B. Zeigen Sie weiter, dafl A in
der Form

Alr) = /0 B(tr) x (tr) dt

dargestellt werden kann, wobei das Integral iiber den R3-wertigen Integranden komponentenweise
aufzufassen ist.

(d) Betrachten Sie das Magnetfeld
B = (z113 — 2x3) € — T2X3ey + T1€4

Uberzeugen Sie sich zunichst davon, da B quellenfrei ist. Bestimmen Sie dann ein geeignetes Vek-
torpotential A mit B =V x A.

3. Greensche Funktion der Poisson-Gleichung (8 Punkte)
Ein statisches (d.h. zeitunabhéngiges) elektrisches Feld wird durch die Gleichungen
awvpe = 22 1
€0
rotE(r) = 0 . (2)

beschrieben. Mit p (r) wird die Ladungsdichte bezeichnet. Gl. (2) impliziert die Existenz eines skalaren
Potentials ®(r) mit £ = —V®. Einsetzen dieses Ansatzes in Gl. (1) fithrt zur sog. Poisson-Gleichung

AD (1) = —%p@ 3)

fiir das Potential ®. Ziel dieser Aufgabe ist die Bestimmung der allgemeinen Lésung von Gl. (3) iiber die
Fourier-Transformation. Unter der Fouriertransformation einer Funktion f (r) — f (k) verstehen wir den

Ausdruck .
f(k)= (271 )3/2 /RS d*re ™ f (r)

Die Riicktransformation ist durch

£0)= s [, Ak B

gegeben.

(a) Sukzessives Anwenden von Fouriertransformation und Riicktransformation auf f (r) sollte wieder auf
f (r) fihren. Uberpriifen Sie diese Aussage.

(b) Zeigen Sie, da8
B(k) = —z (k) (4)

T e |k
gilt, wenn ®(r) und p(r) die Poisson-Gleichung erfiillen.

(¢c) Zeigen Sie, dafl die Riicktransformation von Gleichung (4) auf die Form

B(r) = / &' p(r')Clr,r")

fithrt. Berechnen Sie die Greensche Funktion G(r,r’). Als Ergebnis sollten Sie

G(LZ/) - ! # bZW. (I)(Z) 1 /d37’l p(fl)

dmeg r — 1| ~ 4meg lr — 1’|

erhalten.
Hinweis: Benutzen Sie (ohne Beweis!)
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