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Nicht so sehr die Wiederholung, sondern eher die
Abwandlung ist die Quelle des Verstehens
(Norbert Treitz, Vorwort ,Briicke zur Physik",
2003).

Vorwort

Autoren verfassen wissenschaftliche Biicher, um die Materie endlich einmal selber zu durchdrin-
gen. Neben dieser spottischen Behauptung mit einem gewissen Wahrheitsgehalt ist aber die
These “There are as many scientific methods as scientists” sicher ausschlaggebend. Auch aus
Sicht des Lernenden ist es zu begriifen, dass gerade bei einem so komplexen Thema wie der
elektromagnetischen Feldtheorie aus einer Vielzahl von Biichern dasjenige ausgewahlt werden
kann, das der eigenen Denkweise am ehesten entspricht. Meine Motivation fiir den vorliegenden
Text war die Feststellung, dass existierende Lehrbiicher mit 250 bis teilweise {iber 1000 Seiten
iiber den Umfang einer vierstiindigen Grundvorlesung weit hinausgehen. Ein Basistext stellt nun
den Versuch dar, sich auf einen Kern der e.m. Feldtheorie und ihrer Anwendungen zu beschrén-
ken und gleichzeitig fiir den Anfanger geeignet zu sein. Hierzu ist eine verniinftige Balance
zwischen anschaulicher Ausdrucksweise, Praxisbezug und elementarem Vorwissen auf der einen
und hinreichender mathematischer Strenge und notwendiger Abstraktion auf der anderen Seite
angestrebt worden — wie gut dies gelungen ist, sei dem Urteil des Lesers iiberlassen.

Dieser Basistext setzt elementare Kenntnisse der Vektoranalysis (Kurven—, Flachen—, Volumen-
integrale, Differentialoperatoren div, rot, grad), der partiellen Differentialgleichungen sowie
von elementaren physikalischen und elektrotechnischen Begriffen wie Kraft, Leistung, Energie,
Strom, Spannung und komplexer Widerstand (und damit auch elementarer Funktionentheorie
in Form komplexer Zeigerdarstellung) voraus, wie sie meist in den Lehrplanen der ersten bei-
den Semester enthalten sind. Es ist natiirlich moglich, sich im Rahmen eines ganzheitlichen
Lernens alles gleichzeitig mit der elektromagnetischen Feldtheorie anzueignen. Dazu wird aber
erganzende Literatur, z.B. aus der angegebenen Auswahl, erforderlich sein.

Die Systematik stellt in den Kapiteln 1 bis 7 zunachst die elementaren elektromagnetischen
Phanomene von den Kraftwirkungen bis hin zu den Fresnelschen Formeln und dem Hertzschen
Dipolfeld zusammen. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit sind hier Ubungsaufgaben nur vereinzelt
zum Selbststudium empfohlen. In den Kapiteln 8 und 9 werden dann Lésungsmethoden fiir die
Maxwell-GlIn. unter Randbedingungen incl. von einfachen Beispielen vorgestellt, d.h. der mehr
fiir die praktische Anwendung bedeutsame Teil. Diese Systematik besitzt den Vorteil, dass
nach Ausarbeitung der vollen dynamischen Theorie das Anwendungspotenzial der verschiedenen
Lésungsmethoden deutlicher wird, so z.B. die Verwendung quasistatischer Losungsverfahren in
der Leitungstheorie bei der TEM—-Mode.

Viele Student(inn)en und Mitarbeiter(innen) haben mit ihren fiir eine prazisere Formulierung
hilfreichen Zwischenfragen zum Gelingen dieses Buches beigetragen. Namentlich mdchte ich er-
wahnen die Herren B. Neubauer, N. Eulig, R. Geise, A. Junge, J. Leopold, S. P&tsch, I. Schmidt
und J. Werner. Insbesondere ist Herrn Dr. H. Spieker fiir seine kritisch—konstruktive Durchsicht
zu danken, sowie Frau Kretzschmann fiir das Umsetzen in eine lesbare Form. Gleichzeitig erfolgt
die Bitte an den geneigten Leser, dem Autor weitere Korrekturen, Fehler, Verbesserungsvorschla-
ge etc. mitzuteilen.

Braunschweig, Oktober 2011 Achim Enders
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Kapitel 1

Notwendigkeit des Feldbegriffs

Leitfrage: Wieso ist das Feld als zentrales und fundamentales Naturphdnomen aufzufassen bzw.
aufgrund welcher Beobachtungen ist dies in der heutigen Alltagswelt einsichtig?

Seit Heinrich Hertz, noch prignanter nach Marconis 1901 gelungener Transatlantik—-Ubertra-
gung, ist nachgewiesen, dass eine drahtlose Nachrichteniibertragung mit elektromagnetischen
Feldern moglich ist. In Abb. 1.1 ist dies skizziert.

o =

Abbildung 1.1: Drahtlose Signaliibertragung

Detektor

Was heillt das genauer? Es kann ein Zeitintervall [t1, t3] geben, in dem weder in der Quelle noch
im Detektor eine Spannung oder ein Strom zu messen sind, aber im Raum dazwischen eine
Energieform transportiert wird. Anders ausgedriickt, miissen sich hier die Raumeigenschaften
geandert haben und entsprechend beschrieben werden kénnen. Detektierbar, also messbar, wéare
dies aber nur in der Auswirkung auf sich hier befindliche Ladungen, zumindest im Rahmen des
Elektromagnetismus.

Diese Energieform im Raum nennt man elektromagnetisches (e.m.) Feld, rein phdnomenolo-
gisch werden also eine oder mehrere Funktionen benétigt, die die Eigenschaften des Raums,
also das Feld, charakterisieren.

Feld = f(:c,y,z,t)

Ein derartiges Vorgehen erscheint zunachst sehr abstrakt und der Sinnes- und Erfahrungswelt
nicht zu entsprechen, letztendlich ist das Feld aber nur die math./physikalische Formulierung
des Mess— und damit Erfahrbaren mit dem Schwerefeld der Erde als vertrautestem Beispiel. Die
allgemeine Beschreibung der elektromagnetischen Phanomene erlaubt die Angabe des Zusam-
menhangs zwischen der Felderzeugung durch Ladungen und deren Bewegungen, der Ausbreitung
der Felder im Raum sowie ihrer Orientierung; e.m. Felder besitzen also Vektorcharakter, man
spricht von ,Vektorfeldern“. Rein formal gilt dann (oft wird die Angabe der Funktionsvariablen,
weil selbstverstandlich, weggelassen):

Feld = f[(m,y,z,t),Ladungen(m,y,z,t),Ladungsbewegung(:v,y,z,t)]



Kapitel 1 Notwendigkeit des Feldbegriffs

Bekanntere elektrotechnische Begriffe wie Spannung U oder Strom I miissen hier also durch
orts- und zeitabhangige Vektorfelder ersetzt werden. Nun kénnte eingewandt werden, dass die
drahtlose Signaliibertragung (allgemein also die Hochfrequenz—Technik) eine so komplizierte
Theorie schon bendtige, dies aber von der Anwendung her nur den kleinsten Teil des Elek-
tromagnetismus betreffe. Deshalb seien noch zwei weitere Beispiele fiir die Notwendigkeit des
Feldbegriffs aus anderen Gebieten erldutert.

Bei folgender Geometrie aus Metall kommt es zum Funkeniiberschlag bei Spannungserhohung
immer zuerst an der Spitze. Wieso?

—LZ regelbare
% 7T Spannungsquelle

Abbildung 1.2: Funkeniiberschlag an spitzen Elektroden; die gepunktete Linie soll
nur zeigen, dass die spitze und runde Elektrode auf gleicher Hohe liegen.

Fiir die Leser mit Vorwissen: Offensichtlich werden geladene Teilchen in der Nahe zur und/oder
in einer spitzen Elektrode (der Effekt ist im Vakuum ebenfalls vorhanden) starker beschleunigt
als an der runden Elektrode trotz gleicher Spannung. Der Begriff der Spannung ist hier of-
fensichtlich zur Beschreibung unzureichend, die grundlegenden Begriffe Spannung, Strom und
Widerstand der Elektrotechnik kdnnen also bei weitem nicht erschopfend sein.

Ein vermeintlich triviales Gedankenbeispiel in Form einer Gleichstrom—Ubertragungsstrecke zu
einem Verbraucher regt die wissenschaftliche Phantasie vielleicht am starksten an. Die Frage
lautet hier: An welchen Stellen im Raum wird die Leistung in der skizzierten Schnittebene
ibertragen?

Erzeuger —— : Verbraucher

Abbildung 1.3: Gleichstrom-Ubertragungsstrecke

Eine zunichst selbstverstandlich klingende, aber falsche Antwort lautet: Im Kabel, weil ohne
Kabel oder nach Kabelauftrennung mit einem Schalter die Ubertragung unterbleibt. Nachdenk-
lich wird man aber, wenn die {ibertragene Leistung nach der bekannten Formel P = U - [
angegeben wird: Langs eines einzelnen Kabels ist der Spannungsabfall meist vernachlassigbar,
so dass weder im oberen noch unteren Strang fiir sich eine Leistung iibertragen wird. Das U
aus der Formel wird zwischen den beiden Kabeln gemessen, so dass der Raumzustand zwischen
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den Kabeln die Leistungsiibertragung bewirken muss. Die Felder transportieren also auch im
Gleichstromfall die Energie durch den Raum, und zwar auBerhalb der Kabel!

Solche Beispiele geben zundchst Wissensstoff in Form von experimentellen bzw. empirischen
GesetzmaBigkeiten wieder und wurden hier speziell zur Begriindung des Feldbegriffs ausgesucht.
Damit ist ebenfalls ganz grob die Entwicklung einer Wissenschaft und damit auch der Aufbau
des folgenden Stoffes skizziert:

Ph3anomene in der Natur
ﬂ Beobachtung, Experimentieren
empirische Gesetze

Analogieschliisse, math. Formulierung,
gezieltes Experimentieren

Entwicklung der vollstandigen Theorie und

Axiomatisierung, d.h. Essenz: aus welchen

~Minimal“~Tatsachen ldsst sich die gesamte
Theorie aufbauen?

|

technische Anwendung, Ldsung von Praxisproblemen, Realisierung besserer
Lebensbedingungen

Die Wechselwirkungen zwischen Ladungen durch e.m. Felder werden durch die Maxwell-
Gleichungen formuliert, die in ihrer vollstandigen Form von J.C. Maxwell in den Jahren 1861-64
angegeben wurden. Sie sollen in diesem Text moglichst anschaulich nachvollzogen werden bei
hinreichender Tiefe und geniigender math. Strenge. Im Folgenden sei noch die Feststellung be-
griindet, warum die Lehre des Elektromagnetismus und ebenfalls das Studium der Elektrotechnik
auf absehbare Zeit einen einzigartigen Stellenwert beibehalten werden.

In der Physik stellt die klassische elektromagnetische Feldtheorie nach wie vor das Musterbei-
spiel und Ideal einer Feldtheorie an sich dar. Neben der erschopfenden Beschreibung einer der
vier elementaren Naturkrafte ist sie Ausgangspunkt sowohl fiir die spezielle Relativitatstheorie
als auch fiir quantisierte Feldtheorien. Dem Elektrotechniker ermdglicht sie, neben dem Er-
werb des bendtigten Handwerkszeugs an sich, das Verstandnis fiir den Aufbau der einzelnen
elektrotechnischen Fachdisziplinen mit ihren jeweiligen Naherungen bzw. Vernachldssigungen.

3



Kapitel 1 Notwendigkeit des Feldbegriffs

Eine solide Ausbildung in diesen Grundlagen wird nie durch ein gutes Computerprogramm er-
setzbar sein, obwohl| die Theorie vollstandig mathematisch ausformuliert und damit im Prinzip
algorithmisierbar, d.h. durch Rechenprogramme abbildbar ist:

a) Randbedingungen (=RBn) im Elektromagnetismus existieren in hierfiir zu vielfaltiger, kom-
plexer Form (siehe o.a. Beispiel der spitzen Elektrode). Notwendige Vereinfachungen, gerade
auch fiir effiziente Algorithmen, sind nur mit Fachwissen und Erfahrung méglich.

b) Immer neue Anforderungen ( = Parameterbereiche bzw. RBn) miissen beriicksichtigt werden.

c) Kreativitat bei der Entwicklung, aufbauend auf und schépfend aus guter Sachkenntnis und
Erfahrung, wird immer bendtigt.

Gerade die wachsende Bedeutung der elektromagnetischen Vertraglichkeit (EMV) ist kennzeich-
nend hierfir. EMV ist als die Forschungstatigkeit zu verstehen, die das Nicht- oder Fehlfunk-
tionieren aufgrund der Anwesenheit mehrerer elektrotechnischer Einrichtungen aufklaren bzw.
besser von vornherein vermeiden soll. Herauszufinden ist im o.a. Sinne also, welche e.m. Wech-
selwirkungen beim Betrieb storenderweise intern oder von auBen auftreten, und wie die Storung
und/oder Storungsiibertragung minimiert werden kann.

Leitfrage ist also:

Wie sieht eine moglichst allgemeingiiltige und handhabbare Beschreibung
elektromagnetischer Phianomene aus 7

Die praktische Anwendbarkeit der Maxwellschen Theorie hat u.a. die Energieversorgung und
Nachrichteniibertragung der Menschheit im wahrsten Sinne des Wortes revolutioniert. Der heu-
tige Lebensstandard in den technisierten Gesellschaften ist ohne sie nicht denkbar. Aber auch die
Naturphilosophie wurde durch die Maxwellsche Theorie nachhaltig beeinflusst. Wissenschaftler
werden durch sie gendtigt, Naturerscheinungen abstrakter aufzufassen. Man muss den in der
Beschreibung bendtigten Grossen auch dann eine reale Existenz zubilligen, wenn sie nicht durch
mechanische Modelle veranschaulicht werden kdnnen und nicht direkt mit unserer durch Sinnes-
organe erfahrbaren Welt in Einklang zu bringen sind. Die bendtigten Schnittstellen zwischen den
Phanomenen in der Natur und unseren Sinnesorganen kdnnen dann nur noch durch geeignete
technische Gerate realisiert werden.



Kapitel 2

Physikalische Grundprinzipien

Lernziele: Elektrisches (Coulomb) und magnetisches (Biot—Savart-Ampére) Kraftgesetz, Su-
perpositionsprinzip, Ladungserhaltung, Kontinuitatsgleichung, MaRsystem.

2.1 Geschichtliches

Elementare elektrische und magnetische Kraftwirkungen waren schon alten Kulturvélkern be-
kannt; Thales von Milet (griechischer Naturphilosoph um 600 v.Chr.) nennt diese Phdnomene
bereits. Entsprechend sind die Begriffe ableitbar:

electron (griechisch) — Bernstein; beim Reiben mit Katzenfell an Bernstein wird ,Elektrizitat
erzeugt” in Form elektrostatischer Aufladungen bis hin zu Funkeniiberschlagen.

lithos magnetos (griechisch) — Stein aus der thessalischen Landschaft Magnesia: Magnetit
Fe;04; zwei Steine dieser Art kdnnen sich anziehen.

Wieso hat trotz dieser Kenntnisse die systematische Aufkldrung der elektromagnetischen Pha-
nomene so lange bis weit ins vorletzte Jahrhundert hinein gedauert?

e Ein systematisches Experimentieren ohne zu groe Voreingenommenheit durch religiose/
philosophische Weltanschauungen hat sich erst im Mittelalter entwickelt.

e Die Reibungselektrizitdt an Fellen etc. ist schwer reproduzierbar, erst relativ spat ist
Technologie zur , Erzeugung von Elektrizitat” entwickelt worden (Otto von Guericke, erste
Reibungselektrisiermaschine ab ca. 1660).

o Gezielt erzeugbare Magnetfelder durch Stréme waren erst mit stabilen Stromquellen még-
lich, d.h. erst mit der Erfindung galvanischer Elemente seit ca. 1800.

2.2 Elektrische Kraftwirkung: das Coulomb—Gesetz

ﬁl = kc%é&l == —ﬁg (21)

In dieser elementaren Formulierung beschreibt das Coulomb—Gesetz die Kraft zwischen zwei
Punktladungen der Ladungsmenge ¢; und ¢y im Abstand r:
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r
€12
%
ﬁl €21 ﬁQ
q1 : q2

Abbildung 2.1: Das Coulomb—Gesetz

e drei Proportionalititen (zu g, zu ¢ und zu 1/72, letzteres eine invers-quadratische oder
haufig salopp als ,quadratische Abstandsabhingigkeit® bezeichnet), Kraftrichtung von
einem Ladungsursprung zum anderen (sog. Zentralkraft) und ein Vorzeichen (Kraft £}
geht bei gleichnamigen Ladungen in Richtung €5, also abstoBend, bei ungleichnamigen
anziehend, da ein Ladungsvorzeichen dann negativ ist),

e Kraftgleichung fiir ruhende Ladungen, die im bewegten Fall ergdnzt werden muss,
e nur fiir Punktladungen (Durchmesser @ ,qung < 1) giiltig,

e k. als Proportionalitdtskonstante ist abhangig vom MaRsystem, d.h. den Einheiten—
Definitionen (siehe Kap. 2.5).

2.3 Superpositionsprinzip

Die Krafte zwischen vielen, im Raum verteilten Punktladungen ergeben sich durch Addition der
Krafte zwischen jedem Paar, d.h. zusatzliche Ladungen im Raum verdndern nicht die Kraftwir-
kung zwischen je einem einzelnen Paar. Die Gesamtkraft erhalt man also mittels Vektor—-Addition
der Paar-Coulomb—Krifte, d.h. durch ihre lineare Uberlagerung (= Superposition).

Beispielsweise betragt bei drei Punktladungen die Kraft auf ¢s:

Fy = k.- q3 (q—zlgls + q—22523)
13 ra3
Deshalb berechnet man die Kraftwirkung einer ,verschmierten” Ladungsverteilung auf eine
Punktladung durch Aufintegration der infinitesimalen Ladungsanteile, letztere als ,Punktla-
dung” im o.a. Sinne. Salopp spricht man bei den in folgender Tabelle aufgefiihrten Funktionen
von Ladungsdichten, die genauer Ladungsdichte—Verteilungsfunktionen heien mit dem Zusatz
rdumlich (3-dim), flachig (2-dim) oder linienférmig (1-dim).

Bei Leitern ist aber vor Anwendung des Superpositionsprinzips Vorsicht geboten. Hier ist zuerst
zu fragen, was fiir eine Ladungsverteilung sich eingestellt hat, da die Ladungen innerhalb von
Leitern durch Felder verschoben werden kénnen. Diesen Effekt der Verschiebung von Ladungen

6



Kapitel 5

Energetische Betrachtungen

Lernziele: Poynting—Theorem, raumgespeicherte und transportierte Feldenergie; Poynting—
Vektor, Kapazitats— und Induktivitdtskoeffizienten.

5.1 Das Poynting—Theorem: Energieerhaltung

Auch fiir elektromagnetische Wechselwirkungen miissen die Fundamentalsétze der Energie— und
der Impulserhaltung gewahrleistet sein. Da die Impulserhaltung fiir e.m. Felder in der Ingenieurs-
Praxis selten eine Rolle spielt, soll nur auf die Energie-Erhaltung bzw. dquivalent den Nachweis
einer ausgeglichenen Leistungsbilanz eingegangen werden. Zunachst wird eine einzelne Ladung
betrachtet, an die die Lorentz—Kraft Gl. (3.41) als Gesamtkraft angreift:

—

F=q(E+7xB) (5.1)

Da die Magnetkraft als Vektorkreuzprodukt ¢(v' x é) L zu ¥ steht, verrichtet sie keine Arbeit
an q. Als Leistung P an ¢ verbleibt der Coulomb—Kraftanteil bei der Geschwindigkeit ¢. Ein
Produkt Kraft mal Weg ergibt eine Energie und ein Produkt Kraft mal Geschwindigkeit eine
Leistung, siche auch Kap. 3.5, Erlduterungen zu Gl. (3.41) bzgl. des Produktes ¢ - v-

-

L = J = pv e
P=gq-v-FE P . 7im :/J-Edr (5.2)
Volumen V/
v
Nach Vorzeichenkonvention handelt es sich bei positivem P um die Abgabe von Feldenergie an ¢
in Form kinetischer Energie oder in andere Energieformen wie Warme. Wegen des Energieerhal-
tungssatzes muss dies mit einer entsprechenden Abnahme der e.m. Feldenergie einhergehen, was
jetzt explizit bewiesen wird. Mit Hilfe der Maxwell-Gleichungen soll [ JEd*r deshalb rein durch

Feldterme ausgedriickt werden. Zundchst wird das Maxwell-Ampéresche Gesetz ausgenutzt:

/fﬁd‘"’r:/ Boovx i) - 22| @ (53)
——— ot
1% 1% (*)

Wegen V- <EL’ X 5) =b-(VXa) —a- (V X 5) gilt fir (%) die Identitat:



5.1 Das Poynting—Theorem: Energieerhaltung

_ 0B
ot
— /f.ﬁdsr:_/ V(B x )+ B+ B2 i (5.4)

Vv \4

Zunachst wird durch Gl. (5.5) der sogenannte Poynting—Vektor S, nach dem engl. Physiker
J.H. Poynting, eingefiihrt. Bei linearen Zusammenhingen zwischen E, D und B, H wie in den
Gln. (4.30, 4.31) angegeben, die bei den meisten dielektrischen Materialien vorausgesetzt werden
kdnnen, wird zusatzlich Gl. (5.6) benutzt:

S = ExH (5.5)
w = 5 (sB-Evpfl- i) =5 (B4 ufi?) = S (ED + BA) (5.6)

Nach Gl. (5.6) folgen tiber Ow/0t die letzten beiden Terme der Gl. (5.4), wenn jeweils dule-
re und innere Ableitung oder die Produktregel angewendet werden. Fiir den nichtlinearen Fall
ware die zeitliche Aufintegration der Formel Gl. (5.4) mit dem expliziten zeitlichen Zusammen-
hang zwischen den Feldern E, D bzw. B, H fiir eine Energiebilanz erforderlich, z.B. zur Be-
rechnung der Hystereseverluste ferromagnetischer Materialien im Wechselfeld. Im linearen Fall
gemal Gl. (5.6) ergibt sich die folgende, einfachere Formulierung in integraler bzw. differen-
tieller Schreibweise. Sowohl die Gl. (5.4) als auch fiir den linearen Fall GIn. (5.7, 5.8) bilden
Formulierungen des sogenannten Poynting—Theorems, dem e.m. Energieerhaltungssatz:

—/f-ﬁd% = /(V-§+%—f) dPr (5.7)
14

\%
- o -~ Ow
—J-E = V-S+§ (5.8)

Analyse und Interpretation:

Links wird die von den Ladungen umgesetzte, d.h. durch sie von den Feldern abgegebene
oder hineingesteckte Leistung spezifiziert. Dann muss eine Anderung der Feldenergie durch die
Terme mit S, w auf der rechten Seite beschrieben werden. Was fiir eine Bedeutung haben
sie? Eine Anderung einer skalaren Energiedichte ist im Ausdruck Ow/0t enthalten, wobei eine
Unterteilung gegeben ist in:

1 -
e clektrische Feldenergiedichte 5 eE? = w, (5.9)
1
2

e magnetische Feldenergiedichte pH? = w, (5.10)
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InS=ExH zeigt sich, dass neben w beide Feldanteile auch verkoppelt in der Leistungsbilanz
auftauchen. S besitzt die Einheit W /m? und weist eine Richtung auf, ist also eine Leistungs-
flussdichte als Vektorfeld. In der Gleichung tritt nur die div S als raumliche Anderung der
Leistungsflussdichte auf. Der div S—Term kann in der Integraldarstellung Gl. (5.7) iiber den
GauBschen Integralsatz Gl. (3.6) in ein Flussintegral durch die Oberfliche von V' umgewandelt
werden: S transportiert Feldenergie aus V heraus oder hinein. Der Vektor S représentiert eine
nur durch das kombinierte E, H—Feld zustande kommende Leistungsflussdichte, die leitungs—
gefiihrt” sein kann, wie z.B. im Gleichstromkreis Abb. 1.3, oder von Ladungen/Strémen los-
gelost, d.h. gestrahlt existiert. Zusammen mit der skalaren, nur zeitlich veranderlichen Energie-
dichte des elektrischen Feldes w, und des magnetischen Feldes w,, sind dies die feldgebundenen
Energieterme. w, und w,, stellen ,raumgespeicherte” Energiedichten des e.m. Feldes dar, in-
tegriert iber den Raum also die elektrische bzw. magnetische Feldenergie, W, bzw. W,,. In
Gl. (5.8) andern sich w,, w,, nur zeitlich und nicht rdumlich, wie auch in der allgemeineren
Energiebilanzgl. (5.4) die beiden rechten Terme. Demnach kann durch sie kein Energietransport
erfolgen. Ohne Umsatz in bzw. Einspeisung von anderen Energieformen folgt aus Gl. (5.8) die
differentielle Energieerhaltung bzw. Kontinuitatsgleichung fiir die e.m. Feldenergie:

- ow., Ow,
0. (2 ) s

Bleiben w,, wy, und V - S mit den felderzeugenden Ladungs— und Stromdichten p, J so ver-
kniipft, dass ein Beitrag V - S von p, J in den Raum hinaus vernachlissigbar bleibt, so handelt
es sich um ,quasistationadre” Feldverhiltnisse (sieche Kap.7.6). In diesem Fall spricht man von
quasistationdren kapazitiven bzw. induktiven Feldern, die dann implizit raumgespeicherte Feld-
dichten darstellen. Beispielsweise wird beim Laden eines Kondensators die elektrostatische =
kapazitive Feldenergiedichte w, zwischen den Kondensatorplatten durch eine von den Zuleitun-
gen gefiihrte Leistungsflussdichte S aufgebaut und verbleibt dort. In den nichsten Kapiteln 5.3,
5.4 sollen w,, w,, noch einmal elementar aus den zu ihrem Aufbau bend&tigten Energien abgelei-
tet werden. Hierbei ergeben sich wichtige Proportionalitdtskonstanten, in denen die geometrie-
und materialabhdngigen Faktoren der gesamten elektrischen bzw. magnetischen Feldenergien
zusammengefasst sind und die mit den Begriffen ,Kapazitit® und ,Induktivitdt” bezeichnet
werden. Der Poynting—Vektor wird in Kap. 6.2 ndher behandelt.

Zwei Bemerkungen seien abschlieBend angebracht:

a) Obwohl Magnetkrafte keine Arbeit an Ladungen verrichten, ist iiber die Anderung der Lage
zwischen Permanentmagneten, die ja Magnetkrafte aufeinander ausiiben, eine direkte Umwand-
lung zwischen mechanischer Energie und w,, mdglich. Dies ist oft nicht praxisrelevant und wird
beim Poyntingschen Theorem meist implizit, wie auch bei der obigen Beschreibung, vernach-
lassigt, da nur der Energieumsatz iiber J, also iiber die Ladungen, behandelt wird.

b) Zunichst kann es merkwiirdig erscheinen, dass bei der Leistungsflussdichte S als grundlegen-
der physikalischer GroRe das Hilfsfeld H und nicht die Flussdichte B erscheint, obwohl B das
grundlegende Feld fiir die magnetische Kraftwechselwirkung darstellt. Diese Frage wird manch-
mal mit dem Hinweis verschleiert, dass H und B iiber (it ineinander umrechenbar sind, obwohl
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dies im allgemeinen Fall der Nichtlinearitdt beliebig kompliziert werden kann. Allgemein aber
miissen bei der Energiebilanz nach Gl. (5.4) alle vier Felder explizit beriicksichtigt werden und
trotzdem gilt Gl. (5.5) mit S = E x H auch in diesem Fall. Vom E-Technik-Basisverstandnis
her ist dies plausibel: Aufintegration iiber eine Flache ergibt gerade die bekannte Leistungs-
formel P = U - I. Die Begriindung hierfiir leitet sich aus dem in Kap. 4.4.1, am Ende von
Kap. 4.4.3 und hier Gesagten ab: Fiir den Energieumsatz an Ladungen ist B nicht relevant, da
die Magnetkraft L zur Bewegung steht; die ,Menge an Ladungsbewegung” gegen das oder mit
dem Feld E steckt in J, genau: Jsupere Nach Gl. (4.22), wofiir das Hilfsfeld H iiber rotH das
MaB ist.

5.2 Elektrische Feldenergie und Kapazitat

In Kap. 3 wurde hergeleitet, dass das elektrostatische Potential ¢ die potentielle Energie W
einer Probeladung ¢ im elektrostatischen Feld (rot £ = 0) bestimmt. Die Energie W, einer
diskreten Ladungsverteilung ¢; berechnet sich dann absolut unter der RB ., = 0 wie folgt:

Wa=>_ apm) (5.12)

¢ wird wiederum nach Gl. (3.18) durch die ¢; erzeugt. Beim Ubergang auf eine zweite Dop-
pelsumme zwecks Vereinfachung kommt im Nenner ein Faktor 2 wegen der Doppelzdhlung
hinzu:

g 1 - iq;
47?5 ZZ |7 —JF]-\ ~ 8re, ZZ |7 _Jf»j‘ (5.13)

i=1 j<1t

W, kann je nach Ladungsvorzeichen sowohl positive als auch negative Werte annehmen. Fiir
kontinuierliche Ladungsverteilungen im endlichen Volumen V' erhdlt man:

1 PFPGE 13 g3 1 Defep | / 3
— d*rd =" = i) d 5.14
87r50//|F—F/| e 2 | PovE T (5.14)
% %

Will man W rein durch Feldterme ausdriicken, muss das verbliebene p durch die Poisson—Gl.

ersetzt werden (V2p = —p/¢,), wobei der Index e jetzt fiir die Feldtermformulierung steht,
hier zunachst im Vakuum:

W, = —% e (Ve )d3 20 / (Vo) d*r = %/526137“ (5.15)

\4 Vv Vv

Die Umformung (x) ergibt sich durch partielle Integration analog zum Vorgehen in Kap. 3.4
mit Y+, = 0. Auch inkl. der Materie—Polarisation ergibt sich im linearen, isotropen Fall fiir die
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Auch hier ist neben dieser nur durch die explizite Feldangabe berechenbaren magnetischen
Energie oft eine schnelle Charakterisierung der Energieverhaltnisse durch Angabe eines einzigen
Parameters neben der Stromstarke I mdglich, namlich der sogenannten Induktivitdt L. Die
einfache Proportionalitdt von ® zu I (Gln. (5.22 bzw. 4.3, 3.3)) erlaubt es, diese rein von den
Geometrie— und Materialparametern des Leiterkreises abhangige GroRe zu definieren:

o 1
O=L-1 bmw. L=— 62 Wy =L I* (5.28)

Bei mehreren Stromkreisen besitzt jeder eine solche Induktivitdt, die dann genauer als Selbst-
induktivitdt L; bezeichnet wird. Zusétzlich kennzeichnen die Gegeninduktivitdten M;; den ma-
gnetischen Fluss, der vom Stromkreis i ausgehend den Stromkreis j durchsetzt. Beispielsweise
ergibt sich bei zwei Stromkreisen entlang C5 und Cf :

Add,, dl,
— = My —2 5.29
dt 2t (5.29)

Die Vorzeichen sind dabei eine Konventionsfrage. Bei n Stromkreisen folgt:

1 n 1 n n
Wi =5 ; Lil} + 5 SN ML, (5.30)

i=1 j=1
~—
i#]

U=

5.4 Praxis der E-Technik: Ersatzschaltbild und einige
Bemerkungen

Die in Kap. 5.2 und 5.3 als ,Nebenaspekt™ eingefiihrten Begriffe der Kapazitat bzw. Induktivi-
tat besitzen in der elektrotechnischen Praxis eine enorme Bedeutung. Fiir konkrete Geometrien,
Aufbauten und Bauelemente ersetzen sie meist die feldtheoretische Beschreibung und vereinfa-
chen damit deren Behandlung. Die so iiberhaupt erst definierten Bauelemente L fiir Induktivitat
bzw. ,Spule” und C fiir Kapazitit bzw. Kondensator entsprechen einem Ersatzschaltbild als An-
ndherung an das wahre Verhalten nach den GIn. (5.4 - 5.11). Bei Schaltplanen wird also implizit
zundchst immer eine energetische Integration iiber die geometrischen Abmessungen aller Bau-
elemente durchgefiihrt. Dabei wird weiterhin bei der Integration implizit angenommen, dass

beim Kondensator zeitliche Anderungen &)m , Abstrahlung durch (V - §Abstmhl) sowie Verluste
J - E quantitativ gegen zeitliche Anderungen w, vernachldssigt werden diirfen, bei der Indukti-
vitdt entsprechend 12)6, V- §Ab5tmhl und J- E gegen &)m und bei einem Ohmschen Widerstand
w,, W,, und (V'g)Abstrahl gegen (V-g)o;lmsch = J-E. Dasselbe gilt Gibrigens auch fiir nichtli-

neare Bauelemente: Halbleiter als variable Schalter sind in diesem Sinne Ohmsche Widerstande
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(transistor = transfer resistor), wobei der Widerstandswert zeitabhéngig gesteuert werden kann.
Als Steuergrole dient meist ein elektrisches Feld, d.h. im Ersatzschaltbild eine Spannung.

Fiir die Berechnung von C' und L gibt es je nach Aufgabenstellung meist mehrere Wege. Neben
der direkten Bestimmung von @ und U beim Kondensator Gl. (5.20) aus Ladungsdichten und
den dazugehtrigen Feldstarken bzw. bei der Induktivitat Gl. (5.28) aus ® nach Gl. (4.3) und
dem dazugehdrigen Strom kann auch eine Feldenergieberechnung nach den linken oder mittleren
Termen in den Gln. (5.31) weiterhelfen.

Kondensator —/ p-U dr = %/552 dr = %C’U2
1 1 (5.31)
Induktivitat —/ (f /Y) dr = 5/;&72 dr = §Ll2

Dies ist insbesondere bei solchen Induktivitaten vorteilhaft, die Flichen— und/oder Volumen-
strome enthalten. Hier wire die ®—Berechnung nach Gl. (4.3) ungiinstig, da die Zuordnung von
Flussbeitragen zu jeweiligen geschlossenen Stromkreispfaden sehr schwierig ist.
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Flussdichte, 33, 43
Funktion, 59
Induktion, 44
Konstante, 11
Kraft, 38
Kraftwechselwirkung, 64
Kraftwirkungen, 10
Polarisation, 53, 56
Suszeptibilitit, 58

magnetischer Elementar-

strahler, 108
magnetischer Hertzscher

Vektor, 109
magnetisches Dipolmoment,
109

Magpnetisierung, 53

Magnetisierungsdichte, 54
Magnetisierungsstromdichte,
55
Magnetit, 5
Magnetkraft, 41
Magnetostatik, 9, 36, 105
Marconi, 1
Maschenregel, 24
Masse, 25
matched load, 89
Material, linear, 55
Maxwell-Ampéresches Gesetz,
49, 56, 62, 95, 99,
114
Maxwell-Beziehung, 78
Maxwell-Gleichungen, 3, 49,
72, 98, 115
in Materie, 50
makroskopisch, 57, 59

Maxwellscher Verschiebestrom,

46
Mehrwegeausbreitung, 97
Metall-RBn, 112
Mode

E-, 118

evaneszente, 93

H-, 118, 119

Hybrid-, 118

TE-, 118

TEM-, 125
Moden, 115

héhere, 116
Modenreinheit, 116, 120
Modulationsverfahren, 94, 97
Momente, permanent

magnetische, 15
Momentenmethode, 130
monochromatische Welle, 78
Multi-Mode-Faser, 93

Nabla-Operator, 8
N&herung, dynamische, 109
N&herungseffekt, 138
Nahfeld, 105

Nahzone, 105

natirliche RBn, 147
Neumannsche Funktion, 125
nicht-strahlendes Feld, 105
normierte Kraft, 15
numerische Verfahren, 129

Oberflachenladungsdichte, 61,
131

Oberflachenstromdichte, 61

offenes Ende, 89

Ohmsche Gesetz, 81

Ohmscher Widerstand, 70

open, 89

Paramagnetismus, 54
permanente magnetische
Momente, 15
Permanentmagnet, 54, 58
Permeabilitat, 11, 58
Permittivitat, 12, 58
Phasendrehung, 126
Phasengeschwindigkeit, 94
Phasenkonstante, 79
Phasensprung, 82
Piezoelektrizitat, 57
Poisson-Gleichung, 25, 30
Polarisation, 52, 82
dielektrische, 50
elektrische, 56
elliptische, 76, 92
lineare, 76
magnetische, 53, 56
zirkulare, 76
Polarisationsebene, 75, 85
Polarisationsverhaltnis, 85, 87
Polarisierungsstrom, 57
Potential, 23, 67, 138
avanciertes, 100
dynamisches, 98, 100
elektrostatisches, 22
retardiertes, 100
schwimmendes, 25, 67
Potentialdifferenz, 24
Potentialfunktion, 23, 25
Potentialkoeffizienten, 67
Potentiallinien, 23, 134, 135,
141
Potentiallinienbild, 142
Poynting-Theorem, 62, 63
Poynting-Vektor, 63, 92, 104
Prisma, 84
Produktansatz, 118
Proximity-Effekt, 138
Punktladungen, 6

quasistationar, 64, 110
quasistatisch, 110
Quelle, 16

153



Querdnderung, 20
Querebene, 112
Querspannung, 115

Randbedingungen, 4, 30, 36,
59

metallische, 112, 131

natirliche, 147

transversale, 117
Randwertproblem, 115
Raumeigenschaft, 1, 11, 12, 14
Raumzustand, 2
Reaktion

lineare, 50, 55

nichtlineare, 50, 55
Rechteckhohlleiter, 112, 119
reflektierte Welle, 82, 85, 89
Reflexion, 81, 89, 126
Reflexionkoeffizient, 89
Reflexionsverhalten, 126, 127
reguldr, 140
Reibungselektrizitit, 5
relative Permeabilitat, 58
Relativitatstheorie

spezielle, 38, 45
retardierte

Losung, 105

Potentiale, 100

Zeit, 100
Retardierung, 74, 106, 110
Richtdiagramm, 106
Richtungsableitung, 21
Richtungskonvention, 9
rot, 20
Rotation, 20
Ricktransformation, 144
Rundhohlleiter, 112

Satz von Stokes, 23, 35, 44, 59

Schwebung, 77

schwimmende Anordnung, 67

schwimmendes Potential, 25,
67

Schwingungsmoden, 115

Schwund, 97

Sekundéarwellen, 83

Selbstenergie, 66, 67

Selbstinduktivitat, 70

Senke, 16

Separation der Variablen, 118

short, 89

SI-System, 10
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Signalintegritat, 93, 116
Single-Mode-Faser, 93
Singularitat, 26, 27
sinusférmige Losungen, 78
Skalarpotential, 37
dynamisches, 98
Skineffekt, 92, 96, 111, 138
Skintiefe, 79, 96, 111, 138
Snellius-Gesetz, 86
Spannung, 24
Spektralfarben, 84
Spektrum, 76, 94
spezielle Relativitatstheorie, 38
Spiegelladungsmethode, 130
Spiegelstrahler, 131
Spin, 50, 54, 68
stationar, 35, 109
stationdrer Zustand, 78
statisch, 109
statische Kraftverhaltnisse, 48
statische Stromdichte
-verteilung, 109
Stetigkeit, 85
Strahlenoptik, 111
Strahlungscharakteristik, 108
Strahlungsdiagramm, 106
Strahlungsfeld, 104
Strahlungsquelle, elementarste,
102
Strahlungsterme, 104
Strahlungsverhalten, 102
Strahlungswiderstand, 108
streckentreu, lokal, 142
Streifenleitung, 112
Streuzentren, transversale, 126
Stromungsfeld, 8, 109
Strom, 9, 38
Stromdichtefunktion
Hertzscher Dipol, 102
Stromdichtefunktion bzw.
-verteilung, 8, 15
Stromdichteverteilung, 108
statische, 109
Stromfluss, 8
Stromrichtung, 9
Stromstarke, 101
Stromverdrdngung, 111
Superpositionsprinzip, 6, 38,
73,77, 131
Suszeptibilitit
dielektrische, 58

magnetische, 58

TE-Moden, 118
TE-Moden, Zylinder, 124
techn. Masse, 25
TEM, 114
TEM-Bandbreite, 123
TEM-Moden, 125
Theorem von Fourier, 79
TM-Moden, Zylinder, 124
TM-Wellen, 118
Totalreflexion, 90, 93
Transformation
Galilei, 38
Lorentz, 39, 44
Transistor, 71
Translationsinvarianz, 83
Transmission, 89, 126
Transmissionskoeffizient, 89
Transmissionsverhalten, 126,
127
transmittierte Welle, 82, 83,
85, 89
transversal-elektromagnetische
Wellen, 114
transversale Felder, 75, 104
transversale Randbedingungen,
117
transversale Streuzentren, 126
Transversalebene, 75
transversalelektrische Wellen,
118
transversalmagnetische Wellen,
118
transzendente Gleichungen,
125

Ubergangsbedingung, 106
Ubergangsbereich, 106
Umkehrfunktion, 143
Umlauf, 16
Umlaufspannung, 24
uneigentliches Integral, 26
unendlich ausgedehnte
Grenzflache, 84

Vakuum-Wellenwiderstand,
108
Vektorfeld, 1, 17, 19-24, 31,
55
Vektorpotential, 32, 33, 37
dynamisches, 98



verallgemeinerte Funktion, 28
verallgemeinerter
Durchflutungssatz, 47
Verkettung, 16
Verkopplung, der Felder, 100
Verluste, 70
dielektrische, 95
Verlustfaktor, 96
Verlustwinkel, 96
Verschiebestrom, 46, 47, 73,
101, 110
Verschiebung, dielektrische, 53
Verschiebungspolarisation, 51
Verschiebungsstromdichte, 47,
57
verzogerte Potentiale, 100
Verzégerungsterm, 100

w-Ebene, 140
Webersche Funktion, 125
Wechselstromfall, 96
Wechselstromleitfahigkeit, 95
weichmagnetisch, 54
Welle, 73, 75, 76
Ausbreitung einer ebenen
em., 74
ebene, 72, 76, 80, 82, 95,
107, 114

einfallende, 85, 89
gebrochene, 82

gefiihrte, 125
harmonische, 76, 77, 116
homogene, 76
monochromatische, 78
reflektierte, 82, 85, 89

transmittierte, 82, 83, 85,

89
transversalelekrische, 118
transversalmagnetische,

118

Wellen, transversal-
elektromagnetische, 114

Wellen-Elementarlésungen, 76

Wellenausbreitung, 72, 75, 81,

83, 92, 114
harmonische, 79

Wellengleichung, 73, 75, 99,

117
allgemeine, 73, 113
inhomogene, 99

Wellenimpedanz, 81
Wellenldnge, 78
Wellenleiter
-struktur, 112
zylindrische, 123
Wellenlésung, ebene, 100

Wellenvektor, 78, 82, 84
Wellenwiderstand, 108
Wellenzahl, 78, 95, 125
Wellenzahlvektor, 78
Widerstand, ohmscher, 70
Widerstandsbelag, 115
winkeltreu, lokal, 142
Wirbel, 20

Wirbelfeld, 33
Wirbelstrome, 111
Wirbelstromfall, 96

z-Ebene, 140
Zeit, retardierte, 100
Zentralfeld, 22
Zentralkraft, 19
Zentralkraft bzw. -feld, 6, 13,
19
zirkular polarisiert, 76
Zirkulation, 16
Zustand
eingeschwungener, 59, 78,
115
stationarer, 78
Zweidrahtleitung, 112
Zweileiterstruktur, 114
zylindrische Wellenleiter, 123
zylindrischer Hohlleiter, 124
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