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BasistextElektromagnetishe FelderAhim EndersBraunshweig, im Oktober 2011





Vorwort Niht so sehr die Wiederholung, sondern eher dieAbwandlung ist die Quelle des Verstehens(Norbert Treitz, Vorwort �Brüke zur Physik",2003).
Autoren verfassen wissenshaftlihe Büher, um die Materie endlih einmal selber zu durhdrin-gen. Neben dieser spöttishen Behauptung mit einem gewissen Wahrheitsgehalt ist aber dieThese �There are as many sienti� methods as sientists� siher ausshlaggebend. Auh ausSiht des Lernenden ist es zu begrüÿen, dass gerade bei einem so komplexen Thema wie derelektromagnetishen Feldtheorie aus einer Vielzahl von Bühern dasjenige ausgewählt werdenkann, das der eigenen Denkweise am ehesten entspriht. Meine Motivation für den vorliegendenText war die Feststellung, dass existierende Lehrbüher mit 250 bis teilweise über 1000 Seitenüber den Umfang einer vierstündigen Grundvorlesung weit hinausgehen. Ein Basistext stellt nunden Versuh dar, sih auf einen Kern der e.m. Feldtheorie und ihrer Anwendungen zu beshrän-ken und gleihzeitig für den Anfänger geeignet zu sein. Hierzu ist eine vernünftige Balanezwishen anshauliher Ausdruksweise, Praxisbezug und elementarem Vorwissen auf der einenund hinreihender mathematisher Strenge und notwendiger Abstraktion auf der anderen Seiteangestrebt worden � wie gut dies gelungen ist, sei dem Urteil des Lesers überlassen.Dieser Basistext setzt elementare Kenntnisse der Vektoranalysis (Kurven�, Flähen�, Volumen-integrale, Di�erentialoperatoren div, rot, grad), der partiellen Di�erentialgleihungen sowievon elementaren physikalishen und elektrotehnishen Begri�en wie Kraft, Leistung, Energie,Strom, Spannung und komplexer Widerstand (und damit auh elementarer Funktionentheoriein Form komplexer Zeigerdarstellung) voraus, wie sie meist in den Lehrplänen der ersten bei-den Semester enthalten sind. Es ist natürlih möglih, sih im Rahmen eines ganzheitlihenLernens alles gleihzeitig mit der elektromagnetishen Feldtheorie anzueignen. Dazu wird aberergänzende Literatur, z.B. aus der angegebenen Auswahl, erforderlih sein.Die Systematik stellt in den Kapiteln 1 bis 7 zunähst die elementaren elektromagnetishenPhänomene von den Kraftwirkungen bis hin zu den Fresnelshen Formeln und dem HertzshenDipolfeld zusammen. Aus Gründen der Übersihtlihkeit sind hier Übungsaufgaben nur vereinzeltzum Selbststudium empfohlen. In den Kapiteln 8 und 9 werden dann Lösungsmethoden für dieMaxwell�Gln. unter Randbedingungen inl. von einfahen Beispielen vorgestellt, d.h. der mehrfür die praktishe Anwendung bedeutsame Teil. Diese Systematik besitzt den Vorteil, dassnah Ausarbeitung der vollen dynamishen Theorie das Anwendungspotenzial der vershiedenenLösungsmethoden deutliher wird, so z.B. die Verwendung quasistatisher Lösungsverfahren inder Leitungstheorie bei der TEM�Mode.Viele Student(inn)en und Mitarbeiter(innen) haben mit ihren für eine präzisere Formulierunghilfreihen Zwishenfragen zum Gelingen dieses Buhes beigetragen. Namentlih möhte ih er-wähnen die Herren B. Neubauer, N. Eulig, R. Geise, A. Junge, J. Leopold, S. Pötsh, I. Shmidtund J. Werner. Insbesondere ist Herrn Dr. H. Spieker für seine kritish�konstruktive Durhsihtzu danken, sowie Frau Kretzshmann für das Umsetzen in eine lesbare Form. Gleihzeitig erfolgtdie Bitte an den geneigten Leser, dem Autor weitere Korrekturen, Fehler, Verbesserungsvorshlä-ge et. mitzuteilen.Braunshweig, Oktober 2011 Ahim Endersi
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Kapitel 1Notwendigkeit des Feldbegri�sLeitfrage: Wieso ist das Feld als zentrales und fundamentales Naturphänomen aufzufassen bzw.aufgrund welher Beobahtungen ist dies in der heutigen Alltagswelt einsihtig?Seit Heinrih Hertz, noh prägnanter nah Maronis 1901 gelungener Transatlantik�Übertra-gung, ist nahgewiesen, dass eine drahtlose Nahrihtenübertragung mit elektromagnetishenFeldern möglih ist. In Abb. 1.1 ist dies skizziert.PSfrag replaementsQuelleDetektor Abbildung 1.1: Drahtlose SignalübertragungWas heiÿt das genauer? Es kann ein Zeitintervall [t1, t2] geben, in dem weder in der Quelle nohim Detektor eine Spannung oder ein Strom zu messen sind, aber im Raum dazwishen eineEnergieform transportiert wird. Anders ausgedrükt, müssen sih hier die Raumeigenshaftengeändert haben und entsprehend beshrieben werden können. Detektierbar, also messbar, wäredies aber nur in der Auswirkung auf sih hier be�ndlihe Ladungen, zumindest im Rahmen desElektromagnetismus.Diese Energieform im Raum nennt man elektromagnetishes (e.m.) Feld, rein phänomenolo-gish werden also eine oder mehrere Funktionen benötigt, die die Eigenshaften des Raums,also das Feld, harakterisieren.
Feld = f(x,y,z,t)Ein derartiges Vorgehen ersheint zunähst sehr abstrakt und der Sinnes- und Erfahrungsweltniht zu entsprehen, letztendlih ist das Feld aber nur die math./physikalishe Formulierungdes Mess� und damit Erfahrbaren mit dem Shwerefeld der Erde als vertrautestem Beispiel. Dieallgemeine Beshreibung der elektromagnetishen Phänomene erlaubt die Angabe des Zusam-menhangs zwishen der Felderzeugung durh Ladungen und deren Bewegungen, der Ausbreitungder Felder im Raum sowie ihrer Orientierung; e.m. Felder besitzen also Vektorharakter, manspriht von �Vektorfeldern�. Rein formal gilt dann (oft wird die Angabe der Funktionsvariablen,weil selbstverständlih, weggelassen):

Feld = ~f[(x,y,z,t),Ladungen(x,y,z,t),Ladungsbewegung(x,y,z,t)] 1



Kapitel 1 Notwendigkeit des Feldbegri�sBekanntere elektrotehnishe Begri�e wie Spannung U oder Strom I müssen hier also durhorts- und zeitabhängige Vektorfelder ersetzt werden. Nun könnte eingewandt werden, dass diedrahtlose Signalübertragung (allgemein also die Hohfrequenz�Tehnik) eine so komplizierteTheorie shon benötige, dies aber von der Anwendung her nur den kleinsten Teil des Elek-tromagnetismus betre�e. Deshalb seien noh zwei weitere Beispiele für die Notwendigkeit desFeldbegri�s aus anderen Gebieten erläutert.Bei folgender Geometrie aus Metall kommt es zum Funkenübershlag bei Spannungserhöhungimmer zuerst an der Spitze. Wieso?
regelbare

SpannungsquellePSfrag replaementsregelbareSpannungsquelleAbbildung 1.2: Funkenübershlag an spitzen Elektroden; die gepunktete Linie sollnur zeigen, dass die spitze und runde Elektrode auf gleiher Höhe liegen.Für die Leser mit Vorwissen: O�ensihtlih werden geladene Teilhen in der Nähe zur und/oderin einer spitzen Elektrode (der E�ekt ist im Vakuum ebenfalls vorhanden) stärker beshleunigtals an der runden Elektrode trotz gleiher Spannung. Der Begri� der Spannung ist hier of-fensihtlih zur Beshreibung unzureihend, die grundlegenden Begri�e Spannung, Strom undWiderstand der Elektrotehnik können also bei weitem niht ershöpfend sein.Ein vermeintlih triviales Gedankenbeispiel in Form einer Gleihstrom�Übertragungsstreke zueinem Verbrauher regt die wissenshaftlihe Phantasie vielleiht am stärksten an. Die Fragelautet hier: An welhen Stellen im Raum wird die Leistung in der skizzierten Shnittebeneübertragen?
Erzeuger Verbraucher

Abbildung 1.3: Gleihstrom�ÜbertragungsstrekeEine zunähst selbstverständlih klingende, aber falshe Antwort lautet: Im Kabel, weil ohneKabel oder nah Kabelauftrennung mit einem Shalter die Übertragung unterbleibt. Nahdenk-lih wird man aber, wenn die übertragene Leistung nah der bekannten Formel P = U · Iangegeben wird: Längs eines einzelnen Kabels ist der Spannungsabfall meist vernahlässigbar,so dass weder im oberen noh unteren Strang für sih eine Leistung übertragen wird. Das Uaus der Formel wird zwishen den beiden Kabeln gemessen, so dass der Raumzustand zwishen2



den Kabeln die Leistungsübertragung bewirken muss. Die Felder transportieren also auh imGleihstromfall die Energie durh den Raum, und zwar auÿerhalb der Kabel!Solhe Beispiele geben zunähst Wissenssto� in Form von experimentellen bzw. empirishenGesetzmäÿigkeiten wieder und wurden hier speziell zur Begründung des Feldbegri�s ausgesuht.Damit ist ebenfalls ganz grob die Entwiklung einer Wissenshaft und damit auh der Aufbaudes folgenden Sto�es skizziert:Phänomene in der Natur
www� Beobahtung, Experimentierenempirishe Gesetze
wwwww�

Analogieshlüsse, math. Formulierung,gezieltes ExperimentierenEntwiklung der vollständigen Theorie undAxiomatisierung, d.h. Essenz: aus welhen�Minimal��Tatsahen lässt sih die gesamteTheorie aufbauen?
www�

wwwwwwwwwww�tehnishe Anwendung, Lösung von Praxisproblemen, Realisierung bessererLebensbedingungenDie Wehselwirkungen zwishen Ladungen durh e.m. Felder werden durh die Maxwell�Gleihungen formuliert, die in ihrer vollständigen Form von J.C. Maxwell in den Jahren 1861-64angegeben wurden. Sie sollen in diesem Text möglihst anshaulih nahvollzogen werden beihinreihender Tiefe und genügender math. Strenge. Im Folgenden sei noh die Feststellung be-gründet, warum die Lehre des Elektromagnetismus und ebenfalls das Studium der Elektrotehnikauf absehbare Zeit einen einzigartigen Stellenwert beibehalten werden.In der Physik stellt die klassishe elektromagnetishe Feldtheorie nah wie vor das Musterbei-spiel und Ideal einer Feldtheorie an sih dar. Neben der ershöpfenden Beshreibung einer dervier elementaren Naturkräfte ist sie Ausgangspunkt sowohl für die spezielle Relativitätstheorieals auh für quantisierte Feldtheorien. Dem Elektrotehniker ermögliht sie, neben dem Er-werb des benötigten Handwerkszeugs an sih, das Verständnis für den Aufbau der einzelnenelektrotehnishen Fahdisziplinen mit ihren jeweiligen Näherungen bzw. Vernahlässigungen.3



Kapitel 1 Notwendigkeit des Feldbegri�sEine solide Ausbildung in diesen Grundlagen wird nie durh ein gutes Computerprogramm er-setzbar sein, obwohl die Theorie vollständig mathematish ausformuliert und damit im Prinzipalgorithmisierbar, d.h. durh Rehenprogramme abbildbar ist:a) Randbedingungen (=RBn) im Elektromagnetismus existieren in hierfür zu vielfältiger, kom-plexer Form (siehe o.a. Beispiel der spitzen Elektrode). Notwendige Vereinfahungen, geradeauh für e�ziente Algorithmen, sind nur mit Fahwissen und Erfahrung möglih.b) Immer neue Anforderungen ( = Parameterbereihe bzw. RBn) müssen berüksihtigt werden.) Kreativität bei der Entwiklung, aufbauend auf und shöpfend aus guter Sahkenntnis undErfahrung, wird immer benötigt.Gerade die wahsende Bedeutung der elektromagnetishen Verträglihkeit (EMV) ist kennzeih-nend hierfür. EMV ist als die Forshungstätigkeit zu verstehen, die das Niht- oder Fehlfunk-tionieren aufgrund der Anwesenheit mehrerer elektrotehnisher Einrihtungen aufklären bzw.besser von vornherein vermeiden soll. Herauszu�nden ist im o.a. Sinne also, welhe e.m. Weh-selwirkungen beim Betrieb störenderweise intern oder von auÿen auftreten, und wie die Störungund/oder Störungsübertragung minimiert werden kann.Leitfrage ist also:Wie sieht eine möglihst allgemeingültige und handhabbare Beshreibungelektromagnetisher Phänomene aus ?Die praktishe Anwendbarkeit der Maxwellshen Theorie hat u.a. die Energieversorgung undNahrihtenübertragung der Menshheit im wahrsten Sinne des Wortes revolutioniert. Der heu-tige Lebensstandard in den tehnisierten Gesellshaften ist ohne sie niht denkbar. Aber auh dieNaturphilosophie wurde durh die Maxwellshe Theorie nahhaltig beein�usst. Wissenshaftlerwerden durh sie genötigt, Naturersheinungen abstrakter aufzufassen. Man muss den in derBeshreibung benötigten Grössen auh dann eine reale Existenz zubilligen, wenn sie niht durhmehanishe Modelle veranshauliht werden können und niht direkt mit unserer durh Sinnes-organe erfahrbaren Welt in Einklang zu bringen sind. Die benötigten Shnittstellen zwishen denPhänomenen in der Natur und unseren Sinnesorganen können dann nur noh durh geeignetetehnishe Geräte realisiert werden.
4



Kapitel 2Physikalishe GrundprinzipienLernziele: Elektrishes (Coulomb) und magnetishes (Biot�Savart�Ampère) Kraftgesetz, Su-perpositionsprinzip, Ladungserhaltung, Kontinuitätsgleihung, Maÿsystem.2.1 GeshihtlihesElementare elektrishe und magnetishe Kraftwirkungen waren shon alten Kulturvölkern be-kannt; Thales von Milet (griehisher Naturphilosoph um 600 v.Chr.) nennt diese Phänomenebereits. Entsprehend sind die Begri�e ableitbar:eletron (griehish) � Bernstein; beim Reiben mit Katzenfell an Bernstein wird �Elektrizitäterzeugt� in Form elektrostatisher Au�adungen bis hin zu Funkenübershlägen.lithos magnetos (griehish) � Stein aus der thessalishen Landshaft Magnesia: Magnetit
Fe3O4; zwei Steine dieser Art können sih anziehen.Wieso hat trotz dieser Kenntnisse die systematishe Aufklärung der elektromagnetishen Phä-nomene so lange bis weit ins vorletzte Jahrhundert hinein gedauert?� Ein systematishes Experimentieren ohne zu groÿe Voreingenommenheit durh religiöse/philosophishe Weltanshauungen hat sih erst im Mittelalter entwikelt.� Die Reibungselektrizität an Fellen et. ist shwer reproduzierbar, erst relativ spät istTehnologie zur �Erzeugung von Elektrizität� entwikelt worden (Otto von Guerike, ersteReibungselektrisiermashine ab a. 1660).� Gezielt erzeugbare Magnetfelder durh Ströme waren erst mit stabilen Stromquellen mög-lih, d.h. erst mit der Er�ndung galvanisher Elemente seit a. 1800.2.2 Elektrishe Kraftwirkung: das Coulomb�Gesetz

~F1 = kc
q1q2
r2

~e21 = −~F2 (2.1)In dieser elementaren Formulierung beshreibt das Coulomb�Gesetz die Kraft zwishen zweiPunktladungen der Ladungsmenge q1 und q2 im Abstand r: 5



Kapitel 2 Physikalishe GrundprinzipienPSfrag replaements
r

~e12

~e21~F1 ~F2

q1 q2Abbildung 2.1: Das Coulomb�Gesetz� drei Proportionalitäten (zu q1, zu q2 und zu 1/r2, letzteres eine invers-quadratishe oderhäu�g salopp als �quadratishe Abstandsabhängigkeit� bezeihnet), Kraftrihtung voneinem Ladungsursprung zum anderen (sog. Zentralkraft) und ein Vorzeihen (Kraft ~F1geht bei gleihnamigen Ladungen in Rihtung ~e21, also abstoÿend, bei ungleihnamigenanziehend, da ein Ladungsvorzeihen dann negativ ist),� Kraftgleihung für ruhende Ladungen, die im bewegten Fall ergänzt werden muss,� nur für Punktladungen (Durhmesser ∅Ladung ≪ r ) gültig,� kc als Proportionalitätskonstante ist abhängig vom Maÿsystem, d.h. den Einheiten�De�nitionen (siehe Kap. 2.5).2.3 SuperpositionsprinzipDie Kräfte zwishen vielen, im Raum verteilten Punktladungen ergeben sih durh Addition derKräfte zwishen jedem Paar, d.h. zusätzlihe Ladungen im Raum verändern niht die Kraftwir-kung zwishen je einem einzelnen Paar. Die Gesamtkraft erhält man also mittels Vektor�Additionder Paar�Coulomb�Kräfte, d.h. durh ihre lineare Überlagerung (= Superposition).Beispielsweise beträgt bei drei Punktladungen die Kraft auf q3:
~F3 = kc · q3

(
q1
r213
~e13 +

q2
r223
~e23

)Deshalb berehnet man die Kraftwirkung einer �vershmierten� Ladungsverteilung auf einePunktladung durh Au�ntegration der in�nitesimalen Ladungsanteile, letztere als �Punktla-dung� im o.a. Sinne. Salopp spriht man bei den in folgender Tabelle aufgeführten Funktionenvon Ladungsdihten, die genauer Ladungsdihte�Verteilungsfunktionen heiÿen mit dem Zusatzräumlih (3-dim), �ähig (2-dim) oder linienförmig (1-dim).Bei Leitern ist aber vor Anwendung des Superpositionsprinzips Vorsiht geboten. Hier ist zuerstzu fragen, was für eine Ladungsverteilung sih eingestellt hat, da die Ladungen innerhalb vonLeitern durh Felder vershoben werden können. Diesen E�ekt der Vershiebung von Ladungen6



Kapitel 5Energetishe BetrahtungenLernziele: Poynting�Theorem, raumgespeiherte und transportierte Feldenergie; Poynting�Vektor, Kapazitäts� und Induktivitätskoe�zienten.5.1 Das Poynting�Theorem: EnergieerhaltungAuh für elektromagnetishe Wehselwirkungen müssen die Fundamentalsätze der Energie� undder Impulserhaltung gewährleistet sein. Da die Impulserhaltung für e.m. Felder in der Ingenieurs-Praxis selten eine Rolle spielt, soll nur auf die Energie�Erhaltung bzw. äquivalent den Nahweiseiner ausgeglihenen Leistungsbilanz eingegangen werden. Zunähst wird eine einzelne Ladungbetrahtet, an die die Lorentz�Kraft Gl. (3.41) als Gesamtkraft angreift:
~F = q( ~E + ~v × ~B) (5.1)Da die Magnetkraft als Vektorkreuzprodukt q(~v × ~B) ⊥ zu ~v steht, verrihtet sie keine Arbeitan q. Als Leistung P an q verbleibt der Coulomb�Kraftanteil bei der Geshwindigkeit ~v. EinProdukt Kraft mal Weg ergibt eine Energie und ein Produkt Kraft mal Geshwindigkeit eineLeistung, siehe auh Kap. 3.5, Erläuterungen zu Gl. (3.41) bzgl. des Produktes q · ~v:

P = q · ~v · ~E
~J = ρ~v
=⇒ P an ~J imVolumenV =

∫

V

~J · ~Ed3r (5.2)Nah Vorzeihenkonvention handelt es sih bei positivem P um die Abgabe von Feldenergie an qin Form kinetisher Energie oder in andere Energieformen wie Wärme. Wegen des Energieerhal-tungssatzes muss dies mit einer entsprehenden Abnahme der e.m. Feldenergie einhergehen, wasjetzt explizit bewiesen wird. Mit Hilfe der Maxwell�Gleihungen soll ∫ ~J ~Ed3r deshalb rein durhFeldterme ausgedrükt werden. Zunähst wird das Maxwell�Ampèreshe Gesetz ausgenutzt:
∫

V

~J · ~Ed3r =
∫

V


 ~E · (∇× ~H)︸ ︷︷ ︸

(∗)

−~E · ∂
~D

∂t


 d3r (5.3)Wegen ∇ ·

(
~a×~b

)
= ~b · (∇× ~a)− ~a ·

(
∇×~b

) gilt für (∗) die Identität:62



5.1 Das Poynting�Theorem: Energieerhaltung
~E · (∇× ~H) = ~H · (∇× ~E)︸ ︷︷ ︸

= −∂
~B

∂t

−∇ ·
(
~E × ~H

)

=⇒
∫

V

~J · ~Ed3r = −
∫

V

[
∇ · ( ~E × ~H) + ~H

∂ ~B

∂t
+ ~E

∂ ~D

∂t

]
d3r (5.4)Zunähst wird durh Gl. (5.5) der sogenannte Poynting�Vektor ~S, nah dem engl. PhysikerJ.H. Poynting, eingeführt. Bei linearen Zusammenhängen zwishen ~E, ~D und ~B, ~H wie in denGln. (4.30, 4.31) angegeben, die bei den meisten dielektrishen Materialien vorausgesetzt werdenkönnen, wird zusätzlih Gl. (5.6) benutzt:

~S = ~E × ~H (5.5)
w =

1

2

(
ε ~E · ~E + µ ~H · ~H

)
=

1

2

(
ε ~E2 + µ ~H2

)
=

1

2

(
~E ~D + ~B ~H

) (5.6)Nah Gl. (5.6) folgen über ∂w/∂t die letzten beiden Terme der Gl. (5.4), wenn jeweils äuÿe-re und innere Ableitung oder die Produktregel angewendet werden. Für den nihtlinearen Fallwäre die zeitlihe Au�ntegration der Formel Gl. (5.4) mit dem expliziten zeitlihen Zusammen-hang zwishen den Feldern ~E, ~D bzw. ~B, ~H für eine Energiebilanz erforderlih, z.B. zur Be-rehnung der Hystereseverluste ferromagnetisher Materialien im Wehselfeld. Im linearen Fallgemäÿ Gl. (5.6) ergibt sih die folgende, einfahere Formulierung in integraler bzw. di�eren-tieller Shreibweise. Sowohl die Gl. (5.4) als auh für den linearen Fall Gln. (5.7, 5.8) bildenFormulierungen des sogenannten Poynting�Theorems, dem e.m. Energieerhaltungssatz:
−
∫

V

~J · ~Ed3r =

∫

V

(
∇ · ~S +

∂w

∂t

)
d3r (5.7)

− ~J · ~E = ∇ · ~S +
∂w

∂t
(5.8)Analyse und Interpretation:Links wird die von den Ladungen umgesetzte, d.h. durh sie von den Feldern abgegebeneoder hineingestekte Leistung spezi�ziert. Dann muss eine Änderung der Feldenergie durh dieTerme mit ~S, w auf der rehten Seite beshrieben werden. Was für eine Bedeutung habensie? Eine Änderung einer skalaren Energiedihte ist im Ausdruk ∂w/∂t enthalten, wobei eineUnterteilung gegeben ist in:

• elektrishe Feldenergiedihte 1

2
ε ~E2 = we (5.9)

• magnetishe Feldenergiedihte 1

2
µ ~H2 = wm (5.10)63



Kapitel 5 Energetishe BetrahtungenIn ~S = ~E× ~H zeigt sih, dass neben w beide Feldanteile auh verkoppelt in der Leistungsbilanzauftauhen. ~S besitzt die Einheit W/m2 und weist eine Rihtung auf, ist also eine Leistungs-�ussdihte als Vektorfeld. In der Gleihung tritt nur die div ~S als räumlihe Änderung derLeistungs�ussdihte auf. Der div ~S �Term kann in der Integraldarstellung Gl. (5.7) über denGauÿshen Integralsatz Gl. (3.6) in ein Flussintegral durh die Ober�ähe von V umgewandeltwerden: ~S transportiert Feldenergie aus V heraus oder hinein. Der Vektor ~S repräsentiert einenur durh das kombinierte ~E, ~H�Feld zustande kommende Leistungs�ussdihte, die leitungs��geführt� sein kann, wie z.B. im Gleihstromkreis Abb. 1.3, oder von Ladungen/Strömen los-gelöst, d.h. gestrahlt existiert. Zusammen mit der skalaren, nur zeitlih veränderlihen Energie-dihte des elektrishen Feldes we und des magnetishen Feldes wm sind dies die feldgebundenenEnergieterme. we und wm stellen �raumgespeiherte� Energiedihten des e.m. Feldes dar, in-tegriert über den Raum also die elektrishe bzw. magnetishe Feldenergie, We bzw. Wm. InGl. (5.8) ändern sih we, wm nur zeitlih und niht räumlih, wie auh in der allgemeinerenEnergiebilanzgl. (5.4) die beiden rehten Terme. Demnah kann durh sie kein Energietransporterfolgen. Ohne Umsatz in bzw. Einspeisung von anderen Energieformen folgt aus Gl. (5.8) diedi�erentielle Energieerhaltung bzw. Kontinuitätsgleihung für die e.m. Feldenergie:
∇ · ~S = −

(
∂we

∂t
+
∂wm

∂t

) (5.11)Bleiben we, wm und ∇ · ~S mit den felderzeugenden Ladungs� und Stromdihten ρ, ~J so ver-knüpft, dass ein Beitrag ∇ · ~S von ρ, ~J in den Raum hinaus vernahlässigbar bleibt, so handeltes sih um �quasistationäre� Feldverhältnisse (siehe Kap.7.6). In diesem Fall spriht man vonquasistationären kapazitiven bzw. induktiven Feldern, die dann implizit raumgespeiherte Feld-dihten darstellen. Beispielsweise wird beim Laden eines Kondensators die elektrostatishe =kapazitive Feldenergiedihte we zwishen den Kondensatorplatten durh eine von den Zuleitun-gen geführte Leistungs�ussdihte ~S aufgebaut und verbleibt dort. In den nähsten Kapiteln 5.3,5.4 sollen we, wm noh einmal elementar aus den zu ihrem Aufbau benötigten Energien abgelei-tet werden. Hierbei ergeben sih wihtige Proportionalitätskonstanten, in denen die geometrie-und materialabhängigen Faktoren der gesamten elektrishen bzw. magnetishen Feldenergienzusammengefasst sind und die mit den Begri�en �Kapazität� und �Induktivität� bezeihnetwerden. Der Poynting�Vektor wird in Kap. 6.2 näher behandelt.Zwei Bemerkungen seien abshlieÿend angebraht:a) Obwohl Magnetkräfte keine Arbeit an Ladungen verrihten, ist über die Änderung der Lagezwishen Permanentmagneten, die ja Magnetkräfte aufeinander ausüben, eine direkte Umwand-lung zwishen mehanisher Energie und wm möglih. Dies ist oft niht praxisrelevant und wirdbeim Poyntingshen Theorem meist implizit, wie auh bei der obigen Beshreibung, vernah-lässigt, da nur der Energieumsatz über ~J , also über die Ladungen, behandelt wird.b) Zunähst kann es merkwürdig ersheinen, dass bei der Leistungs�ussdihte ~S als grundlegen-der physikalisher Gröÿe das Hilfsfeld ~H und niht die Flussdihte ~B ersheint, obwohl ~B dasgrundlegende Feld für die magnetishe Kraftwehselwirkung darstellt. Diese Frage wird manh-mal mit dem Hinweis vershleiert, dass ~H und ~B über µ ineinander umrehenbar sind, obwohl64



5.2 Elektrishe Feldenergie und Kapazitätdies im allgemeinen Fall der Nihtlinearität beliebig kompliziert werden kann. Allgemein abermüssen bei der Energiebilanz nah Gl. (5.4) alle vier Felder explizit berüksihtigt werden undtrotzdem gilt Gl. (5.5) mit ~S = ~E × ~H auh in diesem Fall. Vom E-Tehnik-Basisverständnisher ist dies plausibel: Au�ntegration über eine Flähe ergibt gerade die bekannte Leistungs-formel P = U · I. Die Begründung hierfür leitet sih aus dem in Kap. 4.4.1, am Ende vonKap. 4.4.3 und hier Gesagten ab: Für den Energieumsatz an Ladungen ist ~B niht relevant, dadie Magnetkraft ⊥ zur Bewegung steht; die �Menge an Ladungsbewegung� gegen das oder mitdem Feld ~E stekt in ~J , genau: ~Jäußere nah Gl. (4.22), wofür das Hilfsfeld ~H über rot ~H dasMaÿ ist.5.2 Elektrishe Feldenergie und KapazitätIn Kap. 3 wurde hergeleitet, dass das elektrostatishe Potential ϕ die potentielle Energie Weiner Probeladung q im elektrostatishen Feld (rot ~E = 0) bestimmt. Die Energie Wd einerdiskreten Ladungsverteilung qi berehnet sih dann absolut unter der RB ϕ∞ = 0 wie folgt:
Wd =

∑
qiϕ(~ri) (5.12)

ϕ wird wiederum nah Gl. (3.18) durh die qi erzeugt. Beim Übergang auf eine zweite Dop-pelsumme zweks Vereinfahung kommt im Nenner ein Faktor 2 wegen der Doppelzählunghinzu:
Wd =

1

4πεo

n∑

i=1

∑

j<i

qiqj
|~ri − ~rj|

=
1

8πεo

n∑

i=1

n∑

j=1︸ ︷︷ ︸
i 6=j

qiqj
|~ri − ~rj|

(5.13)
Wd kann je nah Ladungsvorzeihen sowohl positive als auh negative Werte annehmen. Fürkontinuierlihe Ladungsverteilungen im endlihen Volumen V erhält man:

W =
1

8πεo

∫

V

∫

V

ρ(~r )ρ(~r ′)

|~r − ~r ′| d
3rd3r′

Def.ϕ
=

1

2

∫

V

ρ(~r )ϕ(~r ) d
3r (5.14)Will man W rein durh Feldterme ausdrüken, muss das verbliebene ρ durh die Poisson�Gl.ersetzt werden (∇2ϕ = −ρ/εo), wobei der Index e jetzt für die Feldtermformulierung steht,hier zunähst im Vakuum:

We = −εo
2

∫

V

ϕ(~r )

(
∇2ϕ(~r )

)
d3r

(∗)
=
εo
2

∫

V

(∇ϕ)2 d3r = εo
2

∫

V

~E2d3r (5.15)Die Umformung (∗) ergibt sih durh partielle Integration analog zum Vorgehen in Kap. 3.4mit ϕ±∞ = 0. Auh inkl. der Materie�Polarisation ergibt sih im linearen, isotropen Fall für die65



Kapitel 5 Energetishe BetrahtungenAuh hier ist neben dieser nur durh die explizite Feldangabe berehenbaren magnetishenEnergie oft eine shnelle Charakterisierung der Energieverhältnisse durh Angabe eines einzigenParameters neben der Stromstärke I möglih, nämlih der sogenannten Induktivität L. Dieeinfahe Proportionalität von Φ zu I (Gln. (5.22 bzw. 4.3, 3.3)) erlaubt es, diese rein von denGeometrie� und Materialparametern des Leiterkreises abhängige Gröÿe zu de�nieren:
Φ = L · I bzw. L =

Φ

I

(5.23)
=⇒ Wm =

1

2
L · I2 (5.28)Bei mehreren Stromkreisen besitzt jeder eine solhe Induktivität, die dann genauer als Selbst-induktivität Li bezeihnet wird. Zusätzlih kennzeihnen die Gegeninduktivitäten Mij den ma-gnetishen Fluss, der vom Stromkreis i ausgehend den Stromkreis j durhsetzt. Beispielsweiseergibt sih bei zwei Stromkreisen entlang C2 und C1 :

U1 = −dΦ21

dt
=M21

dI2
dt

(5.29)Die Vorzeihen sind dabei eine Konventionsfrage. Bei n Stromkreisen folgt:
Wm =

1

2

n∑

i=1

LiI
2
i +

1

2

n∑

i=1

n∑

j=1︸ ︷︷ ︸
i 6=j

MijIiIj (5.30)
5.4 Praxis der E�Tehnik: Ersatzshaltbild und einigeBemerkungenDie in Kap. 5.2 und 5.3 als �Nebenaspekt� eingeführten Begri�e der Kapazität bzw. Induktivi-tät besitzen in der elektrotehnishen Praxis eine enorme Bedeutung. Für konkrete Geometrien,Aufbauten und Bauelemente ersetzen sie meist die feldtheoretishe Beshreibung und vereinfa-hen damit deren Behandlung. Die so überhaupt erst de�nierten Bauelemente L für Induktivitätbzw. �Spule� und C für Kapazität bzw. Kondensator entsprehen einem Ersatzshaltbild als An-näherung an das wahre Verhalten nah den Gln. (5.4 - 5.11). Bei Shaltplänen wird also implizitzunähst immer eine energetishe Integration über die geometrishen Abmessungen aller Bau-elemente durhgeführt. Dabei wird weiterhin bei der Integration implizit angenommen, dassbeim Kondensator zeitlihe Änderungen •

wm , Abstrahlung durh (∇ · ~SAbstrahl) sowie Verluste
~J · ~E quantitativ gegen zeitlihe Änderungen •

we vernahlässigt werden dürfen, bei der Indukti-vität entsprehend •
we, ∇ · ~SAbstrahl und ~J · ~E gegen •

wm und bei einem Ohmshen Widerstand
•
we, •

wm und (∇· ~S)Abstrahl gegen (∇· ~S)Ohmsch = ~J · ~E. Dasselbe gilt übrigens auh für nihtli-neare Bauelemente: Halbleiter als variable Shalter sind in diesem Sinne Ohmshe Widerstände70



5.4 Praxis der E�Tehnik: Ersatzshaltbild und einige Bemerkungen(transistor = transfer resistor), wobei der Widerstandswert zeitabhängig gesteuert werden kann.Als Steuergröÿe dient meist ein elektrishes Feld, d.h. im Ersatzshaltbild eine Spannung.Für die Berehnung von C und L gibt es je nah Aufgabenstellung meist mehrere Wege. Nebender direkten Bestimmung von Q und U beim Kondensator Gl. (5.20) aus Ladungsdihten undden dazugehörigen Feldstärken bzw. bei der Induktivität Gl. (5.28) aus Φ nah Gl. (4.3) unddem dazugehörigen Strom kann auh eine Feldenergieberehnung nah den linken oder mittlerenTermen in den Gln. (5.31) weiterhelfen.Kondensator 1

2

∫
ρ · U d3r =

1

2

∫
ε ~E2 d3r =

1

2
CU2Induktivität 1

2

∫ (
~J · ~A

)
d3r =

1

2

∫
µ ~H2 d3r =

1

2
LI2

(5.31)Dies ist insbesondere bei solhen Induktivitäten vorteilhaft, die Flähen� und/oder Volumen-ströme enthalten. Hier wäre die Φ�Berehnung nah Gl. (4.3) ungünstig, da die Zuordnung vonFlussbeiträgen zu jeweiligen geshlossenen Stromkreispfaden sehr shwierig ist.
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