Methoden zur Induktivitatsberechnung 1

METHODEN ZUR INDUKTIVITATSBERECHNUNG

C. Bode

1 MOTIVATION

Im Rahmen der Simulation elektromechanischer Energiewandler besteht der Wunsch, die
Induktivitaten des Systems zu bestimmen. Sie interessieren vor allem zur Beschreibung der
Strangspannungen des Systems und bei der Simulation des Systems am Wechselrichter.
Weiterhin sind sie interessant bei der Erstellung von Ersatzschaltbildern von Motoren,
Transformatoren und Drosseln. In diesem Artikel werden Moglichkeiten zur Berechnung der
Induktivitdten unter Verwendung der FEM-Rechnung diskutiert. Ferner wird der
Zusammenhang mit den Strangspannungsgleichungen aufgezeigt.

2 GRUNDLAGEN UND DEFINITIONEN

Im folgenden Abschnitt soll zundchst der Induktivitatsbegriff n&her betrachtet werden.
Betrachtet wird der im Yi-Diagramm in Bild 1 gezeigte Arbeitspunkt eines elektro-
magnetischen Systems. Nimmt man an, dass das System (ber Material mit einem
nichtlinearen Verlauf der relativen Permeabilitdt Gber der Feldstdrke und ausgeprégter
Sattigung verfigt, ergibt sich der dargestellte Verlauf der Flussverkettung tber dem Strom.
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Bild 1: Wi-Diagramm eines elektromagnetischen Systems

Man definiert die Sekanteninduktivitat im Arbeitspunkt als
L =Y/i. (2.1)

Wie der Name vermuten lasst, handelt es sich um die Steigung der Sekante durch den
Arbeitspunkt. Diese Induktivitat wird auch als spannungsrichtige Induktivitat bezeichnet. Die
differentielle Induktivitét gibt die Steigung der Tangente im Arbeitspunkt an. Es gilt also

L, =d¥/di (2.2)
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Einen guten Eindruck von der physikalischen Bedeutung der beiden Induktivitaten erhélt man
durch Betrachtung der Spannungsgleichungen eines n-strangigen Systems, dessen Strange
untereinander induktiv gekoppelt sind. Fir die Spannungsgleichung in Matrixdarstellung
schreibt man

d¥

U=Ri+. (23)
darin ist
Q:[ul,...,un]T (2.4)

der Vektor der Strangspannungen,

i=[iy..i,]" (2.5)
der Vektor der Strangstrome,

Y=[¥,..¥] (2.6)
der Vektor der Strangflussverkettungen und

R=diag(R,,...,R,) (2.7)

die Matrix der Strangwiderstande. Die Widerstandsmatrix wurde als reine Diagonalmatrix
gewahlt, so dass zwischen den einzelnen Strangen lediglich eine induktive Kopplung besteht.
Unter Verwendung der Sekanteninduktivitaten l&sst sich der Fluss durch

Ezii (2.8)
ausdriicken. Die Matrix der Sekanteninduktivitaten ist dabei durch
Ls(l,l) T Ls(l,n)
i =| : (2.9)
Ls(n,l) "' Ls(n,n)

gegeben. Diese Matrix ist stets invertierbar, so dass sich der Vektor der Strangstréme aus

=LY

(2.10)

ergibt. Setzt man diesen Ausdruck in (2.3) ein und I6st nach der zeitlichen Ableitung der
Flusse auf, so schreibt man

Z—T=—5'5‘1£+ L'y (2.12)

Man erhélt somit unter Zuhilfenahme der Matrix der Sekanteninduktivitdten und der
Spannungsgleichung eine Zustandsraumdarstellung fir die Strangflussverkettungen. Schreibt
man die totale Ableitung der Strangflussverkettungen unter Verwendung der partiellen

Ableitungen um, so ergibt sich

d¥ ov di

ot oi dt’ (2.12)
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was durch Einsetzen von (2.2) auf

d¥ di
dt == dt (2.13)
fuhrt. Darin ist
Ld(l,l) I‘d(l,n)
L=« (2.14)
Ld(n,l) e Ld(n,n)

die Matrix der differentiellen Induktivitdten. Setzt man (2.13) in die Spannungsgleichung
(2.3) ein, ergibt sich

di
U=R i+ L 2.15
= =g (215
woraus sich durch Auflésen nach dem Vektor der Strangstrome
ﬂ:-Ld Rii+L, U (2.16)
dt = =~ = —

ergibt. Unter Verwendung der differentiellen Induktivitdten und der Spannungsgleichung
ergibt sich eine Zustandsraumdarstellung flr die Strangstrome. Die gewahlten
Zustandsvariablen werden auch von [1], [2] verwendet. Dort wird die Darstellung mit dem
Fluss als ZustandsgroRe als Darstellung im Flux Linkage Frame of Reference bezeichnet. Bei
Verwendung des Stroms als ZustandsgréfRe wird von Darstellung im Current Frame of
Reference gesprochen.

Die Umrechnung der beiden Induktivitdten ineinander ist grundsatzlich mdglich. Die
differentielle Induktivitét ergibt sich aus der Sekanteninduktivitat durch Einsetzen von (2.1) in
(2.2), was nach Ausfihren der partiellen Ableitung auf

o 6L (|)
o o
flihrt. Zu beachten ist, dass eine Umrechnung der Sekanteninduktivitat nur méglich ist, wenn
neben der Sekanteninduktivitdt selbst auch ihre Abhéngigkeit vom Strom im untersuchten
Arbeitspunkt bekannt ist.

+L(1) (2.17)

Aus der Definition der differentiellen Induktivitdt (2.2) ergibt sich nach Trennung der
Verénderlichen
d¥ =L,(i)-di, (2.18)

woraus sich durch Integration der Fluss berechnen lasst. Fiihrt man die Integration aus und
setzt in (2.1) ein, so ergibt sich die spannungsrichtige Induktivitit nach

L (). di
_[L-di (2.19)

[
Die Berechnung der Sekanteninduktivitat aus der differentiellen Induktivitat ist nur méglich,
wenn der Verlauf der differentiellen Induktivitét fur alle Stréme bekannt ist.
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3 BERECHNUNGSMETHODEN

Im Folgenden werden verschiedene Methoden vorgestellt, mit denen sich die Induktivitaten
berechnen lassen. Dies wird insbesondere bei Anordnungen mit komplizierten geometrischen
Verhaltnissen mit der Methode der Finiten Elemente (FEM) erfolgen. Alle Verfahren werden
daher besonders unter der Méglichkeit der gemeinsamen Verwendung mit FEM betrachtet.

3.1 Bestimmung der Sekanteninduktivitat

Im folgenden Abschnitt werden einige Verfahren zur Berechnung der Sekanteninduktivitat
vorgestellt.

3.1.1 Methode der Gesamtenergie

Die Methode der Gesamtenergie ist eine besonders anschauliche Methode zur Berechnung der
Sekanteninduktivitét. Sie beruht auf dem Zusammenhang zwischen magnetischer Energie und
Induktivitat. Flr die Berechnung der Sekanteninduktivitat wird das Berechnungsmodell mit
nichtlinearen Materialeigenschaften durch ein Modell mit gleicher Geometrie aber linearen
Materialeigenschaften ersetzt. Entspricht die relative Permeabilitat des Eisenkreises des
linearen Modells der relativen Permeabilitat des nichtlinearen Modells im interessierenden
Arbeitspunkt, so haben beide Modelle in diesem Arbeitspunkt die gleiche
Sekanteninduktivitét (siehe Bild 2).

o
7

a) i b

Bild 2: Wi-Diagramme des nichtlinearen Systems (a) und des linearen Systems (b)

Alle folgenden Betrachtungen beziehen sich auf das lineare Modell. Fiir den Zusammenhang
zwischen magnetischer (Ko)Energie und der Induktivitét gilt bei linearen Verhaltnissen

W =W~ :%L-iz (3.1)

Fur ein n-strangiges System gilt entsprechend

» el -
Wo, =W, :ZZE' SORLALE (32)

i=1 j=1
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Bei Ly j handelt es sich um das Element an Position i, j der Sekanteninduktivitatsmatrix. Die
Anzahl der zu ermittelnden Induktivitaten ergibt sich durch Betrachtung von (2.9). Es wird
angenommen, dass stets L jy=Ls(,i gilt und die Matrix symmetrisch ist. Es gentigt somit, ihre
Elemente auf und oberhalb der Hauptdiagonale zu bestimmen. Die Anzahl der zu
ermittelnden Unbekannten ergibt sich damit nach

z=n(n+1)/2. (3.3)

Die unbekannten Induktivitdten lassen sich nun durch aufstellen und l6sen von z linear
unabhangigen Gleichungen der Form (3.2) bestimmen. Die Komplexitdt bezogen auf die
Anzahl der durchzufiihrenden FEM-Rechnungen zur Bestimmung der magnetischen Energie
betragt O(n®). Bei der praktischen Durchfilhrung des Verfahrens wahlt man im einfachsten
Fall n(n+1)/2 linear unabh&ngige Stromvektoren, was stets auf das gewinschte
Gleichungssystem fihrt.

Eine besonders einfache Alternative zeigt der im Folgenden vorgestellte Ansatz auf. Er basiert
auf der Wahl spezieller linear abhéngiger Stromvektoren. Man erhélt die gesuchten
Induktivitaten direkt aus der Energieberechnung, so dass kein Gleichungssystem zu lgsen ist.
Dies ist insbesondere dann interessant, wenn die Implementierung beispielsweise unter FEM-
Programmen wie ANSYS® erfolgen soll. Firr die ersten n Gleichungen wahlt man

. 1A firi=j=k
=1, = k=1---n. (3.4)

0  fir sonstige

In jedem Schritt wird also die mit einem Elementarstrom von 1 A verknlipfte magnetische
Energie berechnet (Einheit A folgend weggelassen):

Wi =%.|_S(”) A =l. L

5 G (3.5)

Aus Gleichung (3.5) lassen sich die Hauptdiagonalelemente von (2.9) (Selbstinduktivitaten
der einzelnen Strange) praktisch direkt ablesen, ohne dass ein Gleichungssystem geldst
werden muss. Im né&chsten Schritt kdnnen nun auf einfache Weise die Nebendiagonalelemente
(Gegeninduktivitaten) bestimmt werden. Man wéhlt fur die restlichen Gleichungen
ii:ij:{m fir (i=k, j=k,)A(k #=k,)

k=n+1... 1)/2. .
0  flr sonstige " b (n+)/ (3.6)

Fur jeden Stromvektor ergibt sich somit eine magnetische Energie der Form

1 -2 = - 1 =2
Wk = > Ly W + Ly b +§' Ly o1
1 1 ' 3.7
-5 Ly + Lsa +§' L)

Da die Terme Ls(i,i) und Ls(j,J) bereits bekannt sind, l&sst sich die Gegeninduktivitat wieder
direkt aus (3.7) ablesen. Die Bestimmung der Sekanteninduktivitaten ist somit sukzessive und
ohne Lésung eines Gleichungssystems maoglich.
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3.1.2 Methode der Flussmittelwerte

Bei dieser Methode werden die Sekanteninduktivitdten direkt aus dem mit jedem Strang
verketteten magnetischen Fluss bestimmt. Dazu wird ein &quivalentes Modell mit linearen
Materialeigenschaften wie im vorhergehenden Abschnitt betrachtet. Das Verfahren ist unter
der Bedingung geeignet, dass die Strdnge aus Spulen mit unendlich dinnen Einzelleitern
bestehen. In vielen praktisch relevanten Fallen ist diese Voraussetzung zumindest
n&herungsweise erfillt.

Grundsatzlich kann zur Berechnung des magnetischen Flusses dessen Definition
®=[B-da (3.8)
A

direkt eingesetzt werden. Dieses VVorgehen ist im Einzelfall jedoch aufwendig. Geschickter ist
es, den Fluss aus dem Vektorpotential zu berechnen. Setzt man

B = rotA (3.9)
in (3.8) ein, ergibt sich unter Verwendung des Stoke’schen Integralsatzes
A S

Der mit einem Leiter verkettete Fluss ergibt sich durch Integration des Vektorpotentials tUber
die Randkurve der vom magnetischen Fluss durchsetzten Flache.

Zunéchst wird die Flussberechnung bei Geometrien betrachtet, die sich im Zwei-
dimensionalen vollstandig beschreiben lassen. Beispielhaft wird die in Bild 3 gezeigte
Anordnung untersucht, die in Richtung der z-Koordinate invariant ist.

Fléache fuir
Mittelwertbildung

Rand des 2d-
Rechengebietes

Flache fiir
Flussberechnung

Bild 3: Berechnung des mittleren Flusses bei zweidimensionaler Anordnung

Das Vektorpotential weist in diesem Fall nur eine z-Komponente auf. Die zur Berechnung des
mit einem Einzelleiter verketteten Flusses relevante Flache ist die gesamte ober- oder
unterhalb des Leiters liegende, zur y-Achse parallele, Flache. Bei der Integration Uber die
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Randkurve liefern Weganteile in y-Richtung keinen Beitrag, da langs der Koordinate das
Vektorpotential verschwindet. Da zum Vektorpotential ein beliebiger Anteil grad(f) addiert
werden darf, ohne dass sich die magnetische Flussdichte dndert, kann das Vektorpotential auf
dem Rand, welcher dem Leiter gegentiber liegt, zu V,=0 gewéhlt werden. Es liefert nur der
Integralanteil langs des Leiters einen Beitrag zum Integral. Somit lasst sich fur den auf die
Leiterlange bezogenen Fluss schreiben

+00

jAZ-dz
®, =[[JA-ds==_—=A, (3.11)

s J.dz

-0

Fur den mit einem Elementarleiter verketteten Fluss erhalt man damit je Leiterlange I,
D, =A"l. (3.12)

Nimmt man an, dass alle Elementarleiter in Reihe geschaltet sind, ergibt sich fiir den
Flachenmittelwert des mit den Elementarleitern verketteten Flusses

[@,-da I-[A-da
P =2 __ A _ (3.13)

A A

Dabei ist Aq die Flache des Leiters.

Bei Berechnungen von echt 3-dimensionalen Anordnungen (Bild 4) ist ein analoges
Vorgehen maglich, dass jedoch mit deutlich héherem Aufwand verbunden ist.

Fliache fur
Mittelwertbildung

Rand des 3d-
Rechengebietes

Bild 4: Berechnung des Flussmittelwertes bei dreidimensionaler Anordnung

Es sei wieder vorausgesetzt, dass das Leitergebiet aus unendlich dinnen, in Reihe
geschalteten Einzelleitern besteht. Damit ist die Stromdichte im Leitergebiet stets in Richtung
der Flachennormalen des Leiterquerschnitts gerichtet. Der mit einem Elementarleiter
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verkettete Fluss ergibt sich nach (3.10). Eine Vereinfachung des Integrals wie bei der 2-
dimensionalen Geometrie ist in diesem Fall nicht mdglich. Der Mittelwert der mit den
Elementarleitern verketteten Fliisse ergibt sich nach

Imﬂ-d§-da J'A.ﬁ.dv
V

; o _ T (3.14)

A
Bei diesem Vorgehen ist i der Normalenvektor der Leiterquerschnittsflache.

d=

q

Die Sekanteninduktivitaten der Anordnung sind mit dem mit Leiter i verketteten Fluss und
der Anzahl der Windungen w iber

w-@; = 21: L 1 (3.15)
“

verknlpft. Fir jeden Rechenschritt mit neuem Stromvektor ergibt sich je Strang eine
Gleichung, so dass man insgesamt n Gleichungen erhalt. Damit sind zur Aufstellung eines
Gleichungssystems zur Bestimmung der Sekanteninduktivitdten (n+1)/2 Rechenschritte mit
linear unabhangigen Stromvektoren notwendig. Bezogen auf die Anzahl der notwendigen
FEM-Berechnungen liegt die Komplexitat dieses Verfahrens bei O(n).

3.1.3 Methode der partiellen Energien

Die Methode der partiellen Energien ist ein Verfahren zur Berechnung der
Sekanteninduktivitat. Sie setzt zunachst wieder den Ubergang auf ein lineares Ersatzsystem
wie bei der Methode der Gesamtenergie voraus. Beziiglich der betrachteten Geometrien gibt
es keine Einschrankungen. Auch die Berticksichtigung von Wirbelstromen ist ohne
Schwierigkeiten moglich. Das Verfahren funktioniert in gleicher Weise fur 2-dimensionale
und 3-dimensionale Systeme. Die aufgezeigte Ableitung des Verfahrens geht auf [3] zurlck.
Fur die magnetische Gesamtenergie des &quivalenten linearen Systems gilt

1o -
W ==[B-H-dv .
n 25 (3.16)

Drickt man die Flussdichte durch (3.9) aus, schreibt sich

A =%£H -rotA-dV . (3.17)
Unter Verwendung der Identitét

div(AxH)=-Arot(H)+H rot(A) (3.18)
gilt

H rot( A) =div( Ax H )+ Arot(H). (3.19)

Damit 1&sst sich fiir die magnetische Energie des Systems
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:%udiv(ﬂxﬁ) dv +.|.A rot(H)- va (3.20)

schreiben. Da aus dem Rand des Berechnungsgebietes keine Feldlinien austreten diirfen, muss
das Vektorpotential auf dem Rand konstant sein. Die Addition von grad(f) andert den

Verlauf der Flussdichte nicht. Wahlt man grad( f ) so, dass

Al gana=0 (3.21)

gilt, ergibt sich fir den ersten Term in (3.20)

fI(AxH)-da=0. (3.22)
A

Berlcksichtigt man (3.20), (3.22) und
rotH =J, (3.23)

ergibt sich flr die magnetische Energie des Systems
1e- =
W ==|A-J-dV.
"= i (3.24)

In (3.24) tragen nur noch stromfiihrende Leitergebiete zur magnetischen Energie bei. Damit
ist eine Zuordnung einzelner Energieanteile zu den Leitergebieten moglich. Die magnetische
Energie des Gesamtsystems ergibt sich durch Summation der n Integralanteile der
Leitergebiete j, so dass man

A jA J;- dV——Z‘Pl (3.25)

erhélt. Im zweiten Term wurde die Energie (des linearen) Systems als Produkt aus
Flussverkettung und Strom dargestellt. Driickt man den Verkettungsfluss von Strang j unter
Verwendung der Sekanteninduktivitét aus, ergibt sich

V= Z:‘ LS(J.i) i (3.26)

was auf

ZZ Lygiy i, (3.27)

|11—1

fahrt. Fihrt man einen Koeffizientenvergleich des ersten Terms in (3.25) mit (3.27) durch,
erhalt man fur die partielle magnetische Energie des Stranges j

:—IA Jdv =2 ZLS(,,, o (3.28)
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Pro FEM-Berechnung ergibt sich fiir jeden der n Strange eine Gleichung, so dass (n+1)/2
Rechnungen zur Bestimmung der Induktivitdten bendtigt werden. Die Komplexitat des
Verfahrens ist somit O(n).

3.2 Bestimmung der differentiellen Induktivitat

Zur Bestimmung der differentiellen Induktivitdt wird zunéchst das totale Differential der
magnetischen Koenergie betrachtet:

dW,, =W, +...+ W, = > oW, .. (3.29)
i=1

Fur ein partielles Differential gilt
oW, =¥, -0i, (3.30)
womit die Flussverkettung des Stranges i als

oW,
P ="
o/

(3.31)

geschrieben werden kann. Eingesetzt in (2.2) ergibt sich damit fir die differentielle
Induktivitét

*

L 0% oW,
Wi diai

]

(3.32)

Die Bestimmung der differentiellen Induktivitaten ist daher grundsatzlich aus partiellen
Ableitungen der magnetischen Koenergie nach den Stromen maoglich. Ein Ubergang auf ein
lineares System wie bei der Bestimmung der Sekanteninduktivitét entfallt.

3.2.1 Incremental Energy Method
Bei diesem Verfahren wird (3.32) nédherungsweise unter Verwendung des Differenzen-
quotients bestimmt:

Wiy B+ Al B+ AT 1)
A Wiy = Ay AT

i = ot L " e BT e ), (333)
Dol AARAL WL Al g T = Al )
AW (e = Al g B = Al gy

Zur Bestimmung jeder differentiellen Induktivitat ist somit die Bestimmung von vier
magnetischen Koenergien notwendig, so dass sich insgesamt eine Zahl von 2(n*+n) FEM-
Berechnungen zur Bestimmung aller Induktivitaten im Arbeitspunkt ergibt. Die Komplexitat
betragt somit O(n?). Kritisch ist der Einsatz dieser Methode vor allem aufgrund von
numerischem Rauschen. Dies kann dazu flhren, dass die bestimmten Induktivitaten erheblich
von den tatsachlichen Werten abweichen.



Methoden zur Induktivitatsberechnung 11

3.2.2 Enhanced Incremental Energy Method (EIEM)

Im folgenden Abschnitt wird der Begriff der differentiellen Permeabilitdt verwendet. An
dieser Stelle wird unter der differentiellen Permeabilitit vy, die Steigung der Tangente an den
Arbeitspunkt im BH-Diagramm (Bild 5) verstanden. Um den interessierenden Arbeitspunkt
des zu untersuchenden Systems werden lineare Verhaltnisse angenommen. Damit ist die
differentielle Permeabilitat konstant. Der Tensor der differentiellen Permeabilitaten ergibt
sich als Zwischenschritt bei der numerischen Feldberechnung. Das vorgestellte Verfahren
geht auf [4] zurlck.

Feldstarke und Flussdichte um den Arbeitspunkt werden durch

H =H, +h, (3.34)

B=B,+b (3.35)

beschrieben.

B diff. Permeabilitiit
vi=f(i,...i.)

\

sek. EPermeabilitﬁt
I‘J'h:ft( i |ERRAE in)

1 ~
| | -

H

Bild 5: Definition von differentieller Permeabilitdt und Sekantenpermeabilitat

Die Abweichungen von Feldstarke und Flussdichte von den Werten im Arbeitspunkt sind
uber

1
h=—b
" (3.36)

verknupft. Da lineare Verhaltnisse vorliegen, konnen die durch die Strome i verursachten
Felder zum Gesamtfeld superponiert werden, so dass man

b=2h. (3.37)

h=2.h (3.38)
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schreiben kann. Es wird nun die Anderung der magnetischen Koenergie bei Stroméanderung
um den Arbeitspunkt betrachtet. Bei einer Anderung der Flussdichte um dB gilt fiir die
Anderung der magnetischen Energie

AW, = [ [H-dB-dV . (3.39)

V AB
Einsetzen von (3.36) fuhrt auf
b 1 2
AWm=”(HO+—b}dB-dV=JHob+—~dV. (3.40)
V0 Vi \% 2Vb

Setzt man (3.37) und (3.38) ein und spaltet entsprechend der Summen auf, ergibt sich
schlieBlich

1
AW, = [Hy b, -dV +§jZZhi-bj-dv. (3.41)
\Vi i A\ ]

Das Energieinkrement lasst sich auch unter Verwendung der differentiellen Induktivititen
berechnen:

Loi +i; 1oy Hj ;
0i T 10T i +i;

" .o 1 . .
AWm:ZZj:j I Ld(i,j)'d'i'd'j:EZLd(i,i)"iz . +Zi:Zj:Ld(m-|i-|j

loi g

Toi+i; [oj +j

Loi loj

=] j#i

1 . . ..
:EZ Ld(i,i) '(2|0i|i + |i2)+ZZ Ld(i,j)(IOin + IOin + Iilj) (3.42)
i ! J

i#] j#i

. . 1 . .
= z Ld(i,i) 'IOiIi + ZZ Ld(i,j) ( I0i|j + IOin)+EZ Ld(i,i) "i2 "'ZZ Ld(i,j) "i'j-
' i#lj j;Jei ' i#lj jii
Beim Vergleich von (3.41) und (3.42) erkennt man, dass die ersten beiden Terme von (3.42)

mit dem ersten Term von (3.41) Ubereinstimmen. Ferner stellt man fest, dass die Summe der
letzen beiden Terme von (3.42) mit dem letzten Term von (3.41) identisch ist. Damit gilt

=2
Loy i :jhi-bi-dv (3.43)
\Y
und
ii=1fhb-d
Ld(iyj,-h..jzzj b -dv (3.44)
\%

Nimmt man an, dass fiir die Ermittlung von jedem h; und b; jeweils eine FEM-Rechnung
notwendig ist, werden fur die Bestimmung aller Feldstarken- und Flussinkremente bei einem
n-strangigen System n Rechnungen benétigt. Die Komplexitat des Verfahrens bezogen auf die
Anzahl der FEM-Rechnungen betragt somit O(n). EIEM ist im Programmpaket ANSYS® als
Makro LMATRIX implementiert.

Als problematisch hat sich der Einsatz von EIEM erwiesen, wenn die Betrdge der
Strangstrome im Arbeitspunkt stark voneinander abweichen: Wahrend im Verhéltnis groRe
Stréme einen starken Einfluss auf das Vektorpotential des Systems haben, ist der Einfluss von



Methoden zur Induktivitatsberechnung 13

im Verhéltnis deutlich kleineren Stromen teilweise vernachlassigbar gering. Dies flihrt dazu,
dass die zu kleinen Strdmen gehorigen h;, b; teilweise mit einem deutlichen Fehler behaftet
sind. FUr Induktivitaten, welche mit diesen GroRen verknipft sind, zieht dies teilweise
Abweichungen von mehreren Zehnerpotenzen nach sich. In diesen Fallen sollte vom Einsatz
von EIEM abgesehen werden.

4 SPANNUNGSGLEICHUNG ELEKTRISCHER MASCHINEN

Mit Hilfe der berechneten Induktivititen lassen sich die Spannungsgleichungen elektrischer
Maschinen angeben. Bei Verwendung der Sekanteninduktivitat wird (2.8) in (2.3) eingesetzt
und fur die Strangspannungen der Maschine ergibt sich

II:U

10
-

i+ 3R d(l_ i b2, a0 T o (4.)
it = dt oi dt” =dt ox dt

Die Darstellung der Strangspannungen mit Hilfe der Sekanteninduktivitét bietet den Vorteil,
dass der zu jedem felderregenden Strom gehdrende Anteil der Strangspannung aus der
Gleichung abgelesen werden kann. Dabei lasst sich jedem Strom eine transformatorisch
induzierte Spannung und eine Bewegungsspannung zuordnen. Bei Synchronmaschinen l&sst
sich auf diese Weise die Polradspannung identifizieren. Das VVorgehen ist in der Praxis jedoch
problematisch: Die Stromabhédngigkeit der Sekanteninduktivititen ist aufgrund numerischer
Ungenauigkeiten schwierig zu bestimmen, so dass ein Vorgehen analog zur EIEM
empfehlenswert ist. Setzt man (2.17) in die Spannungsgleichung ein, erhéalt man

di 9% dx.

U=Rii+L,—+—=—i. (4.2)
=" Zdt ox dt

Man erkennt, dass sich die Spannung abhangig von differentieller und Sekanteninduktivitét
ergibt. Dabei hangt der transformatorisch induzierte Anteil von dem Produkt aus
differentieller Induktivitdt und Stroménderung ab. Die induzierte Bewegungsspannung ergibt
sich aus dem Produkt von Bewegungsgeschwindigkeit, Anderung der Sekanteninduktivitat
uber dem Ort und Strom. Liegt keine Bewegung vor, taucht in der Gleichung nur das Produkt
von differentieller Induktivitdt und Stromdnderung auf. Die Bezeichnung der
Sekanteninduktivitét als spannungsrichtige Induktivitat ist somit irreftihrend.

Der Vollstandigkeit halber sei auch die Betrachtung der Spannungsgleichung ausgehend von
der differentiellen Induktivitat erldutert. Einsetzen von (2.2) in (2.15) flhrt auf

:5.i+_—:5.i+ —. === 5.i+|_d._— 4 =. (43)

Damit ergibt sich die Spannung abhéngig von dem Produkt der differentiellen Induktivitat
und der Stromanderung sowie dem Produkt der Flussdnderung uber dem Ort und der
Bewegungsgeschwindigkeit. Setzt man (2.8) ein, ergibt sich die bekannte Gleichung (4.3).
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5 ZUSAMMENFASSUNG

Es wurden Verfahren zur Bestimmung von differentieller und Sekanteninduktivitét
vorgestellt. Dabei zeigt sich, dass fir die Mehrzahl der praktisch relevanten Félle die
Verwendung der Verfahren EIEM zur Bestimmung der differentiellen Induktivitat und die
Methode der partiellen Energien zur Bestimmung der Sekanteninduktivitat angezeigt sind.
Wahrend das Verfahren der partiellen Energien auf einfache Weise implementiert werden
kann und ohne Einschrankungen brauchbare Ergebnisse liefert, ist EIEM wegen unter
bestimmten Bedingungen auftretender numerischer Probleme nur eingeschrankt nutzbar.

Bei der abschlieRenden Betrachtung der Spannungsgleichung eines elektrischen
Energiewandlers zeigt sich, dass in der Spannungsgleichung stets beide Induktivitaten
auftauchen. Da die Umrechnung der beiden Induktivitaten ineinander im allgemeinen Fall mit
erheblichem Aufwand verbunden ist, besteht die Notwendigkeit, stets beide Induktivitaten zu
berechnen.
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