BLOCK I MECHANIK UND WARME

Gravitationskonstante

Zielsetzung des Versuchs

Mit Hilfe eines sehr empfindlichen Drehmomentmessgerétes, einer Drehwaage nach Coulomb,
soll die Anziehungskraft durch die Gravitation zweier Massen aufeinander gemessen
werden. Zusétzlich soll die Gravitationskonstante quantitativ bestimmt werden.

Themengebiete

Kraftfeld, Potential - Zweikorperproblem - Dreikérperproblem - Erdbeschleunigung -
Trage und schwere Masse - Gravitationsgesetz - Gravitationskonstante - Gravitationswaage
- Messmethoden - Systematische Fehler und deren Korrektur - Kosmische Geschwindigkeiten

Physikalische Grundlagen

Krafte

Die zentrale Fragestellung, welche auf den Kraftbegrift fiihrt, besteht darin, warum ein
Korper die Bewegung ausfiihrt, die er ausfithrt. Newton erkannte, dass die Anderung
des Bewegungszustands durch Wechselwirkungen eines Korpers mit dessen Umgebung
hervorgerufen wird. Hierbei kénnen diese Interaktionen iiber verschieden grofie Langenskalen
auftreten. All diese Wechselwirkungen werden durch das Konzept der Kréfte beschrieben.
Eine Anderung des Bewegungszustandes wird demnach immer auf das Angreifen von
mindestens einer Kraft zuriickgefiihrt.

Ein vollkommen wechselwirkungsfreier Kérper bzw. ein Korper, fiir den die Vektorsumme
der auf diesen wirkenden Kréfte null ist, wird als freier Koérper bezeichnet. In Folge
dessen &ndert ein freier Kérper seinen Bewegungszustand nicht. In der Realitét gibt es
den idealen Fall eines vollstandig freien Korpers nicht, stattdessen sind die wirkenden
Krifte in diesem Grenzfall derart klein, dass sie vernachlassigt werden kénnen.

Darstellung von Kriaften

Krifte verfiigen immer iiber einen Betrag und eine Richtung, durch die sie charakterisiert
werden. Sie sind somit vektorielle Groflen und koénnen demnach in vom gewéhlten
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Koordinatensystem abhéngige Komponenten zerlegt werden. Eine geeignete Wahl des
Koordinatensystems kann die Losung eines Bewegungsproblems deutlich vereinfachen.
Fiir den Fall, dass in einem Punkt mehrere Krifte angreifen, so ergibt sich die Gesamtkraft
als Vektorsumme der Einzelkréfte.

F-YF 0

Dieser Zusammenhang wird Superpositionsprinzip genannt. Die Superposition von mehreren
angreifenden Kréften zur Gesamtkraft kann graphisch iiber sogenannte Vektordiagramme
realisiert werden, welche in Abb. 1 dargestellt sind.

Abbildung 1: Vektordiagramm der Superposition zweier Krifte F, und F, zur
Bestimmung der Gesamtkraft Fieg.

Kraftfelder

Ist es moglich, jedem Raumpunkt eindeutig eine Kraft (nach Gréfle und Richtung)
zuzuordnen, dann wird von einem Kraftfeld gesprochen. In kartesischen Koordinaten
wird dieses iiber die Notation

—

F=F(r)=F(z,y,2) 2)

indiziert. Die Richtung der Kraft wird in Kraftfeldern zeichnerisch durch , ,Kraftlinien”
visualisiert. Die an jedem Punkt @Q(z,y,z) angreifende Kraft liegt als Tangente an dieser
Kraftlinie an. Ein besonderer Stellenwert kommt Zentralkraftfeldern zu. In solchen Kraftfeldern
besitzt die wirkende Kraft nur eine Radialkomponente, deren Grofle vom Abstand des
Zentrums abhingt, sie sind demnach kugelsymmetrisch:

(3)

Das Vorzeichen der Funktion f(r) gibt hierbei an, ob die Kraft zum Zentrum hin (f(r) < 0)
oder vom Zentrum weg (f(r) > 0) gerichtet ist Das Schwerefeld der Erde und die in diesem
Fall vermittelnde Gravitationskraft ist ein Beispiel fiir ein solches Zentralkraftfeld.
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Bei der Verschiebung eines Massepunktes in einem Kraftfeld vom Ort 71 nach 73 muss
die Arbeit

Wi = [ @ (1

C(ri,r2)

Im Allgemeinen ist der Wert der geleisteten Arbeit immer vom gewihlten Verschiebungspfad
C(r1,75) abhéngig. Das Gravitationsfeld, wie auch einige andere bedeutsame Kraftfelder
in der Physik, ist ein konservatives Kraftfeld. Dies bedeutet, dass die Gesamtarbeit
fiir jeden abgeschlossenen Weg null ist. Ausschliefllich in diesen Kraftfeldern gilt der
Energieerhaltungssatz.

Potentielle Energie

Wird bei der Ermittlung der zu leistenden Arbeit W (77, 75) immer vom gleichen Ort 7]
ausgegangen, jedoch der Endpunkt 73 variiert, so hiangt W allein von r5 ab. In diesem
Fall heifit die Arbeit potentielle Energie E,.(r3), welche auf den Ort 7] normiert ist.
Aufgrund der Wahlfreiheit bei Festlegung des Startpunktes 71 ist die Normierung somit
nicht eindeutig festgelegt. Bei der Wahl unterschiedlicher Standorte fiir die Normierung
unterscheidet sich die resultierende potentielle Energie nur additiv um eine Konstante,
die der Arbeit bei Durchlaufen des Weges zwischen diesen unterschiedlichen Standorten
entspricht. Physikalisch ist die Wahl dieser Normierung nicht relevant, da zumeist nur
Differenzen zwischen den potentiellen Energien zweier Orte 73 und r} interessant sind,
bei denen die additive Konstante wegfallen wiirde.

Die potentielle Energie kann ebenfalls zur Berechnung des Kraftfeldes herangezogen
werden. Die Kraft kann aus der potentiellen Energie durch Gradientenbildung gewonnen
werden:

F = —gradE,o (7) (5)

An jedem Ort zeigt die Kraft demnach in die Richtung, in der die potentielle Energie
am schnellsten abnimmt.

Gravitation

Nachdem der Kraftbegriff nun allgemein eingefiihrt worden ist, soll die in diesem Versuch
relevante Gravitation beziiglich der wirkenden Kréfte diskutiert werden. Wie eingangs
bereits angesprochen, konnen Kréfte iiber verschiedene Langenskalen wirken. In sehr
groflen Mafistdben {iberwiegt die Gravitation alle anderen Kréfte. Demnach ist sie nahezu
die Alleinursache fiir den Aufbau des Weltalls. Das fundamentale Gravitationsgesetz
wurde erstmals durch Newton formuliert. Die wesentliche Grundidee bestand darin, dass
die Fallbewegung eines Korpers auf der Erde aufgrund seiner Masse und die Bewegung
des Mondes um die Erde auf die gleiche Ursache zuriickzufiihren sei: Die Gravitationskraft
der Erde.

Gravitationsgesetz

Newton postulierte das Gesetz der allgemeinen Gravitation:
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Gravitationsgesetz

Zwischen zwei Korpern der Massen m; und ms wirkt eine stets
anziehende Gravitationskraft, welche proportional zu den beiden
Massen der Korper und invers proportional zum Quadrat des
Abstands der beiden Massen ist.

my - My

Fg=1- 2

.

Die Proportionalitéitskonstante v wird Gravitationskonstante genannt und ist der zentrale
Untersuchungsgegenstand dieses Versuchs.
Thr Zahlenwert ist v = 6.67 - 1071 N - m?/kg*.

Trage und schwere Masse

Wie durch das Gravitationsgesetz impliziert, besitzt jede Masse infolge der Gravitation
der Erde ein Gewicht
Fo=m-g. (6)

g ist hierbei die Erdbeschleunigung. Aus dieser Definition lésst sich fiir das Gravitationsfeld
der Ausdruck fiir die potentielle Energie fiir die Entfernung ~ vom gravitativen Zentrum
(normiert auf den Ort, von der die Bewegung im Gravitationsfeld begonnen hat) ableiten:

Epot = mgh. (7)

Ein Korper, der aus dem Schwerefeld der Erde entkommen mdochte, muss somit eine
kinetische Energie besitzen, die grofer ist als die potentielle Energie im Schwerefeld.
Diese Betrachtung fithrt auf das Konzept der kosmischen Fluchtgeschwindigkeiten.

Eine weitere Eigenschaft jeder Masse ist, trige auf die Anderung ihres Bewegungszustands
zu reagieren. Mehrere sehr genaue Experimente fiir verschiedene Elemente zeigten, dass
diese ,,trige Masse” mit einer relativen Messgenauigkeit von 107! identisch zur im
Gravitationsfeld relevanten ,,schweren Masse” ist.

Experimentelle Bestimmung der Gravitationskonstanten

Aufgrund der Kleinheit der Gravitationskraft wird zum Nachweis dieser eine sehr empfindliche
Messapparatur benotigt. Dieser Anforderung gerecht wird die im Prinzip von Coulomb
konstruierte und von Cavendish 1798 zur Bestimmung der Gravitationskonstanten verwendete
Drehwaage (Abb. 2). Sie besteht aus einem horizontalen Balken mit zwei Bleikugeln mit
einer Masse von jeweils mo = 15 g an den Enden. Das Richtmoment des Torsionsbandes

ist klein, die Schwingungsdauer der Drehwaage also gro8 (ca. 10 min).

Zur Vermeidung von Stérungen durch Luftstréomungen befindet sich das System in einem
geschlossenen Gehéuse.

Die Stellung des Balkens wird iiber einen langen Lichtzeiger angezeigt; dies erlaubt die
Bestimmung kleiner Drehwinkel mit hoher Genauigkeit.

Zwei grofiere Kugeln, beide mit einer Masse von m; = 1.5 kg, iiben auf die kleinen Kugeln
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eine Kraft und damit auf das Gesamtsystem ein Drehmoment aus. Diesem Drehmoment
wirkt das bei der Verdrehung des Torsionsbandes entstehende Richtmoment entgegen.
Aus dem sich ergebenden Drehwinkel und dem Drehmoment des Torsionsbandes lésst
sich dann die Gravitationskonstante bestimmen.

Beide Groéflen werden durch zwei unterschiedliche Messmethoden gemessen.

Abbildung 2: Drehwaage nach dem Prinzip von Coulomb. Die einzelnen Komponenten
und ihre Funktion sind detaillierter im Flietext beschrieben.

Die Endausschlagsmethode

Im statischen Gleichgewicht (Lage der schwarz markierten Positionen in Abb. 2) heben
sich die aus der Massenanziehung und der Verdrehung des Torsionsbandes resultierenden
Drehmomente gerade auf. Die Kraft auf jede der kleinen Kugeln aufgrund der Massenanziehung

ist gegeben als:
myimo

Das Gesamtdrehmoment ist demzufolge:

my mo

b2

M, = 2Fd = 2y d 9)
Werden die Massen my in die Lage der weifl markierten Positionen in Abbildung 2
geschwenkt, wirkt dieses Drehmoment in die entgegengesetzte Richtung.

Die Drehwaage schwenkt dann in eine neue Gleichgewichtslage.

Zwischen den weifl und schwarz markierten Massenpositionen stellt sich der Drehwinkel «
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ein, der iiber den Weg des Lichtzeigers gemessen wird (man beachte die Winkelverdoppelung

durch Reflexion):
A

2L
Das Drehmoment des Torsionsfadens kann aus der Schwingungsdauer T' der Drehschwingung
berechnet werden. Fiir die Schwingungsdauer gilt:

S)
2 _ 4.2
T° =4~ (11)

(10)

a = tana =

Hierbei ist © das Tragheitsmoment der Torsionswaage. Dieses kann unter Anwendung
des Satzes von Steiner, der fiir diesen Versuch jedoch nicht im Fokus stehen soll, unter
Vernachléssigung der Balkenmasse berechnet werden:

0 = 2myd*. (12)

Das Richtmoment des Torsionsbandes D folgt daraus zu:

mo d2
D = 8x° T (13)
Ganz allgemein sind Richtmoment D und Drehmoment M sind verkniipft durch:
M = Da. (14)

Da es fiir diesen Versuchsaufbau zu einer Winkelverdopplung kommt, ist das Richtmoment
D mit dem Drehmoment M, iiber den Zusammenhang

M, = 'Da (15)

-2
verkniipft. In der statischen Ruhelage ist M; gleich M;. Somit folgt fiir die Gravitationskonstante:

b Ad

—_— 1
m1T2L ( 6)

’y:

Die Beschleunigungsmethode

Ausgangspunkt sei eine eine der Gleichgewichtslagen in Abb. 2 (weifl oder schwarze
Position). Nach dem Umschwenken der Massen m; wird die Gleichgewichtslage gestort,
da auf die kleinen Kugeln jetzt durch die Massenanziehung ein Drehmoment in die
entgegengesetzte Richtung wirkt.

Da das Drehmoment des Torsionsbandes zu diesem Zeitpunkt in die gleiche Richtung
und mit der gleichen Grofle (gilt in guter Niherung fiir s < b, also (b + s)? ~ b?)
wirkt, wird der Balken mit den kleinen Kugeln durch das doppelte Drehmoment in eine
beschleunigte Drehbewegung versetzt.
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Ist A der Skalenausschlag von der Ausgangsposition an gerechnet, gilt fiir die Winkelbeschleunigung
Qa:

d%a 1 d?A
N= — = — — 17
TS 2L dt? (a7)
Die Drehbewegung wird beschrieben durch die Bewegungsgleichung;:
.. mymyd
Oa = 2M, = 4~y TR (18)
und: o M
.. 1 ma
= = 2~y —. 19
G 5 Tz q (19)

Bei einer Drehbewegung mit konstantem Drehmoment — und damit konstanter Winkelbeschleunigung
— ist der Drehwinkel eine quadratische Funktion der Zeit:

a = 1at’ (20)

Somit folgt aus (10) und (20):
A= alLt (21)

Nach dem Umschwenken der Kugeln kann fiir einen gewissen Zeitraum mit konstanter
Winkelbeschleunigung gerechnet werden.
Der Fehler ist kleiner als 5 % fiir Zeiten ¢ < %. Trégt man daher fiir diesen Zeitraum
A gegen t? in einem Diagramm auf, dann gilt fiir die Steigung h der sich ergebenden
Geraden:

h = alL. (22)

Die Gravitationskonstante folgt dann aus den Gleichungen (19) und (22) zu:

ab*d  hbd
2m1 n 2Lm1

vy = (23)

Vorbereitende Aufgaben

Berechnen Sie den Wert der Erdbeschleunigung g. Verwenden Sie dabei die folgenden
Werte:

Masse der Erde mpqe = 5.98 - 104 kg

Mittlerer Aquatorradius r Aquator = 0378 km

Versuchsaufbau

Der fiir diesen Versuch verwendete Versuchsaufbau ist schematisch in Abb. 2 dargestellt.

In Abb. 3 ist ein Realbild mit der Beschriftung der wesentlichen Komponenten dargestellt.

Der Versuchsaufbau ist bereits vollstdndig aufgebaut und justiert. Verédndern Sie die
Anordnung der Komponenten nicht, da dies zu Problemen wahrend der Versuchsdurchfiihrung
fithren kann.
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Abbildung 3: Versuchsaufbau mit Beschriftung der wesentlichen Komponenten: (I)
Gehéuse (geschlossen), (II) Kleine Masse (ms2), (III) GroBe Masse (my),
(IV) Torsionsband mit Spiegel, (V) Laser.

Experiment

Die Gravitationskonstante v ist nach der oben beschriebenen Endausschlagsmethode
und Beschleunigungsmethode zu bestimmen.

Lesen Sie die nachfolgende Versuchsdurchfithrung bitte sorgfiltig vollsténdig durch,
bevor Sie mit der Durchfithrung des ersten Versuchsteils starten. Grundsétzlich gilt: Es
handelt sich beim Versuch um eine fortlaufende Messung. Sie starten die Zeitmessung
unmittelbar beim Umschwenken und beenden diese erst nach Abschluss des Schritts

(V).

Versuchsdurchfiihrung

Notieren Sie sich zunéchst alle am Versuchsplatz ausliegenden Kenngrofien des Systems.

Vorbereitung

(I.) Schalten Sie den an der Gravitationswaage befestigten Laser iiber den vorgesehenen
Schalter an. Der Lichtzeiger sollte nun iiber den Spiegel auf den Tisch auf der
gegeniiberliegenden Seite des Raums reflektiert werden.

(II.) Nehmen Sie fiir mindestens 10 Minuten die Stellung des Lichtzeigers auf dem
MafBband in Abhéngigkeit der Zeit auf. Messen Sie die Zeit mit einer Stoppuhr.
Wihlen Sie ein geeignetes Zeitintervall fiir die Messpunktaufnahme.

Messung der Gravitationskonstanten

(ITI.) Schwenken Sie die Kugeln ohne Anhalten der Stoppuhr vorsichtig einmal (!) um.
Achten Sie hierbei darauf, dass das Umschwenken keine Erschiitterungen des Versuchsaufbaus
bewirkt.
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(IV.) Nehmen Sie die Position des Lichtzeigers in den ersten 2 Minuten nach dem
Umschwenken alle 10 Sekunden auf.

(V.) Nehmen Sie die Position des Lichtzeigers nach den ersten zwei Minuten fiir weitere
60 Minuten alle 30 Sekunden auf.

Das Umschwenken der Kugeln erfolgt nur einmal zu Beginn
der Messung! Beginnen Sie die Messung also erst, wenn Sie
alle notigen Vorbereitungen getroffen haben. Ein erneutes
Umschwenken fithrt zu unbrauchbaren Messdaten! Stellen
Sie eine sorgfiltige Aufnahme der Messdaten sicher, da
die Gravitationswaage erst nach mehreren Stunden wieder
vollsténdig zur Ruhe kommt. Beriihren Sie die Torsionswaage
sowie den Laser wihrend der Messung auf keinen Fall, da das
System sehr empfindlich gegeniiber externen Schwingungen ist.

Auswertungsaufgaben

1. Bestimmen Sie die Gravitationskonstante nach der Endausschlagsmethode. Tragen
Sie hierfiir den Weg des Lichtzeigers graphisch iiber der Zeit auf. Bestimmen Sie aus
dieser graphischen Auftragung den Weg des Lichtzeigers A und die Periodendauer
T der Schwingung. Die Bestimmung von 7' sollte hierbei iiber die Mittelung
mehrerer Perioden erfolgen, um die Genauigkeit der Periodendauer zu erhoéhen.
Aus diesen beiden Groflen konnen Sie geméfl der Darstellung in den physikalischen
Grundlagen die Gravitationskonstante bestimmen.

2. Ermitteln Sie einen Wert fiir die Gravitationskonstanten geméafl der physikalischen
Grundlagen mithilfe der Beschleunigungsmethode. Tragen Sie hierfiir die ersten 10
Messwerte des Lichtzeigers iiber dem Quadrat der Zeit auf und bestimmen Sie die
Steigung der resultierenden Geraden und aus dieser die Gravitationskonstante.

3. Berechnen Sie den verfilschenden Einfluss, der durch die Massenanziehung der
zweiten Kugel entsteht.

4. Bestimmen Sie die Dampfungskonstante der Schwingung aus der graphischen Auftragung
von Schritt 1. Verwenden Sie hierzu das logarithmische Dekrement.



