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Vorbemerkung

Dies ist das Skript zur Vorlesung ,Lineare Algebra zur Elektro-
technik®, gehalten an der T'U Braunschweig im Wintersemester
2021/22. Es erhebt keinerlei Anspruch, auch ohne Besuch der Vor-
lesung verstindlich zu sein. Das Skript geht auf die Vorlesung von
Thomas Sonar im Wintersemester 2020/21 zuriick. Diese Version
enthilt mit an Sicherheit grenzender Wahrscheinlichkeit zahlrei-
che Fehler; seien Sie also aufmerksam beim Lesen und melden Sie
sich bei mir, wenn Sie Fehler gefunden haben, damit ich die Fehler
korrigieren kann; alle, die nach Thnen das Skript lesen, werden es
Thnen danken.

Zur Mathematik fiir die Elektrotechnik gibt es zahlreiche Bii-
cher (Sie finden sie zum Beispiel unter Namen wie ,,Mathematik
fur Ingenieure®, ,Hohere Mathematik®). Im ersten Studienjahr
sind die beiden Themen , Analysis“ und ,Lineare Algebra“ wich-
tig. Dabei umfasst lineare Algebra die Themen Vektorrechnung,
Geometrie in n Dimensionen, lineare Gleichungssysteme, Matri-
zenrechnung und Vektorriume. In der Analysis geht es um die
Begriffe Grenzwerte, Funktionen, Stetigkeit, Ableitung und Inte-
gral. In vielen Biichern wird zuerst die Analysis behandelt und
dann die lineare Algebra, oder beide Themengebiete werden ver-
mischt. Biicher, die zu erst die lineare Algebra behandeln sind z.B.

[2010]; [2018]; [ |- Das Buch
[2013] widmet sich ausschlieflich der lineare Algebra.

Die Aufzeichnungen der Vorlesungen zu diesem Skript fin-
den Sie entweder im Stud.IP-Eintrag zur Vorlesung oder auf dem
YouTube Kanal

https://www.youtube.com/channel /UCn9kJUL71fuliXXxX-06090g.

Alle weiteren Materialien finden Sie in Stud.IP.

Braunschweig, den 24. Februar 2022 Dirk Lorenz
d.lorenz@tu-braunschweig.de
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https://www.youtube.com/channel/UCn9kJUL7lfuWXXxX-o6O9Og

[Ansorge u.a. 2010] ANSORGE, Rainer; OBERLE, Hans J.; Ro-
THE, Kai ; SONAR, Thomas: Mathematik fiir Ingenieure, Band
1: Lineare Algebra und analytische Geometrie, Differential- und Inte-
gralrechnung einer Variablen. 4., erweiterte Auflage. WILEY-VCH,
2010

[Burgu.a.2013) BURG,Klemens; HAF, Herbert; WiLLE, Fried-
rich: Hohere Mathematik fiir Ingenieure: Bd. 2: Lineare Algebra.
Springer-Verlag, 2013. — URL https://link.springer.com/
book/10.1007/978-3-8351-9230-0

[Neher 2018] NEHER, Markus:  Anschauliche héhere Ma-
thematik flir Ingenieure und Naturwissenschaftler.  Springer,
2018. — URL https://link.springer.com/book/10.1007/
978-3-658-19420-8xs

[Papula 2009] PAPuULA, Lothar: Mathematik fiir Ingenieure und
Naturwissenschaftler Band 1. Springer, 2009. — URL https://
link.springer.com/book/10.1007/978-3-658-21746-4
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Notation

Hier eine (ggf- noch unvollstindige) Liste mit mathematischer
Schreibweisen, die wir benutzen werden:
Summen- und Produktzeichen:

n
Y ag=ay+ar+-+ay
k=1

n
k=1

Fiir x > 0 bezeichnet /x die positive Lésung von y> = x.
Wir geben Mengen entweder als Listen an

{a,b,c}
oder definieren sie iiber Eigenschaften der Elemente

{x | x erfiillt Eigenschaft E}.

Fiir a < b schreiben wir Intervalle als

[a,b] ={x|a<x<b}
la,bl={x|a<x<b}
[a,b[={x]|a<x<b}
la,b] ={x|a<x<b}.

Fiir zwei Mengen X, Y bezeichnen wir mit
f:X—=Y, x— f(x)

eine Funktion von X nach Y, d.h. fiir jedes x € X ist mit f(x)
genau ein Element von Y gegeben.

Wir werden neben den lateinischen Buchstaben auch griechi-
sche benutzen. Manche davon haben zwei Schreibweisen:

« alpha 0,0 theta T pi
B Dbeta ! iota p,0 tho
¥ gamma K kappa o,¢ sigma
o delta A lambda = tau
€,¢ epsilon pu mu v upsilon
¢ zeta v nu ¢$,9 phi
n  eta ¢ xi P psi
X chi w omega

Von den griechischen Grofibuchstaben benutzen wir nur diejeni-
gen, die sich von den lateinischen unterscheiden:

I' Gamma E Xi @& Phi

A Delta IT Pi Y Psi

® Theta Y Sigma () Omega
A Lambda Y Upsilon
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Lies: Die Menge aller x, fuir die gilt “x
erfiillt die Eigenschaft E”.

Lies: f ist eine Abbildung von X nach
Y die x auf f(x) abbildet.



Version vom 24. Februar 2022 | WiSe 2021/22



28.10.2021, VL 1-1

1  Komplexe Zahlen

Wir kennen schon folgende Mengen von Zahlen:

N=1{012,...,} (Natiirliche Zahlen)
N, =N\ {0} = {123,...}
Z=A...,-2,-1012,...} (Ganze Zahlen)
Q= {g lpeZ, geNL} (Rationale Zahlen)
R = QU {x | x irrational } (Reelle Zahlen)

In gewissem Sinne gibt es viel mehr reelle Zahlen als rationale
Zahlen. Trrationale Zahlen sind z.B. v/2, log(5) oder auch 7. Der
wichtigste Unterschied zwischen den rationalen und den reellen
Zahlen ist, dass die letzteren vollstindig sind, aber dies wird erst
in der Analysis behandelt. Weiterhin bezeichnen wir:

R*>=R xR = {(x,y) | x,y € R}

dabei ist R x R das cartesische Produkt von IR mit sich selbst. Die
Punkte in IR? bilden die euklidsche Ebene und (x,y) sind die carte-
sischen Koordinaten dieser Punkte. Ebenso ist

R'=Rx:---xR

n-mal

der n-dimensionale euklische Raum. Die Elemente von R” sind
Vektoren.

Obwohl R in gewissem Sinne vollstindig ist, gibt es immer
noch einfache Gleichungen, die keine Lésung in R haben, z.B. die
Gleichung x? + 1 = 0. Abhilfe bringen hier die komplexen Zahlen

P=-1}

Die komplexen Zahlen visualisieren wir in der Gauf$’schen Zahlene-
bene:

C={x+jylxyeR,

Jy

Y z=x+jy

1
!
!
|
| x X

Fiir eine komplexe Zahl z = x + jy ist x = Re(z) der Realteil
und y = Im(z) der Imagindrteil. Die Zahl j heifit imagindre Einheit.
Mit komplexen Zahlen rechnen wir genau wie mit reellen
Zahlen, nur dass wir j2 = —1 beachten. Fiir z; = x1 + jy1, 22 =

Version vom 24. Februar 2022 | WiSe 2021/22 7

Q steht fiir “Quotienten”.

Im Allgemeinen ist das cartesische Pro-
dukt von zwei Mengen A und B die
Menge AxB:={(x,y) |x € A,y €
B} der geordneten Paare von Elemen-
ten aus A und B.

Im R? visualisieren wir wie folgt: Der

Vektor ¥ = (x) = (2) € R?%ist
y 1

y

In Physik und Mathematik wird die ima-
gindre Einheit meist i genannt.
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X + ]}/2 ist:
Addition: z1+ 22 = (x1 +jy1) + (22 + jy2)
= (x1+x2) +j (y1 + y2)
—_——— e —
Re(z1+22) Im(z1+27)

Multiplikation:  z; 22 = (x1 +jy1) - (%2 +jy2)
= x1x2 + jx1y2 + jxayn + Y1y
= (x1x2 — y1y2) +j (x1y2 + x211)

Re(z1272) Im(z127)
Um die Division
z1 _ xtjn
Zp X2+ jy2

zu verstehen, beno6tigen wir die komplex konjugierte Zahl z* :=
x — jy zu z = x + jy.Wir erweitern z; /z, mit z3:

21 _ %
Zp 275
Wir bemerken:
2225 = (%2 + j12) (X2 — jiy2) = 23 — jxaya + jxaya — 05
=2+
und bekommen immer eine positive reelle Zahl!
Wir bemerken weiter, dass zz3 = x5 + y3 nach dem Satz des

Pythagoras das Quadrat der Linge von z ist, also definieren wir
fiir z = x + jy den Betrag von z durch

z| = \/x2 4+ y? = Vzz*.

Damit ist
* . 3
Division: 2 = 2% _ )2 —jy)
2 227 X5 Y35
— (x1x2 +y1y2) + j(x2y1 — x1y2)
SR
_ ety | .Xoy1 — X1Y2
o 21,2 )
X+ Xy + Y3

Damit haben wir in C die Grundrechenarten und eine “Linge” von
Zahlen bestimmt. Es geht aber noch mehr. Neben der cartesischen
Beschreibung tiber Real- und Imaginirteil haben wir auch die
Polarform iiber Winkel und Linge:

1y

Version vom 24. Februar 2022 | WiSe 2021/22 8

Konjugation ist die Spiegelung an der
reellen Achse:

Yy
z=x+jy
%
2 =xjy

Beachte: Die komplex konjugierte wird
auch mit z statt z* bezeichnet.
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Elementargeometrisch erkennen wir x = r cos(¢) undy = rsin(¢),
also ist die Polarform

2 = r(cos(g) + jsin(p)), = 2|

Nach Leonard Euler sind Sinus und Kosinus durch ihre Potenz-
reihen gegeben:

mit der Fakultit

ol 1 ,n=20
’ 1-2-3---n ;n>0.

Die sogenannte Eulersche e-Funktion hat die Potenzreihe Wir schreiben auch exp(x) = ¢* und
nennen die Funktion auch Exponential-
funktion.

I RN T S

Damit berechnen wir e/?: Wir nutzen = —135]‘3 :'41‘2]' = —j
s == =L =00 = usw

ej(p:1+qul>+ (J';)2 + (]'393)3 + (J'ZJ!)“ + (j;)
=l+jo— GG+ 5 +i%F
=1—%2+%$---+j(<p—%3+%5$---)
= cos(¢) + jsin(g).

Damit haben wir die Eulersche Formel
el? = cos(¢) + jsin(¢)

gezeigt. Wir sehen insbesondere, dass e/? 27t-periodisch ist, d.h.

esgiltfirk € Z

el Pk2T) — cos(@ + k- 27) + jsin(¢ 4 k - 271) = cos(@) + jsin(¢)
= o ®

Wir erhalten folgende Darstellung der Polarform Mit ¢ = 7t folgt die “schonste Formel
der Mathematik” e/* = —1.

z=r-e? = r(cos(¢) + jsin(¢)).

Die Polarform mit der e-Funktion macht das Rechnen oft einfa-
cher:

Potenzieren: Fiir natiirliche Exponenten n € IN haben wir fiir
o =171.0l?

Zn = (r .e]‘q))n f— rn . ejnq)
=r

"(cos(ne) +jsin(ng))  (Formel von Moivre)

Version vom 24. Februar 2022 | WiSe 2021/22 9



28.10.2021, VL 14

Wurzelziehen: Fiirn € IN, unda = ag - ¢/* mitag > 0betrachten
wir die Gleichung z" = a. Wir benutzen die Polarform z =
r - /Y und bekommen
2 =" e = gy el
Vergleich von Linge und Exponent gibt
ag = 1", a = ne.
Aber Achtung! Da ¢/? nach (*) 27t-periodisch ist haben wir
ne =a+k-2malso ¢ = k21,

Es gibt also genau n verschiedene Wurzeln von a = ag - €/%,

nimlich
x+k-27m
zr = /age  n , k=0,1,2,...,n—1.
Dies sind die 5 Lésungen der Gleichung
5
z2 =1
Die Polarform ist auch hilfreich zum Multiplizieren und Dividie- ,
. i . 1
ren. Fir z; = r;e/?,i = 1,2 ist 2 T
2122 — rl . TZ . ej((l)l‘H/’Z / \
. : >—20)
2 i(ei-92) ]
Z2 ]
. . : Z3 |-
Im Allgemeinen gilt sogar: 24

Satz 1.1 (Hauptsatz der Algebra). Jedes Polynom z" + a, 12"~ ! +

-+~ 4ayz+ag mitag,...,a,—1 € C hat in C genau n Nullstellen. Wobei mehrfache Nullstellen wie ..

die dreifach Nullstelle von x3 = 0 bei
0 entsprechend gezahlt werden.

Beispiel. Die Gleichung x> +2 = 0 hat in R nur die eine Nullstelle
x1 = —v/2. In C bekommen wir iiber —2 = 2 - ¢/ die Nullstellen

Xy = %.J%,k:o,m, also
Xo = V2.3
0 =v2-J% =2
v =2

Da 360° = 27, gilt 1° = 4g; und also

= 18 — 60°

=5.60° =300°

S AT

und wir finden die drei Losungen in der GaufS'schen Zahlenebene

X0
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2 Die Fourier-Transformation

Zur Untersuchung von Signalen (also Funktionen s(t) die von
einer Zeitvariablen t abhingen) werden diese oft in komplexe
Frequenzen zerlegt.

Definition 2.1 (Fourier-Transformation). Fiir eine Funktion s(f)

ist

$(w) = /OO s(T)e /Tdr

—o0
die Fourier-Transformierte von s.

Man kann zeigen, dass in vielen Fillen gilt
s(t) = 5= / $(w)edw.

Die Funktion §(w) heif$t kontinuierliches Spektrum von f.

Beispiel (Rechteckimpuls). Fiir 2 > 0 und

ist die Fourier-Transformierte fiir w # 0

$(w) = /oo s(T)e vTdt

—0o0

a
= / e /vTdr
—a

. a
- [_.Leﬂwf
jw

T=—a

— _'i(efjwa _ ejwa)
Jw

= 2 sin(wa).

Fiir w = 0 ergibt sich wegen exp(0) = 1 sofort §(0) = [* 1d7 =

2a.
1/T\
AV \//\ =X

Die Funktion
sin(x) - x 7& 0
$(w) = 2asinc(wa).

sinc(x) := { x

1 ;x=0

heifdt Sinus cardinalis und damit ist

Version vom 24. Februar 2022 | WiSe 2021/22 11

Natiirlich muss das uneigentliche Inte-
gral existieren!
Andere Schreibweisen fiir §(w) sind

S(w) oder F{s}(w).

Die transformierte Variable w ist
die Kreisfrequenz der Spektraldar-
stellung. Man kann die Fourier-
Transformation auch mit Hilfe der
Frequenz f = w/(27t) definieren, ndm-
lich als S(f) = [ s(t)e 2 ftdt. In
diesem Fall dndert sich die Inversions-

formel zu s(t) = [%_S(f)e/>™ftdf.

—00

Aus der Euler-Formel e/ = cos(x) +
jsin(x) bekommen wir durch Addition
bzw. Subtraktion von e/* und e™/* die
Identititen cos(x)' = %(gfx + e )
und sin(x) = zlj(e]x —e 1Y),

Die sinc-Funktion findet Anwendungen
im Filter-Design und bei der Theorie
des Abtastens von Signalen.
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Beispiel (Spektrum einer Kondensatorentladung). Wir betrachten
zua >0

—at >0
s(y=14°¢ = 1
0 ; 1 <O.
t

<

Die Fourier-Transformierte ist

qu—/mqneWﬁt

_ efat ]wtdt
0

/Ooe a+]w tdt
0

L, (atjw)t|”
T atjw =0

=0~ (_ a—i—ljw) = a%—ljw'

Die Abbildung, die f aufdie Fourier-Transformierte f abbildet,

heifdt Fourier-Transformation und ist linear, d.h., es gilt Folgt beides aus den entsprechenden
Regeln fiir Integrale, namlich [ f +

(a) (f/%) (w) = f(w) + §(w) (Superpositionsprinzip) ic}tfzt‘ffdf + [gdt und [afdt =

(b) Fira € Cist (;c?) (w) = af(w) (Skalierung/Homogenit:it)

Wir werden in dieser Vorlesung lineare Abbildung im Allgemeinen
studieren. Die Fourier-Transformation taucht hier schon einmal
als Beispiel auf, da sie in vielen Bereichen, wie z.B. der Signalverar-
beitung oder auch der Wahrscheinlichkeitstheorie, fundamental
ist.

Weitere Rechenregeln sind:

(i) Streckung: Fiir c # 0 gilt
Fis(et) Hw) = G F{s}).

(ii) Verschiebungssitze: Fiir a € R gilt

Fis(t—a)}(w) = e " F{s}(w)
Fles(t)}w) = F{s}(w —a).

(iii) Ableitung:
F{s'Hw) = jwF{s}(w).

In der digitalen Welt ist die diskrete Fourier-Transformation be-
sonders wichtig:

Version vom 24. Februar 2022 | WiSe 2021/22 12
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Definition 2.2. Fiir eine Funktion f seien die Werte
fx == f(xx) anden Stellen x; = 2—17\7/‘, k=01,..., N—1

bekannt. Die Abbildung Fy : CN — CV, die einen Vektor f =

fo
< ; ) € CN mittels
N1
.27kl

N-1
=% fie ’ N, 1=01,...,N—1
k=0

‘o
aufden Vektor ¢ = < :

N1

) abbildet, heif3t diskrete Fourier-Transformation.

Die diskrete Fourier-Transformation ist ebenfalls eine lineare
Abbildung zwischen endlichdimensionalen Vektorriumen, und
lasst sich daher (wie wir spiter sehen werden) als Matrix-Vektor-
Produkt schreiben, nimlich

¢=LFnf

mit der komplexen N x N Fourier-Matrix

Fir N = 2 bekommen wir zum Beispiel

eV el 1 1
b= (eo e‘j”> - <1 —1)

und fiir N = 4 ergibt sich

1 1 1 1
_ |1 = -1
R=17 1 1 4

Lj =1 =

Die diskrete Fourier-Transformation wird uns spiter in der li-
nearer Algebra wieder begegnen. Die (kontinuierliche) Fourier-
Transformation sehen wir erst in einer spiteren Vorlesung wie-
der.xs
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3 Vektoren

Wir motivieren Vektoren zuerst aus der geometrischen Anschau-

ung;: Fiir zwei Punkte P und Q in der Ebene ist & = PQ der Vektor

mit Anfangspunkt P und Endpunkt Q; dabei sehen wir alle Vekto-

ren, die durch Parallelverschiebung aus ¥ hervorgehen als gleich

an (manchmal spricht man auchvon “freien Vektoren”).Wir geben Q
Vektoren immer so an, dass ihr Anfangspunkt im Ursprung des /

Koordinatensystems liegt. In der Ebene ist das also

P
U=
Ein Vektor im R" ist
U1
0=
On
und die v; heiflen Komponenten oder Koordinaten von @. Im C" sind
die Bezeichnungen analog.
Fiuir Vektoren sind die Vektorraumoperationen der Vektorad-
werden kann, nennen wir Skalare. Man
Vektoraddition: Fiir 7, %0 € R" (analog fiir C") ist nennt daher die Skalierung auch skalare
Multiplikation.
U1 + W1
T+ := . e R".
vn + wn

Skalierung: Fiir x € Rund 7 € R” (bzw. auch in € C, bzw. C")

e
140}

Fiira = —1/2 z.B.

KUy, v
1i%7)

Bemerkung. Fiir die Gauf$'sche Zahlenebene haben wir komplexe
Zahlen z = x + jy als Vektoren () € R? geschrieben. Allerdings
sind komplexe Zahlen spezieller als allgemeine Vektoren, da man
fiir komplexe Zahlen Multiplikation und Division erkliren kann,
was fiir allgemeine Vektoren nicht geht. |

Version vom 24. Februar 2022 | WiSe 2021/22 14
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Wir werden in Zukuft auch die Vektorriume R"” und C" ver-
lassen und abstraktere Vektoren betrachten. In diesem Kontext
konnen z.B. auch Funktionen Vektoren sein! Wir legen klare Re-
geln zu Grunde, nimlich die Vektorraumaxiome: Diese gelten zum
Beispiel auf R” und C” und sie lauten:

(i)  Fir alle Vektoren 7, @ gilt T+W0=w0+7

(VR1) (ii) Fir alle Vektoren 7, @, i gilt il + _(f)’ +@) = (i+7)+w
(iii) Es gibt 0, so dass fiir alle Vektoren 7 gilt 7+0=7
(iv) Fiir alle Vektoren 7, gibt es —, so dass 74 (—7) =0
(v)  Fiir alle Vektoren ¥ gilt 1-9=70

(VR2) (vi)  Fir alle Skalare «, f und alle Vektoren 7 gilt «(B7) = (ap)¥
(vii)  Fiir alle Skalare «, B und alle Vektoren ¢ gilt (a4 B)7 = a¥ + BU
(viii) Fiir alle Skalare & und alle Vektoren 7, @ gilt «(7+ @) = a0 + aw

Im R” und C" ist der Nullvektor 0
0

ol
I

0
(ein Vektor mit # Eintrigen, die alle Null sind) und der Vektor —¢
ist

-7 = (—1)7d.
Definition 3.1 (Vektorraum). Eine Menge V auf der eine Addition
und eine Skalierung (mit einer bestimmten Menge als Skalaren)
erklirt ist, heifSt Vektorraum, wenn die Axiome (VR1) und (VR2)

erfiillt sind. Ist die Menge der Skalare R (bzw. C), spricht man
von einem reellen (bzw. komplexen) Vektorraum.

Beispiel. (a) R" und C" sind Vektorriume.

(b) Die Menge der Polynome (mit reellen bzw. komplexen Koeffi-
zienten) sind

Mu(R) = {p(x) = ¥ ar* | ay € R}
k=0

I1,(C) = {p(x) = kz a3 | ay € CJ.
—0

Sie sind Vektorriume, wenn wir erkliren

(p+)(x) = p(x) +q(x) = f g+ Y bt
k=0 k=0

(ap)(x) :=a-p(x)=a) axk = Z(twk)xk.
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(c) Die Menge aller stetigen Funktionen auf einem abgeschlosse-
nen Interval [a, b] bezeichnen wir mit

Cla,b] == {f : [a,b] = R | f stetig}.
Versehen mit den Operationen
(f +8)(x) := f(x) +8(x)
(f)(x) = - ()
bildet diese Menge einen reellen Vektorraum. Analog bilden komplexwertige steti-
ge Funktionen, also Funktionen f :

[a,b] — C einen komplexen Vektor-
raum.

Version vom 24. Februar 2022 | WiSe 2021/22 16
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4 Normen und Skalarprodukte

Im R? und R® kénnen wir die Linge eines Vektors mit dem Satz
des Pythagoras bestimmen: Wir bezeichnen sie mit ||7||, nennen
sie die Euklidsche Norm von ¥ und sie ist fiir @ = (7} ) € R? bzw.

7= (%) eR
v3
19]]2 == U%-FU% bzw. := U%—FU%—FU%,

Fiir den allgemeinen Fall definieren wir:

Definition 4.1. Die Euklidsche Norm eines Vektors 7 € R" ist

n
172 := Zvi
\ =1

Fiir komplexe Vektoren 7 € C" ist die unitdre Norm definiert als

n
1512 = 4 | 3 [0l
k=1

Neben der Linge im geometrischen Sinn gibt es andere Mog-
lichkeiten, Entfernungen zu messen! Auf einer Landkarte ent-
spricht der Euklidsche Abstand zweier Punkte dem Luftlinien-
Abstand. Man koénnte aber auch den Abstand entlang des Strafien-
netzes messen (wie es z.B. das Navigationsgerit angibt).

Wir definieren den allgemeinen Begriff einer Norm:

Definition 4.2. Ein Norm ist eine Abbildung, die einem Vektor
¥ eine reelle Zahl ||7|| zuordnet und welche die folgenden Eigen-
schaften hat:

(i) Positivitit: Fiir alle 7 ist ||7]| > 0.
(i) Definitheit: Ist |7 = 0, so ist 7 = 0.

(iii) Absolute Homogenitit: Fiir jeden (reellen bzw. komplexen)
Skalar « und jeden Vektor 7 gilt ||a7|| = |a|||7]|.

(iv) Dreiecksungleichung: Fiir je zwei Vektoren 7 und w gilt die
Dreiecksungleichung ||7 4 @|| < ||7|| + ||@].

Bemerkung. (a) Wir zeigen, dass die Euklidsche Norm die Norm-
Axiome erfiillt:

(i) Klar, da die Wurzel per Definition nicht-negative Ergeb-
nisse liefert.

(ii) Klar, dain der Summe Y}, v? alle Summanden > 0 sind,
und daher v? = 0 fiir alle k gelten muss, wenn ||7]|> = 0
gilt.
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Die Bedingungen (i) bis (iv) heiflen
Norm-Axiome.
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n
|ad]|> = \/2 0202 = \/oc2 ) o2
k=1

= |o] ka |/[|7]2-

(iif) Es ist

(iv) Zuerst sehen wir, dass |7 + @2 < ||7]]2 + ||@||2 dqui-
valent zur Bedingung (|7 + @||3 < [|7]|3 + 2||7])2]|@ |2 +
||@||3 ist. Schreiben wir die Summen aus, so ist dies

n n n n n
Lot ot Lo S aie ) ad
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

Multiplizieren wir unter dem ersten Quadrat aus, sehen
wir, dass dies dquivalent ist zu

Yoo < [Y oo [y wk
k=1 k=1 k=1

Haben wir also gezeigt, dass die letzte Ungleichung stets

gilt, so haben wir gezeigt, dass auch die Dreicksunglei-
chung gilt. Diese Ungleichung wird Cauchy-Schwarz-Ungleichung
genannt und wir beweisen sie spiter.

(b) Einen (reellen oder komplexen) Vektorraum V, auf dem eine
Norm @ +— ||7|| definiert ist, nennen wir normierten Vektorraum.

(c) In einem normierten Vektorraum nennen wir |7 — @|| den
Abstand zwischen ¥ und @.
[ |

Beispiel. « Auf dem R” kénnen wir auch folgende Normen
definieren:

|7]|oo := max{|v1]|, -, |vs|}, Maximumsnorm oder L*-Norm

15} -

n
Y loel, L!'-Norm.

1/p
(Fiir jedes p > 1 ist < v ]vk]p> eine Norm, und daher

bezeichnen wir die Euklidsche Norm mit ||7]|2).

« Auf dem Vektorraum C|a, b| der stetigen Funktionen auf
dem Intervall [a, b] definieren wir fiir f : [2,b] — R

|| flleo :== max{|f(t)| | a <t < b}, Maximumsnorm oder L*-Norm
b
Ifl2:= ) [ (2, 12-Norm
’ 1
£l = [ 1F0lat, L'-Norm,
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Beispiel. Wir betrachten folgende Situation: Eine Fihre fihrt mit
|To|l2 = 4 % relativ zum Fluff vom Uferpunkt A auf kiirzestem
Weg zum gegeniiberliegenden Ufer.

Wir stellen folgende Fragen:

(a) Unter welchem Winkel « muss die Fihre gegen die Strémung

fahren, wenn die Stromung die Geschwindigkeit ||7s[|> = 1%
hat?

(b) Wie grof$ ist die resultierende Geschwindigkeit ||7,||» der Fih-
re?

Zu (a): Es ist

. —!770!\28111(“)) - <\\5st> - < 0 >
Vg = o, , Usg = , Uy = -
0 (nvonzcos(a) | 0 RN AT

Vektoraddition ergibt 7, = ¥ + s, also

< 0 ) _ (—Hﬁol\zsin(ﬂé)> n (Hﬁst> _ <—H?70H281n(“)+ \!5s|\2>_
lcalb 1o ][2 cos () 0 [|Tol|2 cos(a)

Aus der ersten Zeile lesen wir ab

135 |2
1702

Die letzte Gleichung hat viele Losungen, aber genau eine Losung,
die zwischen 0 und 90° liegt, ndmlich

d.h. sin(a) = 1

—||7ol|2 sin(a) + ||Ts]|2 = 0 also sin(a) = 5

a = arcsin(1/4) ~ 14.48°.
Zu (b): Fiir ||7,, ergibt sich
1, |2 = [|Fol|2 cos(a) ~ 4 ? cos(14.48°%) ~ 3.87 ?

Beispiel. Eine Kraft K bewegt einen Massenpunkt in Richtung 5.
Welche Arbeit wird dabei verrichtet? Wir kennen die Regel “Arbeit
ist Kraft mal Weg”, jedoch ist dabei nur der Anteil der Kraft K
relevant, der in Richtung von s wirkt:
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/ K
? l R

| S——— > S
X
Wir sehen
cos(¢) = ¥ dsox = | K||2 cos(g).
IK]l2

Die Arbeit ist also A = x||5]|> = ||K||2/|5]|2 cos().
Definition 4.3. Fiir Vektoren 7,@ € R" \ {0} ist
(@,@) = |[]|2]|@]]2 cos(£ (7, @))

das (Euklidsche) Skalarprodukt von 7 und @. Fiir 7 = 0 oder @ = 0
ist (7, @) := 0.

Bemerkung. (a) Mit dem Skalarprodukt lisst sich ein Vektor auf
den anderen projizieren, denn

= [|5l]2 cos(£(7, @))

ist die Linge der Projektion von @ auf .

Beachte, dass diese Linge ein Vorzeichen hat!

(b) Mit dem Skalarprodukt lisst sich der Winkle zwischen zwei
Vektoren bestimmen. So ist zum Beispiel 7 senkrecht auf' @,
wenn das Skalarprodukt der Vektoren Null ist, in Formeln

71w <— (7,w) =0.

Auch fiir Skalarprodukte gibt es eine Liste von Axiomen:

Definition 4.4. Ein Skalarprodukt ist eine Abbildung, die zwei Vekto-
ren ¥ und @ eines reellen Vektorraums eine Zahl (¥, @) zuordnet,
und die folgende Axiome erfiillt:

(i) Symmetrie: Fiir alle Vektoren 7, @ gilt (7, @) = (@, 7). Wegen Symmetrie gt auch Lineartst

.. . ey .. RN i iten A t!
(i) Linearitit im ersten Argument: Fiir alle Vektoren if, 7, @ und m zwerten Argumen

Skalare « gilt (il + a¥, @) = (i, W) + a (T, ¥).
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(iii) Positive Definitheit: Fiir alle Vektoren @ gilt (¥, 7) > 0 und
es gilt (¥, ¥) = 0 nur fiir 7 = 0.
Auch fiir komplexe Vektorriume gibt es den Begriff des Ska-
larproduktes. Hier fordert man etwas leicht anderes:
(i) Konjugierte Symmetrie: Fiir alle Vektoren ¥, @ gilt (¥, @) =
(@w,7)*.
(ii) Konjugierte Linearititim ersten Argument: Fiir alle Vektoren

i, U, w und Skalare w gilt (il + a7, @) = (i, W) + a* (T, ).

Die positive Definitheit bleibt unverindert, und insbesondere
muss (7, ¥) immer reell sein (auch fiir komplexe Vektoren). Wegen
der konjugierte Symmetrie gilt tibrigens Lineartit im zweiten Ar-
gument: (il, a¥) = (a0, il)* = («*(F,i))* = a(7,il)* = (i, V).
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Beachte: Manchmal wird gefordert,
dass ein komplexes Skalarprodukt im
ersten Argument linear ist; dann be-
kommt man konjugierte Linearitat im
zweiten Argument.
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5 Das Skalarprodukt im R”

Beispiel. Wir betrachten ein konstantes elektrisches Feld mit Feld-
stirkevektor

1
E=|[-3|10°Vm .
5
In diesem Feld soll die Punktladung Q = 10~7C vom Punkt
P=(-2 3 4 "m geradlinig lings des Richtungsvektors 4 =

T . . .
(2 -1 2) um 6 m in den Punkt P, verschoben werden. Um Platz zu sparen WUFd(; hier die
Schreibweise (—2 3 4)° benutzt.
E Das T bedeutet “transponieren” und
macht aus Zeilenvektoren Spaltenvek-

toren (und umkehrt).

Ladung Q 5 ﬁ
Py P
0

Wir wollen folgende Fragen beantworten:
(a) Welche Arbeit wird an der Punktladung verrichtet?
(b) Wie grof ist der Winkel ¢?
Zu (a): Nach Regeln der Elektrotechnik ergibt sich die Kraft F

aus
1
ad f— . i p— _7 . - 6 _1
F=Q-E=10"C 53 10°Vm Esgit Cx V/m =N.
0.1
=|-03]|N
0.5

Der Richtungsvektor 7 hat die Linge

lall = /22 + (~1) +22m = 3m.

Da der Vektor P, P; die selbe Richtung wie 7 hat, aber doppelt so
lang sein soll, gilt

4
§:=PPh=2i=|-2|m.
4

Die Arbeit ist also

A = (F,5) = |[F|[|5]| cos(£(F,).)
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Es gilt

IE|| = v/0.12 +0.32 + 0.5°N ~ 0.592N

||S]| = 6m.
Also ist
A =0.592N - 6mcos(£(F,3)).

Wir miissen allerdings den Winkel ¢ zu Berechnung von A ken-
nen! Und zur Berechnung des Winkels ¢ benétigen wir den Wert
von A...?

Das Beispiel zeigt: Wir brauchen eine Methode, um das Ska-
larprodukt aus den Komponenten der Vektoren zu berechnen.
Im R3 heiflen die drei Vektoren

1 0 0
_’1 =10 ’ 52 = 1 ’ _'3 =10
0 0 1
die standard Einheitsvektoren.Jeden Vektor 7 € IR® konnen wir mit ~ Oder auch “kanonische Einheitsvekto-

Hilfe dieser Vektoren schreiben als ren’”.

(%1

= |02 | = v1€] + 0282 + V3E3.
U3

Benutzen wir nun die Axiome fiir Skalarprodukte, so konnen
wir rechnen

<?7, Zﬁ> = <7)151 + 128 + V363, W€ + Wals + ZU3§3>
= (v1€1, w181) + (181, W282) + (v181, W3e3)

+ (0283, w181) + (0282, W85) + (V2E>, W3E3)

+ (0383, w1e) + (0383, wae2) + (v3€3, W3e3)

Jetzt ziehen wir die Skalare aus den Skalarprodukten und nutzen
aus, dass die standard Einheitsvektoren normiert sind (||€||» = 1)
und paarweise senkrecht aufeinander stehen (d.h. ¢; L& wenn
j # k). Letzteres bedeutet

und wir bekommen fiir das Euklidsche Skalarprodukt

(T, W) = v1w1 + vawy + v3W3.
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Damit kénnen wir unser Beispiel weiterfithren: Die Arbeit ist

A= <?, §> = Fis1 4+ Fsy + F3s3
—0.1-4Nm+ (—03)-(—2Nm) +0.5-4Nm
=3Nm

Zu (b): Auch kénnen wir den Winkel ¢ = £ (F,5) berechnen:

3Nm = (F,5) = |[F||[[5]| cos(¢)
~ 0.592N-6m - cos(¢).

Es folgt
cos(@) & gy = 0.845.

Diese Gleichung hat viele Losungen, und es gibt genau eine, die
zwischen 0° und 180° liegt, ndmlich

¢ =~ arccos(0.845) ~ 32.33°

Halten wir noch einmal fest: Eine Abbildung (-, -) die zwei
Elementen eines reellen Vektorraumes V eine reelle Zahl zuordnet,
und die die Axiome auf Definition 4.4 erfiillt, heifSt Skalarprodukt
auf V. Das Paar (V, (-, -)) nennt man dann auch Innenprodukt-
Raum.

Beispiel. (a) Auf' V = R" ist
n
<Z7, Z?J> = Z VWi
k=1

ein Skalarprodukt, genannt das Euklidsche Skalarprodukt.
(b) Auf'V = C[a, b] definieren wir fiir f, g € Cla, b]

f.8) = [ fogax

Auch diese Abbildung ist ein Skalarprodukt auf V, genannt
das L?-Skalarprodukt.

Satz 5.1 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Ist V ein reeller Vektorraum
mit Skalarprodukt (-, -), so gilt fiir alle 0,0 € V

(5, @) < (3, 7)(®, D).

Beweis.

Fiir @ = 0 ist die Behauptung klar, da auf'beiden Seiten der Un-
gleichung 0 steht. Wir wissen, dass fiir beliebige Vektoren 7 und
W # 0und & € R immer gilt

0 < (70— aw,7— aw).

Nutzen wir die weiteren Axiome fiir Skalarprodukte, bekommen
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Der Name kommt daher, dass das Ska-
larprodukt machmal auch inneres Pro-
dukt genannt wird.

Auf dem C" ist (7, @) := Y} _; viw
ein Skalarprodukt, dazu spiter etwas
mehr.
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wir

Da dies fiir alle « € R gilt, konnen wir versuchen, die rechte Seite
so klein wie méglich zu machen (also iiber # zu minimieren). Dies
fithrt auf a = (7, @)/ (@, @) und auf die Ungleichung

o (G,@)> (7,®)?
< J—
0 < (7,9) 2<ﬁlﬁ> +<ﬁ’ﬁ>
und durch Umstellen erhalten wir die Behauptung. O

Satz 5.2. Ist (-, -) ein Skalarprodukt auf 'V, so ist durch || || :=
eine Norm auf'V definiert.

(0,9)

Beweis.

Die Posititit von ||-|| folgt, da wir (per Konvention) die positive
Wurzel nehmen, und die Definitheit der Norm folgt aus der posi-
tiven Definitheit des Skalarproduktes. Die absolute Homogenitit
folgt aus

a3l = \/ (a7, 05) = /a2(7,7) = |a||7].
Fiir die Dreicksungleichung der Norm rechnen wir zunichst
15+ @|* = (34 @, 5+ @) = (3,9) + (3, @) + (@, 7) + (@, D)
= |1911* +2(5, @) + ||@]|*.

Nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung ist

(T, @)| < \/(T,0)/ (@, @) = ||5]|||@]

und es folgt
17+ @12 < 131> + 2/|7|@]| + |2
= (191l + lI@l)%,
woraus die Behauptung folgt. O

Ziehen wir die Wurzel, so konnen wir die Cauchy-Schwarz-
Ungleichung dquivalent schreiben

(T, @)| </ (,0)y/ (@, D).

Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung im R” lautet
n n n
1Y oewie| < 4 Y 02 Y we
k=1 k=1 k=1
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Man nennt diese Norm die von (-, -)
induzierte Norm.

Hier sieht man die Stirke der
Abstraktion: Die Cauchy-Schwarz-
Ungleichung gilt fiir jedes Skalar-
produkt, d.h. es folgt auch die

Ungleichung |fabf(X)g(x)dx| <
\/fff(X)zdx\/ff g(x)2dx fiir alle

stetigen Funktionen f und g.




09.11.2021, VL 5-5

Beispiel. Wir konnen den Satz den Thales folgern: Betrachten wir
folgende Skizze:

Wir wollen zeigen, dass der Winkel im Punkt P 90° betrigt: Wir
lesen ab, dass 7 = ¢ + @ = —c + b gilt. Damit bekommen wir

(b,d@) = (7+¢,7—0)
= (7,7) — (7,0) + (¢,7) — (¢, ©)
= |71 — [Ie]1*.

Da 7 und ¢ gleich lang sind, folgt (7,b) = 0, was @ Lb zeigt.
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6 Kreuzprodukt und Spatprodukt

Im IR? gibt es noch ein anderes wichtiges Produkt zwischen Vek-
toren. Wihrend das Skalarprodukt aus zwei Vektoren einen Skalar
macht, liefert das Kreuzprodukt zweier Vektorem im R® wieder
einen Vektor im IR?. Der Vektor 7 x @ ist der Vektor im R3, welche
durch folgende Eigenschaften eindeutig bestimmt ist:

(@) (17 x @2 = [[5]2]|@]|2]sin(<£ (7, @)
(b) ¥ x w steht senkrect auf ¥ und @.

(c) Die Vektoren (7, @, x @) bilden in dieser Reihenfolge ein
Rechtssystem, d.h. wenn ¥ in Richtung des Daumens der rechten
Hand zeigt und @ in Richtung des Zeigefingers der rechten
Hand zeigt, so zeigt 7 x @ in Richtung des Mittelfingers der

rechten Hand.
— R _II
w y
/
7

erkennen wir, dass das Parallelgramm die Hohe ||@|| sin(£(7, @))
hat. Daher ist ||7]|2||@||2|sin(£ (7, @) )| die Fliche des Paralelo-
gramms.

Das Vektorprodukt hat weitere wichtige Eigenschaften:

Aus der Skizze

(iii) @ x (T+ @) = il X T+ il x ©.

Suchen wir auch hier eine Mdoglichkeit, das Vektorprodukt aus
den Komponenten der Vektoren zu berechnen: Fiir jeden Vektor
U gilt ¥ x ¥ = 0. Fiir die Standard-Einheitsvektoren gilt natiirlich
ebenfalls €; x €; = 0,7 = 1,2,3 und auflerdem gilt nach (a), (b) und

(c)

é’leZ:é'g
sz€3:€1
E3X€1:EZ.
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Rechssyteme sind aus der Elektrotech-
nik bekannt: Flielt durch ein Leiter-
stiick I ein Strom I und befindet es
sich in einem homogenen Magnetfeld
B, so erfihrt es die Lorentzkraft K =
I(I'x B).
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Demit bekommen wir

T X W = (0161 + 0262 + v3€3) X (w181 + Woes + W3e3)

= D1W1 (El X 51) +01ws (51 X (?2) +01ws (51 X 53)
————r ——— ——r

=0 =3 ==&
—+ v (Ez X 51) X% (Ez X Ez) —+0ow3 (52 X 53)
——r ————r ———r
=—2 =0 =e
+ U3W1 (5_3'3 X 51) +03ws (53 X Ez) +03wW3 (53 X 53)
—— - —
=e) =—e€] =0

= (Uz?ﬂg — Ung)El + (U3ZU1 — 01W3)Ez + (Ule — Uzwl)gg
VW3 — U3y
= | V3w —1ws
V1Wy — DWW
Wir iiberpriifen die Eigenschaften (i) — (iii):

() Fx @ = —@ x &

U2W3 — U3W3
TX W= 0U3W1 — 01Ws3
U1W2 — D21
W20U3 — W302
= — | W31 — w103 | = —W X .
w102 — W20

NV W3 — KV3W7
(a?) X @ = | avzwy — aviw3

KU1 Wo — XV W1
a(T X ).

(iii) # X (T+ @) = il X T+ i x W:
up(v3 + w3) — uz(vy + wy)

(
M3(01 + wl) - M1(03 + ZU3)
uq(v2 + wa) — up(v1 + wy)

Up0U3 — U302 UpW3 — U3W?

= | uzv1 — U103 | + | Uzw1 — U1ws3
U102 — U0 U1Wo — UpW1

7

X 04 X W

Beispiel. (a) Fiir

1
i7=12|, w=| 3
4
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ergibt sich
2:-1-4-3 —10
Ixw=14-(-2)—-1-1) = -9
1-3-2-(=2) 7

(b) Wir berechnen die Fliche F des Dreiecks mit den Eckpunkten

4 1 6
=121, PhL=10], Ps= -1
3 5 1

Mit den Verbindungsvektoren 7 = PP, und @ = P;P; gilt

F =15 x @

Es ist
1-4 -3 6—4 2
i=(0-2|=|-2|, w=|-1-2|=1|-3
5-3 2 1-3 -2
und ef folgt
(=2)-(=2) -=2-(=3) 10
TX W= 2.2—(-3)-(-2) =|-2
(=3)-(=3) = (=2)-2 13

Also ergibt sich ||7 x @ = /102 + (—2)2 + 132 = /273 und

daher ist F = 31/273.

Ein weiteres spezielles Produkt im IR? ist das Spatprodukt (von
drei Vektoren): Fiir if, 7, @ € IR® ist

=

1,7, @) := (il x 7, ).

Wir machen eine Skizze der Situation:

<

A X

Der Flicheninhalt der grauen Fliche ist ||#7 x 7||; und da & x ¥
senkrecht aus # und 7 steht, ist das Volumen des Parallelotops
welches von i, ¥ und @ aufgespannt wird gleich |(if x ¥, @0)| =

|[#, U, @]|. Statt Parallelotop sagt man auch Paral-
Auflerdem gilt: lelepiped oder Spat (was den Namen

des Produktes erklart).
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o [if, U, W] ist positiv, wenn (if, U, @) ein Rechtssystem bilden,
sonst negativ.

o [il,7,@] = 0, wenn ii, ¥, @ koplanar sind, d.h. wenn sie in
einer Ebene liegen.

Das Spatprodukt lisst sich aus dem Komponenten der Vekto-
ren berechnen als

[it, 5, @) = (il x 7, @)

Up03 — U302 w1
uzv1 — o3 |, | ws Die qumel fiir das .Spatprodukt kann
man sich grafisch wie folgt merken:
U102 — U201 w3
= W1 UV3 — W1U3V2 + Wrld3V1 — Wrld1V3 + W31V — W3UpU T
=  U10Ww3 + v1WolUs + Wl V3

— U30VW1 — U3WolU1 — W3U2DT.

Beispiel. (a) Was ist das Volumen V des Parallelotops, welches von

1 3 -2
i= (3], i= (2], w=1| 8
6 2 7
aufgespannt wird?
Losung:
V = [i,d, 7]

=1-2.7+3-8-6+(-2)-3-2—-6-2-(—2)—2-8-1—7-3-3
=14+ 144 + (—12) — (—24) — 16 — 63
=91

(b) Fiir welchen Wert von c liegen die vier Punkte

1 1 5 6
P=\(1|, PB=\(2|, PB=13|, PAk=]1
1 2 5 c

in einer Ebene?
Losung: Die Punkte liegen in einer Ebenei_w_f):nn das Ygl;lmen
V des Parallelotops, welches von i = PP, 7 = P;Ps und
S S . . .
W = P, P, aufgespannt wird gleich Null ist.
Es gilt also
0 4 5
V=1||1]|,12]|,| O
1 4 c—1

=0+0+5-1-4—1-2.5-0—(c—1)-1-4
—=20—10 —4c +4 = 14 — 4c.

Dies ergibt Null, genau dann, wenn ¢ = 7/2 ist.
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7 Geraden und Ebenen im R®

Mit Hilfe der Vektorrechnung beschreiben wir eine Gerade durch
zwei Punkte A und B wie in der Skizze

durch
g: {¥|¥=d+ADb—7), AR}

Diese Form nennt man Zweipunktform der Geraden (und analog ist

die Zweipunktform einer Geraden im IR” ebenfalls {55 | X=d+A(b—

fiir Vektoren @, b € R™).
Sind Punkt und Richtungsvektor gegeben, wie in dieser Skizze

o
— — &
u

so ist die Gerade

und diese Form nennt man Punkt-Richtungsform.
Im IR? ist eine weitere Beschreibung die Normalenform durch
einen Vektor 77 und ein Skalar <, nimlich

g0 (F1(H=1)

Man kann diese Form z.B. aus der Punkt-Richtungsform wie folgt
herleiten: Es gilt

X1 =ay + Aug
Xo = ap + Aus.

Die erste Gleichung l6sen wir nach A und bekommen A = (x; —
a1)/uq (falls u; # 0). Wir setzen dies in die zweite Gleichung ein
und bekommen x, = a4y + xlT_laluQ, was wir umformen zu

UpX1 — U1Xp = AqUp — AoU7.

Wir sehen also, dass wir wie folgt die Normalenform bekommen:
n= ;Y = diup — azuy,
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Istu; = 0 so argumentieren wir mit up
statt 17. Sind sowohl uq, also auch u;
gleich Null, so ist der Richtungsvektor
il Null, und es gibt gar keine Gerade,
sondern g ist nur ein Punkt.
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denn dann gilt (7, X¥) = v fiir jedes X der Form ¥ = 4 + Ail. Wir
bemerken

(i, 1) = upuy —uguy =0,

d.h. der Vektor 7 steht senkrecht auf dem Richtungsvektor ii. Da
man statt “steht senkrecht auf” auch “ist normal zu” sagt, erklirt
dies den Namen Normalenform. Den Vektor 7 nennt man auch
»,Normalevektor” der Ebene.

Man kann die Normalenform weiter spezialisieren: In der
Darstellung (7, X) = -y konnen wir 7 und <y beliebig skalieren:
Ersetzen wir 7i und -y durch a7 und ay, so dndert sich die Menge
der ¥ mit (7i, X) = -y nicht. Tut man dies, so dass ||7i|| = 1 und
v > 0 gilt, spricht von der Hesse’schen Normalform:

.9
— O

(a) Da# normiert ist, ist (i1, X) die Linge der Projektion von X auf
1, d.h. g ist die Menge aller ¥, die Projektion auf'7i die Linge
7 haben.

(b) Da aii genau dann auf g liegt, wenn v = (i, a#i) = a||7i|], = &
gilt, ist v der Abstand der Geraden vom Ursprung.

(c) Fiir beliebiges X gibt d = (i, X) — -y gibt Information iiber den
Abstand von X zu g:

« Istd > 0, so liegen ¥ und 0 aufverschiedenen Seiten der
Geraden.

« Istd < 0, so liegen X und 0 auf derselben Seite der Gera-
den.

o Istd =0, so liegt ¥ auf der Geraden.

Beispiel. Es sei

21 (0 3 (0} .
g: {x <1>+A<4>,A€1R},alsoa—<1>,u

/ ‘
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Genauer:  Wir ersetzen # duch
sign(y)i/||#|| und 7  durch
sign(vy)v/||7||, wobei sign(vy) das
Vorzeichen von 7 ist.
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Wir bestimmen nun 7 und < aus der Normalenform und bekom-

men
= <4>, y=0-4—1-3=-3.
-3
Die Gerade ist also bestimmt durch
. x1
T

Wir normieren noch zu

4 _4
- _\/3‘21+42 <_3> = ( g5> , = %

und bekommen die Hesse’sche Normalform

. X1 4 3, _ 13
g. {<x2> ‘ —5x1+5x2—+5}.

Damit lisst sich einfach priifen, dass der Punkt i = (2) wegen

i=wn-r=(3) (3))-1--

auf der gleichen Seite wie der Ursprung liegt und den Abstand ;
zur Geraden hat.

4x1 — 3xp = —3} .

S

—_

Qi

+

[$J1[e
|
(S11]¢8)
Il
|

Ul
A
(@)

In drei Dimensionen wird eine Ebene E durch drei Punkte 4,
b, ¢ festgelegt:

al
=

E: {x=d+A(b—a)+pu@—a), \,ucR}.

und 7 = ¢ — 4 ist dies

QY

Mit den Richtungsvektoren i# = b —
E: {X=d+Aiil +u?, A, u € R}.

Um die Normalenform zu bestimmen suchen wir einen Vektor 7i
mit 7iL# und 7i L 7. Nach den Eigenschaften des Kreuzproduktes
wissen wir, dass wir 71 = il X ¥ nehmen kénnen. Damit gilt fuir
XcE

also

mit y = (@, ). Auch hier kénnen wir # und y normieren (d.h. auf
|7i]l2 = 1 und v > 0 bringen) und haben damit die Hessesche
Normalform einer Ebene im R®
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Um Geraden um R3 zu beschreiben, nehmen wir die Punkt-
Richtungsform ¥ = 4 + Aif und versuchen A zu eliminieren:

— =M
X1 =a1+ A A =T
_ — Xo—ap

Xy = ay+ Aup — A = m
X3 =az—+ Aug A = ’%T;‘Z?’

(wenn alle u; # 0). Wir bekommen dadurch also zwei Gleichungen:

X1—=a __ Xp—d4y __ X3—4a3
uy Uy us

Wir sehen, dass die Gerade durch zwei Gleichungen beschrieben
wird. Jede Gleichung beschreibt eine Ebene und daher bekommen
wir die Gerade als Schnittmenge von zwei Ebenen.

Um auf eine Darstellung analog zur Normalform zu kommen,
brauchen wir zwei Vektoren

o1 [1%))
m= ,31 ’ n= ﬁ2
T Y2

welche auf einem Richtungsvektor i senkrecht stehen. Damit be-
kommen wir, wenn wir das Skalarprodukt der Geradengleichung
mit 7, bzw. # bilden

(%,m) = (@, m)y+A (ii,m) , (X,id)=(ain)+A (ii)
—— N~
=0da @ L =0da iild

Die beiden Gleichungen sind also

a1x1 + B1xo + y1x3 = &1 1= (4, 1)

und beschreiben jeweils eine Ebene. Wir bekommen die Gerade
wiederum als Schnittmenge von zwei Ebenen.
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8 Untervektorriume, Basen und Dimension

Erinnere: Ein Vektorraum ist eine nicht-leere Menge, auf der
eine Vektoraddition und eine Skalierung erklirt sind, fiir wel-
che die Vektorraum-Axiome (VR1) und (VR2) aus Abschnitt 3 gel-
ten. Wir unterscheiden bisher zwischen R-Vektorriumen und
C-Vektorriumen. In den meisten Fillen gelten die Resultate fiir
beide Fille und wir schreiben K fiir ,R oder C“.

Folgende Beispiele kennen wir schon:

(a) K" als reeller bzw. komplexer Vektorraum
(b) Die Riume der Polynome vom Grad < n:

n
I, :={ Y} ax* | ap € K}
k=0

(c) Den Raum
C(R) :={f:R — K| f stetig}
der stetigen Funktionen von R nach K.

Wir kénnen auch den Raum aller Polynome bilden (d.h. von belie-
bigem Grad). Dieser ist

I1:= U 11,
nelN

und selbst ein Vektorraum.
Es gilt offenbar

IT, C IT C C(R).

Definition 8.1 (Unterraum). Eine Teilmenge W C V heif3t Unter-
vektoraum (UVR, auch linearer Unterraum oder linearer Teilraum)
eines Vektorraums V, wenn gilt

(i) Oew
(UVR){ (i) B,BeW = G+@BEW
(iii) 7eW,a e K = ate€ W
Es folgt: Ein Untervektorraum W ist beztiglich der Vektorraum-
operationen in V selbst ein Vektorraum.
Beispiel. (a) Die Kugel W := {¥ € R" | ||x||2 < 1} ist kein UVR
des R", denn es gilt &, € W, aber 2¢; ¢ W.
(b) Die Menge W = {(;) € R? | xy = 0} ist ebenfalls kein UVR
des R?, denn es gilt (;), () € W, aber (3) + (}) = (}) € W.
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(c) Fiir jeden Vektor 7 € R", 7 # 0 ist die von 7 aufgespannte
Gerade

G:={a¥|a € R}
ein UVR des R" Fiir zwei Vektoren ¥, w ist
E:={al+pw|a B R}

ebenfalls ein UVR. Sind ¢ und @ nicht parallel, so ist E eine
Ebene.

(d) IT, ist UVR von IT und IT ist UVR von C(R).

Definition 8.2 (Linearkombination, Spann). Fiir ¢y,...,0, € V
heifdt jeder Vektor

m
X = Z(xiz_fi, a; € K
i=1

—

eine Linearkombination der Vektoren 7, . .., U, (und Koeffizienten
01, ey W)

Die Menge aller Linearkombinationen von @, . . ., ), heifdt
der Spann (auch die lineare Hiille) von 7, . . ., ¥y, geschrieben

m
Spann(dy, ..., 0n) = {Etxiz_fi | a; € K}.
i=1

Der Spann ist immer ein UVR von V!

Hat man einen UVR W, so interessiert man sich fiir mog-
lichst kleine Mengen von Vektoren, die W aufspannen (d.h. W
ist der Spann der Menge). Ein Menge, die die minimal mogliche
Anzahl von Vektoren enthilt nennt man dann Basis von W. Ist
B = {¥1,...,0n} eine solche Menge, so kann kein 7} eine Line-
arkombination der anderen ; sein (sonst konnte man v gleich
weglassen). Dieses Konzept wird im Begriff , lineare Unabhingig-
keit“ formalisiert.

Definition 8.3 (Lineare Unabhingigkeit, Basis). Eine Menge B =
{#1,...,Un} von Vektoren heifdt linear unabhingig, wenn fiir alle
Skalare oy, ..., a, gilt

n
Zﬂéiﬁi:a — a1 =---=ua, =0.
i=1
Die Menge B heifst Basis von W, wenn sie linear unabhingig ist
und W = Spann(B) gilt.
Eine Menge B, die nicht linear unabhingig ist, heif$t linear
abhdingig.

Intuitiv soll lineare Unabhingigkeit von einer Menge bedeu-
ten, dass die Vektoren der Menge ,alle in verschiedene Richtung
zeigen®.
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Mit anderen Worten: 71, ..., Uy sind
linear unabhangig, wenn man den Null-
vektor nur durch die sogenannte triviale
Linearkombination (d.h. mit lauter Null-
Koeffizienten) darstellen kann.
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Beispiel. Die beiden Vektoren

- (-0

bilden eine Basis des R?, denn:

1. Sie sind linear unabhingig, denn ist

oclvl+oczvzz< 1 2>:0

&1 + 20
so folgt aus der ersten Zeile #; = —ap und damit aus der
zweiten Zeile —ay + 200 = ap = 0, was wiederum o = 0
bringt.

2. Sie spannen den ganzen R? auf; d.h. jeder Vektor 7 € RR?
ldsst sich als ¥ = a7 + a0, darstellen.

Man iiberpriift leicht, dass dies mit a1 = 201 — v und ay =
—v1 + v, funktioniert.

Die Vektoren &, = () und & = (V) bilden ebenfalls eine Basis

des R?, die sogenanntekanonische Basis.
Bemerkung. « Zwei Vektoren U, W # 0 sind genau dann linear
unabhingig, wenn die nicht parallel sind.

o Ist {y,..., 0, } eine Basis von W, so istdie Basisdarstellung
eines jeden Vektors 7 € W

m
7= Z aﬂ?i
i=1

1

eindeutig, d.h. die Koeffizienten «; sind eindeutig bestimmt.

« Die Vektoren

0
welche genau eine 1 an der i-ten Stelle haben, bilden die

kanonische Basis des K”.
|

Beispiel. Die Menge

X1
W:={ X2 x1,x2 € R}
X1 — X2

ist ein UVR des R?, denn:
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Hat man zwei verschiene Darstellungen
Y0 = Y;Biv;, so folgt };(a; —
Bi)7; = 0 und wegen der linearen Un-
abhingigkeit muss a; = B; fiir alle i
gelten.
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(i) 0 € W (fiir x; = x, = 0),
(ii) Ist

X1 n
X7 , 7= Y2 ceW

X1 — X2 Y1 —Y2

S
Il

soistmitz; = x; +y1,22 =x2+ 12

X1+ Y1 Z1
U+d= X2+ Y2 = Zn e W.
(x1+y1) — (22 +y2) Z1 — 22

(iii) Fiir gleiches i und a € R ist mit z; = ax;

axX1 Z1
il = %) = 2y e Ww.
a(x3 — x2) Z1 — 22
Die Vektoren
1 1
t1=1(0],%h=11
1 0

bilden eine Basis von W, denn:

(i) Die Vektoren ¥} und ¥, sind linear unabhingig: Ist

K1 + &
0= w1701 + aptp = g3
a1

so folgt aus der zweiten Zeile vy = 0 und aus der dritten Zeile
N = 0.
(ii) Die Vektoren 77 und ¥, spannen ganz W auf: Ist 7 € W, so

gibt es x1, x2, so dass

X1
X2
X1 — Xo.

<
I

Mit a; = x7 — x2 und ap = x folgt dann

a1+ ap X1 — X2+ X2
6101 + a0y = %) = X2 = 7.
51 X1 — X2

Fragen wir uns jetzt, wie man eine Basis eines Untervektor-
raums W von V konstruieren kann, wenn W durch eine endliche
Menge ausgespannt ist, also wenn gilt

W = Spann(7y, ..., Tn).

Es soll nun eine Basis {@y, . .., @, } konstuiert werden.
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(a) Falls {74, ..., Uy} linear unanhingig sind, setze r := m und
W; = U;,i =1,...,mund wir sind fertig.

(b) Andernfalls gibt es a1, ..., 4, € R mit Y7, a;5; = 0 wobei
nicht alle #; Null sind. Durch eventuelles Umnummerieren
kénnen wir ay, # 0 erreichen. Dann kénnen wir nach @,
auflésen

Wir sehen also, dass W schon von @y, ..., 7,1 aufgespannt
wird. Wir ersetzen also m durch m — 1 und gehen zu Schritt

(2)

Das Verfahren muss terminieren, denn wir brechen spitestens ab,
wenn kein ¥; mehr da ist, also fiir r = 0 (dann war W = {0}).
Wir folgern:

Jeder Vektorraum, der von einer endlichen Menge aufge-
spannt wird, hat eine Basis.

Satz 8.4. Ist W C V ein UVR von V mit Basis {¥1, ..., Ty}, dann
sind je n Vektoren w1, ..., W, € W mitn > m linear abhdngig.

Korollar 8.5 (+Definition). Die Anzahl der Elemente einer Basis von
W ist fiir alle Basen gleich. Diese Anzahl heifst Dimension von W und
wird mit dim (W) bezeichnet.

Haben wir eine Basis B mit n Elementen und eine weitere
Basis C mit m Elementen, so bekommen wir sofort einen Wi-
derspruch: Ist m > n, so ist C linear abhangig linear und ist
n > m, so ist B linear abhingig.

Beispiel. (a) Es giltdim(IR") = n, denn eine Basis ist die Standard-

basis {1, ...,&,}.

(b) Fur W = {< % ) | x1,x2 € R} (vgl. voriges Beispiel) ist
2

X1—X

dim(W) = 2.

(c) Fiirden Raum I, der Polynome vom Grad bis zu n gilt dim(I1,,) =
n + 1, denn die Monome {1, x,x?,...,x"} bilden eine Basis.
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9 Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

Lineare Gleichungssysteme sind fundamental fiir zahlreiche An-
wendungen, aber auch fiir den Aufbau der linearen Algebra.

Beispiel. Wir betrachten den verzweigten Schaltkreis

Te Rz
—3

R+ S

mit ohmschen Widerstinden Ry, Ry, R3. Es wird eine Gleich-
spannung mit Quellenspannung U, eingeschaltet. Wir wollen
die Zweigstrome Iy, I, I3 berechnen.

Die Knotenregelim Knoten A und die Maschenregelfiir die
Maschen I und II ergeben die Gleichungen

—L+L—-—1I3=0
—Rih =R +U; =0
Ry, + R3l3 — uq =0.
Wir haben also ein lineares Gleichungssystem mit drei Unbekann-

ten und drei Gleichungen.
Man schreibt die iibersichtlich in Matrix-Vektor Form:

-1 41 -1 L 0
Ry =R, 0 |[R]|=[-u
0 R, Rs) \I U,
——— N —
=:A =X —=b

Dies ist ein inhomogenes lineares Gleichungssystem (inhomogen, da
die rechte Seite b nicht der Nullvektor ist) mit Koeffizientenmatrix
A.

Im allgemeinen sind Matrizen nichts anderes als rechteckige
Felder von Zahlen. Wir bezeichnen die Menge der reellen Matrizen
mit m Zeilen und n Spalten mit IK"*". Fiir eine Matrix A schreibt
man {iblicherweise a;; fiir den Eintrag in der i-ten Zeile und j-ten
Spalte.Man schreibt auch

A = (ajj)i=1,..,m/
j=1,..n

oder lisst die Erklirung fiir den Bereich der Indizes weg, wenn
das aus dem Kontext klar ist.
Die Menge der Matrizen bilder einen Vektorraum, wenn wir
Addition und Skalierung definieren als
A+ B:= (ﬂi]' + sz)
AA = (/\a”)
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Die Knotenregel besagt, dass die Sum-
me der zu- und abfliefenden Stréme
sich in jedem Knoten zu Null summie-
ren

Die Maschenregel besagt, dass die Sum-
me der Spannungen in jeder Netzma-
sche gleich Null ist.

Um sich die Reihenfolge der Indizes zu
merken bietet sich der Satz ,,Zeile zu-
erst, Spalte spater” an.
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Beachte: Addition ist nur fiir Matrizen gleicher Grofe erklirt!

Das Matrix-Vektor Produkt ist erklirt, wenn die Anzahl der Spal-
ten einer Matrix A der Anzahl der Eintrige in einem Vektor ¥
entspricht, also wenn A € K"*" ist, muss ¥ € K" gelten. In
diesem Fall ist

n
a1 ... a1y X1 j=1a1jX;j

Ayl . Aun Xy 2}1:1 AmjX;
Es gibt verschiedene Moglichkeiten, sich das zu merken:

1. Der kte Eintrag von AX ist (bis auf eine konjugation im
komplexen) das Skalarprodukt der kten Zeile von A mit X.

—

Im reellen schreiben wir A = (a“) Zi(m)T mit
@™ ¢ R” (d.h. (@™)T ist die i-te Zeile von A), so ist

(@, x)
AX = e
@m, x).
2. Der kte Eintrag von AX ist )/ ; ay;x; (die Indizes, die neben-

einander stehen, miissen gleich sein, der iibrige gibt den
Eintrag).

3. Der Vektor AX ist eine Linearkombination der Spalten von
A und die Eintrige von X sind die Koeffizienten.

Schreiben wir, anders als in 1., A = (Zi(l) .. dm),
wobei jetzt 7/) € K™ die j-te Spalte von A ist, so ist

n )
AX = 280 + - 4 x,73" = Y xjﬁ(])
=1

Beispiel.
4301 2 (1) 4+0+04+140 5
214013 240+124+0+40| |14
004 10| 0+0+12+1+0] = |13
20106/, 240434040 5

Es gelten folgende Rechenregeln:

(i) AX+7)=AX+ Ay
(if) A(AX) = A(AX) = (AA)X
(iii) (A+ B)X = A%+ BX.

Die Aussagen (i) und (ii) bedeuten, dass die Abbildung T(¥) := AX
eine lineare Abbildung ist.
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Es ist auch eine Multiplikation von Matrizen definiert, jeden-
falls, wenn die Anzahl der Spalten der ersten Matrix gleich der An-
zahl der Zeilen der zweiten Matrix ist: Das Produkt von A € RP*"™
und B € R™*" ist C := AB und es wird so erklirt, dass fiir alle
X € R" gilt

A(B%) = (AB)X.

Wir rechnen die linke Seite aus, und zwar zuerst B¥X:

Br=1| =]
bun o bun) \w) ATy
also ist
n
air ... dim ijl bljxj
A(BX)=| : : :
an ... Au 27:1 bm]x]
m " b
NEA)
kgl [ 1k ( Lj=1 brj;j (T arebi) Y,
m n m
i L oanhe)x;
) [alk <Z}1:1 bij]-)} ijl(Zk_l 1kbkj) X
k=1
Cl] PR C]n x]
¢ ... Ciy Xy

Wir sehen, dass C = AB eine [ x n-Matrix ist und die Eintrige

m
G = Y- aubi
k=1

hat. Auch fiir die Matrix-Matrix-Multiplikation gibt es Merkregeln:

1. Der ijte Eintrag von AB ist das Skalarprodukt der i-ten
Zeile von A und jten Spalte von B. (In komplexen Vektor-
riumen stimmt das nicht ganz, da bei der Matrix-Matrix-
Multiplikation nichts konjugiert wird.)

2. Die jte Spalte von AB ist eine Linearkombination der Spal-
ten von A deren Koeffizienten die Eintrige der jten Spalte

B sind. Um sich die Gréfle von AB zu merken,
L merke man sich, dass die ,mittleren Di-
BClSPlel- mensionen®, welche gleich sein miis-
sen, wegfallen und die duferen Stehen
2140 1|5, 7|_14 8 8
00410 11 3 {13 1 7
2 01 06 00 2 5 4 13
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Es gelten folgende Rechenregeln:

(i) (A-l-B)C = AC+ BC
(ii) A(B+C) = AB+ AC
(iii) A(BC) = (AB)C
Eine besondere Matrix ist die k x k Einheitsmatrix. Diese ist Fir eine m x n Matrix die nur Nullen
enthilt, schreiben wir 0,; x;; oder auch
1 0 ... 0 nur 0, wenn die Gréfle von Kontext klar
. . ist.
=0 T T ek
L0
0O ... 0 1

und hat die Eigenschaft, dass fiir A € K" und x € K" gilt
AL, = A, I,A= A, und [,X = X.

Wichtig: Das Matrix-Matrix-Produkt ist im Allgmeinen nicht
kommutativ:

« Einerseits muss BA nicht unbeding erklirt sein, wenn AB
erklirt ist. Ist zum Beispiel A € K™ und B € K"*", so ist
AB erklirt, aber BA nicht, wenn [ # n ist.

« Sogar wenn AB und BA beide erklirt sind, haben sie im
Allgemeien verschiedene Grofle: Ist A € K™ und B €
K"*! soist AB € K/*!, aber BA € K™*™,

« Sogar, wenn AB und BA beide erklirt sind, und gleich grof}
sind, gilt im Allgemeinen

AB # BA.

+ Weiterhin gilt, dass auch im Fall AB = 0 (die Nullmatrix)
immer noch BA # 0 gelten kann.

Beispiel. Fiir
gilt

aber

11 1 -1 00
2a= (5 5) (4 7)) = (0 o)
Ubrigens kénnen wir einen Vektor ¥ € K" auch als n x 1-

Matrix interpretieren. Dann ist das Matrix-Vektor-Produkt ein
Spezialfall des Matrix-Matrix-Produktes.
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10 Orthogonale und unitire Matrizen, Kern und
Lésungsraum

Eine wichtige Operation fiir Matrizen ist das Transponieren: Fiir
A € K™ ist die transponierte Matrix AT € K™ und es gilt

air ... Ain air ... aml
A= : | = AT =

Ayl -+ App My ov. Amp

Durch Transposition wird aus einem Zeilenvektor ¥ € K” ein
Spaltenvektor ¥ € K",
Es gelten folgende Rechenregeln:

(i) (A+B)T =AT + BT
(if) (AA)T = AAT
(iii) (AT =A

(iv) (AB)T = BT AT,

Mit der Transposition kénnen wir das reelle Skalarprodukt von
X, € R" schreiben als

n "
: = Z xiyi-

Yn i=1

Man sieht am Beispiel von Vektoren noch einmal sehr deutlich,

dass das Matrix-Matrix-Produkt nicht kommutativ ist: ¥ ist in
K (also ein Skalar), aber ¥y ist die n x n Matrix

X1 X1Yy1 ... X1Yn
=1 yn) = | :
Xy XnY1 --- XnlYn

Man nennt das Produkt X" auch dyadisches Produkt und die Matrix
Xy’ Dyade.

Definition 10.1. Eine quadratische Matrix A € R"*" heifét
. symmetrisch, wenn A = AT gilt,

« orthonormal, wenn AAT = ATA = I, gilt (d.h. die Zeilen
von A sind paarweise orthonormal zueinander, ebenso die
Spalten),

« positiv definit, wenn A symmetrisch ist und fiir alle ¥ € R”
mit ¥ # 0 gilt ¥TAX > 0.

Version vom 24. Februar 2022 | WiSe 2021/22 44

, d.h. (AT)ZJ = El]'z'.

Das Transponieren spiegelt eine Matrix
an der Diagonalen.

Hat A die Spalten ) so ist der ij-
te Eintrag von AT A gerade (7(),0)).
Orthonormalitit zweier Vektoren be-
deutet, dass beide Vektoren normiert
sind (also Ldnge 1 haben) und orthogo-
nal zueinander sind.

Die Identitdtsmatrix ist positiv definit,
denn es gilt ¥ [,¥ = [|¥]|3 > 0 fur

x40
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Fiir komplexe m x n-Matrizen A definieren wir noch die kon-
jugierte Matrix A als

A= (LZT]), d.h. (A*)i]‘ = (171
und die adjungierte Matrix (auch transponiert-konjugierte Matrix)
A* = AT,

Es gelten folgende Rechenregeln:

(i) (A+B)" = A* + B*
(ii) (AA)* = AA*
(i) (A*)* = A

(iv) (AB)* = B*A*

Definition 10.2. Eine quadratische Matrix A € C"*" heifit
« hermitesch, wenn A = A* gilt,
o unitdr, wenn AA* = A*A = I, gilt,

« positiv definit, wenn A hermitesch ist und fiir alle ¥ € C" mit
X # 0 gilt ¥ AX > 0.

Das komplexe Skalarprodukt lisst sich jetzt ausdriicken als
n
(%,§) = X5 =) xyi
i=1

Wir werden nun lineare Gleichungssysteme in n Variablen mit
m Gleichungen systematisch lsen. Es ist also gegeben

=b
mit Koeffizientenmatrix A € IK"*" und rechter Seite b € K.

Definition 10.3. Die Losungsmenge L(A,b) eines linearem Glei-
chungssystems AX = b mit A € K"*" und b € K" ist

L(A,b) = {x e K" | AX = E}.

Definition 10.4 (Homogene und 1nhomogene Glelchungssysteme)
Das lineare Gleichungssystem AX = b heifit homogen, wenn b = G,
sonst inhomogen.

Ein homogenes Gleichungssysten hat stets die triviale Losung
% =0.

Satz 10.5 (und Definition des Kerns). Die Losungsmenge des homoge-
nen Gleichungssystems AX = 0 ist ein Untervektorraum des K", genannt
Kern der Matrix A und geschrieben Kern(A).

Beweis.
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Wegen A0 = 0ist 0 € Kern(A).
Sind nun 7, @ € Kern(A), so gilt A7 = 0 und A@ = 0. Also
gilt
A(G+®) = A5+ Aw=0-+0=0,

also 7+ @ € Kern(A). Analog folgt aX € Kern(A) aus A(aX) =
aAX. O

Der obige Satz sagt also nichts anderes als
L(A,0) = Kern(A).

Satz 10.6. a) Ist (1), ..., %(*)) eine Basis von Kern(A), so ist jede
Losung des homogenen Systems AX = 0 von der Form

k
X, = Z(xif(l), a; € K.
i=1

b) Ist Xs eine Losung des inhomogenen Systems AX = b, so ist Jjede
Losung des inhomogenen Systems von der Form

k
X=X+ %, =%+ ) aid.
i=1

Beweis.
a) Folgt direkt, da Kern(A) ein UVR ist.
b) Es gilt
A% + X)) = A%, + A%, =b+0=b.

Also 16sen alle Vektoren der Form ij = ¥; + X), das inhomogene
System.

Umgekehrt: Ist if eine Losung des inhomogenen Systems, dann
ist

Also ist if — X eine Losung des homogenen Systems, d.h. es gilt

k )
nacha)ij — %, = ¥ a;#.
i=1

Die Aussage dieses Satzes in Kurzform ist also
L(A,b) = X; + Kern(A)

wobei X; eine beliebige spezielle Losung des inhomogenen Sys-
tems ist.
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Man nennt X}, auch allgemeine Lésung
des homogenen Systems, jedes X spezi-
elle (oder partikuliire) Losung des inhomo-
genen Systems und X = X + X, allge-
meine Lésung des inhomogenen Systems.
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Beispiel. Hier ein einfaches Beispiel, bei dem man alles einfach
ablesen kann. Wir betrachten das Gleichungssystem

X1

4 -2 1 4\ (] 0

0 1 -1 3 x2:2

0 0 0 0 3 0
X4

Suchen wir zuerst eine spezielle Losung: Die dritte Zeile ist immer
erfiillt (sie lautet 0 = 0) und ist daher irrelevant. In der zweiten
Zeile xo — x3 + 3x4 = 2 konnen wir x3 und x4 beliebig wihlen und
wihlen x3 = x4 = 0 und bekommen x, = 2. Gehen wir damit
in die erste Zeile, wird diese zu 4x; + (—2)2 + 0+ 0 = 0 und wir
bekommen x; = 1. Eine spezielle Losung ist also

1
I )
*= 1o

0

Um homogene Losungen zu bestimmen, betrachten wir das Glei-
chungssystem mit b = 0

4 -2 1 4\ (] 0

0 1 -1 3 x2:0

0 0 0 0 3 0
X4

Wieder liefert die dritte Zeile keine Information, und wir wihlen
in der zweiten Zeile zuerst x3 = 1 und x4 = 0. Damit ist die zweite
Zeile x, — 1 = 0, also xp = 1. Die erste Zeile gibt 4x; + (—2)1 +
1 =0, also x; = 1. Dies gibt eine homogene Losung

7l =

[EE G Y

0

Jetzt wihlen wir in der zweiten Zeile x3 = 0 und x4 = 1 und
bekommen x; — 04 3 = 0, also x, = —3. Das gibt in der ersten
Zeile 4x1 + (—2)(—3) +0+4 = 0, also x; = —2. Das gibt eine
zweite, von der ersten linear unabhingige, homogene Losung

_10
1
-2 | -3
h 0
1

Eine weitere linear unabhingige homogene Losung gibt es nicht
und der ganze Losungsraum ist also

1 1 _ 10
2 1 3

L(A,b) = 0 + aq 1 + o 0 | 1,00 € K
0 0 1
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11 Das Eliminationsverfahren

Um bei Losung von linearen Gleichungssysteme per Hand die
Ubersicht zu behalten, schreiben wir das Gleichungssystem AX =
b in erweiterter Matrixform:

ann - mg | by

Am1  * Gmn bm

Wir wenden nun sogenannte elementare Zeilenumformungen an, wel-
che die Losungsmenge des Gleichungssystems unverindert lassen,
mit dem Ziel, unterhalb der Diagonale (also unterhalb der Eintrige
a;;) Nullen zu erzeugen. Wir gehen dabei systematisch vor und
eliminieren zuerst die Nullen unterhalb von a;1, dann unterhalb
von apy, Usw.

Beispiel. Wir betrachten noch einen Schaltkreis

c—- Uge
Rz T2 iz,

l

u,,;,

mit den Daten Ry = 10, Ry, =20, R3 =3Q, Ry =50, Uy =
10V, Uy = 20V. Gesucht sind die Stréme Iy, I und I.
Die Knotenregel in Knoten A liefert die Gleichung

L+L—13=0.
Die Maschenregeln in den Maschen I und II gibt

—R1 + Rolr, — RyI; + uql =0
—Ro, — R3I3 + uq2 =0.

Diese Gleichungen schreiben wir um als

—(Ry +Ry)[1 + Ryl = —Upy
+Ro> + R3l3 = Upp.

Wir haben also ein Gleichungssystem mit drei Unbekannten und
drei Gleichungen:

L+L—-1I=0
—(Ry +Ry)[1 + Ror = —
+RoIr + R3l3 =

|
&:
N
M~
=
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Die erweiterte Matrix des Gleichungssystems ist also

1 1 -1 0
—(Ri+Ry) Ry 0 | -Up
0 RZ R3 qu

Einsetzen der Zahlenwerte gibt

1 1 -1, 0
-6 2 0 |-10
0 2 3| 20

Wir addieren nun das 6-fache der ersten Zeile zur zweitenund
bekommen:

11 -1] 0
0 8 —6|—-10
02 3| 20

und sind mit der Elimination unterhalb der Eintrags 411 schon
fertig. Nun multiplizieren wir die letzte Zeile mit 4 und ziehen
dann die zweite Zeile von der dritten ab und bekommen

11 -1] 0
0 8 —6|—-10
0 0 18| 90

Damit sind wir fertig mit der Elimination und kénnen von unten
nach oben l6sen:

o 3-te Zeile: 1813 = 90, also I3 = 5.

o 2-te Zeile: 81, — 613 = —10, also 81 — 30 = —10, d.h. 81, =
20, also I, = 2.5.

e 1-teZeile: I1 + I, — I3 = 0,also [ + 2.5 -5 = 0,also I; = 2.5.

Die elementaren Zeilenumformungen, die wir benutzt haben
sind

« Multiplikation einer beliebigen Zeile mit einer Zahl # 0,
« Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen.

Diese Operationen dndern nichts an der Menge der Losungen!
Eine weitere elementare Zeilenumformung ist:

« Tauschen zweier Zeilen.

Wir halten nun das systematische Vorgehen des Eliminations-
verfahrens fest:

I. Ist d11 7’é 0?

(a) Falls a1; = 0, suche in ersten Spalte von A ein Element
a1 # 0 und vertausche die k-te und die erste Zeile.
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Dies ist eine der elementaren Zeilenum-
formungen!

Das multiplizieren einer Zeile mit einer
Zahl ungleich Null ist eine weitere ele-
mentare Zeilenumformung.

Das Verfahren wird oft Gaufische Elimi-
nationsverfahren genannt - es ist aber
schon wesentlich dlter und wurde schon
um 200 n.Chr. in Chine eingesetzt.
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(b) Sind alle Elemente der 1-ten Spalte = 0, dann suche in
der Restmatrix ein a;; # 0 und vertausche die i-te mit der
ersten Spalte.

Achtung: Vertauschen von Spalten ist eine Vertauschung von
Variablen. Hieriiber muss also Buch gefiihrt werden!

(c) sind alle Elemente der Matrix = 0, dann ist der Prozess
beendet.

II. Ist a1 # 0, dann heifdt a1 das Pivot-Element fiir den ersten
Eliminationsschritt: Wir rechnen fiiri =1,...,m
« Addiere das (— 7 )-fache der ersten Zeile zur i-ten Zeile.

Damit sind unterhalb von 411 Nullen erzeugt.

III. Wende das Verfahren ab Schritt I. auf die Restmatrix

2 2 2
o
RN

Wir kommen dadurch auf eine Matrix in Zeilen-Stufen-Form,
nimlich in der Form

all alz P PR P uln bl
2 2 2

aéz) “én) bé)

aiy an | b

b

0 0 | b

IV. Wir folgern:

o Gilt blgr) # 0 flir ein k > r + 1, so hat das Gleichungs-
system keine Losung.

. Gilt b,(:) =0firk =r+1,...,m, so kann man die
freien Variablen x,.1, ..., x, beliebig wihlen und dann
den Rest der x; durch Riickwdrtssubstitution 16sen:
Firi=r,r—1,...,1

- X = (bi(r) - x ﬂfjr)x]) /i
j=i+1

o Wihltman x, .1 = - - - = x, = 0, so bekommt man eine

spezielle Losung X;.

« Setzt man alle bi(r) =Qundwihltfirj=1,...,n—r

die freien Variablen

(j)_{O ci=1..,m—r, i#]

YT 1 i=j
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und rechnet per Riicksubstitution die xgj ) S, xﬁj )
so sind die Vektoren f(j),j =1,...,n — r linear unab-

hingig und bilden eine Basis des Kerns von A.

aus,

« Die allgemeine Losung des inhomogenen Systems ist
dann

=% +mxV 4+, ¥, 4 e K

o Istein blgr) furk =r+1,...,mungleich Null, dann hat
das Gleichungssystem keine Lsung.

Beispiel. Das Gleichungssystem

X1+x2+x3=3
X1 —Xx2—x3=4
x1+3x4+3x3=1

hat die erweiterte Matrix

1 1 13
1 -1 —-1|4
1 3 3|1

Addition des (—1)-fachen der ersten Zeile zur 2. und 3. Zeile gibt

1 1 1 3

0 -2 -2|1

0o 2 2 |-=-2
Addieren der 2. Zeile zur 3. Zeile gibt dann

1 1 1 3

0 -2 -2|1

o 0 0 |-1

Wir sehen, dass dieses Gleichungssystem keine Losung hat. An-
dern wir die rechte Seite ab zu

X1 +x2+x3=3
xl—xz—x3:4
x1+3xp 4+ 3x3 =2

so kommen wir nach dem ersten Eliminationsschritt zu

1 1 1] 3
0 -2 =21
0o 2 2 |-1

und nach dem zweiten zu

1 1 13
0 -2 -2]1
0O 0 010
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Fiir eine spezielle Losung setzen wir x3 = 0 und bekommen per
Riickwirtssubstitution x, = —1 und x; = % Fiir die allgemeine
Losung des homogenen Systems betrachten wir

1 1 110
0 -2 =2(0 |,
0 0 010

setzen x3 = 1 und bekommen durch Riickwirtssubstitution x, =
—1 und x; = 0. Damit ist der Lésungsraum

0
Il +a|-1)aecK
1

7

2
LAb) =4 [ =
0
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12 Der Rang einer Matrix

Der Eliminationsalgorithmus ist nicht nur eine praktische Rechen-
methode (die, mit Anpassungen und Tricks, auch in Computern
implementiert ist), sondern auch theoretisch hilfreich.

Definition 12.1. Die maximale Anzahl linear unabhingiger Zeilen
einer Matrix A heifdt (Zeilen-)Rang von A, geschrieben Rang(A).

Da sich der Zeilen-Rang wihrend des Eliminationsalgorith-
mus nicht indert, bekommen wir sofort: Endet der Eliminati-
onsalgorithmus in einer Matrix mit r nicht-null Zeilen, so gilt
Rang(A) =r.

Auflerdem sehen wir:

Satz 12.2. Das lineare Gleichungssystem AX = b hat genau dann eine
Losung, wenn gilt

Rang(A) = Rang(A|D).
Satz 12.3. (a) Fiir jede m x n-Matrix A gilt die Dimensionsformel

dim(Kern(A)) + Rang(A) = n.

(b) Ein unterbestimmtes, homogenes, lineares Gleichungssystem A¥ = 0,
A € K™ " mit m < n hat stets einen nicht-trivialen Losungsraum
der Dimension n — Rang(A).

(c) Ein lineares Gleichungssystem AX = b mit quadratischem A €
K"*" ist genau dann eindeutiqg losbar, wenn Rang(A) = n gilt.

Speziell fiir quadratische Matrizen bekommen wir auflerdem:
Satz 12.4. Fiir A € K"*" sind folgende Aussagen dquivalent:

1. Die Zeilen von A sind linear unabhdngig.

)
h

4. AX = b hat fiir jedes b € K" genau eine Losung
hat nur die triviale Losung X = 0

Man kann sich lineare Gleichungssystem und speziell den
Eliminationsalgorithmus aus geometrisch veranschaulichen:

(A) Eindeutig losbarer Fall: Wir betrachten
32\ (x\ (11
1 =2)\x) \1)°

Version vom 24. Februar 2022 | WiSe 2021/22 53



06.12.2021, VL 12-2

Der Eliminationsalgorithmus geht hier wie folgt:

ab = (5 2%

Zeilentausch — < L —-211 )

3 2 |11
. 1 2|1
3faches der 1. von 2. abziehen — 0 8 |s

Rickwirtssubstitution: Aus 8x, = 8 folgt x = 1 und in der
ersten Zeile kriegen wir x; —2 = 1, also x; = 3.

Jede Zeile des Ausgangsgleichungssystems entspricht einer
Geradengleichung:

A

X1—2X2:1

/ \3X1 +2x, =11

Wir sehen, dass (3,1) als Schnittpunkt beider Geraden die
einzige Losung des Systems ist.

Die Elimination macht aus der Geradengleichung 3x; +2x, =
11 die Gleichung 8x, = 8, also xp = 1:

A

X1 —2x =1
X2:1

e

(B) Nicht losbarer Fall: Ein Gleichungssytem ohne Losung ist

1 -2\ (x1) (1

3 —6)\x2) \6)°
Das sieht man z.B. daran, dass die beiden zugehorigen Gera-
den parallel sind:
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X1—2X2:1
3x1 —6x =6

Das Eliminationsverfahren gibt:

ab = (3 208

3faches der 1. von 2. abziehen — ( (1) _02 ; )

Wir bekommen ebenso einen unldsbaren Fall, mit folgendem
3 x 2 System:

11
1 -2 (’“) =1
1 12) \“2 2
In diesem Fall schneiden sich die drei Geraden nicht in einem
Punkt:

x1—2x2:1

ﬂ\ x1+12x, =2
/ 3x1+2x, =11
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Das Eliminationsverfahren gibt:

) 3 2|1
(Alb)=|( 1 -2 | -2
1 12} 2
1 -2]-2
1.und 2. Zeilen tauschen — | 3 2 | 11
1 12| 2
1 -271
3faches der 1. von 2. abziehen — [ 0 8 |8
1 12 |2
1 -271
1.von 3. abziehen - [ 0 8 |8
0 14 |1
1 -271
2.durch 8teilen - | 0 1 |1
0 14 |1
1 =27 1
14faches von 2. von 3. abziehen — | 0 1 1
0 0 |-13

(C) Fall mit unendlich vielen Lésungen:

1 21 . 1 2|1

3 6|3 0 010
Hierist x, frei wihlbar. In diesem Fall sind die beiden Geraden
identisch:

X1 —2xp = 1und 3xy — 6x, =3

e

Auf'dem Computer muss man aufpassen, was bei Rundungs-
fehlern passiert. Um dies zu illustrieren betrachten wir

() G)-6)

Wir 16sen dieses System zuerst exakt:
107% 11 . 104 1 1
1 12 0 1-10*|2—-10* )°
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Das fithrt auf

— 9998 __ 1 _
x2— W—l—m—0.99989998...

x1 =1+ g955 = 1.00010001 ..

Allerdings ist das Riickwirtseinsetzen instabil: Rechnen wir mit
3-stelliger Arithmetik, so ist
1—10* = —9999 = —10*
2-10* = —9998 = —10*
10~* = 0.0001 = 0.

Das Gleichungssystem nach Elimination ist also

0 1 1
0 —10*| —10*

und hat unendlich viele Lésungen, nimlich x, = 1 und x; frei
wihlbar.

Auch wenn wir den Wert 10~* oben links stehen lassen, kom-

men wir auf
107 1 1
0 —10*| —10¢

und also x, = 1, aber 107 4x; +1 = 1, also x; = 0.

Die Situation wird besser, wenn Pivot-Suche betrieben wird,
d.h. wenn Zeilen (und/oder Spalten) vertauscht werden, um als
Element a1; eine moglichst grofle Zahl zu bekommen. Tauschen
wir hier die Zeilen und eliminieren dann, bekommen wir

112y (1 1 2
107% 1)1 0 1-10*]1-2-10"*

was in 3-stelliger Arithmetik dem System

1 12

0 1)1
entspricht. Wir bekommen als Losung also x, = 1und x; =1
was nah an der wahren Losung ist.

Im Allgemeinen erhoht sich die Stabilitit der Elimination,
wenn man wie folgt Pivot-Suche betreibt:

« Wihle das betragsgrofite Element der Matrix und tausche
Zeilen und Spalten, so dass dies zum Element 411 wird. Elimi-
niere wie gehabt und fahre entsprechend mit der Restmatrix
fort.
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13 Inverse Matrizen

Definition 13.1. Sei A € K"*" eine quadratische Matrix. Eine
Matrix X € K"*" heifdt Inverse zu A, wenn

AX=XA=1,

gilt. Hat A eine Inverse, so heifdt A invertierbar. Invertierbare Ma-
trizen nennt man auch reguldr und nicht-invertierbare singuldr.

Satz 13.2. Ist eine n x n Matrix A invertierbar, so gilt:

(a) Das Gleichungssystem AX = b hat fiir jedes b genau eine Losung.
(b) Rang(A) = n.

Beweis.

(a) Hat A eine Inverse X, so setzen wir ¥ = Xb und sehen A% =

AXbh = InE = B, was zeigt, dass dieses X eine Losung ist.
Satz 12.4 zeigt auch schon die Eindeutigkeit.

(b) Nach Satz12.4 wissen wir, dass aus Existenz von Losungen auch
Rang(A) = n folgt.

O
Es gilt aber auch:

Satz 13.3. Eine quadratische Matrix A € IK"*" hat genau dann Zeilen-
Rang n, wenn die Spalten von A linear unabhdingig sind.

Beweis.

Wir stellen die Matrix spaltenweise dar, d.h wir schreiben

A= @GV ... gy mit a¥, ..., 7" e K"

Dann gilt A¥ = 0 genau dann, wenn Y, x;7) = 0. Aus Satz 12.4
schlieflen wir die Aquivalenzen

Rang(A) = n <= A% = 0 hat nur die triviale Losung ¥ = 0

n . -
— V¥ e K": (inﬁ(l)=0=>X1="'=xn=0

i=1
— (a1,...,@") linear unabhingig.

O

Mit etwas anderer Technik kénnen wir eine dhnliche Aussage
auch fiir rechteckige Matrizen treffen:

Satz 13.4. Fiir jede Matrix gilt

Zeilenrang = Spaltenrang
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Beweis.

Die Dimensionsformel aus Satz 12.3 sagt
dim {55 e K" | AX = 6} = dim(Kern(A)) = n — Rang(A).

Andererseits ist

n
Kern(A) = {56’ e K" | leﬁ(i) = 5} .
i=1
Sei nun / die maximale Anzahl von linear unabhingigen Spalten
von A. Wie nummerieren diese so, dass (Zi(l), e, Zz’(l)) linear un-
abhingig ist. Das bedeutet aber, dass alle weiteren Spalten (%),
k=1+1,...,nin Spann(ﬁ(l), e, Zi(l)) liegen. Wir kénnen also
firk=1+41,...,n schreiben

i =Y apdl).
i=1
Dann folgt

¥ eKemn(A) «— Y xa® =0

l
-
l

n ) .
— (xi + Z txkixk> 70 =0
=1

i k=I1+1

n
< furallei=1,..., I giltx; = — Z Qg X
k=141

Das bedeutet, dass der Kern von A die Dimension n — [ hat, und
das heif§t / = Rang(A). O

Da Zeilenrang gleich Spaltenrang ist, spricht man auch nur
vom Rang einer Matrix. Wir sagen, dass eine m x n Matrix Vollrang
hat, wenn

Rang(A) = min(m, n)
gilt (denn grofler kann der Rang nicht sein).

Satz 13.5. Eine quadratische Matrix ist genau dann invertierbar, wenn
sie vollen Zeilenrang hat.

Beweis.

Es bleibt nur noch die ,Riickrichtung” zu zeigen, d.h., dass ei-
ne Matrix von vollem Zeilenrang invertierbar ist. Es sei X =
(xM),...,X¥"). Dann ist die Matrix-Gleichung AX = I, iqui-
valent zu den n Gleichungssystemen AX() = . Wenn A vollen
Zeilenrang hat, so haben diese Gleichungssysteme alle jeweils eine
eindeutige Losung. D.h. es gibt genau eine Matrix X, welche die
Gleichung AX = I, erfullt.
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Wir zeigen, dass X selbst Vollrang hat: Dazu nehmen wir an,
dass Y7, a;¥)) = 0 gilt. Dann folgt

6 = Xn:ﬂéiAf(i) = thié}

n
i=1 i=1

und daraus folgt oy = --- = &, = 0, da die Vektoren éj, ..., €,

linear unabhingig sind.

Wir kénnen also genau wie am Anfang des Beweises schliefSen,
dass die Gleichung XY = I, eine eindeutige Losung Y hat. Damit
folgt aber

XA = XAL, = (XA)(XY) = X(AX)Y = XI,Y = XY = I,

und wir haben gezeigt, dass XA = AX = [,, und also ist X eine
Inverse von A. U

Wir machen eine Reihe von Beobachtungen:

« Der obige Beweis zeigt auch, dass die zu A inverse Matrix
eindeutig ist. Sie wird mit A~! bezeichnet.

. Gilt AB = I, fiir zwei quadratische Matrizen A und B, so
sind A und B beide invertierbar und es gilt A = B~! und

B = A~!. Insbesondere gilt (Afl)_1 = A.

« Der vorige Punkt zeigt, dass wir fiir die Definition der In-
versen einer quadratischen Matrix A nur A™!A = [, hitten
verlangen miissen, da daraus auch AA~! = [, folgt.

o Fiir zwei invertierbare Matrizen A, B gilt

(AB) "' =B"1A"L

Es gilt (AB)(B~'A™!) = ABB 1A~ = AlLA™! =
AATL =1,

« Ist A invertierbar, so ist auch die transponierte A invertier-
bar, und es gilt

(AT)_l — (A—l)T

Es gilt nach den Rechenregeln fiir Transposition AT (A~1)T =

(ATAT =11 = 1,,.

« Man kann die inverse Matrix im Prinzip benutzen, um li-
neare Gleichungssysteme zu 16sen, denn aus AX = b folgt
A1p = A 1A% = I,X¥ = X. In der Praxis macht man das
allerdings niemals, weder per Hand, noch mit dem Computer.
Der Aufwand zur Berechnung von inversen Matrizen ist viel
hoher, als die Anwendung des Eliminationsverfahrens und
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Man spricht auch von , Links-Inversen®
und ,Rechts-Inversen®, und sagt, dass
fiir quadratische Matrizen jede Links-
Inverse auch eine Rechts-Inverse ist.
Fur rechteckige Matrizen kann man
auch von Links- und Rechts-Inversen
sprechen. Das Beispiel A = ¢ €
R"*1 zeigt allerdings, dass dann Links-
Inverse im Allgemeinen keine Rechts-
Inversen sind: Mit X = &l € R1*"
gilt XA =1 = I, aber AX # I,.

Das nennt man auch die Schuhe-
Socken-Identitit. Ist B =, Socken an-
ziehen“ und A =, Schuhe anziehen®,
so ist das Ergebnis von AB, dass man
Schuhe und Socken an hat. Um dies
Riickgéngig zu machen, muss erst die
Schuhe ausziehen, daher kommt A~1
zuerst.
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auch die Genauigkeit beim Rechnen mit Rundungsfehlern
leidet. Auch wenn man die Gleichung AX = b hiufig fiir ver-
schiedene rechte Seiten I;, aber mit gleichem A 16sen muss,
lohnt es sich nicht, die inverse Matrix zu benutzen, denn
wir sehen im nichsten Abschnitt ein besseres Verfahren.

Man kann inverse Matrizen mit Hilfe eines Eliminationsver-
fahrens berechnen. Man startet dabei mit einer erweiterten Matrix
der Form (A | I,) und wendet so lange elementare Zeilenum-
formungen an, bis man auf (I, | B) angekommen ist und liest
dann A~! = B ab. Dieses Verfahren nennt man das Gauf-Jordan-
Verfahren.

Beispiel. Wir betrachten ein einfaches Zahlenbeispiel:
1 01
A=(01 0
011

Wir fithren das beschriebene Verfahren durch:

101|100
01 0/010
0111001
1011 0 O
2.Zeile von 3. abziehen - | 0 1 0|0 1 O
00 1[0 -1 1
1001 1 -1
3. Zeile von 1. Zeile abziehen - [ 0 1 0{0 1 0
00 1|{0 -1 1

Damit haben wir die inverse Matrix gefunden:
1 1 -1

Al=10 1 0

0 -1 1

Nun noch ein einfaches Beispiel mit Parametern: Wir berech-
nen die Inverse einer allgemeinen 2 x 2 Matrix (und bekommen
nebenbei heraus, wann eine solche Matrix invertierbar ist).

Beispiel. Wir betrachten
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Wir rechnen

< a b (1) (1) > Ziehe g-faches der 1. von 2. ab

— < ¢ b 10 > Fasse zusammen
b
0 d—=|-< 1
a b 1 0 T :
N < 0 abe| ¢ q > Multipliziere 2. mit ﬁ
a a
a b 1 0 ‘
. ( 0 . . > Ziehe b-faches der 2. von 1. ab
" ad—bc ad—bc
1 bc __ab
N < a (1) + alg—bC a‘fl—bc > Fasse zusammen
0 Tad—bc  ad—bc
a0 ad __ab_
N < ud—cbc ﬂg—bc ) Multipliziere 1. mit%
0 1| —Z=% wnc
d b
. < 10| % —aw )
e T =
ad—bc ad—bc

Wir sehen also: Ist ad — bc # 0, so ist A invertierbar, und es gilt

1 d —b
71_
A = ke <—c a>'
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14 Die LR-Zerlegung

Muss man ein System A% = b hiufig und fiir verschiedene rechte
Seiten b 16sen, so erscheint es unniitz, jedes Mal wieder das ganze
Eliminationsverfahren durchzufiihren. Wir werden sehen, dass
das auch nicht nétig ist, wenn man sich die richtigen Sachen
merkt.

Schauen wir uns noch einmal den k-ten Schritt im Eliminati-
onsverfahren an: Wir haben

all ... alk P aln xl bl
A(k)f — E(k) Ak -+ Ay Xk — blEk)
Auk = Ann Xy b(k)

Wenn wir gy als Pivotelement nehmen, bekommen wir nach Eli-
mination

X1
A+ g — plkt1) . ek 0 Okn X
0 k11 -0 %
—~ X
0 * R "

Wie kénnen wir den Ubergang von (A(k) | E(k)) zZu (A(kH) |
b(k+1)) beschreiben?

Beispiel. Wir machen uns diesen Schritt an einem kleinen 2 x 2

Beispiel klar:
1 2|3
5 1116 /°

1 2 X1\ 3
5 11 x2)  \16)’
Wir haben k = 1 und a;; = 1. Im Eliminationsschritt ziehen wir

das 5-fache der ersten Zeile von der zweiten ab. Das kénnen wir
durch eine Multiplikation von links mit folgender Matrix machen:

1 0
= (10,
Wir rechnen

wn- (56 26 we- ()6
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Der Einfachheit halber nehmen wir an,
dass A quadratisch ist, und dass das
Eliminationsverfahren keinen Zeilen-
oder Spaltentausch braucht.

by
b

(15—0—1)
bk+1

b(k'—s—l)

(1)
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Im allgemeinen Fall konnen wir den k-ten Eliminationsschritt
durch die Multiplikation von links mit der Matrix

1
— 1 3 — Ak
My = e 1 mit [ = @
—lpk 1

darstellen, denn dann gilt A®*1) = M A®) und b*+D) = M;H®),
Als Ergebnis des Eliminationsalgorithmus bekommen wir die
eine rechte obere Dreiecksmatrix

- T

2 2

R Al _ Ayy vt gy
atn

Die Matrix R bekommen wir (wenn wir keine Vertauschungen
vornehmen mussten) mit Hilfe der M als

R=M, ... - MoMA.

Die My heiflen Eliminationsmatrizen und sind, wie wir gleich sehen
werden, immer regulir. Daher ist

A=M' ... M R=LR, L:=M"...-M" .

Der nichste Satz zeigt, dass L~! immer eine normierte, linke, un-
tere Dreicksmatrix ist:

Satz 14.1. (a) Es gilt

1
1
M =
k Ly 1
[y 1
(b) Es gilt
1
121 1
-1 —
L:=M; Mt =1"
lnl ln,nfl 1

Version vom 24. Februar 2022 | WiSe 2021/22 64

Das Wort ,,normiert“ meint hier, dass
auf der Diagonale von L Einsen stehen.
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Beweis.

Dies kann man beides einfach nachrechnen. O

Wir haben also A als Produkt von (normierter) linker, unterer
Dreickeckmatrix und rechter oberer Dreicksmatrix faktorisiert:

A=LR=(N)(Y),

eine solche Zerlegung nennt man LR-Zerlegunyg. Auf Englisch nennt man diese Zerle-
gung LU decomposition. Im Allgemei-

nen kann man nicht auf einen Zei-
lentausch verzichten. Wenn man aller-

Beispiel. Wir illustrieren das an einem Beispiel: Wir betrachten

4301 dings tiber das Tauschen von Zeilen
A= 2140 Buch fiihrt, kann man aber immer ei-
' 00 41 ne Zerlegung der Form PA = LR mit
2010 einer Permutationsmatrix P erreichen,
welche die Zeilen von A vertauscht.
Im ersten Schritt haben wir I,; = % = %, I31 =0,und l4; = % = %,
also
1 4 3 0 1
1 1 1
—= 1 0 —5 4 —5
= 2 2) — 2 2
M 0 01 , A 0 0 4 1
1 3 1
-5 0 0 1 0 —5 1 —3
Im zweiten Schritt ist I3 = 0 und Iy = 3, also
1 4 3 0 1
(o 1 @3_[0 -3 4 -3
M2=10 0 1 A= 10 0 4 a
0 -3 01 0O 0 -—-11 1
Im dritten Schritt haben wir l43 = —% und wir bekommen
1 4 3 0 1
_|o 1 @w_ |0 -3 4 3| _.
Ms=10 0 1 o AV=o 0 o4 1| TR
11 15
00 4 1 0o 0 0 7
Berechnen wir jetzt die Inversen:
1 1
1
= 1 01
-1 2 —1 —_
My = 0 01 My = 0 01
1001 0301
1
01
_1 _
Ms~ = 00 1
00 -4%1
Das gibt uns
1
B 31
L:=M; "M, My = (2) 0 1
1 11
7 3 -4 1
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Wir haben also eine LR-Zerlegung von A gefunden:

430 1
2140
A=l1o0 04 1|7
2010
10 0 0y /4 3 0 1
1
|21 0 offo -3 4 -3
00 1 oJfo 0o 4 1
13 -2 1/\0 o o 2

Wie nutzen wir dies nun als, um ein gegebenes Gleichungs-
system AX = b schnell zu 16sen? Wir schreiben

A% = L(RX) = b

und setzen i/ := R¥X. Um das Gleichungssytem zu l6sen benutzen
wir also folgende Schritte

1. Lose das Gleichungssystem Lj = b durch Vorwdrtseinsetzen:
i-1
]/Z'Ibi—zzi]']/]', 121,...,1’1.
j=1

2. Lose das Gleichungssystem RX = ij durch Riickwidrtseinset-
zen:

n
1 .
xi:,»l,’.(yi_ Z 1’i]'x]'>, 1:1’1,7’1—1,...,1.

j=it1

Beispiel. Wir nehmen eine schon zerlegte Matrix

1 11 1 00 1 11 0
A=12 3 4] =121 0 01 2| =LRmitb=| -2
3 4 6 311 0 01 -5
Die Losung von
. 1 0 0] O
Ljy=1b: 21 0| -2
31 1|-5
ist mit Vorwirtseinsetzen
v =0
2y1 + 2 =2 =y, =-2
3y1+y2+y3 =-5 = 3 2—5—0—(—2):—3.
Das Riickwirtseinsetzen fiir
1 1 10
R¥=14: 01 2|-2
00 1|-3
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gibt
X3 = -3 -1
Xo4+2x3 =—-2 — xpx=-24+6=4 , alsoX = 4
x1+x+x3 =0 == x1=—-44+3=-1 -3

Uberschlagen wir den Rechenaufwand fiir das Losen eines Glei-
chungssystems per Eliminationsverfahren und nach LR-Zerlegung:

« Eliminationsverfahren: Im k-ten Eliminationsschritt brau-
chen wir n — k Operationen um die Faktoren a;; / ay zu be-
rechnen. In der Elimination brauchen wir dann fiir jedes Ele-
ment in den letzten n — k Zeilen zwei Operationen, nimlich
Ars = Ays — by sy . Daes (n — k) (n — k+ 1) Elemente in den
letzten n — k Zeilen gibt, sind das 2(n — k)(n — k4 1) Ope-
rationen. Insgesamt benotigt der k-te Eliminationsschritt
2(n—k)(n —k+1) + (n — k) Operationen. Die Gesamtzahl
der Operationen ist also

_ 3 2 _
Z K —k+1) - (n_k)]zw,

Derhochste Exponentam n dominiert fiir grofle # und daher
sagt man, dass der Aufwand fiir das Eliminationsverfahren
kubisch in n ist.

Der Aufwand fiir das Berechnen einer LR-Zerlegung ist ge-
nau so, da dafiir nichts weiter berechnet werden muss.

« Losen nach LR-Zerlegung: Beim Vorwirtseinsetzen brau-
chen wir 2(k — 1) Operationen fiir die k-te Zeile. Insgesamt
haben wir also ist die Anzahl der Operationen fiir das Vor-
wirtseinsetzen:

n

Z k—1)=n?—n.

Beim Riickwirtseinsetzen kommen wir auf die gleiche An-
zahl von Operationen plus die n Divisionen durch die Dia-
gonalelemente. Es ergeben sich also n?> Operationen, so dass
wir insgesamt auf’

2% —n

Operationen kommen. Der Aufwand fiir das Losen nach
LR-Zerlegung ist daher nur quadratisch in n und daher um
eine Groflenordnung kleiner.

Genauer: Das Lésen nach LR-Zerlegung geht grob 27-mal schnel-
ler als das Losen per Eliminationsverfahren!
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15 Permutationen und Determinanten

Mit Determinanten berechnet man n-dimensionale Volumina von
sogenannten Parallelotopen, also den Verallgemeinerungen von
Parallelogrammen. In zwei und drei Dimensionen kénnen wir das
schon mit dem Kreuzprodukt und dem Spatprodukt. Um dies in
n Dimensionen zu kénnen, miissen wir etwas iiber Permutationen
(Vertauschungen) wissen. Vorher fithren wir noch drei Begriffe
ein:

Definition 15.1. Eine Abbildung f : X — Y zwischen zwei Mengen
X und Y heifit surjektiv, wenn die Gleichung f(x) = y fiir jedes
y mindestens eine Losung hat, und injektiv, wenn sie fiir jedes y
héchstens eine Losung hat. Die Abbildung f heifit bijektiv, wenn
sie injektiv und surjektiv ist.

Definition 15.2. (a) Eine Permutation ist eine bijektive Abbildung
c:{1,...,n} — {1,...,n}. Die Menge aller Permutationen
von n Elementen bezeichnen wir mir S,,. Wir notieren o; :=
o (i) und geben Permutationen auch als (¢4, ...,0;) an

(b) Fiir Permutationen ist eine Verkniipfung durch hinterausfiih-
ren der Abbildungen definiert, d.h.

poo = (u1,...,un) o (o1, ...,0n) == (Hoy, - -, Hoy)-

Beispiel. Wir nehmenn =4und o = (2,4,1,3) und p = (1,3,2,4).
Dann ist

poo=(1324)0(24,1,3) = (Ho, Hoys Hoss oy )-

Es ist

also
(1,3,2,4) 0 (2,4,1,3) = (3/4,1,2).

Bemerkung. Die Menge S, bildet mit der Verkniipfung eine mathe-
matische Struktur, die Gruppe genannt wird. Sie heifdt symmetrische
Gruppe. Fiir n > 2 ist die Verkniipfung von Permutationen nicht
kommutativ, d.h. im Allgemeinen gilt y oo # oo . [

Beispiel.

(1,3,2,4) 0 (2,4,1,3) = (3,4,1,2)
(24,1,3) 0 (1,32,4) = (2,1,4,3)

Definition 15.3. Eine Permutation die genau zwei Elemente ver-
tauscht, nennen wir Transposition. Die Transposition, die die Ele-
mente i und j vertauscht, bezeichnen wir mit 7 := [7, j].
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Also ist eine Abbildung f bijektiv, wenn
die Gleichung f(x) = y fiir jedes y
genau eine L8sung hat. Bijektive Abbil-
dungen sind also genau die umkehrba-
ren Abbildungen.
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Satz 15.4. (a) Jede Permutation ldsst sich als Produkt von Transpositio-
nen schreiben.

(b) Lasst sich eine Permutation auf zwei Arten als Produkt von Transpo-
sitionen schreiben, so ist die Anzahl der Transpositionen entweder in
beiden Fillen gerade oder ungerade.

Fiir Transpositionen gelten folgende Rechenregeln: (m # n,

i 7 )

(R1) [i,n]o[i,n] =id

(R2) [i,n]o[i,m] = [i,m] o [m,n]
(R3) i, o [, = [i] 0 i,
(R4) [i,n} o [j,m] = [j,m] o [i,n]

Beispiel. Um o = (5,3,4,1,2) € S5 als Produkt von Transpositionen
zu schreiben, rechnen wir:

[1,5] 00 = (1,3,4,5,2)
23] 001 = (1,2,4,5,3)
o3 = [3,4] oon = (1,2,3,5,4)
[4,5] 003 = (1,2,3,45) =id.

Alsoistid = [4,5] 0 [3,4] 0 [2,3] 0 [1,5] 0 ¢ und daher
o =1[1,5]0[23]0[34]0[45]

Definition 15.5. Ist eine Permutation ¢ als Produkt von k Trans-
positionen dargestellt, so definieren wir das Vorzeichen (Signum)
von o als

sign(o) := (—1)*.
Ist sign(o) = 1, so heifdt o gerade, sonst ungerade.
Es gilt:
(a) Ist T eine Transposition, so ist sign(7) = —1.
(b) Fiirbeliebige Permutationen istsign(c o u) = sign(c) sign(yu).
(c) Fiir jede Permutation gilt sign(c~!) = sign(o).

Kommen wir nun zur allgemeinen Determinante. Fiir die In-
tuition kann man sich folgendes merken:

Die Determinante einer Matrix A € K"*" mit Spalten
av ..., @M ist das (signierte) n-dimensionale Volu-
men des von den Spaltenvektoren augespannten Par-

allelotops.
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Nach Satz 15.4 ist sign(c) wohldefiniert,
d.h. unabhingig von der Darstellung
als Produkt von Transpositionen. Im All-
gemeinen sagt man, dass etwas wohl-
definiert ist, wenn die Definition von et-
was anzuhdngen scheint, aber trotzdem
unabhingig davon ist (das Signum von
Permutationen hingt eben nicht von
der bestimmten Zerlegung in Transpo-
sitionen ab, sondern nur davon, ob die
Anzahl von Transpositionen einer belie-
bigen Zerlegung gerade oder ungerade
ist).

Beachte: Determinanten sind generell
nur fiir quadratische Matrizen erklrt.
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Hierbei bedeuted ,signiert”, dass das Volumen ein Vorzeichen
haben kann und das n-dimensionale Volumen erklirt sich im
wesentlichen durch wiederholte Anwendung der Regel ,,Grund-
fliche mal Hohe“. So hat ein n-dimensionaler Quader mit den
Seitenlingen ay, ..., a, das n-dimensionale Volumen a; - ... - a,.

In den Dimensionen n = 2,3 kennen wir schon Formeln dafiir,

die wir mit Hilfe des Kreuz- und des Spatproduktes hergeleitet
haben!

« n = 2: Die Fliche des Parallelograms welches von den Vek-

toren
71 — <ﬂ11> , 72 — <ﬂ12>
az1 a

aufgespannt wird, ist

a11d22 — 412421
(wobei der Flicheninhalt negativ ist, wenn, grob gesagt, (1)
,links von* (2 liegt).

Wir haben hierbei in jedem Summanden die Faktoren so
sortiert, dass der erste Index wichst. Die zweiten Indizes
im ersten Summanden sind dann (1,2) und im zweiten
Summanden (2,1), also jeweils eine Permutation von (1,2).
Schauen wir die Vorzeichen an:

(1,2) =id, ~ sign(1,2) =1
(21) =112, ~ sign(2,1) = —1.

Das Signum der Permutation der zweiten Indizes gibt also
das Vorzeichen des Summanden!

« n = 3: Hier kennen wir fiir das Volumen des Parallelotops
welches von den Vektoren

a11 ) a2 3 a13
—=(1 —| —|
i) = an |, i? = [ap |, @ = a3
as1 a3z as3

aufgespannt wird, die Formel
11422433 + a12423431 + 413421432
— (13422031 — 411423432 — A12021433.

Wieder haben wir in den Summanden die ersten Indizes
aufsteigend geordnet. Untersuchen wir die Vorzeichen der
Permutationen, die zu den zweiten Indizes gehoren:

,3] » Gerade Permutationen, also sign = +1
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In beiden Fillen gilt:

« Wir haben fiir jede Permutation einen Summanden mit je
n Faktoren.

« Sind die ersten Indizes aufsteigend geordnet, so die zweiten
Indizes eine Permutation.

« Das Vorzeichen des Summanden ist das Vorzeichen der Per-
mutation.

Dies nehmen wir als Defintion des allgemeinen Falls:

Definition 15.6. Fiir A € K"*" definieren wir die Determinante
von A durch

det(A) = 2 sign(a)aw(l)aw(z) et ana(n)-

oeS,

Diese Formel fiir die Determinante ist nicht von grofler prakti-
scher Bedeutung. Nur in sehr wenigen Fillen kann man sie einfach
anwenden um Determinanten zu berechnen. Hier eine Ausnahme
dazu:

Beispiel. Es sei A eine obere Dreiecksmatrix, d.h.

ay --- dip
A=

0 Aun

Jeder Summand in der Formel der Determinante enthilt aus jeder
Zeile und jeder Spalte genau einen Eintrag als Faktor. Also ist unter
diesen Faktoren fast immer mindestens einer der ,unterhalb der
Diagonalen® liegt. Die einizige Ausnahme ist der Eintrag der zu
o = id gehort und daher ist in diesem Fall

a1 - A1
det ot | =anan.
0 Ann

Man kann die Formel aus Definition 15.6 aber gut benutzen,
um Aussagen zu beweisen. Zum Beispiel lisst sich dieser Satz
relativ einfach direkt mit der Formel zeigen.

Satz 15.7. Fiir A € K"*" gilt det(A) = det(AT).

Am folgenden Satz schauen wir uns an, wie ein solcher Beweis
funktioniert.

Satz 15.8. Vertauscht man in einer Matrix zwei Zeilen, so dndert die
Determinante nur das Vorzeichen.

Beweis.
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Diese Formel fiir die Determinante wird
auch Leibniz-Formel genannt.

Schon einmal vorweg: Auf diese Weise
werden Determinanten eigenlich nie-
mals ausgerechnet. Es gibt meist bes-
sere und viel schnellere Wege!
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Es sei A die Matrix, die aus A entsteht, wenn man die k-te und I-te
Spalte tauscht (und wir nehmen k < [ an). Dann ist Wir schauen
uns an, was passiert, wenn wir die k-te und die [-te Zeile einer
Matrix A tauschen:

de’f(A) = Z Sign(cf)ﬂm(l) T @ie(n) ko (k) T Ao (n)

oEeS,
= Z sign(a © [kt l])ala(l) ke (k) T Ble(l) T Ao (n)
oeSy
=— ) sign(0)aip(1) - Bko()  lo(1) - o) = — det(A).
oES,

(]

Wegen Satz 15.7 gilt auch, dass die Determinante ihr Vorzeichen
wechselt, wenn man zwei Spalten vertauscht.
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16 Eigenschaften von Determinanten

Die Determinante hat folgende wichtige Figenschaften:
Satz 16.1. (a) Fiir die Einheitsmatrix gilt det(I,) = 1.

(b) Sind in einer Marix A zwei Zeilen gleich, so gilt det(A) = 0 (ebenso
fiir Spalten).

(c) Fiir eine Vertauschung der Zeilen mit einer Permutation o gilt

af Bo)
det | : | =sign(c)det| :

=T =T

a, Ay

(und fiir Spalten analog).

(d) Die Determinante ist eine n-Linearform, d.h. sie ist eine lineare Ab-
bildung bzgl. jedes Zeilenvektors, genauer

~T ~T ~T
aq a, aq
det | a7 +b] | =det | al | +det|B]
iy iy iy
~T
al T
. aq
det | ad? | = adet| -
ﬁT
i
: ~T
=T aﬂ
al”l

(und ebenso ist sie in jeder Spalte linear).

Eine wichtige Folgerung dieses Satzes ist: Die Determinante
einer Matrix dndert sich nicht bei der Anwendung von elementa-
ren Zeilen- (oder Spalten-) Umformungen (nur bei Tauschungen,
muss das Vorzeichen geindert werden). Zusammen mit der Er-
kenntnis, dass die Determinante einer oberen Dreiecksmatrix das
Produkt der Diagonalelemente ist (letztes Beispiel n vorigem Ab-
schnitt), ergibt sich eine elegante Methode zum Berechnen von
Determinanten:

Bringe A mit dem Eliminationsalgorithmus auf obere
Dreiecksform. Notiere dabei die Anzahl von Zeilen-
und Spaltentausch und alle Faktoren, die man aus ein-
zelnen Zeilen herauszieht. Am Ende bilde man das
Produkt der Diagonalelemente.
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Im Allgemeinen gilt

det(aA) # adet(A) (sondern
det(wA) = a" det(A)) und

det(A + B) # det(A) + det(B) (es
gibt gar keine brauchbare Formel fiir
det(A + B)).
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Beispiel. Schauen wir uns ein 4 x 4-Beispiel an:

1 3 2 -1 1 3 2 -1
2 —4 0 0 2 4 1
detf 7 5 4 o |=dt|g 2 2 1
37 6 -1 0 -2 0 2
13 2 -1

02 4 1

=det)ly o o

00 4 3

13 2 -1

02 4 1

=det]y o 5

00 0 3

Da wir keinen Zeilen- oder Spaltentausch durchgefiithrt haben und
keine Faktoren herausgezogen haben, ergibt sich als Determinante
1.2-(-2)-3=-12.

Unser Wissen tiber den Eliminationsalgorithmus liefert uns
eine weitere Charakterisierung fiir die Regularitit einer Matrix.
Fiir eine Matrix A € K"*" sind (unter anderem) iquivalent:

(i) det(A) #0

(ii) die Zeilen von A sind linear unabhingig
(iii) die Spalten von A sind linear unabhingig
(iv) A istinvertierbar

Satz 16.2 (Determinanten-Multiplikationssatz). Fiir A, B € K"*"
gilt det(AB) = det(A) det(B).

Korollar 16.3. (a) Ist A € K"*" invertierbar, so gilt

det(A™1) = detl(A)'

(b) Das Produkt AB ist genau dann invertierbar, wenn sowohl A als
auch B invertierbar sind.

(a) Esgiltl = det(I,) = det(AA~!) = det(A) det(A1).

(b) det(AB) # 0 genau dann, wenn det(A) det(B) # 0
was genau dann der Fall ist, wenn det(A) # 0 und
det(B) # 0.

Eine weitere Methode, um Determinanten auszurechnen, ist
der Entwicklungssatz (von Laplace). Um diesem zu formulieren,
fithren wir folgende Schreibweise ein: Fiir eine Matrix A € K"*"
undi,j € {1,...,n} bezeichnen wir mit A;; die (n — 1) x (n —1)-
Matrix, die aus A entsteht, indem wir die i-te Zeile und j-te Spalte
streichen.
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Satz 16.4 (Entwicklungssatz). Firallei € {1,...,n} gilt

det(A) = i(—l)iJrkElik det(Az-k)
k=1
und det(A) = i(—l)”kaki det(Ayg;).

=~
Il
—_

Am einfachster versteht man das an einem kleinen Beispiel:

Beispiel. Wir entwicklen nach der ersten Spalte: Es gilt

1 3 4
det|{5 0 2| =1-det 0 2 —5.det 3 4 +7- 3 4
1 4 1 4 0 2
7 1 4
=1-(0—-2)-5-(12—4)+7-(6-0)
=-2-40+42=0.
Wir konnten auch nach der zweiten Zeile entwicklen:

1 3 4

det {5 0 2] = —5-det (> *) 40-det(L *) 2. (13
>0 1 4 7 4 7 1

=-5-(12—-4)+0—-2-(1-21)
= —40 — (—40) = 0.
Fasst man die Determinanten der Untermatrizen A;; zu einer
neuen Matrix wie folgt zusammen

T
X111 - K1

A= : : , mit ay = (—1)"Fdet(Ay),
Xn1 -t &nn
so erhilt man die zu A komplementire Matrix. Fiir diese Matrix gilt
AA = AA = det(A)I,.
Fiir invertierbare A folgt daraus

-1 _ e
AT = detl(A)A'

Beispiel. Wir betrachten

A:(i g).

Esist det(A) = ad — bc. Die komplementire Matrix ist

. ( d —b)
—Cc a
und wir schlieflen

a b\ 1 d —b
c d ad—bc\—c a )’
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Im ersten Fall spricht man von ,Ent-
wicklung nach der i-ten Zeile” und im
zweiten von ,Entwicklung nach der i-
ten Spalte.

Fiir die Vorzeichen im Entwicklungssatz
merkt man sich am besten, dass diese
nach einem Schachbrettmuster verteilt
sind:
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In der Theorie kann man Determinanten benutzen, um lineare
Gleichungssysteme zu 16sen:

Satz 16.5 (Cramersche Regel). Ist A = (1) ... 7)€ K™
invertierbar und b € K", so ist die eindeutige Losung X des Gleichungs-
system AX = b durch die Cramersche Regel gegeben:

det ((—1»(1) o 1‘9‘ . ﬁ(")> Es macht tiberhaupt keinen Sinn, die-
k=1,...,n se Regel in der Praxis anzuwenden. Es
miissen sehr viele Determianten be-
rechnet werden, was selbst mindestens
so aufwindig ist, wie einmal das Elimi-
Beweis. nationsverfahren anzuwenden.

x":det(aa) S ﬁ»(n))’

Wir nutzen die Darstellung von b als Linearkombination von Spal-
ten von A, nimlich b = Yiq xxd (k). Damit rechnen wir die De-
terminante auf dem Bruchstrich aus indem wir die Linearitit der
Determiannte benutzen. Beachte, dass der Vektor b als k-te Spalte
eingesetzt wurde:

det (a® .. b ..o @) =det(a® .. g xdl) - d)
n
= E x; det (5(1) 70) gi(n))
1= —0 farj £k
:xkdet(ﬁ(l) 1L A ,7(")),
]

Kommen wir nun zuriick zur Interpretation der Determinan-
te als Volumenfunktion: Zu jeder n x n Matrix A mit Spalten
), ..., 3" betrachten wir das von den Spaltenvektoren aufge-
spannte Parallelotop

n .
Py = {th,ﬁ(l) 10 <a; < 1}.
i=1

Dazu definieren wir:

Definition 16.6. Eine Abbildung V' : K"*" — K heifit (signierte)
Volumenfunktion, wenn sie folgende Eigenschaften hat:

(vi) v(@®w,...,ad,...,d"n,. .. ,am) = -v@m,...,&0,. &0, . &)

(V2) V([j(l), L ad) [{(”)) — ,xv(ﬁ(l), a0, ,[1‘(”))

(V3) V(ﬁ(l),‘__,ﬁ(i) +p), a(n)) = V([{(l), a0, ,a(n)) +
v@m,..., 50, ,am)

(V4) V(_’ll /En) =1

« (V4)entspricht geometrisch der Tatsache, dass der n-dimensionale
Einheitswiirfel das n-dimensionale Volumen 1 hat.
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« (V3) besagt, dass das n-dimensionale Volumen sich additiv
Verhilt, wenn wir zu einer Seite einen Vektor addieren.

« (V2) besagt, dass die Skalierung einer Spalte einer Matrix A
mit « das n-dimensionale Volumen von P4 ebenfalls mit «
skaliert.

« (V1) gibt schlieflich eine Orientierung vor (Vertauschen wir
die Reihenfolge der aufspannenden Vektoren, kehrt sich das
Vorzeichen um).

Die Determinante erfiillt alle Eigenschaften (V1) bis (V4) und
ist daher eine Volumenfunkion! Es gilt sogar: Die Determinante
ist die einzige Funktion K"*" — K die (V1) bis (V4) erfiillt!

Wir benutzen zur Formulierung des nichsten Satzes die Schreib-
weise Vol(A) fiir das n-dimensionale (signierte) Volumen des Par-
allelotops Py4.

Satz 16.7. Es seien A, B € K"*" und BP, das Parallelotop, welches
entsteht, wenn wir alle Elemente x € P4 mit B abbilden. Dann gilt

Vol(BP,) = det(B) Vol(Py,).

Beweis.

Die Menge BP, ist genau das Parallelotop, welches von den Vek-
toren BV, ..., Ba™ aufgespannt wird. Daher ist

Vol(BP,) = det(B(a),...,a™))
= det(B) det(@"), ..., ") = det(B) Vol(Py).
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17 Lineare Abbildungen

Betrachten wir nun wieder etwas abstrakter zwei allgemeine K-
Vektorrdume V und W und Abbildung T : V — W zwischen
ihnen.

Definition 17.1. Eine Abbildung T : V — W zwischen zwei K-
Vektorriume heifSt linear, wenn fiir alle i7, 7 € V und « € K gilt

T(i +7) = T(ik) + T(9)
T(a?) = aT(7).

Aus dem, was wir iiber Matrizen schon wissen, sehen wir sofort
dass T : K" — K" definiert durch T(X) = AX mit A € K"*"
eine lineare Abbildung ist.

Definition 17.2. Fiir eine lineare Abbildung T : V' — W sind der
Kern und das Bild definiert als

Kern(T) = {56 V| T(5) = 6} cv
Bild(T) ={weW |JIdeV: T(0)=ad} CW.

Satz17.3. Kern und Bild einer linearen Abbildung sind Untervektorrdume
des Definitionsbereichs, bzw. des Bildraums.

Beweis.

Fiir den Kern haben wir das in Satz 10.5 gesehen und der Beweis
ist geht in Fall von allgemeinen linearen Abbildungen genau so.
Sind @V, @ € W im Bild von T, so gibt es 71 52 e v
mit T(7(') = @0, Dann ist aber auch T(7(V) + @) = T(3V)) +
T(7®) = @) + %3 und daherist ") + @2 € Bild(T). Ebenso
ist T(a7)) = aT(7V) = a@) und daher auch aww™®) € Bild(T)
und wir haben gezeigt, dass Bild(T) ein Untervektorraum ist. [J

Wir haben damit eine alternative Definition fiir den Rang,
welche auch fiir abstrakte lineare Abbildungen funktioniert:

Definition 17.4. Der Rang einer linearen Abbildung T: V — W
ist Rang(T) := dim(Bild(T)).

Sind V und W endlichdimensional, so ist jede lineare Abbil-
dung durch Matrizen beschreibbar: Wir kénnen dazu in V und W
jeweils eine Basis wihlen und bemerken, dass die Koeffizienten
beziiglich dieser Basen durch eine bestimmte Matrix aufeinander
abgebildet werden.

Definition 17.5. Essei T : V — W linear, B = {¥y,...,7,} eine
Basis von V und C = {@3, ..., @y} eine Basis von W. Dann lisst
sich jeder Vektor T(%;) in die Basis C entwickeln und wir nennen
die Koeffizienten 4;;, d.h.
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Es reicht Ubrigens T(ail + 7) =
aT(if) + T(¥) zu fordern.

Der Kern ist also vollkommen analog
wie fiir Matrizen definiert. Auch das Bild
kann man fiir Matrizen genau so defi-
nieren.
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Die Matrix A = (a;;) heif$t Darstellungsmatrix (oder Basisdarstellung
von T beziiglich der Basen B und C.

Satz 17.6. Es seien V, W, T wie oben und A die Darstellungsmatrix von
n
T beziiglich B und C. Dann gilt fir @0 = T(9): Ist ¢ = Y x;0; und
i=1

W=
i

Yiw;, so gilt i = AX.

[P

Beweis.

Wir benutzen die Linearitit von T
n

j=

=1

Andererseits ist @ = T(7) = Y, y;@;. Die Behauptung folgt
durch Vergleich der Koeffizienten. O

Beispiel. Wir betrachten T : R> — R? als eine Drehung der Ebene
um den Ursprung und einen bestimmten Winkel « und wollen
diese Abbildung durch eine Matrix darstellen. Wir wihlen nun
im Definitionsbereich die Standard-Basis und bilden diese ab:

™~
N NV,

Geometrisch erkennen wir

e = () 1@ = (en)

sin(a) cos(a).

Wir wihlen nun im Bildraum ebenfalls die Standardbasis, d.h. wir
bekommen

T(¢)) = cos(a)é; +sin(a)ér, T(é) = —sin(a)é| + cos(a)é;.
Wir lesen jetzt die Darstellungsmatrix ab:

D, — <cos(uc) — sin(uc)) .

sin(a)  cos(a)

Hier noch ein weiteres Beispiel:

Beispiel. Wir betrachten V = I(R) und W = IT;(R) und die
lineare Abbildung definiert durch Tu = f£u = u’. Die Linearitit
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In Worten: Die Darstellungsmatrix bil-
det die Entwicklungskoeffizienten auf-
einander ab.
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der Abbildung T folgt aus den Ableitungsregeln: (au + v) =
au' + 0.
Als Basis von V wihlen wir die Monome (71, 7>, 73) = (1, x, x2).

Wir bilden diese mit T ab:

T(%1) = &£(1) =0,

T(Z_;Z) = %( ):1 =1-91+0-7,

T(t3) = £ (x*) =2x =071 +2 0>
In W wihlen wir ebenfalls die Monom-Basis (01, @,) = (1,x) =
(71, 72). Damit konnen wir die Abbildungsmatrix von T ablesen:

010
A‘(o 0 2)'

Damit kénnen wir tatsichlich Ableitungen berechnen: Wir be-
trachten p(x) = 4 + 5x + 7x2. Dies entspricht in der Monom-
Basis dem Vektor (4 5 7)T. Wir wenden die Darstellungsmatrix

an:
(0 1 0> (‘5*) _ (5)
0 0 2 ” 14
und bekommen also T(p)(x) =5+ 14x = p'(x).

Beispiel. Betrachten wir nun die lineare Abbildung T'(u fo t)dt
als Abbildung von V = I'ly (R) nach W = I'I(R). Wir wahlen wie-
der die Monom-Basen (¢1,7,) = (1,t) in V und (71,0, 73) =

(1t £2) in W.
1
_ / 1dt = x =

Esist
/ tdt =

Firp(t) = a+bt = at) + b, gilt T(p) = at+ 3bt*> = a
Wir suchen also die Matrix A mit

I\)\H
||
NI—
Q?l

CEIRNCTANYS 0

a1 ax ( b) = a
1

az  as; >b

Man sieht schnell, dass dies durch die Matrix

00
A={1 0
0 3

geleistet wird. Damit kénnen wir zum Beispiel p(t) = 7 — 5t
integrieren, denn es ist

0 0 0

10 (_75) —( 7

0 ) x
und es stimmt fox (t)dt = 7x — 3x%
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Beispiel. Eine lineare Abbildung T : R? — IR sei bzgl. der kanoni-
schen Basen des R? und IR® gegeben durch

U = G) , Uy = <_11> € R?>und

1 1 1
W=(0],@=(1]|,@35=[1] e R
0 0 1

Das Vorgehen ist wie folgt: Berechne die Bilder von ¥; und ¢, und
stellen sie in der Basis (@1, Wy, @W3) dar:

1 4 1 5 '
T(T_ﬁ) =12 5 (1> = |7 | = a1 + arWy + azws
3 6 9
a +ax+as
= ar + as
as

Wir 16sen durch Riickwirtssubstitution: a3 = 9,4, = —2,47 = —2.
Ebenso

A 3\

T(ﬁz) =12 5 < 1 ) = | 3| = aywq + axw, + azws
3 6 3
a1 +ax +as
= a + as
as

Wir bekommen a3 = 3, 2, = a1 = 0. Die Darstellungsmatrix B
bekommen wir nun, indem wir wie die Koeffizienten der Dasrstel-
lung der Bilder in die Spaten schreiben:

-2 0
B=1-20
9 3

Wir iiberpriifen das Ergebnis: Der Vektor 7 = &; ist 7 = (7 — 02).
Damit bekommen wir die Koordinaten von T'(¢; ) beziiglich der
Basis (@) als

-1

)- 5
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-2 0
7= (2 0)(

1
9 3 2
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Tatsichlich ist
1
T(E) = |2 | = —1@ — 1@, + 3.

Hat man zwei Abbildungen T : V; — V,und S : V, — V3
und Basen By, By, B3 in Vi, V, bzw. V3 und die entsprechenden
Darstellungsmatrizen A (fiir T beziiglich der Basen B; und B;)
und B (fiir S beziiglich B und By), dann ist die Basisdarstellung
von S o T beziiglich B; und B3 gerade BA.

Beispiel (Spiegelungen). Es sei S, die lineare Abbildung des R? in
sich selbst, welche an der folgenden Ursprungsgeraden spiegelt:

A

Spiegelachse

Wir suchen die Darstellungsmatrix dieser Abbildung beziiglich
der Standardbasis. Diese Spiegelung ist die Komposition der drei
Abbildungen

« Drehung um den Winkel —«
« Spiegelung an der x-Achse

« Drehung um den Winkel a.

Die Spiegelung an der x-Achse ist bildet 7 = <Zl> auf < U;) > ab
—02
und hat daher die Darstellungsmatrix

b 5)

Da die Drehung um « die Abbildungsmatrix

(cos(oc) — sin(oc))

sin(a)  cos(a)

hat, folgt (wegen sin(—a) = — sin(«) und cos(—a) = cos(a) und
den Additionstheoremen fiir Sinus und Kosinus)

.= () o (5 0 (S e
B <cos(uc)2 —sin(a)?>  2cos(a)sin(a) )

~— \_ 2cos(a)sin(a)  —cos(a)? + sin(a)?
B (cos(th) sin(2a) )
~ \sin(2a) —cos(2a) )"
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18 Basiswechsel

Wir betrachten folgende Situation: Die Basisdarstellung A €
K"*" einer Abbildung T : V' — W beziiglich zweier Basen (7, . . ., Uy)
von V und (@, ..., @) von W sei gegeben. Wir suchen nun die
Basisdarstellung der gleichen Abbildung, aber beziiglich zweier
anderer Basen (7, ...,7,) von V und (@, ..., @,,) von W.

Dazu definieren wir S € K"*" fiir den Basisiibergang von
(¥),...,7,) zu (0y,...,0,) als

S .= s]k Zs]kz;]

Die Matrix S nennen wir auch Basiswechselmatrix.

Satz 18.1. Die Matrix S ist requldr und die Inverse S—! beschreibt den
umgekehrten Basiswechsel von (01, ..., 7,) zu (7},...,7)).

Beweis.

Es sei Q die Matrix des Basiswechsels von (7, . .., 7,) zu (7}, ..., 7),).
Dann gilt nach Definition der Basiswechselmatrix

n
- —/
9 = )y
=1

Setzen wir dies in die Formel fiir die Koeffizienten sj; ein, bekom-
men wir

n n n n
= =
Te=)_ s ) av =), <Z qusjk> -
j=1 =1 j=1
Daraus folgt per Koeffizientenvergleich

& ) 0 : I#k
]Ziqusjk:fslk-:{l LIk

Dieses dj; nennt man Kronecker-Delta.
Damit kann man z.B. schreiben I,, =

also gilt QS = I, woraus S~! = Q folgt. O (3 je-
Analog soll die Basiswechselmatrix fiir den Wechsel von der

Basis (@), ..., ®),) zu (@1, ..., ®y) in W durch R gegeben sein.
Um nun A beziiglich der neuen Basis darzustellen betrachten

wir folgendes Schema:

NN
" . T

(dy,...,0,) — (@),..., @
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Die Matrizen A, B, S, R sind dabei festgelegt durch
S: ?75( = ZSﬂjJ} A: T(Z_J}) = Zai]-zT)i
i i
R: ZTJ; = Zrilﬁji B: T(ﬁ;c) = Zb;kw;
i 1

Dies setzen wir ineinander ein und bekommen

T(%) = T(Lsid) = LsuT(F) = Yo Y aii = Y ) sxaijii
) ] ) t ]

i
und

T(T,) = ) bu@; =) by ru@; =YY byry@;.
z TG T

Durch Vergleich der Koeffizienten sehen wir, dass fiiralle 7, k gelten
muss

Y aijsic =Y ribi.
] 1

Das bedeutet aber nichts anderes, als dass
AS = RB.

Wir haben also folgenden Satz bewiesen:

Satz 18.2. Die Basisdarstellung B einer linearen Abbildung T : V — W
beziiglich der Basen (U}.) und (1) erhdlt man aus der Darstellung A
beziiglich der Basen (7;) und (@;) durch

B=RTAS
mit R und S wie oben definiert.

Definition 18.3. Zwei Matrizen A, B € K"*" heiflen dquivalent,
wenn es regulire Matrizen S € K"*" und R € K" gibt, so dass

B=R"'4S
gﬂt Also heiflen zwei Matrizen dquivalent,
wenn die im Prinzip die gleiche linea-
Beispiel. Schauen wir uns wieder das Beispiel an, in dem T : R?> — re Abbildung darstellen, nur beziiglich

IR3 beziiglich der Standardbasen (&j, &) und bzw. (&}, &, ;) dar- anderer Basen.

gestellt ist als
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Berechnen wir noch einmal die Darstellungsmatrix B von T be-
ziiglich der Basen

U = <1> , Uy = <_11> € R? und

1 1 1
Wwi=(0],w=(1],05=[1] e R%.
0 0 1

Fiir den Basiswechsel (7y) — (;) betrachten wir

2
Z_fk = ZS]‘ké}', k= 1,2,
j=1

d.h. 77 = s11€1 + 5218, also

=) =)= ()

d.h. sy; = 1 und sy; = 1. Ebenso U» = s17€1 + $2€5, also

(1) =52 (0) 7= 2) = (3)-

d.h. s;p = —1 und sy = 1. Damit haben wir

S — 511 512_1—1
Co\sm os»/) 1 1)

Fiir den Basiswechsel (@;) — (&;) betrachten wir

3
@ = L,
j=1

also
W1 = 11161 + 12182 + 13183,
d.h.
1 r11 0 0 11
Ol=10])+|ra]+|10|=|m
0 0 0 31 31

und damit r17 = 1,71 = 0, 337 = 0. Analog

Wy = 11281 + 108> + 13283,

d.h.
1 12 0 0 r12
1| = O]+ |[ron]+1(0 = |72
0 0 0 3 32
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und damitr;, = 1,7 = 1,73 = 0und

W3 = 11361 + 12382 + 13363,

d.h.
1 r13 0 0 r13
1] = 0 + |73 | + 0 = | 13
1 0 0 33 33

und damit 713 = 1, rp3 = 1, r33 = 1. Wir bekommen

ri1 tri2 113 1 1 1
R = T21 Ty 123 = 01 1
Y31 Tt3p 133 0 01

Wir berechnen die Inverse von R mit dem Eliminationsalgorith-
mus:

11 1/1 00
01 1/010
001|001
10 0[/1 =10

~— [ 01 1]0 1 0
001/0 0 1
10 0[1 =1 0
~— [0 10l0 1 -11],
001/0 0 1
also ist
1 -1 0
Rl'=(0 1 -1
0 0 1

Damit ist unsere Basiswechselmatrix

1 -1 0 AN
B=R1'AS=(0 1 -1|1|2 5 <1_1>
0 0 1 3 6
1 -1 0 5 3 -2 0
=10 1 -1 73(20
0 0 1 9 3 9 3

Hier stellt sich eine naheliegende Frage: Ist eine lineare Ab-
bildung T : V' — W gegeben, wie ist eine moglichst einfache Dar-
stellung dieser Matrix beziiglich zweier Basen? Probleme dieser
Art heiflen Normalformenprobleme. Fiir Matrizen lautet ein solches
Problem zum Beispiel:

Zu einer gegebenen Matrix A € K"*" finde man eine
moglichst einfache dquivalente Matrix.
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Dieses Normalformenproblem ist relativ einfach zu 16sen:

Satz 18.4. Zwei Matrizen A, B € K™*" sind genau dann dquivalent,
wenn sie den gleichen Rang haben. Hat A den Rang r so ist A dquivalent
zur Matrix

I Orscn—
D, :— r rXn—r >
! <0m—r><r Om—rxn—r

Beweis.

Hat A den Rang 7, hat der Kern von A nach der Dimensionsformel
(Satz 12.3) die Dimension n — r. Wir wihlen eine Basis 7y, ..., U,
des K" so, dass die letzten r Vektoren @, 1, ..., U, eine Basis von
Kern(A) bilden. Nach Konstruktion gilt A%, = 0 fiir k = r +
1,...,n. Wir definieren w0, = A7 firk =1,...,r. Diese Wy sind
linear unabhingig und bilden eine Basis von Bild(A), welche wir
beliebig zu einer Basis (@ )x—1, » von K" erginzen. Damit gilt
At =W fiirk=1,...,rund A, = Ofirk=r+1,...,n was
die Behauptung zeigt. O

Das Normalformproblem ist wesentlich schwieriger, wenn wir
quadratische Matrizen A € K"*" (bzw. lineare Selbstabbildun-
gen T : V — V) betrachten und zusitzlich fordern, dass wir in
Definitions- und Bildbereich die gleiche Basis wihlen. In diesem
Fall ist die Darstellungsmatrix nach Basiswechsel von der Form

B=S1AS.

Definition 18.5. Zwei Matrizen A, B € K"*" heiflen dhnlich, wenn
es eine invertierbare Matrix S € IK"*" gibt, so dass B = S~1AS
gilt.

Auf dieses Normalformproblem kommen wir zuriick, wenn
wir Eigenwerte und -vektoren von Matrizen thematisieren.
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19 Orthogonalit:it

In diesem Abschnitt beschrinken wir uns auf reelle euklidsche
Vektorriume V mit Skalarprodukt (-, -) und der dadurch indu-

zierten Norm ||7|| = /(7, 7).

Definition 19.1. Eine Menge von Vektoren {@j, ..., @), } bilden
ein

(a) Orthogonalsystem, falls sie paarweise aufeinander senkrecht ste-
hen, d.h. falls

I CiFE]
<w“wf>_{>o L=
fur alle 7, j gilt.

(b) Orthonormalsystem, wenn sie ein Orthogonalsystem bilden und
normiert sind, d.h. falls

I B Sy |
<w”w]>_5”_{ 1 @ i=j
fur alle 7, j gilt.

Satz 19.2. Essei (V, (-,-)) ein n-dimensionaler, reeller eukldischer Vek-
torraum. Dann gilt:

(a) Jedes Orthogonalsystem ist linear unabhdngig und daher ist jedes
Orthogonalsystem aus n Vektoren eine Basis von V (also eine Ortho-
gonalbasis). Entsprechend ist jedes Orthonormalsystem aus n Vektoren
eine Orthonormalbasis.

(b) Ist (W1,...,W,) eine Orthonormalbasis, so hat jeder Vektor X € V
die Fourier-Entwicklung

n
¥ =Y (@, ¥)d;.
i=1

Beweis.

(a) Ist Y7, a;@; = 0, so bilden wir das Skalarprodukt der linken
Seite mit w; und bekommen

m m

0= () ajw;, W) = ) a;(@;, D) = (W, D)
i=1 i=1

woraus a; = 0 folgt. Da dies fiir k = 1,...,m funktioniert,

haben wir die lineare Unabhingigkeit gezeigt. Die weiteren

Behautungen sind direkte Konsequenzen.

(b) Ist (@4, ..., @,) eine Basis, so hat jedes X eine eindeutige Dar-
stellung ¥ = Y ; B;w; und wir miissen nur die Koeffizienten
B; bestimmen. Auch hier bilden wir das Skalarprodukt mit @
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und bekommen

Ist V = R" mit dem Standard-Skalarprodukt (7, @) = 7' @,
so ist die Fourier-Entwicklung

Kommen wir nun zur Konstruktion von Orthonormalbasen.
Hierfiir gibt das Orthogonalisierungsverfahren nach Erhard Schmidt
(auch Gram-Schmidt-Verfahren genannt).

Gegeben: Vektorraum W mit Basis (71, ..., 0y).
Gesucht: Eine Orthgonalbasis (s, . .., Wy) von W.
Idee: Konstruiere die @; rekursiv aus den ;.

Wir starten dabei einfach mit @, = 7, und konstruieren nun
W, indem wir von ¥, ein gewisses Vielfaches von w; abziehen, d.h.
wir machen den Ansatz

— 06’6?)1.

St

Wy =
Wir bestimmen « so, dass @w; und @, orthogonal sind:

0

<w1,i)2> = <ZT)1/Z72 - lX?I)]>

(W1, T2) — a(Wy, @1).

Dies fiithrt auf

und damit auf
Wy =Ty —

Wir beschreiben noch den nichsten Schritt und dann wird das
Prinzip klar: Um @3 zu konstruieren, ziehen wir eine Linearkom-
bination von @ und @, von U3 ab, d.h. wir machen den Ansatz

2
w3 = U3 — thiwi = U3 — &1W1 — &2W7
i=1
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und bestimmen «1, 5 so, dass @3 senkrecht auf @, und @, steht.
Dies sind die beiden Gleichungen

0 = (W3, W1) = (T3 — a1 — oo, W1) = (T3, W1) — a0y (W1, Wy) — &z (W2, W)
——
=0
0 = (W3, W) = (T3 — MWy — &y, W1) = (T3, W) — &1 (W1, Wp) —az (o, Wo)
——
=0
wobei wir ausgenutzt haben, dass @, und @, bereits orthogonal
sind. Wir bekommen die Koeffizienten einfach durch
(T3, W1) (3, W)
TS 2= "o
|1 ] |||
Fiir den allgemeinen Schritt, nehmen wir an, dass wir @y, ..., @; 1
schon orthogonal bestimmt haben und machen den Ansatz

Genau wie eben bekommen wir die Koeflizienten «; aus den For-
derungen 0 = (@;, W),k =1,...,j —1als

a = <5]/i)k>
|| -

Wir halten das Vorgehen in einem Algorithmus fest:

Eingabe: Linear unabhingige Vektoren 7y, ..., 0y,
Ausgabe: Orthogonalbasis {@1, ..., W, } von Spann{¥, ..., 0y}

W1 = U1
fork=2,...,mdo
Do S (T
G == L s
i=1
end for

Durch Normalisierung der Vektoren erhalten wir ebenso einfach
eine Methode zur Konstruktion von Orthonormalbasen:

Eingabe: Linear unabhingige Vektoren 7y, ..., 0y,

Ausgabe: Orthonormalbasis {@j, ..., @y } von Spann{7y, ..., Ty}

Wy = 2
1 [1]]
fork=2,...,mdo
k = U — Y (T, W;)W;
i=1
Wy = 2k
k= T
end for

Wir haben das Verfahren in abstrakten Vektorriumen einge-
fithrt und konnen es auch dort benutzen:
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Beispiel. Wir orthogonalisieren die Monombasis (1, x, x2, x3) des
Vektorraums der Polynome vom Grad < 3 aufdem Intervall [—1, 1]
beziiglich des Skalarproduktes

(o9) = [ fx)g(dn

mit induzierter Norm ||f|| = ‘/f—ll f(x)?dx. Wir setzen ¥ :=

1,7, := x, U3 := x%2 und 7y := x°. Diese Monome sind nicht
paarweise orthogonal, denn z.B. gﬂt Hier die vier Funktionen der Monom-
basis:
! 3 Loy 1.5[! 2
(vz,v4>:/ x-xdx:/ x*dx = zx =t.
-1 -1 x=-1
05
Wenden wir also den Orthogonalisierungsalgortihmus an:
o . -1 - 05 1
° wl =01 = 1.
-05
o Wy = Uy — <‘Z|’Z%’1wH12> 01 und wegen B
v 1.2/!
(T, 01) :/ x-5dx = gx =0
1 x=-1
ist Wy = x.
. W3 = 03 — 80U, — L9025 \Wir berechnen
[l ] [l ]
o 1.3/! 2
<03,Z{)1>:/ x°-1dx = 3x =%,
-1 x=-—1
L 14|t
(U3, W07) :/ x* - xdx = zx =0,
-1 x=-—1
) 1
@1 :/ 1-1dx =2
-1
und bekommen @3 = x% — %
o Wy = Ty — <Z7‘£’w1>ﬁ31 - w‘i’wﬁﬁ’)z - <5‘£’w3>ﬁ§3 Wir berechnen
@112 AR l[@5 12
v s 14|t
(TUy, 1) = / x”-1dx = 3x =0,
-1 x=-1
s 1.5/! 2
(Ty, W) = / x” - xdx = zx =%,
-1 x=-1
Vs 2 1 V5 1.3 1.6 1 .4|!
<v4,W3>:/ x-(x—g)dx:/ X7 —zx7dx = gx° — 55 =0,
J—1 -1 x=-1
2 ! o 1.3/! 2
szH = / x - xdx = / x“dx = 3X =3 Hier die vier Funktionen der orthogo-
-1 -1 x=-1 nalisierten Basis:
und bekommen @, = x° — %x. Die Vektoren +
w =1, W =zx, w3—x2—:1)’, w4_x3_%x 05
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sind also orthogonal beziiglich des Skalarproduktes, was wir
gewihlt haben. Man rechnet noch aus, dass gilt

8

5 l@l? = 3.

1@ =2, N@|* =3 I@)* =3,

Damit bekommt man die Orthonormalbasis

BV B, R
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Dies sind (bis auf konstante Faktoren)
die Legendre-Polynome. Die Legendre-
Polynome werden iiblicherweise so nor-
miert, dass die an der Stelle 1 alle den
Wert 1 haben. Hier die ersten sechs
Legendre-Polynome:

05

Legt man andere  Grundinter-
valle als [-1,1] zu Grunde und
nimmt man andere Skalarproduk-
te, z.B. gewichtete Produkte wie
(f8) = [T fx)g(x)e ™/ 2dx)
so bekommt man durch Orthogo-
nalisierung der Monome andere
Familien von orthogonalen Polynomen.
Orthogonale Polynome spielen eine
grofle Rolle in der numerischen
Mathematik und der Optimierung.
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20 Orthogonale Projektionen

Es sei W ein m-dimensionaler Unterraum eines euklidschen Vek-
torraums V. Wir wollen nun den Begrift der ,,orthogonalen Pro-
jektion® auf W herleiten. Eine orthogonale Projektion auf einen
Unterraum ist eine Abbildung Py : V — W mit der Eigenschatft,
dass Py (X) der ,FuSpunkt des Lots von X auf W* ist. Geometrisch
ist die Situation wie folgt:

‘Sc’
& — P ()
- Py (%)

0

Der Punkt Py (X) erfiillt also insbesondere die Bedingung
(Pw(X), X — Pw(X)) = 0. Wir sehen sogar, dass die Verbindungs-
linie ¥ — Py (X) senkrecht auf ganz W steht, d.h. wir haben fiir
jedesw € W

(w0, X — Pw(X)) =0. (1)
Die geometrische Situation lisst und folgendes vermuten:

Fiir gegebenes X € V suchen wir ein @ = Py (X) € W,
welches am nichsten an X liegt, d.h. fiir welches der
Wert ||X — @|| so klein wie méglich ist. Man nennt
daher Py (X) auch Bestapproximation von X in W.

(Wir werden die im nichsten Abschnitt zeigen.)
Wie kénnen wir Py (X) berechnen? Sei dazu (4, ..., 7, ) eine
Basis von W. Dann haben wir die Darstellung

m
Py (%) = )_ a7,
i=1

und suchen die Koeffizienten (a1, ..., a,) Da (L) genau dass fiir
alle w € W gilt, wenn es fiir jeden Basisvektor 7y gilt, betrachten
wir fiir alle k

Diese Gleichungen sind dquivalent zum Gleichungssystem

(z7k,z7i>(xi = <5k,f>, k= 1,. .o,m,

M

I
—_
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welches wir mit Matrizen schreiben kénnen:
<171,?71> <771/Z7m> a1 (51,3?>
: : N : (e
<Z_jm/51> T <5m/ Z_jm> K <Z7m/3_6>
Die Matrix aufder linken Seite bezeichnet man auch mit G(7y, . .., Uy)
und sie wird Gramsche Matrix der Basis (4, . .., Uy ) genannt.

Ist die Basis sogar eine Orthonormalbasis (@1, . .., @y, ), so ist
die Gramsche Matrix wegen (@w;, ;) = ¢;; einfach

G(@1,. .., @) = L

und wir haben fiir die Koeflizienten

und die orthogonale Projektion ist

m
=Y (@, X)W
i=1
Erweitert man im Fall eines endlich-

dimensionalen Raums V die ONB
Satz 20.1 (Projektionssatz). Sei V ein euklidscher Vektorraum V und (@1,...,Wm) von W zu einer ONB
W ein endlichdimensionaler Unterraum von V. Dann existiert zu jedem (@1, ..., Wn) von ganz V, so ist die
- , , , > o . - Fourier-Darstellung von ¥
X € V eine eindeutige Zerlegung X = X1 + iy mit ¥, € W und j LW.

n
Beweis. X = Z(wi/ X)W;

Die Existenz der Zerlegung haben wir schon gezeigt: Wir setzen
einfach ¥; = Py (¥) und i = ¥ — Py (X).

und die Projektion

Zur Eindeutigkeit: Wir nehmen an, es gibe zwei solche Zerle- Py (®) = (@, )
gungen: =
I L = - ist einfach die abgeschnittene Fourier-
X=x1+ty=%+7y Darstellung.

xl,xl eEW, y,yLW Dann gilt ¥, — 7 _g’ yund X — x1 eEW
und § — i/ L W. Dies geht aber nur fiir ¥, — % =§—j=0. O

Korollar 20.2. Die orthogonale Projektion Py (X) ist unabhdingig von der
Wahl der Basis (71, ..., Uy ) eindeutig bestimmt durch die Bedingungen

Pw( ) eW, X¥-— Pw(f>LW

Daher hat das lineare Gleichungssystem (G) stets eine eindeutige Losung
und die Gramsche Matrix ist stets invertierbar.

Wir fassen noch einmal zusammen:

Satz 20.3. Ist W ein endlichdimensionaler Unterraum eines euklidschen
Vektorraumes V mit Basis (71, . .., Uy ), dann ist die orthogonale Pro-
Jjektion von X € V auf W gegeben durch

m
Pw(X) =) a7,
i=1
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wobei & € R™ die eindeutige Losung des Gleichungssystems (G) ist.
Ist (@01, ..., Wy ) ein Orthonormalsystem, so ist die orthogonale Pro-
Jjektion von X auf W = Spann(@y, . . ., @, ) gegeben durch

m
Py (X) = ) (@;, X) ;.
i=1

Schauen wir uns den Fall V = R” mit dem Standard-Skalar-
produkt genauer an: Hier kénnen wir die Basisvektoren zu einer
Matrix A = (¥4, ...,0n) € R™"™ zusammenfassen. Die Gram-
sche Matrix ist dann G(7, ..., 7,) = AT A und das Gleichungs-
system ist AT AZ = AT¥, wobei & der Vektor mit den Eintrigen
®1,...,0&y, ist. Wir sehen insbesondere, dass die Gramsche Matrix
G = AT A stets invertierbar ist, wenn die Spalten von A linear
unabhingig sind.

Haben wir ein Orthonormalsystem (s, ..., @), so ist die
orthogonale Projektion auf W := Spann (@, ..., @)

Wir haben also die Matrix-Darstellung der orthogonalen Projekti-
on auf Spann(@, . . ., @y, ) beziiglich der Standard-Basen
m
Py =) w;w
i=1

T

i

Beispiel. Wir wollen die Orthogonalprojektion auf die durch die
Gleichung 3x; — 2x, + 5x3 = 0 gegebene Ebene E berechnen. Der
Vektor

steht senkrecht auf E und wir kénnen diesen leicht zu einer Basis
erginzen durch

2 5
1= |3, o= 0
0 -3

Wir machen daraus mit dem Orthonormalisierungsverfahren eine
Orthonormalbasis:

2

. 7] . . 1
@ = ——, ||v1\|2=\/z-2+32+oz:f13WwlzTT3 3
0
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Fiir w, berechnen wir das Skalarprodukt

(Tp, 1) = \%1—3(5-2+0-3+(—3).o) — 10

2

und damit

und schliefllich noch
lifa|| = 45 1/45% + 302 + 392 = £1/2025 + 900 + 1521
= 5V4446 = Lv9 494 = 3494,

Wir bekommen

45 15

o 2 13 1| _ _ _1 _

1

Damit bekommen wir die Matrixdarstellung der Orthogonalpro-
jektion auf'die Ebene als

PE:ﬁleT){—i—ZT)QZﬁg
2 15
=5 (3] @2 3 0)+5[-10]) (15 —10 —13)
0 ~13
460 225 —150 —195
=35(6 9 0]+ [ 150 100 130
000 —195 130 169
29 6 —15
_ — 1
=-.=4| 6 34 10
~-15 10 13

Wir kénnen auch eine Matrixdarstellung herleiten, wenn wir
eine nicht-orthonormale Basis (7, . .., ¥, ) von W haben: Der Vek-
tor @ der Koeffizienten der Basisdarstellung ist dann die Losung
von

ATAG = ATx.
Da die Gramsche Matrix invertierbar ist, haben wir
i=(ATA)1ATx.
Wegen Py (¥) = Y1, a;U; = Ad folgt
Py = A(ATA)1AT
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21 Bestapproximation

Schauen wir uns den Zusammenhang von orthogonalen Projek-
tionen und Approximation weiter an:

Satz 21.1. Sei V ein euklidscher Vektorraum und W ein endlichdimen-
sionaler Unterraum von V. Zu X € V sei Py die orthogonale Projektion
auf W. Dann gilt fiir allew € W

1% = Pw (%) < [|X —
und Gleichheit gilt nur fiir w = Py (X).

Beweis.

Aus der Gleichung
7 + 31> = ||a|* + 23, ) + |||
folgt der Satz des Pythagoras
i17 < |u+d|*= ||+ 7|

Dann gilt fiir jedes w € W auch Py (X¥) — @ € W und daher
Py (X) — W LX — Py(X) und es folgt
I¥ — @) = | ¥ — Pw(%) + (Pw(X) — @)|
= 1% = Pw(@)[I* + [|Pw (%) — @
> ||% — Pw(¥)|?

und Gleichheit gilt nur dann, wenn Py (X) — @ = 0. O

=L

Beachte: Im obigen Satz muss nur W endlichdimensional sein.
Der umgebende Raum V kann unendlichdimensional sein!

Beispiel. Es sei V der Vektorraum C|[0, 5] der stetigen, reellwertigen
Funktionen auf dem Intervall [0, 5]. Wir statten diesem mit dem
L2-Skalarprodukt aus:

o

Wir suchen nun ein Polynom ersten Grades, welches die Funktion
u(t) = sin(t) im Sinne der induzierten L2-Norm ||u|| = \/{(u, u)
am besten approximiert. Unser Unterraum ist also I'1; und wir
suchen eine Funktion g(t) = aq + axt fiir welche

/2 1/2

=gl = | [ (g(t) = sin(e))2dt

0

so klein wie moglich ist.
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Das heift, Py (X) ist tatsichlich das Ele-
ment aus W, welches am nichsten an
X liegt, wie wir im letzten Abschnitt ver-
mutet haben.
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Wihlen wir die Monombasis v1(t) = 1, v2(t) = t und berech-
nen die Gramsche Matrix

/2 /2
1d¢ tdt
<<01,U1> <01,02>>_ of of

(v2,v1) (v2,02) n/2 /2

[ tdt [ t3dt
0
Auflerdem brauchen wir noch den Vektor

ooHNN\:z o
ﬁ‘awoo‘:‘w
N——

/2
J sin(t)dt

(@) | O

Wir miissen also das Gleichungssystem

%%2 0(1_1

16sen. Die Inverse der 2 x 2 Matrix ist

und wir bekommen die Lésung

m) o (-3 (Vo (2-5) = (8% ) ~
) ©\-F 1)\1) 7T\-Z+1 2441
Das Ergebnis der Bestapproximation ist also g(f) ~ 01148 +
0 6644t

06 |
04|

O 2 | ,/,,,,/,,,,,,,,,,,,,

w/2
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Beispiel. Als weiteres Beispiel, betrachten wir die Approximation ei-
nes Sprunges mit trigonometrischen Funktionen. Wir betrachten
den Vektorraum

27
V ={f:]0,2n] - R | f ist integrierbar und das Integral / £(t)>dt existiert}
0

mit dem L2-Skalarprodukt und der induzierten L?-Norm

27 27
(.90 = [ ringvan, Iifl= | [ riora.
0 0
Weiterhin betrachten wir den Unterraum Den Nachweis, dass V' wirklich ein Vek-

torraum ist, lassen wir weg.

W = Spann{1, sin(t), cos(t), sin(2t), cos(2t), sin(3t), cos(3t) }.

Als Funktion, die wir approximieren mdchten, nehmen wir

wn={3 P iEn T

Als ersten schauen wir uns die Basis an und konstruieren eine
Orthonormalbasis von W. Wir setzen

v =1, v; =sin(t), v, = cos(t)

v3 =sin(2t), vy = cos(2t), wvs =sin(3t), ve = cos(3t).
Man kann zeigen, dass diese Funktionen tatsichlich schon or-
thogonal beziiglich des L2-Skalarproduktes sind. Um eine Ortho-

normalbasis von W zu erhalten, miissen wir die Funktionen nur
normieren. Hierfiir kann man berechnen

27

loo]| = /1dt T
0
und firk=1,2,...
27 27
/sin(kt)zdt = /cos(kt)Zdt = TI.
0 0

Wir bekommen |[|v]| = /7 fiirj = 1,...,6. Also bilden die
wo, . .., we definiert durch

wy = \/%, wy = ﬁsin(t), wy = ﬁcos(t)
w3 = ﬁ sin(2t), wy = ﬁ cos(2t), ws= ﬁ sin(3t), we = ﬁ cos(3t)
eine Orthonormalbasis von W. Die Bestapproximation von u in

W ist

Py (u) = ) _(wi, u)w;.

M-

i=0
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Erinnere: u(t) = 0fir0 < t < m,

Wir berechnen die Skalarprodukte
u(t) =1firm <t <2m.

N
R

(o) = [ e = U = /5.
o

(wy,u) = /ﬁsin(t)dt = [—ﬁ cos(t)‘j:T - _%,
g 2

(wp, u) = /ﬁcos(t)dt = {ﬁ sin(t)’t;I =0,
o

(ws, u) = /% sin(2t)dt = [ Z\F c:os(21t)’2;r7I =0,
: |

(wg,u) = /% cos(2t)dt = [2\F s1n(2t)):n =0,
P

(@) = [ Jpsinna = [~ cos0] L, = =3
: |

(we, u) = /%cos@t)dt { rsm(?)t) th =0.
T

Die Bestapproximation ist also

— JTwn — 2 — 2
—\/ZW() ﬁwl 3ﬁW5
T

5\/% — %ﬁ sin(t) — ﬁ% sin(3t)
=1 — 2Zsin(t) — 2 sin(3t)

1 aNEVA

08
06|
04 |

02|

>

O J 2

Beachte: Wir haben nebenbei auch die Bestapproximation in den
Unterrdiumen Wy = Spann{wy}, W, = Spann {wy, w1, w,} und
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Wy = Spann {wy, w1, wy, w3, w4 } berechnet; wir miissen die Sum-
me nur entsprechend frither abbrechen:

Py,(u) =1, Pw,(u) =% — 2sin(t), Pw,(u) =% — 2sin(t).

Analog kann man ausrechnen, dass die Bestapproximation an
1 im Raum

Spann ({cos(kt) | 0 < k < K} U {sin(kt) |1 < k < K})

gegeben ist durch

\}' A~

’A "’ P/ A/ A"
WSS o
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22 Konstruktion von Drehungen und Spiegelun-
gen und die QR-Zerlegung

Orthonormale Matrizen lassen sich als Kompositionen von Dre-
hungen und Spiegelungen zusammensetzen. Wir beschiftigen
uns jetzt damit, spezielle Drehungen und Spiegelungen zu kon-
struieren und benutzen sie, um lineare Gleichungssysteme mit
Hilfe einer weiteren Matrix-Zerlegung zu l6sen.

Drehungen in hoheren Dimensionen werden oft durch einfa-
che Drehungen in 2-dimensionalen Koordinatenebenen zusam-
mengesetzt. Fiir 1 <7 < k < n sind diese durch die Matrizen

1 0

cos(a) -+ +++ -+ —sin(a)

Sin'(,x) COS.((X)

0 1
gegeben (wobei der erste cos(«)-Eintrag in der i-ten Zeile und der
zweite in der k-ten Zeile stehen soll). Diese Drehung dreht den
R"™ in der 7, k-Ebene und diese Art von Drehungen wird Givens-
Rotation genannt.

Als elementare Spiegelungen des R" lassen sich Spiegelungen

an Hyperebenen verwenden. Eine Hyperebene im IR" ist ein nn — 1-
dimensionaler Unterraum und wird beschrieben durch

@t = {felR"\wazo}

wobei man iiblicherweise @ normiert (d.h. ||@||2 = 1). Der Vektor
@ ist also ein Normaleneinheitsvektor der Hyperebene @. Um
die Spiegelung an @ zu konstruieren, erginzen wir @ zu einer
ONBdes R": (@1, ..., W,) mitw; = @ und &; Lw firj =2,...,n.
Bei einer Spiegelung an @' wird ein

n
X=) 7w
i=1
auf
n
H(X) = =@ + Z’)’iwi =X—271W =X —27@.
i=2
abgebildet.
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Da (@y) eine Orthonormalbasis ist, wissen wir 1 = (X, W) =

(@, X). Wir bekommen
H(X) = ¥ — 2(®, )@ = ¥ — 20" X = (I — 20w ).
Wir definieren:
Definition 22.1. Die Spiegelung des R” an der Hyperebene @"
mir ||@||, = 1 wird durch die Matrix
H:= 1, — 200"

beschrieben, man nennt solche Matrizen auch Householder-Matrizen.

Satz 22.2. Ist H eine Householder-Matrix, so gilt

(a) H?> = I,

() H' = H

() H'TH = HHT = I,
Beweis.

(a) H? = HH = (I, —2@w") (I, —2@0w") = I, — 4wd" +4w @'

L.
(b) HT = (I, —2@w")T = I, — 20w’ = H.
(c) Mit den ersten beiden Punkten folgt H'H = H? = I,,.

O
Satz 22.3. Sind X, € R" mit X # i und ||X||2 = ||¥/||2, so gibt es
eine Householder-Matrix H, mit HX = ij und dieses H ist von der Form
H =1, 200" mit® = (¥ —7)/||% — i

Beweis.

Aus H = I, — 2@@" und HX = i folgt

Wir formen um zu X — ij = 2(@, X)@ und sehen, dass @ ein Vielfa-
ches von X — i/ sein muss also @ = y(X¥ — ). Da |w||» = 1 gelten
muss, folgt v = £——— E=m ” . Wir setzen ein, um zu iiberpriifen, ob

das positive Vorzeichen das richtige ist: Da ||Z|3 = |[|y||? gilt,

folgt 2(¥ — i, X) = 2|[x[13 — 2(%, %) = %3 —2(%,§) + 7l3 =
| X — 7||3 und daher ist

2(w, X)w =
O
Man kann orthonormale Matrizen benutzen, um lineare Glei-

chungen zu l6sen. Eine Methode dafiir ist QR-Zerlegung:
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Satz 22.4. Essei A € R™*" mit m > n. Dann existiert eine orthonor-
male Matrix Q € R™*™ und eine obere Dreicksmatrix R € R"™*", so
dass A = QR.

Beweis.

Wir beweisen diesen Satz konstruktiv und geben einen Algorith-
mus zur Konstruktion von Q und R an: Es sei d; die erste Spalte
von A. Wie definieren a; so, dass und |aq| = ||@1||2 und dass das
Vorzeichen von w; umgekehrt zum ersten Eintrag in 4 ist (hier
und spiter im Algorithmus wenden wir die Konvention an, dass
das Vorzeichen negativ ist, wenn der Eintrag in 4; Null ist). Wir
suchen eine Householder-Matrix H; € R™*" mit der Eigenschaft,
dass

My ke X

0
HyA =
A

0
Die Matrix Hy muss also Hd; = a1¢) erfiillen. Nach dem vorigen
Satz und der Randbemerkung zu Definition 22.1 wird dies geleistet
o =T
durch Hl = Im - 2% mit ZT)l = ﬁl - leé’l.
2
Die Matrix Aj; ist von der Gréfle (m — 1) x (n — 1) und so
lange m — 1 > 1 ist, fahren wir wie im ersten Schritt fort: Es
sein @, € R™~! die erste Spalte von A, und &, so, dass |ay| =
||@2||2 und das Vorzeichen von a; ist umgekehrt zu dem des ersten
Eintrags in . Setze Wy = @, — &) (beachte: Hier ist &; € R~ 1),
Hby = L1 — 2@ /||@y||3 und

1
H, = < ) e RMXm,
H;

Dann ist

10 0 R * w1k

0 0 0 [4%) *
HH1A = | . . =1 .

: Hj} : A, : 0

0 0 0 O

So fahren wir weiter bis Schritt t = min(m — 1,2) fort, bis wir eine
obere Dreicksmatrix

R=H; - HA

erreichen. Da die H; alle orthonormal und symmetrisch sind,
bekommen wir die QR-Zerlegung als

A=H;---HiR.

———

=Q
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Einige Bemerkungen zur QR-Zerlegung:

« Mit Hilfe der QR-Zerlegung kann man konsistente iiber-
bestimmte Gleichungssysteme l6sen: Hat man einen Sys-
tem AX = b und eine QR-Zerlegung, dann ist das System
QRX = bund da Q orthonormal ist, folgt R¥ = QTE. DaR
eine obere Dreiecksmatrix ist, lisst sich nun ablesen, ob es
Losungen gibt, und sie lassen sich durch Riickwirtseinsetzen
bestimmen.

« Man kann den Speicheraufwand der QR-Zerlegung reduzie-
ren: Da die obere Dreiecksmatrix von der Form

R= <§> mit R € R"*"

ist,definiert man Q € R”*" indem man die ersten  Spalten
von Q in Q schreibt. Dann gilt

A

R R .
Da die Spalten von O orthonormal sind, gilt OTO = I, und
AR = bist dquivalent zu R¥ = QTb.

Beispiel. Wir betrachten die Matrix

2 4 -4
A=11 1 3
2 -3 0

Die Norm der ersten Spalte ist ||d1], = v4+1+4 =3undda

der Eintrag 2 links oben positiv ist, ist #; = —3. Daher nehmen
wir
5
w=d1+36=1(1
2

und wegen ||@1 |53 =25+ 1 +4 = 30 ist

o T 25 5 10 .
i s W 2 — 1 14 2
S AR AR B O L
2 25 5 4 -z -2 4
Das ergibt
-3 -1 2
HA=|(0 o %
12
0 -5 %
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Wir bekommen

aa=(

-5

16
1

12)
5

Hier ist die Norm der ersten Spalte 5 und der erste Eintrag ist 0,
daher ist (nach unserer Konvention)

. 0 s 5
Wy = (_5> + 561 = <_5> .

Das gibt
ST
W W
Hy=L-2-—2=1
@213
Also ist
H, =
und wir bekommen
1 00 -3
HHIA={0 0 1 0
010 0

2

TR0

-1
0
-5

Die Matrix Q bekommen wir als

~2 _1

1 14
Qi=HH=|-3 13
_z _2

3 15

Mit diesen Matrizen gilt A = QR.
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23 Lineare Ausgleichsprobleme

Bei der Ausgleichsrechnung geht es um die Anpassung von Para-
metern an Messdaten. Anfang des Jahres 1801 beobachtete Gui-
seppe Piazzi einen neuen Himmelskoérper und vermutete, dass
es sich um einen neuen Planeten handeln konnte. Es konnte nur
wenige Daten aufnehmen (Wolkennichte verhinderten mehr Auf-
nahmen) und publizierte diese. Carl-Friedrich Gaufl bemerkte die
Publikation und wollte herausfinden, ob es sich um einen Plane-
ten oder einen Kometen handelte. Erstere haben eine elliptische
Bahn, zweitere eine eher parabolische Bahn. Er nahm an, dass es
eine elliptische Bahn war und wendete die Methode der kleinesten
Quadrate an, um die Parameter der Bahn aus den Messdaten zu
ermitteln. Tatsichlich konnte das Objekt gegen Ende des Jahres

1801 auf Grund seiner vorhersagen wieder entdeckt werden. Es handelte sich um einen ,Planetoi-
Eine Ellipse in der Ebene ist die Menge aller Punkte (x,y), die :Z:nt(';l?r'gplanet) der heute Ceres ge-
der Gleichung '
2 . v :
a2z = br

fiir Parameter a, b geniigen. Liegen zwei Messungen x1 = x (1),
y1 = y(t1) und x, = x(t2), y2 = y(f2) zu verschiedenen Zeitpunk-
ten vor, so kénnte man die Parameter « = 1/4% und f = 1/b? aus
dem Gleichungssystem

Aber Achtung: Jede Messung ist mit einem (ggf. kleinen) Fehler
behaftet. AufSerdem hat man hiufig mehr Messungen als man fiir
die Losung des System benotigt (hier mehr als zwei). Welche soll
man nehmen?

Wir betrachten eine (als bekannt angenommene) Funktion f,
die von Parametern x1, ..., x, abhingt und die einen Zusammen-
hang zwischen zwei Gréflen f und y beschreibt, also f (£, x1, ..., x,) =
y. Es seien (t;,y;),i =1,...,m Messwerte bekannt, wobei m > n
gelten soll (ggf. ist m sehr viel grofler als n). Wir fragen uns: Wie
kann man die Parameter aus dem (ggf. nichtlinearen) System

N

f(ti/x1/~--/xn):yi, i=1,...,m

bestimmen oder wenigstens schitzen? Eine Losung des Gleichungs-
systems kénnen wir im allgemeinen (auf Grund von Messfehlern)
nicht erwarten.

Stattdessen, versucht man, die Residuen

ti= f(ti, x1,...,Xn) — Vi

so klein wie moglich zu machen. Hierfiir gibt es viele Moglichkei-
ten, z.B.: Bestimme die Parameter x1, ..., X, so, dass
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(a) die Summe der Quadrate, also ||7||3 = Y./, r? méglichst klein
wird. (Methode der kleinsten Quadrate - Method of least squa-
res)

(b) die Summe der absoluten Abweichungen ||7||; = }_j,|r;| mog-
lichst klein wird. (Least absolute deviations)

(c) die grofite Abweichung ||7||cc = maxj<j<,|7;| moglichst klein
wird. (Tschebyscheff-Ausgleichsrechnung)

Wir untersuchen nur die Methode der kleinsten Quadrate und
nehmen an, dass die Funktion f linear beziiglich der Parameter
X1,...,Xy, ist.

Beispiel. Gegeben seien Messwerte (t;, ;) und wir mochte den Ver-
lauf durch eine Ausgleichsparabel y = ¢ + 1t + cot? beschreiben.
Unsere Funktion ist also

f(t;co,c1,62) = co + c1t + cat?.

In diesem Fall ist die Funktion linear in den Variablen ¢, ¢1, ¢s.

Ist f(£x1,...,%,) linear in den Parametern, so gilt

n

flxy,. ..., xp) = ijfj(t)

j=1
mit Funktionen f] Die Residuen sind also
n
ri=)_ filt)x; — yi.
j=1

In Matrix-Schreibweise ist das

filtt) - fu(t) X1 " r
: : =1 :1=1]:]~0.
fl(tM) fn(tm) Xn Ym "m

—A

Definition 23.1. Es sei A € R™*", m > n mit Rang(A) = n und
b € R™. Das lineare Ausgleichsproblem sucht einen Vektor ¥ € R”,
so dass || A% — b||, (bzw. fquivalent || A% — EH%) moglichst klein
wird. Der Vektor (%) := AX — b heifit Residuum und ||7(¥) |5 heifdt
Zielfunktion.

Um die Zielfunktion zu minimieren, suchen wir einen Punkt
X in dem sich die Zielfunktion unter kleinen Anderungen nur
vergrofiert. Wir betrachten also eine kleine Anderung A%, d.h. wir
betrachten

(X + AX) = A(F + AX) — b = 7(%) + AAX.
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Fiir die quadrierte Zielfunktion gilt dann

|7(% + AX)|]3 = (7(%) + AAX, 7(%) + AAX)
X),7(%)) + 2(7(X), AAX) + (AAX, AAX)
+27(X)TAAR + || AAX||3

+2A%T(ATF(R)) + || AAR]3.
wir folgern:

(a) Gilt AT#(¥) = 0, so ist |F(¥ + A%)||3 > ||F(X) |3 fur alle A¥
und das heifdt, ¥ ist eine Losung des Ausgleichsproblems.

(b) Ist Rang(A) = n,so liefert AT7(¥) = 0 sogar ||7(¥ + AX) |3 >
|7(%)|)3 fiir alle AX # 0, d.h. X ist die eindeutige Losung des
Ausgleichsproblems.

Die Bedingung A”7(X) ist ausgeschrieben
ATF(X) =0 «— AT(AZ¥—b) =0 < ATAZ = A"D.

Definition 23.2. Das Gleichungssystem AT A% = ATb heifit Nor-
malengleichung des Ausgleichsproblems min| A% — b|,.

Die Matrix AT A ist eine symmetrische 7 x n-Matrix und hat A
Rang 7,0 ist AT A invertierbar. Das heifit, die Normalengleichung
hat auch fiir iiberbestimmte und inkonsistente Gleichungssystem
A% = b eine eindeutige Losung. Wir halten fest:

Satz 23.3. Seim > n, A € R"*" mit Rang(A) = nund b € R™.
Dann hat das lineare Ausgleichsproblem min || AX — b||, eine eindeutig
bestimmte Losung X, welche die Losung der Normalengleichung

ATAx = ATh
ist.

Bei der Losung mit dem Computer wird die Normalenglei-
chung meist nicht eingesetzt, da ihre Lésung oft instabil ist. Stabi-
ler lassen sich lineare Ausgleichsprobleme auf dem Computer mit
der QR-Zerlegung 16sen: Dazu nutzen wir folgende Eigenschaft
von orthonormalen Matrizen aus: Ist Q € R™*™, so gilt fiir alle x:
1Q%|l2 = ||%]|2 = ||QT¥||. Haben wir also A = QR zerlegt, so gilt
fur die Zielfunktion

|A% — B2 = |QRX — b||> = ||Q"QRX — Q"b||> = ||R¥ — Q"D
Da hier m > n gilt, hat R die Form

R = < R > , mit oberer Dreiecksmatrix R € R"*".

OTH7TZ><TZ
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Zerlegen wir den Vektor Qb als
QTp = <§1> mit ¢ €R", & eR"™,
2

so bekommen wir fiir das quadrierte Zielfunktional

L o R o c S, -
1A% T3 =| (0 )x— (é) 13 = IR% — &1 3 + 22l

m—nxXn

und der optimale quadratische Fehler ist also |2 ||3. Die Lésung
des Ausgleichsproblems erhilt man also durch die Losung per
Riickwirtseinsetzen in R¥ = 7).

Rechnen wir noch ein Beispiel per Hand:

Beispiel. Wir wollen eine Ausgleichsparabel durch die folgenden
Punkte legen:

-1 0 1 2

1 2 3
Unsere Ausgleichsparabel hat die Form y = co + c1f + ¢t? und
wir bekommen die Gleichungen

y1=co+ it +off =c—c1+ e =2
Yo =co+ it + oots =g =1
y3:c0+clt3+czt§:co+cl+02 =2
Ya :c0+clt4+cztﬁ =co+2c1 +4c =3

In Matrix-Schreibweise ist das Residuum also

1-1 1\ 2
st oo o[ [t
11 1 1 Cl 2|
1 2 4)22. \3
Die Normalengleichung ist also
ATA% = ATh
und wir berechnen
1 111 1 _01 (1) 4 2 6
ATA:—1012111:268
1 o14/\; 5 6 8 18
1 11 1 i 8
ATb=(-1 0 1 2 5| = 6
1014/ \3 16
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Wir miissen also losen:

4 2 6 co 8
2 6 8 ci|l =16
6 8 18 o)) 16

Wenden wir das Eliminationsverfahren auf das System

4 2 6| 8
2 6 8|6
6 8 18|16
an. Wir dividieren zuerst die erste Zeile durch zwei:
21 3|4
2 6 8|6
6 8 18|16

Jetzt ziehen wir die erste von der zweiten Zeile ab und das dreifache
der ersten von der dritten:

21 3|4
0 552
05 94

Jetzt ziehen wir die zweite Zeile von der dritten Zeile ab und be-
kommen

21 3|4
05 5|2
00 4|2

Wir 16sen durch Riickwirtseinsetzen:

4cg =2 = sz%
5¢1 +5¢c; =2 — 5c1+%:2 — cl:_llo

2c0+¢c1+3c3 =4 = 2C0—11—0—|—%:4 — COZ%-

Unsere Ausgleichsparabel ist also

y =13—0.1t + 0.5t*.

= N W s
T
!
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Hier noch ein Beispiel, das zeigt, dass die Normalengleichun-
gen instabil sein konnen: Wir betrachten die Matrix

1 1
A=1e O
0 €

fiir eine kleines €. Die Matrix hat Rang 2 (die Spalten sind linear
unabhingig). Es ist aber

11

1 €0 1+e 1
Ta —
AA_<106>82_<1 1—|-€2>

Diese Matrix kann numerisch singulir sein, nimlich dann, wenn
€ noch positiv ist, €% jedoch so klein, dass es in FlieRkommadar-
stellung schon = 0 ist.
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24 Eigenwerte und Eigenvektoren

Beispiel. Betrachten wir ein lineares dynamisches System: Zu einer
gegebenen Matrix A € R"*" und gegebenen Anfangswert x(*)
definieren wir rekursiv eine Folge

¥kt — Ax®) Kk =01,...

und fragen uns, wie wir das Verhalten der Folge ¥¥) bestimmen
konnen.
Konkret nehmen wir

_1(5 3
a=1(3 3):

Wir betrachten verschiedene Anfangswerte:

Wir beobachten, dass, abhingig vom Anfangswert, ganz verschiede-
nes Verhalten auftritt. Die ersten beiden Anfangswerte werden auf
Vielfache von sich selbst abgebildet. Der letzte Anfangswert liefert
ein nicht so einfaches Bild, scheint sich aber einem Vielfachen

1
des Vektors < 1
untersuchen wir genauer, unter welchen Umstinden Vektoren auf

Vielfache von sich selbst abgebildet werden.

) anzunihern. Um dieses Phinomen zu verstehen

Definition 24.1. Eine Zahl A € R/C heifdt Eigenwert einer qua-
dratischen Matrix A € IK"*", wenn es einen Vektor 7 € K" \ {0}
gibt, so dass A7 = A7 gilt. Der Vektor 7 # 0 heift Eigenvektor von
A zum Eigenwert A.

Die Menge

Ex(A) = {0 € K" | AT = AT}
heifit Eigenraum von A zum Eigenwert A.
Satz 24.2. Fir A € K" und A € K gilt Ey(A) = Kern(A — AL,).

Beweis.
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Es gilt

TE€ENA) < AT=A0
— (A-AL)5=0
< 7€ Kern(A—AlL).

O

Das Bestimmen von Eigenvektoren und Eigenwerten ist nicht-
lineares Problem, da die bestimmende Gleichung den nichtlinearen
Term AT enthilt. Ist jedoch ein Eigenwert bekannt, so ist das Pro-
blem, einen zugehorigen Eigenvektor zu finden linear (wie der
vorige Satz zeigt). Doch wie kann man die Eigenwerte einer Matrix
bestimmen? (Und hat iiberhaupt jede Matrix Eigenwerte?)

Satz 24.3. Es sei A € K"*". Dann gilt: A € C ist genau dann ein
Eigenwert von A, wenn gilt det(A — Al,) = 0.

Beweis.
Es gilt:
AistEWvon A <= 35 #40: (A—AL)7=0
<= dim(Kern(A — AL,)) > 1
<= A — Al, nicht invertierbar
det(A — AL, =0.

O
Definition 24.4. Die Abbildung pa(A) := det(A — Al,) heifdt
charakteristisches Polynom von A.

Das charakteristische Polynom ist tatsichlich ein Polynom:

(411 —A) ain “e ain
pa(A) = det 21 (a22 = A) : =) sign(0)dig, - - fng,,
T gESy,
i o (g — A)
wobei
5 ajk : ] 7& k
a]k ) { Lljk —A ] = K.

Wir sehen, dass jeder Summand ein Polynom in A ist und daher
ist auch p 4 ein Polynom. Der Grad des Polynoms ist #, denn der
Summand zur Permutation ¢ = id lautet (a17 — A) -+ (apy, — A)
und hat den Grad . Alle anderen Summanden haben mindestens
zwei Faktoren mit der Form Ajo; = Ajo, und haben daher héchstens
den Grad n — 2.

Wir wissen daher also:

pa(A) = (a1 —A) -+ (apy — A) 4+ Polynom vom Grad < n —2
= (=1)"A" 4+ (=1)" A" Y(ay; + - - - + ayy) + Polynom vom Grad < n — 2.
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Mit dem Fundamentalsatz der Algebra bekommen wir:

Satz 24.5. Eine Matrix A € IK"*" hat hochstens n reelle Eigenwerte
und genau n komplexe Eigenwerte (wenn die Vielfachheit der Nullstelle
gezihlt wird).

Beachte: Reelle Matrizen kénnen so-
wohl reelle, als auch komplexe Eigen-
werte haben!

Py (A) = det(l, — Aly) = det((1 — A)L,) = (1— A)"det(L,) = (1— A)".

Beispiel. 1. Fiir die Matrix I, gilt

Die Matrix hat also nur den Eigenwert 1, diesen mit der Viel-
fachheit n. Auflerdem ist jeder Vektor 7 # 0 ein Eigenvektor
und es gilt E1(I,) = K"

2. Die Diagonalmatrix

D= ..
0 d,
hat das charakteristische Polynom pp(A) = (d1 — A) - - - (dy —

A) und somit die Eigenwerte d, . .., d,. Die Eigenvektoren
zu d; sind die Vektoren ce; mit Faktoren ¢ # 0.

3. Hier eine reelle Matrix, die keine reellen Eigenwerte hat:
Wir betrachten die 2 x 2 Drehmatrix

_ (cos(B) —sin(B)
%—(mw>cm@>‘

Das charakteristische Polynom ist

pps(A) = det(Dp — ALy) = det (Cos(ﬁ) — A —sin(p) )

sin(f)  cos(B) — A
= (cos(B) — A)? + sin(B)>.
Wir setzen dies gleich Null, und rechnen
(cos(B) — A)? +sin(B)* =0
<= (cos(B) — A)? = —sin(B)?
<= cos(B) — A = £jsin(pB)
= A = cos(B) + jsin(B) = e*/P.
Die Eigenwerte sind also die beiden komplexen Zahlen Ay =
ePund A, = e /P,
Jetzt, wo wir die Eigenwerte kennen, konnen wir die Eigen-
vektoren berechnen: Dazu miissen wir Vektoren im Kern
von Dg — Ay /2 bestimmen. Fiir Ay rechnen wir
(Dg — Mb)7 =0
s (08)~ c5p) i) )=
sin(p) cos(p) — (cos(p) + jsin(B))
—jsin(p) —Sin(ﬁ)) (1) _ 5
— . . 0/ =0
( sin(B)  —jsin(p)
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Wir wissen, dass die Matrix links den Rang 1 hat (sonst wi-
re A1 kein Eigenwert) und miissen also nur die erste Zeile
betrachten:

—jsin(B)ol! — sin(B)ol”) = 0.

Wir konnen einen Eintrag von (1) frei wihlen und entschei-

den uns fiir vgl) = —j. Dann folgt fur vgl)

—jsin(B)ol” + jsin(B) =0,

also Ugl) = 1 und wir bekommen als einen Eigenvektor

(der Eigenraum E,, ist der von diesem Vektor aufgespannte
Unterraum).

Analaog berechnet mal als einen Eigenvektor zu A,

52 — <1> .
]

Satz 24.6. Es seien 71, ..., 7 Eigenvektoren von A zu verschiedenen
Eigenwerten Ay, ..., A; (d.h. Ay # Ay fiir k # m). Dann sind die
Vektoren (Ty )y linear unabhdbgig.

Beweis.

Um dies zu beweisen, benutzen wir die Technik der vollstindigen
Induktion:

Fiir den Fall m = 1 gilt die Behauptung, da ein Eigenvektor 7;
per Definition # 0 ist und daher linear unabhingig. (Dies war der
sogenannte Induktionsanfang.)

Zeigen wir jetzt, dass die Behauptung im Fall m + 1 gilt, wenn
sie fiir dem Fall m gilt. (Dies ist der Induktionsschritt. Mit ihm
kénnen wir vom Induktionsanfang (m = 1) auf dem Fall m +
1 = 2 und von immer weiter auf die Fille 3,4, ..., schlieflen.)
Um etwas Schreibarbeit zu sparen, nehmen wir also an, dass die
Behauptung fiir dem Fall m — 1 (anstatt gelte. Wir betrachten die
Linearkombination

N m
0= szﬁi. (*)
i=1

Wir multiplizieren diese Gleichung mit A und benutzen, dass die
¥; Eigenvektoren sind:

a;\iT;

s

Il
—_

R m
0= Z ociAz_J} =
i=1
Wir nehmen die Gleichung (*) mit A, mal, ziehen sie von dieser
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Gleichung ab, und bekommen

0=

m m—1
i=1

Dcl'<)tl‘ — /\m)f_fl = Z ai()ti — /\m)ﬁz
i=1

Da nach unserer Annahme die Vektoren 7y, ..., 7,,—1 linear unab-
hingig sind, folgt
aj(Aj—Ap) =0, fiirallei=1,...,m—1

und da die A; alle verschieden sind, folgta; = 0 furi =1,...,m —
1. Damit wird (*) zu 0 = &,,0,, und wegen 7,, # 0 folgt auch
Ky = 0. |:|

Schauen wir uns noch einmal das Beispiel vom Anfang des
Abschnitts an: Die Matrix

5 3
A= (3 5)

hat das charakteristische Polynom p4(A) = (% — /\)2) — (%)2

und damit die Nullstelle A = % + %, also Ay =2, A, = % Also
zugehorige Eigenvektoren konnen wir zum Beispiel die Vektoren

() =)

nehmen. Jetzt konnen wir verstehen, wie sich die Iteration verhilt:
Da unsere Eigenvektoren eine Basis bilden, konnen wir jeden
Anfangswert #(©) darstellen als

O = 513, + ayh.
Es folgt

70 — A=) — aa7*k2_ 4... A0
A AT + apty)

A A(a ATy + ap AT)

A Al AT1 + apAp0s)

0(1/\If51 + 0(2)\]552.

DaA; =2und A, = % gilt, sehen wir, dass der Anteil von %(0),
welcher zu ¥, gehért, gegen Null geht und die Folge ¥(¥) sich tat-
sichlich einem Vielfachen von ¥ nihert.
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25 Diagonalisierbarkeit

Eigenwerte haben etwas mit dem Normalformenproblem fiir Selbst-
abbildungen zu tun! Das Normalformenproblem fiir quadratische
Matrizen A € K"*" ist: Finde eine Basis ¥y, . . ., U, des K", so dass
die Matrixdarstellung der Abbildung T(X) = AX beziiglich dieser
Basis moglichst einfach ist.

Betrachten wirnun den Fall, dass es zu A eine Basis (74, . .., ¥)
aus Eigenvektoren gibt. Dann gilt ja A7; = A;7; und wenn wir die
¥U; spaltenweise in eine Matrix S € K"*" schreiben, bekommen
wir

AS=A(T - Ty) = (AT - AB) = (MT1 - AuTy).

Die rechte Seite lisst sich mit Hilfe einer Diagonalmatrix auch
schreiben als

(/\151 /\ngn):(gl 77;1)

Wir haben in diesem Fall also AS = SB und da S invertierbar ist,
haben wir

B=S"1AS.

In diesem Fall gibt es also eine Basis (nimlich eine aus Eigen-
vektoren), so dass A beziiglich dieser Basis als Diagonalmatrix
dargestellt wird!

Definition 25.1. Eine quadratische Matrix A € K"*" heifdt diago-
nalisierbar, wenn es eine invertierbare Matrix S € K"*" gibt, so
dass B = S™1AS eine Diagonalmatrix ist.

Unsere Argumentation oben funktioniert auch andersherum
und wir kénnen festhalten: Ist A diagonalisierbar, so bilden die
Spalten von S eine Basis aus Eigenvektoren und die zugehorigen
Eigenwerte stehen auf der Diagonalen von B.

Aus Satz 24.6 kénnen wir ein einfaches Kriterium herleiten,
was Diagonalisierbarkeit garantiert:

Satz 25.2. Hat eine Matrix A € K"*" n verschiedenen Eigenwerte, so
ist sie diagonalisierbar.

Die Umkehrung gilt nicht: Die Einheitsmatrix I, ist diago-
nalisierbar (selbst diagonal), hat aber nur den einen Eigenwert
1.

Hier ein einfaches Beispiel einer nicht-diagonaliserbaren Ma-
trix:
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Wir haben ibrigens gezeigt: Eine Ma-
trix ist genau dann diagonalisierbar,
wenn es eine Basis aus Eigenvektoren
gibt.
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Beispiel. Wir betrachten die Matrix

11
()
Das charakteristische Polynom ist

pA(A):det(laA 1iA> —(1- A

und daher ist 1 der einzige Eigenwert. Bestimmen wir nun den
zugehorigen Eigenraum, d.h., wir suchen 7 so, dass (A — I,)7 = 0,

also den Kern von
01
(A—ADL) = <O 0> .

Wir sehen, dass der Kern vom Vektor ¢; aufgespannt wird und die
Dimension 1 hat. Da es keine weiteren Eigenwerte gibt, kann es
keine Basis aus Eigenvektoren geben und A ist nicht diagonali-
sierbar.

Definition 25.3. Es sei A ein Eigenwert von A.

(a) Die Vielfachheit von A als Nullstelle von des charakteristischen
Polynoms p 4 heifSt algebraische Vielfachheit von A, geschrieben
alsa(A).

(b) Die Dimension des Eigenraumes E (A ) heifSt geometrische Viel-
fachheit von A, geschrieben g(A).

Wir erinnern daran, dass zwei Matrizen A und B dhnlich hei-
fen, wenn es ein S gibt, so dass B = S—1AS.

Satz 25.4. (a) Sind zwei Matrizen dhnlich, so haben sie das gleiche cha-
rakteristische Polynom, also auch die gleichen Eigenwerte mit den
gleichen algebraischen Vielfachheiten.

(b) Sind zwei Matrizen dhnlich, so sind auch die geometrischen Vielfach-
heiten gleich. Genauer: Ist B = S~1 AS so gilt:

Tist EVvon A zum EW A <= S '@ ist EVvon B zu EW .
Beweis.
(a) Wegen I, = S~1S folgt

pp(A) = det(B — AL,) = det(S"1AS — AS™1S)

= det(S71(A — AL)S) = det(S7!) det(A — AL,) det(S)

~—

=1/ det(S)
= det(A — AL,) = pa(A).

(b) Wir multiplizieren die Eigenwertgleichung fiir @ mit S~! und
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Mit anderen Worten: Das charakteris-
tische Polynom, die Eigenwerte und
deren algebraische und geometrische
Vielfachheit sind invariant gegeniiber
Koordinatentransformationen. Die Ei-
genvektoren hingegen nicht.



08.02.2022, VL 25-3

nutzen wieder SS—! = I,;;

AT =\0 < S 1ASS 15 =AS"1%
— B(S7'9) = A(S71%).

O

Satz 25.5. Fiir einen Eigenwert A einer n X n-Matrix A gilt immer
1< g(Ao) <a(rg) <n.

Beweis.

Die Ungleichung 1 < g(A) folgt, da die Matrix A — AgI, nicht
invertierbar ist, und daher einen Kern mit Dimension > 1 hat.
Die Ungleichung a(Ag) < n folgt daher, dass das charakteristische
Polynom den Grad #n hat. Fiir die mittlere Ungleichung betrach-
ten wir einen Basis (7, ..., U) des Eigenraums E, (A) (d.h. wir
haben angenommen, dass ¢(Ag) = k gilt). Wir ergiinzen diese zu
einer Basis (71, ...,7,) des ganzen K" und schreiben diese Basis
spaltenweise in S. Mit dieser Matrix gilt dann fiir ein R

AS = (AgBy -+ AoGc ATy - AD)
Ao 0
.. *
—-s| 0 Ao
0 R
also gilt
Ao 0
. %
B:=51As=[_0 Ao
0 R

Die Matrix B hat nach dem vorigen Satz das gleiche charakteristi-
sche Polynom wie A, d.h. wir haben

pa(A) = pp(A) = (A — o)  det(R — AL, ).

Damit ist Ay eine Nullstelle mit Vielfachheit mindestens k was die
Behauptung zeigt. O

Satz 25.6. (a) Im komplexen gilt: Eine Matrix A € C"*" ist genau
dann diagonalisierbar, wenn fiir alle Eigenwerte die geometrische und
die algebraische Vielfachheit iibereinstimmt.
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(b) Im reellen Fall gilt: Ist A reell und diagonalisierbar und sind alle
Eigenwerte reell, dann sind auch alle Eigenvektoren reell.

Beispiel. Wir betrachten die Matrix

3 2 0
A=1-3 -2 0
-3 =31

und berechnen das charakteristische Polynom durch Entwicklung
der Determinante nach der letzten Spalte

3—-A 2 0
pa(A) =det(A—A) =det| -3 —-2—-A 0
-3 -3 1-A

= (1—A)det (3__3)‘ _22_ A)

=1-A)(B=A)(-2-21)=2(=3))=(1-A) (-6 —A+A*+56)
= (1= (=A+AY) = (1 =AN)A(=14A) = —(1—1)?A.

Wir konnen die Nullstellen und die Vielfachheiten jetzt ablesen:

/\1 = 0, a(/\l) =1
)\2 = 1, El()LQ) =2.

Bestimmen wir jetzt Eigenrdume:
Eyo(A) = Kern(A — 0I3) = Kern(A).

Mit dem Eliminationsalgorithmus bekommen wir:

3 2 0]0 3 2 010
-3 -2 00|~ 0 0 0]0
-3 -3 110 0 -1 110

und wir bekommen einen Vektor 7' im Kern (d.h. einen Eigenvek-
tor zu Eigenwert 0) in dem wir v} = ¢ setzen und aus der letzten
Zeile v} = o und aus der ersten Zeile v} = —20 bekommen. Fiir
einen ganzzahligen Eigenvektor wihlen wir o = 3, also

Fiir den Eigenwert A = 1 gehen wir entsprechend vor und bestim-
men 7? so, dass (A — I3)3% = 0:

0

0 |.

0
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Die Losungsmenge ist zweidimensional, und besteht aus den Vek-
toren der Form

und wir wihlen

-1 0
=1, #%=10].
0 1

Insgesamt ist (271, 6’%, 5%) eine Basis des R3 aus Eigenvektoren und

wir schreiben sie spaltenweise in die Transformationsmatrix

-2 -1 0
S=@,%,%)=3 1 0
3 0 1
Die Inverse hierzu berechnet man als
1 1 0
sSl=1-3 -2 0
-3 -3 1
Wir iiberpriifen noch
1 1 0 3 2 0 -2 -1 0
S'AS=1-3 -2 0] ([-3 -2 0 3 1 0
-3 -3 1 -3 -3 1 3 0 1
1 1 0 0 -1 0 0 00
=1-3 -2 0 0O 1 0]=(1010
-3 -3 1 0 0 1 0 01
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26 Symmetrische/hermitesche Matrizen und die
Hauptachsentransformation

Erinnere: Das komplexe Standardskalarprodukt und die zugeho-
rige Norm sind

i[z‘f:Zuvz, 13l = +/(7,7) = 1/ ]vl|2

Fur 7 € C" bezeichnen wir (evtl. etwas missverstindlich) mit
* € C*" den konjugiert-transponierten Vektor und mit A* die
konjugiert-transponierte Matrix. Wir nennen A hermitesch, wenn
A* = A gilt und unitir, wenn A*A = AA* = I, gilt.
Aus der Definition des Skalarproduktes und der konjuguiert-
transponierten Matrix folgt

(i, AU) = ii" (A7) = (I"A)T = (A%ii)*7
= (A"il, 7).
Ist A reell und hermitesch, so ist A symmetrisch.
Satz 26.1. Fiir eine hermitesche Matrix A € C"*" gilt:
(a) Die Eigenwerte von A sind reell.
(b) Eigenvektoren von A zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal.
Beweis.
(a) Ist 7 € C" ein Eigenvektor zum Eigenwert A € C, so gilt
A|F|1? = A3, 3) = (3,AT) = (T, AT)
= (A"0,7) = (AU, ¥) = (A7, 7) = A™ (7, D)
= A"|g)?
und da 7 # 0 gilt, folgt A = A*, also A € RR.

(b) Es gelte AT = AGund A@® = @ mit A # pund 7, @ # 0. Mit
(a) folgt (da A, u reell)

(A = p) (0, @) = (A, @) — (I, p@

Satz 26.2 (Hauptachsentransformation). Jede hermitesche Matrix
A € C™"*" ist unitdr diagonalisierbar, d.h. es existiert eine unitire Matrix
S (deren Spalten Eigenvektoren enthilt), so dass S™'AS = A mit reeller
Diagnoalmatrix A (auf deren Diagonale die Eigenwerte von A stehen).
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Da S unitér ist, gilt S—1 = §* und wir
kénnten auch S*AS = A schreiben.
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Ein paar Bemerkungen zu dem Satz:

1. Aus dem Satz zur Hauptachsentransformation folgt im reel-
len Fall: Ist A € R™*" symmetrisch, so ist A orthonormal
diagonalisierbar, d.h. es existiert eine orthonormale Matrix
S € R™" sodass STAS = A gilt mit reeller Diagonalmatrix
A.

Da wir einen normierten Eigenvektor ¥ als Spalte von S auch
durch —7 ersetzen kénnen, kénnen wir sogar det(S) = 1
fordern, d.h. die Matrix S kann immer als Drehung gewihlt
werden.

2. Der Satz zur Hauptachsentransformation bleibt giiltig, wenn
A nur A*A = AA* erfiillt (solche Matrizen nennt man
normal). Allerdings miissen die Eigenwerte von A in diesem
Fall nicht mehr reell sein.

Mit Hilfe der Hauptachsentransformation lassen sich quadra-
tische Polynome in mehreren Variablen untersuchen:

Definition 26.3. Eine Funktion g : R” — R der Form
- n n
q(x) =xXTAXY+b"2+c= Y ajxixi+ Y bixi+c
ij=1 i=1

mit A € R"", b € R" und ¢ € R heifdt quadratisches Polynom in
den Variablen xq, ..., x,.

Wegen der Symmetrie des Skalarproduktes gilt
¥TAX = (% AX) = (AT%, %) = (¥, ATX) = ¥TATx.
Es folgt
'A% = 2T (44A0)x

und daher kénnen wir ohne Einschrinkung annehmen, dass die
Matrix A in einem quadratischen Polynom symmetrisch ist.

Die Nullstellenmenge eines quadratischen Polynoms, also die
Menge

{xeR"[¢(%) =0},

nennt man Quadrik.

Beispiel. Wir betrachten

A:<g 5), b=0, c=-1,

d.h. das quadratische Polynom ist

q(X) = ax? +2Bx1x0 + x5 — 1.

Version vom 24. Februar 2022 | WiSe 2021/22 124

Man kann uibrigens jede quadratische
Matrix A in eine Summe aus einer sym-
metrischen und einer schiefsymmetri-
schen Matrix zerlegen (eine Matrix B
heifit schiefsymmetrisch, oder auch an-
tisymmetrisch, wenn BT = —B gilt).
Die Zerlegung ist einfach A = 1(A +
AT)+3(A—-AT).
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Wir untersuchen die Eigenwerte der Matrix. Diese hat die beiden Wir kénnen einezgegEbenes P°|>;n0m
Eigenwerte p(x1,x2) = axi +bxxp +cx5+c¢
g immer wie folgt in Matrix-Schreibweise
_ oty (a—y . .
)\1/2 = + S + ’32) ausdriicken:
. . " . o - . a  b/2
Die beiden zugehérigen Eigenvektoren @' und @? rechnen wir p(xr,x2) = x" (b /2 ¢ ) x+e

nicht aus, doch wir wissen, dass sie orthonormal gewihlt werden
kénnen. Wir setzen S = (@' @?) und Z = S~'¥ = ST¥, also gilt
X = SZ. Damit ist

q(%) =" (g fi) ¥—1=2TsTAsz —1=2Ts1457 — 1

und wegen S1AS = diag(Aq, A2), folgt
g(%) = 2" diag(M1, A2)Z — 1 = hazf + 122" — 1.

Die Transformation von g durch die Substitution ¥ — Z nennt
man Hauptachsenstransformation des Polynoms.

Wir interpretieren die Situation geometrisch, indem wir die
Quadrik {¥ € R? | q(¥) = 0} betrachten. Diese lautet ax? +
bx1xy + cx% — 1 = 0 und es ist auf den ersten Blick nicht klar,
welche geometrische Form sie hat. In den neuen Koordinaten Z
wird diese zu

Mzi4+ Az —1=0

und dies nennen wir die Normalform der Quadrik. Formales Auf-

16sen nach z, gibt
_ 1 M2
Z2_i‘/)\2 2T

Die Form der Losungsmenge hingt von den Vorzeichen von 1/ A,
und Ay /Ay ab: Es gilt:

1. Ay, Ay > 0: Hier ist der Ausdruck unter der Wurzel nur fiir
|z1| < 1/+/A1 nicht negativ und C ist eine Ellipse:

X2

1/
\ 21

N
N

|

2. Ay < 0, A, > 0: Hier ist der Ausdruck unter der Wurzel
immer positiv und C ist eine Hyperbel

Version vom 24. Februar 2022 | WiSe 2021/22 125



14.02.2022, VL 26-4

X2

X1

(Im Fall A; > 0 und A, < 0ist die Hyperbel in die andere
Richtung offen.)

3. A1 > 0, A, = 0: C besteht aus den beiden Geraden z; =
+ VA
4. A, Ay < 0: Hier ist C leer.

Da eine symmetrische Matrix nur reelle Eigenwerte hat, kon-
nen wir definieren:

Definition 26.4. Eine symmetrische Matrix A € R"*" heifit:

positiv definit : <= alle Eigenwerte > 0

positiv semidefinit : <= alle Eigenwerte > 0

negativ definit : <= alle Eigenwerte < 0

negativ semidefinit : <= alle Eigenwerte < 0
indefinit : <= Es gibt Eigenwerte > 0 und < 0.

Satz 26.5. Fiir eine symmetrische Matrix A € R"*" sind dquivalent:
(a) A ist positiv definit.

(b) Fiir alle ¥ € R", % # 0 gilt XT A% > 0.

(c) Firallek=1,...,ngilt

air - Mk
det | : | >0
g1 - gk
(d) A hat eine Cholesky-Zerlegung A = LDL" mit einer normierten

unteren Dreiecksmatrix L und eine Diagonalmatrix D mit positiven
Eintrdgen auf der Diagonale.
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27 Die Jordansche Normalform

Da nicht alle Matrizen diagonalisierbar sind, stellt sich die Frage
nach einer allgemeinen Normalform fiir quadratische Matrizen.
Wias ist also die einfachst mégliche Form fiir S~' AS fiir eine ge-
gebene quadratische Matrix A? Die Antwort auf diese Frage gibt
die Jordansche Normalform.

Definition 27.1. Eine Matrix der Form

Al 0
0 A 1

]: . . .
: .. o1
0 -+ --- 0 A

heifit Jordankasten zum Wert A (esistalso j; = Afiirein A, jj;1q =1
und ji; = 0 in allen anderen Fillen).

Satz 27.2. Zu jeder Matrix A € K"*" existiert eine invertierbare (qqf.
komplexe) Matrix S, so dass

J1 0
STIAS =] = , wobei |; Jordankasten zum Wert A;.

0 Jr

Die Matrix | heifst Jordansche Normalform von A. Sie ist, bis auf die
Reihenfolge der Jordankdsten, eindeutig bestimmt. Dabei kénnen die J;
verschiedene GrofSen haben und es kann mehrere Kdsten zum gleichen
Wert A geben.

Ein paar Bemerkungen:

« Da A und ] dhnlich sind, haben sie die gleichen Eigenwerte
und daher sind die Werte A4, ..., A, die Eigenwerte von A.

« Die algebraische Vielfachheit des Eigenwertes A; ergibt sich
als die Summen der Gréfien der Jordankisten zum Wert A;.

« Die geometrische Vielfachheit von A; hingegen ist die Anzahl
der Jordankisten zum Wert A;.

Wie kann man die Jordansche Normalform | einer Matrix A be-
stimmen und die Transformationsmatrix S gleich dazu? Schauen
wir uns dazu den Sonderfall an, dass ] aus nur einem Jordankasten

besteht, d.h. es gilt STAS = Jundist S = (¢ --- ¥y,) soist
AS = (A%, - AD,)
A1 0
. . 0

=S] = (% )
: . .1
0 --- 0 A

= (/\771 51 + /\52 T 7771—1 +/\T7n) .
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Wir haben also
AT = A (A= AL)? =0
AUy =T+ Ath (A= AL)T, =1t
A’(_jn — ’Z_jnfl + A’(_jyl (A - )\In)ﬁn - Z_jn_l

Wir erkennen, dass 7 ein Eigenvektor zum Eigenwert A ist. Au-
Rerdem bekommen wir durch Einsetzen fiirk =2,...,n

(A—AL)*5, =0, sowie (A—AL)" 15 #0.

Die motiviert folgende Definition:

Definition 27.3. Es sei A € K"*" und A; ein Eigenwert von A.

(a) Wir nennen g®)

.’ einen Hauptvektor k-ter Stufe zum Eigenwert
A, wenn gilt

(A= ML) =08, (A— AL e £6.

i i

(b) Eine endliche Folge 7751), ceey “Z(m) von Hauptvektoren heif$t
Hauptvektorkette, wenn gilt

(A-AL)TY =0, (A-AL)d? =3, ... (A-AL)3

und wenn die Folge nicht verlingerbar ist, d.h. wenn (A —
(m)

AL,)T = z7§m) keine Losung hat. Wir nennen dann 7, den
Hauptvektor hdchster Stufe.

Die Definition zeigt uns auch, wie wir im allgemeinen Fall der
Jordanschen Normalform die Transformationsmatrix S bestim-
men koénnen: Es ist nimlich

—(1) —(my) - -
S= 10, -0y 7,0 0,0 e Ty |
—_———
Kette zu A Kette zu A; Kette zu A,

Hier das Verfahren zur Konstruktion der Jordanschen Normal-
form: Gegeben sei A € K"*".

1. Bestimme die Eigenwerte Aq, ..., A; von A und die algebrai-
schen Vielfachheiten a(Aq),...,a(As).

2. Berechne zu jedem Eigenwert eine Basis (Tj1, ..., Tjg(1,))
des zugehorigen Eigenraumes (d.h. bestimme eine Basis
von Kern(A — A;I,)). (Die Anzahl der Basisvektoren ist die
geometrische Vielfachheit.)
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Wir kénnen schlieRen, dass (A —
AlLy)"5, = O fiir alle k und da die
eine Basis des K" bilden, folgt (A —
AL)" = 0.

Ein Hauptvektor der ersten Stufe ist ein
Eigenvektor!
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3. Ista(A;) = g(A;), so ist fiir dieses i nichts mehr zu tun. Gilt
>, so konstruiere man zu jedem 7; (k = 1, ..., g(A;)) die

zugehorige Hauptvektorenkette z_)'l(lk)

4. Alle die Vektoren aus den Hauptvektorenketten bilden dann
die Spalten der Matrix S.

Beispiel. Wir betrachten die Matrix

-1 1 1 -3 -3 -4 0
1 -2 -1 3 4 4 0
-1 1 0 -6 -8 -8 0
A= 0 0 0 2 1 1 0
o o o0 3 3 4 0
o 0 0 -3 -1 =20
o o o0 3 1 4 2

Mit etwas Aufwand lisst sich (unter Ausnutzung der Null-Blécke)
das charakteristische Polynom berechnen:

pa(A) = —(A=2)3(A+1)4

Wir haben also die beiden Eigenwerte A; = 2 und Ap
Berechnen wir Basen der Eigenriume. Es gilt

I
|
=

-3 1 1 -3 -3 —40

1 -4 -1 3 4 4 0

-1 1 -2 -6 -8 -8 0

Kern(A—-2I;))=Kem| 0 0 O 0 1 1 O
o o o0 3 1 4 0

o 0 0 -3 -1 40

o o o0 3 1 4 0

Der Rang dieser Matrix ist 5, d.h. es gibt zwei linear unabhingige
Eigenvektoren und wir nehmen

-1 0
1 0
-2 0
=11, =10
1 0
-1 0
1 1

Jetzt berechnen wir die Hauptvektorketten: Fiir ; bekommen wir
als eine mogliche Losung von (A — 21I7)7; , = ¥ den Vektor

51,2 = —1
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Die Hauptvektorkette zu @, bricht sofort ab, da (A — 2I;)@ = ¥,
keine Losung hat.

Der Eigenraum zu A, = —1ist

o 1 1 -3 -3 -40

1 -1 -1 3 4 4 0

-11 1 -6 -8 -8 0

Ken(A+I;)=Kem| 0 0 0 3 1 1 0
o 0 0 3 4 4 O

o 0 0 -3 -1 -10

o 0 o 3 1 4 3

Wieder ist der Rang 5 und wir bekommen die beiden linear unab-
hingigen Eigenvektoren

0 1
1 -1
-1 2
3=\ 0|, da=1]0
0 -1
0 1
0 -1

Berechnen wir die Hauptraumketten: Zu 3 bekommen wir aus
(A + I;)U3 = U3 zum Beispiel

—_

Usp =

OO OO

und aus (A + I7)U33 = U3 auch noch

033 =

O OO O~ OO

wonach die Hauptvektorkette abbricht. Die letzte Hauptvektorket-
te zu U4 miissen wir nicht mehr ausrechnen, da wir mit

{1,712, 02, U3,U32,033,Ua}
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schon eine Basis des R” gefunden haben. Wir setzen

S=(th Ty T TUs Tsp Us3 0a)
-1 0 0 O 1 0 1

1 0O 01 -1 0 -1

-2 0 0 -1 1 1 2

=11 -1 0 0 0 O O

1 0O 0 0 0 0 -1

-1 1 0 0 0 0 1

1 -11 0 0 0 -1

und man kann nachrechnen

210 0 0 0 O

020 0 0O 0 O

002 0 0 0 O

staAs=loo0o0 -1 1 0 o0,

000 0 -1 1 0

000 O O -1 0

000 O 0 0 -1

was die gesuchte Jordansche Normalform ist.
Wir lesen noch die algebraischen und geometrischen Vielfach-
heiten ab:

« Es gibt zwei Jordankisten zum Eigenwert 2 und daher ist
die geometrische Vielfachheit g(2) = 2.

« Es gibt zwei Jordankisten zum Eigenwert —1 und daher ist
die geometrische Vielfachheit g(—1) = 2.

« Die Summe der Gréflen der Jordankisten zum Eigenwert 2
ist 3 und daher ist die algebraische Vielfachheit a(2) = 3.

« Der Summe der Gréfen der Jordankisten zum Eigenwert —1
ist 4 und daher ist die algebraische Vielfachheit a(—1) = 4.
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