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Vorbemerkung

Dies ist das Skript zur Vorlesung ,,Hohere Analysis zur Elektro-
technik®, gehalten an der T'U Braunschweig im Wintersemester
2022. Es erhebt keinerlei Anspruch, auch ohne Besuch der Vorle-
sung verstindlich zu sein. Das Skript geht auf die Vorlesung von
Thomas Sonar im Wintersemester 2021 zuriick. Diese Version ent-
hilt mit an Sicherheit grenzender Wahrscheinlichkeit zahlreiche
Fehler; seien Sie also aufmerksam beim Lesen und melden Sie
sich bei mir, wenn Sie Fehler gefunden haben, damit ich die Fehler
korrigieren kann; alle, die nach Thnen das Skript lesen, werden es
Thnen danken.

Die Themen in diesem Semester sind gewohnliche Differenti-
algleichungen, die Laplace-Transformation, Funktionentheorie
und die Theorie der Distributionen. Auch diese Themen sind
in einigen Lehrbiichern zu hoheren Mathematik fiir Ingenieurs-
wesen beschrieben. Gewohnliche Differentialgleichungen sind
z.B. in Neher [2018]; Meyberg u.a. [2001]; Burg u.a. [2010], die
Laplace-Transformation in Meyberg u. a. [2001]; Burg u. a. [2010],
Funktionentheorie in Meyberg u.a. [2001] und Distributionen
in Burg u. a. [2010] behandelt.

Braunschweig, den 27. Februar 2023 Dirk Lorenz
d.lorenz@tu-braunschweig.de
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1 Differentialgleichungen - Einfiihrung

Viele natiirliche Vorginge werden mit Differentialgleichungen
modelliert. Dies tritt immer dann auf, wenn sich die Anderung
einer Grofle einfacher beschreiben lisst, als der absolute Wert. Da
die Anderung einer Gréfie deren Ableitung entspricht, ergeben
sich Gleichungen, die sowohl den Wert, als auch die Ableitung des
Wertes enthalten. Das einfachste Beispiel ist, wenn die Anderung
der Grofle y proportional zum Wert ist. In diesem Fall ergibt sich
die Differentialgleichung

y =ay

deren Losungen wir kennen: Die Losungen sind alle von der Form
y(t) = ey, fiiryp € R.

Es ergeben sich auch oft Gleichungen, die hohere Ableitungen
enthalten, wie zum Beispiel in Schaltkreisen: In einem Schaltkreis
mit Widerstand R, einem Kondensator mit Kapazitit C und ei-
ner Spule mit Induktivitit L ergibt sich fiir die Stromstirke I in
Abhingigkeit der Zeit die Gleichung

LCI" +RCI' +I1=0,

also eine Gleichung zweiter Ordnung. Differentialgleichungen
fiir Groflen, die nur von einer Variable abhingen, nennt man ge-
wohnliche Differentialgleichungen. Bei gewohnlichen Differentialglei-
chungen wird die unabhingige Variable oft t genannt und als Zeit
interpretiert (obwohl das nicht immer so sein muss).

Im Allgemeinen kénnen gewohnliche Differentialgleichungen
beliebige Ableitungen enthalten, und eine sehr allgemeine Form
ist

F(t,y,y’,y”,...,y(”)) =0

mit einer Funktion F. Die Grofle y kann dabei auch vektorwertig
sein!
Hier ein paar Begriffe:

« Als Ordnung einer Differentialgleichung, bezeichnet man die
hoéchste Ableitung, die in der Gleichung auftaucht.

« Ist die Gleichung von der Form
P =fty sy,
so nennt man die Gleichung explizit, sonst implizit.
« Ist die Gleichung von der Form
P+ ana Dy 4 e (DY +ao(ty = b(b),

so haben wir eine lineare Differentialgleichung (auch, wenn
die Funktionen a; nicht linear sind).

Version vom 27. Februar 2023 | WiSe 2022 6
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+ Gleichungen der Form

Fy,y.y",...,y") =0,

also solche, bei denen es keine explizite Abhingig von t gibt,
nennt man autonom oder zeitinvariant.

« Isteine Funktion gesucht, welche in den R abbildet, so sind
Gleichungen der Form

Et4,7,7,...,7") =0

mit F: R x RY x - -- x RY = R? Gleichungen im R und
man spricht auch von Differentialgleichungssystemen der Di-
mension d. Hier werden also d Funktionen y;, . .., y; gesucht.
Ist d = 1, so spricht man von skalaren Differentialgleichun-
gen

Beispiel 1.1. a) Die Gleichung
LCI" +RCI'+1=0,

istalso eine lineare, autonome Gleichung zweiter Ordnung. Wir
haben sie hier zwar nicht so geschrieben, aber sie ist explizit,
da wir sie einfach umschreiben kénnen zu

__1
I" = —LT—RI.
b) Die Gleichung
y =ty
ist eine explizite lineare Gleichung erster Ordnung,

¢) Die Gleichung

/

=~
ist eine explizite, nichtlineare Gleichung erster Ordnung.
d) Die Gleichungen
Vi =y — By
Y2 = Tiy2 = Oy

ist eine autonome, nichtlineare Differentialgleichung in Di-
mension 2.

e) Ist A € R"*" so ist die Gleichung
7 = Aj+b(h)

fuir eine unbekannte Funktion i, welche in den R” abbildet ein
n-dimensionales, lineares Differentialgleicungssystem der Ordnung 1.

Version vom 27. Februar 2023 | WiSe 2022 7
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Implizite Differentialgleichung werden uns hier nicht beschif-
tigen.

Hingt eine Grofle von mehreren Variablen ab, so gibt es meh-
rere partielle Ableitungen und der entsprechenden Gleichungen
heiflen partielle Differentialgleichungen. Diffusionsprozesse, Trans-
portprozesse, elektromagnetische Zusammenhinge und Wellen-
ausbreitung sind nur einige Beispiele von Prozessen, die mit par-
tiellen Differentialgleichungen modelliert werden.

Obwohl das Lésen von Differentialgleichungen ein unglaub-
lich weites Feld ist (auch, wenn man sich auf gewohnliche be-
schrinkt), gibt es fiir den Fall von eindimensionalen, gewdhlichen
Differentialgleichungen erster Ordnung immerhin eine gute Me-
thode, sich einen Eindruck iiber die moglichen Losungen zu ver-
schaffen: Das sogenannte Richtungsfeld.

In jedem Punkt (¢, y) wird durch die Gleichung iy’ = f(t,y)
eine Steigung vorgegeben. Eine Losung ist eine differenzierbare

Funktion, dessen Graph in jedem Punkt die vorgegebene Steigung
hat.

Beispiel 1.2. Wir betrachten die Gleichung
]// — ]/2
Hier ist das Richtungsfeld dieser Gleichung:
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Da die rechte Seite nicht von ¢ abhingt, indert sich das Richtungs-
feld bei Verschiebung in ¢-Richtung nicht. Auch fiir die Losun-
gen gilt: Ist y(t) eine Losung, so ist fiir jedes ¢y auch y(t — to)
eine Losung. Bei dieser Gleichung haben die Losungen die Form

@(t) = X (c € R). Dies rechnet man einfach nach: Fiir solches ¢
gilt nimlich

¢'(t) = _(Cj)z = (C,lit)z = ¢(t)2_
Beispiel 1.3. Wir betrachten die Gleichung
y' = sin(t).

Hier ist das Richtungsfeld dieser Gleichung:
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man autonom.
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t—aexp(t)+1

Man rechnet nach, dass fiir jedes 2 € R

die Funktion ¢(t)
eine Lésung ist.
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Beispiel 1.4. Fiir die Gleichung v’ = y — t sieht das Richtungsfeld

wie folgt aus

so ist y(t) + yo ebenfalls eine Losung. Gleichungen, bei denen
die rechte Seite nicht von y abhingt, lassen sich einfach durch

Integration der Funktion auf der rechten Seite 16sen: Ist F eine
Stammfunktion von f, so ist F(t) eine Losung der Differential-

sungen entlang der y-Achse verschieben, d.h. ist y(¢) eine Lésung,
gleichung i

Hier hingt die rechte Seite nicht von y ab und daher lassen sich Lo-
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Dies ist ein Spezialfall der sogenann-

ten Bernoulli-Differentialgleichung y'
Q(t)y" — P(t)y (n # 0,1, Funktionen

Pund Q).

y =ty —y

und zeichnen ein paar Lésungen ein.

Beispiel 1.5. Hier noch ein anderes Richtungsfeld. Wir betrachten

die Gleichung
Version vom 27. Februar 2023 | WiSe 2022
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Bei dieser Differentialgleichung ist besonders auffillig, dass die
verschiedenen Losungen sehr unterschiedlich sind. Zum Beispiel
gibt es Losungen, welche fiir alle Zeiten ¢ existieren und wieder
andere, die nur fiir endliche Zeiten existieren (d.h. die nur auf
einem beschrinkten Intervall existieren).

In allen Beispielen sehen wir, dass es viele Funktionen gibt, die
eine gegebene Differentialgleichung erfiillen. Allerdings sieht es
auch so aus, als wiirden wir immer genau eine Losung bekommen,
wenn wir fordern, dass die Losung durch einen vorgegebenen
Punkt (o, yo) geht (das stimmt allerdings nicht immer, wie wir
spiter sehen werden). Dies ist auch von der Anwendung her sinn-
voll: Eine Differentialgleichung beschreibt eine Dynamik eines
Systems: Fiir einen gegebenen Zeitpunkt t) und einen Zustand vy,
beschreibt y’ = f(t,y), wie sich das System weiterentwickelt. Fiir
solche Probleme gibt es den Begriff des Anfangswertproblems:

Definition 1.6. Fiir G C R x IR", eine gegebene Funktion f : G —
R" und Werte (to, o) € G nennt man

vy =f(ty), yl(to) =yo

das zugehorige Anfangswertproblem. Eine Funktion ¢ heifSt Losung
des Anfangswertproblems, wenn sie auf einem Intervall I C R mit
to € I definiert ist, und gilt

o Firallet € Igilt (t,¢(t)) € G,
. esgilt ¢(tp) = yo und
o fiiralle t € I gilt ¢'(t) = f(t, ¢(t)).

Version vom 27. Februar 2023 | WiSe 2022 10
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2 Elementare Losungsmethoden

Fiir einige Spezialfille lassen sich Losungen von Differentialglei-
chungen tatsichlich mit Papier und Bleistift 16sen.

Beispiel 2.1 (Trennung der Variablen). Wir betrachten skalare Dif-
ferentialgleichungen der Form y' = f(t)g(y) mit Anfangswert
(to,yo). Wir definieren die beiden Funktionen

t Y
F(t) = [ fo)dr, GW) = [ gy
to Yo

(was geht, wenn f und g stetig sind und g # 0 gilt). Wir definieren
dann

o(t) = GH(F(t)). (2.1)
Dies ist dann eine Losung!

« Anfangswert: Es gilt ¢(tg) = G~ (F(ty)) = G~1(0)
(da F(tp) = 0). Das ist dquivalent zu G(¢(ty)) = 0. Da
G(yp) = 0 gilt und G injektiv ist, folgt ¢(fy) = yo, wie
gefordert.

« Dynamik: Wir leiten ¢ ab (Kettenregel und Regel der
Ableitung fiir die Umkehrfunktion!):

¢'(t) = (G (FB))F (1) = (G1)'(F(1)f(1)

(F =)
= oeiEmy/ @ (G =1/(C'0G))
= g(GTHEM))f(t) = F(B)g(o(t)).

(G =1/g)

Die Methode ist in der Praxis einfach anzuwenden (wenn die Inte-
grale einfach zu berechnen sind):

« Wir betrachten das Anfangswertproblem v’ = ty, y(0) = 1,
d.h. die beiden Funktionen sind f(#) = t und g(y) = y und
esisttg =0, yo = 1.Wir berechnen

%dﬂ = ln(y) — 11'1(1) = ln(y)'

Die Gleichung (2.1) ist dquivalent zu G(¢(t)) = F(t), also in
diesem Fall

In(g(t) = &

und es folgt ¢(t) = e’/

Version vom 27. Februar 2023 | WiSe 2022 11
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wir uns hier aufy > 0 beschranken!
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« Man kann auch die Menge aller Losungen berechnen. Hier-
zu kann man entweder den Anfangswert allgemein lassen
oder mit unbestimmten Integralen und einer Integrations-
konstante rechnen. Den Weg tiber unbestimmte Integrale
schauen wir uns an einem Beispiel an:

1

Betrachten wir v/ = i Hier ist also f(f) = tund g(y) = 4.

Wir berechnen also

[fode= [rar=5+c, [ Lidy=[yay=1%+C

Wir setzen beide Ergebnisse gleich und 16sen nach y auf:
y; +C=5+G
— =12 42(C; —C)
< y:i\/t2+2(C1—C2).

Da C; und C; beliebige Konstanten sind, haben die Lésun-
gen die Form ¢(t) = £V> + C fiirein C € R.

Eine weitere Klasse, fiir die es eine allgemeine Losungsme-
thode gibt, sind skalare lineare Differentialgleichungen erster
Ordnung

y =a(t)y+b(t)

mit Funktionen a(t) und b(t). Ist b = 0, so nennt man die Glei-
chung homogen, sonst inhomogen.
Beispiel 2.2 (Variation der Konstanten). Es gibt ein allgemeines
Losungsprinzip fiir Gleichungen der Form y' = a(t)y + b(t):
1. Bestimme y;, als Losung der homogenen Gleichung i =
a(t)y (mit Trennung der Variablen)

2. Mache den Ansatz y(t) = K(¢)y;(t) (also mit variabler Kon-
stante, daher der Name) und bestimmte K(t) so, dass die
inhomogene Gleichung iy’ = a(t)y + b(t) gelost wird.

Hier an einem konkreten Beispiel: Wir betrachten y’ = —ty + ¢
(alsoa(t) = —tund b(t) = ¢)

1. Wir 16sen y' = —ty mit der Trennung der Variablen. Wir
bestimmen die allgemeine Lésung durch

1 - | _
/?dy_/ rdt

2
In(ly]) = -5 +C
y= j:exp(—% +C) = +Ce /2
—Ke?/? KeR

Wir haben also als allgemeine Losung v, () = Ke™**/2 mit

KeR.

Version vom 27. Februar 2023 | WiSe 2022 12
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2. Wir machen den Ansatz y(t) = K(t)y,(t) = K(t)e /2.
Damit rechnen wir
y'(t) = —ty(t) +t
= (K()e /%) = —tK(t)e /2 + 1
— K(De P24 K(t)(—te /2) = —tK(t)e /2 +
= K(He /2=t

= K(t) = te!'/2.

Wir sehen, dass wir alle Moglichkeiten fiir K(¢) durch Inte-
gration erhalten:

K(t) = /tetz/zdt — 2
Das gibt uns die allgemeine Losung
y(t) = (/2 + Ce /2 =14 Ce /2.

Die Methode der Variation der Konstanten funktioniert auch
allgemein: Eine allgemeine Lésung der homogenen Gleichung
vy = a(t)yisty,(t) = Kexp(A(t)) wobei A eine Stamm-
funktion von a ist (einfach nachrechnen). Fiir die inhomogene
Gleichung macht man den Ansatz y,(t) = K(t) exp(A(t)).
Setzt man dies in die inhomogene Gleichungy’ = a(t)y + b(t)
ein, so bekommt man

Die Funktion K muss also eine Stammfunktion von exp(—A(t))b(t)
sein. Insgesamt bekommt man fiir das Anfangswertproblem

vy =a(t)y+0b(t),y(ty) = yo die Lésung

(1) = exp(A(t)) y0+/b(T)exp(—A(T))dT . mit A(t):/a(r)dr.

Fiir lineare Differentialgleichungen gilt ein Superpositionsprin-
zip, d.h. man kann Losung geeignet {iberlagern:

Satz 2.3 (Superpositionsprinzip). Es seiyy, eine Losung der homogenen
Gleichungy’ = a(t)y undy, eine Lsung der zugehdrigen inhomogenen
Gleichung y' = a(t)y + b(t). Dann ist

y(t) = yp(t) +yn(t)

wieder eine Losung der inhomogenen Gleichung.

Version vom 27. Februar 2023 | WiSe 2022 13
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Beweis.
Wir rechnen einfach nach

y'(t)

Yp(t) + i ()
a(t)yp(t) +b(t) +a(t)yn(t)
a(t)(yp +yn(t)) +b(t) = a(t)y(t) + b(t).

O

Eine weitere elementare Methode, Difterentialgleichungen zu
behandeln, ist die Substitution. Wie schon bei Integralen, gibt es
hier keine allgemeinen Rezepte. Hier zwei Beispiele:

Beispiel 2.4. Wir betrachten

y = f(4)

mit einer stetigen Funktion f. Wir substituieren u(t) = y(t)/t.
Dann ist y(t) = tu(t) und daher ist nach der Produktregel

y() = u(t) + ' (¢).
Es folgt also

f
= u+tu' =f

Die Gleichung lisst sich per Trennung der Variablen l6sen.

Zur konkreten Gleichung y’ = ¥ — /1 + (%)2 kommt man

durch diese Substitution auf
/ V1+u2

u = -

Trennung der Variablen fithrt auf die Integrale

:/ﬁduzln(u%—vl%—uz)

Hn:—/%ﬂ:—mWD+C

und daher sind die Losungen

1+u2 = ec‘lﬂ.

Substituieren wir zuriick (u = y/t) ergibt sich

Y C1
PV =

was sich nicht geschlossen nach y 16sen lisst. Wir haben daher
nur eine implizite Darstellung der Losungen.
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Beispiel 2.5 (Bernoulli’sche Differentialgleichung). Ein klassisches
Beispiel fiir die Substitutionstechnik sind die Gleichungen der
Form

y =at)y+b(t)y",  «¢{01}.

In diesem Fall bietet sich die Substitution u = y'~% an (d.h.
y = u'/(0-%) denn dann ist «' = (1 —a)y "y und es folgt
y = u'y*/(1—a) = u'u/0-% /(1 — a). Also ist die Differen-
tialgleichung

u/ua/(lftx)/(l _ a) — a(t)ul/(lfa) + b(t)utx/(lfa).
Nach etwas Aufriumen bekommen wir

u' =1 —a)lalt)u+b(t)],

also eine skalare lineare Differentialgleichung, welche man mit
der Variation der Konstanten 16sen kann.

Version vom 27. Februar 2023 | WiSe 2022 15
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3 Existenz und Eindeutigkeit von Losungen von
Anfangswertproblemen

Die elementaren Losungsverfahren aus dem vorigen Abschnitt
haben nur begrenzten Anwendungsbereich. In der Praxis sind
numerische Losungsmethoden wesentlich wichtiger. Tatsichlich sind
numerische Verfahren auch in der Theorie hilfreich, denn sie fiih-
ren sogar auf allgemeine Ergebnisse, die Existenz von Losungen
sichern. Wir betrachten hier n-dimensionale Differentialgleichun-
gen erster Ordnung

7 = f(t7)

y(to) = %o 62)

mit f : D — R", D C R x R" offen mit (to, 7o) € D.

Satz 3.1 (Existenzsatz von Peano). Ist ]? stetig, so gibt es ein € > 0, so
dass das Anfangswertproblem (3.1) auf dem Intervall I = [t) — €, t) + €]
eine Losung hat.

Der Beweis liuft tiber ein numerisches Verfahren (das Poly-
gonzugverfahren), welches wir jetzt skizzieren wollen: Wir stellen
uns die (eindimensionale) Situation vor als

<y

Eine wichtige Idee in der Untersuchung von Anfangswertproble-
men ist die Feststellung, dass diese dquivalent zu Integralglei-
chungen sind: Aus den Fundamentalsatz der Differential und
Integralrechnung folgt nimlich

70 =670, ) =7 = [7@dr= [ flr, i)

Um ein numerisches Verfahren zu erhalten, betrachten wir eine
Unterteilung fp < f; < fp < - - - und bekommen wie eben (mit ¢;

Version vom 27. Februar 2023 | WiSe 2022 16
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statt to und t;,1 statt t)

tit1

F(tin) = 7(t) + / F(t, ().

£

Wiirden wir das Integral rechts kennen, wiissten wir, wie wir aus
dem Wert i/(t;) den Wert #/(; 1) berechnen kénnten. Das Integral
hingt aber wieder von der Losung i/ ab, welche wir ja gerade nicht
kennen. Wir approximieren das Integral also indem wir den Inte-

granden durch die Konstante f(;,7(t;)) ersetzen. Es ergibt sich
also

tit1

-

| Pt

-

y(t) + (tia — ) f (£, 5(t;))dt.

Kiirzen wir ab ¥; := ¥(t;) und h; = t;{1 — t;, so bekommen wir
die kompakte Iteration

Gie1 = Ui + hif (t:, 7).

Beispiel 3.2 (Polygonzugverfahren fiir y' = y). Wir betrachten die
sehr einfache Gleichung ¥ = y (mit den bekannten Losungen
o(t) = Ke').

Wir nehmen den Anfangswert y(0) = yo und die Schrittweite h.
Dann ist y(0) = yo und

vi=vo+hyo = (1+hyo, vigr=1+h)y=(1+h) "y

A A A A A A A A A A A A A
AR YA
A/ A A A A A A A A A A A A A A A A A A W Y N A A
[/ A A A A A A A A A A A A A A A A AV A O /Y A A
VA A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A
A AR AN AN
VA A A A A A A A A AV AV A A A A AV A A A AV AV A
VA A A A A A S A A A A A A S A A A A A ) A AV A A
1007777770700 777777 /777
LSS LSS S S S S SSY LSS LSS S S S
LSS LSS S S S S S S S S ;LSS S S S
A S S S S S N S N S S S S S S SN A e
S S S S S S S S S S S S S S
A A e A S A ard s v S S S S S S
i g g P i
) R
NN NN NN NN N N N N
NN NN NN NN NN NN NN NN NNNNNN NN
NN NN NNNNNNNN NONNNNNNNNNNN
NN N NN NNNNNNNNANNNNNNNNNNNN
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Dieses Verfahren nennt man auch expli-
zites Eulerverfahren oder auch Eulersches
Polygonzugverfahren. Die Lésung wird
hierbei ndmlich durch eine stiickweise
lineare Funktion approximiert.

Beachte: Das Verfahren konvergiert
in folgendem Sinne gegen die Lo&-
sung: Nehmen wir Zeitschritte h =
1/n und schauen, wo das Verfahren
zur Zeit t ist, so brauchen wir dafiir
t/h = n Zeitschritte. Der Wert ist also
yn = (L+h)"yo = (1+ 3)"yo =
((1 + %)”)tyo. Dies konvergiert fiir
n — co gegen die wirkliche Lésung
y(t) = e'yo.
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Man kann tatsichlich zeigen, dass die stiickweise lineare Funk-
tion, die durch das Eulersche Polygonzugverfahren definiert wird
fiir h — 0 gegen eine Losung des Anfangswertproblems konver-
giert (jedenfalls auf einer kleinen Umgebung des Anfangswertes).

Damit ist die Existenz von Losungen (jedenfalls fiir ,kurze
Zeiten“) geklirt. Allerdings reicht Stetigkeit von f im allgemeinen
nicht fiir Eindeutigkeit von Losungen.

Beispiel 3.3 (Nicht-eindeutige Losungen von Anfangswertproble-
men). Wir betrachten das Anfangswertproblem

v =/lyl y(0)=-1.

Wir 16sen dies mit der Methode der Trennung der Variablen (mit
f(t) =1, g(y) = v/|y|): Dazu berechnen wir

t

y
y
F) = [1dr =1, )= [y = |2sign(n)/ln]
J I -
= 2sign(y) \/m +2.
Wir wollen die Gleichung

2sign(y)\/|ly| +2 =t
(2—t)?

lésen. Fiir y < 0 ist dies —2,/—y +2 = t, also y = —*==. Dies
gilt fiiry < 0,also t < 2. Fiiry > 0 hingegen ist2,/y +2 = t,

alsoy = (tf)z, was entsprechend fiir ¢ > 2 gilt. Wir haben also

insgesamt
_ (t*42)2 )
(t) =

(=27 42

Diese Funktion ist tatsichlich eine Losung des Anfangswertpro-
blems (Differenzierbarkeit in t = 2 ist erfiillt!).

Das ist allerdings nicht die einzige Losung des Anfangswert-
problems. Hier ist eine weitere Losung:

e
@(t)z{ ) N

0 o> 2.

Auch hier priift man einfach nach, dass  iiberall (insbesondere
in t = 2) differenzierbar ist und die Gleichung erfiillt. Hier sind
noch beliebig viele weitere Lésungen:

_(t_42)2 : tSZ
¢(t)=4 0 D 2<t<Hh

Bl >ty
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mit £1 > 2.

Salopp gesagt kann die Losung nachdem sie bei t = 2 am
Wert y = 0 angekommen ist zu jeder Zeit entscheiden, ob sie bei
diesem Wert bleibt, oder entlang einer Parabel die Null verlisst.

Um Eindeutigkeit von Losungen garantieren zu kénnen, gibt
es eine etwas stirkere Forderung an f als Stetigkeit:

Definition 3.4 (Lipschitz-Stetigkeit). Eine Funktion f : D — R”
(D C R x R" offen) heifSt Lipschitz-stetig beziiglich ij mit Lipschitz-
Konstante L (oder auch L-Lipschitz-stetig), wenn gilt

V(t,Z),(t7) € D: || f(t,Z) — f(t. )] < LIZ—7)

Eine Funktion ist L-Lipschitz-stetig, wenn alle Differenzen-
quotienten durch L beschrinkt sind. Insbesondere miissen (im
Falle eines differenzierbaren f) alle partiellen Ableitungen von f
nach den Variablen y, ..., y, durch L beschrinkt sein.

Beispiel 3.5. 1. Die nicht-differenzierbare Funktion f(y) = |y|
ist Lipschitz-stetig mit L = 1.

2. Die stetige und nicht differenzierbare Funktion f(y) =
\/ |y| ist nicht Lipschitz-stetig, denn die Quotienten

fly) = f(0) _ Iyl _ sign(y)

y—0 y V1Yl
sind nicht beschrinkt.

3. Die differenzierbare Funktion f(y) = y? ist, betrachtet man
sie auf ganz R ebenfalls nicht Lipschitz-stetig, aber auf je-
dem kompakten Intervall [, b] ist sie es (denn dann ist die
Ableitung f'(y) = 2y beschrinkt).

Satz 3.6 (Picard-Lindelsf). Essei f : D — R”, (D C R x R" offen)
aufeinem Quaderder Form Q = {(t,9) | [t —to| < a, || — ol < b} C
D stetig und es gebe Konstanten M, L > 0, so dass

V(7)€ Q: |f(ty)] <M
4 i) —f

V() (t2) € Q: 1 f(t,7) — F(t, D) < LIIF —Z-

Das hat das Anfangswertproblem

7 =f(t9), ¥t)=io, (33)

genau eine Losung i/, die mindestans auf einem Intervall [ty — €, to + €]
mite€ = min ( a, ﬁ existiert.

Auch dieser Satz wird bewiesen, indem man zeigt, dass ein
Approximationsverfahren gegen die Losung konvergiert. Wieder

geht man von der Umformulierung des Anfangswertproblems (3.3)
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wie in (3.2) aus, d.h. man betrachten die dquivalente Integralglei-
chung

ﬂOZ?Wﬁ+/ﬂnﬂﬂmL

Die einfache Idee des Beweises, ist es, diese Gleichung als Fixpunkt-
gleichung fiir die gesuchte Funktion ij aufzufassen und zu iterieren: Wir
starten mit der konstanten Funktion

(1) := 7o
und definieren iterativ fiir k = 0,1,2,...

t
P =G0+ [ Flr g (0)ar.

to

Das Verfahren wird an einem Beispiel klar:

Beispiel 3.7 (Exponentialfunktion als Grenzwert der Picard-Iterati-
on). Fiir das Anfangswertproblem ' =y, y(0) = 1 ergeben sich
die Iterierten

t
:1+/1dT:1+t
0

t

wmﬂ:1+/ymumr

0
t

:1+/(1+T)d1':1+t+%t2
0

t
v =1+ [y
0

t
:1+/(1+T—|—%rz)drz1+t+%t2+%t3.
0

Es gilt sogar lim_,o, y¥(t) = ¥ %tk —_
k=0

Diese Iteration kann auch als numerisches Verfahren benutzt
werden (dafiir miissen die entsprechenden Integrale diskretisiert
und numerisch berechnet werden).
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4 (Lineare) Differentialgleichungen hoherer Ord-
nung

Allgemeine (explizite) skalare Differentialgleichungen der Ord-
nung # haben die Form

y" = ftyy, .y, (4)

Um hier Existenz und Eindeutigkeit von Losungen zu untersuchen
gibt es einen genialen Trick:

Reduktionstrick: Jede Differentialgleichung der Form (4.1) lisst
sich dquivalent in eine System von n Differentialgleichungen
erster Ordnung umformen!

Dies geht so: Wir definieren eine Funktion Y mit Werten
im R" durch

Ye(t) = y* (), k=1,...,n
Diese Funktion erfiillt folgende Gleichungen:

Y, =" =y = ftyy, .y D).
1 (y(an))/ — y(nfl) =Y,

n—1 —

V=) =y =Ys
Yi=y =Y

Dies lisst sich zu einem System zusammenfassen:

Y] Y,
Y} Y,
Y=| : |= : = F(Y). (42)
Y4 Yo
Y/ (LY, Ya, ..., Yy)

Es gilt: ¢ 15st (4.1) genau dann, wenn @ = (¢, ¢/, ..., q)(”*l))
die Gleichung (4.2) 16st.

Aus dem Reduktionstrick bekommt man aus den vorigen Sit-
zen von Peano und Picard-Lindel6f Aussagen iiber die Existenz
und Eindeutigkeit von Losungen. Insbesondere sehen wir, dass wir
Existenz und Eindeutigkeit von Losungen von (4.1) aus Lipschitz-
stetigkeit von f in den Argumenten y, ...,y bekommen und
weiterhin Anfangswerte fiir Y = (y,v/,v”,...,y""1) vorgeben
miissen, was Anfangswerten fiir die erste n — 1 Ableitungen von y
entspricht. Ein typisches Anfangswertproblem n-ter Ordnung ist
also

y" = ftyy, ... .y"Y),

(43)
y(to) = yo, ¥'(to) =y, .-, ¥V (t)) = yu_1.
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Man kann auch die numerischen Methoden (Polygonzugverfah-
ren und die Picard-Iteration) mit Hilfe des Reduktionstricks auf
Gleichungen n-ter Ordnung anwenden.

Fiir den Spezialfall von linearen Gleichunge n-ter Ordnung

y "W L, (DY 4 a (DY + ao(H)y = b(t)

mit stetigen Funktionen a; und b gibt es spezielle Techniken,
die ohne Reduktionstrick auskommen. Man spricht in diesem
Zusammenhang auch von Differentialoperatoren

Lyl = y™ + a1 ()y" D + - + a1 () + a0 (t)y.

Ein Differentialoperator bekommt als Input eine Funktion und
gibt auch wieder eine Funktion als Output. Man schreibt den Dif-
ferentialoperator L auch als

n
k
L= Zak(t)%, a, = 1.
k=0

Betrachten wir zuerst den Fall n = 2.

Beispiel 4.1 (Lineare Dgl. 2-ter Ordnung mit konstanten Koeffizien-
ten). Wir betrachten den Differentialoperator

Lly] :=y" + a1y’ + aoy.

Da fiir lineare Differetialgleichungen das Superpositionsprinzip
aus Satz 2.3 gilt, betrachten wir zuerst die homogene Gleichung

Lyl =o.
Wir machen den Ansatz y(t) = e*. Dann gilt
y'(t) =AY, y(t) =A%
und daher ist

Llyl(t) =
— A2M 4+ mreM 4 apeM
— (A2 +aA+ag)eM

0
0
0

Man nennt p(A) := A% 4 a1 A + ag das charakteristische Polynom des
Differentialoperators L. Wir unterscheiden nun Fille nach den
Nullstellen von p:

1. Es gibt zwei komplexe Nullstellen A = a + jBund A =
x — jp.

2. Es gibt eine reelle Nullstelle A 2-ter Ordnung,

3. Es gibt zwei verschiedene reelle Nullstellen Ay # As.

In jedem Fall haben wir zwei ,linear unabhingige“ Lésungen:
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Ein solches Objekt hatten wir schon
einmal in der Analysis gesehen: Die
Fouriertransformation F hat ebenfalls
Funktionen als Input und Output.
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1. Hier hat man nach der Euler-Formel e/ = e¥elV = ¢ (cos(y)
jsin(y)) und wir bekommen die komplexen Losungen e(¢ /Pt
e* (cos(Bt) + jsin(pBt)). Real- und Imaginirteil davon sind
reelle Losungen:

y1(t) = e cos(Bt)

ya(t) = e sin(Bt).
2. In diesem Fall nennen wir die Nullstelle Ag und wissen, dass
das charakteristische Polynom erfiillt p(A) = (A — A¢)? =

A2 —2X0A + /\% und man rechnet einfach nach, dass es die
beiden Losungen

yi(t) =M
ya(t) = te!
gibt.
3. Hier haben wir einfach die beiden Losungen
yi(t) = Mt
ya(t) = e,

In jedem Fall liefert uns das Superpositionsprinzip die allgemeine
Lésung

y(t) = Ciy1(t) + Coya(t), C1,Co €R.

Hat man Anfangswerte gegeben, so kann man die Koeffizienten
C1, Cy an diese anpassen.

In inhomogenen Fall (b # 0) macht man typischerweise geeig-
nete Ansitze. Das schauen wir uns im nichsten Beispiel an.

Beispiel 4.2 (Schwingkreis). Wir betrachten folgenden Schwing-
kreis:

——
“W%Mucm -2
L

Die Elektrotechnik lehrt uns, dass die Spannung U, die Differen-
tialgleichung

LU/ (t) + RU. + LU: = Y2 cos(wt)

erfiillt. Wir dividieren durch L und betrachten die homogene
Gleichung

V' + 1Y + ey =0.

Das charakteristische Polynom ist p(A) = A% + £A 4+ & und hat
die Nullstellen

_ _R R? 1 _ 1 / L

Wir unterscheiden nach den drei Fillen des vorigen Beispiels:
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1. R? < 4L/C: zwei komplexe Nullstellen

A1/2_2L< R:t]\/4 R2>

Wir fithren die Abkiirzungen ein

— Im(\y) 2L\/4 R =LK
(5_—R€()\1) 2L

Damit schreiben wir die allgemeine Losung als

y(t) = Cre~% cos(wet) + Cae ' sin(w,t)
— ¢ (C; cos(wet) + Casin(wet)) .

2. R?> = 4L/C: eine doppelte reelle Nullstelle A\g = —R/(2L).

Die allgemeine Losung hat die Form
Ry
y(t) = (C1 + Cat)e 2L".

3. R> > 4L/C (zwei verschiedene reelle Nullstellen).. Hier
haben wir die allgemeine Losung

L( Ry /R2- L)t 1 ( R—y/R2— L)t
o) :C162L< \ ¢ +C262L \ C

Den inhomogenen Fall betrachten wir im nichsten Abschnitt im
allgemeinen Fall.
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Dies nennt man den schwach gedidmpf-
ten Fall.

Diesen Fall nennt man aperiodischen
Grenzfall.

Dies nennt man den aperiodischen Fall
oder auch den Fall von starker Ddmp-

fung.
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5 Losung von linearen Differentialgleichungen
n-ter Ordnung

Kommen wir zuriick zu allgemeinen linearen Differentialglei-
chungen n-ter Ordnung, also Gleichungen der Form

Lyl =y +aua(y" ™V + -+ ao(H)y = b(t).
Wir starten wieder mit dem homogenen Fall.

Definition 5.1. Ein Funktionensystem (v, ...,Y,) heif$t Funda-
mentalsystem der Differentialgleichung L[y] = b, wenn

(a) die Funktionen yj jeweils die homogenen Gleichung L{y] = 0
l6sen und

(b) die sogenannt Wronski-Determinante

yi(t) Yn(t)

T (t T (t

W(t) = det 1.( ) y( )
Al () BT i ()

fiir mindestens eine ty € R nicht null ist.

Satz 5.2 (Bestimmung eines Fundamentalsystems). a) IstW(ty) #
0 fiir ein tg, so gilt W(t) # O fiir alle t.

b) Es seien yx, k = 1,...,n Lisungen von L]y|] = 0 welche die An-
fangswerte

(i) [0 iFk-1 . _
P (to)—{l il ,i=0,1,...,.n—1

erfiillen. Dann ist (y1, . .., Yn) ein Fundamentalsystem zur Gleichung
Lly] =b.

¢) Die Menge aller Losungen der homogenen Gleichung L[y| = 0 bildet
einen n-dimensionalen Vektorraum.

Hat man ein Fundamentalsystem, so kann man Losungen der
inhomogenen Gleichung L[y] = b mit der Technik der Variation
der Konstanten bestimmen:

Beispiel 5.3 (Variation der Konstanten). Wir machen den Ansatz

n

yp(t) =) Ci(t)yi(t).

i=1

Versuchen wir nun die Ableitungen von v, zu bestimmen um
diese dann in die Differentialgleichung einzusetzen, so werden die
Ausdriicke durch die wiederholte Anwendung der Produktregel
schnell uniibersichtlich.
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Es folgt dann, dass W(t) # O fiir al-
le t gilt und lbrigens auch, dass die
Funktionen y1, ...,y linear unabhin-
gig sind.

Die Bestimmung eines Fundamental-
systems ist im Allgemeinen nicht ein-
fach, besonders im Fall von Koeffizi-
enten, die von ¢ abhingen. Fiir kon-
stante Koeffizienten ist dies im Prinzip
analog zum Fall n = 2 aus dem vori-
gen Abschnitt mit Hilfe des charakte-
ristischen Polynoms méglich. Alterna-
tiv kann man in diesem Fall auch die
Laplace-Transformation aus dem nichs-
ten Abschnitt benutzen.
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Die Sache wird wesentlich einfacher, wenn wir folgendes for-
dern:

LW 2 (1) + -+ ChylP (1) = 0.

vy(0) = (GOm0 = Y LByl + Y. ClOwi)

i=1 i=1 i=1
=0
=L Cowi
Vi = Y (COD) = Y. CUOY + Y GOl ()
i=1 i i=1
=0
- L cw)

Fiir die n-te Ableitung bekommen wir
) — @Oy ) = Y oy @ + Y oy (¢
yp) =2 Gy (1) = Y iy (1) + ) Gty (1)
i=1 i=1 i=1
Setzen wir all dies in die Differentialgleichung ein, so bekommen

wir

n
=) a(t)y

k=1
n n n
=Y a() Y Gy (1) + Y ciny" V)
k=1 i=1 i=1
=Y Gi(t Z )+ Y Cly" V() = b()
i=1 k=1 i=1

~—
=0 da Lsgen!
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Zusammengefasst: Die Koeffizientenfunktionen C; miissen fiir
jedes t folgendes Gleichungssystem erfiillen:

vi(t) - ya(t) Cl(t) 0
vih) o () G| _| o
W ) \aw) e

Dies Gleichungssystem hat eine Losung, da wir ja schon gefordert
hatten, dass die Wronski-Determinante nicht Null ist.

Das Verfahren aus dem obigem Beispiel ist meist miihselig
und aufwindig. Im Fall von Gleichungen zweiter Ordnung, lisst
es sich fiir bestimmte rechte Seiten b explizit bis zum Ende durch-
fithren und fithrt auf das Verfahren des ,,Ansatzes vom Typ der
rechten Seite“. Bevor wir das beschreiben, hier noch eine hilfreiche
Technik fiir lineare Differentialgleichungen:

Komplexifizierung: Wie auch schon bei Eigenwerten und Po-
lynomen, ist es auch bei linearen Differentialgleichungen oft hilf-
reich, im Komplexen zu rechnen. Es gilt nimlich: Die Funktion
y = u + jou lést genau dann die Differentialgleichung L[y] =
g(t) + jh(t), wenn die Funktionen u und v die Differentialglei-
chungen

Llul=g und L[v]=h

16sen.

Beispiel 5.4 (Komplexifizierung). a) Die Differentialgleichung
y// + wzy =0

hat die komplexe Losung y(t) = e/“*. Daher hat sie die reellen
Loésungen

u(t) =Re(y(t)) = cos(wt), und ov(t) =Im(y(t)) = sin(wt).

b) Wir komplexifizeren die Gleichung iy’ — 4y’ + 13y = cos(¢)
zu y" — 4y’ + 13y = ¢/ und machen den Ansatz y(t) = Cel’.
Durch Einsetzen fiihrt das auf

y(t) = 5B+ e’

und daher hat die reelle Gleichung die Losung

u(t) = Re(y(t)) = 4 (3cos(t) —sin(t)).

Fiir spezielle rechte Seiten von linearen Differentialgleichun-
gen n-ter Ordnung gibt es spezielle Ansitze:
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Beispiel 5.5 (Ansatz vom Typ der rechten Seite). Wir beschrinken
uns aufden Fall von Gleichungen zweiter Ordnung und bestimmte
rechte Seiten:

y" +ay' +by = pu(t)e”,

eventuell nach Komplexifizierung, also mit Polynom p,, (f) = a¢ +
ait+---+aut™, ar € Cund w € C. Hier macht man folgenden
Ansatz:

Betrachte das charakteristische Polynom p(A) = A% +
aA + b und setze

Py (t)e®t  : falls p(w) #0

yp(t) = tPu(t)e” : falls p(w) =0, p'(w) # 0
2Py, (t)e*t : falls p(w) =0, p'(w) =0

mit Py, (t) = Ag+ A1t + -+ - + Apt™, A; € C.
Dieser Ansatz fithrt zum Ziel. Wir betrachten konkret
Y’ +4y = +* + 5cos(2t).

Nach dem Superpositionsprinzip konnen wir beide rechte Seiten
getrennt voneinander betrachten:

1. Fiir y” + 4y = #? ist das Polynom p(A) = A? + 4 und unser
Ansatz ist von der Form y;(t) = Py(t)e" = Py(t) = Ao +
Aqt + Ayt?, da 0 keine Nullstelle von p ist. Wir setzen diesen
Ansatz in die Gleichung ein und bekommen:

2A; +4(Ag + Art + Axt?) = 12,

Wir vergleichen die Koeffizienten auf beiden Seiten und
bekommen die Gleichungen 2A; + 449 = 0,4A; = 0und
4A; = 1. Das gibt

A=}, A=0, Ag=-}
und daher die Losung

yi(t) = —g +3t°

2. Die Gleichung y” + 4y = 5cos(2t) komplexifizieren wir
zu y" + 4y = 5e¥!. Hier ist w = 2j und damit eine einfa-
che Nullstelle von p(A) = A? + 4 (die andere Nullstelle ist
—2j). Wir machen daher den Ansatz y,(t) = tApe?*. Wir
berechnen die Ableitungen

Yo (1) = Ao(e¥' +2jte"),  yi(t) = Ag(4je”" — ate®l)
und setzen in die Differentialgleichung ein:

Ao(4je?t — 4teH') 4+ 4 Apte?! = 5e*!

> 4jA)=5 = Ao = —3j.
Dies gibt uns die komplexe Lésung y»(t) = —% jtetlt =
—2#(—sin(2t) 4 j cos(2t)) und also die reelle Lésung u () =

2¢sin(2t).
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Das geht auch allgemein fiir Gleichun-
gen n-ter Ordnung mit solchen rech-
ten Seiten. Man macht dann den Ansatz
tkPm(t)eu’f, wenn w eine k-fache Null-
stelle des zugehorigen Polynoms ist.
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Durch Superposition der beiden Losungen bekommen wir die
reelle partikulire Losung

yp(t) = y1(t) + uz(t) = —§ + 22 + 3tsin(2t).

Bei dieser Gleichung sieht man einfach das Fundamentalsystem
sin(2t), cos(2t) und damit ist die Allgemeine Lésung

y(t) = —§ + 312 + 3tsin(2t) + c; sin(2t) + ¢ cos(24).
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6 Die Laplace-Transformation

Die Laplace-Transformation ist (wie die Fourier-Transformation)
ein Integraltransformation. Hierbei wird eine Funktion f : [0, co[ —
R eine Funktion F : R — R zugeordnet.

Definition 6.1. Eine Funktion f : [0,00] — R heifdt Laplace-
transformierbar, wenn das uneigentliche Integral
F(s) = LUF(D}(s) = [ e f(t)at
0

fiir ein s € R konvergiert. Die Funktion F heifdt (reelle) Laplace-
Transformierte von f. Man spricht auch von der Bildfunktion F und
der Urbildfunktion f. Die Abbildung, die f auf F abbildet heif$t
Laplace-Transformation.

Ein paar Bemerkungen dazu:
« Konvergiert das uneigentliche Integral fiir ein s¢, so auch

fiir alle s > sp.

« Eine hinreichende Bedingung fiir die Laplace-Transformier-
barkeit von f ist, dass f von exponentieller Ordnung ist, d.h.
dass es Konstanten C und sp und ein T > 0 gibt, so dass fiir
alle t > T gilt

f(B)] < Ce.
« Man kann die Laplace-Transformierte auch fiir komplexes

s = 0 + iw betrachten. Die Transformierte existiert dann
immer in einer Halbebene Re(s) > 0y mit einem ¢p € R.

« Stetigkeit von f ist fiir Laplace-Transformierbarkeit nicht
erforderlich, es muss nur das Integral existieren.

Beispiel 6.2. (a) Die Funktion f = 1 hat die folgende Laplace-

Transformierte
F(s) = £{1}(s) = /e-stdt
0
T
RT _ BERT 1 —st1T
= lim [e™dt = lim [—Ze™]
0
— him [—le—sT 1] 1
e
(b) Fiir f(t) = e ergibt sich
F(s) = £ {f}(s) = / estedt
0

T—o0

= [ethtar = lim [~ Lo M
0
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Wir sehen, dass dieser Grenzwert existiert, wenn s — k > 0 gilt,
also fiir s > k. Es ergibt sich

(c) Fiir f(s) = cos(wt) und sin(wt) nutzen wir komplexe Rech-
nung: Wir nehmen im vorigen Punkt k = jw und erhalten

L{Y(s) = =

= s—jw*

Da wir Integrale mit komplexen Integranden berechnen, in-
dem wir Real- und Imaginirteil getrennt berechnen und es
gilt e/! = cos(wt) + jsin(wt) folgt

£{cos(wt)}(s) = Re [z{efw}(s)} —Re(-1.)

s—wj
_1 1 1 _ s
-2 (sfwj + s+wj> T s24w?”

L{sin(wt)}(s) = Im [ﬁ{ef'wf}(s)} = Im(-1)

s—wj

_ 1 ( 1 1 ) _ w
T2 \s—wj  stwj) T s24w?"
und jeweils existieren die Transformierten fiir s > 0.
Die Laplace-Transformierte bestimmt die Funktion:
Satz 6.3. Gilt fiir zwei Funktionen f, g : [0,00[ - R
1. die Laplace-Transformierten F und G existieren und
2. tiberall da, wo beide existieren gilt F(s) = G(s),
dann gilt f(t) = g(t) in allen Punkten in denen f und g stetig sind.

Satz 6.4 (Rechenregeln fiir die Laplace-Transformation). Fiir die
Laplace-Transformation gelten folgenden Rechenregeln:

(i) Linearitit
L{af +Bg}(s) = aL{f}(s) + PL{g}(s), ab€ER,
(i) Streckung
L{f(ct)}(s) = L{f}(), >0,
(iti) Ableitungen und Integral

L{F'}s) = L) - £(0)
L{FMHs) = "L{FHE) =5 Lf(0) = -+ = 1 (0)

£{ [ Fanie) = L} 6),
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Beispiel 6.5 (Laplace-Transformation von Monomen). Aus Satz 6.4
(ii) bekommen wir

L{"}(s) = 2, s >0,

Die Regel (iii) aus Satz 6.4 zur Laplace-Transformation von
Ableitungen macht die Laplace-Transformation geeignet um li-
neare Anfangswertprobleme mit konstanten Koeffizienten losen:
Ableitungen werden in algebraische Operationen tibersetzt und
Anfangswerte werden automatisch berticksichtigt.

Satz 6.6. Es sei P ein Polynom vom Grad n. Fiir die Losung der Diffe-
rentialgleichung

P($)y=0
mit
y(0) =y'(0) =---y"2(0)=0, y"V(0)=1
gilt
L{y}(s) =
(s)
Beweis.

Auf Grund der Anfangswerte folgt fiir y
L{y'}s) = sL{y}s)

L{y" Vi) = Ly}
L{y"}s) = "L{y}(s) — 1.

Da y die Differentialgleichung erfiillt, folgt fiir £L{y}(s):

S"L{Y}(s) + an-18" T LAY} (s) + - a0L{y}(s) =1
Und daher muss P(s)L{y}(s) = 1, was die Behauptung zeigt. [J

Fiir die inhomogene Differentialgleichung
P(5p)y(t) = (1)

mit Anfangswerten y(0) = co, ...,y "1(0) = ¢,_; ergibt sich
mit F(s) = L{f}(s) fiir die Laplace-Transformierte der Losung

LUK = 50 + 5

mit einem Polynom A vom Grade < n — 1 (welches von den
Koeffizienten a; und den Anfangswerten c; abhingt und dessen
Form wir hier nicht allgemein angeben).

Das allgemeine Verfahren ist wie folgt:

1. Wende die Laplace-Transformation auf'beide Seiten der Dif-
ferentialgleichung an.
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2. Lose die erhaltene (algebraische) Gleichung nach Y = £{y}
auf.

3. Bestimme die Riicktransformation y = £~ }{Y} (iiblicher-
weise mit Hilfe von bekannten Transformierten, Rechenre-
geln und Tabellen).

Beispiel 6.7. 1. Wir betrachten das Anfangswertproblem
y" + 4y = sin(wt), y(0) = c1, ¥'(0) = cp.
(a) Transformiere beide Seiten:

L{y" +4y} = L{sin(wt)}
= L{y"} +4L{y} = L{sin(wt)}

= $°Y(s) —sy(0) — y'(0) +4Y(s) = 2%
N Y~~~
=C =C
— (P+4)Y(s) —c15s—cr = i

(b) Auflésen nach Y:
Y(s) = o (s + o5+ 2)

- (sz-i-wza)}(sz-l—él) +a szj-4 to sz+4
Man beachte, dass der Fall w = 2 besonders ist: Der

erste Summand enthilt dann den Term (s? + 4)? im
Nenner, hat also doppelte Nullstellen!

(c) Riicktransformation: In Tabellen kann man die Riick-

transformierten der einzelnen Summanden nachschla-
gen (oder man bestimmt sie mit Hilfe von Software):

L {%—wsm@;z 24sm (wt) } (s) = 752%)2 ey fiir w # 2
L {%(sin(2t) — 2t cos(2t))} (s) = 52+4
L{cos(2t)}(s) =
£{2 sin(2t)}(s) = s2+4
Es folgt also
y(t) = cq cos(2t) + % sin(2t) + { ims(%)) Z i; :

2. Ein Beispiel hoherer Ordnung ist

—yWry=t yO0) =c, yYO0)=c, y'(0)=c y?0)=cs

(a) Transformation von beiden Seiten gibt

—(s*"L{y} (s) — %1 — s%ca — se3 — ca) + L {y} (s) = L{t}(s).
Die rechte Seite ist

L{t}(s) / te Stdt = “(S*“)] =1

t=0
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(b) Auflésen nach Y = L{y}:

Y(s) = I (3 — 5Pt — 520 — 563 — c4)

(c) Fiir die Riicktransformation beschrinken wir uns auf
den Fall c; = ¢ = ¢3 = ¢4 = 0. In diesem Fall findet
man

—t t l(t o 1
clt+o -4 - 504 (s) = ol
Die Losung ist also

y(t) = t4 4 — ¢ —Snl,
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7 Lineare Systeme erster Ordnung

Jede skalare lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung lisst sich
in eine lineares Differentialgleichungssystem 1. Ordnung (und
Dimension #n) iiberfithren. Wir kommen daher noch einmal auf
Systeme

7 =ABT+D(t), A(t) € R, b(t) € R" (7.1)

zuriick.
Das Superpositionsprinzip aus Satz 2.3 gilt entsprechend: Jede
Losung i/ von (7.1) lisst sich schreiben als

= Vp+n
wobei i/, eine spezielle Losung von (7.1) ist und i/, die allgemeine
Losung des zugehorigen homogenen Systems i’ = A(#)y ist.
Betrachten wir zuerst das homogene System: Fiir i/ = A(t)y

lisst sich (analog zum Fall von linearen Differentialgleichungen
n-ter Ordnung) wie folgt ein Fundamentalsystem finden:

a) Wihlte t; € R und 7 linear unabhiingige Anfangswerte &,
k=1,...,n.

b) Lose die n Anfangswertprobleme

&7 =AWF, 7 () =7"

c¢) Die Matrix

Y(t) = (1) - 7)) € RV

bildet dann ein Fundamentalsystem und wird auch Fundamen-
talmatrix genannt.

Nach Konstruktion ist Y (¢) Losung des Matrix-Anfangswertproblems
Y =A(t)Y, Y(to)= (7" --- 7"

Satz 7.1. Essei Y(t) eine Fundamentalmatrix zum homogenen System
i = A(t)y. Dann gilt:

a) Die allgemeine Losung des homogenen Systems ist
n
gu(t) =Y ()T = Y aif(t), ceR™
k=1
b) Y(t) ist fiir allet € R invertierbar.

Die Determinante W(t) := det(Y(t)) wird wieder Wronski-
Determinante genannt.
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Um inhomogene Systeme zu 16sen, kann man wieder die Va-
riation der Konstanten aus Abschnit 2 benutzen: Ist Y (¢) eine Fun-
damentalmatrix, so macht man zur Lésung von i’ = A(t)§ + b(t)
den Ansatz

Dann gilt

Wir haben also gezeigt:

Satz 7.2 (Variation der Konstanten fiir Systeme). Ist Y eine Fun-
damentalmatrix fiir j/ = A(t)y, so ist die allgemeine Lésung von
i = A(t)7 + b(t) gegeben durch

7(t) = Y(t) |G+ / Y1) B(r)dr|, & eR"

Mit ¢y = Y/(to) ¥y erfiillt i die Anfangsbedingung ij(to) = o.

Fiir konstante Koeffizienten, also fiir den Fall, dass A nicht von
t abhiingt lassen sich auf mehrere Arten Losungen von i/ = Ay
explizit bestimmen.

Beispiel 7.3 (Losung bei bekannten Eigenwerten/Eigenvektoren).
Ist A ein Eigenwert von A und 7 ein zugehdriger Eigenvektor, so
ist if(t) = eM7 eine Losung, denn es gilt

7(t) = AeMT = MAT = M AT = A(MT) = Aji(E).

Haben wir also eine Basis @', ..., 7" aus Eigenvektoren von A, so
haben wir auch ein Fundamentalsystem von i = Aj, nimlich
i (t) = Mo, k=1,...,n.

Hier ein Beispiel: Wir betrachten die lineare Differentialglei-
chung n-ter Ordnung

y(n) —+ an_ly(nfl) + -+ aly/ + aoy = 0.
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Der Reduktionstrick aus Abschnitt 4 liefert das dquivalente n-
dimensionale System erster Ordnung

" 0 1
Y3
V= : = SR
Yn 0
—ayy" — - —a1y2 — a1 —ap —ap -+ —Ap—2 dy_1

Die Matrix A auf der rechten Seite hat das charakteristische Poly-
nom A" +a, A" 1+ .-« 4+ a3\ + ap und heiflt auch Begleitmatrix
dieses Polynoms. Die Eigenwerte sind also die Nullstellen des
Polynoms, und iiber die Bestimmung von Eigenvektoren lisst sich
ein Fundamentalsystem angeben.

Beispiel 7.4 (Losung mit der Laplace-Transformation). Wir betrach-
ten die (komponentenweise) Laplace-Transformation der Glei-
chung i/ = Ajy. Da die Laplace-Transformation linear ist, gilt

L{y'} (s) = L{AG} (s) = AL{F} (5)-

Nach den Rechenregeln der Laplace-Transformation (Satz 6.4 (iii))
gilt L{i/'} (s) = sL{y} (s) — (0) und daher gilt

sL{y} (s) —4(0) = AL{y} (s).

Dies schreibt sich um zu

(sIn = A)LAF} (s) = Ho- (*)

Um die Laplace-Transformierte der Lésung zu bestimmen miissen
wir also ,nur” sI, — A invertieren. Danach bekommen wir die
Losung durch Riicktransformation.

Hier ein Beispiel dazu: Wir betrachten

—/ 1 1 = = yg
y=10 1y, ¥0)=[v,]-
00 1 v3

Die Gleichung (*) ist dann

s—1 0 -1
(o s—1 1)£{g‘}(s)g0.

o = O

0 0 s—1

Es gilt det(sl3 — A) = (s — 1)% und daher ist die Matrix fiir s # 1
invertierbar. Die Inverse ist

s—1 0 -1\ "' s—1)2 0 s—1
0 s—1 -1 = o 0  (s—1)%* s—1
0 0 s—1 0 0 (s—1)2
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und es folgt

Fiir die Riicktransformation schauen wir in Tabellen und finden
L&)
£ {0 =t

et

und wir bekommen die Losung

e AW
y(t) = | yae "O‘yate =€ (Y +Oy3t
y3e Y3

Beispiel 7.5 (Losung mit der Matrix-Exponentialfunktion). Eine
weitere Methode zur Bestimmung von Lisungen von i/ = Ay
ist die Matrix-Exponentialfunktion: Fiir eine quadratische Matrix
A € R™" definiert man

ad k
exp(A) =} 4.
k=0
Es lisst sich zeigen, dass diese Reihe tatsichlich fiir jede Matrix
konvergiert. Wir betrachten die Matrix-wertige Funktion ®(t) =

exp(tA) = kogolo % fur t € RR. Fiir diese gilt

D' (t) = Aexp(tA)

und daher 16st ® die Matrix-Differentialgleichung Y’ = AY. Das
bedeutet aber, dass exp(tA) ein Fundamentalsystem fiir die Glei-
chung i/’ = Ay ist.

In machen Fillen lassen sich Matrix-Exponentialfunktionen
explizit berechnen, nimlich dann, wenn man alle Potenzen von
A explizit bilden kann. Wir schauen und das bei der uns schon

1 01
bekannten Matrix A= [0 1 1| an, denn hier ist
0 01
1 01 1 0 2
A'=1, A'=10 1 1|, A*=|0 1 2|, --- A'"=
0 01 0 01

Wir bekommen also als Fundamentalsystem die Matrix-Funktion

o (10 K =0T k
Y(t) —exp(tA) =Y 5[0 1 k| = Th L%
k=0 0 0 1 k=0 ki? )
o o Y&
k=0
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Lassen sich die Potenzen von A nicht explizit bestimmen, so kann
man die Matrix-Exponentialfunktion mit Hilfe der Jordanschen
Normalform ausrechnen. Erinnere, dass sich jede reelle Matrix
A eine Jordansche Normalform hat, sich also schreiben lisst als
A = SJS~! mit einer invertierbaren Matrix S und einem | der
Form

J1

1
Aj

Wir sind an exp(tA) interessiert. Es gilt dann fiirk = 0,1,2,.. .,
dass (tA)K = (tSJS71) - (tS]S~1) = S(t])kS~1 und
(th)*
(t)* =
(t]:)k
und daher ist

exp(tA) = Sexp(t])S™!

exp(th)
exp(t])
exp(t]r)

Wir miissen also ,nur“ die Matrix-Exponentialfunktion eines
Jordan-Blockes ausrechnen. Dafiir bekommt man

r tZ tn—l B
Lt 53 - oo

exp(t]j) = exp(Ajt)

— e N[ e
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8 Randwertaufgaben

Neben Anfangswertaufgaben, gibt es noch einen anderen Typ Diffe-
rentialgleichung: Randwertaufgaben. Hier werden nicht nur Werte
der Losung und ihren Ableitungen zu einem Zeitpunkt ¢y, sondern
zu verschiedenen Zeitpunkten vorgegeben.

Hier eine kleine Klassifikation:

a) Dirichletsche Randwertaufgabe:

fltyy,y") =0

b) Sturmsche Randwertaufgabe:

y' +ai(t)y’ +ao(t)y = b(t)
ay(ta) + By (ta) = d
vy(ty) +0y'(ty) = da.

c) Lineare Randwertaufgabe:

A(t), Bg, By € R™™"
b(t),d € R"

7 = A7 +b(t)
Baf(ta) + Byfi(ts) = d,

d) Allgemeine Zweipunkt-Randwertaufgabe:

i (t)
7(¥(ta), §(1)) =

mit () € R",7: R" x R" — R".

—

a70)
G,

e) Allgemeine Mehrpunkt-Randwertaufgabe:

-

j(t) = f(£§(t))
(), - §(tw)) =0
mit () € R", 7: R"”"™ — R".
Anders als bei Anfangswertaufgaben ist die Existenz- und Ein-

deutigkeit bei Randwertaufgaben im Allgemeinen nicht garantiert.

Wir behandeln hier exemplarisch den Fall einer eindimen-
sionalen linearen Randwertaufgabe zweiter Ordnung, also ein
Problem der Form

Llyl(t) == y" +a1(t)y' + ao(t)y = b(t)
Ry[y] := ary(ta) + B1y' (ta) + my(ty) + 1y (ty) = da
Roly] := aay(ta) + Bay' (ta) + Yay(ty) + 62y (ty) = da.
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Wir nehmen an, dass die zugehorige homogene Randwertaufgabe

Llyl(t) = 0, Rily] = Ra[y] = 0

nur die Nulllésung hat.

(1)

Ein Losungsverfahren sieht wie folgt aus:

Reduktion auf homogene Randbedingungen: Es sei yo eine C>-

Funktion, welche die Randbedingungen R [yo] = d1 und Ra[yo] =

dy erfiillt. Denn setzen wir y(t) := yo(t) + z(#) und sehen

Lly)(#) = Llyol () + L[z)(t) = b(#)

<= L[z](t) = b(t) — Llyo](t) =: b(t)
und
Ryl = Relyo] + Ry[z] = dy
s R[z]=0, k=1,2.

Es reicht also, die Randwertaufgabe
b(t)
0, k=

L[z](t
Ry (2]

~—

zu 18sen.

Kontruktion einer Greenschen Funktion: Wir betrachten jetzt die
homogene Randwertaufgabe (d.h. d; = d = 0) und suchen
eine Darstellung der Losung als

y() = [ Gt Dp(r)dr. *)

Die gesuchte Funktion G(t, T) (mit t, < t, T < t;) heifdt in die-
sem Zusammenhang Greensche Funktion der Randwertaufgabe.
Wir nehmen weiterhin erst einmal an, das G auflerhalb der
Menge {(t,T) € [ta, tp] | t = T} differenzierbar ist, auf dieser
Menge aber Sprungunstetigkeiten haben darf. Wir bilden nun
die Ableitungen unseres Ansatzes (*):

'ty =4 {/G(t,r)b(r)dT—l—/bG(t,T)b(r)dT}

=1lim G(t,T)b +/at (t, T)b(t)dTt —lim G(¢t, T)b
T, ™N\¢

—/at (t, T)b(T)dT+ [G(tt7) — G(t,t7)] b(t),

wobei G(t,t7) = lim; » G(t,7) und G(t,t) = lim ; G(t, 7).
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Haben wir zusitzlich auch Stetigkeit von G in t = 7 (d.h.
G(t,t7) — G(t,t7) = 0) und leiten noch einmal ab (beach-
te, dass der Sprungterm hier wieder auftaucht, da wir nur die
Stetigkeit von G, aber nicht die Stetigkeit der Ableitungen von
G in t = T angenommen haben):

V' (1) :/%G(t,r)b(r)dr—l— [26(1,17) - 2G(t,19)] b(r),

Unsere Ergebnisse setzen wirin die Differentialgleichung y" () +
a1 (t)y'(t) + ao(t)y(t) = 0 ein und bekommen

tp

Liy](t) = /%G(t,r)b(r)dw [5G(t,17) = 5G9 b(t)
+ar (1) / 2G(t,1)b(1)dT + ag(t) / G(t,T)b(7)dt

= [{Zetm+m(036(0) +a()G(t,T) } blr)dr

+ [%G(t,t’) — 2G(t, t*)} b(t).

Der Term in der geschweiften Klammer ist genau der Differen-
tialoperator L angewendet auf die Funktion ¢ — G(t, T). Wir
schreiben ihn als L[G(-, T)](#) und bekommen daher

L) = [ LIGC, D)Ob(D)dT + [5G () = §G(t,£9)] b(t)

Analog bekommt man fiir die Randbedingungen

Wir haben damit gezeigt:

Satz 8.1. Die Funktion G : [t,, t;)* — R habe die Eigenschaften

(a) G ist stetig auf[t,, t,)* und C2 auferhalb der Diagonalen (t,t),

(b) G(-, T) erfiilltfiir jedes T die homogene Differentialgleichung LG (-, T)] =
0 jeweils fiir t € [t,, t] und t € [t,t,] sowie die Randbedingungen
Ry [G(-,T)](t) =0,k=1,2

(©) 2G(t,t7) — 2G(t,t7) = 1.
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Dann ist G eine Greensche Funktion fiir die Randwertaufgabe und die
Losung dieser Randwertaufgabe lautet

wo:/c@ﬂmﬂm:

Wir zeigen noch wie man eine Greensche Funktion bestimmen
kann.

1. Man bestimme ein Fundamentalsystem v, y» der homoge-
nen Differentialgleichung L[y] = 0 und mache den Ansatz

(wi(7) + Bi(D))yi(t) = T<t

(wi(7) = Bi(D))yi(t) = t<T

G(t, 1) :=

T el e

mit noch zu bestimmenden Funktionen a1, &y, 81, B2.

2. Die geforderte Stetigkeit G(t,+7) = G(t, ") gibt die Glei-
chung

(a1 (t) + B1(t))y1(t) + (aa(t) + Ba(t))y2(t) = (a1 (t) — B1(t))y1(t) + (a2(t) — B2(t))ya(t)

also

B1(t)ya(t) + Ba(t)ya(t) = 0.

Die Sprungbedingung fiihrt analog auf

PLYA(E) + Ba(t)ya(t) = 3.

Beide Gleichungen zusammen geben ein lineares Gleichungs-
system fiir die Funktionen 1 und B, (dies System ist fiir alle

t 16sbar, da die Koeffizienten aus der Fundamentalmatrix
kommen, welche immer regulir ist).

3. Setze den Ansatz aus Schritt 1 in die Randbedingungen ein.
Dabei entsteht ein 16sbares Gleichungssystem fiir die Funk-
tionen a1 und a,.

Beispiel 8.2. Wir betrachten das Randwertproblem

y'+y=b(t)
y(0) —y(m) =0
y'(0) —y'(7) = 0.

Ein Fundamentalsystem ist y; (f) = cos(t), y2(t) = sin(t).
Der Ansatz aus Schritt 1 ist also

[ (w1(0) + B (D)) cos(t) + (aa(t) + Ba(1)) sint
Glt7) = { (81(7) — B (1)) cos() + (ax (1) — Ba(1)) sin(t

) ¢ T<
) - t< T
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Die Gleichungen aus Schritt 2 sind:

B1(t) cos(t) + Ba(t) sin(t) =0
—Br(t)sin(t) + Balt) cos(t) = .
Als Losungen bekommt man hier einfach B (t) = —3 sin(t) und

Ba(t) = cos(t).

Wir werten jetzt noch die Randbedingungen aus (und miissen
dabei darauf achten, in welchem Fall in der Definition von G wir
uns befinden):

G(0,7) = G(7, 7) = (a1 (1) = Ba(7)) + (a2 (7) + 1 (7)) = O
5G(0,7) = HG (7, 7) = (a2(7) — B2(7)) + (a2(1) + B2(1)) = 0
und es folgt w1 (7) = ap(7) = 0.

Wir haben (mit Hilfe des Additionstheorems fiir den Sinus)
als Greensche Funktion bekommen

G(t,1) = { —1sin(t) cos(t) 4+ S cos(T)sin(t) : T <t }

Isin(t)cos(t) — Jcos(t)sin(t) : t<T
[ 3sin(t—1) : T<t
T —3sin(t—1) : t<T

Damit haben wir als Losung der Randwertaufgabe

N[—=
NI—

y(t) = /sin(t — 17)b(t)dT — /sin(t — 7)b(7)dr.
0 t
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9 Holomorphe Funktionen einer komplexen Va-
riablen

Wir beschiftigen uns jetzt mit der Theorie von Funktionen, die
Teilmengen von C in C abbilden, also Funktionen der Form

f:D—=C, D C C offen.

Elementare Beispiele dafiir sind Polynome wie f(z) = z" +2
oder f(z) = z° — jz2 + (4 + )z — j (jeweils auf D = C) oder die
Inversion f(z) = 1/z (auf D = C\ {0}.

Mit Hilfe von Potenzreihen konnen wir weitere elementare
Funktionen definieren:

NN

i
agk:
S

k=0
. ad _1)k
sin(z) == ) (gkﬂ),zm‘“
k=0
Xk
cos(z) := ) ((2;)), z%

T
o

Wie im Reellen gelten
cos(z) = % (ejz +e_fz) , sin(z) = ; <efz - e_jz) *)
und

cos(z)? +sin(z)? = 1,
cos(—z) = cos(z),
sin(—z) = —sin(z).

Ublicherweise wird fiir die Werte einer solchen Funktion die
Schreibweise f(z) = u + jv benutzt. Man kann eine komplexe
Funktion der Variable z = x + jy natiirlich auch als eine Funkti-
on von den beiden reellen Variablen x, y auffassen, d.h. man hat
immer die Darstellung

f(z) = u(x,y) + jo(x,y)

mit reellwertigen Funktionen u und v die jeweils von zwei reellen
Variablen abhingen.

Stetigkeit von f bedeutet dann nichts anderes als das # und v
stetig in den beiden reellen Variablen sind.

Beispiel 9.1. Die komplexe Exponentialfunktion ist ¢ = ¢/ =
e*ely = e*(cos(y) + jsin(y) und da die Abbildungen (x,y)
e* cos(y) und (x,y) — e*sin(y) stetig sind, ist z +— e* ebenfalls
stetig.

Richtig interessant wird es bei Ableitungen von komplexen
Funktionen. Wir iibernehmen die Definition wortgleich aus dem
reellen Fall:
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Definition 9.2. Es sei D C C ein Gebiet (d.h. D ist offen und
zusammenhingend)und f : D — C.

(a) f heifst komplex differenzierbar in zo € D, falls der Grenzwert

lim —=—2=
z—20 20

f(z)—f(z0)
o

existiert. In diesem Fall schreiben wir f/(zo) oder & f(zo) fiir
den Grenzwert.

(b) f heifdt komplex differenzierbar in D, falls f in jedem z € D
komplex differenzierbar ist.

(c) f heifit stetig differenzierbar in D, falls f in D komplex differen-
zierbar und f’ in D stetig ist.

Wir in R gilt: Ist f komplex differenzierbar, so ist f stetig.
Der Begriff der komplexen Differenzierbarkeit birgt einige
Uberraschungen. Hier eine nicht differenzierbare Funktion:

Beispiel 9.3. Wir betrachte f(z) = z, also mitz = x + jy ist f(z) =
x —jy = u(x,y) + jo(x,y) mitu(x,y) = xund v(x,y) = —y. Die
Funktionen # und v sind {iberall reell nach x und y differenzierbar,
aber trotzdem ist f nicht komplex differenzierbar!

Wir sehen dies ein, in dem wir auf zwei Arten versuchen, den
Grenzwert des Differenzenquotienten zu berechnen:

1. Wir betrachten zg = x¢ + jyo und z = xo + h + jyo mit
h € R. Wegen z — zp = hist

N

fz)—f(z0) _ z-2,

—z
Z—20 T oz—zy T z—2

S
Il
==
Il
—_

und daher gilt in diesem Fall auch

hmw —1.

h—0 2T%0

2. Betrachten wir hingegen zg = xo + jyo und z = xo + j(yo +
h) mit h € R. Wegen z — zp = jhist

f2)—flz0) _ z-2% _z=z _ —jh _ -1

zZ—20 Z—2p zZ—29 jh
und daher gilt in diesem Fall auch

lim f@—f0) _ 1

h—0 2TF0

Wir bekommen also unterschiedliche Ergebnisse und daher exis-
tiert der Grenzwert tiberhaupt nicht!

Definition 9.4. Es sei D C C ein Gebietund f : D — C.
(a) f heifdt holomorph in D, falls f in D stetig komplex differenzier-

bar ist.
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(b) f heifdt holomorph in z, falls f einer Umgebung von zj stetig
komplex differenzierbar ist.

Da die Definition fiir komplexe Differenzierbarkeit wortwort-
lich die gleiche ist, wie im Reellen, sind auch die Rechenregeln
exakt die gleichen: Es gilt

(f+8) =f+

(f-8) =1 g+fg
() -2
(fog)(2) = f'(g(2)) - ¢'(2).

Hier eine erste erstaunliche Konsequenz von komplexer Diffe-
renzierbarkeit:

Satz 9.5 (Cauchy-Riemann Differentialgleichungen). Es sei D C
C ein Gebiet, f : D — C und f(z) = u(x,y) + jo(x,y) komplex
differenzierbar in zo = xo + jyo. Dann sind u und v reell differenzierbar
in (xo, yo) und die partiellen Ableitungen u., u,, v, und v, erfiillen die
Cauchy-Riemann Differentialgleichungen

ux(x0,Y0) = vy(¥0,Y0)
uy(x0,Y0) = —0x(x0,Yo)-

Die Ableitung von f ist in diesem Fall

f(z0) = ux(x0,¥0) + jox(x0, o) = vy (X0, ¥0) — jity(x0,Yo).

Beweis.

Wir berechnen den Grenzwert des Differenzenquotienten aufzwei
Arten (wie wir es bei Betrachtung der Nicht-Differenzierbarkeit
der Abbildung z — Z getan haben:

(i) Wir betrachten z = xo + I + jyo:

f2)—flzo) _ u(x0+h,yo)+jv(xo+h,y(;l)f(u(xg,yo)Jrjv(XO,yo))
zZ—2Zp

u(xo+h,yo) —u(xo,y0) + -v(x0+h,y0) —v(x0,40)
I ] I

=0 ux(x0,Y0) + jox(xo0, yo)-

(ii) Nehmen wir z = xo + j(yo + h) gilt:

f(2)—f(z0) _ ulxoyo+h)+jo(xoyo+h)—(u(xoy0)+jv(x0y0))
Z—2g - jh

u(xg,y0+h) —u(xo,y0) + -v(x0,¥0+h) —v(x0,40)
ih ] in

=
(=]

T —juy (%0, y0) + vy (X0, Yo).-

Hier haben wir aber, dass der Grenzwert f’(zp) = lim,_,, f(zi%o(zw
existiert und daher unabhingig davon ist, wie z gegen z( geht,

d.h. die Grenzwerte in (i) und (ii) sind gleich, also uy(xo,y0) +
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jox(xo0,v0) = —juy(xo0,y0) + vy(x0,Y0). Die Behauptung folgt
durch Vergleich von Real- und Imaginirteil. Die Formeln fiir
f'(z0) haben wir ebenfalls schon gezeigt. O

Beispiel 9.6. Die Funktion f(z) = |z|> = zZ ist nicht komplex
differenzierbar, was wir an den Cauchy-Riemann Differential-
gleichungen sehen kénnen: Es gilt f(z) = x2 + y? + j0, also
u(x,y) = x* +y?> und v(x,y) = 0. Es gilt

ux(x,y) = 2x, uy(x,y) =2y
ve(x,y) =0, vy(x,y) = 0.

Die Cauchy-Riemann Differentialgleichungen sind also nur in 0
erfiillt und damit ist f fiir kein z € C \ {0} komplex differenzier-
bar.

Ebenso einfach kann man auch die Nicht-Differenzierbarkeit
von z — Z mit den Cauchy-Riemann Differentialgleichungen
zeigen.

Es gilt sogar folgende Umkehrung des obigen Satzes:

Satz 9.7. Sind u und v in einem Gebiet D C R? stetig partiell (reell)
differenzierbar und erfiillen die partiellen Ableitungen von u und v in
ganz D die Cauchy-Riemann Differentialgleichungen, so ist f(z) =
u(x,y) + jo(x,y) in D holomorph.

Wir haben also, dass die Holomorphie von f in einem Gebiet
D durch die Cauchy-Riemann Differentialgleichungen charakte-
risiert wird.
Beispiel 9.8. Wir betrachten f(z) = ¢* = e*(cos(y) + jsin(y)),
also u(x,y) = e* cos(y) und v(x,y) = e*sin(y). Es gilt

uy(x,y) = e*cos(y), uy(x,y) = —esin(y)
vy(x,y) = e*sin(y), vy(x,y) = e* cos(y).

Da die partiellen Ableitungen iiberall existieren und stetig sind
und die Cauchy-Riemann Differentialgleichungen tiberall erfiillt
sind, folgt die Holomorphie von f in ganz C.

Die Ableitung ist

Z

f'(z) = ux(x,y) + jox(x,y) = " cos(y) + j(e" sin(x)) = e*(cos(y) + jsin(y)) = €*.
Aus den Identititen (*) bekommen wir
sin’(z) = cos(z), cos'(z) = —sin(z).

Satz 9.9 (Lokale Umkehrbarkeit und Ableitung der Umkehrfunk-
tion). Ist f holomorph in zy und gilt f'(zo) # O, so bildet f eine Umge-
bung von z( bijektiv auf eine Umgebung von wy := f(zo) ab. Die dort
definierte Umkehrfunktion f~1 ist holomorph in wo und es gilt

1

—1v/ _ 1
(f7) (o) = 7y = prricany-
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10 Potenzen, Wurzeln, Logarithmen

Wir betrachten die elementaren komplexen Funktionen genauer:

Quadrat und Quadratwurzel: Wirbetrachten f(z) = z2 und schau-

en uns die Funktion in Polarkoordinaten an. Wir schreiben
z = re/?. Dann ist

w = z> = r?el??.

D.h. der Betrag wird quadriert und der Winkel verdoppelt.
Die offene rechte Halbebene

H; = {z = rel? ‘ —n/2< o< m/21r > 0}
wird durch f auf
G:=C\{x|x<0}

abgebildet.

z-Ebene w-Ebene

Das Gleiche gilt aber auch fiir die linke Halbebene

H, := {z = rel? ‘ /2 < @ <3m/2,r > 0}.

z-Ebene w-Ebene

Es gibt also zu jedem w € G genau zwei Urbilder z; und zy,
nimlich jeweils eins in H; und eins in H». Es gibt also keine
globale Umkehrfunktion von f(z) = z%. Durch Einschrin-
kung des Definitionsbereiches kénnen wir Umkehrbarkeit
erreichen: Die Funktion

f1:H1—>G,zr—>w222
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wird von
hi(w) = \/|wl|e! A8®@)/2, Arg(w) € |-, 71|
umgekehrt und Die Funktion Arg nennt man Argu-
mentfunktion. Man nennt Arg(z) auch
fo:Hy =G,z w= 72 den Winkel von z oder die Phase. Allein
’ durch die Forderung z = |z|e/A™8(2) ist
wird von Arg(z) noch nicht eindeutig bestimmt
und wir folgen der tiblichen Konventi-
(A 2 on, dass Arg(z) € |]—m, nt] gilt, was
hy(w) = \/ |w|e]( 8w/ +7r), Arg(w) € |-m, 7 Arg(z) wohldefiniert macht.
umgekehrt.

Man nennt diese beiden Funktionen die Zweige der komple-
xen Quadratwurzel und die Funktion /1y den Hauptzweig der
komplexen Quadratwurzel.

Man kann das Abbildungsverhalten des Quadrats auch durch
die Abbildung eines Gitters verstehen: Es gilt

utjo=w=z"= (x+jy)* = x* -y’ +j(2xy)

also

u=x*—y*, v=2xy.

Es ist also 02 = 4x?y2. Wir betrachten jetzt eine horizontale
Gerade (x, o) fiir yo # 0 und bekommen

u=x*— y%, v = 4x2y%.

Es folgt
X*=u+y3, alsov® =4(u+y3)yi.
Losen wir dies nach u auf, erkennen wir, daszs die Gerade x —
(x,10) auf den Graphen der Parabel u = 4”? — y? abgebildet
0

wird. Ebenso sieht man, dass die vertikalen Geraden y +—

(x0,y) fiir xg # 0 auf die Parabeln u = x5 — %.

Bleiben noch die Spezialfille: yy = 0 wird (nicht injektiv,

sondern 2-zu-1) auf die Halbgerade u = x> und v = 0
abegbildet und x( landet (ebenfalls 2-zu-1) auf der Halbgera-
denu = —y%, 0v=0.

—
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Hohere Potenzen und hohere Wurzeln: Zun € IN betrachten wir
w = f(z) = z". Die Funktion ist in ganz C holomorph mit
Ableitung f'(z) = nz" 1. Da f/(z) # 0 fiirz # 0,ist f in
jedem z # 0 lokal umkehrbar. In Polarkoordinaten gilt

w = f(z) = f(rel?) = "el"?.
Hier werden die Winkelbereiche
Wy := {z:ejq’ ‘ % <g< EE > O},k: 1,...,n

alle auf G abgebildet und die Funktionen f; : Wy — G
fx(z) = z" sind alle umkehrbar mit Umkehrfunktionen
Arg(w) 2m(k—1)

he(w) = {/Hej(”+ " >,k: 1,...,n.

Exponentialfunktion und Logarithmus: Die Funktionw = f(z) =
e® ist auf' ganz C holomorph und periodisch mit der Periode
27j (was man an e = e*(cos(y) + jsin(y)) sieht).

Hier werden die Streifen
Sxi={z=x+jy|xeRye]k—-1)n, 2k+1)7|}, ke Z

bijektivauf G = C \ {0} abgebildet.

z-Ebene w-Ebene

Um die verschiedenen Umkehrfunktionen flirexp : Sy — C
zu bestimmen schreiben wir fiir

ec=w= |w‘ej(Arg(w)+27rk)’ ke Z.

Wegen ¢ = e*elV folgt |w| = ¢* und y = Argw + 27tk. Wir
haben also fiir jedes k € Z eine Umkehrfunktion

log, (w) = In(|w|) + j(Arg(w) + 27k).
Die Funktion
Log(w) = logy(w) = In(|w|) + j Arg(w)

heifdt Hauptwert des Logarithmus und ist auf C \ {x | x < 0}
definiert.
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Allgemeine Potenzen: Fiira € Cundz € C\ {x | x <0} defi-
niert man

o ot Log(z)

(und man nimmt noch die Konventionen 0 = 0 fiir alle
a #0und 0° = 1 hinzu).

Man beachte, dass die Rechenregel z°z” = z%+? nicht immer
gilt - sie ist richtig, wenn alle Logarithmen auf dem gleichen
Zweig liegen!

Beispiel 10.1. Man bekommt zum Beispiel fiir den Hauptwert des
Logarithmus

Log(j) = In(|j]) +j Arg(j) = In(1) +j3 = j3-
Die anderen Logarithmen sind
logy.(j) = j (5 +27k) .

Durch die Definition der allgemeinen Potenz iiber den Hauptzweig
des Logarithmus haben wir auch

ji = eltBU) — 17 — o3 ~ 0.0279,

(Andere Moglichkeiten wiren e/108:() = ¢/ (F+2mk) _ p=m/2-2mk
firk € Z.)

Wir wissen schon, dass Realteil # und Imaginirteil v eine holo-
morphen Funktion die Cauchy-Riemann Differentialgleichungen
erfiillen, als, dass gilt

Uy = Uy, uy = Ux.

Leiten wir die erste Gleichung noch einmal nach x und die zweite
noch einmal nach y ab bekommen wir

Uyy = ny, uyy - —ny.

Da nach dem Satz von Schwarz vy, = vy, gilt, bekommen wir aus
der Addition der Gleichungen

uxx+uyy :0

iiberall da, wo u definiert ist. Analog bekommt man (erste Glei-
chung nach y und zweite nach x ableiten) auch

Uxx +0yy = 0.
Wir halten fest:

Satz 10.2. Ist f in D holomorph, so erfiillen der Realteil u und der
Imagindrteil v vonn f die Laplace-Gleichung, d.h. es gilt

Au = Uy +uyy =0, Av = 0.
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Man nennt Funktionen mit Au = 0 harmonische Funktionen
und im Fall des obigen Satzes heifSt v zu u konjugiert harmonisch.
Wir erinnern uns an den Gradienten

und bekommen fiir zwei Funktionen u und v, die die Cauchy-
Riemann-Differentialgleichungen erfiillen

(Vu, Vv) = 1,05 + 1,0y = tx0x + (=0 )ty = 0,

das heifdt, die Kurvenscharen, welche durch u(x,y) = ¢; und
v(x,y) = ¢, definiert sind schneiden sich immer rechtwinklig.
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11 Komplexe Integration

Um ein Integral fiir Funktionen f : D — C mit D C C iiber einen
Weg 7 : [a,b] — D zu definieren, erinnern wir uns an Riemann-
Summen: Fiir eine Unterteilunga = t) < 1 < -+ < t, =
b bekommen wir eine Unterteilung des Weges, nimlich einen
Polygonzug durch die Punkte zg = y(tp) = v(a), zx = v(t),
zy = Y(ty) = ¥(b) und wir betrachten analog zum reellen Fall
die Summe

I
1=

n
Y f(z) (2 — zk1) Fr(e) (r(tic) — v (te—1))
k=1 k=1 Ny = 2,
_y (b =v(tia)) (4,
= Y. ) QU () A
Dies ist eine Riemannsumme fiir das Integral
z)‘(d :24

b
[ Faeny v

und genau so definieren wir das Wegintegral fiir komplexe Funk-
tionen.

Definition 11.1. Es D C C ein Gebiet, f : D — C stetig und
7v : [a,b] — D eine stiickweise differenzierbare Kurve. Dann ist
das Wegintegral (oder auch Kurvenintegral) von f lings v definiert
als

b
[ F@dzi= [ v o
v a

Ist y geschlossen (also y(a) = (b)), so schreibt man oft

ﬁf(z)dz

um dies gleich in der Notation deutlich zu machen.

Hier ein einfachen Beispiel, was aber zugleich sehr wichtig ist:

Beispiel 11.2 (Fundamentalintegral). Es sei f(z) = (z — z9)" mit
n € Z und vy sei die Kreislinie

Ki(z9) :=0By(2z0) = {z | |z — 20| =1} .
Wir parametrisieren die Kreislinie durch
v(t) = zo + rel* = zg +rcos(t) + jrsin(t),t € [0,27].
Dann ist

Y (t) = jre!
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und

F(y() = (y(t) —z0)" = (rel")" = r"e/".
Also ist das Integral

27
= /r”ej”tjreﬁdt
0

21
— jprHl /ej(n+1)tdt'
0

Ist n = —1, so ist der Integrand ¢’ = 1 und wir bekommen

7{ (z —z9) " 'dz = 27j.
KY(Z())

Ist n # —1, so hat der Integral die Stammfunktion ].(nil) el (41t

und wir bekommen

. 2
f (Z —Zo)dZ _ ]-rn+1 [#e](nqtl)t} T _o,

Ky (ZO)
da die Exponentialfunktion 27r-periodisch ist.
Wir halten fest:

2+ n= -1
Kr(ZO)

Beispiel 11.3. (a) Wir betrachten f(z) = zund y(t) = ¢/, 0 < t <
27t. Das Integral von f lings <y ist ein Spezialfall des Funda-
mentalintegrals (mit zp = 0,7 = 1 und n = 1 und daher
gilt

?{ zdz = 74 zdz = 0.
9B,(0) K1(0)

(b) Wir betrachten f(z) = z und () = re/! mit 0 < t < 271 Wir

berechnen
27 27T
]{Zdz = / (relt)rjeltdt = jrz/e_jt+jtdt = 2711,
Y 0 0

(c) Fir f(z) = 1/zund y(t) = e/,0 < t < 277 ist das Integral
von f wieder ein Spezialfall des Fundamentalintegrals (zo = 0,
r = 1und n = —1), aber wir kénnen auch unser Wissen aus
(b) anwenden:

_ 21
14z = ?{ 14z = ]{ 2 4z = o
ﬁ : K (0) 2 K (0) J
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(d) Wir betrachten f(z) = z? + 5z und verschiedene Wege von —j

nach j:
j
G .\Cz
—j _/

Wir wihlen folgende Parametriesierungen:

Ci: y(t)=jt,-1<t<1 Y (t) =]
Cr:  y(t)=e,-F<t<F  A(t)=je

Wir bekommen fiir Cy:

1
/f(Z)dz: /(z2+5z)dz: /((jt)2+5jt)jdt
G -1

G

1
i 1
-1
Fiir C, bekommen wir
/2
/f(z)dz = / ((e)? +5el*) je'dt
G —7t/2
/2

_ 3jt 2ty qp — i [ 1,3t 4 5 24t
=] / (e’ + 5e )dt—]{:%].e + 5 }
—/2

7T

t=—71

_ | 1¢Bin/2 _ -3im/2y o 5¢2im/2 _ -2im/2y | 2
3(6\,_/ e;\,_/) + 2(6\/_/ EHT) 31,
=—j =j — —
also exakt das gleiche Ergebnis.
Das Wegintegral erfiillt folgende Rechenregeln:

Linearitit. Es gilt

/af(z) +bg(z)dz = a/f(z)dz—kb/g(z)dz.
0 0

Y

Wegadditivitit: Ist ein Weg v aus den Teilwegen 1, ..., v, zu-
sammengesetzt, so gilt

/f(Z)dZ:é,{f(Z)dZ.
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Umkehr der Laufrichtung: Zu einem Weg 7 sei ¢y~ der umge-
kehrt durchlaufene Weg, d.h. fiir y : [a,b] — Cisty~ (t) =
v(b+ a—t). Dann gilt

/f(z)dz: —/f(z)dz.
v 0

Standard-Abschitzung: Es gilt

[ f@)dz| < maxif ()] - L(y)
K Erinnere, dass mit L(y) die Lange der
Kurve 7 (als Kurve im IR?) bezeichnet
Dies sieht man durch wird.
b b
[ sereny' et < [1FGo)/ 6l
a a

b
< max |f(2(1)] [17'(1)ldt,

a<t<b
da der letzte Term gerade die Lange des Weges 7 ist.

Man kann das komplexe Wegintegral auch mit reellen Kur-
venintegralen ausdriicken: Fiir f(z) = u(x,y) + jo(x,y) und
¥(t) = x(t) + jy(t), t € [a,b] ist mit ¥ = (x,y)

b

[ £z = [ [n(x(t), y(0) + jolx(t), y(O)] [¥'() +jy/(8))] a

2
2

Physikalisch lassen sich Real- und Imaginirteil des komplexen
Wegintegrals wie folgt interpretieren: Der Realteil ist

Re ( 7/ f(z)dz) - / <_”£2,)> .d7,  Zirkulation von = <_”U> lings 7

¥

und der Imaginirteil ist

fm ( / f(z)dz) -/ (%;) .d%  Flussvon§ — <_”U) von durch 7.

v
Das Vektorfeld (v, u) entsteht aus dem

Vektorfeld (1, —v) durch Drehung um
90° nach links, daher ist das Integral

Version vom 27. Februar 2023 | WiSe 2022 57 tiber (1, —v) der Fluss von (u, —v) von
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12 Der Cauchy-Integralsatz und Stammfunktio-
nen

Fiir die folgenden Aussagen kommt es auf die Form des Gebietes
an, auf dem eine Funktion holomorph ist. Besonders wichtig ist
der Begriff des einfach zusammenhdngenden Gebietes. Dabei heif$t ein
Gebiet zusammenhdngend, wenn es zu je zwei Punkten im Gebiet
einen stetigen Weg von einem zum anderen gibt, der ganz im
Gebiet verliuft. Ein Gebiet heif$t einfach zusammenhdngend, wenn
jeder geschlossenen Weg, der ganz innnerhalb des Gebiets verliuft
sich stetig auf einen Punkt zusammenziehen lisst. Anschaulich
bedeutet das, dass ein Weg im Gebiet nicht um Punkte herumlau-
fen kann, die nicht im Gebiet liegen, also, dass das Gebiet keine
Locher hat.

So ist zum Beispiel die Einheitskreisscheibe B; (0) zusammen-
hingend und auch einfach zusammenhingend. Die Menge C \ {0}
ist zwar zusammenhingend aber nicht einfach zusammenhin-

gend.

Satz 12.1 (Cauchy-Integralsatz). Essei D C C ein einfach zusammen-
hdngendes Gebiet und f in D holomorph. Dann gilt fiir jede stiickweise
differenzierbare und geschlossene Kurve y in D

ff(z)dz =0.

Der Satz folgt zum Beispiel aus dem Satz von Green aus der
Analysis Vorlesung, da die Vektorfelder (v(x,y), u(x,y) und
(u(x,y), —v(x,)) aufgrund der Cauchy-Riemann-Differential-
gleichungen rotationsfrei sind.

Ohne die Voraussetzung, dass das Gebiet einfach zusammenhin-
gend ist, ist die Aussage im Allgemeinen falsch: Die Funktion
f(z) = 1/zistin C\ {0} holomorph, so gilt fiir das Integral
$x, () 14z = 27] # 0!

Korollar 12.2 (Wegunabhingigkeit). Es sei D C C ein einfach zu-
sammenhdngendes Gebiet, z1,zy € D und f in D holomorph. Dann gilt
fiir alle stiickweise differenzierbaren Kurven 1, y2 in D welche jeweils
in z1 anfangen und in z; enden

/f(z)dz:/f(z)dz.
m 7

Wir definieren -y als den Weg, der entsteht, wenn wir erst 1
und dann 7, durchlaufen. Dies ergibt einen geschlossenen
Weg und nach dem Cauchy-Integralsatz gilt

0= %%f(z)dz = '/;1f(z)dz+ ./Y; f(z)dz = ./“f(z)dz - W;f(z)dz.

Wir betrachten die folgende Situation:
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Einfach zusammenhingende Menge:

Nicht einfach
Menge:

zusammenhingende
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Hier haben wir ein Gebiet D mit Loch und zwei Wege, die beide
um das Loch herum laufen. Wir wollen mit Hilfe des Cauchy-
Integralsatz zeigen, dass die beiden Integral iiber 7 und 7, den
gleichen Wert haben. Dazu ,,schneiden wir das Gebiet G zwischen
den Wegen auf” um zwei einfach zusammenhingende Gebiete G;
und G zu erhalten:

Da f holomorph auf beiden Gebieten G; und G ist, und diese
nach Kostruktion einfach zusammenhingend sind, gilt

%f(z)dz = %f(z)dz =0.

3G, 3G,

Die beiden Wegestiicke S; und S, entlang der Schnitte werden
jeweils zweimal in entgegengesetzen Richtungen durchlaufen und
heben sich daher weg. Wir bekommen (beachte die Laufrichtung

von 77!

0= ff(z)dz— %f(z)dz:%f(z)dz—i—j{f(z)dz
n 163

3G, 3G,

— § fe)dz ~ § Flz)dz
T 72

und schlieflen, dass beide Integrale iiber 1 und 7, gleich sind.
Wir halten fest: Ist eine Funktion auf einer Umgebung eines
Gebietes, welches von zwei geschlossenen Kurven eingefasst wird
holomorph, so sind die Wegintegrale der Funktion tiber die beiden
Wege gleich.
Beispiel 12.3. Es sei y irgendeine geschlossenen, stiickweise diffe-
renzierbare Kurve, die sich nicht selbst schneidet und welche den
Punkt z( positiv orientiert umliuft. Wir fragen uns: Was ist das
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Integral

7{ (z — 29)%dz?
v

Mit Hilfe der vorigen Ergebnisse konnen wir diese Frage beant-
worten, ohne viel iiber -y zu wissen! Das einzige, was wir benotigen
ist, dass vy genau einmal links herum um zp herum liuft. Wir be-
trachten eine Kreislinie K, (z9) um zo mit Radius » > 0, so dass y
im Inneren der Kreislinie liegt.
g /—4\

Wir wissen nimlich / FoTN

~2)"d :f —z)"d )
ﬁ(z e Tl oA

und haben schon berechnet \
?{ (Z—Zo)ndZ:{O : neZ\{-1}
Ky(Zo)

2mj : n=-L

Analog kénnten wir Integrale {iber Wege behandeln, die meh-
rere ,Locher” im Definitionsgebiet umlaufen.

Satz 12.4. Es seien 7y1, ..., yn geschlossene, stiickweise stetig differen-
zierbare und positiv orientierte Kurven, die sich nicht selbst schneiden
und die ganz in einem Gebiet D verlaufen. Weiterhin sollen alle Kurven
Yk ganz im Inneren einer weiteren Kurve <y liegen und jede Kurve vy im
Auferen jeder anderen Kurve 7y; (i # k). Weiterhin enthalte das Gebiet
zwischen y und den Kurven yy keine weiteren Locher aus D. Dann gilt

%f(z)dz = i f(z)dz.
Y k=1 7k

Wie in der reellen Analysis nennt man F eine Stammfunkti-
onvon f, wenn F' = f gilt. Im komplexen Fall haben nicht alle
stetigen Funktionen Stammfunktionen - es kommt auf das Defi-
nitionsgebiet an!

Satz 12.5. Es sei D ein einfach zusammenhdngendes Gebiet, f in D
holomorph und zy € D. Dann ist durch

Fe) = [ fo)a

eine Stammfunktion von f in D definiert (dabei ist das Integral iiber
irgendeine in D verlaufende Kurve, welche in zo beginnt und in z endet).
Alle weiteren Stammfunktionen sind von der Form F(z) + c fiir ein
ceC.

Die Beweisidee dieses Satzes ist einfach: Wir betrachten f(z +
h) und f(z) und die folgende Skizze:

Version vom 27. Februar 2023 | WiSe 2022 60



006.12.2022, VL 12-4

Dann gilt F(z+h) = [ f({)dfund F(z) = [ f(0)dg,
aber nach dem Cauchy-Integralsatz gilt

Fa+h)—F@) = [ fO)d

[z,z+h]

wobei [z,z 4 h] den Weg entlang der geraden Verbindungsstrecke
zwischen z und z + h bezeichnet. Also gilt fiir den Differenzen-
quotienten

F(z+h)—F(z) _ 1/ d
et (o

und genaue Betrachtung zeigt, dass die rechte Seite fiir h — 0
gegen f(z) konvergiert.

Satz 12.6 (Wegunabhingigkeit des Integrals). Es gelten die Voraus-
setzungen des Satzes 12.5. Dann gilt fiir z1,z, € D und jeden Weg 7y der
von zq nach z; fiihrt

| f@)dz = F(z2) — F(z1)
Y

wenn F eine Stammfunktion von f ist.

Beweis. Wir nehmen die Stammfunktion F die zum Punkt z; de-
finiert ist (also zgp = z; in Satz 12.5) und da alle anderen Stamm-
funktionen von der Form F + ¢ sind gilt

[ f@©)dg = F) +c

fiir jedes z. Setzen wir z = z1, so bekommen wir 0 = F(z1) +¢
und es folgt

Z2

[ F©)dE = F(z2) + ¢ = F(z2) — F(z).

Z1
O

Beispiel 12.7. Die auf der komplexen Ebene ohne den Nullpunkt,
alsoauf C\ {0}, holomorphe Funktion f(z) = 1/z hataufdiesem
Gebiet keine Stammfunktion!
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Betrachten wir sie aber zum Beispiel auf der rechten Halb-
ebene Hy = {z | Re(z) > 0} so ist Log(z) eine Stammfunktion.
Das kann man mit Hilfe der Formel f'(z) = uy(x,y) + jo(x,y)
nachrechne: In der rechten Halbebene ist

Log(2) = In(|z]) + j Arg(z) = In(y/2? + y2) + jarctan (£),

d.h. wir haben u(x,y) = In(y/x? + y?) und v(x,y) = arctan (7).
Daher ist

— 1 1 —
(X, y) = N ' 2¢/x2+y2 2= ij_yz

und

Es folgt also fiirz € H,

Log'(z) = ux(x,y) +jox(x,y) = 2y —jelp = hr = =-

Beispiel 12.8. 1. Wir berechnen f7 e*dz fiir die Strecke von 1
nach j: Eine Stammfunktion ist F(z) = e* und daher ist

/ezdz =F(j) —F(1) = ¢/ —e! = cos(1) — e+ jsin(1).
0

2. Wollen wir f7 Z%dz fiir einen Weg berechnen, der von 1 nach
—1 fiihrt, so konnen wir das nicht fiir die gerade Verbin-
dungsstrecke machen, da diese durch die Singularitit in
z = 0 lduft. Wir kénnen aber folgenden Weg nehmen:

Die Funktion 1/z2 hat im skizzierten Gebiet eine Stamm-
funktion z.B. —1/z und daher gilt
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13 Die Cauchy-Integralformel

Satz 13.1 (Cauchy Integralformel). Es sei D einfach zusammenhdn-
gend, f holomorph in D und <y eine ganz in D verlaufende, geschlossene,
stiickweise stetig differenzierbare Kurve, die sich nicht selbst schneidet und
welche positiv orientiert ist. Dann gilt fiir jedes z, welches von -y umlaufen
wird

@) = 5 [ 12dc.
0
Beweis.
Es sei z im Inneren von <. Die Funktion { +— é% istin D \ {z}
holomorph. Wir wihlen einen kleinen Radius 7, so dass der Kreis
K;,(z) noch ganz von 7 umlaufen wird:

7 ke, (¥

<

Dann gilt fiiralle 0 < r < rg

fac - / M4

o Kq (

_/f FEH Q- 1(2) 47

—f@) [ hde+ [ 19LCag.
K:(z) K:(z)

Das erste Integral kennen wir; es hat den Wert 5 ] . Fiir das zweite
Integral benutzen wir, dass f in D holomorph ist und daher in ei-
ner Umgebung von z beschrinkt ist. Da der Grenzwert L:z(z) —

f'(z) fiir { — 0 existiert, ist der ganze Integrand beschrinkt durch
eine Konstante M, d.h. es gﬂt

‘ f)=f(z)

fur alle ¢ nahe bei z. Daher folgt nach der Standard-Abschitzung

/f FO-1G) gz | < M2mr — 0 fiir r — 0.

Zusammen haben wir gezeigt:

[Qdg = f(z)2mj
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Das bemerkenswerte an diesem Satz:
Der Wert f(z) wird bestimmt allein
durch Werte f({) entlang der Kurve,
d.h. die Werte von f in Punkten z wel-
che von der Kurve v umlaufen werden,
sind schon durch die Werte von f ent-
lang von 7 festgelegt!
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wie behauptet. O

Wir betrachten den Spezialfall ¥ = K;(z) genauer: Wir para-
metrisieren die Kreislinie durch 7y (t) = z + re/f (0 < t < 271) und
bekommen

27
fle) =g [ = [Lertetar
0

K;(2)
27
=+ /f(z+re]t)dt
0
Dies zeigt:
Satz 13.2 (Mittelwertformel). Ist f holomorph in Gebiet D und z € D.
Dann gilt
2r
@) = 2 [ fz+retyat,
0

d.h. der Funktionswert f (z) ist der Mittelwert von f entlang der Kreislinie.

Satz 13.3 (Cauchy Integralformel fiir Ableitungen). Unter den Vor-
aussetzungen von Satz 13.1 gilt: f ist sogar beliebig oft komplex differen-
zierbar und es gilt

f(n)(z) = 27171']/ (gfg?&l dg.

Beweis.

Wir zeigen den Fall n = 1, die weiteren Fille folgen dann per
Induktion: Es sei zg in Inneren von 7y und wir wihlen & so, dass
zo + h noch innerhalb von -y liegt. Wir definieren

Fi(z0) := 2%1]/ (gf_(gg)ng- Wir benutzen
7 S NN U
C—z0—h  {—z0 = ({—z0—h)({—20)
Es folgt nach Satz 13.1 und
_ : 1 1 I
w —h (ZO) - Z%T] ¥ (% [@—zlo—h o @‘120} N (CJZO)Z) f(g)dg (C—20-1)(G~20) ((~20)? ~ ((—20—h)({—20)*"
_ _h f(©)
= 27 / (et
v

Jetzt betrachten wir die Menge G5 := {z € Inneres(y) | V{ € v : |z — (| > 6}
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Dabei wihlen wir é > 0, sodass zp € G, d.h. | — zo| > 6. Fir
h mit |h| < /2, folgt | —zo — h| > 6/2. Wir setzen M :=
max.cc|f(z)| und es folgt mit diesen Abschitzungen

f(20+h21—f(20) - Fl(z())‘ < L(,Y)Mm_
Da die rechte Seite fiir # — 0 gegen Null geht, ist f komplex

differenzierbar in zp mit f’(zo) = F(zo). O

Wendet man die Standard-Abschitzung auf die Intergrale in
der Cauchy-Integralformal mit v = K,(z) an, bekommt man

Satz 13.4 (Cauchy-Ungleichungen). Sei f holomorph im Gebiet D,
z € D und die Kreislinie K,(z) und ihr Inneres liegen ganz in D. Ist
dann |f(Q)| < M fiir alle { € K,(z), so gilt fiir alle n

£ ()] < =5t

yn

Mit der Cauchy-Integralformel kann man manche Integrale
direkt ablesen:

Beispiel 13.5. 1. Wir betrachten

_e
/ Z2+42z dz

|z[=3
Wir zerlegen
-1 1 _11_ 1.1
22427 z(z+2) 2z 2z+42

und bekommen

e 1 3, 1 e
/ZZ+ZZdZ—2 / ~dz — 5 / ZJr2dz.

|z[=3 |z[=3 |z|=3

Im ersten Integral erkennen wir die Cauchy-Integralformel
mit f({) = ¢° und z = 0 im zweiten Integral ist z = —2.
Daher ist

S5dz = mje’ — mje ? = (1 —e )]

|z|=3

2. Wir betrachten das geschlossene Integral

Ld
——az.
1422
j{),Jrz

Partialbruchzerlegung gibt
1 =1¢ Ldz— 1 ¢ L
ﬁmzdz = 2 ii =92~ 3 }g 779%
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Das Ergebnis hingt nun davon ab, ob die Punkte j und —j
von y umlaufen werden oder nicht. Es gilt

0 jund —j liegen beide auflerhalb von 7y
j{ 1 gy — 0 jund —j liegen im Inneren von
1422 T j liegt im Inneren von 7, —j nicht
—m : —jliegtim Inneren von 7, j nicht.

Nun konnen wir die auch die ,,Umkehrung des Cauchy-Integral-
satzes zeigen:

Satz 13.6 (Satz von Morera). Es sei D ein einfach zusammenhdingendes
Gebiet und f in D stetig. Gilt dann fiir jeden in D verlaufenden stiickweise
stetig differenzierbaren und geschlossenen Weg <y

]if(z)dz =0,

so ist f in D holomorph.

Beweis.
4
Wegen fyf(z)dz = 0 sind die Integrale [ f({)d{ =: F(z) unab-
20
hingig vom Weg mit dem zp und z verbunden werden. Also ist
F eine Stammfunktion von f, d.h. es gilt F/ = f. Da f stetig ist,
ist F also sogar stetig differenzierbar, also holomorph. Nach den
Cauchy-Integralformeln fiir die Ableitungen ist F also beliebig oft
differenzierbar, also gilt das gleiche fiir f. O

Wir konnen mit Hilfe der Funktionentheorie den Fundamen-
talsatz der Algebra beweisen. Dazu zuerst ein Resultat, was auch
fuir sich genommen interessant ist:

Satz 13.7 (Satz von Liouville). Ist f : C — C holomorph und |f|
beschrinkt, so ist f konstant.

Beweis.
Es sei M > |f|. Dann gilt nach der Cauchy-Ungleichung fiir die
Ableitung f’ fiir einen Kreis mit Radius 7 um z

f'@)) <
Dies gilt fiir alle » > 0 und mit » — oo folgt f'(z) = 0. Dies gilt
fiir jedes z und daher ist f konstant. 0

Funktionen, die auf ganz C holomorph sind, nennt man ganze
Funktionen; Beispiele sind alle Polynome und ¢?, sin(z), cos(z). Der
Satz von Liouville sagt also, dass die einzigen beschrinkten ganzen
Funktionen die konstanten Funktionen sind.

Satz 13.8 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes Polynom P,(z) =
ag + a1z + - - +a,_1z""' + z" mit komplexen Koeffizienten a; und
n > 1 hat mindestens eine Nullstelle in C.

Version vom 27. Februar 2023 | WiSe 2022 66



12.12.2022, VL 13-5

Beweis.
Wire P, (z) # 0 fiir alle z € C, so wiire

eine ganze Funktion. Es wire aber auch
|Pu(2)| = "1+ an1z + - + a0z

und da der Ausdruck |1 + a,_12 + -+ +ap%| fiir [z| > 1 be-
schrinkt ist, folgt |P,(z)| — oo fiir |z| — co. Das bedeutet aber,
dass |f(z)| — Ofiirz — oo und daher wire dann f eine beschrink-
te und ganze Funktion, nach dem Satz von Liouville also konstant.
Das ist aber ein Widerspruch zur Annahme, dass f eine Polynom
vom Grad grofler gleich eins ist. 0

Korollar 13.9. Jedes Polynom P,(z) vom Grad n > 1 ldsst sich in
Linearfaktoren zerlegen, d.h. es gibt z1, . .., z, € C, so dass

Py(z) =(z—2z1) (2 —zp).

Beweis.
Firn = 1ist P;(z) = z + ap und daher ist die Aussage mit z; =
—agp klar.

Ist n > 1 so hat P, nach dem Hauptsatz der Algebra eine
Nullstelle z,, und daher kann man P, zerlegen als P, (z) = (z —
2y )Py—1(z) mit einem Polynom P,_; vom Grad n — 1. So arbeitet
man sich rekursiv bis zum n = 1 herab. O
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In diesem Sinne hat ein Polynom n-ten
Grades genau n komplexe Nullstellen.
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14 Funktionenfolgen und Potenzreihen

Definition 14.1. Es sei D C C, zp € D und fiir jedes n € IN sei
fu:D —C.

(a) Die Folge (fn)nen heifst konvergent im Punkt z, falls die Folge
(fn(z0))nen als Folge von komplexen Zahlen konvergiert.

Die Folge ( fu)nen heifdt punktweise konvergent in D, wenn ( f,, ) neN
fiir jedes z € D konvergiert. In diesem Fall heif$t die durch

f(z) := lim f,(z)

n—oo

definierte Funktion der (punktweise) Grenzwert der Folge oder
auch Grenzfunktion.

(b) Die Folge (f,,) heifit gleichmdfig konvergent in D gegen f, wenn
gilt

lim sup|fy(z) — f(2)| = 0

n—oo 2D

Satz 14.2. Gilt fiir eine eine Funktionenfolge ( f,) von Funktionen f,, :
D—C

Ve > 03nogVm,n > ny : sup|fu(z)

zeD

— fm(2)] <e,

so existiert eine Funktion f : D — C, so dass (f,) gleichmdfSig gegen f
konvergiert.

Satz14.3. Essei D C C ein Gebiet und ( f,,) eine Folge von holomorphen
Funktionen f,, : D — C. Ist (f,,) aufjeder kompakten Teilmenge G C D
gleichmdfig konvergent gegen f, so gilt

(i) Die Grenzfunktion f ist holomorph in D und

(ii) fur jedes stiickweise stetig differenzierbare Kurve «y in D gilt
/f )dz = / lim f, (z)dz = lim /fn(z)dz
" 7
Beweis.

n—oo
Wir zeigen zuerst (ii): Die Stetigkeit der Grenzfunktion f folgt aus
der gleichmifligen Konvergenz von f, gegen f. Also existiert das
Integral fv f(z)dz und mit der Standard-Abschitzung

| £@dz = [ fule)dz] < L(7) - maxlf(2) — fule)]

Da v eine kompakte Teilmenge ist, geht das Maximum auf der
rechten Seite mit n — co gegen Null, was die Behauptung zeigt.
Zu (i): Ist zo € D und r > 0 so, dass K,(zg) C D. Dann gilt
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Die gleichmiaflige Konvergenz von f,
gegen f ldsst sich auch schreiben als

|fn(2)

Der Unterschied zur punktweisen Kon-
vergenz ist subtil: diese liest sich mit
Quantoren als

Ve > 0dngVn > nogVz € D :

Vz € DVe > 03n¥n > ng: |fu(z)

der Unterschied ist also nur, dass das
ng bei gleichméRiger Konvergenz nur
von € abhingt (und damit fiir alle z
gleichzeitig funktionieren muss, und
bei punktweiser Konvergenz kann das
ng auch noch fiir jedes z verschieden
sein. Damit kann eine punktweise kon-
vergente Folge in fiir mache z ,langsa-
mer konvergieren® als fiir andere z.

Satz 14.2 ist nichts anderes als das
Cauchy-Konvergenzkriterium in einem
jedem Punkt z angewendet.

—f(z)| <e

- f(z)| <e
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nach (ii) fiir jede stiickweise glatte Kurve in K, (z)

n—00

[yf(z)dz: lim Afn(z)dz

und die Integrale rechts sind wegen der Holomorphie der f, alle
gleich null. Daher ist auch fv f(z)dz = 0 und nach dem Satz von
Morera folgt die Holomorphie von f. O

Ebenso wie Folgen von Funktionen kénnen wir Reihen } ;7 , f,
von Funktionen betrachten. Besonders wichtig sind hierbei Po-
tenzreihen, also Reihen der Form

o0
Y ap(z— zo)k.
k=0

Wir im Reellen gilt:

oo
Satz 14.4. Fiir eine Potenzreihe Y a;.(z — zo)* existiert ein Konvergenz-
k=0
radius p > 0, (welcher auch +oo sein darf) so dass

« die Potenzreihe fiir jedes z mit |z — zy| < p absolut konvergiert

« in jedem Gebiet B,(z9) mit0 < r < p gleichmdfig konvergiert
und
« fiir jedes z mit |z — zo| > p divergiert.

Der Konvergenzradius ldsst sich z.B. berechnen durch

-1
= (14 Ahet1
o= (jim 1)

falls der Grenzwert existiert, in jedem Fall aber durch

-1
| 15 K
p= <klgl;\/‘ﬂk’> :

k

(o]
Satz 14.5. Hat die Potenzreihe ) ax(z — z¢)" einen Konvergenzradius
k

p > 0, so ist die durch sie auf B, (zo) definierte Funktion holomorph.

Dies folgt aus der gleichmifSigen Konvergenz der Reihe und
dem Satz 14.3.

Jede holomorphe Funktion lisst sich lokal in eine Potenzreihe
entwickeln:

Satz 14.6. Es seip > 0 und f in B,(zo) holomorph. Dann lisst sich f
in By(zo) in eine Potenzreihe entwickeln, d.h. fiir z € B,(zo) gilt

f2) = Y alz — z0)*
k=0

und die Koeffizienten sind (fiir jedes 0 < ro < p)

w=s [
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Beweis.
Essei0 < r < rg < p. Dann gilt fiirnach der Cauchy-Integralformel

Kro (ZO)

Wir formen den Faktor é wie folgt um:

111
(—z C—201-72

Es gilt | — zo| = ro > 1 := [z — zo| und daher ist |==2}| < 1. Es
folgt

11 1
-z {-z201-72
0 k
_ 1 —
-y ().
k=0

Die Reihe ist eine geometrische Reihe, welche nach dem Majoran-
tenkriterium gleichmifig konvergiert. Fiir den Integranden in
der Cauchy-Integralformel gilt

[E -y (=)

k=0

k

- (z—20)
k_;)f(g) (Cz,zjgkﬂ .

Dies setzen wir in die Cauchy-Integralformel ein und vertauschen
die Reihenfolge von Integral und Reihe (gleichmifiige Konvergenz
sichert, dass dies das richtige Ergebnis liefert) und bekommen

f@=% | | & Gmde| -2,
k=0 Kro (ZO)
was die Behauptung zeigt. O

Schauen wir auf die Cauchy-Integralformel fiir Ableitungen,
so sehen wir

Kro (ZO)
=nlay,,
d.h. es gilt
ay = f(k)k(!zo)
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Die Koeffizienten der Potenzreihe sind also genau die aus der
Taylor-Entwicklung bekannten Koeffizienten.
Insgesamt gilt:

Satz 14.7. Es sei f in einem Gebiet D holomorph. Dann lisst sich f

in jedem Punkt zo € D in eine Potenzreiche f(z) = ¥ ar(z — zo)F
k=0

entwickeln und diese Potenzreiche konvergiert in jederEVIenge B, (zp)
welche ganz in D liegt.

Beispiel 14.8. Wir betrachten die Funktion f(z) = 1j7 Nach der

geometrischen Reihe (Y3 g = 1%] fiir |q| < 1) gilt

1

1122 Y (=) =Y (-1 =12t

Diese Reihe hat den Konvergenzradius p = 1 und konvergiert
daher auf der Einheitskreisscheibe B;(0).

Im Reellen erscheint das etwas seltsam, da die Funktion f(x) =
1+17 auf der ganzen reellen Achse definiert und beliebig oft diffe-
renzierbar ist. Im Komplexen ist das ganz natiirlich. Das maximale
Definitionsgebiet von f(z) = Hl—zz ist D =C\ {j, —j} und daher
ist die groffitmogliche Kreisscheibe um 0 in D die Schreibe By (0).

Abschlieflend noch eine Liste von dquivalenten Beschreibun-
gen von Holomorphie:

Satz 14.9. Es sei D C C ein Gebiet. Dann sind folgenden Aussagen
dquivalent:

(a) f ist holomorph in D

(b) Ist f(z) = u(x,y) + jo(x,y), dann sind u und v stetig differenzier-
bar und erfiillen

Uy = vy, Uy = —0y.

(c) Ist G C D einfach zusammenhdngend und -y ein stiickweise stetig
differenzierbarer und geschlossener Weg in G, so gilt

/f(z)dz =0.
0

(d) f lisst sich in jedem zo € D in eine Potenzreihe mit positivem
Konvergenzradius entwickeln.
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15 Identititssatz, Maximumprinzip und Analyti-
sche Fortsetzung

Die reelle Funktion x — e* hat eine natiirliche Fortsetzung fiir
komplexe Argumente: wir nehmen einfach die Potenzreihe als
Definition und wir bekommen dadurch sogar eine holomorphe
Funktion. Es stellt sich die Frage, ob es nicht auch andere ho-
lomorphe Fortsetzungen von dieser (und anderer glatter reeller
Funktionen) gibt. Dies ist tatsichlich nicht der Fall, wie wir aus
dem folgenden Satz folgern werden.

Satz 15.1 (Identititssatz). Es seien f, g in einem Gebiet D C C ho-
lomorph. Ist dann (z,) eine Folge in D welche einen Héufungspunkt
zo € D hat und gilt f(z,) = g(zn) fiir alle n € IN, so folgt schon

f(z) = g(z) fiirallez € D.

Der Identititssatz folgt aus folgender Aussage iiber ,w-Stellen”
von holomorphen Funktionen:

Satz 15.2. Ist D ein Gebiet und f : D — C holomorph und nicht
konstant, so gilt fiir jedes w € C, dass das Urbild von w unter f, also die
Menge

fH(w)={z€D|f(z) = w}
keinen Hdufungspunkt hat.

Wenden wir diesem Satz auf f — g und w = 0 an, bekommen
wir den Identititssatz.

Beachte: Hiuft sich die Folge z, am Rand 9D von D, so gilt
die Aussage des Identititssatzes nicht (denn dort ist gefordert,
dass der Hﬁufungspunkt in D liegt). Ein Beispiel dafiir ist die
Funktion f(z) = sin(1) auf D = C \ {0}. Diese Funktion hat die
Nullstellen z,, = 1/ (7m) (und weitere, nimlich —1/(7tn)), welche
sichin zp = 0 € 0D hiufen. Die Funktion g¢(z) = 0 stimmt in
diesen z, mit f tiberein, aber trotzdem sind f und g nicht gleich,
obwohl beide Funktionen holomorph sind.

Satz 15.3. Sind f und g holomorph in einem Gebiet D und gilt in einem
zo € D

f®(z0) = g¥(z0), keN,
so gilt f(z) = g(z) inganz D.

Beweis.
Wir kénnen f und g in Potenzreihen entwickeln von denen wir
wissen, dass sie genau die Taylorreihen sind:

[e9)
f (z — z0)k, Z (z — zo)k.
Beide Potenzreihen haben positiven Konvergenzradius und daher
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stimmen f und g sogar einer Kreisscheibe B, (z() iiberein. Nach
dem Identititssatz sind sie also auf'ganz D gleich. O

Aus dem Identititssatz folgt auch das Maximumsprinzip. Ist
f(z) = u(x,y) + jo(x,y) holomorph in einem Gebiet D, so ist f

insbesondere stetigin D und daheristz — |f(z)| = \/u(x,y)2 + v(x,y)2
stetig. Es gilt:

Satz 15.4. Ist f in Gebiet D holomorph und hat die reellwertige Funktion
|f| ein lokales Maximum in der offenen Menge D, so ist f konstant

Beweis.
Es sei zg ein lokales Maximum von | f|. Dann gilt nach der Mittel-

werteigenschaft

el =13 [ ferean < & [+ eyt <
ol = I3 [ flao-+relt] < & [ 1f(zo+ re)dt] < |f(z0)

und daher muss tiberall Gleichheit gelten. Es folgt

21
/‘f(ZO +rel')| —|f(z0)|dz =0
0

aber da z( ein lokales Maximum ist, ist der Integrand immer klei-
ner gleich Null, also gleich Null {iberall. Daher ist f auf der Kreis-
linie K,(zo) konstant und nach dem Identititssatz iiberall. [

Andersherum ausgedriickt: Ist f in D holomorph und nicht
konstant, so hat | f| kein lokales Maximum in D. Und ist D be-
schrinkt, so ist der Abschluss von D kompakt. Daher nimmt die
stetige Funktion |f| ihr Maximum im Abschluss von D an, und
nach dem Vorigen muss dies auf dem Rand von D passieren.

Es folgt:

Satz 15.5 (Maximumsprinzip). Ist D ein beschrinktes Gebiet mit Rand
oD und f in D holomorph und stetig fortsetzbar auf 0D. Dann nimmt
|f| ihr Maximum auf dem Rand 0D an, d.h. es gibt ein zy € 9D, so
dass

[f(z0)| = max |f(z)].

zeDUID

Es folgt auch noch ein reelles Analogon:

Satz 15.6 (Maximumprinzip fiir harmonische Funktionen). Sei
D C IR? ein beschrinktes Gebiet mit Rand dD. Ist u in D eine harmo-
nische Funktion (d.h. Au = 0), und stetig auf 0D fortsetzbar, so nimmt
u ihr Maximum und ihr Minimum auf dem Rand 0D an.

Definition 15.7. Ist f in zp holomorph, so heifdt zg eine Nullstelle
m-ter Ordnung, wenn es eine in zp holomorphe Funktion g mit

§(z0) #0und
f(2) = (z—20)"g(2)
gibt.
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Satz 15.8. Es gilt: Eine holomorphe Funktion f hat in zy genau dann
eine Nullstelle m-ter Ordnung, wenn

f(z0) = f'(z0) =+ =f"D(zg) =0, und " (z) #0
gilt.

Beweis.
Sind die entsprechenden Ableitungen Null, so lautet die Potenz-

reihendarstellung von f in zg

f(z) = ki a(z —20)* = (z — zp)™ i A (2 — 20)F

k=0

=:¢(2)

und da g eine Potenzreihe ist, ist ¢ holomorph und da a,, =
FUm)(z9)/m! # 0 gilt, ist g(zo) # 0.

Umgekehrt habe f die Darstellung f(z) = (z — 20)"g(z).
Dann ist f(z9) = 0 und nach der Produktregel ist f'(z) = m(z —
20)"1¢(z) + (z — 20)"¢' (z) und wir sehen f’(zg) = 0. Wieder-
holtes Anwenden der Produktregel zeigt die Behauptung. U

Satz 15.9 (Isolierte Nullstellen). Es sei f holomorph in B,(zo), nicht
konstant Null und erfiille f (z9) = 0. Dann gilt:

(a) Es gibt eine natiirliche Zahl m, so dass z eine m-fache Nullstelle von
f ist (d.h. es konnen nicht alle Ableitungen von f in zg gleich Null
sein).

(b) Esgibteinry < p sodass f in Ky, (zo) \ {zo0} keine weitere Nullstelle
hat.

Beweis.

(a) Da f holomorph ist, lisst sich f in eine Potenzreihe Y ay(z —
k=0
z0)F entwickeln. Wiren alle Ableitungen in zq gleich Null, so
wiren alle 4, = 0 und daher f konstant Null.

(b) Nach dem Identititssatz kann zy kein Hiufungspunkt von
Nullstellen sein, also muss es eine Umgebung von z, geben,
welche keine Nullstellen enthilt.

O

Kommen wir zuriick auf die Ausgangsfrage des Abschnittes:

Definition 15.10. Es sei I C IR ein offenes Intervallund f : I — RR.
Eine holomorphe Funktion F : D — C welche auf einem Gebiet
D mit I C D definiertistund welche F(x) = f(x) fiir x € I erfiillt
heifdt holomorphe Fortsetzung (oder holomorphe Ergdnzung) von f auf
D.

Da ein offenes Intervall I Hiufungspunkte hat, folgt direkt aus
dem Identititssatz:
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Satz 15.11. Es gibt hochstens eine holomorphe Fortsetzung F von f.

Beispiel 15.12. Notwendigerweise muss eine reelle Funktion f be-
liebig oft differenzierbar sein, damit sie eine holomorphe Fort-
setzung hat. Aber nicht jede beliebig oft differenzierbare reelle
Funktion hat eine holomorphe Fortsetzung: Die Funktion f(x) =
exp(—1/x?) durch f(0) = 0 fortgesetzt ist auf der ganzen reellen
Achse beliebig oft differenzierbar. Trotzdem hat sie keine holo-
morphe Fortsetzung in die komplexe Ebene. Diese miisste von der
Form f(z) = exp(—1/z?) sein. Diese Funktion ist nicht einmal
beschrinkt in der Nihe der Null: Wir rechnen

1 ="
e | = O,

Fiir x = 0 und y # 0 folgt

1
fO+jy) =e¥
was flir y — 0 gegen co geht.

Etwas allgemeiner gilt: Sind D1, D, Gebiete mit D1 N D, # @
und ist f; auf D; holomorph und f, auf D, holomorph, und stim-
men f; und f, in D1 N D, iiberein, so heifdt f; die analytische
Fortsetzung von f, auf D (und andersherum). Analytische Fortset-
zungen sind nach dem Identititssatz immer eindeutig bestimmt.
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16 Isolierte Singularititen und Laurent-Reihen

Definition 16.1 (Isolierte Singularitit). Ist f in einer Menge
{z ] 0<|z—20| <7}

definiert und holomorph, so sagen wir, dass f in z; eine isolierte
Singularitdt hat.
Isolierte Singularititen werden wie folgt klassifiziert:

(i) hebbare Singularitdt, wenn f in einer Umgebung von zg be-
schrinkt ist,

(ii) Pol, wenn |f(z)| — oo wenn z — zo,
(iii) wesentliche Singularitit, in allen anderen Fillen.
Betrachten wir nun eine Funktion f, die in einem Ringgebiet
Dy:={z | p1 <|z—2z0| < p2}

holomorph ist und wollen f in diesem Gebiet in eine Reihe von
Potenzen von |z — zg| entwickeln (und uns nicht auf positive Expo-
nenten beschrinken). Wir wihlen weitere Radien p; <1 <1 <
02 und fiir einen Punkt z mit 1y < |z — 29| < r, wihlen wir einen
Radius €, so dass K¢(z) ganz im Gebiet liegt, was durch K, (zo)
und K, (z9) begrenzt ist:

/ [Oag = / %dm/%dg
Krz (20) Krl (ZO) Ke (Z)

und da f in z holomorph und daher stetig ist, gilt

/ é—d§—>27'[]f( ), fire —0.
Ke(2)
Es folgt also
=z [ -y [ {Ba @
Kiy(z0) i (z)
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In beiden Integralen entwicklen wir nun in geometrische Rei-
hen, miissen dabei aber aufpassen, dass wir wirklich konvergente
Reihen benutzen. Fiir das Integral iiber K;,(zp) benutzen wir

11 1 1 & (z—z\"
C—Z_C—Zo<1—§ig)_C—Zo;g<€—Zo>

und die Reihen konvergiert, wenn |Z = °| < 1gilt, also insbesonde-

re fir § € Ky,(z0), denndaist |2} = y= Z°| < 1. Wir bekommen

also

27T] / f dé Z [271;/ (20) gf k+1d€]< )k, ’Z—Zof < 1.
r2 ZO)

Fiir das zweite Integral in (*) miissen wir anders vorgehen (denn

E io“ > 1): Wir schreiben

11 1 _1i<g—zo>k
(—z z—0 z—zg\1-84>2 z—z0 5 \z—20

zZ—2Z0

hier ist

und die Reihe konvergiert fiir { € K;, (z9) denn dannist |{ — zo| =
r1 < |z — zp|. Das zweite Integral in (*) ist also

_z)k
~d [ (Bl st
K zo)
- Z [21”] /K,1 (z0) (é—féf))"“dél (z— ZO)k |z — zo| > 11,

k=—1

wobei wir im letzten Schritt k durch — k — 1 ersetzt haben. Insge-
samt bekommen wir also aus (*)

1 @) L \k
2nj /Kr2(20) (¢—= k+1d€] “t Z [2711/ (o) (§ZO)k+1dg] (z—z0)"

Wir kénnen K, (z9) und K;,(zo) durch einen gemeinsamen Kreis
K = K;(zp) ersetzen und bekommen

i ar(z — z0)"

k=—o0

fla)=}_

k=0

%= o J it -

und haben gezeigt:
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Satz 16.2. Ist f in einem Ringgebiet
Do ={z | p1 <|z—z0| <p2}

holomorph, so lisst sich f in eine doppelt-unendliche Reihe

f@)= Y alz—z)

k=—o00

mit Koeffizienten ay. aus (**). Die Reihe konvergiert absolut in Dy und
gleichmdfig in jeder kompakten Teilmenge von Dj.

Definition 16.3. Die Reihe f(z) = Y32 ax(z — zo)* heifdt Laurent-
Reihe von f (um den Entwicklungspunkt z). Der Teil ) > ; ay(z —
z0)" heifit Nebenteil der Reihe und der Teil Y, | ax(z — zo)* heifit
Hauptteil der Reihe.

Beispiel 16.4. Wir betrachten die Funktion

welche in 2 und 3 isolierte Singularititen hat. Wir konnen diese
Funktion in folgenden drei verschiedenen Gebieten in Laurent-
Reihen entwickeln:

(1) fiir die Kreisschreibe D; = B;(0) (also p; = 0, p2 = 2) liegt
keine Singularitit innerhalb des inneren Kreises,

(2) fiir das Ringgebiet D, = {z | 2 < |z| < 3} liegt die Singulari-
tit in 2 innerhalb des inneren Kreises und

(3) fiir das Gebiet D3 = {z | 3 < |z|} liegen die Singularititen in
2 und in 3 innerhalb des Kreises.

Um die Entwicklungen auszurechnen, machen wir zuerst die Par-
tialbruchzerlegung

1 1

— 1
flz) = 23 — 23 z2
und bestimmen dann fiir beide Summanden jeweils zwei verschie-
dene konvergente Darstellungen:

|z

1. Fiir |z| < 2 (also 7‘ < 1)ist

konvergent.

2. Fiir |z| > 2 (also % < 1)ist
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3. Fiir |z| < 3 (also % < 1) ebenso

1 1i2k
z—3 3 /= 3k

4. Fiir |z| > 3 (also % < 1)ist

1 23 &
-3 :Ekg?k_ ;l3k+1
Wir haben also fiir |z] < 2
1 1
fz) = z—3 z-2
1 o0 Zk o0 Zk 0 r
:_*Z*‘F*Z*_Z kll_kll z
3k:03 k:02 k=0 (2+ " )
Fiir 2 < |z| < 3 bekommen wir
1&z28 & 2
EEES S
333" =2
Schlieflich gilt fiir |z| > 3
v 7 v 7 v (1 1k
f(Z)Zk_ZlW—k_Zlﬁzk_zl (W_W>Z-

Mit Hilfe von Laurent-Reihen lisst sich die Klassifikation von
isolierten Singularititen neu formulieren: f mit Laurent-Reihe

f(z) = T2 ar(z — zo)F hatin zg

(i) eine hebbare Singularitit, wenn a; = 0 fiir k < 0, also wenn

f(Z) :El0+€ll(Z—Zo)+612(Z—Zo)2+...,

(ii) einen Pol, wenn eseinm € {1,2,3...,} gibt, so dass a;y =0
fiir k < —m, also wenn

f(Z): A—m _’__i_aflo_i_ao_i_al(Z—ZO)_F,

(z—zo)™ z—2z

und in diesem Fall sagen wir, dass f einen Pol der Ordnung m
hat,

(iii) eine wesentliche Singularitit, wenn a; # 0 fiir unendlich
viele k < 0.

Wir sehen insbesondere: Ist zg eine hebbare Singularitit von
f,soist f durch f(z9) = ap holomorph in zj fortsetzbar.
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Beispiel 16.5. (a) Wir betrachten

was in C \ {0} aufjeden Fall holomorph ist. Wegen sin(z) =

2k+1 _ 3 5 :
ZkOM%Z+ z=5 5 F st

(o]
= E

die Laurent-Entwicklung von f in z = 0 und wir sehen, dass f
in z = 0 eine hebbaren Singularitit hat. Es gilt sogar, dass der
Grenzwert lim,_, f(z) = 1 existiert und die Funktion f so in
Null fortgesetzt holomorph ist.

2
]

N

fa)=1-

W
U‘I‘N

(b) Wirbetrachten f(z) = ﬂ . Mit Hilfe von Polynomdivision
bekommen wir

f2)=z+:5
Dies kénnen wir direkt in die Laurent-Reihe umschreiben:
f@) =5 +2+(z-2)

(dh.esista_1 = 7,40 = 2 und a; = 1 und alle anderen a;
sind Null). Daher hat f in z = 2 einen Pol erster Ordnung.

(c) Die Funktion f(z) = e'/Zistin C \ {0} holomorph. Aus der
Potenzreihe der Exponentialfunktion bekommen wir gleich

A=Y A0 =Y At
k=0 k=0

Die Funktion hat also eine wesentliche Singularitit in z = 0.

Wir halten noch zwei Fakten zu Singularititen fest:

Satz 16.6. Eine Funktion f hat in zo genau dann einen Pol der Ordnung
m, wenn die Funktion g(z) = (z — z9)"™ f(z) in z¢ holomorph ist und

Q(zo) # O erfillt.

Satz 16.7. Die Funktion f hat genau dann in z( einen Pol der Ordnung
m, wenn h(z) = J% in z( eine Nullstelle der Ordnung m hat.
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17 Der Residuensatz

Haben wir eine Funktion f in eine Laurent-Reihe
fl2)= ) a(z—z)*
k=—00

entwickelt, so konnen wir Integrale entlang von Wegen -y die z
und keine weiteren Singularitit von f umlaufen einfach ausrech-
nen: Nach dem Fundamentalintegral (Beispiel 11.2) gilt

/f(z)dz = i ak/(z — zo)kdz = 2mja_;.
r Y

k=—00

Definition17.1. Der Koeffizienta_; der Laurent-Reihenentwicklung
von f um zg heifdt Residuum von f in zp und wir schreiben

Res,, f :=a_;.
Nach der Formel aus Satz 16.2 fiir die Koeffizienten der Laurent-
Reihe gilt
Res., f =5 [ F(©)dE, )
K,(Zo)

wenn der Kreis so klein ist, dass er keine Singularitit (aufler evtl.
in zp) umliuft.

Beispiel 17.2. (a) Die Funktion f(z) = Zzﬁizz” hat (um z = 2) die
Laurent-Reihenentwicklung

flz) =5 +2+(z—2)
also ist

Res; f =7.

(b) Die Funktion f(z) = e!/? hat (um z = 0) die Laurent-Reihe
fiz)=1+1+ %Z% + - - und daher ist

Resp f = 1.

Satz 17.3 (Residuensatz). Es sei y eine stiickweise stetig differenzierbare,
geschlossenene, positiv orientierte Kurve, die sich nicht selbst schneidet
und f sei holomorph in einer Umgebung des Gebiets, welches von vy
umlaufen wird mit Ausnahme von endlich vielen isolierten Singularitdten
Z1,...,2n. Dann gilt

/f(z)dz =27j ) _Res;, f.
o k=1
Beweis.
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Der Beweis folgt im wesentlichen aus folgender Konstruktion:

Wir legen um jede Singularitit einen kleinen Kreis Ky wie in der
Skizze. Dann ist

was nach (*) die Behauptung zeigt. O
Neben den beiden Moglichkeiten

Res,, f = zlm./K(Zo)f(z)dz =a

(wobeia_j der entsprechende Koeffizient in der Laurent-Reihe von
f um z ist) gibt es weitere Moglichkeiten, Residuen auszurechnen:

Lemma 17.4. (a) Hat f in zo einen Pol erster Ordnunyg, so gilt

Res,, f = lim (= — 20)f(2).

() Ist f(z) = i% mit zwei holomorphen Funktionen g und h, wobei h
in zg eine einfache Nullstelle habe. Dann gilt

Res;, f = $72.

Beweis.
Zu (a): Hat f einen Pol erster Ordnung, so ist die Laurent-Reihe

von f um zg

f(z)=L +ag+ai1(z—zo) + -

zZ—2Zp

Also ist (z — z0)f(z) = a—1 +ao(z — 2z0) + --- und daher ist

lim, 2, (z — z0)f(z) = a_1.
Zu (b): Wir benutzen (a). Es gilt (wegen h(zp) = 0)

im (z — ~ lim (2 — 20)8@) i 8 8(z0)
Jirm (2 = 20)f(2) = im (2 = 20)3) = 10 560y = 1)
—
O
Beispiel 17.5. Wir berechnen die Residuen von f(z) = H—% in den

beiden Polen j und —j.
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Der Pol von f in zg = j hat die Ordnung m = 1 und daher

betrachten wir

W) = (2= )f () = (=~ )is = (= )il =
Es folgt also
N — 1 1
Res]f—lzlir]‘h( z) = h(j) = jES T
Fiir zp = —j ist ebenfalls m = 1, aber hier ist
W) = G+ ))f() = &
und wir bekommen
Res_; f = lim h(z) = h(—]) = =5 = —}

1

z+j°

Alternativ kénnten wir auch f(z) =
g(z)/h(z) mitg(z) = 1und h(z) =
1 + z2 schreiben und bekommen so
ebenfalls (wegen /' (z) = 22)

Res; f(z) = g(j) /1 (j) = 1/(2f)-

Mit dem Residuensatz bekommen wir sofort das Integral | y 1Jrizzdz,
fiir einen Weg <y der den Pol j genau einmal positiv orientiert um-

lauft. Es gilt ndmlich

[y 1+22dz = 27jRes; f = 27(]2] =T

Fiir Pole héherer Ordnung hat man entsprechend:

Lemma 17.6. Ist f holomorph mit einem Pol Ordnung m in zo, so gilt

Res,, f = R (z),

m—1)!

wobei h(z) = (z — z0)"f(z) ist (und in zo durch den Grenzwert

lim,_,,,(z — z9)™ f (z) fortgesetzt ist).

Beweis.

Wir benutzen die Darstellung f(z) = (Z]i(fo)),,,

Definition des Residuums

Res;, f = Res;, Zh(z)

—Z)
:L/
2

K; (Zo

fiir z # zp und die

(wobei 7 so klein sein muss, dass K, (zo) ganz im Holomorphiege-
biet von & liegt). Auf der rechten Seite erkennen wir die Cauchy-

Integralformel fiir die (m
richtigen Vorfaktor).

Beispiel 17.7. Wir betrachten f(z) = %

ein Pol der Ordnung 3 vor. Es gilt f(z) = h(zl))3 mit h(z) = =

(2z42) (z+1)

— 1)-te Ableitung (bis auf genau den

O

In z = 1 liegt

2
z4+1°

222 und h"(z) =

Res,—1 f =

Wegen 1'(z) )

1 1 1 _1
') =5-3=5%
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Mit Hilfe des Residuensatzes kann man einige uneigentliche
reelle Integrale berechnen, zum Beispiel einige Integrale der Form

| f(x)dx. Dazu betrachtet man die Funktion f fiir komplexes

Argument z (welche endlich viele Singularititen zy, ..., z, in der
oberen Halbebene haben kann — Singularititen auf der reellen
Achse sind nicht erlaubt) und geht wie folgt vor:

1. Zu einem R > 0 betrachte folgenden Integrationswegs

Imz
R

Rez
2 R

Dabei sei yr der Halbkreisbogen, [—R, R] der Abschnitt ent-
lang der reellen Achse und -y der ganze Weg.

2. Zeige, dass [| f(z)dz — 0 fiir R — oo (wenn das nicht
stimmt, geht diese Methode nicht).

3. Berechne fy f(z)dz mit Hilfe des Residuensatzes. Dann gilt

/_o:of(x)dx = lim /R f(z)dz = lim [/R f(z)dz + Wf(z)dz]

R—o0

:lim/f )dz =27 ) Res; f.

R=e0 Im(z) >0

Beispiel 17.8. Wir berechnen [ 1 ——dx (das Ergebnis kennen wir:
esist 77,da arctan eine Stammfunktlon ist). Das Residuum von f in
der einzigen Singularitit von f in der oberen Halbebene (nimlich
in j) haben wir schon in Beispiel 17.5 ausgerechnet und daher ist
das Integral entlang «y (fiir R > 1)

n:[yf(z)dZ:/ 1+2dz+/ 1+x2 dx.

Fiir das erste Integral gilt nach der Standardabschitzung

|/ 1+sz2! < L(7r max]HZz\ < ”R — 0 fiir R — oo.
Es folgt (wie erwartet)
/_ 1_: zdx = 27TjReij = 27‘[]'2%. = 7IT.

Hier eine weitere Methode: Integrale vom Typ

[ Ricos() sing))dg
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mit einer rationalen Funktion R kénnen wir wie folgt als komplexe

Wegintegrale schreiben: mit z(¢) = e/? ist e /¢ = ﬁ und daher

ist
cos(p) =1 (z+1), sin(p)=2(z—1)

und formal ist ,dz = jzd¢.” Daher ist

[ Recostosintonde = R(3+1) D) fd

K1(0)

Das Integral auf der rechten Seite lisst sich mit dem Residuensatz
berechnen.

Beispiel 17.9. Es sei 0 < € < 1 und wir betrachten

21 1
[
0o 1+ecos(t)
Es gilt

1
1+ ex

R(x,y) =

und daher ist

LN I
0o l+4ecos(t)  Jio) 1+56+1) 7

z

=2 f 1 g
K1(0) ZZ+EZ+1

Die Nullstellen des Nenners h(z) = z* + 2z + 1 sind in
np=-ltly/1-e=1 (—1i 1—e2>

WOVOn nur z; = —% + %\/ 1 — €2 im Einheitskreis liegt. Da es nur
zwei Nullstellen gibt, hat der Integrand in z; einen einfachen Pol
und das Residuum ist nach Lemma 17.4

1 1 1
Reszl hz) — W(z) 221+%

1 _ €
_%Jr%/il_eb,% 2v/1-¢€2’

Es gilt also

2
1 _ 25 1 _ 2
/0 Trewos® dt = ].—6271] Res;, oR \/17_77
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18 Einfiihrung in Distributionen

Wenn wir uns bisher eine Funktion f auf einer Menge Q) (sei sie
Teilmenge von R, R? oder R?) betrachtet haben, so haben wir
sie uns bisher immer so vorgestellt, dass wir sie in jedem Punkt
x € () auswerten konnen. Ist das tiberhaupt sinnvoll und rea-
listisch? Stellt f eine physikalische Variable dar (also z.B. eine
Temperatur, eine Dichte oder eine Konzentration), so stellt sich
die Frage, ob das iiberhaupt realistisch ist. In der Praxis wird eine
Messung durchgefiihrt, z.B. mit einem Thermometer, die immer
einen Mittelwert {iber einen kleinen Bereich liefert. In mathema-
tischer Schreibweise wird eine solche Messung dargestellt durch

| fmedx,

wobei ¢(x) durch die Natur des Thermometers gegeben ist: ¢ hat
die Werte da konzentriert, wo die Spitze des Thermometers sitzt.
Damit diese Messung wirklich einen Mittelwert darstellt, sollte
gelten

¢(x) > 0 iiberall
dx =1.
| o(x)ax

Diese Bedingungen sind allerdings nicht ibermifSig wichtig: Ha-
ben wir zwei Messungen mit zwei ,Thermometern“ ¢; und ¢, so
konnen wir zum Beispiel

L 0o ds = [ fx)ga(xdx = [ fGx)(1(x) = ga(x)ds

bilden und ¢; — ¢» ist dann nicht mehr nicht-negativ. Auch Ska-
lierungen [, f(x)a@i(x)dx sind méglich, d.h auch die Integrale
miissen nicht normiert sein.

Der Punkt hier ist, dass es sehr natiirlich ist, von einer Funktion
f Groen wie [, f(x)¢(x)dx zu betrachten und nicht immer klar
ist, ob Punkt-werte f(x) sinnvoll sind. Wir schreiben ab nun

(f,9) == /Q £(x)@(x)dx.

Die Funktionen ¢ heifSen in diesem Zusammenhang Testfunktio-
nen, da man mit ihnen die Funktion f ,messen®, bzw. ,testen”
kann.

Damit haben wir schon fast die Definition von , Distributio-
nen“ oder ,verallgemeinerten Funktionen® gesehen. Es ist noch
offen, was es bedeutet, dass eine ,Messung“ mit einer Testfunktion
,stetig” ist.

Beschreiben wir zuerst, was genau wir mit , Testfunktion“ mei-
nen. Wir beschreiben den Raum D als Testfunktionen in # Varia-
blen: Dazu betrachten wir eine offene Teilmenge (O C R™.
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Dies ist die gleiche Schreibweise wie fiir
Skalarprodukte - die Abbildung ist ja
immerhin auch bilinear: Fiir zwei Funk-
tionen @1 und @, und skalare a; und
ap gilt

(f,a191 + a2¢2) = a1(f, ¢1) + a2 (f, ¢2).
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Definition 18.1. Der Raum der Testfunktionen auf der offenen Men-
ge () ist die Menge D(Q)) von Funktionen ¢ : Q) — R, welche au-
Rerhalb einer abgeschlossenen Menge die einen positiven Abstand
zum Rand von () hat verschwindet und fiir welche alle partiellen
Ableitungen beliebig hoher Ordnung existieren und stetig sind.

Betrachten wir die Menge Q) = ]0, 1], so ist zum Beispiel:

/_\ nichtin D

f 1

—A— nicht in D

Im unteren Beispiel ist ¢ nicht differenzierbar und im mittleren
Beispiel ist ¢ nicht schon vor dem Rand gleich Null.

Beispiel 18.2. Ein konkretes Beispiel einer Testfunktion bekommt
man wie folgt: Wir definieren

e/ o x>0

‘/’(x):{o ox <0.

Diese Funktion ist tatsichlich {iberall beliebig oft differenzierbar
(auch im Nullpunkt, was man per Differenzenquotient nachrech-
nen kann).

Eine Testfunktion bekommt man dann mit

~1/(x(1-x)) .
P00 = Pl =) = { 8 ' Soflsfcc. <!

Diese Funktion ist eine Testfunktion in Q) = R, also in D(R) und
auch in D(]a, b[), wenna < OQund b > 1.

Hat man erstmal eine Testfunktion, so kann man sich neue
machen, z.B. wie folgt:

1. Verschiebung ¢(x + x¢)

2. vertikale Skalierung a¢(x)

3. horizontale Skalierung ¢(ax)

4. Linearkombination a; ¢ (x) + ax@2(x) fiir @1, 2 € D

5. Produkte ¢(x)y(x) mit Testfunktion ¢ € Dund ¢ € C*

6. Produkte der Form ¢(x1,...,x,) = @(x1)@(x2) -+ - ¢(x4)
fiir Beispiele in hoheren Dimensionen

Damit kénnen wir nun die Menge der Distributionen schon
fast rigoros definieren:
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Definition 18.3 (informell). Die Menge der Distributionen D(Q2)’
aufeiner Menge () ist die Menge aller stetigen linearen Funktionale
auf D(Q), d.h. die Menge aller stetigen linearen Abbildungen von
D(Q) in die reellen (oder komplexen) Zahlen.

Fiir ein solches Funktional f € D(Q)’ und eine Testfunktion
¢ € D(Q) schreiben wir auch (f, ¢) fiir den Wert den f der Test-
funktion ¢ zuweist. Linearitit von f bedeutet hier nichts weiter
als

ar1(f, 1) + a2 (f, 2) = (f, @11 + a292).

Stetigkeit bedeutet anschaulich, dass der Wert (f, 1) nahe bei dem
Wert (f, ¢2) ist, wenn ¢ nahe bei ¢, ist (und wir miissen noch
genauer kliren, was das bedeuten soll).

Hier die ersten Beispiele fiir Distributionen:

Beispiel 18.4. (a) Eine Funktion f : Q — R induziert eine Distri-
bution, nimlich iiber

(f.9) = [ Fp(x)ds

(jedenfalls dann, wenn das Integral fiir alle Testfunktionen
erklirt ist). Dabei kann f selbst z.B. unstetig sein (solange das
Integral erklirt ist), und kann auch in einzelnen Punkten gar
nicht erklirt sein (was ja fiir das Integral keine Rolle spielt). So
ist zum Beispiel das Integral f\f\ <g|¥|7*d¥ fiir ¥ € R"erklart
wenn s < n gilt (und existiert allerdings nicht, wenn s >
n). Daher induziert die Funktion X — |X|° fiir s < #n eine
Distribution f tiber

(.90 = [ gz

(b) Die Dirac-Distribution (auch J-Distribution) 6 € D’(R") ist
definiert durch
(6, 9) = 9(0).

Linearitiit sieht man einfach:
a1(5, ¢1) + a2(0, p2) = (6,411 + a2¢2).

(c) Eine weitere auf den ersten Blick ungew6hnliche Distribution
ist ¢’ (wobei wir uns hier auf n = 1 beschrinkten, also ¢’ €
D'(R)), definiert durch

(6,9) = —¢'(0).

Die letzten beiden Beispiele schauen wir uns genauer an. Diese
Distributionen werden beide von keiner Funktion induziert, aber
wir kdnnen sie mit Funktionen approximieren. Dazu betrachten
wir Funktionenfolgen (f;) deren Folgenglieder folgende Eigen-
schaften haben:
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Um dies einzusehen, benutzt man fol-
gende Identitat:

R

S FOEDET=Co [y ar

0

mit einer Konstante C, (welche der
Oberfliche der n-dimensionalen Ein-
heitsspihre entspricht). Damit ist nim-
lich

R
/ |X|°dx = Cn/r’sr”’ldr
0

und das letzte Integral ist genau dann
endlich, wenn —s +n —1 > —1 ist,
also genau fiirn > s.
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1. fi(x) = 0 fuir |x| > 1
1/k
2. [ fi(x)dx =1.

—-1/k

Das kénnte z.B, so aussehen:

L ]
»HJ .
]

=

oder

Dann ist das Integral

(forg) = [ fe)p(x)ds

in beiden Fillen ein Mittelwert von ¢ in der Nihe von Null, d.h.,
wenn ¢ im Intervall [—1, }] nicht viel variiert, so ist der Wert des
Integrals ungefihr ¢(0). In diesem Sinne, kénnen wir uns ¢ als
LMy e fi* vorstellen.

Leiten wir die rechte Funktion f; ab (jedenfalls iiberall da, wo
es geht) bekommen wir:

fi
— k2
fi |
k 3
1
-1 |
T }
; ¥ k2 —

In diesem Fall ist das Integral [, f/(x)¢(x)dx etwas schwieriger
zu interpretieren: Das Integral entspricht ungefihr der Difterenz
des k-fachen des Mittelwertes von ¢ in der Nihe von —5; und des

k-fachen des Mittelwertes von ¢ in der Nihe von 5, also

{fo ) ~

Der Ausdruck auf'der rechten Seite konvergiert fiir k — oo gegen

—¢'(0).
Das gleiche bekommen wir tibrigens auch durch formale par-
tielle Integration
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Allerdings ist der punktweise Grenzwert

limfk(x):{ 0 : x#0

k—o0 oo : x=0,

was gar keine sinnvolle Funktion ergibt
- das zeigt, dass die punktweise Denk-
weise hier nicht sinnvoll ist.

Bei der partiellen Integration tauchen
keine Randterme auf, das ¢ ja aufSer-
halb eines endlichen Intervalls Null ist.
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[ fiwe@dr = = [ fi(x)g (x)dx = ~(fi,9') = ~¢'(0).

In diesem Sinne kénnen wir die Definition von ' erkliren, denn
fk = dund f| — 4.

Zum Abschluss dieser Einflihrung noch ein Beispiel mit dem
motiviert werden soll, warum Distributionen niitzlich sind.

Beispiel 18.5 (Losungen von partiellen Differentialgleichungen).
Die Wellenausbreitung in einer Dimension (z.B einen unendli-
chen gespannten Saite) wird durch die Wellengleichung

oru(x, t) = kK*d%u(x, t)

(k € R) modelliert. Ist f zweimal differenzierbar, so ist jede Funk-
tion u(x,t) = f(x — kt) eine Losung. Ist also zum Zeitpunkt t = 0
der Wert u(x,0) = f(x), soist die Losung zum Zeitpunkt ¢ einfach
u(x,t) = f(x —kt), d.h. der Anfangswert f wird einfach um kt
nach rechts verschoben (Verschiebung nach links ist auch eine
mogliche Losung). Bemerkenswert ist hier, dass die Formel fiir
eine Losung u(x,t) = f(x — kt) iiberhaupt keine Annahmen an
Differenzierbarkeit oder Stetigkeit von f bendtigt. Sie ergibt sogar
fur unstetige Funktionen f Sinn. Da wir solche Lésungen nicht aus
rein physikalischen Griinden ausschliefien wollen, kénnte man
versuchen, Funktionen zu suchen, die die Differentialgleichung
nur ,fast iiberall” erfiillen, also z.B. einige Punkte ausnehmen, in
denen wir auf die Erfiillung der Differentialgleichung verzichten.
Dass das leider nicht gut funktioniert zeigt ein anderes Beispiel:

Wir betrachten die Laplace-Gleichung Au = 0. Mit linglichen
aber elementaren Rechnungen zeigt man, dass die Funktionen
u(x1,x2) = In(x? 4+ x2) ud u(x1, x2, x3) = (%2 + x5 + x3) /2 die-
se Gleichung (in zwei bzw. drei Raumdimensionen) I6sen mit dem
Ursprung als einzigem Ausnahmepunkt. Physikalisch ergeben
diese Losungen aber keinen Sinn, da Potentiale auferhalb von
Ladungen stetig (sogar glatt) sein miissen, diese Funktionen aber
Singularititen haben.

Mit Distributionentheorie kénnen wir beide Phinomene sau-
ber erkliren. Fiir die Funktion u(x,t) = f(x — kt) kann man
zeigen, dass sie die Wellengleichung ,im distributionellen Sinne*“
erfiillt. Fiir die Funktion u(x1, x2) = In(x? + x3) kann man zeigen,
dass

Au = cd

mit dr Dirac-Distribution ¢ gilt (analog fiir u(x1, x2, x3) = (x3 +
x3 + x3)1/2). Diese Beobachtungen sind nicht nur interessant,
sonder auch extrem niitzlich, wenn man die Poisson-Gleichung
Au = f 16sen will.
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Man berechnet einfach beide Seiten
der Gleichung: 9;u(x, t) = —kf'(x —
kt), also o7u(x,t) = K*f"(x — kt)
und dyu(x,t) = f'(x — kt) also
o2u(x,t) = f"(x — kt), was die Be-
hauptung zeigt.
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19 Rechnen mit Distributionen

Fithren wir ein wenig mehr Notation ein:

Definition 19.1. Fiir () C R” sagen wir dass f auf () lokal integrier-
baristund schreiben f € L] (Q),wenn das Integral [, |f (x)@(x)|dx
fiir alle Testfunktionen ¢ € D(Q)) existiert.

Beispiel 19.2. (a) Alle stetigen Funktionen f sind lokal integrierbar.

(b) Auch nicht stetige Funktionen kénnen lokal integrierbar sein,
z.B. die Heaviside-Funktion

0 : x<0
H(x):{l x>0

(anders geschrieben: H(x) = (1 + sign(x)), wobei wir uns
nicht darum kiimmern, was in dem einen Punkt x = 0 los ist).

(c) Die Funktion f(x) = 1/x(ggf. in x = 0 mitirgendeinem Wert
erginzt) ist

(a) Auf ) = R weder integrierbar, noch lokal integrierbar.
(b) Auf Q) = ]0, oo[ nicht integrierbar, aber lokal integrierbar.
Lokal integrierbare Funktionen induzieren Distributionen: Ist

f e Ll (Q),sodefiniert

loc

(f,9) = [ Fx)p(x)dx

eine Distribution, die wir ebenfalls mit f bezeichnen. In diesem
Sinne gilt L{ (Q) € D'(Q).

Testfunktionen sind insbesondere stetig, und dahergilt D(Q)) C
D(Q)'. Wir werden nun gewisse Operationen, die wir mit Test-
funktionen machen kénnen, auf natiirliche Weise auch fiir Dis-
tributionen erkliren. Die Idee ist, dass wir Distributionen mit
Testfunktionen approximieren. Dazu benétigen wir noch einen
Konvergenzbegriff fiir Distributionen:

Definition 19.3. Wirsagen, dass eine Folge ( fx) von Distributionen
fr € D(Q)' (distributionell) gegen eine Distribution f konvergiert,
wenn fiir jede Testfunktion ¢ € D(Q) gilt

o o) = (f, 9).

Wir schreiben in diesem Fall f 2, f oder D — limy_, fx = f.

Unsere Methode basiert auf folgenden Ergebnis, was wir nicht
beweisen:

Satz 19.4. Zu jeder Distribution f € D(Q)’ existiert eine Folge (¢y)
von Testfunktionen, so dass ¢y 2, f.
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Eine dquivalente Bedingung: Es gilt
f € Llloc(Q), wenn das Integral
J5!f(x)|dx fiir alle abgeschlossenen
Mengen B, die positiven Abstand vom

Rand von Q) haben existiert.
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Haben wir nun irgendeine lineare Abbildung A, welche eine
Testfunktion ¢ € D(Q) eine Testfunktion A¢ € D(Q)) zuordnet,
so konnen wir A wie folgt auch fiir Distributionen f definieren:
Gilt ¢y 2, f,so definieren wir Af = D — limy_, o, A@x.

Beispiel 19.5. (a) Verschiebung: Es sei A die Abbildung, die eine
Testfunktion um ¥ verschiebt, also A¢p = 7;¢ definiert durch
T;p(¥) := @(¥ +¥) fir ¢ € D(Q)). Wie deﬁmeren wir 7;f fiir
eine Distribution f € D(Q)’? Dazu miissen wir sagen, was
(Tyf, ) fiir jedes ¢ ergibt. Wir approximieren f durch ¢y, also
D — limy_, @ = f. Dann muss also

(t7f, 9) = lim | 739, (%) (X)d¥
k—roc0

sein. Schauen wir uns das einmal fiir die Dirac-Distribution
f = 0 an: Diese approxmieren wir mit Funktionen ¢y dieser
Form:

Das heifit, die Funktionen ¢y (X + ) sind um ¥ = —i konzen-
triert und es gilt

lim [ (% +7)9(2)d% = p(~7).
k—o00

Es gilt also
{70, ¢) = ¢(=¥)

und man nennt diese Distribution auch ,,Dirac Distribution
in —¥" und schreibt §_j. Wir kénnten das gleiche auch iiber
eine Substitution ¥ + i/ = Z im Integral einsehen:

(if,9) = lim [ pu(%+7)g(%)d%

— lim [ pu(2)g(z - 7z

k—o0
= {fro(- =) = {f, T59)-

Salopp gesagt: Um eine Distribution um i zu verschieben,
verschiebe man die Testfunktion um —i.

(b) Ableitungen: Es seinunn = 1und A = & (der Einfachheit
halber - partielle Ableitungen wiirden auch gehen). Mit Hilfe
der Verschiebung aus dem vorigen Punkt ist

yff

&f = y

Version vom 27. Februar 2023 | WiSe 2022 92

Erinnere, dass A linear ist,
wenn  A(a191 + ax¢2) =
A1) + aA(ey)  fir alle
Testfunktionen @1/, ud Skalare a;,;

gilt.

Fiir diese Definition muss natiirlich der
Grenzwert unabhingig von ¢y sein,
was er aber in allen Fillen sein wird.
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Wir wissen (1, f, ¢) = (f, T_y¢) und es folgt
(gcf @) —hm SAuf—f9)
—hm 3 [wf o) —(f,9)]
—ilm (frTy9—9)

1 - T—yﬁ"
iy, £
= (f, —&o)

denn es gilt lim,, o w = —%q)(x).

Auch diese Herleitung kénnen wir direkt mit Integralen ma-

chen: Gilt ¢y 2, f, so gilt %q)k — % f, also mit partieller
Integration

(&f 0) = lim (Lo 9)

= lim (%qok(x)) ¢(x)dx

k—0c0

=~ Jim [ 9x(2) (dro1)
= _<f dxq)>

Auch hier haben wir gezeigt

(&f0)=(f,— 50

Ganz analog definiert man partielle Ableitungen: Fiir f €
D(R") und k € {1,...,n} definiert man

(O f, @) == —(f,9x,0)

und entsprechend fiir hohere Ableitungen

(0% f @) = (=1)"(f,0%,9).

Hinter dem Vorgehen im Beispiel steckt ein allgemeines Prin-
zip, nimlich dass der ,adjungierten Identititen.” Diese sehen so
aus:

[ Apx)pds = [ p()se(x)dx

wobei A eine lineare Abbildung ist, die wir untersuchen wollen
und S eine lineare Abbildung ist, die die Gleichung fiir alle ¢, ¢ €
D richtig macht. Haben wir zu einem A ein solches S gefunden,
so konnen wir Af fiir eine Distribution f iiber (Af, @) := (f,S¢)
definieren, denn es gilt

(Af, ¢) = lim (Agy, ¢) = lim (¢, S¢) = (f, 5¢).
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Um dies als Definition fiir Af zu benutzen, miissen wir zu einem
gegebenen A ein S finden, welches die adjungierte Identitit erfiillt
und insbesondere muss S erfiillen, dass zu ¢ € D immer auch
Se € Dgilt.

Im Beispiel der Verschiebung hatten wir gezeigt

[r@eaz = [yE)ry

und fiir die Ableitung gilt

[ (£90) odx = = [p(x) (o)) d.

Beispiel 19.6 (Multiplikation mit glatten Funktionen). Wir suchen
eine adjungierte Identitit fiir die Multiplikation mit einer Funkti-
on, also fiir die Abbildung A¢(X) = m(X)¢@(X). Das ist im Prinzip
einfach, denn es gilt

[on@9@)p@dx = [ () m(D)p(@)dx

Hierbei miissen wir allerdings beriicksichtigen, dass wir m (X) ¢(X) €
D bendtigen! Insbesondere muss das Produkt m(x)¢(x) immer
unendlich oft differenzierbar sein, d.h. wir brauchen m € C® (iiber
die Menge, auf der m nicht Null ist, miissen wir keine Annahmen
machen). Wir haben also

(m-f, @) =(f,m-g).

Mit ,nicht glatten” Funktionen kann
man Distributionen im Allgemeinen

Das Produkt einer Distribution mit einer Funktion ist nicht X o .
nicht multiplizieren. Istm z.B.inx = 0

immer offensichtlich: Was ist zum Beispiel m - §'? Wir nutzen unstetig (also z.B. m(x) = sign(x)),
unsere Definitionen iiber die adjungierten Identititen: gibt es keinen sinnvollen Weg, - 6 zu
definieren, denn was sollte (m - §, ¢) in

®) diesem Fall sein? Es miisste ¢(0)m(0)
sein, jedoch kénnen wir m(0) aufgrund
der Unstetigkeit nicht konsistent defi-
nieren. Fiir stetige ¢ ist (J, ¢) hinge-
gen sinnvoll.

(m-(£6),9) = (&,

|
s =
§/’\
S G B 3
s & 3
—
== s
| |\/
25
~—~
e =

—
&‘Q&m
==
8\/

|

—

|
—~~ "
Q‘Q

3

~— ~—

0)6 +m(0) £4, ¢),

—

also
m- (£6) = —(Lm)(0)0 + m(0) o,

Diese Erweiterung von Ableitungen fiir Distributionen ermbg-
licht es uns, auch Ableltungen fiir beliebige Funktionen f € L{
zu erkliren! Ist f € L} .(R), so definieren wir die distributionelle

Ableitung von f als & f € D(R)’ durch

(Lf0)=—(fLo)
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und wir konnen sogar beliebig oft distributionell Ableiten:

k
(55 9) = DN, o)

Beachte aber, dass die Ableitung einer lokal integrierbaren Funk-
tionen im Allgemeinen keine Funktion mehr sein muss, sondern
eine Distribution sein kann.

Beispiel 19.7 (Distributionelle Ableitungen der Betragsfunktion).
Wir betrachten die Funktion f(x) = |x|. Diese ist stetig und daher
gilt f € L] (R). Sie ist aber nicht differenzierbar (jedenfalls nicht
in x = 0). Berechnen wir die erste distributionelle Ableitung:

(&f ) = —(f, &)

= — [ Ixlgo(x)ax

< [0 i [regoes
—0o 0

Hier benutzen wir nun partielle Integration, miissen aber beriick-
sichtigen, dass ¢(0) # 0 moglich ist, und wir daher jeweils einen
Randterm in jedem Integral bekommen. Allerdings trifft dieser
jeweils auf einen Faktor x = 0, so dass er doch verschwindet:

0 00 0 )
/x 9 / Lo(x - / q)(x)dx—l—/qo(x)dx
—o00 0 —o00 0

= /sign(x)q)(x)dx
Insgesamt bekommen wir also
(&£,9) = [ sign(x)g(x)dx = (sign, 9),

d.h. die distributionelle Ableitung der Betragsfunktion |x| ist die
Vorzeichenfunktion sign(x).
Leiten wir noch ein weiteres Mal ab!

(L f,0) = (Lsign, ¢)
= —(sign, & ¢)

—o0

z/dqo /d%qo
— 00 0

= ¢(0) = lim ¢(x) — lim ¢(x) + ¢(0)
=2¢(0) =2(, 9),
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Beachte, dass es dabei véllig egal ist,
wie wir den Wert sign(0) definieren.
Egal was wir machen, unsere Herlei-
tung geht immer. D.h. die Funktion,
die hier die distributionelle Ableitung
ist, ist nicht tiberall festgelegt. Das soll-
te man als Feature und nicht als Bug
sehen: Irrelevant kleine Mengen wer-
den ,distributionell ignoriert®.

Dabei ist eine Menge M C () irrele-
vant klein, wenn die fiir jede Funktion

Julf(x)]dx = 0 gilt.
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wobei wir den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

und die Eigenschaft, dass ¢ als Testfunktion fiir x — oo ver-
schwindet benutzt haben.

Die zweite distributionelle Ableitung des Betrages ist also kei-
ne Funktion mehr, sondern eine Distribution, nimlich

2
& =26
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20 Distributionelle Losung von partiellen Diffe-
rentialgleichungen

Halten wir noch einmal fest, was wir im vorigen Abschnitt definiert
haben:des

Verschiebung einer Distribution: Ist f € D(R")' und i/ € R", so
ist die Verschiebung von f definiert durch

(tf, ) == {f, T59)

Ableitung einer Distribution: Ist f € D(Q))’, so ist die partielle
Ableitung von f definiert durch

(O f, @) == —(f,9x0).

Multiplikation einer Distribution mit einer glatten Funktion: Ist
f € D(Q) und m € C®(Q), so ist die Multiplikation von f
und m definiert durch

(m-f, @)= {f,m-¢)

Hier noch eine weitere Operation:

Horizontale Skalierung einer Distribution: Ist f € D(R")' und
a > 0, so definiere fiir Testfunktionen ¢ € D(IR") die (hori-
zontale) Skalierung

sap(x) = ¢(ax).

Dann ist die (horizontale) Skalierung der Distribution f
definiert durch

(saf, @) = a " (f,51/a9)-

Diese Definition von Ableitungen ist konsistent mit der ur-
spriinglichen Definition: Ist f eine differenzierbare Funktion,
welche wir als Distribution interpretieren, so stimmen die ,,distri-
butionelle Ableitung“ von f und die ,klassische Ableitung® von f
iiberein.

Kommen wir nun zu partiellen Differentialgleichungen und
beginnen mit der Wellengleichung

?u(x, t) = k*%u(x, t).

Beide Seiten sind auch fiir Distributionen u sinnvoll und wenn
sie fiir eine Distribution u iibereinstimmen, so nennen wir u
eine distributionelle Losung der Gleichung. Ist u eine zweimal stetig
differenzierbare Funktion, die die Gleichung erfiillt, nennen wir
u eine klassische Losung. Ist u eine Funktion, welche nicht zweimal
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Dies liegt an der mehrdimensionalen
Substitutionsregel (auch genannt Trans-
formationsformel): Ist f eine Funktion,
so gilt mit der Substitution a¥ = i/

[ D@ dt=a" [ f@)p(a'7)d7.
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stetig differenzierbar ist, so existieren die zweiten Ableitungen
von u nach t und x weiterhin im distributionellen Sinn. Erfiillen
die distributionellen Ableitungen dann die Wellengleichung, so
nennen wir u eine schwache Losung. Aus Sicht der Anwendung gibt
einen keinen Grund, warum schwache Losung weniger sinnvoll
sein sollten als klassische Losungen.

Jetzt wollen wir zeigen, dass die wandernde Welle u(x, t) :=
f(x —kt) auch fiir f € L] (RR) eine schwache Lésung der Wellen-
gleichung ist. Nach unseren Voriiberlegungen ist u eine Distri-
bution. Zeigen wir, dass u tatsichlich eine schwache Losung der
Wellengleichung ist, d.h. wir miissen zeigen, dass beide Seiten die
gleiche Distribution sind. Um die zu zeigen, miissen wir zeigen,
dass beide Seiten beim Testen mit der gleichen Testfunktion ¢
immer gleiche Werte ergeben. Es gilt

@u,9) = (u,039) = [[ fx—k)Fp(x,t)dxdt
und
(0%u, @) = (u, 02¢) = //sz(x — kt)aiqo(x, t)dxdt.

Zusammen gibt das

(1 — K20%u, ) = / /]R flx—kb) (@, 1) — BRg(x, 1)) dxdt.

Wir wollen, dass die rechte Seite immer Null ergibt. Dazu substi-

tuieren wir
y\ _ [(x—kt\ (1 —k\ (x
z) \x+kt) \1 k t]-

Die Transformationsformel fiir Integrale gibt

1 —k

dydz = det (1 K

> dxdt = 2kdxdt,

also dxdt = 5-dydz. Auflerdem ist x = 1y + jzund t = — 5y +
sz und daher h(y,z) := @(x,t) = ¢(3y + 3z, — %y + 3¢2). Jetzt
leiten wir / nach der Kettenregel nach y ab:

Ih(y,z) = 20:9(3y + 32, — 5y + %2) — 50 @(3Y + 32, — 3¢y + 3%2).
Diesen Ausdruck leiten wir jetzt noch einmal (wieder mit der

Kettenregel) nach z ab und bekommen

0:04h(y,2) = §030(3y + 32, — Y + 3%2) + 0= @(3Y + 32 — 5ty + 52)
— 20:019(3Y + 32, — 3y + 5¢2) — =T @(3Y + 32, — gy + %2)

= — gz (Fe(x, 1) — K3%9(x,1)).

Version vom 27. Februar 2023 | WiSe 2022 98



17.01.2023, VL 20-3

Wir bekommen also
(02u — K*0%u, @) = // f(x —kt) (93p(x, t) — K*3gp(x, t)) dxdt
R
= —2k //H{Zf(y)azayh(y,z)dydz
— 2% / £(y) / 9.9,h(y, z)dzdy.

Das Integral auf der rechten Seite ist tatsichlich immer Null: Sogar
das innere Integral iiber z ist schon Null, denn es gilt fiirallea < b

b
| 0:auh(v,2)dz = 3,0(s,b) d,9(v,a)

und da ¢ fiir grofle Argumente Null wird (es ist ja eine Testfunk-
tion), folgt, dass das Integral Null ist wenn a klein genug und b
grof$ genug sind. Daher ist u(x,t) = f(x — kt) tatsichlich eine
distributionelle Losung der Wellengleichung, auch wenn f nur
lokal integrierbar ist. Wir brauchen keinerlei Differenzierbarkeit
von f dafiir!

Kommen wir nun zum Problem der Laplace-Gleichung: Fiir
eine Menge () C R" betrachten wir Au(x) = f(x) fiir gegebenes
f : Q — R. Wir untersuchen die Funktion u(x,y) = In(x? + y?)
auf Q) = R?\ {(0,0)}. Mit ein kurzen Rechnung kann man sich
davon iiberzeugen, dass fiir (x, y) # (0,0) gilt Au(x,y) = 0. Dain
() nur ein einzelner Punkt herausgenommen ist, kann man sich
fragen, ob Au = 0 im distributionellen Sinn auf ganz IR? gilt, also
ob u(x,y) = In(x? + y?) eine schwache Lésung von Au = 0 in
Q = RR? ist. Dazu miissten wir zeigen, dass fiir jede Testfunktion
¢ € D(R?) gilt

(Au, @) = 0.
Es gilt nach der Definition der distributionellen Ableitung
(Bu, @) = (R +dyu, ¢) = (@, ¢) + (91, )
= (u,830) + (u,99) = (1, Ap).
Der letzte Ausdruck ist das Integral
[[ 106 +32) g (x,y) + Eplx,y)] drdy.
R2

Dieses Integral berechnen wir in Polarkoordinaten, d.h. wir substi-
tuieren (x,y) = (rcos(0),rsin(f)). Dann haben wir aus der Ana-
lysis ,dxdy = rdrd6.“ Aulerdem stellt man den Laplace-Operator
in diesen Koordinaten wie folgt dar:

9% 49, = 97 + 10r + 505
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Es gilt u(x,y) = In(x? 4+ y?) = In(r?) und wir fragen uns also ob
gilt

27w 0
//ln(rz) (07 + 10, + £05] ¢(r,0)rdrdf = 0.
00

Der Integrand hat in (x,y) = (0,0) eine Singularitit. Hierfiir
gehen wir wie tiblich vor: Wir integrieren beziiglich  nur von € bis
oo und lassen dann € — 0. Vorher nutzen wir partielle Integration
um die Ableitungen von ¢ aufu(x,y) = In(r?) zu iibertragen.

Wir betrachten die drei Summanden im Integral getrennt und
beginnen mit In(r?) %28‘3 ¢(r,0). Fiir diesem Summanden tauschen
wir die Reihenfolge der Integration und betrachten nur das In-
tegral beziiglich 0. Nach dem Hauptsatz der Integralrechnung
gilt

27

[ in() k330 (r,0)rd0 = [Lin(P)ap(r,O)]"y =0, ()
0

da ¢ (und also auch dy¢) in 0 27r-periodisch ist. Dieser Teil des
Integrals verschwindet also.

Als niichstes betrachten wir den Summanden In(r?) 19, ¢(r, 0)r =
In(72)d,¢(r,0): Wir betrachten vorerst nur das Integral beziiglich
r, integrieren partiell und beriicksichtigen dabei, dass ¢ und dg¢
als Testfunktion fiir » — oo verschwindet, bei » = 0 jedoch nicht
Null sein muss:

/ln(r2)8,¢(r,0)dr = — /ar (ln(rz)) @(r,0)dr —In(e)?¢(e, 0).

(**)

Als nichstes kommt der Summand In(r?)92¢(r, 0): Wir integrie-
ren zweimal partiell

/rln(r2)a$<p(r,9)dr = —/ [0, (rIn(r?)] 3,¢(r, 0)dr — eIn(e*)d, (€, 6)
_ /az(rln(r2))(p(r,e)dr+ [0,(rIn(r2)) p(r,0)| _. — eIn(€2)d, (e, 6).

‘ (***)

Wir rechnen noch aus

2,(rIn(?)) = In(?) +2. F(rin(?) =2, &) =2

r

Wir setzen diese Ableitungen in (*), (**) und (***) ein und bekom-
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men

27T 00 27T 00

//m(ﬂ) (r? + 9, + 122) ¢(r,9)rdrd9://(—%+%) o(r,0)drdo
0 € 0 €

21

+ / (= In(€?) + In(€?) + 2) (e, 6)dO
o

+ / (—eIn(e?))a,¢(e, 8)dS.
0

Der erste Summand auf der rechten Seite ist gleich Null und wir
bekommen mit Grenziibergang € — 0

21 2n
(Au, ) = ll_r)% 2/q)(€,9)d9 - lli% eIn(€?)d,¢(r,0)do.
0 0
Da ¢ als Testfunktion stetig ist, gilt
21
lig%/qo(e,é)dé — 277¢(0).
0

Da lim._,geIn(e?) = 0 gilt und 9,¢(e, 0) fiir e — 0 beschrinkt
bleibt, ist der zweite Grenzwert Null und wir bekommen

(Au, ) = 47¢(0).

Die rechte Seite ist aber genau 471(d, ¢) und das heif$t, es gilt
(Au, p) = (410, @) fiir alle Testfunkionen. Das heifdt aber nichts
anderes als

Au = 4716.

Das heif$t, obwohl die Funktion u(x,y) = In(x? + y?) fast iiberall
Au = 0 erfiillt (mit nur einem Ausnahnmepunkt) 16st sie in Wirk-
lichkeit die Poisson-Gleichung —Au = f mit der Distribution
—471) als rechter Seite f.
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21 Laplace-Transformation von Distributionen

In Abschnitt 6 hatten wir gesehen, wie wir lineare Anfangswert-
problme der Form

y(”) + an,ly("_l) +-+ay +ayy=f, y0)=c,y(0)=cy..

mit Hilfe der Laplace-Transformation l6sen konnen: Es ergibt sich
nach Laplace-Transformation Y(s) = (F(s) + A(s))/P(s), dabei
ist F die Laplace-Transformierte von f, P ein Polynom, was von den
ay abhingt und A ein Polynom, was von den ¢; abhingt. Mit Hilfe
der Distributionentheorie kénnen wir diese Technik jetzt auch
auf Anfangswertprobleme anwenden, bei denen eine Distribution
auf der rechten Seite steht. Die Losung des Anfangswertproblems

L y"I(0) = ¢

y™ +a, "D 4oy fagy =06, y(0)=0,...,y"V0)=0

nennt man auch Impulsantwort der Gleichung (ein Begriff der bei
der Untersuchung von LTI-Systemen (also von linear time invariant
systems) eine wichtige Rolle spielt).

Wir wiirden gerne die Laplace-Transformation fiir Distribu-
tionen definieren. Auf den ersten Blick scheint das einfach: Fiir
Funktionen f : [0,00[ — R haben wir

[ee]

L) = [ f(eat,

0

was in Distributionsschreibweise (f, e ™) entspricht. Das Problem
istjedoch, dass die Funktion t — e~ keine Testfunktion ist, da sie
iiberall nicht Null ist. Es gibt verschiedene Wege, dieses Problem
zu 16sen. Wir beschreiben hier einen solchen:

Definition 21.1. Es sei A C R” offen und f € D(RR")’. Wir sagen,

dass f auf A verschwindet, wenn (f, ¢) = 0 fiir alle ¢ € D(A).
Der Trager supp f (fiir Support) einer Distribution f ist die

grofite abgeschlossene Menge auf der f nicht verschwindet, ge-

nauer gilt xo € supp f, wenn es zu jeder Umgebung U von x( ein
¢ € D(U) gibt, so dass (f, ¢) # 0 gilt.

Beispiel 21.2. (a) Die Dirac-Distribution verschwindet auf jeder
Menge A mit 0 ¢ A. Ist nimlich ¢ € D(A) und 0 ¢ A,
somuss ¢(0) = 0 und daherist (5, 9) = ¢(0) = 0. Der Triger
distsuppd = {0}.

(b) Ist f € L (Q), so ist der Triger von f der Abschluss der
Menge, auf der f nicht Null ist. Fiir die Heaviside-Funktion H
gilt zum Beispiel supp H = [0, o[.

Definition 21.3 (Laplace-Transformation von Distributionen). Es
seiu € D(R)’ eine Distribution mitsupp u C [0, T] fiirein T > 0.
Dann ist die Laplace-Transformation von u wie folgt definiert: Es
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sei € D(R) mit ¢(x) = 1 fuir alle x aus einer Umgebung von
[0, T]. Dann ist

L{u}(s) = (u,p(t)e™).

Dabei hingt das Ergebnis nicht von der Wahl der ,, Abschneide-
funktion® i ab.

Beispiel 21.4 (Laplace-Transformation der Dirac-Distribution). Da
d auf R \ {0} verschwindet ist die Laplace-Transformation von &
definiert und es gilt mit einer Abschneidefunktion ¢ € D(IR) mit
¢(x) = 1 fiir x in einer Umgebung von 0

L{5}(s) = (&, p(t)e™") = p(0)e ™ = 1.
Es gilt also
L{6}(s) =1.

Fiir verschobene Dirac-Distributionen J, (@ > 0) definiert durch
(60, ) = @(a) gilt entsprechend

L{6,}(s) = e

Es gibtauch eine allgemeine Verschiebungsregel fiir die Laplace-
Transformation:

Satz21.5. Ist f : [0,00] - Rundistg(t) = H(t —a)f(t —a) dieum
a nach rechts verschobene Funktion, so gilt fiir die Laplace-Transformierten

G(s) = e ®F(s).

Beweis.
Es gilt
G(s)= [ e *'H(t—a)f(t—a)dt = /e’Stf(t —a)dt

(]

Beispiel 21.6. (a) Wir berechnen die Impulsantwort von y” + 4y,
also die Losung des Anfangswertproblems

y(0) =0, y'(0)=0.

Laplace-Transformation beider Seiten liefert

y//+4y:5,

LY + 4y} (s) = $2Y(5) +4Y(s) = (2 + )Y (5)
L{d}(s) =1.
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Die Idee hinter dieser Definition ist wie
folgt: Da u aufRerhalb von [0, T] ver-
schwindet, spielen die Werte der Test-
funktione auflerhalb dieses Intervalls
keine Rolle. Da et immerhin C® ist,
kédnnen wir diese Funktion zu einer
Testfunktion machen, indem wir sie
mit einer Testfunktion malnehmen. Da-
zu nehmen wir eine, welche die Werte
nicht dndert, also eine die auf dem Tri-
ger und etwas dariiber hinaus konstant
1 ist.
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Es folgt

_ 1
Y(s) = 73

und die Riickstransformation liefert
y(t) = Lsin(2¢).

Positionieren wir den Dirac an eine andere Stelle bekommen
wir folgendes: Fiir das Anfangswertproblem

y'+4y =26, y(0)=0, y'(0)=0.

mit Dirac-Distribution an der Stelle 2 > 0 ergibt sich nach
Laplace-Transformation

as

Y(S) - sez_+4

fiir die man (z.B. mit Hilfe der Verschiebungsregel, von Tabel-
len, oder Software) folgende Riicktransformierete findet:

(0 = 16—l —a) = { oo gy © 020"
Hier die Losung fiira = 1:
14+
t
St .
—14

(b) Wir betrachten das Anfangswertproblem

y'+4y =3, y(0)=y'(0)=0,
wobei die rechte Seite die Ableitung der Dirac-Distribution in
einem a > 0 ist (es gilt (6, ) = —¢'(a)). Es gilt supp d), =
{a} und L {0}} (s) = (J,, pe~"") (mit geeigneter Abschneide-
funktion). Es folgt

(0 pe™) = — (0o, (pe)') = — (¢'(a)e ™" + P(a)(—se™™)) =se™
(day(a) =1und ¢'(a) = 0). Es gilt also
(s2+4)Y(s) =se "
und Riicktransformation ergibt mit dem Verschiebungssatz
y(t) = H(t —a) cos(2(t — a)).

Hier die Losung im Fall 2 = 1:
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-1+

(c) Wir betrachten die Gleichung
vV'+y' vy +y =94,
und berechnen die Laplace-Transformierte
Y (s) - 2(0) - sy/(0) — y/'(0)
+2Y(s) — sy(0) — ¥/ (0)

+5Y(s) —y(0)
+Y(S) = L{6}(s) =1

mit den Anfangswerten y(0) = 1,/ (0) = 0,y”(0) = 0 ergibt
sich

(P+s2+s+1)Y(S)—s>—s—1=1.

Division durch s® +s2 +s+1 = (s> +1)(s + 1) und Partial-
bruchzerlegung ergibt

2
_ _s4s+2 1 1
Y(S) T s34s24s+1 T 241 + s+1°

Die Riicktransformation liefert die Losung

y(t) = e ' +sin(t).

-1

Andern wir die Anfangswerte zu y(0) = y'(0) = Ound y”’(0) =
1, so bekommen wir

(P +s*+s+1)Y(S)—1=1

und analog zum vorigen Fall

— 2 — 1-s 1
Y(s) = s3+s2+s+1 — s2+1 + 5
also die Losung

y(t) = e " +sin(t) — cos(t).
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Im Allgemeinen gilt: Ist P(A) = A" +a, (A" 14+ A +
ap, so ist die Laplace-Transformierte der Losung des Anfangswert-
problems, also die Impulsantwort der Gleichung

P($yy =20, y(0)=y(0)=---=y"D(0)=0

die Funktion

Die Laplace-Transformation ergibt P(s)Y(s) = £L{d}(s) = 1.

Schauen wir noch einmal auf Satz 6.6, so sehen wir, dass dies auch
genau die Losung des Anfangswertproblems

P(§y =0, y(0)=y(0)=--=y"2(0)=0 y" () =1
ist! Die rechte Seite J (in 0) wirkt also wie ein ,Sprung in der
hoéchsten Ableitung®.

Die Laplace-Transformierte der Impulsantwort hat einen spe-
zielle Namen:

Definition 21.7. Die Funktion Y (s) = 1/P(s) heifit Transferfunkti-
on oder auch Ubertragungsfunktion des Differentialoperators P(%).
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22 Losung von inhomogenen Anfangswertpro-
blemen mit der Laplace-Transformation

Schauen wir uns nun inhomogene Anfangswertprobleme mit ho-
mogenen Anfangswerten an, d.h. Probleme der Form

P(Lly=f y0)=y(0)=--=y"V0)=0 ()

Die Lésungen solcher Gleichungen hingen mit der Impulsantwort
der Gleichung zusammen:

Satz 22.1. Essei Y? die Transferfunktion des Differentialoperators P( )y,
d.h. y° ist die Losung des Anfangswertproblems

P($)y=6, y0)=y(0)=---=y"DO0)=0. ()

und Y?° ist die Laplace-Transformierte von y°. Dann hat die Losung y
des Anfangswertproblems

P($y=f y(0)=y(0)=---=y"1(0)=0.
die Laplace-Transformierte
Y(s) = F(s)Y°(s),
wobei F(s) = L{f} (s).

Beweis.
Fiir die Losung y° von (9) gilt nach unseren Voriiberlegungen

P(s)Y’(s) =1
und fiir die Lésung y von (f) gilt
P(s)Y(s) = F(s).
Es folgt

Y(s) = 5 = F(s)Y’(s)

N

wie behauptet. O

Der Satz erklirt auch den Namen Transferfunktion fiir Y°:
Um die Laplace-Transformierte der Losung zu rechten Seite f zu
erhalten, multipliziert man die Laplace-Transformierte von f mit
der Transferfunktion.

Um die Losungen y zu bestimmen, beschiftigen wir uns damit,
wie wir Riicktransformierte zu Produkten von Transformierten
finden kénnen, also was die Multiplikation mit der Transferfunk-
tion im Zeitbereich zu bedeuten hat. Der zentrale Begriff ist die
Faltung.
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Haben wir noch inhomogene Anfangs-
werte y0(0) = ¢k =1,...,n—1,
so hat die L6sung des Anfangswertpro-
blems

P($y=f y®0) =

die Laplace-Transformierte

Y(s) = AEE) — (A(s) + F(s))Y(s),

wobei A(s) ein Polynom ist, welches
von den Anfangswerten ¢y anhingt (vgl.
Kapitel 6).
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Definition 22.2. Die Faltung von zwei Funktionen f,h : R — R
ist
oo

(F*h)(t) = /f(t—r)h(r)dr.

—o0

Das Integral existiert (zum Beispiel), wenn [*_|f(t)|dt existiert
und & beschrinkt ist.

Eine kurze Liste von Eigenschaften der Faltung:
(a) Die Faltung ist symmetrisch, d.h. es gilt (f xh)(t) = (h* f)(f).

Wir substituieren s =t — 7, d.h. T =t — s und dt = —ds:

(Fem(t) = [ ft=Dh(r)de
-~ / F(s)h(t —s)ds = / h(t — s)f(s)ds
= (h=f)(t)

(b) Die Faltung ist linear in beiden Argumenten, d.h.

((f+8)xm)(t) = (f ) (8) + (g x 1) (¢)
(und entsprechend im zweiten Argument).
Folgt direkt aus der Linearitit des Integrals.

(c) Gilt supp f,supph C [0,00[, d.h. gilt f(t) = h(t) = O fur
t <0, soist

t

(f xh)(t /ft—T
0

Esgilth(7) =0firt <Ound f(t—7) =0fiirt — 7 <0,
also fiir t > t.

Eine Intuition zur Operation der Faltung bekommt man viel-
leicht mit folgendem Beispiel: Wir betrachten ein beliebiges f :
R — R und die Funktion

0 : t<0,odert>1
h(t>‘{1 L 0<t<

Dann ist die Faltung

(F=m)(t) = (= ))(t) = [ h(t=7)f(r)dr.
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Es gilt

0 : 7<t—1undt>t
h(t_T)_{l L ot—1<T<t

Es folgt also

(Fem) = [ f@)dr,
-1

t

d.h. f * hist ein Mittelwert von f iiber das Intervall [f — 1, t]. Daher
nennt man Faltungen auch , Filter” und die Faltung mit der obigen
Funktion / ist ein Filter der ,gleitendes Mittel“ (moving average)
genannt wird. Hier zwei Illustrationen, die auch verdeutlichen,
was eine Verschiebung des Filters bewirkt:

fxh

\.\II(tJ

T

t

Beispiel 22.3 (Faltung mit der Dirac-Distribution). Man kann auch
die Faltung von Distribution und Testfunktion bilden: Wir be-
trachten eine lokal integrierbare Funktion f und eine Testfunktion
@. Dann ist die Faltung von f und ¢

[ee]

(Fro)t) = [ flwp(t—wdu= (£, o(t =),

—0o0

d.h. dies lisst sich auch als Anwendung der durch f induzierten
Distribution auf'eine gespiegelte und verschobene Testfunktion ¢
sehen. Wir fiihren das hier nicht vollstindig aus, sondern zeigen
nur die Faltung einer Testfunktion ¢ mit der Dirac-Distribution:
Per Analogie mit der obigen Formel bekommt man

(6x@)(t) = o(t),

d.h. die Faltung mit der Dirac-Distribution indert die Funktion
nicht!

Falten wir mit einer Dirac-Distribution in 4, so bekommen
wir (wieder per Analogie)

(Gax @) (t) = o(t —a),

das heif$t, die Faltung mit J, verschiebt eine Funktion um 4.

Die Faltung vertrigt sich gut mit der Laplace-Transformation.
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Satz 22.4 (Faltungssatz fiir die Laplace-Transformation). Fiir f,h :
[0, 00[ — R gilt (wenn wir f(t) und h(t) fiirt < 0 durch Null fortsetzen)

(f =h)(t /tft—T
0

und insbesondere ist auch (f * h)(t) = 0 fiirt < 0.

Weiterhin gilt
L(f xh) = L(f) L(h).

Beweis. Die erste Aussage haben wir schon eingesehen. Fiir den
Faltungssatz rechnen wir

L{fxg}(s //f gt —T)dr)eds

_ /0 /0 F(r)e gt — 1)~ =Ddrdt
= /Ooof(r)e_” /:og(t —1)e*t-Tdrdr
- LELEE) T

wobei wir bei Vertauschen der Integrale im dritten Schritt die
Integralgrenzen richtig anpassen mussten. ]

T
~

Wenden wir diese Erkenntnis nun auf die Ergebnisse aus
Satz 22.1 an, so bekommen wir:

Satz 22.5. Ist y° die Losung des Anfangwertproblem

P(Ey =20, y(0)=y(0)=---=y"D0)=0, ()
so ist die Losung des Anfangswertproblems
P(§y=f, y0)=y(0)=-=y"(0)=0.
gegeben durch

y(t) = (f *y°)(8).

Man kann sich diesen Satz auch intuitiv merken, denn die
Faltung vertrigt sich auch gut mit Ableitungen: Es gilt

S0 = (&) ) @)
= (&) 1)

wenn die entsprechenden Ableitungen existieren.
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Hierfiir miissen nur Integral und Ableitung vertauscht werden,
und wenn Voraussetzungen vorliegen unter denen dies korrekt
ist, bekommt man

$U® =§ [ f@gt -1

—00

[e9)

= / f(T)%g(t —T)dt

= (f+5g) .
Die weitere Gleichung folgt per Symmetrie der Faltung.

In gewissem Sinne ergeben sich Losungen von Gleichungen

P($)y = f mitbeliebigen Funktionen f aus Lésungvon P(§ )y =
J durch ,unendliche Uberlagerung per Faltung®. Man kann sich
merken: Ist P(%)y‘S = J, so ist

P« f) = (P& ) s f=dxf=f.

Die Idee dabei ist es (ganz grob gesprochen) eine Funktion f,

als ,Linearkombination von Dirac-Distributionen zu schreiben.
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23 Das Abtasttheorem

Mit Hilfe von Distributionen und Fourier-Analysis lassen sich das
Abtasttheorem und der Alias-Effekt erkliren.

Haben wir ein kontinuierliches Zeitsignal s : R — C und eine
Abtastrate 1/T > 0, so entsteht beim Punktabtasten die Folge
(s(kT))kez von komplexen Werten (also Werte im Abstand T). Die
abgetasteten Werte spiegeln die Funktion nicht immer wider, wie
das folgende Beispiel zeigt:

! )
A

Hier wurde die Funktion s(x) = sin(5x) einmal mit der Rate 10
(Kreuze, T = 0.1)und einmal mit der Rate 5/6 (Punkte, T = 6/5 =
1,2) abgetastet. Die geringe Abtastrate erweckt den Eindruck einer
wesentlich langsameren Schwingung.

Das Abtasttheorem erklirt, wann die Abtastpunkte gentigend
Information enthalten, um die Funktion exakt aus den Abtast-
werten zu rekonstrieren und der Alias-Effekt ist der Effekt, das
Unterabtasten zu verzerrten Ergebnissen fiihrt.

In diesem Zusammenhang ist es hilfreich, noch einmal Fourier-
Reihen und die Fourier-Transformation zu betrachten. Wihrend
wir in der Analysis uns auf stiickweise stetige Funktionen be-
schrinkt hatten, nutzen wir hier quadratintegrierbare Funktionen:

Definition 23.1. Eine Funktion s : 3 — C heif3t quadratintegrierbar,

wenn [, [s(x)|?dx existiert und endlich ist. Die Menge aller qua-

dratintegriarbaren Funktionen auf Q) wird mit L?(()) bezeichnet.
Auf L2(Q) ist durch

(s.8)0 = [ s@g)dx

ein (komplexes) Skalarprodukt definiert. Die davon induzierte

Norm ist
1/2
el = f Js(xPax)
QO

Quadratintegrierbare Funktionen lassen sich physikalisch als
»2Funktionen mit endlicher Energie” interpretieren.

Wir betrachten nun noch einmal Fourier-Reihen, aber diesmal
auf dem Raum L?([—B, B]) der quadratintegrierbaren Funktionen
auf [-B, B]:

Satz 23.2. Die Funktionen e (x) = e/ B* bilden ein Orthonormalsystem
in L*([—B, B]) beziiglich des gewichteten Skalarproduktes (s, 7)(_p 5] =

ﬁ ffB s(x)r(x)dx.
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Hier sind wir ein bisschen ungenau:
Skalarprodukt und Norm sind nicht po-
sitiv definit. Das Problem sind Funk-
tionen, die nur auf ,irrelevant kleinen
Mengen ungleich Null sind, also Funk-
tionen, fiir welche [(,|s(x)[dx = 0
gilt. Man spricht auch von Funktionen,
die ,fast tiberall“ gleich Null sind. Im
folgenden werden wir solche Funktio-
nen ignorieren und sogar zwei Funktio-
nen sq und s; als gleich ansehen, wenn

Jals1(x) —sa(x)|dx = 0 gilt.
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TJede Funktion s € L?([—B, B)) ldsst sich in dieses Orthonormalsys-
tem entwickeln und kann als Fourier-Reihe dargestellt werden

5= E (ex,s)|-B,B)ek

kez
2 7T
und die Koeffizienten sind (ex, s)[_p 5 = 5 ffB s(x)e *B¥dx.

Fiir Funktionen s € L?(IR) lisst sich die Fourier-Transformation
definieren, die wir hier etwas anders normieren und in der Fre-
quenz f = w/(27r) ausdriicken:

5(f) = / s(x)e i xdx,

195
Ry
I
|
8\8
P
>
N
N
A
hay
=
Q.
k,\

und es gilt
Is3 = [ Istx)Pdx = [ 1s(£)Paf = 313

insbesondere ist fiir s € L?(IR) auch § € L?(R).

Ein wichtiger Begriff in diesem Kontext ist die Bandbreite: Wir
sagen, dass ein Signal s € L?(R) die Bandbreite B > 0 hat, wenn
supp § C [—B, B] gilt, anders gesagt, wenn §(f) = 0 fiir [f| > B
gilt, also wenn s keine Frequenzbeitrige fiir Frequenzen grofSer
als B enthilt. Eine Funktion mit endlicher Bandbreite nennen wir
bandbeschrinkt.

Aufgrund der Umkehrformel der Fourier-Transformation gilt
fuir eine bandbeschrinkte Funktion mit Bandbreite B

B
s(x) = / s(f)emifrdf,
~B

Satz 23.3 (Abtasttheorem). Essei B > 0 unds € L?(IR) bandbe-
schrinkt mit Bandbreite B > 0. Dann ist s durch die Abtastwerte in den
Punkten (%)kez eindeutig bestimmt und es gilt die Rekonstruktionsfor-
mel

s(x) =) s(£) sinc(2Bx — k).
kez

Beweis.
Die Idee des Beweises ist es die Fourier-Transformierte § € L?(IR)
wegen der Bandbeschrinktheit als Funktion § € L?([-B, B]) zu
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Diese Fourier-Reihe entspricht exakt
deraus der Analysis-Vorlesung. Sie kon-
vergiert allerdings nicht tberall punkt-
weise, aber es gilt

K

Is— Y. {ews)—mmekllz =0
k=—K

fir K — oo, d.h. die abgeschnittene
Fourier-Reihe konvergiert im quadrati-
schen Mittel.

Zur Erinnerung: Hier ist sinc-
Funktion definiert durch
sinc(x) = sin(mx)/(7x) mit
sinc(0) = 1.
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sehen. Als solche kénnen wir sie in eine Fourier-Reihe entwicklen:
Die Fourier-Koeffizienten von § sind dann

B
T
(ex,$) (BB = %/é(f)eﬂkadf
B
¢ k
— % [ s(p)e il d

—0o0

= ﬁs(—%), ke Z

wobei wir die Formel fiir die Umkehrung der Fourier-Transfor-
mation benutzt haben. Es folgt, dass die Fourier-Koeffizienten von
§ komplett durch die diskreten Werte s(%), k € Z bestimmt sind.
Also ist auch s komplett durch diese Werte bestimmt.

Fiir die Rekonstruktionsformel schreiben wir die Fourier-Reihe
von § hin. Diese gibt aber eine auf ganz R definierte (2B-periodische)
Funktion. Da § aber nur im Intervall [—B, B] ungleich Null ist,
miissen wie die Fourier-Reihe mit der Abschneidefunktion

(1 : -B<x<B
X[’B'B](x)_ 0 : sonst

malnehmen, damit die Formel auf ganz R richtig ist. Wir nutzen
die eben hergeleitete Beziehung zwischen den Fourier-Koeffizienten
und den Abtastwerten und bekommen

5(f) = xi-.5)(f) Y (e, 8) _p,miex(f)

keZ

T
=35 ) 5(‘%)%[—3,3]“)3]]{3][-
keZ

Jetzt wenden wir die inverse Fourier-Transformation auf’beide Sei-
ten an: Dazu berechnen wie die inverse Fourier-Transformierten
der Summanden:

[ee]

f_l{X[—B,B] (f)ejk%f}(x) = /X[—B,B](f)ejk%fez’rjfxdf

B

_ /ej(k%Janx)fdf
-B
_ [_1€f<k’§+2nx>f ’
j(k% +27mx) =B
— j(k7§+1271x) [ej(k%Janx)B _ e—j(k%+2nx)B:|

2 .
= (GETT) sin((k% 4 27x)B)
B

1
= ———ssin(7mt(k + 2Bx)).
Iy Sk 2)
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Wir bekommen also fiir die invers Transformierte von §
s(x) = 3 1 s(~o)
Pz Pl +x)
¢ \sin(7t(k + 2Bx))
- Z 5(=25) 7t(k + 2Bx)
keZ

=Y s(4) sinc(2Bx — k).
kez

sin(7t(k + 2Bx))

O

Wir halten fest: Enthilt ein Signal s keine Frequenzen grofier
als B, so muss es mindestens mit der Rate 1/T = 2B abgetastet
werden, um es vollstindig aus den Abtastwerten rekontruieren
zu konnen. Die Abtastrate 2B heifit Nyquist-Rate. Tasten wir s mit
einer grofleren Abtastrate ab, wiirde dies sogar fiir eine héhere
Bandbreite reichen und wir kénnen s auch dann exakt rekonstru-
ieren. Was passiert, wenn wir zu langsam abtasten behandeln wir
im nichsten Abschnitt.

Um die Abtastung von Funktionen wie sin oder cos (welche
nicht quadratintegrierbar sind) zu untersuchen, behandeln wir
noch die Fourier-Transformation von Distributionen. Hierzu iiber-
legen wir wieder zuerst, ob die Fourier-Transformation eine ,ad-
jungierte Identitit” erfiillt (vgl. Abschnitt 18). Zu s € L?(R) und
¢ € D(R) betrachten wir

w
=
I
(950
=
_S
=
a
ey

s(x)e > dxg(f)df

s(x) [ e 2 p(f)df dx

— 00

I
E‘%\g E‘%\g E‘%\g
5‘3\:8

=(x)

= (s, 9)-

Hier waren wir etwas unvorsichtig: Wir haben tibersehen, dass ¢
im Allgemeinen keine Testfunktion ist! (Tatsichlich ist ¢ niemals
eine Testfunktion, wenn ¢ eine ist.) Fiir eine korrekte Definition
der Fourier-Transformation nimmt man statt den Raum der Test-
funktionen fiir ¢ den etwas gréferen Schwartz-Raum der schnell
fallenden Funktionen S(IR), welche aus allen C*-Funktionen s be-
steht, fiir die x*s(x) fiir jedes k = 1,2,... beschrinkt ist. Man
kann zeigen, dass fiir s € S(R) auf'§ € S(R) gilt. Anstelle von
allgemeinen Distributionen muss man sich jetzt auch temperierte
Distributionen beschrinken, welche lineare Funktionale auf S(RR)
sind, also Elemente in S(R)’.

Definition 23.4. Fiir eine temperierte Distribution s € S(R)’
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definieren wir die Fourier-Transformation § durch

(89)=(s9) VoecSMR).
Die Umkehrung der Fourier-Transformation

[e e}

sx) = [ s(p)eira

—00

erfiillt die adjungierte Identitit

& 9) =9

und daher definiert man die Umkehrung § der Fourier-Transformation

fur Distributionen entsprechend und bekommen:

Satz 23.5. Die Fourier-Transformation bildet temperierte Distributionen
s € S(R)" auf temperierte Distributionen § € S(IR) ab und es gilt
F1Fs=s.

Beispiel 23.6. Fiir die Dirac-Distribution gilt

6,9) = 6,9) = 9(0) = [ p(x)dx = [ 1-g(x)dx = (1,¢).

Es ergibt sich also die Situation, dass die Fourier-Transformierte
der Dirac-Distribution die Funktion ist, welche konstant 1 ist:

5=1.
Verschieben wir die Dirac-Distribution bekommen wir fiira € R
G @) = gla) = [ 2 g(x)dx,

also ist 8, ebenfalls eine Funktion und zwar
ba(x) = e 2%,

Entsprechend ergibt sich auch

Faet =64,
) =0
d.h. die Fourier-Transformation einer komplexen Schwingung ist

eine verschobene Dirac-Distribution. Per Linearitit der Fourier-
Transformation ergibt sich

F{8,+ 0 4} = e¥U% 4 o720 — 2 cos(271ax)
F{8y— 08 4} = &Y% — =20 — 2jgin(27rax)

und

5L+57L
F{cos(ax)} = 2521
bag —0 g

F{sin(ax)} = 2”27]2”

Version vom 27. Februar 2023 | WiSe 2022 116

Wir schreiben wie frither auch Fs = §,
Fls=3s.

Damit kdénnen wir jetzt Funktionen
Fourier-transformieren, auch wenn sie
nicht mehr intergierbar oder quadra-
tintegrierbar sind. Wir missen aller-
dings damit rechnen, dass die Fourier-
Transformierten dann keine Funktionen
mehr sind, sondern Distributionen sein
kénnen.
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24 Der Alias-Effekt

Jetzt wollen wir untersuchen, was passiert, wenn wir ein Signal
nicht mit der Nyquist-Rate abtasten. Hat ein Signal s die Band-
breite B so ist die Nyquist Rate 2B. Wenn wir es mit einer Rate 2B
abtasten, so ist das das gleiche, als wiirden wir annehmen, dass
das Signal eine groflere Bandbreite hat und dann die Nyquist-Rate
benutzen. Da jedes Signal mit Bandbreite B auch jede grofiere
Bandbreite B’ > B hat, gilt auch in diesem Fall das Abtasttheorem
und wir konnen das Signal exakt rekonstruieren. Beim Unter-
abtasten, also bei einer zu kleinen Abtastrate, konnen wir nicht
erwarten, das Signal exakt zu rekonstruieren. Was dabei genau
passiert, wollen wir jetzt untersuchen.

Wir modellieren das mit der Rate T abgetastete Signal als Dis-
tribution, nimlich als

st =) s(kT)dr,
keZ

also eine Reihe iiber Dirac-Distributionen, die an den Abtaststellen
sitzen und jeweils mit dem Wert des Signals an der Abtaststelle
gewichtet sind.

Die lisst sich auch als Multiplikation von s mit einem soge-
nannten Dirac-Kamm schreiben.

Definition 24.1. Der Dirac-Kamm der Breite T ist die Distribution
Iy € D(R)’ definiert durch
Il = Y .

kez

das heifdt es gilt
(7, @) = ) @(kT).
kez
Die Multiplikation von s mit ITIt ist dann
(s- i1, @) = ¥ s(kT)@(KT)
kezZ

und ist fiir alle stetigen s erklirt. In diesem Sinne ist das abgetas-
tete Signal nichts anderes als

st:=s-Uly.

Unser erstes Ziel ist es, die Fourier-Transformation des abge-
tasteten Signals zu bestimmen. Diese ist

s1(f) = ) s(kD)r(f) = ) s(kT)e?™,

kez keZ

wobei die Konvergenz der Reihe leider alles andere als klar ist.
Wir benutzen folgendes Hilfsmittel:
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Satz 24.2 (Poisson-Summenformel). Esseis € L?>(R) und B > 0.
Ist dann die Funktion Y ;7 $(f + 2Bk) quadratintegriertbar, so gilt

k
2 S(f +2Bk) = 2B ZszsejBf
kez keZ

Beweis.
Wir betrachten zu § die Periodisierung (mit Periode 2B) von $, also

die Funktion
¥(f) =) 8(f +2Bk).
keZ

Nach Annahme ist die Funktion i auf dem Intervall [—B, B] qua-
dratintegrierbar und daher kénnen wir sie in eine Fourier-Reihe
entwickeln. Die Fourier-Koeffizienten sind

B
(e ) (-5 = 3 / p(f)e Bldf

—%/Z 5(f + 2BO)e B/ dF.

leZ

Da die Abbildung f s ¢ /¥ 5/ die Periode 2B hat, ist das Integral
gleich

%/Z (f + 2BO)e B/ df — /Z (f + 2BO)e *E (#2804,

leZ leZ

Wir vertauschen Integral und Reihe und bekommen

<€k,¢’> BB = %Z/ f—i—ZBEe jkg (f+23£)df

leZ "

Jetzt erkennen wir den Ausdruck auf der rechten Seite als ,,zer-

o 7T
stiickeltes* Integral der Funktion f — §(f)e *B/ iiber die ganze
reelle Achse. Das Integral ist also exakt die Formel fiir die inverse
Fourier-Transformation und wir haben also

3

(e ) ps = 25 | S(F)e *B/af

3

sA(f)eZ”j(’%)fdf

I
N
m"“
\8

1 k
= 555(—»55)-

Nach der Rekonstruktionsformel fiir Fourier-Reihen ist also

Y S(f+2Bk) =y(f) = }_ (ex ¥)ex(f)

keZ keZ

k) kg f
2B ZS s5)¢" B/
keZ

3
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Damit haben wir die Behauptung gezeigt (wir miissen nur noch
in der Reihe auf der rechten Seite k durch —k ersetzen). O

Beispiel 24.3 (Fourier-Transformation eines Dirac-Kammes). Fiir
f = 0 erhilt man tibrigens die etwas kuriose Formel

Y 8(2Bk) = 35 ) s( (25)- (*)

keZ keZ

Diese Formel kénnen wir benutzen, um die Fourier-Transformierte

eines Dirac-Kammes zu bestimmen: Es gilt nach der Definition
der Fourier-Transformation fiir temperierte Distributionen und
der Poisson-Summenformel in der Form (*)

(I, ¢) = (g, §) = Y- ¢(kB) = 5 }_ ¢(§) = (11, ¢).
kez kez B
Wir haben also gezeigt:
g = L100;.
B

Beispiel 24.4 (Faltung mit dem Dirac-Kamm). Die Multiplikation
einer Funktion mit dem Dirac-Kamm entspricht dem Abtasten:

stT=s -l = Z S(kT)5kT.
kez

Was bedeutet die Faltung mit IT11? Wir wissen schon (6, x s)(t) =
s(t — a) und damit bekommen wir

Y (Gkrxs)(t) = Y s(t—kT).

keZ keZ

(LIt *s)(t) =
Das bedeutet, dass die Faltung mit dem Dirac-Kamm genau der
Periodisierung des Signals entspricht.

Satz 24.5. Fiir ein Signal s sei st = s - It das mit Rate T > 0
abgetastete Signal. Dann gilt

H\
q\»

SR
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Im Spezialfall B = 1 sehen wir
Hll 1114, d.h. der Delta-Kamm der
Breite 1 ist ein Fixpunkt der Fourier-
Transformation. Ein weiterer ist die
Funktion e—7"/2 (beides beziiglich der
Fourier-Transformation mit der Nor-
mierung §(f) = [g s(t)e" 24/ dt).

Der Faltungssatz fiir die Fourier-
Transformation ist analog zu dem fiir
die Laplace-Transformation: Es gilt

S/>)—<\h f]R s* h)(t)e 2Tt dt =
Jr f]R h(t — T)dte~ 2"t dt und

dae 27r]tf — o 2mjTf p—2mj(t—T)f gl|t,
ist der Ausdruck gleich 8(f)h(f). Es
gilt also

—

s+ h(f) = 3(f) - h(f).

Analog seht man s * h(t) S(t
und es folgen S- h(f) (

unds - h() (3% R)(¢).
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Beweis.
Wir wenden den Faltungssatz fiir die Fourier-Transformation an:

st(f) = I -s(f) = (HTT*sf)(f)
= (W7 +8)(f) = 1 Z - 1)
eZ

O

Schliefflich schauen wir uns noch an, was bei der Rekonstruk-
tion nach dem Abtasttheorem passiert: Mit Hilfe der Faltung kon-
nen wir fiir eine Funktion s mit Bandbreite B, welche mit T = %
abgetastet wurde schreiben

=) s( (25) sinc(2Bt — k) = ((s - IIr) * sinc(2B-))(¢)
kez
= (s7 *sinc(2B-))(¢).

In Worten: Die Rekonstruktion von s aus der abgetasteten Funkti-
on st entspricht der Faltung der abgetasteten Funktion mit der
Funktion sinc(2Bt). Die Fourier-Transformierte der sinc-Funktion
kennen wir: Fiir h(t) = sinc(2Bt) gilt

N 1 . _
W) = ={ 3 L S =S=P

sonst.

Also lautet das Abtasttheorem auf der Fourier-Seite

8(f) = AT(f)zBX[ 8 (f)-

Wir konnen diese Formel wie folgt interpretieren: Die Rekon-
struktion von s aus st entsteht auf der Fourier-Seite dadurch,
dass die Fourier-Transformierte des abgetasteten Signals bei £B
abgeschnitten wird.

Der ganze Prozess der exakten Rekonstruktion ist also:

1. s ~» s1 Abtasten mit der Rate T = ﬁ.

2. Bilde $7, also die Fourier-Transformierte von st. Dies ent-
spricht der Periodisierung von § mit Verschiebungen um
2B (Satz 24.5).

3. Schneide die Fourier-Transformierte von st bei +B ab.
4. Transformiere das Ergebnis zuriick.

Hier sehen wir noch einmal, warum diese Prozedur exakt ist,
wenn das Signal s Bandbeschrinkt ist: Ist §(f) = O fiir |f| > B,
so wird die Periodisierung mit Verschiebung um 2B durch das
anschlieflende Abschneiden bei +B genau riickgingig gemacht!

Hier einmal die Prozedur graphisch illustriert.

Version vom 27. Februar 2023 | WiSe 2022 120



31.01.2023, VL 24-5

AAAAAAAAAA
] — [ Tttt

—B B —5T-3T —T T 3T 5T

1 t f 1

Uberlegen wir uns nun, was passiert, wenn s nicht bandbe-
schrinkt mit Bandbreite B ist, sondern $§ auch fiir Werte f mit
|f| > B Werte ungleich Null annimmt. Durch die Periodisierung,
werden diese Werte fiir irgendeine Verschiebung (oder auch fiir
mehrere Verschiebungen) im Intervall [—B, B| landen, d.h. das
Abschneiden der Periodisierung liefert nicht das exakte Ergebnis!
Dadurch entsteht bei der Riicktransformation ein Fehler. Die-
ses ,,Zuriickklappen“ im Frequenzbereich ist fiir den Alias-Effekt
verantwortlich, was in der nichsten Illustration verdeutlicht wird.
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TSA (F)x1-58(f) TST *sinc(2B-)(t)

t
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ST(t)
s I Tr o] "
3B B A
sinc(2Bt)
» f t
_B B 5T 3T _T T 3T 5T
ﬂf)X[B,B] (f) st * sinc(2B-)(¢)
nd IR SRV /
S —~

Version vom 27. Februar 2023 | WiSe 2022 122



06.02.2023, VL 25-1

Version vom 27. Februar 2023 | WiSe 2022 123



07.02.2023, VL 26-1

Version vom 27. Februar 2023 | WiSe 2022 124



	Vorbemerkung
	Differentialgleichungen - Einführung
	Elementare Lösungsmethoden
	Existenz und Eindeutigkeit von Lösungen von Anfangswertproblemen
	(Lineare) Differentialgleichungen höherer Ordnung
	Lösung von linearen Differentialgleichungen n-ter Ordnung
	Die Laplace-Transformation
	Lineare Systeme erster Ordnung
	Randwertaufgaben
	Holomorphe Funktionen einer komplexen Variablen
	Potenzen, Wurzeln, Logarithmen
	Komplexe Integration
	Der Cauchy-Integralsatz und Stammfunktionen
	Die Cauchy-Integralformel
	Funktionenfolgen und Potenzreihen
	Identitätssatz, Maximumprinzip und Analytische Fortsetzung
	Isolierte Singularitäten und Laurent-Reihen
	Der Residuensatz
	Einführung in Distributionen 
	Rechnen mit Distributionen
	Distributionelle Lösung von partiellen Differentialgleichungen
	Laplace-Transformation von Distributionen
	Lösung von inhomogenen Anfangswertproblemen mit der Laplace-Transformation
	Das Abtasttheorem
	Der Alias-Effekt

