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Vorbemerkung

Dies ist das Skript zur Vorlesung ,,Analysis zur Elektrotechnik®,
gehalten an der TU Braunschweig im Sommersemester 2022. Es
erhebt keinerlei Anspruch, auch ohne Besuch der Vorlesung ver-
stindlich zu sein. Das Skript geht auf die Vorlesung von Thomas
Sonar im Sommersemester 2021 zuriick. Diese Version enthilt
mit an Sicherheit grenzender Wahrscheinlichkeit zahlreiche Feh-
ler; seien Sie also aufmerksam beim Lesen und melden Sie sich
bei mir, wenn Sie Fehler gefunden haben, damit ich die Fehler
korrigieren kann; alle, die nach Thnen das Skript lesen, werden es
Thnen danken.

Zur Mathematik fiir die Elektrotechnik gibt es zahlreiche Bii-
cher (Sie finden sie zum Beispiel unter Namen wie ,,Mathematik
fur Ingenieure” oder ,,Hohere Mathematik). Im ersten Studien-
jahr sind die beiden Themen ,Analysis“ und ,Lineare Algebra“
wichtig. Dabei umfasst die Analysis die Themen Grenzwerte, Fol-
gen, Reihen, Stetigkeit, Ableitungen, Integrale und die Integral-
sitze und die Differential- und Integralrechnung in mehreren
Variablen. In vielen Biichern wird zuerst die Analysis in einer Di-
mension behandelt, wihrend die Theorie in mehreren Variablen
in spiter Binden kommt. Sie finden die Theorie zu dieser Vorle-
sung zum Beispiel in den beiden Binden Neher [2018a] und Neher
[2018b], dem Buch Karpfinger [2022] oder auch in Burg u. a. [2011].

Braunschweig, den 2. September 2022 Dirk Lorenz
d.lorenz@tu-braunschweig.de
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Notation

Hier eine (ggf- noch unvollstindige) Liste mit mathematischer
Schreibweisen, die wir benutzen werden:
Summen- und Produktzeichen:

n
Zak:ﬂ1+ﬂ2+"'+ﬂn
k=1

n
k=1

Fiir x > 0 bezeichnet /x die positive Losung von y> = x.
Wir geben Mengen entweder als Listen an

{a,b,c}
oder definieren sie iiber Eigenschaften der Elemente

{x | x erfiillt Eigenschaft E}.

Fiir zwei Mengen X, Y bezeichnen wir mit

x = f(x)

eine Funktion von X nach Y, d.h. fiir jedes x € X ist mit f(x)
genau ein Element von Y gegeben.
Die grundlegenden Mengen von Zahlen sind

f:X-=Y,

N={0,12,...,} (Natiirliche Zahlen)
N; =N\{0} ={1,2,3,...}
Z={...,-2,-1,012,...} (Ganze Zahlen)
Q= {g lpeZ, qge Ny} (Rationale Zahlen)
R = QU {x | x irrational } (Reelle Zahlen)

Alle diese Mengen sind unendlich grof, es gibt jedoch in gewissen
Sinne viel mehr reelle als rationale Zahlen. Die Mengen IN, Z, Q
sind abzdihlar unendlich, wihrend R iiberabzdhlbar unendlich ist.
Die Menge R? = R x R ist die euklidsche Ebene und R" =
R x --- x R ist der n-dimensionale euklidsche Raum. Die Ele-
mente im R” sind Vektoren.
Fiir a < b schreiben wir

={x|a<x<b} (abgeschlossenes Intervall

[a,b] :=

la,b[:={x|a<x<b}
[a,b] ;== {x|a <x <b}
Ja, b]
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= {x]a<x<b}.

(offenes Intervall
(rechts halboffenes Intervall
(links halboffenes Intervall

)
)
)
)

Lies: Die Menge aller x, fiir die gilt “x
erfiillt die Eigenschaft E”.

Lies: f ist eine Abbildung von X nach
Y die x auf f(x) abbildet.



Intervalle, die unbeschrinkt sind:

[a,00[ :={x €R |a<x}
Joo,b] :={x € R | x < b}
la,c0[:={x€R|a<x}
Joo,b] :={x € R | x < b}
Joo,00[ := R

Fiir reelle Zahlen a € R ist der Betrag

. a
o =40

Damit ist der Abstand von a und b gegeben durch |b — a|. Der
Betrag erfiillt folgende Eigenschaften:

a>0
a<0.

la| >0
la] =0 <= a=0
|ab| = |al[b]

la+b| <|a|+|b|. (Dreiecksungleichung)

Wir werden neben den lateinischen Buchstaben auch griechi-
sche benutzen. Manche davon haben zwei Schreibweisen:

« alpha 6,0 theta T pi
B beta L iota p,0 tho
Y gamma « kappa o,¢ sigma
0  delta A lambda T~ tau
€,¢ epsilon pu mu v upsilon
¢ zeta v nu ¢, ¢ phi
n  eta ¢ Xi P psi
X chi w omega

Von den griechischen Grof$buchstaben benutzen wir nur diejeni-
gen, die sich von den lateinischen unterscheiden:

I' Gamma E Xi @ Phi

A Delta IT Pi Y Psi

® Theta Y Sigma () Omega
A Lambda Y Upsilon
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Beachte: Es gilt co ¢ IR!
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1 Logik, Mengenlehre

Logik beschiftigt sich mit der Wahrheit von Aussagen. Mathemati-
sche Aussagen haben genau zwei mogliche Wahrheitswerte: wahr
und falsch. Ist A eine Aussage, so schreiben wir

w(A) =0: <= Afalsch
w(A) =1: <= Awahr

Fiir die Aussage ,A : 2 = 1 ist zum Beispiel w(A) = 0. Fiir Dabei bedeutet ,A : <= B, dass

. «: _ .. . der Ausdruck A per Definition dquiva-
JA 1 € {0,1,2}“ist w(A) = 1. Fiir Aussagen gibt es folgende lentzu B ist. also durch B definiert wird,
Operationen:

Entsprechend bedeutet ,,A := B, dass
) . A als B definiert wird.
—A : ,nicht A (Negation)
AV B : ,A oder B, (Disjunktion)
ANB:,Aund B, (Konjunktion)
A = B aus A folgt B, (Implikation)

A <= B:,Aiquivalent zu B“, (Aquivalenz)

Diese Operationen sind iiber eine Wahrheitstafel definiert:

w(A) w(B) | w(=A) w(AVB) w(AAB) w(A = B) w(A < B)

1 1 (0] 1 1 1 1
1 (0] () 1 O O (6]
(¢} 1 1 1 O 1 (0]
O O 1 (6] (6] 1 1

Es gilt zum Beispiel auch:

(A = B) <— (B = -A)
—_———— —_———
direkter Beweis indirekter Beweis

Beispiel. Wir betrachten die Aussage ,Fiirallen € {1,2,3,... } gilt:
n gerade <= n? gerade.”
Beweis.
» — “: Wir beweisen direkt:
n gerade = Esgibtk € {1,2,...} mitn = 2k
— n® = 4k = 2(2k%)
— n? gerade.

»<"t Wir beweisen indirekt, also die Aussage ,, n ungerade —
n? ungerade*:

nungerade = Esgibtk € {1,2,...} mitn =2k —1
— n? = (2k—1)2 =4k* —4k+1=2(2k* - 2k) +1
— n? ungerade.

Version vom 2. September 2022 | SoSe 2022 8
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Es gelten die Regeln von de Morgan:

~(AANB) < (=A)V (-B)
~(AVB) < (=A)A(-B)

Fiir die Bildung von Aussagen benutzen wir Quantoren:

2Vx: A(x)“: <= Firalle x gilt A(x) ist wahr.
»3x 1 A(x)“: <= Es existiert ein x, so dass gilt A(x) ist wahr.

I bedeutet, ,es existiert wenigstens ein“.

»3x 1 A(x)“: <= Es existiert genau ein x, so dass gilt A(x) ist wahr.

Mit Hilfe von Quantoren lassen sich einfach Aussagen negieren,
denn es gilt

—(3x: A(x)) <= (Vx: -A(x))
—(Vx: A(x)) <= (3x: -A(x))
Beispiel. Was ist die Negation der Aussage , Kein Dozent kann die
Horsaaltechnik bedienen.”?
Da die Aussage gleichbedeutend ist mit ,Fiir alle Dozenten

gilt, dass sie die Horsaaltechnik nicht bedienen kénnen* ist die
Aussage mit Quantoren geschrieben:

VDozent : Dozent kann Horsaaltechnik nicht bedienen.
Die Negation ist also
dDozent : Dozent kann Horsaaltechnik bedienen.

Die Negation ist also ,,Es gibt einen Dozenten, der die Horsaal-
technik bedienen kann.”

Weitere grundlegende Objekte in der Mathematik sind Mengen:
Ist M eine Menge, so schreiben wir

a € M : <= aist Element von M
a¢gM: <= —(aeM)

Mit @ = {} ist die leere Menge gemeint, also die Menge, die keine
Elemente enthilt. Sind M und N Mengen, so schreiben wir

MUN:={x|xe MVxeN} (Vereinigung)
MNN:={x|xe MAx e N} (Schnitt)
M\N:={x|xeMAx¢ N} (Differenz)
Mx N:={(x,y) | x € MAy € N}. (Cartesisches Produkt)

Die Elemente von Mengen konnen selbst wieder Mengen sein. So
bildet man zum Beispiel die Menge aller Teilmengen:

P(M):={X|X cC M}. (Potenzmenge)

Version vom 2. September 2022 | SoSe 2022 9
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Will man unendlich viele Aussagen A(n) (n € IN) beweisen, so
kann man die Beweistechnik der vollstindigen Induktion benutzen:

Es sei ng eine natiirliche Zahl und A(n) fiir jede natiirliche
Zahl n > nj eine Aussage. Gilt dann:

Induktionsanfang: A(n) ist wahr und

Induktionsschritt: fiir n > ng gilt: Ist A(n) wahr, so ist auch
A(n+ 1) wahr,
so folgt, dass A(n) fiir alle n > np wahr ist.
Wir illustrieren das Prinzip der vollstindigen Induktion am
Beispiel der Aussagen A(n):1+2+---+n= @:
Beispiel. Der Induktionsanfang ist einfach: A(1) ist die Aussage
1 =1-2/2 = 1, also wahr. Nun zum Induktionsschritt. Dafiir
nehmen wir an, dass die Aussage A(n) fiir ein bestimmtes n wahr
ist, d.h. wir nehmen an, dass fureinn gilt 1 +2+4--- +n =
n(n +1)/2. Unter dieser Annahme folgern wir, durch Addition
von 1 + 1 auf’ beiden Seiten,
1424 4n+n+1= n(n2+1) n41= n(n+1)42rZ(n+l)
_ (n+2)(n+1)
= 2

(im letzten Schritt haben wir (n + 1) ausgeklammert). Das ist aber
genau Aussage A(n + 1), womit der Induktionsschritt vollbracht
ist.

Betrachten wir die Potenzen einer Summe, so bekommen wir
(a+b)°=1
(a+b)=1a+1b
(a+b)* = 1a® + 2ab + 1b*
(a+b)° = 1a° + 3a%b + 3ab® + 1b°

Es ergibt sich ein Muster: Das Pascalsche Dreick

,hoch o 1

,hoch 1“ 1 1

»hoch 2 1 2 1

,hoch 3“ 1 3 3 1

»hoch 4“ 1 4 6 4 1

»hoch 5“ 1 5 10 10 5 1
»hoch 6 1 6 15 20 15 6 1

Dabei ist jede Zahl die Summe der Zahlen schrig oberhalb von
ihr. Die Eintrige des Pascalschen Dreiecks sind die Binomialkoeffi-

zienten
ny n!
m) " ml(n—m)

Mit vollstindiger Induktion zeigt man den Binomischen Lehrsatz

(a+b)" = i (Z) akv" k.

k=0

0<m<n.
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Das Prinzip der vollstaindigen Induk-
tion kann mit einer unendlichen Rei-
he von Dominosteinen veranschaulicht
werden:

A(0) A(1) A(2) A(B) A(4)

Der Induktionsschritt entspricht dem
sorgfiltigen Aufstellen der Dominostei-
ne, d.h. dass wir sicherstellen, dass der
n-te Stein auch wirklich den n + 1-
ten Stein umst6ft. Der Induktionsan-
fang ist dann das Umstofien des ersten
Steins:

A(0) A(1) A(2) A(3) A(4)

Hier bei ist n! die Fakultdt von n und
rekursiv definiert durch 0! = 1, (n +
Di=n!-(n+1).
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2 Komplexe Zahlen

In gewissem Sinne gibt es viel mehr reelle Zahlen als rationale
Zahlen. Trrationale Zahlen sind z.B. v/2, log(5) oder auch 7. Der
wichtigste Unterschied zwischen den rationalen und den reellen
Zahlen ist, dass die letzteren vollstindig sind (was wir in der nichs-
ten Vorlesung behandeln). Die Punkte in R? bilden die euklidsche
Ebene und (x,y) sind die cartesischen Koordinaten dieser Punkte.

Obwohl R in gewissem Sinne vollstindig ist, gibt es immer
noch einfache Gleichungen, die keine Lésung in IR haben, z.B. die
Gleichung x? + 1 = 0. Abhilfe bringen hier die komplexen Zahlen

C:={x+jylxyeR, j=-1}.

Die komplexen Zahlen visualisieren wir in der Gauf$’schen Zahlene-
bene:

Y

7y z=x+jy

1
!
!
|
| x X

Fiir eine komplexe Zahl z = x + jy ist x = Re(z) der Realteil
und y = Im(z) der Imagindrteil. Die Zahl j heifdt imagindre Einheit.
Mit komplexen Zahlen rechnen wir genau wie mit reellen

Zahlen, nur dass wir j2 = —1 beachten. Fiir z; = x1 + jy1, 22 =
X2 + jyp ist:
Addition: z1 + 22 = (x1 + jy1) + (22 + jy2)

= (x1+x2) +j (y1 +y2)
—_—— S —
Re(z1+z2) Im(z1+27)
z1-z2 = (x1+jy1) - (x2 +jy2)
= x1Xp + jx1ya + jxoys + Pyiye

= (x1x2 — y1y2) +j (x1y2 + x2y1)

Multiplikation:

Re(z122) Im(z122)
Um die Division
z1 _ vt
Zy X2+ jy2

zu verstehen, benotigen wir die komplex konjugierte Zahl z* :=
X — jy zu z = x + jy.Wir erweitern z1 /zo mit z3:

Z1 Z1 Z;
Z2  2pzh
Version vom 2. September 2022 | SoSe 2022 11

Im R? visualisieren wir wie folgt: Der

Vektor ¥ = <x) = (2> e R? st
y 1

y

In Physik und Mathematik wird die ima-
gindre Einheit meist i genannt.

Konjugation ist die Spiegelung an der
reellen Achse:

y

Beachte: Die komplex konjugierte wird
auch mit Z statt z* bezeichnet.
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Wir bemerken:

225 = (%2 +jy2) (X2 — jy2) = X5 — jxay2 + jxay2 — 3
=23+
und bekommen immer eine positive reelle Zahl!
Wir bemerken weiter, dass zz3 = x3 + y3 nach dem Satz des

Pythagoras das Quadrat der Linge von z ist, also definieren wir
fiir z = x + jy den Betrag von z durch

|z| = /X% +y? = Vzz*.

Damit ist
Division: 21 lei - (x1 +]y21)(x22—]y2)
2 A% Xty
_ (x122 +y1y2) + j(x2y1 — x12)
X5+ 13
_ X tliy2 | Xk — Xiy2
%+ ¥ 3+ 13

Damit haben wir in C die Grundrechenarten und eine “Linge”
von komplexen Zahlen bestimmt. Es geht aber noch mehr. Neben
der cartesischen Beschreibung iiber Real- und Imaginirteil haben
wir auch die Polarform iiber Winkel und Linge:

v

Elementargeometrisch erkennen wir x = r cos(¢) undy = rsin(¢),
also ist die Polarform

z =r(cos(p) +jsin(¢)), r=|z|.

Nach Leonard Euler sind Sinus und Kosinus durch ihre Potenz-
reihen gegeben:

sin(x) =& — L 4 &4

cos(x)zl—’é—?+%j:+~~.
Die sogenannte Eulersche e-Funktion hat die Potenzreihe
=1+ 5+ A5+

Damit berechnen wir ¢/:

Version vom 2. September 2022 | SoSe 2022 12

Wir schreiben auch exp(x) = e und
nennen die Funktion auch Exponential-
funktion. Was diese unendlichen Sum-
men genau bedeuten, klaren wir in Ab-
schnitt 5.

Wir nutzen > = —1, 2 = j2j = —j

F=Pi=—ii =1 = = jusw.
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0 =141 1 (f$)2+ (15)3_1_ (%)4_1_(]';)5,__
=1tjo— G5+ oy ik T
:1_%!24_%;...4_]‘(90_%34_%5;...)
= cos(¢@) + jsin(¢).

Damit haben wir die Eulersche Formel

e/? = cos(g) + jsin(¢)

gezeigt. Wir sehen insbesondere, dass e/? 27r-periodisch ist, d.h.
esgiltfirk € Z

el PHR27) — cos(@ + k- 271) + jsin(¢ + k - 277) = cos(¢) + jsin(¢)
= o7 *

Wir erhalten folgende Darstellung der Polarform Mit ¢ = 7 folgt die “schonste Formel
der Mathematik” /™ = —1.

z=r-¢% =r(cos(¢) + jsin(¢)).

Die Polarform mit der e-Funktion macht das Rechnen oft einfa-
cher:

Potenzieren: Fiir natiirliche Exponenten n € IN haben wir fiir
Z=17": ej ¢

2" = (r- eﬁp)n — 1. pne
= rn

(cos(ng) + jsin(ng))  (Formel von Moivre)

Wurzelziehen: Fiirn € IN, unda = ag - ¢/* mitag > 0 betrachten
wir die Gleichung z" = a. Wir benutzen die Polarform z =
r - e/ und bekommen

2 =" P = g - eI,
Vergleich von Linge und Exponent gibt
ag = 1", a=ne.
Aber Achtung! Da ¢/? nach (*) 27t-periodisch ist haben wir
ng =wa+k-2malso ¢ = ’W‘Tm

Es gibt also genau n verschiedene Wurzeln von a = a - e/%,

nimlich
jatk-2m Dies sind die 5 Lésungen der Gleichun
ze = age n , k=0,1,2,...,n—1. 5o & &
Z1

Zy -
[ \
a 20
\ /

Version vom 2. September 2022 | SoSe 2022 13
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Die Polarform ist auch hilfreich zum Multiplizieren und Dividie-
ren. Firz; = r;el?,i = 1,2 ist

2122 — 71 . 72 . ej(@l‘HPZ
21—, e]'(%*(l’z)

22 r2
Im Allgemeinen gilt sogar:

Satz 2.1 (Hauptsatz der Algebra). Jedes Polynom z" + a,_1z" ! +

-4 a1z+ap mitag,...,a,_1 € C hat in C genau n Nullstellen.
Wobei mehrfache Nullstellen wie z.B.

die dreifach Nullstelle von x3 = 0 bei
0 entsprechend gezahlt werden.

Beispiel. Die Gleichung x® +2 = 0 hat in R nur die eine Nullstelle
x1 = —v/2. In C bekommen wir iiber —2 = 2 - ¢/ die Nullstellen

X = Gﬁ-ef%,k:m,z, also
xozeﬁ-ej%
n=v2.d3 = -2
v = V2.5

Da 360° = 27, gilt 1° = % und also

— 180

~ 180° __ o
§21 =60
2 2 5.60° = 300°

und wir finden die drei Losungen in der Gauf§'schen Zahlenebene

X0

Version vom 2. September 2022 | SoSe 2022 14
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3 Reelle Funktionen und Folgen

Sind D und Z Mengen, so heifdt f : D — Z Funktion, wenn f
jedem x € D genau einy = f(x) € Z zuordnet. Die Menge D
heifit Definitionsgebiet und Z heifdt Zielbereich (auch Bildbereich
oder Wertevorrat).

Definition 3.1. Sind A C D und B C Z, so sind

f(A)={f(x)|xe A} CZ (Bild von A)
fﬁl(B) ={xeD|f(x)eB}CD (Urbild von B)

Auflerdem ist die Menge

graph(f) :=={(x,f(x)) |xe D} CcDx Z
der Graph von f.

Definition 3.2. Eine Abbildung f : X — Y zwischen zwei Mengen
X und Y heifdt surjektiv, wenn die Gleichung f(x) = y fiir jedes
y mindestens eine Lésung hat, und injektiv, wenn sie fiir jedes y
hoéchstens eine Losung hat. Die Abbildung f heifit bijektiv, wenn
sie injektiv und surjektiv ist.

Also ist eine Abbildung f bijektiv, wenn die Gleichung f(x) =
y fiir jedes y genau eine Losung hat. Bijektive Abbildungen sind
also genau die umkehrbaren Abbildungen und wir schreiben f ! :
Z — D fiir die Umkehrabbildung.

Sindf:D — Zund g:Z — P,soist

go f(x)=g(f(x))
die Verkniipfung (oder Komposition) von f und g.
Beispiel. (a) Eine Funktion f : D — Z heifit linear, wenn

Vx,y € D, w,B € R: flax+By) = af(x) + Bf(y).

Ist D,Z C R, so sind die linearen Funktionen von der Form
f(x) =axmita € R.

(b) Funktionen der Form f(x) = ax + b heiflen affin linear.

(c) Funktionen p(x) = a,x" 4+ a, 1x"~! +--- + a;x + ag heifen
Polynome. Ist a, # 0, so hat p den Grad n.

(d) Fira > 0 gibt es die Exponentialfunktion f(x) = a*. Sie erfiillen
die Funktionalgleichung a**¥ = a*aY. Es gibt eine besondere
Exponentialfunktion, nimlich die, welche f/(x) = f(x) und
f(0) =1 erfiillt. Die ist f(x) = e* mit Eulerschen Zahl

e=Y L=14+14+34+144+ - ~271828182....
n=0

Version vom 2. September 2022 | SoSe 2022 15

Beachte: Wir schreiben f~1(B) auch,
wenn f keine Umkehrfunktion hat! Ein
Beispiel fiir das effiziente Uberladen
von Symbolen.

Die Defintion von linearen Funktionen
ist also evtl. ein wenig anders, als Sie sie
kennen: Da fiir lineare Funktionen im-
mer f(0) = 0 gelten muss, ist f(x) =
ax + b nurfiirb = 0 linear.
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(e) Die Funktion f(x) = a* ist fiir a # 1 als Funktion f : R —
10, co[ bijektiv. Thre Umkehrfunktion ist der Logarithmus zur
Basis a:

y = log,(x).

Der Logarithmus erfiillt die Funktionalgleichung log_(xy) =
log,(x) +log,(y). Der Logarithmus zur Basis e heif$t natiirli-
cher Logarithmus, oft geschrieben In(x) := log,(x). Der dekadi-
sche Logarithmus log,,(x) gibt grob die Anzahl der Stellen von x
in der Dezimaldarstellung an. Schlieflich ist in der Informatik
noch der binire Logarithmus Ib(x) = log,(x) gebriuchlich
(manchmal auch 1d(x) fiir logarithmus dualis).

(f) Die trigonometrischen Funktionen lassen sich mit der Geometrie
des Kreises definieren:

sin(x)

Wir werden hierbei Winkel immer im Bogenmaf$ angeben, d.h.
der entsprechenden Linge des Bogens auf dem Einheitskreis,
d.h. es ist

A A

90 £ Z, 180 £ 71, 270 & 3Z, 360 £ 27.
Aus dem Satz des Pythagoras folgt

sin(x)? + cos(x)* = 1.

11 | |——sin
—cos
0, |
1} |
| | |

| |
0 w/2 T 3mw/2 27
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Es gelten Additionstheoreme:

sin(x + y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y)

cos(x +y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y).
Die Analysis baut auf den Begriften ,,Folge“ und ,,Grenzwert*
auf. Die beiden Begriffe sind aber auch praktisch von Bedeutung:

Beispiel (Bisektionsverfahren zur Berechnung von Nullstellen). Es
sei f : [a,b] — Rmit f(a) < Ound f(b) > 0 gegeben. Gesucht ist
Xo € [a,b] mit f(xp) = 0. Das Bisektionsverfahren ist der folgende
Algorithmus:

« Setze ag :=a, by := b.

» Setze x := @.

o Ist f(x) > 0, setze a1 := ap und by := x, ist f(x) < 0, setze
a1 = X, by := bpund ist f(x) = 0, so setze xg = x und
breche ab.

o Setze x := # usw.

Wir erwarten nun, dass sowohl a, als auch b, ,gegen den Grenz-
wert xo konvergieren®.

Die Begriff' ,Folge“, , Konvergenz“ und ,Grenzwert” miissen
wir nun kliren.

Definition 3.3. Eine reelle Folge ist (a,) ist eine Abbilung

N>n+—a, €R.

Beispiel. 1. Die explizit definierte Folge a, = 1/ heifdt harmo-
nische Folge.

2. Folgen kénnen rekursiv definiert werden, so ist z.B. die Fibonacci-

Folge definiert durch
ap:=1,a1:=1, a1 :=a,+a,_1,n > 1.

Esergibtsich1, 1, 2, 3,5, 8, 13,....

Hier nun der zentrale Begrift den Grenzwertes bzw. von Kon-
vergenz:

Definition 3.4. Eine reelle Folge (a,) heifdt konvergent mit Grenz-
wert a, geschrieben a = lim,,_,« 4, oder a, "% 4, wenn gilt

Ve >03IN € NVn>N:|a, —a|l <e.

Eine nicht konvergente Folge nennt man divergent.
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Folgen miissen nicht bei n = 0 an-
fangen, man schreibt dann manchmal
(@n)n>n, oder ldsst den Anfang weg,
wenn es nicht drauf ankommt oder aus
dem Kontext klar ist.

Intuitiv kann man sagen, dass eine kon-
vergente Folge ihren Grenzwert appro-
ximiert, d.h. beliebig gut annihert. Man
kann die Definition nimlich zum Bei-
spiel so lesen: Fiir jede vorgegebene Ge-
nauigkeit € gibt es einen Folgenindex
N, so dass ab da alle Folgenglieder e-
nah an a liegen.
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Beispiel. Die Folge a, = /7 hat die ersten Folgenglieder ap =
0,a; = %, a, = %, az = %. Wir vermuten, dass die Folge den
Grenzwert a = 1 hat. Das konnen wir auch rigoros zeigen, indem

wir die Definition verifizieren: Wir berechnen

—(n+1
lay —a| = |1y — 1] = [2=24)
| 1
n+1-

Jetzt miissen wir zu jedem € > 0 ein N finden, so dass fir n > N
immer |a, — a| = ;1 < e gilt. Durch einfaches Umformen sehen
wir, dass die letzte Ungleichung dquivalent zu n > 1 — 1 ist. Wir
kénnen zu jedem € irgendeinen Wert N > 1 — 1 nehmen.

Um die Definition von Konvergenz zu benutzen, muss man
schon einen Grenzwert kennen (oder raten und verifizieren). Es
gibt auch eine Definition von Konvergenz, die ohne einen bekann-
ten Grezwert auskommt. Die Idee dahinter: Bei einer konvergen-
ten Folge kann hinten raus nicht mehr viel passieren, d.h. die
Folgenglieder die spit kommen, liegen alle nah beieinander. Das
wird durch die folgende Definition rigoros definiert.

Definition 3.5. Eine reelle Folge (a,) heifst Cauchy-Folge, wenn
Ve >03IN e NVn,m > N: |a, —an| < €.
Satz 3.6. Fiir eine reelle Folge gilt

(an) konvergent <= (a,) ist Cauchy-Folge.

Beweis.

= Folgt aus der Dreicksungleichung: Ist (a,) konvergent mit
Grenzwert 4, so gibt es zu jedem € > eine N, so dass fiir
n > N gilt |a, —a| < e/2.Firn,m > N gilt dann

1y — ap| <|a, —a|+]a—au| <5+5 =e.

<: Das ist alles andere als offensichtlich, sondern eine funda-
mentale Eigenschaft der reellen Zahlen, nimlich die ange-
kiindigte Vollstindigkeit.

O

Satz 3.7. Ein konvergente Folge hat genau einen Grenzwert.

Beweis.

Wirnehmen an, dass die Folge (a,,) die Grenwerte a und a’ habe. Zu
jedem € > 0 gibt es dann N, so dass fiir n > N sowohl |a, —a| <
€/2 als auch |a, —a’| < €/2 gilt. Dann gilt aber auch

la—d|<|a—ay|+|a,—d' | <5+5=¢€

Da dies aber fiir alle e > 0 gilt, gilt |[a — a’| = 0, also folgta = a’.
O
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Wenn die N méglichst knapp wihlen
wollen, kénnen Sie die GauRklammer
|x] = max{k € Z | k < x} benut-
zenund N = [1 — 1] + 1 nehmen.

Fiir rationale Folgen ist diese Implikati-
on falsch! Es gibt Folgen von rationalen
Zahlen, die eine Cauchy-Folge bilden,
die aber keinen rationalen Grenzwert
haben (z.B. die Folge a, = (1+ 1)™).
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4 Konvergenzsitze und Konvergenzkriterien
Satz 4.1. Es gilt

(a,) konvergent = (ay,) beschrdnkt.
Eine Folge (ay,) heifSt beschrinkt, wenn

Fiir Grenzwerte gelten Rechenregeln: eseine Zahl C gibt, so dass |a, | < Cfiir

alle n gilt. Die Umkehrung in Satz 4.1

Satz 4.2. Es gelte lim,, o a, = a und lim,,_,« b, = b. Dann gilt ist falsch, wie die Folge a;, = (—1)"
zeigt.

(a) limy, o ca, = cafirc € R,

(b) limy, 0o (an +by) = a+b,

(c) im0 (a,by) = ab,

(d) fiirb # 0 auch limy,_,0(a,/b,) = a/b,

Beweis.
Wir zeigen ein paar der Aussagen:

(b) In diesem Fall gibt es zu € > 0 ein N, und eine N, so dass
fiirn > N, gilt |a, —a| < eund fiirn > N, gilt [b, — b| < e.
Fiir n > max(N,, N;) gilt dann

lay + by, — (a+b)| < |ay —al + |by — b| < 2,
was die Behauptung zeigt.

(c) Zuerst rechnen wir

|anby, — ab| = |a,b, — a,b + a,b —ab| < |a,b, — a,b| + |a,b — ab|
= |au||by — b| + |a, — a|b].

Wir wollen, dass der letzte Ausdruck kleiner als € wird.
Wir nehmen vorerst b # 0 an. Da (a,) konvergent ist, ist
(a,) nach Satz 4.1 beschrinkt, d.h. es gibt C, so dass |a,| <
C.Dab, 2 b, existiert ein Nj, so dass fiir n > N, gilt
b, — b| < €/(2C). Wegen a, == a existiert ein N,, so dass
fiir n > N, gilt |a, — a| < e€/(2]b|). Wir haben also mit der
obigen Rechnung fiir n > max(N,, Nj)

lanby, — ab| < |a,||by — b| + |a, —al|b] < C%—kﬁ\lﬂ =e.

Der Fall b = 0 ist noch einfacher, da der zweite Summand
einfach wegfillt.

O

Beispiel (Ausklammern des schnellsten Terms). Betrachten wir die
Situation

p(n)

n = gn)’

p,q Polynome in n.
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Wir haben also p(n) = an" +a,_1n""' + - + ayn + ag und
g(n) = bsn® + - - - + byn + by. Wir werden sehen, dass es fiir Kon-
vergenz von a4, im wesentlichen darauf ankommt, welcher Sum-
mand (im Zihler oder im Nenner) am schnellsten wichst. Wir
betrachten drei Fille:

s > r: In diesem Fall ist bsn® der Term, der am schnellsten wichst.
Um die Grenzwertsitze anzuwenden, erzeugen wir konver-
gente Folgen, indem wir den Term n° ausklammern:

ﬁarn’*s+---+a1n1*5+aon*5

Xn = 35 bs+bs_1n—14---+bon—s °

Es gilt n* "% 0 fiir k < 0 und da hier alle Exponenten am
n kleiner als —1 sind haben wir fiir den Grenzwert

an' S+ dagnt S +agn—°
bs+bs_1n’1+~~+bgn*5

lim x, = lim [
n—o0 n—00
iy, o0 [, 1775+ A-limy o0 [a1 121 5] Hlimy, o0 [ag 1]
limy o0 [bs]+1limy o0 [bs— 11714+ +1imy 00 [Do1 ]
pr— 70+‘..+0 pu— 0

B+ 0F -0

s = r: Wir gehen genau so vor und bekommen

; — 1; as+as_gn ' +agn' S 4agn*
m xn =l | T o

—_ limnﬁoo[ﬂs]+‘"+limnaw[ﬂlnlis]+limn%o@[’10”75}
limnﬁoo[bs]+limnﬁoo[hs—ln_l]+"'+hmnaoo[b0”_s]
_ att0 _ o

bo+0+—+0 by’

s < r: In diesem Falls wichst der Zihler schneller als der Nenner
und wir erwarten keine Konvergenz.

Definition 4.3. Eine reelle Folge (a,,) heifdt
« wachsend, falls fur n < m immer a, < a,, gilt,
« streng wachsend, falls fiir n < m immer a, < a,, gilt,
« fallend, falls fiir n < m immer a, > a,, gilt,
« streng fallend, falls fiir n < m immer la, > a,, gilt,
« monoton, wenn sie wachsend oder fallend ist,

« streng monoton, wenn sie streng wachsend oder streng fallend
ist,

« nach oben beschrinkt, wenn es C € IR gibt, so dass fiir alle n
gilta, <C,

« nach unten beschrdinkt, wenn es C € R gibt, so dass fiir alle
gilta, > C,

« beschrinkt, wenn sie nach oben und unten beschrinkt ist.
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Eine unbeschrinkte Folge kann nicht konvergent sein. Sie
muss aber auch nicht in folgenden Sinne, gegen unendlich gehen®.

Definition 4.4. Eine Folge (a,,) divergiert bestimmt gegen oo, wenn
gilt

VC>0INeNVn>N:a,>C

und sie divergiert bestimmt gegen —oco, wenn (—a,) bestimmt
gegen oo divergiert.

Beispiel. (a) Die Folge a,, = n* divergiert bestimmt gegen oo, wenn
k> 1 gilt.

(b) Die Folge
(ax) = (0,1,0,2,0,3,0,4,...)

ist nach oben unbeschrinkt, nicht konvergent und auch nicht
bestimmt divergent.

Definition 4.5. Es sei M C R eine Menge. Wir nennen x € R eine
obere (untere) Schranke von M, wenn fiir alle w € M gilt w < x
(bzw. w > x).

Beispiel. Fiir M = [a, b] ist jedes x > b eine obere Schranke und
jedes x < a eine untere Schranke.

auch obere Schranke, sogar kleinstmégliche

\L auch obere Schranke

L4 —0—0—0-
a b T T auch obere Schranke

obere Schranke

Definition 4.6. Ist M C R so heifit s € R Supremum von M,
geschrieben s = sup M, wenn s die kleinste obere Schranke ist,
d.h. s ist eine obere Schranke von M und jedes s’ < s ist keine
obere Schranke von M.

Entsprechend heifit ¢ Infimum vom M, geschrieben ¢ = inf M,
wenn c die grofSte untere Schranke ist.

Gilt fiir das Supremum s von M auch s € M, so ist s Maximum
von M und entsprechend ist das Infimum c von M fiir c € M ein
Minimum von M.

Beispiel. 1. Fiir M = [a,b] ist b = sup M und a = inf M.

2. Fiir M' = [a, b| ist ebenfalls b = sup M’ und a = inf M'!
Im ersten Fall ist aber auch b = max M, wihrend max M’
nicht existiert!

Satz 4.7. Eine monotone und beschrdnkte reelle Folge hat einen Grenz-
wert.
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Man spricht auch von (uneigentlicher)
Konvergenz gegen +oo.

Infima und Suprema sind eindeutig be-
stimmt. Dass jede beschrinkte Teilmen-
ge des reellen Zahlen eine Infimum
und eine Supremum hat ist eine wei-
tere Moglichkeit die Vollstandigkeit der
reellen Zahlen zu formulieren.
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Ist (a, ) wachsend und nach oben beschrinkt, so gilt
lim 4, =sup{a, | n € N}
und entsprechend gilt fiir (a,,) fallend und nach unten beschrdnkt, so gilt

lim a, = inf {a, | n € N}

n—00
Beispiel. Fiir p > 0 betrachten wir
a, = (1+E)".

Man kann zeigen, dass diese Folge streng wachsend und nach
oben beschrinkt ist. Sie hat also einen Grenzwert und dieser ist
firp=1

lim (1—}—%)” =e

n—oo

und im Allgemeinen

lim (1+ %)n = eP.

n—oo

Ist eine Folge nur beschrinkt und nicht auch monoton, so
muss sie natiirlich nicht konvergieren, wie man an dem Beispiel

a, = (-1)", (1,-1,1,-1,...)
sieht. Diese Folge hat aber konvergente Teilfolgen, zum Beispiel

iy, = (—1)*" =1
Aopi1 = (_1)2n+1 - _1
mit Grenzwerten 1 bzw. —1.

Satz 4.8 (Bolzano-Weierstraf). Jede beschrinkte Folge hat eine konver-

gente Teilfolge.
Grenzwerte von Teilfolgen nennen wir Haufungspunkte. Eine
alternative Definition ist: /1 ist Hiufungspunkt von (a, ) wenn gilt Also ist eine alternative Formulierung
des Satzes von Bolzano Weierstraf: Je-
Ve >0YNe€NIn>N: |a, —h| <e. de beschrinkte Folge hat einen Hiu-
fungspunkt.

Man formuliert den Begrift der Konvergenz anschaulich mit
Hilfe von topologischen Begriften:

Definition 4.9. Die Menge B¢(x) := |x — €, x 4 €| heifit e-Umgebung
von x. Wir nennen eine Menge D C R offen, wenn gilt:

Vx € D3e > 0: Be(x) C D.

Mit anderen Worten: Eine Menge D
heifit offen, wenn es fiir jedes x € D
eine e-Umgebung von x gibt, welche
ganzin D liegt.
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Beispiel. Die offenen Intervalle I = ]a, b[ sind offen, die Intervalle
[a,b[ und [a, b] hingegen nicht, da x = 4 in diesen Intervallen liegt
und jedem e-Umgebung von x = a auch Punkte < a enthilt.

Definition 4.10. Fiir x € R heif§t U C R eine Umgebung von x,
wenn U eine e-Umgebung von x enthilt.

Damit kénnen wir sagen:

Es gilt lim,,_ o a4, = a, wenn jede Umgebung von a
alle bis auf endlich viele Folgenglieder (a,) enthilt.

Beispiel (Konvergenz im R"). Wir kénnen alles zu Konvergenz auch
fuir Folgen von Vektoren Xy € R” machen! Wir miissen einfach
nur die Absolutbetriige |-| durch eine Norm ||- || ersetzen, z.B. durch

die Euklidsche Norm
n
[%]l2 =/ ) x?
k=1

oder auch in C oder sogar C". Fiir einen Vektor Z € C” ist die

unitdre Norm
n
1Zll2 = 4/ ) lz/?
k=1

Es gilt zum Beispiel: Eine Folge (¥;) in R” konvergiert genau
dann gegen ¥, wenn die Koordinaten konvergieren, d.h., wenn fiir
i= 1,...,n gllt limk%oo(xk)i = Xj.

Auch den Begrift der e-Umgebung kénnen wir im R” formu-
lieren: Die e-Umgebung von ¥ € R ist

Be(Xp) = {X € R" | ||X¥ — Xo|l2 < €}.

Die Definition einer Umgebung von X im R" ist dann komplett
analog und auch die Definition von offenen Mengen im R" ist
genau wie oben.
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5 Unendliche Reihen

Definition 5.1. Eine Reihe ) a; ist definiert als Folge ihrer Parti-
k=0
alsummen

n
Sy = Z ag.
k=0

o0 n
Dabei steht das Symbol Y a; sowohl fiir die Folge < Yy ak> der
k=0 k=0

n

(e @)
Partialsummen, also auch fiir deren Grenzwert lim,, o Y aj (falls
k=0

dieser existiert). Dieser Grenzwert heifst auch Wert der Reihe. _ ,
Man schreibt auch suggestiv

Beispiel. 1. Die geometrische Reihe Y5, *: Fiir die Partialsum- oo
n Zak=a0+a1+a2+---.
men Y ¢ gilt k=0
k=0 Beachte aber: Eine Reihe ist keine Sum-

1 K ’ " me und ihr Wert wird nicht bestimmt,

(1 - q) Z q = (1 - q)(l +g+q +-tq ) in dem Zahlen addiert werden, sondern

k=0 es wird ein Grenzwert berechnet!
=1+q+4+ 44"
—q(L+g+q"+- - +q")
=1+q+4+ - +q"
e
Es folgt fiir g # 1

Den Grenzwert limy,_,. ¢! kennen wir: Fiir |g| < 1 ist der
Grenzwert 0 und |g| > 1 divergiert die Folge. Es folgt also:
Fiir |q| < 1 gilt

k=0
Beachte: Das geht auch fiir komplexes
q!
2. Die harmonische Reihe ist
>
k=1 k
ist divergent!
Wir betrachten die Partialsumme bis zum Summanden
2Mm.
2)1
1 _ 1 1,1 1 1,1 1 1 1
Yoi=1+3+ 347 +5+Hgtgto gt targ oot
k=0 D
1,1 1 1 1 1
>1+1: >4 8=2 >8-E:z >2n—1,%:%
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Wir sehen: Die Folge der Partialsumme divergiert be-
stimmt gegen oo und daher schreibt man auch

gk
[
3

1

=
I

Alternierende Reihen sind Reihen, bei denen sich positive und

negative Summanden abwechseln, also ¥ (—1)a; mit a; > 0.

Satz 5.2 (Kriterium fiir alternierende Reihen). Ist a eine fallende

Nullfolge, so konvergiert die Reihe f (—1)kay.
k=0

Beispiel. Es gilt zum Beispiel

Das folgende Kriterium ist ein einfacher Test mit dem man
Konvergenz widerlegen, aber nicht zeigen kann:

oo
Satz 5.3 (Trivialkriterium). Ist die Reihe ). ai konvergent, so gilt
k=0
limy_y o ax = 0.
fmveo Ok Ist die Folge a; der Summanden keine

Beweis. Nullfolge, so kann die Reihe ) ay nicht

Ist die Reihe konvergent, so ist die Folge der Partialsummen s, = konvergieren.

Y r_o ax eine Cauchy-Folge, d.h. zu jedem € > 0 gibt es N, so dass
fiir n,m > N immer |s,, —s,| < € gilt. Wir kénnen also ganz
speziell zu jedem n > N immer m = n + 1 wihlen und haben

€ > [spy1 = su| = |ans1l-

Das heifét aber genau lim,, ;o 4, = 0. ]

(o]
Definition 5.4. Eine Reihe ) a; heift absolut konvergent, wenn die
- k=0
Reihe Y |ai| konvergent ist.
k=0

Es gilt
absolute Konvergenz =—> Konvergenz.

Aus Satz 4.7 folgern wir:

(o]
Satz 5.5. Eine Reihe ) ay ist genau dann absolut konvergent, wenn die
k=0

Folge < i ]ak|) beschrinkt ist.
k=0
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1

Satz 5.6 (Majoranten-, Quotienten- und Wurzelkriterium).

(a) Gilt fiir eine Folge (by) sowohl |ay| < by als auch, dass die Reihe

Y. by konvergiert, so ist ) aj absolut konvergent.
k=0 k=0

(b) Gilt ay # O und existiert ein k > ko, und ein g < 1, so dass fiir alle
k > ko gilt

A1
ak

<q

— 7

o0
soist Y ay absolut konvergent.
k=0

(c) Existiert ein k > ko, und ein q < 1, so dass fiir alle k > ko gilt

Wéq,

oo
soist Y ay absolut konvergent.
k=0
Quotienten- und Wurzelkriterium sind einfach einzusehen:
Beim Quotientenkritierum gilt ab einem kg immer |a; 1| <
qlal, also |ax| < g¥~%o|ay, | und da die rechte Seite eine kon-
vergente Reihe bildet (zumindest ab dem Index kg, davor liegen
nurendlich viele Summenden), konvergiert die Reihe nach dem
Majorantenkriterium. Beim Wurzelkriterium sieht man direkt
|lag| < g* fiir k > ko und schlieRt wieder mit dem Majoranten-
kriterium.

Satz 5.7 (Umordnungssatz). Ist die Reihe ) ay absolut konvergent, so
k=0
kann man die Reihenfolge der Summanden beliebig vertauschen (d.h. die

Partialsummen abdndern) ohne dass sich der Wert der Reihe dndert.

Sind die Reihen E ai und E by absolut konvergent so gilt
k=0 k=0

Beispiel (Additionstheorem der Exponentialfunktion). Mit dem
vorigen Satz konnen wir das Additiontheorem fiir die Exponenti-
alfunktion zeigen: Es ist

exp(x) = Z i—],{
k=0

Diese Reihe ist fiir jedes x absolut konvergent. Das folgt mit dem
Quotientenkriterium: Es gilt mit a; = xk / k!

xk+1 k!

(k+1)T xF

EY

Bet1 EEIN
— k+1-

ak

Version vom 2. September 2022 | SoSe 2022 26

Majorantenkriterium

Quotientenkriterium

Wurzelkriterium

Diese Formel nennt man auch Cauchy-
Produktformel fiir Reihen.
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[x]

Fiir ko > |x| gilt also fiir k > ko immer "“ S —4<l
Mit dem binomischen Lehrsatz bekommen Wir.
_ oy )
exp(x+y) =) 5
k=0
o k
1 [k
Sy () = D et
k=0i=0 " —0i=0

»
fox

)

Andererseits gibt uns Satz 5.7 (mit 4y = 37, by =

H r‘q»

exp(x)exp(y) = Y & Y ¥ = Z
k=0 k=0 k=0

und wir sehen, dass beide Ausdriicke gleich sind.
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6 Stetige Funktionen

Untersuchen wir jetzt Funktionen f : D — RR.

Definition 6.1. Es sei D C Rund f : D — IR. Wir sagen ,,f
konvergiert fiir x — x( gegen yo“, falls fiir jede Folge x, in D mit

Xn 7 Xo gilt
lim x, = xp = lim f(x,) = yo.

n—00 n—oo

Wir schreiben dann

lim f(x) =yo, oder f(x)— yo, (fiirx — xo)
X— X
und nennen yo den Grenzwert von f bei xo. Wir lassen hierbei xo = 00 zu und

Gilt fiir jede Folge x,, mit x, < X immer miissen dann entsprechen alle Folgen
" " xn betrachten, die bestimmt gegen

lim x, = xo lim f(xa) = Y0. +00 (bzw —o0) divergieren.
n—00 n—00

so schreiben wir lim, ., f(x) = yo und nennen y, den linkssei-
tigen Grenzwert von f bei xg. Entsprechend bekommen wir den
rechtsseitigen Grenzwert lim. , f(x), wenn wir x,, > xo fordern.

Beispiel. Es sei

0 : x<Ooderx=1

flx) = { 1 sonst.

Y4
|

Der links- und rechtsseitige Grenzwert bei xo = 0 sind

_

X

Jl}g})f(x) =0, bzw. }CI{‘I(I)f(x) =1

Insbesondere hat f keinen Grenzwert bei xg = 0. In xp = 1 gilt

li =1

lim f(x)

aber da f(1) = 0 gilt, stimmt der Grenzwert von f bei 1 nicht mit
dem Wert bei 1 iiberein!

Definition 6.2. Wir sagen, dass eine Funktion f : D — R stetig
bei xy € D ist, wenn
li =
lim f(x) = f(xo)
gilt.
Existiert lim,_,y, f(x), so nennen wir f in x stetig erginzbar.

(Das ist auch méglich, wenn xo ¢ D gilt, und es Folgen x,, € D
mit lim,, e X, = xp gibt.)
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Beispiel. (a) Wir betrachten die Funktion f(x) = 5x + 2 und zei-
gen, dass f in jedem x stetig ist. Hier folgt die Stetigkeit ein-
fach aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte: gilt lim;, e X, =
xo, so gilt nach Satz 4.2 auch lim, .« f(x,) = limy e 5x, +
2=>5xy+2= f(X()).

(b) Wir betrachten die Funktion f : ]0,00[ — R, f(x) = cos(2).

y

R‘

Wir betrachten xg = 0 (wo die Funktion nicht definiert ist)
und spezielle Folgen

_ 1 _ 1
n =2k, Yn = orine

Es gilt x,, % 0and Yn "% 0 und weiterhin gilt fiir alle n
f(xy) =cos(2kmr) =1, f(yn) =cos((2k+ 1)) = —1

und wir sehen lim,, 0 f(x,) =1 # —1 = limy e f (¥4). Das
heifdt, die Funktion hat keinen Grenzwert bei xo und kann also
auch nicht stetig in 0 fortgesetzt werden.

Satz 6.3. Es seien f,g : D — R stetig in xo. Dann gilt
(a) f+ g ist stetig in xo.

(b) af istfiira € R stetig bei xo.

(c) f - g ist stetig bei xo.

(d) Ist g(xo) # 0, so ist f /g stetig bei xo.

() Gilt f: D — Eundg:E— RmitD,E C R undist f stetig bei
xo und g stetig bei yo = f(xo), dann ist g o f stetig bei x.

Beispiel. Da die konstante Funktion f(x) = ¢ und die Identitit
f(x) = «x stetig sind, folgt sofort, dass alle Polynome f(x) =
a,x" + - - - + a1 x + ap und auch rationale Funktionen (Quotienten
von zwei Polynomen) stetig sind, wo sie definiert sind.

Auch die Funktionen sin, cos, exp sind stetig - das folgt aller-
dings nicht aus dem obigen Satz da die Funktionen als Reihen
definiert sind und der Satz nur Aussagen iiber Summen macht.
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Eine dquivalente Definition von Stetig-
keit ist das e-J-Kriterium: f ist stetig
bei xp, wenn gilt

Ve >03d6 >0VxeD:
|x = x| <6 = |f(x) — f(x0)| <e.
Intuitiv bedeutet das: Kleine Anderun-

gen im Argument x haben nur kleine
Anderungen im Ergebnis f(x) zur Fol-

ge.
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Satz 6.4.

(a) Ist f : [a,b] — Rstetigundgilt f(a) - f(b) < 0 (d.h. die Vorzeichen
von f an den Enden sind verschieden), so gibt es eine Nullstelle von f
inla,bl.

(b) Ist f : [a,b] — R stetig und gilt f(a) < ¢ < f(b), so gibt es ein
X0 € |a, b] mit f(xo) = c.

(c) Ist f stetig und streng monoton, so ist auch f~! stetig und streng
monoton.

(d) Ist f : [a,b] — R stetig, so ist f beschrdnkt und es gibt Xmin, Xmax €
[a,b] mit

f(xmax) = sup f(x),  f(xmin) = inf f(x).

XE[a,b} xe[u,b]

Stetigkeit lisst sich analog fiir Funktionen f : R" — R

k—o0 -

definieren: Eine solche Funktion ist stetig, wenn fiir ¥ —% ¥
immer folgt f(7*) s f(@).

Eigenschaft (d) aus Satz 6.4 gilt fiir Definitionsbereiche I =
[a, b]. Fiir eine entsprechende Aussage fiir Funktionen f : D — R
mit D C R” brauchen wir weitere Begriffe:

Definition 6.5. (a) Eine Teilmenge D C R”" heifdt abgeschlossen,
wenn fiir jede konvergente Folge ¥* € IR" deren Folgenglieder
in D liegen gilt, dass auch ihr Grenzwert in D liegt.

(b) Eine Teilmenge D C IR" heifit beschrdnkt, wenn es ein C gibt,
so dass fiir alle x € D immer ||x||2 < C gilt.

(c) Eine Menge D C R" heifdt kompakt, wenn sie abgeschlossen
und beschrinkt ist.

Beispiel. 1. Die Intervalle |—oc0,a] und [a, oo| sind abgeschlos-
sen, aber nicht beschrinkt.

2. Die Menge | —oo, 00| ist sowohl offen, als auch abgeschlossen.
Die Mengen [a,b] und |a, b] sind weder offen, noch abge-
schlossen (aber beschrinkt).

3. Die Menge D = [0,1] U {2} ist kompakt.

4. DieMenge D = {1 | n=1,2,...} C Ristbeschrinkt,aber
nicht abgeschlossen, daher nicht kompakt.

5. Die offenen Bille B,(Xp) := {X¥ € R" | || X — Xpl|2 < r} (mit
X € R" und r > 0) sind offen und beschrinkt. Die abge-
schlossenen Balle B, (%) := {¥ € R" | [|¥ — Xp|] < r} im R"
sind kompakt.

Satz6.6. Ist D C R" kompaktund f : D — IR stetig, so ist f beschrinkt
und nimmt sein Maximum und Minimum in D an.
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Stetige Funktionen die das Vorzeichen
wechseln, haben also eine Nullstelle.

Dies ist der Zwischenwertsatz.

Stetige Funktionen auf abgeschlosse-
nen Intervallen nehmen also Maximum
und Minimum wirklich an.

Alternativ kann man auch definieren:
D C R” ist abgeschlossen, wenn das

Komplement DU := R" \ D offen ist.
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Beispiel. (i) Jede beliebige Norm ||-|| auf dem R” eine stetige
Funktion auf dem R".

(ii) Ist A € R™*" eine Matrix, so ist die Abbildung f : R" — R"
gegeben durch f(X) = A¥ eine stetige Funktion.

(iii) Die Einheitssphire "1 := {% € R" | ||| = 1} und der ab-
geschlossene Einheitsball B1(0) := {¥ € R" | ||X|2 < 1} sind
kompakt.
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7 Differenzierbare Funktionen

Die Ableitung einer Funktion reprisentiert die Steigung der Tan-
gente an den Graphen der Funktion. Diese Steigung ist als Grenz-
wert von Sekantensteigungen definiert. In diesem Abschnitt ist
immer I = |a, b[ ein offenes Interval.

Definition 7.1 (Differenzierbarkeit von Funktionen). Eine Funkti-
on f : I — R heifit differenzierbar in xo € I, wenn der Grenzwert

oo F06) = F(x0)

X—r X0 X —Xo

=: f'(x0)

existiert. Der Wert f'(xo) des Grenzwerte heifdt Ableitung von f in

X0.
Ersetzt man x — xg = h, be-
kommt man die Schreibweise f’(x) =
Man schreibt auch %(xo) fiir die Ab-
f(\) leitung.
f(x) = f(x0)
v
f(x0) P
X0 X Xo

Wir kénnen den Begrift der Ableitung direkt verallgemeinern:

Definition 7.2 (Kurve). Eine stetige Funktion f : I = R™ heif$t
Kurve im R™.

Beispiel. (a) Die Kurve

Flr) = (VCOS(t)>, telo,2n], r>0

rsin(t)

ist (bis auf einen Punkt) ein Kreis mit Radius  und dem Mit-
telpunkt im Ursprung.

(b) Der Graph der Funktion f : I — R kann als Kurve geschrieben
werden:

&(t) = <f(tt)>, fel

Definition 7.3 (Differenzierbarkeit von Kurven). Eine Kurve f :
I — R™ heif3t differenzierbar in ty, falls der Grenzwert

existiert.
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Bei dieser Ableitung und auch bei der
Wihrend f'(xo) die Steigung der Tangente an den Graphen ~ APl€itung von Funktionen kann man
. T ¢ ” | der Geschwindiakeit auch rechts- und linksseitige Ableitun-
ist, ist &’ (o) ein Tangentenvektor oder genauer, der Geschwindigkeits- gen definieren in dem man entspre-

vektor an Cin tg. chende Grenzwerte betrachtet.

Beispiel. Wir betrachten wieder die Kreislinie und ihre Ableitung

0= () 0 - ()

Es gilt iibrigens ||/ (t)||2 = v/r?sin(t)2 + 12 cos(t)? = r, d.h. die
Kurve hat tiberall die Geschwindigkeit 7.

Hier eine Liste von bekannten Ableitungen:

flo) - fi(x)

x* ax* 1 x €R, x>0

x" nx"1 neN,x eR

e~ e~, xeR

sin(x)  cos(x), xeR

cos(x) —sin(x), xeR

tan(x) m =1+tan(x)?, x€R\{n/2+kr|keZ}
In(|x|) 1, x € R\ {0}

Satz 7.4 (Ableitungsregeln).

(a) Ist f in xo differenzierbar, so ist f in xq stetig. Die Umkehrung gilt nicht, wie die Funk-
tion f(x) = |x| zeigt.

(b) Sind f,3 : I — R™ differenzierbar in xq, so gilt fiir & € R
(f +ag)' (x0) = F'(x0) + &g (x0).
Linearitit der Ableitung
(c) Fur f,g: I — R differenzierbar in xq gilt
(f - 8)'(x0) = f'(x0)g(x0) + f(x0)g' (x0)-
Produktregel
(d) Fir f, g : I — R differenzierbar mit g(xo) # 0 gilt

(f)/(xo) _ ['(x0)8(x0)—f(x0)&’ (x0)

g g(x0)?

Quotientenregel
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(e) Fiir f : I — Jund g : ] — R differenzierbar mit einem weiteren
offenen Intervall | gilt

(gof)(x) =g (f(x)) f'(x)

Kettenregel
Dabei meint ,,f : I — ] differenzier-

(f) Istf : I — R differenzierbarin xo und streng monoton mit f'(xo) # bar®, dass f in jedem Punkt xo € I
0 ailt mit v — f(x ) differenzierbar ist (analog fiir Stetigkeit

3 Yo = 0 benutzt). wir hitten hier natiirlich auch

in Punkten xg und yo = f(xo) formu-

(f_l)l<y0) = m lieren kénnen.
Umkehrregel

Beispiel. (a) Wir betrachten h(x) = cos(e*). Mit f(x) = e* und
g(y) = cos(y) gilt wegen f'(x) = ¢* und ¢'(y) = —sin(y)

W (x) =g (f(x))f(x) = —sin(e")e".
(b) Fiir h(x) = a* mita > 0 gilt h(x) = ¢*™®) und mit f(x) =
xIn(a). g(y) = ¢ gilt
W (x) = ¢ (f(x))f (x) = ™ In(a) = In(a)a.
(c) Wir schreiben f(x) = x* (x > 0) als x* = e*"(¥), Wir setzen

f(x) = xIn(x) und ¢(y) = €Y und haben f(x) = 1-In(x) +
x-1 =1In(x)+ 1. Es folgt

X

W (x) = ' (f(x))f'(x) = e (In(x) + 1) = x*(In(x) +1).

(d) Es sei f(x) = arctan(x) = tan~!(x) (Umkehrfunktion des
Tangens). Nach der Umkehrregel gilt wegen tan’ = 1 + tan?

F(3) = ke = e = o
tan’ (arctan(x)) 1+tan(arctan(x))? 14+x2°

Hohere Ableitungen lassen sich rekursiv definieren: Wir defi-

nieren f(©) (x) = f(x) und

FUD () = (F) ().
Wir benutzen folgende Schreibweisen:

f € C < fiststetig
f € Cla,b] <= f iststetig auf'[a, ]|
feC" < fistn-mal differenzierbar und f" ist stetig
f € C* <= f ist beliebig oft differenzierbar
Fiir diejenigen, die schon die lineare Al-
gebra gehért haben: Da die Ableitung

linear ist, haben wir hier tatsichlich Vek-
torrdume definiert!

Die Differenzierbarkeit einer Funktion lisst sich nicht nuriiber
einen Grenzwert von Sekantensteigungen definieren, sondern
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auch als ,beste Linearisierung in einem Punkt®: Ist f'(xo) erklirt,
so betrachten wir

r(x,x0) = f(x) = f(x0) — f'(x0) (x — x0).

Die Funktion x — r(x, x¢) hat in x = xp den Wert Null. Anschau-
lich ist » der Fehler zwischen der Funktion f und der affin linearen
Funktion x — f(x0) 4+ f'(x0)(x — x¢). Dieser Fehler geht schnell
gegen Null. Genauer:

F@) =)= F o)) _ F@=FG0) _ pr(y 50, x - xo.

X—X0 X—X
Es gilt sogar:

Satz 7.5. Eine Funktion f : D — R ist genau dann in xo € D differen-
zierbar, wenn es ein a € R gibt, so dass

[@)-flo)-at-—x0) _,

=% , X — Xp.

In diesem Fall ista = f'(xo).

Noch eine andere Formulierung der gleichen Tatsache: f ist
genau dann in xj differenzierbar mit Ableitung a, wenn gilt

f(x) = f(x0) +alx = x0) + ¢(x)
wobei die Funktion ¢ erfiillt

L ooe(x)
XIL{IJ}O x—=xo 0.

In anderen Worten: Die Differenz zwischen f und der Linearisie-
rung geht schneller als x — xp gegen Null.

Um solche Sachverhalte auszudriicken gibt es die Landau-
Symbole:

Definition 7.6 (Landau-Symbole). Wir schreiben

n(P(l’l) = O(hk), h — 0“ R — %51’(1)% =0.

(gesprochen ,, ist ein klein-oh von i fiir h — 0“) Wir schreiben
2@(h) = O, h = 0“: <= 3C: |p(h)| < CHF
gesprochen ,,¢ ist ein grofk-oh von h¥ fiir b — 0%).

Mit dieser Schreibweise: f ist in x( differenzierbar mit Ablei-
tung a = f’(xp) genau dann, wenn

f(x) — f(x0) —a(x —xg) = o(x — xp) fiir x — xo.
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Klein-oh bedeutet: ,,gegen schneller ge-
gen Null als“, groff-oh hingegen: ,,geht
mindestens so schnell gegen Null wie®.
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8 Partielle Ableitungen

Wir wollen nun das Konzept der Ableitung fiir Funktionen im
mehrdimensionalen iibertragen. Dabei unterscheiden wir ver-
schiedenen Fille von Funktionen:

—

fiR" 5 R", % f(X) (Vektorfeld)
f:R" =R, ¥— f(X). (Skalarfeld)

Den weiteren Typ kennen wir schon:
FiR—=R", t— f(t). (Kurve)

Ableitungen von Kurven haben wir schon betrachtet - es werden
dabei einfach alle Komponentenfunktionen abgeleitet.

Wir betrachten nun Ableitungen von Skalarfeldern f : R" —
R, also Funktionen mit mehrdimensionalem Definitionsbereich.
Man kann diese Funktionen in ,Richtungen® ableiten:

Definition 8.1. Essei f : R” — R, fo,ﬁ € R". Dann heifit f in X
richtungsdifferenzierbar in Richtung i mit Richtungsableitung D;f(Xo),
wenn der Grenzwert

D, f(%y) = lim LH)=f (o)

t—0 £

existiert.

Im Fallevon i = & = | 1 |, also dem i-ten standard Einheits-

vektor bezeichnet man
Dif (%) = Dgf(%o) = g (%) = lim [0

und nennt dies die i-te partielle Ableitung von f in Xo.

Haben die Variablen unmissverstindliche Namen, so schreibt
man partielle Ableitungen oft auch anders:

Beispiel. Es sei f : R> — R geschrieben als f(x,y). Dann ist

d ) X0 £,0)— £(x0 /0
L(0,y") i= Dy f(x°,°) = lim Lot SO0

und entsprechend in y-Richtung

0 . 0, 04 4)— 0, 0
ﬁ(xo’yo) = Dy, (x°,4°) = Pg(}f(x Y +)t JAC!

Existieren alle partiellen Ableitung von f : D — R (D C R")
in Xy € D, so heifdt f partiell differenzierbar in X, existieren alle
partiellen Ableitungen in jedem Xy € D und sind alle % (X) stetig
in X, so heifit f stetig partiell differenzierbar.
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Manchmal wird der Begriff , Vektorfeld*
nur im Fall m = n benutzt.
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Beispiel. Wir betrachten

f(X) = f(x1,%x2,x3) = 3x1x2 + X2 8in(x1) + x3€™2.
Dann ist
9L (%) = 3xy 4 x cos(x7)

%(E) = 3x1 + sin(x7) + xze™

Definition 8.2 (Gradient). Ist f : D — R, D C R" in X partiell
differenzierbar, so heifst der Vektor

- (%))
V(%) = :
RED)

0x,

e R"

Gradient von f in Xj. Das Symbol V heif$t ,nabla“.

Wihrend wir fiir Funktionen f : R — R Satz 7.4 i) haben,
welcher sagt, dass differenzierbare Funktionen auch stetig sind,
ist diese Aussage fiir Funktionen f : R” — R und partielle Diffe-
renzierbarkeit falsch.

Satz 8.3. Ist D C R" offen, f : D — R und Xy € D und ist f in einer
Umgebung von Xo partiell differenzierbar mit beschrinkten partiellen
Ableitungen, so ist f in X stetig.

Hohere partielle Ableitungen werden rekursiv definiert, so ist

Pf . o (9f
Bx,»axj . Txl TX]

und hohere Ableitungen nach einer Variablen schreibt man

*f . 9

ox;0x; " ox?”

Die zweiten Ableitungen kann man in einer n x n-Matrix sam-
meln, diese ist

Ff ... _Pf
axlaxl m
Hf (%) = : :
’f f
0x,0X1 0x,0x,

und wird Hesse-Matrix genannt.

Satz 8.4 (Satz von Schwarz). Ist D C R" offen und f : D — R eine
C2-Funktion, so gilt fiirallei,j =1,...,nund alle X € D

92 = 02 .
axiaij (x) = f (x)
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Man stelle sich einfach eine Funktion
f : R? - R vor, die entlang der Ko-
ordinatenachsen konstant 0 ist und an-
sonsten macht, was sie will.

Mit anderen Worten: Ist die Funktion
zweimal stetig partiell differenzierbar,
so kommt es bei zweiten Ableitungen
nicht auf die Reihenfolge der Ableitun-
gen an. Entsprechendes gilt fiir hohere
Ableitungen. Der Satz von Schwarz sagt
also aus, dass die Hesse-Matrix einer
C2-Funktion symmetrisch ist.
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Ein besonders wichtiger Differentialoperator ist der Laplace
Operator

‘ n 82 ! . n aZf .
A':Zﬁl also Af(%) = Zax (%)

der zum Beispiel in der Potentialgleichung Au(X) = 0 vorkommt.

Untersuchen wir nun den Gradienten einer skalaren Funktion
weiter. Fiir Vektoren ¥, i im R” gibt es das (standard) Skalarprodukt
welches auf verschiedene Arten definiert werden kann

1171l cos(£(, 7))

—~
ke
<y
~
1
=

Es gilt

d.h. zwei Vektoren sind genau dann senkrecht zueinander, wenn
ihr Skalarprodukt null ist.

Schauen wir uns nun eine Hohenlinie einer Funktion f : R" —
R an. Dies sind Linien entlang derer f konstant ist. Nehmen wir
also an, dass f entlang einer parametrisierten Kurve

xl(t)

konstant ist, d.h. es gilt

f(c(t)) = const.

Aus der Kettenregel bekommen wir

d af (| X of (T Xn
G0, x(0) = G g ST

= (Vf(E(t)e(t)).

Daaber f(¢(t)) = const. gilt, bekommen wir durch ableiten beider
Seiten die Gleichung

(V(E(t)e(t) =o0.

Da¢(t) ein Tangentenvektor an die Kurve  ist, haben wir: Der
Gradient steht senkrecht zur Tangente an die Hohenlinie, also
senkrecht zur Hohenlinie. Man kann sogar genauer sagen: Der
Gradient V fzeigt in die Richtung des steilsten Anstiegs der Funk-
tion und —V f zeigt in die Richtung des steilsten Abstiegs.
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Der Laplace-Operator ist die Sum-
me der Diagonal-Eintrige der Hesse-
Matrix, also ihre Spur.

Héhenlinien sind z.B. in Landkarten
eingezeichnet oder kommen als Isoba-
ren auf Wetterkarten Xor.

Bei Ableitungen nach t wird oft auch
die Notation %(t) bzw.¢(t) statt x'(t)
bzw. ¢’ () verwendet.
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Untersuchen wir noch einmal die Richtungsableitung: Para-
metrisieren wir die Gerade durch Xy in Richtung 7 durch
c(t) = Xo + 7,
so ist per Definition (nach der Kettenregel, ihnlich wie eben)

Dsf (%) = lim JESE) _ d (£67)(0)

t—0 t
= (V£(c(0)),¢(0))
= (Vf(%), 7).
Ist der Richtungsvektor normiert, d.h. gilt ||7]|» = 1,soist D5 f(Xp)
die Steigung von f in Richtung 7 an.
Beispiel. Betrachten wir die Funktion f(x,y) = x® — 3xy?. Diese
Funktion hat den Gradienten

Vf(xy) = (3(:126;;/ 2)>

Hier Plots der Funktion; links den Graphen und rechts die H6-
henlinien:

\\'\v\ 1 [ ‘

% 1 . 8 \ _0

\ 04 , _04—H

e A 0.5 ~=02 o1 5 1,0,2/ —

2 e eraa. 0.1 01~

7 i

h Z 0 ) o= So ]

or L) © N 7/ NE A

o =2y P QY N

Nz -0.1. 01 RN

— = 05\ b N

Ll 1 05 N a—

1 O\ /Q —
—0.5 0 0 5 1 Lo\ °

) 11 —1 —0.5 0 0.5 1

Wir kénnen auch das Gradientfeld iiber den Plot der Hohenlinien
legen:
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9 Die (totale) Ableitung

Erinnern wir uns an das Ende von Abschnitt 7: Dort hatten wir
die Ableitung f’(xo) einer Funktion f : R — R beschrieben als
die Zahl a fiir die gilt

f(x) = f(x0) = a(x — x0) = o(x — x0),

Die geometrische Bedeutung dieser Gelichung ist: Die Ableitung
ist die Steigung der besten (affin) linearen Approximation an den
Graphen im Punkt xg. Dies lisst sich auf die Situation von Vek-
torfeldern f :R" — R™ verallgemeinern, wenn wir einen Begriff
fiir lineare Abbildung von IR” nach R haben. Diese linearen
Abbildungen sind genau die Abbildungen der Form

fiir x — xp.

X1 ai - dn X1
K:Rn_>]le ]_C‘: E }_>

Xn Am1  * Amn Xn

= AX

mit einer Matrix A € R"™*",

Definition 9.1. Es sei D C R” offen, f: D — R™ ¥, € D. Wir
sagen f istin X differenzierbar (auch ,total differenzierbar®), wenn
es eine lineare Abbildung ¢ : R" — R™ mit /(X) = AX gibt, so
dass

- -

f(%) = f(%o) — A(X¥ — Xo) = o(||X¥ — Xol|) fiir ¥ — Xo

gilt. Die lineare Abbildung / heifit Differential von f in ¥y und wird
als Df (%)) (oder auch d (%)) geschrieben. Die zugehérige Matrix
A € R"™" heift Jacobi-Matrix und wird ] f (%) geschrieben.

Schauen wir uns Spezialfille an:

« f : R — IR: Hier gibt es nur eine Komponentenfunktion
und eine Variable und die Jacobi-Matrix ist 1 x 1, also eine
Skalar:

Jf(x0) = £ (x0) = f'(x0).

« f:R" — R:Hier gibt es eine Komponentenfunktionen und
n Variablen und die Jacobi-Matrix ist eine 1 X n Zeilenvektor:

Jf(F) = (3£(Ro), -, () = V()"
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Die Multiplikation AX von m x n Ma-
trix und n Vektor ergibt einen m Vek-
tor mit dem Komponenten (AX); =

n
a;ix;.
=i 171

Man kann diese Forderung auch schrei-
ben als

Teilweise wird auch die Schreibweise
grad f(Xg) = Vf(%)T fur den trans-

ponierten Gradienten verwendet.
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. f : R" — R™: Es gibt m Komponentenfunktionen und n
Variablen und die Jacobi-Matrix ist m X n:

Sz - (%)
Jf(%o) = : :
Pr(%y) o P (%0)
Vfi(%o)T
 foulFo)T

Beispiel. Wir betrachten

Z _ X1X2X3
flar, x2,23) = (sin(xl +2x9 + 3x3)> !
also den Fall n = 3 und m = 2. Die partiellen Ableitungen sind

oh

afi __ _
o X2X3, ox, — X1X3, a3

Merke: Die Gradienten der Komponen-
tenfunktionen liegen in den Zeilen der
Jacobi-Matrix.

oh - X1X2

g—ﬁ = cos(x1 + 2x + 3x3), o _ 2 cos(x1 + 2xp + 3x3), ofr _ 3 cos(x1 + 2xp + 3x3).

aXZ aJC3

Die Gradienten der Komponentenfunktionen sind also

X2X3 1
VAaE) = [xxs |, V(X)) = 2] - cos(x1 + 2x2 + 3x3).
X1X2 3

Damit ist die Jacobi-Matrix

7= Vfl@ﬂ) < X2X3 X1X3

X) = = =
170 = (Shi)
Satz 9.2 (Mehrdimensionale Kettenregel). Es sei D 7 C R" offen,
Xy € Df’ j? : D P R™ in Xy differenzierbar, Dz C R™ offen mit
f(Df) CDg §:Dg— REin f(%o) differenzierbar, so ist g o f in %o
differenzierbar und es gilt

—, -

(g0 f)(%0) = JZ(f(%0)) - Tf (%)

Beispiel. Wir betrachten f : R® — R? und § : R? — R3 definiert
durch

uo
2 X+ .
flxy,z) = < +Z> J(u,v) = u+ov
Y sin(u + v)
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X1X2
cos(x1 + 2x3 +3x3) 2cos(x; +2xp +3x3) 3cos(x1 + 2xp + 3x3)> '

Auf der rechten Seite steht ein Produkt
von Matrizen. Uberzeugen Sie sich da-
von, dass alle Dimensionen passen!
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Wir setzen g o f und berechnen die Jacobi-Matrizen von f
und g
v u
z 110 S _
fawa= (g 1 1), Bwo={ 1 1

cos(u+v) cos(u+v)

Mit der Kettenregel fithrt das auf

Jh(x,y,2) = J§(f(x,y,2)) - [f(x,y,2)
=Jgx+yy+z)-Jf(xyz2)

y+z x+y
- o)
cos(x +2y+z) cos(x+2y+z)
y+z+0 y+z+x+y O+x+y
= 140 1+1 0+1
cos(x +2y+z) 2cos(x+2y+z) cos(x+2y+z)
y+z X+2y+z x+y
= 1 2 1

cos(x +2y+z) 2cos(x+2y+z) cos(x+2y+z)

Zum Vergleich kénnen Sie auch direkt die Jacobi-Matrix von

. . (x+y)(y+z)
h(x,y,2) =8(f(xy2) = | x+2y+z
sin(x + 2y + z)

ausrechnen.

Es gibt noch weitere wichtige Differentialoperatoren fiir spe-

zielle Fille von Vektorfeldern: Die Divergenz existiert nur, wenn

Definitions- und Wertebereich die
gleiche Dimension haben. div f(Z)
ist die Spur der (in diesem Fall
quadratischen) Jacobi-Matrix J f(X)

Definition 9.3 (Divergenz und Rotation). Es sei D C R” offen und
f: D — R" partiell differenzierbar. Dann ist

n
.7 d
div f(Xp) := =) —Q
i=1
die Divergenz von f in %.
Ist n = 3, so ist Die Rcl)ltationgxistiertin dieser Form nur
im Falln = 3.
8f3 N gﬁ
X
(= = ) df3 =
rot f(Xp) :=V x f(X)) = i - % (Xo)
a af1
E ~0x

die Rotation von f in Xo.
Fiir n = 2 ist die Rotation von f : D — R? definiert durch
7/= °) = d —
rot f(%)) = 52 (%0) — 32 (%)
Fiirn = 3 ist rotfein Vektorfeld, fiir

Fiir ein differenzierbares f : D — Rnenntman Vf : D — R" n = 2 hingegen ein Skalarfeld!
das Gradientenfeld von f.
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Beispiel. Wir berechnen zu erst die partiellen Ableitungen der

Funktion ¥ + ||¥||o: Es gilt [|X]|> = /x4 - - - + x2 und es folgt

Xj
%]

e |Zl2 = 3(xf +---xp) 2 2x = o

Damit berechnen wir:
1. Fir ¥ € R"\ {6} und k € N betrachten wir f(¥) = ﬁ
2

und wollen div f bestimmen. Dazu berechnen die partiellen
Ableitungen (mit Hilfe der Produktregel)

= 21—k
2 fi(®) = & (xil%I7")

L (1191%) + 2 (1712")

Der zweite Summand ist nach der eindimensionalen Ket-
tenregel und unserer Vorberechnung von oben)

xig (IF17%) = xi(—)Z15* & 1712

= xR

J?||2

2

= kg
Wir bekommen also
kx?

/1% = [~

Damit erhalten wir als Divergenz

. i kx?
le( X ) = B L
[HE = B

L=

n
Y x
— _n__ k i=1
[ 15+
— - H"!Jz
I Hz HE
_ n—k
||xH2

Im Fall k = n = 3 bekommen wir: Die Felder der Form
K(%) = ‘Tz H3 erfiillen div K = 0 und sie sind daher diver-

genzfrei.
2. Ist ¢ : R® — R eine C?-Funktion, so gilt

rot(Ve) =0

das bedeutet Gradientenfelder sind immer rotationsfrei.
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3. Im speziellen Fall f(x,y) = (;) haben wir

e Far x,y) = (

divf(x,y)
rot f(x.y

div f(x,y) =14+1=2
rot f(x,y) =040 = 0.

-y
X

> gilt hingegen

—141=0

otf(xy) =+1—(-1)=2.
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Das Vektorfeld f(x,y) = (x,y) (Pfeil-
linge skaliert):
1 T
NG 22
SNNKRA A AT
PSS X XK A4 AT 7 7+
S % b 4 7 7 77—
oFcTriiiia
b4 &£ k F 4 A =~
e & & KV NN N TN
P AR ERERRRRNY
AABARENN
1 71T
—1 0 1
Das Vektorfeld f(x,y) = (—y,x)
(Pfeillinge skaliert):
1 =
% M&Qm
NN
///“kikakx
AN
07 ¢V441441T |
LA *),117‘7‘71
NN ‘)+wﬁ/'/'/
SRR
\\\r—)——>/’
1 RSB
-1 0 1



23.05.2022, VL 10-1

10 Mittelwertsitze und Taylorreihen

Beginnen wir auch hier erst wieder mit dem Fall f : R — R. Als
Konsequenz aus Satz 6.4 (d) (stetige Funktionen auf kompakten
Mengen nehmen Maximum und Minimum an) bekommen wir:

Satz 10.1 (Mittelwertsitze). (a) Ist f : [a,b] stetig und in |a, b[ dif-
ferenzierbar und gilt f(a) = f(b), so gibt es ein xy € |a,b[ mit
f'(x0) =0,

(b) Ist f : [a,b] stetig und in |a, b differenzierbar, so gibt es ein xo €
|a, b[ mit

(c) Sind f,g: [a,b] — R stetig und auf |a, b[ differenzierbar, und gilt
<'(x) # 0 fiir alle x € |a, b, so gibt es ein xo € ]a, b] mit

Der erste Mittelwertsatz ist also eine ,gekippte Version des Satzes
von Rolle” (und so wird er auch bewiesen).
Dieser Satz hat zahlreiche Folgerungen:

(a) Gilt fiir differenzierbares f : [a,b] — R f/ = 0,s0ist f =
const.

(b) Fiir differenzierbares f : [a, b] gilt:

Hf

Vx x) >0 = f wachsend,
Vx:f
Vx

Vx

)
x) >0 = f streng wachsend,
x) <0 = f fallend,
x) <0 = f streng fallend.

. f!
. f!

—~ o~ o~ o~

Fiir Funktionen vom Typ f : R” — R gilt:
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(a) ist der Satz von Rolle.

In Worten sagt der Satz aus: Hat ei-
ne differenzierbare Funktion an zwei
Stellen den gleichen Werte, war sie
zwischendrin wenigstens einmal flach.

a xo b

(b) heifit auch Erster Mittelwertsatz.
In Worten: In einem Intervall nimmt ei-
ne differenzierbare mindestens einmal
die durchschnittliche Steigung an.

(c) wird auch Zweiter Mittelwertsatz ge-
nannt.

Anders ausgedriickt: Die Differential-
gleichung ¥’ = 0 hat nur die L8sungen
y(x) = const.
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Satz 10.2 (Mittelwertsatz fiir Skalarfelder). Sei D C R" und f :
D — R differenzierbar. Sind dann @,b € D so, dass die Verbindungs-
strecke

[,0] := {ﬁ+t(§—a‘) ‘ te [a,b]}
ganz in D liegt, so gibt es 6 € ]0, 1], so dass

f(b) — f(@) = (Vf@+0(b—ad)),b—a).

In einigen Fillen ist die Regel von 'Hospital praktisch um
Grenzwerte zu berechnen:

Satz 10.3 (Regel von I'Hospital fiir Ausdriicke der Form ,,0/0).
Sind f, g : |a,b[ — R differenzierbar und gilt f(xo) = g(x0) = 0 und
¢’ (x) # 0 fiir x # xo, so gilt

F3) i £

lim oy = Hm o5

falls der Grenzwert auf der rechten Seite existiert (und in diesem Fall
existiert auch der auf der linken Seite).

Dies folgt aus dem 2. Mittelwertsatz (Satz 10.1): Fiir x # xg
liefert dieser Satz

mit einem ¢ zwischen x und xg. Dieses ¢ hingt von x ab und
wir bezeichnen es mit &(x). Liuft nun x gegen x, so lduft &(x)
gegen xy (es liegt ja zwischen x und xg), und dies zeigt die
Behauptung.

Satz 10.4 (Regel von 'Hospital fiir Ausdriicke der Form ,,00/00").
Sind f, g : ]a, b[\ {xo0} differenzierbar,a < xo < b,giltlim,_,y, f(x) =
limy_,x, g(x) = oo und fiir x # xq gelte g’ (x) # 0, so gilt
lim L&) — im L&)
X—Xo g(x) X—Xg g'(x)

falls der Grenzwert auf der rechten Seite existiert (und in diesem Fall
existiert auch der auf der linken Seite).

Beispiel. (a) Fiir den Grenzwert sin(x)/x und xp = 0 sind die
Voraussetzungen von Satz 10.3 erfiillt und wir bekommen
sin(x) cos(x)

x—0 x—0

(b) Wir betrachten die den Grenzwert der Funktion x - In (2+)

x—1
bei xg = oo. Hier liegt ein Grenzwert der Form ,,0 - co* vor, den
wir aber in die Form ,,0/0“ umschreiben koénnen zu

x-ln (x+1) _ In(x+1)-In(x-1) '

x—1 1
X
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Fiir Funktionen vom Typ f : R" — R™
gilt keine solche Gleichung mehr, aber
immerhin noch eine Abschitzung der
Form

mit einem 6 € 0, 1[.

Dieses Beispiel wird meist als erste
Anwendung der Regel von I'Hospital
gebracht, obwohl man es viel einfa-
cher aus der bekannten Regel sin’ =
cos folgern kann: lim,_, sin(x)/x =
lim,_,o(sin(x) — sin(0))/(x — 0) =
sin’(0) = cos(0) = 1.
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Mit f(x) = In(x+1) — In(x — 1) und g(x) = 1 kénnen wir
Satz 10.4 andwenden und bekommen

N 11
lim x - In (35) = lim In(r#1)“In(r—1) PHOSPIGL o T T
xX—00 x—1 x—»00 % x—roo *%
(x—1—(x+1))
= lim &t (fc*l) = lim %xl = lim —2- =2
X—00 -2 X—00 4T X—r00 17—2

(c) Fiir n € IN betrachten wir lim,_, ’cf—: (von der Form ,,00/00")
und wenden n-mal Satz 10.4 an:
nx—1 (n71)21

. n . . n
lim = Jim 5 = = Jim 02 <o

Wir halten fest: e* wichst schneller als
) ) ) jede Potenz x". Es folgt: In(x) wichst
Kommen wir nun zu Taylor-Reihen. Taylor-Reihen stellen langsamer als jede Potenz x, a > 0.

Funktionen als Potenz-Reihen dar, also durch Ausdriicke der Form

P(x) = ¥ ax(x — x0)¥. Dabei nennt man xy den Entwicklungspunkt
k=1

der Potenzreihe. Das Konvergenzverhalten von Potenzreihen ist
iibersichtlich:

Satz 10.5. Fiir eine Potenzreihe P(x) = OZO: ar(x — xo)k gibt es ein
0 < r < o0, so dass gilt: =

1. P(x) konvergiert absolut fiir jedes x mit |x — x| < r,

2. P(x) divergiert fiir jedes x mit |x — xo| > 7.

Dieses r nennt man Konvergenzradius und B,(xo) den Konvergenzbe-

reich. Ist der Konvergenzradius r = oo bedeu-
tet das einfach, dass P(x) fiir jedes x
Beispiel. (a) Die Exponentialfunktion ist die Potenzreihe konvergiert.
>k
-3
k=0

und der Konvergenzradius ist » = oo.
(b) Auch der Konvergenzradius des Reihen fiir Sinus und Kosinus
. > k x2k+1 d k x2k
sin(x) = kZ';)(_l) G cos(x) = Z;‘)(—l) G

ist jeweils r = oo.

(c) Die Potenzreihe ¥ x* kennen wir als geometrische Reihe. Sie
k=0
hat den Konvergenzradius r = 1 und fiir |x| < 1 gilt
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Satz 10.6. Ist P(x) = Z ar(x — xo)* eine Potenzreihe mit Konver-

genzradius r, so ist P auf Br(xo) eine C*°-Funktion und es gilt

. Man sagt ,Potenzreihen lassen sich
= Z kayx 1= a1 + 2arx + 3a3x2 4+ gliedweise Ableiten.*

Beispiel. (a) An Hand der Potenzreihe der Exponentialfunktion
sieht man (¢*)" = e* und aus den Potenzreihen fiir Sinus und
Kosinus bekommt man die Ableitungsregeln sin’ = cos und
cos’ = — sin.

(b) Ableiten der geometrischen Reihe zeigt
Fret=(E0) -
k=1 =

(1-x)2" . . .
Mit solchen Techniken lassen sich auch

Werte von Reihen bestimmen, z.B. folgt

IS eI
Satz 10.7 (Taylor). Essei f : [a,b] — R eine C"-Funktion und xo € k=1 k=1
|a, b[. Dann gibt es genau ein Polynom T,,(x; xo) vom Grad hichstens n =3

fiir welches gilt
f(x) = Tu(x;x0) +0((x —x0)"), x— xo.

Die Taylorsche Formel sagt, wie sich Funktionen lokal durch
Polynome approximieren lassen:

N

Dieses Polynom heifst Taylor-Polynom vom Grad n zum Entwicklungs-
punkt xo und es gilt

f

(x;x0) (x — xo)*.

Ist f sogar eine C" ! -Funktion, so gilt die Restgliedformel (nach Lagrange)

k)
x)=1Y f
k=0

=:Tu(x;%0)

(n+1) n
x0)" + T (= x0)"™!

7

=:R,(x;x0)

fiir ein ¢ zwischen x und xo.

Ist f eine C*-Funktion und kann man zeigen, dass das Rest-
glied R, (x; x¢) fiir n — oo gegen Null geht, so hat f eine Darstel-
lung als Taylor-Reihe

= (K
x)=Y fki(,x(])(x — xo)k.
k=0

Beispiel. (a) Wegen (¢*)’ = ¢* und ¢’ = 1 ergibt sich als Taylor-
Polynom vom Grad n der Exponentialfunktion gerade T, (x;0) =
14+ x+x2/2+ -+ x"/n!und das Restglied erfiillt R, (x;0) = Die Taylor-Polynome zu

E‘;%lfi. Fiir n — oo gilt in diesem Fall R, (x;0) — 0 und wir vom Grad 0, 1, i’?’ 45, und 6:

bekommen als Taylor-Reihe die schon bekannte Reihe der /

Exponentialfunktion. |/
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(b) Taylor-Reihen miissen keinen positiven Konvergenzradius
haben.

(c) Auch wenn Taylor-Reihen konvergieren, miissen sie nicht ge-
gen die Funktion konvergieren. Das Standard-Beispiel ist die
Funktion

1
_ ) e x#0
f&) { 0 : x=0.

Man kann zeigen, dass dies eine Funktion C*-Funktion ist

und dass fiir alle k gilt f¥)(0) = 0. Die Taylor-Polynome von

f sind also alle konstant Null und konvergieren nur im Punkt

x = 0 gegen f.

Das obige Beispiel (c) macht noch einmal deutlich, dass ein
Taylor-Polynom eine lokale Approximation ist, die fiir x — x( gut
ist. In einem festen Punkt x # x( muss ein Taylor-Polynom (egal
von welchem Grad) keine Approximation der Funktion sein.

Es lassen sich auch in mehreren Dimensionen Taylor-Reihen
bilden. Fiir f : R” — R erhilt man als Taylor-Polynom erster
Ordnung

T1(X, %) = f(X0) + (Vf (%), X — %)

und als Taylor-Polynom zweiter Ordnung mit Hilfe der Hesse-
Matrix

T (X, %o) = f(%o) + (Vf(%o), X — %o) + 5 (¥ — %o, Hf (%) (¥ — Xo))-
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Beispiele dafiir bekommt man, wenn
die Ableitungen der Funktion sehr
schnell wachsen- Ein solches Beispiel
ist die als Integral gegebene Funktion
flx)=J5° H‘%xzdt: Die Taylor-Reihe
inxg=0ist1—20x2 +4lx* —61x6 +

- und konvergiert nurfiir x = 0. Hier
die und die Taylor-Polynome
vom Grad 0, 2, 4, 6, 8 und 10:

Y A )
i
Hier die Funktion f(x) =
exp(—1/x2) (mit f(0) = 0).

Alle Taylor-Polynome im Entwicklungs-
punkt 0 sind konstant Null.

1

0.5
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11  Extremwerte

Definition 11.1. Fiir D C R" und f : D — R sagen wir:

(a) f hatin Xy € D ein globales Maximum, falls fiir alle ¥ € D gilt
f(2) < f(%o)-

(b) f hatin ¥y € D ein striktes globales Maximum, falls fiir alle
¥ € D\ {Xo} gilt f(¥) < f(¥o)-

(c) fhatin Xy € D ein lokales Maximum, falls es ein € > 0 gibt, so
dass fiir alle fiir alle ¥ € D mit ||X¥ — Xp|| < e gilt f(X) < f(Xo)-

(d) f hatin Xy € D ein striktes lokales Maximum, falls es ein € > 0
gibt, so dass fiir alle fiir alle ¥ € D \ {Xp} mit ||X¥ — Xo|| < €

gilt £(¥) < f(%o)-

Analog sind die Begriff im Fall von Minima definiert. Ein Punkt
Xy welches ein Minimum oder Maximum ist, heifst Extremum.

Untersuchen wir Extremwerte zuerst in einer Dimension wei-
ter:

Satz 11.2 (Notwendiges Kriterium fiir Extrema). Ist f : [a,b] — R
so gilt: Hat f in xo € [a,b] ein lokales Extremum, und ist f in xg
differenzierbar, so gilt

g<xo<b > f/(x()):O
B ) <0 : fiirMaxima
Xo=a = f(xO){ >0 : fiir Minima
B ) >0 : fiir Maxima
Xo=b = f (xO) { <0 : fiirMinima

Beweis.

Wir beweisen den Fall eines lokalen Minimiums mita < xg < b.
Hier gilt fiir 1 > 0 klein genug f(xo + ) > f(xo). Entsprechend
erfiillt der Differenzenquotient (f(xo +h) — f(x0))/h > 0 und
es folgt durch Grenziibergang h — 0 die Ungleichung f’(xg) > 0.
Allerdings gilt auch f(xo —h) > f(xo), was fiir den Differen-
zenquotienten bedeutet (f(xo — 1) — f(x0))/(—h) < 0. Durch
Grenziibergang folgt f'(xp) < 0,also haben wir f/(xy) = 0 gezeigt.
Alle anderen Fille zeigt man dhnlich (und am Rand betrachtet man
einseitige Ableitungen). O

Punkte xp mit f'(x9) = 0 nennt man stationdre (oder kritische)
Punkte.

Die Bedingung f'(x9) = 0 ist nur notwendig fiir Extremal!
Sie garantiert nicht, dass xp ein Extremum ist, wie die Funkti-
on f(x) = x° im Punkt xo = 0 zeigt. Man kann hinreichende
Bedingungen mit Hilfe der zweiten Ableitungen formulieren.

Satz 11.3. Ist f : [a,b] — R eine C>-Funktion, so gilt fiir xo € ]a, b|:
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(i) Sind f'(xo) = 0 und f"(x9) > 0, so ist xo ein striktes lokales
Minimum von f.

(i) Sind f'(x0) = 0 und f"(x9) < 0, so ist xq ein striktes lokales
Maximum von f.

Dies sieht zum Beispiel mit Hilfe der Taylor-Entwicklung: Da
f'(xp) = Oist, gilt
F0) = flxo) + L5 (v — x0)2

Da f” stetig ist, muss f”(¢) ebenfalls positiv (im Fall (i)) bzw.
negativ (im Fall (ii)) sein und daher folgt f(x) > f(xo) fiir
x # xg und x nahe bei xg (bzw. <).

Definition 11.4 (Konvexitit). Eine Funktion f : [4,b] — R heif$t
konvex, wenn fiir alle x,y € [a,b] und 6 € [0,1] gilt

fOx+(1=0)y) <6f(x)+(1-6)f(y)

gilt. Gilt fir x # yund 6 ¢ {0,1} immer <, so heifdt f strikt
konvex.Eine Funktion f heifdt konkav, wenn — f konvex ist.

Satz 11.5. Ist f eine C'-Funktion, so gilt: f ist genau dann konvex (bzw.
konkav), wenn fiir alle x, xo € |a, b] gilt

f(x) = f(x0) + f'(x0) (x = x0)  (bzw. <).

Satz 11.6. (a) Ist f eine C'-Funktion, so gilt: f ist genau dann konvex
(konkav), wenn f" wachsend (fallend) ist.

(b) Ist f eine C>-Funktion, so gilt: f ist genau dann konvex (konkav),
wenn f”(x) > 0 (< 0)fiirx € |a, b] ist.

Definition 11.7. Ein Punkt xo € |a, b[ heifSt Wendepunkt von f :
[a,b] — R, wenn f in x( von konvex auf konkav (oder umgekehrt)
wechselt.

Satz 11.8. Sei f : [a,b] — R eine C2-Funktion. Dann gilt
(a) Ist xo € |a, b| ein Wendepunkt von f, so gilt f'(xo) = 0.

(b) Ist f sogar eine C3-Funktion, und gilt fiir xo € |a, b| sowohl "' (xo) =
0 als auch £ (xy) # 0, so ist x ein Wendepunkt von f.

Wir betrachten jetzt den Fall D C R" und f : D — R. Wir
wissen schon: Ist D kompakt und f stetig, so nimmt f Maximum
und Minimum auf D an (und dies sind sogar die globalen Extrema).
Mit Hilfe der Differentialrechnung kénnen wir Aussagen tiber
lokale Extrema machen. Dazu fiihren wir noch ein paar Begrifte
ein:
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Diese Ungleichung bedeutet, dass der
Graph von f immer unterhalb der Se-
kanten liegt.

Dies bedeutet: Eine Funktion ist genau
dann konvex, wenn ihr Graph oberhalb
jeder Tangenten liegt.

Das Vorzeichen von f()(xg) gibt die
Art den Wendepunkts an: Im Fall > 0
wechselt f von konkav zu konvex, im
Fall < 0 von konvex zu konkav.
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Definition 11.9. Es sei D C R". Ein Punkt x € D heifdt innerer
Punkt von D, wenn es € > 0 gibt, so dass B¢(xp) C D. Die Menge

intD := {x € D | x innerer Punkt von D}
ist das Innere von D.

Satz11.10 (Notwendige Bedigung fiir Extrema). Hat f inxo € int D
ein lokalen Extremum, so gilt

Vf(xo) =0.
Beispiel. Betrachten wir die Funktion f(x,y) = 12x* — 7x%y + y*:

Der Gradient ist

48x3 — 14x
Vf(x/y) = ( _7x2 +2yy> .

Die stationiren Punkte von f bekommen wir also Losung von
Vf(x,y) =0, also von

48x> — 14xy = 0,
~7x* 42y =0.

Die erste Gleichung lautet 0 = 48x% — 14xy = 2x(24x% — 7y),
also muss x = 0 oder 24x% — 7y = 0 gelten. Im zweiten Fall muss
also y = 24x2/7 sein. Setzen wir dies y in die zweite Gleichung
ein, bekommen wir 0 = —7x% — 2y = —7x% + 4—78x2, also wieder
x = 0. Es muss also in allen stationiren Punkten x = 0 sein und
aus y = 24x?/7 bekommen wir, dass (x,y) = (0,0) der einzige
stationiire Punkt ist. Wir wissen aber noch immer nicht, ob dies
ein Extremum ist!

Dass die Bedingung V f (¥) = Onichthinreichend fiir Extrema
ist, zeigt neben dem eindimensionalen Beispiel f(x) = x3 auch
die Funktion f(x,y) = x> — y*:
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Eine andere Schreibweise fiir das Innere
ist D°.

Anders gesagt: Lokale Extrema sind sta-
tiondre Punkte.
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Der Punkt (0,0) ist auch hier der einzige stationire Punkt, aber
hier liegt weder ein Maximum noch ein Minimum vor.

Die Entscheidung, ob ein stationirer Punkt ein lokales Ma-
ximum oder ein lokales Minimum (oder keins von beidem) ist,
hingt an der zweiten Ableitung, also an der Hesse-Matrix. Wir be-
trachten die mehrdimensionale Taylor-Formel zweiter Ordnung:
In einem stationirem Punkt ¥ gilt

f(%) = f(%o) + 3(¥ — %o, Hf (%) (X — %0) + o(||x — x0[*), ¥ — .

Wir sehen also, dass es auf das Vorzeichen des Terms
(¥ — %o, Hf (%0)(X — %o) = (¥ — %) "Hf (%) (¥ — Xo)
ankommit.

Definition 11.11 (Definitheit von Matrizen). Eine symmetrische
Matrix A € R™*" heifit

positiv definit : <= V¥ #0:XTAX >0
positiv semidefinit : <= Vi ¥TAX >0
negativ definit : <= VX £0:XTAX <0
negativ semidefinit : <= V2 XTAR <0

und gibt es ¥, 7 mit ¥T AX¥ > 0 und §T Aij < 0, so heifit A indefinit

Satz 11.12 (Klassifikation stationirer Punkte). Essei D C R”, f :
D — R eine C2-Funktion und X, € int D ein stationdrer Punkt von f.
Dann gilt:

(a) Ist Xy ein lokales Minimum von f, so ist H f (Xy) positiv semidefinit,
ist es ein lokales Maximum, so ist H f (Xo) negativ semidefinit.

(b) Ist Hf (Xo) positiv definit, so ist X ein striktes lokales Minimum, ist
Hf (Xo) negativ definit, so ist Xy ein striktes lokales Maximum. Ist
Hf (Xy) indefinit, so ist X ein Sattelpunkt, d.h. es gibt in jeder Um-
gebung von X Punkte X+ und X~ mit f(¥7) < f(xp) < f(XT).

Beispiel. Wir betrachten die Funktion f(x,y) = y?*(x — 1) +x*(x +
1). Der Gradient ist

VI = <y2 " Z%ﬁ ! 3 : xz) - <yzz;(?;x2_+1>2x>

Bestimmen wir die stationiren Punkte. Dazu miissen wir
Vf(x,y) = 016sen. Die zweite dieser Gleichungen liefert y = 0
oder x = 1. Der Fall x = 1 liefert in der ersten Gleichung aller-
dings y?> +4 + 1 = 0, was keine reelle Lésung hat. Es kann also
nur der Fall y = 0 auftreten. Dies gibt in der ersten Gleichung
0 = 0+ 3x2 4+ 2x = x(3x +2), was die beiden Losungen x; = 0
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und x, = —2/3 hat. Es gibt also genau die beiden stationiren

Punkte
0 _2
= — = — 3
0=(o): == ():

Um die Art der stationiren Punkte zu bestimmen, berechnen wir
die Hesse-Matrix als

_ (6x+2 2y
ey _< 2y Z(x—1)>
In den stationiren Punkten ist

HfG) = 1700 = (5 %), HfG) = Hi(-30)

I
7N\
|
ON

In X ist die Hesse-Matrix indefinit, denn es gilt
FHf(0,006 = (1 0) <§ _02) (é) —2>0
e Hf(0,0), = (0 1) <§ _02> (2) =-2<0.

In ¥; hingegen ist die Matrix negativ definit, denn fiir jeden Vektor

X = (x,y) # (0,0) gilt
ST 2\ — 2 0 y
X' Hf (X)X = (x ]/) ( 0 —130> (y>
= —2x% — 1;703/2 <0.

Wir halten fest: Die Funktion f hat in X, einen Sattelpunkt und
in ¥ ein striktes lokales Maximum.
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12 Implizite Funktionen und Extrema unter Ne-
benbedingungen

In diesem Abschnitt fragen wir uns, wann mam Systeme von nicht-
linearen Gleichungen auflésen kann. Genauer: Wir betrachten
g : R" = R™ mit m < n, und frage uns, wann kann man die
Gleichung

gl(xlz---/xn)

Sm(x1, ..., xn)

nach ein paar der Variablen x; auflésen? Dabei bedeutet ,,auflosen®,
eine Funktion f existiert, so dass z.B.

g1(X1, .-+, Xn) Xn—m+1 fi(xy, o Xn—m)
: =0 < : = :
gm(xlr---/xn) Xn fm(xlz---/xnfm)-

Die Funktion f bildet dabei vom R in den R” ab.Man nennt
in diesem Fall die Funktion f implizit durch g definiert.

Beispiel. Die Kreisgleichung ¢(x,y) = x? + y* — 2 = 0 mitr > 0
beschreibt einen Kreis mit Radius r. Hieristn = 2und m = 1 und
wir kénnen aufviele verschiedene Arten nach einer der beiden
Variablen aufl6sen, insbesondere gibt es keine Funktion f, die fir
alle x, y mit g(x,y) = 0 erfiillt, dass f(x) = y gilt. Wir haben z.B.

y=xvr2—x2 fir—r<x<r

x==44/r?—y?> fir—r<y<r

In diesem Beispiel haben die Punkte, in denen nicht aufgeldst
werden kann, die Eigenschaft, dass die Ableitung von ¢ nach der
Variable, nach der wir auflésen wollen, Null ist.

Satz 12.1 (Satz iiber implizite Funktionen). Essei D C R" offen und
¢:D — R" (mit1 < m < n)eine C'-Funktion. Die Variablen (%, i)
seien aufgeteilt in ¥ € R"~" und ij € R™. Sei weiterhin (Xy, o) € D
eine Losung von 3(¥, i) = O, d.h. es gelte §(Xo, ijo) = O, und die Jacobi-
Matrix (beziiglich der Variablen ij im Punkt (X, /o)

8g1 — — Bgl — —
(= =y . o (Ko, fo) -+ gy (%o, Bo)
ay; \X0- Yo Jym \X0- Y0

sei invertierbar. Dann gilt: Es gibt Umgebungen U C IR~ von Xy und
V C R™von jjy mit U x V C D, sowie eine eindeutige bestimmte
Funktion f : U — V mit

-
—

F(Z) =70 und (% f(X)) =0vxel.
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Es geht hier nicht darum, Gleichungen
Jexplizit* zu 16sen, in dem Sinne, dass
ein Formelausdruck fiir eine Lésung
hingeschrieben werden kann, sondern
nur um die Existienz von Losungen.

Auflésen nach y:

Auflésen nach x:
+
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Die Funktion f ist eine C'-Funktion und es gilt

- @ = i\ L (032 7o
JFE = - (B fE) (L)
Die letzte Aussage des Satzes ist besonders bemerkenswert:

Wir kénnen Ableitungen von f ausrechnen, ohne f explizit zu
kennen!

Beispiel. Schauen wir wieder auf die Kreisgleichung ¢(x,y) = x> +
y?> — 1> = 0 und nehmen den Losungspunkt (x°,4°) = (0, r). Die
Jacobi-Matrix von g beziiglich y ist einfach eine skalare Funktion
%(x,y) =2y, also %(O,r) =2r #0.

Der Satz tiber implizite Funktionen garantiert hier also, dass wir
die Gleichung g(x,y) = 0in (0, r) lokal nach y auflésen kénnen,
d.h. es gibt eine Funktion f, welche fiir x in einer Umgebung
von x = 0 die Gleichung g(x, f(x)) = 0 erfiillt. Die Ableitung
dieser Funktion existiert ebenfalls und wir konnen sie auch mit
der Kettenregel bestimmen: Wir schreiben y(x) statt f(x) fiir die
auflosende Funktion und bekommen

g(x,y(x)) =0
0 J d
— 2rE Y=o
98
dy _  9x
y
_ 2 x
2y y

Im Punkt (x°,4°) = (0,7) haben wir also die Ableitung y'(0) =

0

7 = 0. Wir konnen dies auch mit der auflésenden Funktion

f(x) = Vr? — x? iiberpriifen: Es gilt

— —X X

f(x) = Va2 f)”

Kommen wir nun zur Frage: Wie kénnen wir Maxima und
Minima einer Funktion f einer Variablen X bestimmen, wenn wir
nur die Werte X einsetzen konnen, die durch weitere Gleichungen
3(¥) = O eingeschrinkt sind? Man sprich in diesem Fall von
Extremalproblemen unter Nebenbedingungen. Genauer: Wir haben
D Cc R"offen, f : D -+ Rund § : D — R™. Wir wollen das
Problem

min_f(X)
3(x)=0

l6sen. Die Menge
G:= {EGD‘g(f):G}
ist die Menge der zuldssigen Punkte oder auch zuldssige Menge. Die

Funktion f heifdt Zielfunktion.
Betrachten wir zuerst ein Beispiel:
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Wir haben ubrigens hier die Differen-
tialgleichung v/ = ; fiir Kreise gefun-

den.

Analog kénnen wir auch Maximierungs-

probleme

behandeln.

max_f(X)
§(%)=0
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Beispiel. Es seien f(x,y) = x +yund ¢(x,y) = x> + y*> — 25 und
wir betrachten das Maximierungsproblem

max x4+ y.
x24y?=25

Die geometrische Situation ist einfach: Die zulissige Menge ist
eine Kreislinie mit Radius 5 und die Ziefunktion ist linear mir
Gradient (1,1)”. Wir haben also folgende Situation:

Vg(xy)

Wir erkennen, dass das Optimum im griinen Punkt liegt. In die-
sem Punkt ist der Gradient von f natiirlich nicht Null, aber er zeigt
in die gleiche Richtung wie der Gradient der Nebenbedinung (von
der wir ja die Hohenlinie {g(x,y) = 0} gezeichnet haben).

Die Beobachtung, dass der Gradient der Zielfunktion f ,in die
gleiche Richtung zeigen“ muss, wie Gradienten der Nebenbedin-
gungen, ist auch allgemein richtig:

Satz 12.2 (Lagrange Multiplikatoren). Es seien D C R” offen, f :
D — Rund§ : D — R™ jeweils C'-Funktionen. Dann gilt: Ist
X0 € D ein Extremum von f unter der Bedingung g(X) = 0, so gibt es
einen Vektor A° von sogenannten Lagrange Multiplikatoren, so dass gilt

m
VIE)+ Y AVgi(x°) =0
i=1
g(F) =
Man kann sich die notwendinge Bedingung fiir ein Extremum

mit Hilfe der Lagrange-Funktion zu f und ¢ merken. Diese ist
L:D x R™ — R definiert durch

ol

LT A) 1= £(%) + ATG(F) = F(7) + imgm
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Die beiden Gleichungen aus Satz 12.2 (also das Optimalititssystem)
bekommt man, indem man die Ableitungen von L nach ¥ und
nach A Null setzt:

ViL(%A) = VF(®) + Y A Vgi(¥) =0
=1

V;L(%A) = §(¥) = 0.

Das Optimalititssystem sind tibrigens m + n nichtlineare Glei-
chungen mit m 4+ n Unbekannten. Um Extrema zu bestimmen
muss man zwar die Multiplikatoren A bestimmen, ihr Wert spielt
allerdings keine Rolle.

Wenden wir das Verfahren einmal an einem Beispiel an:

Beispiel (Minimum-Norm Lésungen). Essei A € R™*" mitn > m
und b € R™. Wir suchen eine Lésung zu
min||%||3 unter der Bedingung AX = b.
Das Problem ist von der Form
min f(¥) mit X) =0
mit f(¥) = [|x||5, §(¥) = AX — b. Satz 12.2 sagt uns, dass wir A €
R™ und ein zulissiges ¥° € R" finden sollten, so dass V f(%°) =

g AiVgi(2°). Wir berechenen
i=1

Vf(fo) :23_50, und ngO—fo) = ﬁi

wobei d; der Vektor ist der in der i-ten Zeile von A liegt.
Wir bekommen die Gleichung

m
280 = Y AN = ATA (*)
i=1

Da wir auch noch wissen, dass x° zulissig sein muss, haben wir
auch noch die Gleichung A¥® = b. Setzen wir ineinander ein,
bekommen wir fiir den Lagrange-Multiplikator die Gleichung
AATX = 2b. Es gilt AAT € R"" und nehmen wir an, dass AAT
invertierbar ist, so folgt A = 2(AAT)~1b. Aus (*) folgt nun

X =AT(AAT) D

Die Losung eines unterbestimmten Gleichungssystems AX = b
welche die kleinste Norm hat, ist also AT(AAT) 5.

Der Formalismus wiirde hier wie folgt aussehen: Die Lagrange-
Funktion ist

L(%,A) = ||Z]} + AT (A% — D)
und das Optimalititssystem lautet

ViL(R,A%) =270 + ATA? =0

VL, 1% = A — b =0.
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Die Jacobimatrix von §(¥) = AX —b
ist J¢(¥) = A und daher ist Vg;(¥)
das Transponierte der i-te Zeile von A.
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13 Das bestimmte Integral

Wenden wir uns jetzt der Integration zu. Wihrend es bei Differen-
tialrechnung um Anderungen geht, geht es bei der Integralrech-
nungen um Flichen und Volumina. Wir fangen mit der Berech-
nung der Fliche unter einer Kurve an: Es sei in diesem Abschnitt
I = [a,b]. Wir betrachten eine beschrinkte Funktion f : I — R.
Wir nihern die Fliche unter der Kurve durch Rechtecke an.

Wir zerlegen [ in Teile durch eine Zerlegung

Z={a=x<x1<---<x, =0}

und nennen F(Z) := maxj<j<,|x; — x;_1| die Feinheit der Zerle-
gung Z. Mit Z(I) sei die Menge aller Zerlegungen von I bezeichnet.
Wir bilden nun mit Hilfe der Zerlegung Z eine Fliche aus Rechte-
cken, die die Fliche unter dem Graphen approximiert. Wir wihlen
in jedem Teilintervall [x;, x;;1] einen Punkt ¢; aus und bilden das
Rechteck mit der Hohe ¢;:

Xo=a X1 Xi1E; X EagXie xp=b

Die Fliche eines einzelnen Rechteckts ist f(¢;)(x; 11 — x;) (Hohe
mal Grundfliche) und wir erhalten als Approximation die Fliche
unter dem Graphen

n—1
Rp(Z) =) f(&)(xiy1 — xp).

i=0

Dies ist eine Riemannsche Summe zur Zerlegung Z (mit Zwischen-
punkten ¢;).

Definition 13.1. Zu einer Zerlegung Z heift

n—1
Up(Z) := Y inf{f(x) [ x; < x < xip1} - (xi1 — 1)
i=0

die Untersumme von f und entsprechend

n—1
Of(Z) = 2 sup {f(x) [ % < x < xipq} - (X1 — %)
i=0

die Obersumme.

Die Rechtecke zur Untersumme sind hier blau und die zur
Obersumme sind rot eingezeichnet:
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Dabei legen wir fest, dass Flichen die
unterhalb der x-Achse liegen, negativen
Flicheninhalt haben. Das stellt sich als
sehr praktisch heraus.
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Fiirjede Riemannsumme giltimmer Us(Z) < R¢(Z) < Of(Z).
Wird eine Zerlegung durch hinzufiigen von Punkten verfeinert,
so werden Obersummen kleiner und Untersummen gréfer. D.h.
bei diesem Prozess bilden die Untersummen eine nach oben be-
schrinkte wachsende Folge und die Obersummen eine nach unten
beschrinkte fallende Folge. Wir definieren also:

Definition 13.2. Es sei f : I — R beschrinkt. Das (Riemannsche)
Unterintegral von f tiber I ist

Zel

b
/f(x)dx = sup Us(Z)

und das (Riemannsche) Oberintrgral ist

b
/f(x)dx = inf Of(Z).

VASY 4

Die Funktion f heifdt Riemann integrierbar iiber I, wenn fﬂb f(x)dx =

fjb f(x)dx gilt und in diesem Fall ist

/bf(x)dx = /bf(x)dx = /bf(x)dx

das (Riemann-)Integral von f iiber I.

Beispiel. (a) Wir integrieren eine konstante Funktion f(x) = c.In
diesem Fall stimmen Ober- und Unterintegral fiir alle Zerle-
gungen tiberein, es gilt nimlich

U (Z) = O4(Z) = 2( _x)

=c-((x1—x0) +(x2—x1) + -+ (xp—1 — Xp—2) + (% —

c-(xp—x0) =c-(b—a).
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Es folgt also: Konstante Funktionen sind integrierbar mit

b

/Cdx:c-(b—a).

a

(b) Integrieren wirjetzt f(x) = x fiir die Zerlegung Z, = {0,1,2,... 1},
also x; = % Wir bekommen

T i)
i=0
n

— 1y 1n) 11
— n? — n? 2 -2 2n
i=0
und
n—1
Op(Zn) = 1 5 (55 =)
i=0
T n(n—1) 11 ,1_1,1
n
= 2 (i+1) ( +”):§—ﬂ+a:§+ﬂ
i=0
Es ergibt sich
Z)=1 infOf(Z) =1
supUr(Z) =, infOf(Z) = 3

und also ist f(x) = x integrierbar mit

. Auch diese Funkti-

1
/xdx: %
0 X #

1 —

(c) Istc € [a,b] und f(x

on ist integrierbar mit | f x)dx = 0, denn fiir jede Zerlegung
Z gilt

Uf(Z) =0< Of(Z) < ZF(Z)
und daher sind Ober- und Unterintegral beide Null.

Intervalladditivitit des Integrals

Satz 13.3. (a) Fiira < ¢ < b und f integrierbar auf [a, b] gilt

/bf(x)dx:/cf(x)dx+/bf(x)dx

(b) Fiir integrierbare Funktionen f und g und Skalar « ist auch f + ag

integrierbar und es gilt Linearitit des Integrals

b

/b(f(x) +ag(x))dx = /f(x)dx+o¢/bg(x)dx

a
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(c) Gilt f(x) > O fiir alle x € [a,b] fiir interierbares f, so gilt auch
b
J f(x)dx > 0.

(d) Fiir auf I = [a, b] integrierbares f gelten die Abschitzungen

b
ng@ﬁ-w—u>s/fqus(igﬂm>-w—@

und

b b
Mﬂmms/mmmswam>w—w

xel

Die Intervalladditivitit gilt fiir beliebige a, b, c wenn wir fiir
a < b festlegen

/af(x)dx = —/bf(x)dx, /uf(x)dxzo_
b a a

Satz 13.4. Ist f : [ — IR beschrinkt, so gilt

f monoton = f integrierbar, und
f stetig = f integrierbar.

Schauen wir uns noch einmal die Definition von Ober- und
Unterintegral an, so stellen wir fest: Eine integrierbare Funktion
kann man an endlich vielen Punkten beliebig umdefinieren und
sie bleibt integrierbar und der Wert des Integrals dndert sich nicht.
Insbesondere sind auch stiickweise stetige Funktionen integrier-
bar.

Die Berechnung von Integralen mit Hilfe von Ober- und Unter-
integral ist aufwindig. Einfacher ist es dank des folgenden Satzes:

Satz 13.5 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Es
sei f : I — R stetig. Dann gelten:

X
(a) Ist F(x) := [ f(t)dt, soist F differenzierbar mit F' = f.
a

b
(b) Ist F eine Funktion mit F' = f, so gilt [ f(x)dx = F(b) — F(a).

Definition 13.6. Eine Funktion F heifdt Stammfunktion von f, wen
F' = f gilt.

Sind F; und F, Stammfunktionen von f, so gilt (F; — )’ =
F| — F} = f — f = 0 daher gilt nach den Mittelwertsitzen, dass
F; — F, = const. Wir sehen: Zwei Stammfunktionen unterschei-
den sich hochstens um eine additive Konstante.
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Positivitit des Integrals

Standardabschitzung fiir Integrale

Ist F eine Stammfunktion von f, so ist
auch jedes F + ¢, ¢ € R eine Stamm-
funktion von f. Es ergibt daher keinen
Sinn von ,,der Stammfunktion von f“
zu sprechen, das es immer unendlich
viele gibt.
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Hier eine Skizze des Beweises des Hauptsatzes:
Zu (a): Es sei h # 0 und x so, dass x und x + h beide in I
liegen. Wir zeigen, dass F/ = f gilt:

x+h x
B (PG4 = F() = 0l = | [ fde = [ foyae—n- £
;Lh {;rh

=4l [ fwar— [ e

x+h

=l [ £ = feat

x+h

il RUORSIOILY

X

IN

IN

Byl = x| sup {If() = F(¥)| [ x £ < x ).

Man kann zeigen, dass der letzte Ausdruck fiir i — O fiir stetige
Funktionen f : I — R gegen Null geht.

Zu (b): Ist F eine beliebige Stammfunktion von £, so gilt nach
X

(@) F(x) = [ f(t)dt + cfiir ein c. Also ist
a

F(b) — F(a) = /ahf(t)dtJrc— (‘/u.af(t)dtJrc) - /u.bf(t)dt.
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14 Integrationsregeln

Nach dem Hauptsatz kann man Integrale bestimmen, indem man
Stammfunktionen findet. Das ist in einigen Fillen einfach, wenn
man die grundlegenden Ableitung im Kopf hat. Ist f(x) = x", so
ist zum Beispiel F(x) = n%rlx”“ eine Stammfunktion. Man kann
jede Tabelle fiir Ableitungen umgekehrt als Tabelle fiir Stamm-
funktionen lesen. Im Allgemeinen ist es jedoch nicht einfach (und
im iibrigen auch nicht immer méglich), Stammfunktionen explizit
zu bestimmen.

Es gibt ein paar Regeln, die dabei helfen. Fiir diese Regeln
ist es praktisch wenn man die (etwas ungenaue) Notation des
unbestimmten Integrals einfithrt: Zu einer Funktion f bezeichnet
man mit [ f (oder | f(x)dx eine beliebige Stammfunktion von f.
Das ist natiirlich problematisch, da es ja immer unendlich viele
Stammfunktionen gibt, so dass man oft eine Integrationskonstante
mitfithrt und z.B, schreibt

/x2 = 1x® + C oder auch /e’”‘dx =Ll 4 C.
Kommen wir zu erst zur Regel der partiellen Integration (wel-
che direkt aus der Produktregel fiir Ableitungen folgt):

Satz 14.1 (Partielle Integration). Sind u,v : [a,b] — R zwei C!-
Funktionen, so gilt

b
/ u(x)o' (x)dx = u(x)ov(x)

a

b

— /ab u'(x)v(x)dx.

X=a

Beweis. Die Produktregel lautet
(u-v) =u -vo+u-v.

Das bedeutet aber, dass ¢ = u - v eine Stammfunktion von u" - v —

u - v ist. Daher gilt

/ " (x)o(x) — u(x)o! (x)dx = g(b) — gla) = u(x)o(x)

Mit unbestimmten Integralen geschrieben lautet die Regel der
partiellen Integration

/uv’ :uv—/u’v.

Beispiel. (a) Wir wollen eine Stammfunktion von f(x) = xe* be-
stimmen. Wir setzen u(x) = x und ¢'(x) = ¢*. Dann gilt
#'(x) = 1 und wir nehmen als eine Stammfunktion von v’ die
Funktion v(x) = e*. Damit haben wir

/xexdx = /u(x)v’(x)dx
= u(x)o(x) — /u’(x)v(x)dx
:xex—/l-exdx:xex—ex—i—C: (x—1)e* 4+ C.
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(b) Fiireine Stammfunktion von f(x) = sin(x)? setzen wiru(x) =
v'(x) = sin(x) und nehmen u'(x) = cos(x) und v(x) =
— cos(x). Damit ergibt sich

/sin(x)zdx = /u(x)v’(x)dx
= sin(x) - (— cos(x)) — /cos(x) - (— cos(x))dx
= —sin(x) cos(x) + /cos(x)zdx.

Es gilt sin® + cos? = 1 und daher cos(x)? = 1 — sin(x)?2. Da-
mit bekommen wir

/sin(x)zdx = —sin(x) cos(x) + / 1 — sin(x)2dx
und formen um zu
Z/Sin(x)zdx = —sin(x) cos(x) /ldx
= —sin(x) cos(x) +x+C

und es folgt

/sin(x)zdx = 1 (x —sin(x) cos(x)) + C.

Auch zur Kettenregel fiir Ableitungen gibt es eine Integrati-
onsregel:

Satz 14.2 (Subsitutionsregel). Es sei h : [a,b] — |[c,d] eine C-
Funktion und f : [c,d] — R stetig. Dann gilt

b h(b)
[, fm @ae= | 7 fxydx

Beweis. Es sei F eine Stammfunktion von f. Dann ist das Integral
t=b
auf der rechten Seite gleich F(h(b)) — F(h(a)) = (F o h)(x)‘

und da (Foh)'(t) = (F'oh)(t)-W(t) = f(h(t))W(t) gilt, folg’z
die Aussage aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung. t

Mit unbestimmten Integralen wird die Regel geschrieben als

Hier ein Beispiel, wie man die Substitutionsregel in der Praxis
anwendet, wenn man erkennt, dass der Integrand eine passende
Form hat:
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Ob wir nun +C oder +C/2 schreiben
spielt keine Rolle.
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Beispiel. Wir betrachten dass Integral | ub t cos(t? 4+ 1)dx. Mit f(x) =
cos(x)und h(t) = t>+ 1 bekommenwirt cos(t2+ 1) = 31 (t)f (h(t))
und daher ist

b h(b) B+1
/ tcos(t? +1)dt = %/ f(x)dx = %/ cos(x)dx
a h(a) a

241
= L(sin(b* + 1) —sin(a® + 1)).

Hiufiger benutzt man die Substitutionsregel etwas anders: Um

ein Integral [ Cd f(x)dx zu berechnen, substituiert man x = h(t)
mit stetig differenzierbarem /. Man bestimmt a und b so, dass

h(a) = cund h(b) = d und bekommt dann

d b
[ fedx = [ fn(epw (pa

und wenn man ein gutes & gewihlt hat, kann es sein, dass man
das Integral auf der rechten Seite einfach bestimmen kann. Fiir =~ Man kann sich dieses Vorgehen mer-

unbestimmte Integrale ist das Vorgehen im Wesentlichen das ken, indem man x = h(t) setzt und
leich formal differenziert um dx = I’ (t)ds
gleiche:

zu bekommen.

Beispiel. Wir betrachten das Integral [ eV¥dx. Wir subsituieren
t = \/x, d.h. wir haben h(t) = t> = x. Damit ist formal dx = 2tdt

und es gilt
/eﬁdx:/et-tht:Z/tet =2(t—1)e' +C
Um jetzt die Stammfunktion in x auszudriicken machen wir die Eine Stammfuntktion von fe’ hatten wir

schon mit Hilfe der partiellen Integrati-

Riicksubstitution t = y/x und bekommen on bestimm.

/eﬁdx =2(y/x—1)eV*+C.

Oft ist eine gute Substitution nicht einfach zu finden und auch
nicht offensichtlich:

Beispiel. Im Integral [* /1 — (%)de substituieren wir x = a cos(t).

Esist dx = —asin(t)dt und die Umrechnung der Grenzen ergibt:
x=a << t=0
X=-—a <— t=T.
Also ist (wegen 1 — cos(t)? = sin(t)?)

0
/ 1— (¥)%dx = —/ 1— cos(t)? (asin())dt

7T
7T

= a/sin(t)zdt.
0
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Vonsin(t)? haben wir schon eine Stammfunktion 1 ( — sin(t) cos(t))

bestimmt. Wir bekommen also

a

/ 1— (%)zdx = §(t —sin(t) cos(t))

T

t=0

= 5 [(r — sin(7r) cos(7r) — (0 — sin(0) cos(0))]

Bei der Berechnung muss man aufpassen, dass man beim rein
formalen Rechnen keine Fehler macht:

Beispiel. Dalog’(x) = 1/x gilt, folgt fiira, b > 0 gilt

b 1 b
/a 2dx = log(x)

Auferdem gilt fiir x < 0 und f(x) = log(—x), f’(x) = 1 und
daher gilt fiir a, b < 0, dass fab %dx = log(—x)|%_,. Anders ausge-
driickt: log(|x|) eine Stammfunktion von 1/x auf R \ {0}.

Achtung: Integrale der Form | }1 1dx sind nicht erklirt, da der
Integrand nicht beschrinkt ist. (Formales rechnen mit der Stamm-

X=a

funktion fiihrt auf das sinnlose Ergebnis fil 1dx = log(1) —
log(1) =0.)
Satz 14.3 (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Es sei [ = [a, D]

und ¢ : I — [0, oo[ Riemann-integrierbar. Dann gilt: Fiir jede stetige
Funktion f : I — R gibtesein ¢ € I, so dass gilt

b b
| Fo@dx = £@) [ px)ax.

Beweis.
Wir setzen

M :=sup f(x), m:=inf f(x).

xel xel

Dann gilt m¢ < ¢f < Mg und es folgt

m/ab @(x)dx < /ab p(x)f(x)dx < M/ab @(x)dx.

Daher gibt es ein u € [m, M] mit

[ ot seiar=p [ g

SchliefSlich garantiert der Zwischenwertsatz (Satz 6.4) die Existenz
eines ¢ mit (&) = . O
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Mit Hilfe des letzten Beispiels und ele-
mentaren Abschitzungen kénnen wir
die unbedeutende, aber iiberraschende
Ungleichung

t < e
zeigen: Fiira > 0 gilt log(a) — 1 =
fﬂ %dx und da x — 1/x strikt fallend

e
ist, gilt fiira > e immer

a
log(a)flz/ lix<la—e)=12-1,

e

siehe folgende Grafik:

1/e

T
e a

Multiplikation mit e und anwenden von
exp zeigt a® < e’ fiira > e.

Im Spezialfall ¢(x) = 1 gibt es also ein
¢ € I,so dass

[ fex = f@) 0 )

Das bedeutet, dass die Fliche unter
dem Graphen gleich der Fliche des
Rechtecks mit den Seitenlangen b — a

und f(&) ist:

f(©) Jé

g
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15 Kurvenintegrale

Schauen wir uns jetzt an, wie Integrale von Kurven ¢ : [a,b] — R"
definiert werden kénnen. Dabei nennen wir eine Kurve geschlossen,
wenn c(a) = c(b) gilt, also wenn ihr Anfangspunkt c(a) gleich
ihrem Endpunkt ¢(b) ist.

Beispiel. 1. Wir kennen schon den Finheitskreis ¢ : [0,271] — RR?,

Lo [ cos(t)
() = (sin(t).)
2. Die Abbildung ¢: R — R?,

2t = (rt —a sin(t))

r —acos(t)

mit a > 0 heifdt Zykloide. Hier einige Plots davon fiirr = 1
und verschiedene Werte von a:

Es gilt

(1) = (r—acos(t)) .

asin(t)

Wir sehen, dass fiir ¥ = a und t = 27tk (k € Z) & (t) = 0 gilt.
Das sind genau die Stellen mit den Knicken in der Kurve.

3. Firr,h > Qist
r cos(27tt)

c(t) = | rsin(2mt)
ht

eine Schraubenlinie mit Radius r und ,,Gangh6he® h.

e
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Definition 15.1. Wir nennen eine Kurve ¢ : [a,b] — R” glatt, wenn
fiir alle t € [a,b] gilt ' (¢) # 0.

Wir konnen die Linge einer Kurve mit einem Integral definie-
ren. Dazu approximieren wir die Kurve durch Polygonziige: Zu
einer Zerlegung Z = {a =ty < t; < --- < t,, = b} ist

Z 1€t 1) — €t [l

die Linge des Polygonzuges der Kurve ¢ zu Z.

c(t1)

c(t2)

C(tq)

Definition 15.2. Ist die Menge {Lz(Z) | Z € Z([a, b]) } nach oben
beschrinkt, so heifit ¢ rektifizierbar und die Linge (auch Bogenlinge)
von C ist definiert durch

L(@) = sup{Le(Z) | Z € Z([a, b))} .

Satz 15.3. Jede C'-Kurve C ist rektifizierbar und es gilt

b
— [1E®)]dt:

Beweisskizze: Wir betrachten eine Zerlegung Z und schreiben

[lc( Bl
Z ’“ 2(fj+1 —t).

tir1— f

Mit dem Mittelwertsatz bekommen wir ein {; € [tj, t;11] mit

und wir erkennen eine Riemann-Summe fiir das gesuchte In-
tegral!

Wir konnen eine Kurve ,,umparametrisieren®, ohne ihre Form
zu indern: Ein Parameterwechsel der Kurve ¢ : [a,b] — R" ist
eine bijektive, wachsende Abbildung & : [«, B] — [a, ] und die
umparameterisierte Kurve ist co i : [a, ] — R™.

Satz 15.4. Fiir eine C'-Kurve € und einen C' Parameterwechsel gilt
L(¢) = L(Coh).

Beweis.
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Die Zykloide ist fiir a = 1 nicht glatt
(obwohl ¢ differenzierbar ist), denn es
ergeben sich an den Stellen mit¢'(t) =
0 Knicke.
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Wegen (Coh) (1) = & (h(7))H (1) gilt
| (n(x))W () 2T = /Hc o)) oK (7)de

1 (£) 2t = L(©).

Definition 15.5. Fiir eine C'-Kurve ¢ : [a,b] — R" heifSt

1@l

die Bogenldngenfunktion von C.

Beispiel. Wir berechnen die Linge einer Schraubenlinie mit Radius
r und Ganghohe h. Hierist &(t) = (rcos(27tt), rsin(27t), ht)T. Es
gilt ¢ (t) = (—r2msin(27t), r2w cos(27tt), h)T und daher ist

I (1))l = \/r2(27)2 sin(27t 2 + 12(27)2 cos (2t 2 + 12 =\ (27r)? 4 12,

Die Bogenlingenfunktion ist also

_ /Ot||5’(t)||2dt = /O't V@) 42t = |/ (2rr)2 4 12t

und daher ist die Linge einer Umdrehung S(1) = /1% + h2.

Kommen wir jetzt zum Kurvenintegral 1. Art. Dieses ist fiir
Skalarfelder s : R” — R definiert, welche wir ,,entlang der Kurve“
integrieren wollen. Schauen wir uns noch einmal die Definition
der Linge einer Kurve mit Hilfe von Polgonziigen an, und ge-
wichten dabei den Abschnitt von c{(t;) bis c(t;,1) mit s(c(t;), so
bekommen wir die Summe

m—1

Y @) letien) — &)l

j=0

Wie schon bei der Bogenlinge ist dies eine Riemann-Summe und
zwar flir das Integral

b
JECOILOEY

Daher definieren wir:
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Definition 15.6 (Kurvenintegral 1. Art). Sei D C R”, f: D — R
stetigund ¢ : [a,b] — D eine stiickweise C!-Kurve. Dann ist das
Kurvenintegral 1. Art von f lings ¢

b
[f@ds = [ FED) I ®)]aat

Wollen wir ein Vektorfeld f : R" — IR” entlang einer Kurve
¢ integrieren, so suchen wir den ,Anteil von f(¢(t)) in Richtung
&(t)“. Wir miissen also das Feld f in Richtung der Kurve projizie-
ren. Betrachten wir folgende Situation:

ﬂﬁ
X

Aus der Definition des Skalarproduktes wissen wir

Y
<

(i£,9) = [|i]2]|9]|2 cos(£ (1, 7).
In der Zeichnung gilt daher

cos(£(i1,7)) = H'}

N

Da X in Richtung von 7 zeigt, folgt

N

X = [|x|

S

[2°

Es folgt also, dass

(if, 122) = |lif]}2 cos(£ (i1, 5))

die (vorzeichenbehaftete) Linge der Projektion von i auf 7 ist.
Fiir die ,, Arbeit” miissen wir also f(C(t;)) auf die Richtung ¢’ (¢;)
projizieren.

Definition 15.7 (Kurvenintegral 2. Art). Sei D C R”, f: D — R”

ein stetiges Vektorfeld und ¢ : [a,b] — RR" eine stiickweise C!-
Kurve. Dann ist das Kurvenintegral 2. Art definiert durch

/Eﬂf) -dX = /;(f(é’(t)),a’(t»dt

Ist die Kurve ¢ geschlossen, so schreibt man auch

fg F(7) - dx.
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Das Kurvenintegral erster Art wiirde
man z.B. einsetzen, wenn man die Ge-
samtmasse eines Drahtes bestimmt:
ist ¢(¢) der gebogene Draht und s(X)
die Massendichte am Punkt ¥, so ent-
spricht das Kurvenintegral 1. Art der Ge-
samtmasse.

Stellen Sie sich dafiir vor, dass eine Mas-
sen entlang einer Kraftfeldes bewegt
werden soll. Die Arbeit, die dafiir ver-
richtet werden muss ist ,Kraft x Weg*,
wobei aber nurdie Kraft in Richtung des
Wegen zahlt.

Ist ¢ glatt, kann man das Kurveninte-
gral 2. Art als eins 1. Art schreiben: Mit
dem Tangenteneinheitsvektor T'(t) :=
(/1€ ()2 gitt

- b
L@ -az = (@), @)
= [ Few), T I @l
:é@ﬂ@
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= (%O)T und die Kurve () =
(rcos(t),1+rsin(t))T mit0 < t < 27 Esistd (t) = (—rsin(t),rcos(t))”
und also

_ /02n<<1 +Vgin(t)), (—rz(s)lsrzg))dt
_ /02”(4 sin(t) — r? sin(t)2dt
21

= |rcos(t) — é(t — sin(t) cos(t) = — 2.
t=0
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16 Potentialtheorie

Definition 16.1 (Wirbelfreiheit, Wegunabhingigkeit). Es sei D C
IR” offen. Ein stetiges Vektorfeld f : D — R" heif3t wirbelfrei, wenn
jedes geschlossene Kurvenintegral 2. Art iiber f Null ist, d.h., wenn
fiir jede geschlossene stiickweise C!-Kurve ¢ gilt §. f(®)dx = 0.

Wir sagen, dass ein Kurvenintegral 2. Art wequnabhdngig ist,
wenn fiir je zwei stiickweise C!-Kurven ¢, : [a,b] — R" mit
gleichen Anfangs- und Endpunkten (d.h. mit ¢; (a) = ¢2(a) und
& (b) = (b)) gilt

ﬁf(f)-df: [ F(®)-dx.
C1 Cy
Es gilt:
f wirbelfrei <= Alle Integrale ﬂ f(%)dx sind wegunabhingig,

Dies sieht man wie folgt ein: Ist f wirbelfrei und sind ¢; und
Co zwei Wege mit gleichem Anfangs- und Endpunkt, so ist
der Weg ¢, welcher erst ¢; vorwirts und dann ¢, rlickwirts
durchliuft ein geschlossener Weg. Daher gilt

O—ff(f)-df—/f(f)-da‘c’—/f(f)-df.

Umgekehrt hat ein geschlossener Weg die gleichen Anfangs-
und Endpunkte wie ein Weg, der sich gar nicht bewegt und hat
daher das Integral 0.

Untersuchen wir nun, welche Vektorfelder wegunabhingige Inte-
grale haben.

Definition 16.2 (Zusammenhingende Mengen). Eine Teilmenge
D C R" heifdt zusammenhdngend, wenn es zu je zwei Punkten
X,ij € D eine stiickweise C!-Kurve ¢ : [a,b] — D gibt, mit ¢(a) =
X und c(b) = v.

Eine offene und zusammengingende Menge nennt man Gebiet.

Die orangene Menge auf der linken Seite ist zusammenhin-
gend, die braune Menge auf der rechten Seite nicht

A

/|

\ £

| /]

/ |

Vs / |
AN N4

—

Definition 16.3 (Gradientenfeld, Potential). Es sei D C R" ein
Gebietund f : D — R" ein stetiges Vektorfeld. Wir sagen, dass f
ein Gradientenfeld ist, wenn es ein C!-Skalarfeld ¢ : D — R gibt, so
dass f(X) = V() gilt. In diesem Fall nennen wir ¢ ein Potential
von f.
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Potentiale sind nur bis auf additive Kon-
stanten bestimmt.
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Satz 16.4 (Hauptsatz fiir Kurvenintegrale). Essei D C R" ein Gebiet

und f ein stetiges Vektorfeld auf D.

(a) Hat f ein Potential ¢, so gilt fiir alle stiickweise C'-Kurven ¢ :
[a,b] = D

[F @)z = p((®) - p(e(a)
und insbsondere sind die Kurvenintegrale wequnabhdingig.

(b) Ist f wirbelfrei, so existiert ein Potential ¢ von f . Man bekommt ein
solches Potential indem man Xy € D wdhlt und definiert

o= [ Fdy
ot
wobei Cy, ¢ eine stiickweise C!-Kurve ist, welche Xy und X verbindet.

Beweis.
Zu (a): Es gilt

Zu (b): Ist f wirbelfrei, so sind Integrale wegunabhiingig (und daher
ist die Definition von ¢ iiberhaupt sinnvoll. Um den Gradienten
von diesem ¢ zu berechnen, definieren wir die gerade Verbin-

dungsstrecke von ¥ und ¥ 4 th durch &(t) = ¥ + thmit T € [0,
mit &'(7) = h. Damit ist

und daraus folgt f(¥) = V(). O

Wir wissen schon, dass fiir jedes Skalarfeld ¢ (in 2 und 3 Di-
mensionen) immer rot(V¢) = 0 (bzw. 0) gilt. Wir folgern:

f hat ein Potential = f = V¢ fiir ein ¢
— rot f = rot(V¢) = 0 bzw 0.
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Die Wirbelfreiheit rot f = 0 ist also ein notwendige ,Integrabili-
titsbedingung" fiir die Existenz eines Potentials.

Beispiel. Wir versuchen herauszufinden, ob
2xy +2°

x? +3z
3xz%? + 3y

flx,y,2) =

ein Potential hat. Untersuchen wir zuerst die notwendige Bedin-
gung rot f = 0. Es gilt

- 3-3 0
I _

% af3 (x,y,z) = [322-322| = [0
92 _ % 2x —2x 0
ox ay

Es steht der Existenz eines Potentials, also einer Funktion ¢ mit
f = Vg, nichts entgegen. Dieses ¢ muss erfiillen:

? ? ?
L =rf, (p_fzf 2= fi

Die erste Gleichung ist g—f = 2xy + z°. Integrieren wir dies beziig-
lich der Variable x, so bekommen wir

o(x,y,2) = P’y +x2° + c(y, 2). (*)

Beachte, dass die Integrationskonstante hier immer noch von y
und z abhingen darf.

Die zweite Gleichung ist 3—3 = x2 + 3z. Unsere Erkenntnis von

oben aus (*) gibt uns den Vergleich
%—(”(x y,z) = x>+ 0+ ay(y, z) = 22 + 3z.

Dies gibt uns £ (y, ) = 3z. Integrieren wir dies nach y, so bekom-

men wir

c(y,z) =3yz+d(z)

mit einer Integrationskonstanten, welche immer noch von z ab-
hingt. Wir wissen also jetzt

¢(x,y,z) = x*y + x2° + 3yz + d(2) (**)
Schauen wir in die dritte Zeile und bekommen
39 (x,y,z) = 3x2% 4+ 3y + d'(z) = 3x2% + 3y.
Wir schlieflen, dass d(z) = const. geht und daher ist
¢(x,y,z) = x*y + x2° +3yz + ¢

fiir jedes ¢ ein Potential fiir f ist.
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Was im allgemelnen nicht gilt ist die

Implikation rotf = 0 = f
ist wirbelfrei. Ein Gegenbeispiel gibt
Fay) = @+ -y 2.
Hier gilt rotf = 0—-0 = 0.
Fiir den geschlossenen Weg ¢(t) =
(cos(t),sin(t))T (0 < t < 27) gilt
aber §. f(¥) - d¥ = 27 # 0. Das Pro-
blem hier ist, dass der Definitionsbe-
reich von ]?ein »Loch® hat (er ist nam-
lichIR?\ {0})und der Weg liuft einmal
um dieses Loch herum.
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Da dieses f ein Potential hat, sind Kurvenintegrale sehr einfach
bestimmen. Ist f z.B. das elektrische Feld und ¢ das zugehorige
Potential, so ist die Spannung zwischen zwei Punkte

1 3
p=[1], o= 5
2 -2

das Kurvenintegral tiber eine beliebige Kurve ¢ von Q nach P und
nach dem Hauptsatz fiir Kurvenintegrale gilt

[F@)d% = 9(Q) — 9(P)

=32.54+3-(-22+3-5-(—2)—(1-1+1-22+3-1-2)
— 45— 24 —30 — 15 = —24.

Beispiel. In 2D ist die Integrabilititsbedingung rot f = 0 sehr

einfach einzusehen. Gibt es ein Potential ¢, so gilt g—f = f; und

3—5 = f». Es gilt dann also nach dem Satz von Schwarz iiber die

Vertauschbarkeit von zweiten Ableitungen

oh o _ Pe _ P _

ox ay X0y yox

Q|

Betrachten wir fiir D = IR? \ {6} das Vektorfeld

flxy) = <_xy> :

Wir haben schon einmal berechnet, dass gilt rot f(x,y) = 2 und
daher ist das Feld nicht wirbelfrei und es gibt auch kein Potential.
Dies sieht man auch daran, dass Integrale im Allgemeinen nicht
wegunabhingig sind. Dazu betrachten wir zwei Wege, die von
(1,0)" nach (—1,0)T verlaufen, nimlich ¢}, & : [0, 1] — R?,

= (0), s - (<0).

Es gilt
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Es folgt also

»
=
)
—
~~
N—
N
+
(@)
o
»
—
~~
N—
N
Q.
—
Il
|

Ebenso hitten wir auch den geschlossenen Weg ¢ : [0,271] —
IR?, &(t) = (cos(t),sin(t))T betrachten kénnen, der einmal links
entlang des Einheitskreises um den Ursprung herumliuft und
konnten ausrechnen, dass

f vy = 2n

gilt.
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17 Bereichsintegrale

Jetzt betrachten wir Integrale von Skalarfeldern f : R" — R iiber
Teilmengen D C R”, d.h. wir wollen Integrale Jp f(X)dX erkliren.
Wihrend fiir D C R das Integral [, f(x)dx die (51gn1erte) Fliche
unter dem Graphen ist, sollte fir D C IR2 sich ein Volumen fiir
ein Integral der Form [, f(¥)dX ergeben.Man kann das entspre-
chende n + 1- dlmensmnale Volumen genau so wie im eindimen-
sionalen Fall per Unter- und Obersummen von Riemannsummen
beziiglich Rechtecken (und nicht Intervallen) definieren.

Wir schreiben fiir das Integral von f : D — R tiber D C R”

als
/D F(7)d7

Das n-dimensionale Volumen eines D C R" wird mit vol(D)
bezeichnet und wird als Integral der konstanten Funktion f =1
iiber D definiert:

vol(D / 1dx.

Im Allgemeinen gilt immer folgende Abschitzung:

| [, f(2)d¥] < sup {|f(%)[} vol(D).

xeD

Eine grundlegende Technik zur Berechnung von mehrdimen-
sionalen Integralen iiber Rechtecke gibt der folgende Satz:

Satz 17.1 (Satz von Fubini). Es sei D = [ay, b1] X [a2, ba] C R? ein
Rechteck f : D — R integrierbar. Existieren die beiden Integrale

by by
= [flepdy, Gw)= [ fxy)dx

dann gilt

/f}? ://fxydydx—//fxydxdy

a; ap az ay
Beispiel. Es sei D :=[0,1] x [0,2], f(x,y) := 2 — xy. Dann ist

1

2
2
/(2 — xy)dydx = / [2y — %xyz}yzo dx
0 0

1

(4 —2x)dx = [4x — x?] =0

=4-1=3.
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Anders herum ergibt sich

Analog kann man n-dimensionale Integrale {iber n-dimensionale
Quader durch n-faches Ausrechnen eindimensionaler berechnen.

Oft will man iiber Gebiete integrieren, die keine Quader sind,
sondern welche krummlinig berandet sind. Fiir bestimmte Gebie-
te ldsst sich immer noch eine dhnliche Technik wie im Satz von
Fubini anwenden.

Definition 17.2. (a) D C R? heifit Normalbereich, falls sich D in
der Form

D={(xy)la<x<b gx) <y <h(x)}

oder

D={(xy)|a<y<b §y) <x<hy)}

mit stetigen Funktionen g, /i, g,fz darstellen lisst.

(b) Entsprechend ist D C IR® ein Normalbereich, falls eine Darstel-
lung der Form

D = {(x1,x2,x3) | a < x; < b, g(x;) < x; < h(x;), u(xy, xj) < xp < v, xp) },

gilt, wobei (i, j, k) eine Permutationvon (1,2,3) istund g, 1, u, v
stetig sind.

(c) D C R heifit projizierbar in Richtung x; (i € {1,...,n}) falls
es eine Menge B C R"~! und stetige Funktionen u, v gibt, so

dass
S - T - -
D = {x eER" | = (x1,...,%Xi-1,Xi41,---,%n)" €B, u(yy) <x; < v(y)}.
X2 X
h R
Mengen, die keine Normalbereiche
_ . sind, kénnen oft in Normalbereiche zer-
| g h legt werden:
| : C N
| |
! g
a b M X1 D,
Dy

Version vom 2. September 2022 | SoSe 2022 79




22.00.2022, VL 17-3

Satz 17.3. Ist f stetig auf dem Normalbereich

D={(xy)|a<x<b g(x) <y <h(x)},

so gilt
b h(x)
/ F(R)dR = / / F(x,y)dydx.
D a g(x)

Fiir projizierbare Mengen in héheren Dimensionen gelten
analoge Formeln:

o(¥)
[r@az= [ [ f@)dxdy
D B u(y)

Beispiel. Wir betrachten einen Normalbereich, der von zwei Para-
beln begrenzt wird:

D = {(x,y) | -1<x<1, x2§y§2—x2}.
Wir integrieren die Funktion f(x,y) = x + 2y:

1 2—x2

/f(x,y)da?:/ /(x—l—Zy)dydx
D

x2

[y +y2) T dx

(—2x° — 4x? 4 2x + 4)dx

-1
1
/
-1
= /1(x(2 — )+ (2—-xH)? — 2% —xHdx
E
/
-1

1
_ (14 43, .2 _ 16
= [—zx —3x +x —|—4x} =3

x=-1
Wir berechnen das Volumen eines Rotationsparaboloids:
Beispiel. Wir betrachten das Volumen

V={(xyz) \x2+y2 <1, x¥+y*<z<1}.
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Fiir das Volumen integrieren wir die 1 tiber V:

vol(V) = /1df
14
1 Vi-az 1
:/ / / 1dzdydx
-1 _ A2 24P
1—x2
= / (1—x*—y*)dydx
-V1-22

W
v =y = 3], e dx

Viee
= [ [A=x)y— 3] ,_ jiwdx

—_
|
=

(

/N

HVI- 2~ 41— (1 - )T -2 - (1 - ) dx

LK\NSH Lk\\\H LK\NSH LK\\\H Lk\‘xH Lk\\\H

(2(1 — X2 2(1 - x2)3/2) dx

(1- x2)3/2dx

QI

1

=1 [x\/ 1—x2(5—2x%) + 3arcsin(x)} =z

x=-—1

(wobei wir das letzte Integral mit WolframAlpha bestimmt haben).

Die Substitutionsregel fiir Bereichsintegrale heif$t , Transfor-
mationssatz”: Dieser Satz beruht darauf, wie sich das Volumen des
Einheitsquadrats unter einer linearen Abbildung verindert. Wir
betrachten nur den zweidimensionalen Fall. Hier ist eine linea-
re Abbildung beschrieben durch eine Matrix deren Spalten zwei
Vektoren im R? sind

(o)
a2

A= <a11 1112>’
a1 A4 au)
a2
Das Einheitsquadrat Q = {(x,y) | 0 < x,y < 1} wird durch A auf

des Parallelogramm abgebildet, welches durch die Spaltenvektoren
von A aufgespannt wird:
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)
a1

A, A(Q)
Q ain

ax

Das Volumen dieses Parallelogramms ist genau die Determinante
der Matrix A, nimlich

VOI(A(Q)) = det(A) = d11dp2 — A12421.

Die Determinante gibt also an, wie viel eine Fliche durch Ab-
bildung mit A skaliert wird. Die Determinante gibt es auch fiir
allgemeine n x n-Matrizen und wird genauer in der Vorlesung
iiber lineare Algebra behandelt. Wir formulieren die Transforma-
tiosnformel in n Dimensionen.

Satz 17.4. Esseil C R" und ® : U — R" eine C!-Abbildung und
D C U kompakt, so dass P das Innere von D bijektiv auf das Bild (D)
abbildet. Dann gilt fiir jedes stetige f : ®(D) — R

[ ez - /D F(®(iF))|det DD(i)|dit.
E)iD)

Wir illustrieren den Satz am Beispiel von zweidimensionalen
Polarkoordinaten:

Beispiel. Wir betrachten folgenden Abbildung: Fiir if = <(rp> sei

o= ()

Diese Abbildung bildet das Rechteck D = [0, R] x [0, 27t] bijektiv
auf Br(0) (den Kreis um den Ursprung mit Radius R) ab. Die
Jacobi-Matrix von P ist

ost0 - (35 )

und ihre Determinante ist
det(D@(ﬁ)) = rcos.(go)2 + rsin(q))2 =r.

Daher kénnen wir Integrale iiber den Kreis Bz (0) = ®(D) wie
folgt ausrechnen:

27 R

/ f(ic’)dy_c’://f(rcos(go),rsin(qo))-r-drdq).
00
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18 Gekriimmte Flichen und deren Flicheninhal-
te

Kommen wir jetzt zu Integralen iiber gekriimmte Oberflichen.
Dafiir miissen wir (wie schon bei Kurven) zu erst kliren, was wir
unter einer (gekriitmmten) Fliche verstehen.

Definition 18.1. Es sei D C R? ein Gebiet und 7 : D — R eine
C!-Abbildung und wir schreiben fiir if € D: ¥ = p(if) € R>.
Sind die Vektoren

Das sind die Spalten der Jacobi-Matrix

op (=~ op /-
T;Z(u) und i(”) von .

fiir jedes X linear unabhingig (d.h. sie liegen nicht auf'einer Linie),
dann nennen wir die Menge

Fi— {p(i0) | 7 € D}
eine Fldche. Die Abbildung 7 ist eine Parametrisierung der Fliche F.
Beispiel. (a) Die Abbildung 7 : [0, 00[ x [0,271] — R?,

rcos(¢)

p(r, @) = | rsin(gp)
2

ist ein Rotationsparaboloid:

Die beiden Vektoren
. cos(¢) . —rsin(g)
¥ =sin(e) |, 5= rcos(p)
2r 0

sind wie gefordert linear unabhingig (und sind Tangentialvek-
toren an die Parameterlinien).

(b) Einen Kegel bekommen wir mit 7 : [0,00[ x [0,277] — R?
rcos(¢)

p(r,¢) = | rsin(e)
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Die Vektoren sind

cos(¢) —rsin(¢)
= |sin(p) |, 5= rcos(e)
1 0

S

und die Fliche ist

(c) Einen Zylinder mit Radius 2 > 0 bekommen wir mit 7 : R x
[0,277] — R?

acos(¢)
p(h, @) = asir;(qv)

Die beiden Vektoren sind

. 0 . —asin(¢)
=10, 5= acos(e)
1 0

(d) Jede skalare Funktion ¢ : D — R fiir ein D C IR? gibt iiber
U
plir) = | w2
¢ (i)
eine parametrisierte Fliche, nimlich den Graphen von ¢. Hier
fiir die Funktion ¢(u1, u2) = cos(7tuy) cos(7tuy):

Version vom 2. September 2022 | SoSe 2022 84



27.06.2022, VL 18-3

Die beiden Vektoren sind

1 0
9 _ 10 9 _ |1
au1 - 8<p 4 auz - aq)
ouy Juy

Definition 18.2. Die Ebene, die im Punkt Xy = p(ily) von den

Vektoren BBTPI (ifp) und %(ﬁo) aufgespannt wird ist

T, F = {¥ = Xo + A gL (ilo) + pal (o) | A, € R}

Bu1
heifdt Tangentialebene an die Fliche F = §(D) im Punkt Xo.

Fiir das Integral iiber eine Oberfliche ist es wichtig, zu wissen,
wie viel ein Flichenstiick in D durch die Abbildung p verzerrt
wird. Betrachten wir also ein kleines Rechteck in D, nimlich

R = [uf,u? + Aul] x [u, ud + Aud).

Es gilt
ﬁ Aul 4 B
e+ (501)) = P + b8 )+
- 0 _ o /-
P+ ( g ) = PO + SuB3E )+

Das heif$t, die Fliche von A = p(R) ist ungefihr die Fliche,
des Parallelograms, welches von den Vektoren Au?a‘%(ﬁo) und

Augaa—lfz (#lp) aufgespannt wird.

Lemma18.3. Esseiend, b € IR3. Dann ist die Fliche des Parallelograms
P welches durch @ und b aufgespannt wird (also das mit den Ecken
0,3, E, a-+ I;) gegeben durch

Fliche von P = ||d@ x B||2
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wobei
612b3 — a3b2
dxb:= | azby —a1bs
a1by — axby

das Kreuzprodukt von @ und b.

Mit diesem Lemma bekommen wir:
v 07 /— 07 /-
Fliche von A ~ Au?Au%Hﬁ(uo) X gus (o) ||2-

Anders ausgedriickt: Die Skalierung von Flicheninhalten durch

die Abbildung p entspricht genau dem Faktor || BaTi (idp) x % (#0)||2-

Wir definieren also:

—

Definition 18.4. Essei D C R%, j : D — R?® eine Parameter-
darstellung einer Fliche F und K C D kompakt. Dann ist der
Fliicheninhalt von p(K) gegeben durch

/do /uaul x 30 ()| 2da.

Beispiel. (a) Wir berechnen die Fliche des Zylindermantels mit
Hilfe der obigen Definition: Es

rcos(¢)
plo,h) = | rsin(p)
h

und wir brauchen den Defintionsbereich K = [0,27t] x [0, H]
fiir einen Zylinder der Hohe H. Die beiden Ableitungen von p
haben wir schon berechnet und es ist

o rcos(¢)
35 % a5 = | rsin(e)
0
und daher
132 % %)l = /r2cos(9)? + 2 sin(p)? = r.

Also ist die Oberfliche
2 H

/ do = / rdgdh = / / rdhdg = 27rH.
Zylinder K 00

(b) Fiir die Fliche, die durch den Graph einer Funktion ¢ : D — R
gegeben ist, ist 5(x,y) = (x,y, ¢(x,y))T und daher

_9%

- " 9
B _ | _dp
ox dy — | T oy
1
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und

F _ op AL A
12 =1+ (%) + (3)”
Daher ist die Oberfliche von p(K)

/ do = / \/1 + (%)2—1- (g—ﬁ)zdxdy.
p(K) K
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19 Oberflichenintegrale 1. und 2. Art

Wie fiir Kurven, gibt es auch fiir Flichen in 3D zwei Arten von
Integralen: Bei Integralen ersten Art wird ein Skalarfeld tiber die
Fliche integriert, bei Integralen zweiter Art wird ein Vektorfeld

integriert.

Definition 19.1. Es sei ¥ = 7(if) eine C!-Parametrisierung einer

Fliche F = p(K) (K C D C R? kompakt, D Gebiet).
(a) Ist f : F — R stetig, so heifSt

/? do—/f 70 () x G () |od

das Oberflachenintegral erster Art.

(b) Ist f : F — IR ein stetiges Vektorfeld, so heifit
—» —» oo aH — 3# — —
/fx 4o = [(F(p(), 31 () x 32 (7)) di
K

das Oberflichenintegral zweiter Art.
Dazu ein paar Bemerkungen:

1. Der Vektor

p p
auy () X gy (i)

steht senkrecht auf der Oberfliche und kodiert gleichzeitig
die lokale Flichenverzerrung iiber seine Linge. Der soge-

nannte Normaleneinheitsvektor ist
B O [
ﬁ(”) X m(“)

~ o o7 :
I3 (i) X g (i) ||2

iA(x) = 7(p(i)) :

Er ist nur bis auf das Vorzeichen bestimmt. (Vertauscht man

z.B. u; und u; so bekommt man den Vektor —7(X).)

2. Mit Hilfe der Normaleneinheitsvektors ergibt sich

/ F(7)dd = / (F(®),7(%))do.
F

(Man merkt sich dafiir ,,do = || aul( i) x auz( il)||2dii

3. Ist die Fliche geschlossen (d.h., grob gesagt, dass es keinen
Rand gibt, wie z.B. bei der Kugeloberfliche) so schreibt man

ff(fc’)do, bzw. ff(p‘c’)da’
F F

Bei Oberflichenintegralen zweiter Art tiber geschlossenen
Flichen ist es Konvention, dass immer der dufSere Norma-

lenvektor genommen wird.
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4. Die Integrale erster und zweiter Art haben einfache Inter-
pretationen:

(a) Ist s(X) die Dichte einer Fliche, so ist [;s(X)do die
Gesamtmasse der Fliche.

(b) Tst f(¥ ) eine Geschwindigkeitsfeld einer Stromung, so
ist [, f(¥)do der Gesamtfluss von f durch F.

Beispiel. Wir betrachten die Kugeloberfliche, d.h. den Rand der
Einheitskugel K = {¥ € R? | ||¥||]2 < 1}. Die Oberfliche ist 0K =
{¥ € R® | ||¥||, = 1} Wir parametrisieren die Kugeloberfliche
durch

cos(¢) cos(0)
(9,0) — Ple,0) = (sin(q))cos((?)), 0

sin(6)

—0.5 L
0 _—, 05
05 ~ 05

Als Tangentialvektoren bekommen wir

. —sin(¢) cos(0) . — cos(¢) sin(0)
% = | cos(g)cos(0) |, 355 = | —sin(e)sin(6) |.

0 cos(0)
Damit ist
e an cos(¢) cos(6)? —0
a—p a—p O—i—sm(go) cos(0)?
sin(¢@)? sin (0 Cos(O) + cos(¢)?sin(0) cos(0)
cos(¢) cos(0)* —0
O+51n cos(@)2 = cos(0)p(¢,0)
sin(6) cos(0)
un

Der Betrag fillt weg, das cos(f) > 0
fir—m/2 <0 <m/2.
155 % 551l = lcos(6)|[|7(¢,6) | = cos(®).
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Damit konnen wir jetzt einfach die Kugeloberfliche berechnen,
indem wir die 1 tiber oK integrieren:

/2 271

(Jf 1do = / /1cos(9)d(pd9

—n/2 0
/2

=27 / cos(p)dg
—7/2
=2n(1—(-1)) =4n.

Der Fluss des konstanten Vektorfeldes f(¥) = & ist

fada - f(él,mdo

oK oK
/2 271
- / /(q,ig x %Y dpde
—7t/2 0
/2 2m
= / /Cos(q)) cos(6)*depdé
—/2 0
/2 27
= / Cos(G)dG/cos((p)zd(p =0,
—/2 0

da das erste Integral verschwindet.

SchlieRlich berechnen wir den Fluss des Vektorfeldes f(¥) = ¥
durch die Oberfliche der Einheitskugel. Fiir das Oberflicheninte-
gral bekommen wir

) F#)do = ]{ (%, 7)do

dK
/2 2w
= | [ @00, 5 x F)dede
—/2 0
w/2 271
= [ [(#(0,0),cos(6)(,0))dpds
—t/2 0
/2 21
= [ [ cos(6) | Flg,0) 2 dpde
—m/2 0 =1
7w/2
=27 / cos(0)de
—7/2
=2msin(0) [/, =2m(14+1) = 4m.

Um Oberflichenintegrale zweiter Art zu definieren benétigt
man einen eindeutig bestimmten Einheitsnormalenvektor. Bisher
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haben wir diesen iiber die Parametrisierung g definiert, und dabei
auch festgelegt, welche Durchflussrichtung durch die Fliche wir
betrachten. (Bei der Kugel war es der Einheitsnormalenvektor,
der nach auflen zeigt, d.h. das Integral gab den Gesamtfluss von
innen nach auflen an.) Anders ausgedriickt: Die Wahl eines der
beiden Einheitsnormalenvektors haben wir eine der beiden Seiten
der Fiche ausgezeichnet, also eine als Vorder- und die andere als
Riickseite festgelegt. Man nennt dies , die Orientierung der Fliche
festlegen®. Nicht alle Flichen erlauben eine solche Orientierung!

Beispiel. Eine Fliche, die sich nicht global orientieren lisst, ist das
Mobiusband. Dies ist gegeben durch die Parametrisierung g : D —
R3, D = [0,27] x [—b, ]

cos(¢) —sin(¢/2) (1 —rsin(¢/2))cos(¢)
ple,r) = | sin(e) | +r | —sin(¢/2) | = | (1 —rsin(¢/2))sin(¢)
0 +cos(¢/2) rcos(p/2)

Diese Fliche hat die Eigenschaft, dass sich durch die Wahl eines
Einheitsnormalenvektors keine eindeutige Seite festlegen lisst.

Man kann sich dieses Mébiusband selbst herstellen, indem
man einen Papierstreifen an den Enden zusammenklebt, nachdem
man sie halb gegeneinander verdreht hat. Das Ergebnis ist eine
Fliche, welche nur eine Seite und einen Rand hat.
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20 Die Sitze von Green, Gaufd und Stokes

Fangen wir nun mit den drei wichtigen Integralsitzen an. Zuerst
der Satz von Green, der das Kurvenintegral zweiter Art iiber den
Rand eines Gebietes in zwei Dimensionen mit einem Bereichsin-
tegral tiber das ganze Gebiet in Beziehung setzt.

Satz 20.1 (Integralsatz von Green). Sei D C IR? ein Gebiet, K C D
kompakt und in beide Richtungen projizierbar. Weiterhin sei fD — R?
ein C!-Vektorfeld und der Rand 0K vo K sei parametrisiert durch eine
stiickweise C!-Kurve € : [a, b] — D, so dass K links der Kurve (in Bezug
auf die Durchlaufrichtung) liegt. Dann gilt

ff(f) Ldx = /v « F(7)d%.
c K

Ein paar Bemerkungen zum Satz:

1. Der Satz von Green gilt auch fiir allgemeinere Bereiche, nim-
lich solche, die sich in endliche viele Bereiche zerlegen las-
sen, die sich jeweils in beide Richtungen projizieren lassen.

2. Mit Hilfe des Tangenteneinheitsvektor T (t) := ch(%

nach Randbemerkung in Abschnitt 15

Z{f(f) 4% = f(i T)ds.

C
Damit ist der Satz von Green

/v x F()d¥ = ]{(f,"f)ds.

K oK

3. Wir kénnen der Satz noch weiter umformulieren, nimlich
mit dem Einheitsnormalenvektor

. (0 N\a& (T
= (507 ()

der entsteht, wenn den Tangenteneinheitsvektor um 90°
nach rechts drehen. Damit ist

(f s = 7&(@ (_T%) \ds :affsz ~ fTids

oK oK
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In dieser Vorlesung benutzen wir die
Schreibweisen

rotf:fo
divf=V-f.

Die Situation ist also wie folgt:

A
A\

Man wende dazu den Satz auf die
Teilgebiete an und bemerke, dass sich
die Integrale tiber die doppelten Rand-
stiicke gegenseitig aufheben, da sie ent-
gegengesetzt durchlaufen werden:
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Mit der vorherigen Bemerkung bekommen wir jetzt

j{<ﬁﬁ>ds =af<<}{2>,f>ds = /v x <_f{2> dx

3K
9 9
:/ﬁ_ ag /Vf

K

Diese letzte Gleichung

ist der Integralsatz von GaufS (Divergenzsatz) in zwei Dimen-
sionen.

Hier ist eine bemerkenswerte Folgerung aus dem Satz von
Green: Gilt V x f = 0 in ganz K und liuft der Weg ¢ ganz um K

herum, so gilt §, f(¥)d¥ = 0.
Mit dem Satz von Green kann man Flicheninhalte berechnen,
indem man nur den Rand von K betrachtet: Ist f ein Vektorfeld

mit V xfz 1, so ist
vol(K) = / 1d7 = / V x F(7)d% = %f(:?) dx.
K K ¢

Nimmt man z.B. f(x) = (0,x)7, so gilt V x f(x,y) = 1 und es

folgt
vol(K) = 74 (2) dF = / (DD,

Der Integralsatz von Gaufd gilt auch in drei Dimensionen.

Satz 20.2 (Integralsatz von Gaufd in n = 3). Es sei G C R® kompakt
und in alle drei Richtungen projizierbar. In jedem Punkt X des Randes
oG sei die aqﬂere Einheitsnormale 7 (%) erklirt. Dann gilt fiir jedes C'-
Vektordeld f :D — R®(mitG C D)

Beweis.

Wir betrachten die Situation wie in dieser Skizze
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Der Divergenzsatz hat eine sehr an-
schauliche Interpretation: Das Randin-
tegral auf der linken Seite ist der Fluss
tiber den Rand von K und das Bereichs-
integral auf der rechten Seite ist die
Summe der Quellen und Senken in K.

Tatsachlich gilt der Integralsatz von
Gauf auch in beliebiger Dimension,
aber da wir keine Intergale tiber hoher-
dimensionale Flichen eingefiihrt ha-
ben, formulieren wir ihn nur fiirn = 3.



04.07.2022, VL 20-3

X

das heif’t, wie betrachten die Projektion von G in z-Richtung. Es
gilt

z2(x,y)
/%df:/ /y % dzd(x, / [f3(x, v, 22(x,y)) — fa(x, ¥, z1(x, ¥))] d(x,y).
G

G Gz Z1 (x,y) zZ
()

Die obere Schale ist parametrisiert durch

X 1 0
pen=| v | wec F=(o) F=|]
2(x,y) 3z .

Also sind der duflere Normalenvektor und die duflere Einheitsnor-
male

9P 9P
ox ay

_9;
ox
_ 9z
_ 9z ay
- . Jx 1
d d 9 -
Exd= -] Ay =
Z Z
1 e (B) (%)

Nach der Definition des Oberflichenintegrals erster Art ist

/f3 x,Y,22(x,y))d(x, y) f(x, y’ 2) do
G;

2
obere Schale \/ aZZ aaﬁ)
Y

= [ A@E

obere Schale

Fiir die untere Schale bekommt man analog

[AlepaEdEn =— [ p@E D,

G, untere Schale

Nach (*) ist die Differenz der beiden Integrale genau
/ Lax ]{ fa(¥)(es, 7
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Analog bekommt man eine entsprechende Gleichung fiir die an-
deren Richtungen, d.h. fiiri = 1,2, 3 gilt

ofj
/ ax, 4% ]{ff (ej, 1)

Summieren wir diese drei Gleichungen auf, bekommen wir den
Integralsatz von GaufS. O

Beispiel. Wir haben schon den Fluss von f(X) = X durch die
Oberfliche der Einheitskugel K berechnet, nimlich

7{ 7o = 47,
oK

Nach den Integralsatz von Gaufd gilt

*d*:/v-”d*
szxo ; f(x)dx

Rechnen wir einmal die rechte Seite aus: Dafiir berechnen wir

die Divergenz Vf(¥) = & —I— + % = 3 und daher ist (da das

Volumen der Einheitskugel in dre1 Dimensionen 377 ist)

/Vf x—/3dx—3vol() 47,

Aus dem Integralsatz von Gauf$ folgen die Integralformeln
von Green, welche die Richtungsableitung von einer Funktion f
in Richtung der dufSeren Einheitsnormalen 7i benutzen, welche
definiert ist als

o= (Vf, ).

Satz 20.3. Es sei G C R wie im Integralsatz von Gauf3. Dann gelten
fiir G C D und zwei C>-Funktionen f,g : D — R die Formeln

/(ng+<Vf Ve))dR = }{fagdo

/(ng—gAf)df: f( = —g%) do.

G oG

Nun zum Satz von Stokes (ebenfalls nur in drei Raumdimen-
sionen formuliert). Dieser setzt das Oberflichenintegral zweiter
Art eines Vektorfeldes tiber eine gekriimmte Fliche mit dem Kur-
venintegral zweiter Art iiber den Rand dieser Fliche in Beziehung.

Satz20.4. Essei f : D — R? ein C-Vektorfeld aufdem Gebiet D C R,
F eine Fliche in D, d.h. esist F = p(K), K C R%, 5 : K — D. Wir
schreiben wie gewohnt ¥ = p(ii). Der Rand oK von K sei durch eine
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Erinnere: A |st der Laplace-Operator

):l 1a 2 und es gilt Ag =

V (Vg)

Fiir den Beweis der ersten Formel
nimmt man statt f einfach fVgim In-
tegralsatz von Gauf}, und um die zweite
Formel zu beweisen, vertauscht man in
der ersten die Rollen von f und g und
addiert die Ergebnisse.
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stiickweise C'-Kurve ¢ parametrisiert, deren Bild ¢ := #(c(t)) den Rand
von OF der Fliche F parametrisiert. Dann gilt Die Situation ist also wie in dieser Skizze

/va do_]{ff dz

Beispiel. Wir betrachten das Vektorfeld f(x,v,z) = (—y,x, —z)7.
Als Fliche betrachten wir die obere Hilfe der Einheitskugel, also
die Halbkugel F dargestellt durch

cos(¢) cos(0)
X=p(p,0) = |sin(p)cos(0) |, 0<¢<2m, 0<6<7m/2.
sin(6)

Der Rand davon ist der Rand der Einheitskreisscheibe in der x-y-
Ebene, paramterisiert durch

B (COS(t))
ét)=|sin(t) |, 0<t<2m.
0

Wir berechnen

L 2 [ —sin(t) —sin(t)
fff 47 = PUFEE,E ()t = / cos(t) |, | costt) ) e
0

mge\

27
/ (sin(£)? + cos(£)?)dt = 2.
0

Die Rotationist V x f = (0,0,2)T und damit bekommen wir (wie
der Satz von Stokes vorhersagt)

m/227 cos(¢) cos(0)
/V x f(% / / ( ), (sm sn)l(c;))s(B)) ) cos(0)dedf
/2

=2 / 2sin(0) cos(0)do = 2.
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21 Fourier-Reihen

Wir kennen schon einige Reihen, nimlich Reihen von Zahlen
Y2 o ax, Potenzreihen Y3 ; c;x* und dabei speziell Taylor-Reihen
Yo % (x — x0)* welche glatte Funktionen lokal approximie-
ren. Fourier-Reihen sind Reihen von trigonometrischen Funktio-
nen, die periodische Funktionen global approximieren.

In diesem Abschnitt werden wir auch komplexe Zahlen als
Werte unserer Funktionen zulassen (das wird die Sache tatsichlich
vereinfachen). Ableitungen und Integrale von komplexwertigen
Funktionen werden einfach separat fiir Real- und Imaginirteil
erklirt.

Definition 21.1. Eine Funktion f : R — C heif$t periodisch mit
Periode T (oder T-periodisch), wenn fiir alle t € Rgilt f(t 4+ T) =

f(b).

Die Funktionen sin(t), cos(t), /! und alle Linearkombinatio-
nen ag cos(t) + by sin(t) sind 27t-periodisch. Die Fuktion U(f) =
cos(wt) hat die Periode T = 271/w und also die Frequenz v =
1/T =w/(2m).

Hier ein paar weitere Bemerkungen:

(a) Ist f periodisch mit Periode T, so auch mit Periode kT, k =
1,2,3... Ist f periodisch mit Perioden T und T, so auch mit
Periode Ty + To.

(b) Wenn es eine kleinste Periode T > 0 gibt, so sind kT, k € Z
alle Perioden.

(c) Jede periodische und stetige Funktion die nicht konstant ist,
hat eine kleinste Periode.

(d) Sind f und g T-periodisch, so ist auch af + Bg T-periodisch.
(€) Ist f T-periodisch, soist f(t) = f (5=t) 27-periodisch.

(f) Eine T-periodische Funktion ist durch ihre Werte auf einem
beliebigen Intervall der Form [xg, xo + T| vollstindig festge-
legt.

(g) Ist f T-periodisch und integrierbar, so ist fiir alle a

/Tf(t)dt: /f(t)dt.
0

a

Definition 21.2. Ist g : [0,T[ — C oder g : [0,T/2[ — C, so
kann g aufverschiedenen Arten zu einer T-periodischen Funktion
f R — C fortgesetzt werden:

(a) Direkte Fortsetzung auf Definitionsgebiet [0, T|:
f(t) :==g(t—kT), furt € [kT, (k+1)T[.
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(b) Gerade Fortsetzung auf Definitionsgebiet [0, T /2]: Zuerst de-
finieren wir § : [-T/2,T/2] — C durch

_ () : 0<t<T/2
8(f>:{§<_t> . —T/2<t<0

und dann setzen wir § durch direkte Fortsetzung auf R fort.

(c) Ungerade Fortsetzung auf Definitonsgebiet |0, T /2[:: Zuerst
definieren wir § : [-T/2,T/2] — C durch

146 D 0<t<T/2
gt)y=49 —g(—t) + =T/2<t<0
0 : t=0,-T/2

und dann setzen wir § durch direkte Fortsetzung auf R fort.

Definition 21.3 (Fourier-Reihen). (a) Eine Reihe der Form

o]

f(t) =%+ [ax cos(kwt) + by sin(kwt)]
k=1

mit a, by € R/C heifdt Fourier-Reihe mit Periode T = %

Dabei ist w = Z* die Kreisfrequenz.

(b) Die zugehorigen Partialsummen

n

fu(t) =%+ ) [ax cos(kwt) + by sin(kwt)]
k=1

heiflen triginometrische Polynome.

Wir konnen Fourier-Reihen in komplexer Schreibweise einfa-
cher darstellen: Es gilt

Damit ist
n
fu(t) =9+ ) [ax cos(kwt) + by sin(kwt)]
k=1
_ %o _|_knzl [%(ejkwt +ejkwt) + %(ejkwt _ ejkwt)}
n
4y

k=1

n .
— Z ’)/kejkWt
k=—n

ap—jby jkwt | apt+jbg —jkwt
[ 5— € + —=—e
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mit
Yo =%, o= 3@k —jbx), vk = 3(a +jbe)
ap = 2o, e = Yk + Y-k by = j(vk — v—k)
furk =1,...,n. Die entsprechende Fourier-Reihe ist dann

flt) =%+ i [ak cos(kwt) + by sin(kwt)]
k=1

oo
— Z ,)/kejkwt.

k=—0c0

Beispiel (Dirichlet-Kern). Wir betrachten das trigonometrische
Polynom

fu(t) =1+2cos(t) +2cos(2t) + - - - 4+ 2 cos(nt),

also ay = 2, by = 0 und w = 1. Die Koeffizienten der komplexen
Form sind

a0 =1, ye = 3(ax — jbe) =1, y_x = 3 (ax +jbx) = 1.

=

Yo =
Also ist

n

fu(t) = Z ekt

k=—n

Mit Hilfe der geometrischen Summenformel kann man zeigen,
dass gilt

2n+1 =2k, ke Z
_ : 1
fult) = 751n((n+t2)t) sonst.

Satz 21.4. Essei’ T > 0.

(a) Die Funktionen e (t) = e/*“*, k € Z, w = 27t/ T bilden in folgen-
dem Sinn ein Orthonornalsystem: Beziiglich des Skalarproduktes

(u,v) :=

~=

T
/u*(t)v(t)dt
0
gilt

1 : k=1
<€k,€1>=5k11={0 k£l

(b) Wenn die Fourier-Reihe f ekt gleichmdpig auf [0, T) gegen
k=—c0

eine Funktion f konvergiert, so ist f stetig und es gilt

T
=7 [ Fe R = (e 7).
0
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Das Symbol &y; wird Kronecker-Delta ge-
nannt.

Gleichmifige Konvergenz gegen f be-
deutet, dass die es zu jedem € > 0 eine
N gibt, so dass fur alle n,m > N und
n .
allet gilt| ¥ et — (1) <e.
k=—m
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Beweis.
Zu (a): Es gilt

Ek, €k

H\H

T T
/e jkwt ikt g4 — ;,/1dt =1
0

und fiir k # [ gilt

T T

/ —jkeot gjlwt g4 1/ jl—k)wt g4
T

0 0

, T
_ 1 1 j(1—k)wt 1 1 j(l—k)wT _
T [J'(l—k)we L:o T ji-kw [e 1] =0

~1\~

ekl €[

da wT = 27 gilt.
Zu (b): Wir nehmen an, dass f(t) = 2 ekt gilt. Jetzt be-

rechnen wir das Skalarprodukt von f m1t einem e; und bemerken

T
(e f) = [e Y peletat
0

k=—c0

T

i Y+ 1 /e ]lwte]kwtdt
=-® 0
ik
=7
O
Fiir Fourier-Reihen in Sinus und Kosinus gelten
T 0 k#1
/Cos(kwt) cos(lwt)dt = ¢ T k=1#0,
T k=1=0
0 k#£1
n(kwt) sin(lwt)dt = { ,
0/ T k=1+#0

/sm(kwt) cos(lwt)dt = 0.
0
Die Koeffizienten in der Fourier-Reihe sind

f(t) cos(kwt)dt, k >0

|
~IN

St — 5 T

ag

f(t) sin(kwt)dt, k > 0.

<
S

I
N
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22 Fourier-Reihen: Beispiele und Eigenschaften

Wir nennen eine Funktion f gerade, wenn f(t) = f(—t) gilt und
ungerade, wenn f(t)) — f(—t) gilt. Es gilt:

a

f gerade — /af(t)dt:2/f(t)dt

0

a
f ungerade — /f(t)dt =0.

Da cos gerade ist und sin ungerade ist bekommt man durch genaue
Betrachtung der Symmetrien:

Satz 22.1. Es sei f eine stiickweise stetige und T-periodische Funktion,
T > 0 und w = Z. Dann gilt:

T/2
f gerade = @ =72 /f(t) cos(kwt)dt
by =
f ungerade = a5 =
T/2
be =4 / £(£) sin(kwt)dt.
0

Beweis.
Wir schauen uns nur den Fall einer geraden Funktion an: Es ist

) T , T/2
f/ cos(kwt)d =7 / f(t) cos(kewt)dt
0 -T/2

und da der Integrand gerade ist und das Integrationsintervall sym-
metrisch um 0 ist, folgt die Behauptung. Fiir by, ist der Integrand
f(t) sin(kwt) und damit ungerade und folglich ist das Integral 0.
O

Beispiel. (a) Die Sigezahn-Funktion mit Periode T = 27 (also
w =1)ist

2

0 : =027
S(t)'_{ m—t) : 0<t<2m

direkt fortgesetzt auf ganz R. Da S ungerade ist, folgt
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(wie man mit partieller Integration nachrechnet). Daher hat
die Sigezahn-Funktion die Fourier-Reihe

S(t) _ sin(t) + sinéZt) + sin:g?;t) 4

(b) Die Rechteckschwingung ist

0 : t=0,m,21
Rt)y=4¢1 =: 0<t<m
-1 : nm<t<2r

direkt fortgesetzt auf R. Diese Funktion ist ebenfalls ungerade
und wir bekommen

aj = 0
/ 0 : kgerad
2 [ _ .k gerade
be = /sm(kt)dt { & : kungerade.
0
Daher gilt

Da f gerade ist, folgt

by=0
i 272 k
= : =0
a:;/tzcosktdt: 3
k 7r0 ( ) (_1)k1§2 . k:1,2,
Also gilt

f(t) _ %2 _ 4cols(t) + 4cozsz(2t) . 4co3sz(3t) +...

Satz 22.2 (Rechenregeln fiir Fourier-Reihen). Esseien f,g: R — C
stiickweise stetige, T -periodische Funktionen mit

f(t): Z ’)’kejkWt, g(t): Z 5k€jkwt.
k=—c0 k=—o00
Dann gilt:
(a) Linearitit:

af(t)+Bg(t) = Y (aye+ Box)e™.

k=—o0
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(b) Konjugation:

FO)= L o

k=—oc0

(c) Zeitumkehr:

[ee]

f(—t)= Y vl

k=—0c0

(d) Streckung: Fiirc > 0

flet)y="Y, ek et

k=—00

(e) Verschiebung und Modulation: Fiira € R,n € Z

flera) = 3 (meher) b,

k=—c0

ejnwtf(t) — Z ’)/k,ne]'kwt.
k=—c0
(f) Ableitung:

[ee]

fit) =} (kawye)e.

k=—o00

Satz 22.3 (Konvergenz von Fourier Reihen). Essei f : R — C stiick-
weise stetig differenzierbar und T -periodisch mit den Fourier-Koeffizienten

Yk Dann gelten die folgend Aussagen fiir die Funktion Fp(t) = Y e/
k=—c0

(a) Die Reihe fiir Fy konvergiert fiir jedes t und es gilt
_ l . .
Fy(1) = 4 (lim (1) + im £ (7))

(b) In allen kompakten Intervallen [a,b] in denen f stetig ist, ist die
Konvergenz der Reihe gleichmdfSig.

(c) In allen Unstetigkeitsstellen tiberschwingen die Partialsummen
n .
Su(t) =) e/ !
k=—n
um ca. 18% der Sprunghohe.

Das Skalarprodukt aus Satz 21.4 induziert die sogenannte L2-
Norm

welche auch ,,quadratisches Mittel“ genannt wird.
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Diese Eigenschaft wird Gibbs-Phéinomen
genannt.
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Satz 22.4. Es sei f stiickweise stetig und T-periodisch mit Fourier-
Koeffizienten -y (bzw. reellen Koeffizienten ay, by).

n ,
(a) Fiir die Partialsumme S, (t) = Y. e/t gilt
k=—n

If = Snlla= inf 1f = glla-

g trig. Poly. Grad <n

(b) Es gilt die Besselsche Ungleichung

T

n n a o 2
L Inf =5+ 3 (55 +145) <3 [lrorar= 713
k=—n k=1 0

¢) Es gilt die Parsevalsche Gleichun

(c) Esg g

T

(19 +5) = 1 [1pwPar= 13

0

MS

wazgf

k=—c0 k

I
—_

Satz 22.5. Haben zwei T-periodische, stiickweise stetige Funktionen f
und g dieselben Fourier-Koeffizieten, so stimmen sie in allen Punkten, in
denen beide stetig sind tiberein.

Fiuir zwei T-periodische Funktionen definieren wir:

Definition 22.6. Es seien f,g : R — C T-periodisch und stiick-
weise stetig. Dann ist die (periodische) Faltung von f und g definiert
durch

T
(f * :%/f (t —s)ds.
0

Die Fourier-Koeffizienten einer Faltung sind besonders ein-
fach auszurechnen:

Satz 22.7 (Faltungssatz fiir Fourier-Reihen). Es bezeichne hier v, (h)
den k-ten Fourier-Koeffizient der Funktion h. Dann gilt fiir zwei stiick-
weise stetige und T-periodische Funktionen f und g

Ye(f *8) = 1 (f)1e(8)-

Beweis.
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Mit anderen Worten: Die abgebrochene
Fourier-Reihe ist die (bzgl. der quadrati-
schen Mittels) beste Approximation an
eine Funktion mit trigonometrischen
Polynomen.

Anders ausgedriickt: Das quadrati-
sche Mittel der (komplexen) Fourier-
Koeffizienten ist gleich dem quadrati-
schen Mittel der Funktion.

f
1
|
—7T 7T
18
4,,
2,,
]
—7T 7T
fxg
1
N
—7T 7T
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Mit dem Satz von Fubini bekommen wir

T
f)/k(f*g) — %/ 6 jkGJtdt

|
~—

0

T
/%/f g(t —s)dse *wtdt
0 0

I
e
S

T
f ]kws/g ]kwt S)dtds
0

T
=[ g(t)ekwrdr
0

T T
/ fls)e ke ( / 8(T>ef’“”dT) = 7 (F)v(g)-
0 0

(]

|
-

noo

Beispiel. Der Dirichlet-Kernist f,(t) = Y. e/ undist27-periodisch.
k=—n

Er hat die Fourier-Koeffizienten

Te(f) :{ b k=

sonst.

Also sind die Fourier-Koeffizienten von f, * ¢ nach dem Faltungs-
satz

’)’k(fn*g):{'o)’k(g) k=-n,...,n

sonst

und daher bewirkt die Faltung mit dem Dirichlet-Kern ist also

einfach das Abschneiden die Fourier-Reihe f
1
(f * fu)( Z Ye(f)e keot,
k=—n
-7 7T
+ faoxf
| — >
-7 7T
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23 Uneigentliche Integrale

Bisher haben wir nur beschrinkte Funktionen iiber abgeschlos-
sene Intervalle integriert. Oftmals hat man es jedoch mit unbe-
schrinkten Funktionen oder Integralen iiber unbeschrinkte Ge-
biete zu tun. Es gibt zwei verschiedene Fille:

1. Integrale {iber unbeschrinkte Gebiete, z.B.

]O f(x)dx, /b f(x)dx, 7 f(x)dx.

2. Integrale von unbeschrinkten Funktionen auf’beschrinkten

Gebieten:
b
[ Fxax

wobei f : ]a,b| — R stetig, aber ggf. f(x) — oo fiirx — a
(oder x — b, oder auch auch beides).

Wir definieren diese Integrale als Grenzwerte von Integralen
iiber beschrinkte Funktionen auf beschrinkten Gebieten.

Definition 23.1. Essei D C Rund f : D — IR. Dann heif$t f lokal
integrierbar, wenn f iiber jedes Intervall [a, b] integrierbar ist.

Definition 23.2 (Uneigentliche Integrale). Es sei D = [, 00[, =
]—00,b], R und f iiber D lokal integrierbar. Dann sind die unei-
gentlichen Integrale definiert durch

[ dx—}za/f
/hf( :=ngm/f
7f dx = /f(x)dx+/f

wenn die Grenzwerte existieren.
Analog: Ist D = [a,b[, = |a,b], = ]a,b[ und f iiber D lokal
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Die Funktion f :]0,00[ = R, f(x) =
1/x ist lokal integrierbar, die Funktion
f:R—=R,f(x) =1/x(mit f(0) =
0) hingegen ist nicht lokal integrierbar.
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integrierbar, so sind die uneigentlichen Integrale definiert durch

/b fx)dx := ligy / £(x)dx

u/bf(x)dx = ii{{r;jf(x)dx

/bf(x)dx = ?f(x)dx—i—/bf(x)dx

Wenn ein uneigentliches Integral exis-
tiert, sagt man auch es ist konvergent.

Beispiel. (a) Wir betrachten [;” x*dx.Ista =1, so gilt

4

[ & =), = ()

1

aber da In(z) — oo fiir z — oo gilt, existiert das Integral
Ji x~1dx nicht.

Fira < 1 gilt x™* > x~! fiir x > 1 und daher existiert
floo x~*dx auch in diesem Fall nicht.

Fir « > 1 gilt hingegen

z

— _ 1 11—«
/x dx = [—1_ax

1

z

x=1

_ 1 1-a 1 e
=1z |:Z 1:| — - fiir z — oo.

(b) Betrachte [ fooo\x]e*xz dx. Wir nehmen x¢ = 0 und bemerken,
dass die beiden Integrale fi)oo |x]e~**dx und fooo\x]e_xzdx den
gleichen Wert haben. Es gilt also (da —e~ eine Stammfunkti-
on von 2xe ™ ist)

[e°]

[e0]
/\x|e’x2dx :2/xe”‘2dx

0
zZ
. _ 2
= lim [ 2xe ¥ dx
Z—r00
0

— lim [—e*xzr = lim(—e %) — (-1) = 1.

Z— 00 0 Z—00

Man beachte, dass das uneigentliche Integral [*_ f(x)dx nicht

durch lim; e, [*, f(x)dx definiert ist. In Definition 23.2 werden
beide Grenzen unabhdngig voneinander gegen unendlich geschickt.
Entsprechend ist ein uneigentliches Integral iiber f : [a,b] — R~ Hatte man das so definiert, so wiirde

[oe]
z.B. | xdx existieren und = 0 sein,
—00
da fiir jedes z gilt [*, xdx = 1(z% —
Version vom 2. September 2022 | SoSe 2022 107 22) = 0.



13.07.2022, VL 23-3

welches in xy € ]a, b[ unbeschrinkt ist nicht definiert iiber

lim xo/_ef(x)dx+ /b f(x)dx| .

e\,0
Xo+€

Es gibt aber folgenden Begriff:

Definition 23.3. Wenn der folgende Grenzwert existiert, nennt
man das Integral

(o] z
CHW / f(x)dx == 1i_>m /f(x)dx
Z—r00
—00 -z
den Cauchy’schen Hauptwert.
Ist entsprechend f : [a,b] — R bei xg € |a, b[ unbeschrinkt,
und existiert der folgende Grenzwert, so nennt man auch das

folgende Integral
b Xp—€ b
CHW/f(x)dx = lim / F(x)dx + / F(x)dx
€
a a Xo+e€

Cauchy’schen Hauptwert.

Beispiel. (a) Das Integral [ El d* konvergiert nicht, aber der Cauchy’sche
Hauptwert ist

1
CHW [ & —o.
-1
Der Integrand ist in x = 0 nicht de-
finiert. Da es sich aber nur um einen

(b) Auch das Integral [©_x2dx konvergiert nicht, aber hier exis- ~ Punkt handelt, spielt das keine Rolle -

tiert auch der Cauchy’sche Hauptwert nicht. wir kbnnten den Integranden in die-
sem einen Punkt aber definieren, wie

Es gibt Kriterien, die dabei helfen, zu erkennen, ob ein Integral wir mochten...
konvergiert. Wir formulieren sie nur fiir den Fall des Intervalls
[a, co] (die anderen Fille sind analog).

Satz 23.4 (Konvergenzkriterien fiir uneigentliche Integrale). Es sei
f i [a,00[ = R lokal integrierbar.

1. Das Integral [ f(x)dx konvergiert genau dann, wenn fiir alle
a

€ > 0ein C > a existiert, so dass fiir alle z1,zo > C gilt

]fzzlzf(x)dx\ <e.

2. DasIntegral [ f(x)dx konvergiert, wenn das Integral [°| f(x)|dx
konvergiert. In diesem Fall nennt man das Integral
auch absolut konvergent.

3. Ist|f(x)] < g(x)undist [ g(x)dx konvergent,soist [ f(x)dx
absolut konvergent.
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4. Gilt0 < g(x) < f(x) undist [ g(x)dx divergent, so auch das
Integral [ f(x)dx

Beispiel. (a) Wiruntersuchen das sogenannte Dirichlet-Integral [;° ™ ® g:

Wir berechnen zuerst fiir z;,zy > 0 mit partieller Integration

22 22

/sm( )dt [ cost(t) 2 / Cofz(t)dt.

t=z1
21 21

Da |cos(t)| < 1 gilt, folgt

Z2 22

sin(t) 1 1 de _ 1 1 1
|/ tdt|§z+5+/?_i+5+[ tt21
Z1 Z1

_ 1,1 _1,1_2
Tantn T ntn Ty

Aus dem vorigen Satz folgt die Konvergenz des Integrals. Al-

lerdings ist das Integral nicht absolut konvergent! Der Wert des Dirichlet-Integrals st ib-

rigens Vi
(b) Das Exponentialintegral Ei(x) = [ %tdt ist fiir alle x < 0

konvergent. Das sieht man wie folgt: Es gilt te! — 0 fiir t —

—o0. Daher gibt es C > 0, so dass |te!| < C fiiralle t < —x.

Damit konnen wir abschitzen

t

5l =%l <

O

Das Integral [*_ t~2dt existiert, und daher existiert auch das

Exponentialintegral. Das Exponentlallntegral und auch das

X SlI’l

Beispiel(Die I'-Funktion). Wir definieren die FunktionT : |0, oo[ — Integral [¢ **Adt sind Beispiele fur

R durch das uneigentliche Integral Irzaeﬁﬂitiifer:Zzsr:;fgzk?:gi:enta_
oo
= /e’ttx’ldt.
0

Ist 0 < x < 1, so ist der Exponent —1 < x —1 < 0 und daher ist
der Integrand an der unteren Grenze unbeschrinkt. Wir kénnen
jedoch fiir 0 < t < 1 abschitzen

|e—ttx—l| S tx—1.

Damit bekommen wir
1 1
/|e_t|tx_1dt < /tx—ldt = [%fx\::e =1l1-€") -0 fire\,0.

An der oberen Integralgrenze ist wie bei Exponentialintegral [e = #*~1| <
C/t?, was die absolute Konvergenz des Integrals sichert.
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Das Integral kann man zwar nicht elementar auswerten (je-
denfalls nicht fiir alle x), aber man kann folgende Beobachtung
machen: Mit partieller Integration bekommt man

€—0,R—o00

[ R
I(x+1)= lm /t"etdt]

€

R
= lim [t"effe/xt“(ef)dt]
€

€—0,R—o00

= xI'(x).
Auflerdem gilt I'(1) = [;~ e~'dt = 1. Es folgt also
I'n+1)=nI'(n)=nn—-I(n—1)=---=nl

Die Gamma-Funktion interpoliert also die Fakultit.

Beispiel. Um das Integral [* ¢~*dx zu berechnen macht man
folgenden Trick. Wir berechnen das Quadrat des Integrals:

oo 2 [ee] [0
(/e"zdt) = /e’xzdx/efyzdy
Dieses Integral berechnen wir in Polarkoordinaten (vgl. Abschnitt 17):

Esist x = rcos(¢) und y = rsin(¢) und dxdy = rdrd¢p. Wegen
x? +y? = r* folgt

e (P dxdy.

8\8

e xze’yzdxdy: /

8\8

© © 27T o
/ / e () dxdy = / / ”rdrdg
—2|®
o4 o e 1] -
Es folgt also
/ “dx = 7
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24 Die Fourier-Transformation

Fourier-Reihen lassen sich fiir periodische Funktionen einsetzen.
Untersuchen wir die Abhingigkeit von der Periode T genauer: Die
Fourier-Koeffizienten sind

T/2

’Yk:% / f(T)efjk“’TdT
~T/2

(wobei wie immer w = 271/ T). Setzen wir diese in die Fourier-
Reihe ein, ergibt sich

fB)= Y peke

k=—c0
- T/2
— E ejkwt% / f(T)e—jkwrdT
k=—co ~T/2
- T/2
=y okt / f(r)e *tdr,
k=—e 7

Wir schreiben nun Aw = w = 271/ T und wy = kAw = kw und
bekommen

- T/2
flt) =k ¥ et /fmﬂwwzw
k=—oo —T/2

Wir setzen Fr(w) = fT/z

12 f(T)eTdT und kriegen

flt) =+ i el Fr (wy) Aw.

k=—c0

Diese Summe erkennen wir als eine Riemann-Summe fiir das
Integral [~ e/'Fr(w)dw! Gehen wir (rein formal) zur Grenze
T — oo iiber (d.h. wir betrachten den Ubergang zu unperiodi-
schen Funktionen), entspricht das dem Grenzwert w — 0 und wir
bekommen

ﬂﬂ:%/FWM%m

Flw) = /f(T)e_j“’TdT.

—o0
Dies motiviert die Definition:

Definition 24.1 (Fourier-Transformation). Die Funktion

o]

P@p:/fuywwr

—00
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heifdt Fourier-Transformierte (oder Spektralfunktion) von f. Die Dar-
stellung

f(t) =L / F(w)el'dw

heif$t spektrale Zerlequng von f.

Die Integrale sind alle uneigentlich und
Wir schreiben auch als Cauchy’sche Hauptwerte zu verste-

hen.
F(w) = f(w) = F{f} ().

Der Operator F der die Funktion f aufihre Fourier-Transformierte
F abbildet heifdt Fourier-Transformation.

Es gibt noch viele andere Konventionen fiir die Fourier-Transformationen:
Manchmal ist

flw) = 7= [ f@eira

(und dann gilt f(t) = [, f(w)el“!dw) und manchmal auch

1
V2 J—o0

flw) = [ floerar

(o]

(und dann gilt () = [~ f(w)e? ! dw).
Beispiel (Rechteckimpuls). Fiira > 0 und

f(t):{l ; —a<t<a

0 ;[t|>a .

b 4 t
—a a
ist die Fourier-Transformierte fiir w # 0
flw) = [ flmerrdr
— 00
a .
= e JYtdt
—a
. a
= |- LeJwT
{ Wl |,
_ 1 (,—jwa jwa
= Tjw (et — /)
= 2 sin(wa).
Fiir w = 0 ergibt sich wegen exp(0) = 1sofort §(0) = [* 1dt =  Ausder Euler-Formel ¢/ = cos(x) +
o jsin(x) bekommen wir durch Addition
T ) bzw. Subtraktion von e/* und e~ /* die
Die Funktion Identititen cos(x) = §(ef* + e /%)
sin(x) . und sin(x) = & (e/¥ — e /%),
. v 7 X 0 2]
sinc(x) :=¢ ¥ 7 1
1 ;x=0
\/ ! \//\ —
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heifdt Sinus cardinalis und damit ist

a

f(w) = 2asinc(wa).

Beispiel (Spektrum einer Kondensatorentladung). Wir betrachten
zua >0

o= 05 N

¢ t

Die Fourier-Transformierte ist

~

Flew) = / ~s(neidr

— e—ate ]wtdt
0

00
/ e~ a+]w tdt
0

1, —(a+jw)t oo
T atjw =0

:0_(_ﬁ):u+ljw'

Die Abbildung, die f aufdie Fourier-Transformierte f abbildet,
heifit Fourier-Transformation und ist linear, d.h., es gilt

(a) (f/—E)(w) = f(w) + ¢(w) (Superpositionsprinzip)
(b) Fira € Cist (ﬁ) (w) = af (w) (Skalierung/Homogenit:it)
Weitere Rechenregeln sind:

Satz 24.2. (a) Streckung: Fiir c # 0 gilt
F{f(et)Hw) = g F{fHE).
(b) Verschiebungssitze: Fiira € R gilt

Fif(t—a)}(w) = e " F{fHw)
FL"f()}w) = F{f}(w —a).

(c) Ableitung:

F{f Hw) = joF{f}(w).

Beweis.
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Die sinc-Funktion findet Anwendungen
im Filter-Design und bei der Theorie
des Abtastens von Signalen.

Folgt beides aus den entsprechenden
Regeln fiir Integrale, ndmlich [ f +
gdt = [ fdt+ [gdtund [afdt =
a [ fdt.
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(a) Mit der Substitutionsregel folgt mit s = ct (also ,,ds = cdt*)

[ee]

FAfe} @)= [ flene'as
= /f(s)e—fws/c% = 1F{f}(9).

(b) Fiir die erste Gleichung substituieren wir t —a = s:

(e 0]

Fft=a)}(w) = /f(t—a)efjwtdtz /f(s)effw(sw)ds

—0

= / f(s)e/Se 1 ds = e T F { £} (w).
Fiir die zweite Gleichung rechnen wir

[ee]

Fletfn}s) = / e F(1)e it

—00

o]

- / F(t)e T -Dtg(ndt = F{f} (w — a).

(c) Mit partieller Integration folgt

F{f}w) = [ feia
- [f(t)ejwt‘t:_oo_ /f(t)(—jw)e‘j“’tdt fH(if)rfir 8:::?6_;1 :\l/:v(i;.natijrlich, dass
\_;6_/ — 0
= jwF{f}(w).

Satz 24.3 (Parseval-Gleichung). Es gilt

[1fwPd = 5 [ 1f(@)Pde.

—00

Die Fourier-Transformation ist auch fiir Funktionen f : R" —
C definiert:
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(@)

Wegen e/{®%) = exp(j Yr_; wixx) = [T{ e/ gilt

A

f((r)) = / ce / f(jc‘)e—jw1x1dxl .. e_jw"x”dxn,

d.h. die Fourier-Transformation wird in jeder Koordinate ange-
wendet. Fiir die Umkehrung gilt

@) = oy [ f(@)e @0 da,
Rn
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25 Integration rationaler Funktionen

Rationale Funktionen sind Quotienten zweier Polynome: R(x) =

% mit p(x) = Y amxk, g(x) = LI, bexk. Fiir solche Funk-

tionen lassen sich prinzipiell immer Stammfunktionen angeben.
Diese Tatsache basiert darauf, dass man die Integrale solcher Funk-
tionen auf'vier Grundtypen zuriickfithren kann. Diese sind

Typ 1: Polynome. Wir wissen
/ Z cpxkdx = Z ) x4

Typ 2: Inverse Monome mit reellen Nullstellen:

i In(jJx —xp|) +C : £=1
/(xfxo)[_ 1— 1(1+C . £:2,3,

=]

‘H
S

(x—x0)

Typ 3: Inverse Monome mit komplexen Nullstellen +: Wir setzen

- dt

Fiir { = 1 gilt (wegen arctan’(x) = 1/(x* + 1))

L = tzdﬁ = arctan(t) + C.

Fiir / > 1 koénnen wir I, rekursiv berechnen. Dafiir machen
wir die Vortiberlegung

2 u=+1 [qu _ 1 1
/ waydt = [ = wn +C

Damit bekommen wir
_ dt _ 241
Iy = / )T — / (F+1)7 rdt

_/ t2 dt+/ 2+1)0 :/ (t2+1) rdt + I

Im ersten Integral wenden wir partielle Integration an (mit
v = fundu' =2t/(#*+1)") und bekommen

t t 1 1 1 1 1
/2(t2+1) dt = 211 (£241)1 _/m(ﬂ—l)H Edt'

Dies gibt
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Diese Formeln sind nicht ganz korrekt.
Die Funktionen sind janurin R\ {xo}
definiert und wir kénnen links und
rechts von x( zwei verschiedenen ad-
ditive Konstanten C_ und C wihlen
und erhalten immer noch eine Stamm-
funktion. Wir werden dies im Folgen-
den aber nicht beriicksichtigen.
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und das fiithrt auf die Rekursion
Es folgt z.B.

/ it = 3 (hy +arctan(t)) + C,

/ (tztj_tl)S = % <t((t32t+—;)52) +3arCtan(t)> —+ C.

Typ 4: Inverse Monome mit allgemeinen komplexen Nullstellen

/[(C’fiﬂlfdx, lEN, b +0.

x—a)2+b?]

Wir formen um zu

[xC;C‘gibz](dx_ /[ bz]ldx‘k(d‘*'ca)/m.

Im ersten Integral substituieren wir u = (x — a)? + b?
(du = 2(x — a)dx*)

du
/ [(x—a) 2+b2]f ul

{ In[(x —a)>+b*]+C : (=1
=1{ 1

1 +C : (=23...

T [r—ap+ 1

Das zweite Integral kann mit t = (x — a) /b aufein Integral
vom Typ 3 zuriickgefithrt werden:

dt 1
/[x a2+ — = pr- 1/(t2+1)‘ — par1 Iy ..

Kommen wir jetzt dazu, wie man eine rationale Funktion
R(x) = p(x)/q(x) in Teile zerlegt, deren Integrale vom Typ 1
bis 4 sind:

Schritt I. Ist der Grad von p grofler gleich dem Grad von g,
mache Polynomdivision:

R(x) = pr(x) + 5

wobei jetzt der Grad von p, echt kleiner als der von g
ist.

Schritt II. Im Fall R(x) = p(x)/g(x) wobei der Grad von p echt
kleiner als der von g ist

« Bestimme alle Nullstellen von g und deren Viel-
fachheiten.
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Hier wird es im allgemeinen schwer: Es
gibt keine Formeln fiir die Nullstellen
von Polynomen vom Grad grofer gleich
fiinf. Hier ist also auch der Computer
schnell tiberfragt, wenn es um exakte
Formeln geht.
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« Schreibe g als Produkt von Linearfaktoren. Be-
achte: Ist ¢ Polynom mit reellen Koeffizienten,
so gibt es zu einer komplexen Nullstelle a + jb
immer auch die konjugierte Nullstelle a — jb.
Daher gibt es in der Linearfaktorzerlegung den
Term

(x —(a+jb))(x — (a —jb)) = x* — 2ax + a* + b?

= (x —a)® + b?
Insgesamt zerfillt ¢ also in
nq 12 r
gx) =TJx—x)% T [(x—ax)*+b]"
k=1 k=n1+1

wobei x; eine reelle Nullstelle der Vielfachheit
. und zx = ax + jbx eine komplexe Nullstelle
der Vielfachheit 7, ist.

Schritt ITI. Der Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung ist dann

n1

p(x) 193 Kky
M= L [t et )
k=1
YViy X+0% Viy, X0k,
+ Z |: (x lak +1bk] +- [(xfzk)brb,t]rk +:| :
k I/l1+1

Um die Koeffinizenten ay, Bk, vk, 6 zu bestimmen
bringt man die rechte Seite auf den Hauptnenner
(welcher ja nach Konstruktion genau das Polynom g
ist) und macht Koeffizientenvergleich.

Beispiel. Es sei

—

— _1x _ plx
R(*) = 7233 = 400
Die Nullstellen des Nenners g sind x; = 0 mit Vielfachheit 2 und
z1p = =£j je mit Vielfachheit 1. Der Ansatz fiir die Partialbruch-
zerlegung ist also

1— _ Y1X+6
xz(xzil) - 111 + 5+ 9152+11
— alX( 2+1)+u2(x2+1)+x2(71x+51)
q(x)
_ X(aty) 3% (ap+61) +xar +ay
q(x) :
Daher gilt
m+m =0
o =0 b o1 a=,
a, = -1
ar = 1
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Dieser Schritt ist per Hand sehr miih-
sam, fiir den Computer jedoch kein Pro-
blem.
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und es folgt

1-x 1,1 -1
x2(x211) =Tzt ;2+1'
Die ersten beiden Integrale sind vom Typ 1 und das zweite ist vom
Typ 4 (mitc =1,d = 1,a = 0 und b = 1) Daher ist das Integral

/ xz(x2+1)dx = —In(|x|) — 1 4+ 3 In(x* + 1) — arctan(x) + C.

Man kann auch alle rationalen Funktionen von sin(x) und
cos(x) integrieren, in dem man sie mit einer genialen Substitution
aufIntegrale von rationalen Funktionen in einer neuen Variablen ¢
zuriickfithrt (welche mit der eben vorgestellten Technik berechnet
werden kénnen):

Satz 25.1. Ist R eine rationale Funktion, so gilt

. _ 42
/R(sm(x),cos(x))dx = /R (%,L—L) 2.
Beweis.
Es gelten die Doppelwinkelformeln

sin(2x) = 2sin(x) cos(x), cos(2x) = cos(x)? — sin(x)2.

Daraus bekommen wir (wenn wir noch sin® + cos® = 1 ausnutzen
und mit 1/ cos(x/2)? erweitern)

2sin(x/2) cos(x/2)
sin(x/2)2+cos(x/2)?2

2tan(x/2)
1+tan(x/2)2”
cos(x/2)2—sin(x/2)?
cos(x/2)2+sin(x/2)?
1—tan(x/2)?
1+tan(x/2)%"

sin(x) =

cos(x) =

Wir substituieren im Integral also t = tan(x/2) (also x = 2 arctan(t),

dx = 245) und bekommen wegen sin(x) = ;25 und cos(x) =
1 = =5 > die Behauptung, O
Beispiel. (a) Wi i i sinl(x) mit der

Weierstrafd-Substitution:

_/ Lt = In(Jt]) + C = In(Jtan ]) + C.

(b) Als weiteres Beispiel integrieren wir die Funktion 1/ (sin(x) +
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Diese  Substitution  wird

Weierstraf3-Substitution genannt.

auch
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cos(x) +1):

/ dx _ / 1 2dt
i o 2t 1-£ 2
sin(x) 4 cos(x) + 1 R 1+t

B 2dt
_/2t+1—t2+1+t2
_opo2dt podt

_/2t+2_/t—|—1

=In(|t+1]) + C =In(Jtan(3) +1]) + C.
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26 Rotationskorper

In diesem Abschnitt behandeln wir weitere Anwendungen von
Integrationstheorie mit elementaren Mitteln. Wir wollen insbe-
sondere Volumen von Rotationskdrpern berechnen, sowie deren
Oberflichen. Mit “elementaren Mitteln” ist dabei die Anwendung
des Riemann-Integrals, sowie weiterer elementargeometrische Fli-
cheninhalte, wie z.B. dem Wissen das ein Kreis mit Radius r die
Fliche 7t72 hat.

Definition 26.1. Ein Rotationskorper in drei Dimensionen ensteht,
in dem wir den Graphen einer nicht negativen Funktion f : [a,b] —
[0, co[ um die x-Achse “rotieren”, genauer, ist die Menge

A={(xy,2z) ER®|a<x<b /y2+22 < f(x)}

gemeint.

/ b X

Um das Volumen dieses Korpers zu berechnen, gehen wir wie
beim Riemann-Integral vor: Wir unterteilen

a=tg<t <---<t,=b

und betrachten diesmal nicht die Rechtecke unter bzw. iiber der
Kurve, sondern die zugehorigen Zylinder, die entstehen, wenn wir
diese Rechtecke um die x-Achse rotieren lassen. Dabei nehmen
wir das grofite Rechteck unterhalb mit Hohe

m; = mf{f(t) | ti—l <t< ti}
und das kleinste Rechteck oberhalb mit Héhe

Ml' = sup{f(t) ’ ti; <t< ti}.
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Wenn wir das Rechteck mit der Grundseite [t;_1,t;] und der
Hoéhe m; um die x-Achse rotieren, bekommen wir einen Zylinder
dessen Grundfliche ein Kreis mit Radius #1; ist und dessen Hohe
t; — t;_1 betrigt. Sein Volumen ist also

nm?(ti — tifl)-

und entsprechend fiir den Zylinder mit Radius M;. Summieren
wir die Volumina alle auf, so bekommen wir

n n
7Y mi(t; —ti-1) < Volumenvon A < 7ty M7 (t; —ti_1).
i=1 i=1

Die Summen links und rechts erkennen wir als Unter- bzw. Ober-
summen fiir das Integral der Funktion x — 71f(x)? und daher
bekommen wir:

Satz 26.2. Ist f : [a,b] — [0, co[ Riemann-integrierbar und

A={(xy,2) eR®|a<x<D, \/ﬁﬁf(x)},

so ist das Volumen von A gegeben durch das Integral

b
Volumen von A = 7'[/ f(x)2dx.

Beispiel.
Berechnen wir das Volumen einer Kugel: Hierzu rotieren wir die
Funktion f : [-1,1] = R, f(x) = V1 — x? um die x-Achse. Unser
Satz gibt uns fiir das Volumen
1 ) ;11
71/ (1—x )dx:rc[x—%]
-1 x=-—1
=n(1-1-(-1+1) =n(3+
4r

@IN

)

Betrachten wir einen weiteren, etwas anderen Fall: Es sei f :
[a,b] — [0,00[ mita > 0 und wir rotieren den Graphen von f um
die y-Achse, d.h. wir betrachten die Menge

B={(x,y,z) eR®|a<V/x2+22<bh 0<y< f(Vx2+22)}

= 3.
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Fiir eine Unterteilung fo, ..., t, wie eben, betrachten wir nun
die Zylinderschalen, die entstehen, wenn wir das Rechteck mit
Grundseite [t;_1, t;] und Hohe m; = f(t;) um die y-Achse rotieren
lassen. Diese Zylinderschale entsteht, indem wir vom Zylinder
mit Radius ¢; und Hohe m; einen Zylinder mit Radius #;_; und
gleiches Hohe abziehen.

}m,- 5

tiq b X

Sein Volumen ist also
2 2 2 2
mtim; — ot gm; = om;(t — )

und somit bekommen wir durch aufsummieren dieser Zylinder-
schalen

n

2_ g2
i=1
Dies ist leider keine Ober- oder Untersummen oder Riemann-
Summe fiir irgendeine Funktion. Wir kénnen aber umformen
zu

n n

Y miti+tig)(ti—tig) =7

i=1 i

&

Il
—_

i=1

Dies beiden Summen aufder rechten Seite sind Riemann-Summen
und es folgt

b
Volumen von B = 27'(/ xf(x)dx.
a

Beispiel. Auch hier kénnen wir das Volumen der Kugel berechnen:
Wir nehmen die Funktion f : [0,1] — R, x — v1—x? und
rotieren die um die y-Achse, was nur die obere Halbkugel ergibt.
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Das Volumen davon ist (mit der Substitution u = x2, also du =
2xdx)

1 1
271/ x\/l—xzdxzzn/ V1 —udu
0 0
1
= 7| =301 u)*?]

-n0+3) -

u=0

Wir bekommen also fiir die ganze Kugel wieder das Volumen
47t/3.

Als letzte Anwendung der Integralrechnung beantworten wir
die Frage, welche Fliche F(¢) der Ortvektor ¢(t) einer Kurve ¢ :
[a,b] — R? iiberstreicht:

l
~—~
oyl
~—

Wir zerlegen a = ty < - -- < t, = b und betrachten das folgende
Dreieck:

Die Fliche des Dreiecks ist die Hilfte der Fliche des entspre-
chenden Parallelograms. Wir schreiben ¢(t) = (x(t),y(t))" und
bekommen fiir die Dreicksfliche

a0 x 3t = 1 x(t;) x(tiv1)
%‘ (tz) (tH-l)’ % det <<y(ti) y(ti+1)>>
= %’x(ti)y(ti+1) = x(ti)y(t)]-

Die Summe aller Dreicksflichen ist also

n—1
3 Y Ix(t)y(tien) — x(ti1)y(ti)]
i—0
n—1
— % |X(tl)y(ti+ti—z:ft(lti+])y(ti)‘ (ti+1 _ ti)
=0
(o (1) —y(t) (1) —x(t)
=35 ) lx(t)" T =y () T (ti — ).
i=0
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Lassen wir die Feinheit der Zerlegung gegen Null gehen bekom-
men wir also das Integral

b
F@) =1 [t/ (5) =X (Dy(t)]at

fur die Fliche. Dies ist die Leibniz’sche Sektorformel.
Beispiel. Wir betrachten die ,,Herzkurve*

= () = (seom reoxt)

Fiir die Fliche bekommen wir

27
: /[a cos(t) (1+cos(t))a (cos(t) +2cos(t)* — 1)
0

+asin(t)(1+ 2 cos(t))asin(t)(1 + cos(t))]dt
27

=1 [ (1+ cos(t))?a?dt
!

_ 3,2
= 5a°7T.
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