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1 Ringe und Polynome

Definition 1.1. Ein Ring ist eine Menge R versehen mit zwei Ver-
kntipfungen +, -, so dass gilt:

« R ist mit der Addition eine abelsche Gruppe (d.h. + ist as-
soziativ, kommutativ, es gibt ein neutralen Element 0 und
zu jedem a € R existiert ein inverses Elemente —a mit

a+(—a)=0).

« Die Multiplikation - ist assoziativ, d.h. fiir alle a, b, c € R gilt
(ab)c = a(bc).

« Es gelten die Distributivgesetze
a(b+c) =ab+ac, (a+b)c =ac+ be.

Ist die Multiplikation auch kommutativ, so heifSt R kommutativer
Ring.

In einem Ring kann es ein Einselement geben, d.h. eine 1 mit
al = 1a = a, es gibt aber auch Ringe ohne Einselement.
Schnell sieht man, dass in jedem Ring 0a = 20 = 0 gilt.
Folgt aus 0a = (0 + 0)a = 0a + Oa.

Einen Ring, in dem aus ab = 0 immer a = 0 oder b = 0 folgt,
nennen wir nullteilerfrei.

Beispiel.
« Natiirlich sind Q, R und C ebenfalls Ringe, da sie sogar

Korper sind. Die ganzen Zahlen Z bilden ebenfalls einen
Ring, sogar einen kommutativen Ring mit Einselement.

« Ist I ein reelles Intervall, so ist
R={f:T— R}

versehen mit der iiblichen Addition und Multiplikation von
Funktionen ein kommutativer Ring. Das Einselement ist die
konstante Funktion f(x) = 1. Beachte: Es gibt Funktionen,
die nicht Null sind, und kein multiplikativ Inverses haben,
z.B. jede Funktion mit einer Nullstelle (die nicht konstant
Null ist).

« Die Restklassen Z,, bilden fiir jedes m = 1,2,... einen
Ring (wenn Addition und Multiplikation wie in der grofien
Ubung 2 in Linearer Algebra 1 per Modulo-Rechnung defi-
niert sind).

« 27Z = {2k : k € Z} ist ein Ring ohne Einselement.

« K"*" ist ein nicht-kommutativer Ring mit Einselement (E,,)
er ist nicht nullteilerfrei, da (3§ )(§3) = 0.

A

Lineare Algebra 2 | TU Braunschweig | Dirk Lorenz | SoSe 2019 3



08.04.2019, VL 1-2

Definition 1.2. Ist R ein Ringund R’ C R eine Teilmenge, so heifit
R’ Unterringvon R, wenn R’ beziiglich Addition und Multiplikation
abgeschlossen ist.

Sind R und S zwei Ringe mit Verkniipfungen +, - bzw. @, ©,
so heifdt ¢ : R — S ein Ring-Homomorphismus, wenn ¢(a + b) =
¢(a) ® ¢(b) und ¢(a-b) = ¢(a) © (b) gelten.

Zum Beispiel ist die Menge mZ = {mn | n € Z} ein Un-
terring von Z und die Abbildung Z — Z,,, a — a + mZ ist ein
Ring-Homomorphismus.

Ein wichtiges Beispiel fiir Ringe sind Polynomringe. Diese
basieren auf einem Korper: Ist K ein Kérper, und sind a, . .., a, €
K so ist der Ausdruck

f(t) =ao+art+ -+ a,t"

ein Polynom mit Koeffizienten in K. Oftmals schreiben wir f =
ag + ayt + - - - + a,t" statt f(t) fiir Polynome. Das Polynom, bei
dem alle Koeffizienten a; = 0 sind, heifst Nullpolynom.

Die Menge aller Polynome mit Koeffizienten in K bezeichnen
wir mit K[¢t]. Wir statten K[t] mit der iiblichen Addition aus: Seien
f=a0+ait+---+a,t" und g = by + b1t + - - - + byt" zwei
Polynome. Dann ist die Summe definiert als

f+g="(ao+bo)+ (ar +by)t+ -+ (ay +by)t".

Beachte, dass diese Defintion auch funktioniert, wenn der héchste
Exponent in f und g nicht gleich ist, da wir einfach durch entspre-
chende Null-Koeffizienten erginzen kénnen.

Die Multiplikation von Polynomen erhilt man, indem man
die Ausdriicke nach den Rechenregeln ausmultipliziert, also

f-8g=(ao+amt+ - +ant")(bo+bit + -+ but")

:ao(b0+b1t+~-‘—|—bmtm)+~-~+ant”(b0+b1t+--~+bmt"1)

= agbg + agbit + - - - + agh,, t"
+ arbot + a1byt> + - - - + ayby,t"
+ apbot™ + apyb ' 4 - 4 ayby, T
= aobo
+ (a1bg + agby )t
+ (a2bg + a1by + agby)
+ a, byt
=cotct+-+ cppmt""
mit

Cyx = Z aib]'.

i+j=k
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Man kénnte auch anders Definieren:
R’ C Rist ein Unterring von R, wenn
R’ mit den Einschrinkungen der Ver-
kniipfungen auf R selbst ein Ring ist.

Wirkénnten Polynome als Abbildungen
auffassen - das tun wir jedoch nicht, un-
ter anderem, da wir nicht festlegen wol-
len, was wir fiir die Unbestimmte t einset-
zen. Sicherlich kénnen wir Element aus
K einsetzen, jedoch gehen auch andere
Objekte die wie zum Beispiel quadrati-
sche Matrizen mit Elementen in K.
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Beispiel.
Fir f = —3t2 —t,g =t + 1 € R[t] ist

fg=F-32—t)(P+1) = -3t -+ - 3> —¢
= -3t —3t* — L.

Fir f=1t>+1,¢g=1+t+1€ Z[t] ist

f-g=(F+1)(E+t+1)
=P+ 4P Ft+2+1
=P+ A+1)P+P2+t+1
=P+ +t+1.

Ist f - ¢ = h,so sind f und g Teiler von h.
Man priift schnell nach:

Satz 1.3. Ist K ein Korper, so ist K[t] versehen mit Addition und Multi-
plikation ein Ring.

Definition 1.4. Der Grad (engl. degree) eines Polynoms f ist

oo, falls f =0

max{k € N : a; # 0}, sonst.

deg f := {

Wir nennen ein Polynom vom Grad n normiert, wenn a,, = 1.

Wie schon in einer Randbemerkung erwihnt, konnen wir zu
einem Polynom f € K[t eine Funktion f : K — K definieren, im
dem wir f(t) = f(t) = ap + ayt + - - - + a,t" setzen. Dass diese,
auf den ersten Blick pedantisch erscheinende, Unterscheidung
wichtig sein kann, sieht man an folgendem Beispiel:

Beispiel.
Wir betrachten den Kérper Z, mit zwei Elementen und die beiden
Polynome

f = 0(das Nullpolynom), g =t+ .

Dann gilt fiir die entsprechenden Funktionen von Z; nach Z,:

d.h. die beiden Funktionen f und § sind gleich (da die Abbildungs-

vorschriften gleich sind), aber die Polynome sind nicht gleich (es
gilt zB. deg f = —oo, aber deg g = 2). A
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Der Grad ist grob ,,der héchste Expo-
nent®. Beachte den Sonderfall f = 0.
Polynome von Grad 0 sind von der
Form f = ag mitag # 0.
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Mit anderen Worten: Das obige Beispiel zeigt, dass die Abbil-

dung
“: K[t] = Abb(K, K),

welche einem Polynom f € K[t die Funktion f : K — K, definiert
durch f(x) = f(x), zuordnet, im Allgemeinen nicht injektiv ist.

Lemma 1.5. Ist K ein Korper, dann gilt fiir f, g € K|[t]

deg(f g) = deg(f) +deg(g),

wobei wir die Konventionen n + (—o0) = (—oo) +n = (—o0) +
(—00) = —oo verwenden.
Beweis.

Ist f = 0 oder g = 0, so steht auf beiden Seiten der Gleichung
—00.

Es seien deg(f) = n > —oco und deg(g) = m > —oo, d.h. fiir
die Koeffizienten der jeweiligen hochsten Potenzen gilt a,, # 0,
bzw. b, # 0. Dann hat die h6chste Potenz in f ¢ den Exponenten
m + n und der Koeffizient ist a,,b,, # 0. O
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Sind A,B zwei Mengen, so st
Abb(A,B) die Menge der Abbildun-
gen von A nach B.

Hier sieht man, dass die Konvention
deg(0) = —oo sinnvoll und praktisch
ist.
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2 Polynomdivision

Ein wesentlicher Unterschied eines Ringes zu einem Korper be-
steht darin, dass es in Ringen im Allgemeinen keine multiplikativ
Inversen gibt, d.h. man kann in Ringen nicht dividieren. Ein pro-
minentes Beispiel ist der Ring Z (im Gegensatz zum Korper Q).
Fiir die ganzen Zahlen Z kennen wir allerdings die Division mit
Rest, d.h. zu zwei ganzen Zahlen m, n € Z mit m # 0 kénnen wir
immer n mit Rest durch m dividieren. Diese Division mit Rest ist
dadurch gekennzeichnet, dass

n=a-m-+>=b

mita € Zund 0 < b < |m| gilt (und a und b sind hierdurch
eindeutig bestimmt). Eine entsprechende Division mit Rest gibt
es nicht in jedem Ring, allerdings immer in Polynomringen.

Satz 2.1. Es seien f,¢ € K[t] und ¢ # 0. Dann gibt es eindeutig
bestimmte q,r € K[t] mit

f=q-g+r und deg(r) < deg(g).

Beweis.
Zeigen wir zuerst die Eindeutigkeit: Seien ¢,q’, 7,7’ € K[t] Polyno-
me mit

f=q-g+r=q-¢g+7r und deg(r), deg(r') < deg(g).

Daraus bekommen wir

0=(q—q)g+r—7

und daraus folgt

(G—q)g=1"~r.
Wir bilden auf’beiden Seiten den Grad und mit Lemma 1.5 folgern
wir

deg(r' —r) = deg(q —¢') + deg(g). (*)

Wire q # 4/, so wire deg(q — q’') > 0 und aus der obigen Glei-
chung wiirde

deg(r' —r) > deg(g)
folgen. Das ist aber ein Widerspruch zu deg(r), deg(r') < deg(g).
Daher ist ¢ = ¢’ und aus (%) folgt
deg(r' —r) = deg(0) + deg(g) = —oo +deg(g) = —o0

und damit r = 7.
Die Existenz zeigen wir, indem wir ein Verfahren zur Berech-
nung von 4 und r angeben: Wir schreiben

f=apt"+---+ait+ag, g=0but"+---+bit+by
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Zum Beispiel ist firn =15, m = 6
15=2-6+3,
firn =10,m = -3
10 =(-3)-(=3)+1,
und fiirn = —10, m = -3

~10=4-(-3)+2.

Die algebraische Struktur, in der die Di-
vision mit Rest erklirt ist, heifdt euklid-
scher Ring.

Hier steht g fiir ,,Quotient” und r fiir
,Rest”.
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mit ay,, b, # 0.Ist n < m so haben wir mit

f=0-g+f, mit deg(f) <deg(g)

die gesuchten 4 = O und r = f gefunden
Sei also nun n > m.

Schritt 1: Wir dividieren die Terme hochster Ordnung und erhal-
ten
an ti’l —m

a1 =73

als hochsten Term des gesuchten g.

m

Schritt 2: Wir setzen
fi=f-qm-¢
Da der héchste Term von q; - g genau 3"~ - by, t" = a,t"
ist, gilt

deg(f1) < deg(f).

Schritt 3: Wir priifen, ob deg(f1) < m gilt. Ist dies so, so sind
wir fertig, wenn wir ¢ = q; und r = f; setzen. Andernfalls
beginnen wir wieder bei Schritt 1 mit f; statt f (d.h. wir
bekommen den nichsten Term g, von g durch Division der
hochsten Terme und setzen f, = f; — g2 - g und deg(f2) <

deg(f1))

Da die Grade der f; bei jedem Durchgang um mindestens eins
abnehmen, gibt es einen Index k < n — m + 1, so dass erstmalig

fk = fre1— 4k 8, unddeg(fi) <m = deg(g).

An dieser Stelle brechen wir das Verfahren ab, und bekommen
durch Einsetzen

f=m-g+h
=n-8§+qp-g+f
=q-8§+q-g+q3-8+fs
:"'qu-g+Q2-g+CI3'g+---+qk~g+fk
=@ +a+-+a)-g+fi

und wir haben die Losung gefunden, nimlich

([l

Das Verfahren, das wir fiir den Existenzbeweis benutzt haben,
ist genau das gleiche, das man in der Schule zum schriftlichen
dividieren von ganzen Zahlen lernt.
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Beispiel.

Wir betrachten K = R, f = 3t + 2t + 1 und g = > — 4t. Wir
rechnen nach dem Schema des Beweises, d.h. genau so wie bei der
schriflichen Division von ganzen Zahlen. Dabei beriicksichtigen
wir den ,fehlenden” Term #%:

t+1
3t3 +2L+U:(#—4Q::&+12+%;i5
— 313 +12¢2 -
1242 + 2t
— 1242 + 48¢

50t

Das heifét, wir bekommen
f=g-g+r mit g=3t+12, r=50t+1.
Ein zweites Beispiel: f =t —3t> + 2 —3t,¢ =t — 3:
( =34+ -3t): (t=3) =+t

— 04+ 38
t2 — 3t
— 12 + 3t
0

In diesem Fall geht die Division ohne Rest auf; d.h. wir haben
q= £+t r=0.

Esgiltalso f = g - g. Dies hilft uns, die Nullstellen von f zu finden:
Da 3 eine Nullstelle von g ist, ist 3 auch eine Nullstelle von f. Die
weiteren Nullstellen von f sind genau die Nullstellen von g, also
von g = t° +t = t(t* + 1). Hier sehen wir das g nur eine reelle
Nullstelle (nimlich 0) hat. Insgesamt haben wir f faktorisiert als

f=tt+1)(t-3),

was es uns erlaubt, alle Nullstellen von f abzulesen. A

Kommen wir nun zur genaueren Untersuchung von Nullstellen
von Polynomen. Dabei heifdit A € K eine Nullstelle von f € K][t],
falls f(A) = 0 gilt.

Beispiel.

1. Polynome vom Grad 0 haben keine Nullstellen. Es ist ja
f =amita # 0(fir a = 0 ist der Grad ja —oo).

2. Polynome von Grad 1, also Polynome der Form f = at + b,
haben immer genau eine Nullstelle, ndmlich A = —b/a,

dennf()\):EI(—%)—Fb:—b—Fb:O.

3. Das Polynom f = t?> + 1 vom Grad 2 hat
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« in R[t] keine Nullstelle, denn fiir t € R gilt stets
fy=+1>1>0.
« in C[t] die beiden Nullstellen A1 ,, = +i, denn
f(&i) = (L) +1=-1+1=0.
« in Z;[t] genau eine Nullstelle, denn
f0)=0"+1=1, f(1)=1*+1=0.

Merke: Die Anzahl der Nullstellen hingt auch vom zu
Grunde liegenden Korper ab.

4. Das Polynom f = #?> — 2 vom Grad 2 hat in R[t] und C|[t]
die beiden Nullstellen A, , = 4+/2, iiber Q[t] jedoch keine
Nullstelle.

5. Ist K ein Korper mit endlich vielen Elementen {ay,...,4,},
so hat das Polynom

f={t—a)-(t—an)

den Grad n und auch n Nullstellen (ndmlich alle Elemente
von K), das Polynom

g=(t—a) - (t—a) 41
hingegen hat auch den Grad n, aber keine Nullstelle.
A

Im Allgemeinen ist das Bestimmen von Nullstellen von Poly-
nomen schwierig, auch iiber vertrauten Kérpern wie R (und iiber
C etwas einfacher, aber trotzdem schwierig). Es gibt explizite For-
meln fiir die Nullstellen von Polynomen vom Grad 1, 2, 3 und
4, die nur zweite und dritte Wurzeln benutzen. Fiir den Grad 2
(quadratische Funktionen) ist das die bekannte pg-Formel. Dass Die (ggf. komplexen) Nullstellen eines
diese Formel auch ebenso fiir komplexe Polynome vom Grad 2 reellen Polynoms x* 4 px + q sind
gilt, sollten Sie in den Ubungen beweisen. Fiir den Grad 3 und
4 gibt es die ziemlich komplizierten Formeln von Cardano (aus
dem 16. Jahrhundert).

Dass es fiir Grad > 4 im Allgemeinen gar keine Formeln mehr
gibt, die die Nullstellen in elementaren Rechenoperationen und
Wurzeln ausdriicken (also auch nicht mit hoheren Wurzel-Aus-
driicken), besagt der Satz von Abel-Ruffini (aus dem 19. Jahrhun-
dert). Ein genaueres Studium der Bestimmung von Nullstellen
von Polynomen fiihrt in das Gebiet der Galois-Theorie, einem
Teilgebiet der Gruppentheorie.

Lineare Algebra 2 | TU Braunschweig | Dirk Lorenz | SoSe 2019 10



25.04.2019, VL 3-1

3 Abspalten von Linearfaktoren

Haben wir eine Nullstelle eines Polynoms gefunden, so geniigt es
fiir die Suche nach weiteren Nullstellen, ein Polynom von gerin-
gerem Grad zu betrachten. Dies wird durch die Polynomdivision
aus Satz 2.1 moglich:

Lemma 3.1. Ist A € K eine Nullstelle von f € K]t], so gibt es ein
eindeutig bestimmtes Polynom g mit deg(g) = deg(f) —1lund f =

(t=7)-g

Beweis.
Wir dividieren f nach Satz 2.1 mit Rest durch (f — A). Es gibt
also eindeutig bestimmte g, 7 mit f = (t — A)gq + r und deg(r) <
deg(t — A) = 1. Das heifSt aber, dass r ein konstantes Polynom ist,
also r = ag fiir ein ag € K.

Da A eine Nullstelle von f ist, folgt

0=f(A)=(A—=A)-g(A)+ao = ag,

also ist r = 0. Die Formel fiir den Grad folgt aus

deg(f) = deg(t — A) +deg(g) = 1+ deg(g).
O

Das Abspalten von Nullstellen, also die Faktorisierung f =
(t — A) - g hat folgendes Lemma zur Folge:

Lemma 3.2. Es sei K ein Korper und f € K|t|. Ist die Anzahl der
Nullstellen von f gleich m und ist f nicht das Nullpolynom, so folgt

m < deg(f).

Beweis.

Wir fithren Induktion iiber den Grad von f aus: Ist deg(f) = 0, so
gilt f = ag # 0. Die Anzahl der Nullstellen ist m = 0, und damit
ist die Behauptung richtig.

Sei nun deg(f) = n > 1 und die Aussage gelte fiir Polynome
vom Grad < n — 1. Hat f keine Nullstelle, dann stimmt die be-
hauptete Ungleichung. Hat f die Nullstelle A, so kénnen wie diese
nach Lemma 3.1 abspalten, d.h. es gibt ¢ mit

f=(t—A)g, und deg(g)=n—1.

Wir sehen, dass alle Nullstellen von f, die ungleich A sind, auch
Nullstellen von g sind. Schreiben wir [ fiir die Anzahl der Nullstel-
len von g, so ist nach Induktionsannahme / < n — 1 und daher
m<l+1<n. O

Eine weitere Folgerung ist die Tatsache, dass es auf unendli-
chen Korpern K keinen wesentlichen Unterschied zwischen Po-
lynomen und den zugehorigen Funktionen auf K gibt. Es gilt
nimlich:
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Korollar 3.3. Ist K unendlich, dann ist die Abbildung
~: K[t] — Abb(K,K),

welche einem Polynom die entsprechende Funktion von K nach K zuordnet,
injektiv.

Seien f1, f» € K[tjund g = f1 — f». Gilt f = fo,s0ist§ =0,
also ¢(A) = O fiir alle A € K. Nach Lemma 3.2 geht dies nur
fiir das Nullpolynom, also g = 0, und das heifit f; = f,.

Ist A eine Nullstelle von f, soist f = (f — A) - g. Nun kann es
sein, dass A wiederum eine Nullstelle von g ist; in diesem Fall ist
A eine mehrfache Nullstelle von f.

Definition 3.4. Ist f € K[t], f # Ound A € K, so ist
ord(f,A) :==max{r € N : f = (t — A)"g fiir ein Polynom g}

die Vielfachheit oder Ordnung der Nullstelle.

Beispiel.
Fiir das Polynom f = #* — 213 +2t2 — 2t + 1 € R[] gilt

f=({t-172(+1),

also gilt ord(f,1) = 2. A

Es gilt
ord(f,A) =0 < f(A) #0.

Ist f = (t—A)"-gundr = ord(f, A), dann ist (nach Definition
der Vielfachheit), A keine Nullstelle von g. Mit anderen Worten:
Die Vielfachheit einer Nullstelle gibt an, wie oft der Linearfaktor
(t —A) in f enthalten ist.

Habenun f € K[t] den Grad n,genau die Nullstellen Ay, ..., Ay €
K und die Vielfachheiten seien ; = ord(f,A;),i =1,...,k. Dann
ist

f=0=—A)" - (E=A)% g,

und das Polynom g hat den Grad n —r; — - - - — ¢ und keine
weiteren Nullstellen. Die beiden Extremfille sind deg(g) = n
(also g = f, d.h. f selbst hat keine Nullstellen) und deg(g) = 0.
Im zweiten Fall gilt

f = th(t — /\1)71 s (t —)\k)rk,

fuir ein a,, # 0. Wir sagen in diesem Fall: f zerfillt in Linearfaktoren.
Ein Hauptergebnis iiber Nullstellen von Polynomen haben wir
schon im ersten Semester benutzt:

Satz 3.5 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes Polynom f € C[t] mit
deg(f) > 0 hat mindestens eine Nullstelle.
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Ein einfaches Beispiel: f = t> — 2t + 1
hat die Nullstelle A = 1 und es gilt
f=@—-1)(t—1),also f=(t—1)g

mitg=1t—1.
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Auch hier geben wir keinen Beweis, sondern vertrésten auf die
Vorlesung , Funktionentheorie®.
Eine direkte Folgerung aus diesem Satz ist:

Korollar 3.6. Jedes Polynom f € C[t| vom Grad n > 1 zerfillt in
Linearfaktoren, d.h. es gibt A1, ..., A, € C mit n = deg(f), so dass

F=a(t—M)-(t=An).

Da f nach dem Fundamentalsatz eine Nullstelle A hat, kén-
nen wir diese abspalten und bekommen f = (t — A) - ¢ mit
deg(g) = deg(f) — 1. Ist deg(g) > 0 kénnen wir eine wei-
tere Nullstelle abspalten, und so weiter, bis wir n Nullstellen
abgespalten haben.

Uber R kann ein solcher Satz nicht richtig sein: Das Polynom
f = 2+ 1 hat keine Nullstellen in R und wir kénnen daher keinen
Linearfaktoren abspalten. Es lisst sich trotzdem noch etwas mehr
sagen.

Wie iiblich betrachten wir R als Teilmenge von C und ebenso
auch R[#] als Teilmenge von C|t]. Letzteres heifdt nichts anderes,
als dass wir Polynome mit reellen Koeffizienten auch als Polynome
in C[t] auffassen kénnen. In diesem Sinn hat das reelle Polynom
f = t2 + 1, aufgefasst als Polynom in C|[t] die beiden Nullstellen
+i.

Lemma 3.7. Ist f € R[t] (bzw. f € C[t] mit reellen Koeffizienten) und
ist A € C eine Nullstelle von f, so ist auch A eine Nullstelle von f.

Beweis.
Ist z eine Nullstelle von f, so gilt (da fiir die Koeffizienten a; = 4;

gilt)

fiz)=ao+mz+-- +a,z"
=ag+mz+---+a,z"
=ap+a1z+-- -+ a,z"

= f(z) =0.

D.h. Z ist auch eine Nullstelle von f. O

Lemma 3.8. Sei f € R[t] und A € C eine nicht-reelle Nullstelle von f.
Dann gilt

i) g:=(—A)(t—A) € R[t] und
ii) es gibteing € R[t] mit f = g - q.

Beweis.
Fiir i) ist zu zeigen, dass das Polynom g trotz des Auftretens der
komplexen Zahlen nur reelle Koeffzienten hat. Dazu schreiben
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Eine kleine Ubersicht iiber klassische
Beweise dieses Satzes findet man im
Kapitel ,Fundamentalsatz der Algebra“
im Buch Zahlen von Ebbinghaus et. al.

Beachte: Die A; diirfen durchaus gleich
sein, d.h. die gleiche Nullstelle kann
mehrfach auftreten.

Erinnere: Z ist die komplex konjugierte
Zahl, welche aus z entsteht, indem der
Imaginirteil das Vorzeichen wechselt,
alsoflirz = x+1iyistz = x —iy.
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wir A = a + i und rechnen

(t—A)(t—A)=(t—a—if)(t —a+ip)
— £ —ta+ it — ta + o® — iaf — ith + iap + B2
=12 —2at+a? + B~

Fiir ii) dividieren wir f durch g mit Rest, d.h. es gibt zwei
Polynome g, € R[t| mit

f=g-q+r, mit deg(r) <deg(g) =2

Die Gleichung der Polynome impliziert, dass auch fiir komplexe
Argumente z gilt f(z) = g(z)q(z) + r(z). Einsetzen von A und A
gibt 7(A) = r(A) = 0. Da r héchstens den Grad 1 hat, folgt mit
Lemma 3.2, dass r = 0 gilt. 0

Lemma 3.9. Fiir f € R[t] gilt fiir jedes paar A, A von konjuguerten
Nullstellen
ord(f,A) = ord(f, 7).

Beweis.
Wir zeigen die Behauptung durch Induktion iiber k mit k <

ord(f, A). Dafiir zeigen wir, dass wir f schreiben kénnen als f =
¢* fi mit dem Polynom ¢ = (t — A)(t — A) und einem f; € R[t].

Im Fall k = 0 ist nichts zu zeigen (dann ist g° = 1und f = f;
tut es).

Sei also jetzt ord(f,A) > k + 1 und die Behauptung fiir k
richtig. Dann ist also f = g*f; und es gilt f;(A) = 0. Und nach
Lemma 3.8 konnen wir fj schreiben als fy = g fiq1 mit fyq €
R[t]. Es folgt f = ¢ 1, wie behauptet. O

Zusammen haben wir folgenden Satz tiber Nullstellen von
reellen Polynomen bewiesen:

Satz 3.10 (Fundamentalsatz fiir reelle Polynome). Jedes Polynom
f € R[t] mitdeg(f) = n > 1 lisst sich zerlegen als

f=alt—M)-(t=Ar) 81 gm

wobeia, Ay, ...,Ar € Runddiegs, ..., gm € R[t] normierte Polynome
mit Grad 2 sind, welche keine reellen Nullstellen haben. Insbesondere ist
n=r-+2m.

Korollar 3.11. Jedes Polynom f € R[t] mit ungeradem Grad hat min-
destens eine reelle Nullstelle.

Folgt aus der Gleichung n = r + 2m: Ist n ungerade, so muss
r > 1 sein.

Lineare Algebra 2 | TU Braunschweig | Dirk Lorenz | SoSe 2019 14

Diese Aussage haben wir hier rein alge-
braisch bewiesen. Man kann die Aussa-
ge auch mit Methoden der Analysis be-
weisen: Ist der Grad ungerade, nehmen
wir (ohne Einschrinkung) an, dass der
filhrende Koeffizient positiv ist. Dann
nimmt das Polynom fiir grofle positi-
ve Argumente positive und fiir grofle
negative Argumente negative Werte an.
Nach dem Zwischenwertsatz hat es also
eine Nullstelle.
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4 Invariante Fahnen und Trigonalisierbarkeit

Wir erinnern an den Begriff der Diagonalisierbarkeit und an uns
bisher bekannte Eigenschaften:

« Eine lineare Abbildung f : V' — V heifdt diagonalisierbar,
wenn es eine Basis B von V gibt, so dass M5 (f) eine Diago-
nalmatrix ist.

« Entsprechend nennen wir eine Matrix A € K"*" diagonal-
sierbar, wenn es eine invertierbare Matrix S € K"*" gibt, so
dass S~ AS eine Diagonalmatrix ist.

« Ist eine lineare Abbildung (bzw. Matrix) diagonalisierbar,
so muss das charakteristische Polynom in Linearfaktoren
zerfallen.

« Ist eine lineare Abbildung (bzw. Matrix) diagonalisierbar, so
muss die Dimension der Eigenriume gleich den Vielfachhei-
ten der Eigenwerte sein, d.h. wir haben, dass geometrische
und algebraische Vielfachheit {ibereinstimmen.

« Eine lineare Abbildung (bzw. Matrix) ist genau dann diago-
nalisierbar, wenn es eine Basis aus Eigenvektoren von f gibt,
oder anders gesagt, wenn die Summe der Dimensionen der
Eigenriume gleich der Dimension des ganzen Raumes ist.

Wir wollen nun untersuchen, was man fiir nicht-diagonalisierbare

Abbildungen noch aussagen kann.
Wir fragen zuerst, wann eine lineare Selbstabbildung durch
eine obere Dreicksmatrix dargestellt werden kann:

Definition 4.1. Eine lineare Abbildung f : V — V heifit trigonali-
sierbar, wenn es eine Basis B von V gibt, so dass M5(f) eine obere
Dreiecksmatrix ist.

Ebenso heifit eine Matrix A € K"*" trigonalisierbar, wenn
es ein invertierbares S € K"*" gibt, so dass S"1AS eine obere
Dreiecksmatrix ist.

Um Trigonalisierbarkeit besser zu verstehen, untersucht man
die Unterriume von V, die von f in sich selbst abgebildet werden.

Definition 4.2. Essei f : V — V linear. Wir nennen einen Unter-
raum W C V f-invariant, wenn f(W) C W.

Definition 4.3. Ein Vektorraum V ist die direkte Summe der Unter-
rdume Wi, ..., Wy, geschrieben

V=W & - -a&W,
wenn gilt

1. V=W;+- -+ Wrund
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Das ist die gleiche Aussage wie im ers-
ten Punkt: In S steht dann die Basis B
spaltenweise.

Das ist nur eine notwendige Bedin-
gung.

Entsprechend sprechen wir von A-
invarianten Unterriumen, wenn die ei-
ne lineare Abbildung durch eine Matrix
A gegeben ist.

Diese Bedingungen sind dquivalent da-
zu, dass sich jedes v € V eindeutig
als Summe v = wy + -+ - + Wi mit
w; € W; schreiben l4sst.

Ist W C V und gibt es auf V ein Ska-
larprodukt, so ist V = W @ WL,
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2. Sind wy € Wy, ..., wx € Wy mit wy + - - - + wy = 0, so folgt
w1:---:wk:0.

Beispiel.
« Fiir jedes f sind {0} und V f-invariant.

« Ist f diagonalisierbar und {vy,...,v,} eine Basis aus Eigen-
vektoren, so sind die Riume

Wi = ({vi})
f-invariant und wir konnen V zerlegen als

V=W, D O W,.

« Ein Eigenraum Eig(f, A) ist ebenfalls f-invariant, da fiir
v € Eig(f, A) gilt f(v) = Av € Eig(f, A).

« Fiir diagonalisierbares f gibt es auch folgende Zerlegung in
f-invariante Unterrdume

V = Eig(f, M) @ - - - @ Eig(f, Ak)
(wenn wir iiber alle Eigenwerte summieren).

« Ist A € K"*" eine obere Dreiecksmatrix, so sind die Unter-
riume

Wr — <{81, .o .,e;f}>
firaller € {1,...,n} A-invariant.

Es gilt x € W, genau dann, wenn x; = 0 flirk > 7. In
diesem Fall gilt aber auch fiir y = Ax, dass y, = 0 fiir
k>r.

A

Lemma 4.4. Ist W C V ein f-invarianter Unterraum, so ist das cha-
rakteristische Polynom x|, von f|w ein Teiler des charakteristischen
Polynoms x .

Beweis.
Es sei B’ eine Basis von W und wir ergiinzen diese zu einer Basis
B von V. Dann gilt fiir die Darstellungsmatrix

ME(f) = <Mgigf|w) Z) '

(Die Null unten links folgt, da f(W) C W.)
Nach den Eigenschaften der Determinante folgt, dass xf =
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Beispiel.
Wir betrachten die lineare Abbildung, die durch die Matrix

0 2
=(0)
gegeben ist. Thr charakteristisches Polynom ist #* — 2. Dieses Poly-
nom hat in Q[t] keine Teiler mit Grad > 1 (sonst hitte es eine Null-

stelle in Q). Daher gibt es wegen Lemma 4.4 keinen A-invarianten
Unterraum von Q2. A

Definition 4.5. Eine Fahne eines n-dimensionalen Vektorraumes
V ist eine Folge von Unterrdumen V,,7 = 0,...,n mitdim(V;) =
r und der Eigenschaft

{O}ZV()CV1C"'CV;1:V.

Eine Fahne heifSt f-invariant (fiir eine lineare Abbildung f : V —
V), wenn jedes V, f-invariant ist.

Beispiel.
« Im vorigen Beispiel bilden die W, eine A-invariante Fahne.

« Fiir eine obere Dreiecksmatrix A (wie im Beispiel auf Seite
16) bilden die Riume W, = ({ey, ..., e, }) eine Fahne.

A

Hat man eine f-invariante Fahne, so folgt aus f(V;) C V; und
dim(V;) = 1, dass es einen Eigenvektor von f geben muss.

Lemma 4.6. Fiir eine lineare Abbildung f : V — V sind dquivalent:
i) Es gibt eine f-invariante Fahne.
ii) f ist trigonalisierbar.

Beweis.

i) = ii): Sei V, ..., V, eine f-invariante Fahne. Dann ist jedes
v1 € Vj eine Basis von V; und wir erginzen dieses sukzessive zu
einer Basis B = {vy,...,v,} von V, so dass {vy,...,v,} jeweils
eine Basis von V, ist. Wegen f(V,) C V, lisst sich jedes v €
f(V;) als Linearkombination der vy, ..., v, schreiben und daher
ist ME(f) eine obere Dreiecksmatrix.

i) = i): Ist umgekehrt B eine Basis, so dass M5 (f) eine obere
Dreiecksmatrix ist, so setzen wir wiederum V, = ({v1,...,0,}).
Dann ist dim(V;) = rund esgilt V; C --- C V,, = V. Da ME(f)
eine obere Dreicksmatrix ist, muss jedes v € f(V;) eine Linear-
kombination der vy, ..., v, sein, d.h. es gilt f(V;) C V,. O

Satz 4.7 (Trigonalisierungssatz). Es sei V ein n-dimensionaler K-
Vektorraum und f : V — V eine lineare Abbildung. Dann ist dquivalent:
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Aus f(V,) C V; folgt das nicht! Wieso?
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i) f ist trigonalisierbar.

ii) Das charakteristische Polynom yx r zerfiillt iiber K in Linearfaktoren,
d.h.esgibt Ay, ..., A, € K (nicht notwendigerweise verschieden), so
dass

Xr=H(t=A1) - (t=An).

Beweis.
i) = ii): Ist A = M5(f) eine obere Dreiecksmatrix mit Diago-
naleintrigen a;;, so ist das charakteristische Polynom

Xf:XA:(all_t)"‘(ann_t)-

ii) = 1i): Wir zeigen, dass es eine f-invariante Fahne gibt und
machen dazu eine Induktion iiber n = dim(V):

Fiir n = 1istnichts zu zeigen. Seialson > 2. Da f nach Annah-
me den Eigenwert A hat, gibt es einen zugehorigen Eigenvektor
v1 und wir erginzen diesen zu einer Basis B = {vy, wy, ..., wy }.
Mit Vi = ({v1}) und W = ({wy, ..., w,}) gilt dann

V=VieW
und
AMoap e a
MiH = |
BV A
0

mit A € K"~1*"~1 mit den Eintrigen (a;); j—s,. . Der Raum V;
ist per Definition f-invariant.

Jetzt definieren wir die linearen Abbildungen# : W — V; und
g: W — W durch

h(w;) = ajjv1,  g(wj) = azjwy + -+ + apjwy.

Wir beobachten, dass fiir w € W gilt f(w) = h(w) + g(w). Da A
die Darstellungsmatrix von g in der Basis {wy, ..., w, } von W ist,
folgt fiir die charakteristischen Polynome von f und g, dass

Xf= (A1 — t)Xg-

Nach unserer Annahme folgt also x; = (A2 —t) - - (A, — ), d.h.
das charakteristische Polynom von g zerfillt in Linearfaktoren
und wir konnen die Induktionsvoraussetzung von ¢ anwenden.
D.h. es existiert eine g-invariante Fahne in W, d.h. Unterriume

{O}:W()CW]C“'CW,,[,]IW.

Wir machen daraus eine Fahne im grofleren Raum V wie folgt.
Den Unterraum V; haben wir schon und wir definieren

Vi=Vi+W,_1, r=2,...,n.

Lineare Algebra 2 | TU Braunschweig | Dirk Lorenz | SoSe 2019 18



29.04.2019, VL 4-5

Es bleibt zu zeigen, dass diese Fahne f-invariant ist. Dazu sei
v €V, dh. v = pv; +w, mit y € Kund w, € W,_;. Dann ist

f(0) = f(uor +wr) = uf(o1) + f(wr)
= pMor + h(w,) +g(w,) € Vi + W, 1 = V.
% i :V\VZ
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5 Berechnen von Trigonalisierungen

Ein Korollar aus dem Satz 4.7 ist es noch wert, festgehalten zu
werden:

Korollar 5.1. Jede lineare Abbildung eines endlichdimensionalen C-
Vektorraumes in sich selbst ist trigonalisierbar.

Jedes Polynom tiber C zerfillt in Linearfaktoren.

Uber anderen Kérpern als C zerfillt nicht jedes Polynom in
Linearfaktoren, also ist auch nicht jede Matrix trigonalisierbar.
Wir illustrieren dies am Beispiel der Matrix

0 -1
=0,
Betrachten wir sie zuerst iiber dem Vektorraum R?:
Beispiel.
Das charakteristische Polynom von A ist x4 = t> + 1. Diese zer-
fillt iiber R nicht in Linearfaktoren (das Polynom hat keine Null-

stelle). Daher ist A nicht trigonalisierbar, d.h. fiir jedes invertierbare
S € R?*2 ist S~1 AS keine obere Dreiecksmatrix. A

Betrachten wir die gleiche Matrix als Matrix in C>*2:

Beispiel.
Hier zerfillt das charakteristische Polynom in Linearfaktoren,
nimlich

Xa=t*4+1=(t—i)(t+1).

Es gibt also zwei verschiedene Eigenwerte A; = i, A\, = —1, also
auch zwei linear unabhingige Eigenvektoren, z.B.

o= (1) wnaen= (1.

Man rechnet schnell nach, dass

=33 ()= () =(2) -
=83 () () =-1() -

Insbesondere ist A iiber C trigonalisierbar (sogar diagonalisierbar)

und mit L1
sz<1. 1.), 51:<% Zi.>
—i i 5 x5l

e (i 0
S As_<0 _Z.).
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gilt dann
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Schauen und wir uns noch einen dritten Fall an, nimlich den
Vektorraum Z%:

Beispiel.
Wir rechnen nun iiber Z,, wo wir insbesondere 1 +1 = 0 und
—1 =1 beriicksichtigen miissen. Insbesondere ist

0 -1 01
=0 0)=0 o)

In diesem Fall hat x4(t) = > + 1 eine Nullstelle, nimlich
A =1,dennesgiltxa(l) =1-1+1=1+1 = 0. Eine weitere
Nullstelle gibt es nicht, da x4(0) = 0+ 1. Was heif$t das fiir die
Linearfaktoren? Wenn wir 2 + 1 iiber Z, durch den Linearfaktor
t —1 =t + 1 dividieren, so bekommen wir (£ +1) : (t+1) =
t + 1, also gilt iiber Z,, dass t* + 1 = (¢t + 1)? (was man schnell
priift: (t+1)2 =2 +t+t+1=2+(1+1t+1=++1)

Bestimmen wir nun den Eigenraum zum Eigenwert 1. Wir
suchen also den Kern von

0 -1 10 11
=) (0 )=6 )

Diese Matrix hat Rang 1 und ihr Kern wird aufgespannt von v, =
(1). Der Eigenraum ist also eindimensional, insbesondere ist die
geometrische Vielfachheit des Eigenwertes 1 nur 1 und damit echt
kleiner als die algebraische Vielfachheit.

Wir konnen also schlieflen, dass A iiber Z, zwar trigonali-
sierbar ist (da das charakteristische Polynom in Linearfaktoren
zerfillt), aber nicht diagonalisierbar.

Um eine Trigonalisierung zu bestimmen, erginzen wir v; zu
einer Basis. Wir nehmen v, = ( (1] ) und schreiben vy, v, als Spalten

in eine Matrix
s_(11
- \1 0/
Diese hat (iiber Z, gerechnet) die inverse Matrix
01
-1 _
=)

(was man schnell priift: SS~1 = (13) (91) = (915155) = (39))-
Wir bekommen damit eine Trigonalisierung:

140 (0 1) /0 1\ /1 1
5 AS = <1 1/\1 0/\1 0
(0 1\ /1 0y /(11
11 11/ \0o 1)°
A
Nun bemerken wir noch, dass die Beweismethode von Satz 4.7
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zwar immer eine obere Dreiecksmatrix liefert, es aber verpassen
kann, eine noch ,bessere” Darstellung zu finden:

Beispiel.
Wir betrachten die Matrix

(1 0 2%2
o (19 ex

(als lineare Abbildung von IR? in sich). Wir wihlen als v; = e; und
haben den zugehorigen Eigenwert A; = 1. Wir erginzen nun be-
liebig zu einer Basis, zB. mit w, = (7! ). Die Darstellungsmatrix
von D in der Basis {v1, w,} ist also S™!DS mit S = (o1 w2 ), also

. 1 1\ /1 0\ /1 -1 11

1P — —

05— (o 1) (6 2) (0 1) =6 2):

Das ist zwar eine obere Dreiecksmatrix, aber keine Diagonalmatrix
mehr.

Hitten wir mit w, = e, erginzt, so wire S = Ep, und S1DS =
D eine Diagonalmatrix. A

Kommen wir nun dazu, wie man Trigonalisierungen syste-
matisch ausrechnen kann: Hierzu betrachten wir den Fall von
Matrizen, d.h. wir haben A € K"*" mit charakteristischem Poly-
nom x4 = £(t—Aq)--- (f — Ay) und suchen ein S € GL,(K),
so dass

D=S"1AsS

eine obere Dreiecksmatrix ist.
Das allgemeine Vorgehen ist wie folgt:

1. Berechne einen Eigenvektor v, zum Eigenwert A4, erginze
diesen zu Basis und schreibe diese in eine Matrix S =
(01 wy - wn) € Knxn,

— A1
Sl 1ASl _ (01 A11>

mit A; € K" V"1 ynd r; € K71,

2. Bilde

3. Ay ist auch Eigenwert von Aj, berechne einen zugehdrigen
Eigenvektor v; € K"~!, erginze diesen zu Basis des K" !
und schreibe diese in eine Matrix S, = (vz wz - wn) €
Kn—1xn—1

4. Bilde

und

S, 15 1AS1S, = S, (
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mit A, € K"=2xn=2 ynd 1 € Kixn=2,

5. Fahre mit A, entsprechend fort und setze schliefflich S =
5155 - -+ S,.. Wir bekommen

A *
Ay
STTAS =
0 An
Beispiel.
Essei V = R3 und
3 4 3
A=1-1 0 -1
1 2 3
Das charakteristische Polynom ist
3—-A 4 3
xa = det -1 -1 -1
1 2 3-A

“eomaa((F 7)) (7))
(3 5))

:(3—A)(—A(3—A)+2) —4(—(3—A)+1)+3(—2+/\)
= A 4+6A2-121+8

= —(A—2)%
Wir haben also Ay = Ay = A3 = 2. Der Rang von
1 4 3
A—2E=|-1 —2 —1
1 2 1

ist 2 und daher ist die Dimension des Eigenraumes Eig(A,2) nur
1. Die algebraische Vielfachheit des Eigenwertes 2 ist hingegen 3
und wir schliefSen, dass A nicht diagonalisierbar ist.

Berechnen wir einen Eigenvektor von A zum Eigenwert 2, d.h.
einen Vektor im Kern von A — 2E3. Wir bekommen z.B.

(i)

Wir kénnen diesen durch Standard-Basisvektoren zu einer Basis
erginzen. Wir nehmen (willkiirlich) die Basis {vy, ey, e3}. Diese
schreiben wir in eine Matrix

1 00
Si=1-1 10
1 01
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mit inverser Matrix

1 00
Sit=11 10
-1 0 1
Wir berechnen
2 4 3
S'AS =0 4 2
0 -2 0

Jetzt betrachten wir die Matrix unten rechts, d.h. wir setzen

4 2
a=(%4 1)

Wir wissen, dass diese Matrix wieder 2 als doppelten Eigenwert
hat, d.h., sie hat wiederum einen Eigenvektor

n= (1)

Wir erginzen zu einer Basis Basis {0y, e} des R? und setzen

1 0 0
S,=(0 1 0
0 -1 1
Es ergibt sich
1 00\ /1 0 O 1 0 0
§=5S=|-110]{0 1 0)]=(-1 1 0
1 01 0 -1 1 1 -11
und wir bekommen mit
213
STAS=[(0 2 2
0 0 2
die gesuchte Trigonalisierung von A. A
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6 Potenzen von linearen Abbildungen

Fiir eine lineare Selbstabbildung f € Hom(V, V) kénnen wir
Potenzen definieren: Man setzt f = id und rekursiv

il =fof", n=0,12,...

(also wie gewohnt f! = f, f2 = f o f usw.).

Das erlaubt es uns auch, lineare Selbstabbildungen eines K-
Vektorraums in Polynome in K[t] einzusetzen, d.h. fiir ein Polynom
p=ao+ait+---+a,t"ist

p(f) = agid +a1f + - +anf" € Hom(V, V).

Liegt das Polynom faktorisiert vor, also zB. p = (f — A1) (t — A3),
so ist

p(f) = (f —Arid) o (f — Azid).
Fiir quadratische Matrizen A gilt im ersten Fall
p(A) = aoE + EllA + -+ anA".

und im zweiten Fall

p(A) = (A — ME) - (A — AE).

Beispiel.
Wir betrachten die Matrix

-1 -2 =2
A= 2 3 2 1.
2 2 3
und das Polynom

p=(t—1)(t—3) =+ —4t+3.
Wir kénnen nun rechnen
p(A) = A> —4A +3E;3

-7 —8 -8 -1 -2 -2 300
=18 9 8]—-412 3 2 |4+(0 30
8 8 9 2 2 3 0 0 3

~7+4+3 —-8+8+0 —-8+8+0
8—-8+0 9-124+3 8—-8+0 | = O3xs.
8—-8+0 8-8+0 9-12+3

Wir konnen zum Beispiel folgern, dass
A% = 4A — 3E;,

d.h. A? ist eine Linearkombination aus A° = E; und A! = A.
Dies gibt eine lineare Rekursion fiir die Potenzen von A, denn es
gilt fiir alle n

A =4A 1 3472 A0 =—F, Al = A.
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Damit bekommen wir z.B.
A3 =A-A% = A(4A —3E3) = 4A> -3A
= 4(4A —3E3) —3A = 16A — 12E3 —3A = 13A — 12E;3

und wir bekommen ebenso alle weiteren Potenzen von A als Li-
nearkombination von A und E;s. A

Beispiel.
Wir betrachten die Matrix

Wie wir schon wissen, ist
xa=t+1.

Wir setzen A in x 4 ein und bekommen

I [ R ()}
A

In diesem Beispiel liefert A, eingesetzt in sein eigenes charak-
teristisches Polynom die Nullmatrix.

Potenzen von Matrizen haben viel mit den zugehorigen Eigen-
werten und Eigenvektoren zu tun. Wir formulieren die bestim-
mende Gleichung fiir einen Eigenraum von f zum Eigenwert A
etwas komplizerter: Fiir das Polynom L =t — A gilt

Eig(f,A) = Kern(f — Aid) = Kern(L(f)).

Wofiir ist diese komplizierte Formulierung niitzlich? Betrachten
wir ein allgemeines Polynom

p=art +---+at+ag
mit deg(p) = r und setzen hier f ein:
p(f) =a,f +---+a1f +apidy € Hom(V,V).
Ist ein Vektor v # 0 im Kern von p(f), dann gilt
af'(v)+ - +a1f(v)+apv =0,

d.h. die Vektoren v, f(v), f2(v),..., f'(v) sind linear abhingig.
Wir definieren den Raum

W= ({0, f(0),.... f(0)}).

Einw € W hatdie Formw = kov + k1 f(v) + -+ k,_1f " 1(v) €
W und es gilt

f(w) =kof (0) +kif(0) + -+ k1 f (0).
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Daaber f"(v) ein Linearkombination der Vektoren v, f(v),..., f*~!(v)
ist, folgt f(w) € W. Wir haben also gezeigt:

Lemma 6.1. Essei f € Hom(V, V) und p = a,t" + -+ - + a1t + ap
ein Polynom mit deg(p) = r. Dann ist

W= ({v,f(0),..., f ()}

fiir jedes v € Kern(p(f)) ein f-invarianter Unterraum von V mit
0 < dim(W) <7 (und dim(W) > 1 falls v # 0).

Beispiel.
Wir betrachten

und das Polynom p = (t — 2)? mit deg(p) = 2.

Es ist
010\ (001
p(A)=(A—-2E)*=(0 0 1| =(0 0 1],
0 01 0 01
also Kern(p(A)) = ({e1, e2})-
Zum Beispiel gilt fiir v = e;
A€1:2€1.

alsoist W = ({e1, Ae1 }) = (e1) ein A-invarianter Unterraum. Fiir

v = e, bekommen wir
2
A€2 = 1 P
0

alsoist W = ({ez, Aex}) = ({e1,e2}) ebenfalls ein A-invarianter
Unterraum. A

Aus dem Lemma folgt direkt:
Korollar 6.2. Ist f € Hom(V,V) und p = a,t" + -+ - + a1t + ap
ein Polynom mit deg(p) = r, so dass p(f) = 0. Dann ist der Raum

{o, f(0),..., frY(v)}) fiir jedes v € V ein f-invarinter Unterraum
von V ist.

Da p(f) = 0 gilt, ist jedes v in Kern(p(f)).

Beispiel.

Ist f € Hom(V, V) diagonalisierbar mit den Eigenwerten A4, ..., A,
welche wir jetzt als paarweise verschieden annehmen. Wir betrach-
ten das Polynom

Q=(t—A1)---(t—Ag).
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Da f diagonalisierbar ist, ist
V = Eig(f,M) @ - - ®Eig(f, Ax),

d.h. fiir jedes v € V gibt es v; € Eig(f,A;),sodassv =v; +--- +
k. Es gilt

Q(f)(v) = Q(f)(v1) + -+ + Q(f) (vr)-

Das Polynom Q schreiben wir als Q = ag + ajt + - - - + a;t* und
so sieht man

Q(f) (1) = agv; + arf(v;) + azf>(v;) + - - - + arf*(0;)

= agv; + a1 Ajv; + az)LlZ’Ui + -4 ak/\kvi

= Q(Ai)vi.
Daher folgt wegen Q(A;) = 0 auch
Q(f)(v) =0
fiir alle v, d.h. Q(f) = 0 (mit anderen Worten: Q(f) ist die Nul-

labbildung).
Ist hingegen P ein echter Teiler von Q, so ist ein A; keine
Nullstelle von P und mit obiger Argumentation bekommt man

P(f)(v;) # 0, daherist P(f) # 0.
Fiir das charakteristische Polynom x5 = (t — Ay)" -+ (t —

Ak)" gilt ebenso xf(f) = 0. A
Wir rechnen das gleiche Beispiel noch einmal mit Matrizen:
Beispiel.
Es sei A € K"*"" diagonalisierbar, d.h. es existieren eine invertier-
bare Matrix S € K"*" und eine Diagonalmatrix D € K"*" mit
A = SDS! (und auf der Diagonalen von D stehen die Eigewerte
A1, ..., A, ggf. mehrfach).
Wir setzen wir A in das Polynom Q = (t — Aq) - (t — Ag) =
ag+ ait + - - - + agt* ein und benutzen A" = SD"S~ L
Q(A) = agEy + ;1A + - - + i AF
= aoE, +a1SDS™ ' + - - - + 4, SDFS 7!
= S(apE, +a1D + - - - + 4, DF)S7!
=5Q(D)s ™.
Da D eine Diagonalmatrix ist, sind die Diagonaleintrige von D"
genau die r-ten Potenzen der Diagonaleintrige von D und da jedes
Diagonalelement von D eine Nullstelle von Q ist, folgt Q(D) =
0,,x, und damit
Q(A) = Onxn-
A

Dieses Beispiel zeigt, dass es fiir eine diagonalisierbare Ab-
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bildung f stets ein Polynom p mit deg(p) < n gibt (nidmlich
das charakteristische Polynom), so dass p(f) = 0 ist (also die
Nullabbildung). Das Beispiel zeigt sogar mehr: Im Fall von dia-
gonalisierbaren Abbildung gibt es ein Polynom g dessen Grad
der Anzahl der verschiedenen Eigenwerte entspricht und welches
immer noch g(f) = 0 erfiillt.

Wie sieht die Situation fiir nicht-diagonalisierbare f aus? Wir
berechnen den allgemeinen Fall in Vektorriumen der Dimension
2 per Hand aus:

Beispiel.
Wir betrachten

_ (e b 2x2
A (B e
Das charakteristische Polynom ist

xa=(@—A)(d—A)—bc=A>—(a+d)A+ad—bc
= A? — Spur(A)A + det(A).

) =

S

Wir setzen nun A in x 4 ein; dazu bemerken wir A% = (25 (“
a?4-bc b(a+d)
(C (atd) botd® und bekommen

xa(A)

—(a+d)A+ (ad — bc)E;
a* + bc a+d) a b ad — bc 0
(a+d) bc—l—dZ) (a +d)( d)+< 0 ad—bc>

A?
ga +bc— (a+d)a+ad—be b(a+d)— (a+d)b >

cla+d)—(a+d)c bc+d* — (a+d)d + ad — be
00
0 0
JAN

Das Beispiel zeigt, dass es fiir jede Matrix A € K**? (egal ob
diagonalisierbar oder nicht) immer ein immer ein Polynom p vom
Grad 2 gibt, so dass p(A) = 0 gilt; es geht immer p = x 4. Wiirde
man die notwendige Ausdauer haben, so kénnte man analog zu
obigem Beispiel zeigen, dass es fiir jede 3 x 3 Matrix ein Polynom
p von Grad 3 gibt, so dass p(A) = 0 ist (und auch hier wiirde
wieder p = x4 gehen). Ein allgemeines Ergebnis hierzu ist das
Thema des nichsten Kapitels.
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7 Der Satz von Cayley-Hamilton

In diesem Abschnitt beweisen wir den Satz von Cayley-Hamilton,
welcher besagt, dass fiir jede lineare Abbildung f gilt, dass x¢(f) =

0 ist. In Matrix-Schreibweise: Zu jeder n x n-Matrix gibt es ein Bisher wissen wir dieses Ergebnis nur
Polynom vom Grad #, nimlich das charakteristische Polynom x 4, flr diagonalisierbare Abbildungen und
der Ansatz ldsst sich nicht ohne weiteres

so dass x4(A) = Opsxn- auf anderen Fille tibertragen.
Ist n die Dimension von V,so ist die Dimension von Hom(V, V)

gleich n2. Daher sind die Bilder von id, £, f2, .. .,f”2 unter ® li- Hom(V, V) ist isomoporh zu K"*".
near abhingig in Hom(V, V). Es gibt also eine nicht-triviale Li-

nearkombination dieser Bilder, welche Null ergibt. Mit anderen

Worten: Zu jedem f € Hom(V, V) gibt es ein Polynom pf vom

Grad héchstens 72, welches nicht das Nullpolynom ist, so dass

pf (f) = 0 ist.

Fiir nicht-diagonalisierbare f bekommen wir also so nur die
obere Schranke 72 an den Polynomgrad fiir p, so dass p(f) = 0
ist.

Es geht, mit mehr Aufwand, aber besser. Es gilt nimlich immer
die Schranke n und als Polynom geht immer das charakteristi-
sche Polynom der Abbildung, wie der folgende Satz zeigt. Wir
formulieren ihn hier vorerst nur fiir den Fall K = C.

Satz7.1(Cayley-Hamilton). EsseiV ein n-dimensionaler C-Vektorraum,
f € Hom(V, V). Dann gilt fiir das charakteristische Polynom x ¢ von

f immer
=0€ Hom(V,V).
Af (f) ( ) Ebenso gilt fiir jede Matrix A € K"*",
Beweis. immer, dass x4 (A) = 0 € K"*",
Da jedes komplexe Polynom in Linearfaktoren zerfillt, ist f trigo-  Achtung, dies hier ist kein Beweis:

xa(A) =det(A— AE,) = det(A —
A)=0.

Wieso nicht? x4 (A) ist eine Matrix.
det(A — AE,) ist aber immer eine
Zahl, selbst, wenn man formal A = A
EsseiB = {vy,...,0,} eine Basisvon V,sodass V; = ({v1,...,0;}), einsetzt. Schon die erste Gleichung ist
d.h. es gilt also falsch.

M *

nalisierbar, d.h. es gibt eine f-invariante Fahne

{O}ZVQCV1C"'CV”:V.

ME(f) = -
Dann sind Ay, ..., A, € C die Eigenwerte von f und das charakte-
ristische Polynom ist

xp= M=t (A —t).

Wir definieren die Polynome py = (A1 —t) -+ - (Ax — t) (d-h. py, =
Xr) und die zugehérigen linearen Abbildungen Gy = pi(f) =
(Arid =f) o+ -0 (Agid —f) (dh. es gilt G, = x¢(f))-

Jetzt zeigen wir induktiv, dass Gy auf dem Raum Vj die Null-
abbildung ist: Ist k = 1, so ist G; = (A1 id —f). Da V; von einem
Eigenvektor v, zum Eigenwert A; aufgespannt wird, gilt fiir jedes
v € V1, dass Gl(U) = MU — f(U) = Mv—Av=0.
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Seinun k > 2 und sei v € Vi. Dann kénnen wir v zerlegen als
v = w+ pvg mit w € Vi_q. Da Vi1 f-invariant ist, gilt f(w) €
Vi—1 und also auch

Aw — f(ZU) € Vi_1.

Aus der Matrix-Darstellung M3 ( f) sehen wir, dass f(vy) = a101 +
-+ 4 @p_10k_1 + AUy, es folgt also, dass

Mox — f(vg) = o1 + - - + w101 € Vieq.

Wir benutzen die Induktionsvorraussetzung Gx_1|y,_, = 0 und
bekommen

Gr(v) = (Gx—1 0 (Akid —£))(v)
= (Gg—10 (Aid —f))(w + pog)
= Gr-1((Axid —f)(w) + p(Arid —f)(vk))
= Gra(Mw — f(w)) + Gr1(Mor — f(or)) = 0.
= NN

€V €Vik1

O

Dieser Beweis des Satzes von Cayley-Hamilton funkioniert
auch fiir allgemeine Korper, sobald die Abbildung f (bzw. die
Matrix A) trigonalisierbar ist. Uber anderen Kérpern als C gilt das
nicht fiir jede Matrix. Wir werden spiter in der Vorlesung noch
zeigen, dass der Satz trotzdem in allen Kérpern gilt.

Der Satz von Cayley-Hamilton hat einige Folgerungen, die ggf.
iiberraschend sind, z.B.:

Lemma 7.2. Ist A € K"*" invertierbar, so gibt es ein Polynom p vom
Gradn — 1, so dass

ATl =p(A),

mit anderen Worten: A~ ist eine Linearkombinationvon E, A, A2, ..., A" 1,

Der Beweis ist eine Ubungsaufgabe.

Mit Hilfe des Satzes von Cayley-Hamilton konnen wir noch zei-
gen, dass sich reelle Matrizen immer ,fast trigonalisieren® lassen.
Dazu ein kurzes Lemma:

Lemma 7.3. Ist V ein R-Vektorraum, mit dim(V') > 1, so hat V einen
f-invarianten Unterraum W mit 1 < dim(W) < 2.

Dannist f|y € Hom(W, W) und ist dim(W) = 2, so gibt es eine
Basis B von W so dass

M) = (7 Z5)
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Beweis.
Nach dem Fundamentalsatz fiir reelle Polynome (Satz 3.10) gilt fiir
das charakteristische Polynom

X =FE(t=2A) - (E=A)qu(t) - - gu(t)

mit quadratischen Polynomen g;, welche keinen reellen Nullstel-
len haben.
Ist r > 1, so gibt es einen Eigenvektor v; zum Eigenwert A4
und ({v1}) ist ein eindimensionaler f-invarianter Unterraum.
Istr = 0, so wihlen wir v # 0 beliebig und wissen nach Cayley-
Hamilton x¢(f) = 0, d.h. es gilt

0=2xr(f)0) = (@:(f) oo qu(f)) ().

Esgibtalsoeini € {1,...,m}, so dass

w = (qit1(f)o---oqm(f))(v) #0, und g;(f)(w) =0

(wobei wirw = vnehmen,wenn i = mist,alsowenng,,(f)(v) =0
ist). Jetzt zeigen wir, dass der Raum W = ({w, f(w)}) dann f-
invariant ist: Wir bezeichnen g; = t? + b;t + ¢; und folgern aus

7:(f)(w) = 0, dass
f(f(w)) +bif(w) +ciw =0 (*)

gilt. Hieraus folgt f(W) C W, denn: Ist v € W, so kénnen wir
schreiben v = pw + pz f (w). Also gilt

f(0) = mf(w) +paf (f(w)) = prf(w) + pa(=bif (w) —ciw) € W.

Da f|w keinen Eigenwert hat, ist B = {ej, e} mit e; = w und
e; = f(w) eine Basis von W. Es gilt f(e1) = f(w) = e, und aus (*¥)
folgt f(e2) = f(f(w)) = —bif(w) — c;w = —bjex — cjeq, d.h. es
gilt
M) = (7 5
1 —b
O

Satz 7.4. Ist V ein R-Vektorraum und f € Hom(V, V), so gibt es eine
Basis B von V, sodass

M

mit Ay, A € Rund By = (§ 71 ) € R¥2.
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Der Beweis geht 1.W. analog zum Beweis des Trigonalisierungs-
satzes (Satz 4.7) und wir lassen die Details hier aus.

Beispiel.
Wir betrachten die reelle Matrix

0 -1 O
A=10 0 -1].
1 0 O

Das charakteristische Polynom ist

A -1 0
xa(A) = det 0 —A —1]]|=-A+1
1 0 -A

Ein Nullstelle (und damit einen Eigenwert) sehen wir schnell,
nimlich A; = 1. Polynomdivision liefert
Xa(A) = (A=1)(=A* =21 -1).

Das Polynom —A? — A — 1 hat keine reelle Nullstelle (die beiden

komplexen Nullstellen sind %“/g) Damit ist die Matrix nicht
trigonalisierbar, aber wir konnen die ,reelle” fast obere Dreicks-
form aus dem vorigen Satz bilden. Dazu berechnen wir einen
Eigenvektor zum Eigenwert 1, z.B.

- 3)

Wir erginzen v; zu eines Basis und schreiben diese in

1 00
Ss=(-110
1 01

Es ergibt sich

1 -1 0
STAS =0 -1 —1].
01 0

DerBlock Ay = (! ') hatkeine reellen Eigenwerte mehr, daher
ist {w, Ayw} fiir jedes w # 0 eine Basis des R%. Wir wihlen eine
solche, nimlich {e1, Aze; } und bilden

1 0 O 1 0 0
S, =101 -1], S=55=[-11 -1
00 1 1 0 1

Wie erwartet, bekommen wir
1 -1 1
STIAS=10 0 -—1].
0 1 -1
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8 Ideale und das Minimalpolynom

Definition 8.1. Eine Teilmenge 7 eines kommutativen Ringes R
heif3t Ideal, wenn gilt

1. pgqel = p—qel
2.p€1,geR = q-pel.

Beispiel.

1. Wir betrachte den Ring Z. Die Mengen Z,, = {nm : n €
Z} sind fiir jedes m € Z Ideale in Z und man kann einfach
zeigen, dass alle Ideale von Z diese Form haben.

2. Wir betrachten den Polynom-Ring K[t]. Fiir eine endliche
Teilmenge M = {A4,...,A,} C K definieren wir

Im={peK[t] : YVk=1,...,r: p(Ax) =0},

also die Menge aller Polynome, die alle Elemente von M als
Nullstellen haben.

Dies Z) ist ein Ideal: Sind p,q € Zj, dann gilt fiir alle
Ak, dass p(Ax) —q(Ax) = 0—0 = O und fiir p € Z; und
q € K[t] gilt p(Ax)q(Ae) = 0-q(A) = 0.

3. Wir betrachten einen Vektorraum V, ein f € Hom(V,V)
und dazu die Menge

I ={p €K[t] : p(f) =0€ Hom(V,V)} C K[t].

Auch diese Menge ist ein Ideal in K[t], was man genau wie
im ersten Beispiel einsieht.

A
Die Ideale in Polynomringen haben eine spezielle Struktur:

Satz 8.2. Essei Z C K[t] ein Ideal. Ist Z # {0}, dann gibt es genau
ein Polynom m € K|[t] mit den Eigenschaften:

i) m ist normiert.
ii) Fiir jedes p € T gibt es ein q € K[t], so dass p = gm.

Beweis.
Es sei

:=min{r € N : esgibtein p € Z mit p # Ound r = deg(p)}.

Dann gibt es ein normiertes m € Z mit deg(m) = d. Sei nun
p € Z. Dann ist der Grad von p grofSer oder gleich dem Grad von
m und wir dividieren p mit Rest durch m und bekommen

p=q-m+rv,
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wobei entweder ¥ = 0 oder 0 < deg(r) < d gilt. Wire r # 0, so
wire auch 7 = p — q-m € Z und gleichzeitig deg(r) < deg(m) =
d, was ein Widerspruch zur Minimalitit von d ist.

Zur Eindeutigkeit: Sei 771 ein weiteres solches Polynom. Dann
ergibt Division von m durch 1

m=q-m

(und der Rest ist Null, wie schon eben). Da m und 17 beide normiert
sind und gleichen Grad haben, ist ¢ = 1 und 71 = m. O

Definition 8.3. Das Polynom m aus Satz 8.2 heif$t Minimalpolynom
von Z. Im Fall

Tr ={p €K[t] : p(f) =0€ Hom(V,V)} C K[t]
heifit das Polynom m Minimalpolynom von f.
Mit anderen Worten:

Das Minimalpolynom einer linearen Abbildung f (bzw.
einer Matrix A) ist das normierte Polynom 1y (bzw.

m 4) mitkleinsten Grad,so dass m¢(f) = 0(bzw.ma(A) =
0).

Der Satz von Cayley-Hamilton sagt, dass das Minimalpolynom
ein Teiler des charakteristischen Polynoms ist. Im Allgemeinen
unterscheiden sich Minimalpolynom und charakteristisches Poly-
nom, und zwar nicht nur im fithrenden Koeffizienten, sondern
ggf. auch im Grad:

Beispiel.
Es sei

A: O c K”XH,

0
0

wobei d — 1 Einsen auf der ersten oberen Nebendiagonalen stehen
sollen. Da A — AE,, eine obere Dreiecksmatix ist, ist das charakte-
ristische Polynom
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Dann bemerkt man,

A€1 =0
Aey = eq
Aeq = €41

Ae; =0, d<i<n.

Wir schlieflen, dass fiir die ersten / Potenzen, genauer fir 1 <[ <
d, gilt
Aled = €4 und Aled = 0 falls > d.

Es folgt A7 = 0 und A"! # 0(da A% le; = e;). Also ist das
Minimalpolynom m 4 = t. A

Satz 8.4. Es sei K ein Unterkorper von C, V ein n-dimensionaler K-
Vektorraum, f € Hom(V, V). Dann gilt

i) mg teilt Xf-
ii) xr teilt m;’c

Beweis.

Im Fall f = 0gilt x; = my = 0 und wir betrachten den Fall f # 0.
i) hatten wir schon gesehen (folgt direkt aus Cayley-Hamilton).
Fiir ii) argumentieren wir fiir n X n Matrizen. Die Polynome

ma und x 4 zerfallen iiber C in Linearfaktoren, insbesondere ist

Xa=(=1)"t—=2A)" - (=A™

wobei wir Ay, ..., Ay € C paarweise verschieden annehmen. Wir
wissen aus i), dass das Minimalpolynom die Form

Mg = (t—A)St - (F— Ag)%

mit 0 <'s; < r; hat. Wir zeigen nun, dass tatsichlich s; > 1 fiir
i =1,...,kgilt. Angenommen es gelte s; = 0. Es seiv; € C"
ein Eigenvektor zum Eigenwert A;. Wir wenden m 4 (A) daraufan.
Wegen m 4 (A)v; = ma(A;)v; (vgl. Beispiel nach Korollar 6.2) folgt
ma(A)(v;) # 0, was im Widerspruch zu m4(A) = 0 steht. Jetzt
definieren wir das Polynom g = (f — Aq)™1771 .« (£ — Ay )"k,
Dies ist a priori ein komplexes Polynom. Da aber

my = (=1)"q-xa

gilt, und da das Minimalpolynom und das charakteristische Poly-
nom per Definition Koeffizienten in K haben, muss auch g € K[t]
liegen. O

Dass das Minimalpolynom ein Teiler des charakteristischen
Polynoms ist, bedeutet folgendes: Es sei f € Hom(V, V) mit
einem n-dimensionalen Vektorraumraum V und wir nehmen
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an, dass das charakteristische Polynom in Linearfaktoren zerfillt.

Dann lisst sich das charakteristische Polynom schreiben als
Xf(f) = (=1)"(t - Al)”(f//\l) (- Ar)ﬂ(f,?w),

wobei a(f, A) die algebraische Vielfachheit des Eigenwertes A an-
gibt und die Werte A4, ..., Ax alle verschieden sind. Das Minimal-
polynom muss dann von der Form

mp(t) = (£—A)™ - (E =A™
mitl < g, < El(f, )Lk).

Beispiel.
Wir betrachten
3 1 00
-1 1 00 4x4
A= 1 -1 1 0 e R**=.
0 0O 01

Als charakteristisches Polynom bekommt man
xXa=(A=272A-1)%
Die moglichen Minimalpolynome sind neben x 4 selbst noch

(A=2)(A=1), (A=2)(A—=1)2 und (A—2)%(A—1).

Wir berechnen

1 1 00

-1 -1 0 O

(A - 2E4)(A - E4) - 0 0 0 0

0 0 00

1 1 00

-1 -1 0 0

_ _ 2 _
0 0 00

und

(A —2E4)*(A — Ey) = Ogs
und schliefen, dass das Minimalpolynom m4 = (A —2)%(A — 1)
ist. A

Satz 8.5. Fiirein f € Hom(V, V) auf einem endlichdimensionalen
K-Vektorraum gilt: Ist f diagonalisierbar, so zerfdllt my in paarweise
verschiedene Linearfaktoren, d.h. es gilt

me(t) = (t—A1) - (t—Ap),

wobei die Ay paarweise verschieden sind.
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Beweis.
Es sei f diagonalisierbar und A4, ..., A, die paarweise verschiede-

nen Eigenwerte. Wir setzen p = (t — A1) - - - (t — A,) und zeigen,
dass p = my gilt.

Aufjeden Fallist p ein Teiler von my, da alle Ay auch Nullstellen
von 1y sind. Da f diagonalisierbar ist, konnen wir V zerlegen als

V = Eig(f,\1) @ - - @ Eig(f, A,).

FEinv € V konnen wiralso schreibenalsv = v1 + - - - + v, mitvy, €

Eig(f, Ar). Dann gilt p(f)(v) = p(f)(v1) + -+ p(f)(ox) = 0.
Also gilt p(f) = 0, und da das Minimalpolynom das Polynom mit

dieser Eigenschaft mit kleinsten Grad ist, folgt p = my. O

Dass auch die Riickrichtung gilt, werden wir spiter zeigen.
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9o Hauptriume und Hauptvektoren

Definition 9.1. Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum
und f € Hom(V, V), dessen Minimalpolynom 1, in Linearfak-
toren zerfillt. Es sei A ein Eigenwert von f und a = ord(mg, A)
die Ordnung der Nullstelle. Dann heif$t der Raum

Haupt(f,A) = Kern((f — Aid)”)

der Hauptraum von f zum Eigenwert A.
Ein Vektor v € Haupt(f,A) ist ein Hauptvektor von f zum
Eigenwert A der Ordnung k, wenn

(f —Aid)fo =0 und (f —Aid)* 1o #£0.
Wir bemerken sofort
Eig(f,A) C Haupt(f,A).

Untersuchen wir die Struktur von Hauptriumen genauer und
beginnen mit einem einfachen Beispiel:

Beispiel.
Wir betrachten die reelle Matrix
2100
|0 2 0 0 Axd
A= 00 2 0 € R***.
0 00 3

Das charakteristische Polynom ist x4 = (t — 2)3(t — 3) und die
Eigenwerte sind 2 und 3. Der Eigenraum zum Eigenwert 2 ist

Eig(A,2) = Kern(A —2E,) = Kern

O O OO
o O O
o O O O
—_ o O O

Was ist der entsprechende Hauptraum? Bestimmen wir zuerst das
Minimalpolynom: Das Minimalpolynom von A muss mindestens
die Terme (t — 3) und (¢t — 2) enthalten. Wir berechnen

0100\ /-1 1 0 0

0000 0 -1 0 0
(A—2E4)(A-3E) = 0000 0 0 -10

0001 0 0 0 0

0 -1 0 0

0 0 00

=10 0 0 o] 7O

0 0 00

Aber da (A —2E4)?(A — 3E4) = 0 gilt, folgt m4 = (t — 2)%(t — 3).
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Wir lesen ab ord(m4,2) = 2 und bekommen den Hauptraum

0
Haupt(A,2) = Kern((A — 2E4)?) = Kern

O O OO
O O OO
—_ o O O

0
0
0
- <ell €2, €3>.

Wir bemerken, dass ord(A,2) =2 < 3 = dim(Haupt(4,2)). A

Zu jedem Eigenvektor v; € Eig(f,A) gibt es eine Kette von
Hauptvektoren (auch Hauptvektorkette), wie folgt: Man definiert re-
kursiv v, v3,... durch

(f—)tid)vk = Uk—-1, k= 2,...,
so lange diese Gleichungssysteme 16sbar sind.

Lemma 9.2. Fiir die Vektoren vy, ..., v; in einer Kette von Hauptvekto-
ren gilt
ks Is0 <k <1
(f — Aid)koy = { U1k JHSOS
0, fallsk > 1.

AufSerdem sind die Vektoren vy, ..., v; linear unabhingig und es gilt
j< ord(mf,A).

Beweis.
Die erste Behauptung folgt rekursiv aus der Definition (f — A id)vy
Ok—1 und (f - /\id)01 =0.

Seinun v = a1v1 + - - - + &;v; = 0 und wir wollen zeigen, dass
Ky =--- :Déj:()gﬂt.

Wenden wir (f — Aid)/~! aufv an, so bekommen wir

0= (f — Aid) (o1 + - - + a0))
— oy (f = Aid) " (or) + - - +a; (f—Aid)f—l(vj)

=0 =01

= lXle,

woraus «; = 0 folgt. Dann folgt durch Anwenden von (f — Aid)/ 2
auf'v, dass a;j 1 = 0 gilt und auf diese Weise schlieflen wir, dass
alle Koeffizienten Null sind.

Die Kette kann hochstens die Linge a = ord(mf, A) haben, da
v ein Hauptvektor der Ordnung k ist, und die héchstmogliche
Ordnung von Hauptvektoren per Definition hochstens a ist. [

Wir fithren das Beispiel weiter:

Beispiel.

Wir berechnen die Kette von Hauptvektoren von A zum Eigenvek-
tor e;. Dazu l6sen wir (A — 2E4)v; = e; und bekommen v, = e.
Das Gleichungssystem (A — 2E4)vs = ep ist nicht 16sbar, also
bricht die Hauptraumkette v; = e, v, = e; hier ab.
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Die Hauptraumkette zum Eigenvektor e3 bricht sofort ab, denn
(A — 2E4)v = e3 hat keine Losung.
Beide Hauptraumketten bilden zusammen eine Basis des Hauptrau-

mes: Haupt(A,2) = ({e1,e2,€3}). A
Beispiel.
Wir betrachten die Matrix
Al
] = e K™,
o
A

Das charakteristische Polynom ist x; = (A — t)", A ist der einzige
Eigenwert und hat die algebraische Vielfachheit n. Der Eigenraum
ist

Eig(J,A) = ({ex}),

also ist die geometrische Vielfachheit 1.
Es gilt
0 1

(] - /\En) =
1
0

Man beobachtet (] — AE,)¥ # 0 fiir k < n aber (] — AE,)" = 0.
Daher ist das Minimalpolynom 1 gleich dem charakteristischen
Polynom. Es gilt also ord(], A) = n. Der Hauptraum ist also

Haupt(J,A) = Kern((] — AE,)") = Kern(0) = K".

Die zugehorige Kette von Hauptvektoren ergibt sich wie folgt: Wir
nehmen als v; den Eigenvektor e; und bekommen aus

(] — AE)vp = ey,

dass vy = e;. Ebenso ergibt sich aus (] — AE,)v3 = ep,dass vz = e3
und ebenso folgt vy = ¢, furk =1,...,n. A

In diesem Beispiel bekamen wir die Standardbasis als Kette
von Hauptvektoren fiir die Matrix J. Dies lag an der speziellen
Struktur der Matrix A. Der folgende Satz zeigt in gewissem Sinn
eine Umkehrung davon:

Satz9.3. EsseiV einn-dimensionaler K-Vektorraum und f € Hom(V, V),

so dass my = (t — A)" = £ . Weiterhin sei v ein Eigenvektor zum Dass die Hauptvektorkette die Lange 1
. . v s hat, ist eine zusitzliche Annahme. Im

Eigenwert A und die zugehorige Kette von Hauptvektoren v, . .., v, habe

g o 10 . Allgemeinen kénnen Hauptvektorket-
die Linge n. Dann gilt fiir die Basis B = {v1,...,v,} ten in diesem Fall jede Linge zwischen

1 und n haben. Kénnen Sie zu jedem
1 < k < n ein Beispiel konstruieren?
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Beweis.
Die Kette von Hauptvektoren erfiillt f(v;) = Av; und fur k =
2,...,ngilt (f —Aid)vg = v_1, also

f(or) = Avg + v 1.

Wir konnen also die Basisdarstellung direkt ablesen. U

Satz 9.4. Es sei {vy,...,vx} eine Basis von Eig(f, A) und weiterhin
seien

01,01,2,---,01,j

02,022,---,02,

Oks Ok2s - - 1 Ok,jy

die entsprechenden Hauptvektorketten. Dann bilden all diese Vektoren
zusammen eine Basis B von Haupt(f, A). Eine solche Basis nennen wir
Hauptraumkettenbasis von Haupt(f, ).

Beweis.

Dass die Vektoren in B linear unabhingig sind, kann man zeigen
in dem man alle Vektoren in B zu Null linearkombiniert und dann
geniigend hohe Potenzen von (f — Aid) darauf anwendet, um zu
zeigen, dass alle Koeffizienten Null sind.

Zeigen wir jetzt, dass die Vektoren in B ein Erzeugendensys-
tem fiir Haupt(f, A) bilden: Es sei w € Haupt(f,A) und r die
Ordnung des Hauptvektors, d.h. es gilt r < ord(my,A), (f —
Aid)"w = 0und (f — A)""'w # 0. Dann lisst sich eine Hauptvek-
torkette ,,von hinten aus“ aufbauen: Wir setzen w, = w, w,_1 =
(f — Aid)w, usw. bis wy = (f — Aid)"'w,. Wegen 0 = (f —
Aid) 'w, = (f — Aid)w; ist wq ein Eigenvektor. Da w; damit eine
Linearkombination von vy, ..., v ist, ist w im Spann von B. [

Beispiel.
Betrachten wir die Matrix
A1 .- 1
A = - : A - E e K5 x5
.
A

welche wieder das charakteristische Polynom x4 = (A — )" und A
als einzigen Eigenwert mit algebraischer Vielfachheit # hat. Auch
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hier ist das Minimalpolynom m4 = x4 und der Hauptraum ist
wieder Haupt(J, A) = K". Eine Hauptvektorkette ergibt sich jetzt
wie folgt: v1 = ey,

0 1 1
(A= AE,)vp = R V) =61 = V) = ey,
. 1
0
0 1 1 0
.. L : _1
(A—AE,)v; = ' T ly=e = v3=—etez=| 1
o1 0
0 0
0 1 0
L 1
(A — AEn)v4 = ' C vy =03 — vg4= |21,
| 1
0 0
0 1 1 0
.. .. : _1
(A — )LE,Z)Z)5 = ' C U5 = 04 — U5 = 3
o1 -3
0 1

Die Hauptvektorkette vy, ..., vs bildet eine Basis des K°. Stellen
wir A in dieser Basis dar, so ergibt sich mit

10 0 0 O 10000
01 -1 1 -1 01111
S=|00 1 -2 3|, s'=(o0123
00 0 1 -3 00013
00 0 0 1 0 0001
die besonders einfache Darstellung
A1 00O
0A 100
STTAS=1]0 0 A 1 0,
00 0 A 1
000 0 A

welche die Form der Matrix | aus dem vorigen Beispiel hat. A
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10 Die Jordansche Normalform

Nun wollen wir zeigen, dass V komplett in Hauptriume zerfillt,
wenn das Minimalpolynom komplett in Linearfaktoren zerfillt.
Dazu ein vorbereitender Satz:

Satz 10.1. Esseien A1, ..., Ay € K paarweise verschieden, aq, ..., a; >
lundp = (t—A)"---(t — A)% € K[t]. Dann gilt fiir f €
Hom(V,V)

Kern(p(f)) = Kern((f — A11d)") @ - - - @ Kern((f — Axid)™).

Beweis.
Wir machen eine vollstindige Induktion nach k.
Fiir k = 1 sind beide Seiten gleich. Sei also k > 2. Wir setzen

pP1= (t - Al)ulr p2 = pﬂ] = (t — /\2)112 T (t — /\k)ak

und zeigen Kern(p(f)) = Kern(pi(f)) @ Kern(p2(f)) (woraus
die Behauptung folgt).

Dapi(f) und pa(f) kommutieren, gilt p(f) = pa(f) o p1(f) =
p1(f) o p2(f) und wir sehen Kern(p;(f)) C Kern(p(f)) undauch

Kern(p2(f)) C Kern(p(f)).

Zeigen wir jetzt Kern(p(f)) C Kern(p1(f)) + Kern(pa(f))-
Da p; und p; teilerfremde Polynome sind, existieren Polynome
h1,hy € K{t], so dass p1hy + pahy = 1 gilt (vgl. Euklidschen Algo-
rithmus grofle Ubung 1). Es gilt also

id = p1(f) ol (f) + p2(f) o ha(f).

Fiir jedes v € V gilt also

v =p1(f) ol (f)(©) + p2(f) o ha(f) ().

=02 01

Ist v € Kern(p(f)), so folgt

p2(f)(02) = pa(f) o pr(f) e h(f)(v) = p(f) o b (f)(v)
1(f)ep(f)(v) =0

und analog auch p1(f)(v1) = 0, also v; € Kern(p1(f)) und v, €

Kern(pz(f)). Es folgt v € Kern(p1(f)) + Kern(pa(f))-
Schliefillich zeigen wir, dass die Summe direkt ist (also, dass

Kern(p1(f)) NKern(pz2(f)) = {0}): Sei also v € Kern(p1(f)) N
Kern(p(f)). Dann ist

v =M(f)opi(f)(v) +ha(f) o p2(f)(v) =0

und der Beweis ist fertig. O

p
h

Korollar 10.2 (Hauptraumzerlegung). Ist V ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum und f € Hom(V,V), so dass das Minimalpolynom
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my in Linearfaktoren zerfillt, also mg = (t — Aqy)™ - - - (t — Ag) (mit
paarweise verschiedenen A;), so gilt

V = Haupt(f, A1) @ - - - ® Haupt(f, Ax).

Wir wenden den vorigen Satzauf p = m; und wegen m(f) =
0 folgt Kern(ms(f)) = V. Auferdem ist in diesem Fall
Kern((f — A;id)™) = Haupt(f, A;).

Damit konnen wir nun leicht die Umkehrung in Satz 8.5 zeigen:

Korollar 10.3. Zerfdllt das Minimalpolynom m ¢ in paarweise verschie-
dene Linearfaktoren, so ist f diagonalisierbar.

Korollar 10.2 gilt mita; = - -+ = a = 1 und daher sind alle
Hauptraume Eigenrdaume.

Definition 10.4. Eine Matrix der Form

A

c K}‘ZXH

O OO > -
SO > = O
O >Rk OO
> O 0O

0
0
0
0

heif$t Jordan-Block der GréfSe n zum Eigenwert A.
Eine Block-Diagonalmatrix deren Diagonalblécke alle Jordan-
Blocke sind, heifdt Jordan-Matrix.

Nun kénnen wir die Jordansche Normalform angeben.

Satz 10.5 (Jordansche Normalform). Essei f € Hom(V, V) so dass
das Minimalpolynom m in Linearfaktoren zerfillt. Dann gibt es eine
Basis Bvon V, so dass die Matrixdarstellung M5 (f) eine Jordan-Matrix
ist, d.h. es gilt

1

Y

Ji
mit Jordan-Blocken [y, ..., .

Beweis.

Das Minimalpolynom sei m¢ = (t — A)® - - - (t — Ax). Nach Ko-
rollar 10.2 ist V = Haupt(f, A1) & - - - @ Haupt(f, Ax). In jedem
Hauptraum wihlen wir eine Hauptraumkettenbasis nach Satz 9.4.
Jede Hauptraumbkette liefert nach Satz 9.3 einen Jordan-Block in
der Matrix-Darstellung. Alle diese Hauptraumkettenbasen zusam-
men liefern nach Satz 9.4 und Satz 10.1 eine Basis von V mit der
geforderten Eigenschatft. O

Vorgehen zum Berechnen der Jordanschen Normalform einer
Abbildung f:
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Schritt 1:

Schritt 2:

Schritt 3:

Schritt 4:

Faktorisiere das charakteristische Polynom x  soweit in
Linearfaktoren wie moglich. Zerfillt es nicht vollstindig
in Linearfaktoren, so lisst sich die Abbildung/Matrix
nicht in Jordansche Normalform bringen.

Zerfillt das charakteristische Polynom vollstindig in
Linearfaktoren, lese die Eigenwerte A4, ..., Ay abund Be-
rechne Basen der Eigenriume Eig(f, A1), ..., Eig(f, A).

Berechne zu jedem Basisvektor in jedem Eigenraum die
zugehorige Hauptvektorkette.

Alle die Vektoren dieser Hauptvektorketten bilden die
gesuchte Basis.

Bemerkung. Die Jordansche Normalform ist nicht eindeutig, son-
dern nur bis auf Reihenfolge der Jordan-Blocke.

Bei der Wahl der Basis hat man noch mehr Freiheiten: Man
kann beliebige Basen der Eigenriume wihlen und auflerdem hat
man bei der Berechunung der Hauptvektorketten die Freiheit bei
der Wahl des Hauptvektors der nichsthéheren Ordnung, [

Beispiel.

Wir betrachten die Matrix

-1 1 1 -3 -3 -4 0
1 -2 -1 3 4 4 O
-1 1 0 -6 -8 -8 0
A=]10 0 0 2 1 1 O
o o o0 3 3 4 0
o o0 0 -3 -1 =220
o o o0 3 1 4 2

Mit etwas Aufwand lisst sich (unter Ausnutzung der Null-Blocke)
das charakteristische Polynom berechnen:

xa=—(t—=2°3t+14

Wir haben also die beiden Eigenwerte Ay = 2 und A, = —1.
Berechnen wir Basen der Eigenriume. Es gilt
-3 1 1 -3 -3 -4 0
1 -4 -1 3 4 4 0
-1 1 -2 -6 -8 -8 0
Kern(A—2E;))=Kem| 0 0 0 0 1 1 0
o 0 o0 3 1 4 0
o 0 0 -3 -1 —40
o 0 o0 3 1 4 0

Der Rang dieser Matrix ist 5, d.h. es gibt zwei linear unabhingige
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Eigenvektoren und wir nehmen

-1 0
1 0
-2 0
v = 11, v=1]0
1 0
-1 0
1 1

Jetzt berechnen wir die Hauptvektorketten: Fiir v; bekommen wir
als eine mogliche Lésung von (A — 2E7)v;» = v den Vektor

012 = -1

Die Hauptvektorkette zu v, bricht sofort ab, da (A — 2E7)w = v,
keine Losung hat.
Der Eigenraum zu A, = —1ist

o 1 1 -3 -3 -40
1 -1 -1 3 4 4 O
-1 1 -6 -8 -8 0
Kern(A+E;)=Ken| 0O 0 0 3 1 1 0
o o o0 3 4 4 0
0o 0 0 -3 -1 -10
o o0 o0 3 1 4 3

Wieder ist der Rang 5 und wir bekommen die beiden linear unab-
hingigen Eigenvektoren

0 1
1 -1
-1 2
U3 = 0 , U4 = 0
0 -1
0 1
0 -1

Berechnen wir die Hauptraumketten: Zu v3 bekommen wir aus
(A + Ey)vs = vz zum Beispiel

[

032 =

[Nl RN
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und aus (A + Ey)vs3 = v3 auch noch

033 =

OO OO Rk OO
~

wonach die Hauptvektorkette abbricht. Die letzte Hauptvektorket-
te zu v4 miissen wir nicht mehr ausrechnen, da wir mit

{v1,01,2,v2,03,032,033, Vs }
schon eine Basis des R” gefunden haben. Wir setzen

S=(v1 vip v2 v3 V32 V33 V)
-1 0 0 O 1 0 1

1 0 0 1 -10 -1
-2 0 0 -1 1 1 2
=]/1 -1 0 0 0 0 O
1 0 0 0 0 0 -1
-11 0 0 0 0 1
1 -1 1 0 0 0 -1
und man kann nachrechnen
210 0 0 0 O
020 0 0 0 O
002 0 0 0 O
S'AS=[000 -1 1 0 O,
000 0 -1 1 O
000 0 0 -1 0
o000 0 o0 0 -1
was die gesuchte Jordansche Normalform ist. A
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11 Die adjunkte Matrix und die Cramersche Re-
gel

Im Fall von 2 x 2 Matrizen gibt es eine explizite Formel fiir die
inverse Matrix, nimlich

a N, (d —b
c d) —wtbe\—c a )"

In gewissen Sinn lisst sich das auf groflere Matrizen verallgemei-
nern. Der Schliissel dazu sind Minoren (welche wir schon aus der
Laplace-Entwicklung der Determinante kennen):

Definition 11.1. Ist A € K"*", so bezeichnen wir mit A;; € K"*"
die Matrix, die aus A entsteht, indem man den Eintrag 4;; durch
1 ersetzt, und alle anderen Eintrige in der i-ten Zeile und j-ten
Spalte durch 0 ersetzt, also

ayp e oapir 00 a0 an
ai 11 0 ai1i1 0 aiqi01 .. i1
j j
A = 0o ... 0 1 0 e 0
j
ait11 0 Aipj-1 0 @141 oo ditig
j j
an1 e an,j—1 0 n,j+1 s Ann

Weiterhin sei
ﬁij = det(Ai]')

der i, j-te Kofaktor von A, die Matrix C = (d;;) heif$t Kofaktormatrix
zu A und
A# = CT = (ﬁ]’i) = (det(A]-l-))

heifdt adjunkte Matrix oder komplementire Matrix zu A.

Lemma11.2. Essei A = (111 e an) € K", Dann gilt
det(Ai]-) = det (Ell cee Llj,l e; Elj+1 s Lln) .

Beweis.

Man kann die Matrix (a1 --- aj—1 ¢ a1 --- a,) durch

Addition von Vielfachen der j-ten Spalte in die Matrix A;; tiber-

fithren. O

Satz 11.3. Essei A € K" und A* die adjunkte Matrix. Dann gilt
A*A = AA* = det(A)E,.

Beweis.
Wir berechnen den i, k-ten Eintrag von A* A und nutzen das vorige
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Lemma:

n n
E af;-ajk = 2 lljk det(Aji)
j=1 j=1

n
=Y apdet(ay - aiq € agq - ay)
=1
= det (a1 S PR 2}1:1 ajej i1 - an)
=det(a - a1 ax aiq - ay).

Diese Determinante ist gleich Null, immer wenn i # k (denn dann
enthilt sie zwei gleiche Spalten) gilt. Fiir i = k ist sie gleich det(A).
Wir haben also

n
af;»ajk = 5ik det(A),
i=1

J
was die Behauptung zeigt. U

Damit haben wir die exlizite Regel fiir die inverse Matrix:

Korollar 11.4. Ist A € K"*" invertierbar, so gilt

-1 __ 1 #
AT = g A

Beispiel.
Ist n = 2, so ist die adjunkte Matrix zu

(0}

gegeben durch

1 0 0 b
A#:<’j11 ﬁ21>: det <0 d> det (1 0>

A1y det (0 1

c 0
(d b
" \—c a )

Wir bekommen also die Inverse (im Fall der Invertierbarkeit) als
d —b
-1 1
A = ad—bc <_C a > :
A

Als Cramersche Regel bezeichnet man die Anwendung dieser
expiziten Formel auf das Losen von quadratischen Gleichungssys-
temen:
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Beispiel.

Es sei A € K"*" invertierbar. Dann hat das Gleichungssystem
Ax = b fiir jedes b die eindeutige Losung x = A~'b. Sind
ai,...,a, die Spalten von A, so hat die j-te Spalte von A1 die
Eintrige

det(Aji)_det(a1 c @1 € @ipp v an)
det(A) det(A)

Daher ist der i-te Eintrag der Losung x

n det(A'i)
' ]:Zl ] det(A)
n
B det(A)
. det (111 Y/ | b aiy1 an)
B det(A)
AN
Beispiel.
Es sei
3 -1 -1 1
2 4 1 0

Wir berechnen (z.B. mit Laplace-Entwicklung nach der ersten Zei-

le)

2 3 2 3 2 2
det(A) = 3det <4 1>+1det (2 1)—1det (2 4>_—38.

Nun kénnen wir die Komponenten der Losung von Ax = b aus-
rechnen

__14 1_21_1—1d 2 3\ _10_s5
X1——@ et 0 3 ——% et4 1 _%_E

0 4 1
3 1 -1
o= Ldet(2 0 3 :;Sdet@ f):_;;:_fg.
2 0 1
3 -1 1
2 2
_ 1 _ 1 _ 4 _ 2
X3 — —%det ; i 8 — _%det (2 4> — _% — _E'

Was in diesem Fall noch vergleichsweise tibersichlich ist, wird bei
grofleren Gleichungssystemen schnell sehr aufwindig. A

Die Cramersche Regel ist fiir die praktische Lésung von Glei-
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chungssystem nicht von grofler Bedeutung, da es immer andere
Verfahren gibt, die besser geeignet sind. Sie kann allerdings in
theoretischen Fragestellung hilfreich sein.

Mit Hilfe der adjunkten Matrix kénnen wir nun den Satz von
Cayley-Hamilton in voller Allgemeinheit beweisen (unser Beweis
aus Abschnitt 7 war nur fiir den Fall von trigonalisierbaren Matri-
zen).
Satz11.5. IstV ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und f € Hom(V, V),
so gilt x¢(f) = 0. Entsprechend gilt fir A € K"*" immer xa(A) =
01’[ Xne

Beweis.
Wir beweisen den Satz fiir den Fall von Matrizen A € K"*" und

setzen B(t) = (A — tE,)*. Nach Satz 11.3 gilt
(A — tE,)B(t) = det(A — tE,)En = xa(t)Ey.

Die Matrix B(t) hat als Eintrige Polynome in ¢ (mit Grad kleiner
oder gleich n — 1) und daher gibt es Matrizen By, ..., B,_1 € K"*",
so dass

n—1
B(t)=)_tB;.
=0
Damit formen wir weiter um

Xa(t)En = (A —tE,)B(t)

|
_

n
= (A—tE,) Y #B;
i=0

n—=1 n—1
=Y HAB;— ) #"B;
i=0 i=0

n—1
= ABy + Z tl(ABi — Bifl) —t"B,,_1.
i=1

Dies ist eine Gleichheit von Polynomen mit Matrizen als Koef-
fizienten, und diese kénnen nur gleich sein, wenn alle Koeffizi-
entenmatrizen gleich sind. Koeffizientenvergleich ergibt, wenn
wir x4 = (=1)"" + ¢, 1t" "1 + - - + c1t + co schreiben, die Glei-
chungen
—By—1 = (—1)"En,
ABi — Bi,1 = CiEn (1 < i <n-— 1),
AB() = COEn.

Wir multiplizieren diese Gleichungen jeweils von links mit A’,
summieren und bekommen

n—1 ) )
—A"B,_1+ Z (AZ+1Bi — AlBifl) + ABy
i=1

= (—1)"A" 4 ¢, 1 A" - A+ E,
= )(A(A)
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Die linke Seite ist eine Teleskopsumme und alle Terme heben
sich weg, so dass wir die gewiinschte Gleichung 0,,x, = xa(A)
bekommen. O
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12 Projektionen

Es bezeichne K die reellen oder komplexen Zahlen. Wir betrachten

den reellen bzw. komplexen Vektorraum K” mit dem Standardska-

larprodukt und der induzierten euklidschen bzw. unitiren Norm. ~ Also (vy) = x Ty = Lxye baw
Fiir a € K" betrachten wir die Menge (zw) = w2 = L2

H={x|{ax) =0} = {a}* .

Ist a # 0, so ist diese Menge ein n — 1-dimensionaler Unterraum,
also eine Hyperebene. Zu x € K" suchen wir das Element in
H, welches den kleinsten Abstand zu x hat. Wir argumentieren
geometrisch: Der Vektor a steht senkrecht auf H, daher ist der
Punkt in H, der den geringsten Abstand von x hat, von der Form
y = x + ta mit t € K. Wir miissen nur noch ¢ so bestimmen, dass
y € H gilt. Dies liefert die Gleichung

(a,x +ta) =0,

welche die Losung

p— _fxa)  (xa)
{a.a) lalf*
hat. Die Abbildung, die x dem nichstgelegenen Punkt auf H zu- Ist K = C, so miissen wir Antilinea-
ordnet. ist also ritdt in der zweiten Komponente und
’ (x,a) (a,x) = (x,a) beriicksichtigen.

a
2
[lall

welche wir auch schreiben kénnen als

Pyx = x — W( ax)a = (E, — Waa

Diese Abbildung heifdt Orthogonalprojektion auf H (und die zugeho-
rige Matrix heifdt Projektionsmatrix) und hat die Eigenschaft

Hyy,

P? = PyPy
= (B — H|F“” ) (En — apaa”)
=E L g atg g
n = 2 +nu\1
e
= En —2ppad” + ppaa”
= n—%aaH—PH
Jal

Wir kénnen auch ,nicht-orthogonal® bzw. ,schief” auf H pro-
jizieren. Nehmen wir dazu irgendein b, welches nicht in H liegt
und bestimmen fiir ein x ein Skalar ¢, so dass x + tb € H gilt, d.h.
wir 16sen (a, x + tb) = 0 nach t auf und bekommen

#bah’)x

Lineare Algebra 2 | TU Braunschweig | Dirk Lorenz | SoSe 2019 54



01.07.2019, VL 12-2

und auch hier gilt P> = P.

Diese Eigenschaft nimmt man als Grundlage fiir den abstrak-
ten Begriff der Projektion, auch auf Vektorriumen ohne Skalar-
produkt.

Definition 12.1. Eine lineare Abbildung P € Hom(V, V) auf ei-
nem Vektorraum V heifit Projektion, falls P? = P gilt.

In den Ubungsaufgaben (Blatt 4) wurde schon gezeigt, dass
Projektionen die folgenden Eigenschaften haben:

* Plgjacp) = idpia(p)
« Bild(P) und Kern(P) sind komplementire Unterriume, al-
so Bild(P) N Kern(P) = {0} und Bild(P) + Kern(P) = V
(bzw. Bild(P) @& Kern(P) = V).
Aus diesen beiden Punkten konnen wir schon die Eigenriume
ablesen: Da P auf'seinem Bild die Identitit ist, ist

Eig(P,1) = Bild(P)

und auflerdem ist sowieso Eig(P,0) = Kern(P). Da Bild und Kern
komplementir sind, folgern wir, dass es keine weiteren Eigenwerte
als 1 und 0 gibt und dass P diagonalisierbar ist. Wir konnten dies
auch wie folgt einsehen:

Lemma 12.2. Das Minimalpolynom einer Projektion P ist ein Teiler von

XZ—X.

Beweis.
Es gilt P2 = P, d.h. P2 — P = 0. Also hat das Polynom p = t* — ¢
die Eigenschaft p(P) = 0. Daher muss mp ein Teiler von p sein. [J

Eine weitere Art, ist das folgende Lemma:

Lemma 12.3. Fiir A ¢ {0,1} gilt (P — Aid) ! = —ﬁp — tid.

Beweis.
Wir rechnen einfach nach

(P—AMK—W%ﬂP—%M%:—E%ﬂﬁ—%P+i%P+M
=id.

O

Ist ein Unterraum U von V gegeben als U = (vy, ..., v) mit
linear unabhingigen v, ..., vx so konnen wir eine Projektion P
mit Bild(P) = U wie folgt angeben: Wir erginzen v, ..., v zu
einer Basis v1, ..., v, und definieren P auf den Basisvektoren als

{vi, falls1 <i<k
Pl}i =
0, sonst.

In Riumen mit Skalarprodukt konnen wir auch allgemein von
orthogonalen Projektionen reden:
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Definition 12.4. Sei V ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt (-, -).
Dann heif$t eine Projektion P auf'V eine Orthogonalprojektion, wenn
P selbstadjungiert ist, d.h. fiir alle x, y € V gilt (Px,y) = (x, Py)
(oder alternativ P = P bzw. PT = P).

Satz 12.5. Es sei P eine Orthogonalprojektion und U = Bild(P). Dann
gilt:

Dieser Satz hat eine einfache graphi-
sche Interpretation:

i) Firalley € U gilt x — Px_Ly
it) Fiir alle x gilt x — Px_1 Px.

iii) Firalley € U gilt

[[x = Px[| < [jx —yl|.

i) Die Verbindungslinie x — Px steht

Beweis senkrecht auf dem Unterraum U und
’ iii) der Punkt Px ist der Punkt aus U,

i) Isty € U, so gilt y = Py. Wir rechnen einfach nach welcher x am nichsten liegt.

(x — Px,y) = (x — Px, Py)
= (P(x — Px),y)
= (Px — P?*x,y) = (Px — Px,y) = 0.

ii) Klar, da Px € U.

iii) Fiir alle y gilt 0 < ||Px —y||* = || Px|| — 2(Px,y) + ||y|* Ist
y € U = Bild(P), so gilt y = Py und wegen PH = P folgt

2
0 < ||Px|| —2{x,y) + Iy
Dies formen wir um zu
2 2
—[|Px[|” < =2(x,y) + [ly|l

und durch Addition von ||x||* auf beiden Seiten bekommen

WwiIr ) )
[l = [1Px[|” < flx = y]I"

Schlieflich bemerken wirnoch (x, Px) = (x, P?x) = (Px, Px) =
|| Px||* und folgern
|x — Px||* = (x — Px,x — Px)
= ||x||* = (x, Px) — (Px,x) + | Px||*
= [lx|l* = | Px]?,
woraus die Behauptung folgt.
O

Korollar 12.6. Ist P die Orthogonalprojektion auf U, so ist E,, — P die
Orthogonalprojektion auf U+
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Wegen P2 = P und PH = P gilt

(E,—P)*=E,—P—-P+P*=E,—P,
(E,— P! =E,—P"=E,—P.
Wegen i) des vorigen Satzes ist (E, — P)x L U. Zusammen

folgt, dass E,, — P eine Orthonogonalprojektion mit Bild (E,, —
P) = U™ ist.

Satz 12.7. Essei A € K"™*" mit m > n und Rang(A) = n. Dann ist
Pgig(a) = A(APA)~1 AH die Orthogonalprojektion auf Bild (A).

Beweis.
Zuerst zeigen wir, dass A7 A € K"*" invertierbar ist. Ist A7 Ax =
0, so gilt fiir alle y

0= (AHAx,y) = (Ax, Ay).

Das bedeutet aber, dass Ax senkrecht auf dem Bild von A steht.
Das ist aber nur méglich, wenn x = 0 gilt. Also ist A A injektiv,
und also auch, da A A quadratisch ist, bijektiv.

Mit dem orthogonalen Komplement Bild(A)+ gilt K" =
Bild(A) @ Bild(A)*. D.h., jedes y € K™ lisst sich schreiben als
y = u+ovmitu € Bild(A) und v € Bild(A)+. Wir zeigen nun,
dass fiir jedes solche y gilt Pgjq(4)y = u. Dazu bemerken wir, dass
fiir v € Bild(A)* gilt Afv = 0.

v € Bild(A)t <= Vx € K": (Ax,0) =0
— Vx e K": (x,Alv) =0.

Auflerdem gibt es fiir u € Bild(A) ein w, so dass u = Aw. Es
folgt also

A(ARA) AR (1 4+ 0) = A(ATA) AR + A(AHA) 1 AHY
=A(AFA) T AR Aw + 0
= Aw = u.
Schliefllich sehen wir
Pia(a) Pina(a) = A(ATA)TTARA(AF A) 1 AR
= A(ATA) 1AM = Pyg(a)
und
Paiaa) = (A(ATA) AT = (AM)A((ATA)"HF AT
= A(ATA)TTAMT = Pyyqqa)-
O

Korollar 12.8. Ist A € K™ " mitn > m und Rang(A) = m, so
ist Pien(a) = Em — AT(AAH)"1A die Orthogonalprojektion auf
Kern(A).
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Es gilt Kern(A) = Bild(AH)*. Wir wenden Korollar 12.6 und
Satz 12.7 an und bekommen

PKern(A) - PBild(A”)i = Em— PBild(AH) = Em — AH(AAH)AA
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13 Die QR-Zerlegung
Die QR-Zerlegung einer Matrix A € K" ist die Darstellung als
A =QR,

wobei Q € K™*™ eine orthogonale (bzw. unitire) Matrix ist und
R € KK"*" eine obere Dreiecksmatrix ist. Dabei nennen wir eine Erinnere: Eine Matrix Q € R™*™ heift
rechteckige Matrix R eine obere Dreiecksmatrix, wenn die Eintri- E:T;‘ﬁ’ nal,wenn Q°Q = EH" “niQ <
. . . eift unitir, wenn Q" Q = E,,.
ge rj fir i > j Null sind.
Bevor wir zeigen, dass jede Matrix eine QR-Zerlegung hat, il-
lustrieren wir, wie man mit Hilfe einer QR-Zerlegung ein quadra-
tisches Gleichungssystem 16sen kann. Ist A = QR, so ist, wegen
Q! = QT (bzw. = Q™), das Gleichungssystem Ax = b iquivalent
zu

Rx = Qb (bzw. = Q'b).

Auch iiber- und unterbestimmte Systeme lassen sich mit Hilfe =~ Im Folgenden wird nur der komplexe

der QR-Zerlegung 16sen, wie wir spiter illustrieren. :‘Jl: 263322'; bTle'sLth“:ilrzz:a” muss
Um zu zeigen, dass es fiir jede Matrix eine QR-Zerlegung gibt, '

formulieren wir noch einmal das Orthogonalisierungsverfahren

nach Gram-Schmidt. Dazu benutzen wir diesmal Projektionen auf

eindimensionale Teilriume: Ist u € K™, so ist

X, U
uX = < 2>
[[u]
die orthogonale Projektion auf ({u}). Ist u normiert (also [[u|| = 1), so gilt
Offensichtlich ist Bild(P,) = ({u}). Auerdem ist (im kom- Pux = {x uju.
plexen Fall)
utla
= —— 1 = Wu Ha,
[Ju

d.h. P, wird durch die Matrix ||u|| “2uuH beschrieben.

Es folgt
P2 = ||u|| 2™ ||u)| Pun® = ||ul| "ty Py u™ = P,
~~
=lull?
und
Pt = (|l “ua)H = [ Pun = Py

Sei A € K™*" mit den Spalten a4, ...,a, € K". Wir konstru-
ieren nun eine Orthonormalbasis von Bild(A) = ({a1,...,a,}):
Setze q1 = ay/||a1|| und fiiri = 2,..., n iteriere

1. Orthogonalisierunng:

qi = a; — quai — = Pqi,lai-

2. Test auflineare Unabhingigkeit: Ist §; = 0, breche ab.

3. Normierung:

qi = qi/1g:|-
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Wir sammeln ein paar wichtige Aussagen iiber die Vektoren, die
das Gram-Schmidt-Verfahren produziert:

Lemma 13.1. Sind die Vektoren ay, . .., a, € K™ linear unabhdngig, so
gilt fiir die Vektoren q1, . . ., qx aus dem Gram-Schmidt-Verfahren:

1. Die Vektoren g1, . . ., gx sind orthonormal.
2. Firallei =1,...,k ist a; eine Linearkombination aus q1, . . ., ;.
3. Firallei =1,...,kistq; eine Linearkombination aus a4, . .., a;.

Beweis.
Wir zeigen alle drei Aussagen gleichzeitig per Induktion: Fiir k =
1: Nach Konstruktion ist g; normiert und damit orthonormal.
Ebenso gilt a1 = ||a1||q1 und g1 = a1 /||a;1|| was die Punkte 2 und
3 zeigt.

Gelten die Behauptungen 1,2 und 3 nun fiiri — 1 miti < k. Wi-
re §; = 0, so wire 4; eine Linearkombination aus g1, ...,4;—1. Da
aberjeder dieser Vektoren eine Linearkombination aus ay, ..., a;_1
ist, wire auch a; eine Linearkombination dieser, was der linearen
Unabhingigkeit von aj, . . ., a; widerspricht.

In Schritt 3 des Verfahrens wird Normierung garantiert. Es
bleibt also nur Orthogonalitit zu zeigen. Wir zeigen g, L gq; fiir
j < i:Dadie qy,...,q,_1 nach Induktionsannahme orthonormal
sind, gilt

(9i,q;) = 97 (a; — Ppya; — -+ - — Py, ;)
= qu(”i — (@i, q1)q1 — - —{ai,9i-1)qi-1)
= (a;,q;) — (i, 91){q1,9;) — - — (@i, 9i-1) (qi-1, 9j)

= (aj, 5/]‘> - <ﬂi,0]]‘> = 0.

Jetzt zeigen wir, dass 4; eine Linearkombination der g3, ..., g; ist:
Aus dem Orthogonalisierungsschritt folgt

ai:qi—i_quai_’_"'—‘f_Pi,]ail

und da Py;4; ein Vielfaches von g; ist, folgt die Behauptung.
Ebenso sehen wir aus dem Orthogonalisierungsschritt, dass 4;
eine Linearkombination aus a;, q1, . . ., g;—1 ist. Nach Induktionsan-
nahme sind die g4, ..., g;—1 Linearkombinationen der ay, ..., a;_4
was die Behauptung zeigt. O

Korollar 13.2. Bricht das Gram-Schmidt-Verfahren im k-ten Schritt ab,
so sind die Vektoren ay, . .., ay nicht linear unabhdingig.

Der Abbruch liegt an der Bedingung §; = 0, und das bedeutet
ay = Poyag + -+ + Py .
Da jedes q; Linearkombination der ayq, ... ,@j_1 ist, ist auch a;

eine Linearkombination der aq, ..., a;_1.
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Das Gram-Schmidt-Verfahren ist also nicht nur ein Verfahren,
um eine Orthonormalbasis flir einen Spann zu konstruieren, son-
dern auch ein Test auflineare Unabhingigkeit. AufSerdem zeigt
das Gram-Schmidt-Verfahren die Existenz der QR-Zerlegung und
gibt eine Vorschrift, diese zu berechnen.

Satz13.3. Essei A € IK"*". Dann existieren ein orthonormales/unitdres
Q € K™*"™ ynd eine obere Dreicksmatix R € IK™*" so dass A = QR.

Beweis.

Es sei k = Rang(A) (beachte, dass k < min(m, n)). Das Gram-
Schmidt-Verfahren, angewendet auf die Spalten ay,...,a, von A
(falls es iiberhaupt welche gibt), liefert orthonormale Vektoren

qi, ..., qk mit
a; = (a, q)q1 + - + (i, qi-1)q9i-1 + |14ill9:,

firallei = 1,...,k Wir definieren Q = (1 - @) € K<k
und eine Matrix R € K¥*¥ durch

(ai,qj), i<j
Rij=<llgll, i=j
0, sonst.

Da Q eine Basis des Spanns von A enthilt, sind auch die weiteren
Spalten ay.4, ..., a, Linearkombinationen von 4y, . . ., g. Es gibt
also Koeffizienten R;j, so dass auchfirj=k+1,...,ngilt

aj = le”]l + -+ Rquk.

Wir erginzen R durch diese Koeffizienten zu R € K**" und be-
kommen _

A=QR.
Dies ist noch nicht die gesuchte QR-Zerlegung, da Q und R noch

nicht die richtige GroRe haben (es gilt O € K"k und R € K**").
Wir erginzen noch

0@ ot o wexen, me (B exen

wobei g,+1,...,qn beliebig sind, so dass Q € K"*" orthonor-
mal/unitir ist. O

Betrachten wir ein iiberbestimmtes Gleichungssystem Ax = b,
d.h. A € K™*" mit m > n. Wir berechnen die QR-Zerlegung von
A und bekommen das System QRx = b, welches wir umformen
zu

Rx = QHb.
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Das System hat also die Form
: x = QHp

Nun kénnen wir, analog zum Vorgehen beim Gaufischen Elimina-
tionsverfahren, leicht ablesen, ob es eine Lésung gibt: Hat Qb
in den letzten Eintrigen nur Nullen, existiert eine Losung, sonst
nicht.

Mit Hilfe der QR-Zerlegung lisst sich die Projektion auf das
Bild von A ausrechnen. Wir benutzen dazu eine reduzierte Form
der QR-Zerlegung: Fiir ein A € K"*" mit m > n ist ndmlich

A=0QR=(Q1 Q) ﬂ =(Q1 Q) (Iél) = Q1R;1.

Hat A maximalen Rang (also linear unabhingige Spalten), so ist
R; invertierbar und mit Satz 12.7 folgt
Pgiqa) = A(ATA)7TAT

= QiR (R7'Qf'Q1R) 'Ry QY

= QiR (R'R1) 'R QY

= QiR1(R1) ' (RY)) ' RYQY

= Q107
Wir kénnen also (vgl. groffe Ubung 6) auch iiberbestimmte Glei-
chungssysteme im kleinste-Quadrate-Sinne l§sen: Die Losung von

Ax = Pgjg(a)b ist nimlich (wieder unter Nutzung von A = Q1Ry)
gegeben durch die Lésung von

QiR1x = Pgjg(a)b = Q1Q1'D,

also

x = R;'QYQ101'b = Ry Q.
Wir konnen auch direkt, ohne Riickgriff auf Projektionen, zeigen,
dass dadurch die kleinste-Quadrate-Lésung gegeben ist:

Lemma 13.4. Es seien A € K™*" mit m > n und Rang(A) = n mit
QR-Zerlegung

R
A= ) (),
mit Q1 € K™*" und Ry € K"*". Dann ist die Losung von

min || Ax — b)|?
xeK"

mit b € K™ gegeben durch x = R; 'Q1b.
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Beweis.
Fiir eine orthonormale/unitire Matrix Q gilt

1QyII* = (Qy, Qy) = (v, Q"Qy) = (w,v) = |ly|*
Also gilt
|Ax —b||> = |QRx — b||* = ||[Rx — Q"b|*.

Mit der Aufteilung Q = (Q1 Q) sehen wir

- (3)- (@)o- (V)

Es gilt also
|Ax = b|? = ||[Ryx — Qb1 + || Qb1

In dieser Form kénnen wir das Minimum ablesen: Der erste Term
wird minimal fiir x = R; Qb (dann ist er Null) und der zweite
Term ist unabhingig von x. N
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