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Vorbemerkung

Dies ist das Handput zur Vorlesung ,Lineare Algebra 1%, gehalten
an der TU Braunschweig im Wintersemester 2018/19. Es keiner-
lei Anspruch, auch ohne Besuch der Vorlesung verstindlich zu
sein. Diese Version enthilt mit an Sicherheit grenzender Wahr-
scheinlichkeit zahlreiche Fehler; seien Sie also aufmerksam beim
Lesen.

Die Inhalte in diesem Handout sind in zahlreichen Biichern
zu finden und ich habe unter anderem folgende Biicher benutzt:

« Lineare Algebra, 8., aktualisierte Auflage, Albrecht Beutelspa-
cher, Springer Spektrum, 2014,

https://link.springer.com/book/10.1007/978-3-658-02413-0

« Lineare Algebra, 18., aktualisierte Auflage, Gerd Fischer, Sprin-
ger Spektrum, 2014,

https://link.springer.com/book/10.1007/978-3-658-03945-5,

« Lineare Algebra, 12., tiberarbeitete Auflage, Hans-Joachim Ko-
walsky Gerhard O. Michler, de Gruyter, 2003

« Lineare Algebra 1, 4. Auflage, Falko Lorenz, Spektrum Akade-
mischer Verlag, 2004

Im Text sind ab und zu Absitze in leichtem grau leicht abge-
setzt. Dabei handelt es sich um kurze Argumente, die das dariiber
Stehende begriinden oder weiter erliutern. Ist Thnen etwas vor
einem solchen Abschnitt klar, dann konnen Sie den grauen Absatz
getrost {iberspringen.

Es kann sich natiirlich trotzdem lohnen, diese Absitze zu lesen,
da vielleicht an anderes Argument als Ihres gegeben wird.

Neben Kapiteln enthilt dieses Handout auch noch die Gliede-
rung nach den einzelnen Vorlesungen. Diese sind in der Kopfzeile
durchnummeriert und mit Datum versehen, so dass Sie leicht mit
Threr Vorlesungsmitschrift abgleichen kénnen. Selbstverstind-
lich sind Thre Mitschrift und dies Skript fast nie wortgleich; man
bringt eben andere Sitze an die Tafel, als in ein Skript.

Braunschweig, den 27. Mirz 2019 Dirk Lorenz
d.lorenz@tu-braunschweig.de
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Zahlreiche Randbemerkungen erldu-
tern oder illustrieren die Konzepte oder
erinnern an etwas, was evtl. schon be-
kannt war.


https://link.springer.com/book/10.1007/978-3-658-02413-0
https://link.springer.com/book/10.1007/978-3-658-03945-5
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1 Mengen

Naive Definition von Menge: Mengen bestehen aus Elementen und
wenn x ein Element einer Menge M ist, schreiben wir

xeM,

(ist x nicht in M, schreiben wir x ¢ M).
Sind alle Elemente einer Menge N auch Elemente einer ande-
ren Menge M, dann nennen wir N Teilmenge von M und schreiben

N C M.

Wir kénnen Mengen beschreiben, in dem wir die Elemente aufzdhlen,
oder die Eigenschaflen ihrer Elemente angeben:

M={ab,c,...}
M= {x| E(x)}.

Beispiel.
Die leere Menge.

@ :={}.
Natiirliche Zahlen.

N:={0,1,2,3,...,}.

Ganze Zahlen.
Z:={0,1,-1,2,-2,...}

Rationale Zahlen.

Q:={L|peZ qgeN, q#0}
Die reellen Zahlen werden in der Analysis beschrieben. A

Definition 1.1. Fiir zwei Mengen M und N definieren wir:

Mengendifferenz:

M\N:={xeM|x¢ N}

Schnitt:

MNN:={xeM|xe N} ={x|x€ Mundx € N}

Vereinigung:

MUN :={x | x € Moderx € N}
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Lies: ,,x ist ein Element von M“ oder ,,x
istin M*“

Lies ,N ist Teil- (oder Unter-)-menge
von M“. Manchmal wird C benutzt.

Der Ausdruck {x | ...} wird gelesen
als ,,Die Menge aller x mit der Eigen-
schaft ...“

Das Symbol := bedeutet, dass der Aus-
druck links durch den Ausdruck rechts
definiert wird.

M N

@ >

M\ N liest man als ,,M ohne N“.

M N

C® >

MN N liest man als ,M geschnitten
mit N“.

M N

C@» >

MU N liest man als ,,M vereinigt mit
N“.
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Definition 1.2. Fiir Mengen My, ..., M, die nicht leer sind, defi-
nieren wir das kartesische Produkt als Menge der Folgen der Linge

n (oder den n-Tupeln) mit Folgengliedern aus dem Mengen M;,
also M x N liest man ,,Produkt von M und
N*“oder ,Kreuzprodukt von M und N*.

My X x My :={(x1,...,x,) | x; € M;, i=1,...,n}.

Beispiel.
Fir M = {a,b,c} und N = {x,y} ist

M x N = {(a,x),(b,x),(c,x),(a,y), (b, y), (c,y) }-
A

Definition 1.3. Eine Menge heifdt endlich, wenn sie nur endlich

viele Elemente hat. Fiir eine endliche Menge M bezeichnen wir

die Anzahl der Elemente mit | M]|. |M]| liest man ,Anzahl der Elemente in
M.

Satz 1.4. Fiir zwei Mengen M und N gilt

IMUN| = |M|+ |[N| — |[MNN|

und
IM x N| = |M||N]|.

Ist N eine Teilmenge von M, so gilt
[MAN| = |M]| - |N/.

Beweis.
In der Summe |M| + |N| werden die Elemente von M N N genau
zweimal gezihlt, alle anderen genau einmal, d.h. |[M| + |N| =
IMUN|+ |MNNJ.

Um die Elemente in M x N zu zihlen, bemerken wir, dass
M x N fiir jedes Element x € M die Elemente (x,y) mity € N
enthilt, und dies sind genau | N|. Zusammen ergeben sich |M| | N|
Elemente von M x N.

Die Elemente von M \ N sind gerade die aus M ohne die aus
N, und da wir annehmen, dass N ganz in M enthalten sind, folgt
die letzte Formel. O
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2 Aquivalenzrelationen

Definition 2.1. Eine Relation aufeiner Menge X ist eine Teilmenge
pvon X x X und wir sagen ,,.x steht in Relation mit y“ falls (x, y) €
p. Wir schreiben auch x p y.

Oft werden Relationen mit ~ bezeichnet, also x ~ y statt x p y.

Beispiel.
« ,Gleichheit” ist eine Relation (definiert durch (x,y) € p
genau dann, wenn x = ).

« Andere Relationen sind zum Beispiel

- x ~ Y, genau dann, wenn x mit y verwandt ist, oder

- x ~ y, wenn x schon mal einen Brief'an y geschrieben
hat.

A

Definition 2.2. Eine Relation ~ auf X heif$t

« reflexiv, wenn
Vxe X: x~x,

« symmetrisch, wenn

Vx,ye X: x~y < y~x,

« transitiv, wenn

Vx,yze X:x~yy~z = X~z

Eine Relation die reflexiv, symmetrisch und transitiv ist, heifét
Aquivalenzrelation.

Beispiel.

« Die Gleichheitsrelation ist eine Aquivalenzrelation.

« Aufder Menge der Geraden in der Ebene ist
x ||y <= xparallelzuy
eine Aquivalenzrelation, die Relation
xly <= x senkrechtaufy

hingegen nicht.
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Wir kénnten auch Relationen zwischen
Elementen verschiedener Mengen X
und Y definieren; dies wiren Teilmen-
genp C X xY.

,V“ liest sich ,fiir alle®
»: liest sich wie ,,|“ meist als ,,so dass*
oder auch ,,gilt"

» <= “liest sich ,genau dann, wenn“

» = “liest sich ,impliziert®.
A — B liest sich auch als ,aus A
folgt B“oder ,,B folgt aus A“
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Definition 2.3. Sei X eine Menge und ~ eine Aquivalenzrelation
auf X. Dann ist

Alx) ={y e X[y ~x}
die Aquivalenzklasse von x.

Satz 2.4. Sind x und y dquivalent, so sind die Aquivalenzklassen von x
und y gleich.

Beweis.
Wir miissen zeigen, dass aus x ~ y folgt, dass A(x) = A(y). Um
die Gleichheit der Mengen zu zeigen, zeigen wir A(x) C A(y)
und A(y) C A(x).

2A(x) C A(y)“ Seiz € A(x),dh.esgiltz ~ x. Dax ~ y,
folgt wegen der Transitivitit z ~ y, also z € A(y). Wir haben
gezeigt: Jedes Element von A(x) ist auch Element von A(y).

Die Inklusion ,A(y) C A(x)“zeigt man genau so, indem man
die Rolle von x und y vertauscht. O

Die Aussage des Satzes kénnen wir auch anders formulieren:

« Zwei Aquivalenzklassen sind entweder gleich oder disjunkt,
oder

« jedes Element von X liegt in genau einer Aquivalenzklasse,
oder

« die Aquivalenzklassen von X bilden eine Partition von X.

Beispiel.
« Auf N definieren wir m ~ n falls n — m durch 2 teilbar
ist. Dies zerlegt IN in zwei Aquivalenzklassen, nimlich die
geraden und die ungeraden Zahlen.

« Aufder Menge der Geraden in der Ebene definieren wir zwei
Geraden als dquivalent, wenn sie parallel sind. Die zugeho-
rigen Aquivalenzklassen sind die ,Richtungen®.

A

3 Abbildungen

Definition 3.1. Seien X und Y zwei Mengen. Ein Abbildung f von
X nach Y ordnet jedem Element x € X genau ein Elementy € Y
zu. Wir schreiben f : X — Y und y = f(x). Die Menge X heifst
Definitionsbereich, Y heifdt Bildbereich.

Beispiel.

« f:Z — N, f(z) = z? ist eine Abbildung, ebenso wie
f:Z—2Z,f(z) =z
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X und Y disjunkt, wenn XNY =@

Eine Partition von X ist eine Zerlegung
von X in disjunkte Teilmengen.

@

X Y

Etwas praziser: Eine Abbildung f ist ei-
ne Relation f C X x Y mit der Eigen-
schaft, dass es zu jedem x € X genau
einy € Ymit(x,y) € f gibt. Mansagt
auch, Abbildungen sind ,links-total und
rechts-eindeutig®.
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« :{1,2,3} — {1,2,3} definiert durch f(1) =2, f(2) =3
und f(3) = 1 ist eine Abbildung.

Wiirden wir nur f(1) = 2 und f(2) = 3 definieren, so wire
f keine Abbildung (aber immer noch eine Relation).

« Die Multiplikation von reellen Zahlen ist eine Abbildung,
nimlich
RxR—R, (r,s)—r-s.

Aufjeder Menge X gibt es die identische Abbildung
idyx: X — X, idx(x) =x,

oft schreiben wir id statt idx, wenn die Menge X aus dem Kontext
klar ist.

Definition 3.2. Sei f eine Abbildung von X nach Y.

« f heifit injektiv, wenn aus x; # x, folgt, dass f(x1) # f(x2)
gilt.
« f heifSt surjektiv, wenn es fiir jedes y € Y ein x € X gibt mit

flx)=y.

« f heif$t bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist.

Beispiel.
« f:Z — N, f(z) = z* ist nicht injektiv (denn 1 # —1, aber
f(1) =1 = (-1)? = f(—1)) und nicht surjektiv, denn es
gibt kein z € Z mit z2 = 3.

Anders gesagt: Die Gleichung z> = 1 hat zwei Losungen in
Z,und z? = 3 hat keine Lésung in Z.

« Andern wir den Definitionsbereich zu f : N — N, f(z) =
z2, so ist f injektiv, aber immer noch nicht surjektiv.

+ Die Abbildung f: R - R4 (:={x € R |x > 0}), f(x) =
|x| ist nicht injektiv, aber surjektiv.

A

Im Allgemeinen kann man Abbildungen z.B. durch Verklei-
nern ihres Defintionsbereiches injektiv machen und z.B. durch
Verkleinern des Bildbereiches surjektiv machen.

Definition 3.3. Zu einer Abbildung f : X — Y definieren wir das
Bild von f als

Bild(f):=={yeY|3Ix e X: f(x) =y}
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Eine andere Formulierung:  f
surjektiv
ist injektiv , wenn die
bijektiv
Gleichung f(x) = y fiir jedes y
mindestens
{ héchstens }eine Losung hat.

genau eine

Firjedes f : X — Yistf : X —
Bild(f) surjektiv.

Das Zeichen 3 liest man ,es existiert”
oder ,existiert”.
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Definition 3.4. Istg: X — Yund f : Y — Z, dann ist f o g die

Abbildung von X nach Z die durch

(fog)x) = f(g(x))

definiert wird. Wir nennen f o g die Verkniipfung/Komposition oder

Hintereinanderausfiihrung von f und g.

Satz 3.5 (und Definition). Ist f : X — Y bijektiv, so ist f invertierbar,

d.h. es gibt genau eine Abbildung f~! : Y — X (genannt Umkehrab-

bildung) mit der Eigenschaft, dass

foft=idy, flof=idyx.

Beweis.

Ein Blick auf die Definition des Begriffes ,bijektiv* verrit schon

den Beweis der Existenz einer Umkehrabbildung: f ist bijektiv,
wenn die Gleichung f(x) = y fiir alle y genau eine Lsung hat.

Also kénnen wir die gesuchte Abbildung f~! so definieren:

“

f~l(y) = ,die eindeutige Losung x von f(x) = y*“.

Damit gilt fiir x und y = f(x):

ffl(f(x)) = ffl(y) = ,die eindeutige Losung von f(x) = y“ = x

fE W) =fx) =v.

Auch die Eindeutigkeit der Umkehrabbildung haben wir ei-

gentlich schon gezeigt, hier noch einmal ausfiihrlich: Wir nehmen

an, ¢ und & seien beide Umkehrabbildungen von f und zeigen,
dass ¢ = h gilt (was bedeutet, dass fiir alle y gilt g(y) = h(y)).
Sei also y € Y. Dann gibt es genau ein x € X mit f(x) =

und es gilt ¢(y) = x und h(y) = x, also g = h.

Lineare Algebra 1 | TU Braunschweig | Dirk Lorenz | WiSe 2018/19

Y
O

10

Man liest f o g auch ,,f nach ¢“ um zu
verdeutlichen, dass erst g und dann f
angewendet wird.

Anders geschrieben: Fir alle x € X
undy € Y gilt f(f1(y)) = y und
ffE) =
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4 Korper

Definition 4.1. Ein Korper ist eine Menge K mit zwei Verkniipfun-
gen + und - die x,y € K das Element x +y € Kbzw. x-y € K

zuordenen, und welche folgende Eigenschaften haben: Eine Verkntifung auf einer Menge X ist
eine Abbildung X x X — X.

(x+y)+z=x+(y+2) (Assoziativitit der Addition
x+y=y+x (Kommutativitit der Addition
e KVx:x+0=x (Neutrales Element fiir +
Vxe K3—xeK:x+(—x) =0 (Inverses Element fiir +

)
)
)
)

Wir schreiben auch x — y fiir x + (—y)

(x-y)-z=x-(y-2) (Assoziativitit der Multiplikation)

X Yy=y-x (Kommutativitit der Multiplikation)

Jd1eKVx:1-x=x (Neutrales Element fiir -) Wir schreiben auch L fir v 1 und £ fir
Vx€Kx#0Ix ' €K:x-x"! =1 (Inverses Element fiir ) yx~!

x-(y+z)=x-y+x-z 1#0 (Distributivitit)

Die Rechenregeln in einem Korper bilden genau die Rechen-
regeln fiir die Grundrechenarten fiir Zahlen ab. In gewissen Sinne
sind sie minimal; alle weiteren Regeln folgen aus ihnen, z.B.:

Satz 4.2. Sei (K, +,-) ein Korper. Dann gilt:

i) Die neutralen Elemente O und 1 sind eindeutig bestimmt, ebenso wie
die inversen Elemente bzgl. + und -.

i) Fiir jedes x € K gilt x -0 = 0.
iii) Istx -y = 0 soist x = 0 oder y = 0.

Beweis.

i) Wir zeigen Eindeutigkeit der 0: Angenommen, 0 und 0 sind
beide neutral bzgl. der Addition. Dann gilt

0=0+0 (0 ist neutral bzgl. +)
=040 (Kommutativitit der Addition)
=0 (0 ist neutral bzgl. +)

Die Argumente fiir die Eindeutigkeit der 1 und der inversen
Elemente gehen nach gleichem Muster.

ii) Wir formen um

x-0+0=x-0 (0 ist neutral bzgl. +)
=x-(0+0) (0 ist neutral bzgl. +)
=x-0+x-0. (Distributivitit)

Die Behauptung folgt nun, indem wir zu obiger Gleichung
aufbeiden Seiten —x - 0 addieren.
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iii) Gelte x - y = 0. Ist nun x = 0 ist die Behauptung gezeigt. Ist
x # 0, so existiert x ! und es gilt

y=(x1x)y (x~!x = 1 ist neutral bzgl. )
=x1 (x-y) (Assoziativitit von -)
=x1.0 (Annahme)
=0 (nach ii))

O

Da die geforderten Eigenschaften von + und - genau die Re-
chenregeln fiir Zahlen beschreiben, sind die rationalen Zahlen Q
und auch die reellen Zahlen R Koérper. Die Strukturen Q und R
haben noch weitere Eigenschaften wie z.B. eine Anordnung (d.h.
es gibt eine Relation >), die aber hier keine Rolle spielen.

Ein weiterer wichtiger Korper ist der Kérper der komplexen
Zahlen.

Definition 4.3. Der Korper der komplexen Zahlen C besteht aus
Paaren z = (a,b) reeller Zahlen. Die Verkniipfungen sind wie
folgt definiert: Fiir z = (a,b) und w = (u, v) ist
z4+w = (a,b)+ (u,v) := (a+u,b+0)
zw = (a,b)(u,v) := (au — bv,av + bu)
In Wirklichkeit ist die obige Definition gleichzeitig ein Satz,
da nicht ohne weiteres klar ist, dass die Verkniipfungen wirklich

die geforderten Eigenschaften haben.

Beweis.
Existenz neutraler Elemente: Fiir die Addition ist (0,0) das neu-

trale Element, denn (a,b) 4 (0,0) = (a, b). Fiir die Multiplikation
gilt
(a,b)(1,0) = (a—0,0+b) = (a,b).

Kommutativitit und Assoziativitit der Addition folgt direkt aus
den entsprechenden Regeln fiir reelle Zahlen, ebenso wie die Kom-
mutativitit der Multiplikation. Assoziativitit der Multiplikation
ergibt sich aus den Rechnungen

((a,b)(w,2)) (x,y)
= (au — bv,av + bu)(x,y)
= <aux — box — (avy + buy), auy — boy + avx + bux)

und

(a,6)((1,0)(x))
= (a,b)(ux — vy, uy + vx)
= (aux —avy — (buy + box), auy + avx + bux — bvy)
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Wie gewohnt schreiben wir fiir eine
Multiplikation statt x - v oft einfach xy.
Auferdem benutzen wir die Schreibwei-

se xx = xZ, usw.
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und dem Vergleich der rechten Seiten.

Dass das Inverse bzgl. 4+ zu (a,b) einfach (—a, —b) ist, ist klar.
Um das Inverse bzgl. der Multiplikation zu finden, nehmen wir
an dass (a,b) # 0(d.h. a oder b ist nicht Null) und betrachten die
Gleichung (a,b)(u,v) = (1,0), welche den beiden Gleichungen

au—bv=1, und av+bu=0

entspricht. Um diese Gleichungen nach # und v aufzulésen, mul-
tiplizieren wir die erste Gleichung mit 2 und die zweite mit b und
erhalten

d?u—abv=a und abv+b*u=0.

Wir 16sen die zweite Gleichung nach abv auf] setzen in die erste
Gleichung ein und bekommen

a’u + b*u = a.

Da nun a® + b? # 0 gilt (wir wissen sogar > 0, was aber keine
Rolle spielt), konnen wir auflgsen

y=_"
R

Ist a # 0, kénnen wir aus av + bu = 0 folgern, dass

o — ab
a2+
und damit v = —ﬁ. Ista = 0, so muss b # 0 gelten und aus

au — bv = 1 folgt ebenfalls diese Formel. Wir halten fest

1 a b
(a,b) _<a2—i—b2' az—i—bZ)'

O

Man kann die komplexen Zahlen auch anders interpretieren:
Schreiben wir fiir (a,0) einfach a, dann kénnen wir die reellen
Zahlen als Teil von C auffassen. Insbesondere ist

r(a,b) = (ra,rb)

Kiirzen wir ab
i:=(0,1)

so bemerken wir
i>=(0,1)(0,1) = (—1,0) = —1.

Wir kénnen damit eine komplexe Zahl z = (a,b) auch schreiben
als
z=(a,b) =a(1,0) +b(0,1) = a + bi.
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Man rechnet einfach nach, dass mit dieser Schreibweise folgt, dass

(a+bi)(u + vi) = au + avi+ bui + bvi® = au + (av + bu)i — bv
= au — bv + (av + bu)i,

und
(a+bi)+ (u+ovi)=a+u+ (b+0)i

Man kann also mit komplexen Zahlen z = a + bi genau so rechnen,
wie mit reellen Zahlen, muss nur i> = —1 beriicksichtigen.
Es gibt auch Korper mit endlich vielen Elementen:

Beispiel.
Der Korper FF; ist die Menge {0, 1} versehen mit folgenden Ver-
kiinpfungen:

0+0=0

0+1=1+4+0=1

1+1=0

0-0=0

0-1=1-0=0

1-1=1

Man kann die Verkniipfungen auch in einer Tabelle notieren:

+ |01 -lo|1
o 0|1 olo|o
1 (1|0 1|01

Alle Eigenschaften eines Korpers lassen sich einfach verifizie-
ren, z.B. ist das additiv Inverse zur 1 die 1 selbst, denn1+1 = 0,
es gilt also —1 = 1 in [F,. A
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5 Vektorriume

Wihrend Koérper in gewissen Weise die Abstraktion von ,Zahlen”
sind, sind Vektorriume die Abstraktion des Begriffes der Ebene
und des drei- (oder mehr-)dimensionalen Raumes. Hier kénnen
wir uns Punkte als Ortsvektoren vorstellen, diese addieren und
skalieren.

Wir legen zum Skalieren statt der reellen Zahlen einen belie-
bigen Korper zugrunde und definieren:

Definition 5.1. Es sei K ein Korper. Ein K-Vektorraum ist eine Men-
ge V mit einer Addition + : V x V — V und einer skalaren Multi-
plikation (oder Skalierung) - : K x V. — V welche folgende Regeln
erfiillen:

(u+v)+w=u+(v+w)
v+w=w+0v
H0eVVoeV:v+0=0
VoeVI—v:v+(—v)=0

(Assoziativitit der Addition)
(Kommutativitit der Addition)
(Nullvektor)

)

(Inverses Element

(k+h)-v=k-v+h-v
k-(v+w)=k-v+k-w
(k-h)-v=k-(h-v)
lo="v

(Distributivitit
(Distributivitit
(Distributivitit
(Neutralitit von 1

)
)
)
)

Wie in Satz 4.2 kann man zeigen, dass der Nullvektor und die
additiv Inversen eindeutig sind.
Sind v, w additiv invers zu u (also u + v = 0 und u + w = 0),
danngiltv = v4+0 =0+ (u+w) = (v+u)+w =
(u+v)+w=0+w=w+0=w.

Zuerst die trivialen Beispiele:
Beispiel.

« Der einfachste Vektorraum ist V = {0} mit den Rechenre-
geln 0+ 0 = 0, a0 = 0 (iiber einem beliebigen Korper).

« Jeder Korper K ist auch ein Vektorraum (mit sich selbst als
Grundkérper).

A

Jetzt das einfachste nicht-triviale Beispiel.

Definition 5.2. Ist K eine Kérper und n € IN, n > 1 so ist K" die
Menge der n-Tupel. Wir schreiben

01
v=|:]|€V

Un
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Konvention: 1, v, w sind Elemente von
V, k, h sind Elemente in K.

Beachte, dass wir in diesen Formeln die
Symbole + und - iiberladen habe, d.h.
sie haben verschiedene Bedeutungen,
je nachdem, was sie verkniipfen.

Wir haben keine Multiplikation von Vek-
toren definiert!
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und definieren die Addition und die skalare Multiplikation kom-
ponentenweise, d.h.

(4 w1 U1+ w2
vtw= | |+ | : =
Uy Wy, (O
01 kU1
kv =k = :
Un kv,

Satz 5.3. Fiir einen Korper K ist K" aus Definition 5.2 ein Vektorraum.

Beweis.
Der Nullvektor und der zu v inverse Vektor sind

0 01 —01

und —
0 vn _vn

Alle Rechenregeln folgen direkt aus den entsprechenden Regeln
fiir das Rechnen im Korper K, z.B. die Kommutativitit der Addition
von Vektoren:

U1+ wr w1+ 02
v+ w = : = : =w+o.

Uy + Wy Wy + Uy

(]

Der Vektorraum V = RR? ist die Ebene und R ist der dreidi-
mensionale (reelle) Raum und die Vektoraddition und -skalierung
entspricht in beiden Fillen genau der Anschauung.

Definition 5.4. Eine m x n Matrix mit Elementen in einem Korper

K ist
aip aipp - dip
ay1 4dxp -+ O2p
A= .| = (@)i=1,.mj=1,..m,  (a; € K).
Aml Am2  *° Amn

Addition und Skalierung von Matrizen ist komponentenweise
definiert, also fiir A = (a;j)i1,...m,j=1,..m» B = (bij)i=1,...m,j=1,...m

kA = (kajj)i=1,..mj=1,..m» A+ B=(ai+bij)i=1,.mj=1,.m

Satz 5.5. Die Menge K" aller m x n Matrizen mit Elementen in K
ist ein Vektorraum.

Der Beweis ist v6llig analog zu dem Beweis, dass K" ein Vek-
torraum ist. Als Vektorraum verhilt sich K"*" genau wie K"",
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a1
az

Am1

a1z
ax

Am2

ﬂi]'

A1n
A2p

Amn
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nur dass die Eintrige in einer Matrix und nicht in einem langen
Vektor angeordnet sind.

Im Folgenden ist K immer ein Kérper und V bezeichnet stets
einen K-Vektorraum, es sei denn, es wird etwas anderes gesagt.

Definition 5.6. Eine Teilmenge U C V einer Vektorraumes heif$t
Untervektorraum oder nur Unterraum, falls gilt

u#o (nichtleer)
wvel = u+tvel (abgeschlossen bzgl. Addition)
ueclkeK = kueU. (abgeschlossen bzgl. Skalierung)

Beispiel.
Jeder Vektorraum V hat die Unterriume {0} und V. A

Satz 5.7. Ein Untervektorraum U eines Vektorraumes V ist selbst ein
Vektorraum.

Beweis.

Da die Addition und die Skalierung die gleichen sind wie in V,
gelten auch die gleichen Rechenregeln. Es ist also nur noch zu
zeigen, dass Nullvektor und inverse Elemente existieren. Da U
nicht leer ist, gibt es ein u € U und daherist0 = 0-u € U.
Auflerdem ist (—1)u € U und wegen u + (—1)u = 0 ist dies das
additiv inverse Element. U

Beispiel.
« In der Analysis betrachtet man Funktionen f : R — R.
Die Menge aller solcher Funktionen ist ein R-Vektorraum,

wenn wir Addition und Skalierung wie folgt definieren: Fiir
f,g:R—Runda e R

(f+8)(x) = f(x) +g(x),  (af)(x) :=af(x).
« Die Menge
{f'R—=-R|Vx:f(x) >0}

der positiven Funktionen ist kein Vektorraum (es gibt keine
additiv Inversen).

« Etwasallgemeiner: Ist X eine Menge und V ein K-Vektorraum,
so ist die Menge

VX = {f: X >V}
versehen mit den Operationen
(f+8)(x) = f(x) +g(x), (af)(x) = af(x)
wieder ein K-Vektorraum.

Die Schreibweise VX fiir die Menge der Abbildungen von X
nach V erklirt sich dadurch, dass fiir endliche Mengen X

und V gilt |[VX| = |v|1Xl.
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Auf U sollen die gleiche Addition und
Skalierung wir in V gelten. Aus der De-
finition folgt, dass diese auch wirklich
Verkniipfungen auf U sind (und nicht
evtl. ,,aus U heraus abbilden®).
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« Ist K ein Korper, so ist

K® :={(xp)nen | x» € K}

die Menge aller Folgen mit Folgengliedern in K. Auch dies
ist ein Vektorraum (mit komponentenweiser Addition und
Skalierung). Die Vektorriume K" sind in naheliegender Wei-
se Untervektorriume. Genauer: Der K" kann mit dem Un-
terraum

U={veK”|v=0firk > n}
identifiziert werden.
« Auch folgende Menge ist ein Untervektorraum von K*:
K® ={oecK®|In:v, =0 fiirk>n}

(die Menge aller Folgen, die schlief$lich Null sind). Der Raum
K™ ist fiir jedes n € IN ein Unterraum von K(®) und K(®)
ist wiederum ein (echter!) Unterraum von K.

A

Lineare Algebra 1 | TU Braunschweig | Dirk Lorenz | WiSe 2018/19 18



6.11.2018, VL 5-1

6 Lineare Unabhingigkeit

Definition 6.1. Eine Linearkombination der Vektoren vq, ..
V ist eine Vektor der Form

.,vn S

kiv1+ -+ +k,v, mitSkalaren kq,...,k, € K.

Sind alle k; = 0, so ergibt die Linearkombinaton der Nullvektor
und wir sprechen von der trivialen Linearkombination.

Fiir Linearkombinationen (und auch sonst) ist die Summen-
schreibweise mit dem Zeichen )" praktisch:

n
Y ai:=a1+-- +ay.
i—1

Schreibweisen wie

Z a, oder Z ay,
3<k<10 0<n<N
n Primzahl
erkliren sich von selbst.

Im R3 beschreiben Vektoren Richtungen. Zwei Vektoren kon-
nen in die gleiche oder in verschiedene Richtungen zeigen. Bei
drei Vektoren kann man sich ebenfalls fragen, ob ,alle drei in ver-
schiedene Richtungen zeigen oder nicht.“ In einem allgemeinen
Vektorraum gibt es hierfiir den folgenden Begriff:

Definition 6.2. Die Vektoren vy, ... v, heifSen linear unabhdingig,
wenn die triviale Linearkombination die einzige ist, die den Null-
vektor liefert; in Formeln: v, ..., v, sind linear unabhingig, falls

k101+"'+knvnzo — klzzknzo

Sind Vektoren nicht linear unabhingig, so nennen wir sie linear

abhdngig.

Beispiel.
Die Vektoren
1 1 1
v1=10], v=1[1], vz=[1] € R3
0 0 1

sind linear unabhingig, denn die Gleichung
k101 + kyvy 4+ kzvs =0

entspricht den drei Gleichungen

ki+ky+ks=0
ki+k,+0 =0
kiT+0 +0 =0
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Achtung, hier bezeichnet v; einen Vek-
tor und nicht den i-ten Eintrag eines
Vektors v!

Der Ausdruck Y}, ay liest sich zum
Beispiel ,,Die Summe iiber a; fiir k von
m bis n“.

Anders gesagt: v1,...,v, sind linear
abhingig, wenn es Skalare k1, ..., ky
gibt, welche nicht alle Null sind und
trotzdem gilt kyvq + - - - + kv, = 0.
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und wir koénnen von oben nach unten ablesen, dassk; = 0,k, =0
und k3 = 0 gelten muss.
Die Vektoren

1 0 2
=10, v=11), vs=|-1] € R3
1 1 1

hingegen sind linear abhingig, denn es gilt

2—-0-2 0
201 —vp—v3=[0—-1—-(=1)| = {0
2—-1-1 0

A

Satz 6.3. Die Vektoren v,...,v, sind genau dann linear abhdngig,
wenn es einen Vektor v; gibt, welcher sich als Linearkombination der
anderen schreiben lisst.

Beweis.
», = “ Sind vy,...,v, linear abhingig, so gibt es eine nicht-
triviale Linearkombination der Null, d.h. es gilt

und mindestens ein Skalar ist nicht Null. Das heifit, es gibt j €
{1,...,n}, so dass k; # 0 und wir kénnen nach v; auflésen, nim-
lich

ky

ki

R O P P
U= %0 T kU1 On-

j
,<—": Lasse sich einer der Vektoren v; als Linearkombination der
anderen schreiben. Der Einfachheitheit halber nehmen wiri = 1
an (dies kénnten wir z.B. durch umnummerieren der Vektoren

erzeugen).
Es gilt also

n
o1 =) kiv;
i=2

und wir bekommen eine nicht-triviale Linearkombination der
Null durch Umstellen

n
01 — Zkﬂ)i =0.
i=2

O

Satz 6.4 (Koeffizientenvergleich). Sind vy, ..., v, linear unabhingig
und gilt

n n
Y kivi=) hwv,
i—1 i—1
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so folgtk; = h; furallei =1,...,n.

Beweis.
Es folgt namlich

(ki = hi)vi =0

M-

Il
—_

und da dies eine Linearkombination ist, die Null ergibt und die
Vektoren linear unabhingig sind, folgt, dass fiir alle i gilt k; — h; =
0. O

Definition 6.5. Fiir eine Menge M C V (endlich, oder unendlich)
ist die Menge aller Linearkombinationen von Vektoren aus M
definiert durch

n
<M> = {Zkivi | nelN, k; € K,v; € M}
i=1

und wird Erzeugnis von M genannt. Andere Namen sind die lineare
Hiille von M oder der Spann von M und eine andere Schreibweise
ist Span(M).

Beispiel.
« Fiir einen Vektor v ist ({v}) die Menge aller skalaren Vielfa-
che von v.
o Im IR3 ist
1 1 s
o], 11]1hH={lt]|steR
0 0
oder
1 1 1 1
o], 10]})={s{o|+¢t[0]|steR}
0 1 0 1
s+t
={| 0 | |steR}
t

A

Satz 6.6. Ist M eine nicht leere Teilmenge eines Vektorraums V/, so ist
die Menge (M) ist ein Vektorraum.
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Achtung: Linearkombinationen sind
immer endliche Summen. Im Erzeug-
nis sind beliebig lange, aber nur endli-
che Summen zugelassen!

2

N
(v)

91

Beachte: Oft werden die Mengenklam-
mern weggelassen, d.h. man schreibt
(v1,...,0n) statt ({v1,...,0n}).

Die Bedingung, dass M nicht leer ist,
kann man weglassen, wenn man die
Konvention benutzt, dass leere Sum-
men Null ergeben, in diesem Fall also
Y.ico = 0 (Nullelement des Vektorrau-
mes).
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Beweis.
Die Menge U = (M) ist offensichtlich nichtleer. Sind # und v in
M, dann lassen sich die Vektoren schreiben als

u =

M-

Il
—_

m
kil)i, 0 = Z h]w]
j=1

mit Vektoren v; und w; aus M. Dann ist

n

m n
u+ov= Zkivﬁ— Zh]-w]-, ku = Zkkﬂ]i
i—1 =1 i=1

fiirjeden Skalar k. Das bedeutet, dass # + v und ku ebenfalls Linear-
kombinationen von Elementen aus M sind, also gilt u + v € (M)
und ku € (M). Also ist U ein Unterraum und nach Satz 5.7 ein
Vektorraum. O

Beispiel.

1. Sind U, W C V zwei Unterriume, so ist (U U W) nach dem
vorigen Satz ein Unterraum und man erkennt leicht, dass
(UUW) = U+ W (da U + W alle Summen von Elementen
aus U und W enthilt; vgl. grofSe Ubung).

. Im K* bezeichnen wir mit ¢; die Folge, die genau im i-ten
Eintrag eine 1 und sonst Nullen enthilt. Sei nun

M= {e;|ieN}.

Was ist U = (M)?

Sicherlich ist U # K%, denne = (1,1,...) liegt in K®
aber nicht in U. Letzteres sieht man, wenn man versucht,
e als Summe von endlich vielen e; zu schreiben. Das geht
nicht, denn jede endliche Summe der ¢; hat nur an endlich
vielen Eintrigen einen Eintrag, der von Null verschieden
ist. Anders gesagt: Es wiirden unendlich viele benétigt, aber
»Summen“der Form ) ;°; haben wir noch nicht erklirt und
sie sind in allgemeinen Vektorriumen auch nicht sinnvoll.
Sie werden in der Analysis eingefithrt und heifien Reihen.
Zu ihrer Untersuchung benotigt man den Grenzwertbegriff.

Es gilt allerdings

U = K = {a € K* | a; # 0 hochstens endlich oft}.

A
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7 Basen

Definition 7.1. Ist V ein Vektorraum, M C V und V = (M), so
heifst M Erzeugendensystem von V.

Gibt es fiir einen Vektorraum V ein Erzeugendensystem mit
endlich vielen Elementen, so nennen wir V endlich erzeugt.

Ein Erzeugendensystem von V heifdt Basis von V, wenn es
linear unabhingig ist.

Beispiel.
 Im reellen Vektorraum R" betrachten wir
1 0 0
0 1 0
e = 0 , €2 = 0 el = 1"
: : 0
0 0 1

Diese Vektoren sind linear unabhingig (denn aus } " ; kje; =
0 folgt, dass alle k; Null sind) und die bilden ein Erzeugen-
densystem, denn fiir x = (x1,...,x,) € R" gilt

Also ist {ey, ..., e, } eine Basis von R"; diese heif$t auch ka-
nonische Basis oder Standardbasis und also ist R"” endlich

()-G)-(7)

bilden keine Basis des IR?, da sie nicht linear unabhingig
sind. (Spannen sie R? auf? Ja, denn (x1, x2) = 3(x2 —
x1) (=1, 1)+ 3(x2 +x1)(1, 1).)

« Im Vektorraum K* der Folgen in K bildet die (unendliche)
Menge M = {ey, ey, ... } keine Basis. Die Vektoren sind zwar
linear unabhingig, bilden aber kein Erzeugendensystem (der
Vektor (1, 1,...) liegt nicht in (M); insbesondere ist K®
nicht endlich erzeugt.)

« Die Vektoren

A

Wir schreiben statt {v1, v, ... } in Zukunft auch {v;};c; wobei
I eine beliebige Menge darstellt, die wir als Indexmenge benutzen.
Dabei kann [ eine endliche Menge (wie I = {1,2,3}) sein, aber
auch unendlich wie I = IN oder I = R.

Satz 7.2. Ist V ein Vektorraum und {v; };c; eine Basis, so ldsst sich jedes
v € V eindeutig als Linearkombination von Vektoren v; darstellen.
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Beweis.

Da eine Basis ein Erzeugendensystem ist, lisst sich jedesv € V
als eine Linearkombination der v; schreiben. Bleibt die Eindeu-
tigkeit der Darstellung zu zeigen. Nehmen wir an, es gibe zwei
Darstellungen

n n
U= Zkﬂ)l‘, 0= Zhﬂ]l’.
i=1 i=1
Beachte, dass wir ohne Einschrinkung das gleiche 7 und die glei-
chen vy, ...,v, genommen haben (wir kénnen nimlich beliebige

endlich viele Vektoren aus {v;} hinzunehmen wenn wir die zuge-
hoérigen Skalare auf 0 setzen).

Dann gilt aber
0=v—v
n n
= Zkﬂ)i — Zhﬂ)l
i=1 i=1
n
= Z(kl hz)vz
i=1

unddadiev; (i = 1,...,n)linear unabhingig sind, folgtk; — h; = 0
fiir alle 7, also k; = h;. ]

Satz 7.3 (Basiserginzungssatz). Eine Teilmenge B eines Vektorraumes
V ist eine Basis genau dann, wenn sie eine maximale linear unabhdngige
Menge ist. Dabei heif$t ,maximal linear unabhdngig“, dass BU {v} fiir
jedes v € V' \ B nicht mehr linear unabhdngig ist.

Beweis.

Sei B eine Basis von V. Nach Definition des Begriffs Basis ist B
linear unabhingig. Bleibt die Maximalitit zu zeigen. Seiv € V'\ B.
Da B eine Basis ist, gibt es Skalare k; undv; € B(i =1,...,n),so

dass
n
U= Z kﬂ)i.
i=1
Dann ist aber 0 = v — Y7, k;v;, was zeigt, dass es eine nicht-
triviale Linearkombination der Null mit Elementen aus B U {v}
gibt. Also ist BU {v} nicht linear unabhingig.

Sei nun B eine maximale linear unabhingige Menge. Wir miis-
sen nur zeigen, dass B ein Erzeugendensystem fiir V ist. Wire dies
nicht so, so gibe es v € V, welches keine Linearkombination von
Elementen in V wire. Dann wire aber B U {v} linear unabhingig,
was eine Widerspruch zur Maximalitit ist. O

Fiir endlich erzeugte Vektorriume kénnen wir den vorigen
Satz auch so schreiben:

Ist {v1,...,0,} eine linear unabhingige Teilmenge
von V,sogibtesv,1,...,0m,s0dass {vy,..., vy} eine
Basis von V ist.
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Eine dquivalente Formulierung dazu ist:
Ist B eine linear unabhingige Teilmen-
ge eines Vektorraumen V, so lisst sich
B durch Hinzunahme von Elementen
aus V zu einer Basis ergiinzen. Daher
der Name ,,Basisergidnzungssatz®.
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Satz 7.4 (Basisauswahlsatz). Eine Teilmenge B eines Vektorraumes V
ist eine Basis genau dann, wenn B ein minimales Erzeugendensystem ist,
d.h. wenn fiir jedes v € B gilt, dass B \ {v} kein Erzeugendensystem ist.

Beweis.

Sei B eine Basis und sei v € B. Nach Definition ist B ein Erzeu-
gendensystem. Da B linear unabhingig ist, lisst sich v nicht als
Linearkombination von Elementen in B \ {v} darstellen (denn
sonst hitten wir eine nicht-triviale Linearkombination der Null
mit Elementen aus B). Es folgtv ¢ (B\ {v}),und daherist B\ {v}
kein Erzeugendensystem.

Seinun B eine minimales Erzeugendensystem von V. Es bleibt
zu zeigen, dass B linear unabhingig ist. Wire B nicht linear unab-
hingig, so konnten wir einen der Vektoren in B als Linearkombi-
nation der anderen schreiben. Dann aber wire (B) = (B \ {v})
und auch B\ {v} wire ein Erzeugendensystem. O

Insbesondere kénnen wir folgern:

Satz 7.5. Jeder endlich erzeugte Vektorraum V hat hat eine Basis mit
endlich vielen Elementen.

Beweis.

Nach Vorraussetzung gibt es ein endliches Erzeugendensystem
E von V. Ist E ein minimales Erzeugendensystem, so ist E eine
(endliche) Basis. Ist E nicht minimal, so gibtes vy € E,sodass E; =
E\ {vo} immer noch ein Erzeugendensystem ist. So verkleinern
wir E weiter, bis ein minimales Erzeugendensystem ensteht. Der
Prozess muss enden, da E endlich war. O
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Eine dquivalente Formulierung ist, dass
jedes Erzeugendensystem B eine Teil-
menge B’ C B hat, welches eine Basis
von V ist. Daher der Name ,,Basisaus-
wabhlsatz“.
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8 Die Dimension eines Vektorraums

Lemma 8.1 (Austauschlemma). Es sei B eine Basis eines Vektorraums
V. Dann gibt es zu jedem w € V,w # 0einv € B, so dass B’ =
(B\ {v}) U{w} wieder eine Basis von V ist.

Beweis.
Da B eine Basis ist, gibt es Vektoren vy, ...,v, € B und Koeffizi-

enten kq, ..., k,, so dass
n
w = Zkivi. (*)

Da w nicht Null ist, muss ein Koeffizient ungleich Null sein. Ohne
Einschrinkung sei dies k1 # 0.

Wir zeigen, dass B’ = (B \ {v1}) U {w} wieder eine Basis von
Vist.

Zuerst bemerken wir, dass v1 = % (w—Yi", kjv;), und daher
istvy € (B'). Es folgt, V = (B) C (B’), also ist B’ ein Erzeugen-
densystem von V.

Wire B’ linear abhingig, dann gibe es Koeffizienten hy, . .., hy,
so dass .

0=mhw+ Z h;v;
i=2
und mindestens ein /; wire nicht Null. AufSerdem muss #; # 0
gelten (sonst wire B nicht linear unabhingig gewesen). Ersetzen

wir w durch seine Darstellung (*), so bekommen wir nach Division
durch I

n g n h;
0= ;kivi-l- ;EUZ‘ = kv + ; <ki — hl> v;.

Da B eine Basis ist, miisste k; = 0 gelten, was aber ein Widerspruch
ist. U

Mit diesem Lemma zeigen wir:

Satz 8.2 (Austauschsatz von Steinitz). Ist B = {vy,...,v,} eine Ba-
sisvon V, und ist C = {wy, ..., wy} eine Menge linear unabhdingiger
Vektoren aus V, dann gibt es n — m viele Vektoren aus B, ohne Einschrin-
kung seien dies Uy 11, . .., Uy, s0 dass {w1, ..., Wy, Uyi1, ..., Un} €ine
Basis von V ist.

Beweis.
Wir fiihren Induktion iiber m durch.

Ist m = 1, so ist die Aussage des Satzes genau die des Lem-
mas 8.1.

Sei nun m > 1, aber m < n und wir nehmen an, dass die
Aussage fiir m — 1 gezeigt ist. Sei C = {w;, ..., wy} linear un-
abhingig und C' = {wy,...,wy_1}. Da C' nur m — 1 Elemen-
te hat, konnen wir die Aussage fiir m — 1 benutzen und sehen,
dass es eine Menge {vy,, ..., v, } von Vektoren aus B gibt, so dass
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Ein Lemma ist ein Hilfssatz, also ein
Satz, den man hauptsichlich zum Be-
weis anderer Sitze benutzt.

2 Basis B = {v1, 02}

w B ={vy,w} Basis,
aber {w, vy} keine
Basis

U2
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{w1,...,Wy—1,%m,...,0,} eine Basis von V ist. Das heif$t, wir
koénnen schreiben

m—1 n
Wy = Z kiwi + Z kﬂ)l’.
i=1 i=m

Es kann nicht k,, = - - - = k,, = 0 gelten, denn sonst wire w,, eine
Linearkombination der wq, ..., w,;_1 und C damit nicht linear
unabhingig. Ohne Einschrinkung sei k,, # 0. Wieder nach dem
Lemma 8.1 folgt, dass

{w1, ..., Wm, Vi1, -, U0}

eine Basis von V ist.
O

Korollar 8.3. Je zwei Basen eines endlich erzeugten Vektorraumes haben
gleich viele Elemente.

Wiren B = {vy,...,v,} und C = {ws, ..., w;} zwei Basen
mit m < n, so kénnte man nach dem Austauschsatz von Stei-
nitz C vergréfern um eine Basis zu erhalten. Das widerspricht
dem Basisergdnzungssatz, da C ja schon eine Basis ist.

Definition 8.4. Fiir einen endlich erzeugten Vektorraum V ist die
Dimension die Anzahl der Elemente einer beliebigen Basis. Ist also
{v1,...,v,} eine Basis von V, so ist dim (V) = n.

Korollar 8.5. Ist dim (V') = n, so hat jede linear unabhingige Menge
héchstens n Elemente; hat sie genau n Elemente, ist sie eine Basis.

Sei B Basis mit 7 Elementen und C linear unabhingig. Dann ist
(C) C V.Ist (C) # V, dann kann C zu Basis erginzt werden,

also |C| < nundist (C) =V = (B), dann ist C Basis und es
folgt nach Korollar 8.3 |C| = |B| = n.

Korollar 8.6. Ist U C V ein Unterraum, so ist dim(U) < dim(V).

Eine Basis von U ist eine linear unabhingige Teilmenge in V
und kann zu Basis von V ergénzt werden.

Korollar 8.7. Sind Uy, U, zwei Unterrdume von V mit Uy C Uy, so
gilt dim(U;) < dim(Uy).

U; ist auch ein Unterraum von Uy.

Definition 8.8. Sind U; und U, Unterriume von V, so heifdt U;
ein Komplement von U, (oder komplementir zu U;), wenn

1. U1 N UQ = {O} und
2. (LI1 U UQ> =V.
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Ein Korollar ist eine Folgerung aus ei-
nem Satz. Man benutzt ,Korollar“meist
dann, wenn die Aussage ,,ohne weitere
Argumente® aus dem Satz folgt.

Diese Definition ist nur sinnvoll, da Ko-
rollar 8.3 zeigt, dass die Anzahl der Ele-
mente eines Basis (im endlich erzeug-
ten Fall) unabhingig von der Basis ist.

U; Komplement von U, Uy kein Komplement von U,
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Beispiel.

Ist Uy = ({e1,e2}) C V = R®soist Uy = {e3) komplementir zu
U; ebenso wie Uz = (e; + e3). Nicht komplementir zu U; sind
zum Beispiel Uy = (e2), Us = ({e2,e3}) oder Us = {0}. A

Satz 8.9. Jeder Unterraum U eines endlich erzeugten Vektorraumes V
hat einen komplementiren Unterraum.

Beweis.

Wir wihlen eine Basis {uy, ..., u,} von U, erginzen diese so zu
{uy,...,ur,0,41,...,0,}, dass Basis von V entsteht und sehen,
dass W = ({v;41,...,0,}) komplementir zu U ist. O

Satz 8.10. Sind U; und U, komplementire Unterrdume von V, so gibt
es zu jedem v € V eindeutige u; € U, up € Uy mit u; + up = v.

Beweis.
Die Existenz von u; und u; folgt aus (U; U Up) = V (also, daraus,
dass U; U U, den ganzen Raum V erzeugt).

Fur die Eindeutigkeit nehmen wir an, dass v = u; + up =
w1y + wy mit uy, wy € Uy und up, wy € Us. Es folgt

U1 — w1 = Wy — Uy.

Die linke Seite liegt in Uj, die rechte Seite liegt in Uy, da beide
gleich sind, liegen beide in U; N U, = {0}. Also gilt u; = w; und
Uy = Wsy. O

Definition 8.11. Ein Unterraum U eines n-dimensionalen Vektor-
raums V heifSt Hyperebene, falls dim(U) = n — 1.

Beispiel.
Fiir V = R3ist ({e1,e2}) eine Hyperebene (die Ebene, die durch
die ersten beiden Koordinatenachsen aufgespannt wird).

Fiir V = IR? sind die Geraden (v) fiirjedes v # 0 Hyperebenen.
A

Satz 8.12. Sind Uy, Up Unterrdume von V, so gilt die Dimensionsfor-
mel

dim((U1 U UZ>) = dim(lll) + dim(uz) — dim(U1 N UZ).

Beweis.
Wir wihlen eine Basis B = {v1,..., 0y} von Uy N U,. Diese Er-
ginzen wir auf zwei Arten zu Basen

Bl = {vl/"'/UMIvm-‘,-l/'"/vl’}

von U; und
B2 = {vll"'lvmlwm+1l"'lws}
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von U,. Dann bilden wir
C={v1,.- ,Um, Oms1,--,0r, Wnys1,...,Ws} = By UBy

und bemerken, dass die Anzahl der Elemente in C genau m + (r —
m)+(s—m) =r+s—m = dim(U;) + dim(Up) — dim(U; N
U,) ist. Es bleibt also nur noch zu zeigen, dass C eine Basis von
<U1 U LI2> ist.

Klar ist, dass C den Raum (U; U U,) erzeugt. Zeigen wir, dass
C linear unabhingig ist. Dazu gelte

r s
kjv; + Z kiv; + Z h]-w]-. (*)

i=m+1 j=m+1

NgE

0=

Il
—_

Es folgt

r S
— Zkivi = Z h]w]
i=1 j=m+1
Da die linke Seite in U; und die rechte Seite in U, liegt, liegen
beide Seiten in U; N U, und insbesondere ist die rechte Seite
eine Linearkombination aus den Elementen in B, d.h. es gibt
Koeffizienten a;, . . ., a,, mit

m s
gﬂﬂ]i = Z h]w]
1=

j=m+1

Da aber die Menge {v1,...,Um, Wy+1, - .., Ws} linear unabhiingig
ist, folgt hyy11 = - -+ ,hs = 0. Gehen wir mit dieser Erkenntnis
in (*), und benutzen, dass auch {vy,..., vy, V41, ..., 0} linear
unabhingig ist, folgt, dass auch die Koeffizienten k; alle Null sind.
Also ist C linear unabhingig. O

Korollar 8.13. Ist H eine Hyperebene und U eine Unterraum von V, so
gilt U C H oder dim(U N H) = dim(U) — 1.

Esgit H C (UUH) C V,alson—1 = dim(H) <
dim(U U H) < n, also entweder dim(U U H) = n oder
= n — 1. Im zweiten Fall gilt U C H und im ersten Fall folgt
die Behauptung aus der Dimensionsformel dim(U U H) =
dim U + dim H — dim(U N H).

Korollar 8.14. Sind U; und U, komplementdre Unterrdume von V, so

folgt
dim(U;) 4+ dim(Up) = dim(V).

Folgt mit dim(U; NUy) = 0 aus der Dimensionsformel.
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9 Matrizen und lineare Gleichungssysteme

Mit Matrizen werden wir lineare Gleichungssysteme beschreiben.

Definition 9.1. Ist K eine Korper und sind 4;; € Kund b; € K,

i=1,...mj=1,...,n dann ist Standard-Nummerierung: a;; ist der

Koeffzient der j-ten Variable in der i-

a11X1 + appXxo + -+ a1x, = by ten Gleichung.

a1 X1 + apXxs + -+ -+ ayx, = by

A1 X1 + X2 + -+ -+ An Xy = by

ein lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen und n Unbekann-
ten.

Wichtige Fragen zu linearen Gleichungssytemen sind:

« Gibt es eine Losung?

« Wieviele Losungen gibt es?

« Wie kann man eine (oder alle) Lsungen ausrechnen?

« Wie aufwindig ist das berechnen einer (aller) Lésungen?

Matrizen haben wir schon in Definition 5.4 eingefithrt und
werden sie nun benutzen, um lineare Gleichungssysteme in kom-
pakter Form zu schreiben.

Definition 9.2. Zu einer Matrix A = (a;;)) € K"*" und einem
Vektor x € K" definieren wir das Matrix-Vektor-Produkt Ax als

Element in K™ durch
Mit (Ax); ist der i-te Eintrag des Vek-

tors Ax gemeint.

n
(Ax)l- = Z aijxj.

j=1
Damit das Matrix-Vektor-Produkt Ax
erkldrt ist, muss die Anzahl der Spalten
Damit ist das Gleichungssystem aus Definition 9.1 nichts wei- ~ von A gleich der Linge von x sein.
ter als A
Ax=1b o X
KVHXVI Kﬂ
mit A € K"*", b € K™ und gesucht ist x € K".
Beispiel.
Fir
1 2 3 4 _11
A=1012 3)eR¥ und x=| | €R
0012
-1
ist
1-142-(-1)4+3-1+4-(-1) -2
Ax=[0-1+1-(-1)+2-14+3-(-1) | = | -2
0-14+0-(-1)+1-1+4+2-(-1) -1
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A

Beispiel.
Wir kénnen eine Matrix A € K"*" zum Beispiel durch ihre Spal-
tenvektoren beschreiben: Ist

a1 412 - A
a
A— 21

so sind die Spaltenvektoren

und man schreibt auch
A=(mq -+ a,) mit g;€K',i=1,...,n

Es gilt

Aey = ay,
d.h. die Multiplikation von A mit dem k-ten Standard-Basisvektor
gibt die k-te Spalte. Etwas allgemeiner: Fiir x € K" ist

n
Ax = Z x;a;,
i=1
d.h. Ax ist eine Linearkombination der Spalten von A und die
Koeffizienten sind die Eintrige in x. A

Satz 9.3. Die Matrix-Vektor-Multiplikation ist additiv und homogen,
dh. fir A e K™" x,y € K" und k € K gilt

A(x+y) = Ax + Ay und A(kx) = kAx.

Beweis.
Einfacher anwenden der Definition: Fiir die Additivitit berechnen

wir den i-ten Eintrag der linken Seite:

(A(x+y))i = Y aij(xj +yj) = Y aixj + Y aijy;
=1 =1 =1
= (Ax); + (Ay);

und die Homogenitit geht ebenso einfach. O

Definition 9.4. Wir nennen das Gleichungssystem Ax = b homo-
gen, wenn b = 0, sonst inhomogen.

Die Menge aller Losungen des Gleichungssystems Ax = b
bezeichnen wir mit L(A, b).
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Beispiel.
Wir betrachten das reelle inhomogene Gleichungssystem zu

A= (B )= (3)

und suchen die Losungen in R3, d.h. wir betrachten die Gleichun-
gen
X1+x+x3 =2
Xy — X3 = -2

Die zweite Gleichung ist dquivalent zu x, = x3 — 2, was wir in
die erste Gleichung einsetzen und x; + x3 — 2 4 x3 = 2 bekom-
men. Wir folgern x; = 4 — 2x3. Damit haben wir alle Lésungen
gefunden:
4—2s
L(Ab)={| —2+s| |seR}
s

Anders geschrieben, die Lésungen haben die Form

4 -2
—2]1+s1 1], seR.
0 1

Wir bemerken, dass die Vektoren

die Lésungsmenge des homogenen Gleichungssystems Ax = 0
bilden; es gilt

2s

aeo (111 _S _(—2s+s+s\ _ (0
S \0 1 -1 N s—s - \0/°
s
A
Beispiel.
Es sei
1 2 1
A= |3 4|, b=|0
5 6 0
Die ersten beiden Gleichungen von Ax = b lauten
X1 +2x =1
3x1 +4x, =0
Die zweite Gleichung gibt x; = —2x, und Einsetzen in die erste

Gleichung gibt x, = 3. Es folgt, dass diese Gleichungen genau eine
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Losung haben, nimlich x; = =2, x, = % Diese erfiillen jedoch
nicht die dritte Gleichung, denn fiir diese x1, xp gilt 5x1 + 6x2 =
—10+ % = —1 # 0. In diesem Fall ist also

L(A,b) =@.

Fiir die gleiche Matrix A und rechte Seite

gilt hingegen
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10 Der Losungsraum, Kern, Bild und Rang

Satz 10.1. Ist A € K"*", so ist die Menge L(A,0Q) der Losungen des
homogenen Gleichungssystems ein Unterraum von K".

Beweis.
Wir priifen die Unterraumkriterien:

« 0€L(A0),denn A0 =0

« Sind x und y Lésungen, dann gilt Ax = 0 und Ay = 0 und
damit
Alx+y) =Ax+ Ay =0+4+0=0;

alsoistx +y € L(A,0).
o Ist x Losung und k € K, dann
A(kx) =kAx = k0 = 0;
alsoist kx € L(A,0).
U

Definition 10.2. Die Losungsmenge L(A, 0) heifit Kern der Matrix
A € K™, geschrieben

Kern(A) := {x € K" | Ax =0}.
Die Menge
Bild(A) := {y € K" | 3x € K" : Ax =y}
heifit Bild von A.

Per Definition ist klar, dass Ax = b genau dann eine Lésung
hat, wenn b € Bild(A) gilt.

Satz 10.3. Fiir eine Matrix A € K"™*" ist Kern(A) ein Unterraum von
K" und Bild(A) ein Unterraum von K™.

Beweis.
Die Aussage zum Kern haben wir in Satz 10.1 gezeigt (der Kern ist
genau L(A,0)).

Das Bild von A ist das Erzeugnis der Spalten von A, vgl. Ab-
schitt 9. Anders geschrieben: Hat A die Spalten a4, ...,4, € K™,
soist Bild(A) = ({a1,...,a,}) und nach Satz 6.6 ein Unterraum.
O

Satz 10.4. Hat das Gleichungssystem Ax = b eine Losung xo, dann ist
der Losungsraum

L(A,b) = xo+Kern(A) = {xo + x | Ax = 0}.
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Beweis.

Seix € L(A,b). Dann ist x = x9 + (x — xp) und wegen Ax = b

und Axp = b folgt A(x —x9) =b—b =0,dh.x — x¢ € Kern(A).
Seinun x € xy + Kern(A), d.h. es gibt ein z € Kern(A) mit

X = xo +z. Dann gilt Ax = A(xp+z) = Axp+ Az=0b+0 =,

alsox € L(A,b). O

Definition 10.5. Der Rang einer Matrix A € K"*" ist die Dimen-
sion des Bildes von A, also

Rang(A) := dim(Bild(A)).

Da das Bild von A der Spann der Spalten von A ist, ist der Rang
gleich der Dimension des Spanns der Spalten oder der maximalen
Anzahl von linear unabhingigen Spalten von A.

Entsprechend kénnen wir den Raum betrachten, der von den
Zeilen von A aufgespannt wird. Seine Dimension wird Zeilenrang
genannt (und der Rang entsprechend auch Spaltenrang).

11 1
A=[0 1 1] e R?3
001

Beispiel.
Die Matrix

hingegen hat Rang 2, denn es gilt

()~ (50)- )

die ersten beiden Spalten sind jedoch linear unabhingig. Wie ist
der Zeilenrang? A

Satz 10.6. Fiir jede Matrix ist Zeilenrang gleich dem (Spalten-)Rang.

Beweis.

Sei A € K™*" mit den Spalten a1, ...,a, € K". Der i-te Eintrag
der j-ten Spalte ist also (a;); = a;,i = 1,...,m,j =1,...,n. Es
sei r der Spaltenrang von A, d.h. Bild(A) hat Dimension r. Ist

b1 b
b = ,..., b=
blm brm

eine Basis von Bild(A), so kénnen wir jede Spalte von A in dieser
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Basis darstellen, d.h. es gilt

ay = cnby + -+ cirby,

ay = by + -+ -+ curby

mit Koeffizienten Cit,j=1,...,m, k=1,...,r.
Fiir die einzelnen Matrixeintrige von A heif$t das

aij = cpbii + -+ cjrbyi. *)

Bezeichnen wir die Zeilen von A mit aj, ..., a;, € K", d.h. es gilt
aj = (an -+ i),

(also (a;); = ajj) so kénnen wir (*) auch ,zeilenweise“ lesen. Fiir
den Zeilenvektor aj ergibt sich fiir den j-ten Eintrag nimlich

ay; = cipbn + - +cjpbn,
also gilt fiir diese Zeile

LZT = bllci +- 4+ brlc;‘

mit ¢} = (clk e an), k=1,...,r. Ebenso gilt fiir die Zeilen-
vektoren a}
a; = byjc1 + - - byicy.

Das aber bedeutet, af € ({c},...,c}}), d.h. die Dimension des
Raumes, der von den Zeilen von A aufgespannt wird, ist hochstens
r. Wir haben also ,Zeilenrang < Spaltenrang® gezeigt.

Genau analog zeigt man ,Spaltenrang < Zeilenrang”. O

Satz 10.7. Das Gleichungssystem Ax = b hat genau dann eine Losung,
wenn die Matrix A den gleichen Rang wie die erweiterte Matrix (A | b)
(welche dadurch entsteht, dass b als weitere Spalte zu A hinzugefiigt wird).

Beweis.

Die Tatsache Rang(A) = Rang(A | b) bedeutet genau, dass die
Spalten von A und (A | b) den gleichen Vektorraum aufSpannen.
Das aber heif$t, b liegt im Spann der Spalten von A, also im Bild
von A. U

In Abschnitt 13 werden wir dann folgenden Satz zeigen:
Satz10.8. Ist A € K™*", so hat gilt
dim(Kern(A)) = n — dim(Bild(A))
oder anders geschrieben
dim(L(A,0)) = n — Rang(A),
d.h. die Dimension des Losungsraumes des homogenen Gleichungssystems

ist die Anzahl der Spalten minus den Rang.

Lineare Algebra 1 | TU Braunschweig | Dirk Lorenz | WiSe 2018/19 36

Ist A€ K"" undb € K™, so ist

(A|b)=(A b)eKmnt



20.11.2018, VL 9-4

Der Losungsraum eines linearen Gleichungssystems ist inva-
riant bei einigen wichtigen Umformungen.

Satz10.9. Der Losungsmenge L(A, b) bleibt gleich, wenn eine der folgen-
den elementaren Zeilenumformungen mit der erweiterten Matrix (A | b)
durchgefiihrt wird:

Typ 1 Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile.
Typ 2 Vertauschen zweier Zeilen.
Typ 3 Skalieren einer Zeile mit einem Skalar # 0.

Beweis.
Eine Umformung vom Typ 2 dndert nur die Nummerierung der

Gleichungen. Eine Umformung vom Typ 3 multipliziert alle Sum-
manden und die rechte Seite der entsprechenden Gleichung mit
einem Skalar. Ist dieser Skalar nicht Null, indert das die Losungs-
menge nicht (wire der Skalar Null, so wiirde diese Gleichung nach
Multiplikation immer erfiillt sein, d.h. die Lésungsmenge wire
eventuell grofler geworden).

Fiir Umformungen vom Typ 1 betrachten wir zwei Zeilen

a11x1 + appxy + - -+ a1, X, = by
Ax1X1 + ApXy + - -+ + Aoy Xy = by.

Die Losungen dieser Zeilen sind fiir jedes k € K, genau die Lo-
sungen der Zeilen

appxy + appxy + -+ A1pXn = by
(kar1 + ax )x1 + (kayp + an)xo + - - - + (kay, + a2,)xn = kby + by.

O
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11 Der Gaufische Eliminationsalgorithmus

Beschiftigen wir uns nun mit der Frage, wie man tatsichlich Lo-
sungen eines Gleichungssystems ausrechnen kann.

Eine Methode besteht darin, eine beliebige Zeile nach einer
beliebigen Variable aufzulésen, das Ergebnis in eine beliebige
anderen Zeile einzusetzen und so weiter zu Verfahren, bis am
Ende nach einer Variable aufgeldst ist mit Hilfe derer auf dhnliche
Weise eine weitere Variable bestimmt werden kann, usw.

Nach Satz 10.9 dndert sich die Losungsmenge nicht bei ele-
mentaren Zeilenumformungen der erweiterten Matrix. Die Idee
des Gaufischen Eliminationsalgorithmus ist, dies Auszunutzen
um das Gleichungssystem auf eine einfacher Form zu bringen.

Der Gauf-Algorithmus ist das systematische Anwenden von
elementaren Zeilenumformungen, um das Gleichungssystem auf’
eine Form zu bringen, in der man die Losung einfacher ausrech-

nen kann. Dies gilt zum Beispiel, wenn die Matrix folgende Form
hat:

Definition 11.1. Ein Matrix A € K" ist in Zeilenstufenform, wenn
Sie die folgende Form hat

wobei die Eintrige * nicht Null sind und unterhalb der Linie nur
Nullen stehen.

Beispiel.
Die Matrix
030 -1 4
001 -1 o0
A= 000 0o -2
000 O 0

ist in Zeilenstufenform. Fiir Gleichungssysteme mit dieser Ma-
trix konnen wir den Losungsraum fast ablesen: Ist die erweiterte
Matrix

031 -1 4|2
001 -1 0]-1
000 0 -2]0
000 0 01

so gibt es keine Losung, denn die letzte Gleichung lautet 0 = 1.
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dex der nicht-Null Eintrage in der i-ten
Zeile, d.h.

ji = min{j | a;; # 0}

dann muss gelten, dass j; < j» <
e & ]-r‘
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Im Fall

3
0
0

O O OO
O =
|
—_
o
|
—_

00 0 01O

so gibt es Losungen und wir kénnen uns von unten nach oben

arbeiten: Die vierte Gleichung ist 0 = 0 und spielt keine Rolle.

Die dritte Gleichung ist
2x5 = 0, also x5 = 0.
Die zweite Gleichung ist
X3 — x4 = —1.

Wir 16sen nach der Variable mit dem kleineren Index auf, also
nach x3, und bekommen x3 = x4 — 1. Die erste Gleichung lautet

3xp 4+ 1x3 — x4 + 4x5 = 2.

Wir setzten die Ergebnisse fiir x3 und x5 ein (x4 ist ja ein freier
Parameter) und bekommen

3xo+ (x4 —1) —x4+0=2, also x, = 1.

Fiir x1 gibt es keine Bedingung und wir erhalten den Losungsraum

X1
1
L(A,b):{ x4 —1 |X1,X4€]R}
X4
0
0 1 0
1 0 0
—{|-1|+s|o|+t]|1]||steRr}
0 0 1
0 0 0

A

Allgemein gilt: Hat die Zeilenstufenform von A genau r Stufen,
dann ist der Spalten- und der Zeilenrang r (wir wussten schon aus
Satz (*) dass beide gleich sind).

Kommen wir nun zum Gaufischen Eliminationsalgorithmus,
der im Wesentlichen aus nur einer Idee besteht:
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Das Arbeiten mit der Zeilenstufenform
wird noch einfacher, wenn wir auch
noch Spaltenvertauschungen erlauben.
Ein Vertauschung der Spalten j; und
j» bedeutet allerdings, dass die Varia-
blen x; und x;, ihre Rolle tauschen.
Wir missen also tiber Spaltenvertau-
schungen Buch fiihren, um am Ende
den Lésungsraum eines Gleichungssys-
tems angeben zu kénnen. Durch Spal-
tenvertauschungen kénnen wir folgen-
de Form erreichen:

s
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Sei unsere Matrix (oder erweiterte Matrix) in der Form

an
ar  * *

0 Akl
0 B

wobeialle ay1, . . ., ax, nicht Null sind und unten rechts eine Matrix
B steht.

Ist B die Nullmatrix, sind wir fertig, wenn nicht, hat B einen
Eintrag, der nicht Null ist, den wir durch vertauschen von Zeilen
und Spalten an die Stelle (k4 1,k + 1) bringen kénnen. Durch
Addition von geeigneten Vielfachen der k + 1-ten Zeile zu den
Zeilen darunter bekommen wir die Form

an
an * *

Afk

0 Af1k+1
0 B’

mit einer neuen, kleineren, Matrix B’. Wir verfahren so weiter, bis
die Methode abbricht.

Mit dem Gaufsche Eliminationsverfahren konnen wir nicht
nur den Losungsraum von Gleichungssystemen bestimmen, son-
dern auch den Rang einer Matrix und ihren Kern.

Beispiel.
Es sei

und gesucht sind der Lésungsraum, Rang von A und der Kern
von A.
Wir bilden die erweiterte Matrix und fithren das Gaufische
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Eliminationsverfahren durch:

2 3 0 -11 (~2) %
4 3 2 0 1 3+
y N

-10 -2 1 1
2 3 0 -1 1
w0 -3 2 2 -1
0 3 -2 5 3/ 12
2 3 0 -1 1
w0 =3 2 2 -1
03—413]+
2 3 0 -1 1
w0 -3 2 2 -1
00 -2 3 2

Die Matrix ist ohne Spaltentausch in Zeilenstufenform tiberfiihrt
und wir konnen den Losungsraum durch Rickwirtseinsetzen
erhalten: Die letzte Gleichung liefert

—2x34+3x4 =2 ~ x3 = %x4—1.
Damit bekommen wir in der zweiten Gleichung
32 +2(3xs — 1) +2x4 = -1 ~ xp = 3x4 — 3
was in der ersten Zeile
2x1 +3(%X4 — %) +0x3—x4=1 ~ x3 = —2x4+1.

Die Losungen haben also die Form

—2xy 41 1 2
33 -3 ;
o1 | T 1] T

X4 0 1

Das beschreibt den Losungsraum sowie den Kern:

1 -2 -2
1 3 5
L(A,b) =/ i +t| 3 | |teR}, Kemn(A)=(]| 3 |)
B 2 2
0 1 1
Es gilt also Rang(A) = 3, dim(Kern(A)) = 1. A
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12 Lineare Abbildungen

Die Multiplikation einer Matrix A € K™*" konnen wir als Ab-
bildung von K" nach K™ auffassen welche f : v — Av abbildet.
Diese Abbildung hat die folgenden Eigenschaften:

Additivitit: f(v+w) = A(v+w) = Av+ Aw = f(v) + f(w)
Homogenitit: f(kv) = A(kv) = kAv = kf(v).
Der Begriff lineare Abbildung abstrahiert diesen Begrift fiir allge-

meine Vektorriume:

Definition 12.1. Es seien V und W zwei K-Vektorriume. Eine
Abbildung f : V. — W heif$t linear, wenn fiir alle v1,v, € V und
alle k € K gilt

f(vl + kUZ) = f(Ul) + kf(?)z).

Eine lineare Abbildung von V nach W heifit auch Homomorphismus
von V nach W.

Eine lineare und bijektive Abbildung von V nach W heifét
Isomorphismus. Gibt es zwischen V und W einen Isomorphismus,
heiflen V und W isomorph.

Beispiel.
Lineare Abbildungen, die nichts mit Matrizen zu tun haben.
« Fiir jeden Vektorraum V ist die identische Abbildung idy :
V — V linear.

« Fiir alle Vektorrdume V und W ist die Nullabbildung linear
(Yo e V: f(v) =0).

« Sei V der Vektorraum aller Funktionen des Intervalls [0, 1]
nach R. Dannist F : V — R, F(f) = f(0) eine lineare
Abbildung.

« Ist V der Vektorraum aller konvergenten Folgen, dann ist
f : V — R definiert durch f(a) = lim,_, a, eine lineare
Abbildung.

« Ist V der Vektorraum aller stetig differenzierbaren Funktio-
nen und W der Vektorraum der stetigen Funktionen, so ist
F : V — W definiert durch F(f) = f’ eine lineare Abbil-

dung.
A

Vollkommen analog zu Matrizen definieren wir

Bild(f) ={weW|JveV:w=f(v)},
Kern(f) ={v e V| f(v) =0}

und vollkommen analog zum Fall von Matrizen folgt:
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Siehe Satz 9.3.

Aus dieser Definition folgen Additivi-
tit und Homogenitit: Zuerst bemer-
ken wir, dass f(0) = f(0+0) =
£(0) + £(0) und daher £(0) = 0 gilt.
Mitv; = 0 folgt also f(kvy) = kf(vp)
und mit k = 1 folgt die Additivitat.

Sind V und W isomorph, so sind sie in
gewissem Sinne ,gleich®, da sich struk-
turvertréglich und eins-zu-eins aufein-
ander abbilden lassen.

Damit kénnen wir schreiben:
f surjektiv <= Bild(f) = W
f injektiv <= Kern(f) = {0}.
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Satz12.2. Ist f : V. — W linear, so ist Bild(f) und Unterraum von W
und Kern(f) ein Unterraum von V.

Hier eine wichtige Konstruktion von linearen Abbildungen
zwischen endlichdimensionalen Vektorriumen:

Satz 12.3. Es sei B = {v1,...,v,} eine Basis von V und es seien
w1, ..., Wy beliebige Vektoren in einem Vektorraum W. Dann gibt es
genau eine lineare Abbildung f : V — W mit f(v;) = w;,i=1,...,n

Beweis.
Wir definieren f fiir einen beliebigen Vektor v € V wie folgt: Wir
stellen v in der Basis B dar, d.h. wir schreiben

n
0= Z kiUZ‘
i=1

und setzen
n
= Z kiwi.
i=1

Dies ist eine lineare Abbildung, denn fiir u € V mitu = Y} ; h;v;
und k € K gilt

fu+ ko) = Ehvﬁ—kavz

n

= f( (l’lz +kki)v,-)
=1

(hi + kk;)w;

m: -

Il
—_

wi+kikivi = f(u) +kf(v).

i=1

I
.M:

Il
—_

Fiir die Eindeutigkeit nehmen wir an, dass g eine weitere solche
Abbildung ist, d.h., es gilt ¢(v;) = w;. Dann gilt aber fiir jedes
0= Z?:l kivi:

f(o) = f(ilkivn - ilkzﬂvz)
- ékzg(vz) - g(éklv» — 4(0)

Lineare Abbildungen werden also durch die Bilder der Vek-
toren einer Basis vollstindig beschrieben. Man kann auch einige
Eigenschaften der Abbildung an den Bildern einer Basis ablesen:

Satz 12.4. Essei B = {vy,...,0v,} eine Basisvon V und f : V —
W die lineare Abbildung mit f(v;) = w;. Dann gilt: Die Vektoren
{w, ..., wy} sind
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Man sagt auch, dass lineare Abbildun-
gen durch die Bilder der Vektoren einer
Basis charakterisiert werden.
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i) linear unabhdngig genau dann, wenn f injektiv ist,
ii) eine Erzeugendensystem genau dann, wenn f surjektiv ist,
iii) eine Basis, genau dann, wenn f bijektiv ist.

Beweis.

i) Seien die ws, ..., w, linear unabhingig und gelte f(v) =
f(v').Zu zeigen istv = v'.

Wir stellen v und ¢’ in der Basis B dar

i=1 i=1
Da f(v) = f(v), folgt

n n

Y kiw; =) kjw;

i=1 k=1

Da f injektiv ist, folgt, dass Y1 ; k;v; = 0 gilt, und daher sind
alle k; Null. Dies zeigt, dass die w; linear unabhingig sind.

ii) Sei {wy, ..., wy} ein Erzeugendensystem und sei w € W. Wir
zeigen, dass ein v € V mit f(v) = w existiert. Da w ein
Erzeugendensystem ist, konnen wir w durch die w; darstellen,

also
n
w = 2 kiwi.
i=1

Mitv = Y}, k;v; folgt f(v) = w, wie gefordert.

Sei nun f surjektivund sei w € W. Dann existiert v € V mit
f(v) = w. Darstellen von v in der Basis B liefert

n n
w=f(v) =f()_kiv)) =) kiw
i=1 i=1

was zeigt, dass die w; ganz W erzeugen.

iii) Ist eine direkte Folgerung aus i) und ii).

Korollar 12.5. Ist V ein Vektorraum mit Basis B = (v1,...,0,), S0
gibt es genau einen Isomorphismus

dp K" =V mit CDB(EJ') =7,

insbesondere ist V isomorph zu K".
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Korollar 12.6. Zu f : K" — K" linear gibt es genau eine Matrix
A € K™, so dass fiir alle x € K" gilt

f(x) = Ax.
A= (f(er) --- flen)) tutes.

Satz 12.7. Essei f : V. — W eine lineare Abbildung, V endlich-
dimensional, dim(Kern(f)) = k, (v1, .. ., vx) eine Basisvon Kern(f),
dim(Bild(f)) = r und (wy, ..., w,) eine Basis von Bild(f). Weiter
seien uy,...,u, € V,mit f(u1) = wy,...f(u,) = wy. Dann ist
B = (vy,...,0,u1,...,uU,) eine Basis von V.

Beweis.

Esseiv € V. Wirzeigen, dass v von B erzeugt wird. Da (wy, . .., wy)
Basis von Bild(f) ist, gibt es Koeffizienten a;, ..., &, mit f(v) =
awy + -+ + a,w,. Setzen wir v = aqug + -+ - + &y, so gilt
f(v) = f(v'),also f(v—7') = 0,dh. v —v" € Kern(f). Also
kénnen wirv — ¢’ in (01, ..., v ) entwickeln, d.h. es gibt 81, .. ., Bk
mito — o' = B1v1 + - - - + Brvx. Es folgt

0= B1o1 + -+ Brok +arty + -+ ay,

d.h. v liegt im Spann von B.
Zeigen wir, dass B linear unabhingig ist. Sei also

Biv1 + - - -+ Bkok + aquy + - - -+ ayu, = 0.
Anwendung von f zeigt (wegen v; € Kern(f))
wwy + - - apw =0,
also ay, ..., a, = 0. Jetzt folgt
pror+ -+ Brox =0

und daher B4, ..., B = 0. ]

Korollar 12.8. Es gilt die Dimensionsformel
dim(V) = dim(Bild(f)) 4+ dim(Kern(f)).

Im obigen Beweis ist dim(Kern(f)) = k, dim(Bild(f)) = r
und wir zeigen, dass dim (V) = k +r.
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13 Darstellung von linearen Abbildungen durch
Matrizen

Wie wir schon gesehen haben, lassen sich lineare Abbildungen
f V. — W durch die Bilder von Vektoren einer Basis B in V
beschreiben. Wihlen wir auch noch eine Basis C in W, so kénnen
wir f iiber eine Matrix beschreiben.

Definition 13.1. Ist f : V — W linear, B = {vy,...,v,} eine Basis
in Vund {ws, ..., wy,} eine Basis in W, so bestimmen wir Skalare
aj,i=1,...,m,j=1,...,ndurch die Entwicklung der f(v]-) in
die Basis C, nimlich

f(U]) = éaijw,'.

Die zugehorige Matrix

a4z ... i
a1 dxp ... 2
_ B _ MmXn
A=Me(f) = . . : €K
Am1 Am2 - Amn

nennen wir Darstellungsmatrix von f beziiglich B und C.

Umgekehrt gibt es nach Satz 12.3 zu jeder Matrix A € K™*"
und Basen B in V und C in W genau eine lineare Abbildung f, die

f(vj) = i a;jw;

erfiillt.

Definition 13.2. Fiir zwei Vektorriume V und W ist
Hom(V,W) = {f:V — W | f linear}

die Menge der Homomorphismen von V nach W.

Satz 13.3. Hom(V, W) ist wieder ein Vektorraum.

Beweis.
Die Menge aller Abbildungen WV ist ein Vektorraum. Es reicht
also zu zeigen, dass Hom(V, W) ein Unterraum davon ist. Sind

also f,¢ € Hom(V, W), so muss f + kg € Hom(V, W) gelten.

Wir miissen also priifen, ob f + kg eine lineare Abbildung ist.
Sind u,v € Vund h € K, dann gilt

(f +kg)(u+ hv) = f(u+ ho) + kg(u + ho)
= f(u) +hf(v) +kg(u) + khg(v)
= (f +kg)(u) +h(f +kg)(v),
was die Behauptung zeigt. U
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Merke: Die Koeffizienten des Bildes von
v; bilden die j-te Spalte von A.

Ist v = 27:1 bjvj, so st
f(o) = f(Ebjoj) = Lbif(v) =
Y Z;‘Zl a;jbjwj, also bildet A die
Entwicklungskoeffizienten von v auf
die Entwicklungskoeffizienten von

w = f(v) ab.
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Satz13.4. Sind V und W K-Vektorrgume mitdim (V') = n,dim(W) =
m und sind B und C Basen von V bzw. W, so ist

ME : Hom(V, W) — K™*"
ein Isomorphismus.

Beweis.
Seien f,g € Hom(V, W), R = ME(f) und S = M&(g) die zuge-
hérigen Matrizen. Dann gilt fiir jedes k € K und jedes j

(f +kg)(vj) = f(vj) +kg(vj)

m m
= Yoriei+k Y s
i=1 i=1

M

Il
—_

(1’1']‘ + kSi]')wi

1

und das heifdt
ME(f +kg) = ME(f) + kME(g).

Dies zeigt, dass ME eine lineare Abbildung ist.

Die Surjektivitit von M2 haben wir direkt nach Definition 13.1
gezeigt. Fiir die Injektivitit folgt aus Satz 12.3 welcher sagt, dass eine
linear Abbildung durch die Bilder einer Basis eindeutig bestimmt

ist. U
Beispiel.

. 2 3x — 2y
EsseiV=W =R*und f(x,y) = cty )

« Wir wihlen (willkiirlich) die Basen

p= 1) (G e=16)-6)

Die Eintrige a11 und a1 kénnen wir berechnen, indem wir
flo1) =f(1,1) = GI_%) = G) = a11w + axw;
16sen. Diese Gleichung entspricht dem Gleichungssystem
(2 ()= ()

1 2) \ap 2/

Wir erhalten a;; = —3 und ay; = % Fiir die Eintrige a;p
und a5, miissen wir

fo =110 = (377) = () = mor + o

16sen. Wir bekommen a1 = 5und a»p = —%. Insgesamt:
-3 5
Mt = (5 %)
2 2
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« Beziiglich der Standardbasen, also B = {e1,e;} = C, miissen
wir weniger rechnen: Es gilt

fon = 10,0 = () =30 +1e0
f(v2) = £(0,1) = (_12> = —2e¢1 +e2.

und es folgt

A

Korollar 13.5. Fiirdie Identititidy : V — V aufeinem n-dimensionalen
Vektorraum V und jede Basis B von V gilt

1 0 ... 0
. 0 1 :
ME(idy) = e K,
: . .0 Diese Matrix heift Einheitsmatrix und
0 ... 0 1 wird mit E;, oder I,, bezeichnet.

Folgt direkt aus der Tatsache, dass idy(v;) = v; fiir jeden
Basisvektor v;. Das urspriingliche Korollar war exakt
Korollar 12.5 und hitte gel6scht werden
Satz 13.7. Es seien V und W endlichdimensionale Vektorrdume mit sollen...

Basen B = {v1,...,0,} und C = {wy,...,wy} von V bzw. W,

f € Hom(V, W) und sei A = ME(f). Dann gilt
dim(Bild(A)) = dim(Bild(f)) und dim(Kern(A)) = dim(Kern(f)).

Beweis.
Wegen f(v;) = }i_; a;jw; gilt fiir jede Linearkombination

m m
kj&lj:0<:> ijaijZOVi:L...,n
j=1 j=1
n.om
<~ 2 Zk]-a,-]w, =0 ({wi} Basis)
i=1j=1
m n m
— Zk] Zaijwi =0 <= ijf(vj) =0
=1 i=1 j=1

Wir sehen also, dass eine Linearkombination der 4; genau dann
Null ergibt, wenn die entsprechende Linearkombination der f(v;)
Null ergibt. Daraus folgt die Behauptung. Die Behauptung fiir den
Kern folgt analog. O

Insbesondere folgt, dass dim(Bild(A)) fiir jede Darstellungs-
matrix von f gleich ist. Da wir die Grofle dim(Bild(A)) auch

Lineare Algebra 1 | TU Braunschweig | Dirk Lorenz | WiSe 2018/19 48



28.11.2018, VL 12-4

Rang(A) genannt haben, bietet es sich an auch fiir lineare Ab-
bildungen f zu definieren

Rang(f) := dim(Bild(f)).

Als Korollar aus diesem Satz und Korollar 12.8 erhalten wir den
in Abschnitt 10 in Satz 10.8 angekiindigte Dimensionsformel fiir
Matrizen A € K™*";

dim(Kern(A)) = dim(Kern(f))
= dim(K") — dim(Bild(f)) = n — dim(Bild(A)).

Linear Abbildungen kann man verkniipfen. Was passiert mit
den zugehorigen Matrizen? Dies beantwortet dieser Satz:

Satz13.8. Esseien Vi, V5, V3 Vektorrdume mit den Dimensionen ny, ny, s
und f : Vi1 — Va und g : Vo — V3 linear. Sei weiter B; eine Basis von
Viund A = M (f) € K"*™ und B = M}2(g) € K"*™ dann hat

12
C= Mg; (go f) € K™*™ die Eintrige cij = ) _ byjai.
=

Beweis.
Wir bezeichnen die Basen mit By = {u;}i—1,...u,, B2 = {0} }j=1,..n,,
B3 = {wy }k=1,.. ny- Wir finden die Matrix-Eintrige c; in der Dar-

-----

13
g(f(u)) = Z CriWk-
k=1
Wir benutzen

nyp ns
f(u,-) = Zaﬁvj und g(U]) = Z bk]'wk
j=1 k=1

und bekommen

g(f(ui)) =g (HEZ ﬂz‘ﬂ’j) = nﬁaﬁg@j)
=1 =1

ny ns
=) ai ) bjwe =) ) byajiwg.
=1 k=1

k=1j=1
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14 Matrix Multiplikation und Inversion

Dieser Satz motiviert die Definition der Multiplikation von Matri-
zen analog zu deren Verkniipfung (wenn die als lineare Abbildun-
gen gesehen werden).

Definition 14.1. Fiir zwei Matrizen B € K™ und A € K"*"
definieren wir die Matrix-Multiplikation C = BA € K*" durch

m

cik = ) bijaj.
=1

Diese Definition und der Satz davor liefern zusammen:
Mgl (g f) = Mg ()M (f).

Anders gesagt: Matrix-Multiplikation, Darstellung von linearen
Abbildung und Komposition von linearen Abbildungen sind ver-
triglich.
Beispiel.
« Die Matrix-Multiplikation verallgemeinert die Matrix-Vektor
Multiplikation. Ein Vektor x € K" ist ebenfalls eine Matrix
x € K™ (und damit auch eine lineare Abbildung K! — K"
definiert durch ¢t +— tx). Fiir eine Matrix A € K"™*" gilt
nimlich Ax € K"*! mit

n
Ax ik = ai‘x.k,izll‘“’m,kzl‘
1]
=i

« Ein kleines Zahlenbeispiel: Das Produkt von

2 -1 2 -1 1
A=|0 -3 1 |,undB=| 3 0
4 0 -4 2 -1
ist
2 -1 2 -1 1
AB=[(0 -3 1 3 0
4 0 -4 2 -1
2-(-1)+(-1)-3+2-2 2-14+(-1)-0+2-(-1)
=10-(-1)4+(-3)-3+1-2 0-1+(-3)-04+1-(-1)
4-(=1)+0-3+(—4)-2 4-1+0-0+(—4)-(-1)
-1 0
= -7 -1
-12 8

« Die Multiplikation von Matrizen lisst sich auch wie folgt
verstehen: Ist A € K" und B € K”*" und schreiben wir
B spaltenweise auf als

B=(by ... by) mith, € K", k=1,...n,
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Damit das Matrix-Produkt BA erklirt
ist, muss die Anzahl der Spalten von B
gleich der Anzahl der Zeilen von A sein.

B A

m m
K[xmexn
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so sind die Spalten von AB genau die Aby € Kik=1,...,n,
also
AB = (Abl Abn).

« Falls AB definiert ist, muss BA nicht definiert sein: Fiir
A € K™ und B € K"K mit m # k ist AB aber nicht BA
definiert.

« Falls AB und BA beide definiert sind, miissen sie nicht
gleich grof} sein: Fiir einen Spaltenvektor x € K (aufgefasst
als Matrix in K”*1) und einen Zeilenvektor y € K'*" ist das

Produkt xy definiert:
X1 X1y1 xX1y2 ... X1Ya

xy=\| |y -.oyn) = : : : e Kmxn,
Xm XmY1 XmlY2 .. XmYn

Ist m = n,alsoy € K™ so ist auch yx definiert, ist aber
ein vollig anderes Objekt

X1

Xm

Analog: Sind A € K™*", B € K", dann AB € K™ aber
BA € K™*",

« Falls AB und BA beide definiert und gleich grof sind, so

miissen sie nicht gleich sein. Ganz im Gegenteil, typischer-

weise sind AB und BA nicht gleich. Fiir A, B € R**2 mit

=) o=62)

gilt zum Beispiel

und

A

Definition 14.2. Eine Matrix M € K"*" heif$t invertierbar (auch
reguldr), wenn es eine andere Matrix M’ gibt, fiir die gilt M'M =
E, = MM'. Wir schreiben M~ fiir die inverse Matrix.

Fassen wir Matrizen als lineare Abbildungen auf, bedeutet
Invertierbarkeit nichts anderes, als dass es eine Umkehrabbildung
gibt.
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Die Inverse ist tibrigens eindeutig, denn
ist M" ebenfalls eine Inverse, dann
git M = M"E, = M'"MM' =
E.M =M.

Der Exponent ~1 an derinversen Matrix
ist kein Kehrwert und sollte niemals als
seins durch...“ gelesen werden.
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Satz 14.3. Sei A € K"*". Folgende Aussagen sind dquivalent:
i) Die Abbildung f(x) = Ax ist umkehrbar.
ii) A ist invertierbar
iii) A hat Rang n Man sagt auch ,, A hat Vollrang*.

Beweis.

i) = ii) Ist die Abbildung f(x) = Ax umkehrbar, so gibt es
¢ ¢ K" — K" linear, so dass g(f(x)) = x = f(g(x)).
Wir bemerken A = ME(f) (wobei E die Standardbasis ist)
und setzen A’ = ME(g) und sehen, dass AA’ = A/A =
ME (ldKn) - En.

ii) = iii) Wirzeigen die Kontraposition: Sei Rang(A) < n (also
dim(Bild(A)) < n). D.h. esgibty ¢ Bild(A), und daher gibt
es kein A’ mit AA’y = y. Also ist A nicht invertierbar.

iii) = i) A habe Rang n, d.h. die Spalten a3, ..., a, bilden ei-
ne Basis von K”. Also bildet f(x) = Ax die Standardbasis
e, ..., ey aufeine Basis ab und nach Satz 12.4 i) ist f bijektiv,
also umkehrbar.

O
Beispiel.
Die Matrix
1 a
=0 )
(mit belibigem a € K) ist invertierbar mit inverser Matrix
1 —a
-1 _
=l )
Denn es gilt
_ 1 a\ (1 —a 1 —a+a
1_ _ —
A4 _<0 1><0 1>‘(0 1 >_E2
und
1 —a\ (1 a 1 a—a
-1 _ _ _
A A_<o 1><0 1>_<o 1 )‘EZ
Die Matrix
1 2
=2 3)
ist nicht invertierbar, da Rang(B) = 1. A

Es hitte gereicht, wenn wir nur A~'A = E, in der Definition
der inversen Matrix gefordert hitten: Ist A invertierbar, so ist es

auch A~1 (wegen Satz 14.3 1)) und wir folgern Die Einheitsmatrix Ej, erfiillt tibrigens
E,x = x und daher auch AE,, = A.

Ebenso gilt E;A = A.
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AATT=EAA T = (A TA I AA = (A) 1A = E,.
=E

Beispiel.
Mit Hilfe der inversen Matrix lassen sich quadratische Gleichungs-
systeme 16sen: Multiplizieren wir beide Seiten von Ax = b von
links mit A~! bekommen wir A~ Ax = A~'bundda A~1A = E,
und E,x = x gilt, folgt x = A~'b.

Konkret ist z.B. die inverse Matrix zu

1 01
A=10 2 0
1 0 2
gegeben durch
2 0 -1
Al=(0 1/2 0
-1 0 1
(es gilt
2 0 -1 1 01
AtA=(0 1/2 0 020
-1 0 1 1 0 2

240-1 04040 2+0-2
= 0+04+0 0+1+0 0+0+0 | =E3)
~140+1 04040 —1+0+2

Also ist die Losung von

1
Ax =11
1
gegeben durch
1 2 0o -1 1 2+0-1 1
x=A"1[1]=[0 1/2 0 1| =(0+1/2+0| = |1/2
1 -1 0 1 1 -140+1 0
A
Satz 14.4. Sind A, B € K"*" invertierbar, so ist auch AB invertierbar, o . )
und es gilt (AB) 1 = B-1A-1, D i St Sk Egechalt
B = ,Socken anziehen“ so ist die Umkehrung von
Beweis. AB = ,erst Socken, dann Schuhe anziehen® die Operati-

on ,erst Schuhe, dann Socken ausziehen“ = B~1A~1

Man rechnet nach, dass
B 'A'AB=B'B=E
ABB'AT'=AAT'=E

was die Behauptung zeigt. 0
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15 Elementarmatrizen und der Gauf3-Algorithmus

Wir beschreiben den Gauf3-Algorithmus noch einmal mit Hilfe
der Matrix-Multiplikation.

Definition15.1. Zui,j € {1,...,n} bezeichnen wirmit1;; € K"*"
die Matrix, welche genau an der Stelle (7, j) eine 1 und sonst Nullen
enthilt.

Eine Matrix M € K"*" der Form

1
1
M:En+m]lij: (I)
m 1
1
fiir eine m € K heif3t Elementarmatrix vom Typ L.
Matrizen der Form
P=E,—1; —]1]']'—|—]11']‘—|—]1]'1'
1

0 1
= (IT)

1 0

1
heiflen Elementarmatrizen von Typ II und
D =E, — 1 +aly
1
1
= a (111)
1
1

nennen wir Elementarmatrizen vom Typ III.

Die Multiplikation einer Elementarmatrix vom Typ I von links
hat folgende Wirkung: Ist M wie in der Definition, i > j (d.h. der
nicht-null Eintrag liegt unterhalb der Diagonale)und A € K"*¥,
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so ist
1 apn o Mg
1 aﬂ a]k
MA = :

m 1 a1 Ak
1 An1 -+ Apk

an s a1k

aj Ajk

= . . : (*)
maj + aj maji + ajx
an1 e Ank

das heif$t, die Multiplikation von links addiert das m-fache der
j-ten Zeile zur i-ten Zeile hinzu.

Ebenso iiberzeugt man sich davon , dass die Multiplikation von
links mit einer Elementarmatrix vom Typ II zwei Zeilen vertauscht
und die Multiplikation von links mit Typ III eine Zeile skaliert. Die
Multiplikation einer Matrix mit einer Elementarmatrix vom Typ 1
entspricht also genau dem entsprechenden Typ der elementaren
Zeilenumformungen aus Satz 10.9.

Im Folgenden kodieren wir auch die weiteren Daten der Ele-
mentarmatizen in der Notation, d.h. wir setzen

M(z,],m) =E,+ mllz-]-
P(i,j) = En — i — 1 + 1 + 1
D(i,a) =E,—1;+al;.

Lemma 15.2. Die Elementarmatrizen M(i, j, m) und P(i, ) sind fiir
allei,j € {1,...,n}, m € K invertierbar und es gilt

M(i,j,m)"t = M(i,j, —m)
pl=p
Ista # 0 so ist auch D(i, a) invertierbar mit
D(i,a)"' = D(i,a™}).

Beweis.
Dass P(i,j) =1 = P(i, ) ist, sieht man daran, dass die Multiplikati-
on mit P(i,j) von links die ite und die jte Spalte vertauscht: Also
ist P(i,/)"'P(i,j) = Ep.

Die Rechnung (*) zeigt, dass die Multiplikation mit M(i, j, —m)
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von links dass —m-fache der j-ten Zeile zur i-ten Zeile addiert. Also
gilt
M(i, j, —m)M(i, j,m) = En.

Ebenso einfach sieht man die behauptete Form der Inversen von
D(i,a) fiir a # 0 ein. O

Ebenso direkt aus der Rechnung (*) folgt, dass fiir M(i, j, m;)
und M(k, j, my) gilt

1 1
1
M(i,j, ml)M(k, j, mz) =
nmq 1
1
1
1
mq 1
np
1
gilt.

Nach diesen Vorbetrachtungen schauen wir uns den Gauf-
Algorithmus noch einmal an: Gegeben sei die quadratische Matrix
a1 A1n

A=

an1 Ann

mit 417 # 0 und wir wollen die Eintrige unterhalb von a;; elimi-
nieren Die konnen wir erreichen, indem wir von Links mit der

Matrix
1

__ 1
ai

M' =

Sy 1
a1

multiplizieren. Das Ergebnis ist

Al :=M'A
a1 a1z A1n
0 ax» oy
0 ﬁnZ e ﬁnn
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Nach der Rechnung oben gilt
M!'=M(n,1,—21)...M(2,1, -2

an an )'
d.h. M1 ist ein Produkt von Elementar-
matrizen vom Typ I.
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Ist nun dp; konnen wir analog mit

1
1

JikY) 1

M2 - - i

_ 1
dx

von links multiplizieren, und haben damit alle Eintrige unterhalb
von dy zusitzlich eliminiert. So fortgesetzt bekommen wir (immer
unter den Annahme, dass die neuen Diagonalelemente 4y nicht
Null sind)

an A1n
M= | T g
0 0

Die Matrix R ist eine obere Dreiecksmatrix.
Analog zu unseren Uberlegungen oben sieht man, dass die
Matrizen MF invertierbar sind mit inversen

1

(M)t = i

Wir kénnen also A schreiben als

A=mMH ()t (M H IR = LR.

=L

Die Matrix L ist, wie man sich iiberzeugen kann, eine untere Drei-
ecksmatrix. Das heif$t, wir haben A faktorisiert als Produkt von
unterer und oberer Dreiecksmatrix:

A=LR=()(N)

Das eben skizzierte Verfahren fiihrt aus die sogenannt LR-
Zerlequng einer Matrix (welche man auch fiir rechteckige Matrizen
A anwenden kann, und welche im Allgemeinen noch Vertauschun-
gen von Zeilen benétigt, um wirklich dy, # 0 zu garantieren).

Liegt eine LR-Zerlegung einer Matrix vor, so lassen sich lineare
Gleichungssysteme einfach Losen: Ist A = LR mit einer unteren
Dreiecksmatrix L und einer oberen Dreiecksmatrix R, so

Ly=1b

Ax=b <= LRx=b <
Rx =y.
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Da L und R Dreiecksmatrizen sind, lass sich die beiden Systeme
rechts einfach durch Vorwdrts- bzw. Riickwirtseinsetzen 16sen.

Mit einem dhnlichen Verfahren lassen sich auch inverse Ma-
trizen berechnen. Es gilt ndmlich:

Satz 15.3. Ldsst sich A € K"*" durch Anwendung von Elementarma-
trizen von Typ I, II und III von links in eine Einheitsmatrix umformen,
so ist A invertierbar. Wendet man die gleichen Elementarmatrizen von
links auf die Einheitsmatrix an, so erhdlt man die Inverse A~

Beweis.
Da das Produkt von Matrizen genau dann invertierbar ist, wenn

alle Faktoren invertierbar sind, folgt aus
M*-. M'A=E,,

(wobei M/ Elementarmatrizen vom Typ I, I und I sind), dass alle
M invertierbar sind. Dann ist

M MYE, = MR- MMAATT=E,AT = AT,

was zu zeigen war. U

Die Methode aus diesem Satz nennt sich auch Gauf3-Jordan-
Methode zur Berechnung von inverse Matrizen.

Beispiel.
Wir betrachten die reelle Matrix

a1 1),

Das Schema zur Inversion der Matrix A schreiben wir die Ein-
heitsmatrix rechts neben A und wenden auf die erweiterte Matrix
elementare Zeilenumformungen an:

1 1/1 0
1 0]0 1

Abziehen der ersten Zeile von der zweiten ergibt

1 1 1 0
0o —-1]-11)°

Addition der zweite auf die erste Zeile liefert

1 00 1
0o —-1]-11)°

Multipizieren wir nun die zweite Zeile mit —1 liefert

1 0|0 1
0 1|1 -1 /)"

Also ist die inverse Matrix
0 1
-1 _
=14

Lineare Algebra 1 | TU Braunschweig | Dirk Lorenz | WiSe 2018/19 58




05.12.2018, VL 14-6

(und man kann leicht nachrechnen, dass A~1A = E; = AA7Y).
A
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16 Faktorriume
Definition 16.1. Ist U C V ein Unterraum und v € V, dann ist
v+U:={v+u|uecl}

die Nebenklasse von U durch v und v ein Reprdsentant der Neben-
klasse.

Satz 16.2. Es gilt, dass v + U genau dann ein Unterraum ist, wenn
v € U gilt.

Beweis.
Istv € U, so gilt

v+U={v+uluel}=U

dann heift, v 4+ U selbst ist gleich dem Unterraum U. Ist ande-
rerseits v + U ein Unterraum, so muss 0 € v + U gelten und das
heifit, es gibteinu € Umitv +u =0.Esfolgtv = —u c U. O

Korollar 16.3. Fiir zwei Vektoren v,v’ gilt v+ U = o' + U genau
dann, wennv —v' € U gilt.

Esgiltv+U = v/ 4+ U genau dann, wennv — o' + U = U.
Die Behauptung folgt also aus vorigem Satz.

Lemma 16.4. Fiir einen Unterraum U C V ist
x~y < x—yel

eine Aquivalenzrelation, die zugehirigen Aquivalenzklassen sind genau
die Nebenklassen von U.

Beweis.

Wegen 0 € Ugiltx ~ x. Unddaausx —y € Uauchy —x =
—(x —y) € U folgt, ist ~ auch symmetrisch. Die Transitivitit
folgt schliefSlich daraus das mit x ~ yundy ~ z (alsox —y € U
undy —z € U)folgt,dassx —z=x—y+y—z € U, alsox ~ z.
O

Korollar 16.5. Der Vektorraum V ist die disjunkte Vereinigung der Ne-
benklassen von U.

Wir konnen die Menge de Nebenklassen selbst zu einem Vek-
torraum machen. Dazu fithren wir zuerst folgende Schreibweise
ein: Ist U C V ein Unterraum und im Folgenden fixiert, dann
schreiben wir fiir die Nebenklasse eines x € V

[x] =x+U.

Jetzt statten wir Nebenklassen mit folgenden Rechenregeln aus:
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v+ U

Es gilt also [x] = [y] falls x und y die
gleiche Nebenklassen erzeugen, also
genau dann, wennx —y € U.
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Fiir x,y € V und k € K definieren wir
[x]+[y] =[x+y], und k[x] = [kx].

Bevor wir zeigen, dass die Menge der Nebenklassen damit
zum Vektorraum wird, miissen wir erst zeigen, dass Addition und
Skalierung von Nebenklassen wohldefiniert sind.

Beweis (Wohldefiniertheit der Addition und Skalierung fiir Nebenklassen).

Es gelte x ~ x’ und y ~ y'. Esist zu zeigen, dass [x + y| = [x' + /]
gilt. Es gilt x —x’ € Uund y —y' € U, und daher ist auch
(x+y)—(X+y) =x—x"4+y—y € U Dies zeigtx +y ~
x"+ 1y, also [x + y] = [x' + Y] wie gefordert.

Fiir die Skalierung sei wieder x ~ x’, also x — ¥’ € U. Dann
giltauch k(x — x’) € U, also kx — kx” € U, und das heifit kx ~ kx/,
also [kx] = [kx']. O

Satz 16.6. (und Definition) Ist V ein Vektorraum und U ein Unterraum,
dann heifst die Menge der Nebenklassen

V/U = {[o] | ve V}

Faktorraum oder Quotientenraum und ist, versehen mit oben definierter
Addition und Skalierung, ein Vektorraum.

Beweis.
Die Axiome lassen sich auf dem naheliegenden Weg nachweisen.
Zum Beispielistdie 0in V /U gleich [0] = 0+ U, denn [0] + [v] =
[0+ 9] = [v].

Die weiteren Axiome folgen dhnlich einfach, zum Beispiel gilt

= [o+w] = [w+ 0] = [w] + [0]

([u]+[v]) [w] = [u+ 0] + [w] = [(u +0) + w]
=[u+(o+w)] = [u] + [o+w]
= [u] + ([0] + [w])

Satz 16.7. Es gilt
dim(V/U) = dim(V) — dim(U).

Beweis.

Es seis = dim(U) und By = {vy,...,vs} eine Basis von U. Wir

erginzen diese zu einer Basis B = {v1,...0s, Us41,...,05} von V.
Wir zeigen jetzt, dass B* = {[vgy1], ..., [vn]} eine Basis von

V /U ist, denn damit folgt

dim(V/U) = n —s = dim(V) — dim(U).

Beweis dieser Behauptung: Einerseits ist B* linear unabhingig,
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,Wohldefiniert“ bedeutet in diesem Fall,
dass die Definition unabhingig von
den gewihlten Reprasentanten ist.

Intuitiv: In V /U ,fehlen die Richtun-
gen, die in U liegen®.
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denn gilt
ks+1[Us+1] + -+ ky [Un] =0

so folgt
[ks+1vs+1 +-- knvn] =0

und das bedeutet w = kg 10511 + - - - + kv, € U. Also ist w eine
Linearkombination der vy, ...,vs und es folgt k41 = - - -k, = 0.

Schliefllich erzeugt B* ganz V /U. Dazu sei [v] € V/U. Wir
kénnen v in der Basis B darstellen

n
0= Z kivi
i=1

und da };_; kjv; € U gilt, folgt
[v] = [Ks10s41 + - kno]

wie gewiinscht. O
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17 Der Homomorphiesatz

Der Homomorphiesatz stellt eine Verbindung zwischen Kern und
Bild einer linearen Abbildung her, die {iber den Dimensionssatz
(Satz 10.8) hinausgeht.

Ziel ist es, mit Hilfe des Faktorraumes lineare Abbildungen
»bijektiv machen®, indem wir das Bild einschrinken, und ,,den
Kern heraus faktorisieren®.

Lemma 17.1. Eine lineare Abbildung f : V — W ist injektiv, genau
dann, wenn Kern(f) = {0}.

Beweis.
Sei Kern(f) = {0} und gelte f(v) = f(v’). Dann folgt

0=f(o) = f(©') = flo—7),

also v — v’ € Kern(f). Es folgt also v = v’ und damit die Injekti-
vitit von f.

Sei nun f injektiv. Wegen der Linearitit von f gilt f(0) =0
und wegen der Injektivitit gilt fiir alle v # 0 auch f(v) # 0, d.h.
aber gerade, dass der Kern von f nur die Null enthilt. O

Satz 17.2 (Homomorphiesatz). Zu einer linearen Abbildung f : V —
W definieren wir

f:V/Kern(f) — Bild(f)

durch i
f([o]) = f(v).

Dann ist f bijektiv; mit anderen Worten: f ist ein Isomorphismus von
V / Kern(f) nach Bild(f).

Beweis.

Zuerst zeigen wir, dass durch f iiberhaupt eine Abbildung definiert
wird, also, dass fiir zwei ¢’ € [0] mit v’ # v gilt f([¢]) = f(v).
Ist v/ € [v], dann gilt v/ = v+ w mit w € Kern(f), also folgt

f([o']) = f(') = f(v+w) = f(v)+ f(w) = f(v), wie gefordert.

Fiir die Linearitit von f bemerken wir

f(o+av]) = f(o+av) = f(0) +af () = f([0]) + af ([0']).

Dass f surjektiv ist, ist klar, da wir den Bildbereich gerade
auf Bild(f) eingeschrinkt haben und nach Definition Bild(f) =
Bild(f) gilt.

Fiir die Injektivitit nehmen wir v1,v, € V mit [v1] # [v2).
Dass die Aquivalenzklassen nicht gleich sind, bedeutet v; — v, ¢
Kern(f) und das heif$t f(v; — v2) # 0. Es folgt f(v1) # f(v2)

und das bedeutet wiederum f([01]) # f([v2]). O

Wir erhalten nun die Dimensionsformel aus Korollar 12.8 noch
einmal als Korollar:
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Wir nennen zwei Vektorrdume iso-
morph, wenn es einen Isomorphismus
zwischen ihnen gibt. Wirkénnen hier al-
so folgern, dass V / Kern(f) isomorph
zu Bild(f) ist.
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Korollar 17.3. Ist f : V. — W linear, so gilt
dim(Kern(f)) + dim(Bild(f)) = dim(V).

Es gilt nach dem vorigen Satz und Satz 16.7 dim(Bild(f)) =
dim(V/ Kern(f)) = dim(V) — dim(Kern(f)).

Korollar 17.4. Ist f : V. — W linear und gilt diim(V) = dim(W) =
n, so ist dquivalent:
i) f injektiv
ii) f surjektiv
iii) f bijektiv.
Sei n = dim(V) = dim(W). Es gilt

f injektiv <= Kern(f) = {0}
<= dim(Kern(f)) =0
< dim(Bild(f)) =n
<= f surjektiv.

Die Aquivalenz zur Bijektivitit ist dann klar.

18 Der Dualraum

Fiir zwei K-Vektorriume V und W bezeichnete Hom(V, W) die
Menge der linearen Abbildungen von V nach W. Da auch K selbst
ein K-Vektorraum ist, konnen wir auch Hom(V, K) betrachten,

also die Menge aller lineare Abbildung von V in den Grundkérper.

Wie auch im allgemeinen Fall ist dies wieder ein Vektorraum, der
jedoch einen speziellen Namen hat:

Definition 18.1. Ist V ein K-Vektorraum, so ist
V* = Hom(V,K)

der Dualraum von V. Die Elemente aus V* heiflen Linearformen
auf'V.

Lemma 18.2. Ist dim(V) = n, f € V* undist f # 0, so gilt
dim(Kern(f)) =n—1.
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endlich, so gilt der Satz nicht, d.h. es
gibt Vektorraume, die nicht endlich er-
zeugt sind und zwischen denen es in-
jektive Abbildungen gibt, die nicht sur-
jektiv sind (und umgekehrt).
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Beweis.

Esgiltdim(Bild(f)) = 1. Nach der Dimensionsformelist dim(Kern(f)) =

dim(V) — dim(Bild(f)) = n — 1. O

Haben wir eine Basis von V, so lisst sich dazu eine duale Basis
von V* konstruieren:

Satz 18.3. (und Definition) Es sei V ein Vektorraum mit Basis B =
{v1,...,v,}, dann gibt es eine Basis B* = {v],...,v;} des Dualrau-
mes mit

1, i=j

ZJI*(Z)]):(SU = {O 17&]

Beweis.

Fixieren wir eini € {1,...,n}. Durch die Forderungen v} (v;) =
gjjfurj=1,...,nist v} als lineare Abbildung eindeutig bestimmt
(erinnere, dass lineare Abbildungen durch die Bilder auf einer
Basis bestimmt sind).

Es bleibt zu zeigen, dass B* wirklich eine Basis ist.

Sei k1v] + - - - + k,v;; = 0 (soll meinen, dass diese Linearkom-
bination die Nullabbildung ist). Dann kénnen wir jeden Basis-
vektor v; einsetzen und bekommen immer Null, d.h. fiir jedes i
gilt

0= <k10T +eee kn”Z) (0i) = k107 (v;) + - - - + knvp (i) = ki,

also ist k; = O fiir alle i. Dies zeigt, dass B* linear unabhingig ist.
Seinun f € V*. Dann ist f durch die Werte f(v;) = a; be-
stimmt. Die Linearform

*

0" = a0] +...a,40,

hat aber auf'den v; die gleichen Werte, also gilt v* = f. Dies zeigt,
dass B* ein Erzeugendensystem ist. O

Korollar 18.4. Der Dualraum V* eines n-dimensionalen Vektorraums
V ist ebenfalls n-dimensional.

Beispiel.

Ist V = K", so ist V* = Hom(K", K). Der Raum Hom (K", K) der
linearen Abbildungen von K" nach N ist isomorph zum Raum
K" der 1 x n Matrizen, also zum Raum der Spaltenvektoren. A

Beispiel.
Es sei V = R? und wie betrachte die Basis B = {v1,v;} mit

= ( % , ) by = ( _11 ) Um die Duale Basis zu bestimmen setzten

wir ;= (i,)}, 12 = (})) und stellen die vier Gleichungen
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Das hier definierte Symbol J;; heifit
Kronecker-Delta.
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Wir schreiben diese als

1 1 X1\ 1 1 1 vy 0
1 -1 x2)  \0/J’ 1 -1 ) \1)°
Wir bekommen als duale Basis
vi=(; 3) u=(; —3)

Wie sehen folgenden Zusammenhang zwischen der dualen Ba-
sis und Matrix-Inversion: Schreiben wir die Basisvektoren aus B
spaltenweise in

M= (v ©vp)

und die Basisvektoren der dualen Basis zeilenweise in

,U*
2
so muss gelten

M*M — v}’:vl 0?2 _ 10 _
0,01 0,01 01
Das heif$t, die Vektoren der dualen Basis sind die Zeilen der in-
versen Matrix von M. A
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19 Determinaten

Die Determinante ist eine Abbildung welche jeder quadratischen
Matrix in K"*" eine Element aus K zuordnet. Im Fall von R"*"
hat die Determinante eine geometrische Bedeutung, mit der wir
beginnen:

Die Determinante det(A) einer Matrix A € R"*" mit
den Spalten a3, ..., a, ist das n-dimensionale orien-
tierte Volumen des n-dimensionalen Parallelepipeds
der durch die Vektoren ay, ..., a, bestimmt wird.

Wir kliren einige Begriffe (teilweise eher intuitiv, als durch
exakte Defintionen):

1. Das Parallelepiped, das durch die Vektoren a4, ...,a, be-
stimmt wird, ist die Menge {}_" ; k;ja; | 0 < k; < 1}.

2. Das n-dimensionale Volumen entspricht der Verallgemei-
nerung dessen, was man durch ,Grundfliche mal Hohe“
erhilt, also haben Mengen der Form [0, k1] X --- x [0, ky]
das n-dimensionale Volumen kq - - - k;;.

3. Der Einheitswiirfel W = {x € R" | 0 < x; < 1} ist das
Parallelepiped zur Einheitsmatrix und sein orientiertes Vo-
lumen ist 1.

4. Wird ein einzelner Vektor mit einem k € R skaliert, so
wird das entsprechende n-dimensionale orientierte Volu-
men ebenfalls mit k multipliziert, insbesondere dndert das
orientierte Volumen sein Vorzeichen bei Multiplikation ei-
nes Vektors mit —1.

5. Wird die Reihenfolge von zwei Vektoren vertauscht, so dn-
dert das orientierte Volumen nur sein Vorzeichen.

6. Sind die Vektoren ay, ..., a, linear abhingig, so ist das n-
dimensionale orientierte Volumen Null.

7. Ein Scheerung einens Parallelepipeds zur Matrix A entspricht
der Addition des Vielfachen eines Vektors zu einem anderen.
Dabei indert sich das n-dimensionale orientierte Volumen
nicht.

Ein Formel fiir das n-dimensionale orientierte Volumen ge-
ben wir vorerst nicht an. Erstaunlicherweise kénnen wir aus den
obigen Forderungen eine Formel ableiten (das Ergebnis ist die
sogenannte Leibniz-Formel aus Satz 20.6).

Im Falle von Dreiecksmatrizen M € R"*" ist die Berechnung
von Determinaten einfach. Im 2 x 2-Fall gilt (wegen ,Fliche =
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det(A)

2x2
R“*4,

a1 + kap
ay
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Grundseite mal Héhe®).

det(<g i’)) — ac.

p a
Entsprechend gilt im n x n-Fall (wegen ,Volumen = Grundfliche
mal Hohe"):
ay *
det( 0 .'_ E ) :all"'ann.
0 0 au

Wir arbeiten von nun an wieder in einem allgemeinen Koérper
K und leiten aus den Forderungen fiir die reelle Determinante
folgende Axiome fiir eine abstrakte Determinentenabbilung ab:

Definition 19.1. Eine Abbildung det : K"*" — K heif$t Determi-
nantenfunktion, wenn sie die folgenden drei Eigenschaften hat:

(D1) Die Abbildung ist linear in jeder Spalte, d.h. fiir jedes i €
{1,...,n} gilt
det((aq -+ aj+al ---a,))=det((ax - a; -+ ay))
+det((ay -+ af -+ ay))

und fiir jedes k € K gilt

Das ist eine Konsequenz aus den Punk-
ten 4., 5. und 7. der obigen Liste.

det((a; - ka; --- an))=kdet((ax - a; --- a))
(D2) Ist Rang(A) < n, so gilt det(A) = 0. Das ist Punkt 6 aus obiger Liste.
(D3) det(E,) =1 Das ist Punkt 3. aus obiger Liste.

Determinantenfunktionen verhalten sich einfach beziiglich
elementarer Spaltenumformungen (vgl. Satz 10.9) d.h. bei Multipli-
kation von rechts mit Elementarmatrizen:

Satz 19.2. Essei A € K"*" und det : K"*" — K eine Determinan-
tenfunktion. Dann gilt

(i) Ist M(i,j, m) eine Elementarmatrix vom Typ I, dann gilt

det(AM(i, J, m)) = det(A). Die Typen der Elementarmatrizen wur-
den in Abschnitt 15 eingefiihrt.

(ii) Ist P(i,]) eine Elementarmatrix vom Typ II, so gilt
det(AP(i,j)) = — det(A).

(iii) Ist D(i,a) eine Elementarmatrix vom Typ III, so gilt
det(AD(i,a)) = adet(A).

Lineare Algebra 1 | TU Braunschweig | Dirk Lorenz | WiSe 2018/19 68



18.12.18, VL 17-3

Beweis.

(i) Hat A die Spalten ay, ..., a, so gilt

1

AM(i,jm) = (a1 - ay)

:(al aj+mai an),

d.h. AM(i, j, m) entsteht aus A, indem das m-fach der i-ten
Zeile auf die j-te Zeile addiert wird. Bezeichnen wir mit A
die Matrix, die aus A entsteht, wenn wir die j-te Zeile von A
durch ma; ersetzen, so folgt

det(AM(i,j,m)) = det(A) +det(A) = det(A) +0 = det(A),

wobei wir in der ersten Gleichung (D1) benutzt haben, und
der zweiten Gleichung (D2)(da A zwei gleiche Spalten hat, ist
Rang(A) < n).

(ii) Die Multiplikation von A von rechts mit P(i, j) vertauscht
die i-te und die j-te Spalte. Es gilt also

O(D:z)det((m coaita e ajta ... ay))
(Dy) det((ay -+ a - aj+a ... a))
+det((a1 e ap ceeoajtap ... ﬂn))
@det((al @ a4 . ay))
tdet((am - aj - o4 ... ay))

= det(A) + det(AP(i,j)),
woraus die Behauptung folgt.

(iii) Da die Multiplikation von rechts mit D(i,a) genau die i-te
Spalte skaliert, folgt die Behauptung direkt aus der Linearitit
von det in jeder Spalte.

O

Satz 19.3. Fiir A, B € K"*" gilt det(AB) = det(A) det(B).
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Beweis.
Gelte zunichst Rang(B) < n.DannistRang(AB) = dim(Bild(AB)) <
dim(Bild(B)) = Rang(B) < n, also ist det(B) = 0 = det(AB).
Sei nun Rang(B) = n. Dann kénnen wir A mit alleiniger Hilfe
von elementaren Spaltenumformungen vom Typ I in eine Matrix
der Form

10 -0
D(nb) = | o

(vgl. grofRe Ubung). Mit anderen Worten: Es gilt BM; - - - Mg =
D(n, b) mit Elementarmatrizen M; vom Typ I: Es giltalso det(B) =
det(BM; - - - M) = det(D(n,b)) = b. Daaber D(n,b) eine Spal-
tenskalierung ist, folgt nach (D3)

(D3)

det(AB) = det(AD(n, b)) bdet(A) = det(B) det(A)

wie behauptet. O

Aus den Invarianzeigenschaften folgt, dass es nur eine Deter-
minantenfunktion gibt:

Satz 19.4. Fiirjedesn = 1,2,... gibt es hichstens eine Determinanten-

funktion.

Beweis.
Es seien det und det’ zwei Funktionen K" — K, welche beide
(D1)~(D3) erfiillen.

Aus (D2)folgt,dass det(M) = det' (M) fiiralle M mit Rang(M) <
n gilt.

Sei also Rang (M) = n. Dann lisst sich M (analog zum vorigen
Beweis) durch elementare Spaltentransformationen vom Typ I auf
die Form D(n,b) bringen. Da det und det’ beide die Invarian-
zen aus Satz 19.2 erfiillen, folgt det(M) = det(D(n,b)) = b und
det'(M) = det'(D(n,b)) = b, also folgt det(M) = det’ (M) auch
fiir alle Matrizen mit vollrang. U

Es folgt:
Korollar 19.5. Fiir A € K"*" sind dquivalent:
(i) A ist invertierbar,
(i) Rang(A) = n,
(iii) det(A) # 0.
Die Aquivanlenz von (i) und (ii) haben wir in Satz 14.3 gesehen.

Die Implikation (iii) = (ii) ist gerade (D2). Die Implikation
(if)y == (iii) haben wir im Beweis von Satz 19.3 mit bewiesen.
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Beispiel.
Es sei

A:(‘Z Z) d 0.

Wir bringen A auf obere Dreiecksform:

_f(a b 1 0\ a—% b
=00 (G )= (%" )
Wegen Satz 19.2 (1) folgt

det(A) = det(AM) = det( <a _Ol:ic Z)) = (a - %)d = ad — bc.

Im Falle von d = 0 aber a # 0 bekommt man durch Tauschen der
Spalten wegen Satz 19.2 (ii)

det((i (b))) = —det(<(b) i)) = —bc.

Insgesamt gilt in jedem Fall

det( <j Z)) — ad — be.
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20 Permutationen und die Leibniz-Formel

Der vorige Abschnitt lieferte einen Algorithmus zur Berechnung
von Determinanten. Fiir theoretische Zwecke wire eine Formel fiir
die Determinante hilfreich. Hierfiir ben6tigt man Permutationen
als Hilfsmittel:

Definition 20.1. Eine Permutation einer Menge X ist eine bijektive
Abbildung 77 : X — X.

Definition 20.2 (und Satz). Die Menge aller Permutationen der
Menge {1,...,n} bezeichnen wir mit S,. Die Menge S,, bildet,
mit der Hintereinanderausfithrung als Verkniipfung eine Gruppe,
welche symmetrische Gruppe genannt wird.

Das neutrale Element ist die identische Permutation, die wir
mir € bezeichnen.

Ist n > 1, so setzen wir
Su(k):={meS,|nk) =k},

also die Menge der Permutationen, die k fixiert lassen. Die Menge
S, (n) sind also die Permutationen, die das letzte Element fixiert
lassen, d.h. sie permutieren nur die Elemente 1,...,n — 1. Wir
koénnen also S,,(n) mit S, identifizieren.

Definition 20.3. Eine Permutation heifdt Transposition, wenn Sie
genau zwei Elemente vertauscht.

Fiir jede Transposition T gilt To T = €.

Satz 20.4. Die symmetrische Gruppe S,, hat n! Elemente und jede Per-
mutation aus S, ldsst sich als Produkt von Transpositionen darstellen

Beweis.
Fir n = 1 und n = 2 ist die Aussage klar.

Fiir n = 1 enthilt 51 nur € und n = 2 auch noch eine Trans-
position.

Fiir den Induktionsschritt sei also n > 3 und wir bezeichnen
mit 7) € S, die Permutation, welche i und n vertauscht (also
7" = ¢). Damit kénnen wir jedes Element 7t € S, wie folgt
faktorisieren: Setze i = 7t(n) und schreibe

T = T(Z)T\(l)jg =1Wp, mit peS,(n).
=p
Da wir S,,(n) mit S, identifizieren kénnen, und p € S,_1 nach
Induktionsannahme ein Produkt von Transpositionen ist, ist auch
7t ein Produkt von Transpositionen. Ebenso folgt die Behauptung
zur Anzahl der Elemente, da wir die Elemente von S,, gerade als
t@omiti € {1,...,n} und p € S, ; schreiben kénnen. Dies
zeigt |S,| = n|S,_1| was rekursiv die Behauptung zeigt. O
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Der Algorithmus geht wie folgt: An-
wendung von Spaltentransformationen
vom Typ | zur Umformung auf Dreiecks-
form, dann Berechnen des Produktes
der Diagonalelemente.

Eine Gruppe ist eine Menge mit eine
assoziativen Verkniipfung auf der ein
eine neutrales und inverse Elemente
gibt.

Die Hintereinanderausfiihrung von
zwei Permutationen wird auch Produkt
der Permutationen genannt.

Oder anders gesagt: 7! = 7.
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Zu jeder Permutation 7t gibt es eine Permutationsmatrix P,
definiert durch

Pr=(Cr1) “**€n)-
Es gilt
Pre; = €r(i)s

und daher auch fiir zwei Permutationen 77, o

Pﬂ_*Pg' - Pn'g.
Weiterhin ist fiir A = (a1 . -an) € K"™"und 7 € 5, auch
APr = A (eﬂ(l) o eﬂ(ﬂ)) = (Aeﬂ(l) e Aeﬂ(ﬂ))
= (4z) - (),

also ist AP, die Matrix, die durch Permutation der Spalten von A
gemif$ 7t hervorgeht.

Definition 20.5. Fiir eine Permutation 71 € S,, definieren wir das
Signum der Permutation durch

sig(7) = det(Py).

Ist T eine Transposition so entsteht P; aus der Einheitsmatrix
E, durch vertauschen von zwei Spalten. Nach Satz 19.2 (ii) gilt also
det(P;) = —1.

Es folgt: Lisst sich 7t als Produkt von » Transpositionen T
schreiben, so gilt det(Py) = det(Pr, --- Pr,) = (—1)".

1

Satz 20.6 (Leibniz-Formel fiir die Determinante). Fiir A € K"*"
gilt
n
det(A) = Z sig(7) Han(i),i
mtes i=1

Beweis.
Wir leiten die Leibniz-Formel aus den Eigenschaften her. Die j-te
Spalte von A = (a;;) lasst sich schreiben als

n
El]' = Zai]-ei.
i=1
Daher gilt

det(A) = det((Z?zl ape; --- Z?:l ainei) .

Wir nutzen nun (D1) (Linearitit in jeder Spalte) fiir alle diese Sum-
men aus. Da wir in jeder Spalte einen eignen Summationsindex
haben, bekommen wir # Summen, je von 1 bis 7, nimlich

n n
det(A) = Z ‘e Z Qi 18y - - - i, pdet((e; -+ e)).

1121 ip,=1
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.
Ly, T

Es gilt ndmlich P;Pye; = Pregpy =
Er(o(i))-

Das Produktzeichen [T ist analog
zum Summenzeichen Y} ; zu lesen,
nur eben als Produkt.
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Die Determinanten det((e;, e;,)) sind immer dann Null,
wenn zwei der Summationsindizes iy, .. ., i, gleich sind, also ge-
nau dann nicht Null, wenn iy, ..., i, eine Permutationvonl,...,n
ist. Daher wird aus den #n Summen eine Summe iiber alle Permu-
tatitionen, nimlich

det(A) = ) Ar(1)18m2 -

weS,

Ar(n)n det((en(l) en(n)))'

Unsere Definition des Signums einer Permutation liefert die Be-
hauptung.
O
Wir schauen uns die Determinante nach der Leibniz-Formel
fiir kleine #n an. Vorher bemerken wir: Die Leibniz-Formel fiir
die Determinante von n X n-Matrizen hat #! Summanden und
jeder Summand ist ein Produkt aus n Faktoren (und dazu das
Vorzeichen).

« n = 1: Hier ist A = (a11) ein Skalar. Die Leibniz-Formel
hat also nur einen Summanden, der aus einem Produkt mit
einem Faktor besteht. Das einzige Element der symmetri-
schen Gruppe 5 ist die Identitit e fiir welche sig(e) = 1
gilt. Daher ist

det(A) =

Y sig(m

TES,

1
Han _Slg ) ()1—a11
i=1

« n = 2: Die symmetrischen Gruppe S, hat die zwei Elemente
e und 7 mit 7(1) = 2 und 7(2) = 1. Daher gilt

), sig(7)

TeSy i=1
= sig(€)ac(1)19¢(2),2 + Sig(T)ar(1),19(2) 2

= a11422 — 421412

n

det(A) =
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Zshlen wir die Anzahl der Additionen
und Multiplikationen, die nétig sind,
um die Determinante mit der Leibniz-
Formel auszurechnen, so kommen wir
auf etwas in der Gréenordnung n!n,
was sogar fiir kleine Matrizen schon
sehr grof§ ist (fiir n = 10 schon
tiber 36 Millionen, fiir n = 20 schon
fast 5 - 101°! Die Methode per GauR-
Eliminition braucht viel weniger Addi-
tionen und Multiplikationen.
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« n = 3: Hier hat S35 schon sechs Elemente, nimlich

1 - 1
Identitit e 2 — 2
3 — 3
1 = 2
Zykel 1 o2 = 3
3 = 1
1 = 3
Zykel 2 a2 2 = 1
3 — 2
1 = 2
Transposition1 ! 2 — 1
3 — 3
1 = 3
Transposition2 72 2 — 2
3 — 1
1 = 1
Transposition3 7> 2 — 3
3 — 2

Daher ist die Formel fiir die Determinante

3
det(A) = ) sig(n)nan(i),i
i=1

meS;3
= sig(€)ac(1),19¢(2),29¢(3) 3
+Slg(‘71)ﬂal )11801(2)2001(3),3
+518(‘72)“02 )1802(2) 2802(3) 3
()
(T°)a,

1
+sig(T Ar1(1)1971(2)2871(3),3

+Slg TZ a2 1aT2 ZaT2(3)’3
+sig(7°)a 13(1),1%3(2),2%3(3),3
= 11422433 + 21432413 + 431412423

— d21012033 — A310422013 — 4114324023

Die Fille n > 4 schreiben wir nicht auf. Allein fiir n = 4 miissten
wir 24 Summanden mit je 4 Faktoren aufschreiben...
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21 Eigenwerte, Eigenvektoren

Die Multiplikation mit Diagonalmatrizen ist besonders einfach:
Ist

kk 0 ---0
A= O & =:diag(ky, ..., kn).
S 0
0 -+ 0 ky
so ist
kk 0 --- 0 o1 k101
Av = 0 ko o v2 = kz'vz ,
: .0 :
0 -+ 0 k, Un kyop,

d.h. der i-te Eintrag wird mit k; skaliert.

Entsprechend ist eine lineare Abbildung f : V — V eines
n-dimensionalen K-Vektorraumes vergleichsweise einfach, wenn
es Basen B und B’ von V gibt, so dass die Matrixdarstellung von f
diagonal ist, also wenn Skalare ky, .. ., k, existieren, so dass

kk 0 -+ 0

0 k
ME(f)=|. .

0 -~ 0 ky

Fordert man hingegen, dass B = B’ gelten muss, so lisst sich nicht
immer eine Diagonalgestalt erreichen, stattdessen definiert man:

Definition 21.1. Es sei V ein K-Vektorraum, f : V — V linear.
Dann heif$t f diagonalisierbar, wenn es eine Basis B von V gibt, so
dass MB(f) eine Diagonalmatrix ist.

Definition 21.2. Sei f : V — V linear. Ein Skalar k heift Eigenwert
von f, wenn es einen Vektor v € V, v # 0 gibt, so dass

f(v) =ko.

Ein Vektor v € V, v # 0 heif$t Eigenvektor von f zu Eigenwert k,
falls
f(v) =ko.

Beispiel.

1. Fiir die Identitit idy giltidy(v) = 1- v, also ist 1 ein Eigen-
wert und jedes v € V ist Eigenvektor zu diesem Eigenwert.
Es gibt keine anderen Eigenwerte.

2. Die Nullabbildung f(v) = 0 = 0 - v hat 0 als Eigenwert und
jedes v € V ist Eigenvektor zu diesem Eigenwert. Es gibt
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Die Abbildung diag : K" — K"*" bil-
det einen Vektor auf die Matrix ab, bei
der dieser Vektor auf der Diagonalen
steht (und die sonst nur Nullen enthilt).

Erlaubt man, dass B # B/, so ist dies
immer méglich: Man wihle eine Basis
{v1,..., v} von Kern(f) und ergén-
ze diese zur Basis B = {vy,..., 04}
Dann setzt man w1 = f(vk41), ..,
wy = f(vy) und erginzt dies zur
Basis B’ = {wq,...,wy} dann ist
MB,(f) diagonal, sogar von der Form

Opx 0
Mg/ (f) = < kOk Eyszxn—k).

Beachte: v = 0 ist als Eigenvektor aus-
geschlossen! (Wegen f(0) =0=k-0
wire sonst v = 0 immer ein Eigenvek-
tor zu jedem Eigenwert k, was im Fol-
genden nicht sinnvoll wire.)
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keine anderen Eigenwerte.

3. Ist Kern(f) nicht trivial, d.h. Kern(f) # {0}, so ist jeder
Vektorv € Kern(f),v # 0 Eigenvektorvon f zum Eigenwert
0, d.h.

Kern(f)
= {v € V| v Eigenvektor von f zum Eigenwert 0} U {0}.

4. Fir f : R? — R? mit f(x,y) := (x,0) gilt: f hat die Ei-
genwerte 1 und 0. Jeder Vektor der Form (x,0), x # 0 ist
Eigenvektor zum Eigenwert 1 und jeder Vektor der Form
(0,y), y # 0ist Eigenvektor zum Eigenwert 0.

A

Satz 21.3. Eine lineare Abbildung f : V — V ist genau dann diagona-
lisierbar, wenn V eine Basis aus Eigenvektoren von f hat.

Beweis.

» = “: Sei f diagonalisierbar, d.h. es gibt eine Basis B = {vy,...,0,}
und Skalare kq,...,k;,, so dass Mg(f) = diag(ky, ..., kn).
Das heifit aber, dass f(v;) = k;v; gilt, also enthilt die Basis
B nur Eigenvektoren.

=" Essei B = {vy,...,v,} eine Basis aus Eigenvektoren (mit
jeweiligen Eigenwerten ki, . .., k,, nicht notwendigerweise
verschieden). Die j-te Spalte von M5(f) sind die Entwick-
lungskoeffizienten von f(v;) beziiglich B. Da v; Eigenvektor
von f zum Eigenwert k; ist, gilt

f(vj) = kjoj

und das bedeutet, dass das k]--fache des j-te Standardba-
sisvektors ¢; genau die j-Spalte von M§(f) bildet. Also ist
Mg(f) = diag(k1, ..., kn).

O

Analog zu Eigenwerten und -vektoren von linearen Abbildung
betrachten wir auch Eigenwerte und -vektoren von Matrizen M €
K™ in dem wir M als lineare Abbildung K" — K" auffassen.
D.h. x € K" ist Eigenvektor von M zum Eigenwert A, wenn

Mx = Ax.

Beispiel.
Die Matrix

10
u=(o o)
hat die Eigenwerte 1 und 0, denn es gilt Me; = ey = 1e; und

Lineare Algebra 1 | TU Braunschweig | Dirk Lorenz | WiSe 2018/19 77



08.01.2019, VL 19-3

Me;, = 0 = 0ep. Insbesondere ist jeder Vektor der Form ()
Eigenvektor zum Eigenwert 1 und jeder Vektor der Form () Ei-
genvektor zum Eigenwert 0. A

Satz 21.4. Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind linear un-
abhdngig.

Beweis.
Esseienvy, ..., v, Eigenvektorenvon f zu den Eigenwertenky, . .., ky,,
und die kq, ...,k seien paarweise verschieden. Wir zeigen per
Induktion iiber m, dass die vy, .. ., v, linear unabhingig sind.

Der Fall m = 1ist klar, v; # 0 per Definition eines Eigenvek-
tors.

Gelte die Behauptung also fiir m — 1 und es gelte

hiv1 + hpvp + - - - + hyoy = 0.
Wir wenden f auf diese Gleichung an und bekommen
0=mf(v1)+ -+ hnf(om) = hikivr + - - - + hykimvp.
Andererseits gilt ebenso
0 =kpy(hor+ -+ hyoy) = kphior + - -+ + ko
Ziehen wir die vorige Gleichung von dieser ab, bekommen wir
0 = (ky — k1)h1v1 + (ky — ko) hova + (kyy — ky—1 ) y—10m—1.
Nach der Induktionsannahme folgt nun, dass
(km —k1)h1 =0, (kyy —ko)hp =0,..., (kp — kyy—1)y—1 = 0.

Da die k; paarweise verschieden sind, folgt k;, — k; # 0 fiir j =
1,...,m — 1 und daher auch h; = hy = - - - hy,,_1 = 0. Damit folgt
nun auch h,, = 0. ([l

Korollar 21.5. Eine lineare Abbildung auf einem n-dimensionalen Vek-

torraum ist diagonalisierbar, wenn sie n verschiedene Eigenwerte hat.
Die Umkehrung gilt nicht! Die Identitat

Nach Satz 21.4 bilden die Eigenvektoren in diesem Fall eine hat purden Eigenwert 1 und ist beziig-
Basis; die Behauptung folgt also aus Satz 21.3. lich jeder Basis diagonal.

Definition 21.6. Fiir eine lineare Abbildung f und einen Skalar k
definieren wir

Eig(f, k) :={ve V| f(v) = kv}.

Ist k ein Eigenwert von f, so nennen wir Eig(f, k) den Eigenraum
von f zu k.

Lemma 21.7. Fiir eine lineare Abbildung f und k € K gilt Hier ist k nicht als Eigenwert vorausge-
setzt!
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i) Eig(f, k) ist ein Unterraum von V.
ii) k ist Eigenwert von f genau dann, wenn Eig(f, k) # {0}.
iii) Eig(f, k) = Kern(f — kid)
iv) Sind k1, ..., ks paarweise verschieden, und ist B, eine Basis von
Eig(f,k:),r = 1,...,s,s0ist B = By U --- U Bs eine linear
unabhdngige Menge in V.

Beweis.
i) Es seien v, w € Eig(f,k) und h € K. Dann gilt

f(v+hw) = f(v)+hf(w) = kv + khw = k(v + hw)

also gilt v + hw € Eig(f, k), was zeigt, dass Eig(f, k) ein Un-
terraum.

ii) Folgt direkt aus der Definition eines Eigenwertes.
iii) Es gilt

Eig(f, k) ={v e V| f(v) = kv}
={veV| f(v)—kv=0}
={ve V| (f —kidy)(v) =0} = Kern(f — kidy)}.

iv) Wir bezeichnen die Elemente der Basis B, mit {UY), e, v,([,) }
r =1,...,s und betrachten eine Linearkombination der Null
durch alle Elemente der Basen By, ..., B, also

Die Vektoren v, = )7, hl@vlm sind dann in Eig(f, k,) und
es gilt
O=v1+--+0s.

Da Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten nach Satz 21.4
linear unabhingig sind, miissen die v; alle = 0 sein. Da die

()

B, alle Basen sind, folgt auch i;* = 0 fiir alle r und i.

O

Korollar 21.8. Eine lineare Abbildung eines n-dimensionalen Vektor-
raumes in sich ist genau dann diagonalsierbar, wenn die Summe der
Dimensionen der Eigenrdume gleich n ist.

Ist f diagonalisierbar, so gibt es eine Basis aus Eigenvektoren
und da jeder Eigenvektor in einem Eigenraum liegt, folgt, dass
die Summe der Dimensionen der Eigenrdume gleich 7 ist. Ist
umgekehrt die Summe der Dimensionen der Eigenrdume > n,
so ist die Vereinigung von Basen der Eigenrdume eine Basis
des ganzen Raumes.
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Beispiel.
Wir untersuchen die Matrix A = (§}) € K**? auf Diagonalisier-
barkeit (bzw. die zugehorige lineare Abbildung f(x) = Ax).

Ein Vektor x ist Eigenvektor zum Eigenwert A genau dann,
wenn Ax = Ax, also

Xy = AXxq
0= )\Xz.

Ist A # 0, so folgt aus der zweiten Zeile x, = 0 und die erste
Zeile liefert x; = 0 (oder A = 0, aber das ist ja in diesem Fall
ausgeschlossen). Ist A = 0, so liefert die erste Zeile x, = 0 und fiir
x1 haben wir keine Gleichung.

Das heifit, A = 0 ist der einzige Eigenwert von A und der
zugehorige Eigenraum ist

Eig(A,0) = {x € R* | x; = 0} = (e1).

Der Eigenraum ist eindimensional und die Summe der Dimen-
sionen der Eigenrdume ist 1, daher ist A nicht diagonalisierbar.

A
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22 Berechnung von Eigenwerten und das cha-
rakteristische Polynom

Um zu einer gegebenen Matrix A € K"*" einen Eigenwert A und
einen Eigenvektor x zu finden, muss man die Gleichung

Ax = Ax

gleichzeitig nach A und x 16sen. Aufgrund des Produktes Ax auf
der rechten Seite ist dies ein nichtlineares Gleichungssystem (mit
n + 1 Unbekannten). Unsere bisherigen Techniken helfen uns also
auf den ersten Blick nicht weiter. Es gilt jedoch folgende einfache
Beobachtung (vgl Lemma 21.7):

Lemma 22.1. Ist A € K"*", so ist x Eigenvektor von A zum Eigenwert
A genau dann, wenn x € Kern(A — AE,,) und x # 0.

Beweis.

Ein Vektor x # 0 ist Eigenvektor von A zum Eigenwert A genau
dann, wenn Ax = Ax, was genau dann der Fall ist, wenn Ax —
Ax = 0, was wiederum #quivalent zu (A — AE,)x = 0 ist. Das
zeigt die Behauptung. O

Dieses Lemma erlaubt uns, Eigenwerte einer Matrix zu bestim-
men, ohne gleichzeitig Eigenvektoren ausrechnen zu miissen. Es
gilt nimlich:

Satz 22.2. Fiir eine Matrix A € K"*" sind dquivalent
i) A ist ein Eigenwert von A

ii) Kern(A — AE,) # {0}

iii) Rang(A — AE,) <n

iv) det(A — AE,) =0.

Beweis.

Die Aquivalenz von i) und ii) ist gerade die Aussage von Lem-
ma 22.1. Die Aquivalenz von ii) und iii) ist die Kern-Rang-Formel
aus Satz 10.8. Die Aquivalenz von iii) und iv) ist die Eigenschaft
der Determinante, dass sie genau dann Null ist, wenn die Matrix
nicht Rang 7 hat. O

Satz 22.3 (Satz und Defintion). Die Abbildung p(A) = det(A — AE,)
ist ein Polynom vom Grad n, genannt charakteristisches Polynom von A.
Wir schreiben x 4(A) := det(A — AE,).

Beweis.
Wir benutzen die Leibniz-Formel fiir die Determinante und be-

merken dass fiir B = A — AE, gilt
bij = {aij l 7&].'
L'li]' —A i= ]
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Daher sind die Faktoren der Summanden auf der rechten Seite
von

det(A —AE,) = Y sig(7) [ ] b,
i=1

eSS,

von der Form a;; oder (a;; — A), also jeweils ein Produkt von Po-
lynomen. Der hochste Polynomgrad, den ein Summand haben
kann, ist n und der wird angenommen, fiir 77 = €, denn dort ist
der Summand (a1; — A) - - - (apy — A). O

Korollar 22.4. Die Eigenwerte von A sind genau die Nullstellen des
charakteristischen Polynoms x 4.

Folgt aus Satz 22.2 und Definition 22.3.
Beispiel.
1. Es sei K beliebig und
A = diag(ky, ... k)

eine Diagonalmatrix. Dann ist das charakteristische Poly-
nom

Xa(A) = det(A — AE,) = det(diag(ks — A, ...k, — A))
= (kg = A) -+ (kp — A).

Dies Polynom ist direkt in Linearfaktoren angegeben, und
daher kénnen wir die Nullstellen und damit die Eigenwerte
von A direkt ablesen: Es sind ki, ..., k. (Dies hitten wir
auch direkt sehen kénnen: Der j-te Einheitsvektor ¢; is of-
fensichtlich Eigenvektor von A zum Eigenwert k;.)

2. FirK=Rund A = (}9) ist

xa(A) = det((15",%))) = (1=A)%,

also gibt es den Eigenwert A = 1, dieser ist jedoch eine
~doppelte Nullstelle“. Der zugehorige Eigenraum ist

Fig(4,1) = Kem(A - E2) = Kem((§5)) = K",
insbesondere ist er zweidimensional.
3. FirK=Rund A = ((1)%) ist
xa(A) =det((*5h2,)) = (1 -A)%

also gibt es wieder den Eigenwert A = 1 mit , doppelter
Nullstelle®. Der zugehorige Eigenraum ist

Eig(A,1) = Kern(A — E;) = Kern((§1)) = (e1)

insbesondere ist er hier nur eindimensional.
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4. Fir K=Rund A = ((1)(1)) ist
xa(A)=det((7 L) =A2-1=QA-1)(A+1),

also gibt es die beiden Eigenwerte A; = 1und A, = —1. Die
zugehorigen Eigenriume sind

Eig(A,1) = Kern(A — Ep) = Kern(( 7! 1))

—~
—~
=
S—

~

und

Eig(A, —1) = Kern(A + Ez) = Kern((11)) = {( }))-

- (0.

In diesem Fall ist das charakteristische Polynom

5. Es sei K = R und

XA(A) = det(A — AEy) — det(<‘1A . A))
=-A1-A)—-1=A"-A-1

Die Nullstellen erhalten wir aus der bekannten pg-Formel

ie Nullstellen von x“ + px + g sind — & =+ 2 :
d 1lstell 2+ px+qsind — 5§ 5 —q

Mp=3Ey/i+ :%i\/gzlizﬁ'

Um die zugehorigen Eigenvektoren zu berechnen, berech-
nen wirden Kernvon A — A4/, E>. Nehmen wir exemplarisch

A= HT‘@ so miissen wir den Kern von

_14V5 1 _ 145 1
? 145 | — ? 1-4/5
1 1-—5 1 ==

bestimmen. Da wir wissen, dass diese Matrix einen eindi-
mensionalen Kern hat, kénnen wir den Ansatz v; = (1)
machen, und sehen dass

1
1= 1145
2

ein Eigenvektor zum Eigenwert A, ist. Entsprechend ist

1
Uy = 1-/5
2

ein Eigenvektor zum Eigenwert A, = 1_7

S
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Um also zu gegebenem A ein Paar aus Eigenwert und Eigen-
vektor zu finden, konnen wir wie folgt vorgehen:

1. Finde eine Nullstelle A des charakteristischen Polynoms x 4.
2. Berechne ein Element x # 0 mit x € Kern(A — AE,).

Bei der Berechnung von charakteristischen Polynomen bei
n x n Matrizen mit n > 4 sind unsere bisherigen Méglichkeiten
oft nicht sehr praktisch. Eine Technik, die hier in vielen Fillen
gut funktioniert, basiert auf folgendem Satz:

Satz 22.8 (Laplacescher Entwicklungssatz). Zu A € K"*" undi,j €
{1,...,n} sei Ajj € K=1)x(=1) gie Matrix, welche aus A durch
Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte entsteht.

Fiir jedesi € {1,...,n} gilt

det(A) = Y (—1)"*ay; det(A;)

(Entwicklung nach der i-ten Zeile)
und fiir jedes j € {1,...,n} gilt

det(A) = (—1)i+jai]' det(Az])

M-

Il
—_

(Entwicklung nach der j-ten Spalte)

Beweis.
Wir betrachten den Fall j = n (Entwicklung nach derletzten Spalte)
und starten von der Leibniz-Formel aus Satz 20.6:

det(A) = Z Sig(ﬂ)ﬁan(i),i *)

eSS,

Da jedes Produkt [T, a,;,; einen Faktor aus der letzten Zeile
enthilt, kénnen wir schreiben

det(A) = A1nC1n + A2nCon + +  * + AunCnn,

wobei c;, jeweils die Grofle beschreibt, die beim Ausklammern
von a;,, iibrig bleibt. Die Behauptung ist gezeigt, wenn wir zeigen,
dass

cin = (—1)" det(A;).

Schauen wir noch einmal auf (*) und sammeln alle Summanden,
in denen 4, vorkommt. Wir bekommen

n—1
GunCun = ann Y sig(70) [ ] am(irs
€S, (n) i=1

(erinnere: S,,(n) sind die Permutationen, die n fixiert lassen). Die
Leibniz-Formel fiir die Determinante von A,, € K(n=1)x(n-1)
liefert

n—1
det(A,,) = Z sig(m) H Ar(i),i
7'[65,,,1 i=1
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Dies ist ein nichtlineares Problem!

Die Problem ist linear und lasst sich mit
Hilfe von Gauf-Elimination l6sen. Be-
achte, dass der erste Schritt garantiert,
dass ein solches x existiert!
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und dies zeigt
cnn = det(Ann) = (—1)" " det(Any).

Die Fille der c;;, fithren wir auf diesen Fall zuriick: Wir tauschen
die i-te Zeile mit der nichsten so lange, bis sie zur letzten Zei-
le geworden ist (das ist n — i Mal). Dabei 4dndert sich der Wert
det(A;,) nicht geindert, jedoch hat sich det(A) und damit ¢;, um
den Faktor (—1)"~' geindert. Wir erhalten also

Cin = (—1)n_idet(Ai,n)

was die Behauptung fiir die Entwicklung nach der n-ten Spalte
zeigt.

Die Entwicklung nach anderen Spalten folgt wieder durch
entsprechende Permutation von Spalten und die Entwicklung
nach den Zeilen folgt aus der Aussage fiir die Spalten, da det(A) =
det(AT) gilt (AT ist die transponierte Matrix, also (AT);; = Aj;,
vgl. Ubung). O

Der folgende Rest dieses Kapitels wurde in der Vorlesung
tibersprungen und steht hier nur der Vollstandigkeit hal-
ber. Stattdessen wurden der Begriff ,, Ahnlichkeit” in der
groflen Ubung thematisiert.

Definition 22.5. Zwei Matrizen A, B € K"*" heiflen dhnlich, wenn
es eine invertierbare Matrix S € K"*" gibt, so dass

B=S"14S.
Satz 22.6. Sind A und B dhnlich, so gilt x4 = Xs-

Beweis.
Da A und B #hnlich sind, gibt es S mit B = SAS~!, also gilt

= det(S1AS — AS71S)

= det(S71(A — AE,)S)

= det(S7!) det(A — AE,) det(S)
= det(S) " 1xa(A) det(S)

= xa(A).

O

Korollar 22.7. Sind A und B dhnlich, so haben sie die gleichen Eigen-
werte. Genauer gilt: Ist B = S~1AS und ist x Eigenvektor von A zum
Eigenwert A, so ist S~1x ein Eigenvektor von B zum Eigenwert \.
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Ist A Eigenwert von A mit Eigenvektor x, so gilt Ax = Ax.
Schreiben wir nun x = Sy, so folgt

ASy = ASy
und nach Multiplikation von links mit S~! bekommen wir
ST1ASy = Ay

was nichts anderes bedeutet, als dass y = S~ !x ein Eigenvektor
von ST1AS = B zum Eigenwert A ist.
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23 Bilinearformen und Skalarprodukte

Definition 23.1. Eine Abbildung
B:VxV =K

auf'einem K-Vektorraum V heif$t Bilinearform, wenn sie in beiden
Argumenten linear ist, d.h. fiir v, v’, w,w’ € V und k € K gilt

B(v + ko', w) = B(v,w) + kB(v',w),
B(v,w + kw') = B(v,w) + kB(v, w').

Ahnlich wie lineare Abbildungen, hingen Bilinearformen (durch
die Wahl einer Basis) mit Matrizen zusammen.

Satz 23.2. Ist V eine K-Vektorraum mit Basis {v1,...,v,} und A €
K™*" eine Matrix, so existiert eine Bilinearform B mit

B(Z)i, U]) = al']'

Beweis.
Wir entwickeln zwei Vektoren v und w in die Basis

und definieren

Offensichtlich gilt B(v;,v;) = a;; und ebenso direkt sieht man
Bilinearitit. 0

Besonders einfach ist die (zur Basis {v, . . ., v, } gehorige) Stan-
dardbilinearform

(v,w) :=kihy + - - - + kyhy,

welche zur Einheitsmatrix gehort und welche im nichsten Kapitel
genauer untersucht wird.

Ist eine Bilinearform gegeben, so kénnen wir (bei gewihlter
Basis) eine Matrix zuordnen:

Definition 23.3. Ist B eine Bilinearform auf V mit der Basis B =
{v1,...,vn}, so ist die Gramsche Matrix A = (a;;) € K"*" der
Bilinearform gegeben durch

Cll']' = B(Ul', U])

Die Standardbilinearform (v, w) = Y/ ; k;h; hat also die Ein-
heitsmatrix als Gramsche Matrix.

Bilinearitdt konnen wir auch so aus-
driicken: Fiir jedes v ist die Abbildung
go(w) := B(v,w) linear und fiir jedes
w ist die Abbildung f,(v) = B(v, w)
linear.

Hier benutzen wir ein Skript-B fiir Ba-
sen, da wir B selbst fiir die Bilinearfor-
men brauchen.

Um die Formel B(’(J, w) = B(Z?:l kivi/ 2}1:1 ”l]’()]) = ?:1 2?21 kl‘aij”l]‘

kompakter zu formulieren, erinnern wir an das Transponieren
von Matrizen (und damit von Vektoren).
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Definition 23.4. Fiir eine Matrix A € K™*" ist die transponierte
Matrix AT € K"*" definiert durch

(AT);; = Aji.
Beispiel.
Das Transponieren bedeutet ,spiegeln an der Diagonalen®. So ist
z.B.
1 2 3\7 1 4
156 —|2°
3 6

Auflerdem ist das transponierte eines Zeilenvektors x € K" ein
Spaltenvektor xT € K1, A

Ist V (mit der Standardbasis) und A € K"*", so ist die Bi-
linearform, B die zu A (und zur Basis {vy,...,v,}) gehort fiir
v=Y",xv;,w =Y yv; gegeben durch:

n n n
B(v,w) = Z Xiijy; = Exi Zaijy]- = xT Ay.
ij=1 i=1 =1
(Ay);

Die Standardbilinearform auf K" (mit der Standardbasis) lisst sich
damit einfach als

n
(x,y) =Y xyi=x"y
i=1

schreiben.

Definition 23.5. Eine Bilinearform B heif$t nichtausgeartet, wenn
gilt:
(Vw eV : B(v,w) =0) = v=0.

Entsprechend heif$t B ausgeartet, wenn es ein v # 0 gibt, so dass
fiir alle w gilt B(v, w) = 0.

Satz 23.6. Ist A die Gramsche Matrix einer Bilinearform B, so gilt: B
ist nichtausgeartet genau dann, wenn Rang(A) = n.

Beweis.

Gelte zuerst Rang(A) < n (und zu zeigen ist, dass B ausgeartet
ist). In diesem Fall sind die Spalten von A linear abhingig, d.h. es
gibt Koeffizienten ky, . .., k,, (welche nicht alle = 0 sind), so dass

B(vl,vl)kl +---+ B(Un, Ul)kn =0

B(v1,v4)k1 + - - - + B(vy, vn)ky, = 0.

Wir definieren w = Y} ; k;v; (und bemerken, dass w # 0) gilt. Es
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Man kan zeigen, dass es hier nicht dar-
auf ankommt, ob das linke oder das
recht Argument benutzt wird, d.h. B
ist ausgeartet, wenn gilt 3w # 0Vo :
B(v,w) = 0.
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folgt

n n
B(w, U]‘) = B(Z ki’()i, ’0]‘) = Z kiB(Z)l‘, ’Uj) =0
i=1 i=1

was die Behauptung zeigt.

Ist nun B ausgeartet (und wir miissen zeigen, dass Rang(A) <
n gilt), so gibt es w, so dass fiir alle v; gilt B(w, v;) = 0. Wir entwi-
ckeln win die Basis: w = Y} ; k;v; und bemerken, dass wenigstens
ein k; # 0 sein muss. Es folgt fiir alle j

n

0= B(w,v;) = B(ikivirvj) =) ki B(v;,v))

i=1 i=1 T’
=
was zeigt, dass die Zeilen von A linear abhingig sind. O

Kommen wir zu Skalarprodukten. Hier beschrinken wir uns
aufreelle Vektorriume V und hier mit einer speziellen Art von
Bilinearformen:

Definition 23.7. Eine Bilinearform (-,-) : V x V — R auf einem
R-Vektorraum V heif$t Skalarprodukt, wenn gilt

Yo,we V: (v,w) = (w,v) (Symmetrie)
v#0 = (v,v) >0. (positive Definitheit)

Die positive Definitheit impliziert, dass ein Skalarprodukt eine
nicht ausgeartete Bilinearform ist: Da immer (v, v) > 0 gilt, kann
nicht (w, v) = 0 fiir alle w gelten.

Da sich Bilinearformen iiber die Gramsche Matrix beschrei-
ben lassen, untersuchen wir, welche Eigenschaften die Gramsche
Matrix haben muss, damit die zugehorige Bilinearform ein Ska-
larprodukt ist.

Lemma 23.8. Ist V ein n-dimensionaler K-Vektorraum mit Basis B =
{v1,...,v4} und B eine Bilinearform darauf mit Gramscher Matrix
A = (aj;) € K"™". Dann gilt: B ist symmetrisch genau dann, wenn
Ell']' = llji gllt

Beweis.

Ist B symmetrisch, so folgt sofort a;; = B(v;,v;) = B(vj,v;) = aj;.
Fiir die andere Richtung sei A symmetrischund v = };"; kjv;,

w = 2?:1 hjw;. Wegen B(Z)l‘, Z)]) =ajj = aj = B(U]‘, Z),‘) gllt dann

kih]'B(Ui, U])

=
.MS

B(v,w) =,

Il
—_
<
Il
—_

kihiB(v;,v;) = B(w,v).

I
™=
1=

Il
—
-
Il
-
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Auch fiir komplexe Vektorriume lassen
sich Skalarprodukte definieren - dazu
kommen wir in dieser Vorlesung nicht
mehr.

Das >-Zeichen bei der positive Defini-
theit ergibt Sinn, da wir uns auf einem
reellen Vektorraum befinden!

Wegen Bilinearitit gilt immer (0,0) =
0, d.h. wir kénnten bei der positive De-
finitheit auch <= statt = schrei-
ben.

Die Bedingung a;; = aj; lasst sich auch
als AT = A schreiben. Matrizen mit
dieser Eigenschaft heiffen symmetrisch.
Es gilt also: Eine Bilinearform ist sym-
metrisch, wenn ihre Gramsche Matrix
symmetrisch ist.



15.01.2019, VL 21-4

Lemma 23.9. Betrachte R" mit der Standardbasis {e1, ..., e,} und
(-, -) sei ein Skalarprodukt mit Gramscher Matrix A. Dann gilt fiirx, y €
lRTl

(x,y) = xT Ay.

Beweis.
Wegen x = YLy Xie;, Y = Y1 yie; und (¢;, ¢;) = aj; folgt

(oy) = (Ve Ye) = 3 3wy leney)

O

Definition 23.10. Wir nennen eine symmetrische Matrix A €
R"™" positiv definit, wenn fiir jedes x € R", x # 0 gilt, dass

xTAx > 0.

Gilt fiir jedes x € R”
xTAx >0,
so heifdt A positiv semidefinit.

Korollar 23.11. Ist A € R"*", so ist die die Bilinearform B(x,y) =
xT Ay ein Skalarprodukt, genau dann, wenn A positiv definit ist.

Lemma 23.12. Sind A, B € R"*" positiv (semi-)definit und & > 0, so
sind A + B und a A positiv (semi-)definit.

Beweis.

Esgilt (A+ B)T = AT + BT und («¢A)T = «AT. Also sind A + B

und a A symmetrisch, wenn A und B symmetrisch sind.
Weiterhin ist xT(A + B)x = xT(Ax + Bx) = xT Ax + xTBx

und xT (aA)x = ax” Ax, woraus die Behauptung folgt. O

Beispiel.

Wir untersuchen die Matrix A = (1 4) aufpositive Definitheit:

¥ Ax = (nx) (31) ()

= (nx) (jf}c;rfi;) = x} 4 2ax1xp + X5

Fiir |a| < 1 folgt

xTAx > x5 — 2|al|x1||x2| + 23

> xf = 2Jx[[xa] + 23 = (Ja| — |x2])? 2 0.

Also ist A fiir |a| < 1 positiv semidefinit. A
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Um diese Skalarprodukte vom
Standard-Skalarprodukt zu unterschei-
den, wird oft eine Schreibweise wie
(-, ) o verwendet. Hier machen wir das
nicht - es sollte jeweils aus dem Kontext
klar sein, ob das Standardskalarprodukt
oder ein anderes gemeint ist.

Entsprechend sind die Begriff negativ
(semi-)definit definiert.

Symmetrie von A muss nicht extra ge-
fordert werden, dass sie implizit bei der
Definitheit enthalten ist.

Die Folgerung ,positiv semidefinit*
bleibt richtig, wenn a > 0 ist.
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24 Orthogonalitit und Normen

Definition 24.1. Ist (-, -) ein Skalarprodukt auf V, so nennen wir
zwei Vektoren v, w € V orthogonal (bzgl. (-, -)), wenn (v, w) = 0
gilt.

Wieso Skalarprodukte etwas mit Orthogonalitit im geometri-
schen Sinn zu haben sollen, ist bisher noch nicht klar. Um hier
Klarheit zu schaffen, fithren wir erst noch den Begriff der Norm
ein, welcher (abstrakt) Lingen von Vektoren beschreiben soll. Noch
vorher beweisen wir eine Aussage, die auf den ersten Blick wenig
bedeutend aussieht:

Satz 24.2 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Fiir alle v, w aus einem
reellen Vektorraum V mit Skalarprodukt (-, -) gilt

(v, w>2 < (v,v)(w,w).

Beweis.

Istw = 0, so sind beide Seiten = 0 (und damit ist die Ungleichung
erfiillt). Sei also w # 0. Wir benutzen die positive Definitheit,
Bilinearitit und Symmetrie und sehen, dass fiir alle Skalare A € R
gilt

0<(v—Aw,v—Aw) = (v,v — Aw) — k{w,v — Aw)
(v,0) — Ao, w) — Mw,v) + A2 (w, )
= (v,0) — 2A (v, w) + A% (w, w).

Diese Ungleichung gilt fiir alle A, d.h. sie ist dann aus ,,stirksten
(im Sinne von ,am aussagekriftigsten®) wenn die rechte Seite
so kleine wie moglich ist. Die rechte Seite ist ein quadratisches
Polynom in A (hier benutzen wir, dass w # 0 und daher (w, w) >
0) und kann daher iiber A minimiert werden. Betrachten wir die
rechte Seite also Funktion von A, leiten ab und setzen = 0, so
bekommen wir, dass das minimale Wert fiir A = (v, w) /(w, w)
erreicht wird. Setzen wir dies ein bekommen wir

o+ ({557) o

(v, w)

0 < (v,v) _2<w,w)

Multiplikation mit (w, w) liefert
0 < (w,w)(v,v) — (v, w)?
woraus die Behauptung folgt. O
Nur zur Defintion des Begriffes des Norm:

Definition 24.3. Es sei V ein reeller Vektorraum. Eine Abbildung
|-l : V= [0, 00 heifdt Norm, wenn fiir alle v, w € V und k € R
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gilt Anschaulich: Positive Homogenitit
_ s ‘e bedeutet, dass die Skalierung die
HkZ)H o |k|HZ)H (pOSI'tIVC Homogemtat) sLinge” entsprechend skaliert. Die
lo+w|| < o] + ||w| (Dreiecksungleichung) Dreicksungleichung bedeutet, dass ein
HUH —0 =0 (Deﬁnitiheit) Umweg ,langer” als der direkte Weg
ist
Satz 24.4. Ist (-, -) ein Skalarprodukt auf einem reellen Vektorraum V, v+w w
so ist
v
[l ==/ {v,0)

und Definitheit bedeutet, dass nur der

eine Norm, genannt die von (-, -) induzierte Norm. Nullvektor ,Linge* Null hat.

Beweis. Fiir von Skalarprodukten induzierte
« Positive Homogenitit: Normen gelten Entsprechungen der Bi-
nomischen Formeln:
2 2 2
kol = / (Ko, ko) = \/kk(o,0) e+ yIP = [l +26x,y) + 9] usw.

_ \/k7 /<U, U> _ ‘k‘ HUH Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung liest

sich mit Hilfe der induzierten Norm als
[yl < [lx[llyll-
« Dreiecksungleichung: Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
folgt
o+ w|* = (v +w,0+w) = (v,0) + (v, w) + (w,0) + (w, w)
2 2
= [[ol]” +2(v, w) +[lw]]
2 2
< [lolI” + 2[jol|[w]] + [[wl]|
= (o]l + lfwll)*.

. Positive Definitheit: Ist v = 0, so ist [|v||* = (0v,0) = 0 und
ist ||o|| = 0, so ist (v,v) = 0 und es folgt v = 0 aus der
Definitheit von Skalarprodukten.

O
Beispiel.

1. Aufdem reellen Raum R” spielt das Standardskalarprodukt
eine besondere Rolle. Dies ist

(x,y) =Y xyi =x"y.
i=1

Dies induziert die sogenannte Euklidsche Norm:

Il = /) = Z
1G] = v+
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Im R? ist diese
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was nach dem Satz von Pythagoras der geometrischen Linge
entspricht. In hoheren Dimensionen gilt das Gleiche.

2. Nicht alle Normen werden von Skalarprodukten induziert.
So gibt es zum Beispiel noch die 1-Norm:

n
Ixlly = Y|l
i=1

oder die co-Norm (auch Maximums-Norm genannt)

[x][e = max [x;].
i=1,...,n

In beiden Fillen ist das Nachrechnen der Normaxiome ein-
fach.

3. Auf dem Vektorraum der Riemann-integrierbaren Funktio-
nen auf dem Interval [a, b] ist das folgende ein Skalarpro-
dukt:

(f,8) = / b £(x)g(x)dx.

Dies induziert die 2-Norm

iA1= ([ feorax)

welche z.B. bei partiellen Differentialgleichungen, in der
Quantenmechanik und auch sonst an vielen Stellen der Ma-
theamatik und Physik eine wichtige Rolle spielt.

A

Kommen wir nun dazu, wieso Skalarprodukte etwas mit geome-
trischer Orthogonalitit und Winkeln zu tun haben: Wir benutzen
hier nur das Standardskalarprodukt im R? und die zugehérige
Euklidsche Norm, also

(x,y) =x1y1 +x2y2 und |[x[[, = m

Gilt | x||, = 1 und bezeichnen wir den Winkel zwischen der Recht-
sachse und dem Vektor x mit 6, so ist nach elementarer Geometrie
(siehe Skizze)

(x,e1) = x1 = cos(h).

X

Fiir beliebiges x € R? gilt x = Htzm und Hm
daher

= 1und
2

(x,e1) = [|x]| cos(6).

Nun iiberlegt man sich, dass die Matrix R, = (COS('X) _Sm(“))

sin(a) cos(a)
eine Drehung des R? (um den Winkel « gegen den Uhrzeigersinn)
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X2 Py

X1

Die Drehrichtung gegen den Uhrzei-
gersinn nennt man auch mathematisch
positiv.
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beschreibt. Fiir diese Matrix gilt
_,[cos(a)x; —sin(a)xy\ [cos(a)y; — sin(a yz
(Rax, Ray) = << in(a)x; +cos(oc)x2>’ <sin( a)y1 + cos(a)yr
= cos(a)%x1y; — cos(a) sin(a)x1y, — sin(a) cos(a)xay; + sin(a)?x2y»
+ sin(a)?x1y1 + cos(a) sin(a)x1y, + sin(a) cos(a)xay1 + cos(a)x2y2
= x1y1 + X212 = (x,Y)

und folglich gilt auch ||Rux|l, = /(Rux,Ryx)) = /(x,x) =
||x]|,. Da wir y durch eine Drehung mit einer Matrix R, auf die
Rechtsachse drehen kénnen schlieflen wir also fiir x,y € R?

(x,y) = (Rux, Ray) = ||x|l5 ]|yl cos()

wobei cos(f) den Winkel zwischen den Vektoren R,x und R,y
und damit auch zwischen den Vektoren x und y beschreibt.

Da sich zwei Vektoren x,y € R” in einer gemeinsamen Ebene
befinden, definieren wir den Winkel 6 zwischen diesen Vektoren
iber

cos () := ﬂ
[l [yl
Die Frage, wann eine Norm von einem Skalarprodukt induziert
ist, wird im folgenden behandelt:

Lemma 24.5. 1. Fiirjedes Skalarprodukt gilt die Polarisationsformel
(y) =1((x+yx+y) —(x—yx—y).

2. Ist ||-|| vom Skalarprodukt (-,-) induziert, so gilt die Parallelo-

grammgleichung Die Umkehrung (erfiillt ||-|] die
Parallelogrammgleichung, so ist iiber

2 2 _ 2 2 (xy) = 3+ vl = lIx =yl

Hx—’_yH + Hx—yH - 2<HXH + Hy” ) ein Skalarpréduktdeﬁniert)istderSatz

von Jordan-von Neumann.
Beweis.

1. Wir rechnen nach (und starten mit dem vierfachen rechten
Seite):

(x+tyx+y)—(x—yx—y)
=(x,x+y)+yx+y) —(xx—y) +{yx—y)
= (x,x)+(x,y) + (¥ x)+ ) — (xx)+(xy) +¥x) — vy =4Hxy).

2. Auch hier rechnen wir einfach nach:

x4+ 117+ llx =yl = x> +20e,y) + Iy + 107 = 20 ) + 1yl
= 2( |1« + yI1*).
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25 Orthogonale Komplemente

Definition 25.1. Ist V reeller Vektorraum mit Skalarprodukt und
X C V,soist

Xti={veV|VweX: (w0v) =0}

das orthogonale Komplement von X.

Beispiel.
Fiir V= R2und X = {e1} gilt X* = {(3}) | ((}),e1) =0} =
{(2) [ x2 €R}. A

Satz 25.2. Esist (-, ) ein Skalarprodukt auf V und X,Y C V, so gilt:
i) X ist ein Unterraum von V.

ii) Ist X C Y, soist Y- C Xt

i) X+ = (X)*.

iv) X C (X))

») X = (X5

Beweis.

i) Es seien v,w € X' (d.h. fiir alle x € X gilt (v,x) = 0 und
(w,x) = 0)und k € K. Dann gilt fiir alle x € X

(v+kw,x) = (v, x) + k{w, x) = 0.

ii) Da X C Y gilt, ist die Bedingung fiir v € Y restriktiver als
die fiir v € X*; etwas genauer

Yt={vecV|WeY (y0v) =0}
c{veV|vxeX (x,v) =0} =X
iii) Da X C (X), folgt (X)* C X% aus ii). Ist andersherum
v € X%, so gilt fiir jedes x € (X) auch (v,x) = 0(da x

eine Linearkombination aus Elementen in X ist). Dies zeigt
X+ c(X)*

iv) Es sei x € X. Fiir jedes v € X" gilt dann (x,v) = 0. Da
Skalarprodukte symmetrisch sind, gilt

(v,x) =0 fiirallev € X*
aber das bedeutet x € (X*+)*.

v) Wenden wir iv) auf X an, so sehen wir X+ C ((X*)+)*. Aus
X C (X1)* folgt aber mit ii) auch ((X*+)+)+ C X+, was die
Gleichheit zeigt.

O
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Achtung: Die spitzen Klammern hier
bedeuten den Spann von X!
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Satz 25.3. Ist V n-dimensionaler K-Vektorraum mit Skalarprodukt -, -),
und U ein Unterraum von V, so gilt

dim(U) + dim(Ut) = n.

Beweis.

Es sei {vy,...,0,} eine Basis von U, welche wir zu einer Basis
{v1,...,0m,..., vy} von V erginzen. Ein Vektor x = YI' , k;v; ist
in U+, genau dann wenn fiir j=1,..., mgilt

M-

Il
—_

0=(x,v;) =) _ki{vi,v}),

d.h. U+ ist genau der Losungsraum eines homogenes Gleichungs-
system bestehend aus m Gleichungen mit n Unbekannten. Die
Koeffizienten des Gleichungssystems sind genau m Zeilen des
Gramschen Matrix A = (a;;) = ((v;,9;)). Da (:,-) eine nicht-
ausgeartete Bilinearform ist, hat A den Rang #, also hat die Matrix
des Gleichungssystems Rang m. Daher ist die Dimension des L6-
sungsraumes nach der Dimensionsformel (Satz 10.8) gerade n — m,
was die Behauptung zeigt. O

Korollar 25.4. Ist U ein Unterraum eines n-dimensionalen IR -Vektorraums
V,sogilt U = (U+)*.

Zweimaliges Anwenden von Satz 25.3 zeigt dim((U+)1) =
n—dim(Ut) = n— (n — dim(U)) = dim(U) und mit
U C (U+)* folgt die Behauptung.

Korollar 25.5. U™ ist ein komplementdrer Unterraum zu U.

Zu zeigen: UN UL = {0} und (UUUL) = V.

Fiir ersteres: Seiv € UN UL, d.h. v orthogonal zu sich selbst,

d.h. (v,v) = 0. Da (-, -) positiv definit ist, folgt v = 0.

Zweiteres folgt aus der Dimensionsformel fiir Unterrdume

(Satz 8.12) und der Dimensionsformel aus Satz 25.3, denn

dim((UuUL)) = dim(U) 4 dim(U+) — 0 = dim(V).

Beschiftigen wir uns nun mit speziellen Basen, nimlich sol-

chen, in denen die Vektoren paarweise orthogonal sind:

Definition 25.6. Es sei V ein reeller Vektorraum mit Skalarpro-
dukt (-, -). Eine Menge von Vektoren {v, . .., v, } heifst orthogonal,
wenn fiir i # j gilt (v;,0;) = 0, sie heif$t orthonormal, falls zu-
sitzlich fiir alle i gilt ||v;|| = 1. Eine orthonormale Basis heifit
Orthonormalbasis.

Satz 25.7. Ist {vy1,..., 0y} eine orthogonale Menge von Vektoren aus
V '\ {0}, so gilt

i) Die Menge {H%H’ < +s Toly } ist orthonormal.

ii) Die Menge {v1, ..., vy} ist linear unabhdngig.
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Beweis.

i) Firbeliebige Skalierungen w; = k;v; gilt (w;, w;) = kik;(v;, vj),
also sind die skalierten Vektoren v;/||v;|| wieder orthogonal.
Auferdem ist ||v;/||v;|||| = ||vi|l/]|vi|| = 1, was die Orthonor-
malitit zeigt.

ii) Esseienky, ..., ky € Rund kyv1 + - - - kyyvy, = 0. Bilden wir
das Skalarprodukt mit einem v;, so bekommen wir

0= <Ui,k101> =+ -+ (vi,kmvm) = ki<vi/ Ul'>.

Da v; # 0 gilt, gilt auch (v;,v;) = ||vi]|* # 0 und es folgt
ki = 0.

O

Satz 25.8 (Orthonormalisierungssatz von Schmidt). Ist V ein n-
dimensionaler reeller Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-) und M =
{v1,...,0m} eine orthonormale Menge von Vektoren in V, so lisst sich
M zu einer Orthonormalbasis B = {vy,...,v,} erginzen.

Beweis.

Wir zeigen: Ist m < n, so kann M zu einer orthonormalen Menge
mit m + 1 Elementen erweitert werden, denn daraus folgt die
Behauptung.

Ist nun {vy, ..., v, } bereits orthonormal, aber m < n. Dann
gibt es einen Vektor w,, 1, der nicht im Spann der vy, . .., v, liegt.
Dieser ist aber im allgemeinen nicht zu allen v; orthogonal. Wir
indern nun w,, 11 mit folgendem Ansatz ab:

Wpt1 = Wya1 + ko1 + .. ko

und versuchen, die Koeffizienten ki, . . ., k,, passend zu bestimmen.
Aus der Forderung der Orthogonalitit (@,,11,v;) = 0 und der
Orthonormalitit der vy, . .., v,;; bekommen wir

0 = (Wm+1,0i) = (W1, 0i) + k1 (v1,0i) + - - + ki (Om, 0i)
= <wm+1/vi> + ki'

Setzen wir also k; = — (w11, v;), ist
W1 = Wiyl — (Wint1,01)01 — = (W1, V) Um

ein Vektor, der zu allen vy, . . ., v, orthogonal ist. Durch Normie-
rung

. Wms
Ol = iy
erhalten wir die geforderte orthonormale Erweiterung. O
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Beispiel.
Wir betrachten die Vektoren

=) -

welche beziiglich des Standardskalarproduktes auf IR® nicht or-
thonormal sind.

Wir benutzen die Methode aus dem Beweis des Orthonorma-
lisierungssatzes:

o O

1. Normiere w; zu

1

% 7W1 L w \{g
1= = —=wW1 = —_—
il V3 w?

V3

2. Nimm w, und bilde

Wy = wy — <w2, Ul>01

1 1 1 1
=1 —=((1], (1Lt
0 o) > \1) " \u
1 1
— 2 1
“\g) el
1
3
-
2
3

3. Normiere @;:

) 1 1 NG
leall s\ 22 ve\Z:) | A
V6

4. Nimm w3 und bilde

W3 = w3 — (w3, v1)v1 — (W3, V2)v
1

1 1
N () ()0 [
ol LU IR NN P vl DA vl S A P v
0 o/ \ T o/ |2
V3 V3 NG
1 1
1 V3 V6
— (o]l -L | L] _-L]| L
0 ﬁ\{g \/3\/32
V3 G

)-(!
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5. Normiere @s:

sl |42

Dieses iterative Verfahren zur Produktion einer Orthonormalbasis
nennt sich Gram-Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren.. A

Lineare Algebra 1 | TU Braunschweig | Dirk Lorenz | WiSe 2018/19 99



23.01.2019, VL 24-1

26 Selbstadjungierte Abbildungen

Definition 26.1. Es sei V ein komplexer Vektorraum. Eine Ab-
bildung (-,-) : V x V. — C heifit Skalarprodukt, wenn folgende
Eigenschaften gelten: Fiir alle u,v,w € V und a € C gilt

u+'0 w) = 1,[ w + U,w . .
( ) = (w,w) + (v, w) (Linear in 1. Komponente)

(av, w) = a(v, w)
(u,0+w) = (u,0) + (u,w) e
(0, aw) = & (o, w) (Semilinear in 2. Komponente)
(v,w) = (w,v) (Antisymmetrie)
v#0 = (v,v) >0 (positive Definitheit)

Man rechnet schnell nach: Auf C" ist durch
n
X,y) =Y %k
k=1

ein Skalarprodukt gegeben, es heifit, das unitdre Skalarprodukt. Auch
dieses lisst sich durch Matrixmultiplikation beschreiben. Dafiir
fuhren wir ein: Ist A € C"*" so ist die konjuguert-transponierte
oder adjungierte Matrix dazu A € C"*™ definiert durch

AP =", dh (AM); =4;

Damit gilt fiir das unitire Skalarprodukt

(ry) =x"g=y"x.
V6llig analog zum reellen Fall zeigt man die Cauchy-Schwarz-
Ungleichung fiir den komplexen Fall und, dass jedes Skalarpro-
dukt auf einem komplexen Vektorraum via ||x|| = y/(x, x) eine
Norm induziert. Das unitire Skalarprodukt auf C” induziert die
unitdre Norm

; 1/2 ; 1/2
[l =/ {x, %) = <k§xkxk) = (I;!xk\2> :

Weiterhin sind die Begrifte orthogonal, orthogonales Komplement und
Orthonormalbasis v6llig analog zum reellen Fall definiert.

Definition 26.2. Es sei V ein reeller oder komplexer Vektorraum
mit Skalarprodukt (-, -). Ein linear Abbildung f : V — V heifit
selbstadjungiert, wenn fiir alle v, w € V gilt

{f(0),w) = (v, f(w)).

Satz 26.3. Ist V = R" bzw . = C" mit dem Standard- bzw. unitirem
Skalarprodukt, so gilt: Die lineare Abbildung die zur Matrix A € R™"*"
bzw. € C"*" ist selbstadjungiert genau dann, wenn im reellen Fall
A = AT gilt und im komplexen Fall A = A gilt.
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Erinnerung: Fiira = x +iy mitx,y €
R ist @ = x — iy das komplex konju-
gierte.

Beachte dass die Antisymmetrie impli-
ziert, dass fiir alle v gilt (v, v) = (v, v)
und daraus folgt (v,v) € R.

Achtung: Hiufig wird bei komplexen
Skalarprodukten auch Semilinearitit in
der ersten und Linearitit in der zweiten
Komponente gefordert.
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Beweis.
Es gilt im komplexen Fall

n n n
(o Ay) = Yx Y agy = Y. nagy = Y Y. @ 7 = (Afx,y),
k=1 j=1 jk=1 j=1k=1 "~~~
(AHX)]'
und der reelle Fall ist analog. O

Eine Matrix A € C"™*" mit A" = A heifit hermitesch. Fiir eine
hermitesche Matrix A gilt insbesondere ay; = ay, d.h. Eintrige
auf der Diagonalen sind reell.

Lemma 26.4. Ist f eine selbstadjungierte Abbildung auf einem reel-
len oder komplexen Vektorraum V, so sind alle Eigenwerte von f reell,
insbesondere hat eine hermitesche Matrix nur reelle Eigenwerte.

Beweis.
Ist A ein Eigenwert von f, so existiert ein v € V mit f(v) = Av.
Es folgt

Mo, v) = (Av,0) = (f(0),0) = (v, f(v)) = (v, Av) = A{o,0).
Esfolgt A = A,also A € R N

Satz 26.5 (Spektralsatz fiir selbstadjungierte Abbildungen). Ist f
eine selbstadjungierte Abbildung auf einem n-dimensionalen reellen oder
komplexen Vektorraum, so gibt es eine Orthonormalbasis aus Eigenvek-
toren von f. Insbesondere haben hermitesche komplexe Matrizen und
symmetrische reelle Matrizen eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren.

Beweis.
Behandeln wir zuerst den komplexen Fall: Nach dem Fundamen-
talsatz der Algebra zerfillt das charakteristische Polynom von f

in Linearfaktoren, d.h. es gibt A1,..., A, mit
XF(A) = (A= A1) -+ (A= Ay)
und nach Lemma 264 gilt A1,..., A, € R.

Zeigen wir nun induktiv, dass es eine Orthonormalbasis aus
Eigenvektoren von f gibt: Zum Eigenwert A; gibt es einen Eigen-
vektor 1, und wir konnen annehmen, dass ||v1] = 1 gilt.

Wir setzen

W={o}t={weV|(wuov) =0}
Es gilt dim(W) = n — 1 und auflerdem ist fiir w € W

(o1, f(w)) = (f(v1),w) =

d.h. f(W) C W. Wir kénnen also die Einschrinkung f| von f
auf W betrachten und bekommen mit f|}y eine selbstadjungierte
Abbildung auf'dem n — 1-dimensionalen Vektorraum W. Nach

(/\101,w> = A1<Ul,w> = 0,
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Der Beweis benutzt den Fundamental-
satz der Algebra. Dieser besag, dass je-
des nicht-konstante Polynom mit kom-
plexen Koeffizienten eine komplexe
Nullstelle hat. (Es folgt daraus, dass Po-
lynom p(z) = Yi_, axzF vom Grad n
in Linearfaktoren zerfillt, d.h. es gibt
Nullstellen A4, ..., Ay € C (nicht not-
wendigerweise verschieden), so dass
p(z) = an 121 (z — A1).)

Diesen Satz beweisen wir hier nicht -
typischerweise wird er im Rahmen der
Funktionentheorie bewiesen.
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Induktionsannahme hat W eine Orthonormalbasis aus Eigenvek-
toren von f | welche durch v; zu einer Orthonormalbasis von V
aus Eigenvektoren von f erginzt wird.

Der reelle Fall geht iiber den komplexen Fall: Die Darstellungs-
matrix von f beziiglich einer Orthonormalbasis ist reell symme-
trisch, also auch komplex hermitesch. Also existiert dazu eine
Orthormalbasis (des Koeffizientenraumen) welche mit Hilfe der
Orthormalbasis, beziiglich derer dargestellt wurde, eine Ortho-
normalbasis aus Eigenvektoren in V liefert. O

Lemma 26.6. Istvq, ..., v, eine Orthonormalbasis in R™ oder C", und
ist A= (v1 -+ vy) € RV bzw. € C"™", 50 gilt ATA = E,, bzw
AHA € E,.

Insbesondere gilt: Die Spalten von A bilden eine Orthonormalbasis
genau dann, wenn A~ = AT bzw. A~ = AH,

Beweis.

Es gilt (ATA)j; = (v;,v;) (im reellen) und (A7 A);; = (v, vj) (im
komplexen). In beiden Fillen folgt die Behauptung, da (v;, v;) =
Jij. O
Definition 26.7. Eine n x n Matrix deren Spalten paarweise ortho-
normal sind heif$t orthonormale Matrix.

Es gilt iibrigens: Ist A orthonormal, so ist AT (im reellen Fall)
bzw. A (im komplexen Fall) orthonormal. Oder anders gesagt:
Sind die Spalten einer Matrix orthogonal, so sind es auch die
Zeilen.

Nur der komplexe Fall: Es giItAH =A1dhE,=A1A=
A" A und ebenso E, = AA™! = AAM. Aus letzterem folgt,
dass AH eine orthonormale Matrix ist.

Korollar 26.8. Ist A eine reell-symmetrische bzw. komplex-hermitesche
Matrix, so existieren eine orthogonale Matrix S und eine reelle Diago-
nalmatrix D so dass STAS = D (im reellen Fall) bzw. ST AS = D (im
komplexen Fall).

Man schreibe die Eigenvektoren in die Spalten von S; dann gilt
S~1AS = D wobei D die Eigenwerte auf der Diagonalen hat.
Bemerke schlieRlich, dass S~ = ST (bzw. = S™)

Beispiel.
Wir betrachte A € IR**? gegeben durch

2 -1
=405
mit charakteristischem Polynom

xa(A) = det( <2__1A 2__1A>) =(2-A)2—-1=A%—4A+3.
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Also sind die Eigenwerte
3
Mp=2+V4-3= {1 ,

(und wie erwartet, beide reell). Wir suchen nun normierte Eigen-
vektoren zu A = 1:

Kern(A — E;) = Kern( (_11 _11>) = <G>>

Ein normierter Eigenvektor ist also z.B.

o = (1/V2
\ve)
Zum Eigenwert A, = 3 ergibt sich

Kern(A — 3E;) = Kern((:i :1) = (( 11>>.

Hier ist ein normierte Eigenvektor zum Beispiel

== (4)

Also lisstsich A durch die (orthonormale) Matrix S = % E _11]

diagonalisieren. Es gilt S~! = ST und
1 1 2 -1 1 1
T _ 1 1
sas=5 (0 5 (5 2)H0 )

(1 1)\ (1 3

S 2\1 -1/\1 -3

_1(2 0y _/10

~2\0 6/ \0 3
und auf der Diagonale stehen, wie erwartet, die Eigenwerte. A

Beispiel.
Fiir die komplex-hermitesche Matrix

=
A= (1)

ergibt sich das charakteristische Polynom

—1—-A 1+
XA(A):det(< 1—1i 1_/\>

= (1A= - (A1 —i) =13,
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Also sind die beiden Eigenwerte A, ,, = ++/3. Als Eigenvektoren
ergeben sich z.B.

1+i 1+i

(wir kénnten hier noch mit einer beliebigen komplexen Zahl mul-
tiplizieren und wiirden ebenfalls Eigenvektoren erhalten). Das
Normieren dieser Vektoren fiihrt auf ziemlich uniibersichtliche
Ausdriicke. Zum Beispiel ergibt sich als normierter Eigenvektor
zum Eigenwert A} = v/3 der Vektor

1+i

_ | Ve+2v3
0 =
243

3+v3
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27 Hauptachsentransformation

Der Spektralsatz fiir selbstadjungierte Abbildungen hat Konse-
quenzen fiir die Darstellung von symmetrischen Bilinearformen:

Satz 27.1. Es sei A € R"™" symmetrisch und B die Bilinearform
definiert durch B(x,y) = (Ax,y) (mit dem Standardskalarprodukt).
Dann gibt es eine Orthonormalbasis B = {wy, ..., w,} des R" be-
stehend aus Eigenvektoren von A, so dass die Gramsche Matrix von B
beziiglich der Basis BB eine Diagonalmatrix diag(A4, ..., A,) ist, d.h.
B(w;, w;) = Aidjj, wobei Ay, ..., A, die Eigenwerte von A sind.

Beweis.
Da A symmetrisch ist, ist A nach Satz 26.5 orthonormal diagona-

lisierbar, d.h. es gibt eine orthonormale Basis B = {wy, ..., wy,},
so dass Aw; = Ajw;. Die Gramsche Matrix von B beziiglich dieser
Basis B ist also

(Ap)ij = B(wi, wj) = (Aw;, wj) = (Miw;, wj) = Aid;;
also Ag = diag(A4, ..., An), wie behauptet. O

Definition 27.2. Ist B eine Bilinearform auf R” definiert durch
B(x,y) = (Ax,y) (mit Standardskalarprodukt), dann ist g : R" —
R definiert durch g(x) = B(x, x) die zugehérige quadratische Form.

Wir bemerken, dass fiir jede quadratische Form gilt
g(x) = (Ax,x) = (x, ATx) = (ATx, x)
und es folgt also
q(x) = (2(A+ AT)x, x).

Die quadratische Form hingt also nicht wirklich von A, sondern
von der symmetrischen Matrix (A + AT) ab. Wir kénnen bei
quadratischen Formen also ohne Einschrinkung annehmen, dass
die zugehorige Matrix A symmetrisch ist.

Wir halten noch fest:

Lemma 27.3. Jede Matrix A € R"*" ldsst sich als Summe einer symme-
trischen Matrix Ag und einer schiefSymmetischen Matrix A 4 schreiben.

Beweis.
Wir setzen As = 1(A+ AT)und Ay = (A — AT). Dann ist
Al = A5, AT =L (AT - A) = —A und As + A = A O
Beispiel.

Fir A = <2 5 > ist die zugehorige Bilinearform
B(x,y) = ax1y1 + Bx1y2 + Bxayr + vx2y2.
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Eine Matrix M € IR"*" heifdt schief-
symmetrisch, wenn MT = —M gilt.
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Die quadratische Form ist also
ga(x) = ax} +2Bx1x0 + yx3.

Sei umgekehrt p(x1, x2) = ax? 4 bxyx, + cx3 +dxy + ex, + f ein
quadratisches Polynom in zwei Variablen. Dann gilt

p(x1,x2) = xT <b?2 b£2> x+(d e)x+f.

Wir untersuchen das Polynom nur bis auf den linearen und kon-
stanten Term, und untersuchen die Eigenwerte der Matrix. Diese
hat die beiden Eigenwerte

AMjp=3%(a+cE/(a—c)2+b2).

Die beiden zugehorigen Eigenvektoren w; und w; rechnen wir
nicht aus, doch wir wissen, dass sie orthonormal gewihlt werden
kénnen. Wir setzen S = (w; w,) und z = S~1x = STx, also gilt
x = Sz. Damit ist

g(x) = xT (bjz bf) x =2T8TASz = 27571 ASz

und wegen S~'AS = diag(Aq, A2), folgt
q(x) = z" diag(A1, A2)z = M1z} + Apz?.

Wir interpretieren die Situation geometrisch, indem wir die Men-
ge C = {x € R? | g(x) = 1} betrachten. Diese lautet ax? +
bx1x; + cx3 —1 = 0 und es ist auf den ersten Blick nicht klar,
welche geometrische Form sie hat. In den neuen Koordinaten z
wird diese einfach zu )\12% + Apz2 — 1 = 0. Formales Auflésen
nach z, gibt

72 =+ /\% — %z%

Die Form der Losungsmenge hingt von den Vorzeichen von 1/A,

und Ay /A ab: Es gilt:

1. A1, Ay > 0: Hier ist der Ausdruck unter der Wurzel nur fiir
|z1| < 1/+/A1 nicht negativ und C ist eine Ellipse:

X2

1/v/A;
\ 2]

N
N
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2. Ay < 0, A, > 0: Hier ist der Ausdruck unter der Wurzel
immer positiv und C ist eine Hyperbel

X2

N
N

X1

(Im Fall A; > 0 und A, < 0ist die Hyperbel in die andere
Richtung offen.)

3. A1 > 0, Ay = 0: C besteht aus den beiden Geraden z; =
VA

4. A, Ay < 0: Hier ist C leer.

28 Matrixgruppen

Satz 28.1 (und Definition). Es sei K ein Korper und die Menge aller
invertierbaren n X n Matrizen sei

GL,(K) = {A € K"™" | A invertierbar}.

Dann ist GL, (K) versehen mit der Matrixmultiplikation eine Gruppe,
genannt allgemeine lineare Gruppe der Ordnung n iiber dem Korper
K.
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Eine Gruppe ist eine Menge G mit einer
assoziativen Verkniipfung o, so dass es
ein neutrales Element e € G gibt und
jedes Element ¢ € G ein inverses Ele-
ment g~ 1 hat, fiir das gilt go g~ ! =
g log=chat



29.01.2019, VL 25-4

Beweis.

Sind A, B € GL,(K), soist AB € GL,(K) (die Dimension passt
und wegen (AB)~! = B"1A~!ist AB invertierbar). Assoziativitit
der Multiplikation folgt aus der Assozivitit der Verkniipfung von
Abbildungen (indem wir Matrizen als lineare Abbildungen auffas-
sen). Das neutrale Element ist die Einheitsmatrix E, und inverse
Elemente existieren per Definition. O

Im Fall K = R bzw. K = C hat GL,(K) einige wichtige Unter-
gruppen:

Definition 28.2. Wir bezeichnen

O(n) := {A € GL,(R) | A”! = AT} (orthogonale Gruppe)
SO(n):={A € O(n)|det(A) =1}

(spezielle orthogonale Gruppe)

U(n) :={A € GL,(C) | A = AH} (unitire Gruppe)

Dass es sich tatsachlich im Untergruppen handelt, ist in allen
Fillen schnell nachzurechnen: Sind A,B € O(n), dann ist
(AB)"! = B~1A~1 = BTAT = (AB)T (der Nachweis fiir
U(n) geht genau so, nur mit I statt 7). Sind A, B € SO(n),
dann ist det(AB) = det(A) det(B) = 1.
Fiir n = 2 lassen sich O(2) und SO(2) einfach beschreiben:
Lemma 28.3. Ist A € O(2), so gibt es ein a € [0,271[, so dass

A= () amls) o A= (Sl SR

Im ersten Fall ist A € SO(2) und beschreibt eine Drehung, im zweiten
Fall ist det(A) = —1 und beschreibt eine Spiegelung.

Beweis.
Ist A € O(2), muss ATA = E; sein. Ist A = (*}), so bedeutet

das
1 0\ _ (a c\(a b\ _(a®>+c* ab+cd
0 1) \b d)\c d) \ab+cd V*+d*)"

Das heifit, es miissen die drei Gleichungen
i)a? +c*=1, ii)ab+cd =0 iii)b*+d*>=1

erfiillt sein. Wegen 7) und iii) gibtesa, a’ € [0,27t[,mita = cos(a),
¢ = sin(a), b = sin(a’), d = cos(a’). Nach ii) und dem Additions-
theorem fiir den Sinus gilt 0 = cos(«) sin(a’) + sin(a) cos(a’) =
sin(a + «’) und daher ist &« — &’ ein ganzzahliges Vielfaches von 7.
Ist « — o’ ein gradzahliges Vielfaches von 7, so gilt b = sin(a’) =
—sin(a) und d = cos(a’) = cos(a) und ist & — &’ und ungradzah-
liges Vielfaches, so folgt b = sin(a’) = sin(a) und d = cos(a’) =
— cos(a).

Die Determinanten rechnet man einfach aus, die Geometrie
von Drehungen haben wir uns in Abschnitt 24 klar gemacht und
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Ist G eine Gruppe, dannist H C G eine
Untergruppe, wenn H abgeschlossen
beziiglich der Gruppenverkniipfung ist.
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dass im zweiten Fall eine Spiegelung an der Geraden mit Winkel
« /2 beschrieben wird kann man sich z.B. mit Hilfe von Eigenvek-
toren und Eigenwerten klar machen. O

Fiir n > 2 wird die Beschreibung von O(n) und SO(n) etwas
komplizierter.
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