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Vorbemerkung

Dies ist das Handout zur Vorlesung , Analysis 3, gehalten an der
TU Braunschweig im Wintersemester 2020/21. Es keinerlei An-
spruch, auch ohne Besuch der Vorlesung verstindlich zu sein.
Diese Version enthilt mit an Sicherheit grenzender Wahrschein-
lichkeit zahlreiche Fehler und das, obwohl viele Leserinnen und
Leser schon zahlreiche Fehler gefunden haben; seien Sie also auf-
merksam beim Lesen.

Die Aufzeichnungen der Vorlesungen zu diesem Skript fin-
den Sie entweder im Stud.IP-Eintrag zur Vorlesung oder auf dem
YouTube Kanal

https://www.youtube.com/channel /UCn9kJUL71fuliXXxX-06090g.

Alle weiteren Materialien finden Sie in Stud.IP.

Braunschweig, den 12. Februar 2021 Dirk Lorenz
d.lorenz@tu-braunschweig.de
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1 Einleitung und Motivation - Das Maflproblem

Wir wollen nun im mehrdimensionalen integrieren. Genauer: Ist
Q C R% und f : QO — R, so wollen wir das Integral von f iiber Q)
definieren. Fiir d = 2 soll das Integral dabei das “signierte Volu-
men zwischen Graph und x;-x-Ebene” sein. Insgesamt werden
wir hier anders vorgehen als in einer Dimension. Das liegt an zwei
Dingen:

1. In einer Dimension hatten wir ein Intervall in Teil-Intervalle
unterteilt und Funktionen betrachtet, die auf diesen Teilin-
tervallen konstant sind. In mehreren Dimensionen gibt es
keine naheliegende Unterteilung einer beliebigen Menge
O C R

2. Das Riemann-Integral fithrt zu Problemen bei Grenziiber-
gingen: Sind Funktionen f, alle Riemann-integrierbar tiber
einem Intervall [4, b], und konvergiert f, — f punktweise,
so folgt nicht, dass f Riemann-integrierbar ist.

Wir gehen also anders vor:

1. Wir kliren zuerst, wie wir fiir moglichst beliebige Mengen
A C R? die “Grofe” der Menge bestimmen kénnen (fiir
d = 1 also die “Lange” fiir d = 2 die “Fliche”, usw.). Dies
fiihrt auf den Begriff des MajfSes.

2. Anschlieffend gehen wir zu Integralen {iber: Dazu werden wir
nicht wieder den Defintionsbereich () einer Funktion f : O —
R unterteilen, sondern den Wertebereich, d.h. wir betrachten
Mengen der Form

{x €0 | M Sf(x) < AZ}

Dieser Zugang zu Integralen wurde 1902 von Henri Léon Le-
besgue entwickelt.

Kommen wir zuerst zum Begrift des MafSes. In der Antike wur-
den Flicheninhalte (und Volumina) dadurch bestimmt, dass man
die Fliche zerlegte und die Teile durch geometrische Konstruktio-
nen auf einfache Flichen zuriickfiihrte, von denen man den Fli-
cheninhalt einfach postulierte (z.B. fiir Rechtecke durch Linge mal
Breite). Fiir beliebige Teilmengen des IR? (und allgemeiner im IR¥)
ist nicht mehr klar, was ein sinnvoller Begriff eines Flicheninhal-
tes sein soll. Im ersten Semester hatten wir schon gesehen, dass wir
Inhalte von Flichen, die wir mit Hilfe von Riemann-integrierbaren
Funktionen beschreiben konnen, durch ein Integral berechnen
konnen. Diese Konstruktion ist allerdings nicht sehr flexibel, da
sie auf einer Zerlegung des Definitionsgebietes in Intervalle be-
ruht (was inbesondere auch der Grund fiir das schlechte Verhalten
beziiglich Grenzwerten ist).
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X1

Hier ein einfaches Beispiel: Es sei [ =
[0,1] und Q = INQ die Menge der
rationalen Zahlen in I. Wir kénnen Q
abzihlen als Q = {g; | k € N} und
definieren

fulx) = {1, fallsx € {q1,...,qu}

B 0, sonst.

Fx) = {1, fallsx € Q

0, sonst

gilt f — f punktweise. Die
Funktionen f, sind stiickweise stetig
mit endlich vielen Unstetigkeitsstellen
und daher Riemann integrierbar (mit
fol fn(x)dx = 0. Die Grenzfunktion f
hingegen in nicht Riemann integrier-
bar.



19.10.2021, VL 1-2

Das Problem, allgemeinen Teilmengen des IRY ein Maf (was
die Begriffe Linge, Fliche und Volumen in d = 1,2 bzw. 3 verall-
gemeinert) zuzuweisen, nennt man das MafSproblem. Wir wihlen
einen axiomatischen Zugang und stellen zuerst eine Wunschliste
von Eigenschaften zusammen. Von einem Maf§ hitten wir gerne:

(M1) Definitionsgebiet: Ein Maf y ist eine Abbildung, die jeder
Teilmenge M C IRY eine nicht-negative Zahl oder ggf. auch
“400” zuweist.

Jede Menge soll ein Maf$ haben, negative Maf3e scheinen
nicht sinnvoll.

(M2) Additivitit: Zerlegt man eine Menge in disjunkte Teile, dann
soll das Mafd der Menge gleich der Summe der Mafie der Teile
sein.

(M3) Translationsinvarianz: Fiir M C RY und a € R? soll fiir die
verschobene Menge a + M = {a + x | x € M} gelten

pla+ M) = u(M)

Verschieben soll das Maf gleich lassen.

(M4) Normierung: Fiir den Einheitswiirfel W¢ := {x € R? | 0 <
x; < 1} gﬂ’[
n(W?) =1

Dies normiert das Maf. Im Prinzip ist der Wert 1 willkiir-
lich; aber sinnvoll.

Diese Axiome erscheinen nicht zu ambitioniert; jede Forde-
rung fiir sich klingt einleuchtend und naheliegend. Allerdings
tauchen schnell Probleme auf.

1. Problem: Beliebige Additivitit funktioniert nicht. Das erste Pro-
blem betrifft (M2), (M3) und (M4): Wir kénnen jede Menge,
insbesondere den Einheitswiirfel W¢, als disjunkte Vereini-
gung ihrer Punkte darstellen:

w?= J {x}.

xeWHd

Das Maf u(W?) soll nach (My) gleich eins sein. Mit (M2)
sollte auch eins herauskommen, wenn wir die Mafle der
Mengen {x} zusammenzihlen. Das Problem ist: setzen wir
u({x}) = 0, also das MafR eine einpunktigen Menge auf’
Null, ergibt sich bei Summieren immer noch Null. Setzen
wir u({x}) = € > 0, so muss dies wegen (M3) fiir alle x die
gleiche Zahl € sein, aber dann ist die Reihe iiber die MafSe
aller Punkte in W? divergent und wieder nicht gleich eins.
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Wir kénnen also nicht (M1)-(My) gleichzeitig haben. Wir wollen
aber an der Forderung, dass einzelne Punkte das Mafd Null haben,
festhalten, d.h. u({x}) = O fiir alle x.

Daraus folgt mit der Additivitit sofort, dass es bei einem In-
tervall fiir das Maf nicht auf die Randpunkte ankommt, d.h. es
gilt u([a,b]) = u([a,b]) = u(]a,b]) = u(]a, b[). Auflerdem folgt
aus der Additivitit sofort, dass die leere Menge das Maf} Null hat.

Versuchen wir, die geforderte Additivitit abzuschwichen:

(M2) abzihlbare Additivitit (auch o-Additivitit): Hat man abzihl-
bar viele disjunkte Mengen My, My, -+ C R, dann soll
gelten

(U M) = i.“(Mj)

jEN j
Hieraus folgt insbesondere auch:

(Ms) [Monotonie:] Ist A C B,soist B = AU (B\ A) und die
Vereinigung ist disjunkt. Daher gilt

#(B) = p(AU (B\ A)) = pu(A) + (B A)
=0 7

> n(A)
immer wenn B D A gilt.

Dies verbietet die Zerlegung in {iberabzihlbar viele Teile und
das Problem, dass bei Zerleung in einzelne Punkte auftritt wire
damit behoben. Es bleibt aber immer noch ein Problem iiber; dies
ist etwas diffiziler.

2. Problem: Abzihlbare Additivitit funktioniert nicht. Dies Pro-
blem wurde schon 1904 von Guiseppe Vitali entdeckt und
beruht auf der Kontruktion einer sehr “pathologischen” Teil-
menge des Einheitsintervalls, der sogenannten Vitali-Menge:

Wir betrachten das halboffene Einheitsintervall [0, 1]. Wir
definieren die folgende Aquivalenzrelation:

x~Ry = x—yecQ.

Dann zerfillt [0, 1] in disjunkte Aquivalenzklassen und es
sei N C [0,1] eine Menge, die aus jeder der Aquivalenz-
klassen genau ein Element enthilt. Diese Menge N wird
Vitali-Menge genannt. Zu diesem N definieren wir rationale
Verschiebungen, d.h. zu v € Q sei

N, ={x+r|xe N}
Es gilt:

i) Istr #sfiirr,s € QN[0, 1], so gilt N, N N; = Q.
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Eine gute Anschauung flir diese Menge
gibt es leider nicht. Das liegt daran, dass
ihre Konstruktion benétigt, dass man
aus unendlich vielen Mengen gleich-
zeitig jeweils ein Element auswahlen
muss. Dies ist kein explizites Konstruk-
tionsprinzip und l4sst sich nicht syste-
matisch durchfiihren. Das Prinzip, aus
einer beliebigen Menge von Mengen ei-
ne neue Menge zu kontruieren, indem
man jeweils ein Element aus jeder der
Mengen nimmt, ist eines der Axiome
der Mengenlehre und wird Auswahlaxi-
om genannt. Dieses Axiom haben wir
schon benutzt ohne es zu erwihnen. Es
ermdglicht viele einfache abstrakte Kon-
struktionen, fiihrt aber auch zu seltsa-
men Ergebnisse, wie z.B. der Existenuz
der Vitali-Menge.
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ii) Ist {r, }nen ein Abzihlung der Menge T = [—1,1] N Q,
so gilt

[0,1[C [J Ny,
n=1
iii) Es gilt
U N,, C [-1,2]
n=1

i) Angenommen, es wire N, N N; # @. Dann gibe
esx,y € N, sodass x +r = y + s. Dann wire aber
x—y=s—r € Qunddamitwirex ~2 yundx,y
wiren in der gleichen Aquivalenzklasse und kénnten
nicht beide in N sein. Ein Widerspruch.

i) Esseia € [0,1],d.h. 0 < a < 1. Dieses a liegt in
einer der Aquivalenzklassen der Relation ~@ und da-
her kénnen wires alsa = r+ x mit x € N und
r € Q schreiben. Da 0 < a,x < 1 gilt, muss
r =a—x € [—1,1] gelten und daher folgt die
behauptete Inklusion.

i) Fur|r| <1istN, C [-1,2].
Und hier haben wir das Problem:
« Wegen der Normiertheit gilt
p((0,1)) =1
und wegen
[—1,2] = [-1,0[U[0,1[U[1,2]
und der Verschiebungsinvarianz gilt

u((=1,2]) =3.
« Es folgt also mit Monotonie (Ms)
iy e i)
1=p([0,1]) < (U Ny,) < p([-1,2) =3.

n=1
« Wegen der abzihlbaren Additivitit folgt, da die Mengen
N, paarweise disjunkt sind,
1<) u(N,,) <3.
n=1
« Wegen der Verschiebungsinvarianz haben die Mengen
N, alle das gleiche Maf$ wie die Menge N.

Wir sehen: Egal welches Maf} wir der Menge N zuweisen,
wir bekommen einen Widerspruch in der Ungleichung 1 <

Yoo H(N) <3.
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Hier kénnte Abhilfe darin bestehen, nur noch zu fordern

(M2)” endliche Additivitit: Fiir endlich viele disjunkte Mengen
My, ..., M, C R% soll gelten

r r

n(lUJ M) =Y u(M)

j=1 j=1

Auch das fiihrt immer noch zu einem Problem

3. Problem: Auch endliche Additivitit funktioniert nicht! In drei
Dimensionen gibt es das Banach-Tarski Paradoxon. Dies be-
sagt, dass man die Einheitskugel in R? in fiinf disjunkte
Teile zerlegen kann, so dass diese durch Drehungen und
Verschiebungen zu zwei neuen Einheitskugeln zusammen-
gesetzt werden konnen. Fiir diese fiinf Mengen lisst sich also
kein endlich-additives Maff definieren, da sich einerseits die
fiinf Mafe zu eins aufaddieren miissen, aber andererseits
fiir jeweils zwei und drei davon das gleiche gelten muss.

Man kann dies Paradoxon, grob gesprochen, dadurch erkliren,
dass die Zerlegung dermaflen komplizierte Mengen benutzt, dass
der Begriff des “Volumens” fiir sie keinen Sinn mehr ergibt.

Wir waren also doch zu ambitioniert und miissen unsere Axio-
me abindern. Wir fragen uns, welche unserer Forderungen (M)
bis (M4) zu ambitioniert war und was weggelassen werden soll.
Zwei Moglichkeiten bieten sich an:

« Wir fordern nicht mehr, dass alle Mengen ein Maf} haben
sollen, sondern nur noch “gentigend viele” Mengen. Es gibt
ja iiberabzihlbar viele Elemente in R? und die Menge aller
Teilmengen von R? noch einmal gréfler (sogar in einem
prizisen Sinn, Stichwort “Cantors Diagonalargument”).

« Wir verzichten auf die “Additivitit” in jeder Form und for-
dern hier weniger.

Wir nehmen den ersten Weg, d.h. wir schwichen (Mz) ab (in-
dem wir einen kleineren Definitionsbereich nehmen) und be-
nutzen weiterhin (M2)'. Daher werden wir in den nichsten Ab-
schnitten zuerst allgemeine Systeme von Teilmengen einer Menge
untersuchen.
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2 Mengenalgebren und -ringe

Es sei () eine Menge. Mit ‘B(Q)) bezeichnen wir die Potenzmenge,
d.h. die Menge aller Teilmengen von (). Fiir zwei Mengen A, B €
P(Q) gibt es

AUB (Vereinigung)
ANB (Schnitt)
A\B (Mengendifferenz)
Ab:=0\ A (Komplement)
AAB:=(A\B)U(B\ A) (symmetrische Differenz)

Fiir Familien von Mengen, also fiir A; € PB(Q), i € I ist

UAi={xeQ|Jjel:xc A},
iel
NAi={xeQ|Vjel:xe A},
icl

wobei I eine beliebige (endliche, abzihlbar unendliche oder auch
itberabzihlbar unendliche Menge) ist.

Satz 2.1. Fir A,B,C,X, Y, A;, X; € B(Q) miti € I gilt
i) AND =A ANA=0Q

ii) AAB = BAA

iii) (AAB)AC = AA(BAC)

) (AAB)NC =(ANC)A(BNC)

v) Wenn ANB =@, dann AAB =AUB

vi) Wenn B C A, dann AAB= A\ B

vii) Wenn XNY = @, dann ANB C (XAA)U (YAB)
viii) (Uier ;) (Uier Ai) € Urer(XiDAy)

Beweis.

Die Regeln i) bis vi) macht man sich schnell mit einem Bild klar.
Zu vii): Sei x € AN B. Wir unterscheiden die beiden Fille

x € Xund x ¢ X:

1. Istx € X, soist (wegen XNY = @) x ¢ Y. Dann ist aber
x € YAB und damit auch in (XAA) U (YAB).

2. Istx ¢ X,soistx € A\ X und damit ebenfalls in (XAA) U
(YAB) was die Behauptung zeigt.

Zu viii): Sei x € ( Uier Xi> A ( Uicr Ai) . Auch hier unterschei-
den wir zwei Fille, nimlich x € ;c; Xj und x ¢ U;; Xi.
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Manchmal wird die Potenzmenge auch
mit 20 bezeichnet. Dies ist dadurch
motiviert, dass jede Teilmenge A C
Q) durch eine Funktion f4 von Q) in
die zwei-elementige Menge {0,1} be-
schrieben werden kann, nimlich durch
fa(x) =1fiirx € Aund = 0 sonst.

Fiir leere Vereinigungen und Schnitte
gibt es die Konventionen J;egp Ai = @
und ﬂie@ Ai =QO.

ANB

AAB

AUB

A\ B
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1. Ist x € Ujep Xi, soist x € ;1 Ai- Das bedeutet, dass x in
mindestens einem X;, liegt und in keinem A;. Dann ist aber
x € Xj,AAj, und also auch in J;c;(X;AA;).

2. Ist x & Ujes Xi, so gilt x € Ujc; A; und das Argument ist
analog.

O

Definition 2.2. Ist () eine Menge und 2 C () eine Menge von
Teilmengen. Dann heif$t 2 eine Mengenalgebra auf (), wenn gilt

i) @ e,
i) Ac — Alex,
iii) A, Bed = AUBe
Beispiel. Fiir jede Menge () sind
A={0,0}, und 2A=P(Q)
Mengenalgebren.

Definition 2.3. Fin Mengensystem R C () heifit Mengenring,
wenn gilt

i) @ € R,
ii) ABER = A\BeWnR,
iii) AL BER = AUB€ER.

Jede Mengenalgebra ist ein Mengenring und ein Mengenring
R ist eine Mengenalgebra, wenn () € R gilt.

Wir kénnten ii) und iii) auch durch ii’) “A,B € R —
AAB € R"undiii) A,B € R = AN B € R” ersetzen.

Dass ii) und iii) aus ii) und iii) folgen, sieht man schnell, und
fiir die Riickrichtung zeigt man zuerst die Identititen A\ B =
(ANB)AAund AUB = (AAB)A(ANB).

Beispiel. a) Ist () eine Menge, soist R = {A C Q) | A endlich}
ein Mengenring und eine Mengenalgebra genau dann, wenn
Q) endlich ist.

b) Ist Q) eine Menge, so ist A = {A C Q | A oder A endlich}
eine Mengenalgebra.

¢) Fir O = R sei 9 die Menge aller Teilmengen A C R die sich
schreiben lassen als

m
A= Jlai, bi[, a;i <b
i—1

(D.h. Q besteht aus endlichen Vereinigungen von links abge-
schlossenen und rechts-offenen Intervallen.) Dieses £ ist ein
Mengenring.
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Aus i) und ii) folgt direkt O = @€ ¢
2L und aus ii) und iii) und den Regeln
(AnB)t = ALUBC und (AUB)E =
ACn Bt folgt, dass man iii) auch durch
i “A,B el = ANB e A
ersetzen kénnte.

Wegen ANB = A\ (A\ B) folgtauch
hier,dass AN B in A liegt,wenn A und
B dies tun.
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Die leere Menge ist als leere Vereiniung in Q. Das Vereini-
gungen von Mengen in £ wieder in Q sind, ist per Definition
klar.

Bleibt zu zeigen, dass fiir A, B € Q auch A\ B in Q liegt.
Betrachten wir dazu zwei halboffene Intervalle I und J. Dann
ist I\ J entweder leer, ein halboffenes Intervall oder die Ver-
einigung von zwei solchen. Fiir A = J"; I folgt dann

av = (Un) = Uaan
k=1 k=1

woraus A\ | € Q folgt. Ist B = U}, ], setzen wir Bs =
Uj_1 Ji und bekommen induktiv

A\Bs:(A\Bs—l)\JSEQ

woraus die Behauptung folgt.

Definition 2.4. Sind (2; und (), Mengen so nennen wir eine Teil-
mengen X in ()1 x () Rechteck, wenn sie von der Form X = A x B
mit A C O; und B C ), ist.

Sind A C P(O) und B C P(2) Mengenringe, so definieren
wir das Produkt der Mengenringe % C P (() x ()p) durch

m
R=AXDB = {| JAi xB; | A; €, B; € B}
i=1

Dies ist in der Tat ein Mengenring: Wie im Beispiel eben sind
DeARBund “X,Y € AKDB = XUY € AKX B klar.
Bleibt zu zeigen, dass auch X \ Y € 2AX B gilt. Wir betrachten
zuerst

X=AxB, Y=A"xB, AA €% BB B

Fiir X'\ Y sieht die Situation so aus:

Q AN
2 X=AxB
4 Y=A"xB
/\/
B B’ th

und es ist klar, dass sich (A x B) \ (A’ x B) als Vereinigung
von héchstens drei Rechtecken schreiben lasst die alle in 2A X B
liegen (genauer sind das die Mengen (A \ A’) x (B\ B'),
(ANA") x (B\ B)und (A\ A’") x (BN B’) - machen Sie
sich klar, dass das immer stimmt, auch im Fall dass Y C X!).
Also ist X \ Y € A X B. Wie im vorigen Beispiel zeigt man
weiter, dass auch fir X = ", (A; x B;),Y = U]’.’Zl(A; X B]’)
wieder X \ Y € AX B gilt.

Analysis 3 | TU Braunschweig | Dirk Lorenz | WiSe 2020/21 12
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Beispiel. Wir betrachten nun Q) = R? und dort die halboffenen
Quader

Q= [a1, b1 x -+ x [ag, ba|

(welche wir im Folgenden nur “Quader” nennen).

Mit Q(RRY) bezeichnen wir die Menge aller endlichen Verei-
nigungen von Quadern. Fiir d = 1 ist das exakt die Menge Q aus
dem vorigen Beispiel. Fiir d > 1 konnen wir jeden Quader Q in
R? schreiben als

Q=1IxQ

mit einem halboffenen Intervall I und einem Quader Q' in R~
Es folgt

Q(R?) = Q(R) K Q(RI 1)

und insbesondere ist Q(IR?) ein Mengenring, den wir den Men-
genring der endlichen Quadersummen nennen.

Es gilt sogar, dass wir jedes Element in Q(IR?) als disjunkte
endliche Vereinigung von Quadern schreiben konnen (und hierbei
ist es hilfreich, dass wir halboffene Quader gewihlt haben).

Man beachte, dass Q(IR?) keine Mengenalgebra ist, da der R?
selbst nicht in Q(IR?) liegt.

Analysis 3 | TU Braunschweig | Dirk Lorenz | WiSe 2020/21 13
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3 o-Algebren

Fithren wir nun die wichtigsten Mengensysteme in der Mafitheorie
ein:

Definition 3.1. Ist () eine Menge, so nennen wir 2l C B () eine
o-Algebra, wenn folgende Eigenschaften gelten:

i) ©eq,
i) Ac = Alex,
i) Fiir Ay € 2,k =1,2,... gilt U, Ar € 2.

Wir wollen nun hiufiger Folgen von Mengen studieren und
fithren daher ein:

Definition 3.2. Wir schreiben X; X (oder X 7%, X), falls
X; C Xp C -+ und X = Ui Xk gelten. Analog schreiben wir
Y Y (bzw. Vi g2, V), fallsY; DY, D .- und Y = (2 Yk
gelten.

Satz 3.3. Eine Mengenalgebra 24 C PB(Q) ist genau dann eine -
Algebra, wenn fiir jede aufsteigende Folge Ay € A mit Ay~ A gilt,
dass A € 2.

Beweis.

Die Hinrichtung ist klar nach Definition und fiir die Riickrichtung
argumentieren wir wie folgt: Sei 2 eine Mengenalgebra in der alle
Vereinigungen von aufsteigenden Folgen wieder enthalten sind.
Sind dann Aj, Ay, - -- € U, soist A, = Uf‘(:1 Aj; eine aufsteigende
Folge von Mengen. Dann gilt A := U ; Ay = Uj~; Ay und nach
Voraussetzung ist A € 2. Also ist 2 eine o-Algebra. 0

Beispiel. a) Jede Mengenalgebra mit nur endlich vielen Mengen
ist auch eine o-Algebra, also z.B. 2 = {©, Q}. Auflerdem ist
2 = PB(Q) immer eine o-Algebra.

b) Ist A C PB(Q) eine o-Algebra und () C (), so definieren wir
AN = {Aﬂﬂl | A EQ[}

und bekommen dadurch wieder eine o-Algebra (vgl. Ubung).
Wir nennen sie die von 2 induzierte o-Algebra oder auch die
Spur von 2 auf ().

c¢) Etwas allgemeiner: Sind Q) und ); Mengen, ¢ : () — Q) eine
Abbildung und 2 C PB(Q)) eine o-Algebra, so ist

A =g (A) = {9 (A) [ AcA}
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o-Algebren sind also auch beziiglich ab-
ziihlbarer Vereinigungen abgeschlossen
und nicht nur beziiglich endlicher, wie
die Mengenalgebren.

Da jedes A auch leer sein kann, ist je-
de o-Algebra eine Mengenalgebra.
Wirkénnten in iii) auch die Vereinigung
auch durch einen Schnitt ersetzen.

Im Fall von X 7 X (bzw. X; N\, X)
nennen wir X den aufsteigenden (bzw.
absteigenden) Grenzwert. Beachte, dass
dies nurerklirt ist, wenn die Mengenfol-
ge tatsichlich aufsteigend (bzw. abstei-
gend) ist. Im allgemeinen sind Grenz-
werte von Mengen nicht definiert und
ein delikates Thema.
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(also die Menge der Urbilder von Elementen der o-Algera 2)
selbst eine o-Algebra auf ();. Das folgt direkt aus den Rechen-
regeln fiir Urbilder

9 (Q\A) =M\ 9 N (A), ¢ (UA)=Ue '(4).

iel i€l

Dies umfasst das vorige Beispiel, in dem man ; C ) und

die Einbettungsabbildung : : ; — (), ((x) = x nimmt, denn

dannist AN Oy = 71 (A).

Hat man mehrere o-Algebren 2;, i € I auf der gleichen Menge
), so kann man deren Durchschnitt

A=

iel
betrachten und erhilt wieder eine o-Algebra.

Jedes Element A € 2 ist also in allen 2; enthalten, damit
folgen sofort die drei Eigenschaften einer o-Algebra fiir 2.

Damit konnen wir definieren:

Definition 3.4. Ist ¢ C P(Q) irgend ein System von Teilmengen,
so ist

o(¢):= [ «
ecA
A o-Algebra

der Schnitt aller der c-Algebren, die alle Mengen in € enhalten und
damit in gewissem Sinne die kleinste o-Algebra die alle Mengen
in € enthilt. Wie nennen ¢(€) auch die von € erzeugte o-Algebra
(vgl. Ubung).

Beispiel. Im Folgenden besonders wichtig ist die Borelsche o-Algebra
in einem topologischen Raum: Ist (€}, T) ein topologischer Raum,
so betrachten wir die o-Algebra, die von den offenen Mengen
erzeugt wird, also

Wir nennen B(Q)) auch die Borel-Algebra von () und die Elemente
in B(Q) heiflen Borel-Mengen.

Ein knappe Charakterisierung der Mengen, die in der Borel-
schen o-Algebra liegen, ist nicht moéglich. Um sie besser zu ver-
stehen, untersuchen wir B(Q) fiir ein Q C R¥ (mit der Standard-
Topologie):

Beispiel. Fiir Q) C RY gilt:

a) B(Q)) enthilt neben allen offenen Mengen auch alle abgeschlos-
senen Mengen, da o-Algebren abgeschlossen beziiglich Kom-
plementbildung sind.
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Einbettungsabbildungen schreiben wir
auch abkiirzend einfach als 1 : ()1 —
Q.
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b) Da einzelne Punkte abgeschlossen sind, sind auch alle einele-
mentigen Mengen in B(Q}).

¢) Da eine o-Algebra abgeschlossen beziiglich abzihlbarer Verei-
nigungen ist, ist auch Q? N Q in B(Q).

Im RY kénnen wir die Borel-Algebra sogar durch Quader er-
zeugen! Dazu zeigen wir zuerst ein Lemma:

Lemma 3.5. Jede offene Menge U C RY ist die disjunkte Vereinigung
abzihlbar vieler halboffener Wiirfel mit rationalen Eckpunkten.

Beweis.
Zu k > 0 bezeichnen wir mit 20, die (abzihlbare) Menge aller

Wiirfel der Form

W:[%,m;rl[X'“X[%,mg,jl[, mi,...,my € Z
(dies sind die Wiirfel mit dyadischen Eckpunkten). Die Wiirfel aus
20 sind eine disjunkte Uberdeckung des R? und fiir k' > k und
W € 20, und W € 2y gilt: Entweder sind W und W’ disjunkt
oder esist W C W.

Wir konstruieren nun die bendtigte Menge von Wiirfel in-
duktiv: Zu Beginn sei M die Menge aller Wiirfel W € 20, (also
diejenigen mit ganzzahligen Eckpunkten), welche ganz in U ent-
halten sind. Fiir k > 1 sei dann M; die Menge aller Wiirfel in 20,
welche ganz in U \ Uf.‘;ol M, liegen (also in U, aber in keinem der
groberen Wiirfel, die wir schon hinzugenommen haben).

Wir setzen schliefllich

M=) M.
k=0

Nach Konstruktion sind alle Wiirfel in M disjunkt und es bleibt
zu zeigen, das M = U gilt (wobei M C U nach Konstruktion
schon erfiillt ist): Sei dazu a € U. Da U offen ist, gibt es € > 0, so
dass Be(a) C U gilt. Die Wiirfel in 20 haben den Durchmesser
2-%\/d. Daher gibt es ein k und einen Wiirfel W € 20 mita €
W C Be(a) C U. Dieser Wiirfel W ist entweder im konstruierten
M, oder in einem grofleren W € My enthalten. Es folgta € M
und also U C M. O

Satz 3.6. Ist Q(IR?) der Mengenring der endlichen Quadersummen aus
Abschnitt 2, so gilt
B(R?) = ¢(Q(RY)).

Bezeichnen wir mit Qg (R?) die Menge aller Quader mit rationalen
Endpunkten, so gilt ebenfalls

B(RY) = 0(90(RY).
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Die Konstruktion der Wiirfel im Beweis
sieht wie folgt aus:
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Beweis.

Jeder halboffene Quader Q = [ay, by[ X - - - X [ag, by[ lisst sich als
Durchschnitt von abzihlbar vielen offenen Quadern darstellen,
nimlich

Q= ﬁ (]111—1/n,b1[>< cee X ]ad—l/n,bd[>.

n=1

Ist T die Topologie auf dem R? (d.h. das System aller offenen
Mengen im IR¥), so folgt

Q(RY) ¢ o(1) = B(RY)
und damit auch ¢(Q(R?)) C B(IR¥). Aus Lemma 3.5 folgt
T C o(Qg(RY))
und damit B(RY) = ¢(7) C ¢(Qo(R?)). Damit haben wir
B(R?) C 0(Q¢(RY)) C o(Q(RY)) € B(RY)
und es muss also tiberall Gleichheit herrschen. U

Definition 3.7 (Produkt von o-Algebren). Sind (); und 2, Mengen
und A C P(Qq) und B C PB(Oy) zwei o-Algebren, so definieren
wir das Produkt der o-Algebren als

AR B = (AKX B).

Es gilt
B(R™™") = B(R™) @ B(R").

Definition 3.8 (Monotone Klassen). Eine nicht-leere Mengenfa-
milie M C P(Q) heifit monotone Klasse, wenn gilt

i) Fur X; € Mund X; ~ X gilt X € M, und
ii) Fiir Yy € Mund Yj \, Y gilt Y € M.

« Jede o-Algebra ist nach Satz 3.3 eine monotone Klasse und
jede Mengenalgebra, die eine monotone Klasse ist, ist eine
o-Algebra (vgl. Ubung).

« Der Schnitt von monotonen Klassen ist wieder eine monoto-
ne Klasse, daher konnen wir fiir jede Familie € den Schnitt
iiber alle monotonen Klassen bilden, die ¢ enthalten und
bekommen so die kleinste monotone Klasse, die ¢ enthilt.
Wir nennen diese, die von €& erzeugte monotone Klasse.

Satz 3.9. Ist 2l C P(Q)) ein Mengenring und O die von 2 erzeugte
monotone Klasse, so ist 0 wieder ein Mengenring.
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Bemerke, dass A X B im Allgemei-
nen keine o-Algebra ist. Nach dieser
Konstruktion ist 24 @ B die kleinste o-
Algebra, welche alle Rechtecke A x B
mit A € 2Aund B € B enthilt.

Mit anderen Worten: 9t ist abgeschlos-
sen beziiglich aufsteigenden und ab-
steigenden Grenzwerten.

Aber nicht jede monotone Klasse ist ei-
ne o-Algebra: Die Familie bestehend
aus den Intervallen [0, a[ und [0, a] ist
zwar eine monotone Klasse, aber nicht
einmal ein Mengenring.
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Beweis.
Zu X C Q) definieren wir

k(M X) = {Y € P(Q) | X\ Y €M, Y\ X €M, XUY € M}

Offensichtlich gilt Y € x (9, X) genau dann, wenn X € «(9M,Y).
Es gilt: 91 ist ein Mengenring, genau dann, wenn fiir jedes X € 9
gilt

M C x(M, X).

Zeigen wir, dass diese Inklusion gilt: Zuerst bemerken wir, dass
k(9M, X) eine monotone Klasse ist: Gilt nimlich Y C Y, C - --
und Yy Y, so gilt ebenfalls

(XA Ye) N (X\Y), (Ve \X) 7 (YAX), (XUYy) 7 (XUY)

(und analog fiir absteigende Grenzwerte).
Seinun A € . Da 2 ein Mengenring ist, folgt

2 C x(9M, A)

(denn ist auch B € 2, so sind auch A\ B,B\ Aund AUB in
20 C M und daher ist B € x(9M, A)). Da x(9M, A) eine monotone
Klasse ist, die 2 enthilt, und 91 die kleinste solche monotone
Klasse ist, gilt

M C x(M, A).

Es folgt also: Fiir alle X € M gilt X € x(M, A) und also auch
A € k(9M, X). Da dies fiir alle A € 2 gilt, folgt

2A C x(M, X)

und daher wie eben auch die gewiinschte Bedingung M C « (9, X).
O

Korollar 3.10. Ist 2l C P(Q)) eine Mengenalgebra und 91 eine mono-
tone Klasse mit 2 C 9, dann gilt

o(2A) C M.
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4 Inhalte, Primafle und Mafle

Wir wollen “Mafle” fiir moéglichst viele Mengen definieren. Daher
ist es sinnvoll, auch “unendlich grofle” Mengen mit einzuschlie-
Ren, und ihnen das “Maf” co zuzuordnen. Da wir mit Maflen vo
Mengen auch rechnen wollen, erweitern wie die Zahlengerade wie
folgt:

Definition 4.1. Die erweiterte Zahlengerade ist R := R U {—oc0, c0}.
Wir setzten die Ordnung von R auf R fort durch

a€ER — —oo0 < a< oo,

Fiir Addition und Multiplikation erkliren wir:

a+ (£o0) =doo+a=+oco fallsa € R
a-(+oo) = (+o0) -a =200 falls0<a < oo
a-(+oo) = (+o0)-a=Foo falls—c0<a<0
0- (£o0) = (f00) -0 = 0.

Oft arbeiten wir mit
0,00 = {a € R | a > 0} = [0, 00[ U {eo}.

Ausdriicklich nicht definiert die Ausdriicke oo 4 (—c0) und
—00 + 00,

Definition 4.2 (Inhalte). Es sei R C P(()) ein Mengenring. Ein
Inhalt auf %R ist eine Funktion

iR — [0,
mit den Eigenschaften
i) p(@) =0,
ii) sind A, B € R disjunkt, so gilt (AU B) = u(A) + u(B).

« Inhalte sind immer monoton, in dem Sinn, dass fiir A C B
immer u(A) < u(B) gilt.

Wir kénnen disjunkt zerlegen B = AU (B '\ A) und aus
i) und ii) folgt 1£(B) = u(A) + u(B\ A) > u(A).

+ Da wir disjunkt zerlegen kénnen als AUB = AU (B\ A)
und B = (ANB)U(B\ A), folgt

Mit diesen Konventionen gilt fiir Folgen
(cx) die uneigentlich divergieren a +
lim¢, = lim(a + ¢) und alim¢, =
lim(acy,).

Beachte aulerdem, dass nicht alle Re-
chenregeln weiterhin gelten: Aus a +
0 = b+ oo kann z.b. nicht geschlos-
sen werden, das 2 und b gleich sind!

Per Induktion folgt, dass fiir paarweise
disjunkte Mengen Aq,...,An € R
gitt, das (U, A) = £ p(Ay)
gilt, d.h. ein Inhalt ist (endlich) additiv.

WAUB) =pu(A)+u(B\A) und u(B)=u(ANB)+u(B\A).

Ist dann u(A N B) < oo, so folgt

W(AUB) = u(A) +u(B) —u(ANB).
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Definition 4.3 (0-Additivitit, Primafle und Mafle, endliche und
o-endliche Inhalte und Mafie). Ein Inhalt y aufeinem Mengenring
MR heiflt o-additiv (oder abzdhlbar additiv), wenn fiir jede Folge (Ay)
von paarweise disjunkten Mengen mit A = |J72; A; gilt

Ein c-additiver Inhalt heif$t Prd-Maf. Ein o-additiver Inhalt auf
einer o-Algebra heifst Mafs.

Ein Inhalt (bzw. Maf) u heifSt endlich, wenn fiir alle A € R gilt
#(A) < cound er heifdit o-endlich, wenn es Folge Ay € R gibt mit

UA=Q und u(Ap) < oo.
k=1

c-endlich heifit also, dass die ganze
Menge mit Mengen von endlichem In-

Satz 4.4. Es sei y ein Inhalt auf einem Mengenring R C B (Q). Wir halt ausgeschépft werden kann.
betrachten folgende Aussagen:

a) y ist o-additiv.

b) u isto-subadditiv, d.h. fiirjede Folge Ay € Rmitp Ay = A € R
gilt u(A) < Y2y u(Ag)-

c) u ist stetig von unten, d.h. fiir aufsteigende A, € Rmit A, /A € R
gilt u(A) 7 p(A).

d) w ist stetig von oben, d.h. fiir absteigende By € R mit B, \( B € R
und p(By) < oo gilt j1(By) \ p(B).

Dann gilt
a) <= b) <= ¢) = d).
Ist y endlich, so gilt auch noch d) = ¢).

Beweis.

b) = a): Es sei Ay € R und U;2; Ay = A. Ohne Einschrin-
kung kénnen wir annehmen, dass die Ay paarweise disjunkt
sind (ansonsten betrachten wir A; = Ay, Ay = Ay \ Ay,

A3z = A3\ (A1 U A)),...). Dann gilt wegen der endlichen ‘

Additivitit und Monotonie von y

k

I
—_
o
Il
—_

Es folgt also } > ; #(Ax) < p(A) und wegen der o-Subaddi-
tivitit gilt sowieso u(A) < Yoo ; #(Ax) und damit Gleich-
heit.

a) = c): Ist Ay € R aufsteigend mit Ay A € R, so sind
die Mengen A; = Ay, Ay = Ag\ Ax_1 (k > 2) paarweise
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disjunkt mit Uj~,; Ay = A,, und Up>; Ay = A. Aus der
endlichen Additivitit folgt

Y () = p(An)
k=1

und wegen a) gilt

[oe] m

u(A) =Y u(A) = lim Y u(Ap) = lim p(Ay).
1

=1 m—oo = m—00

¢) = b): Ist Ay € Rund U, Ax = A € R, so definieren wir
Ay = U Ay. Es gilt dann immer

ummsimm» @

Danun A4,, ~ A,folgtaus der Stetigkeitvonunten u(A,,)
#(A) und es folgt per Grenziibergang in (*)

[ee]

u(A) < kZu(Ak)-
=1

Damit haben wir die Aquivalenz von a), b) und c) gezeigt.

¢) = d): Seinun y stetig von unten und By € fR absteigend mit
By \( B € R. Wir definieren damit die aufsteigende Folge
Ax = By \ By € R und fiir diese gilt Ay * By \ B. Aus der
Stetigkeit von unten folgt u(Ax) ,* u(B1\ B) = u(B1) —
M§B§ und da p(Ar) = p(B1) — pu(By) gilt, folgt 1 (By) “\,
u(B).

Unter der Voraussetzung, dass y endlich ist zeigen wir die letzte
Implikation:

d) = ¢): Seiu(A) < oofiiralle A € R, und Ay € R aufsteigend
mit Ay ' A € R. Dann sind die Mengen By = A\ A
absteigend mit By N\, ©@. Wegen der Stetigkeit von oben

gilt u(By) ¢ 0 und wegen p(Byx) = u(A) — u(Ay) folgt
w(Ax) / u(A).

O

Beispiel. a) Es sei () eine Menge und R der Mengenring aller end-
lichen oder abzihlbar unendlichen Teilmengen von ). Auf
diesem Mengenring definieren wir das Zdhlmaf

Anzahl der Elemente in A, falls A endlich

#: R —[0,00], #(A) = .
0, falls A abzihlbar unendlich.

Das Zihlmaf ist ein c-additiver Inhalt auf fA. Es ist o-endlich
genau dann, wenn () hochstens abzihlbar unendlich ist.

Analysis 3 | TU Braunschweig | Dirk Lorenz | WiSe 2020/21 21



27.10.2020, VL 4-4

b) Ist () eine Menge, a4 € Q und 2 C P(Q) eine o-Algebra, so
definieren wir

5a(A) = 1, fallsac A
Y0, fallsa ¢ A.

Die gibt ein Maf§ auf 2( und man nennt es das Punktmaf$ in a
oder auch das Dirac-Maf$ in a.

¢) Ist eine o-Algebraundsind yy, ...,y MaleaufAundcy, ..., cn >
0, so ist auch die Linearkombination

m m
pi=) ok, H(A) =) cpi(A)
k=1 k=1
ein MafS. Gleiches gilt fiir abzihlbare Linearkombinationen

mit nicht-negativen Koeffizienten.

d) Ist Q) eine abzihlbar unendliche Menge und

A ={A C Q| A endlich oder A" endlich}

die Mengenalgebra der endlichen und co-endlichen Mengen,
so definieren wir

0, falls A endlich
u(A) = C .
1, falls A® endlich.

Das ist ein Inhalt, der nicht o-additiv ist: Ist A abzihlbar (mit
endlichem Komplement), so ist A = {ay,ay,... } und es gilt
A = Ui {ar} (die Menge A ist die disjunkte abzihlbare Ver-
eingung aller ihrer Punkte). Allerdings ist u(A) =1 # 0 =

Vi1 H({ac})
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5 Das Lebesguesche Primafl

Wir wollen nun anfangen, ein Mafd zu konstruieren, welches dem
natiirlichen Inhaltsbegrift fiir Lingen, Fliche und Volumina ent-
spricht. Wir benutzen dafiir den entsprechenden Begriff fiir Qua-
der und benutzen also zuerst den Mengenring Q(R?) der endli-
chen Quadersummen (siehe Beispiel in Abschnitt 2): Wir definie-
ren den Inhalt

A% Q(RY) — [0, 0]
wie folgt: Fiir
Q=l[ar, b x---x[ag bal, a; <V

setzen wir

d

Voly(Q) =T [(bi — o).

i=1
Ist A € Q(RY) eine endliche disjunkte Vereinigung von Quadern
Q1,...,Qm, so setzen wir

M(A) = i)‘d(Qk) = iVOId(Qk)-
P =

Die Additivitit von A? auf Q(R?) ist nach Definition klar, jedoch
haben wir hier ein kleines technischen Problem: Es ist nicht klar,
dass A? wohldefiniert ist, d.h. es ist nicht sofort klar, dass verschie-
dene Darstellungen einer Menge A als disjunkte Vereinigung von
Quadern den gleichen Wert fiir A%( A) ergeben. Um dies zu zeigen,
zeigen wir zuerst ein Hilfsresultit: Wenn ein Quader auf verschie-
dene Weise als disjunkte Vereinigung von Quadern geschrieben
wird, liefern beide Darstellungen gleichen Inhalt ergibt.

Lemma 5.1. Es sei Q ein Quader in RY und Q = ", Qi mit dis-
Jjunkten Quadern Q1, ..., Q. Dann gilt

Vol (Q) = ¥ Vola(Qy).

k=1

Beweis.

Wir fithren Induktion nach d durch:

Anfang d = 1: Hier sind die Quader Intervalle Q = [a,b[ und
Qx = [ax, bx[ und wir sortieren die Quader Qj von links
nach rechts.
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Dann gilt
a=m<bi=a<by---<by,1=a,<b,=D>

und es gilt
m m
V011( = Z bk - Elk) = Z VOll(Qk).
k=1 k=1

Induktionsschritt: Die Idee ist in dieser Skizze dargestellt:

Das heifst, wir schreiben sowohl Q als auch Qy, ..., Q,, als
Q=(NIU---Ull)xQund Qx = (1 U---U, L) x Q
mit Intervallen I, It ,, und Quadern Q’, Qy € R4, 50 dass,
wie in der Skizze angedeutet, in der ersten Koordinatenrich-
tung alle Quader gleich zerlegt werden. Es ist Vol;(Q) =
(Voly (L) + - - - + Voli (I;)) Vol;_1(Q’) (und entsprechend
fiir die Q) und damit folgt der Induktionsschritt. (Ein aus-
fithrlicher Beweis mit der gesamten Buchhaltung der Indizes
ist in [Forster, Analysis 3, Auflage 7, {2, Hilfssatz 1]).

O

Kommen wir nun zur Wohldefiniertheit von A%: Es sei A €
Q(R?) mit zwei Darstellungen

als disjunkte Vereinigungen. Wir betrachten nun einfach die Zer-
legung von A, die sich ergibt, wenn wir die Quader Q; mit den
Quader Qj unterteilen. Es gilt nimlich Q; = }“:1 (QiN Q]) und
Qj = UL1(Qi N Q;) (mit jeweils disjunkten Vereinigungen). Wir
benutzen Lemma 5.1 und zeigen damit:

Z Vol (Q;) = Z Z Vol (Q; N Q]) (Lemma 5.1)

i=1j=1

ZVOld Qz N Q]

I
M:

T
I

I
1=

Voly(Q;) (Lemma 5.1)

\
Il
—_
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d.h. beide Darstellungen liefern den gleichen Wert fiir A%(A).
Damit haben wir gezeigt:

A% Q(R?) — [0,00[ ist ein Inhalt.
Als Hilfresultat fiir das Folgende beweisen wir:

Lemma 5.2. Ist Q C R? ein Quader und € > 0, so gibt es weitere
Quader Q', Q"

Q' cQc(Q), Vol(Q)

(1—¢€) Voly(Q)
Vols(Q") < (1

>
< ( + €) VOld(Q)

Beweis.
Ist Q = [ay, by[ X - -+ X [ag, by[, so wihlt man einfach

Q/ = [ﬂl,b1—5[>< cee X [ad,bd—é[, "= [al—é,bl[x e X [ad—é,bd[,

denn fiir diese gilt

d d

Voly(Q') = [ J(bi — 6 — a;) = Volg(Q) — 6 Y T [(bj — aj) + O(5?)
i=1 i=1 j;éz'

Vol (Q") = [ [(bi — (a; — 8)) = Volg(Q) + 6 ZH )+ 0(82).
i=1 i=1j#i

Day?, [T;£i(bi —a;) > Oist, gibt es ein § > 0 (klein genug), so
dass die Behauptung gilt. mit § > 0 klein genug, O

Satz 5.3. Der Inhalt A : Q(R?) — [0, co[ ist ein o-endliches Primaf
und wir nennen AY das Lebesguesche Pramaf.

Beweis.
Wir miissen zeigen, dass A? o-additiv und c-endlich ist.

« Nach Satz 33 reicht es, zu zeigen, dass A? o-subadditiv ist.
Es seien dazu A, Ay € Q(RY), k > 1 mit A = J}>; Ay und
€ > 0. Nach Lemma 5.2 gibt es A’, A} € Q(R?), so dass

AT C A, A C (AY)°
AM(A) > (1=e)A(A), A(AY) < (1+e)AT(Ap).
Da A’ kompakt ist und von den (A})° iiberdeckt wird, rei-

chen endlich viele (A})° zur Uberdeckung, d.h. es gilt ins-
besondere

m
Al c | AL
k=1
Es folgt

(1—e)A%(A) < AY(A <ZAdA (1+€) Z
k=1
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Per Grenziibergang e — 0 folgt also
M(A) < Y A9 (A).
k=1

Da.h. A? ist o-subadditiv.

« Fir Q, = [-m,m[ x - -+ x [-m,m[ gilt A (Q,,) = (2m)?
und
IRd — U Qm.
m=1

Daher ist A? g-endlich.

O

Unser weiteres Vorgehen ist es nun, das Lebesguesche Primaf3
zu einem Maf§ auf einer moglichst groflen o-Algebra zu erweitern.
Hierfiir gibt es eine allgemeine Konstruktion zur Fortsetzung von
Primaflen, die wir in den niichsten beiden Abschnitten durchfiih-
ren.
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6 Fortsetzung von Primaflen und duflere Mafle

In diesem Abschnitt gehen wir davon aus, dass 2 C PB(Q) ein
Mengenring ist und wir ein o-endliches Primafd y : 2 — [0, o0]
gegeben haben. Unser Ziel ist es, dieses Primaf} zu einem Maf$

fi:o(2A) — [0, ]

fortzusetzen. Dies verlduft in mehreren Schritten.

Als erstes setzen wir y auf die Menge 2 fort, welche aus allem
Mengen besteht, die wir als aufsteigenden Grenzwert bekommen
koénnen, d.h.

A :={ACQ|IA eA: Ay S A}
Da y o-endlich ist, gilt Q € 2AT. Auerdem gilt
Ac A c o).
Der naheliegende Versuch fiir eine Fortsetzung ist

ul(A) = lim u(Ay) falls Ay /A, A€

k—o0

Insbesondere ist fiir A € 2l immer u'(A) = u(A) (dawir Ay = A

wihlen konnen) und ' ist damit tatsichlich eine Fortsetzung.
Wir miissen hier allerdings wieder zeigen, dass u! wohldefi-

niert ist, d.h. unabhingig von der speziellen Folge Ay:

Beweis.

(Beweis der Wohldefiniertheit von u'.) Gelte Ay * A, By 7 A,
Ay, By € 2. Fixieren wir k, so gilt (da Ay C A)

B]‘ NAy / ]?021 Ag.
Da y o-additiv ist, ist es nach Satz 3.3 stetig von unten und es folgt

lim (B N Ag) = p(Ax)

j—o0

Es giltaberauch u(B; N Ax) < p(B;) und daheristlim; ., p(B;) >
lim; oo p(B; N Ax) = p(Ag) fuir alle k. Daher kénnen wir auch
rechts zum Grenzwert k — oo iibergehen und bekommen

k—o0

j—roo

Fithren wir die gleiche Argumentation mit vertauschten Rolle von
Bj und Ay durch, erhalten wir die umgekehrte Ungleichung und
damit Gleichheit. O

Untersuchen wir das Mengensystem 2A':
Satz 6.1. Fiir A gilt
i) Fir Ay,...,Ap €A git Ayn---N A, €.
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Es gilt fiir beliebige By € 2 immer
U, Br /U B Also ist 2T die
Menge aller A C ), welche sich als
Vereinigung von abzihlbar vielen Men-
gen in 2 schreiben lassen.

Der Grenzwert auf der rechten Seite
existiert immer in [0, 0], da eine wach-
sende Folge vorliegt.
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ii) Fir Ay € AT, k > 1gilt U2, Ax € AT,
iii) Ist A€ AT und B € A, soist A\ B € AT,

Beweis.
i) Gilt Ay 7 A, By B, so ist Ay N By aufsteigend und es gilt
ArN By S ANBundes folgt ANB € 2.

ii) Fur jedes k gilt Ay = U2, Ax; mit Ay; € 2. Alsoist A =
Ureq UZq Ag i, d.h. A ist eine abzihlbare Vereinigung von
Mengen aus 2 und damit in 2.

iii) Gilt Ay " A, Ax € AU, soist Ay \ B€ Aund A\ B " A\B.
Es folgt also A\ B € 2.

O

Satz 6.2. Fiir die Fortsetzung u' : 2T — [0, 00] von p : A — [0, o]
gilt

a) ul ist monoton (vgl. Bemerkung nach Definition 4.2).

b) u' ist endlich additiv (vgl. Definition 4.2).

c) u' is stetig von unten (vgl. Satz 4.4).

d) ' ist o-subadditiv (vgl. Satz 4.4).

Beweis.

a) Ist A C B, Ay /4 Aund By * B (mit Ay, By € ), soist Ay U
By " B. Es folgt ‘uT(A) = limk_m]/t(Ak) < limk_wo]/l(Ak U
Bi) = p'(B).

b) Sind A,B € AT disjunkt und Ay ,* A und By B (mit
Ak, Br € 2), so sind auch Ay und By jeweils disjunkt. Also
gilt ‘u(Ak U Bk) = ‘H(Ak) + ‘ll(Bk) und da Ay UB,  AUB,
folgt die Behauptung,

c) Essei A = [J}> Ay mit Ay € AT, Fiir jedes k gibt es Ay; € 2|,
i > 1mit Ay /¢, Ax. Wir definieren

Ap=J A

k,i<m

und bemerken A,, € A, A,, ~ A. Also ist nach Definition der
Fortsetzung u'(A) = limy, o #(Ay). Also gibt es zu jedem
M <! u(A) einm > 1,sodass M < u(A,). Wegen A,, C
Uity Ax C A folgt

M < u(An) < u(U) A0 = (L Ax) < 11 (A).
k=1 k=1

Da dies fiir alle M < u'(A) gilt, folgt lim, 0o u(Uj; Ax) =
)
i (A).
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Es folgt nicht, dass 2T ein Mengenring
ist, das aus A, B € AT im Allgemeinen
nicht folgt, dass A \ B in AT liegt.
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d) Wie in b) zeigt man u(A; U Ap) < u(A1) + p(Az), woraus

durch Induktion folgt (U, Ax) < Y31 #(Ax). Durch Grenz-
wertbildung m — oo folgt mit c) die Behauptung.

O

Wir haben nun y von 21 auf A fortgesetzt. Leider ist A" noch
keine o-Algebra, nimlich noch nicht einmal ein Mengenring. Wir
setzten nun u weiter fort, sogar auf die ganze Potenzmenge B (Q).
Da wir im Folgenden nicht mehr mit # und u' gleichzeitig arbei-
ten, sondern fiir alle A € AT die Fortsetzung verwenden, lassen
wir den Pfeil an y ab hier wieder weg, d.h. wir schreiben y statt u'
auch auf AT,

Definition 6.3. Fiir ein wie eben erklirt fortgesetztes Primafd u :
21 — [0, 0o] aufAT erkliren wir das dufere MaR u* : P(Q) — [0, 0]
durch

uH(X) =inf{u(A) | AD> X, Acu}.

Satz 6.4. Fiir yu* gilt

a) (@) =0

b) u* ist monoton.

¢) u* is o-subadditiv.

Beweis.

a) Klar,da @ € A" und u(®@) = 0.

b) Klar, da fiir X C Y die Menge der A mit A D X grofier ist, als
die Menge der Amit A D Y.

) Zu zeigen ist: p* (U1 Xik) < Yooq u*(Xg). Ist p*(Xg) = oo,
fur mindestens ein k, so ist die Ungleichung immer erfiillt. Sei
also u*(Xy) fiir alle k endlich und e > 0. Nach Definition von
u* als Infimum gibt es By € 2T mit X, C By und

1 (X)) < u(Bi) < p*(Xy) +e/2.

Dann ist ;> ; Xk C U Bx zusammen mit Monotonie von
u* und Satz 6.2 d) folgt

w (%0 < (0 B = w(J B < 1 p(B)
k=1 k=1 k=1 k=1
<Y W)+ £ = LX) +e
k=1 k=1

woraus die Behauptung folgt.

Der fiir uns wichtigste Fall ist def folgende:
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Aus Satz 6.2 a) folgt, dass fiir A € AT
gilt p(A) = u*(A).
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Beispiel. Wir betrachten Lebesgueschen Primaf A4 : Q(R?) —
[0, 00[ aus Satz 5.3. Hier ist Q(IR%)" die Menge aller abzihlbaren
Vereinigungen von Quadern. Das entsprechende dufere MafS ist

(AD*(X) =inf{A%(A) | A € Q(RY)T, A DX}

Da Q(R)" nach Lemma 3.5 alle offenen Mengen umfasst erscheint
es plausibel, dass

(AD*(X) = inf{A%(U) | U offen und U D> X}. (*)
Zeigen wir, dass (*) gilt:

Die Ungleichung “<” ist klar (da in (A%)* {iber mehr Men-
gen ein Infimum gebildet wird). Aus Lemma 5.2 folgt al-
lerdings, dass zu jeder abzihlbaren Quadersumme A und
fiir jedes € > 0 ein offenes U mit A C U und A%(U) <
(14 €)A%(A) existiert. Daher lisst sich fiir jedes X die rech-
te Seite in (*) nach oben durch (1 4 €)(A%)*(X) abschitzen,
was die Behauptung zeigt.

Wir nennen (A%)* das Lebesguesche dufiere Maf.

Definition 6.5. Im Allgemeinen nennt man jede Abbildung y* :
P(Q) — [0, o] mit u* (@) = 0 ein dufSeres Maf3, wenn y* monoton
und c-subadditiv ist.

Satz 6.6. Ist u* : P(Q) — [0, 00| ein duferes Maf, so gilt:
i) Firalle X,Y,Z € B(Q) gilt
W(XAZ) < u* (XAY)+u*(YAZ).
ii) Sind X, Y € P(Q) mit u*(X), u*(Y) < o0, so gilt
1 (X) = (V)| < p(XAY).

Beweis. i) Esgiltimmer XAZ = (XAY)A(YAZ) C (XAY)U
(YAZ). Also folgt die Behauptung aus Monotonie und Sub-
addivitit von p*.

i) Esgilt XUY = (XNY)U (XAY) und daher p*(XUY) <
w(XNY)+ p*(XAY). Es folgt also

0< u (XUY) = p*(XNY) < p*(XAY).

Weiterhin ist X NY C X C XUY (und ebenso fiir Y) und
daher ist gilt

prXNY) =t (X), w(Y) < p (XUY).
Es folgt (zusammen mit der ersten Ungleichung)
pHX) = (Y) < @ (XUY) = p(XNY) <y (XAY).

Vertauschen von X und Y zeigt u*(Y) — p*(X) < u*(XAY)
und beides zusammen liefert die Behauptung.
O
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Direkt aus Teil a) des Satzes erhilt man:
Korollar 6.7. Ist u* ein dufSeres MafS aufB(Q}), so ist
d(X,Y) = u*(XAY)
eine Halbmetrik (auch Pseudometrik) auf*B3(Q)), d.h. es gilt
L X=Y = d(X,Y) =0,
2. d(X,Y) =4d(Y, X),
3. d(X,Z) <d(X,Y)+d(Y,Z).

Wie jede Metrik, liefert auch diese Metrik einen Konvergenz-
begriff, nimlich

Y5 X, falls d(Y, X) - 0.

Aus Teil b) von Satz 6.6 folgt, dass u* stetig (sogar Lipschitz-stetig
mit Konstante 1) beziiglich dieser Metrik ist, d.h.

Ye 5 X = pt (V) - " (X).
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Der einzige Unterschied von Halbme-
trik und Metrik ist, dass bei einer Halb-
metrik aus d(X,Y) = 0 nicht X =Y
folgen muss.
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7 Von dufleren Maffen zu Maflen

Definition 7.1. Es sei 2 C PB(Q)) ein Mengenring, y : 20 — [0, 0]
ein Primaf}, und p* : P(Q) — [0, 0] das zugehorige duflere
Maf§ (nach Definition 6.3), so nennen wir X C Q) -approximierbar
beziiglich u*, falls es zu jedem € > 0 ein A € 2 gibt, sodass

W(XAA) <e.
Fiir endliche Primafe haben wir vorerst:
Satz 7.2. Es sei 2A C PB(Q) eine Mengenalgebra, p : A — [0, o[ ein

endliches Pramaf, und u* : B(Q) — [0, 0] das zugehdirige dufSere
Maf. Dann ist das Mengensystem

A= {X € P(Q) | X ist A-approximierbar beziiglich * }
eine o-Algebra.

Beweis.

1. Abgeschlossenheit beziiglich Komplementen: Es gilt XA A =
XCAAC, Wird also X durch Ay € U approximiert, so wird
XC durch A,E € 2A approximiert. Also gilt: Ist X € 2, so ist
xt e

2. Abgeschlossenheit beziiglich abzihlbarer Vereinigungen: Es
sei X1, Xp, - -+ € . Zu zeigen ist X = ;2 Xy € 9. Da
jedes X 2A-approximierbar beziiglich p* ist, so gibt es zu
jedem € > 0 Mengen Ay € 2, so dass u* (X AAy) < e/2k.
Wir setzen A,, := J{~; Ay und A := |2, Ax € A!. Dann
gilt A,, /' A und (nach Satz 6.2 ¢)) auch u(A,) /u(A) <

co.

Wr wihlen nun mg so grof, dass u(A) — u(A,) < € gilt.
Wir setzen dann

Al =A\Ay= |J Acrel
k:m0+1
Da A = A’UA,,, eine diskunkte Vereinigung ist, gilt u(A) =
u(A") + pu(Ap,) und alsoist u(A’) = u(A) — u(Ay,) < e.
Es gilt
XAAp, = XA(AAA) = (XAA)AA' C (XAA)UA.
Nach Satz 2.1 viii) gilt

(e ¢]

XAA = ( G Xk)A< G Ak) c UKD A
k=1 k=1 k=1

und mit der vorigen Gleichung folgt

(XkAAk) UA'

s

XNAy, C

k=1
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Anders gesagt: X € PB(Q) heifit 2-
approximierbar beziiglich y*, wenn es

eine Folge Ay € A gibt, mit Ay 5 x,
d.h. p*(XAAr) — 0, woraus nach
Satz 6.6 ii) auch p(Ay) — pu*(X) folgt.

Da jedes X € 2 selbst 2A-
approximierbar beziiglich u* ist,

gilt A C 2. Aus Satz 7.2 folgt dann
AcA co(A) A
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Aus der Subadditivitit von u* folgt also
W (XAAp) < Y (X DA +u(A) < Y e/2F +e=2e.
k=1 k=1
Es folgt X € 2 wie gefordert.
O

Satz 7.3. Ist A C P(Q)) eine Mengenalgebra, yu : 2 — [0,00] ein
endliches PramafS und 2 die o-Algebra der 2A-approximierbaren Mengen.
Dann ldsst sich u eindeutig zu einem Maf3 fi : A — [0, co| fortsetzen,
und es gilt fiir alle A € A

a(A) = p(A)
mit dem y zugeordneten dufSeren MafS p*.

Beweis.

1. Eindeutigkeit der Fortsetzung: Es seien iy, pip : 2% — 0, 0]
zwei Fortsetzung von . Dann gilt fiir alle B € AT

#1(B) = pa(B) = u(B).

Seinun X € 2. Da X A-approximierbar ist, gibt es A € 2
und B € AT, so dass

XANACB und u(B)<e.
Es folgt A\ B C X C AU B und daher fiiri = 1,2
ui(A\ B) < ui(X) < pi(AUB).

Es gilt aber

#i(A\B) > ui(A) — ui(B) = p(A) —u(B) > u(A) —e
und

ui(AUB) < ui(A) + pi(B) = u(A) + u(B) < u(A) +e.
Zusammen folgt

U(A) —e < ui(X) < u(A)+e, i=12
und damit
|1 (X) — pa(X)] < 2e.

Da dies fiir alle € > 0 gilt, folgt p1(X) = p2(X).

2. Zeige (endliche) Additivitit von u* in 2: Es seien X, Y € 2A
disjunkt und wir wollen zeigen, dass u*(XUY) = p*(X) +
w*(Y). Wirwihlen dazu Ay, By € Amitp* (AAX), p* (B AY) —
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0. Aus Satz 2.1 viii) folgt (X UY)A(AxUBg) C (XAA) U
(YABy) und daher

P ((XUY)A(ALUB)) < ' (XAAL) +u*(YABy) — 0.

Es folgt yu* (A UBy) — u*(XUY).

AufSerdem giltnach Satz 2.1 vii) Ay N By C (XAA,)U(YABy)

und daher
u(AxN Be) < p* (XAAg) + p* (YABi) — 0.

Es folgt

lim p(Ag U By) = lim (u(Ag) + p(Br) — u(Ax N By)) = lim u(Ayg) + lim p(By)
k—o0 k—oc0 k—o0 k—o0

und daher gilt p* (X UY) = p*(X) + u*(Y).

3. Da u*|2 nach obigem (endlich) additiv ist und insgesamt
(als dufleres Maf) o-subadditiv, folgt aus Satz 3.3, dass u* auf
2l o-additiv ist. Damit ist gezeigt, dass y* auf 2 ein Maf ist.

O

Bleibt noch, die Konstruktion auf den Fall zu erweitern, dass
das Primafd nur o-endlich ist und nicht endlich (denn der Fall ist
fiir das Lebesguesche Primaf relevant):

Satz 7.4. Sei2l C P(QY) ein Mengenring auf Q und p : A — [0, 0] ein
o-endliches Pramafs. Dann ist ji = u* | mit B = o () die eindeutige
Fortsetzung von y zu einem MafS auf der o-Algebra °B.

Beweis.
Wir setzen das Ergebnis aus dem vorigen Satz auf den nicht-

endlichen (aber o-endlichen Fall) fort: Da y o-endlich ist, gibt es
eine aufsteigende Folge ), ' Q) mit O, € A und p(Qyy) < oo.
Damit definieren wir

W :=AN Yy, By = BN Q.

Es gilt: 2, ist sogar eine Mengenalgebra (da (), € 2 ist)und sogar
By, = 0 (A ). Aulerdem ist py, end endliches Primaf. Dieses
setzen wir mit Satz 7.3 zu fi,, : B, — |0, oo[ fort und da diese
Fortsetzung eindeutig ist, folgt fiy|®s, , = fim—1-

Fiir jedes X € B = o(2A) gilt XN Q,, * X und also muss
eine Fortsetzung ji : B — [0, o] die Forderung

(X) = sup fin (XN Q)

erfiillen (was schon die Eindeutigkeit zeigt). Daher definieren wir
fi auf diese Weise und es bleibt zu zeigen, dass i ein Maf} ist.
Zeige ji(X) = p*(X): Wir setzen

X =XNQy,, 1 =Xq1, Yy:= Xm\Xm—ll m > 2.
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Die Fortsetzung eines Pramafes auf ei-
nem Mengenring zu einem Mafl auf
einer o-Algebra geht also wie folgt: Set-
ze das Primaf zu einem dufleren MafS
(auf der ganzen Potenzmenge) fort, und
schrinke dieses auf die von 2 erzeugte
o-Algebra ein.
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Nach Satz 7.3 ist u* (Xon) = fim (X)) und p*(Yon) = fin (Yo ). Aufler-
dem ist X, = Uy, Yx und X = U2 ; Y und die Vereinigungen
sind beide disjunkt. Die o-Subadditivitit von p* liefert

w (X) < i;ly*wm) - sg;p:zlu*(m - sipéﬂmwk) — sup fin (Xn) = A(X).

Andererseits ist
i(X) = sup flp(Xm) = sup p* (Xm) < p*(X).
m m

Zusammen folgt p*(X) = ji(X) wie gewiinscht.
Zeige: fi is additiv. Seien dazu X und Y disjunkt. Wir setzen

X =XNQy, Yu:=YNOy.
Dann gilt

fin(Xm) / A(X), fm(Y) /), fin (X U Y) /7 A(XUY).
Da fi,, ein Maf§ ist, gilt fi, (X U Yi) = fim(Xm) + fim(Yim) und
es folgt

X UY) = a(X) + a(y).

Schliefflich kénnen wir wieder Satz 3.3 anwenden: Aus dem
vorigen folgt, dass fi ein Inhalt ist und da y* o-subadditiv ist und
fi = u*|sp gilt, muss ji schon o-additiv sein. U

Korollar 7.5. Jedes X € o () mit ji(X) < oo ist A-approximierbar.

Wir miissen zeigen, dass zu jedem € > 0 ein A € 2 existiert
mit u*(XAA) < e. Falls X C Qy, fiir ein m gilt, ist das klar.
Falls nicht, bilden wir X, := X N Q. Dann gilt i(X,,) ~
fi(X) und es gibt ein m, so dass

A(X) — i(Xn) < /2.

Da in diesem Fall X \ X, = XA Xy, gilt, folgt p* (XA Xy) <
€/2.Da X, C Qy gilt, existiert A € A, mit u* (X, AA) <
€/2 und zusammen bekommen wir

W (XAA) < u" (XAXm) + " (XmAA) <e

wie gewtinscht.

Wir wenden den Prozess der Maf$fortsetzung nun auf das Le-
besguesche Primaf AY : Q(IRY) — [0, oo an.

Definition 7.6. Die durch Satz 7.4 garantierte Fortsetzung auf die
Borelsche o-Algebra B(IR?) = o(Q(RR)) bezeichnen wir wieder
mit A? : B(R?) — [0, co] und nennen es Lebesque-Borelsches Mag.
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8 Messbare und Maf3-Riume

Definition 8.1. Ein messbarer Raum ist ein Paar ((), 2) bestehend
aus einer Menge () versehen mit einer o-Algebra 2 C 3(Q)). Die
Mengen A € 2 nennen wir 2-messbare Mengen (oft nur messbare
Mengen).

Ein MafSraum ist eine Tripel (Q), 2, i), wobei (€2, 2() ein mess-
barer Raum und y : A — [0, co] ein Maf ist. Auf einem Maffraum
nennen wir die 2(-messbaren Mengen auch y-messbare Mengen.

Beispiel. « Ist X ein topologischer Raum, so kénnen wir den Bo-
relschen messbaren Raum (X, B(X)) (mit der von den offenen
Mengen erzeugten Borelschen o-Algebra 5(X)) definieren.

« Zu jedem d > 1 gibt es den Lebesgue-Borelschen MafSraum
(R?, B(R), A4).

« Ein Mafraum (Q, 2, P) wobei das Maf P(Q)) = 1 erfiillt,
nennt man Wahrscheinlichkeitsraum (und diese werden in der
Stochastik studiert).

Definition 8.2. Es sei (), 2, ) ein Mafiraum und p* : B(Q) —
[0, 0] das zugehorige duflere Mafl. Eine Menge N C Q) heifst
#-Nullmenge, wenn p*(N) = 0 gilt.

Nullmengen beziiglich des Lebesgues-Borelschen MafSes nen-
nen wir Lebesque-Nullmengen.

Aus der o-Subadditivitit von duferen Mafien (Satz 6.4 c)) folgt,
dass die Vereinigung von abzihlbar vielen Nullmengen wieder
eine Nullmenge ist.

Beispiel. 1. Die leere Menge ist per Definition immer eine Null-
menge.

2. Wirbetrachten (R, B(R), A!),also den Lebesgue-Borelschen
Mafiraum auf der reellen Achse.

Fiir jede einpunktige Menge {a} und jedes € > 0 gilt
M{a}) <A ([a—ea+e]) =2¢
und es folgt
M({a}) =0.

Da sowohl IN also Q abzihlbare Vereinigungen von einpunk-
tigen Mengen sind, gilt

AM(N) =AYQ) =o.
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Beachte das zwar Q dicht in R
liegt, trotzdem aber eine Lebesgue-
Nullmenge ist. Das mag paradox klin-
gen, bedeutet aber nur, dass “topologi-
sche Gréfe” nicht das gleiche ist, wie
“GrofSe im Sinne eines MafSes”.
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3. Betrachten wir nun den Mafraum (R?, B(R), A%) und dort
kompakte Quader

R = [a1,b1] x - - [ag, by].

Wir zeigen A%(R) = []%_,(b; — a;) (auch fiir den Fall, dass
a; = b; gilt). Fiir halboffene Quader ist das per Definition
klar. Fiir kompakte Quader folgt das mit Hilfe der Quader

Qk = [al,bl + %[ XKoo [ad,bd—I— %[
Es gilt ndmlich R = ;2 Qk und also gilt

d
A(R) = lim A%(Qx) = [ [(bi — ).
k—c0 i1
Insbesondere sind kompakte Quader bei denen eine Seiten-
linge 0 ist Nullmengen.

Es folgt: Achsenparallele Hyperebenen
Hi(c):={xeR?|x;=c}, (ie{l,...,d}, cER)

sind Nullmengen (als aufsteigende Vereinigung von kom-
pakten Quadern mit einer Seitenlinge 0).

Satz 8.3 (Charakterisierung von Lebesgue-Nullmengen). Eine Men-
ge A C R? ist genau dann eine Lebesque-Nullmenge, wenn es zu jedem
€ > 0 eine Folge W von kompakten Wiirfeln in R gibt mit

Ac W, A (W) < e.
k=1 k=1

Beweis.
<«: Ist per Definiton klar.

= Sei A eine Lebesgue-Nullmenge. Aus unserer Untersuchung
des Lebesgueschen dufleren Mafles aus Abschnitt 5 wissen
wir, dass es zu einer Menge A mit (A9)*(A) = 0 ein offenes
U C R mit A C Uund A%(U) < e gibt. Nach Lemma 3.5
konnen wir U als disjunkte Vereinigung von abzihlbar vielen
(halboffenen) Wiirfeln Qy ausdriicken und also gilt AY(U) =
Y A4(Qx) < e. Wir setzen also Wy = Qi und da die nun
kompakten Wiirfel Wy das gleiche Lebesgue-Mafd wie die
Qy haben, haben wir die Implikation gezeigt.

O
Satz 8.4. Ist U C RY offen und F : U — RY Lipschitz-stetig, so gilt:

Ist A C U eine Lebesque-Nullmenge, so ist auch F(A) eine Lebesgue-
Nullmenge.
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Beweis.
Da sich jedes offene U als abzihlbare Vereinigung von kompakten

Quadern schreiben lisst, geniigt es, zu zeigen: Fiir jeden kompak-
ten Wiirfel K C U ist F(A N K) eine Nullmenge.
Ist C eine Lipschitz-Konstante von F, so gilt fiir x,y € K

[F(x) = F(y)l| < Cllx = yll.

Ist K ein Wiirfel mit Seitenlinge a, so ist F(A N K) in einem Wiirfel
der Seitenlinge \/dCa enthalten.

Der Durchmesser von W ist Va2 + - - - + a2 = V/da2 = \/da

und wird bei Abbildung mit F um héchstens C gestreckt.

Also gilt
M(F(ANK)) < (VdCa)® = d%/2C%a? = d%/2C7A4 (K).

Da A in einer abzihlbaren Vereinigung von Wiirfeln mit beliebig
kleinem Gesamtvolumen enthalten ist, folgt die Behauptung. UJ

Da sich beliebige Hyperebenen als Drehung von achsenpar-
allelen Hyperebenen ergeben und Drehungen Lipschitz-stetig
(mit Konstante 1) sind, folgt, dass beliebige Hyperebenen ebenfalls
Lebesgue-Nullmengen sind.

Aus unserer Definition von Nullmengen folgt nicht automa-
tisch, dass Nullmengen selbst messbar sind, aber es gilt folgendes:

Lemma 8.5. Ist (Q), A, ) ein Mafi-Raum und S eine ji-Nullmenge, so
gibt es eine pi-messbare y-Nullmenge A mit S C A.

Beweis.

Ist S eine u-Nullmenge, so gilt u*(S) = 0. Also gibt es eine Folge
Ay von p-messbaren Mengen mit S C Ay und p(Ax) \ p*(S) =
0. Dann ist A = (; Ay wieder p-messbar mit S C A und p(A) =
limy ;0 p(Ax) = 0. O

Definition 8.6. Ein Mafl-Raum (Q), 2, u) heifit vollstindig, wenn
jede p-Nullmenge auch p-messbar ist.

Nicht-vollstindige Maf}-Riume kann man vervollstindigen,
indem man die -Algebra wie folgt vergrofert: Wir definieren 2"
durch

A" = {AUS|AeA, SC O, u*(S) =0}
Dies ergibt tatsichlich eine o-Algebra und p lisst sich durch

A(AUS):=u(A)firAed, u*(S)=0

darauffortsetzen. Dies i ist ein Mafy und der Maf3-Raum ({2, A", il)
ist die Vervollstindigung von (Q, 2, u).
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Manchmal wird der Begriff “u-
Nullmenge” auch anders definiert,
namlich indem man nur p-messbare
Mengen N pu-Nullmengen nennt
(und zwar dann, wenn p(N) = 0 gilt).
In diesem Fall nennt man ein Mafl
vollstindig, wenn jede Teilmenge einer
u-Nullmenge y-messbar ist.

D.h., fiir die Vervollstindigung nehmen
wir alle y-messbaren Mengen und ver-
einigen sie mit allen u-Nullmengen.
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Beispiel. Die Vervollstindigung des Lebesgue-Borelschen Mafirau-

— 2\
mes (R?, B(R?), A?) heifit Lebesguescher Mafiraum (R?, B(R4)", A9).
Die Fortsetzung A4 bezeichnen wir wieder mit A und nennen

d
es Lebesque-Mafs. Die o-Algebra £(IRY) = B(R4 )A heifdt Lebesgue-
Algebra und die Mengen dort heiflen Lebesgue-messbar. Die Mengen in B(R?) heien auch
Der Unterschied zwischen dem Lebesgue-Mafi und dem Lebesgue- Borel-messbare Mengen.
Borel-Maf§ ist subtil. Da das Lebesgue-Maf$ vollstindig ist, ist es oft
einfacher zu benutzen. Allerdings kommte es auch nicht immer
zum Einsatz. Wir greifen kurz ein wenig vor:

1. Sind (Q,2A) und (', ") zwei messbare Riume, so nennt
man eine Funktion f : Q — Q' (2, A')-messbar, wenn
fiir jedes B € 2 gilt, dass das Urbild f~!(B) in 2 liegt.
Nehmen wir jetzt speziell ' = R und Q = R“. Dann nennt
man eine Funktion f : RY — R Borel-messbar, wenn sie
(B(R%), B(IR%))-messbar ist, also, wenn Urbilder von Borel-
Mengen in IR immer Borel-messbar in R? sind. Der Begriff
Lebesque-messbar meint allerdings (£(R?), B(R?))-messbar,
dass heifdt man betrachtet nur Urbilder von Borel-Mengen!
Das liegt zum Beispiel daran, dass eine stetig Funktion im
Allgemeinen nicht (£(IR%), £(IR?))-messbar sein muss (aber
immer (£(R?), B(R?))-messbar ist).

2. Man konnte glauben, dass fiir Lebesgue-messbare Mengen
A C R? immer gelten miisste, dass auch deren Projektion
PA = {x1 ] (x1,x2) € A} C R immer Lebesgue-messbar
wire (und auch Henri Lebesgue war dieser Ansicht). Das
stimmt allerdings nicht - hier ein einfaches Beispiel: Es sei
N C R eine Vitali-Menge, wie sie in Abschnitt 1 konstruiert
wurde. Wir betrachten dann in R?

A={(x,x)| x € N}.

Diese Menge ist eine Borel-Nullmenge, da sie in einer Hy-
perebene enthalten ist, also ist sie Lebesgue-messbar. Die
Projektion auf die erste Koordinate ist aber ;A = N eine
Vitali-Menge und nicht Lebesgue-messbar.

Was richtig ist: Die Projektionen von Borel-messbaren Men-
gen sind Lebesgue-messbar (was wir aber nicht hier zeigen
werden).
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9 Messbare Abbildugen

Wir wollen nun Abbildungen auf messbaren Riumen betrachten.
Da diese sich zum Integrieren eignen sollen, brauchen wir eine
gewisse Vertriglichkeit mit den messbaren Strukturen.

Definition 9.1. Es seien (Q,2A) und (O, A") messbare Riume.
Eine Abbildung

f:Q—-qo
heifit (A, 2’)-messbar, wenn fiir jedes B € 2 immer f~1(B) € A
gilt.

Um zu priifen, ob eine Abbildung messbar ist, reicht es, Urbil-
der von Elementen eines Erzeugers zu betrachten:

Lemma 9.2. Ist ' = o (¢&'), so gilt: f ist (A, A")-messbar, wenn fiir
E' € & immer f~1(E') € 2 folgt.

Beweis.
Es gelte f~1(¢’) C 2. Zu zeigen ist f~1(A’) C 2A. Wir setzen also

6:={AcCQ|f(A)ea(f (&)}

Dieses Mengensystem erfiillt das Prinzip der guten Mengen:
1. Fir £ € & gilt f"Y(E') € o(f1(¢')),dh. E € &.
2. & ist eine o-Algebra, da sich Vereinigungen, Schnitte und

Komplemente durch das Urbild ziehen, d.h. fiir A.A; € &
gilt immer

i) =Jr A e,
) =N e,
A=At e

Nach dem Prinzip der guten Mengen folgt & = ' = o(¢’), d.h.
fir A € A gilt f~1(A) € o(f1(¢')) C 2, wie behauptet.
U

Beispiel. Sind Q), Q' topologische Riume, ist jede stetige Abbildung
f : Q0 — ) Borel-Borel-messbar, d.h. fiir jede Borel-Menge A in
QY ist f~1(A) wieder eine Borel-Menge (aber in Q). Das folgt aus
Lemma 9.2, da die offenen Mengen die Borel-c-Algebra erzeugen.

Um eine reellwertige Funktion zu integrieren, wird es prak-
tisch sein, dabei oo als Werte zuzulassen. Auch fiir solche Funk-
tionen wollen wir den Begriff der Messbarkeit definieren.

Definition 9.3. Eine Funktion f : ) — R nennen wir numerische
Funktion auf ).
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Kurz gesagt: Eine Abbildung ist mess-
bar, wenn Urbilder messbarer Mengen
wieder messbar sind.

Wenn man mit f~1(¢’) die Menge
aller Urbilder von Mengen in &' un-
ter f*1 bezeichnet, so kénnen wir
Messbarkeit einer Funktion auch als
FH(A) € A schreiben.

In obiger Notation heift “f~1(E') € 2
firalle E' € ¢ also f~1(¢/) C 2.
Dieses Lemma beweist man elegant mit
Hilfe des Prinzips der guten Mengen, was
wir zuerst formulieren:

Lemma (Prinzip der guten Mengen).
Es sei 2 eine o-Algebra, die von € erzeugt
wird und P eine Eigenschaft von Mengen
in 2. Weiterhin sei & C 2 eine Menge,
fuir die alle Elemente G € & die Eigen-
schaft P haben. Gilt dann

(@) € C Gund
(b) & ist eine o-Algebra

so folgt, dass alle Elemente in 2 ebenfalls
die Eigenschaft P haben.

Beweis. Dies gilt, da wegen € C &
und ¢(®) = & folgt

A=0(¢) Co(6)=06.
O

Das Mengensystem & nennt man dann
die “guten Mengen”. Das Prinzip in
Worten: Enthalten die guten Mengen
einen Erzeuger der o-Algebra und bil-
den sie selbst eine, so sind sie schon
die ganze o-Algebra.

Wird sowohl im Definitions- als auch
im Wertebereich die Borel-o-Algebra
genommen, sagt man auch einfach nur
“Borel-messbar”.
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Auf R definieren wir die Borel-c-Algebra B(RR), als die o-
Algebra, die von den offenen Mengen in R und von den Mengen
{co} und {—co} erzeugt wird. B(RR) enthilt also alle Mengen der
Eine Abbildung f : Q) — R eines messbaren Raumes (Q,2) Ezm_li'ol; gn;{to;}eu r;i(]lf{;J {=oo}, BU
heifit (A-)messbare (numerische) Funktion, wenn sie (2, B(IR) )-messbar ' '
ist.

Definition 9.4. Fiir eine numerische Funktion f : ) — R defi-
nieren wir

{f>ct={xeQlf(x) >c}=f"(co0)
und analog die Mengen {f > c}, {f < ¢}, {f < ¢}, {f = ¢},
{f # c} usw.

Beispiel. Ist S C (), so ist die charakteristische Funktion von S defi-
niert durch

1, fallsx €S,
Xs(x) =
0, sonst.

Esgilt {xs > 1} = S = {xs = 1}. Natiirlich ist x5 genau dann
messbar, wenn S messbar ist. 1

Satz 9.5. Es sei ((),2A) ein messbarer Raum und f : Q) — IR eine
numerische Funktion. Dann ist f genau dann 2(-messbar, wenn eine der
folgenden dquivalenten Bedingungen gilt:

)VeeR: {f>c}e i) Vee R: {f<c}e 1 1
W VeeR: {f>clen ) Ve e R: {f <c} e | 1
Beweis.

Die Mengensysteme |c, 0], [c, 0], [—00, ¢[, [—0, c] erzeugen alle
die gleiche o-Algebra (vgl. Ubungsblatt 2, Aufgabe 4). Und da diese
o-Algebra insbesondere die halboffenen Intervalle [a, b[ enthilt,
handelt es sich dabei um die Borel-o-Algebra auf R. O

Satz 9.6. Sind f, ¢ : Q) — IR A-messbare Funktionen auf einem mess-
baren Raum (Q), ), so sind die Mengen {f > ¢}, {f > ¢}, {f = ¢}
und {f # g} A-messbar.

Beweis.
Es gilt

flx) > g(x) {Elr €Q: f(x)>r> g(x)}.
Also ist

{f>gr= {f>rin{r>g}) e
=0 Uzanizs)
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Die restlichen Aussagen folgen aus

fegy={f<a® (f=gt=U2a\{f>gh F#g3={r=g"

O

Satz 9.7. Ist (Q), ) ein messbarer Raum und f, g : QO — R messbar,
dann sind auch die folgenden Funktionen messbar:

i) cf furc € R,

i) |fIP furp >0,
iii) f + g (falls iiberall auf Q) definiert),
) fg.

Beweis.

Die Punkte i) und ii) folgen daraus, dass die Funktionen x > cx

und x — |x|? als stetige Funktionen (B(IR), B(IR))-messbar sind.
Zu iii): Ist g messbar, so sind auch —g und ¢ — ¢ messbar, und

die Behauptung folgt aus Satz 9.6, da

{f+g>ct={f>c—g}

Zu iv): Die Menge Qo = {|f| = 00} U {|g| = oo} ist messbar
und fg|q,, ist eine messbare Funktion. Wir miissen also nur noch
die Messbarkeit von fg auf Qy = Q \ Q zeigen. Auf ()g haben
aber f und ¢ Werte in R und es gilt dort

fe=3((f+8°—f—¢%.

Die Behauptung folgt nun mit den Punkten i) bis iii). O

Definition 9.8. Zu numerischen Funktionen f, g, fy : QO — R,
k=1,2...,definieren wir

Wir werden in Zukunft statt 2A-messbar
nur noch messbar schreiben, wenn die
o-Algebra aus dem Kontext klar ist.

D.h. es gibt kein x in dem f und g beide
+o00 mit entgegengesetzem Vorzeichen
sind.

max(f, g)(x) := max(f(x),g(x)), min(f,g)(x) := min(f(x),g(x)),

(sup fi) (x) := sup{fi(x)}, (inf fi) (x) = inf{fi(x)},
k k

(limsup fi)(x) := limsup fx(x), (lin}(inffk)(x) = lin}cinffk(x),
k k

£1(x) = max(f(x),0), £-(x) = max(~ £(x),0).

Die Funktionen f und f_ heiflen Positivteil bzw. Negativteil von f
undesgilt f = f, — f_.

Satz 9.9. Ist (Q),2A) ein messbarer Raum und sind f, g, fr : QO — R

messbar, dann sind auchmax(f, g), min(f, g),sup; fi, infy fi, limsup, fi,

liminfy, fi, f+ und f_ messbar.
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Beweis.
Die Fille sup, fi und infy f; folgen aus

{Slipfk <cl={x|Vk: fi(x) <c} =({fi < ¢}
k

{ir}:ffk >cr={x|Vk: fi(x) >c} = ﬂ{fk <c}
k

Die weiteren Fille folgen daraus (die Fille mit lim sup und

lim inf folgen z.B. wegen lim sup, fx = inf, (sup;.,, fx) undliminfy f =

sup,, (infg>m fi))-
1

Definition g.10. Ist (), 2() ein messbarer Raum, so heifit messbare
Funktion f : Q) — R einfache Funktion, wenn f nur endlich viele
Werte annimmt.

Nennen wir die endlich vielen Werte ¢y, ..., ¢k, so bilden die
Mengen A; = f!(c;),i = 1,...,k eine (messbare) Partition von
() und es gilt

k
f= ZCiXA,--
i=1

Umgekehrt gilt: jede Linearkombination von charakteristischen
Funktionen von messbaren Mengen ist eine einfache Funktion,
d.h. jede einfache Funktion ist von obiger Form.

Bemerkenswerterweise kann man jede nicht-negative messbare
numerische Funktion punktweise durch eine aufsteigende Folge
von einfachen Funktionen approximieren:

Satz 9.11. Es sei (Q),2) ein messbarer Raum und f : Q) — [0, 0]
messbar. Dann gibt es eine Folge 0 < ¢1 < ¢ < --- von einfachen

Funktionen ¢y : Q) — R mit ¢y s f pw.

Beweis.
Zuk = 12... und m = 0,1,2,...,k2¥ — 1 definieren wir die

Intervalle I, x = |5, mz—tl] und damit

Cmflls f(x) €
‘Pk(x)_{zi, falls  f(x) > k.

Hier eine Skizze:

: ? /L 1
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Erinnere: ¢y koo f p-w. bedeutet, dass
fiir jeden Punkt x gilt @y (x) o f(x).



16.11.2020, VL 9-5

Aus der Konstruktion sieht man ¢y < @441 und

flx) <k = 0< f(x) — ¢(x) <2k
flx) >k = ¢r(x) =k

Daraus folgt ¢k (x) e f(x) fur alle x.

Als Fazit dieser Uberlegungen kann man festhalten:

« Fiir numerische Funktionen auf'einem topologischen Raum
gilt: Alle Funktionen, die man als Summen, Produkte, punkt-
weise Suprema, Infima oder Grenzwerte aus stetigen Funk-
tionen erhilt, sind Borel-messbar.

« Fiir numerische Funktionen auf beliebigen messbaren Riu-
men gilt: Alle Funktionen, die man als Summen, Produkte,
punktweisen Suprema, Infima oder punktweise Grenzwer-
ten aus einfachen Funktionen erhilt, sind messbar.

Damit scheint es ziemlich schwierig, tiberhaupt einmal eine nicht
messbare Funktion zu konstruieren (und in der Tat geht das im
Allgemeinen auch nicht ohne die Hilfe des Auswahlaxioms, al-
so z.B. mit Hilfe einer charakteristischen Funktion einer nicht
messbaren Menge).
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10 Das Integral beziiglich eines Mafles

In diesem Abschnitt sei (Q), 2, #) immer ein Mafiraum.

Wir wollen nun ein Integral einer Funktion f : 3 — R (oder
auch — IR) definieren, welches fiir das Lebesgue-Maf (also fiir
Q = R% u = A% die Fliche, bzw. Volumen etc. zwischen Graph
und Definitionsbereich wiedergibt. Das Integral einer Funktion f
beziiglich eines Mafdes y bezeichnen wir mit

/ Fdu.

Im Allgemeinen hitten wir gerne folgende Eigenschaften:

1. Fiir jede messbare Menge A soll gelten [ xady = u(A).

2. Das Integral ist linear,d.h. [(af +g)du =a [ fdu + [ gdp.

3. I;as Integral ist monoton, d.h. ist f < g, so ist f fdu <
gdp.

4. Das Integral vertrigt sich mit (geeigneten) Grenzwerten, d.h.
fiir fy — f (in einem noch zu spezifizierenden Sinn) gilt

J fedp = [ fp.

Wie schon beim Riemann-Integral, definieren wir das Integral
nun in mehreren Schritten fiir immer allgemeinere Fille.

Definition 10.1 (Integral von nicht-negativen, einfachen Funktio-
nen). Ist ¢ : O — [0, o0[, eine einfache Funktion, d.h. es gilt
¢ = Y% ¢ixa, mit ¢; > 0 und messbaren A;, so definieren wir

/(pdy = iciy(Ai).

Man beachte, dass das Integral auch den Wert +co annehmen
kann, und zwar, wenn eine der Menge A; unendliches Maf$ hat.

Dies Integral hat zwar nur einen kleinen Definitionsbereich,
erfiillt aber immerhin unsere Wunschliste:

Satz 10.2. Es seien ¢, P, ¢ : Q) — [0, 0o[ nicht-negative einfache
Funktionen und sei c € [0, co[. Dann gilt:

) J(cp+y)dp=c[odu+ [ypdu
i) <y = [odu< [ypdu
iit) Gilt o /9 pw., so gilt limy_e [ @rdp = [ pdp.

Beweis.
i) ist einfach die Linearitit von Summen und ii) folgt aus i), denn

ist 9 < 1, soistp — ¢ > 0 und daherist [(y — ¢)du > 0).
Fiir iii) betrachten wir zuerst den Fall [ dy = co: Da ¢ selbst
eine einfache Funktion ist, muss also ein Summand schon +o
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Soll der Integrationsbereich mit betont
werden, schreibt man auch fody.
Wird die Integrationsvariable benétigt,
schreibt man auch [ f(x)dp(x).

Das entspricht der Forderung “Volu-
men ist Grundfliche mal Héhe”.

Die Darstellung einer einfacher Funk-
tion in der Form ¢ = Y1, cix 4, ist
zwar nicht eindeutig, das Integral aller-
dings unabhingig von der Darstellung.

Dabei bedeutet ¢ " ¥ p.w., dass
@ (x) fiir jedes x wachsend in k ist und

() ZF ().
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sein, und daher gibt es ¢ > O und A € £, so dass

Y >cxa H(A) = oo

Da nur punktweise Konvergenz vorliegt, kénnen wir nicht schlie-
3en, dass ¢ aufiganz A irgendwann nahe an c liegt. Wir gehen also
anders vor, und definieren

Ay ={x € A| gr(x) > ¢c/2}

(insbesondere ist Ay € 2, da ¢y einfach ist). Wegen ¢; " 1 folgt
Ag /4 A und da p als Maf§ stetig von unten ist, folgt j1(Ay) — oo.
SchliefSlich gilt nach Definition von A auch ¢ > 5x4, und es
folgt

[ oudi = su(a0) = .

Behandeln wir jetzt den Fall [¢du < oco. Wir betrachten
Yr = ¢ — ¢ Dann gilt ¢ \, 0 und es ist also zu zeigen, dass

k—roc0

Dazu fithren wir die Gréfle M := sup{y1(x) | x € Q} ein
und betrachten die Menge

S:={xeQ|yi(x) > 0}.

Da [ ¢1du < oo, folgt (S) < co.Zu € > 0 definieren wir
Ski={xeS|y(x) <e}CS

und aus ¢ N\, 0 folgt Uy Sy = {x € S| Tk : P (x) < e} = Sund
das heifdit Sy ' S. Da p von unten stetig ist, folgt (Sx) — u(S)
bzw. (S \ Sx) — 0. Auflerdem haben wir nach Definition von M
und S:

Pre(x) < exs (x) + Mxgs\s, (%)

Daher gilt fiir das Integral

/lPde < ep(Sx) + Mu(S\ Sr)
und also limy_,o [ Prdu < ep(S). Da wir dies fiir alle e > 0
zeigen konnen, folgt limy_,«, [ ¢pdp = 0. O

Da wir in Satz 9.1 gezeigt haben, dass wir jede nicht-negative
messbare Funktion wachsend mit einfachen Funktionen approxi-
mieren kénnen und eben gesehen haben, dass sich das Integral
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fuir einfache Funktionen aus Definition 10.1 gut mit wachsenden
Grenzwerten vertrigt, definieren wir:

Definition 10.3 (Integral fiir nicht-negative messbare Funktionen).
Sei (2,2, ) ein Mafl-Raum und f : (3 — [0, co] messbar. Dann
gibt es eine aufsteigende Folge ¢4 : 3 — [0, oo von einfachen
Funktionen mit ¢, * f p.w. und wir definieren das Integral von

f durch

/fdy = lim /gokdy.
k—o0

Da die Folge auf der rechten Seite wachsend ist, existiert der
Grenzwert auf jeden Fall (ggf. uneigenlich in RR). Es ist aber noch
zu zeigen, dass der Grenzwert unabhingig von der Folge ¢y ist:

Sei P : O — [0, oo[ eine weitere Folge einfacher Funktionen
mit ¢ " f. Es reicht zu zeigen, dass dann gelten muss

fim, [ vt 2 i, [

(denn, wenn wir das zeigen kénnen, kénnen wir durch Ver-
tauschen von ¢y und ¢, auch die umgekehrte Ungleichung
und damit die Gleichheit zeigen). Fiir m, k > 1 definieren wir
P = min(@g, ). Dann gilt auf jeden Fall @y, < ¢y.
Halten wir m fest, so gilt ¢, x ;2 ¥m und nach Satz 10.2 ii)
und iii) folgt

lim /qokdﬂ > kI;m /(Pm,kdy = /1/111,d]/l.

k—o0.

Gehen wir zum Grenzwert m — oo {iber, folgt die Behauptung.

Die guten Eigenschaften des Integral aus Satz 10.2 bleiben alle
erhalten:

Satz 10.4. Essei (), 2, ) ein Mafraum. Dann gilt fiir messbare Funk-
tionen f, g, fr : Q@ — [0, 00] und ¢ > 0:

i) [(cf +g)du=c [ fdu+ [ gdpu
i) f<g = [fdu< [gdp

iii) Ist fi eine punktweise wachsende Funktionenfolge, so giltlimy_,, [ frdp =
f limy 00 fkdy

Beweis.
Wir wihlen Folgen von einfachen Funktionen ¢y, ¢, mit ¢ " f
und ¢; " ¢ und bekommen mit Hilfe von Satz 10.2:

i) Es gilt cor + ¢ " cf + g und daher
/(cf+g)dy = lim /(cq)k + ¢ )dp = ¢ lim /(pkdy + lim /kady
k—o0 k—oc0 k—co0

:c/fdy+/gdy.
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ii) Wegen i) reicht es , zu zeigen, dass fiir f > O auch [ fdu >0
gilt. Wir konnen in diesem Fall ¢, > 0 wihlen (bzw. (@)
statt ¢k betrachten) und bekommen

/fdy = lim /qokdy > 0.
k—c0

iii) Fiir jedes k gibt es eine aufsteigende Folge ¢y ; von einfachen
Funktionen mit ¢; /72, fr. Wir setzen ¢ = sup{ey; |
k,j < m}.Dann gilt ¢, /" h := limj_, fx und daher

nli_r)r;o/tpmdy — /hdy.
Allerdings gilt ebenfalls ¢, < f,;, < h und daher

/lpmdu < /fmdﬂ < /hdﬂ

und daraus folgt mit dem Sandwich-Lemma lim,,;, f fmdy =

[ hdp.
U

Den Fall des Lebesgue-Mafles A? werden wir spiter ausfiihrli-
cher untersuchen. Hier ein einfacheres Beispiel.

Beispiel. Wir betrachten O = N = {0,1,2,...} und darauf die
o-Algebra 2 = B(IN) und das Zihlmafd

o0 sonst.

4A {Anzahl der Elemente in A, falls A endlich

7

Die Funktionen f : (3 — R konnen wir ebenso als reelle Fol-
gen fi = f(k) auffassen. Da 2l = PB(IN), sind alle Funktionen
(bzw. Folgen) #-messbar Die einfachen Funktionen sind genau
die, bei denen f; nur endlich viele Werte annehmen kann. In die-
sem Fall gibt es eine besonders einfache Konstruktion fiir eine
aufsteigende Approximation einer Folge ( fx) mit nicht-negativen
Folgengliedern durch einfache Funktionen. Zu einer Folge (f;)
definieren wir eine Folge (¢} )ren von Folgen durch

" , fuirk<n
(Pk:{fk

0, sonst,

d.h. (¢}) schneidet die Folge (fi) ab dem n-ten Folgenglied ab
und setzt alles danach auf'0. Wir schreiben ¢" als Summe von
charakteristischen Funktionen

=

o = )_ o xqiy (k)
i=0

wobei x ;) (k) genau fiir k = i den Wert 1 und sonst den Wert 0
annimmt (wir konnten also auch x;, (k) = &y, schreiben). Damit
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In Aussage iii) hitten wir auch auf die
Voraussetzung, dass f messbar ist ver-
zichten kénnen, das dies nach Satz 9.9
aus der Messbarkeit der f;. folgt.
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ist das Integral von ¢" nach Definition 10.1
Jorar=3 >
pidit =) ¢ #({i}) =) fi
i:O\:%’T =
Damit bekommen wir das Integral von f beziiglich # als

n oo
[ o= fim, [ aw = fim Y25 = 3
i=0 i=0

Wir halten fest: Das Integral einer (nicht-negativen) Folge beziig-
lich des Zihlmafles ist genau die Reihe iiber die Folgenglieder.

Damit konnen wir Reihen als Spezialfille von Integralen be-
trachten.
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11 Integrierbarkeit

Wir haben nun geklirt, wie das Integral fiir nicht-negative messba-
re Funktionen definiert ist. Untersuchen wir nun den Fall, wenn
die Funktion sowohl positive als auch negative Werte annehmen
kann. Hier nimmt man die einfachste Idee: Wir teilen f aufin

f=fi—f

/ﬁmthw—/ﬂw-

Doch Achtung! Das geht nicht immer, denn wir haben ja explizit
den Wert +co fiir Integrale zugelassen und daher kann hier die
Situation co — oo entstehen. Dieser Fall wird einfach per Definition
ausgeschlossen.

und definieren

Definition 11.1. Ist (), 2, ) ein Mafiraum, so nennen wir f :
Q — R p-integrierbar, wenn f p-messbar ist und es gilt [ f,dp <
cound [ f_dp < cound dann ist

/Nwz/ﬂ@—/ﬂ@-

Satz 11.2. Sei (), 2, 1) ein Mafraum und f : O — R p-messbar.
i) f ist integrierbar genau dann, wenn [|f|dp < oo.

ii) Gibt es zwei nicht-negative yu-messbare Funktionen f1, f» : QO —
0,00] mit f = f1 — frund [ fidy, [ fodp < oo, so ist f inte-

grierbar mit
[ fau= [ fidu— [ fadn
Beweis.

i) Esgilt |[f| = f+ + f- und f4, f- < |f|. Also: Ist f integrier-
bar, so sind f, und f_ integrierbar und da f, f_ > 0 gilt,
folgt aus Satz 10.41) [|f|dy = [ frdu+ [ f-dpu < oo. Ist
umgekehrt [|f|du < o, so sind nach Monotonie fiir nicht
negative Funktionen (Satz 10.4ii)) auch f; und f_ integrierbar
was gerade die Definition der Integrierbarkeit von f ist.

ii) In diesem Fall gilt |f| < f; + f, und daraus folgt [|f|du < co.
Nach Teil i) folgt die Integrierbarkeit von f. AufSerdem ist ist
fi > f+ und daherist wegen f = f; — fo = fy — f_ die
Funktion g := f; — f4 = f» — f- nicht-negativmit [ gdu <
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Wir haben in Abschnitt 10 das Integral
beziiglich i fir alle nicht-negativen, p-
messbaren Funktionen erklirt, nennen
f aber nur dann p-integrierbar, wenn
J fdpu < o gilt.

Ist das Maf aus dem Kontext klar, sagen
wir auch einfach “integrierbar” statt “y-
intergrierbar”.

Der Punkt ii) ist ein technisches Hilf-
mittel, was wir im nichsten Satz einset-
zen werden. Hier muss iibrigens gelten,
dass f1 und f, nicht gleichzeitig den
Wert 400 annehmen, da sonst f nicht
definiert ist.
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co. Mit Satz 10.4 ii) folgt
/fldu - /fzd# = /(f+ +g)du — /(ff +g)du
— [ frdu— [ fan= [ fan
O

Satz 11.3 (und Definition des Lebesgue-Raumes £!(Q), u)). i) Die
Menge

LY, u) == {f : Q = R | f u-integrierbar}
ist ein bildet einen Vektorraum..

ii) Fir f,g € LY(Q, p) gilt:

f§g=>/fdpt§/gd#-

Bisher hatten wir Lineartitit und Mono-

iii) Fir f € ,Cl(ﬂ,y) gilt tonie nur fiir nicht-negative Funktionen
gezeigt.
Manchmal schreibt man  auch
\/fdﬂ\ < /!fldﬂ- £1(Q, 2, 1) oder £1(1).
Beweis.

i) Ist ¢ = 0 so giltimmer 0 = [c¢fdu = ¢ [ fdu. Firc > 0
gilt (cf)y = c(fy) und (cf)- = c(f_) und fiir ¢ < 0 gilt
(cf)s = —c(f-) und (cf)- = —c(f;). Also gilt fiir ¢ > 0
mit Satz 10.4 1)

/(cf)dﬂ = /(Cf)+dﬂ+/(6f)—du = /C(f+)dﬂ+/c(f—)dﬂ

—c( [ fedu+ [ fdu) =c [ rau

und fiir ¢ < 0 analog.

IstF=f+gsoist F = (fr +g+)— (f- + ¢g-) (allerding
muss nicht F; = f, + g4 gelten) und nach Satz 11.2 ii) ist F
damit integrierbar und es gilt

/(f+g)du = /(f+ +g+)dp — _/(ff +g-)du

/f+du—/f—dﬂ+/g+du—/g—du
:/fdy+/gdy.

i) Ist f < g,soist fy < ¢y und f_ > ¢_. Es folgt
/fdﬂ = /f+dﬂ - /f—dﬂ < /g+du—/g—dy = /gdu-
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iii) Aus f < [f|und —f < |f] folgen

/fdﬂﬁ/lfldﬂ und —/fduﬁ/lf\du,

was die Behauptung zeigt.

Satz 11.3 i}+ii) sagen, dass die Abbildung

[: YO, 1) » R, fH/fdy

eine lineare und monotone Abbildung ist.

Komplexwertige Funktionen f : () — C zerlegt man in Real-
und Imaginirteil f = f; + if; und wir nennen f y-integrierbar,
wenn fi und f, integrierbar sind und definieren

/fdu = /fldﬂ +i/f2dﬂ~

Ist O C RY, versehen mit dem Lebesgue-Borel-Maf, so schrei-
ben wir nur £!(Q)).

Wir bemerken, dass die Abbildung f > [|f|du positiv homo-
gen ist, und die Dreiecksungleichung erfiillt. Sie ist aber keine
Norm auf £!(Q), u), da sie nicht positiv definit ist: Ist eine Funk-
tion f nur auf einer Nullmenge ungleich Null, so ist ihr Integral
trotzdem Null, was wir im folgenden Satz priziser machen.

Satz 11.4. Sei (Q), 2, i) ein MafSraum.

i) Ist f : QO — R p-messbar, so gilt
/\f]dy =0 <= {x € Q| f(x) # 0} ist u-Nullmenge.
ii) Ist f : QO — R p-integrierbar, so ist
{re Q] fx) = +oo}

eine j1-Nullmenge.

iii) Esseien f,¢ : Q) — R p-messbarund sei {x € Q | f(x) # g(x)}
eine y-Nullmenge. So gilt: f ist genau dann y-integrierbar, wenn g
p-integrierbar ist und es gilt

/ fdu = / gdp.
Beweis.

i) Die u-Messbarkeit der Menge S = {x € ) | f(x) # 0} folgt
aus der yu-Messbarkeit von f.
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Sei zuerst [|f|dy =0.Zuk =1,2,... setzen wir
@x == min(k|f], xs)-

Danngilt g;  xsund ¢ < k|f|. Alsoist [ ¢pdp < k [|f|du =
0und es folgt nach Satz10.41v)0 = limy o [ @pdp = [ xsdp =

u(s).

Sei umgekehrt S eine y-Nullmenge. Wir definieren

P = min(kxs, |f])

und bemerken ¢ ' |f|. Da y < kxs gilt, folgt [ ¢ = 0
und wieder mit Satz 10.4 iv) folgt [|f|du = 0.

ii) Ist f integrierbar, so gilt M := [|f|dy < oco. Wir setzen
A ={x € Q| f(x) = oo} und bemerken, dass fiir alle k
giltkxa < |f|- Alsoist [ xadpu <} [|f|dy = M/k. Da dies
fiir alle k gilt, folgt u(A) = [ xadu = 0.

iii) Wir setzen S = {x € Q|f(x) # g(x)} und definieren h =
f xst (beachte, dass h = g x ) Mit fi = f xs folgt aus i)
[1fildp = 0.Da f = h+ f; gilt,ist f genau dann p-integrierbar,
wenn /1 p-integrierbar ist. Da diese Argumentation ebenso
mit ¢ statt f geht, folgt: ¢ ist u-integrierbar genau dann, wenn
h p-integrierbar ist.

O
Kommen wir schlief$lich noch zur sehr praktischen sprechwei-
se “u-fast tiberall”:

Definition 11.5. Ist (2,2, ) ein Mafiraum und P eine Aussage
iiber die Punkte x € (), d.h. wir kénnen P als Abbildung P : (O —
{wahr, falsch} auffassen. Dann sagen wir:

Die Aussage P gilt j-fast iiberall, falls die Menge {x €
Q) | P(x) ist falsch} eine y-Nullmenge ist.

Ist 4 das Lebesgue-Maf8 A? sagen wir Lebesque-fast iiberall.

Beispiel. Damit konnen wir die Aussagen von Satz 11.4 wie folgt
ausdriicken:

a) Esgilt [|f|du = 0 genau dann, wenn f = 0 p-fast tiberall.

b) Ist f pu-integrierbar, so ist |f| < oo p-fast tiberall.

¢) Gilt f = g p-fast iiberall, so gilt [ fdu = [ gdp.

Definition 11.6. Ist (2, 2, ) ein Maffraum und Z C ) y-messbar,

soheifit f : O — Riiber Z u-integrierbar,wenn x f ji-integrierbar
ist und wir definieren

/Zfdﬂz/QXZde-
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Ein wichtige Folge von Satz 11.4: Wir
kénnen ohne Beschrinkung der All-
gemeinheit annehmen, dass eine -
integrierbare Funktion f p-fast tiber-
all endlich ist, denn da N = {f =
+oo} eine p-Nullmenge ist, kénnen
wir statt f auch (zum Beispiel) f(x) =
Xt (%) f (x) betrachten (d.h. wir setzen
f auf N einfach gleich Null). Dann ist

f = f p-fast tiberall (und hat insbeson-
dere das gleiche Integral).
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Haben wir einen Mafiraum (Q), 2, i) und eine nicht-negative
p-messbare Funktion ¢ : QO — [0, 0], so kénnen wir fir p-
messbare Mengen A defineren

v(A) ::/Aq)dy.

Satz 11.7 (und Definition von Maflen mit Dichten). Die eben defi-
nierte Abbildung v : 2 — [0, oo] ist ein MafS auf A. Mann nennt v das
Maf$ mit Dichte ¢ zum Maf$ 4 und schreibtv = ¢ - .

Beweis.
Zuerst sehen wir v(@) = [, pdu = 0.

Sind nun A und B p-messbar und disjunkt, so gilt xaup =
x4 + xs und daher

v(AUB) = /AUB pdu = /(PXAUBdV = /((PXA + ¢xs)dp
= /A(pdy—i-/Bq)dy =v(A)+v(B).
Um nun die o-Additivitit zu zeigen, reicht es nach Satz 4.4, zu
zeigen, dass v von unten stetig ist. Sei dazu Ay € A mit Ay " A.

Dann folgt fiir die charakteristischen Funktionen x4, /* x4, also
auch x4, ¢ /" xa¢, und nach Satz 10.4 folgt

lim v(4y) = Jim [ gdp = lim [ xa,gdy
k

k—sc0
:/(.ZXA(pd‘u:/Agody:v(A).
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Wir hitten hier auch dquivalent mit der
von Z induzierten o-Algebra (Z, 2N
Z, u|unz) arbeiten kénnen.
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12 Konvergenzsitze

Das Vertauschen von Integral und Grenzwert bei punktweiser
Konvergenz der Funktionenfolge liefert nicht immer das gleiche
Ergebnis.

Beispiel. 1. Wir betrachten () = R mit dem Lebesgue-Maf$ A
und die Folge
1, falls k<x<k+1

0, sonst.

fr(x) = X[k,k+1](x) = {

Fiir die Folge gilt fy — 0 punktweise denn fiir einen festen
Punkt x € R gilt immer f;(x) = 0, sobald k > x. Es gilt

/]Rfde = Ak k+1]) = 1.

Da die Grenzfunktion konstant Null ist, gilt aber

fim Jofir =1£0= | im fih

Anschaulich gesprochen: Die Masse verschwindet horizontal
im Unendlichen.

2. Wir betrachten wieder () = R mit dem Lebesgue-Maf$ und

k, falls 0 <x<1/k
0, sonst.

fre(x) = kxjo.1/5(x) = {
Hier gilt

/]Rfkd)&:k%zl

aber wieder ist limy_,o fx(x) = O fiir alle x und wir haben
wieder

li dr =1 = li dA.
im /]Rfk #0 /Rkl_{rolofk

k— o0

Anschaulich gesprochen: Die Masse verschwindet vertikal
im Unendlichen.

Zeigen wir jetzt, dass sich unser neuer Integralbegriffin einigen
Fillen mit punktweise Grenzwerten vetrigt. Die erste wichtige
Erkenntnis ist, dass im Fall von (punktweise) monotonen Folgen
von Funktionen die Vertauschbarkeit von Grenzwert und Integral
funktioniert.

Satz 12.1 (Satz von der monotonen Konvergenz). Ist (Q),2l, u) ein
MafSraum und sind fi : Q3 — R p-integrierbar mit f1 < f, < ---, s0
dass es ein M gibt, so dass fiir alle k gilt

/fkdy <M.
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Das gleiche passiertim Fallvon ) = IN
mit dem Zihlmaf # und der Folgenfol-

ge a" = (a)en mit

1, falls k=n
aZ :(Skn = {

0, sonst,

dh. a8 = (1,00,...), % =
(0,1,0,...),4% = (0,0,1,0,...), ...
Es gilt [y a"d# = Yienap = 1
aber es gilt aj/ "% 0 = ay. Daher
ist limrfﬁwzkeNaZ’ =1#0 =
ZkEN llmnﬁoo ﬂ;;l.

1/k
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Dann ist f := limy_, fr (punktweise erkldrt) ebenfalls y-integrierbar
und es gilt

lim / fdp = / Fdu.
k— o0
Beweis.

Wir definieren gy = fi — f1. Dann ist gy wieder monoton wach-
send aber die g sind nicht negative Funktionen mit gy — f — fi
und

/gkdﬂ = /fkd]/‘ - /fld]/l <M - /fldy =: M;.

Nach Satz 9.9 folgt, dass ¢ = limy ,0 gk = f — f1 (wiederum
punktweise erklirt) y-messbar ist und nach Satz 10.4 iv) folgt, da
g g > 0.gilt,

/gdy = lim /gkdy < M;.
k—o0

Also ist ¢ integrierbar und addieren wir [ fidu aufbeiden Seiten,
folgt die Behauptung. O

Korollar 12.2 (Lemma von Fatou). Fiir eine Funktionenfolge fi : Q) —
[0, oo] gilt immer

/ liminf fidp < liminf | fudp.
k—ro0 k—o0

—

Wir betrachten gy = infj~ f;, denn diese Folge ist wachsend
und konvergiert punktweise gegen liminfy_,, fx. Die Mono-
tonie des Integrals gibt [ gedp = [ (inf,zkf,>dy < [ frdu
und nach Satz 12.1 (monotone Konvergenz) folgt

/. liminf fydp = / lim gxdp = lim / grdp < liminf/fkdy.
J  k—oo J k—oo k—o0. k—oo .

Vergleichen wir nun das Riemann-Integral mit dem Lebesgue-
Integral, d.h. wir betrachten speziell die Menge () = [a, b] und
den Mafiraum ([a, b], B([a,b]),A!), also die o-Algebra der Borel-
Mengen im Intervall [a, b] versehen mit dem eindimensionalen
Lebesgue-Maf3.

Beispiel. Es gibt Lebesgue-integrierbare Funktionen, die nicht
Riemann-integrierbar sind: Das einfachste Beispiel ist die Dirich-
let’sche Sprungfunktion

1, falls x rational

X) = X) =

g(x) XQnN[a,b] (x) {0, sonst.
Dass die Funktion nicht Riemann-integrierbarist, haben wir schon
im ersten Semester gesehen, das Lebesge-Integral hingegen exis-
tiert: Die Menge Q ist abzihlbar, daher eine abzihlbare Vereini-
gung von einpunktigen Mengen, also insbesondere Borel-messbar
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Analoges gilt fiir monoton fallende
Funktionenfolgen.

Unsere Beispiele zeigen, dass die Un-
gleichung tatséchlich strikt sein kann.
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mit Lebesgue-Maf 0. Daher ist

/8d?\ - /X@m[a,b]d)L = A QnNa,b]) =0.

Andersherum gilt: Jede Riemann-integrierbare Funktion auf
einem kompakten Intervall [a, b] ist auch Lebesgue-integrierbar
(mit gleichem Wert des Integrals):

Satz 12.3. Ist f : [a,b] — R Riemann integrierbar, so ist f, gqf- nach
Abdnderung auf einer Lebesque-Nullmenge, Borel-messbar und es gilt

/u ! Flx)dx = /M fFdA.

Beweis.
Um dies zu zeigen, erinnern wir uns an folgende Charakterisie-

rung der Riemann-Integrierbarkeit: f : [a,b] — R ist genau dann
Riemann-integrierbar, wenn es zu jedem € > 0 zwei Treppenfunk-
tionen ¢, P gibt mit ¢ < f < ¢ und

/ab P(x)dx — /ab p(x)dx < e.

Treppenfunktionen sind (als endliche Summe von Indikator-Funk-
tionen von Intervallen) Borel-messbar und es gilt

b
/ q)(x)dx:/[b] pdAl,

d.h., das Lebesgue-Integral stimmt mit dem Riemann-Integral
iiberein.
Es gibt also zu jedem k zwei Treppenfunktionen ¢y, x mit

¢r < f < 1y und

/ﬂb Pr(x)dx — /ﬂb or(x)dx < %

Ohne Einschrinkung konnen wir annehmen, dass die Folge ¢y
wachsend und die Folge ¢ fallend ist (ansonsten betrachten wir
die Folgen @, = max(¢1,..., @) bzw. P = min(y, ..., P)).

Die Definition des Riemann-Integrals liefert

b b b
/ f(x)dx = lim / @x(x)dx = lim / Py (x)dx.
a k—o0 Jg k—o00 Jg
Um das Lebesgue-Integral von f zu berechnen, benutzen wir den
Satz von der monotonen Konvergenz (Satz 12.1): Dieser zeigt, dass
@k punktweise gegen eine Borel-messbare Funktion ¢ konvergiert
und fiir diese gilt

b
dA = i dA = i / dx.
T T S T TR, ¢i(x)dx
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Eine wichtige Konsequenz: Wollen wir
Lebesgue-Integrale von Funktionen auf
kompakten Intervallen berechnen, so
kénnen wir die Techniken benutzen, die
wir fiir Riemann-Integrale kennen.
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Ebenso folgt aus dem Satz von der monotonen Konvergenz, dass
Y, punktweise gegen eine Borel-messbare Funktion i konvergiert
fur die gilt

PpdA = lim

b
(,b] k—c0 J[ab] Prdr = klglolo/a Pi(x)d.

Es folgt

b
di= [ flode= [y
/[a,b}qv - f®) Wl/)
und da ¢ < f < ¢ gilt, folgt  — ¢ > 0. Wegen

/W] (p—@)dA =0

ist ¢ = 1 Lebesgue-fast iiberall und also auch f = ¢ Lebesgue-fast
iberall. O

Satz 12.4 (Satz von der dominierten Konvergenz). Sei (Q2, 2, u) ein
Mafraum, fi : QO — R, k > 1 eine Folge u-integrierabarer Funk-
tionen mit fy — f punktweise u-fast tiberall. Da gilt: Gibt es eine
p-integrierbare Funktion F : QO — [0, o] mit | fx| < F fiir alle k, so ist
f (ggf- nach Abdnderung auf einer .-Nullmenge) y-integrierbar und es
gilt sowohl

[ fdu = lim [ fid

als auch
lim /\f ~ fldp — 0.
k—o0

Beweis.
Die Menge N = {x € Q| fi(x) /4 f(x)} ist eine u-Nullmenge
und wenn wir alle Funktionen mit x,¢ multiplizieren, kénnen
wir auch fi(x) — f(x) fiir alle x € ) annehmen.

Wir definieren gx(x) = sup{fi(x) | i > k} und g ,(x) =
sup{fi(x) | k <i < n}. Damit gilt

F(x) = limsup fi(x) = infge(x),

k—oo

und auflerdem ist gy, o gk und [ gx,dp < [Fdpy =1 M <
co und mit dem Satz von der monotonen Konvergenz (Satz 12.1)
folgt die Integrierbarkeit von gx. Die Folge g ist fallend und wegen
J gkdp > — [ Fdu > —oo folgt (wieder mit monotoner Konver-
genz), dass f integrierbar ist mit

/fdﬂ = klggo/gkdu~
Mit I (x) = inf{fi(x) | i > k} gilt f(x) = Liminf; fi(x) =
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Der Satz heif$t auch Konvergenzsatz von
Lebesgue oder Satz von der majorisierten
Konvergenz.

Die Funktion F ist die “dominierende”
oder “majorisierende Funktion”. Man
kann immer F := supy|fx| nehmen
und priifen, ob diese Funktion integrier-
bar ist.

Die Konvergenz “f — f punktwei-
se p-fast tiberall” bedeutet, dass fiir pi-
fast alle x € Q gilt fy(x) — f(x),
anders gesagt: die Menge {x € Q |
fi(x) # f(x)} ist eine yu-Nullmenge.
Wir schreiben abkiirzen p.w.p-f.ii. und
im Fall des Lebesguemafles auch nur
p.w.f.u.
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sup, hj und analog zu vorher schliefSt man

/fdy = lim /hkdy.
k—c0

Wegen i < fi < g folgt mit dem Sandwich-Lemma f fdu =
limk_m ffkdy
Weiterhin ist | f — fx| < gx — hy und daher

lim /!f—fk!dﬂ < lim(/gkdﬂ—/hkdw =0.
k—00 k—o0
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13 Anwendungen und Folgerungen der Konver-
genzsitze

Neben der Anwendung im Fall von Lebesgue-Integralen, folgt auch
eine Aussage fiir Reihen:

Korollar 13.1. Es sei (a})ren eine Folge von reellen Folgen. Gibt es
dann eine summierbare Majorante, d.h. eine Folge (Ay) mit |a}| < A
fiir alle k und n und Y o Ay < oo so gilt: Ist a = lim;, 0 4y, so ist
auch die Folge (ay) summierbar und es gilt

(e 9] oo
lim ) af =) a
lim ) af =) ok
k=1 k=1
Entsprechende Analoga fiir monotone
Konvergenz und das Lemma von Fatou
Das ist genau Satz 12.4 im Fall von Q = {1,2,...} mit dem gelten ebenfalls.

Zihlmafd #.

Beispiel. Wir betrachten noch einmal die Folge a, = (14 )" (von
der wir seit dem ersten Semester wissen, dass sie gegen e konver-
giert). Wir benutzen den binomischen Lehrsatz und bekommen

ir-E0);

7.
k=0 n

Wir wiirden nun gerne rechts einfach n — oo schicken, miissen
aber tiberlegen, in wie fern das gerechtfertigt ist. Wir schreiben

2 = (2)#, fallsk <n
0, sonst.

Es gilt fiir alle k und n
g (™ 1 nt 1 _ 1nm—-1)---(n—k+1)
7 \k)nk — k(n—k)!nk K nk
1n* 1
< —— = — = A
Skink kR
Also ist Ay = % eine summierbare Majorante. Fiir fixiertes k gilt
auflerdem
myl_1 n -1 n_k+1—>lfﬁrn—>oo
k)nk kIl n _n n k!
I g N———

=1 —1 —1

und es folgt
lim (1+ 1) = limi 1 lim ia"
n—00 n n—00 k| nk n—00 k
k=0 k=0
oo oo 1
— : n __ —
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Der Satz von der dominierten Konvergenz hat weitere prakti-
sche Konsequenzen:

Satz 13.2 (Stetige Abhingigkeit von Parametern). Es sei (Q), 2, i)
ein Maffraum und f : Q) x R — IR eine Funktion, so dass die Abbildung
fi(x) := f(x,t)fiirallet € R p-messbarist und die Abbildung fy(t) =
f(x, t) fiir u-fast alle x stetig ist. Dann gilt: Gibt es ein y-integrierbares
¢ :Q — Rmit|f(x,t)| < g(x) fiir alle t und p-fast alle x so ist f;
fuir alle t p-integrierbar und die Funktion

F(t) = [ flx,Hdn(x)
ist stetig.

Beweis.

Um Stetigkeit zu zeigen, betrachten wir eine Folge ¢, — t. Die
Funktionen f,(x) := f(x,t,) erfiillen die Voraussetzungen des
Satzes von der dominierten Konvergenz, insbesondere gilt f,, (x) =
f(x,t,) = f(x,t) u-fast iiberall und daher gilt

lim F(t,) :Ji_r}r;/ﬂfndy - /Qf(x,t)dy(x) — F(t).

n—oo

O

Satz 13.3 (Ableiten unter dem Integral). Essei f : () X R — R so,
dass die Abbildung x — f(x,t) fiir allet € R p-messbar ist, fiir ein

to € R p-integrierbar, und auflerdem die partielle Ableitung %—{(x, t) fir
alle (x, t) existiert. Dann gilt: Gibt es ein integrierbares g : () — R mit

15 (0, 1)] < (%),
so ist die Abbildung x — f(x, t) fiir alle t integrierbar und die Funktion
F(t) = [ f(xHdu(x)

ist differenzierbar mit

F() = [ 30 t)dux).

Beweis.
Nach dem Mittelwertsatz gibt fiir f, f) € R ein T zwischen ¢ und

to, so dass

Flot) = fx o) = G (x,T)(t — to).

Damit folgt
[f(x,8) = f(x,t0)| < g(x)]t — o

und

f (D < 1f (x to) [ + g(x) |t — tol.
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Damit folgt [ |f (x, )[dp(x) < [q] f(x,to)|dp(x) + [t = to] [ 8(x)
und damit die Integrlerbarkelt der Funktionen x — f(x, ) fiir

alle t.
Fiir die Differenzierbarkeit von F betrachten wir f, — t und
den Differenzenquotienten

F fxt,l Xtd]/l( )

[
Nun gilt:
i) Der Integrand konvergiert (punktweise) gegen die partielle
Ableitung % (x,1).

ii) Nach dem Mittelwertsatz gilt

[t S| < o(x) |t — t,]

ty—t

und da t — t, beschrinkt ist, ist die rechte Seite eine integrier-
bare Majorante.

Die Behauptung folgt nun aus dem Satz von der dominierten
Konvergenz. U

Korollar 13.4. Ist in der Situation von Satz 13.3 die Funktion f partiell
differenzierbarint € D C RP, danngilt firi =1,...,p

0= [ L ndutw.

Beispiel ([-Funktion). Zur Berechnung von [ x exp(—tx)dx ge-
hen wir wie folgt vor: Wir betrachten x > 0 und t > e fiir ein
€ > 0. Es gilt xexp(—tx) = —2[exp(—tx)] und da t > ¢, ist
x exp(—ex) eine Lebesgue-integrierbare Majorante. Es gilt also

[e o)

/ xexp(—tx)dx :/ — & lexp(—tx)]dx = -2 [ exp(—tx)dx.
0 0 0

dp(x)

Mit der Substitution y = tx folgt [;° exp(—tx)dx = 1[5~ exp(—y)dy =

H=exp(=y)l§y =+
Wir schlieflen

_ o) _
/0 xexp(—tx)dx = -5 [J =7
Wiederholung obiger Argumente erlaubt wiederholtes Ableiten

dieser Gleichung nach ¢ (und Differenzieren unter dem Integral).
Es folgt

/0 x? exp(—tx)dx = t% /0 X3 exp(—tx)dx = t%

und rekursiv ergibt sich
/ x"exp(—tx)dx = %
Jo
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Fiir t = 1 bekommen wir fiir alle n € IN
/ x"exp(—x)dx = nl.
0

Beispiel (Gaufisches Integral). Wir betrachten das sogenannte Gaufs-
sche Integral fooo exp(—x2/2)dx. Um dies zu berechnen, betrach-
ten wir zuerst

g(t) = (/Otexp(—xZ/Z)dx>2.

und leiten diese nach t ab. Wir bekommen nach der Kettenregel
und dem Fundamentalsatz

¢'(t) = 2(/()texp(—x2/2)dx> exp(—t2/2)

= Z/texp(—(t2 +x%)/2)dx
0

Mit der Substitution u = x/t wird dies zu

1
g'(t) = 2/ texp(—(1+u?)t?/2)du
0
Wir bemerken, dass fiir den Integranden gilt

texp(—(1+u?)t?/2) = _%%W

und da dies eine integrierbare Funktion ist, gilt
2
_ 2/ a exp(— 11:uuz)t /2) 4y,

1
o p) exp(—(1+u?)t?/2)
=25 | — e du

Bilden wir auf' beiden Seiten die Stammfunktion, folgt

exp(—(14u)t*/2) (14+u?)t?/2)
2/ 1Jru2 du +C.

Fir t — 0, folgt einerseits aus der Definition von g und obiger
Formel

Ozg(O):—Z/ Ldu+C

= —2arctan(u)|;_o+C=—Z +C.

AlsoistC = % und fiir t — oo bekommen wir mit Hilfe des Satzes
von der dominierten Konvergenz

(/Oooexp(—tz/Z)dt> = lim g(#)

t—o00
1 exp(—(14u?)£?/2) s
=i (2 [ O D g
_ limy 00 exp(—(1+u2)£2 /2) T
= 2/ 1+u2 du + 3
=0
— T
=Z.
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Dies motiviert die Definition der Euler-
schen I'-Funktion als Interpolation der
Fakultit: Fiir s > 0 definiert man

I'(s):= /OOO ¥ Lexp(—x)dx

undesgiltT'(n+1) =n!
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Es gilt also

/OOO exp(—t2/2)dt = \/g
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14 Der Raum L!

Essei (Q), 2, 4) ein Mafraum. In Satz 11.3 hatten wir schon den zu-
gehorigen Vektorraum L£!(Q), i) aller integrierbaren Funktionen
kennengelernt. Wir definieren nun fiir f : QO — R

£l = [ |fldu € 0,00

Es gﬂt: f e El(Q, ]4) genau dann, wenn ||fHL1 < oo. Beachte tljie"verschiedenen L: L' an der
Tatsichlich ist dies keine Norm auf £1(Q, u), aber es gilt: Norm £ fiir den Raum.

i) [|[fll;r =0 <= f =0 p-fast iiberall
ii) llefllr = lelll Il firallec € R

i) | f+ gl < Il + gl falls f + g pu-fast iiberall definiert
ist.

Weiterhin gilt:

) fi— flln S50 = [, fidu — [, fdu.

Da die positive Definitheit nicht gegeben ist, nennt man ||-||;1
nur Seminorm. Man kann sich aber folgendermafien abhelfen: Wir
definieren

N = {feLiu|fll =0}

und bemerken, dass A/ ein Unterraum von £!(Q), ) ist.
Wir bilden nun den Quotientenvektorraum

LY Q, u) == LYQ, u) /N

Was bedeutet das konkret in diesem Fall: Wir betrachten zwei
Funktionen f,¢ € £1(Q), u) als dquivalent, wenn f — ¢ € N gilt,
d.h.

f~g < f =g p-fastiiberall.

Die Elemente von L'(Q), 1) sind Aquivalenzklassen beziiglich
dieser Aquivalenzrelation und alle Operationen (wie Summen,
skalare Multiplikation, Betrag, Produkt...) sind mit Hilfe von Re-
prisentanten definiert. Insbesondere gilt: Ist f ~ g, so ist auch
J fdu = [ gdp. )

Wir werden im Folgenden immer die Aquivalenzklassen unter
den Tisch fallen lassen und wieder von Funktionen f € L'(Q, )
sprechen. Das ist nicht ganz ungefihrlich, denn eine solche “Funk-
tion” ist nur bis auf Abidnderung auf einer beliebigen Nullmen-
ge bestimmt. Insbesondere kann man fiir eine Funktion f €
LY(Q, u) dann nicht mehr vom “Wert in einem Punkt” sprechen,
d.h. der Ausdruck f(x) ist nicht mehr wohldefiniert. Hingegen
sind Integrale [, fdu fiir alle Teilmengen A C () immer erklirt.
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Um den Unterschied zwischen “Funktion” (im klassischen Sinn)
und Funktion “in L'(Q), u)” zu verdeutlichen, nennen wir Funk-
tionen im zweiten Fall auch L'-Funktionen.

Wir untersuchen den Raum L!(Q), 1) weiter:

Fiir einen o-endlichen Mafiraum (Q), 2, 1) betrachten wir den
Vektorraum der einfachen Funktionen

m
E(Q)={Y_ cxa |k €R, Ap €, u(Ay) < oo}
k=1

Ist 2 von einem Mengenring 2y erzeugt, so betrachten wir aufler-
dem den Vektorraum der ganz einfachen Funktionen

m
Eo(Q) = {)_ ckxa, | cx €R, Ap € Ay, p(Ax) < oo}.
k=1
Es gilt Eo(Q)) € E(Q) C L'(Q, 1) und es handelt sich jeweils um
Unterrdume.
Ein wichtiges Beispiel ist O = RY, 2l = B(R?) und 24y =
Q(RY).
Satz 14.1. Die Vektorriume Eq(Q) und E(Q) liegen dichtin L' (Q, 1),
d.h. zu jeden f € LY(Q, u) und jedem € > 0 gibt es ein ¢ € Eo(Q)
mit | — gl < e.
Beweis.
1. Jedes integrierbare f ist per f = f. — f_ die Differenz zweier

nicht-negativer Funktionen und daher beschrinken wir uns
auf'den Fall f > 0. Nach Definition der Integrierbarkeit gibt es

also ¢ € E(Q) mit ¢ fund [ ¢rdp ' [ fdp. Esistalso
f—@r =|f — ¢x| > 0und es folgt fiir k grof§ genug

If =l = [1f —ouddn = [ £~ gudn <e.

Damit ist gezeigt, dass E(Q)) in L!(Q)) dicht liegt.

2. Um zu zeigen, dass auch Ey(Q)) dicht liegt, reicht es, zu zeigen,
dass sich jede einfache Funktion durch ganz einfacher Funk-
tionen approximieren lisst und dafiir reicht es, zu zeigen: Ist
A € A, mit u(A) < cound e > 0,so gibtes S € 2y mit
llxa — xsllp1 < €. Diese Norm ist aber

Ixa—xsllp = /XAASd.“ = u(AAS)

und nach Korollar 6.7 kann man die rechte Seite beliebig klein
machen.

O
Im konkreten Fall des Lebesgue-Mafles folgt also: Die Menge
der ganz einfachen Funktionen (also der endlichen Linearkombi-

nationen von charakteristischen Funktionen von Quadern) liegt
dicht in L1(R?, A9).

Analysis 3 | TU Braunschweig | Dirk Lorenz | WiSe 2020/21 66

Wir kénnen also i.A. fir eine L!-
Funktion nicht mehr vom Wert f(x)
sprechen. Ist O = R, und u = A¢
so kénnen aber immer noch Integra-
le fo(x) fdA? betrachten. Wenn wir

diese mit dem Lebesgue-Maf es Bal-
les B;(x) normieren, bekommen wir
den Mittelwert von f tber diesen Ball:
m‘f&(’f) fdA“. Die Frage, ob,
wann und wogegen diese Mittelwerte
fir ¥ — 0 konvergieren ist gar nicht
einfach. Man kann (mit einigem Auf-
wand) zeigen, dass diese Grenzwerte
fiir A?-fast alle x existieren und man da-
her einen wohldefinierten A?-fast iiber-
all definierten Reprisentanten von f
hat (und die Ausnahmemenge ist eben-
falls fixiert). Dies findet man unter dem
Stichwort Lebesguescher Differentiations-
satz.
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Die Approximation von L!-Funktionen mit einfachen Funk-
tionen ist oft niitzlich. Manchmal mdéchte man aber auch mit
glatteren Funktionen approximieren. Das geht auch und wir zei-
gen den Fall von stetigen Funktionen. Wir brauchten dazu einen
topologischen Raum X und bezeichnen mit C(X) den Vektorraum
der stetigen Funktionen von X nach R.

Definition 14.2. Zu f : X — R bezeichnet

supp(f) := {x € X[ f(x) # 0}

den Triger von f.

Konkret betrachten wir X = U C R? offen. Wir bezeichnen
mit

Co(U) :=={f € C(U) | supp(f) C U kompakt}.
Jedes f € C.(U) lisst sich per

TR {f(x), xel

0, sonst

zu einem f € C(R?) fortsetzen (insbesondere ist f stetig). Daher
ist C.(U) in natiirlicher Weise ein Unterraum von C.(IR%). Wir
wollen zeigen, dass C.(U) in L' (U) dicht liegt und zeigen dafiir
zuerst ein Lemma:

Lemma 14.3. Es sei U C R? offen und nicht leer. Dann gibt es eine
Folge Iy, € C.(U) mit0 < Iy < 1 und hy(x) sy 1 fiir alle x € U.

Beweis.

1. Im ersten Schritt konstruieren wir zu beliebigem kompak-
tem K C Ueinh € C.(U) welches schon0 < k& < 1und
h|K = 1 erfiillt: Dazu definieren wir r = dist(K,R% \ U)
(und aus Analysis 2 wissen wir, dass » > 0 gilt) und setzen

h(x) = max (0,1 — 2 dist(x, K)).

Man kann hierfiir die geforderten Eigenschaften einfach
nachrechnen.

2. Im zweiten Schritt nutzen wir, dass U von Innen mit kompak-
ten Mengen ausgeschopft werden kann, d.h. es gibt eine kom-
pakte Mengen K,, mit K;;, ,/* U und zu jedem gibt es ein /,,
wie aus Schritt 1. Gehen wir noch von h,,, zu max (hy,, hy,—1)
iiber, so ist die Folge der /,, auch wachsend und die Behaup-
tung ist gezeigt.

O

Satz 14.4. Sei U C R? offen und L'(U) = LY(U, B(U), A?). Dann
liegt der Raum C.(U) dicht in L' (U).
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Beweis.

1. Im ersten Schritt behandeln wir den Fall U = R?. Da die
ganz einfachen Funktionen schon dicht liegen, reicht es, sich
aufden Fall f = xo mit einem Quader Q zu beschrinken.

Dazu: Ein f € L(U) approximieren wir zuerst durch

ein ¢ = Y/'; ckXQ,, d-h. wir wihlen ¢ und Q so, dass

|f — gll;1 < €/2 und dann approximieren wir jedes
X, Mit einem stetigen Iy € C.(R%), so dass llekxo, —
hi|| < e/(2m) denn dannisth = ¥ by € C.(R?) und
es gilt [|f —hl[n < If =gl +llg =il < e/2+
Yitallexxg, — hiellr <e.

Dies geht “per Hand”, indem wir fiir Q = I; x - - - x I; (also

XQ(xl, ce ,Xd) = X[l(xl) o X (xd)) ein stetige Pk wie in
der Skizze definieren

und dann ¢@(x) = ¢1(x1) - - - @4(x,) setzen.

2. Im zweiten Schritt sei nun U C R? offen und f € L'(U)
wir setzen f durch Null zu f € L'(R?) fort und nach Teil
1. gibt es G € C.(RY) mit || f — G| 11(re) < €/2. Schrinken
wir G zu g := G|y ein, so ist zwar ¢ € C(U), hat aber ggf.
keinen kompakten Triger mehr. Die kénnen wir aber durch
Multiplikation mit einem geeigneten /iy aus Lemma 14.3
erreichen. d.h. wir nehmen /g statt g. Mit dem Satz von der
dominierten Konvergenz kann man nun die Behauptung
zeigen.

(]

Schlieflich zeigen wir, dass der Raum L!(Q, 1) vollstindig ist.
Dazu zeigen wir zuerst ein Ergebnis {iber den Zusammenhang von
Konvergenz beziiglich der L!-Norm und punktweiser fast iiberall
Konvergenz.

Zuerst ein Lemma:

Lemma 14.5. Ist g € L1(Q), u), mit Y521 ||kl 1 =: M < oo, dann
konvergiert die Folge h,, = Y ;' gk der Partialsummen p-fast iiberall
gegen eine Funktion ¢ € L1(Q), i) und es gilt ||hy — gl|1 — O.
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Beweis.
Wir setzen

Gu:=) lsxl, G:= ) lsil-
k=1 =1

Dann ist [ Gudp = Y3 |gkll;1 < M und aus dem Satz von der
monotonen Konvergenz folgt G € L'(Q), ). Also ist G pfast iiber-
all endlich und daher existiert der Grenzwert g(x) := Y ;7 4 gx(x)
p-fast tiberall. Die Behauptung folgt nun aus dem Satz von der
dominierten Konvergenz, denn es gilt [} j_; gx| < Gn < G. O

Satz 14.6. Ist f € L'(Q), i) eine Cauchy-Folge beziiglich der L' -Norm,
so gilt: Es gibt eine Funktion f € L1(Q), u) und eine Teilfolge fu,, so

k—o0

dass fm, s f u-pw.fi. und auflerdem gilt || fr — f|l; — 0.

Beweis.
Da f; eine Cauchy-Folge ist, gibt es eine Teilfolge f,,,, so dass

—k
Hfmk _fmk+1||L1 <27

Wir bilden nun die Teleskop-Reihe

fml + i(fmkﬂ _fmk)
k=1

deren Partialsummen gerade die f,, 1 sind. Nach Lemma 14.5
existiert der punktweise Grenzwert f der f,, u-fast tiberall und
es gilt sowohl f € L1(Q, u) als auch || fyn, — f||;2 — 0. Da f; eine
Cauchy-Folge ist, folgt || fy — f||;1 — oo.

O
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15 Die Invarianz der Lebesgue-Mafles

In diesem Abschnitt wollen wir untersuchen, wie sich das Lebesgue-
Maf§ bei Verformung mit linearen Abbildungen verhilt. D.h. wir
wollen untersuchen, wie das Lebesgue-Maf von Mengen der Form

TA={Tx|x € A}

fiir (affin) lineare Abbildungen T : RY — RY und Lebesgue-
messbare Mengen A C IR¥ ist.

Der Fall von Verschiebungen ist einfach: Ist T,(x) = a + x fiir
a € R?und T,(A) = a + A die verschobene Menge, so ist gilt
fiir das Lebesgue-Mafd A%(A) = A4(T,(A)). Man sagt auch: Das
Lebesgue-Maf? ist translationsinvariant.

Tatsichlich ist das Lebesgue-Borel-Maf§ das einzige translati-
onsinvariante Mafd auf dem Borelschen MafSraum was dem Ein-
heitswiirfel das MafS 1 gibt:

Satz 15.1. Es sei u : B(R?) — [0, 0] ein translationsinvariantes Maf,
fiir das es eine beschrdnkte offene Borelmenge By mit 0 < u(Bp) < oo
gibt, so gibt es ein c > 0 mit 4 = cA?, d.h. u ist ein Vielfaches des
Lebesque-Borel-Ma/3es.

Beweis.
Es sei

Wq:{xEIRd|0§xi§1/q}

ein Wiirfel mit Kantenlinge 4. Da By offen ist, gibt es eing € IN
(grof8 genug) und eine Verschiebung um a, so dass a + W, C By
liegt. Daher ist (W) < u(Bg) < co. Da By beschrankt ist, lisst
es sich durch endlich viele Mengen der Form a + W, iiberdecken,
woraus 1t(W;) > 0 folgt. Da der Einheitswiirfel W; eine disunkte
Vereinigung von g" Wiirfeln W ist, folgt

0 < u(Wr1) = q"u(Wy)
——

=:c

und es folgt 41(W,) = cq~" und auch p(W;) = cA4(Wy).

Daraus bekommen wir fiir alle Quader Q ebenfalls u(Q) =
cA?(Q). Also stimmen die beiden Mafe A%und p/c auf Q(R?)
iiber ein, und damit (wegen der Eindeutigkeit der Fortsetzung)
auch auf B(RY). O

Lemma 15.2. Essei T € R*? invertierbar. Dann ist das Maf3 1(B) =
A (T(B)) ein translationsinvariantes Ma.

Beweis.
Sind die Mengen By paarweise disjunkt, so sind auch die T(By)
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Eine affin lineare Abbildung von R?
nach R? ist von der Form T(x) =
Mx+bmit M € R, b € R

Verschobene Quader haben per Defi-
nition das gleiche Lebesgue-Maf3, und
zum Ausschépfen von a + A kann man
die gleichen (nur verschobenen) Qua-
der wie flir A nehmen.
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paarweise disjunkt, und es gilt
w(JB) = AUT(JBr) = A" (U T(BY)
k k k
= ;/\d(T(Bk)) = 1(By).

Auflerdem gilt T(a + B) = Ta+ TB und also ist y(a + B) =
A(Ta+ TB) = A%(TB) = u(B), d.h. u ist translationsinvariant.
O

Zusammen mit dem Satz davor folgt:

Korollar 15.3. Zu invertierbarem T € R**4 sei u(B) = AY(T(B)).
Dann existiert ein ¢ > 0, so dass (B) = cA?(B).

Wir miissen nur zeigen, dass es eine offene Borelmenge By
gibt, fiir die p(By) > 0 gilt. Da T invertierbar ist, existiert
die Umkehrabbildung T~! und ist als lineare Abbildung ste-
tig. Daher ist TBy fiir offenes By wieder offen und es folgt
1(By) = A4(TBy) > 0, da offene Mengen positives Lebes-
guemaf$ haben.

Satz 15.4 (Bewegungsinvarianz des Lebesguemafles). Es sei S €
R¥*4 eine orthonormale Matrix (d.h. es gilt ST = S~ ) und a € R,
Dann gilt fiir alle Borel-Mengen B

A%(a+ SB) = AY(B).

Beweis.
Da wir schon die Translationsinvarianz des Lebesgue-Mafles ge-

zeigt haben, kénnen wir 4 = 0 annehmen. Wir definieren y(B) :=
A(S(B)). Nach Korollar 15.3 gibt es ein c, so dass u(B) = cA(B).
Fiir die Einheitskugel K = {x € R? | ||x||> < 1} gilt S(K) = K
und daher ist 4(K) = A(S(K)) = A(K) und daher ist c = 1, was
die Behauptung zeigt. O

Hier ein Lemma aus der linearen Algebra:

Lemma 15.5. Zu jedem invertierbarem A € IR?*? existieren zwei or-
thonormale Matrizen S1, S> € R4*? und eine Diagonalmatrix D mit
positiver Diagonale, so dass A = S1DS,.

Beweis.

Nach dem Spektralsatz fiir symmetrische Matrizen gibt es ein
orthonormalen S und ein Dy = diag(A4,...,Ay) mit Ay > 0, so
dass

STATAS = Dy.

Wir definieren D = diag(v/A1,...,v/A4) und S; = ASD~! und

bekommen

S1$1=D"'STATASD' =D 'D;D"! = E,
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Die Abbildung x — a + Sx ist eine Dre-
hung/Spiegelung, gefolgt von einer Ver-
schiebung. Solche Abbildungen nennt
man auch Bewegungen und daher sagt
dieser Satz: Das Lebesgue-Maf ist inva-
riant unter Bewegungen.

Die ist tatsichlich ein Spezialfall der Sin-
gularwertzerlegung.
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und daher ist S; orthonormal. Setzen wir noch S, = S~! (was
wieder orthonormal ist), so bekommen wir aus $; = ASD~1 die
behauptete Darstellung A = S;DS~! = $;DS,. U

Satz 15.6 (Transformation des Lebesgue-Mafles unter linearen
Abbildungen). Ist T € R?*? invertierbar, so gilt fiir alle Borel-Mengen
B

AY(T(B)) = |det(T)|A%(B).

Beweis.

1. Zeigen wir zuerst den Fall T = D = diag(cy, ..., 0,) einer
Diagonalmatrix mit 3 > 0. Fiir die Einheitswiirfel W; gilt
dann TW; = [0, 01] X - - - X [0, 03], und daher gilt

u

A(TW;) = [ oi = det(D)A%(Wy)
i=1

und die Anwendung von Korollar 15.3 auf das Mafd y(B) =
A4 (TB) zeigt die Behauptung,

2. Fir den Allgemeinen Fall zerlegen wir T = S;DS; nach
Lemma 15.5. Dann gilt |det(T)| = det(D) und mit dem
ersten Punkt sehen wir

Im Fall von nicht-invertierbarem T
ist die Behauptung auch war: Dann
ist namlich det(T) = 0 und wegen
rang(T) < d und T(B) immer in eine
Nullmenge (da T(B) in einer Hyperebe-
ne enthalten ist,vgl. Abschnitt 8).

AY(T(B)) = A(51DS,B) = A%(DS,B) = det(D)A%(S,B) = det(D)A%(B),

woraus die Behauptung folgt.
O

Beispiel. 1. Fiir eine einfache Skalierung x — rx, die von der
Matrix T = rE; beschrieben wird, gilt also

A%(rB) = |det(rE4)|AY(B) = rA4(B).
2. Ein Parallelepipied P lisst sich schreiben als P = TWj mit

einem invertierbarem T € R?*? und dem Einheitswiirfel
Wi. Daher folgt

AN (P) = A(TW;) = |det(T)|.

Definition 15.7 (Bildmaf). Es sei (Q), 2, ) ein Mafiraum, (), )

ein messbarer Raum und T : O — ()’ eine messbare Abbildung.

Dann ist v definiert durch
v(A) = u(T1(A), A e

ein Maf}, genannt das Bildmaf von y unter T und wird auch mit
v = Ty (oder auch T, u) geschrieben.
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Fiir T = [t1f,] € R?*? sieht die Situa-
tion so aus:
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Satz 15.8 (Integration beziiglich des Bildmaf3es). Es sei (Q), 2, i)
ein MafSraum, (C),2") ein messbarer Raum und T : QO — Q) eine
messbare Abbildung. Dann gilt: Die Funktion f : O/ — R ist genau
dass integrierbar beziiglich des BildmafSes Tyu, wenn fo T : ) — R
beziiglich y intergrierbar ist und es gilt

[remdn= [ fa(Tm).

Beweis.
Wir zeigen die Behauptung erst fiir charakteristische Funktionen,

dann fiir einfache, dann fiir nicht-negative und schliefSlich fiir
integrierbare Funktionen.

1. Fiir messbare charakteristische Funktionen f = x3 gilt

(xpoT)(x) =1 < T(x) €B
— xc T YB)

d.h.esgilt xgo T = x7-1(p). Also gilt

/XB oTdu = /xT—l(B)dﬂ = u(T"'(B))
~ Ty(B) = [ xud(Ton).
2. Ist f einfach, d.h. f = Y ¢t x, (mit endlicher Summe) so

nutzen wir Linearitit des Integrals und bekommen aus dem
ersten Teil

Das Beweisprinzip hier nennt man auch
(vielleicht irreflihrend) “algebraische In-
duktion” oder auch “mafitheoretische
Induktion”.

/fo Tdp = /;ck(mk oT)dp = ;ck/(mk o T)du = ;Ck /kad(T#V)

= /;CkXBkd(T#V) = /fd(T#V)'

3. Seinun f nicht-negativ und messbar. Dann approximieren
wir f von unten durch einfache Funktionen ¢, ,” f und die-
se erfiillen dann ebenfalls ¢, o T 7 f o T. Mit dem zweiten
Schritt und monotoner Konvergenz folgt

/fo Tdy = lim / g0 Tdp = 1i]§n/ ¢id (Typ)
= /fd(T#V)

und insbesondere ist die rechte Seite genau dann endlich
(und damit intergrierbar) genau dann, wenn die linke Seite
endlich (und damit integrierbar) ist.

4. Istjetzt f integrierbar, so zerlegen wir f = f — f_ ud wen-
den Schritt 3. auf f, und f_ an.

O
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Zwei direkte Folgerungen im Fall des Lebesgue-Mafes:
Korollar 15.9. Ist T € R?*? invertierbar und a € RY, so gilt:

1. f:R? — R genau dann Lebesque-integrierbar, wenn die Funkti-
on x — f(Tx + a) Lebesque-integrierbar ist und es gilt

: 1
/Rdf(Tx+a)d/\d( x) = EPGl ]Rdf( x)dA4(x).

2. Im Fall einer Permutationsmatrix T bekommenw wir: Fiir jede
Permutation 7t : {1,...,d} — {1,...,d} gilt

[ F Gty X)) AA (3 /fxl,..., )dAd (x).

Analysis 3 | TU Braunschweig | Dirk Lorenz | WiSe 2020/21 74



08.12.2020, VL 16-1

16 Iterierte Integrale und die Sitze von Fubini
und Tonelli

In diesem Abschnitt behandeln wir ausschlief(lich das Lebesgue-
Mafi. Wir werden also nur messbar statt Lebesgue-messbar usw.
schreiben.

Bisher konnen wir Lebesgue-Integrale eigentlich nur auf zwei
Arten ausrechnen: Entweder direkt iiber die Definition indem wir
von unten mit einfachen Funktionen approximieren oder, und
das geht nur im eindimensionalen Fall, als Riemann-Integral. Fiir
Lebesgue-Intergale in héheren Dimensionen haben wir bisher nur
die erste Methode. Das soll sich nun dndern: Zuerst behandeln wir
den Satz von Fubini, der zeigt, wie man Integrale iiber Rechtecke
berechnen kann und spiter kommen wir zum Transformations-
satz, der dann fiir krummlinig berandete Gebiete funktioniert.

Eine praktische Technik fiir die Berechnung von Integralen
in héheren Dimensionen, ist es, sukzessive iiber die einzelnen
Dimensionen zu integrieren, da wir dann auf die Techniken aus
dem ersten Semester zuriickgreifen kénnen. Konkret wiirde dies
fiir eine Funktion f : [4,b] X [c,d] — R bedeuten, dass wir

dA
/[a,b] x [cd] f

d b
/ / f(xl,xz)dxldxz
c Ja

bzw. schrittweise: Erst berechnet man g(xy) = fﬂb f(x1,x2)dxq

berechnen als

und schliefSlich fcd g (x2)dx, (und dabei benutzt man jeweils z.B.
den Hauptsatz).

Es stellt sich allerdings die Frage, ob dies tatsichlich das rich-
tige Ergebnis liefert, denn immerhin handelt es sich um eine
Vertauschung von Grenzwerten.

Wir nihern uns der Problematik im Rahmen des Lebesgue-
Mafes und fragen uns erst einmal folgendes: Ist M C R? Lebes-
gue messbar, wie hingt dann das Lebesgue-Maf AY(M) mit den
Lebesgue-Maflen der Schnitte von M zusammen, also mit den
Mengen

M(z) = {(x1,..., xa-1) | (x1,...,%4-1,2) € M}
und den Grofen A9~1(M(z))?

Satz 16.1 (Cavalierisches Prinzip, Schichtkuchen-Formel). Es sei
M C RY messbar. Dann ist die Menge M(z) C R~ fiir fast alle
z € R ebenfalls messbar und die Funktion

f(z) = A"H(M(2))

(welche fast tiberall erkldrt ist) ist messbar und es gilt

A(A) = /]R F(2)dAl(z) = /R AT (M(2))dA N (2).
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Die Sitze dieses Abschnittes gelten al-
lerdings auch mit wenigen Zusatzan-
nahmen in allgemeineren Fillen.

Xd

| ]

.....



08.12.2020, VL 16-2

Ist A\(M) < oo, s0ist f € L1(R).

Beweis.

Sei vorerst M offen. Dann kénnen wir M nach Lemma 3.5 als ab-
zdhlbare Vereinigung von Gitter-Wiirfeln darstellen. Bezeichne M
die Vereinigung der Wiirfel in M auf dem Gitter der Feinheit 2.
Also besteht M(z) aus abzihlbar vielen (d — 1)-dimensionalen
Wiirfeln My (z). Wir setzen fi(z) := A%"1(My(z)) und bemerken,
dass fx ein Grenzwert von nicht-negativen einfachen Funktionen

ist und daher messbar.
R

m fi
LAI RA-1

:‘,

|
[T

Nach Konstruktion ist die Folge f; punktweise wachsend mit
Jg frdA! < A?(M). Der Satz 12.1 von der monotonen Konver-
genz zeigt, dass fiir fast alle z der Grenzwert f(z) := limy fx(z)
existiert, f messbar ist und es gilt

li / dAlz/ dal.
im ]Rfk IRf

Wegen limy AY(My) = A?(M) folgt AY(M) = [ fdA! (schlief-
lich ist M(z) C RY! offen und gleich der Vereinigung aller
My (z)). Es folgt

f(z) = lim AT (Mi(2)) = A1 (M(2))

und die Behauptung ist fiir offenes M gezeigt.

Fiir messbares M folgt die Behauptung wieder mit einem Ar-
gument nach dem Prinzip der guten Mengen, was wir hier nicht
ausfiihren. O

Beispiel. Es sei B C R?~! kompakt. Der Zylinder mit Basis B und
Hohe /i > 0 ist die Menge Z := B x [0, h] C R¥. Die Schnittmen-
gen sind

M(z) = B, falls0<z<h
B @, somnst

und daher ist
h
A(Z) :/ A1(B)AAL = hATL(B).
0

Wir kénnen auch den Kegel mit Basis B C R?~! und Hohe h > 0
betrachten:

C:={((1-a)f,ah) eR"IxR|FcB 0<a<1}
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Etwas allgemeiner gilt fir d = k +
I Zuy € R sei Aly) =
{x € RF | (x,y) € A}, so ist
y — AX(A(y)) messbar und es gilt
A(A) = [ AF(A(y))dN ().
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(d.h. die Menge besteht aus allen Vebindungsstrecken der Punkt
(¢,0) mit ¢ € B mit dem Punkt (0, h)).

(0, 1)

(¢,0)

Die Schnittmengen C(z) = {& € R%"! | (¢,z) € C} sind fiir
z < 0und z > h leer, und sonst gilt

C(z)=(1-7)B
und daher ist
ATHC(z) = (1= 7)) 'ATN(B).

Es folgt also
h
A(C) = / (1— 2) 1791 (B)dA (2).
0

Das eindimensionale Integral schreiben wir als Riemann-Integral
und berechnen mit der Substitution z/h = u

/Oh(l — 2yt-1dz = /1(1 — u)*hdy = [— 11—y

0 u=0

1

und daher ist das Volumen des Kegels

A(C) = h)\""dl(B)'

Kommen wir nun zu iterierten Integralen. Hierzu zerlegen wir
R? = RF x R! und wir schreiben immer (x,y) € R? mit x € R*
und y € R

Der Satz von Tonelli behandelt nicht-negative Funktionen.
Satz 16.2 (Satz von Tonelli). Es sei f : RF x R! — [0, co] eine mess-

bare Funktion. Dann ist die Funktion x — f(x,y) fiir fast alley € R!
eine messbare Funktion auf R* und insbesondere ist das Integral

[ flry)art)
R
erklirt (mit Wert in [0, o0]). Die Funktion
F:R = [0,00], yrs F(y) = /kf(x,y)d)\k(x)
R

ist messbar und es gilt

(e )N () = [ F@aN) = [

R!

([, Frmane ) an'c)

Rk+!
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Beweis.
Der Beweis benutzt wieder algebraische Induktion:

1. Fiir charakteristische Funktionen ist dies die Aussage von
Satz 16.1 (genauer: Der Randbemerkung zum Cavalierischen
Prinzip).

2. Fiir nicht-negative einfache Funktionen folgt die Aussage
aus dem ersten Punkt mit der Linearitit des Integrals.

3. Fiir allgemeine messbare nicht-negative Funktionen folgt
die Behauptung mit Hilfe des Satzes von der monotonen
Konvergenz.

O

Beispiel. Ein separable Funktionen F : R**/ — R

F(x,y) = f(x)g(v)

ist integrierbar, wenn die Funktionen f : R — Rund ¢ : R' — R
integrierbar sind, denn dann ist

/RH,’F(x,]/)\d)Lk#(x,y) = /]legQ/)’(/Rk!f(x)]d/\k(xwd)\z(y)
= /]Rk\f(X)!d)\k(X) /]Rllg(y)|d)\l(y) < oo.

Lisst man die Nicht-Negativitit weg, so braucht man eine In-
tegrierbarkeitsvoraussetzung (damit sich nicht “unendlich grofie
positive und negative Volumina auf verschiedene Arten wegheben
konnen”). Dann ist die gewiinschte Aussage jedoch eine direkte
Konsequenz aus dem Satz von Tonelli.

Satz 16.3 (Satz von Fubini). Seid = k+ ! und f : R — R in-
tegrierbar. Dann ist die Abbildung x +— f(x,y) fiir fast alley € R!
integrierbar und F(y) := [ f(x,y)dAX(x) ist fast-iiberall definiert
und ebenfalls integrierbar mit

Flry)dd ! (xy) = [ F@)dx () = [

R!

k )
N ([ Frmane ) an' )
Beweis.
Da eine Funktion integrierbar ist, wenn Positiv- und Negativteil
ein endliches Integral haben, reicht es, wenn wir den Satz fiir nicht-
negative Funktionen f > 0 zeigen (und dann dies Ergebnis auf
Positiv- und Negativteil anwenden). Aus dem Satz von Tonelli folgt
schon die Messbarkeit von F und ebenso

/]R, F(y)dA!(y) = /}R i (x,y)dA ! (x,y) < 0.

Also ist F aus R’ integrierbar und die Behauptung ist schon gezeigt.
O
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Per Symmetrie gilt natiirlich auch

Jo Pan i = [ ([ rxmar'e ) art
= < ka(x,y)d)\"(x)) d/\l(y).

R!

Rekursiv bekommt man

[ fnexand ) = [ (o () e xdh () dN ()

d.h. wir kénnen Integrale iiber den IR¥ (oder Rechteckte im IR¥)
berechnen, indem wir jeweils iiber die einzelnen Variablen inte-
grieren (wobei uns alle Techniken fiir das Riemann-Integral zur
Verfiigung steht). Dabei kommt es nicht auf die Reihenfolge an.
Einzige Voraussetzung: Die Funktion muss im Lebesgue-Sinne in-
tegrierbar sein, d.h. Positiv- und Negativteil miissen eine endliches
Integral haben.

Bei der praktischen Anwendung des Satzes von Fubini muss
man oft die Integrationsgrenzen sorgfiltig ermitteln:

Beispiel. Wirwollen eine Funktion f iiber das Dreieck D = {(x,y) €
R?|0<x<1,0<y < x} berechnen.

y

—
X

Um dies als iteriertes Integral zu schreiben, haben wir zwei Mog-
lichkeiten, ndmlich indem wir zuerst iiber x und dann tiber y
integrieren, oder anders herum. Fiir die iterierten Integrale miis-

sen wir untersuchen, tiber welche y wir fiir festes x integrieren
miissen (bzw. anders herum)

[ fepary) = [ [ ) dyds
= /Ol/ylf(x,y)dxdy-

y y

s SN
X X

erst iiber y, dann tiber x  erst tiber x, dann tiber y
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17 Der Transformationssatz

Der Transformationssatz ist die Verallgemeinerung der Substituti-
onsregel. Er erlaubt es, Integrale von Funktionen, die auf krummli-
nig berandeten Mengen definiert sind, in Integrale aufeinfacheren
Gebieten (z.B. Rechtecken) zuriickzufiithren.

Sind U,V C RY offen, so heifit ein bijektives ® : U — V
Cl-invertierbar, wenn sowohl ®, als auch ® ! : V — U stetig
differenzierbar sind. Die Jacobimatrix von & in einem Punkt x €
U ist

9 . 9B
axl axd
Do(x) = | .
9y .. 0%y
axl axd

und die Jacobimatrix der Umkehrfunktion erfiillt nach dem Um-
kehrsatz

[D®(a)]™" = DO~ (®(a)).

Die Bille beziiglich der co-Norm sind Wiirfel und wir benutzen
die Bezeichnung

We(a) i= {x | [x —afleo < €}

fuir die abgeschlossenen Wiirfel.

Um die Transformationsformel zu zeigen, zeigen wir zuerst
zwei technische Lemmas.

Zuerst ein Lemma, was angibt, wie sehr sich Wiirfel beim Ab-
bilden verzerren konnen, wenn die Ableitug der Abbildung nahe
an der Einheitsmatrix liegt:

Lemma 17.1. Esseien U,V C R? offtn, F : U — V Cl-invertierbar
mit Umkehrabbilding G = F~! : V. — U. Weiterhin sei xo € U,
Yo = F(xo) und r > 0, so dass W, (xo) C U und W,(yo) C V und es
gebe e €10, 1], mit

sup ||[DF(x)—Ey|| <€, und
XEW,(x0)

sup [[DG(y) — E4f| <e.
yEW,(yo)

Sind dann 6 < r/2 und a € U so, dass xo € W;s(a) gilt, so gilt fiir
b=F(a)eV:

W(1-¢)s(b) C F(Ws(a)) C Wii1e)5(b).

Beweis.

Ohne Einschrinkung sei xg = yp = 0. Da 0 € W;(a) liegt, gilt
|la]|e < & < 7/2und also Ws(a) C W,(0). Ist jetzt y € F(Ws(a)),
dann gibt es x € Wj(a) mit F(x) = y. Mit dem Mittelwertsatz
folgt

1y = bllw = [[F(x) = F(a) oo < IDE(E)][llx — alleo

Analysis 3 | TU Braunschweig | Dirk Lorenz | WiSe 2020/21 8o

Hier ein paar Erinnerungen an Be-
griffe, die wir in diesem Abschnitt be-
nutzen werden: Fir x € R? ist
Ix]|e0 = max(|x1],...,|x4]) und es
gilt =[xz < [xfo < [lx]2. Die
oo-Norm induziert die Zeilensummen-
norm fir Matrizen A = (a;;) € R4*d

1A= [|All—c0 = max} |a|
j

und es gilt

1A+ Bl < [[All +[IBIl,
[AB| < [l A[ll[B],
[Ax(jo < [[A[[]lx]co-

Der mehrdimensionale Mittelwertsatz
besagt

D(x) — P(a)
— (/01 D<I>(a+t(x—a))dt> (x—a)

wenn immer die Verbindungsstrecke
von a nach x ganz in U liegt.

Es folgt in diesem Fall ||®(x) —
D)o < Cllx —dalee mit C =
supg<s<y [ DP(a + t(x —a))]].
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mit einem ¢ zwischen x und 4. Dieses ¢ ist also auch in W, (0) und
dahergilt || DF(¢)|| < ||DF(E) — Eg|| + ||E4]] < 1+ € und es folgt

ly — bllee < (14€)|lx —a| < (1+¢€)é.

Das heifSt aber y € W1,¢)5(b), also

F(Ws(a)) € Wye)s(b).
Ebenso sehen wir

1bllee = [[F(a)[leo < (1 +€)lallw < (1+€)r/2.

Da [|b]jc < (1 +€)r/2 gilt, folgt W_¢)5(b) C Wy(0) und d.h,

dass fliry € W(3_¢)5(b) gilt [ DG(y)[| <1+ e. Es folgt
IG(y) = G()[lo < (1 +€)[ly —bllo < (1+€)(1—€)d <,
d-h. G(W(1_¢)5(b)) C Ws(a). Wenden wir F darauf an, folgt
Wii_e)s(b) C F(Ws(a)).

O

Lemma 17.2. Es seien U,V C R offen und ® : U — V eine Cl-
invertierbare Abbildung. Weiter sei xo € U und T := D®(xy). Dann
gilt: Zu jedem € > 0 existiert ein & > 0, so dass fiir jeden achsenparallelen

Wiirfel W mit Seitenldnge 6 und xo € W C U gilt
M (D(W))
—_— " — T Le.
A(W) [det(T)[| < €

Beweis.
Ohne Einschrinkung nehmen wir xp = 0 und ®(xp) = 0 an.
Dann ist D®(0) = T und fiir die Umkehrabbildung ¥ = ®~! gilt
DY =T~
Wir betrachten die Abbildung F := T"'o® : U — V; mit
Vi = T~!V. Fiir dieses F gilt dann
DF(x) = T"'D®(x) und DF(0) = E,.

Ebenso gilt fiir die Umkehrabbildung G:= F ' =YoT:V; —
u

DG(y) = D¥(Ty)T und DG(0) = Eg.

Seie > 0. Wir setzen €; = €/|det(T)| und wihlen e, > 0 so klein,
dass

(1+e)—1] < e

gilt. Da DF und DG stetig sind, gibt es 6 > 0, so dass Ws(0) C U,
W(s(O) C Vi und

sup ||DF(x) — E4l| <€, sup [[DG(y) — Eql| < e
%)< lyllew<d
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Nach dem vorigen Lemma folgt daraus fiir jeden Wiirfel W C U
mit Seitenlinge 6 und 0 € W:

d
(1-e)? < Afzf(%)) < (1+e),

also

A (E(W))
AL(W)

—1‘ SG].

DaF(W) = T~'®(W),giltnach Satz15.6 AY(F(W)) = |det(T)| 'A% (D (W))
und es folgt

d
e 1\det(T)\‘ < &|det(T)| = e.

O

Damit kénnen wir die Transformationsformel fiir stetige Funk-
tionen zeigen:

Satz 17.3. Es seien U,V C RY offen und ® : U — V C-invertierbar.
Dann gilt fiir jedes stetige f : V — R mit kompaktem Triger

[ FaN) = [ F(@(x))ldet(@(x))]dr (x),

Beweis.
Da der Triger von f o @ in einer endlichen Vereinigung von kom-

pakten Wiirfeln enthalten ist, reicht es, die Behauptung im Fall
von U = W, V = ®(W) mit kompaktem Wiirfel W zu zeigen.
Dazu definieren wir fiir jeden kompakten Wiirfel Q C W

AQ) = [ FW)aN ()~ [ F@(x)ldet(De(x)]dr" (x)

und wollen zeigen, dass A(W) = 0 gilt.

Nehmen wir an, dass dies nicht gilt. Dann gibt es ein & > 0, so
dass |A(W)| = aA?(W). Hat W die Seitenléinge r, so unterteilen
wir W durch Halbierung aller Seiten in 27 kompakte Wiirfel W)
mit Seitenlinge /2 (und diese sind, bis auf die Rinder, disjunkt).
Da

muss dann fiir mindestens einen Teilwiirfel W; = W) gelten
AW = A (Wy).

Wir wenden diesen Schritt rekursiv an und bekommen so eine
absteigene Folge Wi D W, - - - von Wiirfeln, wobei W die Kanten-
linge 277 hat und fiir alle k gilt

[A(Wi)| > ad(W). (%)
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Der Schnitt dieser Wy enthilt genau einen Punkt x( und wir setzen

T = D®(x9), yo=P(x0), c=F(yo)

und definieren ¢ : W — Rund /1 : (W) — R durch

g(x) := F(P(x))|det(DD(x))| — F(P(xo))|det(DP(x0))|
h(y) == F(y) — F(yo).

Wir bekommen

A)(Wk)F(y)d)\d(y) = /GI)(Wk)(h(y)+F(y0))dAd
= [ BN + et (@(wy)
(W)

und entsprechend

[, F(@(x))ldet(D(x))[dr"(x) = [ (3(x) + F(@(x0)) |det(T) )’ (x)

—/ x)dA4 (x) + c|det(T) |A4(Wy).

Daraus folgt nach Definition der Funktion A

AW = [ hp)ar(y) — [ g(IaA () +e(M(@(W) ~ [det(T)IA (W) )

und dies ergibt

A(W) 1

A (@ (Wi))

1
(W) AT(Wg) [b(wk) h(y)dA?(y) — AW /Wkg(x)d/\d(x) +C()\d(Wk) — |det(T)|)

Fiir k — oo gilt fiir x € Wy und y € ®(Wy) immer y — yo und
x — xo und per Definition giltlim, ., h(y) = Oundlim, ., g(x)
0, also gehen die ersten beiden Terme auf der rechten Seite ge-
gen Null. Die letzte Term geht wegen Lemma 17.2 gegen Null fiir
k — oo. Das ist aber Widerspruch zu (*), was den Satz beweist. [J

Wir erweitern das Ergebnis aus dem vorigen Satz von stetigen
Funktionen aufintegrierbare Funktionen:

Satz 17.4. Esseien U,V C R? offen und ® : U — V Cl-invertierbar.
Dann gilt: f : V — R ist genau dann integrierbar, wenn die Funktion
(f o®@)|det(DP)| : U — R integrierbar ist, und es gilt

| F@@)Idet(DB()IaN () = [ Fnar(y
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Es reicht, sich zu merken, dann man
firy = ®(x) im Integral dA4(y) =
|det(D®(x))|dA4(x) ersetzen muss
(und natiirlich den Integrationsbereich
entsprechend anpassen).
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Beweis.

1. Seizuerst f : V — R integrierbar, dann ist f messbar und
ebenso ist ¢ := (f o ®)|det(DP)| : U — R messbar. Nach
Satz 14.3 kénnen wir f mit stetigen Funktionen mit kom-
paktem Triger approximieren, d.h. es existiert eine Folge
fr € Cc(V),sodass ||f — filln — 0 gilt. Nach Satz 14.6
gibt es dann eine Teilfolge von fy (wiederum mit f; bezeich-
net), welche fast tiberall gegen f konvergiert. Entsprechend
konvergiert gx := (fx o ®)|det(D®)| fast iiberall gegen g.
Satz 17.3 zeigt

[, 8®an @) = [ fwarty) *)

und wegen ||gx — g1l = ||fx — fillp2 ist gk eine Cauchy-
Folge in L! und konvergiert also gegen ein G € L!(U). Da
aber eine Teilfolge von (gx) punktweise fast iiberall gegen
g konvergiert, muss G = g fiii. gelten. Damit folgt die Be-
hauptung durch Grenziibergang in (*).

2. Fiir die Riickrichtung, vertauscht man die Rollen von f und
¢, d.h. man betrachtet die Umkehrabbildung ¥ = ®~! und
wegen (D®) o ¥ = (DY) ! folgt

(go¥)|det(Dy)| = (foPo¥)|det(DP o ¥)||det(DY)| = f

und wir kénnen den ersten Teil anwenden.
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18 Anwendungen der Transformationsformel

Zuerst ein Beispiel mit einer linearen Transformation:

Beispiel. Zu einer symmetrischen, positiv definiten Matrix C €
R™*" betrachten wir das Integral

/]Rn exp(—xTCx)dA(x).

Nach dem Spektralsatz fiir symmetrische Matrix schreiben wir C
als C = VT DV mit orthonormalem V und diagonalem D welches
nur positive Werte auf der Diagonalen hat. Bezeichnen wir mit
D'/2 die Matrix, die die Wurzeln der Diagonaleintrige von D auf
der Diagonalen hat, kénnen wir schreiben C = (D'/2V)T(D'/2V).
Setzen wir U = VTD~1/2, 50 gibt das UTCU = I.

Betrachten wir die lineare Abbildung U : R" — RR", so gilt
nach dem Transformationssatz (wir “substituieren x = Uy,dA(x) =

UdA(y)”)
[ exp(=xTCx)dA() = [ exp(~(Uy)"CUy)|det(U)|dA(y)

= [det(U)| [ exp(~[lyI3)ar ).

Es gilt 1 = det(UTCU) = det(U7) det(C) det(U), woraus folgt
det(U) = 1/+/det(C). Mit dem Satz von Fubini und dem Wissen
[ gexp(—x?)dx = /7 folgt

/n exp(—xTCx)d}\(x) = %(C) /IR ce /Rexp(— iyf)dyl -+~ dyp

1 n Nia
— det(C)</lReXp(_t2)dt> = de7’:( @)

Betrachten wir jetzt Polarkoordinaten in der Ebene: Einen
Punkt (x,y) € R? (x,y) # 0 kénnen wir mit Hilfe von Abstand
r = y/x% + y? vom Nullpunkt und Winkel ¢ darstellen als

(x) (cos(go))

=r| .

y sin(¢)

und der Winkel ist bis auf ein ganzzahliges Vielfaches von 277 ein-

deutig bestimmt. Polarkoordinaten werden durch die Abbildung
®:[0,00[ x [0,271] = R?, (r,¢) > (rcos(¢),rsin(p))

beschrieben.

@
27T 1 Y

N2
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Die Jacobi-Matrix von & ist

DO(r, ) = <§?;((Z)) ;::Zﬁ;?)

und es folgt
det(DP(r, ¢)) =r.
Aus der Transformationsformel bekommen wir also:

Satz 18.1. Eine Funktion f : R? — R ist genau dann integrierbar, wenn
die Funktion

g :[0,00[ x [0,271] = R, g(r, ) =rf(P(r, 9))

integrierbar ist, und es gilt

Jo @y = [ [ fireos(e), rsin(g))rdr! (r)dx'(g).

Beispiel. Mit Hilfe von Polarkoordinaten kann man das Gaufische
Integral sehreinfach berechnen: Wirsetzen I = [°_exp(—x2/2)dx
und betrachten wieder das Quadrat, was wir als ein Integral iiber
den IR? betrachten

I?= /]Rexp(—xz/Z)dx/H{exp(—y2/2)dy
= /]RZ exp(—x?/2) exp(—y*/2)dxdy
= /]RZ exp(—(x* +y*)/2)dxdy.
Dies Integral berechnen wir nun mit Hilfe von Polarkoordinaten:

Mit r = /x2 + y2 ist nimlich exp(— (x> + y?)/2) = exp(r?/2)
und daher ist

2w poo
I? = / / exp(—r?/2)rdrdg.
o Jo

Eine Stammfunktion von r exp(—r?/2) ist schnell gefunden, denn
es gilt (exp(—r%/2))" = —rexp(—r?/2). Es folgt

) 27T 2 o
I :/0 [ —exp(—r*/2)],_,d¢
27
/ 1dep =27
0
und wir bekommen

/]Rexp(—xz/Z)dx =1=+2m
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Beispiel (Polar-Koordinaten im R®). Wir betrachten die Abbildung

rcos(¢) sin(G)]

f:1]0,00[ x [0,277[ x]0, 7[ = R®,  f(r,9,0) = {r sin(¢) sin(6)
rcos(0)

Dabei ist ¢ der Winkel in der x, y-Ebene und 6 der Winkel von
der z-Achse. (Man kénnte auch sagen: ¢ ist der Lingengrad und
6 ist der Breitengrad, wobei 6 = 0 dem Nordpol entspricht, 6 =
71/2 (also 90°) dem Aquator entspricht und 6 = 7 dem Siidpol
entspricht.)

Diese Abbildung bildet das Rechteck |0, oo[ x [0, 27 x ]0, [ C R®
bijektivaufden R3\ {x € R3 | x; = x, = 0} ab. Diese Abbildung
ist differenzierbar, und die Jacobi-Matrix ist

{cos((p) sin(f) —rsin(¢)sin(f) rcos(¢)cos(0)

sin(¢@)sin(8) rcos(¢p)sin(f) rsin(¢)cos(h)
cos () 0 —rsin(0)

Df(r, ¢,0) =

I

und ihre Determinante ist

- —sin(¢) sin(6) cos(¢) cos(0)

det(Df(r, 9,6)) = 72<COS(9) det [ cos((p(g sin(60) sm(g) cos(6)
_sin o cos(¢)sin(f) —sin(¢) sin(0)

(0) det [sin( )sin(6)  cos(¢) sin(6)

)
— ( cos(0)( — sin(¢ )2 sin(0) cos(f ) — cos(¢ 2sin(())cos(G))

(
(

— sin(8) ( cos(¢)?sin(8)? + sin(g)? sin(9)2)>

- r2< — cos(6)?sin() — sin(6)> sin(G))
= —r?sin(9).

Dasin(0) > 0 fiir 6 € |0, 77| folgt
|det(Df(r, ¢,8))| = r*sin(6).

Damit kénnen wir das Volumen einer Kugel von Radius a > 0 wie
folgt berechnen: Es gilt

f: M — B,(0)
10,a[ x [0,27[ x |0, 7] {x|[|x|]2 < a}
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Das Minuszeichen scheint vielleicht
seltsam. Es verschwindet z.B., wenn
man die Reihenfolge der Variablen so
indert, dass die letzten beiden Spalten
der Jacobi-Matrix vertauscht werden.
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und die Abbildung C'-invertierbar. Mit dem Satz von Fubini und
Satz 17.4 folgt

A3(Ba(0)) = A3(f(M)) = ./m 140 = [ |det(Df)[dN’

a 2 pm
= / / / 1% sin(0)dod pdr
o Jo Jo

a 27 T
:/ rzdr/ dq)/ sin(0)d0 = 4?71113.
L e L
=a3/3 =2 =—cos(0)|F=2

Hier eine weitere Transformation, die manchmal hilfreich ist:

Beispiel. Wir betrachten die Abbildung
J:10,00[ x]0,1[ = R?, (u,v) — (u(1—20),uv).

Die Abbildung bildet die Linie {(u,v) | 0 < v < 1} welche die
Punkte (#,0) und (u,1) verbindet auf die Linie ab, welche (u,0)
und (0, u) verbindet. Auflerdem wir die Menge S = |0, oo x ]0, 1]
bijektiv auf]0, oo[2 abgebildet:

v y
1 T

Ist J(u,v) = (x,y),so gilt u(1 — v) = x und uv = y und es folgt
x + y = u. Die Umkehrfunktion von | ist

I y) = (x+y,y/ (x +)).
Die Ableitung von | und ihre Determinante sind

1—-v —u
v u

i) = (

Um eine Anwendung zu zeigen, erinnern wir die Eulersche
I'-Funktion (vgl. Abschnitt 12): Fiir s > 0 ist

I'(s) = /Ooo ¥ Lexp(—x)dx.

Wir wollen nun zeigen, dass fiir p, g > 0 gilt

1
_ \p—1yg-149; — L(PIT()
/0 (1—typ-1-1dr = Solla)
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> , det(DJ(u,v)) = (1 —v)u +uv = u.

Man nennt das Integral auch das Euler-
sche Beta-Integral.
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Dazu rechnen wir unter Benutzung des Satzes von Fubini und
der obigen Substitution

TP = [ %" exp(-x)dx [yt exp(~y)dy
= /Ooo /Ooo Pyl exp(—(x +y))dxdy
= /01 /Ooo uP=1(1 —0)Ptut 11 L exp(—u)u dudov
= /01(1 — )P i ldo /Ooo uP ™1 L exp(—u)du
— /01(1 —0)P T ldo T(p + q)

was die Behauptung zeigt.
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19 Darstellung von k-dimensionalen Flichen

Eine Kugeloberfliche im R® lisst sich auf mindestens vier ver-
schiedene Arten mit Hilfe von glatten Funktionen darstellen:

1. Als Nullstellengebilde einer Funktion f : R®> — IR: Es sei
f:R3 — R gegeben durch
fx) = llx|3 = 23 + 23 + 5.
Dann ist die Oberfliche der Einheitskugel

K={xeR®| f(x) =1}.

2. Durch eine Parametrisierung “F : R? — RR®”: Ein Punkt
auf der Oberfliche der Einheitskugel lisst sich durch An-
gabe von Lingen- und Breitengrad beschreiben: Es sei F :
0,27t] x =7t /2, /2] — R® gegeben durch

cos(¢) cos ()
sin(¢) cos(6)
sin(0)

F(e,0) =

Dann ist die Kugeloberfliche (mit Ausnahme von Nord- und
Stidpol)
K =F([0,27t[ x |—7/2, 7t /2]).

0
71/2?[

—n/Zj

3. Lokal als Graphen einer Funktion “g : R? — IR”: Die Nord-
halbkugel ist der Graph der Funktion g : {x € R? | ||x|5 <
1} — R gegeben durch

g(x) = /1 —|x[3.

Fiir andere Teile der Kugeloberfliche kann man entspre-
chende Funktionen finden (und muss ggf. die Koordinaten
umnummerieren, z.B wenn man “die westliche Hemisphire”
beschreiben will). Hier der Graph auf dem Definitionsgebiet

[~1/v/2,1/v/2]%
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4. Durch lokales “flachmachen”, also durch Verformen auf ei-
ne Ebene: Eine Umgebung eines Punktes kann so verformt
werden, dass die Kugeloberfliche der Umgebung dabei auf
eine Koordinatenebene abgebildet wird. Dies geht bei der
Kugel und dem Nordpol (0,0,1) z.B. wir folgt: Ist U eine
geeignete Umgebung des Nordpols, so definieren wir

X1

X2
2 2 2
\/1—x1—x2—x3

Dann ist das Bild von U in der Ebene mit x3 = 0 enthalten.

O:U >R, P(xy,x,x3) =

Wir wollen nun diese Moglichkeiten zur Darstellung von Ober-
flichen mathematisch prizise definieren und zeigen, dass die-
se bei richtiger Formulierung den gleichen Begriff fiir eine k-
dimensionale Oberfliche ergeben. Wir beginnen mit einem vor-
bereitenden Begriff:

Definition 19.1. Es sei T C RF offen. Eine C* Funktion ¢ : T —
R", (t1,...,t) — @(t1, ..., tx) heilt C*-Immersion, falls die Jacobi-
Matrix

991 991
oty Tt oty
D= | : P | eR™E
oPy 0Py
9 T Ok

in jedem Punkt t € T den Rang k hat.

Bemerkung. i) In diesem Zusammenhang nennt man D¢ auch
Funktionalmatrix und schreibt auch

NP1, Pn)
L Pl De.
a1, ty) 4

ii) Da % € R™*, muss n > k gelten, wenn D¢ den Rang

k haben soll.
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iii) Die Bedingung rang(D¢(t)) = k heifdt nichts anderes, als
dass die Vektoren

d¢ d¢ "
aTl(t),...,aTk(t) cR

linear unabhingig sind.

iv) Die Bedingung rang(D¢)(t) = k lisst sich mit Hilfe von
Determinanten wie folgt ausdriicken: Es giltrang(D¢) (t) = k,
falls es Indizes 1 <7y <ip < --- < i, < n gibt, so dass

N Piy, -, Piy)
det =111k L,
ot )

Da die Determinante stetig ist, folgt daraus: Hat D (t*) Voll-
rang, so gilt dies auch in einer Umgebung von t*.

v) Im Spezialfall T C R (also k = 1)ist eine Immersion nichts an-
deres als eine Kurve im IR” die nirgends mit Geschwindigkeit
Null durchlaufen wird.

vi) Im anderen Extremfall k = n ist ¢ nach dem Umkehrsatz
lokal invertierbar und stellt also lokal nur eine “Umparame-
trisierung” des R” dar.

[

Wir erinnern kurz an den Begriff des Diffeomorphismus:

Definition 19.2. Sind U,V € R” offen, so heifit ® : U — V ein
Ck-Diffeomorphismus, wenn ® bijektiv ist und sowohl @, als auch
&~ Ck-Abbildungen sind.

Nun iibertragen wir die topologischen Begriffe, die wir im IR"
definiert haben, auf Teilmengen des R”, indem wir die von der
Standard-Metrik induzierte Metrik und damit auch die entspre-
chende Teilraumtopologie betrachten:

« Da (d,R") ein metrischer Raum mit der euklidschen Metrik
d(x,y) = ||x — y||2 ist, kénnen wir auf M die induzierte
Metrik betrachten.

« Die offenen Bille in M um a € M sind dann genau von der
Form Be(a) N M.

« Wirsagen V C M ist offen relativ M, wenn es zu jedema € V
ein € > 0 gibt, so dass Be(a) "M C V.

« Teilmengen von M, die relativ M offen sind, sind im Allge-
meinen nicht in R" offen! Ist jedoch U C R” offen, dann
ist U N M offen relativ M.

« Man kann zeigen, dass sogar alle relativ M offenen Mengen
von der Form U N M mit offenen U C R” sind. Man folgert
hieraus, dass K C M C R" kompakt relativ M ist, genau
dann, wenn K kompakt in IR" ist.
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Definition 19.3. Eine Abbildung ¢ : X — Y zwischen metrischen
Riumen heifst Homdomorphismus, wenn ¢ stetig und umkehrbar
ist, und ¢! ebenfalls stetig ist.

Kommen wir nun zum zentralen Begriff, der fiir uns als Defi-
nition von “k-dimensionaler Fliche” fungieren wird:

Definition 19.4. Eine Menge M C IR" heif$t k-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit des R" der Klasse C*, wenn es zu jedem a € M
offene Umgebung U C IR” gibt, sowie eine offene Teilmenge
T C RF und eine C*-Immersion

p: T —R",

so dass T durch ¢ auf ¢(T) = M N U hombéomorph abgebildet
wird.

Rk R"

9
]

&

Die Zahl n — k heifst Kodimension der Untermannigfaltigkeit;
Untermannigfaltigkeiten der Kodimension 1 nennt man auch
Hyperflichen.

Definition 19.5. Es sei M C R” eine k-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit und V' C M offen relativ M. Eine Immersion ¢ :
T — V (mit offenem T C R¥) welche T homéomorph auf V abbil-
det heifdt dann lokale Parameterdarstellung von M oder auch lokale
Karte von M.

Hat jeder Punkt von M eine Umgebung, so dass fiir die Umge-
bung ein Karte der Klasse C* existiert, so nennen wir M eine Unter-
mannigfaltigkeit der Klasse C* (oder auch C*-Untermannigfaltigkeit).

Wenn man zwei Karten ¢; : T; — V;, i = 1,2 gegeben hat, und
V1 und V5 sich schneiden, so hat man in V; N V, zwei verschiedene
Parameterdarstellungen. Man kann beide ineinander umrechnen:

Satz 19.6 (und Definition). Es sei M C IR" eine k-dimensionale Un-

termannigfaltigkeit der Klasse C* und
ng':Tl'—>Vl' (izl,z)

zwei Karten welche C*-Diffeomorphismen sind und sei V := V1 NV, #
@. Dann sind die Mengen W; = ¢; ' (V) C R* offene Teilmengen der
T; und die Abbildungen

EjiZQDj_logDiIWi—)Wj

sind C*-Diffeomorphismen. Wir nennen T;; auch Kartenwechsel oder
Parameter-Transformationen.
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Man beachte, dass nicht automatisch
das Bild einer Immersion immer ei-
ne Untermannigfaltigkeit ist: Ist zum
Beispiel T ein offenes Intervall und
@(T) C R? eine Kurve, die sich selbst
schneidet, so ist dieses Bild keine Un-
termannigfaltigkeit. Die Immersion ¢
selbst ist dann ja nicht einmal bijektiv
auf das Bild und man kann zeigen, dass
keine offene Umgebung des Schnitt-
punktes das hom&omorphe Bild eines
offenen Intervalls ist.

Der Begriff der Karte kommt von der
Analogie zu Landkarten, die die ge-
kriimmte Oberfliche der Erde lokal in
rechtwinkligen Koordinaten beschrei-
ben. Tatsdchlich nennt man eine Men-
ge von Karten deren Bilder die gesam-
te Untermannigfaltigkeit tiberdecken
auch einen Atlas der Untermannigfal-
tigkeit.

An anderen Stellen wird die Abbildung

@1 :V — T (also von der Unterman-
nigfaltigkeit in den Parameterbereich)
als Karte bezeichnet .
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Der Beweis ist nicht schwierig, aber auch nicht sehr erhellend,
siehe z.B. Analysis 3, O. Forster, (14, Satz 5.

Satz19.7. Essei T C RF offen und ¢ : T — R" eine Immersion. Dann
gibt es zu jedem t € T eine offene Umgebung V C T, so dass ¢(V) eine
k-dimensionale Untermannigfaltigkeit ist und

¢lv:V = 9(V)CR"
ein Homéomorphismus von V auf ¢ (V) ist.

Beweis.
Fiir k = n ist dies der Umkehrsatz. Betrachten wir also k < n und
ein f € T. Dann existieren Indizes 1 < i; < --- < i < n, so dass

a((PiU sy (Pik)
ot oty

invertierbar istund ohne Einschrinkung nehmen wir (i1, ..., i) =
(1,...,k). Fiir die Abbildung

(PZ: (qDl,...,Qk)ZT—)]Rk

gelten also die Voraussetzungen des Umkehrsatzes und folglich
gibt es eine offene Umgebung V' C T von t und eine offene Umge-
bung U C R* von ¢(t), so dass ¢ : V — U ein Homdomorphis-
mus ist.

Damit schreiben wir

olv=(9,¢):V—>UxR"*CR"
mit ¢ = (Qxy1,---,¢n). Da ¢ : V — U bijektiv ist, ist auch

plv : V. — ¢(V) C U x R"* bijektiv. Dieses @|y ist sogar ein
Homoomorphismus, denn die Umkehrabbildung

l/J = ((p|v)_1 : (p(V) — V, 1p(x1,...,xk,xk+1,...,xn) = (gb)_l(xl,...,xk)

ist stetig (da (@) ! stetig ist). O
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20 Untermannigfaltigkeiten des R?

Beispiel. 1. Die Kugeloberfliche ist eine 2-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit des IR?, denn fiir die Abbildung

cos(¢) cos(0)

F(¢,0) = |sin(¢) cos(0)
sin(0)

ist
—sin(¢@) cos(f) — cos(¢) sin(0)

DF(¢,0) = | cos(¢)cos(#) —sin(¢)sin(6)
0 cos(0)

immer vom Rang 2.

Die Matrix bestehend aus den letzten beiden Zeilen hat
immer Vollrang, da —7t/2 < 6 < 71/2.

2. Ist I ein offenes Intervall, & : I — RR? eine C! Kurve, die
wir uns als Kurve in der x;, x3-Ebene in R3 vorstellen, d.h.
x1(t) = a1 (t), x2(t) = 0, x3(¢) = ax(t). Auflerdem nehmen
wir an, dass «/(t) # O fiir alle . Rotieren wir diese Kurve
um die x3-Achse, erhalten wir eine Fliche mit der Parame-

terdarstellung
a1 (t) cos(¢)
F:1x]0,2n[ = R3 (t¢)= |a(t)sin(e)
a(t)

Wieder ist einfach zu sehen, dass DF(t, ¢) Rang 2 hat, wenn
(zB.) a1 (t) # 0und ab(t) # 0.

Hier das Bild fiir die Kurve a(t) = !

Die Kugeloberfliche erhalten wir z.B. als Rotation eines
Halbkreises.
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Der Begriff Untermannigfaltigkeit
kommt daher, dass wir a-priori Teilmen-
gen des R" betrachten. Unter einer
k-dimensionalen (topologischen) Man-
nigfaltigkeit versteht man einen topo-
logischen Raum M (also einen Raum,
auf dem der Begriff der offenen Men-
ge Sinn ergibt), so dass jeder Punkt in
M eine Umgebung hat, die homéo-
morph zu einer offenen Teilmenge des
R ist. Hierbei wird auf den umgeben-
den Raum IR” verzichtet. Eine erste
(gar nicht so einfache) Frage hier ist:
Lasst sich jede k-dimensionale Mannig-
faltig in den R" “einbetten”, d.h., ist
sie homéomorph zu einer Teilmenge
eines R""? Wenn ja, fiir welche n? Es
sei soviel verraten: Auch fiir beliebig
glatte k-dimensionale Mannigfaltigkei-
ten reicht nicht immer ein R**1, aber
immerhin R? (siehe dazu die Begriffe
“Kleinsche Flasche” und “Whitneyscher
Einbettungssatz”).

(t— L) (t—2)(t—3L)/4+3]
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Beispiel. Rotieren wir die Kreislinie

e[S

(fiir 0 < r < R) um die x3-Achse, bekommen wir

(R + rcos(t)) cos(s)]
F(t,s) = | (R+rcos(t))sin(s)
rsin(t)

und erhalten also Fliche den sogenannten Torus.

Beispiel. Keine Untermannigfaltigkeiten sind zum Beispiel:
i) Der Wiirfel W = {x € R" | ||x|c = 1}.
Keine Umgebung der Ecken ldsst sich als Bild einer Immer-
sion schreiben (diese muss C! sein!).
ii) Das Koordinatenkreuz {x € R" | [T/, x; = 0}.

Keine Umgebung des Nullpunktes in homo6morph zu einer
offenen Menge eines IR¥.

Jetzt zeigen wir, dass vier Beschreibungen von Untermannig-
faltigkeiten (durch lokale Karten, lokal als Graphen, lokal als Null-
stellengebilde und durch lokalen Flachmachen) alle dquivalent

sind.
Wir halten dazu noch einmal etwas formeller fest: Eine Menge

M C R" ist

i) lokal ein Nullstellengebilde, wenn es zu jedem a € M eine offene
Umgebung U C R" und n — k Funktionen

fi:rU—R, j=1,...,.n—k
der Klasse C! gibt, so dass
MNU={xcU|0=fix) == fux(x)}
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und fiir alle x € M N U gilt
a(flr--'lfn*k) (x) —n—k

rang a(x1,...,xn)

ii) lokal ein Graph, wenn es zu jedem a € M (nach eventuel-
ler Umnummerierung der Koordinaten) offene Umgebun-
gen U’ C Rfvon a’' := (ay,...,a;) und U" C R" ¥ von
a" := (ary1,...,a,) und eine C! Abbildung

g:u'—=u"
gibt, so dass

MAU xU") = {(x,x") e U x U" | x" = g(x)}.

iii) lokal eine Transformation auf die k-dimensionalen Ebene, wenn
es zu jedem a € M eine offene Umgebung U C R” von g,
eine offene Menge V' C R" und einen Difteomorphismus
@ : U — V gibt, so dass fiir die k-dimensionale Ebene

Ex={x=(x1,...,x0) €E R" | 241 = =x, =0}

gilt, dass
dMNU) = ENV.

Satz 20.1. Eine Menge M C IR" ist genau dann eine k-dimensionale
Untermannigfaltigkeit, wenn sie lokal ein Nullstellengebilde, lokal ein
Graph oder lokal eine Transformation auf eine Ebene ist.

Beweis.
Wir zeigen:

M k-dim. Untermannigfaltigkeit —L» M lokal ein Graph
=25 M lokal Nullstellengebilde

é M lokal Transformation auf eine Ebene

% M k-dim. Untermannigfaltigkeit

1. Sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit, a € M
mit entsprechender Umgebung U, T C R* und t* € T,
¢ : T — MNU Immersion und a = ¢(t*). Dann gilt ohne
Einschrinkung (ggf. Umnummerierung der Koordinaten)

a(go1,.. .,gok)
— =TT £ (.
ot tr) 7

Nach dem Umbkehrsatz ist also § = (¢4, ..., ¢x) ein Dif-
feomorphismus von einer Umgebung T; C T von t* auf
eine offene Menge U; C RF. Es sei ¢ : U; — Ty die Um-
kehrabbildung von @. Dann hat G := ¢ o ¢ : U; — R" die

det
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Gestalt

G(x1, .- xk) = (1,00, X, S 1 (X)), o, gn (X)), X = (xq,..., x0)-

Fiir ein geeignetes U’ C Uj leistet die Abbildung ¢ =
(Sks1,---,gn) : U — R" ¥ das Gewiinschte, denn es gilt
mit X"’ = (x3,1,...,x,) und U’ = g(U’), dass (¥, x") €
Mn (U x U") wenn

g(x') =x".

2. Seinun M lokal ein Graph und a € M, d.h. M ist in einer
Umgebung von a der Graph einer Funktion ¢ = (gx11,---,9n),
dh.esgilta = (x1,...,x,) € Mgenaudann,wenn gy 1(x1,...,Xx) =
Xkt1ye-er §n(X1, .., Xx) = Xxp. Dann ist M dort auch das Null-
stellengebilde der n — k Gleichungen

filxt, oo xn) = g j — Grrj(x1, %), j=1,...,n—k

Die Rangbedingung an die Funktionalmatrix der Funktio-
nen f; ist erfiillt, denn es gilt

Ifis s fut) _

o(xy,...,xy) |* 0 N ) !

(d.h. die hinteren n — k Spalten bilden die Einheitsmatrix).

3. Jetzt sei M lokal um a € M Nullstellengebilde der Funktio-
nen fi,..., f—r und ohne Einschrinkung nehmen wir an,
dass 5

det s fuk) (a) #0.

a(Xk+1, ey xn)
Wir bilden die Funktion

X1

Xk

fl(xl,...xn)

jn_k(xl;. .y Xn)

Dann ist die Jacobi-Matrix von der Form

I Ok (n—r)
DP = [ 3 ity )
a(xl,-~~xn)

und aus dem Umkehrsatz folgt, dass @ in einer Umgebung
von 4 ein Diffeomorphismus ist. Das Nullstellengebilde von
fi, -+, fu_k wird durch ® aufdie Ebene E = {(x1,..., %) |
Xg+1 = -+ - = X, = 0} abgebildet.
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4. Sei schliefflich M in einer Umgebung U von a € M auf
eine k-dimensionale Ebene transformierbar und zwar durch
®: U — V.Dannist ¥ = ® ! differenzierbar und die

Abbildung
(tl,...,tk) — (p(tl,...,tk) = ‘I’(tl,...,tk,O,...,O)

liefert die geforderte Parameterdarstellung von M in U
(Nachrechnen!).

O
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21 Tangential- und Normalraum

Um mit einer k-dimensionalen Fliche zu arbeiten, ist es hilfreich,
ihre Geometrie zu verstehen und benutzen zu konnen. Diese ist
nicht immer direkt aus einer der verschiedenen Darstellungsfor-
men zu erkennen. Hilfreich fiir den Umgang mit k-dimensionalen
Flichen sind die Begrifte “Tangentialvektor” und “Normalenvek-
tor”. Ersteres sind Vektoren, die “tangential an der Fliche anliegen”
und zweiteres Vektoren, die senkrecht auf der Fliche stehen. Wir
gehen wie folgt vor: Wir definieren einen Tangentialvektor an die
Fliche als einen Tangentialvektor einer Kurve, die auf der Fliche
verliuft und dann einen Normalenvektor als einen Vektor der
senkrecht auf allen Tangentialvektoren steht.

Definition 21.1. Es sei M C R” eine Untermannigfaltigkeit und
a € M. Ein Vektor v € R" heifdt Tangentialvektor an M in a, wenn
es ein € > 0 und eine C!-Kurve

a:]—ee[— M
gibt, so dass «(0) = a und &/(0) = v.

Hier eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit und zwei
Tangentialvektoren:

Definition 21.2 (Tangentialraum, Normalenvektoren, Normalraum).
Die Menge aller Tangentialvektoren an M in 2 € M nennen wir
Tangentialraum und wir bezeichnen ihn mit T,(M).

Ein Vektor w € R”, der aufallen v € T,(M) senkrecht steht,
heifit Normalenvektor und die Menge aller Normalenvektoren an M
in a nennen wir Normalraum und wir bezeichnen ihn mit N,(M).

Die Begriffe “Tangential-” und “Normalraum” sind gerechtfer-
tigt, da es sich jeweils tatsidchlich um Vektorriume handelt, wie der
nichste Satz zeigt. Der Satz gibt eine Moglichkeit an, sich Basen
dieser Vektorraume zu beschaften.

Satz 21.3. Es sei M C IR” eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit
und a € M. Dann gilt
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i) Der Tangentialraum T,(M) ist ein k-dimensionaler Unterraum des
R".
Eine Basis von T, (M) ldsst sich zum Beispiel wie folgt gewinnen: Sei

¢ : V. — M eine lokale Parametrisierung von M in einer Umgebung
von a und sei t* € V mit ¢(t*) = a. Dann sind die Vektoren

9 890 .

eine Basis von T,(M).

it) Der Normalraum N, (M) ist ein n — k-dimensionaler Unterraum
von IR".

Eine Basis von N, (M) bekommt man zum Beispiel so: Es sei M
lokal bei a das Nullstellengebilde zu f1, ..., f—x : U = R, d.h. die
f; sind C*-Funktionen auf einer offenen Umgebung U von a und es

gilt

MNU={xeU]fi(x) == fur(x) =0}
und die Funktionalmatrix ({1 f o )) hat Vollrang. Dann bilden die
Vektoren
Vfi(a),...,Vf,_k(a)
eine Basis von N,;(M).
Beweis.

Wir bezeichnen den von Bt P (* ) e, g—;’; (t*) aufgespannten Vektor-

raum mit V, den von V fl( ), ..., Vf,_x(a) aufgespannten Raum
mit W und zeigen

a)V C T,(M), b)W C N,(M).

Damit ist dann auch gezeigt, dass die Dimension von T, (M)
gleich k ist und die Dimension von N,(M) gleich n — k ist,
denn N, (M) stehtsenkrechtauf T, (M) und V ist k-dimensional
und W ist n — k-dimensional.

a) Esseiv € V, d.h. v lisst sich schreiben als
k

Y ¢ i’

i=1 a

mit ¢; € R. Wir definieren die Kurve

€1

a(s) = p(t: +

Ck

welche fiir |s| < e und e klein genug wohl definiert ist. Auf3er-
dem gilt a(s) € M, da ¢ eine lokale Parametrisierung ist.
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Die Kettenregel liefert

1 1 k a(P
1s)| ], also a(0) = Zcig(t*) =0
i=1 9

k Ck

«'(s) = Do(t. +

und folglich ist v der Tangentialvektor der Kurve « und dies
zeigt v € T,(M).

b) Hier miissen wir nur zeigen, dass V fj(a) € N;(M), und dafiir
ist zu zeigen, dass V f;(a) aufjedem v € T,(M) senkrecht steht.
Istv € T,(M), so ist v von der Form v = &’(0) mit entspre-
chender Kurve o in M. Da die Kurve « in M verliuft, und alle
fj auf M Null sind, folgt (fiir die s, fiir die a definiert ist)

fi(a(s)) = 0.

Leiten wir diese Gleichung mit Hilfe der Kettenregel ab, ergibt
sich im Punkt s = 0 (bedenke a(0) = a)

0 = Df;(a(0))a’(0) = (Vfj(a),a’(0)) = (Vf;(a),v)
was die Orthogonalitit von V f;(a) und v zeigt.
O
Wir halten also fest:

« Fiir eine Basis von T,(M) leitet man eine Parameterdarstel-
lung ab.

« Fiir eine Basis von N,(M) leitet man eine Darstellung als
Nullstellengebilde ab.

« Die Dimension des Tangentialraumes T,(M) ist die Dimen-
sion der Untermannigfaltigkeit und die Dimension des Nor-
malraumes N,(M) die Kodimension der Untermannigfal-
tigkeit.

« Verschiedene Parameterdarstellungen bzw. verschiedene
Darstellungen als Nullstellengebilde geben verschiedene
Basen von T,(M) bzw. N, (M).

« Esgilt
Ta(M)LN;(M) und T,(M)@ N;(M)=R".

Wir fiihren noch einen weiteren Begriff ein:

Definition 21.4. Sei M eine Untermannigfaltigkeit mit lokaler
Parameterdarstellung ¢ : T — R”. Dann nennen wir die Bilder
der achsenparallelen Linien {t + se;} fiir t € T die Parameterlinien.

Die Parameterlinien werden von vielen Programmen zur Vi-
sualisierung gleich mit geplottet und geben oft einen guten Ein-
druck, wie die Fliche parametrisiert ist. Satz 21.3 sagt also, dass die
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Tangentialvektoren entlang der Parameterlinien eine Basis des
Tangentialraumes sind.

Beispiel. Wir schauen uns einmal das ganz einfache Beispiel eines
affin linearen Unterraums des IR” an. Einen solchen kénnen wir
aufverschiedene Art beschreiben:

Durch erzeugende Vektoren: Sind vy, v1,...,v, € R"” und sind
vq,...,0x linear unabhigig so ist

M= {vg+c1o1+ - +cxvg | c1,...,¢cx € R} = vy + ({01,

ein affiner Unterraum und eine Untermannigfaltigkeit der
Dimension k. In jedem Punkt x € M konnen wir die Wege
a;j(s) = x+sv;,i =1,...,k definieren, die ganz in M ver-
laufen. Da a}(s) = v; gilt, sind alle v; Tangentialvektoren
und bilden zusammen eine Basis des Tangentialraumes.

Fassen wir die Vektoren vy, ..., vy zusammen zu
V=[on - e Rk
so gilt M = vy + Bild(V) und
T(M) = Bild(V).

Wegen der bekannten Beziehung Kern(V) = Bild(VT)+
folgt

Ny (M) = Kern(V7T).

Als Lésungsraum: Ist A € R"™*" und b € R", so ist die Losungs-
menge

M= {x e R" | Ax = b}

ein affiner Unterraum uns insbesondere auch eine Unter-
mannigfaltigkeit der Dimension n — m (falls A den Rang m
hat). Um in diesem Fall Tangential- und Normalenraum zu
bestimmen, schreiben wir

A= ||, mit ay,...,a, € R".
am

Damit konnen wir M als Nullstellengebilde zu den Funktio-

nen g;(x) = alx — b; = (a;, x) — b; schreiben (wobei b; der

i-te Eintrag von b ist). Wir bekommen also Normenvektoren
durch Ableiten der g;, also

Vgi(x) = a;
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und sehen, dass die Zeilenvektoren von A eine Basis des Nor-
malenraumes Ny (M) bilden (und insbesondere ist dieser
unabhingig von x). Mit Begriffen der Linearen Algebra:

N, (M) = Bild(AT).

Wegen der bekannten Beziehung Bild(AT) = Kern(A)*
bekommen wir als Tangentialraum

Ty(M) = Kern(A).

Beispiel. Als weiteres einfaches Beispiel betrachten wir die Ein-
heitssphire

M= {xeR"| x|z =1}.

Sie ist das Nullstellengebilde zu ¢(x) = ||x|3 — 1 = 0 und daher
ist ein Normalenvektor in a € R”

Vg(a) = 2a,

d.h. der Normalenraum ist

und hat die Dimension 1 und der Tangentialraum ist entspre-
chend das orthogonale Komplement, also T,(M) = a*, und hat
die Dimension n — 1.
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22 Extremaunter Nebenbedingungen, Lagrange-
Multiplikatoren

Der Begriff der Untermannigfaltigkeit erlaubt es, Analysis auf ge-
kriimmten Flichen zu betreiben. So erlauben es lokale Parame-
trisierungen zum Beispiel, Funktionen, die auf einer Unterman-
nigfaltigkeit definiert sind “entlang der Untermannigfaltigkeit”
abzuleiten. In diesem Abschnitt werden wir untersuchen, wie sich
Extrema von Funktionen auf Untermannigfaltigkeiten ermitteln
lassen. Da sich Untermannigfaltigkeiten auch als Nullstellenge-
bilde {x | fi(x) = --- = f,_x(x) = 0} schreiben lassen, und
jede Gleichung f;(x) = 0 sich als eine zusitzliche Bedingung an
x auffassen lisst, spricht man auch von “Extrema unter Nebenbe-
dingungen”.

Beispiel. Die Funktion f : R> — R, f(x) = ajx; + a»x; ist linear
und hat auf R? kein Extremum (wenn [a; 4] T 0). Wir wollen
Sie nun auf dem Einheitskreis betrachten, also auf der Unterman-
nigfaltigkeit M = {x € R? | x2 + x3 = 1}, und fragen uns: Fiir
welche x* € M ist

f(x*) = rxré%f(x)?

Den Einheitskreis kann man (mit Ausnahme nur eines Punktes)
global parametrisieren, z.B. durch ¢ : 0,27t — R? ¢(t) =

[sin(t) cos(t)] ’. Ein Maximum von f auf M ist also ein Ma-
ximum von f o ¢ auf |0, 27t[ (wobei wir noch den Punkt [0 1] !

extra priifen miissen). Fithrt man diese Idee aus, stellt sich heraus,
dass dies zwar moglich, aber umstindlich ist.

Die Funktion lautet (f o ¢)(t) = aysin(t) + ap cos(t) mit
Ableitung (f o @)’ (t) = aq cos(t) — ap sin(t). Die Ableitung
hat also Nullstellen, wenn a1 cos(t) = ap sin(t). Ist a, # 0,
so fiihrt dies auf% = tan(t), was man nach ¢ auflésen kann
(allerdings nicht eindeutig).

Wir betrachten die Situation einmal geometrisch: Wir setzen

a=[m a) " und bemerken, dass die Funktion f entlang aller
Linien senkrecht zu a konstant ist.

Es giltja f(x) = (a, x),alsoistfiir (a,b) = Oauch f(x+b) =
(a,x+b) = {(a,x)+ (a,b) = (a,x) = f(x).

Zeichnen wie die Niveau-Linien von f und die Menge M in ein
Bild, bekommen wir
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N

Auflerdem ist f in Richtung von a wachsend (der Gradient ist ja
gerade V f(x) = a,unabhingig von x). Wir sehen also ohne weitere

Rechnung, dass f sein Maximum auf M im Punkt x* = a/||al|2
annimmt und sein Minimium in —a/||a||,.

Was steckt hinter der Vorgehensweise im vorigen Beispiel?
Wichtig fiir ein Extremum ist nicht, dass der Gradient verschwin-
det, sondern, dass er senkrecht aufallen Tangentialvektoren steht! (Grob
gesagt: Lokale Variationen gibt es entlang von Tangentialvektoren,
und daher sind auch nur Variationen in diese Richtung von Be-
deutung.) Die Richtungen senkrecht zu Tangentialvektoren sind
aber gerade die Normalvektoren. Noch einmal anders ausgedriickt:
Ist ein Punkt a* lokales Extremum, so ist der Gradient V f(a*) im
Normalraum N,+(M). Dies lisst sich tatsichlich beweisen, und es
stellt sich als niitzliches notwendiges Kriterium heraus:

Satz 22.1 (Notwendiges Kriterium fiir Extrema unter Nebenbe-
dingungen). Es sei U C R" offen und M C U eine Unterman-
nigfaltigkeit von Kodimension r. Diese sei dargestellt als Nullstellen-
gebilde von g1,...,8 : U — R, dh. a € M genau dann, wenn

g1(a) = -+, gr(a) = 0 mit C'-Funktionen g1, ..., g, und es gilt
d(g1,---,8r)
rang — Sl =,
ga(xl,...,xn)

Weiterhin sei F : U — R eine C! Funktion und a* € M sei lokales
Maximum von F in M, d.h. es gibt eine Umgebung V von a*, so dass
fiirallex € MNV gilt

F(x) < F(a").

Dann gilt: VF(a*) ist ein Normalenvektor auf M in a*, d.h. es gibt
A=A o A T, so dass

r
VF(a*) = [Vgi(a*) -+ Vg(a*)] A=) A;Vg(a").
=1
Beweis.
Esseia : |—¢,€[ — M eine C!-Kurve mit a(0) = a*. Da F bei

a* ein lokales Maximum bzgl. M hat, hat die Funktion Fox :
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]—€,€[ — R ein lokales Maximum bei t = 0. Es gilt also
0= (Fouwa) (0) = DF(a(0))a’(0) = (VF(a*),a'(0)).

Dies zeigt, dass VF(a*) senkrecht auf jedem Tangentialvektor
steht (denn diese sind von der Form a’(0)). O

Schreibenwirg = [¢1 -+ /] T R" — R’ so schreibt sich
die letzte Bedingung auch

DF(a*) = ATDg(a*),*

denn durch transponieren dieser Gleichung folgt VF(a*) = DF(a*)T =
Dg(a*)TA.

Die Zahlen A4, ..., A, heiflen Lagrange-Multiplikatoren, der Vek-
tor A € R" auch Lagrange-Multiplikator.

Zum Rechnen gibt es folgenden Formalismus, der sich eben-
falls gut eignet um sich das Vorgehen einzuprigen: Sucht man
lokale Extrema unter Nebenbedingungen, bildet man die Lagrange-
Funktion

L(x,A) = F(x) — (A, g(x))

und sucht x* und A* als Lésung von

VX;C(.X*, /\*) — 0
VAL(xX*,A*) =0
wobei wir mir V£ den Gradienten von L beziiglich der Variable

x bezeichen (und V) L entsprechend). Die erste Gleichung ist
nimlich dquivalent zu

VF(x*) = Dg(x*)TA*
und die zweite ist die Nebenbedingung

g(x*) =0.

Alternativ gibt es auch £(x,A) = F(x) + (A, g(x)) als Definiti-
on der Lagrange-Funktion. Dies ist dquivalent (auler dass der
Lagrange-Multiplikator umgekehrtes Vorzeichen hat).

Beispiel (Minimum-Norm Losungen). Essei A € R"" mitn < m
und rang A = n und b € R". Wir suchen eine Losung zu

min||x||; unter der Bedingung Ax = b.

Unter diesen Bedingungen gibt es einen m — n-dimensionalen
Kern der Matrix A und die Menge M = {x € R" | Ax = b}
haben es schon im vorigen Abschnitt untersucht. Aktuell ist die
Funktion, die wir minimieren wollen nicht differenzierbar (zu-
mindest im Nullpunkt nicht); in diesem Fall kénnen wir sie aber

!Erinnere: Der Gradient ist die transponierte Jacobi-Matrix (VF = DFT)und
die Gradienten der Komponentenfunktionen liegen in den Zeilen der Jacobi-
Matrix.
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durch Quadrieren difterenzierbar machen. Wir betrachten also
das dquivalente Problem

minF(x) mit g(x)=0

mit F(x) = ||x||3, g(x) = Ax — b. Satz 22.1 sagt uns, dass wir
A € R" und a* € M finden sollten, so dass VF(a*) = Dg(a*)TA.
Wir berechenen

VF(a*) =2a*, und Dg(a") = A(letzteres unabhingig von a*).
Wir bekommen die Gleichung
2a* = ATA. (*)

Da wir auch noch wissen, dass a* € M gilt, haben wir auch noch
die Gleichung Aa* = b. Setzen wir ineinander ein, bekommen wir
fiir den Lagrange-Multiplikator die Gleichung AATA = 2b. Es
gilt AAT € R"*" und rang AAT = n, daherist AAT invertierbar
und es folgt A = 2(AAT)~1p. Aus (*) folgt nun

a* = AT(AAT) " 1p.

Die Losung eines unterbestimmten Gleichungssystems Ax = b
welche die kleinste Norm hat, ist also AT(AAT)1b.

Der Formalismus wiirde hier wie folgt aussehen: Die Lagrange-
Funktion ist

L(x,A) = ||x||*> = (A, Ax — b)
und das Optimalititssystem lautet

Vo L(x*, A% =2x* —ATA =0
VAL(X*,A*) = Ax* —b = 0.

Als weiteres Beispiel betrachten wir die Operator-Norm von
A € R Insbesondere betrachten wir die sogenannte Spektral-
Norm, welche man erhilt, wenn man auf R” und R™ jeweils die
2-Norm wihlt. Die Nebenbedingung x # 0 definiert allerdings
keine praktische Untermannigfaltigkeit. Brauchbarer ist die For-
mulierung

IA]I> = max{|| Ax[|3 | [|x]|7 = 1}.

Wir werden mit Hilfe von Lagrange-Multiplikatoren zeigen, dass
die Spektralnorm die Wurzel aus dem grofiten Eigenwert von AT A
ist; manchmal geschrieben als

||A|| =\ )\maX(ATA)-

1| All = maxy . Hﬁ““ (beziiglich gewihlter Normen auf R"” und R™)

«
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Beispiel (Spektral-Norm). Wir suchen also ein Extremum von F(x) =
| Ax||3 unter der Bedingung g(x) = [|x||3 — 1 = 0.
Es gilt
Vge(x) =2x#0

was zeigt, dass M = {x | g(x) = 0} ein Untermannigfaltigkeit
ist (was wir aber schon wussten). Leiten wir nun F ab. Berechnen
der partiellen Ableitungen ist mithsam, einfacher geht es so: Man
beobachtet

F(x+h) = [|A(x +h)|3 = | Ax|3 + 2(Ax, Ah) + || AR|3
und schliefdt
F(x+h) = F(x) + AT Ax, h) + || Ah||3.
W
=9

Da ¢(h)/||h||2 — 0 fiir h — 0 gilt, folgt DF (x)(h) = (2AT Ax, h),
also DF(x) = 2xT AT A, bzw VF(x) = 2AT Ax. Fiir das Lagrange-
Funktional £(x,A) = [|Ax||3 — A(]|x]|3 — 1) gilt also

ViL(a,A) =2ATAa—20a  V,L(a,A) = |a])5 -1
Setzen wir die Ableitung V, £ gleich Null, bekommen wir
ATAa = Aa

und da auch die Ableitung V, £ gleich Null sein muss, sehen wir:
a ist ein (normierter) Eigenvektor von AT A.

Als Kandidaten fiir ein globales Maximum haben wir also nur
noch die normierten Eigenvektoren von AT A zu betrachten. Da
AT A symmetrisch und positiv semidefinit ist, gibt es m ortho-
normale Eigenvektoren vy, ..., v, und zugehorige Eigenwerte
Ay > -+ > Ay > 0. Wir testen F fiir alle v;:

F(v;) = || Avi||3 = (Av;, Avy) = (AT Av;,v;) = A,
Offensichtlich ist das Maximum bei A; und wir sehen

1Al = VA1
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23 Karten und der Mafitensor

Wir wollen uns nun dem Integral tiber k-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeiten des R” nihern. Den Spezialfall k = 1 haben wir
schon einmal gesehen, denn hier handelt es sich um das Inte-
gral iiber eine Kurve 7 : |a,b] — D C R" mit 7/(¢) # 0. Hier
ist M = 7(]a, b]) eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit,
und 7 eine (globale) Parametrisierung davon. Ist f : D — R eine
stetige Funktion, so ist das Kurvenintegral von f {iber M erklirt

als
[ = [ 5= [ et

Das letzte Integral kann man so interpretieren: Wir integrieren
iiber den Parameterbereich und beriicksichtigen dabei mit dem
Faktor ||/ ()]|2, wie viel dieser beim Abbilden verzerrt wird. Fiir
das Integral iber hoherdimensionale Untermannigfaltigkeiten
konnen wir dhnlich vorgehen, miissen aber zwei Dinge kliren:

« Wir haben nur noch lokale Parametrisierungen zur Verfii-
gung und miissen diese geeignet zusammenfiigen.

« Wir miissen kliren, was der Ersatz fiir den “Verzerrungsfak-
tor” sein wird.

Stellen wir uns eine Untermannigfaltigkeit mit einer globalen
Karte vor. D.h. wir betrachten eine Immersion ¢ : T — R” welche
T C RF homdomorph auf M = ¢(T) abbildet, so dass M eine
Untermannigfaltig ist. Haben wir nun eine Funktion f : M — R,
so werden wir sehen, dass das Integral von f {iber M definiert wird
als

| fas:= | flo(t))\/detDo()T Dp(1)dr (1) (9

Das Integral iiber M wird also als ein Integral iiber den Parame-
terbereich T ausgedriickt. Wir wollen nun auf verschiedene Weise
motivieren, warum der Term \/det(D¢(t)TD¢(t)) im Integral
auftaucht. Dieser Term ist dafiir zustindig, die Verzerrung durch
die Parametrisierung abzubilden.

1. Beobachtung: Im Fall n = k ist die Formel (*) einfach die
Transformationsformel. In diesem Fall ist nimlich Dg(t) € R"*"
und es gilt

\/det (Do (t)TDeo(t) \/det (Do(t)T) det(Dg(t))
= |det(Dg(t))].
2. Beobachtung: Betrachten wir nun die Beschreibung einer
Untermannigfaltigkeit durch “Transformation auf eine Ebene”:

Es sei M C IR” eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und U
eine offene Umgebung der Untermannigfaltigkeit M und V C R"
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Esgilt G = (Dg)T D¢, und daherist G
symmetrisch und positiv semi-definit.

(Gov, ) =
((Dp)'Dgov,v) =
IDpo[3 >0

Es folgt insbesondere, dass det(G) im-

mer nicht negativ ist (da alle Eigenwerte
dies sind).
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eine weitere offene Menge. Schliefflich sei @ : U — V ein Diffeo-
morphismus, der M auf die k-dimensionale Ebene Ej der ersten k
Koordinaten abbildet, also ®(M NU) = E; N V. Haben wir nun
eine Funktion f : U — R und wollen diese iiber M integrieren,
so versuchen wir, dieses in den “flachen Koordinaten” in E; NV
zu tun. Betrachten wir vorerst das Integral von f tiber die offene
Menge U D M. Dieses konnen wir mit Hilfe der Transformations-
formel auch als Integral iiber V ausdriicken: Setzen wir ¥ = &},
so gilt U = ¥ (V) und nach der Transformationsformel (Satz 17.4)
gilt

/fd/\ / FdA = /f ))|det(D¥(£))[dA(H).

Fiir die Integration tiber V miissen wir die Determinante von DY
beriicksichtigen, die angibt, wie sich das Volumen bei Abbildung
mit ¥ lokal vergroflert bzw. verkleinert.

Wir schreiben diese Formel ein wenig um: Wir definieren die
Matrix G(t) = D¥(t)TD¥(t) mit den Eintrigen

Gi(t) = (5 (1), 3‘:@»-

Setzen wir nun g(t) = det(G(t)), so folgt aus der wie eben /g =
|det(DY)| und wir kénnen das Integral iiber U ausdriicken durch

Jfar= [, far= [ Feem)n/s0am

Wollen wir nun nicht tiber eine Umgebung U von M integrieren,
sondern iiber M selbst, sollten wir auch nicht iiber V, sondern
iiber E; NV integrieren (was theoretisch kein Problem darstellt, da
es sich um eine offene Teilmenge des R¥ handelt, wo wir die Lebes-
guesche Integrationstheorie entwickelt haben). Dafiir sollten die
“Verzerrungen durch ¥ in die letzten n — k Richtungen” keine Rolle
spielen,d.h.,die Ableitungen d'¥ /dt; sollen flirk +1 < j < nnicht
vorkommen. Wir kénnen uns die Sache so vorstellen, dass die Ab-
leitungen der Funktion ¥ nach den Variablen j = k+1,...,n
alle senkrecht auf dem Tangtialraum der Untermannigfaltigkeit
stehen kénnen, d.h. wir haben (g‘ty(t), g%(t» =0, fallsi < kund

j > k + 1. Nehmen wir auch noch an, dass die Ableitungen 3—?; (1)
fir j > k + 1 normiert sind, bekommen wir

g%(t)T ¥ b d oY
DY (t)TD¥(t) = : [atl(t) ] _ [(<ati(t)/at.(t)>)z',j—l,...,k

Wir sehen also in diesem Fall

|det(DY(#) I—\/olet (D¥(H)TDY(t) = \/det((<§z(t)/;I;(t»)i,j:l,...,k)

Analysis 3 | TU Braunschweig | Dirk Lorenz | WiSe 2020/21 111



25.01.2021, VL 23-3

3. Beobachtung: In der groffen Ubung 8, Aufgabe 3 wurde das
Lebesgue-Maf} fiir allgemeine endlichdimensionale reelle Vektor-
riume erklirt. Ein Ergebnis war das Folgende: Ist ein Unterraum
U von den linear unabhingigen Vektoren vy, ..., v, ereugt, so
ist das Lebesgue-Mafd des von diesen Vektoren aufgespannten
Parallelotops gegeben durch

Haben wir nun eine Karte ¢ einer Untermannigfaltigkeit, so sind
die Vektoren vy = g%’i(t), RIS gTi(t) eine Basis des Tangenti-

alraumes T, ;) (M) und es gilt

All diese Beobachtungen motivieren:

Definition 23.1 (Integral bei globaler Karte). Essei M C IR" eine k-
dimensionale Untermannigfaltigkeit und ¢ : T — M eine globale
Karte, Gjj: T — R, 1 <i,j < k definiert durch

Gytt) = (5700, 51 1)

Die k x k Matrix G = (G;;) heifit MafStensor und ihre Determinante
g(t) = det(G(t))

heifit Gramsche Determinante von M beziiglich der Karte ¢ : T —
M. Damit definieren wir das Integral einer Funktion f : M — R
iiber M durch

] fas:= [ flot)y/s(har (),

falls das Integral auf der rechten Seite existiert.

Zeigen wir noch, dass das Integral wohldefiniert ist, d.h. dass
der Wert unabhingig von der gewihlten globalen Karte ist. Dazu
untersuchen wir, wie sich Maftensor und Gramsche Determinante
unter Kartenwechsel verhalten.

Lemma 23.2. Essei M C IR” eine k-dimensionale Untermannigfaltig-
keit mit zwei globalen Karten ¢ : T — M, ¢ : T — M. Dann gilt mit
dem Kartenwechsel

T= (;f1 o¢p:T—T
fiir die Gramsche Determinante § beziiglich ¢
§(s) = det(Dt(s))?g(t(s)) firseT.

Beweis.
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Wie bei Kurvenintegralen stehen wir
vor dem Problem, eine aussagekrifti-
ge Bezeichnung fiir das linke Integral
tiber M zu finden. Es gibt hier zahl-
reiche Konventionen und wir benut-
zen [, f(x)dS(x) wobei S fiir “Sur-
face” steht. Symbolisch schreibt man
“dS(x) = +/g(t)dAX(t)” und nennt
dS(x) das k-dimensionale Fléchenele-
ment. Weitere gebrauchliche Schreib-
weisen sind zum Beispiel [, fd*F

oder [, fdS.
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Wir bezeichnen die Koordinaten in T mit t = (#4, ..., f;) und die
in T mits = (sq,...,s;) (dh. t = T(s)). Nach Definition von T ist
@ = ¢ o T und also gilt nach der Kettenregel

D@(s) = Do(t(s))D(s)

und daher
G =(D$)"D¢p = (DpDT)'DpDT = (D7)T (D9) D¢ Dr.
=G

Die Multiplikativitit der Determinante zeigt nun

§(s) = det(G(s)) = det(Dt(s))*g(t(s))
O

Es lisst sich nun folgern, dass das Integral iiber Untermannig-
faltigkeiten mit globaler Karte unabhingig von der Karte ist:

Satz 23.3. Es sei M C IR” eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit
und @ : T — Mund ¢ : T — M zwei globale Karten fiir M. Dann gilt

| £as = [ flo()\/shan () = [ £(5()y/g(s)ar(s).

Beweis.
EsseiT = ¢ 'o@: T — T der Kartenwechsel. Nach Satz 23.2 gilt

V/5(s) = Idet(D7(s))| /s (7

und aus der Transformationsformel (Satz 17.4) folgt wegen T(T) =

/f #(s))1/g(s)dAK (s /f ))|det(DT(s))|+/g((s))dA (s
=Af¢t¢§hﬂm

O

Beispiel (Fliche eines Graphen). Essei T C R"'und f: T — R.
Dann ist der Graph M = {x € R" | x,, = f(x1,...,X,-1)} von
f eine n — 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Mit Hilfe der
obigen Definition kénnen wir den Flicheninhalt des Graphen wie
folgt berechnen. Eine Parameterdarstellung von M ist gegeben
durch ¢ : T — R",

(p(tl, . ,tnfl) =
tnfl

(t1,..., th-1)
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Esgiltfirl <i<mn-1

99 _, ., 9f
aitz(t) =e; + th (t)en

Daher ist der Mafitensor

o (e 51 (Den) = 0+ 5O ()

Gij(t) = (ei +
(i,j=1,...,n—1). In Matrix-Schreibweise ist dies
G(t) = L1+ VAV,
Fiir Matrizen dieser Form gilt

g(t) =det(G(t)) =1+ | Vf(1)|3

. Folglich ist die Fliche des Graphen von f

/MldS: /T VI IV FIBAA(8),

Fiir die Parabel f(x) = ||x||3 auf T = B;(0) C RR?, also fiir die
Menge

M= {(x1,%,%3) | xa=xf +23, xi+x3 <1},

ergibt sich z.B. (gerechnet in 2-D Polar-Koordinaten)

27 1
1dS=/ 1 4t2d}\2t:/ / 1+472 rdrdd
/. [ V1l = [ V14

. 531! 3
=27 {12(1—%41’)2} = Z(52 -1) = 5,33.
0
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Ista € R" und A = I + aaT, dann ist
A symmetrisch und hat als Eigenwer-
te 1+ ||a||> (zum Eigenvektor a) und 1
(n — 1-fach zu jedem Vektor senkrecht
zu a).
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24 Das Integral iiber eine Untermannigfaltigkeit

Wollen wir nun iiber Untermannigfaltigkeiten integrieren die
nicht global parametrisiert sind, sondern nur durch lokale Karten
beschrieben werden, so miissen wir aufpassen, wie wir die Bereiche
behandeln, an denen sich Karten {iberlappen.

Wir behandeln den Fall, dass es endlich viele Karten ¢; : T; —
Vj,j=1,...,m gibt, die die Untermannigfaltigkeit {iberdecken,
also lUJ; V; = M. Um das Integral iiber ganz M aus Integralen iiber
die Bilder der Karten V; zusammenzufligen, benétigen wir ein
wichtiges technisches Hilfsmittel:

Definition 24.1. Es sei M eine Menge, iiberdeckt von Mengen
Viyj=1,...,m;dh. M = U]’ Vj, wobei die V; nicht disjunkt zu
sein brauchen. Eine (der Uberdeckung (V;) untergeordnete) Zerlegung
der Eins besteht aus Funktionen a; : M — R,j = 1,...,m mit
folgenden Eigenschaften:

i) Esgilt0 < aj <1,
i) aj(x) =0, falls x ¢ V; und
iii) fur jedes x € M gilt } "4 a;(x) = 1.

Man spricht von einer C¥-Zerlegung der Eins, wenn die ajalle Ck-
Funktionen sind oder einer integrierbaren Zerlequng der Eins, wenn
die &; alle integrierbar sind (usw.).

In diesem Fall brauchen wir eine lokal integrierbare Zerlegung
der Eins, das soll heiffen, dass die Funktionen ajo ¢; : T; — R alle
jeweils auf jeder kompakten Teilmenge von T; integrierbar sind.

Eine solche integrierbare Zerlegung der Eins lasst sich z.B. auf
einfache Weise wie folgt erhalten: Wir definieren W; = V; und fiir
j=2,...,mdann W; = V;\ (Ui, V;). Dann setzen wir a; = Lyy,.

Wir definieren:

Definition 24.2. Es sei M eine Untermannigfaltigkeit, die mit
endlich vielen Karten ¢; : T; — V; dargestellt werden kann. Fiir
eine der Uberdeckung (V;) untergeordnete lokal integrierbare
Zerlegung der Eins («;) und eine Funktion f : M — R definieren
wir

/A.Af ds = ]21 /V] (%) f(x)dS ().

Existiert das Integral auf der rechten Seite, so nennen wir f : M —
R iiber M integrierbar.

Es muss noch Wohldefiniertheit gezeigt werden, d.h. dass das
Integral unabhingig von der gewihlten Zerlegung der Eins
ist. Seien (aj) und (B;) zwei solche Zerlegungen zu Uber-
deckungen (V;) und Karten @; : T; — Vj, bzw. (W;) und
l/)[ : S[ — W].
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Hier sind die Integrale auf der rechten
Seite durch Definition 23.1 definiert, da
sie jeweils @; als globale Karte haben.
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Da beides Zerlegungen der Eins sind, gilt
;“/51 = aj, Z“/ﬁz = PBu
J
also

p
L, s @as

und

gk%mmnmms

() = [ g(xfEds)

x) = [ Bix)f(x)ds(x)

Summieren wir tiber j bzw. [ so ergibt sich auf den linken Seite
jeweils das gleiche und es folgt die Behauptung.

Mit Hilfe des Integrals {iber Untermannigfaltigkeiten kénnen
wir auch ein k-dimensionales Volumen fiir Teilmengen des R”
definieren. Beachte, dass fiir eine k-dimensionale Untermannig-
faltigkeit M C R" mit k < n immer gilt

A"(M) =0,
d.h. M ist eine Lebesgue Nullmenge.

Definition 24.3. Es sei M C IR” eine k-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit. Eine Menge A C M heifit integrierbare Teilmenge von
M, wenn die Funktion 14 iiber M integrierbar ist. Wir definieren
das k-dimensionale Volumen von A als

voly(A) = /M 14 (x)dS(x)

Wir sagen, dass N C M eine k-dimensionale Nullmenge ist, falls
VOlk(N ) = 0.

Beispiel (Integrale iiber die S?). Wir betrachten die Oberfliche S?
der Einheitskugel im IR3 und eine lokale Parametrisierung davon

cos(¢) cos(6)
®:]0,21t[ x |-7m/2, /2] =+ R3, (¢,6) — |sin(¢@)cos(h)
sin(0)
Die Ableitungen der Parametrisierung sind
9D — sin(¢) cos(0) 9D —cos(¢) sin(6)
% 9,6) = | coslp)eos(®) |, 52 (p,6) = |~ sin(g)sin(e)
¢ 0 cos(0)

Also ist der Mafétensor

)2

155 (2, 0)113 (55 (9,0), a?(fP,G))] _ [cos(e)2
0

G(e,0) = (?,%((P 0), % (¢,0)) 155 (¢
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Obige Definition ist fuir Teilmengen
von Untermannigfaltigkeiten befriedi-
gend und sie erméglicht es, ein k-
dimensionales Volumen fiir glatte Fli-
chen zu erkldren. Fiir nicht glatte Fla-
chen st6ft man aber wieder auf Schwie-
rigkeiten (z.B. wenn diese sich nicht
in endlich viele glatte Flichen disjunkt
zerlegen lassen). Die Mafitheorie bie-
tet hier einen eleganten Weg mit Hilfe
der k-dimensionalen Hausdorff-MafSe fiir
Teilmengen des R". Diese sind Null
fiir Mengen der Dimension < k, haben
den Wert +oo fiir Mengen der Dimen-
sion > k und liefern fiir glatte Flachen
A der Dimension k den Wert vol,(A),
sind aber fiir eine viel allgemeinere Klas-
se von Mengen definiert.

1
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Dies gibt die Gramsche Determinante g(¢,0) = cos(0)? und da
cos(f) > 0 fiir —71/2 < 6 < 71/2 folgt

(¢, 0) = cos(6).

Da die Parametrisierung die ganze Kugelfliche mit Ausnahme des
Null-Lingengrades erreicht, und dieser 2-dimensionales Volumen
Null hat, gilt fiir eine integrierbare Funktion f : S — R:

2 prt/2
/fds_/ F(D(p,6)) cos(6)dd.

7r/2

Zum Beispiel gilt fiir die Fliche des S?

’ 2t prc/2 27T
voly(5%) / / cos(6)dode = 2de = 4m.
/2 0

Beispiel (Rotationsflichen). Wir betrachten fiir ein offenes Intervall
I C R und stetig differenzierbares f : I — [0, oo[ die Menge

M={xeR®|x3€l, x}+x5=f(x3)*}

(also die Rotationsfliche des Graphen von f). Dies ist eine zweidi-
mensionale Untermannigfaltigkeit im R3 und (bis auf eine Null-
menge) parametrisiert durch

[f(t) COS(@)}
®:1x]0,2n[ = R3,  ®(t, @) = | f(t)sin(g) | .
t
Die Ableitung der Parametrisierung ist
'(t) cos(¢) —f(
O tg) = !f’(t) iin(@] St = [f(t

Der MafStensor ist also

und daher ist

8t @) = f(E)\/1+ f'(£)>

Die Rotationsfliche des Graphen ist also

volo(M /Zn/f 1+ f/(t)2dtdg —27r/f 1+ f/(t)2dt
(*)

(falls das Integral existiert).
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Beispiel (Noch einmal die Fliche eines Paraboliods). Im Beispiel
im letzten Abschnitt hatten wir die Fliche des Paraboloids

M={x€eR®|x3=x}+x3, x}+x3<1}

berechnet (mit voly(M) = %(5% — 1)), indem wir M als Graph
von f : B1(0) = R, f(x1,x2) = x% + x5 aufgefasst hatten.

Ebenso gut kénnen wir M (bis auf eine Menge von zweidimen-
sionalen Volumen Null) als Rotationsfliche schreiben, nimlich
mit g :]0,1[— [0, oo[, g(t) = v/t betrachten wir

M ={xecR®|x3€]01], »+x3=(/x3)*}

(dies entspricht, bis auf den Punkt 0, der Menge M). Hier die
Menge M und (etwas fett gedruckt) der Graph x; = |/x3:

Fiir die Fliche von M bekommen wir also nach (*) wegen
/ _ 1
§'(t) =34
1 1
voly(M') :27r/ Vi 1+%dt:27r/ t+ 1dt
0 0
371 3
= ZH[%(H- %)2}# =5(2-1)

wie vorher.
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25 Integrieren entlang des Radius

Das n-dimensionale Volumen (bzw. Lebesgue-Maf) verhilt sich
bei Streckung bzw. Stauchung mit einem Faktor r > 0 wie r”, also
A (rM) = r"A"(M). Das k-dimensionale Volumen von Mengen
im IR” skaliert hingegen wie 7. Dies folgt aus diesem Satz:

Satz 25.1. Ist M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und
r > 0, so ist rM ebenfalls eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit.
Eine Funktion f : rM — R ist genau dann iiber r M integrierbar, wenn
die Funktion g : M — R, g(y) = f(ry) iiber M integrierbar ist und es
gilt

[ f@ds = [ frrasy).

Insbesondere ist fiir jede integrierbare Teilmenge A C M auchrA C rM
integrierbar und es gilt

voli(rA) = rfvoli(A).

Beweis.
Ist¢ : T — V C M eine Karte fiir M, so ist ¢(x) = ro(x),
: T — rV C rM eine Karte firrM. Es gilt D$ = rD¢ und damit

? 3
G = r2G. Es folgt (da G € R**¥) fiir die Gramsche Determinante

g(t) =r*g(t), also \/§(t) =r'g(t),

woraus die Behauptung folgt. O

Mit Hilfe dieses Satzes beweisen wir folgenden Satz, der dhn-
lich zur Integration in Kugel-Koordinaten ist:

Satz 25.2. Essei f : R" — R integrierbar. Dann ist fiir Lebesgue-fast
aller > 0 die Funktion f iiber die Sphire M, = {x € R" | ||x|[2 =r}
integrierbar und es gilt

ne [T X x) dAL(r).
v =[] fds@ an

Beweis.
Wir bezeichnen den oberen, bzw. unteren, Halbraum mit

Hy ={x € R"| £x, > 0}.

Es geniigt, die Aussage fiir f 1y, zu zeigen.

Es gilt Lebesgue-fast iiberall f = f1y, + fly_ und aufer-
dem hat M, N {x, = 0} (n — 1)-dimensionales Volumen 0.
SchlieRlich ist der Fall fiir f 1;_ analog.

Wir betrachten also nur den Fall, dass f nur auf H, nicht Null ist.
Wir bezeichnen die offene Einheitskugel im R"~! mit U =
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{¢ € R" 1| ||¢]l2 < 1} und definieren
11

D UX]0,00[—> H+, @((?1,...,(:”,1,1’) =

V@é—l
r/1— €13

Dieses ® ist bijektiv und sogar ein C!-Diffeomorphismus. Man
kann nachrechnen, dass

rnfl
det(D®(&,r)) = )
1—i¢113
Es ist
I r 0 O gl -
0 .'. .', gz
Dd = . 0
0 0 v (:nfl
T ol e 1 5
L VI-lEB V1-0el T I1E113

Durch Entwickeln der Determinante nach der letzten Spalte
und geschicktes Berechnen der sich ergebenden Unterdeter-
minanten erhilt man die Behauptung.
Nach der Transformationsformel (Satz 17.4) und dem Satz von
Fubini gilt

[ F@av) = [ @) de(Da(E, r)aN @)

= |y Jfes -l

Es bleibt also zu zeigen, dass

rn—l

V1= lgl3

— 12113

rnfl
Jfeen1-leR =@ = [ fods)

_Hm% llxll2=r

Um dies zu sehen, stellen wir die n — 1-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit M = {x € R" | ||x||2 =, x, > 0} als Graph der

Funktion
V72—t

dar. Nach dem Beispiel aus Abschnitt 23 ist die Gramsche Deter-
minante

F:T—R, T={teR"||t|la<r}, F(t)=

g(t) =1+ [IVF(1)3
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7tl‘
r2—|tl3

und wegen g—i (1) = folgt

T
265~ 72— 1HE

gty =1+

Es folgt

/|x|zrf<x)ds<x) N /|t|2<rf<t'F<t>)r2—||t||§dA” (1)

r

= ft /72 = |t3) dA" (1)

< 2 — 3

rnfl

= f(rg,ry/1=213) dA"1(@)

LES A

wobei in der letzten Zeile noch einmal der Transformationssatz
benutzt wurde. O

Kombination von Satz 25.1 und Satz 25.2 liefert:

Korollar 25.3. Es sei f : R" — RR integrierbar. Dann gilt

fav = [ [ frypdsu)rian (o).
R” 0 Jyl.=1
Korollar 25.4. Es sei f : [0, 00o[— R und
wy =vol_1({y € R | |lylla =1})
die n — 1-dimensionale Fliche der n-Sphdre. Dann gilt
[ FUI)AN" () =@y [~ fryrtan)

falls die rechte Seite existiert (d.h., falls die Abbildung x — f(]|x]]2)
integrierbar ist).

Vorigs Korollar zeigt

'/Wf(l\xHﬁdA” :/O /MF] F(1)dS(y)r" 1AL (r)

=vol1({y R [yl = 1)) [ )Tl

Um noch w, zu berechnen, berechnen wir zuerst das Lebesgue-
Maf§ der n-dimensionalen Einheitskugel

Bi(0) = {x € R" | [|x]2 < 1}.

Wir bezeichnen B, = A" (B} (0)). Dann ist A"(B} (r)) = r"B,. Wir
nutzen das Cavalierische Prinzip (Satz 16.1): Die Querschnitte auf
Hohe z mit z2 < 1sind (n — 1)-dimensionale Kugeln mit Radius
V1 — z2. Wir bekommen also die Rekursionsformel
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:Bn = ,anl /_11( V1-— z2)”*1dz.

Mit der Substitution z = sin(x) folgt f,, = Bn—1 f /2 cos(x)"dx
Wir bezeichnen berechnen mit partieller Integration

/2 /2

I :/ cos(x)"dx = cos(x)" ! sin(x /2+/ (n—1)cos(x)"2 sin(x)sin(x) dx

—7/2 - —_———
=sin(x)2=1—cos(x)2

=(n-1) /7:/22 cos(x)" (1 — cos(x)?)dx
=m-1)I— (n—-1)I,

woraus wir die Rekusionsformel I, = ”7*11,14 gewinnen. Die
ersten beiden Integrale sind

/2 /2
I = / ldx=m L = / cos(x)dx =2
—/2 —/2

und es folgt rekursiv

m

2%—1
Ly = ”H 2% s = 21_[ 2% i1
k=1

Damit bekommen wir I,I,,_1 = 27t/nund es folgt B, = Bn_1l, =
,anZInIn—ly also

~———Bom—1-

Bom = 7 Bom—2, Bom+1 = 2m 1

Bekanntermafen ist B; = A!([~1,1]) = 2 und B, = 7 und wir
bekommen
" om+1 m
Bom = —, Bom+1 = .
m! 1-3---(2m+1)

Es ergibt sich folgende Tabelle

n 1 2 3 4 5 6

Bn 2 m im in? &n? 123
~ 2 314 419 493 526 517

Inbesondere ist B, fiir n = 5 maximal, fiir n > 5 fallend und
es gilt B, — 0 flirn — co.

Um nun die Fliche der Einheitskugel zu berechnen argumentie-
ren wir wie folgt: Das Volumen der Einheitskugel mit Radius r
ist Bu(r) := r"B,(1) = r"B,. Im Sinnve des vorigen Satzes be-
kommen wir die Oberfliche der Einheitskugel als Ableitung des
Volumens nach dem Radius, also ist

wn(r) = nr”’lﬁn also wy = wy(1) =np,
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also
27-[711 IB 2"'717'["1
w = — = < T
2m (m — 1)!/ 2m+1 13--(2m—1)"
z.B.
=2 =2 =4 =2m? =8
W1 =4, Wy =427, W3 =47, Wyqg = 27T, CU5—37'C.
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26 Kompakta mit glattem Rand

Der Fundamentalsatz der Integral- und Differentialrechnung

[ Fwat= o) - fa)

setzt das Integral {iber die Ableitung einer Funktion iiber ein Inter-
vall mit den Werten der Funktion an den Rindern des Intervalls
in Beziehung. Eine dhnliche Situation lisst sich in héheren Di-
mensionen wie folgt beschreiben: Ist A C R" derart, dass A (also
der Rand von A) eine n — 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit
ist, lisst sich ein Integral iiber eine Funktion auf dA mit einem
Integral tiber eine Ableitung der Funktion tiber A in Beziehung
setzen?

Die Antwort liefert der GaufSsche Integralsatz: Es stellt sich
heraus, dass hierbei nicht Funktionen iiber d A integriert werden,
sondern Vektorfelder. Der Gaufische Integralsatz lautet:

/1; div F(x)dA"(x) = /&)A<F(tz),1/(g)>ds(a).

Hierbei ist F : A — R" ein Vektorfeld, div F ein (noch zu er-
klirender) Differentialoperator und v(a) ein Einheitsvektor, der
auflen und senkrecht auf 9 A steht. Im Falle von n = 1 erhilt man
genau den Fundamentalsatz zuriick: Denn dann ist A = [a, b],
divF = F/,0A = {a,b}, “Randintegral” entspricht der Auswer-
tung von F am Rand und der Vektor v gibt das Vorzeichen.

Als erstes legen wir die Klasse von Mengen A fest, iiber deren
Rand wir integrieren wollen:

Definition 26.1. Wir nennen A C R” ein Kompaktum mit glattem
Rand, wenn A kompakt ist und es zu jedem Randpunkt a € 0A
eine offene Umgebung U C R” und eine C! Funktion ¢ : U — R
gibt, so dass gilt

) AnU={xelU]|yp(x) <0}

ii) Vi(x) # 0 fir alle x € U.

Satz 26.2. Ist A ein Kompaktum mit glattem Rand und U, ¢ wie oben,
so gilt
JANU ={xe U |yp(x) =0}.
Folglich ist d A lokal ein Nullstellengebilde und daher eine n — 1-dimensionale
Untermannigfaltigkeit.
Insbesondere gibtese > 0,sodassa+tVip(a) ¢ Afir0 <t <e.
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Beweis.
Zeigen wir erst )DANU = {x € U | ¢(x) = 0}.

1. “C™: Es ist zu zeigen, dass fiir x € U mit ¢(x) < 0 folgt,
dass x ¢ dA. Da aber 1 stetig ist, folgt aus ¥(x) < 0 auch,
dass ¥(y) < 0 fiir y aus einer Umgebung V C U von x. Also
ist V C A und damit x ein innerer Punkt von A, also kein
Randpunkt.

2. “D”: Seinuna € Uund ¢(a) = 0. Wir wollen zeigen, dass
a € dA.

Wir setzen v = Vip(a) (und wissen, dass v # 0). Die Taylor-
Entwicklung von ¥ in a lautet

pla+h) = y(a)+(Vy(a), k) + R(|[k]l2) = (o, h) + R([|1]]2)
mit einem Rest R, fiir den gilt

ULy
1Bl

Speziell fiir h = tv lautet dies

— 0, fir h—0.

p(a+to) = tl|o]5 + R(t)
mit R(t)/t — 0 fiir t — 0. Also gibt es € > 0, so dass gilt

Pla+tv) >0 fir 0<t<e
Pa+tv) <0 fir —e<t<0.

Alsoista+tv ¢ A,wenn 0 < t < ¢und € A, wenn
—e < t < 0. Dies zeigt, dass jede Umgebung von a Punkte
innerhalb und auflerhalb von A enthilt, was zeigt, dass a ein
Randpunkt von A ist.

Im zweiten Schritt haben wir den Rest der Behauptung schon
gezeigt. U

Satz 26.3 (und Definition des dufleren Normalen-Einheitsvektors).
Ist A ein Kompaktum mit glattem Rand, so existiert zu jedem a € 0A
genau ein Vektor v(a) € R" mit den Eigenschaften

i) v(a) € Ny(0A) (d.h. v(a) ein Normalenvektor fiir 0A in a),
ii) ||v(a)|l2 = 1(d.h. v(a) ist ein Einheitsvektor), und
iii) es gibte > 0, so dass fiir 0 < t < € gilt
a+tv(a) ¢ A
(d.h. v(a) zeigt nach aufBen).

Der Vektor v(a) heifit duflerer Normalen-Einheitsvektor von A im
Punkt a.

Analysis 3 | TU Braunschweig | Dirk Lorenz | WiSe 2020/21 125



02.02.2021, VL 26-3

Beweis.

1. Existenz: Es seien U und ¢ wie in der Definition eines Kom-
paktums mit glattem Rand. Dann hat der Vektor
Vip(a)

v(a) = ="

Vy(a)ll2

die geforderten Eigenschaften i) bis iii).

i) folgt, da dA nach Satz 26.2 lokal das Nullstellengebilde
von ¢ ist und nach Satz 21.3 ii) dann V(a) ein Norma-
lenvektor ist. ii) ist nach Konstruktion klar und iii) haben
wir eben in Satz 26.2 gezeigt.

2. Eindeutigkeit: Da dA eine n — 1-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit ist, ist N;(0A) eindimensional und Vi(a) ein
Basis. Es folgt also v(a) = AV (a). Um normiert zu sein,
muss |A| = ||[V(a)||,! gelten und damit v(a) nach auflen
zeigt, muss A > 0 gelten. Dies legt v(a) eindeutig fest.

0

Korollar 26.4. Aufeinem Kompaktum A mit glattem Rand gibt es ein
stetiges Normalen-Einheitsfeld

v:0A — R".

Die Stetigkeit von v(a) = Vi(a)/||Vip(a)||, folgt daraus,
dass ¢ stetig differenzierbar ist.

Beispiel (AufSerer Normalen-Einheitsvektor auf einer Kugel). Ist
A =B,(0) = {x e R" | ||x|2 < r},s0istdA = {x | p(x) =
|x||3 — 2 = 0}, also ist fiir [|al, = 7
Vip(a) 2a a
v(a) = = = -.
V@)l [2al2 7
Der duflere Normalen-Einheitsvektor entspricht in diesem Fall
also dem skalieren Ortsvektor.

Als Vorbereitung auf den nichsten Abschnitt zeigen wir zwei
weitere Ergebnisse:

Lemma 26.5. Essei O = Q' x [ mit O’ € R"" ! offen, [ = [a, b]
ein Intervall, f : 3 — R, g : Q' — R differenzierbar, g(x") € |a, b]
firx’ € Q. Gibt es dann fiiri € {1,...,n — 1} eine integrierbare
Funktion G; : I — R mit ]a%f(x’,xn)] < Gi(xn), so ist

F(x') := /ag(XI)f(x’, xp )dxy,

partiell differenzierbar nach x; differenzierbar mit

/

g(x')
2F() = / 2 F () don + F(2, g(x) 2 g(x).
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Beweis.
Wir setzen

h(x,z) = / f(x!, xp)dxy
a
denn dann ist F(x") = h(x/, g(x")). Nach der Kettelregel ist
e F(x) = s2h(x, g(x") + h(x, g(x')) 28 (x').

Berechnen wir noch die partiellen Ableitungen von h: Mit Satz 13.3
folgt
z
a%ih(x’,z) =/ a%f(x',xn)dxn, In(x,z) = f(x,z)
und das zeigt Behauptung. O

Hat von u,v € C!(]a, b[) eine Funktion kompakten Triger, so
gilt in der Regel der partiellen Integration

b b
/ u'(x)v(x)dx = — / u(x)o' (x)dx.
a a
Dieses Ergebnis wollen wir nun fiir Funktionen auf Teilmen-

gen des R” verallgemeinern:

Satz 26.6 (Partielle Integration). Es sei U C R" offen. Dann gilt fiir
i=1,...,n:

i) Fir ¢ € CL(U) gilt

0Q(X) oniy _
/u o, dA™(x) = 0.

ii) Firu € C'(U) undv € CL(U) gilt

du(x)
u ox;

umm«mz—ﬁm@%ghﬂwy

Beweis.
Teil ii) folgt aus i) indem man i) auf uv anwendet.

Es ist dann uv € C!(U) und nach der Produktregel gilt

d(uv)(x), . du(x)

dv(x)
ax,; (X) N axi

ax,- '

v(x) +u(x)

Weiterhin kénnen wir ohne Einschrinkung U = RR" setzen, da
wir ¢ durch 0 auf ganz R" fortsetzen konnen. Auflerdem nehmen
wir ohne Einschrinkung i = 1.

Ist supp ¢ kompakt, so existiert R > 0, so dass supp ¢ C| —
R, R[". Es folgt mit dem Satz von Fubini und dem Fundamentalsatz
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der Differential- und Integralrechnung

/n aq)i(x)d/\”(x) :/R /R a(P(x)dxr-'dxn

ox1 R R OX1
R R R
_/711“./71{ [(p(x) R dx; - -
T/

=0.
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27 Die wichtigsten Differentialoperatoren

Beispiel (und Definition von Divergenz und Laplace Operator). Ist
UCRY,feCl(U)undg € CH(U,R"),dannist Vf € C.(U,R")
und es gilt nach dem Satz 26.6 iiber partielle Integration

(und ebenso fiir f € C'(U) und g € C!(U, R")). Fiir Vektorfelder
¢ € C}(U,R") nennen wir den Differentialoperator, der auf der
rechten Seite auftaucht Divergenz, und schreiben

divg(x) = i 9gi(x) _ 981(x) Loy agn(x).

= ox; 0x1 Xy

Anders ausgedriickt div ¢ = spur(Dg) (die Spur der Jacobi-Matrix).

Damit kénnen wir schreiben
(950, 8(:))ar"(x) = = [ f(x)divg(x)da"(x). )

Fiir f € C%(U) definieren wir

=

aZ
ox

-

Af =div(Vf) = '

1

Il
—_
o

und nennen A den Laplace Operator.
Mit anderen Worten: Af = spur Hy (die Spur der Hesse-
Matrix).

Wesentlich fiir die Identitit
V7, g)an () = = [ flx) divg(x)da’ (x)

ist, dass eine der beiden Funktionen kompakten Triger hat. Ist
dies nicht der Fall, so treten “Randterme” dazu. Diese Situation
erfordert weitere Untersuchung und fiihrt auf den Divergenzsatz
von Gaufs. Als Einstieg untersuchen wir eine besonders einfache
geometrische Situation: Wir betrachten eine Menge folgender
Form:
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(f,8) = [ f@3)aAE),
(F.G) = [ (F(), G(x))medA(x)

ein, so liest sich Gleichung (+) formal
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In diesem Sinne sagt man auch “— div
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X E€Rp fv(x)

u’ x' e R*1

Satz 27.1 (Vorabversion des Divergenzsatzes von Gaufi). Essei U’ C
R" 1 offen, I = |, B[, g : U’ — I eine C'-Funktion und

A={(,xy) el xI]|x, <g(x')}
M:={(x,x,) el xI|x,=g(x")}.

Ferner sei fiir x € M der Vektor v(x) der duflere Normalen-Einheitsvektor

auf M, also
—Vg()
1
1+ (Ve (x5

Dann gilt fiir jedes f € CH(U' x ) undi=1,...,n

g){ YA (x /f )i (x)dS ().

Beweis.

Nach Beispiel aus Abschnitt 23 ist die Gramsche Determinante fiir
M beziiglich der Parameterdarstellung x’ — (x/,g(x’)) gerade
1+ ||Vg(x')|3. Wir bearbeiten die Fillei = nundi =1,...,n—1
getrennt:

1. Fall: i = n. Dies ist der einfachere Fall: Da die Abbildung x,, —
f(x', x,) fiir jedes x” kompakten Triger in I hat, folgt mit
dem Fundamentalsatz der Integral- und Differentialrech-
nung

[ 2 g = £, )

Mit dem Satz von Fubini folgt

)
/ o JdA" (x) = / ( /g aaxf (o, )l ) dA" ()
= [ Fg(an ()
1+ v x/ 2
gy VTSR
u 14+ Vg (x')]3

= | f@u(x)as()
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wobeiwiram Ende v, (x) = 1/4/1+ ||[Vg(x’) |3 und “dS(x) =

1+ ||[Vg(x')||3dA"1(x")” benutzt haben.

2. Fall: 1 <i <n — 1. Da Differenzenquotienten von stetig diffe-
renzierbaren Funktionen sogar gleichmifSig auf kompak-
tem Mengen konvergieren, konnen wir die Aussage von
Lemma 26.;5 anwenden und bekommen

9 rsi)
3 / f (x', x,)dxy
1 4

_ / (!, 1) + £, <’>>aig<"’>' *)

Da die Funktion ¢ : U’ = R, ¢(x') = [ s(x f(x', xy)dxy
kompakten Triger hat (da f dies hat) folgt mit Satz 26.6 i):

0 (') , =1yt Hok
/uf</ & x)dx ) A ) =0 (+%)

/ axi

Mit dem Satz von Fubini folgt mit (*) und (**)

af n n—1
[ S man( /u/a ax, x)dx, A1 (2

(:)/u’ o / f(x xn)dxn)d)\" HED)
[ s B ar )

l

= g()n
u,f( ())a dA" ().

Im letzten Integral erweitern wir mit /14 [|[Vg(x')||3,
und erhalten

[ gt ))ag;xl >ow ()

= i 1+ [Vg(x)2dA(
\/1+|‘Vg )13

= /Mf x)vi(x)dS(x)

wobei wir im letzten Schritt wieder die Form von v; und
die des Flichenelements benutzt haben.

(]

Bemerkung. Wenden wir diesen Satz auf Funktionen f; an und
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summieren die Gleichungen iiber 7, so ergibt sich

/le FdA = / aﬁ

-/ 2 fi(x)vi(x)dS ()

= | (7@, v()as().

Mit anderen Worten: Das Integral iiber die Divergenz eines Vek-
torfeldes lisst sich als Randintegral ausdriicken. |

Um den Divergenzsatz von Gauf fiir allgemeine Kompakta
A mit glattem Rand zu beweisen, zerlegen wir A in Teile, die die
einfache Form aus Satz 27.1 haben, dann wenden wir auf diesen
Teilen den Satz an, und schliefilich fiigen wir alles zusammen. Wir
werden sehen, dass wir zwei Dinge dabei beriicksichtigen miissen,
damit im Beweis alles gut geht:

1. Wir miissen das Problem aufstetig differenzierbare Art auf
die Teile aufteilen, und

2. die Zerlegung darf nicht aus “zu kleinen Mengen” bestehen.

Fiir den ersten Punkt benétigen wir eine C'-Zerlegung der Eins
und flir den zweiten Punkt ein weiteres geometrisches Hilfsmittel
fiir Uberdeckungen von Kompakta.

Kommen wir erst zu glatten Zerlegungen der Eins. Wir benéti-
gen diese nur fiir Zerlegungen, die aus dquidistant positionierten
Wiirfeln bestehen. In diesem Fall gibt es eine ziemlich explizite
Konstruktion:

Lemma 27.2 (C® Zerlegung der Eins fiir Wiirfel). Zu e > 0 und
p € Z" setzen wir

We(pe) = {x € R" | [|x — pe[lw < €}.

Dann gibt es Funktionen a, € C*(IR"), die eine der Uberdeckung
(We(pe)) pezr untergeordnete Zerlegung der Eins in R" bilden.

Beweis.
Wir miissen also zu jedem p € Z" einw, € C*(IR") konstruieren,
so dass gilt:

1. 0<ay, <1,

2. suppa, C We(pe), und

3. firalle x € R" gilt ) e 7n ap(x) = 1.

Wir beginnen mit # = 1 und definieren ¢ : R — R durch

qe

g(t):{exp(_l—ltz)’ t<1 | 05?\

>
0, ] > 1 - :
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Bekannterweise ist ¢ € C°(R) mit supp ¢ = [—1,1]. Nun wollen
wir durch ganzzahlige Verschiebung hieraus eine Zerlegung der
Eins fiir die Intervalle [k — 1, k + 1] machen. Hierfiir miissen wir
noch dafiir sorgen, dass sich die Funktionen punktweise zu Eins
aufsummieren. Dazu setzen wir

G(t) = Ticz g(t— k). >~ -

1 1

Es gilt G € C®(R) und G(t — k) = G(t) fiir k € Z (beachte,
dass die Reihe in jedem Punkt konvergiert, da jeweils nur zwei
Summanden nicht Null sind). Da G(t) # 0 fiir alle ¢, setzen wir

Q
]

=
o)

1 1
Hierfiir gilt 1 € CP°(R) mit supph = [—1,1], und auflerdem ist
fur alle ¢
—k)

Y h(t—k) Zg ) Zg L 8t—k) =1

kez kEZ kez kEZ

Anders gesagt: Die Funktionen /i (t) = h(t — k) bilden eine der
Uberdeckung([k — 1,k + 1])iez untergeordnete C®-Zerlegung
der Eins.
Wir definieren schliefflich zu p € Z" die Funktionen a) :
R" — R durch
Hh &)

Man iiberzeugt sich davon, dass a, € CZ°(IR"), supp a, C We(pe)

und
Z ap(x

peZ’

wie gefordert. O
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28 Der Divergenzsatz von Gaufl

Das letzte Hilfsmittel, das wir fiir den Beweis des Satzes von Gaufd
brauchen, ist die sogenannte Lebesgue-Zahl einer offenen Uber-
deckung. Wir benétigen dazu den Begriff des Durchmessers (engl.:
diameter) einer Menge. Dieser ist fiir A C R”

diam(A) = sup{||x —yl2 | x,y € A}
(ggf. 4-o0).

Lemma 28.1 (Lebesgue-Zahl). Essei A C R" kompakt und U; C R",
i € I eine offene Uberdeckung von A.

Dann existiert ein A > 0 (genannt Lebesque-Zahl zu A und (U;)), so
dass fiir jedes kompakte K C R" mit diam(K) < A welches A schneidet
eini € I existiert, mit K C U,.

Beweis.
Zujedem a € A existierteini € I und ein v, > 0, so dass

Bru (El) c u;.

Die Familie (B,,/2(a))sca iiberdeckt A, und da A kompakt ist,
gibtesay,...,a,, so dass

m
A C U Brakz/z(ak).
k=1

Dannist A = minlgkgm(%) eine Lebesgue-Zahl, denn: Sei K C

R"” kompakt mit diam(K) < Aund KNA # @.Zua € KNA
gibtesk € {1,...,m} undi € I, so dass

ac BVak/Z(ak) - Brak (ﬂk) C u;.
Da diam(K) < r,, /2, folgt

KCB ([lk) c u;.

r”k

Fiira’ € K gilt ||a — a'||2 < diam(K) < r,, /2 und da auch
la—ag|| <ra /2, folgtfiira’ € Kauch ||’ — ai| <rq.

O

Nun koénnen wir den Divergenzsatz von Gaufl beweisen:

Satz 28.2 (Divergenzsatz von Gauss). Essei A C R" ein Kompaktum
mit glattem Rand, v : A — R" das duflere Einheits-Normalenfeld und
U C R" offen mit A C U. Dann gilt fiir jedes F € C' (U, R")

/A div F(x)dA" (x) = /a (F(x),v(x))dS ().
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Beweis.

Da nach Satz 26.2 der Rand von A lokal Nullstellengebilde ist,
gibt es offene Mengen U;, i € I, so dass dA C U;c; U;, so dass
wir (nach Umnummerierung der Koordinaten) schreiben kénnen
U; = U!x]a;, B;[ und C'-Funktionen g; : U/ —]a;, Bi[ gibt, so
dass

UinA = {(x,xn) € Uj x ]y, il | xu < &i(x")  (bzw. x > gi(x'))}.

Um aus den U; eine Uberdeckung von ganz A zu machen, reicht es,
noch eine weitere Menge U zu den U; hinzuzufiigen, von der wir
annehmen konnen, dass U C A°. Fiir die resultierenden offene
Uberdeckung von A sei A > 0 die Lebesgue-Zahl aus Lemma 28.1.

Wir setzen € = =2~ und betrachte die in Lemma 27.2 konstru-

2yn
ierte Zerlegung der Eins («a),ez. Es gilt suppa, C We(pe) und
daher hat supp &, einen Durchmesser kleiner als die Diagonale
eines Wiirfels mit Kantenlinge 2¢, also kleiner als 2e1/n = A. Es
sei

P={pecZ"|suppa,NA#Q}

(beachte: P ist endlich, da A beschrinkt). Dann ist fiir x € A auch
F(x) = ¥yep ap(x)F(x) und da die Divergenz linear ist, folgt

[ divEart = ¥ [ div(a, Fan”
A e

Auflerdem gilt

| (B, v(x))dS(x) = ¥ | (op(x)F(x), v(x))dS ()

peP

Wir miissen die Behauptung also fiir die Funktionen «), F zeigen.
Nach unserer Konstruktion ist supp(a, F) in einem U; enthal-
ten. Nun haben wir noch zwei Fille:

1. Fall: supp(a, F) C U, dh. a, F hat kompakten Triger in A°.
Nach der Regel der partiellen Integration (Satz 26.6) gilt

/A div(a, F)dA" = 0 = /a (w0 (2)F(), v(2))dS ()

(die linke Gleichung ist die partielle Integration und die
rechte Gleichung ist klar, da der Integrand im Integrati-
onsgebiet konstant Null ist).

2. Fall: Das zugehorige U, schneidet den Rand dA. Hier folgt die
Behauptung indem wir Satz 27.1 auf die Komponenten der
vektorwertigen Funktion a, F anwenden und aufsummie-
ren.

O
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Beispiel. Wir betrachten F : R" — R", F(x) = x. Die Divergenz
ist einfach 5
Xi
div F(x Z o =
Daher gilt fiir jedes Kompaktum mit glattem Rand A

/aA(x,v(x))dS(x) = n/Ad/\” =nA"(A)

bzw.

A(A) = %/(_)A<x,v(x)>d5(x).

Das heifdt, wir konnen das n-dimensionale Volumen einer Menge
bestimmen, indem wir die Grofle (x, v(x)) iiber den Rand der
Menge integrieren.

Im Falle der Einheitskugel K,, = B;(0) C R" ist 9K,, = S"~!
und v(x) = x (vgl. Beispiel aus Abschnitt 26) und es folgt

voly(Ky) = 1 / . (13) d5(x) = fvol, (57,
~l3=1

Bemerkung (Bedeutung in der Physik). Fiir ein Vektorfeld F und
das Einheits-Normalenfeld v auf ein Kompaktum A mit glattem
Rand bezeichnen wir fiir x € dA mit a(x) den Winkel zwischen
F(x) und v(x), d.h.

(F(x),v(x)) = [[F(x)]| cos(a(x)).

Beschreibt das Vektorfeld F : U — IR" zum Beispiel den Fluss
einer Quantitit, also z.B. die Geschwindigkeit einer Wasserstro-
mung, so ist die Grofle

(F(x), v(x))

der Anteil der Strémung im Punkt x in Richtung v(x), also aus A
heraus. (Anteile der Strémung tangential an dA lassen nichts aus
A heraus flieflen.) Daher ist das Integral

|| (G, v()dS ()

der Gesamtfluss durch die Oberfliche 0 A von A. Der Divergenzsatz
sagt, dass dieser Gesamtfluss gleich dem Integral iiber die Diver-
genz des Flussfeldes iiber ganz A ist. Daher nennt man div F(x)
auch die Quellstirke von F: Ist z.B. div F(x) = 0, auf ganz A, so
folgt, dass genau so viel in A hinein, wie wieder heraus fliefit.

Felder F, fiir die div F = 0 gilt, nennt man auch quellenfrei oder
divergenzfrei.

Strémungen von inkompressiblen Fliissigkeiten (wie zum Bei-
spiel Wasser) miissen zum Beispiel divergenzfrei sein, wenn im
Inneren von A keine Wasserquellen oder -senken sind. |
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Wendet man den Divergenzsatz auf ¢F mit F € C!(U,R")
und g € C'(U), so erhilt man wegen

fon g |

i=1 i=1 !

div(gF)

ag aFi . .

die folgende Variante der partiellen Integration mit Randtermen:

Korollar 28.3. In der Situation von Satz 28.2 gilt fiir F € C'(U,R")
und ¢ € C}(U,R)

/Ag(x)divF(x)d/\” = —A(Vg(x),F(x))dA”+ aA(g(x)lf(x),1/(x)>dS(x).

Auf gleiche Weise erhilt man eine niitzliche Formel, wenn
man fiir ¢ € C'(U) und f € C%(U) den Divergenzsatz auf das
Vektorfeld F = ¢V f anwendet. Hier ist (setze F = V f in obiger
Rechnung)

div(gVf) = (Vg, Vf) +gAf.

Wir fithren noch folgende Notation ein: Fiir den Normalen-Einheitsvektor
v(x) fiir x € 0A schreiben wir

o (x) = (Vf(x), v(x)

fiir die Ableitung von f in Normalenrichtung,
Wir haben gezeigt:

Korollar 28.4 (1. Greensche Formel). Fiir obige f und g gilt in der
Situation des Divergenzsatzes von Gaufs

no_ af
/A<Vg,Vf>+gAfdA —/aAg%dS.

Vertauschen wir f und g und ziehen die beiden Formeln von-
einander ab, bekommen wir:

Korollar 28.5 (2. Greensche Formel). Fiir obige f, ¢ € C>(U) gilt in
der Situation des Divergenzsatzes von Gauf$

- dg  df
/Ang—gAfd/\ _/aAf% g5 ds.
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