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Vorbemerkung

Dies ist das Handout zur Vorlesung ,Analysis 2“, gehalten an der
TU Braunschweig im Sommersemester 2020. Es keinerlei An-
spruch, auch ohne Besuch der Vorlesung verstindlich zu sein.
Diese Version enthilt mit an Sicherheit grenzender Wahrschein-
lichkeit zahlreiche Fehler und das, obwohl viele Leserinnen und
Leser schon zahlreiche Fehler gefunden haben; seien Sie also auf-
merksam beim Lesen.

Die Aufzeichnungen der Vorlesungen zu diesem Handout fin-
den Sie entweder im Stud.IP-Eintrag zur Vorlesung oder auf dem
YouTube Kanal

https://www.youtube.com/channel /UCn9kJUL71fuliXXxX-06090g.

Im YouTube-Kanal finden Sie auch die Videos zu den Inhalten
der groflen Ubung und in Stud.IP die ganzen weiteren Ubungs-
aufgaben inklusive Losungen.

Braunschweig, den 23. Juli 2020 Dirk Lorenz
d.lorenz@tu-braunschweig.de
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1 Potenzreihen

Definition 1.1. Essei (¢, ) eine Folge komplexer Zahlenunda € C.

Die Reihe

(o]

f2)= Y ealz—a)"

n=0

heifdt Potenzreihe mit Koeffizienten (c,) und Entwicklungspunkt a.

Mit unseren bisherigen Mittel konnen wir fiir jedes z € C
bestimmen, ob die Potenzreihe in diesem Punkt konvergiert. Wir
wiirden aber gerne mehr wissen: Wie sieht die Menge aller z € C
aus, fiir die die Potenzreihe konvergiert? Was fiir Eigenschaften
hat die “Grenzfunktion” f (Stetigkeit, Differenzierbarkeit,...)?

Wir bendtigen also Begriffe, die die Konvergenz von Folgen von
Funktionen zu beschreiben:

Definition 1.2. Es sei K eine Menge und fiir jedes n € IN sei f, :
K — C eine Funktion. Dann nennen wir (f,,) eine Funktionenfolge
und sagen:

1. (fn) konvergiert punktweise gegen eine Funktion f : K — C,
falls fiir jedes x € K gilt

fulx) =5 f(x).
Wir schreiben auch

n—oo

fun—f pw.

2. (fu) konvergiert gleichmdflig gegen einen Funktion f : K — C,
falls

Ve >03IN € NVn > N, x € K: |fu(x) — f(x)] <e.
Wir schreiben auch

fi =3 f glm.

Die Definition ist wortwortlich die Gleiche fiir Abbildungen
nach R.

Hier andere Formulierungen dieser Begriffe: Es gilt
1 fu =3 f p.w., falls

Vx €K, e>0INeNVn>N: |fu(x)— f(x)] <e.

2. fn =5 f glm.,, falls

Ve >03IN € NVn > N : sup|fu(x) — f(x)| <€
xeK
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()
Taylor-Reihen 337 £ k!(a) (x — a)k
sind ein Beispiel fiir Potenzreihen (mit

Koeffizienten ¢, = f(")(a)/n!).

Der Unterschied zur gleichmifigen
Konvergenz ist klein aber extrem wich-
tig: Bei punktweiser Konvergenz darf
das N fiiralle x € K bei gleichem € ver-
schieden sein, bei gleichmafiger Kon-
vergenz muss das N fiir alle x € K auf
einmal funktionieren.
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Sie sollten sich davon {iberzeugen, dass diese Formulierungen
tatsichlich dquivalent zu den Definitionen sind.

Auflerdem sieht man schnell (auch an der Randbemerkung):
Konvergiert (f,) gleichmiflig gegen f, so auch punktweise. Die
Umkehrung dieser Aussage gilt nicht:

Beispiel.
Wir betrachten K = [0, 1] und die Funktionen f,, : K - R
fu(x) =max(n—n?x— %\,O)
nx, falls0 < x < 1
= < 2n — n?x, falls% <x§%
0, falls % <x<1

Diese Funktionenfolge konvergiert punktweise gegen die Null-
Funktion. Das sieht man so:

1. Fiir x = 0 und alle n gilt £,(0) = 0.

2. Fir x > 0 gilt: Ist N > 2/x so gilt fiir n > N immer
% < % < x. Also ist fiir diese n auch f,(x) = 0.

n—o0

In beiden Fillen folgt f,(x) — 0.
Die Funktionenfolge konvergiert aber nicht gleichmifSig, denn
es gilt

sup |fu(x) = 0| = [fu(1/n) = 0] = n £ 0.

0<x<1

A

Satz 1.3. Ist K C C und f, : K — C eine Funktionenfolge, so gilt: Ist
jedes f,, stetig und gilt f,, = f gleichmdfig, so ist auch f stetig.

Beweis.
Es sei x € Kund e > 0. Wir miissen zeigen, dass es ein § > 0 gibt,
so dass fiir [x — x’| < § immer |f(x") — f(x)| < e gilt.

Die Idee ist es, mit der Dreickesungleichung abzuschitzen

f() = fFO) = 1f () = An(x) + fn(x') = fiv(x) + fin(x) = f(2)]

Kurz gesagt: Der gleichmiflige Grenz-
wert eine Folge von stetigen Funktio-
nen ist wieder stetig.

< IFO) = A+ D) = @]+ I (x) = f(x)1,

und alle drei Terme separat zu diskutieren.
Da f, gleichmiflig gegen f konvergiert, gibt es ein N, so dass
fur alle ¢ € K gilt

IN(G) = f(E)] <e/3

(also auch fiir { = x und ¢ = x'). Da fy in x stetig ist, gibt es ein
0 > 0, so dass fiir alle x" mit |x — x'| < J gilt | fn(x) — fn(¥)] <
€/3.

Analysis 2 | TU Braunschweig | Dirk Lorenz | SoSe 2020 6
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Also kénnen wir schlieflen:

O

Aus punktweiser Konvergenz einer Folge von stetigen Funktio-
nen lisst sich nicht auf'die Stetigkeit der Grenzfunktion schliefSen:

Beispiel.
Wir betrachten f, : R — R, fu(x) = cos(x)*". Fiir x & {krt | k €
Z} ist |cos(x)| < 1 und daher gilt fiir diese x:

|fu(x)| = |cos(x)|*" — 0.

Fiir x = 7tk ist cos(7tk) = +1, also f,(x) = cos(7k)?* = 1. Es
folgt also

fn(x)"_%oo{o' x & {kr | ke Z}

1, somnst.

Kommen wir nun zur Konvergenz von Potenzreihen:

Satz 1.4. Esseic, € C und a € C. Die Potenzreihe
fz) =) cu(z—a)"
n=0

konvergiere fiir ein zq € C, z1 # a. Dann gilt fiir aller € |0, |z1 — a|[:

1. Die Potenzreihe konvergiert gleichmdpfig fiir alle
zeK(a,r):={C]|g—al <r}.

2. Die formal differenzierte Reihe
§(z) = ¥ neu(z —ay"!
n=1

konvergiert ebenfalls gleichmdfig auf K(a, r).

Beweis.

Da die Reihe fiir f(z;) konvergent ist, folgt aus dem Trivialkri-
terium insbesondere, dass |c,(z; — a)"| beschrinkt ist. Sei also
M > |cy(z1 — a)"| fiir alle n.

1. Fiirjedes z € K(a,r) gilt Z=% < T =: 9 < 1. Damit

|z1—a| = |z1—a]

sehen wir durch

[en(z = a)"| = lea(z1 — a)"| 220 < Mo,

dass die Reihe punktweise konvergiert. Fiir die gleichmifige

Analysis 2 | TU Braunschweig | Dirk Lorenz | SoSe 2020 7
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Konvergenz bezeichnen wir die Partialsumme mit fy(z) =
YN ycn(z —a)" und die Behauptung folgt wie eben aus

o] o]

sup |f(z) — fn(z)] < sup Z lcn(z—a)" Z Mo N2 0,

z€K(a,r) zeK(a,r) n=N+1 n=N+

2. Die zweite Behauptung zeigt man fast analog. Man bezeich-
net mit gy die entsprechende Partialsumme und schitzt

ab
sup 18(z)—gn(@)| € sup Y |nea(z—a)" M < Y Mo
z€K(a,r) zeK(a,r) n=N+1 n=N+1

Mit dem Quotientenkriterium sieht man, dass die Reihe

Yoo 1 nM6" ! konvergiert, und schliefft Y5y, 1 nM6" plmiy
0.

O

Definition 1.5. Es sei f(z) = Y cn(z — a)" eine Potenzreihe.
Dann heif$t

R :=sup{|z—a| | ) cu(z — a)" konvergiert}
n=0

der Konvergenzradius der Potenzreihe (dabei ist R = co moglich,
in diesem Fall konvergiert die Potenzreihe in ganz C).

Korollar 1.6. Ist R der Konvergenzradius einer Potenzreihe, so konver-
giert die Potenzreihe fiir jedes r € [0, R[ gleichmdfSig in der Kreisscheibe
K(a,r). AufSerdem hat man in der offenen Kreisscheibe B(a, R) := {z |
|z — a| < R} punktweise Konvergenz. Schliefslich stellt eine Potenzreihe
eine auf B(a, R) stetig Funktion dar.

Folgt aus Satz 1.3 und Satz 1.4.

Das Konvergenzverhalten von Potenzreihen ist also einiger-
maflen iibersichtlich: Jede Potenzreihe hat einen Potenzradius
R € [0, 0] (wobei R = oo Konvergenz in ganz C bedeutet) und

1. konvergiert in der offenen Kreisscheibe B(a, R) punktweise
und fiir jedes » < R in der abgeschlossenen Kreisscheibe
K(a,r) gleichmifig,

2. divergiert auflerhalb der abgeschlossenen Kreisscheibe K(a, R).

Fiir die komplexen Zahlen mit |z — a| = R lisst sich keine Aussage
treffen, d.h. es gibt Potenzreihen mit Konvergenzradius R, welche
fiir alle z mit |z — a| = R konvergieren, welche die fiir alle solche
divergieren und auch solche, die fiir manche solche z konvergieren
und fiir andere divergieren.

Analysis 2 | TU Braunschweig | Dirk Lorenz | SoSe 2020 8
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Der Konvergenzradius ergibt sich aus den Koeffizienten durch
die Formel von Cauchy-Hadamard:

R=—"L1
limsup R/ |cx|
n—oo

Beweis.

Ohne Einschrinkung nehmen wir 2 = 0 an. Sei R wie oben defi-
niert und sei |z| < R. Wir zeigen, dass die Reihe fiir [z —a| < R
konvergiert und fiir |z — a| > R divergiert.

Wir setzen t = 1/R = limsup,,_,, {/|cx|- Dann gilt fiir jedes
€ > 0: {/|cu] > t+ € nur fiir endlich viele n. Also gilt |c,| <
(t + €)™ fiir fast alle n und daher konvergiert } > c,(z — a)" fiir
|z—a| <1/(t+e€).

Sei umgekehrt fiir € > 0 unendlich oft |c,| > (t — €)", dann
kann die Reihe fiir |z —a| = 1/(tf — €) > R nach dem Trivialkri-
terium nicht konvergieren. g

Analysis 2 | TU Braunschweig | Dirk Lorenz | SoSe 2020 9



22.04.2020, VL 2-1

2 Metriken und Normen

Wir bereiten uns jetzt auf die Analysis in mehreren Raumdimen-
sionen vor. Aus der linearen Algebra ist die Vektorraumstruktur
des R” bekannt. In dieser Vorlesung wollen wir die “topologische”
Struktur des R” behandeln, also die Abstraktion von Begriffen wie
Abstand, Nihe, Umgebung, usw.

Die Abstraktion des Abstandsbegriffes ist der folgende:

Definition 2.1. Es sei X eine Menge. Eine Metrik auf X ist eine
Abbildung

d:XxX—=R, (xy)—dxy)

mit den Eigenschaften

d(x,y) =0 genaudann, wenn x =y, (Definitheit)

Vx,y:d(x,y) =d(y, x), )
Vx,y,z; d(x,z) < d(x,y)+d(y,z) )

(Symmetrie
(Dreiecksungleichung

Ist X eine Menge und d eine Metrik auf X, so heif$t das Paar (X, d)
ein metrischer Raum.

In einem metrischen Raum gilt iibrigens immer

0 <d(x,y).

Dies folgt aus

0=d(x,x) <d(x,y)+d(y,x) <2d(x,y).

Auflerdem gilt immer die inverse Dreiecksungleichung

|d(x,y) —d(y,z)| < d(x,2).

Aus d(x,y) < d(x,z)+d(z,y) folgt d(x,y) —d(y,z) <
d(x,z) und aus d(y,z) < d(y,x) +d(x,z) folgt d(y,z) —
d(x,y) < d(x,z). Diese beiden Ungleichungen zusammen
zeigen die Behauptung.

Beispiel.
1. AufR (bzw. C) ist
d(x,y) = |x —y|
eine Metrik.

2. Ist (X, d) ein metrischer Raum und A C X, dann bekom-
men wir durch Einschrinkung die induzierte Metrik
da:AxA—=R, da(xy):=d(xy).

Damit ist (A, d4) wieder ein metrischer Raum.

Analysis 2 | TU Braunschweig | Dirk Lorenz | SoSe 2020 10

Man kann sich unter d(x,y) immer
“der Abstand von x zu y” vorstellen
(auch wenn es das nicht im anschau-
lichen Sinne bedeuten muss). Damit
lesen sich die Eigenschaften wie folgt:

Definitheit: “der Abstand zweier
Punkte ist genau dann gleich o,
wenn die beiden Punkte gleich
sind.”

Symmetrie: “der Abstand von einem
Punktzum anderen ist genau so
wie der Abstand vom anderen
Punkt zum einen.”

Dreiecksungleichung: “der Abstand
von einem Punkt zu einem
anderen ist immer kleiner als
wenn man die Absténde zu ei-
nem Dritten addiert”. Anschau-
lich auch “Ein Umweg von x
tiber y nach z ist langer als der
direkte Weg von x nach z.”
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3. Aufjeder Menge X wird durch

0, fallsx=y
1, sonst,

d(x,y) = {

eine Metrik definiert; man nennt diese Metrik die diskrete
Metrik.

A

Ist die zugrunde liegende Menge sogar ein Vektorraum (wie
z.B. der R” oder der C"), so kénnen wir Normen definieren, welche
den Begriff “Linge eines Vektors” abstrahieren.

Definition 2.2. Es sei V ein R- oder C-Vektorraum. Eine Norm auf
V ist eine Abbildung

=V =R, x|l
mit folgenden Eigenschaften

|lx|| = 0 genau dann, wenn x = 0 (Definitheit)

VA € R (bzw.C), x € V : ||Ax|| = |A|||x]|
(positive Homogenitit)

Vx,ye V: |[x+y| <|x| + |lyll- (Dreiecksungleichung)

Ist V ein R- bzw. C-Vektorraum mit einer Norm, so heifdt das Paar
(V,|I-Il) ein normierter Vektorraum (oder auch nur normierter Raum).

Satz 2.3. Ist (V,||]|) ein normierter Raum, so wird durch d(x,y) :=
||x — y|| eine Metrik auch V definiert.

Beweis.
Alle Eigenschaften der Metrik rechnet man schnell selbst nach:

Zur Definitheit: Es gilt d(x,y) = 0, genau dann wenn ||x —
y|| = 0 und das ist, nach der Definitheit der Norm, genau dann
der Fall, wenn x — y = 0 gilt.

Die Symmetrie folgt aus der positiven Homogenitit:

Man nennt diese Metrik dann von der
Norm induziert.

d(x,y) = x =yl = (=D =)l = [=1lly = x| = lly — x[| = d(y, x).

Die Dreiecksungleichung fiir die Metrik folgt schliefflich aus
der Dreiecksungleichung der Norm:

d(x,z) = [lx=z| =[x =y +y -zl < [lx =yl +[ly -zl = d(x,y) +d(y, 2).

O

Lemma 2.4 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Fiir x,y € R" gilt

|an%Xkyk| - (i X%>1/2(kiyi>l/2-

k=1

Analysis 2 | TU Braunschweig | Dirk Lorenz | SoSe 2020 1
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Beweis.
Fiir beliebiges & > 0 gilt

n

n
Z Xp — ayp)? = 2 (x2 — 2axpy + a®y7)
k=1 k=1

und es folgt (da « > 0 ist)
- 1Ly L2 oy
2 WY S ax ) %t 3 ) Yk

Starten wir mit (x; + ayy )? so bekommen wiranalog — Y7 _; xpyx <
Y X2+ 4 Y0, y2. Aus diese beiden Ungleichungen zusam-
men folgt

n n n
Dyl < 5 x5 ) vk

Diese Ungleichung gilt fiir alle « > 0 und wihlen wir « > 0 so,
dass die rechte Seite am kleinsten ist. Dazu minimiert man die
rechte Seite iiber « (aus dem letzten Semester wissen wir, wie das
geht:Wir fassen die rechte Seite also Funktion f(«) auf; leiten nach
« ab, setzen gleich Null und lésen auf) und bekommt

N = (Zk 1xk>1/2
i1 U

was die Behauptung zeigt. O

Satz 2.5 (und Definition). Durch
n 1/2
. 2
el == (Y- x3)
k=1
ist eine Norm auf IR" definiert, sie heifSt euklidsche Norm.

Beweis.
Definitheit: Es gilt ||x||2 = 0 genau dann, wenn alle Summanden

x2 Null sind.
Positive Homogenitit: Es gilt

n 1/2 n 1/2
IAxlla = (Y A%2) " =Va2( X a2) " = (Al
k=1 k=1
Dreiecksungleichung:
2 v 2
lr+yllz = ) (2 + i)
k=1
-2 2
= Y (¢ + 2xyk + )
k=1

n
= [lxI3+2 ) xyi + lyli3.
k=1

Analysis 2 | TU Braunschweig | Dirk Lorenz | SoSe 2020 12

Nach dem Satz des Pythagoras ent-
spricht die euklidsche Norm genau der
Linge eines Vektors Ebene beziehungs-
weise dreidimensionalem Raum, wel-
che man mit einem Lineal messen wiir-

de.
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Wir wenden die Cauchy-Schwarz-Ungleichung (welche wir schrei-
ben konnen als Y}, x| < ||x]2]|y||2) und bekommen

I+ yl13 < llxll3 + 2llxll2llyll2 + lyll3 = (llx] + lyl)?,
woraus die Behauptung folgt. O

Beispiel.

1. Zwei andere Normen auf dem R” sind die Maximumsnorm
(oder co-Norm)

|x]| o := max(|x1|, ..., |xn])

und die 1-Norm

n
el = 3 [xi]
k=1

Definitheit: ~ Fir  ||*|lc:  Es  [|x]|oo =
max(|x1],...,|xs]) = 0, genau dann, wenn
|x;| = 0ftri = 1,...,n, also genau dann, wenn
x = 0. Fiir ||]|1 ist ||x]|7 = 0 ebenfalls genau dann,
wenn jeder Summand |x;| = 0 ist.

Positive Homogenitit: Folgt in beiden Fillen sofort aus
der Eigenschaft |Ax;| = |A||x;].

Dreicksungleichung: Folgt aus der Dreicksungleichung
fiir den Betrag und der Eigenschaft max(a + b, ¢ +
d) < max(a,c) + max(b,d).

Man kann zeigen, dass man fiir jedes p > 1 durch

n 1/p
Il = (X Ixl?)
k=1

eine Norm, die sogenannte p-Norm, erhilt.

2. Ist X eine Menge und B(X) der Vektorraum aller beschrink-
ten reellwertigen Funktionen auf X, so ist

1 fllsup := sup{|f(x)[ | x € X}

eine Norm auf 5(X), genannt die Supremumsnorm.
Um zu zeigen, dass dies wirklich eine Norm ist, ist wortwort-

lich wie fiir |- ||oo

3. Aufdem Raum aller stetigen Funktionen auf dem Intervall
[a,b] ist

I = [ 17l

eine Norm, genannt die 1-Norm. Der Beweis ist hier genau
wie fiir den IR”-Fall der Norm ||-||;. Wir kénnten auf diesem
Raum auch die Supremumsnorm definieren. (Aus Analysis 1

Analysis 2 | TU Braunschweig | Dirk Lorenz | SoSe 2020 13



22.04.2020, VL 2-5

wissen wir, dass stetige Funktionen auf abgeschlossenen In-
tervallen sowohl beschrinkt, als auch Riemann-integrierbar
sind.)

Auf eben diesem Vektorraum kann man fiir p > 1 durch

I i= ([ reopax)”

die sogenannten p-Normen einfithren. Dass diese Definit-
heit und positive Homogenitit erfiillen, sieht man schnell,
aber der Beweis der Dreiecksungleichung ist nicht so ein-
fach. Fiir den Fall p = 2 kann man analog zum Beweis der
Cauchy-Schwarz-Ungleichung beweisen, dass gilt

[ Feostxidxl < I elsl

und daraus die Dreiecksungleichung schliefien.

Auch auf dem Raum die Riemann-integrierbaren Funktio-
nen kann man die Ausdriicke | f||, erkliren — warum sind
es in diesem Fall keine Normen? (Hinweis: Die Definitheit
ist das Problem...)

A

Analysis 2 | TU Braunschweig | Dirk Lorenz | SoSe 2020 14
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3 Topologische Grundbegriffe

3.1 Offene Mengen in metrischen Riumen

Wir verallgemeinern nun viele Begriffe aus dem ersten Semester

auf'metrische Riume (damit auch auf normierte Riume wie z.B.

den standard euklidschen Raum (R", ||-||2)).

Definition 3.1. Es sei (X, d) ein metrischer Raum, 4 € X und
r > 0. Dann ist

By(a):={xe X |d(a,x)<r}

die offene Kugel (auch offener Ball) um a mit Radius r.
Eine Menge U C X heifSt Umgebung von x € X, wenn es ein
€ > 0 gibt, so dass B¢(x) C U.

Da Bc(x) selbst eine Umgebung von x ist, nennt man diese
die e-Umgebung von x.

Das Argumentieren mit Umgebungen in metrischen Riumen
ist nicht schwer und die Ergebnisse sind meist so, wie man sie
sich intuitiv vorstellt.

Satz 3.2 (Hausdorflsche Trennungseingeschaft). Es sei (X, d) ein
metrischer Raum. Dann gibt es zu je zwei Punkten x,y € X mitx #y
disjunkte Umgebungen U und V von x bzw. y, d.h.esgit UNV = Q.

Beweis.

Wir zeigen, dass wir U := B¢(x) und V = B(y) mit einem €, was
klein genug ist, nehmen kénnen. Dazu reicht, zum Beispiel, € =
1d(x,y) aus: Damit sind die Mengen U und V wirklich disjunkt,
denn fiir ein z € U NV wiirde dann z € Be(x) und z € Be(y)
gelten und nach der Dreiecksungleichung wiirde gelten

3e =d(x,y) <d(x,z)+d(z,y) <e+e

ein Widerspruch. g

Definition 3.3. Ist (X, d) ein metrischer Raum, so nennen wir
U C X offen, wenn gilt

Vx e Ude >0: Be(x) C U.

Beispiel.

1. Offene Intervalle sind offen: in R mit d(x,y) = |x — y/| ist
U = |a, b| offen, denn zu x € U kénnen wir € = min(|x —
al,|x — b|) wihlen. Dann gilt B.(x) = Jx —¢,x + €[ C U.

Ebenso sind die Intervalle |a, co[ und |—oo, a| offen.

Die Intervalle [a, ], [a,b] und ]a, b] sind nicht offen: In den
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Fiir normierte Riume ist der Begriff ent-
sprechend: Es wird die von der Norm
induzierte Metrik d(x,y) = ||x —y||
benutzt.

Im IR? sehen e-Umgebungen fiir ver-
schiedene Normen wie folgt aus: Fiir

da(x,y) = [|lx =yl

Be(x)

©

Firdy (x,y) = [lx =yl

0

Fiir doo (%, y) = [|x = ¥l

Be(x)

Man kann sich sogar die e-Umgebung
einer stetigen Funktion f € C([a,b])
beziiglich der Supremumsnorm vorstel-
len: Es sind alle die Funktionen, die in
einem offenen “e-Schlauch” um f lie-
gen:

o
=%

N \
.///—\\\\‘f+6
'7/—F4>
7’ \ f
\\f—e

In Worten: In einem metrischen Raum
heiflt U offen, wenn es zu jedem Punkt
in U eine e-Umgebung gibt, welche
ganz in U liegt. Anders: Es kann nicht
sein, dass es einen Punkt gibt, zu dem
jede e-Umgebung auch Punkt aufier-
halb von U enthilt.

Sehr kurz gesagt: Eine Menge U ist
offen, wenn U Umgebung jedes ihrer
Punkte ist.
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Fillen [a, b] und [a, b| gibt es zu a kein € > 0, so dass Be(a)
ganz in diesen Intervallen liegt.

2. In allgemeinen metrischen Riumen sind offene Kugeln of-
fen: Wir betrachten U = B,(a) und ein x € U. Dann setzen
wire = r —d(x,a). Es gilte > 0,da d(x,a) < r. Wir zei-
gen jetzt, dass Be(x) C B,(a) gilt. Sei dazu y € Be(x), d.h.
d(x,y) < e. Wir miissen zeigen, dass d(a,y) < r gilt. Das
folgt mit der Dreiecksungleichung:

d(a,y) <d(a,x)+d(x,y) <d(x,a)+e=d(x,a)+r—d(x,a) =r.
A

Satz 3.4. Fiirx € R" gilt
Ixll < Vallxllz < nllxllo < nlx]l2 < nflx]
und mit den Bezeichnungen
BZ(a) = {x e R" | [|x — 2l < €}
Bi(a) = {x e R" | [x —al2 < e}
Be(a) = {x € R" | x — a1 < e}
folgt
Bi(a) C B2(a) C BZ(a) C B>, (a) C By(a).

Im R? sehen die Inklusionen der Bille
wie folgt aus:

Beweis.

Fir die erste Ungleichung der Kette benutzen wir die Cauchy-

Schwarz Ungleichung fiir die Vektoren (|x;|)x und (1,...,1)T:

n noo 172, 1 1/2 Bl(x)

Il = Y1 1wl < (1) (L haP) T = Vil N B
k=1 k=1 k=1 X BZ(x)
Fir die zweite Ungleichung bemerken wir, dass fiir alle k gilt K / B2 /§~<x)
|xk| < ||x||co. Daraus folgt l;;f(x)

o= (L) < (SIIR) T = ()2 = Vil
=1

woraus die zweite Ungleichung folgt. Fiir die dritte Ungleichung
bemerken wir, dass es fiir jedes x einen Index ko € {1,...,n} gibt,
so dass ||x[|cc = |xg,| und daher ist

n
Ixl1% = [ I < ) ll® = 1[5,
k=1
woraus || x|/« < ||x]|2 folgt. Fiir die letzte Ungleichung benutzen
wir, dass |xx| < ||x||; fiir alle k gilt, und daher |x¢|/||x||; < 1. Es
folgt

NN

=)

§|| ; (“*) |x1|%ké’xk‘2 =i
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Die Inklusionen der Bille folgt direkt aus den Ungleichungen fiir
die Normen: Gilt x € Bl(a), soist [|[x — a2 < [|x — a1 <, also
x € B%(a). Ebenso folgt B2(a) C B (a) aus ||x — alle < [lx —
alj2. Ist x € BX(a), so ist ||x — all2 < v/n||x — alje < /ne und
daher x € Bf/ﬁe(a). Ist schliefllich x € Bf/ﬁe(a), soist |[[x —alj; <

V1|x —a||, < ne, also x € Bl.(a). O

Korollar 3.5. Eine Menge im IR" ist offen beziiglich der co-Norm, genau
dann, wenn sie offen beziiglich der 2-Norm oder auch offen beziiglich der
1-Norm ist.

Satz 3.6. Ist (X, d) ein metrischer Raum, so gilt:
a) Die Mengen @ und X sind offen.
b) Sind Uy, ..., Uy offen, so ist auch der Schnitt NN, U; offen.

¢) Istl eine beliebige Index-Menge und U;, i € I eine Familie von offenen
Mengen, so ist auch die Vereinigung J;c; U; offen.

Beweis.

a) X ist offen, da X Umgebung jedes x € X ist. Die Menge @
ist offen, da es gar keinen Punkt x in @ gibt, und daher die
Bedingung trivialerweise (mangels Kandidaten) erfiillt ist.

b) Es seien Uj, ..., Uy offen und x € ﬂfil U;, d.h. x € U; fiir
alle i. Da die U; offen sind, existieren ¢€;,i = 1,..., N, so dass
Be,(x) C U;. Wir setzen nun € = min(ey, ..., ey) dae < ¢
fiir alle i gilt, folgt B¢(x) C U fiir alle i. Das aber bedeutet
B.(x) € NN, U; wie gefordert.

c) Esseix € Uje; Ui, dh. es gibtein j € I, so dass x € U;. Da U,
offen ist, gibt es € > 0 mit Be(x) C U; C Uje; Us.
O

Definition 3.7. Eine Menge A in einem metrischen Raum (X, d)
heif$t abgeschlossen, wenn das Komplement Ab:=X \ A offen ist.

Beispiel.

1. Die Intervalle [4, b] sind auch in diesem Sinne abgeschlossen,
denn die Komplemente R \ [a,b] = |—o0,a[ U |b, o[ sind
Vereinigung von zwei offenen Mengen und damit selbst
offen.

2. Die Mengen |a,b] und [a, b] sind weder offen, noch abge-
schlossen (diese Intervalle heifSen ja auch “halboffen”).

3. Die Mengen X und @ sind in jedem metrischen Raum so-
wohl offen als auch abgeschlossen (denn es gilt Xt = @und
b = X)
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Merke: Die Normen |-||1, ||-]|2 und
|I-/|oo erzeugen alle genau den gleichen
Begriff “offene Menge”, obwohl die
Normen selbst verschieden sind. Auch
der Begriff “Umgebung” ist im R" un-
abhingig von der gewshlten Norm.

Merke: Endliche Schnitte offener Men-
gen sind offen, beliebige Vereinigungen
offener Mengen sind offen.

Machen Sie sich klar, warum die Aus-
sage b) nicht fiir beliebig viele (insbe-
sondere abzihlbar viele) offene Men-
gen nicht gilt. Schauen Sie dazu einer-
seits, warum der Beweis in diesem Fall
nicht funktioniert und betrachten Sie
andererseits das Beispiel der Mengen
u=]-1-41+1ief{12,...}.
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A

3.2 Topologische Riume

” o«

Man kann die Begrifte “offen”, “abgeschlossen” und “Umgebung”
sogar in einem noch abstrakteren Rahmen behandeln, indem
man die bisher gezeigten Eigenschaften von offenen Mengen als
Definition nimmt:

Definition 3.8. Es sei X eine Menge. Eine Menge T von Teilmen-
gen von X heifdt Topologie auf X, wenn gilt

a) ©,X e,
b) sind U,V € 7,s0istauchUNV e,

c) ist I eine Indexmenge und sind U; € 7 fiirallei € I, soistauch
UiGI Ui €T

Das Paar (X, 7) nennen wir dann toplogischen Raum. Auflerdem
nennen wir U C X offen, wenn U € T und A C X abgeschlossen,
wenn AL offen ist.

Beispiel.

1. Aufjeder Menge gibt es zwei bestimmte (langeweilige) To-
pologien:

(a) Die Topologie 19 = {@, X}. Das ist die “kleinstmégli-
che” (man sagt auch grobste) Topologie - keine andere
Topologie auf X kann weniger Mengen haben.

(b) Die Topologie 73 = PB(X). Das ist die “groffitmogliche”
(man sagt auch feinste) Topologie.

2. Ist (X, d) ein metrischer Raum, so kénnenwirt = {U C X |
U offen} setzen (wobei “offen” in der Mengenklammer im
Sinne von Definition 3.3 zu verstehen ist) und erhalten einen
topologischen Raum (folgt aus Satz 3.6). Man nennt diese
Topologie T die “von der Metrik d erzeugte oder induzierte
Topologie”. In diesem Sinne ist jeder metrische Raum (und
damit auch jeder normierte Raum)in natiirlicher Weise auch
ein topologischer Raum.

3. Nach Korollar 3.5 sind die offenen Mengen beziiglich der 1-,
2- und oo-Norm im IR” die gleichen. Man sagt: Die 1-Norm,
die 2-Norm und die co-Norm erzeugen die gleiche Topolgie
(obwohl sie und die zugehdrigen induzierten Metriken je-
weils verschieden sind), und diese Topologie nennen wir
Standard-Topologie auf R".

A
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Mit anderen Worten: T ist eine Teilmen-
ge der Potenzmenge 3(X), welche ab-
geschlossen beziiglich Schnittbildung
und der Bildung von beliebigen Verei-
nigungen ist.
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Definition 3.9 (und Satz). Ist (x, Tx) ein topologischer Raum und
Y C X, soist
y:={UNY|Ue€ 1x}

eine Topologie auf'Y, man nennt sie die Relativ-Topologie oder
induzierte Topologie.

Definition 3.10. Ist (X, 7) ein topologischer Raum und x € X,
so heifst V' C X eine Umgebung von x, falls es eine offene Menge
U € tgibt,sodassx e U C V.

Satz 3.11. Eine Menge V in einem topologischen Raum ist genau dann
offen, wenn sie Umgebung jedes ihrer Punkte ist.

Beweis.

Ist V offen, ist V per Definition 3.10 Umgebung jedes ihrer Punkte.
Ist V Umgebung jedes Punktes x € V, so gibt es zu jedem

x € V eine offene Menge U, (d.h. U, € 7), mitx € U, C V.

Vereinigen wie alle diese Uy, so bekommen wir |,y Uy = V, was

wieder eine offene Menge ist, da beliebige Vereinigungen offener

Mengen wieder offen sind. O

Definition 3.12. Ist (X, T) ein topologischer Raum und Y C X, so
heiffit x € X ein Randpunkt von Y, wenn in jeder Umgebung von x
sowohl ein Punkt aus Y als auch aus YC liegt. Die Menge

dY := {x € X | x Randpunkt von Y}
heifit Rand von Y.

Schaut man einmal auf die Definition sieht man sofort, dass x
genau dann ein Randpunkt von Y ist, wenn es Randpunkt von Ye
ist und daher gilt

oYy = a(YPh).
Beispiel.

1. In R mit der Standard-Topologie (also die, die durch die
Norm ||, bzw. durch die Metrik d(x,y) = |x — y| induziert
ist) haben alle die Intervalle

[a,b], |a,b], [a,b], |a,b]

den Rand {4, b}. Die Intervalle [a, co], ]a, oo[, | —00, a] und
|—o0, a[ haben den Rand {a}.

2. Im R" mit der Standard-Topologie (also die, die durch ir-
gendeine der Normen ||-|| = ||||1/2/c induziert wird) hat
die Einheitskugel

K={xeR"|[x[ <1}
die Einheitssphdre als Rand
oK =8"1:= {x ¢ R" | ||x]|» = 1}.
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Dass das eine Topologie ergibt, sieht
man schnell: Wegen Y = XNy und
© = @NYsind QY € 1. Sind
U,V € 7, danngilt U = UNY und
VNY mitU,V € tx. Dannist UN
V={UnY)n(VnY)=UNV)N
YundalsoUNYV € 1y. FiirU; € 1y
ist U; = U; NY mit U; € Tx. Dann ist
Uil = Ui nY) = (i) NY,
und also ist J; U; € Ty.

Da e-Umgebungen in metrischen Riu-
men offen sind, ist diese Definition im
Fall von metrischen Rdumen dquivalent
zu Definition 3.1.

Yb=x\Y

Mit anderen Worten: Eine Menge und
ihr Komplement haben den gleichen
Rand.
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3. Der Rand von Q ist 0Q = R, denn jede Umgebung jedes
x € R enthilt sowohl rationale als auch irrationale Zahlen.

A

Satz 3.13. In einem topologischen Raum (X, T) gilt fiir jedes Y C X:
a) Die Menge Y \ 9Y ist offen.

b) Die Menge Y U dY ist abgeschlossen.

¢) Der Rand 9Y ist abgeschlossen.

Beweis.

a) Esseia € Y\ 0Y. Da a dann kein Randpunkt ist, gibt es eine
Umgebung V von a,so dass V' N YL = @. Fiir dieses V gilt dann
auch VN 9Y = @: Gibe es niamlich ein y € V N JY, so wire
dies y ein Randpunkt von Y und auflerdem V eine Umgebung

von y. Folglich miisste es einen Punkt in Ye geben, der auch in

V liegt, was aber unserer Annahme V N Yt = @ widerspricht.
Wir haben also V' C Y \ 9Y, was zeigt, dass Y \ dY offen ist.

b) DadY = 9(Y’) gilt, und da Y\ 8(YC) offen ist, ist das Kom-
plement dieser Menge abgeschlossen. Dies ist aber gerade (da
allgemein (A\ B)! = X\ (A \ B) = AC U B gilt) die Menge

(Y8 @Y E = (YO ua(Y?) = yuay.
¢) Daallgemein B= (AUB) \ (A \ B) gilt, gilt auch 9Y = (YU

aY) \ (Y \ 9Y) und daher (3Y) = (YU aY)L U (Y \ 3Y) was
nach a) und b) offen ist. Daher ist dY abgeschlossen.

O

Definition 3.14. Ist (X, T) ein topologischer Raum und Y C X, so
heifdt
Yo=Y\ aY

das Innere oder der offene Kern von Y, und
Y :=YUaY

der Abschluss oder die abgeschlossene Hiille von Y.
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4 Grenzwerte in topologischen und metrischen
Riumen
4.1 Konvergenz

In diesem Abschnitt wiederholen wir den Begriff des Grenzwertes,
nun aber in topologischen und metrischen Riumen.

Definition 4.1.

1. Ist (X, 7) ein topologischer Raum und (xy)xen eine Folge in
X, so konvergiert (x;) gegena € X, falls es zu jeder Umgebung
von U von a ein N € IN gibt, so dass fiir k > N immer
xeelu gﬂt

2. In einem metrischen Raum (X, d) gilt: (xx) konvergiert ge-
gen q, falls es zu jedem € > 0 ein N € IN gibt, so dass fiir
k > N immer d(xy,a) < € gilt.

In beiden Fillen schreiben wir a = lim;_,, x; oder x; gy
In einem metrischen Raum (X, d) gilt

xkk_>—°>°a <~ d(xg,a) %0

(wobei der letzte Konvergenzpfeil die aus der Analysis 1 bekannte
Konvergenz in den reellen Zahlen ist). In einem normierten Raum
gilt entsprechend

k—o0 k—o0
X — a <= ||xx —al| — 0.

Im R” mit der Standard-Topologie gilt:

Satz 4.2. Ist (xi)ken eine Folge in R" mit

Xk1
) T
= =@ o X
Xkn
. , T
so gilt: (xy) konvergiert gegen a = (a1 - --a,) , genau dann, wenn

fiirjedesj € {1,...,n} gilt

lim x; = a..
k—00 kj /

Beweis.

Es gelte x; o a, d.h. zu jedem € > 0 existiert ein N, so dass
fiir k > N immer ||x; — a|| < e gilt (und zwar fiir jede der drei
Normen, obwohl das K dann jeweils unterschiedlich sein kénnte).
Es gilt (fiir alle diese Normen) fiir j € {1,...,n} immer |x;; —
aj| < ||xx — al| und daherist fiir k > N immer |x;; — a;| < €. Dies
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Mit anderen Worten: Jede Umgebung
des Grenzwertes enthilt fast alle Fol-
genglieder.

Im Fall von metrischen Raumen
sind beide Definitionen ZHquivalent,
da in jeder Umgebung immer eine
e-Umgebung enthalten ist. Wegen
Korollar 3.5 kommt es im R" fiir
Konvergenz nicht darauf, welche
unserer Normen verwendet wird.

Mit anderen Worten: Eine Folge (xy)
in R"” konvergiert genau dann, wenn
sie komponentenweise konvergiert.
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zeigt die komponentenweise Konvergenz.

Gelte umgekehrt xy; s aj fiir alle j. Dann gibt es fiir jedes

€ > 0 und jedes j ein Nj, so dass fiir k > N; gilt [x; —a;| < e.

Dann gilt fiir k > max(Njy, ..., N,,) immer

lxk — allo = max{[xyj —aj| | j=1,...,n} <e€
und das zeigt ka—aHoolH—ofO O

Satz 4.3. Eine Folge (f,,) von stetigen Funktionen auf einem Intervall
[a, b] konvergiert in (C([a, b]), ||-||sup) gegen eine Funktion f genau
dann, wenn sie gleichmdpfSig gegen diese Funktion konvergiert.

Beweis.
Wir bemerken, dass

1fu = fllsup <€ == sup [fu(x) = f(x)] <e.

x€la,b]
Damit bekommen wir:
fi =3 f glm.
<= Ve >03IN € NVn>N: sup |fu(x) — f(x)| <e
x€|[a,b]

<= Ve >0IN € NVn > N: |[[fu(x) — f(x)|lsup <€
= [Ifu = fllsup = 0

n—oo

> fu — f Dbagl ||-||sup-
U

Satz 4.4. Ist (X, d) ein metrischer Raum so gilt: A C X ist genau dann
abgeschlossen, wenn fiir jede konvergente Folge (x;) mit x;, € A gilt
limy_, X € A.

Beweis.

=: Sei A abgeschlossen und x; € A mit x; 2% . Wire x ¢ A,
dann wire x in der offenen Menge AL insbesondere wire AC
eine Umgebung von x. Daher wiren fast alle Folgenglieder
in A® was ein Widerspruch zu x; € A ist.

<: Sei das Kriterium iiber Folgen erfiillt. Zu zeigen ist, dass A
abgeschlossen ist. Dazu kénnen wir zeigen, dass AC offen
ist. Sei x € A und wir wollen zeigen, dass es ein € > 0 gibt,
so dass Be(x) C Al gilt. Gibe es dieses e nicht, so wiirde es
zu €, = 1/k ein x; € A geben, so dass d(xy, x) < ¢y = 1/k.
Das aber heif$t x “*% x und nach unserer Voraussetzung
miisste dann x € A gelten, was aber ein Widerspruch zu
x € Alist,

(]

Analysis 2 | TU Braunschweig | Dirk Lorenz | SoSe 2020 22

Mit anderen Worten: Ein Menge in ei-
nem metrischen Raum ist genau dann
abgeschlossen, wenn Grenzwerte von
Folgen in der Menge wieder in der Men-
ge liegen.

In topologischen Rdumen muss das
nicht gelten, aber solche Beispiele kom-
men in dieser Vorlesung nicht vor.
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4.2 Vollstindigkeit

Definition 4.5. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Folge (xy)
in X heif$t Cauchy-Folge, falls es zu jedem € > 0 ein N € IN gibt,
so dass fiir k, j > N immer d(x;, xj) < € gilt.

Vollstindig analog zur Analysis 1 beweist man, dass in einem
metrischen Raum jede konvergente Folge eine Cauchy-Folge ist.

Definition 4.6. Ein metrischer Raum heifdt vollstindig, wenn jede
Cauchy-Folge in dem Raum konvergiert.
Ein vollstindiger normierter Raum heifSt Banach-Raum.

Wir zeigen nun, dass sowohl der R” mit jeder der Normen,
die wir bisher kennen als auch der Raum C([a, b]) der stetigen
Funktionen versehen mit der Supremumsnorm Banach-Riume
sind:

Satz 4.7. Im R" ist jede Cauchy-Folge konvergent.

Beweis.
Ist x, = (xkl xkn)T € R”" eine Cauchy-Folge (beziiglich
irgendeiner unserer Normen), so ist wegen

|xkj — Xmj| < llxk — xmllp, p € {1,2,00}

jede Komponentenfolge (xj)ken,j € {1,...,n} eine Cauchy-
Folge in R. Da R vollstindig ist (was wir aus der Analysis 1 wissen),
sind alle Komponentenfolgen konvergent, und nach Satz 4.2 ist
damit die Folge (x;) im R" konvergent. O

Korollar 4.8. Der IR" ist beziiglich der 1-, der 2- und der co-Norm ein
Banach-Raum.

Satz 4.9. Der Raum (C([a, b)), ||||sup) ist ein Banach-Raum.

Beweis. Es sei (f,) eine Cauchy-Folge in C([a, b]) beziiglich der
Supremumsnorm. Wir miissen zeigen, dass dann (f,) in der Su-
premumsnorm gegen eine Funktion konvergiert, und dass diese
Funktion stetig ist. Dabei ist der letzte Schritt nach Satz 1.3 klar:
Konvergiert (f,) in der Supremumsnorm gegen eine Funktion f,
so konvergiert ( f,) nach Satz 4.3 auch gleichmifig gegen f und
nach Satz 1.3 ist f stetig, also f € C([a, b]).

Wir miissen also noch zeigen, dass es eine Grenzfunktion f
gibt, und dass f auch in der Supremumsnorm dagegen konver-
giert.

1. Zeigen wir die Existenz einer geeigneten Grenzfunktion: Fiir

jedes x € [a,b] gilt |fu(x) = fi(x)| < [|fu — finl|sup- Daher
sind alle Folgen ( f,(x)) Cauchy-Folgen (in den reellen Zah-
len) und daher konvergent. D.h. wir kénnen fiir jedes x eine
Funktion f durch

£x) = lim fu(x)

definieren.
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2. Zeigen wir, dass (f,) in der Supremumsnorm gegen f kon-
vergiert: Sei € > 0. Da (f,;) eine Cauchy-Folge bzgl. |- [|sup
ist, gibt es ein N, so dass fiir n, m > N immer

| fin — fullsup < €

m—r 00

gilt. Aus f,,(x) — f(x) folgt damit

[fu(x) = f()] = lim | £ (x) = fiu ()| < T fio = finlsup < €

fiir jedes x. Bilden wir in dieser Ungleichung auf der linken
Seite das Supremum iiber x € [a, b], so bekommen wir

| fr _stup <e

was fiir alle n > N gilt. Das bedeutet aber, dass (f,;) in der
Supremumsnorm gege f konvergiert.

O]

Definition 4.10. Ist A eine Teilmenge eines metrischen Raumes
(X,d), so ist der Durchmesser von A definiert als

diam(A) = sup{d(x,y) | x,y € A}.
Die Menge A heifit beschrinkt, wenn diam(A) < oo.

Lemma 4.11. Gibt es fiir eine Menge A eina € X undeinr > 0, so dass
A C B,(a), so gilt diam(A) < 2r und insbesondere ist A beschrinkt.

Beweis.

Fiir A C B gilt immer diam(A) < diam(B) und diam(B,(a)) <
2rfolgtdafiirx, y € By(a) immergiltd(x,y) < d(x,a)+d(a,y) <
2r. U

In vollstindigen metrischen Riumen gilt ein Analogon zum
Intervallschachtelungsprinzip:

Satz g4.12. Ist (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum, und
Ag DAL DA D -

eine absteigende Folge von nichtleeren und abgeschlossenen Mengen mit

diam(A;) = 0,

so gibt es genau ein x € X mit x € Ay fiir alle k.

Beweis.
Zeigen wir zuerst die Eindeutigkeit: Sind x, y in allen Ay, so gilt
0 <d(x,y) < diam(A) % 0, woraus d(x,y) = 0und (nach der
Definitheit einer Metrik) x = y folgt.

Zeigen wir Existenz: Zu jedem n wihlen wir ein x,, € A,. Dann
ist x,, € Ay, fir m > n und also gilt d(x,, x,,) < diam(Ay) fiir
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Anders gesagt: Unter den Vorausset-
zungen des Satzes gilt, dass die Menge
MNkeN Ak genau ein Element enthilt.
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alle n,m > N. Das bedeutet aber, dass (x;,) eine Cauchy-Folge ist
welche gegen ein x € X konvergiert. Da jedes Ay abgeschlossen
ist, gilt nach Satz 4.4 auch x € Ay fiir jedes k. O
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5 Stetige Abbildungen

5.1 Stetigkeit in metrischen Riumen

Auch derxs Begrift der Stetigkeit verallgemeinert sich direkt auf’
Abbildungen zwischen metrischen Riumen:

Definition 5.1. Sind (X, dx) und (Y,dy) metrische Riume, so
heifdt f : X — Y stetigin a € X, wenn

% =% a = f(w) = fla)
gilt. Die Abbildung f heift stetig, wenn sie in jedem x € X stetig
ist.

Satz5.2. Sind f : X — Yund g : Y — Z Abbildungen zwischen
metrischen Riumen, f stetig in a und g stetig in b := f(a), so ist
gof: X — Z stetigina.

Beweis.
Gelte x, — a,so gilt f(x,) — f(a) = b und also g(f(x,)) —
g(b) = g(f(a)). O

Direkt aus Satz 4.2 folgt:

Korollar 5.3. Ist X ein metrischer Raum, so ist f : X — R" genau
dann stetig, wenn die Komponentenfunktionen f1,...,f, : X — R
definiert durch

filx)

fo =1 :

fu(x)
stetig sind.
Satz 5.4. Die Abbildungen
add: R xR — R, (x,y) —» x+y,
mult: R xR = R, (x,y) — xy,
quot: R x R\ {0} —» R, (x,y) — xy
sind stetig.
Beweis.

Dies sind im wesentlichen Umformulierungen der bekannten
Grenzwertsitze: Gilt namlich (xi, yx) — (x,y) in R?, so gilt x; —
x und y; — y und es folgt x; + yx — x +y, Xy, — xy und (falls
y # 0)auch xpy, ' — xy L. O

Es folgt durch wiederholte Anwendung dieses Satzes, dass Mo-
nome, d.h. Abbildungen

X1, e, Xn s K xR
1 n

mit ky, ..., k, € IN stetig sind.
Auch das e-J-Kriterium ist fiir metrische Riume genau wie
vorher:
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Satz 5.5. Fiir eine Abbildung f : X — Y zwischen metrischen Riumen
(X,dx) und (Y,dy) gilt: f istina € X genau dann stetig, wenn gilt

Ve >030>0:dx(x,a) <6 = dy(f(x),f(a)) <e.

Beweis.

= Sei f in a stetig, d.h. aus x; — a folgt immer f(x;) — f(a).
Nehmen wir an, dass das e-d-Kriterium nicht erfiillt ist. Das
heifdt, wir nehmen an, es gibe ein € > 0, so dass fiir je-
des & > 0 ein x existiert, so dass zwar dx(x,a) < &, aber
dy(f(x),f(a)) > e. Wir kénnen also zu 6, = 1/n ein
x, € X finden, so dass dx(x,,a) < J, = 1/n gilt, aber
dy(f(xy), f(a)) > €. Dann folgt x, — a aber f(x,) 4 f(a);
ein Widerspruch.

<«: Gelte das e-J-Kriterium und sei (x,) eine Folge in X, welche

gegen a konvergiert. Wir miissen zeigen, dass f(x,) gegen

f(a) konvergiert. Sei dazu € > 0. Zu diesem € existiert also

ein 6 > 0, sodass aus dx(x,a) < ¢ immer dy(f(x), f(a)) <

€ folgt. Da x, — a gilt, gibt es ein N, so dass fiirn > N

immer dx(x,,a) < 0 gilt. Dann gilt aber auch (nach e-

d-Kriterium) dy (f(x,), f(a)) < € fiir n > N. Das zeigt
F(xa) = £la).

U

Beispiel.

Ist (X, d) ein metrischer Raum und xy € X. Dann ist die Funktion
f: X — R definiert durch f(x) := d(x, xo) stetigin jedem a € X.
Wir zeigen das mit dem e-J-Kriterium: Sei also € > 0. Wir setzen
0 = € und rechnen: Ist d(x,a) < ¢, so ist nach der inversen
Dreickesungleichung

|f(x) — f(a)] = |d(x,x0) —d(a,x0)| <d(x,a) <J=e€.

A

Mit Hilfe des Begriffes der Umgebung kénnen wir die e-6-
Definition der Stetigkeit anders schreiben:

Eine Abbildung f : X — Y ist stetigin a € X, falls
es zu jeder Umgebung V von f(a) eine Umgebung U
von a gibt, so dass f(U) C V ist.
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5.2 Stetigkeit in topologischen Riumen

Die Erkenntnis aus der letzten Bemerkung erlaubt es uns, eine wei-
tere Formulierung des Begriftes der Stetigkeit anzugeben, welche
auch in topologischen Riumen formuliert werden kann:

Satz 5.6. Eine Abbildung f : X — Y ist genau dann stetig, wenn das
Urbild f~1(V) einer jeden offenen Mengen V' C Y wieder offen in X ist.

Beweis.
Sei zuerst f stetig und V offen in Y. Wir miissen zeigen, dann
f~Y(V) offen ist. Sei dazua € f~}(V).Dadann f(a) € V ist, ist
V eine Umgebung von f(a). Also gibt es eine Umgebung U von
a, so dass f(U) C V gilt. Das aber bedeutet U C f~1(V). Also
ist f~1(V) eine Umgebung von a und das bedeutet, dass f~1(V)
Umgebung jedes seiner Punkte ist. Daher ist f ~}(V) offen.

Sei umgekehrt das Urbild jeder offenen Menge wieder offen,
a € X und sein V eine Umgebung von f(a). Dann gibt es eine
offenen Menge V; C V mit f(a) € V;. Dannist U := f~1(1})
offen, es gilta € U und auferdem ist f(U) C V, was die Stetigkeit
von f in a zeigt. Da a beliebig war, folgt die Behauptung. O

Beispiel.
Ist X ein metrischer Raum und f : X — IR stetig, so sind die
Mengen

U={xeX|f(x)<c}=f"(-00c]

offen und die Mengen

A={xeX|fx)=c}=f"({c})

abgeschlossen. Was ist mit den Mengen {x € X | f(x) <c}? A

Definition 5.7. Zwei metrische Riume X und Y heifSen homdo-
morph, wenn es eine bijektive und stetige Abbildung f : X — Y
gibt, deren Umkehrabbildung f ! ebenfalls stetig ist. Eine solche
Abbildung heifst Homéomorphismus.

Beispiel.
Die offene Einheitskugel

B:=Bi(0) = {x e R" | ||| < 1}
ist homdomorph zu R”: Durch die Abbildung

. n X
f:R" =B, x+ ERIFS
ist ein Homéomorphismus gegeben. (Im Fall von n = 1 bedeutet
das, dass das Intervall |—1,1[ und R homéomorhph sind und
dass x — x/(1+ |x|) ein Homéomorphismus von R nach |—1,1]
ist.) Die Stetigkeit von f ist klar, da die Abbildung x — 1+ ||x||2
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Diese Charakterisierung benutzt nur
noch den Begriff der offenen Menge
und daher wird eine Abbildung zwi-
schen topologischen Raumen als ste-
tig definiert, wenn die Urbilder offener
Mengen immer offen sind.

Die abgeschlossenen Mengen sind ge-
nau die Komplemente der offenen Men-
gen. Daher ist eine Abbildung ebenfalls
genau dann stetig, wenn Urbilder von
abgeschlossenen Mengen wieder abge-
schlossen sind.

Der Begriff ist wortwértlich der gleiche
fiir topologische Riume.

Die Relation “X hom6omorph zu Y” ist
iibrigens eine Aquivalenzrelation.
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stetig und nicht Null ist. Die Umkehrbarkeit folgt daraus, dass die
Abbildung
g:B—=R", x—

_x
1—[x[l2

eine Umkehrabbildung ist (was man durch Einsetzen einfach nach-
rechnet) und die Stetigkeit von g folgt wie eben (bemerke, dass fiir
x € Bimmer 1 — ||x|| # 0 gilt).

Hier die Graphen der Funktionen f (links) und f~! (rechts)
firn = 1.

A

Beispiel.
Wir betrachten die metrischen Riume X = [0, 2] (als Teilmenge
von IR, also mit dem Absolutbetrag als Metrik) und Y = {(x,y) €
R? | x? + y* = 1} (als Teilmenge von RR?, also mit der von der
2-Norm induzierten Metrik).

Wir betrachten die Abbildung

fix-y, 50 = (S)

f f
1 i —— (O
X

Diese Abbildung ist stetig und auch bijektiv. Sie hat aber keine
stetige Umkehrabbildung. Intuitiv sieht man dass daran, dass die
Punkt f(#1) und f(t7) im obigen Bild nah beieinander sind, die
Punkte ¢; und #; jedoch weit voneinander entfernt. Formal zeigt
man die Unstetigkeit von f ! so: Wir betrachten die Folge

~ (cos(2t — 1)
Pk = (sin(Zrt— ) €Y.

Es gilt py s (2?1?((52))) = (é) = f(0), aber

O -

1 k—co

fHp) =2m = § =3 2m #£0 = f1(1,0) = f1(lim py).

In Abschnitt 7 werden wir sehen, dass es iiberhaupt keinen Ho-
moomorphismus zwischen X und Y gibt. A
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6 Funktionenfolgen und lineare Abbildungen

6.1 Noch einmal gleichmiflige Konvergenz

Wir hatten Folgen von Funktionen schon im Abschnitt tiber Po-
tenzreihen kennengelernt. Nun betrachten wir das Thema noch
einmal abstrakter mit den neuen Begriffen:

Definition 6.1. Es sei X eine beliebige Menge und (Y, dy) ein
metrischer Raum. Dann heifdt eine Folge ( f,;) von Abbildungen
fn 1 X = Y punktweise konvergent gegen f : X — Y, falls

Vx e X, e>03IN € NVn > N :dy(fu(x), f(x)) <e.
Die Folge (f,) heifdt gleichmdfig konvergent gegen f : X — Y, falls
Ve >03IN € NVn > N, x € X :dy(fa(x), f(x)) <e.
Wir schreiben wiederum
I AT
fur punktweise bzw. gleichmiflige Konvergenz.

Den folgenden Satz haben wir schon einmal im Fall von reellen
Funktionen auf Intervallen gesehen (Satz 4.3).

Satz 6.2. Es sei X eine beliebige Menge und bezeichne K die reellen oder
komplexen Zahlen. Wir versehen den Vektorraum

B(X)={f:X — K| f beschrinkt}

mit der Supremumsnorm ||-||sup aus Abschnitt 2. Dann gilt fiir eine Folge

(fn) in B(X):

fo == f <= |lfu— fllsup = O.
Beweis.

=: Gelte f, gy fund seie > 0. Dann existiert ein N, so dass fiir
n > N und alle x € X die Ungleichung |f,(x) — f(x)| < €.
Da diese fiir alle x gilt, bleibt die Ungleichung richtig, wenn
wir links das Supremum iiber x bilden und das zeigt: Fiir

n > Ngilt | f, _stup =sup{|fu(x) — f(x)| | x € X} <e.
Also folgt || fu — fllsup — O.

<: Gelte || fy — f|lsup — 0 und sei e > 0. Dann gibt es ein N, so
dass fiirn > N gilt, dass || f, — f||sup < €.Das aber bedeutet,
dass fiir n > N und alle x € X gilt

[fu(x) = f(0)| < sup [ fulx) = f(X)] | x € X = [[fu = fllsup <€

Im,
was fy £ f zeigt.

O

Auch in dieser Allgemeinheit gilt, dass Stetigkeit bei gleich-
mifliger Konvergenz erhalten bleibt:
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Satz 6.3. Es seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Riume und f, : X —

Im.
Y eine Folge von stetigen Funktionen mit f, CaliN f. Dann ist auch f
stetig.

Der Beweis ist vollstindig analog zum Beweis von Satz 1.3.
Beweis.
Es seia € X und wir zeigen, dass f in a stetig ist. Sei dazu € > 0.

Aus f, gl f folgt, dass es ein N gibt, so dass fiir alle x € X gilt

dy(fn(x), f(x)) <e/3 (%)

(insbesondere auch fiir x = a). Da fy in a stetig ist, gibt es ein 6,
so dass fiir dx(x,a) < § gilt

dy(fn(x), fn(a)) < e/3. ()

Wir nutzen nun (*), (**) und die Dreiecksungleichung und bekom-
men, dass fiir dx(x, a) immer gilt

dy(f(x), f(a)) < dy(f(x), fn(x)) +dv(fn(x), fn(a)) +dv(fn(a), f(a))
< +

wim
wim
wim

(]

Fiir reelle Funktionen gibt es verschiedenen Normen, die tat-
sachlich verschiedenen Konvergenz-Begriffe ergeben:

Beispiel.
Fiir I = [—1, 1] betrachten wir auf der Menge C(I) wir die beiden
Normen

b
£l = [C1Fldx |l = supl ().
a xel

Wir definieren die Funktionenfolge

fn(x) == max(—1, min(nx,1)) = ¢ nx, —

Diese Folge konvergiert

« punktweise gegen die Funktion

-1, —-1<x<0,
f(x) =sign(x) =40, x=0,
1, 0<x<1.

« nicht beziiglich der sup-Norm: Da die f, stetig sind, miisste
f dann (wenn f,, — f glm. gelten wiirde) nach Satz 1.3 wie-
der stetig sein, was aber nicht stimmt. Alternativ kann man
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sich auch davon iiberzeugen, dass ( f,;) keine Cauchy-Folge
beziiglich ||||sup ist (es gilt zum Beispiel || fon — fullsup = 3)-

« auch in der 1-Norm gegen f, denn es gilt

1 1
I = fll = [ 1falx) = fldx = [} 11— nxlax = L.

n

A

6.2 Lineare Abbildungen

Untersuchen wir nun lineare Abbildungen zwischen normierten
Riumen auf Stetigkeit:

Satz 6.4 (und Definition). Es seien (V, ||-||v) und (W, ||-||w) nor-
mierte Raume (iiber R oder C) und sei A : V. — W linear. Dann gilt:

a) A ist genau dann stetig, wenn es ein C > 0 gibt, so dass fiir alle
x € Vgilt
[Ax|[w < Cllx]lv-
Man nennt daher stetige lineare Abbil-
dungen auch beschrinkte lineare Abbil-

b) Die Menge L(V, W) := {A: V — W | A linear und stetig} ist ein dungen (was ein bisschen im Wider-
Vektorraum und spruch zu einer beschrankten Funktion

= [ Ax[lw steht...).
Al = R Ty
ist eine Norm auf diesem Raum. AufSerdem gilt || Ax||w < || A|ll|x]v- Die Operatornorm || A|| bekommt iib-

licherweise keinen Index. Steht irgend-
wo || A|| fiir eine lineare Abbildung zwi-
norm. schen normierten Riumen, so ist im-
mer die von den entsprechenden Nor-
men induzierte Operatornorm gemeint.
a) Es sei A stetig. Dann ist A im Nullpunkt x = 0 stetig, und das Es gilt tibrigens, dass || A|| auch gleich

heifit, dass es zu € = 1 ein § > 0 gibt, so dass fiir ||z||y = ||z — der kleinsten Konstante C aus a) ist, d.h.
Ollv < 0 immer ||Az||w = ||Az — AO||w < 1 gilt. Wir zeigen, lAll = inf{C | ¥x o flAxw <

Diese Norm nennt man die von ||-||y und ||-||w induzierte Operator-

Beweis.

C .
dass die geforderte Ungleichung mit C = 2/4 gilt: Fiir x # 0 I=llv3
setzen wir A := 1/(C||x||y) und z = Ax. Dann ist nimlich
1zllv = [Alllx[lv = lIx[lv/(Cllx[lv) = 1/C = §/2 < é. Daher
ist

A
1> Azl = A0l = Al Axll = 2k,

woraus | Ax|lw < C||x||v fir alle x # 0 folgt (und fiir x = 0
gilt die Ungleichung sowieso, da dann Ax = 0 gilt).

Gelte umgekehrt die Ungleichung ||Ax|w < C||x||v fiir ein
C > 0 und alle x. Dann gilt

[Ax — Axollw = [[A(x — xo)lw < Cllx — xo]|v-

Also folgt aus x — xp auch Ax — Ax, was die Stetigkeit von
A zeigt.
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b) Aus der Definition von || A|| folgt, dass fiir alle x # 0 immer gilt
|All > ||Ax||w/ ||x||v. Das heifit, fiir alle x # 0 gilt || Ax||jw <
||Alll|x|lv und offensichtlich gilt das auch fiir x = 0.

Zeigen wir, dass die Operatornorm eine Norm ist: Seien A, B €
L(V,W)und A € R (bzw. € C). Dann gilt fiir alle x

1A + B)x[lw < [[Ax[lw + [[Bx[lw < ([All + IBID[x]lv-

Ist x # 0, so dividieren wir durch |/x||y und das Bilden des
Supremums auf der linken Seite zeigt ||A + B|| < ||A|| + ||B]|.
Aus ||[AAx|w = |A]||Ax|lw folgt |[AA]| = |A]||All. (An dieser
Stelle haben wir auch gezeigt, dass L(V, W) ein Vektorraum
ist,daaus A,B € L(V,W)und A € R bzw.C immer A+ B €
L(V,W)und AA € L(V, W) folgt.) Ist schliefSlich || A|| = 0, so
gilt || Ax|| = O fiir alle x, und daher ist A = 0.

O
Beispiel.

1. Es sei C([a, b]) der Vektorraum aller stetigen Funktionen
f : [a,b] — R versehen mit der Supremumsnorm. Wir
betrachten die Abbildung

b
1:C(ja,b]) = R, I(f)H/uf(x)dx.

Es gilt

b
1A [ 1@l < 0 =)l fllp.
Daher ist I stetig und es gilt ||I|| < b — a. Da obige Unglei-
chung fiir f = 1 scharfist, folgt || I|| = b — a.

2. Wir betrachten C!([0, 1]) € C([0, 1]) (das ist der Unterraum
der stetig differenzierbaren Funktionen) und versehen die-
sen Unterraum ebenfalls mit der Supremumsnorm. Dann
ist die Ableitung

D:CY([0,1]) = C([0,1]), fr f'

linear, aber nicht stetig.

Um dies einzusehen, betrachten wir die Funktionen f,(x) =
x". Die Funktionen sind stetig differenzierbar mit D f,, (x) =
f1(x) = nx""! und es gilt

anHsup =1, und HDansup =n.

Daher kann es keine Konstante C geben, so dass || D f, [|sup <
C|l fullsup fiir alle n gilt.
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3. Wir betrachten lineare Abbildungen A : R" — R™ (welche
wie als Matrizen A € R"*" auffassen). Wir kénnen nun in
R" und R™ jeweils verschiedenen Normen wihlen und be-
kommen dann ebenfalls verschiedenen Operator-Normen.
Wihlen wir in R” die p-Norm und in R” die g-Norm, so
bezeichnen wir die induzierte Operator-Norm mit || Al|,—,.

(a) Fur (R",||-|l1), und (R™, ||-||1) schitzen wir ab

m n
|Ax]l; = Z! (Ax)i| =YY ajjxj]

i=1 i=1 ]:1

o

Il
—_

laii] x|

——
<maxj1,..,.n iy |ai]

< max Z|ﬂ1]|z |x1|

/rl

n
=1

*Hxlh

Daherist ||Afl;1 < maxj—y,._, 1" |a;|. Da man im-
mer ein x konstruieren kann, was die beiden Unglei-
chungen oben scharf macht, ist

m
Al < .
Al < ],gll,e}?fnlglaul

Man nennt diese Norm die Spaltensummennorm.

(b) Betrachtet man auf R” und R jeweils die co-Norm, so
kann man 4hnlich zeigen, dass

Al = max 3 )
ettt =
Diese Norm heifdt Zeilensummennorm.

(c) Nimmt man in beiden Riumen die 2-Norm, so kann
man mit Hilfe des Spektralsatzes fiir selbstadjungierte
Operatoren zeigen, dass gilt

| All22 = “Wurzel aus dem groften Eigenwert von AT A”.

Diese Norm heif3t Spektralnorm.
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7 Kompaktheit

7.1 Kompakte Mengen in metrischen Riumen

Im letzten Semester hatten wir ein Intervall kompakt genannt,
wenn es abgeschlossen und beschrinkt ist und hatten fiir kom-
pakte Intervalle spezielle Sitze gezeigt (z.B. nehmen stetige Funk-
tionen auf kompakten Intervall ihr Maximum und Minimum an
und Folgen in einem kompakten Intervall haben nach dem Satz
von Bolzano-Weierstrafl immer Hiufungspunkte). In diesem Ab-
schnitt wird ein Verallgemeinerung des Begriffs der Kompaktheit
in metrischen Riumen vorgestellt, der dafiir sorgt, dass entspre-
chende Sitze weiterhin gelten.

Definition 7.1. Es sei X ein metrischer Raum und A C X. Eine
Familie (U;);e; offener Mengen in X heifit offene Uberdeckung von
A,wenn A C Jje; U;. Ist {i1, ..., i} C I eine endliche Teilmenge
von[undgilt A C U;, U---UU,,soheift (Uij) j=1,..k eine endliche
Teiliiberdeckung von A.

Definition 7.2. In einem X metrischen Raum heift eine Teilmen-
ge A C X kompakt, wenn jede offene Uberdeckug (U;);c; von A
eine endliche Teiliiberdeckung von A hat.

Zeigen wir jetzt, dass dies eine sinnvolle Verallgemeinerung
des Kompaktheitsbegriffes aus dem ersten Semester ist, d.h. wir
wollen zeigen, dass Intervalle [a, b] auch nach dieser Definition
kompakt sind, wihrend Intervalle |a, b[,]a, b], [a, b[,] — o0, a],] —o0, 4]
[a,00[ und |a, co| nicht kompakt sind.

Wir zeigen exemplarisch den Fall des halboffene Intervalls
A = ]a, b] (die anderen Fille der beschrinkten Intervalle gehen
analog). Dazu definieren wir mit den Mengen U; = Ja+1/i,b+1],
i € N eine offenen Uberdeckung von A, denn fiir jedes x € A
gilt x > a und daher gibt es ein i € IN, so dass x > a + 1/i. Ist
(Ui, ..., U;,) eine beliebige endliche Teiliiberdeckung, so setzen
wir i* = max(iy, ..., i) und sehen, dass U;‘zl Uy, =la+1/i*,b+
1[ p A gilt. Daher gibt es keine endliche Teiliiberdeckung,

Dass abgeschlossene und beschrinkte Interalle kompakt sind,
zeigen wir gleich in einem allgemeineren Fall:

Satz 7.3. Zua, b € R" ist der abgeschlossene Quader
Q=[ab ={xeR"|ap<x <y, k=1,...,n} = [ay, ] x-
kompakt.

Beweis.

Es sei (U;);e; eine offene Uberdeckung von Q. Wir zeigen durch
Widerspruch, dass es eine endliche offene Teiliiberdeckung geben
muss. Nehmen wir also an, dass es keine solche gibt. Um diese
Annahme zum Widerspruch zu fithren, konstruieren wir eine
Folge von abgeschlossenen Quadern Qp, Qy, ... mit folgenden
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Zu Ubungszwecken sollten Sie versu-
chen, zu zeigen, dass die Menge [a, oo[
nicht kompakt ist, indem Sie eine offe-
nen Uberdeckung angeben, die keine
endliche Teiliiberdeckung enthilt.

-+ X [an, by).
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Eigenschaften:
1. die Folge ist absteigend, dh. Q9 D Q1 D Q2D - -+,

2. jedes Q;, kann nicht durch endlich viele U;, {iberdeckt wer-
den, und

3. fiir jedes m gilt diam(Q,,) = 27" diam(Q).

Dazu setzen wir Qp = Q und nehmen an, dass Q,, konstruiert
sein. Dann ist
Qun=L x---x1

mit abgeschlossenen Intervallen Iy, k = 1,...,n. Wir zerteilen
jedes I in zwei abgeschlossene Intervalle jeweils halber Linge

L=1"ur®
und fiir s; € {1,2} defineren wir 2" Teilquader
Qggl ..... Sn) _ Il(sl) X one X Lgsn)

mit U, .. , S,il"“'s") = Q,u. Da Q,, nicht von endlich vielen der
U; iiberdeckt werden kann, gilt das gleiche fiir mindestens einen
der Teilquader (gibe es nidmlich fiir alle 2" Teilquader endlich viele
Teiliiberdeckungen so wire die Vereinigung dieser eine endliche
Teiliiberdeckung von Q,, selbst). Diesen wihlen wir als Q1.
Da nach Konstruktion diam(Qy4+1) = 3diam(Q,,) gilt, folgt
diam(Q,,) = 27" diam(Q).

Nach Satz 4.12 gibt es genau einen Punkt a € R”, welcher in
allen Q,, liegt. Dann liegt aber 4 auch in einem der U;, welches
wir mit U;, bezeichnen. Da Uj, offen ist, gibt es ein € > 0, so dass
Be(a) C Uj,. Da diam(Q,) ™3 0 gilt, gibt es ein M, so dass
diam(Qp) < € gilt, und da aber a € Q) gilt folgt mit

Qm C Be(a) C U,
ein Widerspruch, da Qp sogar schon von einem einzigen Uj,
iiberdeckt wird. ]

Lemma 7.4. Ist (X, d) ein metrischer Raum und A C X kompakt, so
ist A beschrinkt.

Beweis.

Ist A = ©, ist die Behautung wahr. Ansonsten sei a € A. Dann
gilt

U Bu(a) ={xe X |IneN:d(x,a) <n} =X,

n=1
das heifit, die Kugeln um a2 mit Radien n € IN bilden eine offene
Uberdeckung von X und daher auch von A. Da A kompakt ist, gibt

es endlich viele Indizes ny, ..., 1, mit A C Ay, UA,, U---UA,,.
Mit n := max(ny, ..., ny) giltalso A C B,(a). O
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Lemma 7.5. Ist (X, d) ein metrischer Raum und (x,) eine Folge in X,
welche gegen a konvergiert. Dann ist die Menge

M= {x, |n e N}U{a}
kompakt.

Beweis.

Es sei (U;);e; eine offene Uberdeckung von M. Dann liegt der
Grenzwert a in einer diese Mengen, d.h. es gibt ein i* € I, so dass
a € U;-. Da U;- offen ist, liegen fast alle Folgenglieder in U+, d.h.
es gibt ein N, so dass fiir n > N immer x,, € U;- gilt. AufSerdem
liegt jedes x in einem U, und daher gilt

M C U;, Uul; U---UU;, UU;-.
]

Korollar 7.6. Jede konvergente Folge in einem metrischen Raum ist
beschrdnkt.

Folgt direkt aus Lemma 7.4 und Lemma 7.5.

7.2 Der Satz von Heine-Borel

Satz 7.7. Essei (X, d) ein metrischer Raum und K C X kompakt. Dann
gilt:

i) K abgeschlossen.
ii) Ist eine Menge A C K abgeschlossen, so ist A kompakt.

Beweis.

i) Wir zeigen, dass K offen ist. Fiir K = X ist die Behauptung
klar, daher sei b € K. Zu jedem x € K gibt es nach Satz 3.2
Umgebungen Uy von x und Vi von b, so dass U, N Vy = @.
Es gilt

Kc | U
xeK
und da K kompakt ist, gibt es endlich viele Punkte x1, ..., xx €
K mit
KC Uy U---Uly,.

Dann ist aber

Vi=V,Ne Ny
als endlicher Schnitt von offenen Mengen wieder offen, also ei-
ne offene Umgebung von b und es gilt V N (X, U,. = @. Das
heift V C KC und das heift, dass V eine offene Umgebung
von b ist, welche ganz in KC liegt. Da dies fiir jedes b € KC gilt,
folgt, dass K® offen ist.
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Betrachtet man nur die Menge {x; |
n € IN} der Folgenglieder, so muss
die Aussage von Lemma 7.5 nicht mehr
stimmen (und zwar unabhingig davon,
ob die Folge konvergent ist oder nicht!
Schauen Sie den Beweis noch einmal
an, und gucken Sie, wieso der Beweis in
dem Fall nicht mehr klappt. Auferdem
sollte Sie versuchen, eine offene Uber-
deckung der Menge {1/n | n € N}
anzugeben, die keine endliche Teiltiber-
deckung enthilt.
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ii) Es sei (U;);e; eine offene Uberdeckung von A. Die Menge
U’ = AU ist offen und es gilt

Juwuu' =X>K

i€l
Da K kompakt ist, gibt es endlich viele Indizes 7y, ..., i € I
mit

Kcu,u---uu,uu'.

Es folgt

A C ul'lU-”Uu,‘k
was die Behauptung zeigt.

O

Satz 7.8 (Heine-Borel). Fiir Teilmengen A C R” (ausgestattet mit einer
der p-Normen, p = 1,2, o0) gilt:

A kompakt <= A abgeschlossen und beschrinkt.

Beweis.
= Ist A kompakt, so ist A nach Lemma 7.4 beschrinkt und nach
Satz 7.7 i) abgeschlossen.

«: Ist umgekehrt A beschrinkt, so ist A in einem Quader ent-
halten, welcher nach Satz 7.3 kompakt ist. Da A auch abge-
schlossen ist, ist A nach Satz 7.7 ii) auch kompakt.

O

Satz 7.9. Sind (X,dx) und (Y, dy) metrische Riume und f : X — Y
stetig, so gilt:

K C X kompakt = f(K) C Y kompakt.

Beweis.

Es sei (V)i eine offene Uberdeckung von f(K). Nach Satz 5.6
sind dann die Mengen U; := f~!(V;) offen und sogar eine offene
Uberdeckung von K. Da K kompakt ist, gibt es endlich viele Indizes
i1,...,i € 1,s0 dass

Kcu,u---ul;

Ik
und wir haben wegen
f(K)CVyU---UYV,

eine offenen Teiltiberdeckung gefunden. O

Es folgt: Sind zwei metrische Riume X und Y homéomorph
und einer kompakt, so auch der andere. Wir konnen darauf weiter
folgern:
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In einem Dbeliebigen metrischen
Raum ist eine abgeschlossene und
beschrankte Menge nicht immer
kompakt! Man kann in jedem metri-
schen Raum (X, d) eine neue Metrik
d'(x,y) = min(d(x,y),1) definieren,
fiir die gilt: Eine Menge ist in (X, d)
offen genau dann, wenn sie in (X, d’)
offen ist. In dieser neuen Metrik ist
jede Teilmenge beschrinkt! Machen
wir dies z.B. in X = R" mit der
Standard-Metrik, so ist der ganze
R" in dieser Metrik abgeschlossen
und beschrinkt, aber trotzdem nicht
kompakt.

Merke: “stetige Bilder kompakter Men-
gen sind kompakt”.
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1. Die abgeschlossene Einheitskugel
K={xeR"|[x[ <1}

ist weder zur offenen Einheitskugel B, noch zum R” homéoo-
moprh.

2. Das Intervall [0, 277[ ist nicht zur 1-Sphire
S'={(x,y) eR" | ¥* +1y* =1}
homéoomorph (vgl. Beispiel in Abschnitt 5).

Wir konnen jetzt auch das Maximum-/Minimumprinzip ver-
allgemeinern:

Satz 7.10. Ist X ein kompakter, metrischer Raum und f : X — IR stetig,
so ist f beschrdnkt und nimmt sein Maximum und Minimum an.

Beweis.

Nach Satz 7.9 ist die Menge f(X) eine kompakte Teilmenge von
R, also nach dem Satz von Heine-Borel (Satz 7.8) beschrinkt, d.h.
f* = sup f(X) und f. = inf f(X) existieren als reelle Zahlen.
Da (wieder nach Heine-Borel) f(X) auch abgeschlossen ist, sind
f*, f«in f(X) und also gibt es es x*, x, € X mit f(x*) = f* und
73 = f. .

Definition 7.11. Ist (X, d) ein metrischer Raum, A C Xundx € X,
so ist der Abstand von x zu A definiert als

dist(x, A) :=inf{d(x,y) |y € A}.

Fiir eine weitere Teilmenge B C X ist der Abstand von A und B
definiert als

dist(A, B) := inf{dist(x, A) | x € B} =inf{d(x,y) | x € A,y € B}.

Satz 7.12. Es gilt
i) Die Funktion x — dist(x, A) ist stetig.
ii) Ist A abgeschlossen, K kompakt und gilt A N K = @, so gilt

dist(K, A) > 0.

Beweis.
i) Mit der Dreicksungleichung folgt

dist(x’, A) = inf{d(x,y) |y € A}
<inf{d(x', x) +d(x,y) |y € A}
= d(x',x) +inf{d(x,y) | y € A}
=d(x', x) +dist(x, A).
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Sind A und K beide nur abgeschlos-
sen, so muss der Abstand auch bei dis-
junkten Mengen nicht positiv sein! Ein
Beispiel im IR? die die beiden Mengen
A={(x0) €R?>|x € R} undK =
{(x,y) €ER? | x,y > 0,xy =1}:




7.2 Der Satz von Heine-Borel 12.05.2020, VL 7-6

Damit folgt
dist(x’, A) — dist(x, A) < d(x,x)

und da wir die Rollen von x und x’ vertauschen kénnen, folgt
auch

|dist(x, A) — dist(x’, A)| < d(x,x).
Daraus folgt die Stetigkeit der Abbildung x +— dist(x, A).

ii) Dax — dist(x, A) stetig und K kompakt ist, folgt aus Satz 7.10,
dass x — dist(x, A) ihr Minimum in einem Punkt g € K
annimmt. Das bedeutet also dist(g, A) = dist(K, A). Da A
abgeschlossen istund g ¢ A, gibteseine > 0,sodass B.(g) C

AL, Daraus folgt dist(q, A) > e.
O

Satz 7.13 (Bolzano-Weierstrafd im metrischen Raum). Ist A eine
kompakte Teilmenge eines metrischen Raumes (X, d) und (x,) eine
Folge in A, so hat (x,,) ein konvergente Teilfolge deren Grenzwert wieder
in A liegt.

Beweis.

Angenommen, keine Teilfolge von (x,) wire konvergent. Dann
hitte jeder Punkt 2 € A eine offene Umgebung U, in der nur
endlich viele Folgenglieder liegen. Offensichtlichist A C J,ca U
und da A kompakt ist, gibt es eine endliche Teiltiberdeckung, d.h.
es gibtay,...,a, € A, so dass

ACU,U---U,.

Da aber jedes U,, nur endlich viele Folgenglieder enthilt, wiirde
in ganz A nur endlich viele Folgenglieder liegen, was ein Wider-
spruch ist.

Dass der Grenzwert jeder konvergenten Teilfolge wieder in A
liegt, folgt, da A nach Satz 7.7 i) abgeschlossen ist. O

Es folgt sofort:

Korollar 7.14. Jede beschrinkte Folge in R" hat eine konvergente Teil-
folge.

Eine beschrinkte Folge passtin einen abgeschlossenen Quader,
welcher nach Satz 7.3 kompakt ist.
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8 Abbildungen von R nach R”

8.1 Kurven im R”

Wir betrachten nun Abbildungen der Form f : I — R” fiir Inter-
valle I. Ist eine solche Abbildung stetig, nennen wir Sie Kurve im
R". Eine Kurve ist durch ein n-Tupel

fi
f=1:
fo

von stetigen Funktionen gegeben. Wir nennen die Kurve diffe-
renzierbar, wenn alle Komponentenfunktionen differenzierbar

sind. Man kann sich Kurven auch gut zeit-
abhingig vorstellen: Interpretiert man
Beispiel. t € I also Zeit, so gibt f(t) € R"
Lo den Ort eines Punktes zur Zeit ¢, d.h.
1. Zur > 0 betrachten wir die Kurve die Kurve beschreibt die zeitliche Bewe-
(t) gung einem Punktes im R".
. 2 __ [ rcos
Fil0,27] = R?, £(t) (rsin(t))

Das Bild dieser Kurve (also die Menge {f(t) | t € [0,27]})
ist eine Kreislinie:

f(r/2) Fl/4)

flr

2. Zua € R"und v € R"\ {0} ist die Kurve
f:R—=R", t—a+ot

eine Gerade im R” welche durch den Punkt a in Richtung v
verliuft.

3. Zur > 0und ¢ # 0 ist die Kurve
rcos(t)
f:R—=R3 trs | rsin(t)

ct

ein Schraubenlinie:
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WL

4. Ist g : I — R eine stetige Funktion fiir ein Intervall I, so
beschreibt die Kurve

fHIoR e <ggt>>

der Graphen der Funktion g.
A

Definition 8.1. Ist f : | — IR” eine differenzierbare Kurve, so ist
fi(t)
fi():=1 + | eR"
fu(t)

der Tangentialvektor an die Kurve f zum Zeitpunkt . Ist f'(f) # 0,
soist f'(t)/| f'(t)|l2 der Tangenteneinheitsvektor.

Durch komponentenweise Betrachtung sieht man, dass
F1(6) = Tim (4 1) — £(8),
—0

das heif$t, dass der Tangentialvektor auch hier ein Grenzwert von
Sekanten-Vektoren ist, da der Vektor f(f+ k) — f(t) von f(t) aus
in die Richtung f(t + h) zeigt. Physikalisch gesehen, ist der Tan-

gentialvektor die Geschwindigkeit (inklusive Richtung)und || f'(t)]|» =

\/ f1(£)2+ - -+ f,(t)? ist der Betrag der Geschwindigkeit.

Eine differenzierbare Kurve muss keinen (im anschaulichen
Sinne) glatten Weg beschreiben. Ist die Geschwindigkeit Null, so
kann die Kurve abknicken:

Beispiel.

2
Wir betrachten die differenzierbare Kurve f : R — R2, t — (; .
2t

Der Tangentialvektor ist f/(f) = <3t2

) und fiir t = 0 gilt f/(¢) =
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0. An dieser Stelle indert die Kurve drastisch ihre Richtung:
y

A

Definition 8.2. Ist f : I — IR” eine stetig differenzierbare Kurve,
so nennen wir sie requldr, wenn f’(t) # 0 fuir alle t € I gilt. Ein
t € I'mit f'(t) = 0 heifit singuldr.

Im obigen Beispiel ist die Kurve nicht regulir und t = 0 ist
singulir.
8.2 Rektifizierbare Kurven

Wir konnen mit Hilfe der Analysis auch die Linge einer Kurve
bestimmen. Wir betrachten ein kompaktes Intervall I = [a, b] und
eine Kurve f : I — IR”. Wir unterteilen das Intervall

El:t0<t1<"-<fk:b

und verbinden die Punkte f(f;) geradlinig mit ihren Nachbar-
punkten:

Die Gesamtlinge (in der euklidschen Norm) der geraden Verbin-
dungsstrecken ist

k
pelto,... t) = ;Hf(ti) — f(tiz)|l2-

Per Grenziibergang definieren wir nun damit die Linge der Kurve.

Definition 8.3. Eine Kurve f : I — IR" heifdt rektifizierbar mit
Linge L, wenn es zu jedem € > 0 ein § > 0 gibt, so dass fiir jede
Unterteilung

El:f()<t1<'--<fk:b

mit max{|t; —t;_1| |1 =1,...,k} < gilt, dass

|Pf(t0,,tk)—L‘ < €.
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Nicht alle Kurven sind rektifizierbar!
Finden Sie ein Beispiel?



8.2 Rektifizierbare Kurven 13.05.2020, VL 8-4

Die Linge einer stetig differenzierbaren Kurve konnen wir mit
einem Integral berechnen:

Satz 8.4. Eine stetig differenzierbare Kurve f : I — IR" ist rektifizierbar
und die Linge ist

L= [ IOl

Der Satz zeigt, dass stetig differenzier-
bare Kurven rektifizierbarsind, aber um-

Zuerst zeigen wir ein Lemma tiber die gleichmiflige Approxi- gekehrt gibt es natiirlich auch rektifi-

mation der Ableitung iiber Differenzenquotienten. zierbare Kurven, die nicht stetig diffe-
renzierbar sind.

Lemma 8.5. Es sei f : I — IR” stetig differenzierbar. Dann gilt: Fiir
alle € > 0 existiert & > 0, so dass

0<|t—1|<é6 = [[LOLD_ |, <e

Beweis.

[des Lemmas| Zuerst kliren wir den Fall n = 1: Da f” auf dem
kompakten Intervall I stetig ist, ist f’ auch gleichmifig stetig
(siehe Analysis 1). D.h. zu jedem € > 0 existiert ein 6 > 0, so
dass fiir alle t, s mit |t — s| < ¢ immer |f'(¢) — f'(s)| < e gilt. Zu
t,7 € Imitt # tund |t — 7| < J gibt es nach dem Mittelwertsatz
immer ein s zwischen ¢ und T, so dass

f)—f(r) _ f’(s).

t—T -

Also gilt

D — f ] =1 6) - F (Bl <e,

wie behauptet.
Fir f : [ — R” mit n > 1 nutzen wir aus, dass nach Satz 3.4
fiir v € R" gilt ||v]|2 < V/1||v]|e gilt. Daher ist

I12O=LCO ey, < \/ﬁiinax %{I(T) — fi(t)]

t-t 1,...,n

und daher folgt der R"-Fall aus dem eindimensionalen Fall. [J

Beweis.

[von Satz 8.4] Es seie > 0. Wirapproximieren das Integral | ab | f/(t)]|24¢
durch eine Riemann-Summe zur Unterteilunga = tp < --- <
tr = bmit max{|t; — t;_1|} < 61, d.h. es gilt

k
[ 1@t = D@ - <5 )

Nach Lemma 8.5 gibt es ein 0 < § < 41, so dass
1B = 0 <

immer gilt, wenn max{|t; — t;_1|} < J gilt. Daraus folgt mit der
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inversen Dreiecksungleichung

18 = Flt) 2 = I ()t = ti0)| < 525

NI

Kombinieren wir diese Abschitzung mit (*) so bekommen wir

k b
| ) = f ()l = [ 1F 0 o]
i=1
k
P UORNCE Hz—ZHf Valti — b1l -
. k
+ LI ) s =t - /ﬂ 1£/(8) e

k k b
< 2 0A00) = Ftlla = I )l =t |+ | S @ b= 0l = [/

Beispiel.
Damit konnen wir die Linge eines Kreisbogens berechnen: Zu
¢ > 0 betrachten wir

RS AOR it
Dann gilt
s [ —sin(t)
7160~ (aosty )
also ist

I/ ()12 = \/sin(t)?2 + cos(t)2 = 1

und daher ist die Linge des Bogens

¢
L= [TIF )t =
und insbesondere ist damit der Umfang des Einheitskreises gleich
2. A

Wir kénnen bei einer Kurve die Geschwindigkeit dndern, mit
der sie durchlaufen wird (ohne das sich das Bild der Kurve dndert):
Ist f : [a,b] — R" eine Kurve, [, B] ein Intervall und ¢ : [, B] —
[a, b] bijektiv und stetig, so ist

g:=fop:lap] > R"

wieder eine Kurve (mit gleichem Bild). Man sagt: ¢ geht aus f
durch die Parametertransformation ¢ hervor. Sind ¢ und ¢! ste-
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tig differenzierbar, so heifit ¢ C'-Parametertransformation. Da ¢
bijektiv zwischen Intervallen ist, gilt entweder

1. ¢ ist streng wachsend, dann heift ¢ orientierungstreu, oder
2. ¢ ist streng fallend, dann heifSt ¢ orientierungsumkehrend.

Ist ¢ eine C!-Parametertransformation, so folgtaus ¢! (¢(t)) = ¢
mit der Kettenregel

(97" (p(t) - ¢'(t) =1.

Daher gilt in diesem Fall auch ¢’(t) # 0 fiir alle t. In diesem Fall
ist also ¢ orientierungstreu, wenn ¢’ > 0 gilt und orientierungs-
umkehrend, wenn ¢’ < 0 gilt.

Fiir die Tangentialvektoren nach C'-Parametertransformation

(also fiir ¢ = f o ¢) gilt
g'(1) = f(p(1))¢' (7).

Das heifdt, die Tangentialvektoren der Kurve ¢ und f unterschei-
den sich nur um den skalaren Faktor ¢'(7).

Satz 8.6. Ist f : [a,b] — IR" eine stetig differenzierbare Kurve, ¢ :
[, B] — [a, b] eine C'-Parametertransformation und g = f o ¢, so gilt

b B
JUF Ot = [Tlg' @)l
Beweis.

Wir unterscheiden, ob ¢ orienterungserhaltend oder -umkehrend
ist: Im erhaltenden Fall gilt nach der Substitutionsregel fiir Inte-
grale

D.h., eine Parametertransformation, dn-
dert nur den Betrag der Geschwindig-
keit.

[ g @ ke = [15o@)g @lar= [ 1 (@) logf (e = [ 1)zt

Im umkehrenden Fall ist b = ¢(a) > ¢(B) = aund ¢'(t) < 0.
Daher ist

[ 18 @ e = [1170@)g @ladr = [ 1 (p(x) 2o/ ()

- /b“nf’(t)uzdt: L1 Ol
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9 Partielle Ableitungen

9.1 Richtungsableitungen und partielle Ableitungen

Nachdem wir Abbildungen von R nach IR" betrachtet haben, schau-
en wir uns nun Abbildungen von R” nach R an, d.h. zu U € R"
betrachten wir

X1
fFU=R || = flx,...,x).

Xn
Der Graph von f ist
Tp={(x,y) eUxR|y=f(x)} CR"™.

Fiir n = 2 kann man sich eine solche Funktionen noch gut visua-
lisieren:

« Der Graph I'; ist eine Teilmenge des R®. Fiir die Funktion
f(x,y) = xexp(—x* — y?) sieht der Graph so aus:

« ZuU C R?>und f : U — R betrachte die Niveau-Linien
Ne(A):=={xe U] f(x) = A}

fiir A € R. Fiir die Funktion f(x,y) = xexp(—x? — y?)
sehen diese Linien so aus:

2
m 02
~0 \ 0,4
24 4
m [ =
0 @Jqﬁ\’& >/
- T 5 Qr
\\0/2/ 02
-2 | |
-1 0 1
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Diese Darstellung entspricht den Hohenlinien auf topogra-
phischen Landkarten oder den Isobaren (den Linien glei-
chen Luftdrucks) im Wetterbericht. Man beachte, dass die
Niveau-Linien im allgemeinen keine “Linien” im umgangs-
sprachlichen Sinn sein miissen (wenn die Funktion auf ei-
nem Stiick konstant ist, ergibt sich an dieser Stelle eine “Fli-
che” auf diesem Niveau).

Definition 9.1. Es sei U C R" offen, f : U — R, x € U und
v € R”. Dann nennen wir f in x richtungsdifferenzierbar in Richtung
v, wenn der Grenzwert

D,f(x) := lim flx+ho) = f(x)

h—0 h

existiert. In diesem Fall nennen wir D, f (x) die Richtungsableitung
von f in Richtung v. Fiir

0

(mit der 1 an der i-ten Stelle)

schreiben wir
Dif (x) = D¢ f(x)
und nennen D, f(x) die i-te partielle Ableitung von f in x.

Andere Schreibweisen fiir partielle Ableitungen und Rich-
tungsableitungen sind

Dof(x) = duf (x)
Dif (x) = 3if (x) = 3. f(x) = 5 (x).
Richtungsableitungen kann man als Ableitungen von Funk-

tionen nur einer Verinderlichen interpretieren: Fiir f : U — R
betrachtet man die Funktion

g:]-cel >R, g(h) = f(x+0).

Damit ist o

Fiir partielle Ableitungen geht es auch etwas anders: Zu x € U
undi € {1,...,n} betrachten wir die Funktion

gl(t) = f(xll ceer Xi—1, t/ xi+1/ s /xn)-
Dann ist

: i(xit+h)—gi(x;
Dif (x) = lim S0 = gl (x;).
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Der Wert der Richtungsableitung ist ei-
ne reelle Zahl. Diese Zahl gibt an, wie
schnell die Funktion wichst (bzw. fillt),
wenn man sie von x startend in Rich-
tung v durchliuft. Beachte, dass v hier-
bei selbst ein Geschwindigkeitsvektor
ist! D.h. fiir ||v||, grof, ist die Wachs-
tumsgeschwindigkeit gréfer! Genauer:
Es gilt

Diof(x) = ADo f(x),

d.h. die Richtungsableitung ist homo-
gen in der Richtung. Ublicherweise be-
trachtet man Richtungsableitungen fiir
normalisierte Richtungen [|v||, = 1.

Man definiert Richtungsableitungen
tiblicherweise nur in inneren Punkten
des Definitionsbereiches U. Ist U nicht
offen, so kann man einseitige Rich-
tungsableitungen auch in Randpunk-
ten definieren, sofern fiir die Richtung
v gilt, dass x + ho firalle h € [0, €] in
U liegt (intuitiv: Wenn v in Richtung
des Inneren zeigt).
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Definition 9.2. Eine Funktion f : U — R mit U C IR" offen heifit
partiell differenzierbar in x, wenn alle partiellen Ableitungen D; f (x)
existieren. Die Funktion f heifSt partiell differenzierbar, wenn sie dies
in allen x € U ist. Sind alle partiellen Ableitungen D;f : U — R
stetig, so heifdt f stetig partiell differenzierbar.

Beispiel.

1. Wir betrachten F : R?> — R, definiert durch F(x,y) =
exp(x? + y?). Fiir die partielle Ableitung nach x betrachten
wir y als Konstante, d.h. wir betrachten g(x) = F(x,y) =
exp(x? + y?) fiir festes y. Das ergibt (nach der Kettenregel)

DiF(x,y) = §:(x,y) = &' (x) = 2xexp(x* + 7).
Analog bekommt man

DoF(x,y) = 3 (x,y) = 2yexp(x* + y2).

2. Betrachten wir als zweites Beispiel die Abbildung r : R" —
R, definiert durch

r(x) = llxllz = /27 + -+ g

Wir zeigen, dass r fiir x # 0 partiell differenzierbar ist: Dazu
betrachten wir die eindimensionalen Abbildungen

gi(xi) = \/x§+---+x§+---+xfl: (34 22+ a2V

Diese sind differenzierbar, sobald ein Eintrag x;,k = 1,...,n
nicht Null ist, und in diesem Fall ist die Ableitung (wieder
nach der Kettenregel)

gi(xi) = 3(xd 4+ Fxf o) T2 =
Esgiltalsofiri=1,...,n

Dir(x) = g%:,.(x) =

3. Mit Hilfe dieses Beispiels kénnen wir partielle Ableitun-
gen von Funktionen F : R” — R bestimmen, die nur
vom Abstand vom Ursprung abhingen (solche Funktionen
nennt man radialsymmetrisch). Eine solche Funktion lisst
sich schreiben als

F(x) = f(r(x)) mit f : ]0,00[ — R.
Aus der Kettenregel folgt

DiF() = f (r0)Dir(x) = U
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Wir untersuchen noch einmal die Funktion

—2L5, falls (x,y) # (0,0)
_ X+
floy) = {0, T flls (1) = (00)

Beispiel.

Wir schreiben ¥ = (x, y). Die Funktion f(x,y) = xzx—fyz = ﬁ
2

ist fiir ¥ # (0,0) partiell differenzierbar. Wir bekommen nach

Quotientenregel

of ylIF[3—2x%y y__ 2%  9f x_ 2
L (x = s 2 — 7 =X = 75 — T
3 (%) IHE [EET ay( Y) 1[5 11%113

Tatsichlich ist die Funktion auch in ¥ = (0,0) partiell differen-
zierbar: Es gilt nimlich (exemplarisch fiir die x-Koordinate)

3 _ )0,
5(00) = Jim SR = 0

dafiirh # O0immer f(h,0) = 0 gilt. Ebenso sieht man % (0,0) =0.
Die Funktion f ist aber in ¥ = (0,0) nicht einmal stetig: Das
sieht man z.B an der Folge Xy = (1/k,1/k). Es gilt Xy — (0,0),

aber
1

f(L/k1/k) = 57 =3 £ 0= f(0,0).

ete

Fiir welche Richtungen v € R? ist die Funktion richtungsdiffe-
renzierbar? A

Natiirlich kénnen wir auch hohere partielle Ableitungen defi-
nieren: Ist D; f : U — R wieder partiell differenzierbar, so konnen
wir D;D; f definieren. Rekursiv definiert man héhere partielle Ab-
leitungen:

Definition 9.3. Wir nennen f : U — R (k + 1)-mal partiell dif-
ferenzierbar, wenn sie k-mal partiell differenzierbar ist, und alle
partiellen Ableitungen k-ter Ordnung D; D;,---D; f : U — R
partiell differenzierbar sind.

Ist f k-mal partiell differenzierbar und sind alle partiellen
Ableitungen der Ordnung < k stetig, so heif$t f k-mal stetig partiell
differenzierbar.

9.2 Hohere partielle Ableitungen

Es ist nicht klar, ob im allgemeinen D;D;f = D;D;f gilt. Tat-
sichlich ist das fiir 2-mal partiell differenzierbare Funktionen
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nicht der Fall. Es gilt aber fiir 2-mal stetig partiell difterenzierbare
Funktionen:

Satz 9.4 (Satz von Schwarz). Ist U C R" offenund f : U — R
zweimal stetig partiell differenzierbar, so gilt fiiri,j = 1,...,n und alle
aeclU

DZD]f(El) = D]le(a)

Beweis.

Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit betrachten wir den Fall
n=2i=1,j =2unda = 0und schreiben (x,y) fiir (x1, x2).
Sei & > 0so, dass {(x,y) | |x|,|y] < é} C U. Fixiere y mit
ly| < 0 und betrachte F, : | =4, — R definiert durch F,(x) =
f(x,y) — f(x,0). Nach dem Mittelwertsatz gibtes ¢ mit || < |x],
so dass

Fy(x) — Fy(0) = F(&)x.

Es gilt F/(§) = D1f(¢,y) — D1f(¢,0). Wende den Mittelwertsatz
ein zweites mal an, diesmal auf'y — D;f(,y): Dies gibt # mit
1] < ly|, so dass

Di1f(¢,y) — D1f(,0) = D2D1f(E,1)y-
Da F,(x) — F,(0) = f(x,y) — f(x,0) — f£(0,y) + £(0,0) folgt
f(x,y) — f(x,0) = £(0,y) + £(0,0) = D2D1f(, 17)xy.

Wir machen die gleiche Uberlegung mit vertauschten Rollen
von xund y: Gx(y) = f(x,y) — f(0,y) fithrt auf G, (y) — G(0) =

Gy(7)y = (Daf (x,7) — D2f(0,77))y = D1Daf (¢, 7j)xy mit || <
ly| und |&| < |x|. Es folgt

fxy) = f(x,0) = £(0,y) + f(0,0) = DiD2f (&, 77)xy.
Fiir xy # 0 folgt also
D2Dif(&,1) = D1Daf (E,7).

Fiirx,y — Ogiltauch, 7, &, 7 — 0(da |y, 7] < ly| und 2], 1] <
|x|) und wegen der Stetigkeit von DD, f und D,D; f folgt

D1D,£(0,0) = D,D1 £(0,0).

O

Per Induktion bekommt man:

Korollar 9.5. Fiir eine k-mal stetig differenzierbare Funktion f, alle
Indizes i1, . .., iy und jede Permutation 7t der Zahlen 1, ...,k gilt

Di,---Dy, Dy, f = Din(k) Y Din(Z)Diﬂ(l)f'

Zum Schluss dieses Abschnittes betrachten wir noch Abbil-
dungen der Form f : U — R™ fiir U C R", d.h. bei denen auch

Analysis 2 | TU Braunschweig | Dirk Lorenz | SoSe 2020 51



9.2 Hohere partielle Ableitungen 19.05.2020, VL 9-6

der Bildbereich mehrdimensional ist. Diese lassen sich wieder
durch Komponentenfunktionen f; : U — R beschreiben:

fl(xl,...,xn)
f(x) = flxa,...,xm) = :
fm (X1, ..., xn)

Auch fiir solche Funktionen sind partielle Ableitungen definiert:
Difi(x)
Difm(x)

Insgesamt gibt es in einem Punkt x also m x n partielle Ableitun-
gen, nimlich D;f;(x),i=1,...,n,j=1,...,m.

Dif(x) = € R™.
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10 Differenzierbarkeit

10.1 Jacobi-Matrix und Gradient

Aus partieller Difterenzierbarkeit folgt im mehrdimensionalen
nicht einmal die Stetigkeit der Funktion. Es scheint also, als wire
der Begriff der partiellen Ableitung noch nicht vollig ausreichend,
um so etwas wie “Glattheit” zu beschreiben. Wir fiihren jetzt den
“richtigen” Begriff der Differenzierbarkeit ein und nehmen da-
fur die Anschauung, dass Differenzierbarkeit in einer Dimension
einer Linearisierung entspricht.

Definition 10.1. Es sei U C R” offen. Dann heif$t f : U — R™ in
a € U differenzierbar (manchmal auch total differenzierbar), wenn es
eine lineare Abbildung A : R" — R™ gibt, so dass gilt

f(x) = f(a) + A(x —a) + ¢(x)

mit einer reellwertigen Funktion ¢, welche in einer Umgebung
von a definiert ist und

lim (x) =0

= [lx—af

erfiillt. Die lineare Abbildung A ist die Ableitung von f in x und

wir schreiben
Df(x) = A.

Wir schreiben die Identitit noch einmal in Koordinaten aus:

Ist die Matrix
aily - M

A=
Am1  * Amn

so lautet die Identitit in Komponenten geschrieben

m
filx) = fila) & L3 — ) + @u(x), Jim B =0,
]:
Wir erkennen: f : U — R” ist genau dann in a differenzierbar,
wenn alle f; : U — R in a differenzierbar sind.
Mit Hilfe der Substitution 2 — x und x — x + & und dem
Landau-Symbol o (vgl. Abschnitt Taylor-Reihen aus Analysis 1)
konnen wir Differenzierbarkeit in x dquivalent charakterisieren

durch

f(x+h)=f(x)+Ah+o(||h]|) fir h—0.

Beispiel.
1. Fiir f(x) = ||x||5 gilt Df(x) = 2xT, denn es gilt

Wegen Satz 3.4 kommt es nicht auf die
Wahl der Norm an.

Erinnere: Fiir f, g : U — R Wir schrei-
ben “f(x) = o(g(x)) fiir ||x| — 0,
falls fiir || x|| — O gilt, dass % — 0.
Anschaulich: f geht schneller gegen
Null als g.

fleth) = x+hll3 = x]5+2(x, 1) + |[1]|3 = f(x) +2x"h+ |[h]]3.
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Esfolgt Df (x) = 2xT,dafiir p(h) = ||h||5 gilt,dass ¢ () / ||| 2 —
0firh — 0.

2. Fiir lineare Abbildungen f : R" — R™, f(x) = Ax gilt fir
jedes x
Df(x) = A.

Das sieht man daran, dass f(x + h) = Ax + Ah = f(x) +
Ah gilt und daher ¢(h) = 0 ist.

A

Der Begrift der Differenzierbarkeit aus Definition 10.1 hat bes-
sere Eigenschaften, als der Begriff der partiellen Differenzierbar-
keit. Insbesondere folgt aus ihm die Stetigkeit. AufSerdem gibt es
einen Zusammenhang zu den partiellen Ableitungen.

Satz 10.2. Seill C R" offen, und f : U — R™ in x € U differenzier-
bar, d.h. es gilt

f(x+h)=f(x)+Ah+o(||h]]), mit AeR"™", h—D0.
Dann gilt:
i) f ist stetig in x.

ii) Alle Komponentenfunktionen f; sind in a partiell differenzierbar und
es gilt

Beweis.

i) Die Stetigkeit sieht man schnell: Da fiir # — 0 auch Ah — 0
und o(||||) — 0 gilt, gilt fiir 1 — 0 auch

fx+h) = f(x) + Ah+o([|h]]) = f(x).

ii) Wir setzen h = te; und betrachten die i-te Komponente von
f: Dann gilt fiir t € R (klein genug, so dass x + te; € U) da
(Aej)i = ajj

fi(x + tej) = fi(x) + ta;; + @i(x + tej).
Wir formen um und bekommen

P filxtte) —fi(x) qD,'(x—l-tej)‘
l] i 7

Firt — 0 gilt als

Lll‘]‘ = lim

t—0

i(x+tei)—fi(x i(x+te; af;
<f<+ AR <P(:r/))_7f(x)‘

- - 8xj
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Definition 10.3. Die Matrix D f(x) heifdt auch Jacobi-Matrix. Ist f
in U differenzierbar, so ist die Ableitung D f die Matrix-wertige
Funktion Df : U — R"™*", x — Df(x).

Fiir den Fall m = 1, also fiir f : U — Riist Df(x) € R'*" (ein
Zeilenvektor) und man nennt

D1 f(x)
Vf(x)=Df(x)" = :
Dy f(x)

den Gradienten von f.

Fiir stetig partiell differenzierbares f : U — R™ gilt

Vfi(x)"
Df(x) = s € R™,
me(x)T

mit anderen Worten:

Die Gradienten der Komponentenfunktionen sind die
Zeilen der Jacobi-Matrix.

10.2 Differenzierbarkeit und partielle Differenzierbarkeit

Aus partieller Differenzierbarkeit folgt im allgemeinen nicht die
Differenzierbarkeit. Unter Zusatzbedingungen gilt dies jedoch.
Wir bringen den Satz fiir reellwertige Funktionen (fiir Funktionen
mit Werten in IR” gilt das Ergebnis entsprechend, was man durch
komponentenweise Betrachtung sieht):

Satz10.4. EsseiU C R" offen und f : U — R in U partiell differen-
zierbar. Dann gilt: Ist f in x € U stetig partiell differenzierbar, so ist f
in x differenzierbar.

Beweis.
Zu x € U gibtes é > 0, so dass Bs(x) C U.Zu ¢ € B;(0) definie-

ren wir

Nach Satz 10.2 hat die Jacobi-Matrix die
Eintrige Df(x) = (D]fl(x)),]

Das Symbol V spricht sich “Nabla” aus
und kommt vom griechischen Wort fiir
Harfe.

Mit Hilfe des Gradienten lisst sich die
Definition der Differenzierbarkeit auch
schreiben als

flx+h) = f(x)+(Vf(x),h)+ o(h)
mit ¢(h)/||h|l2 — O firh — 0.

x =20 x+¢pe; =z

Die Vektoren z(*~1) und z(¥) unterscheiden sich nur in der k-ten
Koordinate. Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung
(aus der Analysis 1) gibt es daher 6; € [0,1], so dass mit y®) :=
2= 4 0, Frey gilt

0 x+g=2z00
) SO = Dup
******** 4 x4 gpey =21

x =20 y(l) =20 4 018161
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Es folgt
fla+8) = fx) = FE") = ") £ (21 ZDkf

Das formen wir um und bekommen mit ¢(¢) := Y7, (Dif (y¥)) —

Dy f(x)) ¢k
flx+¢) = +2Dkf Skt @(8) = f(x) +(Vf(x),¢) +¢(E).

Day® — x fiir & — 0, folgt aus der Stetigkeit der partiellen Ab-
leitungen Dy f, dass auch Dy f(yX)) — Dy f(x) fiir & — 0. Damit
bekommen wir

9@) _,

lim
-0 [[¢][2

O

Korollar 10.5. Ist U C R" offen und f : U — IR stetig partiell
differenzierbar, so ist f in U stetig.

Es gilt also

f stetig partiell differenzierbar = f differenzierbar
—> f partiell differenzierbar.

Satz 10.6. Es sei U C R” offen und f : U — R™. Dann gilt: f ist
genau dann in x € U differenzierbar wenn es ein € > 0 und eine stetige
Matrix-wertige Abbildung A : B¢(0) — IR™*" gibt, so dass gilt

fx+8) = fx) + A(G)S-
Es gilt dann Df (x) = A(0).

Beweis.
<: Setze A = A(0). Dann gilt

Flx+8) = fx) + A2 + (A@Q) = A)g

¢(%)
und 8 = (A@) - A)f; > 0,daA(@)—A — Ound
||€H beschrinkt ist.
—: Bsgilt f(x+&) = f(x) + AZ + & HE &) (€). Fiir & # 0 definie-
ren wir

A(E)o:= Av+ £9(0).

und A(0) = A. Dann ist A(¢) linear (in v) und A({)¢ =
AG + 9(C)-
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Dies A ist stetig in 0, denn es gilt

{Eho(@) = (o ffl =0 fur ¢—o0.
———
beschrinkt —0

und daraus folgt limg_,o A({)v = Av fiir alle v € R".
U

Kommen wir nun zu Ableitungsregeln. Im Mehrdimensiona-
len ist die Kettenregel das wichtigste Hilfmittel:

Satz 10.7. Esseien U C R" und V C R" offen und f : U — R™
und ¢ : V. — RF Funktionen mit f(U) C V. Dann gilt: Ist f in
x € U differenzierbar und g iny = f(x) € V differenzierbar, so ist
go f: U — RFin x differenzierbar mit

D(go f)(x) = (Dg)(f(x))Df(x)

Beweis.
Aus Satz 10.6 folgt

fx+8) = f(x) + A(0)S, A(0) = Df(x)
8y +¢) =g(y) +B(E)S, B(0) = Dg(y)
mit Matrix-wertigen Abbildungen A, B die in O stetig sind. Setzen

wir { = A({)¢ und y = f(x) in der zweiten Gleichung, erhalten
wir

8(f(x) +A(5)¢) = g(f(x)) + B(A(Z)) A(E)S.

Wir definieren D(¢) = B(A()Z)A(¢), nutzen die erste Glei-
chung und bekommen

(g0 f)(x+¢) =g(f(x)) + D()E.

Da D stetig ist, folgt daraus die Differenzierbarkeit von g o f, und
es gilt D(g o f)(x) = D(0) = B(0) A(0) = Dg(f(x))Df(x). U
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Die rechte Seite (Dg)(f(x))Df(x)
kann man entweder als Hintereinan-
derausfiihrung linearer Abbildungen
auffassen, oder als Produkt der Jacobi-
Matrizen. Machen Sie sich klar, dass die
Dimensionen passen!
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11 Sitze iiber Ableitungen

11.1  Ableitungsregeln

Aus der Kettenregel konnen wir alle weiteren Ableitungsregeln
herleiten:

Beispiel.

1. Es sei U C R" often und f,g : U — R"™ differenzierbar.

Wir kénnen die Funktion
fHg:U—=R" (f+g)(x) = f(x) +8(x)
mit Hilfe der Abbildung i : R?" — R™, h(x,y) = x+y
schreiben als
(f +8)(x) = h(f(x),8(x))-

Dabei haben wir f und ¢ zu einer Abbildung F : U —
R2™, x (f (x) ) iibereinandergestapelt. Mit Hilfe von

g(x)

partiellen Ableitungen sieht man, dass diese Abbildung die
Ableitung

DF(x) = (gggg) < R2m<n

hat (d.h., auch die Ableitungen werden gestapelt). Wieder
mit partiellen Ableitungen berechnet man

Dh(x,y) = (Em En) € R™"

mit m x m Einheitsmatrizen. Es gilt also nach der Kettenre-
gel:

D(f+9)(x) = Dl (1)) = Dhr) g0 (1) )

8
Df (x))
( ) (Dg(x)
= Df(x) + Dg(x).

2. Zu U C R" offen betrachten wir zwei differenzierbare Funk-
tionen f,¢ : U — R und Ableitungen Df(x), Dg(x) €
R " bzw. Gradienten Vf(x), Vg(x) € R". Wir schrei-
ben das Produkt fg : U — R mit Hilfe der Abbildung
h:R?> = R, h(x,y) = xy und dem Ubereinanderstapeln

aus dem vorigen Beispiel als (fg)(x) = h(f(x),g(x)). Fiir
die Ableitung ergibt sich wegen Dh(x,y) = (y x) € R1*?

D(fg)(x) = Dh(f(x),§(x)) (gggg)
= (g(x) f(x)) (gggig) :g(x)Df(x) +f(x)Dg(x).
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Da der Gradient das Transponierte der Ableitung ist, ist der
Gradient von fg

V(f8)(x) = D(fg)(x)" = g(x)Vf(x) + f(x) Vg(x).

3. Eine weitere Art der Produktregel konnen wir fiir zwei dif-
ferenzierbare Funktionen der Art f, ¢ : U — R” angeben.
Hier kénnen wir zum Beispiel die Funktion (f,g)(x) =
(f(x),g(x)) bilden. Diese schreiben wir mit Hilfe von / :
R 5 R h(x,y) = (x,9) = Yy xeye als h(F(x), g(x).
Berechnen wir die partiellen Ableitungen von £, ergibt sich
die Ableitung als

Dh(x,y) = (yT xT) e R

Also bekommen wir mit der Kettenregel

D((f,$))(x) = Dh(f(x), §(x)) (Df <">)

83 \ Dg(x)
cR1x2m N———
EIR2”‘><"

_ Df(x)
— ™ ) ()
— §(x)Df(x) + f(x)" Dg(x).

Fir den Gradienten gilt also

V((f,g))(x) = Df(x)Tg(x) + Dg(x)Tf(x>‘ Wir hitten diese Summen- und Pro-

duktregel natiirlich auch direkt mit Hil-
A fe von partiellen Ableitungen herleiten
kénnen.

Satz 11.1. Sei U C R” offen und f : U — IR stetig differenzierbar.
Dann gilt fir x € U und jeden Richtungsvektor v € R", fiir die Rich-
tungsableitung

Dof(x) = (Vf(x),0).

Beweis.
Nach der Definition der Richtungsableitung ist

Dof(x) = D(f o 9)()lizo, mit ¢(t) = x + to.
Nach der Kettenregel ist
D(f o 9)(0) = Df(¢(0))Dg(0)
und aus ¢(0) = x, Dg(0) = v folgt
Dof(x) = D(f 0 )(0) = Df(x)Dg(0) = (Vf(x),v).
O

Diese Satz hat eine wichtige Konsequenz: Es gilt nach der
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Cauchy-Schwarz-Ungleichung immer
[Dof (%) < [IVf(x)l2]|o[l2

wobei die Abschitzung genau dann scharf’ist, wenn V f(x) und v
in die gleiche Richtung zeigen. Es gilt also:

1. Dernormierte Vektor V f(x) /|| V f(x)||2 zeigt in die Richtung
des steilsten Anstieges.

2. Der steilste Anstieg ist

Dy (/v 1S (%) = (VF), o) = IVF@ BV ]2 = V()2

3. DieRichtung —V f(x)/||Vf(x)]2ist die Richtung des steils-
ten Abstiegs.

4. Fiir alle Richtungen v, die senkrecht zu V f(x) stehen gilt
D,f(x) =0,
d.h. die Funktion ist in diese Richtungen lokal flach.

Diese Beobachtungen kann man auch graphisch einsehen:
Eine Funktion ist entlang der Niveau-Linien N, = {x € U |
f(x) = A} konstant. Die Richtungen des steilsten An- und Abstieg
sind entgegengesetzt und senkrecht zu den Niveau-Linien. Hier

eine Illustration am Beispiel der Funktion f(x,y) = xexp(—x? —

y?):

~ N~ -
T
Yk
(|7 &
H— < ¢
([~ <
S A AT

> A=

T = N
1

|
o
Ul
A
Y
-

11.2 Der Mittelwertsatz

Wir erinnern jetzt an den Mittelwertsatz der Differentialrechnung:
Ist [ ein Intervall, f : I — R differenzierbar und x,x + ¢ € I, so
gibt es 6 € |0, 1], so dass

flx+¢) = f(x) = f(x +62)¢. (%)

Ist f’ stetig, so liefert der Fundamentalsatz der Differential- und In-
tegralrechnung und der Substitution u = x + f¢ die etwas andere
Identitit

fare) - f = [ fdu= ([ 5+ ar)e. (=
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Der Unterschied zu der vorigen Gleichung ist, dass anstatt des
Wertes f'(x + 6¢) an einer Zwischenstelle, der Mittelwert fol f(x+
t¢)dt steht. In der Form (*) kann der Mittelwertsatz in héheren
Dimensionen nicht gelten. Dies sieht man an der Kurve

t
f:[0,1] = R3, x> | sin(2mt) | .0
cos(2rtt)

Diese Kurve beschreibt eine Schraubenlinie von f(0) = (0 0 1)T
bis f(1) = (1 0 1)".Dh.esgilt f(1) = £(0) = (1 0 0)".Al

lerdings zeigt der Tangentialvektor f'(x) = (1 2mcos(27tt) —27msin(27t)) !

niemals in diese Richtung.

Die zweite Form (**) gilt jedoch in mehreren Dimensionen,
d.h. sogar fiir Abbildungen f : U — R™ mit U C R". Da dort
die Ableitung eine Matrix-wertige Funktion ist, definieren wir fiir
eine solche Funktion A : [a,b] — R™*" das Integral komponen-
tenweise, d.h. fiir A(t) = (a;;(t));j ist

(/;A(t)dt>ij - /: aij ()dt.

Satz11.2. Essei U C R” offen und f : U — IR™ stetig differenzierbar.
Weiter sei x € U und ¢ € R" so, dass die Strecke x + t¢, t € [0, 1] ganz
in U liegt. Dann gilt

fa+e) - f) = ([ DfGe+)ar) ¢

Beweis.
Wir betrachten die Funktionen

G 01 SR, trsgi(t) = fi(x +10).
Es gilt ¢; = f; o h mit der Funktion /1 : [0,1] — U, t — x + t¢. Es

gilt ' (t) = ¢ € R" und daher ist die Ableitung von g; nach der
mehrdimensionalen Kettenregel

§(t) = DO (1) = (Vfilx + ), ) = f;Djfi<x+ )z
L

Nach dem Fundamentalsatz der Differential- und Integralrech-
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Beachte, dass das Integral wieder eine
m x n Matrix gibt. Durch das Produkt
mit dem Vektor ¢ € IR" ergibt sich
dann ein Vektor in R™.
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nung folgt

it +8) ~ i) = (1)~ :0) = [ gy
= /01 iD]’fi(X + tg)g;dt

= Z/ Djfi(x + t&)dt &,

was genau die Behauptung ist. O

Korollar 11.3. In der Situation von Satz 11.2 sei

M := sup HDf(x + té) H Die Norm in der Definition von M ist
0<t<l1 die Operatornorm, welche von der 2-

, Norm induziert wird.
Dann ist || f(x + &) — f(x)[l2 < M][¢]]2-

Das Korollar folgt direkt aus Satz 11.2, wenn man zusitzlich
das nichste Lemma kennt:

Lemma 11.4. Esseiena, b € Rund v : [a,b] — R"™ stetig. Dann gilt

[ oot < [ ot .
Beweis.

Fiir u := fub v(t)dt und K = ||u||, folgt aus Linearitit und Mono-
tonie des Integrals und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

K= <u u) = </b ()dt, u)

/ o)zt = K [ o(s) 2t

[Beweis von Korollar 11.3] Es gilt

If(x+8) = f(x)l2 = H./(;] D (x + t&)dt||2
< [+ )zl
= (/:HDf(H t)[[|E]2dt < ME]l2-
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12 Hohere Ableitungen

12.1 Fréchet-Ableitungen

Die erste Ableitung ist die beste lokale lineare Approximation an
die Funktion. Fiir Funktionen von R” nach R” wird diese lineare
Approximation durch eine m x n Matrix beschrieben, d.h. die Ab-
leitung in einem Punkt hat mn-viele “Daten”. Im Falle von stetigen
partiellen Ableitungen, sind diese ganzen Daten durch die Ablei-
tungen von allen m Komponentenfunktionen in alle n Richtungen
gegeben. Hier sieht man schon, dass hohere Ableitungen sehr viel
mehr Daten haben miissen. Zihlen wir die moglichen zweiten par-
tiellen Ableitungen, erhalten wir mn? solche: Wir kénnen namlich
jede der mn partiellen Ableitungen wieder in alle n Richtungen
ableiten. Wir konnten alternativ auch die erste Ableitung einer
Funktion f : R" — IR" als Funktion

Df :R" — R"™"

ansehen und wenn wir den Raum R”*” mit dem Raum R™" iden-
tifizieren, so konnen wir auch die Ableitung von D f betrachten.
Dies ist D(Df)(x) € R™*" (und wir sehen noch einmal, dass
dieses Objekt von mn? vielen Daten abhingt). Noch héhere Ablei-
tungen werden noch mehr: Es gibt mn* viele partielle Ableitungen
der Ordnung k. Um hier nicht den Uberblick zu verlieren, lohnt
es sich, die Sache etwas abstrakter zu betrachten: Wir betrachten
Funktionen zwischen zwei reellen Banachriumen V und W (also
vollstindigen normierten Vektorriumen iiber dem Korper R - Sie
konnen ruhig weiterhin an R” und R” denken). Die Ableitung
einer solchen Funktion sollte dann im Sinne von Definition 10.1
eine lineare Abbildung von V nach W sein und wir nehmen in
dieser Allgemeinheit die Forderung, dass die Ableitung eine stetige
lineare Abbildung ist, mit hinzu.

Definition 12.1 (und Satz). Es seien V, W reelle Banach-Riume.

1. Wir bezeichnen mit L(V, W) den Vektorraum der stetigen
linearen Abbildungen von V nach W. Versehen mit der Ope-
ratornorm ist dies wieder ein Banach-Raum.

2. Ist U C V offenund f : U — W, so nennen wir f Fréchet-
differenzierbar in x € U, wenn es ein Df(x) € L(V, W) gibt,
so dass

po G = f() = DF ORI _

][y =0 7]y

Die lineare Abbildung D f(x) heif$t Fréchet-Ableitung von f
in x. Ist f in jedem Punkt in U Fréchet-differenzierbar, so
heilt Df : U — L(V, W), x — Df(x) die Fréchet-Ableitung
von f.
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Man Uiberzeugt sich davon, dass diese
Definition dquivalent zur Definition via
fx+h) = f(x) + DF(x)h + p(h)
mit @(h) /[y = 0 fur [Jily — 0
ist.
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Wir miissen nur zeigen, dass L(V, W) vollstindig ist (dass
es ein normierter Vektorraum ist, haben wir in Abschnitt 6
schon gesehen). Sei dazu ein A, € L(V,W) eine Cauchy-
Folge. Dann ist A, x flir jedes x € V eine Cauchy-Folge in
W. Da W vollstindig ist, konvergieren all diese Cauchy-Folgen
und wir kénnen Ax := lim,_ e A, x definieren. Analog zu
Satz 4.9 zeigt man nun, dass || A, — A| =5 0.
Beispiel.
Wir betrachten eine lineare Funktion f : V. — W, f(x) = Ax mit
A € L(V,W). Dann ist fiir alle x

denn es gilt
1f(x+h) = f(x) = Ahllw = [|A(x +h) — Ax = Ah|jw = 0

und daher gilt || f(x + h) — f(x) — Ah|lw/||h||v — O fiir h — 0.
A

Da die Fréchet-Ableitung Df : U — L(V, W) wieder eine
Funktion von einer offenen Menge in einem Banach-Raum in
einen weiteren Banach-Raum ist, konnen wir problemlos hohere
Ableitungen definieren:

Definition12.2. Ist f : U — W Fréchet-differenzierbar, so nennen
wir f zweimal Fréchet-differenzierbar, wenn D f Fréchet-differenzierbar
ist und schreiben D?f := DDf. Es gilt D*f : U — L(V, L(V, W)).
Hohere Ableitungen definiert man rekursivdurch D1 f = DD*f
und es gilt D*f : U — L(V,L(...,L(V,W))...).

Mit anderen Worten: Es gilt D?f(x) € L(V,L(V,W)), d.h. die
zweite Ableitung in einem Punkt x ist eine stetige lineare Abbil-
dung von V in den Raum L(V, W) der stetigen linearen Abbildun-
gen von V nach W.

Lemma 12.3. Der Raum L(V, L(V, W)) ldsst sich mit dem Raum
Ly(V,W) ={A:V xV — W | A bilinear mit || A(x, y)||w < C||x||v||y||v fiireinC >0}
idenzifizieren.

Beweis.
Zu einem B € L(V,L(V,W)) und x € Vist B(x) € L(V,W). Wir
identifizieren dieses B also mit A(x,y) := B(x)(y). Dieses A ist
per Definition bilinear und es gilt || A(x, y) |lw = ||B(x)(y)||lw <
1Bl lyllv < I1BIxvliyllv, also ist A € L(V, W).
Istumgekehrt A € L,(V, W),sogibtesein C,sodass [|A(x, y)||lw <
Cllx[|v]ly||v. Wir kénnen dieses A mit einem B € L(V,L(V, W))
durch B(x)(y) = A(x,y) identifizieren. SchlieSlich folgt aus
IB() vy = supyy, <1 1B(x) (W) [lw = supy,, <1 [A(x, v)llw <
C||x|| die Stetigkeitvon B(x) fiiralle x und wegen || B|| = sup <1 [|B(x)[[Lvw) <
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C auch die Stetigkeit von B. O

Wir konnen die zweite Ableitung D?f(x) also auch als stetige
bilineare Abbildung von V nach W auffassen (analog zu einer
“quadratischen Approximation”). Rekursiv ergibt sich: Die k-te
Fréchet-Ableitung D f ist eine k-lineare stetige Abbildung von V
nach W, d.h. eine stetige Abbildung

D’f(x):Vx---xV =W, (hy,...,h) = Df(x)[h, ..., ]

welche in jedem der Argumente /1, .. ., h linear ist.

Beispiel.

Zu A € R™" betrachten f : R" — R, f(x) = xTAx = (x, Ax).

Um die erste Ableitung zu bestimmen, berechnen wir

f(x+h)={(x+h A(x+h)) = (x, Ax) + (x, Ah) + (h, Ax) + (h, Ah)
= f(x) + (ATx + Ax, h) + (h, Ah).

Da |(h, Ah)| < ||All||h]|3 gilt und da die Abbildung
hi— (AT + A)x, h) = (AT + A)x)Th

linear in / ist, liegt es nahe, dass Df (x) = ((AT + A)x)T gilt.
Tatsichlich ist

[f(x+h) — f(x) = (AT + A)x)Th| _ [(h, Ah)|

11w iy
< [[Alllk]ly — 0 fiir [|h]}y — 0.

A

12.2 Hohere Ableitungen und Multiindizes

Kommen wir nun zum konkreten Fall V = R" und W = R" zu-
riick und untersuchen den Zusammenhang der héheren Fréchet-
Ableitungen mit hoheren partiellen Ableitungen.

« Fiir die erste Ableitung von f : U — R" mit U C R" offen,
kann die Fréchet-Ableitung Df(x) € L(R",R™) mit der
Jacobi-Matrix in R™*" identifiziert werden.

« Firm = list Df(x) € L(R", R) und kann mit dem Zeilen-
vektor V f(x)7 identifiziert werden.

« Fiir m = 1 ist die zweite Ableitung D?f(x) € Ly(R",R)
eine bilineare Abbildung von R” to R. D.h. fiir i,k € R”
ist D2 f(x)[h, k] ein Skalar und fiir jedes h ist D*f(x)[h, -] €
L(R",R) und kann daher mit einem Zeilenvektor identifi-
ziert werden. Tun wir dies fiir die Standard-Basisvektoren
h = eq,...,e, so erhalten wir n Zeilenvektoren, die wir in
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einer n x n-Matrix anordnen konnen. Man iiberlegt sich,
dass fiir diese Matrix gilt

D*f(x) = (DiDjf (x));j € R™™.

Man nennt diese Matrix die Hesse-Matrix von f, und nach
dem Satzvon Schwarz (Satz 9.4)ist D? f (x) symmetrisch, falls
die zweiten partiellen Ableitungen stetig sind. Die Hesse-
Matrix von f : R" — R in x wird mit

(Hess f)(x) € R™"

bezeichnet.

Fiir mehrfache partielle Ableitungen in die gleiche Richtung

schreiben wir
k
Dif =Dy Dyf.
k-Mal

Wir fithren jetzt eine gute Buchhaltung fiir die héheren parti-
ellen Ableitungen ein. Dies geht mit Hilfe von Multiindizes:

Definition 12.4. Ein n-Tupel « = (a1, ...,a,) € IN" von natiirli-
chen Zahlen heifst Multiindex. Fiir einen Multiindex « definieren
wir

la| ;== a1+ -+ a, (Ordnung des Multiindex)

Da es nach dem Korollar 9.5 zum Satz von Schwarz bei stetigen
partiellen Ableitungen nicht auf die Reihenfolge der Ableitungen
ankommt, ist die folgende Definition sinnvoll:

Definition 12.5. Ist &« € IN” ein Multiindex, U C R" offen und
f:U — R™ |a|-mal stetig differenzierbar, so definieren wir

szf:: Di‘l Dﬁnf: - olal £

—_—.
xll.“axﬁn

Fiir ein x € R" definieren wir

Beispiel.
Fiir n = 2 sind die Ableitungen der Ordnung 1 gegeben durch die
Multiindizes

= (1,0),~ D*f(x) = D1f(x)
= (01),~ DYf(x) = Daf (x).
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Nur erwdhnt sei der Zusammenhang
mit hoheren Richtungsableitungen ei-
ner Funktion f : R" — R: Fiirdie erste
Ableitung gilt D, f (x) = Df(x)[v] =
Vfx)To = (Vf(x),v) und fiir
zweite Ableitungen gilt DDy f(x) =
D?f(x)[h,v] = (Hess f(x)h)To
hT Hess f(x)v = (h, Hess f(x)v).

Z.B.istfira = (1,3,0,1): |a| = 1+
340+1=>5unda! =113101! = 6.
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Die Ableitungen der Ordnung 2 sind

2 = (2,0),~ D*f(x) = Df(x)
o= (11),~ D*f(x) = DaDi f(x)
a = (0,2),~ D*f(x) = D3f ().
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13 Taylor-Entwicklung

Mit Hilfe von Multiindizes konnen wir die Flut von héheren Ab-
leitungen beherrschen und aufSerdem eine {ibersichtliche Verall-
gemeinerung der Taylorschen Formel fiir Funktionen f : U — R,
U C R" angeben. Dabei konnen wir uns auf den Fall von reell-
wertigen Funktionen beschrinken (fiir vektorwertige Funktionen
muss man die Formel einfach fiir jede Koordinatenfunktion an-
wenden).

Als Vorbereitung der Taylor-Formel betrachten wir die Funk-
tion g(t) = f(x + t&) und berechnen ihre k-te Ableitung:

Satz 13.1. Sei U C R" offen und f : U — R k-mal stetig dif-
ferenzierbar. Weiterhin sei x € U und { € R" so, dass die Strecke
{x+1t& |0 <t <1} ganzin U liegt. Dann ist

g:00,1] =R, g(t):=f(x+1tl)
ebenfalls k-mal stetig differenzierbar und es gilt

gt = Y H(D)(x+15)E.
la|=k
Beweis.
Fiir die erste Ableitung von g ergibt sich nach der Kettenregel (da
Df = (Dif - Duf) € RV

n

§'(t) = &f(x+1Z) = Df(x +t5)¢ = Y Dif (x + t&)&;.

i=1
Wir zeigen nun Induktiv, dass

n

§®(t)y= Y Di-- Dif(x+t)&, &,

ity ip=1

gilt (und in dieser Summe sind #* Summanden: Jeder der Indizes
ij kann die Werte 1,...,n annehmen).

Den Induktionsanfang haben wir gerade gezeigt. Der Indukti-
onsschritt k — 1 — k geht wieder mit der Kettenregel:

Wir miissen noch den Index j in i; umbenennen und haben den
Induktionsschritt gezeigt.

Der Rest des Beweises besteht daraus, die Summe mit Hilfe von
Multiindizes neu zu sortieren: Betrachten wir den Summanden
zu einem Index-Vektor (iy, ..., 7). Kommt in diesem Vektor der
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Zur Erinnerung: Eine Art, der Taylor-
sche Formel ist: Fiir eine k-mal stetig
differenzierbare Funktion gilt

k m
fx+e) =Y Lolam o)
m=0

fir¢ — 0.
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Index 1 genau «1-mal vor, der Index 2 genau ap-mal, usw. so kon-
nen wir nach dem Satz von Schwarz die Reihefolge der partiellen
Ableitungen beliebig vertauschen und bekommen

Dj, -+~ Dy f(x+t8)&i, -+ & = DY' - Dy f(x +£6)GY" - - - &yt = D f(x + 1) &

Zihlen wir durch, wie viele k-Tupel (iy, . .., ix) mit Eintrigen in

{1,...,n} es gibt, bei denen der Index v genau &, -mal vorkommt

(wobei g + - - - + &, = k gelten muss), so kommen wir auf genau
K — g Wir bekommen also

aylag!
gty ="} D Dif(x+t)G G,
i1, k=1
= ) 5D x+1E)E
la|=k
wie behauptet. O

Satz 13.2 (Taylor-Entwicklung mit Lagrange Restglied). Ist f :
U — R k + 1-mal stetig differenzierbar, x € U und { € R", so
dass die Verbindungslinie {x +t¢ | 0 < t < 1} in I liegt, so gilt: Es
gibtein 6 € [0, 1], so dass

f(x+€) — 2 D:{!(x)gtx_F Z Daf(;!+9f§)€oc

|| <k la|=k+1
Man bemerke, dass diese Formel fast
véllig analog zur eindimensionalen For-
Beweis. mel ist. Das liegt an der clever gewihl-
Wir wenden die eindimensionale Taylor-Formel fiir die Funktion ~ ten Schreibweise mit Multiindizes.

g(t) = f(x + t{) an (mit Restglied in Lagrange-Form, d.h. Satz
26.3 aus der Analysis 1). Es gilt

k
(m) (0 (k+1) (g
g1 = ) S + S
m=0
Nach Satz 13.1 ist

g _ Z D"‘f(X)Ca

m! a!
|| =m
und g (o) DU f(x+68) xa
k1) — Z a6
|a|=k+1
und das zeigt schon die Behauptung. O

Korollar 13.3 (Taylor-Formel mit klein-o-Restglied). Ist f : U — R
k-mal stetig differenzierbar, so gilt fiir jedes x € U und ¢ € R”, fiir dass
die Verbindungslinie {x +t¢ | 0 <t <1} in U liegt

flxt+g) =Y BI0a 4 o(g)5) furg —o0.

|| <k
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Wir nutzen Satz 13.2 mit k statt k + 1 und bekommen

flx+e) = Y Be 1y r(e)et

|ae| <k |a|=k
mit Funktionen

ro(£) = D* (1+6§. DYf(x)

Da D*f stetig ist, gilt 7, (¢) — O fiir ¢ — 0. Auferdem gilt
fir o] =k

2 =15 e < DElla - gl = Nels.

Es folgt also

2 ra(E Hth ) firé — 0.

la|=k

Um die Taylorsche Formel noch mehr zu sortieren, schreiben
wir sie als

flx+0) = ZZ B 1o()l2]5), & —o0.

J=0 |a|=f

Die Summanden P;(¢) = Y- 2 . sind dabei homogene
Polynome vom Grad j, d.h. es gilt fiir Skalare A immer

P(AG) = Y IO TT(Ag)™

|a|=j i=1
_ Z Df ) Nttt H(gl)
|a|=j i=1
= MP;(¢).
Es gilt z.B.
Py(¢) = f(x)
lZ D*f(x) 21 if (x)¢i = (Vf(x),8).
al=1 =

Fiir Approximation zweiter Ordnung ist die Summe {iber alle
Multiindizes mit |¢| = 2 genau die Summe {iiber alle zweiten
partiellen Ableitungen. Mit Hilfe der Hesse-Matrix und dem Satz
von Schwarz kénnen wir dies wie folgt schreiben:

= 3(Hess f(x)¢,&) = 3¢" (Hess f(x))¢.
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Wir bekommen also folgende Darstellungen fiir die Taylor-
Approximation erster und zweiter Ordnung:

1. Wir nehmen k = 1 in Korollar 13.3 und bekommen mit den
Uberlegungen von eben fiir stetig differenzierbares f

flx+8) = f(x) +{Vf(x),) +o(l¢ll2), ¢—0.

2. Fiir k = 2 bekommen wir entsprechend fiir zweimal stetig
difterenzierbares f

flx+28) = f(x) +(Vf(x),8) + 3 (Hess f(x)¢,8) +o(|2]Z), ¢ —0.

Beispiel.
Wir betrachten die Funktion f(x,y) = +/1+ x% + y*. Fiir die

Taylor-Approximation der Ordnung 1 berechnen wir

Daf(x,y)) — \F(1+x2+y*) 1247 2

Vf(xy) = (le(x’y)) B <%(1+x2+y4)_1/22X> - (ﬁ) .

Im Punkt (x,y) = (1,1) gilt daher

fA+n14k)=f(1,1)+(VFf(,1),(hk))+o(Vh2+Kk2), hk —0
=3+t X Lo(VI2+R), hk—0.

Die Hesse-Matrix lisst sich ebenfalls berechnen und liefert eine
Approximation durch eine quadratische Funktion. Im linken Bild
ist der Funktionsgraph und die lineare Approximation zu sehen,
rechts der Graph und die Approximation zweiter Ordnung,
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14 Lokale Extrema

Mit Hilfe der Taylor-Approximation kénnen wir lokale Extrema
von reellwertigen Funktionen bestimmen.

Definition 14.1. Fiir U C R" und f : U — R heif$t x € U lokales
Maximum (bzw. Minimum), wenn es eine Umgebung V C U von x
gibt, so dass fiir alle y € V gilt

fy) < f(x) (bzw. f(y) > f(x)).

Ein lokales Extremum ist ein lokales Maximum oder Minimum.
Ist die Ungleichung strikt fiir x # y, so heifdt das Extremum strikt.

Es gilt ein notwendiges Kriterium fiir lokale Extrema, welches
vollstindig analog zum eindimensionalen Fall ist: Die Ableitung
in einem Extremum ist notwendigerweise Null.

Satz 14.2 (Notwendige Bedingung fiir lokale Extrema). Es sei U C
R" offen und f : U — R partiell differenzierbar. Dann gilt: Hat f in
x € U ein lokales Extremum, so ist V f(x) = 0.

Beweis.
Wir betrachten die Funktionen

gi(t) = f(x +te)

firi=1,...,n. Dann ist g; auf einem Intervall | —¢, e[ definiert
und dort differenzierbar. Wenn f in x ein lokalen Extremum hat,
so hat jedes g; ein lokales Extremum in t = 0, und also gilt

8i(0) =0.
Da g/(0) = D;f(x), folgt Vf(x) = 0. O

Im eindimensionalen hatten wir auch ein hinreichendes Kri-
terium, welches das Vorzeichen der zweiten Ableitung benutzte.
Hier ist die zweite Ableitung nun eine Matrix (die Hesse-Matrix)
und wir miissen eine sinnvolle Verallgemeinerung des Begriffes
“Vorzeichen” finden.

In einem lokalen Extremum x sieht die Taylor-Approximation
zweiter Ordnung (da dort V f(x) = 0 gilt)

f(x+8) = f(x) + 3 (Hess f(x)g, &) + o([|g]]5).

Wir vermuten, dass wir ein lokales Minimum haben, wenn die
Funktion ¢ — (Hess f(x)¢, &) fiir ¢ # 0 aber klein genug positiv
istund ein lokales Maximum, wenn entsprechend (Hess f(x)¢, &) <
0 fiir kleine ¢ # 0 gilt. Da die Funktion ¢ — (Hess f(x)¢, {) ho-
mogen vom Grad 2 ist, hat (Hess f(x)¢, ¢) in diesen Fillen auf
ganz R" \ {0} das gleiche Vorzeichen. Dies motiviert die folgen-
den Begriffe:

Definition 14.3. Eine symmetrische Matrix A € R"*" heif$t
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=

. positiv definit, wenn fiir alle { € R" \ {0} gilt

(A, 8) >0

N

. positiv semidefinit, wenn fiir alle ¢ € R" \ {0} gilt
(Ag,¢) > 0.

. negativ (semi-)definit, wenn — A positiv (semi-)definit ist.

w

4. indefinit, wenn es Vektoren ¢, 7 € R” gibt, so dass

(A¢,¢) >0 und (An,n) <0

Man kann die Definitheit einer symmetrischen Matrix mit
Hilfe der Eigenwerte bestimmen: Wir erinnern dazu an den Spek-
tralsatz fiir symmetrische Matrizen:

Ist A € R"*" symmetrisch,so hat A Eigenwerte Ay,..., A, €
R und zugehorige Eigenvektoren v, ..., vy, die eine
Orthonormalbasis des IR” bilden.

Lemma 14.4. Ist A symmetrisch mit den Eigenwerten A1, ..., Ay, so
gilt mit Apin = min;—1  , A; und Amax = max;—1__, A fliralle ¢

.....

mln”éHZ <A¢ 6) < AmaXH@HZ

.....

Beweis.
Wir benutzen den Spektralsatz fiir symmetrische Matrizen: Zu
einem symmetrischen A € R"*” existiert eine Orthonormalbasis
(v1,...,0y) aus Eigenvektoren, d.h. es gilt Av; = A;v; mit reellen
/\i und <Z)l', U]> = (51]

Wir entwickeln ¢ in die Orthonormalbasis (vy, ..., v,), d.h.
es gilt § = Y/ ; ajv;. Dann ist A = Y|' ; @iA;v; und da die v;
orthonormal sind folgt

n n

n n n
1213 = (Y o, Y o) = Y Y aiaj(v;,05) = Y a2,
i=1 j=1

i=1j=1 '

Il
—_

Ebenso sieht man

n n
(A E) = Zoc Aj0;, Z ajvj)) =Y Y widi(vi,v5) = Y aZ);,

i=1j=1 i=1

woraus direkt die Behauptung folgt. O

Korollar 14.5. Eine symmetrische Matrix A ist positiv (bzw. negativ)
definit, wenn fiir alle Eigenwerte A1,..., A, gilt A; > 0,i=1,...,n
(bzw. < 0). Gilt Ay, ..., Ay > 0 (bzw. < 0), so ist A positiv (bzw. negativ)
semidefinit.
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Satz 14.6. Ist U C R" offen und f : U — R zweimal stetig differen-
zierbar und gilt V f (x) = 0 in einem x € U, so gilt:

i) Ist (Hess f)(x) positiv definit, so ist x ein striktes lokales Minimum
von f.

ii) Ist (Hess f)(x) negativ definit, so ist x ein striktes lokales Maximum
von f.

Beweis.
Es sei A := (Hess f)(x). Da Vf(x) = 0 gilt, ist die Taylor-
Entwicklung zweiter Ordnung in x

flx+8) = f(x) +3(AZ, ) + (C) (%)

mit einem @ welches fiir & — 0 schneller als ||&||> gegen Null geht.
Genauer: Zu jedem € > 0 gibt es ein 6 > 0, so dass fiir ||]|» < 6
gilt

l9(@)] < ell]2- ()

i) Sei nun A positiv definit, das heifdt der kleinste Eigenwert
Amin ist positiv. Wir wihlen 6 > 0 so klein, dass

(@)1 < 231513

Damit folgt aus (*) und (**)

Flx+8) = f(x) + 252 I8]13 — 25212113 = £ (x) + 5= 12113
Alsoist f(x+¢&) > f(x) fur 0 < ||&]|2 < 4.

ii) Diesen Fall fithrt man auf den ersten Fall zuriick, indem man
— f statt f betrachtet.

O
Beispiel.
1. Wirbetrachten f(x,y) = x% +y?2. Der Gradientist Vf(x,y) =
<§;> und genau im Ursprung gleich Null. Da die Hesse-
Matrix

(Hess 1)) = (5 3)

in jedem Punkt (und daher auch im Ursprung) positiv definit
ist (2 ist der einzige Eigenwert), liegt in Ursprung ein lokales
Minimum vor.
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2. Fiir f(x,y) = —x% —y? ist

(Hess f)(x,y) = (_02 —02)

negativ definit und daher ist im Ursprung ein lokales Maxi-
mum.

3. Die Funktion f(x,y) = x* — y* hat die indefinite Hesse-
Matrix

(Hess f)(x,y) = (3 _02) '

Tatsichlich liegt im Ursprung ein Sattelpunkt vor.
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4. Die Funktion f(x,y) = x> — xy? hat den Gradienten

vitc = (0.

Dabher ist das einzige potentielle Extremum (x,y) = (0,0).
Die Hesse Matrix ist

(Hess f)(x,y) = (_6;; :Ez)

im Ursprung gilt also
(Hess f)(x) = 02x2.

Wir kénnen also weder auf ein lokales Maximum noch auf
ein Minimum schliefSen. Den Graphen dieser Funktion
nennt man auch einen “Affensattel”:
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15 Losen von nichtlinearen Gleichungen

15.1 Der Banachsche Fixpunktsatz

Wihrend es fiir das Losen von Systemen von linearen Gleichungen
eine iibersichtliche Theorie gibt, ist das Lésen und die Losbarkeit
von nichtlinearen Gleichungen viel uniibersichtlicher. Es gibt kein
Verfahren welches immer in endlich vielen Rechenschritten eine
Losung einer nichtlinearen Gleichung bestimmt. Es gibt jedoch
iterative Verfahren, die eine Folge von Iterierten produzieren die
gegen eine Losung konvergieren.

Nichtlineare Gleichungen gibt es in verschiedenen Typen, z.B.:

« Explizite Gleichungen: Fiir jedes y, finde x, so dass f(x) = y.

Nullstellen-Probleme: Finde x, so dass f(x) = 0.

Fixpunktprobleme: Finde x, so das f(x) = x.

« Implizite Gleichungen: Fiirjedes x, finde y,so dass f(x,y) =
0.

Eine explizite Gleichung f(x) = y ist natiirlich dquivalent zum
Nullstellen-Problem g(x) := f(x) —y = 0. Ebenso ist ein Nullstellen-
Problem f(x) = 0 idquivalent zum Fixpunktproblem g(x) :=
x — f(x) = x. Eine implizite Gleichung f(x,y) = 0 ist ein
Nullstellen-Problem fiir ¢«(y) := f(x,y) = 0, welches von ei-
nem Parameter x abhingt.

Beispiel.

Dass die Fixpunktgleichung cos(x) = x genau eine Lésung hat,
lasst sich zum Beispiel mit Hilfe des Zwischenwertsatzes einsehen.
Sie lisst sich auch durch ein erstaunlich einfaches Iterationsver-
fahren 16sen: Zu beliebigem x; bildet man

X1 = COS(X).

Bemerken wir zuerst: Falls die Folge (x;) konvergiert, so konver-
giert sie gegen eine Losung: Gilt nimlich x; % v so gilt auch

k . _
Xe1 — x* und da der Kosinus stetig ist, folgt
x* = lim x; 1 = lim cos(x;) = cos(lim x;) = cos(x™).
k—o0 k—o0 k—o0

Und tatsichlich scheint die Fixpunktiteration zu konvergieren:

b

.00000
.54030
.85755
.65429
.79348
.70137
.76396

NOoO vk wN =R R
D DD D~ M
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8 0.72210

9 0.75042

10 0.73140
11 0.74424
12 0.73560
13 0.74143
14 0.73751
15 0.74015
16 0.73837
17 0.73957
18 0.73876
19 0.73930
20 0.73894

(der Grenzwert ist x ~ 0,73908513321516064166 ... und ist die
eindeutige Losung von x = cos(x)).

Fiir f(x) = 3,8x(1 — x) hat die Fixpunktgleichung f(x) = x
genau zwei Losungen, nimlich x = 0 und x = 14/19 =~ 0,7368.
Die Iteration x;,1 = f(xx) konvergiert in diesem Fall allerdings
nicht (aufler wenn man genau einem Fixpunkt als x; nimmt): Zum
Beispiel ergibt sich fiir x; = 0,5

1 0.50000
2 0.95000
3 0.18050
4 0.56210
5 0.93535
6 0.22979
7 0.67256
8 0.83685
9 0.51882
10 0.94865
11 0.18510
12 0.57317
13 0.92965

A

Das Konvergenzverhalten von Fixpunktiterationen wird durch
den Banachschen Fixpunktsatz beschrieben. Um ihn zu formulie-
ren, flihren wir noch zwei Begriffe ein:

Definition 15.1. Sind (X, dx) und (Y, dy) zwei metrische Riume,
so heifdt f : X — Y Lipschitz stetig mit Lipschitz-Konstante L, wenn
fiir alle x, x’ € X gilt

dy(f(x), f(x')) < Ldx(x, x).

Ist f Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L < 1, so heifét f
Kontraktion.
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Jedes L welches diese Ungleichung er-
fiillt wird Lipschitz-Konstante genannt.
Manchmal ist es hilfreich, die kleinst-
mogliche Lipschitz-Konstante zu benut-
zen. Diese ist
Lip(f) = sup B
x#x
Man sieht schnell, dass Lipschitz-
stetige  Funktionen  auch  ste-
tig sind: Gilt x, — x, so gilt
dy(f(xn), f(x)) < dx(xn,x) = 0,
also f(x,) — f(x).
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Satz 15.2 (Banachscher Fixpunktsatz). Es sei (X, d) eine vollstindiger
metrischer Raum und ® : X — X eine Kontraktion. Dann hat ® genau
einen Fixpunkt, d.h. es gibt genau ein x* € X, mit (x*) = x*.

Weiterhin gilt fiir jedes xo € X, dass die durch x, = P(x;_1)
rekursiv definierte Folge gegen x™ konvergiert.

Beweis.
Essei L = Lip(®) < 1.

1. Zeigen wir erst die Eindeutigkeit: Angenommen, es gibe
zwei Fixpunkte x* und y*. Dann gilt

d(x",y") = d(®(x"), @(y")) < Ld(x",y"),
woraus d(x*,y*) = 0 und damit x* = y* folgt.

2. Zur Existenz: Sei xy € X und x; definiert wie im Satz. Dann
gilt

d(xpi1, %) = d(D(xg), D(xx-1))
< Ld(xg, xr—1).

Rekursiv ergibt das
d(ka,xk) < LZd(xk,l,Xk,z) <. < Lkd(xl,xo).

Wir setzen ¢ := d(x1, xo) und es folgt fiir m > k

m—1 %) )
d(xm, x) < Y d(xiga,x) <Y L'e < % *)
i—k i—k

Da LF — 0 gilt, (x;) eine Cauchy-Folge in X und daher
konvergent mit Grenzwert x*. Bilden wir in der Rekursion
Xpr1 = P(xx) auf'beiden Seiten den Grenzwert k — o0, so
folgt mit der Stetigkeit von &:

x* = lim xp 7 = lim &(x;) = O(lim x) = (x¥),
k—o0 k—o0 k—o0

also ist x* ein Fixpunkt.

O

Aus dem Beweis des Satzes kann man noch mehr herauslesen:
Bilden wir in (*) den Grenzwert m — oo so folgt (da die Metrik in
beiden Komponenten stetig ist) die Abschitzung

d(x*/ xk) S %d(]ﬁ, xO)/

das heifdt, wir konnen schon nach dem ersten Schritt absehen,
wie lange es hochstens dauert, bis wir eine gewisse Genauigkeit
erreicht haben.
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15.2 Anwendungen des Fixpunktsatzes

Der Banachsche Fixpunktsatz ist nur nicht hilfreich, weil er ein
konvergentes Verfahren zum Lésen von nichtlinearen Gleichun-
gen liefert, sondern auch, weil er ein einfaches Kriterium angibt,
mit dem man die eindeutige Losbarkeit von einer nichtlinearen
Gleichung zeigen kann.

Um Lipschitz-Stetigkeit bei Funktionen von R” nach R” zu
erkennen gibt es ein einfaches Kriterium, welches direkt aus dem
Korollar 11.3 aus dem Mittelwertsatz folgt:

Lemma 15.3. Ist U C R” offen und konvex und f : U — R™ dif-
ferenzierbar mit sup, . ,||Df(x)|| < L, so ist f Lipschitz-stetig mit
Konstante L.

Beweis.
Wir wenden Korollar 11.3 mit y = x + ¢ an: Es gilt dann nidmlich

1£(y) = f(0)]l2 < Lllx = yll2-

O

Damit konnen wir die vorigen beiden Beispiele erkliren:
Beispiel.
Wir betrachten cos : [1/10,1] — [1/10,1]. Das Intervall I =
[1/10,1] ist dabei sogewihlt, dass cos(I) C I gilt und auflerdem
gilt sup._,|cos’(x)| < 1. Daher ist cos auf diesem Intervall eine
Kontraktion und es gibt genau einen Fixpunkt gegen den die
Iteration konvergiert.

Im zweiten Fall hat f(x) = 3,8x(1 — x) die Fixpunkte x; = 0
und x, = 14/19 aber es gilt f/(0) = 3,8 > 1und |f'(14/19)| =
|—1,8] > 1. Daher ist f in keiner Umgebung der Fixpunkte eine

Kontraktion und die Fixpunktiteration konvergiert tatsichlich
nicht. A

Schauen wir uns jetzt implizite Gleichungen an. Wir betrach-
ten den einfachsten Fall: Zu einer offenen Menge U C R? und
einer Funktion f : U — R fragen wir uns, ob man die Gleichung
f(x,y) = 0 nach y auflésen kann. Nehmen wir an, wir kennen
schon eine Loésung (xo, yo) (d-h., es gilt f(xo,yo) = 0). Wir ver-
suchen nun fiir x nahe bei x eine Losung von f(x,y) = 0 zu
konstruieren: Das konnen wir als Fixpunkt-Problem schreiben,
indem wir zu diesem x

h(y) ==y —f(xy)
setzen. Dann gilt:
h(y) =y < flx,y) =0

Allerdings muss h keine Kontraktion sein. Wir kénnen aber immer
eine geeignete Kontraktion definieren, falls b = D, f (xo, o) # 0
gilt: In diesem Fall definieren wir

he(y) ==y —$f(x,y).
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Eine Menge U heifst konvex, wenn fiir
alle x,y in U und A € [0,1] immer
Ax + (1 —A)y € U gilt. Mit anderen
Worten: Wenn zu zwei Punkten aus der
Menge auch immer die ganze Verbin-
dungsstrecke mit in der Menge liegt.
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Dann gilt wieder /1, (y) = y genau dann, wenn f(x,y) = 0 gilt,
und auflerdem ist fiir x = xg

h(yo) = 1— Daf (x0,y0) = 0.

Ist /), nicht nur in y, sondern auch in x stetig, so ist /, in einer
Umgebung von (X, o) eine Kontraktion und nach dem Banach-
schen Fixpunktsatz hat die Gleichung f(x,y) = 0 genau eine
Losung. Dariiber wird in dieser Umgebung eine Funktion g durch
f(x,8(x)) = 0 definiert. (Und wir kénnen g(x) bestimmen, in
dem wir y1 = hy(y) iterieren.)
Wir betrachten diese Situation noch etwas genauer: Gilt f (x, ¢(x)) =

0 fiir alle x in einem Intervall I gilt, so konnen wir diese Gleichung
mit der Kettenregel ableiten. Wir betrachten dazu die Hilfsfunk-
tion H: I — U, H(x) = (x,g(x))’. Dann miissen wir die Ver-
kniipfung (f o H)(x) ableiten. Da DH(x) = (1,¢'(x))T gilt, folgt

1

0= (Duf5,(5)) Daf(rg(0)) ( gy ) = D1 800 + Daf 565 (1)

Ist Dy f (x,8(x)) # 0, so kénnen wir auflésen

/iy Dif(rg(x)
8'(%) = =5 eto)

Wir konnen also die Ableitung von ¢ an der Stelle x bestimmen,
ohne eine Formel fiir die Funktion g selbst zu bendtigen.
Beispiel.

Auf] = |—a, a| betrachten wir g(x) = v/a? — x2. Dieses g erfiillt
die Gleichung

g(x)? =a?> —x*> oderanders: x*+ g(x)?—a*=0.

Wir betrachten die Funktion F(x,y) = xZ 4 y2 — a2, Leiten wir
F(x,g(x)) = x*> + g(x)? — a®> = 0 nach x ab, bekommen wir

2x +2g(x)g'(x) =0

was wir (da g(x) # 0 fiir alle x) aufl¢sen kénnen zu

X —X

§() =~y = v
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16 Implizite Funktionen

Wir benétigen noch ein technisches Hilfmittel:

Lemma 16.1. Sei U C R" und A : U — R™™ eine stetige Matrix-
wertige Abbildung. Ist dann A(xo) fiir ein xo € U invertierbar, so gibt es
eine Umgebung V C U von x, so dass A(y) fiiralley € V invertierbar
ist.

Beweis.
Ist x — A(x) stetig, so sind alle Komponentenabbildungen x +—

A(x);j stetig. Da die Determinante det(A(x)) sich als Polynom
in den Eintrigen von A(x) ausdriicken lisst, ist die Abbildung
x — det(A(x)) ebenfalls stetig. Da nun det(A(xp)) # 0 gilt,
gibt es eine Umgebung von V von x, so dass fiir y € V wieder
det(A(y)) # 0 gilt, was die Behauptung zeigt. O

Kommen wir zum Satz {iber implizite Funktionen. Im Beweis
des Satzes werden wir den Banachschen Fixpunktsatz zweimal an-
wenden: Finmal im R und einmal im Banach-Raum C, (U, R™)
der beschrinkten und stetigen Funktionen von einer offenen Men-
ge U C R" nach R versehen mit der Supremumsnorm.

Satz 16.2 (Satz iiber implizite Funktionen). Es seien U; C R* und
U, C R™ offen und

F:U; x Uy = R™, (x,y)— F(x,y)

stetig differenzierbar und es sei (a,b) € Uy x Up mit F(a,b) = 0. Ist
dann die m x m-Matrix

oh . 9h
a1 o
M= : :
9Fy .. Ok
IR W

in (a,b) invertierbar, so gibt es offene Umgebungen Vy C Uy und V, C
U, von a bzw. b und eine stetig differenzierbare Funktion g : Vi — V),
mit g(a) = b, so dass fiir alle x € V1 gilt

F(x,g(x)) =0.

In umgekehrt F(x,y) = 0 fiir (x,y) € Vi x Vo, sogilty = g(x).
Teilen wir die Jacobi-Matrix von F ein in

Sy o By | Py e Sy
DF(cy) = | : : :
Setoy) o FEy) | Srtoy) o FE(y)

= | §w) | Fy) |

mit 3 (x,y) € R"™* und g—g(x,y) € R™ ™ so gilt fiir die Jacobi-
Matrix von g

Dg(x) = — (£ (x,3(x))) " L(x,8(x)).
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Beweis.

1. Umschreiben in ein Fixpunkt-Problem: Ohne Beschrin-
kung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass (a4, b) = (0,0)
(was wir durch Verschiebung erreichen kénnen).

Wir definieren B := 9 (O 0) und G : Uy x Uy — R™ durch

G(x,y):=y— B 'F(x,y).
Dann gilt
F(x,y) =0 <= y=G(x,y).
Wir haben also das Problem der Gleichung F(x,y) = 0in
ein Fixpunktproblem iiberfiihrt.
2. Losen der Fixpunktgleichung mit dem Banachschen Fix-
punktsatz: Es gilt

%(x,y) = Em — B3 (x,y)

und es folgt fiir den Punkt (0,0)
%—G(o,o) = Opscrm.

Da alle Eintrige von ay C (x,vy) stetige Funktionen sind und

auflerdem ||%—§(0,0)H 0 gilt, gibt es Nullumgebungen
Wi € U; und W, C Uy, so dass fiir (x,y) e Wy x W,

gilt
19 (x, )] < *
Weiterhin wihlen wir ein r > 0, sodass gilt
Vo= {X e W, | HXHZ < 1’} C Whs.

Da G(0,0) = 0 und G stetig ist, gibt es eine offene Nullum-
gebung V; C Wy mit
sup[[G(x,0)[l2 =: € < 3. ()
xeV;
Auflerdem ist G wegen (*) und Lemma 153 in der zweiten

Koordinate Lipschitz-stetig mit Konstante 1. Aus (**) folgt
furallex € Viundy € V,

IG(x y)ll2 < 1G(x, y) = G(x,0) ]2 + |G(x,0) ]2

< 3llyllz + 1G(x,0) ]2 (%)
<z+5=r

Damit ist die Abbildung y — G(x,y) eine Kontraktion der
abgeschlossenen Kugel V; in sich selbst. Nach dem Banach-
schen Fixpunktsatz gibt es also zu jedem x € V; genau ein
y € V,s0dass G(x,y) = y gilt und das war (nach Schritt 1)
genau dann der Fall, wenn F(x,y) = 0 gilt. Dies gibt durch
g(x) := y eine Abbildung ¢ : V3 — V5.
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3. Zeige Stetigkeit von g: Wir wenden den Banachschen Fix-
punktsatz noch einmal an, aber diesmal im Banach-Raum
Cyp(V1, R™) der stetigen und beschrdnkten Funktionen von V; nach
R™, versehen mit der Supremumsnorm: Jedem a € C,(V1, R™)
mit

||‘X||suP <r
ordnen wir eine Funktion B : V; — R"™ zu, welche durch
die Gleichung

p(x) := G(x,a(x))

definiert wird. Dies definiert via ®(«) :=  eine Abbildung
®: Cp(V1, R™) — Cp(Vh, R™). Wegen (3*) folgt

[D(a) [[sup = [|Bllsup = [|G(x, a(x))l[sup < 7.

Das heift, die Abbildung @ : & — B ist eine Selbstabbildung
der Menge

A= {w € GV, R™) | alloup < 7}

in sich selbst. Im vorigen Schritt hatten wir gesehen, dass G
in der zweiten Koordinate Lipschitz-stetig mit Konstante 3
ist und daher gilt fliray, ap € A

[®(a1) — P(a2)||sup = su§HG(x, w1(x)) — G(x, a2(x)) |2
xXevy
< Lsup|lag (x) — a2(x)[|2 = Alar — a2 sup-

xeV;

Das heifit, die Abbildung & : A — A ist eine Kontraktion
und hat daher genau einen Fixpunkt, ¢ € A und dies zeigt,
dass das g aus dem vorigen Schritt tatsichlich stetig ist.

4. Zeige, dass g differenzierbar ist: Da 3—5 im Nullpunkt inver-

tierbar ist, ist es nach Lemma 16.1 auch in einer Nullumge-
bung invertierbar. Wir nehmen an, dass V; schon eine solche
Nullumgebung ist (wenn nicht, verkleinern wir V; weiter).
Wir zeigen nun, dass ¢ in 0 € V; differenzierbar ist (der
Beweis fiir andere Punkte in V; ist analog): Wir definieren

A= 9(0,0) € R™*

(und B = 3—5(0,0) hatten wir schon im ersten Schritt defi-
niert). Da F in (0,0) differenzierbar ist, gilt

HLWZF&®+DH%w<9+vQJ)

= F(0,0) + Ax + By + ¢(x,v)
@(x,y) = o([[(x,y)ll2), (x,y) — (0,0).
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Wegen F(0,0) = ¢(0) und F(x, g(x)) = 0folgt0 = F(x, g(x)) =
Ax+ Bg(x)+ ¢(x,g(x)) und

g(x) = g(0) — B ' Ax — B g(x, g(x)). (4%)

Wir miissen nur noch zeigen, dass

p(x) =B lp(x,8(x)) = o(llx[2), x =0 (5%)
gilt.

(a) Zeige: Es gibt Nullumgebung V] C V; und K > 0, so
dass fiir x € V] gilt

18(x)]l2 < K[[x]|2-

Dazu setzen wir c¢; := ||B~'A|| und ¢, := ||B~!||. We-

gen ¢(x,y) = o([[(x,y)|]2), (x,y) — (0,0), gibt es zu
€ = 1/(2¢,) eine Nullumgebung V' C V; x V3, so dass
fiir alle (x,y) € V' gilt

loCx,y)ll2 < ell(x,y)ll2 < 55 (llxll2 + yll2).

Da g stetig ist, gibt es eine Nullumgebung V| C V4, so
dass der Graph von g|y; ganz in V’ enthalten ist. Fiir
x € V] gilt

lp(x, 8(x))ll2 < 55 (lxll2 + lg(x)l2).
Wegen (4*) gilt
Ig()ll2 < erllxllz+callp(x, ()12 < (e1+ 3)lIxll2+ 318 (%) 12,
also

lg()ll2 < (2e1 + 1) [[x]]2.
———

-
=:K

(b) Zeige (5*): Wir haben also gezeigt, dass es ein solches K
gibt, und daraus folgt

¢(x,8(x)) = o([|(x,g(x))ll2) = o(l[xll2 + lIg(x)[|l2) = o([lx[[2), x—=0

woraus
p(x) = o(llx[l2), x—0

folgt.

Dies zeigt (5*) und damit die Differenzierbarkeit von g in 0
mit .
Dg(0) = —B'A = _(%(0,0)) 9£(0,0)

und der Beweis ist abgeschlossen.
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17 Der Umkehrsatz

In der Analysis 1 hatten wir bewiesen, dass eine differenzierbare
Funktion f mit f’(xg) # 0 in einer Umgebung von xy umkehrbar
mit differenzierbarer Umkehrfunktion ist. Auflerdem hatten wir
die Formel (f~')'(y) = 1/f'(f '(y)) gezeigt. Ein analoger Satz
gilt auch in héheren Dimensionen. Dabei ist es nicht klar, unter
welchen Voraussetzungen eine Umkehrfunktion existiert und ob
diese, falls sie existiert, differenzierbar sein muss. Wenn man erst
einmal weifd, dass eine differenzierbare Umkehrfunktion existiert,
so ist es einfach, sich zu iiberlegen, wie die Ableitung der Umkehr-
funktion ist: Sind U; und U, offene Teilmengen des IR” und ist
f : Uy — Uy bijektiv und differenzierbar mit differenzierbarer
Umkehrfunktion so gilt

fF ) =v.

Wir leiten auf beiden Seiten ab, benutzen links die Kettenregel
und bekommen

Also muss Df(f~!(y)) invertierbar sein, und mit x = f~!(y)
muss gelten
D(f)(y) = (Df(x))™".
Der folgende Satz zeigt, dass die Umkehrbarkeit von Df im

Punkt x = f~!(y) schon fiir die Differenzierbarkeit von f~! aus-
reicht:

Satz 17.1 (Umkehrsatz). Essei U C R" offen und f : U — R”" stetig
differenzierbar. Weiter seia € U, b = f(a) und Df(a) sei invertierbar.
Dann gibt es eine offene Umgebung Uy C U von a und eine offene
Umgebung von Vj von b, so dass f die Menge Uy bijektiv auf Vjy abbildet
und die Umkehrabbildung

g::f_1:V0—>U0
stetig differenzierbar ist mit Dg(b) = (Df(a))~'.

Beweis.
Wir beweisen den Satz mit Hilfe des Satzes iiber implizite Funk-

tionen (Satz 16.2). Wir definieren
F:R"xU—R"F(x,y) =x— f(y).

(Beachte, dass hier die Rollen von x und y gegeniiber der Moti-
vation zu Beginn des Abschnittes vertauscht sind, damit wir die
Situation analog zum Satz tiber implizite Funktionen beschreiben
kénnen.) Wegen f(a) = b gilt F(b, a) = 0. Auf8erdem ist

& (v y) = —Df(y)

und da Df(a) invertierbar ist, kénnen wir Satz 16.2 anwenden: Es
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gibt also eine offene Umgebung V' von b, eine Umgebung U' C U
von a und eine stetig differenzierbare Abbildung g : V' — U’ mit
den Eigenschaften:

1. Firalle x € V' gilt 0 = F(x,g(x)) = x — f(g(x)), also
f(g(x)) = x.

2. Ist (x,y) € V/ x U' mit F(x,y) = 0 (also x = f(y)), so folgt
y=gx).

Da f stetig ist, gibt es eine offene Umgebung Uy C U’ von 4 mit
f(Up) C V'. Aus 2. folgt jetzt fiir Vp := f(Up)

Vo =g ' (Uo).

Da g stetig ist, ist V) eine offene Umgebung von b und nach Kon-
struktion ist f : Uy — V| bijektiv. Die Formel fiir die Ableitung
haben wir schon vor dem Satz eingesehen. O

Wir holen nun die Einfithrung von paar Begriffen nach und
fiihren weitere Begriffe ein:

Definition 17.2. Es seien U,V C R" offen und k € IN

1. Ist f : U — R"™ k-mal stetig differenzierbar, so sagen wir f
ist von der Klasse C* oder auch f ist eine C*-Funktion.

2. Wir bezeichnen
Ck(U,R™) := {f : U — R™ | f ist C*-Funktion}
Entsprechend ist C*(U, W) fiir W C R™ definiert.

3. Ist f € C¥(U, V) bijektiv mit Umkehrabbildung der Klasse
C*, so nennen wir f einen C-Diffeomorphismus.

Beispiel. Wir betrachten Polarkoordinaten in der Ebene: Sei

£:10,00[ x R — R,  f(r, @) = (:Zfrf((g;) .

71/50*

Yy
/3 7”(77’,4?4)) f(r, o)
- f /
R G
1 7 x

—/2 +

Diese Abbildung ist stetig differenzierbar mit

% (r, ) %{;mm) _ <cos<(p> —rsin(@)

’ _ Jar .
Df(r, ¢) (%frz(r’ ) %(1’, ) sin(¢) rcos(¢)
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Es gilt det(Df(r,¢)) = r > 0 und daher ist Df(r, ¢) fiir alle
(r,¢) € ]0,00[ x R invertierbar. Nach dem Umkehrsatz ist f in
jedem Punkt lokal umkehrbar. Es gilt

(DF(r,9) " = (_%

cos(¢@)
r s
Setzen wir ( )
_ _ (rcos(g
(4) =10 = (159
so ist

P +yt =1, *=cos(p), Y=sin(gp).

Fiir eine lokale Umkehrfunktion g von f gilt also

x y
Dg(x,y) = (Df(r, )" = (\/"ijQ \/"ffyz> :

x2 +y2 x2 +y2

Wir kénnen auch eine solche lokale Umkehrfunktion g explizit
angeben, zum Beispiel auf der Menge

V:=]0,00[x|-%,5] und V':=]0,00[ xR,

Dieses V ist eine offene Umgebung jedes Paares (7, ¢) mit r > 0
und ¢ € |—%, 5[, und V’ ist eine offene Umgebung jedes (x,y)
mit x > 0 (dies entspricht der Abbildung f zwischen den dun-

kelblauen Gebieten rechts). Auflerdem ist dann x = rcos(¢) > 0

und die Abbildung 30/ %
f:Vv-=Vv Yy
ist bijektiv mit Umkehrung )2+ f o
ViV, vzt "
55V = g0 = (Vianh) 2}

(Zwischen den hellblauen Gebieten ist diese Umkehrformel nicht
giiltig (z.B. giltjaimmerarctan(t) € |—7/2, 7r/2[).) Man kann die-
se Umkehrformel bestitigen, imdem man nachrechnet (erinnere
arctan’(t) = 1/(1 + t2)):

9g _ 9 _ y

Txl(x’y) — \/x;cTyz Ty](x/y) - /xz+y2

9 - - 9

BN - LF -k Ben-ti-ok
K2 K2

Eine Konsequenz aus dem Umkehrsatz ist:

Satz 17.3 (Offenheitssatz). Essei U C R” offenund f : U — R" eine
C'-Abbildung. Ist dann Df (x) fiir alle x € U invertierbar, so ist die

Bildmenge f(U) offen.
Ohne die Invertierbarkeit der Ableitung
Beweis. gilt der Satz nicht, wie man z.B. an kon-
stanten Funktionen sieht.
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Nach dem Umkehrsatz hat jeder Punkt x € U eine offene Umge-
bung U,, welche bijektiv auf deren Bild V;, = f(U,) abgebildet
wird. Auferdem ist f —1.V, — U, differenzierbar und also auch
stetig. Daherist V, das Urbild der offenen Menge U, unter f ~! und
somit selbst offen. Also ist f(U) = Uyey f(Ux) als Vereinigung
offener Mengen offen. U

Exkurs (Nachtrag: Auf dem R" sind alle Normen dquivalent).

Wir hatten schon gesehen, dass die Normen |||, ||-]|2 und ||-|/e
die gleichen offenen Mengen erzeugen und daher fiir topologische
Uberlegungen keinen Unterschied machen. Der Grund dafiir lag
in Satz3.4: Wir konnen den Wert einer der Normen nach unten und
oben durch Vielfache der Werte einer anderen Norm abschitzen.
Definition 17.4. Wir nennen zwei Normen ||-|| und |- || auf einem
Vektorraum V dquivalent, wenn es Konstanten ¢, C > 0 gibt, so
dass fiir alle x € V gilt

cllxll < flxlf < Clix]l-

Lemma 17.5. Aquivalenz von Normen ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis.
Reflexivitit: Jede Norm ist zu sich selbst dquivalent (mit Konstan-
tenc=C=1).

Symmetrie: Ist ||-||, 4quivalent zu ||-||, mit Konstanten ¢ und C,
d.h. es gilt cl|x|| < [|x[la < Cllx[lp, s0 gilt ¢[|x[la < [lx[ls < Z[x[la
und also ist ||- ||, auch dquivalent zu ||-||,-

Transititvitit: Ist ||-||, Aquivalent zu ||-||, und diese wiederum
4quivalent zu ||-||. so gibt es Konstanten ¢,, C; und ¢}, Cp, so dass
fur alle x gilt

Callx[la < [lxllp < Callx]la

cpllxlly < [xlle < Collx]lo

und es folgt
cacpl[x]la < [lxlle < CaCollx|a

und daher ist |||, auch dquivalent zu ||-||. O

Satz 17.6. Aufdem jedem endlichdimensionalen reellen Vektorraum sind
alle Normen dquivalent.
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Beweis.
Jeder endlichdimensionale reelle Vektorraum ist zum R” iso-

morph und nach dem vorigen Lemma reicht es, zu zeigen, dass
eine beliebige Norm ||-|| 4quivalent zur 1-Norm ist.

Wir wollen also zeigen, dass es Konstanten ¢, C gibt, so dass
fur alle x € R” gilt

cllxflr < flx[l < Cllx]lr-

Fiir x = 0 gilt dies immer, und fiir x # 0 kénnen wir durch || x|
dividieren und wir sehen, dass wir fiir u = x/||x||1 zeigen miissen,
dass

c<|lu| <C

gilt.

Um dies zu zeigen, benutzen wir Satz 7.10 und zeigen zuerst,
dass |- || beziiglich ||-||; stetigist. Bezeichnen wir mit ¢, die Standard-
Basis-Vektoren im R", so gilt x = Y}, xxex und wir sehen, dass
fiir x, ¥’ € R" gilt

n n

e =l = 112 (o = xieell < Yol — xillel] < max fleg][lx =]l
k=1 k=1 et

Also folgt aus ¥ =% x bzgl. |- ||; auch x™ =% x bzgl. ||-||. Da

die Menge {u# € R" | ||u][y = 1} kompakt ist, existieren nach
Satz 7.10
¢ = min |[ul], C= max |u.
l[ull =1 lJull1=1
Es folgt fiir ||ulj; = 1
¢ < Jlull < C

was die Behauptung zeigt. O

Fazit: Im R" gibt es nur einen einzigen Begriff von ,offen“ der
von einer Norm kommt. Das gilt insbesondere auch fiir Operator-
Normen auf R”*": Dieser Raum ist isomorph zum R"" und also
sind auch dort alle Normen iquivalent. Zum Beispiel sind alle
Operator-Normen fiir Matrizen dquivalent, und ebenso dquivalent
zur Frobenius-Norm fiir Matrizen

Al = (3 Ylagl?)

i=1j=1

(die Frobenius-Norm ist nichts anderes als die 2-Norm des Vektors
in R™" der aus allen Eintrigen von A besteht).
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18 Einfiihrung in Differentialgleichungen: Mo-
dellierung von Epidemie-Dynamik

Mit Differentialgleichungen lassen sich zum Beispiel Phimnome-
ne modellieren, in denen eine zeitabhingige Grofle gesucht wird.
Eine Differentialgleichung beschreibt dann einen Zusammenhang
zwischen der Anderungsrate der Grofle und den Funktionswer-
ten der gleichen Grofle. In diesem Abschnitt soll am Beispiel der
Ausbreitung von Infektionskrankheiten illustriert werden, was fiir
Fragestellungen dabei auftreten.

Zuerst sollten wir dabei die Rolle der Modelle und der Model-
lierung kliren: Ein Modell ist dabei ein Abstraktion eines Vorgangs
in der realen Welt mit Hilfe von mathematischen Begriften. Ein
Modell bildet nicht die Wirklichkeit ab, sondern kann vielmehr
nur helfen die Mechanismen und Zusammenhinge der Wirklich-
keit zu verstehen. Mathematische Modelle kénnen niemals alle zu
Grunde liegenden Effekte abbilden, aber man kann Modelle ver-
feinern um die Wirklichkeit besser darzustellen. Hat man ein Mo-
dell, welches die Beobachtungen der wirklichen Welt hinreichend
gut erklirt, kann man es benutzen, um Vorhersagen zu machen.
Diesen Vorhersagen kann man aber nur insoweit trauen, wie die
Annahmen des Modelles stimmen. Wird zu einem Zeitpunkt ein
neuer Effekt wichtig, den das Modell nicht beriicksichtigt, werden
die Vorhersagen des Modells ggf. falsch und damit wertlos.

Fangen wir mit einem sehr einfachen Modell fiir die Ausbrei-
tung von Infektionskrankheiten an: Wir bezeichnen mit I(¢) die
Anzahl der infizierten Personen. Die Anderungsrate der Anzahl der
Infizierten ist dann I’(#) und wir machen folgende sehr einfache

Annahme:
. Anzahl der Kon- Wahrscheinlichkeit . .
+Anderungsrate ” . T "/, Wahrscheinlichkely,
| takte  zwischen bei einem Kon- )
der Anzahl der| = : . ) - | dass eine Person
. “ Personen pro takt infiziert zu PSR
Inzifierten . - M infiziert ist
Zeiteinheit werden

Ist I die Anzahl der Infizierten, so ist I(¢) /N der Anteil der Infizier-
ten an der Gesamtpopulation und damit gleich der Wahrschein-
lichkeit, dass jemand, dem man begegnet, infiziert ist. Bezeichnen
wir das Produkt aus Infektionswahrscheinlichkeit und Anzahl der
Kontakte mit 8, bekommen wir die ifferentialgleichung

I'(t) = piY.

Mit etwas Erfahrung kann man erkennen, dass es eine ganze Schar
von Losungen gibt: Zu jedem Iy € R ist 6

T
I(t) = Ioexp(%t) 41 8
eine Losung. (Die Konstante ] hat eine einfache Bedeutung: Es 20 / h

gilt I(0) = Iy, das heifit, Iy ist der Wert der Losung zum Zeitpunkt
t = 0.) Eine mathematische Frage, die sich sofort stellt, und die 0 1 2 3
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wir spiter beantworten werden: Sind alle Lésungen der Differenti-
algleichungen von dieser Form, oder gibt es noch weitere? An den
Losungen sehen wir sofort, dass dieses Modell fiir die Ausbreitung
von Infektionen nicht alle Effekte modellieren kann: Die Anzahl
der Infizierten I(t) wichst unbeschrinkt, was natiirlich bei einer
endlichen Population nicht sein kann. Man sieht aber: Falls nur
ein geringer Teil der ganzen Population infiziert ist, passt dieses
Modell noch gut zu den Beobachtungen die auch in letzter Zeit
gemacht wurden: Die Anzahl der Infizierten wichst exponentiell.

Bevor wir kompliziertere Modelle betrachten, wechseln wir
von der Anzahl der Infizierten zum Anteil der Infizierten. D.h. wir
wechseln zur Variable [ = I/N. Da hier [ gleich der Wahrschein-
lichkeit ist, dass jemand Infiziert ist, liefert unser Modell hier die
Gleichung

I'(t) = Bi(t).
Im Folgenden modellieren wir alle Groflen als Anteile an der
Population und lasse die"weg.

Nehmen wir einen weiteren Effekt mit hinzu: Sind weniger
Nicht-Infizierte da, so nimmt die Wahrscheinlichkeit, dass jemand,
den man trifft, infiziert ist ab. Die Wahrscheinlichkeit, dass bei
einem Kontakt von zwei Personen jemand infiziert wird, ist al-
so um den Faktor (1 — I(t)) kleiner als oben. Wir erhalten die
Differentialgleichung

I'(t) = B(1— I(£))I(t).

Auch ohne Lésungen zu kennen, lassen sich einige Eigenschaften
von Losungen angeben:

« Ist I(t) = 0,soist I'(#) = 0 und wir vermuten, dass dann [
konstant Null bleibt. (Das bedeutet: Ist niemand infiziert, so
bleibt es dabei.)

« Ist I(t) = 1, so ist ebenfalls I’(t) = 0 und vermuten wieder,
dass I konstant 1 bleibt. (Das bedeutet: Sind alle infiziert,
bleibt es dabei.)

+ Auflerdem sehen wir, dass fiir I(t) € ]0,1[, immer I'(t) > 0
gilt, d.h. Losungen [ sind immer strikt wachsend, wenn die
Werte zwischen 0 und 1 liegen.

Der Anteil der Infizierten wird also immer mehr und es gilt auch,
dass er immer gegen 1 konvergiert.

Man kann auch in diesem Fall eine Klasse von Losungen ex-
plizit mit uns bekannten Funktionen angeben:

Iy
I(t) = .
(*) Ip+ (1 — Ip) exp(—Bt)
Man nennt diese Art des Wachstums logistisches Wachstum. Wie-
derum stellt sich die Frage, ob alle Lésungen von dieser Form
sind.

Analysis 2 | TU Braunschweig | Dirk Lorenz | SoSe 2020 92

Wirwerden spater sehen, dass diese Ver-
mutung im allgemeinen falsch ist: Gilt
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der Differentialgleichung I(0) = 0
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05} N

ol
N
15N
(o)



17.06.2020, VL 18-3

Bei dem Modell des logistischen Wachstums werden nur In-
fizierte modelliert, nicht jedoch, dass Personen wieder gesund
werden kénnen, oder immun sein kénnen.

SI-Modell

Machen wir ein Modell, in der es auch Gesunde gibt, also Personen,
die noch infizierbar sind. Wir haben dann zwei Variablen:

I: Anteil der Infizierten (infected)
S: Anteil der Infizierbaren (susceptible).

Folgen wir wieder dem Modell, dass die Anderung des Anteils
der Infizierten gleich dem Produkt aus Anzahl der Kontakte zu
infizierten mal Wahrscheinlichkeit der Ansteckung pro Kontakt,
mal Wahrscheinlich der Infektion des Kontaktes ist, so ergibt sich

I'(t) = BS(t)I(t).

Da jeder, der sich infiziert, danach nicht mehr infizierbar ist, muss
die Anzahl der Infizierbaren so schnell abnehmen, wie die Zahl
der Infizierten wichst:

S'(t) = —BS(t)I(t).

Esfolgt I'(t) + S'(t) = 0 und wir vermuten, dass dann die Summe
aus Infizierten und Infizierbaren konstant bleibt. Ist das tatsich-
lich so und gilt zum Zeitpunkt t = 0

1(0) +5(0) = 1

sofolgt I(t) + S(t) = 1 und wir kénnen S(t) = 1 — I(t) elimieren.
Wir erhalten nur noch eine Differntialgleichung

I'(t) = B(1—I(£))1(t)

und das ist genau die Differentialgleichung, welche auf das logis-
tische Wachstum fiihrte.

SIR-Modell

Modellieren wir noch einen Effekt mehr: Ist jemand infiziert, so
wird diese Person nach einer Zeit weder infiziert, noch infizierbar
(also z.B. immun oder verstorben). Wir haben dann drei Variablen:

« I: Anteil der Infizierten (infected)
« S: Anteil der Infizierbaren (susceptible)
« R:Anteil der Immunen oder Verstorbenen (recovered/removed)

Fiir die Dynamik machen wir folgenden Annahmen:
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« Infizierte werden durch Infektion werden wie bisher mit
Rate “B- Infizierbare” mehr, jedoch

« wer sich infiziert ist danach nicht mehr infizierbar, und

« Infizierte werden durch Genesung oder Tod mit Rate - we-
niger.

Das fiihrt auf die Differentialgleichungen

Wiederum sieht man
I'(t)+S'(t) +R(t) =0

was uns vermuten lisst, dass I + R + S konstant ist. AufSerdem
sehen wir:

« R > 0, d.h. der Anteil “recovered/removed” wird immer
grofler.

« §' <0, d.h. die Infizierbaren werden immer weniger.
« Esgilt I'=0fallsI = 0oder S = v/B.

« Das Vorzeichen von [ kann wechseln. Ist S grof3, ist I’ > 0, ist
S klein, ist I’ < 0. Das kann man noch genauer ausdriicken:
Es gilt

I/>0fallsS>%, I/<OfallsS<%

In diesem Fall braucht man nur das Differentialgleichungssysten

I'(t) = BS(HI(E) — 71(1)
S'(t) = —BS(HI(H)

betrachten, das sich R aus I durch Integration ergibt:

t
R(t) — R(ty) = v t I(s)ds

0
und der Wert von R nicht in den Gleichungen fiir I und S vor-
kommt. Fiir dieses System von Gleichungen lisst sich aber keine
Losungsformel mit den uns bekannten Funktionen angeben.

Hier der Verlaufder Lésung fiiry = 0,01,1(0) = 0,001,5(0) =

1—1(0), R(0) = 0 und verschiedene B. Dabei ist rot S(I), blau
I(t) und griin R(t). Die hellen Graphen gehéren zu § = 0,02 und
die dunklen zum kleineren Wert g = 0,015.
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Das sollte vielleicht eingeordnet wer-
den: Viele der Funktionen, die als ,,ele-
mentar” bezeichnet werden, und die
tiber Polynome hinausgehen, sind als
Lésungen von Differentialgleichung de-
finiert (oder wenigstens definierbar),
z.B. exp, log, sin, cos aber auch kom-
pliziertere Funktionen wie z.B. Bessel-
funktionen.
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19 Gewohnliche Differentialgleichungen

19.1 Motivation

Unter einer Differentialgleichung verstehen wir eine Gleichung fiir
eine gesuchte Funktion mit der namensgebenden Eigenschaft,
dass die Gleichung auch Ableitungen der Funktion enthilt. Man
Kklassifiziert Differentialgleichungen unter anderem danach, ob es
sich bei der gesuchten Funktion um eine Funktion mit ein- oder
hoéher-dimensionalem Definitionsgebiet handelt. Ist der Definiti-
onsbereich der gesuchten Funktion eindimensional, spricht man
von gewdhnlichen Differentialgleichungen. Ist eine Funktion gesucht,
die von mehreren Variablen abhingt und enthilt die bestimmen-
de Gleichung partielle Ableitungen in verschiedene Richtungen,
so spricht man von partiellen Differentialgleichungen (welche nicht
in dieser Vorlesung behandelt werden).

Bei gewohnlichen Differentialgleichung wird typischerweise
eine Funktion y gesucht, welche einer Gleichung der Form

" = fx,yy,...,y" D)

geniigt, wobei f : G — R auf'einer Teilmenge G des IR” definiert
ist. Die Zahl n, also die hochste auftretende Ableitung, ist die
Ordnung der Differentialgleichung.

Betrachten wir zwei einfache Beispiele:

Yy

Beispiel.
Betrachten wir die gewohnliche Differentialgleichung 1. Ordnung

y=cy (dh f(xy) =cy)

fiir ein ¢ € R. Man sieht schnell, dass Funktionen der Form
f(x) = Aexp(cx) diese Gleichung lésen.

Zeigen wir jetzt, dass alle Losungen von dieser Form sind: Fiir
eine beliebige Losung f (x) betrachten wir F(x) := f(x) exp(—cx).
Die Ableitung davon ist

F'(x) = f'(x) exp(—cx) — cf (x) exp(—cx)
= (f'(x) = ¢f(x)) exp(—cx) = 0.

Daher ist F konstant, d.h. es gibt A € R, so dass F(x) = A. Es
folgt also

f(x) = F(x) exp(cx) = Aexp(cx).

Wir sehen insbesondere, dass wir durch die Angabe eines An-
fangswertes y(0) = yo eine eindeutige Losung ¢(x) = yoexp(cx)
bekommen. A
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Beispiel.
Wir betrachten die Differentialgleichung

y/Z\/m

Zum Anfangswert y(xo) = 0 ergibt sich fiir x > x, z.B. die Lésung

¢ :[x0, 00 = R, ¢(x)= (x—4x0)2_

Man rechnet schnell nach, dass ¢(xp) = 0 gilt und dass

¢'(x) = (x—x20)/2= \Jo(x) = \/Io(x)]

wobei bei der zweiten Gleichung benutzt wurde, dass x — xg >
0 und in der letzten Gleichung wurde benutzt, dass ¢(x) > 0
gilt. Beachte, dass ¢(x) = (x — x¢)?/4 als Funktion von R
nach R keine Lésung ist, denn fiir x < xq ist ¢/(x) < 0 und

kann daher nicht ¢'(x) = \/|¢(x)| > 0 erfiillen.
Es gibt auch ein Losung ¢ : R — R, z.B.

X—X 2
g(x) = sign(x — xp) 20

Es gibt aber noch weitere Losungen, die den Anfangswert ¢(xp) =
0 erfiillen: Eine weitere Losung ist z.B. y(x) = 0! Es gibt sogar
noch beliebig viele weitere Losungen, z.B. ist fiir jedes x; > xo:

B 0 x < xq
y(x) = (96*4961)2 x> x1.

A

Differentialgleichungen spielen eine grofle Rolle in vielen
anderen Wissenschaften. Ein paar Beispiele:

« Ist y die Grife einer Population und x die Zeit, dann ist i’ das
Wachstum der Population. Nimmt man an, dass das Wachstum
proportional zur Grofie ist, ergibt sich die Differentialglei-
chung ' = cy.

« Isty der Ort eines Korpers und wieder x die Zeit, so ist y’ seine
Geschwindigkeit. Ist die Geschwindigkeit zu jedem Zeitpunkt
bekannt, ergibt sich die Differentialgleichung v’ = f(x). Ist
auch noch y(0) = yo bekannt, also der Ort zum Zeitpunkt
x = 0, so ist die eindeutige Losung gegeben durch ¢(x) =

Yo + fox f(t)dt.

« Im vorigen Beispiel ist " die Beschleunigung. Nach dem zwei-
ten Newtonschen Bewegungsgesetz ist die Beschleunigung
proportional zur einwirkenden Kraft. Ist F(x) die bekannte
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Kraft zur Zeit x und m die Masse des Korpers, so gehorcht y
also der Differentialgleichung y”" = F(x)/m.

Auch in weiteren Wissenschaften werden Differentialgleichung
zur Modellierung eingesetzt (z.B. Modellierung von Preisdynamik
in der Wirtschaft, von Reaktionsabliufen in der Chemie, von Mei-
nungsdynamik in der Soziologie, von Bewegungen und Schwin-
gungen von Korpern oder Bauten in den Ingenieurswissenschaf-
ten, von Strom um Spannung in der Elektrotechnik, oder von
Epidemien...). SchliefSlich sind Differentialgleichungen auch in-
nerhalb der Mathematik wichtig, nicht nur um Probleme in an-
deren Gebieten der Mathematik zu bearbeiten, sondern auch als
eigenstindiges Forschungsobjekt.

Bei Differentialgleichungen wird sich deutlich zeigen, dass es
oft zwei sehr verschiedene Fragen sind, ob eine Losung existiert
und ob sie eindeutig ist. Typischerweise werden bei Differential-
gleichunge beide Fragen getrennt voneinander behandelt und oft
mit verschiedenen Methoden beantwortet. Eine weitere wichtige
Frage ist die Frage nach stetiger Abhdngigkeit von den Anfangswerten.
Alle diese Fragen haben direkte Interpretationen in der jeweiligen
Anwendung:

« Ist Existenz einer Losung nicht garantiert, so mag man sagen,
dass die Differentialgleichung kein natiirliches Phinomen
modelliert, da man in der Natur ja wahrscheinlich etwas
beobachtet, was man mit der Differentialgleichung beschrei-
ben mochte. Dies klingt einleuchtend, jedoch ist es bei der
sogenannten Navier-Stokes-Gleichung, einer partiellen Dif-
ferentialgleichung, die zur Beschreibung der Strémung von
Fliissigkeiten und Gasen benutzt wird, bis heute nicht bewie-
sen, dass unter bestimmten Voraussetzungen Losungen exis-
tieren (und das obwohl die Gleichung weltweit erfolgreich
numerisch geldst und benutzt wird). Fiir eine Lésung des
Existenzproblems fiir diese Gleichung hat das Clay-Institut
ein Preisgeld vom 1 Million Dollar ausgelobt.

« Ist die Eindeutigkeit einer Losung nicht garantiert, so mag
man immer noch versucht sein, zu sagen, dass die Differen-
tialgleichung kein natiirliches Phinomen modelliert. In der
Natur beobachtet man ja immer genau einen Fortgang der
Ereignisse, und erlaubt die Differentialgleichung mehrere
Losungen, so scheint die Gleichung nicht alle Eigenschaften
erfasst zu haben.

« Hingt eine (eindeutig bestimmte) Losung nicht stetig von
den Anfangsdaten ab, so scheint es ebenfalls, als wiirde die
Gleichung kein natiirliches Phinomen beschreiben. Immer-
hin wiirde die bedeuten, dass eine beliebig kleine Anderung
des Anfangswertes eine beliebig grofle Anderung der Losung
zur Folge hitte. Tatsichlich gibt es aber einfache gewohnli-
che Differentialgleichungen, bei denen genau dies passiert.
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Eine Gleichung mit dieser Eigenschaft wurde in den 1960er
Jahren bei der Modellierung des Wetters entdeckt.

19.2 Definitionen, Richtungsfelder

Wir formalisieren noch einmal den Begrift:

Definition 19.1. Sei G C R x R" und

f:G=RY (xy) = floy)
stetig. Die Gleichung
V' =f(xy)

heifdt (n-dimensionale gewohnliche) Differentialgleichung erster Ord-
nung. Eine Losung davon ist eine Funktion ¢, welche auf einem
Intervall I C R definiert ist und folgende Eigenschaften hat:

1. Der Graphvon ¢ liegtin G, d.h. fiiralle x € I gilt (x, ¢(x)) €
G.

2. Fiiralle x € I gilt ¢'(x) = f(x, ¢(x)).
Das Intervall I heifit dabei Existenzgebiet der Losung,

Differentialgleichungen hingen mit Integralgleichungen zu-
sammen: Hingt f zum Beispiel nur von der ersten Variable ab,
also vy’ = f(x), so suchen wir ¢, so dass

¢'(x) = f(x).

Dies konnen wir durch Integration Losen: Wir integrieren beide
Seiten von x( bis x und bekommen nach dem Fundamentalsatz

¢(x) = @(xo) + /x:f(t)dt.

Dieses ¢ erfiillt den Anfangswert y(xo) = ¢(xo).
Ist f auch von der zweiten Variable abhingig, folgt fiir eine
Losung ¢ von y' = f(x,y) immer noch

p(x) = glxo) + [t p(t))at

(und erfiillt auch den Anfangswert y(xy) = ¢(xo)). Es handelt
sich um eine dquivalente Integralgleichung. Es tauchen zwar keine
Ableitungen mehr auf, aber trotzdem eignet sich diese Gleichung
auch nicht unmittelbar zur Losung, da die gesuchte Funktion im-
mer noch auf beiden Seiten und einmal sogar unter dem Integral
auftaucht.

Gewohnliche Differentialgleichungen erster Ordnung haben
eine einfache geometrische Interpretation: In jedem Punkt (x,y) €
G wird durch die Gleichung y’ = f(x,y) eine Steigung vorgege-
ben. Eine Losung ist eine differenzierbare Funktion, dessen Graph
durch G verliuft und die in jedem Punkt im Graphen die vorge-
gebene Steigung hat. Fiir die Gleichung iy’ = y — x sieht dieses
sogenannte Richtungsfeld wie folgt aus:
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Beachte: Nicht nur die ,Abbildungsvor-
schrift” ¢ ist gesucht, sondern auch das
Existenzgebiet I! Insbesondere ist das
Existenzgebiet a-priori unbekannt und
kann fiir die gleiche Differentialglei-
chung fiir verschiedene Anfangswerte
unterschiedlich sein.

Man rechnet nach, dass fiir jedes 2 € R
die Funktion ¢(x) = x —aexp(x) +1
eine Lésung ist.
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Es sind auch einige Losungen eingezeichnet.
Hier noch ein anderes Richtungsfeld: Fiir die Gleichung iy’ =
2 _
xy- —
Dies ist ein Spezialfall der Bernoulli-
Differentialgleichung iy = Q(x)y" —
P(x)y (1 # 0,1).

Bei dieser Differentialgleichung ist besonder auffillig, dass die
verschiedenen Losungen sehr unterschiedlich sind. Zum Beispiel
gibt es Losungen, welche fiir alle x existieren und wieder andere,
die nur fiir endliche Zeiten existieren (d.h. die nur auf einem
beschrinkten Intervall existieren).

Definition 19.2. Wir nennen eine Differentialgleichung autonom,

wenn die rechte Seite nicht von x abhingt. . o
Autonome Differentialgleichungen ha-

Richtungsfelder von autonomen Differentialhaben haben eine ben also die Form y' = f(y).
einfache Struktur: Wir miissen uns nur fiir ein festes x die Stei-
gungen fiir verschiedenen y-Werte {iberlegen. Fiir alle anderen x-
Werte erhalten wir dass die gleichen Steigungen. Daher kann man
fiir autonome Gleichungen auch sofort das Monotonie-Verhalten
der Losungen sehen.

Beispiel.
Wir betrachten die Gleichung
y'=1-lyl.
Diese gehort zur rechten Seite f(y) = 1 — |y|. Es gilt
fly)=0 <= y=1 oder y=-1

fly) >0 <= —-1<y<1
fly) <0 <= y< -1 oder y>1.

Eine Losung ¢ ist also wachsend, wenn —1 < ¢(x) < 1, fallend,
wenn ¢(x) < —1 oder ¢(x) > 1 gilt und flach/lokal konstant,
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wenn ¢(x) = 1 oder ¢(x) = —1. Das Richtungsfeld sieht so
aus und es wiirde nicht schwer fallen, hier Lésungen per Hand
einzuzeichnen:
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Kommen wir nun noch einmal auf das Beispiel mit nicht-
eindeutigen Losungen zuriick:

Beispiel.

Fiir die autonome Differentialgleichung ' = +/|y| sehen Rich-

tungsfeld und ein paar Lésungen so aus:
1

Lax gesprochen: Das Richtungsfeld ist fiir y nahe bei Null auf die
richtige Art und Weise flach, dass eine Losung ,,aus der konstanten
Null entwischen kann®. A

Bevor wir uns einer allgemeinen Losungstheorie mit Existenz-
und Eindeutigkeitsaussagen zuwenden, beschiftigen wir uns mit
Losungsmethoden fiir spezielle Fille.
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20 Trennung der Variablen

In diesem und im nichsten Abschnitt schauen wir uns zwei L6-
sungsmethoden an, mit denen man in speziellen Fillen Losungen
explizit ausrechnen kénnen. In der Praxis sind beide Methoden
nicht von grofler Bedeutung.

Definition 20.1. Eine eindimensionale Differentialgleichung hat
getrennte Variablen, wenn sie von der Form

¥ = f(x)g(y)

mit stetigen Funktionen f : I =+ R, g : ] — R mit Intervallen [, |
ist.

Satz 20.2. Esseien f : | — R und g : | — R stetig und es gelte
g(y) # 0 fir alley € ]. Fiir einen Punkt (xo,y0) € I X | definieren
wirF: I —-Rund G: ] — R durch

X v 1
F(x) = / f(Hdt,  G(y) = /y an

Dann gilt fiir jedes Intervall I' C I mitxo € I' und F(I') C G(J), dass
die Funktion ¢ : I' — R welche implizit durch die Gleichung

G(o(x)) = F(x). (*)

gegeben ist die Differentialgleichung y' = f(x)g(y) mit Anfangsbedin-
gung ¢(x0) = yo lost. Auflerdem existiert ein grofites solches Intervall I’
und fiir jedes Intervall I genau eine Lisung ¢ der Differentialgleichung.

Beweis.
Zuerst bemerken wir, dass die Forderung F(I') C G(J) notwendig
dafiir ist, dass die Gleichung (*) nach ¢(x) aufgelost werden kann.

1. Zeigen wir zuerst, dass eine Funktion ¢, die die Differen-
tialgleichung und die Bedingung ¢(x) = yo erfiillt, auch
die Gleichung (*) erfiillt. Dazu dividieren wir die Gleichung

¢'(x) = f(x)g(@(x)) durch g(p(x)) (es gilt ja g(y) # 0 fiir
alle y) und integrieren beide Seiten von xq bis x:
* 9'(t) /‘x
dt = t)dt.
o g = [0
Im linken Integral substituieren wir u = ¢(t) und bekom-
men (beachte Anfangbedingung ¢(xy) = yo)

/y:)(x) g(lu)du _ /x:f(t)dt.

Die rechte Seite ist F(x) und die linke Seite ist G(¢(x)), was
genau der Gleichung (*) entspricht.

2. Nach dem ersten Schritt wissen wir, dass jede Losung ¢
von ¥y = f(x)g(y) mit Anfangswert ¢(xo) = yo die Glei-
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chung (*) erfiillt. Da G'(y) = ﬁ # 0 und da g stetig ist,

ist G streng monoton (wachsend oder fallend). Folglich hat
G eine Umkehrfunktion H : G(J) — R die ebenfalls stetig
differenzierbar ist. Da (*) gilt, folgt fiir alle x € I’

¢(x) = H(F(x)).

Dies zeigt, dass es hochstens eine Losung von der Differen-
tialgleichung mit gegebener Anfangsbedingung gibt.

3. Um Existenz einer Losung zu zeigen, definieren wirnun ¢ (x) :=
H(F(x)).Der Anfangswert stimmt, denn es gilt F(xp) = 0 =
G(yo) und daher

¢(x0) = H(F(x0)) = H(0) = yo.

Auflerdem erfiillt ¢ die Gleichung (*) und mit der Kettenre-
gel und der Definition von F und G folgt

f(x) = F'(x) = G'(g(x)g/(x) = L1,

also

wie gefordert.
O

Aus diesem Satz konnen wir ein systematisches Vorgehen zum
bestimmen der Losung von Differentialgleichungen mit getrenn-
ten Variablen ableiten:

1. Lese Definitionsbereiche I von f und ] von g ab, oder be-
stimme diese selbst passend zum Anfangswert (d.h. so, dass
xo € IT'und yp € J), am besten grofftmaoglich. Beachte: I und
] miissen Intervalle sein!

2. Bestimme F und G durch
F(x) = / F(Hdt, Gly) = /y -
0

3. Bestimme das Intervall G(]) = {G(y) | y € J} und dann
das maximale Existenzintervall I’, d.h. I’ gréftméoglich so
dass F(I') € G(]).

4. Bestimmte die Losung ¢ : I’ — R durch Auflésen der

Gleichung
G(o(x)) = F(x)
nach ¢(x).
Analysis 2 | TU Braunschweig | Dirk Lorenz | SoSe 2020 103

Oft wird folgende Merkregel fiir die
Trennung der Variablen empfohlen:

1.

4.

Schreibe i/ als % und schreibe

dy _
FRRPACII)
formen dies formal um zu

W rdx
m>“m'

Integriere beide Seiten unbe-
stimmt

/% = /f(x)dx+C

Lése die Gleichung nach y(x)
auf.

Passe die Konstante C an die
Anfangsbedingungen an.

Ich rate von dieser Merkregel ab und
empfehle das systematische Vorgehen.
Das systematische Vorgehen ist weni-
ger fehleranfillig und liefert das Exisis-
tenzintervall mit.
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Beispiel.
Wir betrachten

y'=—% auf Ix]=]0,00[x]0,c0]

mit der Anfangsbedingung y(1) = ¢ > 0. Dies ist eine Differenti-
algleichung in getrennten Variablen, denn es gilt

Y = f)gly) mit f)=- s)=y

Gehen wir nun systematisch vor:

1. Die Funktionen F und G aus Satz 20.2 sind
X X
F(x) = / f(t)dt = —/ %dt = —log(x)
1 1
und

G(y) = /Cy g(lt)dt = /Cy %dt = log(y) —log(c) = log(y/c).

2. Es gilt G(J) = G(]0,00[) = {log(y/c) | v > 0} = R,
wir kénnen also I’ = [ = ]0, oo wihlen, da F(]0,00[) =

{—log(x) | x>0} = R = G(]).

3. Es ergibt sich also eine auf'ganz I definierte Losung ¢ : [ —
R mit

Glp(x)) = F(x)  also log(g(x)/c) = — log(x).

Anwendung der Exponentialfunktion auf beiden Seiten lie-

fert
c
-

p(x) =

Die Gesamtheit aller Losungen ist also eine Hyperbelschar, gegeben
durch xy = c:

Man beachte, dass durch jeden Punkt von |0, oo[ X ]0, co[ genau
eine Losungskurve gibt. A
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Beispiel.
Betrachten wir nun

-

y :y in G=Rx]0,00]

mit Anfangswert y(xo) = yo mit yy > 0.

Auch diese Differentialgleichung ist in getrennten Variablen,
hier mit den Funktionen f(x) = xund g(y) = 1/y mit [ = R
und ] = ]0, o0]

1. Bestimme F und G:

und

2. Es gilt

G = {2 =13)/2 |y >0} = -4, o0].

Damit F(I') C G(J) gilt, muss fiir jedes x € I’ gelten

x? B %
7272772
was dquivalent zu
x> x5 = Y (%)

ist.
Um das maximale Existenzintervall zu bestimmen, unter-
scheiden wir Fille:

(a) Ist x3 < 3, so ist die rechte Seite in (**) negativ, und
die Ungleichung (**) ist fiir alle x € R erfiillt. Daher
ist in diesem Fall I’ = RR.

(b) Ist x3 > 3, so ist die rechte Seite in (**) positiv und
daher eine echte Einschrinkung fiir x. Die Menge aller
x, welche (**) erfiillt ist

M = |—co, —\/x§ — y5[ U]/ x§ — 5, o0l

Es kommt nun auf das Vorzeichen von x( an:

i. Istxg < 0,s0ist I’ = ]—o0, —/x% — y3[, denn das
ist das grofStmogliche Intervall welches in M liegt
und xo enthilt.

ii. Istxg > 0,soist I’ = |\/x3 — y3, 00|, denn das
ist das grofStmogliche Intervall welches in M liegt
und x( enthilt.
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(c) Injedem Fall erhalten wir aus
G(p(x)) = F(x), 3(9(x)* = y5) = 3(x* — x)

die Losungsformel. Da | = ]0, oo[ ist, muss ¢(x) > 0
gelten, und wir bekommen die Losung mit der Wur-
zel (also der positiven Losung der quadratischen Glei-

chung)

N[—=

9(x) = /2% + (¥ — xp)-

A

Die beiden vorigen Beispiele hingen zusammen, denn die
zugehorigen Richtungsfelder stehen senkrecht aufeinander. Dies
sieht man auch gut an den zugehorigen Scharen von Losungen:

3 T ¢ c < 7
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21 Lineare Differentialgleichungen in einer Di-
mension

Eine weitere Klasse von Differentialgleichungen, bei denen man
oft explizit Losungen auf elementarem Weg angeben kann, sind
lineare Differentialgleichungen. In diesem Abschnitt behandeln wir
vorerst den eindimensionalen Fall:

Definition 21.1. Eine Differentialgleichung erster Ordnung heif$t
linear, wenn Sie von der Form

y' =a(x)y+b(x)

mit stetigen Funktionen a,b : I — R fiir ein Intervall I ist. Ist
b = 0, so heif$t die Gleichung homogen, sonst inhomogen.

Fiir homogene lineare Differentialgleichungen gilt:

Satz 21.2. Es sei [ ein Intervall, a : I — R stetig, xo € [ und yo € R.
Dannistg: I — R,

X

¢(x) = yo exp (/ ﬂ(t)dt)

0

die eindeutige Losung der Differentialgleichung y' = a(x)y, die der
Anfangsbedingung ¢(xo) = yo geniigt.

Beweis.

Man rechnet direkt nach, dass ¢’(x) = a(x)¢(x) und ¢(x0) = yo,

also ist ¢ eine Losung,
Zur Eindeutigkeit: Es sei A(x xx a(t)dt und @o(x) =

exp(—A(x)). Sei i eine Losungvony = a(x)y, welche ¢(xp) =
yo erfiillt. Dann gilt ¢)(x) = —A'(x)@o(x) = —a( Jpo(x) und

fiir Yo(x) = ¥ (x)po(x) folgt

Yo (x) = 9’ (x) po(x) + P (x) (%)
= a(x)p(x)@o(x) — a(x)p(x)po(x)
=0,

also ist ¢y konstant. Es gilt also

Po(x) = Po(x0) = P(x0)po(x0) = yoexp(0) = yo.

Daraus folgt

W w0
IIJ(X) - (I)O(x) - exp(—A(x)) = Yo p(A(x))/

was die behauptete Eindeutigkeit zeigt. O
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Diese Gleichungen heien linear, da
die Funktion f in der Gleichung i/ =
f(x,y) (affin) linear in y ist.

Im mehrdimensionalen Fall y/ =
A(x)y + b(x) wire dann A eine
Matrix-wertige Funktion und b eine vek-
torwertige Funktion. Um diesen Fall
kiimmern wir uns spiter.
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Beispiel.

i) Fiir die Differentialgleichung v’ = ky (k € R)ista(x) = k
und es ergeben sich die Losung ¢ : R — R mit ¢(x9) = yo
als

p(x) = yoexp (/x: kdt) = yoexp(k(x — xp)).

ii) Firy’ = kxy (k € R)ist a(x) = kx und die Losung mit
@(x0) = yo ist
¢(x) = yoexp (/

0

ktdt) = yoexp(k(x2 — x3)/2).

A

Kommen wir nun zu inhomogenen linearen Differentialglei-
chungen, also zu den Gleichungen der Form

y' =a(x)y +b(x).

Hierzu machen wir, wie oft bei Differentialgleichungen, einen
Ansatz. Wir probieren es wir folgt: Ist A eine Stammfunktion von

a, d.h. i
Ax) = / a(t)dt

0

dann suchen wir eine Lésung der Form

¢(x) = u(x) exp(A(x)).
Die Idee dabei ist es, die Losung

polx) = exp(A(x)) = exp ( [

X0

a(t)dt)

der homogenen Gleichung y’ = a(x)y mit ¢(xo) = 1 zu nehmen
und diese mit einer “variablen Konstanten” u(x) (anstatt einer
Konstanten 1) zu multiplizieren. Beachte, dass ¢o(x) # 0, daher
lisst sich jede Funktion ¢ in dieser Form darstellen.

Wir versuchen nun, u(x) zu bestimmen, indem wir ¢ in die
Differentialgleichung einsetzen. Wegen ¢((x) = ¢o(x)a(x) gilt

¢'(x) = u'(x)po(x) + u(x)ph(x) = ' (x)po(x) + u(x) po(x)a(x)
= (u'(x) + u(x)a(x)) exp(A(x)).

und auflerdem

a(x)¢(x) +b(x) = a(x)u(x) exp(A(x)) + b(x).

Da diese beiden Ausdriicke gleich sein sollen, muss gelten
u'(x)exp(A(x)) = b(x).
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,Einen Ansatz machen bedeutet, eine
Lsung in einer speziellen Form zu ra-
ten und dann die noch freien Parameter
zu bestimmen.
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Dies liefert nach Umstellen u/(x) = exp(—A(x))b(x), und nach
Integration

u(x) = /xxexp(—A(t))b(t)dt—kc

0

und mit ¢ = yp gilt dann automatisch u(xo) = yo. Wir erhalten
die Losung

¢(x) = u(x) exp(A(x))
= (/x exp(—A(t))b(t)dt+yo) exp(A(x))

0

= woexp(A(x) + | exp(A(x) — A(£))b(t)dt.

Durch Differentiation lisst sich nachpriifen, dass tatsichlich ¢ (x) =
a(x)p(x) + b(x) gilt, aulerdem ist klar, dass ¢(xg) = yo gilt. Wir
fassen unsere Erkenntnis als Satz zusammen:

Satz 21.3 (Variation der Konstanten). Es sei I C R ein Intervall,
a,b: I — R stetig und xo € I, und yp € R. Weiterhin sei A(x) =
fx}; a(t)dt. Dann ist ¢ : I — R definiert durch

¢(x) = yoexp(A(x)) +/x exp(A(x) — A(t))b(t)dt
0
die eindeutige Losung der Differentialgleichung

y' =a(x)y+b(x)

die der Anfangbedingung ¢(xo) = yo geniigt.

Beispiel.
i) Wir betrachten
Y =xy+x

d.h.den Falla(x) = xund b(x) = x. Dannist A(x) = x2/2 —
x3/2 und die eindeutige Lésung mit Anfangwert ¢(x) = yo
ist

o(x) =yo exp(x2/2 — x%/Z) + /x exp(x2/2 — t2/2)tdt)

= yoexp(x*/2 — x5/2) +exp(x?/2) /x exp(—t2/2)tdt

Xo
= yoexp(x*/2 — x5/2) + exp(x*/2)[— exp(—x*/2) + exp(—x3/2)]
=(yo+1) exp(x2/2 —x3/2) — 1.
Beachte, dass die Variation-der-Konstanten-Formel schnell
zu Integralen fiihrt, die sich nicht in einfachen, bekannten

Funktionen darstellen lassen. Man versuche dazu z.B. die Dif-
ferentialgleichung v’ = xy + 1.
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ii) Wir betrachten
y

— <

Y7

alsoa(x) = 1/xund b(x) = x? fiir [ =]0, co[. Hierist A(x) =

f;; 1dt = log(x/x¢). Die Lésung zum Anfangswert ¢(xo) =
Yo ist also

+ x?

p(x) = yoexp(A(x)) + [ exp(A(x) ~ A(D)b(t)at

= yo%0 +/ exp(log (£)) exp(log (%)) #*dt
Xo

A

Ein weitere Technik, um explizite Losungen fiir Differential-
gleichungen zu finden, ist Substitution. Illustrieren wir das an
einem Beispiel:

Beispiel.
Wir betrachten Differentialgleichungen der Form

y' =h(%).

Dabei sei | ein Intervall und i : | — R stetig. Damit ist die
Differentialgleichung auf dem Gebiet G := {(x,y) € R* | y/x €
J} definiert.

Wir ersetzen nun die gesuchte Funktion y durch z = y/x.
Dann ist y = zx und nach der Produktregel gilt

'=Zx+z
Aus der Differentialgleichung v’ = h(y/x) wird also
(h(2) = 2).

Wir erhalten eine Differentialgleichung fiir z in getrennten Varia-
blen.
Als konkretes Beispiel betrachten wir die Gleichung

==

Zx+z=h(z), also z' =

2 : 2
YV =1+2+ L) =n(%), mit h(z)=1+z+2"

und Anfangswert y(1) = 0 (also yp = 0, xg = 1). Nach Substiution
bekommen wir

Z=11+2%), z(1)=0/1=0=z.
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Die Variablen sind getrennt: Es ist 2’ = f(x)g(z) mit f(x) = 1/x,
¢(z) = 1+ 22 und als Definitionsbereiche nehmen wir I = ]0, co[
und | = R. Wir berechnen

F(x) = /1x 1dt = log(x) — log(1) = log(x),

z
G(z) = / ﬁdt = arctan(z) — arctan(0) = arctan(z).
0

Dies ergibt
G())=]-m/2,7/2[.
Damit ist das groftmogliche I’
I' = lexp(—m/2),exp(t/2)].

Als Losung fiir die substituierte Gleichung bekommen wir also
die Funktion ¢(x) = tan(log(x)). Die Lésung fiir die original
Gleichung ist dann

¢ :lexp(—m/2),exp(nt/2)[ = R, ¢(x) = x¢(x) = xtan(log(x)).
A
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22 Lipschitz-Bedingung und Eindeutigkeit von
Losungen

Kommen wir zur Theorie von Existenz und Eindeutigkeit von
Losungen von Differentialgleichungen. Die Ergebnisse scheinen
von abstrakter Natur zu sein, sind aber praktisch sehr relevant.

Wir beschiftigen uns wieder mit n-dimensionalen gewohn-
lichen Differentialgleichungen. Auch diesem Fall lisst sich das
System der Differentialgleichungen als dquivalentes System von
Integralgleichungen schreiben. Wir formulieren das als Satz mit
Beweis:

Satz 22.1. Essei G C R x R”, f : G — R" stetig und (xo,yo) € G.
Dann gilt: Eine differenzierbare Funktion ¢ : I — IR" aufeinem Intervall
I, xo € I deren Graph in G liegt ist eine Losung von y’ = f(x,y) mit
Anfangswert ¢(xo) = yo, genau dann, wenn die Integralgleichung

o) =yo+ [ flt,p(0)at

gilt.

Beweis.
»<=": Sei die Integralgleichung erfiillt. Durch Einsetzen von x =

xo erhilt man sofort den Anfangswert ¢(xo) = yo. Da die
Funktion t — f(t, ¢(t)) auf I stetig ist, erhilt man nach
dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

o) = g (0t [ Flep(e)ar) = £, p(x),

was zeigt, dass die Differentialgleichung erfiillt ist.

: Sei ¢ nun eine Losung der Differentialgleichung mit ¢(x¢) =
Y. Es folgt (wiederum mit dem Hauptsatz) durch Integration

[ rwoat= [ g(at = g(x) - p(x0)

0

was zeigt, dass die Integralgleichung erfiillt ist.

O

Fiir Differentialgleichungen ist folgende leichte Verfeinerung
des Begriffs der Lipschitz-Stetigkeit wichtig:

Definition 22.2. Essei G C R x R" und

f:G=RY (ny) = f(xy).

Wir sagen, f ist Lipschitz-stetig beziiglich y mit Konstanten L > 0,
wenn fiir alle (x,y), (x,7) € G gilt

1f G y) = fle DIl < Ly — 7ll.
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Wir sagen, f ist in G lokal Lipschitz-stetig beziiglich y, wenn es zu
jedem (a,b) € G eine Umgebung U gibt, so dass f in GNU
Lipschitz-stetig beziiglich y mit einer (ggf. von U abhingigen)
Konstante L > 0 ist.

Satz22.3. IstG C R x R" offen undist f : G — IR” stetig partiell nach
den Variablen y1, . ..,y differenzierbar, so ist f in G lokal Lipschitz-
stetig beziiglich y.

Beweis.
Dies folgt im Wesentlichen aus Korollar 11.3: Zu (a,b) € G gibt es
r > 0, so dass

Vi={(x,y) e RxR" | |[x—a| <71, |ly—=0bl2<r}CG.

Dann ist V der Abschluss einer offenen Umgebung von (a,b)
und auflerdem kompakt. Da alle partiellen Ableitungen von f

stetig sind, nehmen die Funktionen (x,y) — |g—£(x, y)| alle ihr

Maximum auf V an. Wir bezeichnen mit % (x,y) die n x n-Matrix

der partiellen Ableitungen von f nach den Variablen y, ..., y,.

Damit folgt aus Korollar 11.3 direkt fiir (x,y), (x,7) € V

1 y) = f(x, P)ll2 < Llly = ll2-

: d
mit L := max(x,y)GVH%(X,y) - -

An dieser Stelle konnen wir schon jetzt einen Satz beweisen,
der die Eindeutigkeit von Losungen garantiert (ohne dass wir
schon etwas tiber die Existenz von Lésungen wissen - wir arbeiten
also unter der Annahme, dass Losungen existieren).

Fiir den Eindeutigkeitssatz benutzen wir ein Lemma, dass auch
von eigenem Interesse ist:

Lemma 22.4 (Gronwallsche Ungleichung). Es sei I ein Intervall,
k:1— [0, 00 stetig, xo € T und v : I — [0, oo] erfiille fiir alle x € I

o(x) < c+ |/xk(t)v(t)dt|

mit einem ¢ € R. Dann gilt fiir alle x € I

o(x) < cexp(\/x:k(t)dty).

Beweis.
Wir betrachten vorerst x € I mit x > x( (d.h. die Betrige im

Lemma kénnen weggelassen werden). Wir bezeichnen Q(x) :=
c+ f;; k(t)o(t)dt und folgern Q'(x) = k(x)v(x). Daher gilt

Q) ~K(x)Q(x) = k(x) [o(x) —c— / k()o(H)di] < 0.
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In dieser Definition haben wir die Norm
auf dem RR” offen gelassen. Ist ei-
ne Funktion (lokal) Lipschitz-stetig be-
ziiglich einer Norm, so ist sie wegen
Satz 17.6 beziiglich aller anderen Nor-
men (lokal) Lipschitz-stetig, jedoch ggf.
mit anderen Konstanten.
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Weiterhin gilt

3 o [ Kan o)
= —k(x)exp(— /x

X0

— exp(— / " k(#)db) [~ k0Q) + Q)] <o.

0

X

K()AHQ(x) +exp(~ [ k(HANQ ()

X0

Integrieren wir diese Ungleichung von x( bis x ergibt sich

exp(~ [ k()d1) Q(x) ~ QL) <0,

woraus folgt

o(x) < Q(x) < cexp(/x:k(t)dt).

Der Fall x < x( funktioniert analog. O

Aus der Grénwallschen Ungleichung (Lemma 22.4 folgt der
nichste Satz iiber die Fehlerfortpflanzung beziiglich des Anfangs-
werts.

Satz 22.5. Essei G C R x R" offen, f : G — IR" stetig und Lipschitz-
stetig beziiglich y mit Konstante L. Seien ¢, { zwei Losungen von iy’ =
f(x,y) aufeinem offenen Intervall I zu den Anfangswerten ¢(xo) = Yo
und P(xg) = zo. Dann gilt fiir alle x € I

lo(x) = ()] < llyo — zoll exp(L|x — xo)

Beweis.
Es sei x € I. Nach Satz 22.1 gilt fiir die Funktionen ¢ und ¢

o) =yo+ [ flt,p(0)at
v ==+ [ flpn)at

Wir folgern

lo(x) = 9l < lvo 20l + 11| £(t,9(6) = £, p(0)t]
<o~z + | Lllgtt) - p(o)ls

Wir benutzen nun die Grénwallsche Ungleichung fiir v(x) =
lo(x) — ¥(x)|, c = ||lyo — z0|| und k(¢) = L und erhalten

lo(x) = () < llyo — 2o/l exp(L|x — xo)-
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In diesem Satz ist ||-|| eine beliebige
Norm auf dem R" ist und L ist bezlig-
lich dieser Norm zu verstehen.
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Setzen wir yo = zo, so erhalten wir den angekiindigten Ein-
deutigkeitssatz:

Satz 22.6. Essei G C R x R" offen, f : G — IR”" stetig und lokal
Lipschitz-stetig beziiglich y. Seien ¢,  zwei Losungen von y’ = f(x,y)
auf einem offenen Intervall I mit p(xo) = P(xo) fiir ein xo € I, dann
gilt 9(x) = P(x) firallex € 1.

Beweis.
Da f lokal Lipschitz stetig beziiglich y ist, folgt die die Gleichheit
von ¢ und ¥ auf einem Intervall der Form ]xop — €, xo + €[ aus
Satz 22.5 (setze dort yp = zo).

Wir setzen nun

vy = sup(t | gls) = y(s) firs € [x0,]},

d.h. ¢ und ¢ stimmen bis zu x; tiberein. Im Falle x; = oo (bzw.
x1 ist gleich dem rechten Ende von I), sind wir fertig. Nehmen
wir also an, dass dies nicht gilt. Das heifit, es gibt 6 > 0, so dass
[x1,x1 + 0] C I. Wegen der Stetigkeit von ¢ und ¢ gilt ¢(x1) =
{(x1) und nach dem ersten Beweisschritt existiert € > 0, so dass
¢(x) = ¢(x) fiir x € IN]x; — €, x1 + €. Dies widerspricht der
Definition von x; und also muss x; das rechte Intervallende von I
sein (bzw. co). Es gilt also ¢(x) = i (x) fiiralle x € I, x > xo.
Analog zeigt man ¢(x) = ¢(x) fiiralle x € I, x < xo. O

Beispiel.

Wir betrachten v’ = |y|. Day — |y| Lipschitz-stetig mir Konstan-
te L = 1 ist, muss es hier eindeutige Lésungen geben. Diese sind
zum Anfangswert ¢(xo) = yo wie folgt: Ist yo > 0 so ist ¢(x) =
yoexp(x — xp) und ist yp < 0, dann ¢(x) = yo exp(xo — x). (Ein-
fach nachrechnen.) Richtungsfeld und ein paar Lésungen sehen
SO aus:

A

Dass Eindeutigkeit tatsichlich nicht erfiillt sein muss, haben
wir schon am Beispiel ' = 1/[y|. Mit anderen Worten: Die lokale
Lipschitz-Stetigkeit kann nicht ersatzlos gestrichen werden.

Allerdings ist die Lipschitz-Bedingung nicht notwendig fiir
Eindeutigkeit von Losungen. Es gibt zum Beispiel die schwi-
chere sogenannte ,Osgood-Bedingung®, die auch fiir nicht-lokal-
Lipschitz-stetige f eindeutige Losungen garantiert. Diese besagt,
dass es eine stetige Funktion w geben muss, fiir die gilt

1. w(0) =0,w(t) >0flrt >0,

Analysis 2 | TU Braunschweig | Dirk Lorenz | SoSe 2020 115

Man beachte, dass wir nur lokal Lip-
schitz stetig vorausgesetzt haben. Die
Behauptung folgt also nicht direkt aus
Satz 22.5.
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2. If(xy) = f(x, DIl < w(lly = 7l]), und

3. fOl % = oo (genauer: fel % ist unbeschrinkt fiir e — 0).
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23 Existenz-Sitze

In diesem Abschnitt behandeln wir die Frage nach der Existenz
von Losungen von nichtlinearen gewohnlichen Differentialglei-
chungen. Existenzsitze benutzen oft Fixpunktsitze; in unseren
Fillen wird der Banachschen Fixpunktsatz eingesetzt um eine
Losung einer Differentialgleichung um Raum (Cla, b], ||-||sup) zu
finden.

Der erste Satz zeigt, dass eine lokale Losung existiert wenn die
rechte Seite in y lokal Lipschitz-stetig ist.

Satz 23.1 (Satz von Picard-Lindelsf). Es sei G C R x R" offen,
f + G — IR” stetig und lokal Lipschitz-stetig beziiglich y. Dann gibt
es zu jedem (xo,y0) € G ein € > 0 und genau eine Funktion ¢ :
[x0 — €, x0 + €] — R", welche die Differentialgleichung y' = f(x,y)
mit ¢(xo) = yo lost.

Beweis.

Nach Satz 22.1 ist die Differentialgleichung (inklusive Anfangswert)
dquivalent zur Integralgleichung

(%) = yo + /x:f(t, o())dt.

Dies ist eine Fixpunktgleichung fiir die gesuchte Funktion ¢, ge-
nauer: Wir suchen einen Fixpunkt der Abbildung T, welche einer
Funktion ¢ die Funktion # = T definiert durch

1) = () = o+ [t (o)

zurodnet. Die Idee des Beweises ist es, mit dem Banachschen
Fixpunktsatz zu zeigen, dass dieses Fixpunktproblem eine Losung
hat. Dazu miissen wir einen geeigneten vollstindigen metrischen
Raum finden, aufdem T eine Kontraktion ist. Als metrischer Raum
bietet sich eine geeignete Teilmenge A des normierten Raumes
C([xo — €, x0 + €], R") mit noch zu bestimmendem € > 0 an (mit
der von der Supremumsnorm induzierten Metrik).

Da f beziiglich y lokal Lipschitz stetig ist, gibt es 6,7 > 0, so
dass

Qsr ={(x,y) € RXR" | [x — x| <4, |ly —wollw <7} C G,

f auf dieser Menge Lipschitz stetig beziiglich y mit Konstante L
ist. Da f stetig und Q; , kompakt ist, existiert

M = max X, co-
(x/y)eQé’er( yll

Wir betrachten
A={ypeC([xo—€xo+€,R") [ [ —yollsup <7}

und versuche, € > 0 so bestimmen, dass
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i) fiir ¢ € A immer gilt und,

ii) dass T € Aist,unddass fiir g1, g2 € Agilt||Te; — Ta|lsup <
cl|@1 — @2||sup mit ¢ < 1 gilt.

Die Menge A ist eine abgeschlossene Teilmenge des vollstin-
digen normierten Raumes C([xg — €, Xo + €], R") und daher ein
vollstindiger metrischer Raum (mit der durch die Supremums-
norm induzierten Metrik).

Zu i) Firy € A gilt [ — yollsup < 7, also ist der Graph von 1
in Qs, C G, falls e < ¢ gilt. Daher ist f(t,¢(t)) fiir t €
[x0 — €, x0 + €] definiert und dort stetig in t. Fiir y = Ty
gilt

170 =solle = I £(& p(E)dtl < 15— 50l M < M.
Bilden wir links das Supremum tiber x, so folgt
17 = yollsup < eM.
Damit also y € A gilt, muss eM < r gelten, also fordern wir
e<r/M.

Dann gilt immer Tg € A fiir ¢ € A.

Zu ii): Seien nun ¢, 2 € A. Dann gilt

(f(t' p1(t) — f(t, qu(t))>dt.

X

(T1)(x) = (Tg2) () = |

X0

Jetzt wollen wir Lipschitz-Stetigkeit von f ausnutzen. Fiir
X € [xo —€,x0 + €] gilt

X
[T (p1)(x) = T(2)(x) [0 < ’/x L{[g1(t) — @2(t)|odt
J Xo
< Lljg1 — (P2Hsup‘x —xo| < eL|lp1 — (PZHSUP-
Bilden wir das Supremum iiber x auf der linken Seite, folgt
[Te1 — T(PZHSUP <elL|g1— 402Hsup-
Damit also T eine Kontraktion ist, fordern wir €L < 1, also

e<1/L.

Unsere Beodbachtungen zusammengefasst: Gilt
e <min(6, 5, 1)

soist T eine Kontraktion auf A und hat hat nach dem Banachschen
Fixpunktsatz genau einen Fixpunkt ¢ und dieser ist die eindeutige
Losung des Anfangswertproblems. O
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Der Banachsche Fixpunktsatz ist konstruktiv, d.h. er gibt sogar
ein Verfahren an, welches eine Folge konstruiert, die gegen den
Fixpunkt konvergiert.

Fiir eine beliebige Funktion ¢y € A konvergiert die Folge ¢,
rekursiv konstruiert durch

k1 = Ty,

gegen die Losung ¢ der Gleichung v’ = f(x,y) mit ¢(x0) = yo
(und das in der Spremumsnorm). Nehmen wir zum Beispiel ¢y =
Yo, so konvergiert die Folge () auf einer gewissen Umgebung
[xo — €, x0 + €] gleichmifig gegen die Lésung. Diese Iteration
wird auch Picard-Iteration genannt.

Diese kann in manchen Fillen benutzt werden, um Losung
zu berechnen (und in allen Fillen kann man damit Lésungen
Approximieren):

Beispiel.
Wir betrachten die Gleichung ' = 2xy und suchen die Lésung ¢
mit ¢(0) = yo. Die Iterationsvorschrift ist hier

Pri1(x) = yo+2 /0 tor(t)dt.

Mit ¢o(x) = yo ergibt sich

@1(x) = Yo + 2o /Ox tdt = yo(1 + x2)

#2(3) = yo+ 290 [ #(1+ £)dt = yo(1+ 2+ %)

¢3(x) :y0+2y0/oxf(1+t2+t;)dt:yo(1+x2+’§+§‘;)
und per Induktion zeigt man
oe(x) =yo(1+ 2+ 5 + 3 4. 422,

Wir erhalten
o(x) = lim pr(x E%ZyoeXP %)

als Losung. A

Beispiel.

Wir betrachten ' = 1+ y2. Hier wissen wir schon, dass die Losung
¢ zum Anfangswert ¢(0) = 0 die Funktion ¢(x) = tan(x) ist. Wir
fithren die Picard-Iteration durch und starten mit ¢o(0) = 0. Die
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ersten Iterierten sind

P1(x) = /(;x(l +0%)dt = x

X
q)z(x)z/o (1+#)dt = x + 1x°
X X
g03(x):/0 (1+(t+%t3)2)dt:/0 (1+ £+ 244 + L) at
:x+%x3+%x5+%x7.
Die nichste Iterierte ist schon
_ 1.3, 2.5, 17.7 , 38 .9 , 134 11 4 13 1 .15
Pa(x) = x+ 307+ 3307+ 3550 + 535X + X gt st -

Die ersten vier Summanden sind schon die Summanden der
Taylor-Entwicklung des Tangens (und die Koeffizienten folgen
keiner einfacher Formel). A

Unter weiteren Forderungen an die rechte Seite kann man
auch globale Existenz von Losungen zeigen. Dies ist der Inhalt
des nichsten Satzes. Wir formulieren den Satz fiir Funktionen
mit Werten in einem Banach-Raum X. Das ist nicht komplizier-
ter als der Spezialfall und zeigt, wie weitreichend unsere bisher
entwickelten Begriffe sind.

Satz 23.2 (Globale Existenz und Eindeutigkeit). Es sei X ein reeller
Banach-Raum, xg € X und f € C([0,00[ x X, X) global Lipschitz-
stetig auf R x X mit Lipschitz-Konstanten M < co. Weiterhin sei t —>
f(t,x0) exponentiell beschrinkt, d.h. es gebe ein M < oo, sodass

C:= supt>0||e*1\7” f(t,x0)|| < oo. Dann hat das Anfangswertproblem
x' = f(t,x), x(0) = xo,
eine eindeutige Losung x € C1([0, o[, X).

Beweis. Wir benutzen auch hier die Picard-Iteration, zeigen deren
Konvergenz aber in einem anderen Banach-Raum. Fiir ein noch
zu wihlendes a > 0 definieren wir den Raum Y C C([0, o[, X)
der stetigen X-wertigen Funktionen auf [0, oo[ fiir welche die ge-
wichtete Supremumsnorm

Ixlla := sup {e~[|lx(t)[Ix}
t>0
endlich ist, dh. Y := {x € C([0,00[, X) | sup,qe | x(t)[|x <
oo}. Dass (Y, || - ||«) einen Banachraum ist, sieht man analog zu

Satz 4.9.
Wir definieren F : C([0, o[, X) — C([0, 00|, X) durch

F(x)(t) := xo—f—/otf(s,x(s))ds.
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Aus der exponentiellen Beschrinktheit folgt, dass fiir alle f > 0
gilt | f(t, x0)||x < CeM! und fiir & > M, so gilt

“[F(x0)(8) = x0|| <e” "‘t/ £ (s, x0) || ds < Ce“"t/ eMs ds
C (—(uc—M)t —vct) C
= — 1€ — e < -,
- M

fiir jedes t > 0. Fassen wir xo als Element von Y auf; nimlich
als konstante Funktion x((t) = xo, fiir alle t > 0, so ist ||x¢]|« =
||x0]|x und daher

C
[F(x0)|[,, < llxolla + ||F(x0) = xol|, < Ixolla + = < 0.

Somit sind xg, F(xg) € Y.
Sind nun x, ¥ € Y, so beobachten wir weiterhin, dass

e FE) )~ FOO] < [ e 1fx(6) ~ Fl5,7(5)) s
<M [t f x(s) - 5(5) [} s

§MHx—xH,X/O e(t9) g

1—e M

= M|lx — 1 < —flx = %[la
14

«
Bilden wir das Supremum tiber t > 0, so folgt daraus, dass

|EG) ~F@l, < 2 = e

o

Fiir « > M ist also F eine Kontraktion bzgl. ||-||,. AufSerdem folgt
M
@, < [FGo)ll, + [F(x) = F(xo)l], < [[F(xo)[, + 7~ llx = xolla < oo

und somit auch F(x) € Y liegt, dass also F : Y — Y eine Kon-
traktion auf dem ganzen Banach-Raum Y ist. Der Banachsche
Fixpunktsatz garantiert also eine Lésung x, € Y.

O

Ist man nur an der Existenz von Losungen interessiert, so gibt
es den Existenzsatz von Peano. Dieser lautet:

It G C RxR" offen und f : G — IR" stetig, sei

(x0,Y0) € G. Dann existiert ein € > 0 und eine Funktion

¢ : [xo — €, x0 + €] — R" welche die Differentialgleichung

y' = f(x,y) mit Anfangswert ¢(xo) = yo erfiillt.
Der Beweis dieses Satzes ist nicht sehr tiefliegend, benutzt aber
Hilfsmittel, die uns aktuell nicht zur Verfiigung stehen. Eine Mog-
lichkeit besteht darin, eine Folge von approximativen Losungen
zu konstruieren, in dem man stiickweise linear durch das Rich-
tungsfeld geht und dabei eine immer kleinere Schrittweite nimmt.
Dann muss man schlieflen, dass die stiickweisen linearen Lésun-
gen gegen eine Losung konvergieren. Hier hilft einem der Satz
von Arzela-Ascoli, den wir in dieser Vorlesung nicht behandeln.
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24 Differentialgleichungen hoherer Ordnung

Wir formalisieren noch einmal, was eine Differentialgleichung der
Ordnung # ist. Wir betrachten wieder nur den eindimensionalen
Fall. Wir werden sehen, dass wir fiir solche Differentialgleichun-
gen kaum neue Theorie entwickeln miissen, um Existenz- und
Eindeutigkeitsaussagen zu bekommen, da wir diese mit einem
Trick auf den Fall der Ordnung 1 zuriickfithren kénnen.

Definition 24.1. Es sei G C R x R" und f : G — R stetig. Dann
heifdt

y" = fxyy,. L yY)

gewdhnliche (eindimensionale) Differentialgleichung der Ordnung n. Ei-
ne Losung davon ist eine auf einem Intervall I definierte, #n-mal
differenzierbare Funktion ¢ mit der Eigenschaft, dass

i) Die Menge
{(x,y0,y1,-.,yn—1) E I xR" |y, = ¢(V)(x), v=0,...,n—1}
ist in G enthalten, und

i) fiir alle x € I gilt

9" (x) = f(x,9(x), ¢ (2),.... " V().
Ebenso kénnten wir mehrdimensiona-
Wir zeigen nun, dass eine eindimensionale Differentialglei- le gewdhnliche Differentialgleichungen
chung der Ordnung 7 dquivalent ist zu einer n-dimensionalen der Ordnung n definieren. Eine solche

hat di
Differentialgleichung der Ordnung 1: Zur Gleichung at die Form
y" = fxyy,..y"Y)
) = ey D) e
y - Iy/y/-.-/y mitGCIRXIR”’"undf:G—HRm
stetig.

mit f : G — R stetigund G C R"! betrachten wir folgendes
System fiir Funktionen vy, ..., y,—1:

Yo =11
vi=1
(**)
%72 =VYn-1

Yno1 = f(X, Y0, 91, Yn-1)-

Definieren wir

Yo 1
Y = ; und F(x,Y) = E ,
yan yn—l
Yn-1 (x,Y)

so schreibt sich die Differentialgleichung (**) einfach als

Y = F(x,Y). (%)
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Seinun ¢ : I — R eine Losung von (*), d.h. es gilt

¢ (x) = f(x,9(x),..., 9" D (x)).

Wir definieren die vektorwertige Funktion &

Yo
o= | iow
GDn.—l
durch
po(x) = 9(x),

gn-1(x) = ¢V (x).

Dann ist ® eine Losung von (¥*).
Ist umgekehrt ® eine Losung von (**) so setze ¢ = ¢p. Dann
gilt nach den ersten n — 1 Gleichungen von (**):

p1=¢o=¢
¢2=¢1=01 = ¢"
pn1=gh o= =g =gl

Da ¢("~1) differenzierbar ist, ist ¢ n-mal differenzierbar und es

folgt aus der n-ten Gleichung von (**)

o =f(x, 9, 9,...,9" V).

Wir haben also gezeigt:

Satz 24.2. Ist die Funktion ¢ : I — R ist eine Losung der Gleichung (*)
n-ter Ordnung, soist ® = [ ¢ .- @"V] " Losung von (**)
Istumgekehrt ® : I — R", ® = [@o ¢1 - ¢@u_1] T eine Losung

von (**), so ist ¢g eine Losung von (*).

Analog kann man auch Systeme von m Gleichungen n-ter
Ordnung auf Systeme von nm Gleichungen erster Ordnung zu-
riickfithren.

Wir iibertragen nun die Aussagen iiber Existenz und Eindeu-
tigkeit von Losungen aus den Sitzen 22.6 und 23.1 auf'den Fall von
Gleichungen

y" = fxyy, . yY)

wobei f : G — Rmit G C R x IR” stetig. Hier sagen wir, dass
f lokal Lipschitz-stetig beziiglich Y ist, wenn es zu jedem z =
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(x,Y) € G eine Umgebung U und ein L > 0 gibt, so dass fiir
(x,Y),(x,Y) € U gilt

f(x,Y) = f(x, V)| < LY = Y].
Wir bekommen:

Satz24.3. SeiG C R x R" offen und f : G — IR stetig lokal Lipschitz-
stetig beziiglich Y. Dann gilt:

i) (Eindeutigkeit) Sind ¢, ¢ : I — R zwei Losungen von

y" = fxy v, y"Y) (*)

und gilt fiir ein xo € I
p(x0) = ¥(x0), ¢ (x0) =9 (x0),..., " D(xg) = p" D (x0)

so gilt fiir alle x € I: ¢(x) = P(x).

ii) (Existenz) Ist (xo, Yo, Y1,---,Yn—1) € G so gibt es€ > 0 und eine
Liosung ¢ : [xo — €, x0 + €] — R der Differentialgleichung (*) mit

o(x0) =vo, ¢ (x0)=y1,..., ¢" V(x0) =yn_1.

Um eine Losung einer Differentialgleichung n-ter Ordnung
eindeutig festzulegen, muss man also nicht nur den Anfangswert
¢(x0) = yo festlegen, sondern auch die Werte der ersten (n —1)-
Ableitungen an der Stelle xo.

Fiir nichtlineare Differentialgleichungen héherer Ordnung
gibt es wenige Methoden, Losungen auszurechnen. Folgendes
Beispiel ist daher linear.

Beispiel.
Wir betrachten y”” = —y. Zwei verschiedene Losungen sind schnell
gefunden:

¢(x) =sin(x), P(x) = cos(x).
Da die Differentialgleichung linear ist, ist fiir ¢y, c; € R auch

Peo,cr (x) =00 cos(x) + 1 sin(x)

eine Losung. Da gilt

(PCO/CI (0) = Co, (Pé‘o,Cl (0) =0

ist ¢, ¢, die eindeutige Losung zu den Anfangsbedingungen ¢ (0) =
cound ¢'(0) = ¢;. A

Hier noch ein Beispiel, in dem man mit Tricks tatsichlich in
manchen Fillen explizite Losungen angeben kann:

Beispiel.
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Wir betrachten die Gleichung

y' = fy)

mit Lipschitz-stetigem f (d.h. eine eindeutige Losung ist garan-
tiert, wenn wir Anfangsbedingungen ¢(0) = yo und ¢'(0) = 11
festlegen).

Der Trick besteht darin, die Gleichung mit 2y’ zu multiplizie-
ren und mit Hilfe der Kettenregel umzuformen. Aus der Gleichung
wird 2y’ y"" = 2y’ f(y). Die linke Seite ist ((y')?)’ = 2y'y". Ist F
eine Stammfunktion von f, nehmen wir z.B. F so, dass F(y) = 0,
dann gilt y'f(y) = £ F(y) und wir bekommen

()2 =2/ y" =29/ f(y) = 25 F(y). *)

Durch Integration beider Seiten (es steht jeweils eine Ableitung
nach x dort!) ergibt sich

(v')* =2F(y) + C.
Gilt y; > 0, so muss die positive Wurzel gezogen werden, d.h. es
folgt

y = 4/2F(y) +C
Die Konstante C ist ebenfalls durch die Anfangsbedingung be-

stimmt: Integrieren wir (*) von x bis x, so folgt (da wir F(yy) =0
angenommen haben)

(v')* —yi = 2F(y) — 2F(yo) = 2F(y),

also gilt C = y3. Per Trennung der Variablen lisst sich hier ggf.
eine Losung bestimmen. A

Beispiel.

Das sogenannte Mathematische Pendel, fillt in die Klasse des vori-
gen Beispiels: Ist 6 die Winkel-Auslenkung eines Pendels, so ist
die Riickstellkraft propoti —sin(6).

Dies fithrt auf eine Differentialgleichung der Form

0" = —csin(0)
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mit Anfangswerten 0(0) = 6 fiir Ort (=Winkel) und 6'(0) = 6;
fiir Ableitung (=Winkel-Geschwindigkeit). Obige Riickfiihrung auf
eine Gleichung erster Ordnung fithrt fiir 6; > 0 auf

9 — \/2c(cos(9) — cos(6o)) + 63.

Hier kommt man allerdings mit den uns bekannten Funktionen
nicht weiter: Trennung der Variablen fiihrt auf'ein Integral der
Form

/ de

Vcos(8) + K

welches durch Substitution f = cos(0) iibergeht in sogenanntes
elliptisches Integral

/ dt
VK+t— K2 —13

deren Untersuchung ganze mathematische Zweige hervorgebracht
hat. A
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25 Lineare Differentialgleichungen in mehreren
Dimensionen

In diesem Teil wird es von Vorteil sein, komplexwertige Diffe-
rentialgleichungen zu betrachten. Dies macht die Sache nicht
komplizierter. Im Folgenden bezeichnet K ,entweder K = R
oder K = C“.

Definition 25.1. Es sei [ ein Intervall und
A:l— K™

eine stetige, Matrix-wertige Abbildung mit den Komponenten-
funktionen

A=

Dann heifit die Gleichung

y = A(x)y

homogenes linearen Differentialgleichungssystem (erster Ordnung).
Ist b : I — K" stetig, dann heifdt die Gleichung

y' = A(x)y +b(x)

inhomogenes linearen Differentialgleichungssystem (erster Ordnung).
Eine Losung ist eine auf einem Intervall I definierte Funktion
¢: 1 — K" sodass ¢'(x) = A(x)p(x) + b(x).

Existenz von Losungen lisst sich mit schon bekannten Ergeb-
nissen erzielen. Wir halten jedoch einen eigenen Satz fest, da sich
im linearen Fall die Voraussetzungen knapp formulieren lassen
und wir globale Existenz bekommen:

Satz 25.2. Es sei [ ein Intervallund A : I — K", b : [ — K"
stetig. Dann gibt es zu jedem xo € I und yo € K" genau eine Losung
¢ : I = K" der Gleichung

y' = A(x)y +b(x)
zum Anfangswert ¢(xo) = Yo.
Wir untersuchen zuerst homogene Gleichungen:

Satz 25.3. Es sei [ ein Intervall (welches mehr als einen Punkt enthdlt),
A I — K"™*" stetig. Es bezeiche Ly die Menge aller Losungen der
Gleichung y' = A(x)y. Dann gilt:

i) Ly ist ein IK-Vektorraum der Dimension n,

i) sind @',..., " Losungen vony' = A(x)y, dann ist dquivalent:
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a) Die Funktionen gol, cee, (pk € Abb(I,K") sind linear unabhdn-
gig tiber K.

b) Es gibt ein xo € I, so dass die Vektoren ¢'(xq), ..., ¢"(x0) €
K" linear unabhdngig tiber K sind.

¢) Fiirjedes x € I sind die Vektoren @' (x), ..., o*(x) € K" linear
unabhdngig tiber K.

Beweis.
Der Beweis ist wie folgt strukturiert: Wir zeigen zuerst, dass Ly

ein Untervektorraum des Raumes Abb(I, K") ist, dann die Gleich-
wertigkeit der Aussagen a) bis ¢) und schliefilich, dass Ly die Di-
mension #n hat.

1. Offensichtlich 16st ¢(x) = 0 die Gleichung y/ = A(x)y,
also 0 € Ly. Sind weiterhin ¢, ¢ € Ly und A € K, so
gilt o' = Apund ¢/ = Ay, also (¢ +Ap) = ¢’ + Ay’ =
A+ AAY = A(¢ + Ap). Beides zusammen zeigt, dass Ly
ein Unterraum ist.

2. Wir zeigen die Aquivalenz von a) bis c). Klar ist die Impli-
kationen ¢) = b). Fiir b)) = a) sehen wir: Ist A;¢' +
-+ Ak@* = 050 giltim Punkt xo,dass A 19! (xg) + - - - Al (x0) =
0. Da die Vektoren ¢'(xp), ..., ¢*(xo) linear unabhingig
sind, muss dann Ay = - - - = Ay = 0 gelten.

Fiir die Implikation a) = c¢)argumentieren wir per Wider-
spruch: Es seien ¢, ..., ¢* linear unabhingige Lésungen
vony’ = A(x)y und x¢ € I. Wir nehmen an, dass die Vekto-
ren ¥ (xg), ..., ¥*(x0) € K" linear abhingig wiren. Dann
gibe es Ay, ..., Ay € K (nicht alle gleich Null), so dass

0= A (x0) + - - - + ArpF (x0)
Dann ist die Funktion
g =Nyl + o+ Ayt

nach dem ersten Beweisschritt eine Losung von ' = A(x)y
und erfiillt ¢(xg) = 0. Nach Satz 25.2 gibt es dafiir aber nur
eine Losung und diese muss also ¢ = 0 sein. Dies heif$t
aber, dass ¢', ..., ¢* linear abhiingig sind. Widerspruch!

3. Eine direkte Konsequenz aus dem zweiten Beweisschritt

ist, dass dim Ly < n ist, denn gibe es n + 1 linear un-
abhingige Losungen ¢!, - - - ", so wiren die Vektoren
¥(x0),..., 9" (x0) in K" linear unabhingig, was nicht
sein kann.
Andererseits ist auch dim Ly > n: Die Funktionen qoi, wel-
che y' = A(x)y mit ¢'(xo) = e; (i-ter Einheitsvektor) 16sen,
sind an der Stelle xy per Konstruktion linear unabhingig,
also sind es, nach dem zweiten Beweisschritt, auch die Funk-
tionen qol, RO

O
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Satz 25.2 gibt Anlass zu dieser Definition:

Definition 25.4. Ein Fundamentalsystem von Losungen ¢, ..., ¢"
der Differentialgleichung iy’ = A(x)y ist eine Basis des Raumes
Ly.

Ein paar Bemerkungen zu Begriff des Fundamentalsystems:

+ Zujedem xo € I und jeder Basis y', ... y" von K" sind die
Losungen ¢f von y' = A(x)y mit ¢*(xg) = y* ein Funda-
mentalsystem.

« Fassen wir n Losungen ¢!, ..., ¢" zu einer Matrix
O =[p' -+ ¢"] € Abb(I,K"")

zusammen, so gilt nach Satz 25.3, dass die Losungen ein
Fundamentalsystem bilden, wenn fiir ein xy € I gilt

det®(xp) # 0.

Es folgt dann det®(x) # O fiir alle x € I. In diesem Fall
nennen wir ® Fundamentalmatrix zur Gleichung y’ = A(x)y.

. Ist ¢!,..., ¢" ein Fundamentalsystem zu iy’ = A(x)y, so
lisst sich jede Losung ¢ schreiben als ¢ = c1¢!' + - - - ¢,,¢"
mit ¢ € K”. In Matrix-Schreibweise ist das

¢ = Pc.

Eine Fundamentalmatrix ist also eine Matrix-wertige Losung
der Differentialgleichung

P = AP

zu einem invertierbaren Anfangswert ®(xp) = ®,. Aufler-
dem ist eine Losung von &' = A® durch Angabe eines
Anfangswertes eindeutig festgelegt.

Beispiel.
Wir betrachten das einfache lineare, zweidimensionale System

No=—wy
{y’z = Wi
mit w € R. In Matrix-Schreibweise
/ 0 —w
V=10 )

Man iiberzeugt sich schnell davon, dass zwei Losungen davon

gegeben sind durch
o= el g = [onten]

sin(wx) cos(wx)
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Diese Losungen sind linear unabhingig und

o) = [¢(x) ] = [ s

ist eine Fundamentalmatrix, denn es gilt fiir jedes x: det®(x) =
1 # 0. Das heif$t, die allgemeine Losung ist

p(x) = d(x)c, ceK>.

A

Fundamentalmatrizen sind praktisch, um Losungen zu allge-
meinen Anfangswerten in kompakter Schreibweise anzugeben:

Korollar 25.5. Ist O eine Fundamentalmatrix zu y' = A(x)y, dann
ist die Losung dieser Gleichung zum Anfangswert ¢(xo) = yo gegeben
durch

¢(x) = (x)®(x0) ' yo-

Die Funktion ¢ l6st Y = A(x)y, da ®(x)®(xp) 'y eine
Linearkombination von Lésungen ist und der Anfangswert ist
erfiillt wegen ¢ (xo) = ®(x0)P(x0) 'yo = vo.

Dies motiviert die Definition der Ubergangsmatrix:

Definition 25.6. Ist ® eine Fundamentalmatrix von y’ = A(x)y,
dann ist die Matrix

A(x, ) = @(x)®(g)
die sogenannte Ubergangsmatrix von y' = A(x)y; sie ist unabhin-
gig von der gewihlten Fundamentalmatrix.

Ist I eine weitere Fundamentalmatrix, dann lisst sich die ein-
deutige Lésung von iy = A(x)y mit Anfangswert ¢(xg) = o
auf zwei Arten schreiben, nimlich

@(x) =T (x)T(x0) 'yo = P(x)P(x0) 'vo.
1

Da dies fiir alle Anfangswerte y gilt, folgt T'(x)I'(xg) ™" =
O (x)P(x) L.

Anders ausgedriickt: Die Ubergangsmatrix A(x, xo) bildet einen
Vektor yp auf die Losung von v’ = A(x)y, ¢(x0) = yo zur Zeit x
ab, denn es gilt

¢(x) = P(x)@(x0) Yo = A(x, x0)¥o-
Direkte Folgerungen sind:
Korollar 25.7. i) A(x,x) =E,,
ll) A(X3, xZ)A(Xz, xl) = A(X3, xl),
i) A(x,x0)" 1 = A(xo, x).

i) Ax,x) = ®(x) " 1d(x) = Ej.

II) A(X3,X2)A(XQ,X1) = @(X3)<D(X2)71CD(XZ)CD(X1)71 =
D(x3)P(x1) ! = Alxz, x1).

iii): Folgt aus E;; = A(x, x) = A(x, x9)A(xp, x).
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26 Lineare Gleichungssysteme erster Ordnung
mit konstanten Koeffizienten

Ist die Matrix-Funktion A konstant, so ergibt sich eine elegante
Theorie, die immer noch eine Vielzahl von interessanten Phino-
menen enthilt. Wir betrachten also nun, zu einer festen Matrix A
vorerst das homogene System

r_
y = Ay.
Wir erinnern uns kurz an den eindimensionalen Fall:

Beispiel.
Ist A = a € R ein Skalar, so ergibt sich die Lésung zu ¢(0) = yo
einfach durch

y(x) = yoexp(ax).
Dies lasst sich zum Beispiel mit Hilfe der Potenzreihen-Darstellung
der Exponentialfunktion sehen: Es gilt

o kak aZx2

=y - -1 NI
exp(ax) k;) - +ax+ ——+

und die Reihe konvergiert absolut in ganz R bzw. C und gleichmi-

ig aufjeder kompakten Teilmenge. Wir konnen daher gliedweise
differenzieren und bekommen

d 2 fakxk-1 Y 4
a(exp(ux))_k;:) T ataxta 5+---—uexp(ax)
(was wir natiirlich schon vorher wussten). A

Schauen wir dieses Beispiel genau an, so scheint es, also gibe
es kein Problem, wenn wir den Skalar a durch eine n x n Matrix
A ersetzen. Dies ist tatsichlich im Wesentlichen wahr (es sind
allerdings ein paar Unterschiede zu bemerken).

Definition 26.1 (und Satz). Sie Matrix-Exponentialfunktion exp :
K™" — K"*" ist definiert durch

exp(A) = Z 7l

(mit der Konvention AY = E,). Die Reihe konvergiert absolut in
K" (z.B. versehen mit der Operator-Norm || A|| = max|,|,—1[|Ax||2).

k
Die Reihe konvergiert absolut, wenn die Reihe } ;2 || % || abso-

lut konvergiert. Es gilt || A¥|| < ||A||* und daher folgt absolute
Konvergenz der Exponentialreihe aus der absoluten Konver-

o [ALf
genzvon ) p” o .
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Beispiel.
i) Ist 0, die Null-Matrix in IK"*", so ist

exp(0,) = E.

i) Wir betrachten

Dann gilt
AY=E, A'=A, und A*=0,firk>2.

Es ergibt sich also:

exp(A) =Ex+ A= [(1) ﬂ .

iii) Betrachte fiir t € C
1 ¢t
A=l ]
Hier gilt wieder A? = E;, A! = A (wie immer...) und aufer-
dem zeigt man leicht per Induktion

1 kt
k_
a=15 4).
Es folgt also
A% A3
exp(A) :E2+A+?+§+---
_ [ZZO_Okl! Yo ’,jlf]
0 Ylom

;1

fiir die Matrix-Exponentialfunktion in diesem Fall.

A

Wir halten ein paar wichtige Eigenschaften der Matrix-Exponentialfunktion
fest:

Satz 26.2. Ist A € K"*" und T € GL,(K), dann gilt:
i) exp(T1AT) = T lexp(A)T,
ii) [lexp(A) < exp(][Al]),

iii) Die fiir alle x € R erkldrte Funktion R — K"*", x — exp(Ax)
ist differenzierbar und es gilt

;x (exp(Ax)) = Aexp(Ax).
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Beweis.
1. Esgilt

(T'AT)F = (TYAT)(T'AT) - - - (T71AT) = T AT

und daher

> T-1AFT >, Ak
exp(TIAT) =) —— =T"" <Z k,> T =T "exp(A)T.
k=0 ' k=0 ™"

2. Man rechnet

o K= Al
lexp(a)]| < Yl 51 < 3 120 = exp(lAl):
k=0 . k=0 '

3. Dies folgt im Wesentlichen daraus, dass man Potenzrei-
hen gliedweise ableiten darf. Hier geht das Argument dafiir
so: Wir setzen F(x) := exp(Ax), bezeichnen die Partial-
summen mit F,(x) = Y}, % und bemerken F,(x) =
AF,_1(x).Esfolgt F,(x) — G(x) := Aexp(Ax) fiirn — oo
und die Konvergenz ist gleichmifliig auf kompakten Inter-
vallen. Es folgt also die Konvergenz der Integrals in

F(x) = F(0) + [ Fi(t)t
0
also .
exp(Ax) = I+/ Aexp(At)dt.
0
Ableiten dieser Gleichung nach x zeigt die Behauptung.

U
Aus Satz 26.2 iii) folgt sofort:

Satz 26.3. Die Matrix-wertige Abbildung ®(x) = exp(Ax) ist eine
Fundamentalmatrix zu y' = Ay. Die Losung der Gleichung zum An-
fangswert p(x) = yo € K" ist

¢(x) = exp(Ax) exp(Axo) ~'yo = exp(A(x — x0))yo
anders ausgedriickt:
A(x, ) = exp(A(x =)
ist die Ubergangsmatrix vony' = Ay.

Beweis.
Dies folgt aus der Eindeutigkeit von Losungen (Satz 25.2) wie folgt:

Es gilt

Ci((exp(A(x - xo))yo) = Aexp(A(x — x0))yo
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und

exp(A(xo — x0))yo = Yo,
also ist exp(A(x — xo))yo die eindeutige Lésung von i’ = Ay mit
Anfangswert ¢(xp) = yo und dies heifdt, A(x,¢) = exp(A(x —
¢)). Andererseits ist ®(x) = exp(Ax) eine Fundamentalmatrix
zuvon y' = Ay, und daher ist exp(A(x — x0)) = A(x,x0) =
®(x)®(xp) ! = exp(Ax) exp(Axg)~* O

Es folgen weitere Eigenschaften der Matrix-Exponentialfunktion:
Satz 26.4. Fiir A,B € K"™" und x, x’ € R gilt
i) exp(Ax)exp(Ax’) = exp(A(x +x')),
ii) exp(Ax) ist invertierbar und es gilt exp(Ax) ! = exp(—Ax),
iii) exp(Ax) exp(Bx) = exp((A + B)x) falls AB = BA.

Beweis.
Punkt i) folgt direkt aus dem vorigen Satz, Punkt ii) aus Punkt i)

via exp(Ax) exp(—Ax) = exp(A(x — x)) = E,.
Fiir Punkt iii) beobachten wir: Aus AB = BA folgt A¥B = BA*
und daher

exp(Ax)B = (i xl;j“) B= i <xl;:!qu) = i (Bxijk> = Bexp(Ax).

k=0 k=0 k=0

Aus der Produktregel (die ebenso fiir Matrix-wertige Funktionen
und deren Produkte gilt) folgt nun fiir F(x) = exp(Ax) exp(Bx):

F'(x) = Aexp(Ax) exp(Bx) +exp(Ax)Bexp(Bx) = (A+ B)F(x),

und wegen F(0) = E, geniigen F und die Funktion exp((A + B)x)
beide der Matrix-Differentialgleichung

@ = (A+B)®, mitAnfangswert ®(0) = E,.

O

Zum Lésen von homogenen Gleichungen mit konstanten Koef-
fizienten miissen wir also ,nur” die Matrix-Exponential-Funktion
auswerten. Das dies nicht ganz einfach ist, sieht man schnell, wenn

< )
1 1

mit Hilfe der Potenzreihe auszurechnen. Das  Ergebnis  lautet
Eine Moglichkeit zum Berechnen von exp(Ax) bietet Satz 26.2 St [5 VB4 (5 VB
i): Es gilt exp(T ' AT) = T~ !exp(A)T. Mit Hilfe der Jordanschen 10 2055 1)

Normalform fiir Matrizen lisst sich nimlich jede Matrix A € C"*"
faktorisieren als

J1
A=QJQ ! mit] =
Jk
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wobei die |; sogenannte Jordan-Blocke sind, d.h. die haben die
Form

mit den Eigenwerten A; auf der Diagonalen. Damit haben wir die
Aufgabe mit

exp(A) = Qexp(/)Q™"
auf das Berechnen der Matrix-Exponential-Funktion fiir Jordan-

Matrizen zuriickgefiihrt. Da sich Block-Diagonal-Matrizen auch
blockweise multiplizieren ergibt sich

J1 exp(J1)
exp -

Jk exp(Jk)

Das Problem ist also nurnoch, die Matrix-Exponential-Funktion
fiir einzelne Jordan-Bl6écke auszurechnen:

Lemma 26.5. Fiir A € C und

Al
] = c
o
A
gilt
r 2 n—1
1t 5 =]
exp(Jt) = exp(At) 2
2
t
L 1 ]
Beweis.
Wir schreiben
A 0 1 0
] = +
1
A 0
=D =P

Es gilt PD = AP = DP und nach Satz 26.4 iii) gilt
exp(Jt) = exp((P + D)t) = exp(Pt) exp(Dt).
Fiir die Diagonalmatrix D giltexp(Dt) = exp(AE,t) = exp(At)E,.
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Die Matrix P ist nilpotent: Es gilt P" = 0, und insbesondere wan-
dert die Nebendiagonale bei jeder Multiplikation mit sich selbst
um eine Diagonale nach oben. Es folgt

n—1
1
exp(Pt) = Y &P
1=0

und zusammen ergibt sich die Behauptung. O

Im folgenden werden wir noch zwei weitere Ergebnisse beno-
tigen, welche hier nur als Bonusmaterial ohne Beweis auftauchen:

Satz 26.6 (Losungsraum von inhomogenen Systemen). Sei I ein
Intervall, A : I — K™, b : I — K" stetig und Ly den Vektorraum
aller Losungen der homogenen Gleichung

y' = Ax)y.

Ist L; die Menge aller Losungen der inhomogenen Gleichung y' =
A(x)y + b(x), dann gilt: Ist g € Ly, dann ist

L= ¢0+LH.

Anders ausgedriickt: Jede Losung ¢ der inhomogenen Gleichung ldsst
sich schreiben als p = o + @, wobei ¢ eine Losung der homogenen
Gleichung ist.

Satz 26.7 (Variation der Konstanten in mehreren Dimensionen).
Essei® = [¢1 --- @u] ein Fundamentalsystem der homogenen
Gleichung

y' =A@y
Dann hat die inhomogene Gleichung

y' = A(x)y + b(x) mit Anfangswert ¢(x0) = Yo

die Losung ¢ : I — R" der Form

P(x) = D(x) (yo+/x:q>(t)_1b(t)dt> . CD(X)y0+/x:A(x, Db()dt.
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Der reelle Fall ist komplizierter. Fur
A € R¥¥ 2 gilt auch A = QJQ71,
allerdings haben hier die Jordan-Blocke
fiir einen Paar komplexer Eigenwerte
A = a £ ib folgende Form: Mit

a b 00 10
e e N

ist

C 0, 0, Ep 02
= ¥
Ep
0, C 0, 0,
=B =Q

Auch hier gilt QB = BQ und mit etwas
mehr Arbeit und der Abkiirzung

cos(bt)  sin(bt)

G(t) = —sin(bt) cos(bt)
folgt
6w G el
exp(Jt) = " .
tG (1)
G(t)
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27 Phasenportraits

Fiir mehrdimensionale Systeme und Gleichungen héherer Ord-
nung kann man die Losungsgesamtheit nicht mehr einfach visua-
lisieren. Man kann in zwei Dimensionen (oder bei Gleichungen
zweiter Ordnung) zwar verschiedene Losungen plotten, das Bild,
das sich ergibt, ist aber nicht sehr informativ. Dies sieht man schon
an der einfachen Gleichung iy’ = —y; hier ein paar Lésungen:

Das zugehorige System erster Ordnung ist

, [0 1
ve[® O

und die Lésungen dazu sind

- I (X)+C in(x)
®(x) = [_éf :isn(x) + szscos(x)} '

Diese kénnen wir gerade noch als Kurven im R® visualisieren. Die
Losungen von oben sehen nun so aus:

Da die Gleichung autonom ist (d.h. die rechte Seite ist unabhingig
von x) ist fiir jede Losung ¢ und jedes xg auch ¢(- — xo) eine
Losung. Mit anderen Worten: jede Losung bleibt bei Verschiebung
entlang der x-Achse eine Losung. Das bedeutet, dass man auf die
x-Koordinate fiir eine Visualisierung verzichten kann. Dies sieht
man auch, wenn man den Blickwinkel auf die Losungsgesamtheit
indert:
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Blendet man die Abhingigkeit von x aus, so kommt Ordnung ins
Bild. Es ergeben sich sauber geordnete und sich nicht-schneidende
Kurven im R?. Diese Kurven nennt man Trajektorien:

Definition 27.1. Essei D C R" und f : D — R". Eine Teilmenge
T C D heifit Trajektorie der autonomen Gleichung

y' = fy),

wenn es ein Intervall ] und eine Losung ¢ : I — D der Gleichung
gibt, so dass

T=¢(I) ={e(x) | x €I}
Ist yo € T, so nennen wir T auch Trajektorie durch y.

Um die Begrift  Trajektorie” und , Lésung” voneinander abzu-
grenzen halten wir noch einmal fest:

- Eine Losung ist eine Funktion ¢ : I — D,

« eine Losungskurve ist der Graph einer Losung, also eine Teil-
menge von | X D, nimlich

{(x,9(x) | x€ 1} C IxD,

« eine Trajektorie ist eine Teilmenge von D, nimlich

{p(x) | x €I} CD.
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Beispiel.
Fiir eindimensionale autonome Systeme i’ = f(y) sind Trajekto-
rien relativ uninteressant: Betrachten wir die Gleichung

y=y-y
so erkennen wir zwei konstante Lésungen
p(x;0) =0 ¢@(x;1)=1.

Schaut man sich die Losungskurven an, so sieht man, dass es genau
funf verschiedenen Trajektorien gibt, nimlich die Mengen

J—e0,0[, {0}, 0,1[, {1}, ]1,00[.

A
=

/

N

Qualitativ lisst sich die Schar der Losungskurven auch schon an-
hand der Nullstellen und Vorzeichen der rechten Seite y — y?
ablesen. A

Die Menge aller Trajektorien bezeichnet man auch als Phasen-
portrait und die Menge D, in der die Losung verliuft als Phasenraum.
Fiir eine Gleichung y™ = f(y,v/,...,y"~V) ist der Phasenraum
Teilmenge des R" und wird von den Koordinaten y,v/, ..., y(”)
aufgespannt. Wir betrachten dazu wieder das mathematische Pen-

del:

Beispiel.
Das System erster Ordnung zur Gleichung y” = — sin(y) ist

)= L)

o] [=sin(y)]”

Der Phasenraum wird von y = y; (Winkel) und iy’ = y, (Winkel-
geschwindigkeit) aufgespannt. Im autonomen Fall kénnen wir
im Phasenraum ein Richtungsfeld zeichnen, in dem wir an einen
Punkt Y = (y1,y2) den Vektor f(Y) = (y2, —sin(y1)) anhin-
gen. Das Richtungsfeld im Phasenraum und ein paar Trajektorien
sehen fiir das mathematische Pendel wie folgt aus:
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Man beachte, dass die zeitliche Dynamik in diesem Bild nicht

mehr abgebildet wird.

Fugen wir dem Pendel Dimpfung hinzu, die proportional
zur Geschwindigkeit ist, so bekommen wir die Gleichung y” =

—sin(y) — cy/, also das System

Fiir c = 0,7 sehen Richtungsfeld im Phasenraum und ein paar

Trajektorien so aus:

m VVY¥F ¥
ﬁ,. a2

f Kikkkikkkpy

72N

Fiir autonome lineare Differenitalgleichungen im R? kann

man die Situation vollstindig beschreiben:

Beispiel.

Ay mit reeller 2 x 2 Matrix A. Das cha-

Wir betrachten
rakteristische Polynom ist

xa(A) = A% —spur(A)A + det(A)

und daher sind die Eigenwerte

)

A

(

spur(A) & /spur(A)2 — 4 det

A1y2

140
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In Abhingigkeit der Diskriminante A = spur(A)? — 4det(A)
ergeben sich also die Fille:

1. Ist A > 0 so gibt es zwei verschiedene reelle Eigenwerte.

2. Ist A < 0, so gibt es zueinander konjugierte komplexe Ei-
genwerte.

3. Ist A = 0, so gibt es einen doppelten reellen Eigenwert
(welcher dann die geometrische Vielfachheit 1 oder 2 haben
kann).

Wir konnen dies in der Spur-Det-Ebene zeichnen:

det(A)

A = 0, doppelter Eigenwert

A < 0, komplexe Eigenwerte

spur A

A > 0, reelle Eigenwerte

Die Groflen det(A) und spur(A) sind invariant unter Ahnlich-
keitstransformationen. Wir konnen uns daher auf'die Jordanschen
Normalformen beschrinken. Etwas genauer: Ist A = TJT~!, so
kénnen wir z = T~y substituieren, und bekommen

Z=T =T"Ay=T'TJT 'y = Jz.
« A > 0: In diesem Fall ist
A0 _ [exp(A1x) 0
J= [0 /\J und  exp(Jx) = [ 0 exp(A2x)

Die Losungen sind also von der Form

o(x) = [cl exp(A1x)

Co exp(/\zx)] » 2 ER

« A < 0: In diesem Fall gilt es die Eigenwerte A1/, = a £ ib
und wir kénnen die reelle Jordansche Normalform

=10 ] et = et Sy o]

nehmen. Die Losungen sind also von der Form

c1 cos(bx) — cp sin(bx)

¢(x) = exp(ax) [cl sin(bx) + ¢ cos(bx)] » e €R
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« A = 0: Hier gibt es zwei Méglichkeiten: Entweder ist A

diagonalisierbar (und dann ist ] = AE; und dies ist das
gleiche wie im Fall A > 0 mit Ay = A;) oder nicht. Im
zweiten Fall ist

] = [g )1‘] , AMER, exp(Jx) = exp(Ax) [(1) ﬂ .

Die Losungen sind also von der Form

1+ cx
C2 )

() = exp(x) |

Hier ist besonders der Fall A = 0 bemerkenswert: In diesem
Fall ist A = 0 einzige Eigenwert, aber trotzdem gibt es mit

p(x) = [Cl —E CZX] und ¢y # 0 eine unbeschrinkte Losung.
2

Man kann das Verhalten in der sogenannten Spur-Det-Ebene
einzeichnen, wo man noch zusitzlich die Vorzeichen von det(A)

und spur(A) beriicksichtigen kann:*

Klassifikation der Phaseportraits in der (det A, spur A)-Ebene

Spiralsenke

Degenerierte Senke

det A

A=0: det A=1(spur A)?

l

Spiralquelle

®

Rotation

Degenerierte Quelle

Senke

Quelle

spur A

Linie stabiler Fixpunkte

A

A
7

Sattel

Linie instabiler Fixpunkte

%Quelle: Gernot Salzer, https://tex.stackexchange.com/a/347401/7573
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Beispiel.

In drei Dimensionen konnen die Dinge wesentlich komplizierter
werden, so dass auch Richtungsfeld und Phasenportrait nicht mehr
viel Einsicht geben. Als Beispiel dazu hier das Richtungsfelds des

Systems

10(y — x)

x =

N Y Y Y
B T L ST RN
R N LA L 1 3L SR TN

e A AL LU |

S osmesasbabadeaiaadn i b b

< Ci,Of%;:i:5,::;:;;:>

:;
PEEEEAL
FErEEE 1\\??\\

toliy 1hhgiigatibh 33&:?3?\\\
I VA ¥ m\\?\\??\\w%\i \\\\\
g \\\\Q\.\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\
o gt wt st E st 5 2P AP PSSR
\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\
\\\\\\\\\\\\\\\

30

30
20
20
-30

10

Dieses System ist das bertithmte Lorenz-System,” welches inbeson-

dere fiir die chaotische Dynamik bekannt ist. Hier zwei Lésungen

’

zu fast gleichen Anfangswerten (oben im Phasenraum gezeichnet
unten nur die x-Komponente in Abhingigkeit der Zeit ¢.
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%Benannt nach Edward N. Lorenz, der es 1963 als einfaches Model fiir Kon-
vektionsstromungen in der Atmosphire entwickelte.
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28 Lineare Differentialgleichungen hoherer Ord-
nung

Die Ergebnisse aus den vorigen Abschnitten iibertragen wir jetzt
auflineare Gleichungen n-ter Ordnung, d.h. auf Gleichungen der
Form

v+ g (Y ()Y +ao(x)y =b(x) (%)

mit stetigen Funktionen ag,...,a,-1,b : I — K (bzw. = 0 im
homogenen Fall).

Ubertragung der bisherigen Ergebnisse aus Satz 25.3 und Satz 26.6
liefert:

Korollar 28.1. i) Die Menge Ly aller Losungen der homogenen Glei-
chung zu (*) ist ein n-dimensionaler Vektorraum.

ii) Die Menge L; aller Losungen der inhomgenen Gleichung (*) ist von
der Form L = i + Ly, wobei ¢ eine beliebige Losung von (*) ist.

iii) Ist @1,...,9n € Ly, dann sind diese linear unabhdngig, wenn
fiir ein (und dann auch fiir alle) x € [ gilt, dass die Wronski-

Determinante
B W
P1lx PulX
W(x) := det .
o V() on' V(%)
ungleich Null ist.

Besonders iibersichtlich verhilt es sich mit linearen Gleichun-
gen n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten:

any(n) + an—ly(nil) +oee alyl +apy = b (**)

Fiir eine kompakte Formulierung bezeichnen wir mir C[T] die
Menge aller Polynome

P(T)=ao+a T+ +a,T"

mit komplexen Koeffizienten a; in der Unbestimmten T. Ersetzen

wir formal die Unbestimmte T durch D = % so erhalten wir

einen linearen Differentialoperator
P(D)=a9+mD+---a,D",

also eine Abbildung, die einer n-mal differenzierbaren Funktion
¢ : I = C (auf einem Intervall I) die Funktion

P(D)g(x) :=apg(x) +a1¢’(x) + - - -ancp(”)(x)
zuordnet. Die Differentialgleichung (**) wird also zu

Die Differentialoperatoren P(D) verhalten sich besonders ein-
fach, wenn sie auf Exponentialfunktionen angewendet werden:
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Mit Polynomen von (Differential-
JOperatoren kann man rechnen
wie mit gewdhnlichen  Polyno-
men. So gilt zum Beispiel: Sind
Pi(T),P,(T) € C[T] und

P(T) := P(T) + Po(T),

dann gilt fur jede geniigend oft diffe-
renzierbare Funktion ¢

P(D)¢ = P1(D)¢ + P2(D)g.
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Lemma 28.2. Fiir P(T) € C[T], A € C und ¢(x) = exp(Ax) gilt

Beweis.
Wir schreiben P(T) = Y7, a,T*. Es gilt

Do(x) = < p(x) = Aexp(Ax) = Ag(x).

Es folgt
P(D)g(x) = kiakax) - k}":amk exp(Ax) = P(A)p(x)
=0 =0

durch wiederholtes Anwenden. O
Es folgt direkt:

Korollar 28.3. Ist A eine Nullstelle des Polynoms P, so ist ¢(x) =
exp(Ax) eine Losung der Differentialgleichung P(D)y = 0.

Man kann sogar die Losungsgesamtheit fiir die Gleichung
P(D)y = 0 einfach angeben, wenn die Nullstellen von P alle
einfach sind:

Satz 28.4. Essei P(T) = Y_/_,a;T" € C[T] und P habe die paarweise
verschiedenen Nullstellen A1, ..., A, € C. Dann bilden die Funktionen

pr(x) = exp(Akx), k=1,...,n

ein Fundamentalsystem von Losungen der Differentialgleichung P(D)y =
0.

Beweis.

Dass die ¢ Losungen sind, sagt Korollar 28.3. Um zu zeigen,
dass die ¢y linear unabhingig sind, berechnen wir die Wronski-
Determinante an der Stelle x = 0 (denn dies reicht nach Korol-
lar 28.1 aus). Dazu bemerken wir, dass ng({]) (x) = A exp(Agx). Es
gilt also

)
/(0 (0 A Ay e A
W(0) = det ¢1§ ) ¢ ( ) et M 2 "

eI 1(0) - @i 1(0) AThoAgTt e Al

Die auftauchende Matrix ist die wohlbekannte Vandermonde Matrix
und ihre Determinante ist

W)= TT (—2)

1<k<j<n

End da wir A; # Ay fiir j # k angenommen haben, gilt W(0) # 0.
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Dies 16st die homogene Gleichung P(D)y = 0 im Falle von
einfachen Nullstellen.

Wie in der Randbemerkung kénnen wir auch den Fall mehrfa-
cher Nullstellen von P auf den Fall mehrfacher Eigenwerte der Be-
gleitmatrix zuriickfithren. Zu einer mehrfachen Nullstelle erhalten
wir einen Jordanblock, fiir den wir die Matrix-Exponentialfunktion
auswerten kénnen.

Satz 28.5. Das Polynom
P(T)=T"+a, 1T" ' +---a1T +ag € C[T]

haber verschiedene Nullstellen A1, . . ., A, mitden Vielfachheitenk, . .., k;.
Dann hat die Differentialgleichung P(D)y = 0 das Fundamentalsystem

@jm(x) =x"exp(Aix), j=1,...,r, m=0,...k—1

Beweis.

Wir nutzen die Umformulierung als System (wie in obiger Rand-
bemerkung) und die komplexe Jordansche-Normalform fiir die
Begleitmatrix. Mit Lemma 26.5 erhalten wir die entsprechenden
Lésungen ¢; ,, als erste Komponenten der Losungen des Systems.
O

Kommen wir schliefSlich zu inhomogenen Gleichungen

P(D)y = b(x).

Prinzipiell kénnen wir wie folgt vorgehen: Mit Hilfe von Satz 28.5
bestimmen wir ein Fundamentalsystem fiir die homogene Glei-
chung, formulieren die Gleichung als System erster Ordnung um,
und bestimmen eine spezielle Losung der Gleichung mit Hilfe
der Variation der Konstanten nach Satz 26.7 (die Hiirden dabei
sind insbesondere das Invertieren der Fundamentalmatrix und
das Losen des Integrals fiir die variable Konstante u). Fiir spezielle
Funktionen b gibt es eine andere Moglichkeit, die zum Ziel fiihrt.

Satz 28.6. Es sei
P(T)=T"+a, 1 T" ' 41T +ag
und y € C, sodass P(u) # 0. Dann gilt

i) Die Gleichung P(D)y = exp(px) hat die spezielle Losung ¢(x) =
ﬁy) exp(pux).
it) Fiir jedes Polynom f vom Grad m hat die Differentialgleichung
P(D)y = f(x)exp(ux) eine Losung der Form(x) = g(x) exp(px)
mit einem Polynom g vom Grad < m.
Beweis.

i) Nach Lemma 28.2 gilt P(D) exp(ux) = P(u) exp(ux), was die
Behauptung zeigt.
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gleichung

P(D)y = any™ +- -+ a1y’ +agy =0

|3sst sich fiir a, # 0 schreiben als
y(n)+‘..+%yl+%y:0

und dies entspricht dem System

0 1 ... 0
Y = Y.
0 1
B — 2
ﬂ” ﬂ”
=:A

Die Matrix A ist die Begleitmatrix von

P. Die Nullstellen von P sind genau

die Eigenwerte von A. Sind diese al-

le verschieden, so ist A = TDT!

mit D = diag(A1,,...,Ay) und T =

(o1 vy| mit Eigenwerten Ay

und Eigenvektoren v. Zu jedem vy

gibt es die Lésung @y zum Anfangswert

@ (0) = vy
T_ll)k
~——

=ey, da Tey = vy

= [0y Un] exp(Agx)e,

= exp(Arx)vg.

9x(x) = exp(Ax)v;, = Texp(Dx)

Die erste Komponente dieses Vektors
ist dann eine Lésung von P(D)y = 0
mit



22.07.2020, VL 28-4

ii) Fiir m = 0 ist dies die Aussage aus i) und wir nehmen dies als
Induktionsanfang. Fiir den Induktionsschritt beginnen wir:
Gelte die Aussage fiir Polynome vom Grad hochstens m — 1.
Aus der Produktregel folgt, dass

P(D)(x" exp(px)) = fo(x) exp(px)

mit einem Polynom vom Grad m. Fiir ein gegebenes Polynom
f vom Grad m existiert also ein ¢, so dass der Grad von f; =
f — c¢fo nur noch hochstens m — 1 ist (eliminiere den Term
vom héchsten Grad). Nach Induktionsvoraussetzung gibt es
ein Polynom g; vom Grad hochstens m — 1, so dass

P(D)(g1(x) exp(px)) = fi(x) exp(px)

und fiir g(x) = cx™ + ¢1(x) folgt

P(D)(g(x)exp(pux)) = cP(D)(x" exp(px)) + P(D)(g1(x) exp(px))
= cfo(x) exp(px) + f1(x) exp(px)
= f(x) exp(px).

Beispiel.
Die Gleichung
y" +py' + 4y = sin(wox)
kommt von den Polynom P(T) = T? + pT + q. Ist p* < 44 so hat
dieses zwei komplexe Nullstellen

. 2
Mp=ptiv, p=-5 w=\q-5%

Die homogene Gleichung hat nach Satz 28.4 das Fundamentalsys-
tem

1(x) = exp((4 +iw)x) = exp(px) exp(iwx),

P2(x) = exp((4 —iw)x) = exp(px) exp(—iwx).

Daraus kénnen wir mit der Euler-Formel ein reelles Fundamen-
talsystem bekommen

ex
ex

1(x) = 3(91(x) + 92(x)) = exp(px) cos(wx),
Pa(x) = 5 (1(x) — @2(x)) = exp(px) sin(wx).

Fiir eine Losung des inhomogenen Systems schreiben wir sin(wpx) =
Re(—iexp(iwpx)) und betrachten die Gleichung

y' +py' +qy = —iexp(iwox).

Ist 4 # 0, so ist iwg keine Nullstelle von P, und wir bekommen
nach Satz 28.6 i) die spezielle Losung

@o(x) = ﬁal)o) exp(iwx) = yexp(iwpx), 7 € C.
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Da die Koeffizienten von P reell sind, gilt

Re(P(D)go(x)) = P(D)Re(¢o(x)),
also ist eine spezielle Losung von y” + py’ + qy = sin(wox) gege-
ben durch
Po(x) = Re(go(x)) = ccos(wox).
Die allgemeine Losung ist also
P(x) = exp(px)(c1 cos(wx) + ¢z sin(wx)) — ccos(wox).
Physikalisch lisst sich die Losung so interpretieren:

o Ist u > 0, so sind alle Lésungen unbeschrinkt.

o Ist u < 0, so klingt die Eigenfrequenz w mit der Zeit ab, und
die Anregungsfrequenz wy setzt sich mit der Zeit durch.

Was ist fiir 4 = 0? Kénnen wir einfach in obiger Losung zur Grenze
i — 0 iibergehen und sehen einfach nur die Anregungsfrequenz?

A

Fiir den Fall, dass die Anregung eine der Eigenfrequenz der
Gleichung trifft, passiert etwas anderes. Hier erst der mathemati-
sche Satz:

Satz 28.7. Es sei
P(T)=T"+ay, 1T" '+ -a1T + ao,

f ein Polynom vom Grad m und y eine k-fach Nullstelle von P. Dann
hat die Gleichung

P(D)y = f(x) exp(px)
eine Losung
m+k .
(x) = h(x)exp(pux), mitPolynom h(x) =) cjxl.
j=k

Beweis.
Da yu eine k-fache Nullstelle von P ist, kénnen wir schreiben

P(T) = Q(T)(T — p)*

mit einem Polynom Q mit Q(u) # 0. Satz 28.6 sagt uns, dass es
ein Polynom ¢ vom Grad m gibt, so dass

Q(D)(g(x) exp(px)) = f(x) exp(px).
Aus g konnen wir durch k-faches bilden einer Stammfunktion das
Polynom h(x) = Z;”jkk c;x! bilden, fiir das gilt #®) (x) = g(x). Es
gilt
(D — p)* (h(x) exp(px)) = h® (x) exp(px) = g(x) exp(ux)
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und es folgt

P(D)(h(x) exp(x)) = Q(D) ((D — w)*(h(x) exp(ux)))
= QD) (3(x) exp(px)) = f(x) exp(jix)
wie behauptet. O

Beispiel.
Wir betrachten eine Gleichung ohne Dimpfung (d.h. ohne den
Term y')

¥ + w*y = acos(wox)

und wieder ist es vorteilhaft, die rechte Seite komplexwertig zu
schreiben als
¥ + w*y = aexp(iwox).

Das zugehérige Polynom ist P(T) = T? + w? und hat die Nullstel-
len
/\1/2 = Fiw.

« Im Fall wy # w gibt es eine Losung der Form (x) =
cexp(iwpx), nimlich

lrb(x) = p(iijo) eXP(iwox) = wz%w%exp(iwox).

Eine Losung zur rechten Seite a cos(wpx) ist dann

(x) = Re(p(x)) = 525 cos(wox).

« Im Fall wy = w ist wy eine Nullstelle von P. Es gibt also zur
rechten Seite a exp(iwpx) eine Losung der Form ¢(x) =
cx exp(iwpx), nimlich

P(x) = Sieos X exp (iwpx)

also ist
¢(x) = Re(y(x)) = 5-xsin(wox).

A

Bemerkung. Im letzen Beispiel taucht ein Phinomen auf; welches
in groflerem Kontext sehr wichtig ist: Resonanz.

Hat die Anregung der Differentialgleichung die gleiche Fre-
quenz, die auch die homogenen Losungen haben, so kommt es
zu Resonanz und es gibt unbeschrinkte Losungen, auch wenn die
Nullstellen des zugehérigen Polynoms alle rein imaginir sind. Die
Frequenzen, bei denen dies auftritt, nennt man Eigenfrequenzen
des Systems.

Tatsichlich ist das gleiche Phinomen auch bei Differential-
gleichungen n-ter Ordnung zu sehen: Hat das Polynom

P(T)=T"+a, 1 T" ' 44+ a,T +ag
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die rein komplexe Nullstelle iw, so hat die Gleichung
P(D)y = asin(wx)

eine unbeschrinkte Losung,
Eigenfrequenzen treten auch bei Systemen héherer Ordnung
auf, wie z.B bei n-dimensionalen Systemen zweiter Ordnung:

MY"+BY'+CY=F M,B,CeR"™", F:I—R"

Mit solchen Gleichungen werden zum Beispiel mechanische Sys-
teme beschrieben, wie zum Beispiel Bauwerke, Maschinen oder
Karosserien, aber auch die Schall-Phinomene (nach Diskretisie-
rung). Hier ist M die Massenmatrix, B die Didmpfungsmatrix und
C die Steifigkeitsmatrix; F ist de einwirkende Kraft. Die Kenntnis
von Eigenfrequenzen und den zugehérigen Eigenschwingungs-
formen des Systems ist besonders wichtig, um die Stabilitit des
Systems bei Anregungen garantieren zu konnen. Aus dem alltigli-
chen Leben ist vielleicht die Situation bekannt, dass im Auto bei
bestimmten Geschwindigkeiten oder Drehzahlen das Armaturen-
brett oder etwas anderes laut vibriert, bei anderen Geschwindig-
keiten und Drehzahlen jedoch nicht. Hier liegt bei bestimmten
Anregungen Resonanz vor. |
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