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15. Entropie und Information (8 Punkte)
Wir betrachten eine Reihe von Ereignissen F,, (n = 1,2,..., N), die mit bestimmten Wahrscheinlichkeiten
P,, mit

dop=1 (1)

eintreten konnen. Wir ordnen nun der Feststellung eines Ereignisses F,, einen Informationswert I,, zu, bei
hiufiger Wiederholung von solchen Feststellungen an der gleichen Reihe von Ereignissen erhélt man dann
einen mittleren Informationsgehalt, festgelegt als

I==> P,log,P,. (2)

Diese Definition ist so gewihlt, dass sie die mittlere Anzahl von einfachen Alternativfragen (Ja oder Nein,
0 oder 1, Links oder Rechts, Oben oder Unten) angibt, die zur vollstindigen Charakterisierung eines
Ereignisses der Reihe nach gestellt und beantwortet werden miissen. Information ist also zu verstehen im
Sinne von fehlender Information, die notwendig ist, um ein Ereignis eindeutig festzustellen.

Beispiele:

(1) N = 1. Ein Ereignis tritt mit Sicherheit ein, P; = 1. In diesem Fall ist I = 0. Man gewinnt keine
Information, da der Eintritt des Ereignisses von vornherein feststeht. Es fehlt somit keine Information,
um das Ereignis festzustellen. Es gibt nur ein Ereignis.

(2) N = 2. P, = P, = 1/2. Beide Ereignisse treten mit der gleichen Wahrscheinlichkeit ein. Durch
Einsetzen erhélt marﬂ I = 1bit. Es fehlt also 1bit an Information, um festzustellen, ob Ereignis 1
oder Ereignis 2 vorliegt.

Aufgaben:

(a) Ein roter Dino hilt sich mit gleicher Wahrscheinlichkeit von P, = 1/128 auf einer der 128 quadra-
tischen Fliesen am Boden eines rechteckigen Raumes, der doppelt so lang wie breit ist, auf. Wie
grof} ist der mittlere (fehlende) Informationsgehalt der Feststellung des Aufenthaltsortsﬂ?

(b) Erinnert die Definition der Information nicht an die Entropie? Schreiben Sie in einem Satz, warum
groflere Entropie mit mehr fehlender Information zu identifizieren ist.

(c¢) Ein Fabrikant méchte 3000 Tafeln Schokolade (Vollmilch, Zartbitter und weile Schokolade) produzie-
ren. Wieviele Tafeln von jeder Sorte muss er herstellen, wenn er moglichst viele verkaufen will, iiber
die Beliebtheit der verschiedenen Sorten allerdings keine Erhebungen angestellt hat. Versuchen Sie
zuerst durch Argumentieren auf ein Ergebnis zu kommen und berechnen Sie dann die Information
dieser Verteilung.

(d) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten P,, unter denen die fehlende Information maximal wird.
Die Ereignisse seien nicht durch mégliche Kopplungen oder dussere Einwirkungen beeinflusst. Beriicksichtigen
Sie dabei etwaige Nebenbedingungen.

(e) Stellen Sie eine Analogie zur Thermodynamik (Entropie, Ensembles,...) her.

Bitte wenden —

1bit ist die Einheit der Information und entspricht einer 0 oder 1 Entscheidung.
2Man sieht, dass in der Definition von I keine Bewertung der Information (etwa niitzlich - unniitz) enthalten ist.



16. Vollstéindige Differentiale (8 Punkte)
Gegeben ist die Differentialform

6F = (zy® + zye”) dz + (22%y + z€”) dy. (3)

(a) Uberpriifen Sie die Differentialform auf Exaktheit (Vollstindigkeit).

(b) Bestimmen Sie gegebenenfalls einen integrierenden Faktor h(x,y), sodass die Differentialform exakt
(vollstindig) wird. Machen Sie dazu fiir h(z,y) einen geeigneten Ansatz.

(¢) Multiplizieren Sie die urspriingliche Differentialform mit dem integrierenden Faktor und bestimmen
Sie ein Potential ®(z,y).
Desweiteren ist Differentialform
OF =ydax —xdy (4)
gegeben.

(d) Uberpriifen Sie die Differentialform auf Exaktheit (Vollstindigkeit).

(e) Bestimmen Sie gegebenenfalls einen integrierenden Faktor h(z,y), sodass die Differentialform exakt
(vollstéindig) wird. Machen Sie dazu fiir h(x,y) einen geeigneten Ansatz.

(f) Multiplizieren Sie die urspriingliche Differentialform mit dem integrierenden Faktor und bestimmen
Sie ein Potential ®(z,y).

17. Homogene Funktionen (4 Punkte)
Eine Funktion f heifit homogene Funktion m-ten Grades, wenn gilt

FOz, . Ae,) = A f(x1, .., 2p) (5)

fir A > 0 und m € R. Uberpriifen Sie die folgenden Funktionen auf Homogenitéit und geben Sie gegebe-
nenfalls den Grad m an.

(a) f(z1,22) = 2i3

(b) f(x1,22,23) \/ﬁ
(c) flz)=e"

(@) for,a2,05) = 22




