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6. Gleichgewicht bei chemischen Reaktionen: Massenwirkungsgesetz (10 Punkte)

Gegeben sei eine chemische Reaktionsgleichung

N
i=1

Die X; stehen fiir die chemischen Namen der einzelnen Verbindungen; die v; sind die stéchiometrischen
Koeffizienten und werden fiir die Reaktionsprodukte negativ gerechnet. Ein einfaches Beispiel ist die
Knallgasreaktion 2Hy + O — 2H,0 = 0.

(a)

Zeigen Sie allgemein, dass im thermodynamischen Gleichgewicht (maximale Entropie) die chemischen
Potentiale der Bedingung

N
Zl/aﬂa:I/1M1+V2/1,2+...+I/NMN:0 (2)

a=1
geniigen.

Bestimmen Sie die Entropie aus der Abzéhlung der moglichen Anordnungen der Molekiile auf einem
Gitter (Gittergas-Modell). Zeigen sie, dass dann fiir die Konzentrationen der einzelnen Molekiilsorten
ci =n;/ Zszl ny das Massenwirkungsgesetz

N
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ch‘ =ci' ...y =1 (3)
=1

gilt. Verwenden Sie dazu die Niherung: In(n!) = nln(n) — n.
Im allgemeinen Fall ist das chemische Potential jedoch eine Funktion von Druck und Temperatur,
= p(r, P). Nehmen Sie an, dass u durch

to = —7(Incy + do (7)) (4)

gegeben ist und zeigen Sie, dass das Massenwirkungsgesetz dann die Form

N

Vi __ V1 V2 VN __
ch' =cte? A = K(7)
i=1

mit der Gleichgewichtskonstanten K (7) annimmt. Die genaue Form von d,(7) soll hierbei nicht
betrachtet werden.

Betrachten Sie nun als konkretes Beispiel die Autoprotolyse des Wassers
2H,0 — H3O" + OH™ . (5)

Bei Raumtemperatur hat Wasser einen pH-Wert von 7. Berechnen Sie hieraus die Gleichgewichts-
konstante K (7) der Reaktion. Nehmen Sie dazu an, dass sich in einem Liter Wasser 1000 g H2O mit
je 18 g/mol befinden.

Bitte wenden —



7. Die n-dimensionale Kugel (10 Punkte)

Durch die Menge
L [ ! >t <)
i=1

wird eine n-dimensionale Kugel vom Radius R beschrieben.

(a) Da fiir die weitere Rechnung in dieser Aufgabe das GauB-Integral eine wichtige Rolle spielt, soll dieses
hier noch einmal explizit auf einfache Weise nachgerechnet werden. Berechnen Sie dieses, indem Sie
folgenden Ansatz wihlen

(GauB — Integral)? = / / e eV dy dy

und dann Polarkoordinaten nutzen.

(b) Zeigen Sie nun, dass Volumen V,,(R) und Oberfliche S,,(R) einer n-dimensionalen Kugel durch

27'("/2
nl (n)
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Va(R) = Cp,R™ bzw. S,(R)= nC,R* ' mit C, =
gegeben sind. Die Gamma-Funktion T'(z) ist durch

I'(z) = /000 t*~Lexp(—t)dt

definiert. Fiir alle z € R gilt die Beziehung I'(x + 1) = zI'(z). Fiir ganzzahliges n > 0 ist I'(n + 1) =
n! = nl'(n) und auBerdem I'(1/2) = /7. Gehen Sie von dem Integral

I:/f(xl,...,xn)dxl...dxn (6)

aus und wie folgt vor:

i. Setzen Sie zunéichst f(z1,...,2,) = 1 und schreiben Sie mit Gl. (6) das Volumenintegral iiber
K. in kartesischen Koordianten auf. Suchen Sie nun eine geeignete Substitution, sodass sich das
Volumenintegral auf eine Einheitskugel reduziert, welches Sie als C), bezeichnen kénnen. Nun
sollten Sie eine Formel fiir das Volumen der n-dimensionalen Kugel haben.

ii. Setzen Sie nun f(z1,...,%,) = exp (—(2} + 23 + -+ + #2)). Bestimmen Sie damit das Integral
(6) iiber R™ zum einen direkt mithilfe des Ergebnisses aus Aufgabenteil (a) und zum anderen,
indem Sie das Integral mithilfe des Ergebnisses aus Aufgabenteil i. auf die Integration iiber
Kugelschalen zuriickfithren. Hieraus sollten Sie auch die Oberfliche der n-dimensionalen Ku-
gel ablesen koénnen. Durch den Vergleich der beiden Darstellungen des Integrals sollten Sie die
explizite Formel fiir C), erhalten.

(c) Zeigen Sie auBlerdem:

n
T2

(3)! , falls n gerade

C, =
n—1
% , falls n ungerade

Die hier auftretende Doppelfakultét ist fiir ungerades n definiert durch:
nl=1.3-5-....n=n-(n—-2)-(n—4)-...-1.



