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5. Der Korper der komplexen Zahlen (10 Punkte)
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(a) Zeigen Sie, dass R? mit

a1b1 — a2b2
= 2
o)l -] ”
ol -l ”
a2 al a2+ a3 a3 |—az
einen Korper bildet.
(b) Man definiert nun die komplexe Einheit i mit der Eigenschaft i> = —1. Zeigen Sie dass man mit
der Zuordnung
|:a1:| — a1 + tao (&)
az

die gleichen Rechenregeln bekommt und damit auch wieder einen Korper erhalt.
(c) Die komplexe Konjugation einer komplexen Zahl z = z + iy mit z, y € R ist definiert als

zZ=ux—iy. (5)

Der Betrag einer Komplexen Zahl ist definiert als |z| = \/zZ. Zeigen Sie fiir 21,22 € C und
neN

2t =2+ 2 7% = 2122 2 =2 (6)

|21+ 22| = [21] | 22] |21 + 22| < [z1] + |22 |21 — 2o Z [z = [22f] . (7)

(d) Geben Sie die Zahlen
i—1 3+4 (1+i)* a-1* 1+ia
i+1 1—2i (1-1)2  (a+i)? 1—ia

,aceR (8)

in der Form x + iy mit z, y € R an und bestimmen Sie deren Betrag.

6. Differenzieren und Regel von L'Hospital (9 Punkte)
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(@) Bestimmen Sie fiir die gegebenen Funktionen die erste Ableitung %f(x)

(b) Bestimmen Sie zusatzlich fir die Aufgabenteileden Grenzwert lim, o f(z).

(c) Bestimmen Sie zusatzlich fiir den Aufgabenteil Iﬂdie zweite Ableitung %f(a:), d%f(y) und
(f%f(z). Nehmen Sie dazu an, dass die zwei anderen Variablen des Tripels (x,y, z) konstant
sind.
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7. Folgen, Reihen, Konvergenz und Volistdandigkeit (6 Punkte)

(@) Zeigen Sie, dass die durch

Sm=d )

n=1
definierte Folge das Cauchy-Kriterium erfiillt und folglich konvergiert.
(b) Betrachten Sie fiir zp > 0,a € R und a > 0 die Folge
1
xn+1——<xn+-(l> (10
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i. Bestimmen Sie den Fixpunkt z, fir den z,,11 = @y, ist.

ii. DasMonotonieprinzip besagt, dass eine monotone, beschrankte Folge aufeinem vollstandigen
Korper konvergiert. Benutzen Sie dieses Prinzip um die Konvergenz der Folge zu zeigen.
Hinweis: Zeigen Sie zundachst, dass fir beliebiges x¢ > 0 folgt, dass x,, > /a ist.

8. Rekursive Folgen (5 Punkte)
Betrachten Sie die Folgen

P, =2P, 1+ P2, Py=0, P =1 (11)
. P,_1+P
n—1 n
n 12
Q 7. (12)
iii.
R, — {Rn_l —n falls R,—1 —n > 0 und noch kein Folgenglied war 7 Ro=0. (13)
R,_1+n sonst
iv.
V| falls J, d
Jup = 4 LVl flls S gerade g ) (14)
|/ J3] falls J, ungerade

Dabei ist | o] die Abrundungsfunktion.

(@) Bestimmen Sie mithilfe einer Programmiersprache |hrer Wahl je die ersten 100 Folgenglieder
und stellen Sie diese graphisch dar.
Hinweis: Tabellenkalkulationsprogramme oder Taschenrechner sind nicht zulassig.

Geben Sie Ihren Code und Ihre Visualisierungen mit ab.

(b) Haben Sie eine Vermutung fiir lim,,,~, @, ? Falls ja, welche?



