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5. Wissensfragen (3 Punkte)

(a) Was folgt aus Newtons zweitem Gesetz F⃗ = ma⃗ für einen Körper endlicher Masse m bei kon-
stanter Kraft F⃗ ? Widerspricht hier etwas der speziellen Relativitätstheorie?

(b) Leiten Sie aus der speziellen Lorentz-Transformation die relativistische Addition zweier Ge-
schwindigkeiten u1 und u2 in x-Richtung her. Die spezielle Lorentz-Transformation lautet

Lµ
ν =


γ 0 0 −βγ
0 1 0 0
0 0 1 0

−βγ 0 0 γ

 , (1)

wobei, bei einer Geschwindigkeit v, β = v
c und γ = 1√

1−β2
mit der Lichtgeschwindigkeit c sind.

(c) Wie lautet die Minkowski-Metrik in drei Raumdimensionen?

6. Lorentz-Transformation (8 Punkte)

Zum Zeitpunkt t = t′ = 0 haben zwei Inertialsysteme Σ und Σ′ den gleichen Ursprung und parallele
x3-Achsen.

Der Winkel zwischen der x1- und der x′1-Achse beträgt α > 0 bei t = t′ = 0.

Geben Sie die Lorentz-Transformation zwischen diesen beiden Inertialsystemen in der Form x′µ =
f(x1, x2, x3, t) an, wobei aus der Sicht von Σ die Relativgeschwindigkeit v⃗ = v0e⃗1 ist.

7. Relativistische Lösegeldübergabe (9 Punkte)

Aus der Sicht eines Beobachters im Inertialsystem Σ bewegen sich zwei Raumschiffe auf parallelen
Bahnen im Abstand d mit den Geschwindigkeiten v⃗1 = −c/2 e⃗2 bzw. v⃗2 = c/2 e⃗2.

In dem Zeitpunkt, in dem die Raumschiffe vom System Σ aus gesehen den kürzesten Abstand d
haben, schickt das Schiff 1 ein Paket mit der Geschwindigkeit 3 c

4 ab (bezogen auf das System Σ).

(a) In welchem Winkel muss aus der Sicht eines Beobachters an Bord von Schiff 1 das Paket abge-
schickt werden, damit es das zweite Schiff erreichen kann?
Nehmen Sie an, dass die Koordinatenachsen des Beobachters auf Schiff 1 parallel zu denen
des Systems Σ sind.

(b) Mit welcher Geschwindigkeit bewegt sich das Paket vom Schiff 1 aus gesehen?
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∆ 8. Krummlinige, nicht-orthogonale Koordinaten (10 Punkte)

Als Beispiel für krummlinige und nicht-orthogonale Koordinaten u1, u2, u3 betrachten wir:

x1 = −a u1 sin(u2) x2 = b u1 cos(u2) x3 = cu3 , (2)

wobei a, b, c, > 0 und x1, x2, x3 kartesische Koordinaten sind.

(a) Bestimmen Sie die normierte Basis e⃗i der Tangentialvektoren e⃗i = t⃗i/
∣∣⃗ti∣∣, wobei t⃗i = ∂x⃗/∂u i.

Dies ist die sogenannte kovariante Basis.

(b) Für zwei Vektoren a⃗ = a i e⃗i und b⃗ = b j e⃗j (Einstein’sche Summenkonvention!) sind a i und b i

die sogenannten kontravarianten Komponenten. Für das gewöhnliche Skalarprodukt gilt a⃗ · b⃗ =
gij a

i b j , wobei gij die (kovariante) euklidische Metrik ist. Bestimmen Sie im vorliegenden Fall gij .

(c) Zu jeder kovarianten Basis gibt es eine kontravariante Basis e⃗ j , mit e⃗ i · e⃗j = δij . Dabei ist δij das
Kroneckersymbol. Bestimmen Sie e⃗ i im vorliegenden Fall.
Hinweis: Betrachten Sie e⃗i × e⃗j/(e⃗1 · (e⃗2 × e⃗3)) für (i, j) = (1, 2), (1, 3), (2, 3).

(d) Der Vektor b⃗ = b j e⃗j lässt sich auch in kovarianten Komponenten b⃗ = bj e⃗
j schreiben. Drücken

Sie damit das gewöhnliche Skalarprodukt a⃗ · b⃗ allgemein mittels der kontravarianten (kovari-
anten) Komponenten von a⃗ (⃗b) aus. Wie erhält man bj aus gij und b j?

(e) Skizzieren Sie die Koordinatenlinien in der x1-x2-Ebene für a = 1, b = 2 und zeichnen Sie
die kontra- und kovarianten Basisvektoren in den Punkten (u1, u2) = (1, π/4) und (u1, u2) =
(1, π/2) ein. Welche Gleichungen beschreiben die Linien u1 = const bzw. u2 = const in karte-
sischen Koordinaten?

(f) Bestimmen Sie den Laplace-Operator in den Koordinaten u1, u2, u3.


