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KAPITEL [

PHYSIKALISCHE GRUNDLAGEN DER ART

1 Wasist ART ?

e Ausgangspunkt ist SRT, d.h. Gleichberechtigung aller Inertialsysteme

e Grenzen der SRT durch Schwerkraft,
Schwerkraft fithrt zur Beschleunigung von Massen und zerstort damit die Inertialsysteme

e Einbeziehung der Schwerkraft (Gravitation) fithrt auf die ART
e ART auch Einsteinsche Gravitationstheorie genannt

e Namensgebung ,ART“ geht auf Einstein zuriick, der die ausgezeichnete Rolle der Iner-
tialsysteme beseitigen und eine Theorie finden wollte, die kein Bezugssystem vor einem
anderen auszeichnet.

Einsteinsche Newtonsche
Gravitationstheorie Gravitationstheorie
Geometrisierung der Kraft oder
Gravitation; Potential im Raum

Kraft ist in Zeitintervall
und raumlichen Abstand
eingearbeitet

Bemerkung:

Mit dem Begriff der Kraft scheinen alle modernen Theorien ihre Néte zu haben. In der Quan-
tentheorie sind die ,Kriafte“ ebenfalls abgeschafft; sie gehen in Austausch-Wechselwirkungen
iiber. Austausch - WW werden durch Teilchen mit ganzzahligem Spin getragen:

e Elem. Kraft — Photonen (s=0)

e Schwache Kraft — Schwache Eichbosonen (s=1)
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Starke Kraft — Gluonen (s=1)

Gravitation — Gravitonen (s=2)

Massive Teilchen haben halbzahligen Spin.

2 Bezugssysteme

IS :=

Inertialsysteme

KS := Beliebige Bezugssysteme (i.a. beschleunigt, krummlinig, etc. )

Newtonsche Gravitationstheorie

Galilei-kovariant, d.h. Newtonsche Gleichungen haben in allen IS bei Anwendung von
Galilei-Transformationen die gleiche Form

in KS treten zuséatzliche Tragheitskrifte auf: Corioliskraft, Zentrifugalkraft

Raum und Zeit sind nach Newton absolut; ,Beweis“ durch Eimerversuch: anfangs ruht
das Wasser im absoluten Raum (Oberfliche eben), dann rotiert es relativ dazu (Ober-
flache gekriimmt)

Problem : Warum sind alle IS gleichberechtigt?
Erwartung eines ausgezeichneten IS, das im absoluten Raum ruht!

Maxwellsche Gleichungen

nicht Galilei-kovariant

Lorentz-kovariant

Raum und Zeit relativiert

absolute Raum-Zeit ( = Minkowski-Raum), die die IS auszeichnet

Offener Punkt: Auszeichnung der IS bleibt unerklért; gegeniiber was sind IS nicht be-
schleunigt???

Unbefriedigender Punkt:
Raum-Zeit der IS wirkt auf die Bewegung von Korpern, aber diese wirken nicht zuriick

Bemerkung;:
Maxwell beanspruchte die Giiltigkeit seiner Gleichungen nur fiir dasjenige IS, das im
Ather (lichttragendes Medium) ruht.

Machsches Prinzip
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e Hypothese: triage Masse eines Korpers wird in irgendeiner Weise von allen anderen Mas-
sen bestimmt

e Gedankenexperiment:

Beschleunigte Rakete im leeren Raum, Trégheit wird verspiirt, aber gegen was wird
beschleunigt? (Eimerversuch analog)

Nach obiger Hypothese géibe es im leeren Raum keine Beschleunigung und damit keine
Tragheit

e Nach Mach kommt dem Raum keine eigene Bedeutung zu (reine Hilfsgrofe)

e Wirklich sind nur die relativen Bezichungen (Abstédnde und Bewegungen) aller Kérper

e Daraus folgt auch: Die anderen vorhandenen Massen bestimmen die IS.
ART

e beantwortet wie die Massen im Kosmos auf den Raum zuriickwirken und wie die KS
und (lokalen) IS bestimmt werden

e allerdings: Raum wird nicht eliminiert, Struktur und Dynamik des Raumes sind eng mit
den vorhandenen Massen verkniipft.

3 Aquivalenz-Prinzip

Vorab: Hier geht es nicht um die Aquivalenz von Masse und Energie ( U = mc?)!

Aquivalenz von trager und schwerer Masse

e mui = F (2. Newtonsches Gesetz)
my @ trage Masse eines Korpers
F : Kraft auf und nahe der Erdoberflache. :

o ' =mgg (Schwerkraft)
ms : schwere Masse des Korpers
g = const
~ z(t) = L2 gt? (freier Fall)

— 2mid

e Galilei: alle Kérper fallen gleich schnell!
x; fiir alle Korper gleich oder

;”; = const = 1 , Proportionalitdtskonstante kann 1 gesetzt werden

N
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e analoge Uberlegung fiir Pendelschwingung

e Experimentelle Uberpriifungen

Experiment Aﬁm
Galilei (1564 - 1642) Augenmaf
Newton (1643 - 1727) 1073
Eétvos (1848 - 1919) 5-107°
Braginski 1972 3-10712

— my = m, heift mitunter schwaches Aquivalenzprinzip.

Aquivalenz von Gravitationskriften und Trigheitskriften

1. Bezugssystem ruhend auf Erdoberfliche = KS

ML = Mgy

2. Transformation in einen frei fallenden Fahrstuhl = IS’

KS X

Y

Abbildung I.1: Koordinatensystem

(L1)
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1
z=a+ §gt2 (1.2)
~ mud + g2 = Mg (1.3)
m = (ms —my)g (1.4)

e da m; = mg (Schwaches Aquivalenzprinzip)
Z' = 0 (Bewegungsgleichung fiir freies Teilchen)
— in IS’ wird keine Schwerkraft verspiirt

e Verallgemeinerung des Befundes von Einstein:
In einem frei fallenden Koordinatensystem laufen alle Vorgéinge so ab, als ob kein Gra-
vitationsfeld vorhanden sei.
D.h. der Befund wird von mechanischen auf alle physikalischen Prozesse zu allen Zeiten
an allen Orten ausgedehnt.
Diese Verallgemeinerung heifit auch Einsteinsches Aquivalenzprinzip.

Einfithrung des Lokalen IS

e Betrachtung eines die Erde umkreisenden Satellitenlabors (SL) ohne Eigenrotation

e Frage: Handelt es sich um ein IS?
Bewegung um Erde ist eigentlich beschleunigt.
Handelt es sich um ein KS?
Im Innern des SL wirken weder Tragheits- noch Gravitationskréfte.

e SL ist auf jeden Fall ein frei fallendes Bezugssystem: Gravitation wird durch Zentrifu-
galkraft kompensiert, zumindest im Schwerpunkt und in kleiner Umgebung.

e Vorginge laufen so ab wie in einem IS und als ob keine Gravitation vorhanden ist.

e Derartiges Bezugssystem heifst lokales IS; es unterscheidet sich von einem IS, da es
offensichtlich gegeniiber Erde, Sonne, Fixsternhimmel beschleunigt ist.

e Das lokale IS kann soweit ausgedehnt werden wie von der Inhomogenitat des Gravitati-
onsfeldes abgesehen werden kann; wird es zu grof betrachtet, wirken Gezeitenkréfte.

Zusammenfassung zu den Koordinatensystemen
e im Gebrauch sind 3 Arten von Koordinatensystemen

1. IS:

e nicht beschleunigt
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e existieren nur ndherungsweise, denn irgendein Punkt im Universum existiert immer,
zu dem das IS doch beschleunigt ist, z.B. Labor fest auf Erde ist gegeniiber Sonne
oder Fixsternhimmel beschleunigt

e Gravitation kann wirken

beliebiges Koordinatensystem

beschleunigt

z.B. rotierend

Gravitation und Trégheitskréafte konnen wirken
3. Lokales IS:

e Koordinatensystem, in dem keine Trégheitskréifte wirken und die Gravitation eli-
miniert ist

e da sich Gravitation nur lokal eliminieren lasst, heifst das Koordinatensystem Lokales
IS

e SL und frei fallender Fahrstuhl sind Beispiele fiir Lokales IS.

Physik im Lokalen IS

Im Lokalen IS laufen alle Vorgéinge so ab, als sei kein Gravitationsfeld vorhanden. Dieser Be-
fund wird verallgemeinert zum s.g. starken Aquivalenzprinzip:
Im Lokalen IS gelten die Gesetze der SRT !

Physik im KS

e wenn ein Lokales IS verlassen wird, wird die Gravitation i.a. wieder spiirbar

e Transformation der im Lokalen IS giiltigen und bekannten Gesetze der SRT in ein KS
fahrt auf relativistische Gesetze mit Gravitation:

Lokales IS Koordinatentransformation KS

SRT-Gesetz ohne Gravitation ART-Gesetz mit Gravitation

e Koordinatentransformationen sind nichtlinear;
lineare Koordinatentransformationen sind gerade die Lorentz-Transformationen und die-
se iiberfiihren IS in IS und nicht in KS!

e Reprasentation der Gravitation durch Koordinatentransformationen nennt man Geome-
trisierung der Gravitation.
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MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

1 Bemerkung zur Historie

Entwicklung der Grundlagen und Begrifflichkeit

1860-1900: Riemann, Ricci, Levi-Civita
— Absoluter Differentialkalkiil

1915-1960: Theoretische Physiker
— Tensoranalysis

heute: Mathematiker /Physiker
— Differentialgeometrie

2 Krummlinige Koordinatensysteme

4-dim. Raum

e aufgespannt durch Koordinatenlinien £%; (¢£%) = (¢4, €2,€3,¢%)

Spezialfall Minkowski-Raum mit den Koordinatenlinien z?; (2%) = (2!, 22,23, 2*) = (z,v, z, ct)

Vereinbarung zur Indizierung;:
ij.k,... =1,234
a,b,cd,....h = 1,23 oder 1,2 wenn explizit angegeben
a, B,y .. =1,...,N

Vereinbarung der Summenkonvention: {iber doppelt auftretenden Indizes wird summiert.

Ereignis P: (¢1,62,¢%,¢1) =% (&)
{ Verallgemeinerung des ,Ortes; es gibt keinen Ortsvektor £ }

Veranschaulichung
¢!, €2 in Papierebene projiziert
€3 = const, £* = const

Beispiele im 3-dim. Raum
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EZ

Abbildung II.1: Krummlinige Koordinatenlinien. Die £'-Koordinate ist dadurch ausgezeich-
net, dass alle anderen Koordinaten feste Werte haben (&2 = const, &3 = const, £* = const).
Fiir einen anderen Satz der Konstanten entsteht eine andere ¢!-Koordinate. Analog fiir die
£2-Koordinate etc.

e FEuklidischer Raum in kartesischen Koordinaten
fa — xa

e Zylinderkoordinaten
‘Slzpv 52:907 53:'2

o Kugelkoordinaten
g=r,8=0,8=y

Verhéltnis von krummlinigen Koordinaten und gekriimmtem Raum

e Riickzug auf 2-dimensionale Rdume zur Wahrung der Vorstellung

e Unterschied zwischen einem 2-dim. gekriimmten Raum und einem 2-dim. ebenen Raum
ist anschaulich klar

e jeder 2-dim. Raum, der sich in eine Ebene abwickeln lédsst ist eben oder flach; z.B.
Zylindermantel, Kegelmantel

e Kugeloberfliche ist gekriimmt

o Krummlinige Koordinaten und gekriimmter Raum sind zwei verschiedene Dinge:
krummlinige Koordinaten sind auch im flachen Raum moglich, z.B. ebene Polarkoordi-
naten

e Kartesische Koordinaten im gekriimmten Raum sind global nicht moglich (wird spéter
exakt bewiesen)

e Definition der Krimmung des Raumes folgt spater durch den Kriimmungstensor

Vektoren in Ereignissen
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Abbildung I1.2: Vektoren

e in einem Ereignis ( Punkt des 4-dim. Raumes) konnen bestimmte physikalische Eigen-
schaften vorliegen, die je durch einen Vektor zu beschreiben sind

e 7.B.
B Magnetfeld in P

v Geschwindigkeit eines Teilchens in P
dr Abstandsvektor zu einem benachbarten Punkt P’

Einfiihrung von Basisvektoren in P

e Basisvektoren sind von Ereignis zu Ereignis verschieden

e wenn eine Basis in P eingefiihrt ist, kann ein beliebiger Vektor in P mit dieser Basis
dargestellt werden

e es gibt verschiedene Moglichkeiten fiir die Einfiihrung einer Basis

o Kovariante Basis b,

or
b, == g (I1.1)
b, schmiegen sich an die Koordinatenlinien an
b, = <£) _ or
=1 = dfl 52@37&4:00“5,5 - 851
o Kontravariante Basis Qi
. ot
b= I1.2
b= (112)

die Definition des Kontravarianten Basisvektors b’ entspricht der Bildung des Gra-
dienten auf der Fliche ¢ = const ; b’ steht dann senkrecht auf dieser Fliche

e die b;, v’ sind i.a. nicht normiert.

e fiir orthogonale Koordinaten wird b, || b’
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by

§2

Abbildung II.3: Kovariante Basis

Abbildung I1.4: Kontravariante Basis

3 Metrischer Fundamentaltensor

Das Skalarprodukt
gij == bi-b; (11.3)

heiflt metrischer Fundamentaltensor.

® Gij = Gji
° gij = blb]
i sz = bzbj

e Anwendung der Kettenregel
jo_ o 0¢ _ 08 _ i
i

9i = 9& " or T g

&! Kronecker-Symbol,

d.h. b, LV fiir i # j

klar nach Konstruktionsvorschrift.
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Abbildung I1.5: Orthogonalitit von b; und &’ bei i # j nach Konstruktionsvorschrift.

Zerlegung eines beliebigen Vektors v in P

e nach der kovarianten Basis; man schreibt mit Summenkonvention
v =v'b (I1.4)
und nennt v* die kontravarianten Komponenten von v
e nach der kontravarianten Basis; man schreibt
v =v;b/ (IL.5)

und nennt v; die kovarianten Komponenten von v

Abbildung II.6: Darstellung von v in kovarianter Basis

e fiir die kontravarianten Komponenten v* folgt

t=yp- b (11.6)

<
I
]
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v1|b]| :." | V;|b2|

Abbildung II.7: Darstellung von v in kontravarianter Basis

o fiir die kovarianten Komponenten v; folgt
vi=ub (IL7)
da v - b; = veb® - b = vedF = v;

e Umrechnung ko- und kontravarianter Komponenten ineinander

vi=v b = vjbjbi = gijvj (I1.8)
= ,Indexziehen*

e Umrechnung ko- und kontravarianter Basen ineinander

v o= (@) (IL.9)
sei v o= (I1.10)
Y= (UY) b =gb (IL.11)
oder (I1.12)
v = (vb)bd (I1.13)
sei v = b, (I1.14)
by = (bb) b’ = gib’ (IL.15)
(11.16)
e inverser metrischer Tensor
b= g7 b (I1.17)
by = g b’ (I1.18)
~ Vo= gvgpp bt = st (11.19)
~ g7 gn = 6 (I1.20)

g% verhilt sich invers zu gjk , wenn beide Grofen als Matrizen aufgefasst werden.
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e Skalarprodukt zweier beliebiger Vektoren:

veow = vbwit = viw; b Y (IL.21)
= vlw; 5Z = v'w; (I1.22)
e analog
vow = v (I1.23)
v-w v'w? g = vaw; g¥ (I1.24)

e man beachte im allgemeinen

veow # vw' # vjw; (I1.25)
Abstand zweier infinitesimaler benachbarter Ereignisse ds := |dr|
ar . »
dr = ——=d& = b; d¢ I1.26
r o6 §' = b d§ (11.26)
ds® = dr-dr = bd¢ - b;d¢ (I1.27)
= g dé'de?  (metrische Fundamentalgleichung) (I1.28)

Die d¢' sind die Koordinatendifferentiale, vom Typ her sind sie kontravariant.

Einfiihrung kovarianter Koordinatendifferentiale d¢;

d¢; = gyde? (11.29)

Gleichung kann als Dgl. fiir &;(¢7) aufgefasst werden. d¢; ist vollstindiges Differential und
damit integrabel, nur wenn
99ij _ Ogik
ok o0&l

(11.30)

gilt. Im allgemeinen ist das aber nicht der Fall, so dass es keinen globalen Zusammenhang
£;(¢7) gibt; & sind also in der Regel anholonome Koordinaten, wihrend & definitionsgemift
holonome Koordinaten darstellen.

Beispiel Minkowski-Raum

hd (é—z) = (.’171,112,333,(134) = (ZE,y,Z,Ct)
1 00 O
010 O »
) — .. — — )
o (gZ]) (Th]) . 0 O 1 O (T] )
0 00 -1
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o ds? =n;; da' da) = da? + dy? + d2? — *dt?

o Giiltigkeit des Schwarzschen Satzes:

Omij _ Omik _
Oxk OxJ
~dr; = mjdxj integrabel
~> :L’l = ajl = X
Ty = 22 =y
_ 3 _
r3 = T° = 2
_ 4 _
ry = —x = —ct

Bemerkung;:
Prinzip des richtigen Indexbildes
Der Kalkiil ist so konstruiert, dass auf beiden Seiten das gleiche Indexbild auftreten muss.

Das gilt fiir freie Indizes; Summationsindizes (gesittigt) miissen immer ko- und kontravariant
angeordnet sein.

Levi - Civita - Symbol

1 beit=1,5=2,k=3,l =4 und allen geraden Indexpermutationen

AR — —1 bei allen ungeraden Indexpermutationen
0 sonst
z.B.
A1243 T
A28 4
Al

d.h. vollstédndig antisymmetrisch.

Determinante des metrischen Tensors

o g := det(gir)

o g=AK g 925 93k 9l
Beweis durch Ausrechnen (s.u.)
e Rechenregel gilt fiir beliebige Dimensionszahl N
g=A"k g go; ... gNk
Beweis durch Induktion!
A%k ist entsprechend definiert.
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® gmi 9nj Yok gplAijkl =g Amnop
im Sinne von zahlenméfiger Gleichheit, denn Indexbild m,n,o,p stimmt nicht.

Beweis fiir zahlenméfige Gleichheit:

1. m=1,n=2,0=3,p=4:klar

2. zwei Indizes aus m,n,o,p gleich: links Null, da Spur aus symmetrischen und anti-
symmetrischen Ausdruck; rechts null, klar.

3. alle Indizes verschieden, Reihenfolge weicht von m=1,n=2,0=3,p=4 ab: Permuta-

tionen rechts und links der Anzahl nach gleich, um Reihenfolge 1234 zu erreichen.
q.e.d.

Beweis der Formel g = AWklg,; 925 93k 94

e zunichst N =2
g =AY g1; g2; = A2 g11 goa + A?! g13 go1 = 911 g22 — G12 g21

e nun N =3 :
g Ak 91i 925 93k
= gAY goi gz + 912A%F goj gap + 913A%F go; gap
dazu:
ARGy gar = Agoy gsg + AM2g03 g3o

= 922 g33 — 923 932

11— Unterdeterminante
A%Rgos gar = A?gor gs3 + A%lgos g1
= - (921 g33 — g23 931)

12— Unterdeterminante
etc

— Formel entspricht Entwicklungssatz nach der 1. usw. Zeile

4 Tensoren im Riemannschen Raum
Betrachtung eines 4-dim. Raumes mit der metrischen Fundamentalform
ds® = gip(€', ..., &%) dg" dgr = gip(€) dE dEF

e mit g;; ist Ladngen- und Winkelmessung in jedem Ereignis P festgelegt

e Linge von b,
z.B. b,

0] = Vb - by =911 (11.31)
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ete

e Winkel zwischen b; und b;

z.B. b; und b,
by - b g12
cos I(by,by) = ——2- = 11.32
(b1s02) = 1 sl = Vomiom (11.32)
etc.

~ Raum mit Mafsbestimmung

e Forderungen

g = det(gix) # 0,
gir (&) differenzierbar

Der durch die metrische Fundamentalform definierte Raum heifst Riemannscher Raum.

e Der Riemannsche Raum kann auch in N Dimensionen betrachtet werden; hier interessiert
insbes. N =4 .

. k
Ereignis Py : (58,58,58,561) S (o)

o ds* = gir(&o) de' dg”
kann lokal approximiert werden bei P

e wegen g;x(&o) = const ist Transformation zu Minkowski-Koordinaten moglich (Haupt-
achsentrafo u. Umskalierung der Koordinatendifferentiale )
ds® = n;, dat dzk

e gilt exakt in & und genéhert in U(&)
In einem Ereignis P kénnen physikalische Grofsen existieren:

e Skalare

5=5(¢)

Vektoren .
v =1u(&) =v'(€) b(&) = v; (&) Y (€)

Tensoren im engeren Sinne

T =T(&) = T(&) bi(€) 0 b;(€) = Tyy(€) B(§) o b(€) = Ty b0 =T, b o by

Tensoren hoherer Ordnung z.B. T= Tk b, o Qj o b, etc.

Koordinatenlinien &' und Basisvektoren b, b’ bzw. deren dyadische Produkte dienen zur
quantitativen Darstellung der physikalischen Grofen
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Definition von Tensoren (vorlaufig)

e Physikalische Groflen in einem Ereignis P des Riemannschen Raumes nennen wir Ten-
soren.

e Skalare sind Tensoren 0.Stufe

e Vektoren sind Tensoren 1.Stufe

e Es gibt Tensoren beliebiger Stufe.

e v’ sind dann die kontravarianten Komponenten des Tensors 1.Stufe (oder Vektors) v
e v; analog kovariante Komponenten von v

e T kontravariante Komponenten von T

e T;; kovariante Komponenten von T’

o T ij , Tij gemischte Komponenten
Bemerkung zur Definition

e Mitunter wird v* als Kontravarianter Tensor und v; als Kovarianter Tensor bezeichnet;
entsprechend fiir hohere Stufen.

e Diese Benennung ist als Kurzbezeichnung aufzufassen, die allerdings nicht prézise ist.

e Es gibt Grofen mit Tensor-Charakter, die nicht unmittelbar physikalische Grofen sind;
diese werden dann geometrische Objekte genannt, z.B. g;;.

Tensorfelder

e Ausdehnung der Betrachtung von Tensoren in einem Ereignis P auf den gesamten Rie-
mannschen Raum

Bei Koordinatentransformationen diirfen sich physikalische Gréfen als Ganzes nicht &ndern,
wohl aber ihre Komponenten; phys. Grofe ist objektiv, Komponenten sind subjektiv, da Ko-
ordinaten subjektiv.

e Transformation von KS zu KS’
¢ = (g = @) = €© (I1.33)

sowie die Umkehrtransformation

g = ger, . = ¢ =€) (I1.34)



20 II. Mathematische Grundlagen

e resultierende Transformation der Basisvektoren

_ o _ o 08
bi = g7 = gg per — LA (I1.35)
. j
mit A, = gé., (11.36)

Ag, ist die Jacobi-Matrix oder die inverse Jacobi-Matrix.

, oc’ _ og" og ,

Vo= =g e =AY (I1.37)
, s o
mit 45 = o€ (I1.38)

A;-/ ist die Jacobi-Matrix oder die inverse Jacobi-Matrix.

., .
. A; und Af, invers:

o ogd og” ’

i Jj oo _
AL - Ay = o6 '8£l' = o = Op (11.39)
e beliebiger Vektor v
v o= Vb = v AL = Vb (I1.40)
~ ) = Aglvi/ (1141)
oF = AR (11.42)
e analog fiir Tensoren hoherer Stufen
T = AVAITH usw. (11.43)

Transformationsverhalten ist wesentliche Eigenschaft von Tensoren

Definition:
Tensoren sind physikalische oder Geometrische Grofen, deren Komponenten sich bei Koordi-
natentransformation KS — K S’ wie folgt verhalten:

e Tensoren 0. Stufe

S = 9 (11.44)

e Tensoren 1. Stufe
o = AL o (I1.45)
vy = AL vy (11.46)
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e Tensoren 2.Stufe
TV = AL Al T (11.47)
Tyy = Af AL Ty (I1.48)
T, = A AL TF (I1.49)
T, = AS AT (11.50)
(n/ # T iA) (IL51)
e Tensoren hoherer Stufen analog
e Riicktransformationen mit den jeweils inversen Matrizen
Transformation der metrischen Fundamentalgleichung
ds? = g d€' deb = gupy dEV dem’ (I1.52)
. » o’ / , /
mit d¢¢ = 5T det = A%, de! (IL.53)
ds? = gi(&) Al AR, dgl de™ = gy del de™ (11.54)
ds? ist Tensor 0.Stufe
Jik Af/ Aﬁl/ = gy transformiert sich (I1.55)

wie die kovarianten Komponenten eines Tensors

. . i/ 1 . .
Tranformationmatrizen A; , A;,, sind keine Tensorkomponenten.

Im Minkowski-Raum gehen die Transformationsmatrizen in die Lorentz-Matrizen {iber:

if if
Aj — Lj

Ay = LY

(11.56)
(11.57)

Lorentz- Transformation enthélt nur Konstanten und gilt im gesamten Minkowski-Raum;

Transformations-Matrizen des Riemannschen Raumes sind ereignisabhéngig, also Ag-/ ).

Symmetrien fiir Tensoren 2.Stufe

o T}, symmetrisch = T = Ty,
~ Tk =T* (UA)
(N2 - N)/2+ N =%(N?+ N) unabh. Komp.,
N =4~ 10 Komponenten

o T, antisymmetrisch = T, = —Ty;
~ Tzk — _Tki
(N2 — N)/2 unabh. Komp. ,
N =4~ 6 Komponenten



28 II. Mathematische Grundlagen

° Tik = T’§ unsinnig!

e Bachsche Klammern

1 1
T = 5T+ Tha) + 5 (T — Thi) (IL.58)
symmetr. anti;;mm.
= T(zk) + T[zk} (I1.59)

Tensor-Operationen

e Verjiingung eines Tensors = Kontraktion zweier Indizes = Summation iiber einen oberen
und einen unteren Index:

T=T,6 T"=T%*

= Spurbildung bei Tensor 2.Stufe

= Skalarprodukt fiir Tik = A’ Gy,
Addition

e nur fiir Tensoren gleicher Stufen und Typs ( gleiches Indexbild )

Tik + Vi = W; (I1.60)
Multiplikation

e Verallgemeinerung des dyadischen Produktes

i krplm i klm
ST, = QYT (I1.61)
Uberschiebung

e Multiplikation mit gleichzeitiger Verjiingung

T 8% =Q¥, (11.62)
e Spezialfall: Indexziehen
gi; T =T, (11.63)
e Spezialfall: Skalarprodukt ; v*, w’
viw; = gijviwj = gijviwj (I1.64)

e Spezialfall: ,Linge“ eines Vektors v’

[ >0 raumartig
v; v' ¢ =0 Nullvektor (lichtartig) (I1.65)
<0 zeitartig
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Quotientensatz

e 1" gei Tensor

~» Nij...

Beweis: UA

Falls 7% Njj... = invariant (Skalar)
ist Tensor

Spur eines Produktes aus 2-Stufigen Tensoren

e Beweis:

5 Kovariante Ableitung und Parallelverschiebung

sei Sik = Ski » Qim =

dann S;. a* =0

N

Sz'k a

—Aam]

ki

ki

ik @

9" " ap
7gil gkm Al
_gkm gil Al
ki

—Syi a™*  ( Einarbeiten der Symmetrien)

— ik CLM (k*\» Z)

0

Partielle Ableitung der Komponenten eines Tensorfeldes ist im Riemannschen Raum i.a. kein

Tensorfeld

Notwendigkeit der Verallgemeinerung der Differentation auf die s.g. kovariante Ableitung, die

bei Anwendung auf ein Tensorfeld wieder ein Tensorfeld ergibt
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e Beispiel
o, g =e(e

o' g OvF
o7 7 A e
o = Al F
o _ oo
agi" eI ogl
o
!
o' D
o = Mg (A1)
, Ouk HAY
_ ! 7 l k k
= Aj/ kaigl‘i‘A]/ afl v
L, vk QAT
_ l 7 k k
= Aj/ k 8761+ 85]/ v
N e’

verschwindet im Minkowski-Raum, verschwindet nicht im Riemann- Raum

Totales Differential eines Tensorfeldes ist damit i.a. auch kein Tensor:

B o'
= 50

dv’ dgl = v'(€ +d&) — v'(€)

klar, da sich v*(& + d¢) mit Ag (€ 4+ d¢) und v*(€) mit Ag’(g) transformieren.

(11.66)
(11.67)
(11.68)

(1L.69)

(11.70)
(IL.71)
(11.72)

(11.73)

(I1.74)

Damit die Differenz zweier Tensoren (hier Vektoren) wieder einen Tensor (Vektor) ergibt,

miissen die beiden Tensoren(Vektoren) am selben Ereignis betrachtet werden.

Einfiihrung einer abkiirzenden Notation fiir die Parielle Ableitung

i o'

5.1 Kovariante Ableitung

v sei Tensor und représentiere eine physikalische Grofse

~» v invariant gegeniiber Koordinatentransformationen.
Die Einfithrung der kovarianten Ableitung wird in zwei Varianten vorgestellt:

1. Variante

(IL.75)
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e dv sei infinitesimale Differenz

dv = v(§+d§) —v() (I1.76)
= V(&4 dE) b€+ dE) —v'(§) bi€) (IL.77)
= V(£ 4dE) b€+ dE) — v (E+dE) b(€)

+ 0 (€ + dE) by(€) — v'(€) b (€) (IL.78)
= O(E+dE) { b(E+dE) —b(&) Y+ { v (E+dE) —v'(€) } bi(&) (ILT9)
= V(& +dE) db; + dv’ b;(€) (11.80)

e zum gleichen Ergebnis kommt man mittels

dv=d (v'b;) = dv' b; + v db, (I1.81)

e die beiden rechten Summanden sind fiir sich genommen keine Tensoren, denn dv* und
auch db; sind keine Tensoren

e Umformung der rechten Seite

dv = vldb;, —T'F b, de' vt + T8 v del by, + dv' b, (11.82)
v = o {d@i — Tk b, dgl} + {dvi T, oF dgl} b, (IL.83)

Einfiihrung neuer Bezeichnungen

Dot = dv' 4+ Tjptdgt = (v + To®) g (I1.84)

7

Db, = db,—Tk b, de' = (@m_rg gk) de! (I1.85)

e die freien Parameter I’fl sind so zu bestimmen, dass

Db, = 0 (11.86)
~ by —Thb, = 0 (11.87)
b by —Tho =0 (I1.88)
o= 0Ty (11.89)

sUAa 1 m
= 59 " (girp + )i — gaagk) (11.90)

e damit ist Dv; bzw. vfl + F};lvk ein Tensor, denn die einzelnen Groéfen verhalten sich bei
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Koordinaten-Transformation wie folgt

/ & 4 40 [
'UZ”/ = @Uz =A ,8751 (A:LL ’l}Z) (1191)
Vi = AV AL+ AL ALY (11.92)

. v 0 - 0
The = b gt = (A; y) (Al,agl> (Ak,gk) (I1.93)
Doy = AUAR ALYy, + AT AL AR b, (11.94)
e = AVARALTY + AV ARG (11.95)
Ty = A} ARALT, + A7 A, (11.96)

’Ui/‘l/ + F%/l/vk/ = A;:/Aé/'l}lil -+ Al/Aal'Ui
+ AZ:,Ak/Al/ %,v.lka:l + AgAi,/ll/’Uk/ <1197)
= AVAL (v + Tiob) + (Al, oot Ag’A;;,ll,A;?’) W (IL98)
e wegen A;l‘ ;= Aﬂj und AZ/\ y= Af,‘  verschwindet die Summe aus 3. und 4. Summanden
vermoge
1 v o Y . . g

- ( })Aﬁ') = (5;',') =0 (11.100)

ls lj
q.e.d.

2. Variante

Betrachtung zweier benachbarter Tensoren v(§ 4+ d€) und v(§) eines Tensorfeldes; i.a.
wird v(§ + d§) # v(§) sein aufer fiir ein homogenes Tensorfeld.

dv = d(v'b;) = dv'b; + v'db,

e Komponenten von b(P) sind verschieden von den Komponenten von b(P), weil

L. b(P) # b(P)
2. die Basen in P und P unterschiedlich sind, d.h. selbst ein konstanter Vektor hétte
in P und P verschiedene Komponenten

Zuriickverschiebung von v(P) nach P und Betrachtung der Komponenten von v(P) in
der Basis bei P

Einfiihrung des s.g. kovarianten Differentials

Dy = w({+d§) —v(§) (I1.101)
= D(v'b;) (I11.102)
= Duv'-b; +v; Db, (I1.103)

~~

=0
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Abbildung II.8: Tensorfeld
o Mit v'(¢£ + d€) als die Komponenten von v(P) zur Basis in P gilt:
Dv' # &+ dE) —v'(€) = dv' (I1.104)
o Mit 9%(¢£ + d€) als die Komponenten von v(P) zur Basis in P gilt:
Dv' = (& 4 d§) — v'(€) (I1.105)
e Ansatz
PEFdE) = vH(E+dE) — ' (I1.106)
o' = —Thldek (I1.107)
I‘;k sind Ubertragungskoeffizienten, Christoffel-Symbole
e Einsetzen
Dv' = &+ dE) + Thpoldgh — o' (€) (I1.108)
= dv’ + T/ dg" (I1.109)
.

F;k sind so zu bestimmen, dass Dv’ wieder ein Tensor (Vektor) ist und im Minkowski-

Raum in dv’ iibergeht.

Es ergibt sich (s.UA)

ok

. c0b; 1, (Ogr  Ogji Ogjk
I X A - il J J

T T
U = 1%,

(I1.110)
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Die weiteren Umformungen gelten fiir beide Varianten gleichermafien. Definition der kovari-

anten Ableitung Ui\l ;. iber

Do’ =: v’y dé
e folglich gilt
oy S;’Z+F§-W
e Abkiirzungen
vi|k = gg]: = 8£kvi = O’

e oder auch

i i i
Vil = '+ Ty

° viH i 1st Tensor, da Dv' als Tensor konstruiert wurde und dé¢* ein Tensor ist

e kontravariante Ableitung vill* als Bezeichnung méglich, wenig gebrauchlich
Villk = gjkviﬂj
e weiterhin gilt (Beweis UA)
Vi = Vil — L0

Kovariante Ableitung fiir Tensoren anderer Stufen

e (.Stufe
Sl = S
e 1.Stufe
ol =0t Tk
17 ¥ JkY >
villj = vil; — Thyo
e 2.Stufe

y o
T, = T+ T + 14T

bzw. Ty = Ty — DTy — DT

(I1.111)

(11.112)

(11.113)

(11.114)

(11.115)
(11.116)

(11.117)

(11.118)

(I1.119)
(I1.120)

(11.121)
(11.122)
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Plausibilitatsbetrachtung:
sei TY = v’ (I1.123)
T, = vpw’ +o'w’), (11.124)
= (vi‘k + I ohw! + vi(wj|k + T wk) (I1.125)
= (viwj)|k + T ol + Filviwl (I1.126)
= TV, +TuT" +15,1" (I1.127)
Beweis fiir kovariante Komponenten:
T=T;b ot/ (I1.128)
Differentialbildung:

dl =d (T;; b o)) (IL.129)
= (dT;)b' ot/ + Tijd (b o V) (I1.130)
= (dT;;) b’ ot + Ty (db') o b/ + T} b' o (db) (I1.131)

nutze: ' ' ' '
db' = Db — T4,b% de! mit Db =0 (I1.132)
dL = (dT3;) b’ o b — T3, T}y d'b* o b — T3, de'b o bF
+T;; (Db') oV + T;;b' o DV (11.133)
= (dTy) V' ot/ — Ty; Tl de'b’ o b7 — Ty I, de'b’ o b
+T;; D (b’ o bJ) (I1.134)
— [dTm Ty, T dgt — Ty dgl] Vol + Ty D (b ob) (11.135)
_ [Tw — Ty T — Ty } de' b o bl + Ty D (b o) (11.136)
——
=Ty =0
® USW.
e Konsistenz fiir 0.Stufe
S = vﬂ'vj (I1.137)
S = szj + v/ %Hi = (v | + lev Jvj + v (v — I‘éivl) (I1.138)
Sy = v i vj + v’ ’UJ|Z+FZU v; 711 vl (I1.139)
2. kovariante Ableitungen i.a. nicht vertauschbar
i.a.
Villkllp F Villpllk (I1.141)
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Yillkllp

Yillkllp — Yillpllk =

Einfacher Beweis fiir Darstellung der

Villklp — LipOmiie — kpilm
(vi‘k — F%vm)h}

= T3y (Vs — Thpor)

= I3 (vipm — i)

Vilklp — Likjpm — DikUmlp
— I‘Z;vm“g + FZ;F:nkUr

- kapvi‘m + I‘Z;Ffmvr

ff%pvm + F?;lkvm

= Livmlp + LUk

— F%vm‘k + T;va‘p

— FZILJUﬂm + Fﬁcvi\m

+ DipThor — Tl pur
+ I‘Z; iUy — ;’,;F;“mvr

(r;g‘k B RS r;ﬁkr;np) U
q.e.d.

Christoffel-Symbole vermittels Db, = 0:

(11.142)
(11.143)

(11.144)

(11.145)

(I1.146)

e Hintergrund des kovarianten Differentials ist der Bezug auf die ,alte Basis, d.h. Basis
andert sich bei kovarianter Ableitung nicht

by = by —Tigby = 0
Tl b o™ = Thd™ = T = b by,
™o B b, by, da
uv = uv, = ub"vb, =ubb, v
1
o= 5™ 0" (b b+ by by)

1 m n
= 5™ 0 { (b1 bo) = b b+ (b by)ji — by by

= S0 (B b+ (B b (B ) — (B b))

2
q.e.d.

® Gikjlp = (b; " bg)p =0

Nachrechnen, dass Dv" Tensor ist

(gin|k + Gknli — gzk|n)

(11.152)
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Dvt = dv’ + Tl de" (I1.153)
ovi .0b. .
— b —=L i | dek
(5er ¥ 5 )
Zu zeigen:
Dv' = Al Dy (I1.154)

Geometrische Interpretation des kovarianten Differentials

e Betrachtung eines Vektors in P: a = a*(P) b;

)

(P)

e Parallelverschiebung dieses Vektors um d¢ in das infinitesimal benachbarte Ereignis
P:a=a'(P) b(P)

e da sich Basis b; dndert, dndern sich auch die Komponenten a' , ohne dass sich a &ndert

e zunéichst Bildung von da

da =0 = a(P)—a(P) (I1.155)
= da'b; + a'db, (I1.156)
~ da'b; = —a'db (I1.157)

Anderung der Basis muss durch Anderung der Komponenten kompensiert werden

e Bildung des kovarianten Differentials Da

Da = 0 (I1.158)
= Da'b; + a' Db, (11.159)

hier gilt
Db, =0 (I1.160)

da a(P)zunéchst nach P, zuriickverschoben® wird und damit in der Basis bei P betrach-
tet wird.

Oder: a wird bei P betrachtet, indem die Basis von P zugrundegelegt wird.

Folglich: Bei Betrachtung in der alten Basis &ndern sich die Komponenten eines kon-
stanten Vektors nicht:

Da' =0 (I1.161)
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Abbildung I1.9: Parallelverschiebung

5.2 Parallelverschiebung im krummlinigen Koordinatensystemen

e klar im flachen Raum, Hilfsgerade zw. P und P, Beibehaltung der Winkel des Vektors
zur Geraden, eindeutig auch bei Polygonzug.

e im gekriimmten Raum existiert keine Gerade, Gerade wird durch Geodéate (=kiirzeste
Entfernung zw. P und P ) ersetzt, Beibehaltung der Winkel zur Geodiiten

e kein Fernparallelismus im gekriimmten Raum,
z.B. Kugeloberflache, ,Polygonzug” auch Geodédten = Grofkreissegmente

Abbildung I1.10: Parallelverschiebung auf einer Kugel

Ubertragung RQP # Ubertragung RP
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Zusammenfassung

Tensoren im Riemannschen Raum

Koordinatentransformationen

KS < KS’
& = e,
&= (¢
) o¢”
Al = —
k agk;’
Al = o¢
1 aé—ll
Tensorkomponenten
T, " = AL AL AV AL AT T T
Quotientensatz

T4 Qi; = S S Skalar (Invariante) , 7% Tensor
— @i; Tensor

S Anm —

wenn s nm

Il
»

und  anm = —amn
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Kovariante Ableitung, kovariantes Differential

Kovariante Ableitung

i il
Vi = U+
_ z
Vil = ik — Ui
ij _ g i plj J il
T = T+ DT + Ty, T

Kovariantes Differential

Dv' = o', dé* = dv’ + T}l de

Anwendung auf spezielle Objekte

Vi = 0
Gijjik = 0,
9”||k =0

Geometrische Interpretation von Dv’ :

v(€ +d€) — v(&) = dv'b; + v'db; = Du'b;

Darstellung der infinitesimalen Differenz zweier Vektoren mittels
nur einer Basis b; im Punkt &

Christoffelsymbol

S 1.
Dot = 0" by = 59" (9mitk + Gmkit — Ikijm)
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6 Geodaten

Definition: Geodate zwischen A und B im Riemannschen Raum ist Kurve mit kiirzestem

Abstand, also

B B
s = /ds:/\/gikdﬁidﬂ“ = Minimum
A A

Sei £P()) gesuchte Kurve mit A zunéchst als beliebiger Kurvenparameter

A

Abbildung II.11: Variation des Weges von A nach B

Hamiltonsche Prinzip

B
5 [Vanééran = o,
A
. dep
1, P - >
mit &£ I

Lagrange-Funktion
) - ds
L(&,€) = \/gu &1 = 2
Lagrange 11

4oL _ oL _
d\oér 0P

(11.162)

(11.163)

(11.164)

(11.165)
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o Wobei
oL 1 oy
7 = ﬂgﬂﬂpﬁ ék (11.166)
oL 1 i i g kfk
08 E(Qik(spfk + gil'0y) = pL (IL.167)
Do 7 (k€™ + gprn€ €7) — == (11.168)
e Wahl eines geeigneten Kurvenparameters:
A = as+b
(affiner Parameter; a,b Konstanten)
d
~ L = £ = const, (I1.169)
dL
o =0 (I1.170)
d.h. L=const entlang der Geodéaten; jede Geodéte hat ,jihr L ;
L? >0 raumartig
L? =0 lichtartig
L? <0 zeitartig
~ gk + gpk|l§l§k - igjlqpf]fk =0 (I1.171)
- 1 -
gpk|l§l§k = §(gpl|k + gpk\l)flfk (I1.172)
1 - A
9pkE" + 5 Gyt + Gyt — )€€ = 0 |- g” (I1.173)
£i gip Lk
&+ 5 (Gptk + Gkt — pp)EE" = 0 (I1.174)
o Geodéatengleichung
~ TR =0 (IL.175)

Minkowski- Raum &¢ = z!



6 Geodaten

43

g =m , Tly=0
i = 0:

~ ozt = v+
22 = N+ 2l
3 = oA+ 2}
ct = cA+ct,

Geodéate und kovariantes Differential

Dv*

Ui

D¢
D¢?
d\
DEi
d\

dv’ + Tl de”

de’ 4
.
At + T, E0ded | dA

E4TiEE — 0

0 ist Geodéten-Gleichung in belieb. Koordinaten!

(11.176)

(IL.177)
(IL.178)

(11.179)

(11.180)

Alternative Form der Geodéaten-Gleichung, wenn die Eigenzeit 7 als Kurvenparameter ver-

wendet wird:

Substitution

4™ ausdriicken durch

ergibt

fare=o ()=

én:un

- a4+ F”ijuiuj =0

(11.181)

(11.182)
(11.183)

(11.184)

(11.185)
(11.186)

(11.187)

(11.188)
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Geoditen des verallgemeinerten Variationsproblems

e jede Lagrange-Funktion L = F(0) mit o = g;&%€"
fiihrt auf Geodéaten-Gleichung, wobei F beliebig monoton und differenzierbar

B
5/F(g(5,§'))dA =0, (I1.189)
A
A zundchst wieder beliebig.
o LII
d OF OF
Dol o 0 (I1.190)
OF
5 Flginp6'€" (I1.191)
2;; = F'2 gutF (I1.192)
d .
~ o (F 2 gpr®) = Flgyp$'é® = 0 (I1.193)

dX

e sei A = as + b (affiner Kurvenparameter)

ds\” 1\?
~ o = <dj\> = <> = const. entlang der Geodéten (I1.194)

a
~ g€+ g€t = Soup'et = 0 [ g (1L.195)
~ T = 0 (I1.196)
e somit auch
L=25=gne" (I1.197)

brauchbar

e fiir Geoditen-Gleichung wurde Dimension des Raumes nicht bendtigt, somit kann fiir
den 3-dim. flachen Raum L = %gabgagb gewahlt werden; die kinetische Energie eines
freien Teilchens der Masse m in generalisierten Koordinaten £*

~ 4T =0 (I1.198)
ist Geodéten-Gleichung bzw.
mé® = —mIg£0¢¢ (I1.199)

wobei rechts die ,, Tragheitskrafte oder ,Scheinkrafte” stehen; eingepréigte Krafte gibt es
beim freien Teilchen nicht; Losung ist natiirlich die Gerade.
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Geodéten-Gleichung bei allgemeinem Kurvenparameter A = f(s)
e Ausgangspunkt
d2€i ) d&k dfl
—_— —— =0 11.200
ds? thu ds ds ( )
dg d¢§  d\
B T 11.201
ds d\ ds (T1.201)
d*¢ d’¢  d\x  d¢ d*A
S = A T 11.202
ds? ~ ds-d\ ds | d\ ds? (11:202)
G A
dX\2 \ds d\ ds?
~ @ ——=4I,—— = = h(\) — 11.203
axz RGN N ( )
dié\
: _ _ _ds
mit  h(A) = (@)2 (I1.204)
ds
d>\ d\\?
bzw. — +h-|— = I1.2
2w + <ds> 0 (11.205)
e neuer Parameter \ wire wieder affin, wenn h = 0, dann
A=as+b
Die Geodéten-Gleichung (I1.203) ist dquivalent zu (I1.193), wenn
d
Flo)=L=vo="22 . o=gaéé (11.206)
gesetzt wird; also das urspriingliche Variationsproblem (I1.162)
B
s = / Vod)\ = Minimum
A
betrachtet wird.
Beweis: Start von (I1.193)
d " -
5 (' 2 guéh) = Flgppéict = 0 (I1.207)
dF’ ) - . o
3 200k + F'20k €68 + F'2gpk" — Flginp€'€" = 0 (I1.208)
dr’ 'k / ok gk L i ok
9\ 29pk€" + 2F" § gpi€ +gpk|i§ £ — §9ik\p§ § =0 (I1.209)
LdF' ., o 1 gk | L gk L Y ik
ﬁaﬁ +g" {gpk§ + §gpk:|i££ + §gpi|k££ - §gik\pff =0 (I1.210)
1 dF' . ; -
M4 Em TR =0 (I1.211)

' d)



46 II. Mathematische Grundlagen

1 dF’.

-k
— T, EiER = — % d)\é (I1.212)
F:\/E (11.213)
1
Fl= 11.214
2,/ ( )
dF’ 1 do 1 d <ds>2
_ L 11.215
d\ 4\f3 A\ 4/5° dh \dX ( )
1 dF" ds d
F' dx 20 dAdA( ) (I1.216)
1 dF’ ds g (ds
F'dx _(375)267 <d>\> dX (I1.217)
d (1 1 d [dA
__e (1) a4 (e 11.218
ds \ & (%)st (ds) ( )
A2
1 dFf g2
L e 11.21
F' d\ )\’ (11219
ds
2
= "+ T8 = 2 (I1.220)

q.e.d.
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Zusammenfassung
Geoditen

Verallgemeinerung der Geraden im Riemannschen Raum

Kiirzester Abstand:

B
5 [ Vandeidgr =0
A
Geodéten - Gleichung
g+ TR = 0
ém = @ A affiner Parameter
odx

1.Zusatz: o.g. Geodaten-Gleichung auch fiir Lagrange-Funktionen der Form

L=L(o) mit o=gyg'ck

2
- L
zB. L= 2.91.%56 ) (d)\)

2.7Zusatz: A nicht affin

2\

T



48 II. Mathematische Grundlagen

7 Geodaten in 2-d Polarkoordinaten

ds®> = dr*4r%dp? r = €', p = £
g1 = 1 ,gn =1 ,g12 =0
7 1 im
K= 59 (9mk|l+9m1|k—9kl\m)
1
Iy = 5911 (9111 + 9111 —91p) = 0
1
rl, = 5911 (91112 + G121 — 912pn) = 0
1 1
Ty = 5911 (91212 + G122 — g22p) = —527“ = —r
1
I, = 5922 (92111 + 9211 — g11p2) = 0
1 11 1
I, = 5922 (92112 + 92211 — g12p2) = 577227’ = -
1
I3 = 5922 (92212 4 G202 — g22pp) = 0
é v TEE = o
1.
T3, = 0;
i—rp? =
2.
€ +THEE +15,88 = 05
2

G+ ip = 0
r
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Geradengleichung einsetzen:

ax + by
Y

ar cos(p) + brsin(y)

7(a cos ¢ + bsing) + r(—asin ¢ + bcos @)

P(acos ¢ + bsing) + 27r(—asinp + beos )P +

r(—acos @ — bsin p)¢? + r(—asin g + beos @)@

(7 — r¢?)(a cos ¢ + bsin @) + (27¢ 4 73)(—asin ¢ + bcos p)

(7 — r¢?)(acos ¢ + bsin @) + (27¢ 4+ 73)(—asin @ + bcos p)

~F =P

L2
G+ 1
r

Geradengleichung ableiten:

Fo= 1y
.. (-
o = —2-¢
r
n = ¢
¥ n r
iy = —2'r) = (o
~ (In = 2(nr) = (ln—
n r2
1
Inp = In— +const
T
const k
N> = = —
n 2 2
. _ k
90 - 7“2
k2
> T = —_—

mx +n

q.e.d.
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Ansatz fir r(\) :

ro= VarX+ A+

P %(Qa)mLB)

. a 1(2ar+8)? a (2ar+p)?
T = —_——-—_——— = — - —
ro 2 2rr? r 4r3
k2 a  (2ax+pB)? k?
T B B
20\ 2+ 4k?
g2 o BAROTHAR 1 n gy,
4o
2 41{32 4 2
vy = By e ot P
Umschrift der Konstanten «, 3,7 :
= 224y = (At @0) + (VA + o)
~  a = vg + U;
B = 2vzT0 + 20yY0
v o=z
1
~ k= 1 {4(v? + vz)(xg +95) — 4(vazo + vyY0)*}

ko= {viad +viyp + viyg + viag — viag — viyh — 20svyToyo }

K = (vgyo —vyz0)®  [= (vg x 29)2] o  Drehimpuls
!

k= 7(vxy[)*vy$0) = (@0 Xy)z

~ >0 Dbei,Rechtsdrehung

¢ - Integration
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.ok k 1 Vday—p?
L n_r2_ax\2+ﬁ)\+7_2a)\2+ﬁ>\+7
. oy — (52 1
Y = B
2. N2+ EN+2
 VAday - g2 1 _ v B2 1
= 2cv 8 g o 4a2 522 52
(+E)+2-5& (+E)+2-5&
YN -
a  4a? 402  o? 402 2
. k 1 « 1
v = a B 2 k2 - E puna 2
>‘+%> ta 1+< ﬁa)
At £
T = = <,
[0
Q
dr = —d\
T k
1
p = @ /cl/\2
k pun:a
()
/ dr
= —— = arctanT + const
1472
B
¢ = arctan — 2a 4 const.
a
Umschrift der Konstanten «, 3,k :
@ = arctan <2)\ + 2ﬂk> + const
v; + v, Uz o + UyYo
@ = arctan | — Y_\— L + const
VYo — UyZo VYo — UyZo
Additionstheorem:
arctanx + arctany = arctan Tty
— 2y

Wahl der Integrationskonstanten :

)\:O ~

Yo
(o = arctan —
o
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Yo VzZo + VyYo
arctan — = arctan [ —————272 ) + const

Zo VY0 — VUyXo
VX0 + UyYo Yo
const = arctan ———47° 4 arctan =
VYo — VyZo xo

Vz To+Vy Yo Yo

V. — Uy X

const = arctan — =20 vro 0

_ VzZotVyYo | Yo
VzYo—VyTo  T0

(veo + vyYo)xo + (V2Yo — VyZo)Yo
(Uzyo + Uy-TO)xO - (Uxﬂfo + UyyO)yO

2 2
—_z)x(:c02+ yog = arctan (—Ux)
oy (5 + yg) Uy

2,2
v+
p = arctan < TR W + vyy(]) + arctan <Um>

const = arctan

const = arctan

VYo — UyZo VYo — UyZo Vy
_ v2toy _ UpTot+UyYo  wy
Vz Yo —Vyxo Vz Yo —VyTo Vy
= t
¥ arctan 1 L (_ 'Ua2;+U§ N\ — Vz L0 +Vy Yo LV
Vz Yo —VyTo Vz Yo —VyTo Vy
B . —(v2 + vz)fuy)\ — {(vzx0 + vyyo)vy + (Vayo — Vyx0) - Vs }
¢ = arctan = — o —
(UacyO nyO)'Uy (Ua: + Uy) Vg ('Uacx(] + UyyO)Ux
D AL Sl G AL
7(2}5 +v2)zo — (V2 + v%)vx)\
A+
¢ = arctan AT arctan J
VA + To T
Zusammenfassung :
r o= VaX+pA+y = \/(va +20)? + (VA +y0)? = Va? +y?
« 15} vy + Yo Y
= arctan | =\ + — const = arctan -——"" = arctan =
7 (k +2k>+ Ve A + T x

Gerade als Geodéte bestétigt!

8 Kovariante Differentialoperatoren

Mittels kovarianter Ableitung ist Angabe von grad, rot, div in krummlinigen Koordinaten
auferst einfach.

Determinante des metrischen Tensors

e indizierter Index fiir ndchste Rechnung i1, ..., 14

g = ARG G Gaiy (11.221)
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Differentiation nach & mit Anwendung der Leibnitz-Produkt-Regel

4
g = DA G i (I1.222)
n=1
Gninlt = om0, = Gnm|t9"" Grin (11.223)
4
g o= D AT g™ Gri - Gaia (I1.224)
n=1
4 .
= Z gnm|lngAll'"Z4glil e Grip -+ G4iy (11.225)
n=1

( gni,, Zugunsten von g;, ersetzt )

e Betrachtung der Summation iiber n und Summanden mit r # n : enthalten sind Pro-
dukte gri, - gri, , die symmetrisch in 4, und 4, sind; A""* ist aber antisymmetrisch, so
dass alle diese Terme verschwinden.

e liberlebt nur Summand mit r =n :

9 = Gnmp 9" 9 (I1.226)
9 = =9 Gy 9" (I1.227)
(In(=g)p = 9™ Gmy (I1.228)
Transformationseigenschaft von g
giry = AL AL gi (11.229)
e Determinantenbildung via
~ ¢ = det(Af/)'g-det(Aél)T (11.231)
= {det(45)}?g (I1.232)
Jd = Ag (11.233)
. k ock :
mit A = det (AZ-/> = det 067 Jacobi - Det. (I1.234)

~ g i.a. kein Tensor

e ¢’ o dndern nie Vorzeichen! Da Riemannsche Rdume betrachtet werden, die lokal die
Einfiihrung eines Minkowski-Systems gestatten, gilt ¢/, g <0 .
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€ - Tensor

e AUFl jst ia. Riemannschen Raum kein Tensor, wohl aber im Minkowski-Raum, denn
dort gehen die Transformationsmatrizen A;/ in die Lorentz-Matrizen L;-/ iiber

e nach Definition des Levi-Civita-Symbols muss gelten A"~ = A~ |
um Lorentz-Tensor zu sein, muss auch gelten

ATIRY = LTI LE L AUM (I1.235)
e nun gilt aber
det (L> — ALY T2 LYY (11.236)
oder auch
ATIRY qet(LY) = AT LT L LY LY (11.237)

e fiir eigentliche Lorentz-Transformationen (auf die wir uns hier beschrénken) gilt aber
det (L) —1
und somit
ATIRY = UL LE L AUM (I1.238)
und A% ist Tensor im Minkowski-Raum oder Lorentz- Tensor

e Durchfithrung einer Koordinatentransformation von Minkowski-Koordinaten zu beliebi-
gen Krummlinigen Koordinaten und Definition von

i o 9gl" oek pel
RE = M M B AL 1.2
¢ dxt Ox dzk Ox! (11.239)
= AV AT A Al AUM (I1.240)
= AL AR (I1.241)
nun ist i.a.
/
A = %, (I1.242)
g
hier aber A = +/—¢/, (11.243)
da von Minkowski- Raum mit g = —1 ausgegangen wurde; somit
A Na Ailj/k/ll
IR — (I1.244)

V7
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o ¢/l igt ein Riemann-Tensor 4. Stufe, denn
dIRU = AT AT A Al M (11.245)
Az’]’k U , o AWkl
— = AlA AN Al (11.246)
-9 V)
Az 'K
= At
vV—4g
!
A =L (I1.247)
g
q.e.d.

Transformation des Volumenelementes

e bekanntlich gilt

d¢ = Ad'¢ | di¢ =detdetdedde? (11.248)
A = det Al Jacobi - Determinante (I1.249)
A = / /—9 (11.250)
e folglich
V—g dit =+/—¢ d*¢ (I1.251)

und /—g d*¢ ist Tensor 0. Stufe
e gilt fiir beliebige Dimensionen und ebenso fiir g — —g

e Beispiel: 3-dimensional

£ = (v,y,2) ¢ = (16,9
ds®> = dx?+dy® + dz? ds?> = dr? +1r2dO? + r?sin’0dy?
1 00 1 0 0
(gw) = | 0 1 0 (gay) = | 0 12 0
0 0 1 0 0 72%sin’@©
g =1 g = rtsin?@

dxdydz = 12 sin OdrdOdy

Gradient in krummlinigen Koordinaten und beliebiger Dimension
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e kovariante Ableitung eines Skalars geht in partielle Ableitung iiber

SHk = S‘k, (11.252)
gradS = Spb* = Skp, (I1.253)
- : . 1 0 b 1 0
e Beispiel: 2-dim. Polarkoordinaten; (gqp) = 0 o ) (g*) = 0 L
Q2
£ = (o9) (11.254)
oS
Sy = — I1.255
|1 do ( )
08
Sy = — I1.256
12 D ( )
g11 = bl : bl =1 — |@1’ =1 (11257)
ght=0ptrt=1 = =1 (11.258)
Dann definieren wir e, := b; = b! mit legl =1
g22 =by by =0 — lby] = 0 (I1.259)
1 1
=== - |P|=- (11.260)
% %
Dann definieren wir e, := %QQ = 0b? mit e, =1
1
= gradS = S b' + S b* = o5 05 (I1.261)

90" 9p o™

Die Rotation ist eine an den 3-dimensionalen Raum angepasste Konstruktion. Thre Verallge-
meinerung fiir beliebige Dimensionen ist der folgende antisymmetrische Tensor:

e Definition: antisymmetrischer Tensor

Usz — UkHz (11.262)
e folglich
Vit — Ukl = (Vi — Divp) — (vigi — Tvp) = vigg — v (11.263)

e Besonderheit in 3 Dimensionen

Ug|lb — Vp|ja hat 3 unabhéngige nichtverschwindende Komponenten
~» Zusammenfassung in einem 3-Vektor

kartesisch:

1
(rotw)* = Aabcvc|b = §Aabc(vc|b — Up|c) (11.264)
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krummlinig:
1
(roty)* = §fabc(vcub — Up||c)
1Aabc
= §W(Uc|b - ’Ub|c)
1
— ﬁA“bcvdb (11.265)
Divergenz in krummlinigen Koordinaten und beliebigen Dimensionen
e Minkowski-Raum : divev = vi“
e Riemannscher Raum : divwv = Uiuz'
V') = ) + T (11.266)
e Kontraktion des Christoffel-Symbols
, 1 .
ik = 59" (Gmilk + Gmkli — Jikim) (I1.267)
gimgmk” = gimgik|m Symmetrie i <> m (11.268)
- 1 19k (V=9
e = — = (Iny/— = 11.269
ik 29 gmz\k 2 g (Il g)|k \/jg ( )
e Daher
, , 1 .
vZHi = ’Ul|l- + ﬁ(\/ —g)|kv (11270)
. 1
v 7\/_—9(V—gvk)\k (I1.271)
Gaufsscher Satz in krummlinigen Koordinaten und beliebigen Dimensionen
e kartesisch, 3-dim.
/d3x Uy = /dfava (I1.272)
v V)
e Minkowski - Raum
/d4x ’U|Z /dfivi (I1.273)
v
e Riemannscher Raum
/\/ di¢ UHZ /d E(/—gv?) /dfﬂ/ gv' (I1.274)
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Bemerkung zu Integralsédtzen im Riemannschen Raum

e Gaufsscher Satz im 4-dim Raum verkniipft 4-dim Volumen mit 3-dim Hyperflache

e Es existieren weitere Integralsidtze: Verkniipfung einer 3-dim Hyperfliche mit 2-dim
Fldache sowie Verkniipfung einer 2-dim Fldche mit einem Kurven-Integral (dquivalent
zum Stokesschen Satz).
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Zusammenfassung

Kovariante Differentialoperatoren

Verallgemeinerung von grad,rot,div etc. im RR mittels kovarianter Ableitung

grad S — S =9

rot v —  Vj||k — Vklji = Vilk — Vk|i

1 A
\/f—g(\/jgvz)u

div v — 'UZHZ- =

Determinante des metrischen Tensors

g = det(gir) = A g1,99; 938941

Transformation von g

g = A%y

A = det(A%)
A = %

7 861/

Levi-Civita-Symbol

P g o
AVTEE — ATk ( kein Riemann - Tensor )

€ - Tensor

ijkl
ikl _ AY

V=9

( Riemann - Tensor )

Volumenelement — d*¢ := d¢lde2de3de?

V—g'd'¢ = \/—gd*¢ ( Riemann - Tensor 0. Stufe )
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Gaulsscher Satz

/ vV =gd'E = / (V=gv)d¢ = / V=g v df;
v 14 (V)
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9 Spezielle Koordinatensysteme
Orthogonale Koordinaten
e es gilt
ds® = gu(de")? + g2a(d€?)? + g3s(d€®)? + gaa(d€h)®  (I1.275)
gij = 0 fir i#j (I1.276)
bzw. b, L b (I1.278)

e orthogonale Koordinaten sind nicht immer einfiihrbar, denn:
KS’ sei beliebiges nichtorthogonales System
KS sei das zu erzeugende orthogonale System

¢ = e
Transformation ¢ — ¢
kAL gy ALAl = gy =0

= 6 part. Dgln fiir 4 Funktionen £*(¢') bzw. fi/ &)
e orthogonale Koord. in 3-dim. Raum
a#b: gc/d’AZlAg/:gabZO

3 part. Dgln fiir 3 Funktionen £%(¢) ,
i.a. moglich auf eine bestimmte Weise

e orthogonale Koordinaten im 2-dim Raum

9gab=0; a,b=1,2

1 Bedingung fiir 2 Funktionen £%(¢’) ; mehr als eine Méglichkeit des Ubergangs von

beliebigen zu orthogonalen Koordinaten

Zeitorthogonale Koordinaten

¢* nennen wir ,Zeit“ | z.B. £€* = ¢t

e es gilt
ds* = gayd€®de’ + gaa(dg')?,
gas = 0
= g% = 0 (UA)
also b,-by, = 0,
b, L b

e immer einfiihrbar, denn g,4 = 0 sind 3 Bedingungsgleichungen fiir 4 Funktionen &/(¢');

es ist sogar erreichbar

ds? = gupde®de® + (de*)?  (Gaubsche Koordinaten)

(11.279)
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Mitbewegte Koordinaten

Vorstellung einer Stromung eines Fluides im 3-dim Raum, wobei 5“/ raumliche und &% zeit-
liche Koordinaten darstellen. Ist es nun moglich, ein Koordinatensystem KS zu finden, dass
vollstdndig mit dem Fluid mit schwimmt, und damit das Fluid in dem zu findenden Koordi-
natensystem dann ruht?

e Geschwindigkeitsfeld

‘ 11.280
W6 = (11.280)
mit A invarianter Parameter, z. B. s
o KS’ beliebig
e KS mitbewegt, d.h. u* =0, u* #0

e mitbewegte Koordinaten sind immer einfithrbar, denn:

ul = Aj-/uj, cda vl oc € (11.281)
a . . . 8§a j/

u* = 0:0 = (%fu (11.282)

= 3 entkoppelten Dgln. fiir  £%(¢') (11.283)

= £%(¢')  Dbestimmbar (11.284)

e u* kann nicht zu 0 transformiert werden, denn dann entstiinde homogenes System

ot

J
0 8§j'u (11.285)
und die Jacobi- Determinante verschwindet; es wird jedoch gefordert
det o8N _ det (A" 0 11.286
ot (5gr) = detdl) # (11.256)

Lokale Minkowski - Koordinaten

e ein Koordinatensystem mit in jedem Ereignis orthogonalen Koordinatenlinien lésst sich
im 4-dim. Riemannschen Raum i.a. nicht einfiihren (s.o.)

e in einem beliebig vorgegebenen Punkt & sind orthogonale Koordinaten aber sehr wohl
moglich; anschaulich klar; mathematisch klar, da die konstante Metrik g/ (&) immer
auf Hauptachsen transformiert werden kann, also

ds* = guu(E)(dE")? + .. + gua (€))(dEY)? (I1.287)
sowie Koordinaten- Streckung

& = Vg €, usw , also (11.288)
ds® = +(de")? £ (d€?)? + (d€3)* + (de*)? (11.289)
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e aus mathematischer Sicht ldsst sich {iber die Vorzeichen keine weitere Aussage machen;
aus physikalischer Sicht fordern wir den Anschluss an den Minkowski-Raum (3+,1-) ,
also z.B.

ds® = (d&")? + (d&*)* + (d&*)* — (d&*)? (11.290)
ds® = ndetde (11.291)

e Bemerkung: In physikalisch relevanten Rdumen kann es singuldre Ereignisse geben, in
denen

ds® = n;jdz'dx’ (11.292)
nicht moglich ist, z.B. im Innern Schwarzer Locher

e im Ereignis & ist damit ein Minkowski-System eingefiihrt; ein solches Minkowski-System
kann sogar noch auf die (differentielle) Umgebung von £y ausgedehnt werden

e Beispiel im 2-dim Raum

Abbildung I1.12: Tangentialfliche

Abweichungen zwischen Fléache und Tangentialebene in Umgebung von &y von 2.0rdnung

e 4- dim. Raum : Projektion der Koordinaten des Tangential-Minkowski-Raumes auf den
Riemannschen Raum bei &

S Gnnl®) = Tt (€ — E)(E — &) (11.293)
fiv ¢ e U)
oder mit z' = &' —¢}

1 .
Inn(2) = Mn + 5 o 2 (I1.294)
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e Tangential-Minkowski-Raum wird lokal ebenes System genannt

e Bedingung

Imnp(&0) =0 (11.295)

ist als Definitions- Gleichung fiir die lokalen Minkowski-Koordinaten aufzufassen

e damit verschwinden im lokalen Minkowski-System auch alle Christoffel-Symbole:
(&) =0, (11.296)
jedoch nicht die Ableitungen

Thp(€0) #0  (ia) (11.297)

e wg. I =0 gehen Geoditen-Gleichungen allg.

d2§i ; dfk dfl

— 4TI, ——— =0 11.298
axz TR ( )
( A affiner Parameter )
. A2zt

iiber; gilt natiirlich nur lokal; d.h. Koordinatenlinien sind Geoditen, z.B. 2! variabel;

22,23, 2* je konstant

= lokales Minkowski-System wird auch lokal geodétisches System genannt.

e wie gut die Ersetzung des gekriimmten durch den Tangentialraum ist, hingt von der
Grosse der Koeffizienten d,, ;1 ab; als Mafs fiir Kriimmung des Raumes zu vermuten

e lokal geodétische Systeme sind genau die Systeme der klassischen Physik!
Interpretation von Koordinatensystemen

e Koordinaten sind Namen fiir Ereignisse in der Welt
e Koordinaten haben mit physikalischen Eigenschaften zunéchst nichts zu tun

e Auswahl spezieller Koordinaten durch reine Zweckmaéfigkeit, manche sind leichter inter-
pretierbar

e alle Koordinatensysteme sind gleichwertig

e nach Einfiihrung eines Koordinatensystems lasst sich die Metrik des Raumes ausmessen:
Langen, Winkel, ...

e als physikalische Messgrofsen eignen sich nur solche Groéfsen, die unabhéngig von Koor-
dinatesystem sind; Messgrofen lassen sich invariant schreiben
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e Inertialsysteme sind lokal immer einfiithrbar; physikalisch sind sie letzlich nicht ausge-
zeichnet, da sie global nicht existieren

e Historische Bemerkung: Streit zw. Ptolem&us und Kopernikus;
physikalisch gleichwertig und ,richtig® , heliozentrisches System ist zweckméfiger und es
ist in grofseren Umfeld ndherungsweise inertial; heliozentr. System ist unbestritt. philo-
soph. Fortschr.
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9.1 Zusammenfassung

9.1.1 Spezielle Koordinatensysteme

Orthogonale Koordinaten

ds? = g11(d€h)? + goa(d€?)? + g33(de?)? + gaa(de*)?
gir = bbb, =0,
by L b, fir i#k

L)

4 - dim. RR : nicht immer einfiihrbar
3 - dim. RR : eindeutig einfiihrbar
2 - dim. RR : mehrdeutig einfiihrbar

Zeitorthogonale Koordinaten :

& = o
ds® = gapd&"de® + guudct®
ga4 = babﬁl = O’
Qa J— b4
immer einfiihrbar
z.B. Gaufische Koordinaten:
gaa = =1

ds®> = gude®deb + det?

Mitbewegte Koordinaten

P
d)’
wr = 0 , immer einfiihrbar

Lokale Minkowski - Koordinaten ( Lokale IS)

E€U() :+ ds® = gi(éo)de'de”
mathematisch: = +(deV)? £ (d€¥)? £ (d€¥)? £ (de¥)?
physikalisch: = (de")? + (d€¥)? + (de*)? — (de*)?
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10 Krimmungstensor

e bisher stand Kriimmung der Koordinaten im Vordergrund, Kriimmung des Raumes nur
am Rande, Standardbeispiel Kugeloberfliche im 2 dim. Raum

e krummlinige Koordinaten sind natiirlich auch im flachen Raum mdglich, z.B. ebene
Polarkoordinaten

ds? = dp* + pPdo? (11.300)
1 0
(gab) = <o pg) a,b=1,2 (I1.301)

e im flachen Raum existiert eine Koordinatentransformation

£ = w,
= (@)
bzw. & = &(27)

die die krummlinigen Koordinaten £ in kartesischen Koordinaten bzw. Minkowski-Koordinaten
x lberfithrt

e die Koordinatentransformation findet man auf folgende Weise, es gilt

ock ¢l

Y = AIZC/AI'/ - 7" - II 2
772 J 7 ] gkl axl/ ale gkl (5) ( 30 )
AT 8.’[‘k, 8.%'11
i = K" Al = —— ¢« ——— Ny

e 7.B. die untere Gleichung ist aufzufassen als System von Dgl. fiir die gesuchten Funktio-
nen z*' (£7) ; gesucht sind 4 Funktionen z (¢7) bei 10 Dgln. , d.h. 3 nur Lésungen unter
bestimmten Bedingungen, eben wenn g;;(¢) einen flachen und nicht wirklich gekriimmten
Raum beschreibt

e technisch leicht 16sbar ist das Dgl-System i.a. nicht, so dass dies als Bewertungskriterium
fiir die Raum-Kriimmung entfallt
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e 1. Beispiel: Ebene Polarkoordinaten = ebene kartes. Koordinaten

ds? =
(& ¢) =

! !
(xl 7$2) =

gab(p, (10) =

11

22

12

Losung: x =

dp? + p2de® = da® + dy?

(p,p) :KS
(z,y) :KS
oz¢ Oz 5 _ Ox Oz dy Oy
ogr ot T T dgeogd T oge ogb

2 2

L (N (o
dp dp

, @24_ @2

= dp Oy

_eor, oy0y
 OpOp  OpOyp

P COS P

psinp

e 2. Beispiel: Kugeloberfliache " ebenen kartesischen Koordinaten

ds® = R}(dO? +sin?Ody?)

€% = (0,9 ,
(x17x2> - (m,y)

11 : R

JONE)

oz \ 2 y 2
22 : R3sin®@ = (= —=
mante = () + (52)

12 : 0 =

ooe 0y oy
00 0p 00 Jp

Ry = const.

(11.304)
(11.305)
(11.306)

(11.307)
(11.308)
(11.309)
(11.310)

(11.311)
(11.312)

(I1.313)
(11.314)
(11.315)

(11.316)

(11.317)

(11.318)

keine globale Losung, nur lokale Losungen z.B. fiir || << 1, d.h. sin® ~ O , dann
Struktur des Dgl. - Systems genau wie im 1. Beispiel :

Ry wegnormieren
O+<p
pe

Beispiele verifizieren noch einmal, dass

e g;; héngen ab von der Struktur des Riemannschen Raumes

e g;i hingen ab von Koordinaten

e ¢, ist es nicht leicht anzusehen, ob der Raum flach oder gekriimmt ist
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Konstruktion des Kriimmungstensors

e Raum ist flach, wenn Kriimmungstensor verschwindet (wird unten gezeigt )

e Kriimmung hangt wesentlich mit Nichtvertauschbarkeit der zweiten kovarianten Ablei-

tungen eines Vektors zusammen

e vgl. Formel Abschnitt (I1.146)

- _Rm
Villkllp ~ Villplle = —Rigptm

mit
. T3 m
Def.: Kriimmungstensor R ikp
m m m s m T m
R ikp sz|p - F'Lp\k + Fikrrp — Liptrk

Kontraktion des Kriimmungstensors

Def.: Ricci - Tensor R;,

Ry = R, "™ Ronikp
Def.: Kriimmungsskalar R
R := R, = ¢"R,,
Es gilt
Ry, = Ry

Darstellung mit 2. Ableitungen der Metrik

Rikp = gms Ry
Rinikp = ng(ka\p - Ffp|k + L7, — Tiple)
Zwischenrechnung
Innlps + 9snlpm = Gmslp = Imsllp = 0
zurlick zu Rk
1. Term
gmsrfmp = (gmstk)\p - 9ms|prfk:

1
= 7(gmz\k + Imkli — gzk\m)\p - (gmnrgs + gS'ﬂFZm) fk

2

(11.319)

(11.320)

(11.321)

(11.322)

(11.323)

(11.324)
(11.325)

(11.326)

(11.327)
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2. Term p<k

1
gmsrfp\k = §(gmi|p + Impli — gip|m)\k - (gmnrzs + gsnrzm)rfp (11328)

Differenz 1. - 2. Term

1
Ims (ka\p - Ffp|k) = Q(gmk\z\p = Gik|m|p — Implilk + gip\m\k) (11329)
- gmnFZstk - gsnrgm fk
n s

+ Gmn ks ip
—_———

fallen weg gegen 3. und 4. Term in R,y

n S

—_———

bleiben erhalten

3. Term
gmsffkfﬁp = gmankI‘?p (s > n,mr—mn) (11.330)

4. Term
ImsUiploe = Gmal3 10 (11.331)

e Kriimmungstensor mit 2.Ableitungen der Metrik folgt zu

1
Rmikp = i(gmk\ﬂp + Gip|m|k — Implilk — gik:|m|p)
+ gsn( fp mk — kargm) (I1.332)

Symmetrie des Kriimmungstensors u. Ricci-Tensors

e aus obiger Relation fiir R, folgt

Rmikp = _Rimk:p:_Rmipk:Rimpk (11334)

Rmikp + Rmpik"'Rmkpi =0 = Rm<ikp> (H 335)
1

Roitp = 5 Dokt Dbt E 2~ Gl (I1.336)

s o s b

— G+ g DpFRrt - LRFRTD) (1337
1

Rppir = 5( W5+ WG— Wl— WQ) (I1.338)
+ gen( DpePimC = Dopes®) (I1.339)
1

Rikpi = 5( ot et~ Gonites — gt 0) (11340

+ genl Li-fl%rp'b— Iy ) (I1.341)
Ry = 9" Ruikp =0 (11.342)
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[ ]
Rip = gmkRmikp = gmkRkpmi = Rpi (11343)
Anzahl unabhéngiger Komponenten von Ry,
(vgl. Fliefsbach, ca. S.92)
Ryyikp im N-dim. Raum:
N* Komponenten, 4* = 256, aber meist 0.
wg. Antisymmetrie in (mi) und (kp) kann jeder Doppelindex (mi) bzw. (kp) genau
N?2—-N N(N-1
M = = ( ) (11.344)
2 2
Werte annehmen
Bzgl. dieser beiden Doppelindizes ist R ). ein symmetrischer Ausdruck mit
M? - M M(M +1
—  tM= (2+) (I1.345)

Elementen.

somit zunachst

M(j\é+1) _ NV - 1)[§;V(N— D+1] %{(NQ_N)(]\ﬂ — N +2)} (IL346)

bzgl. der Einschrankungen durch die ,zyklische* Symmetrie folgende Uberlegung; Ein-
arbeiten der bereits benutzten Symmetrien, also Antisymmetrie m <> i , k <> p sowie
Symmetrie (mi) <> (kp) auf folgende Weise:

1
Rmikp = g(Rmik’p - Rimkp - Rmipk + Rimpk: (11347)

+Rkpmi - Rpkmi - Rlcpim + Rpkzm)

— Ry <ikp> hat 24 = 4! Terme mit jeweils verschiedener Reihenfolge der 4 Indizes. Jede
Permutation ergibt ein Minuszeichen der Gesamtsumme

— Gesamtsumme ist total antisymmetrisch

— Ry, <ikp> ist nur nichttriviale zusétzliche Bedingung, wenn alle 4 Indizes verschieden
sind; es gibt

N!
Ny wegm V24 (I1.348)
4 0 N <4

Moglichkeiten, vier verschiedene Indexwerte aus N auszuwahlen;



72

II. Mathematische Grundlagen

e Anzahl Cy der unabhéngigen Komponenten

Cn

Cn

é(N2—N)(N2—N+2)— ( o )
N(N = 1)(N — 2)(N - 2)

1
~(N? — N)(N? - N +2)—

8( )( +2) 2
3(N*—2N3 + 3N2 —2N) — (N* — 6N3 + 11N? — 6N)

e unabhéngige Komponenten des Ricci-Tensors

Beispiele

e 1-dim Raum:

24
2N* — 2N?
24
1
ﬁNQ(N2 —1) (11.349)
C; =0
Cy =
C; = 6
Cy = 20
Ry, = Ry (11.350)

— 10 Komponenten bei N =4

Kriimmungstensor verschwindet immer, C; = 0

& = (&Y
ds* = gui(dé')?

Weglénge s kann als Koordinate & v gewahlt werden,

ds = £v/|gn(eh)]de’
ds? = +(d¢")?
— gy = =1,

aufere Kriimmung der Kurve in einem hoherdimensionalen Raum spielt keine Rolle;
wichtig ist nur die innere Kriimmung; nur diese beeinfluftt Langen- und Winkelmessung,

also die Metrik.
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e 2- dim. Raum :

Co=1,

nichtverschwindend nur Ri212 = —Rs112 = —Ri1221 = Ra101 ,

diese eine Komponente ldsst sich durch den Kriimmungsskalar R ausdriicken:

Ricci- Tensor

Kriimmungsskalar

=u R~ ==

Beispiel: Kugeloberflache

vgl. Gaufssche Kriimmung

m . msp .
imp — 9 Rszmp

g ' Riitp + 9" Ruinp + 92 Roinp + g% Rainy
9% Ro121 = g% R1212
*' Ro112 = —g"* Ri212
12 _ 12
g “Ri201 = Ri2 = —g "Ri212

11 11
g Ri212 = g Rio12

R, = ¢"R;
(glngQ o 912912 o 912912 + 922911)R1212
2 det(gik>R1212

Ri212

9

2

(gi) = a? 0
gik) = 0 a?sin?9

Ris1s = —a’sin®9
2
R= -2
R
= = — = —2
P1P2 2 a

Verifikation der Kriimmungseigenschaft von R,

1.Richtung : Wenn der Raum flach ist, dann RT,/k,,p/ =0:

(11.364)

e im flachen Raum sind kartesische oder Minkowski-Koordinaten moglich; dieses Koordi-

natensystem sei K’

-/
— F;C’l’ =0
’
— RWZ‘L/k,/p/ -

(11.365)
(11.366)
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/ . . . . . .
e da R, yrp €in Tensor ist, verschwindet er in jedem Koordinatensystem KS des zugrunde
liegenden Raumes, wenn er im kartesischen bzw. Minkowski-Koordinatensystem ver-
schwindet.

2.Richtung: Wenn R"j, = 0, dann ist Raum flach:

e andere Formulierung: Wenn R™, == 0, dann ist immer ein globales kartesisches oder

Minkowski-System einfiihrbar

P

e jetzt soll gezeigt werden, dass ein verschwindender Kriimmungstensor gerade die Integra-
bilitdatsbedingung fiir das Auffinden der Koordinatentransformation von krummlinigen
zu kartesischen bzw. minkowskischen Koordinaten darstellt

¢ = o' ;2" = 275 baw. (11.367)
il 8a:i/ il
da’ = 5 & dek = AUde* (I1.368)

e 2 Schritte :
(1) berechne A% | (2) berechne z¥

e Berechnung der Transformationskoeffizienten Ag aus der Forderung, dass Christoffel-
Symbole im flachen Raum verschwinden

e zundchst: allg. Transformationsverhalten der Christoffel-Symbole, dazu Basisvektordar-
stellung am schnellsten

i, = by, (vgl (IL110) oder (IL148) ) (I1.369)

Vo= AR (IL.370)

by = Afby (IL371)

bup = (ALbp)p = Afbw + A by, (IL.372)

by = AV by (11.373)

= AVALADY by + AL ALY by (IL374)

= AVALANTL, + AL AL (IL.375)

e flacher Raum : Fz,p, =0

— T}, = ALA}, bzw. nach Multiplikation mit A7 (11.376)

A, = Ti,Al (1L.377)

ist Dgl.-System fiir die A?: ; p= 1,...,4 Dgl. pro Ai/ — iiberbestimmt, Gleichungen aber
nicht unabhingig voneinander.

e fiir die Differentiale der A{; gilt somit

dA], = Ay, deP =Ty, Al deP (I1.378)
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° AZ; ist nur bestimmbar, falls
dA) =T}, Al der (11.379)

ein vollstandiges Differential ist, also wenn gilt
(ripal) = (Ti,al) (I1.380)
Ir lp

e dies entspricht der Forderung nach der Vertauschbarkeit der 2. partiellen Ableitungen
der Ai , also

VY
AL = AL (IL.381)
dann muss gelten
(ripa?) = (ial) = 0 (I1.382)
Ir Ip
kp|7‘A + F}CPA.Z‘T - FZ}T"]?AJ Fk,r,AZIp - O (]:[383)
(FZP\T—FM,,) Al 4T}, TR AL ~ T, TR AL = 0 (11.384)
( Z;Jlr_rzzﬂp—i_rkp i %cr zp) AJ = 0 (11.385)
kaAJ =0 | A} (11.386)
— R"%,. =0 ist Integrabilitétsbedingung, (11.388)

1. um A}: zu finden

2. um aus den AZ die 2% zu finden.

— Kriimmungseigenschaft von R, verifiziert!

Ubungsaufgabe

Berechnung der Koordinaten-Transformation fiir den Ubergang von
ebenen Polarkoord. — ebenen kartes. Koord.

S: (€6 = (p,¢) KS': (z",2%) = (z,y)
nach dz’ = Adek
und Ailp fcpAg

Bereitstellung der I' im KS



76

II. Mathematische Grundlagen

I} =0 Tj,=0 Ty=-p

F%IZO F%QZ% F%QZ
Ail - Gleichungen
1 Aj, =THAL +T%, 45 = 04} +04Y
2. Aﬁg =} A7 +T]AY =04} + %A%/
3. Ayy =T A] +T547 =04 + 2A)
4. AL, = ThAY + 13,48 = —pal + 044
5. A%, = THAY + 1347 = 047 +043
6. Aﬁg =AY +T]HAY = 047 + %A%/
T. A =ThAY +T3,43 =047 + 143
8. A3, = T3 A7 +T3,43 = —pAT +043
1 A" = ®(p)
2. A} = p®)
3. Ay = pAlj, = p®),
4 A =LAy, = —Ppp =0
® =singp (z.B.)
A%/ sin ¢
A%/ p COS @
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5. A7 = d(p)
6. A%/ = p‘ip
7. A%l = pA%]l = pfi)p

2 142 _ & &
8. A7 = _;A2|2 =—Ppp=2

— P =cosp
A%l = Cos

/

A3 = —psing
dz'" - Gleichungen

1. dz'' = Al'de' + AV de? = da = sin pdp + pcos pdy

2. da? = A%/dfl + A%/d§2 = dy = cos @dp — psin pdyp

_, T = psing
y = pcosy
Ubungsaufgabe

Untersuchung der Koordinaten-Transformation fiir den Ubergang von
9, ¢ - Koord. auf der Kugeloberflache zu kartesischen Koordinaten

( Es wird nicht klappen, warum? )

KS: (€L, =,9)  KS: (" 2¥)=(z,y)

nach dz’ = Aldc
und Agg‘p = ZpAg

Bereitstellung der I' in KS
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ds®> = a?(d¥?* + sin® 9dp?)

1 1
2 2 2 11 22
— — 9 - S

g11 a- ., g22 a” s , g CL2 ) a2 Sil’l219

1
be = §9ad(9db|c + 9delp — Gbeld)

1
Fh = 5911(911\1) =0

1
P%z = 5911(911\2) =0
rs, = }gn(—g ) = —ELQCLQCOSﬁSinﬁ = —cos¥sint
22 5 22|1 2 42

1
I3 = 5922(—91”2) =0

1 1 1 cos U
2 22, _ ! 2 . _
Tz = ig ( 922|1) N 2a251n2192a cosVsiny = sin

1
P%z = 5922(922\2) =0

AZ; - Gleichungen Afc]p = F};pAg ,

LAY, =THAY +T3,45 = 04] + 044 =0
2. Ally=ThAY + T34} =04} + S20.4) = x4y

sin ¢ sin

3. Al =Thal + ThAY —oaf + gha) — ehaf

4. A%]Z = T%QA%/ + F§2A%/ = —sinJ cos ﬂA%/ + OA%/ = —sinJ cos ﬂA%l
5. A =T} AT + 1145 =047 +043 =0
6. Af, =T1AY +TH A3 = 047 + S20A% = =047

7. Ay =ThAf + T —o4f + 347 — h4Y

sin ¢ sin ¢

8. AS]Q = F%QA%' + F%QAQI = —sin cos ﬂA%/ + OAg = —sin ¥ cos ﬁA%/
1. Al' = &(y)

1/ _ sind 41/ __ sind
2. A2 ~ cos? A1\2 ~ cos? (I)‘Q
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3. A%/ _ sind Al’ __ sin®d 1 ‘I)|2

cos? “72|1 T cos? cos2d

- P3=0 wegen 2. — 3.

® = const
A =0
4. A%]Q = —sinv cos A%/ =0
Al =
(D pr—
5. A7 = d(p)
2/ sind 42" _ sind &
6. A2 - 301;19 A1\2 - 301;19 (I)‘Q
2 _ sind 42 _ sind _1 &
7. A2 - 30519 A2\1 - 30519 cos? 9 (I)|2
— (i)‘Q == O
— & = const
A3 =0
8. Ag]z = —sinv cos A%I =0
42 =
o =

Somit sind alle Aél = (!

11 Bianchi - Identitaten

Vorbetrachtungen: Darstellung von R, mit den zweiten Ableitungen von g;, ; vgl. Gleichung
(11.332)

1
§ {gmkﬁ\p + Giplm|k — Implilk — gik|m|p} + Gsn {Ffp :lnk - kargm} = Rmikp (11389)
e bisherige Vorstellung: Metrik des Raumes ist gegeben, Kriimmungstensor ist daraus zu

berechnen

e inverse Herangehensweise: Kriimmungstensor einschlieflich aller Symmetrien sei durch
Raumzeit-Funktionen vorgegeben und die Metrik ist daraus zu bestimmen, d.h. Glei-
chung (I1.389) ist bei vorgegebener rechter Seite als Dgl.-System fiir die g, aufzufassen

o wegen Cy = 20 handelt es sich um 20 Gleichungen fiir die 10 Funktionen g,
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e Problem hat i.a. keine Losung bzw. eine Losung existiert nur unter gewissen Integrabi-
litdtsbedingungen

o Integrabilitdtsbedingungen basieren im Kern auf folgender Idee: da die dritten partiellen
Ableitungen von g, vertauschbar sind, miissen Beziehungen zwischen den Ableitungen
der Komponenten des Kriimmungstensors bestehen; vgl. dazu den Schwarzschen Satz
als Integrabilitdtsbedingungen fiir die totale Differentialgleichung

Uberlegungen, wann g, (eindeutig) berechnet werden kann.

e Anwendung des Schwarzschen Satzes auf die dritten Ableitungen von g;; ; wenn g
gegeben wiéren, ist natiirlich klar, dass der Schwarzsche Satz gilt und die dritten partiellen
Ableitungen vertauscht werden konnen; g;;. ist aber nicht vorgegeben, sondern wird erst
gesucht; vorgegeben ist (I1.389) als Vorschrift zur unabhéngigen Berechnung der zweiten
Ableitungen der g;1 ( Rpikp als gegeben betrachtet )

e Einfiihrung der ersten Ableitungen von g; als

hikr = Gik|r (11390)

e Gleichung (I1.389) ist dann eine Vorschrift zur Berechnung von

Rt (11.392)

e fiir jeden festen Satz ikr sind das 4 Gleichungen, aus denen h;, nur bestimmbar ist,
falls

ein vollstandiges Differential ist; ein vollstdndiges Differential ist das aber nur, wenn
hikr|s|t = hikr\ﬂs (11394)

gilt, wobei man sich fir Ay, s ete. die Darstellung mit den Komponenten des Kriimmungs-
tensors eingesetzt denken muss

e wenn (11.394) erfiillt ist, kann dh;g, zu hgp, abintegriert werden

e wenn h;p,. nun gefunden ist, wird als néchster Schritt versucht dg;;. abzuintegrieren; das
ist aber wiederum nur moglich, wenn

hik'r\s = hiks|r (11395)
gilt, denn dann ist dg;; tatséchlich ein vollstdndiges Differential.

o (II.394) und (II1.395) ist somit die Forderung der Vertauschbarkeit der 3.partiellen Ab-
leitungen von g;x, wobei man sich wiederum fiir die 3.partiellen Ableitungen von g;; die
Darstellung mit den Komponenten des Kriimmungstensors eingesetzt denken muss;
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e somit ergeben sich als Integrabilitatsbedingungen zusétzliche Forderungen an den Kriimmungs-
tensor; dies sind gerade die Bianchi-Identitidten
Riiciplle> = Bmikpllq T Bmigkllp T Bmipge = 0 (11.396)
Beweis :

1. Ryikp mittels Christoffel-Symbolen darstellen und kovariant ableiten
(Erinnerung g,,n(q =0 )

Rmikp”q = ng(F?Mp - I_Mzsp|lc + F:krf“p - Ffprf‘k)ﬂq (11397)

2. Herausgreifen eines beliebigen Ereignisses £ im Riemannschen Raum und Wahl lokal
geodétischer Koordinaten in U (&)

—  If(&) = 0, (11.398)
Lhpo) # 0, (11.399)

e = Og (11.400)

— Rmik:p”q = gms(l—‘?mp‘q_rfpmm) (11.401)

analog

k—=q, p=k, qg—=p
Rmiqup = gms(rfq‘k‘p - ka‘th) (11.402)

weitere Permutationen
q—p, k—=q ,p—k
Rupipge = 9ms(Cipgir — Digtpise) (11.403)
3. Summation
Rinickpllg> = 0, (11.404)
Beweis in lokal geodétischen Koordinaten erbracht
4. Beliebige Koordinaten
Ryickpllg> =0 (11.405)

ist Tensorgleichung und damit invariant bei Koordinatentransformationen, Giiltigkeit in
beliebigen Koordinatensystemen
q.e.d.
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Folgerung fiir den Ricci-Tensor

( wg. gip g = 0 darf g'? unter die Ableitung gezogen werden )

97 9™ Roniciopl|a>

- gipgqumikaq + gipgqumiqup + gipgqumiquk
979" Rimpielg + 97 Rirtjp — 979" Rirmpq

9" Rnkllq + 9" Bkl = 9" Rong i

q _
R kllq

Lk
e — 99 By

(R™ — 29 "R)\ix

1
PRI

R®

Relation wird im weiteren noch wichtige Rolle spielen!

Test: 2-dim. Riume

Welche Koordinaten beschreiben die Ebene?

ds?> = dz®+dy?

ds? = d¥* 4 dy?

ds? = dv? + sin? 0dy?

ds* = (d&')? +sin® ¢! (dg?)?
ds? = (dg')? + (&)*(dg?)?

5
ds® = da? — rsinydedy + 2* <4 + cos y> dy?

UA selbstéindig.

o O O O

ik

(11.406)

(11.407)
(11.408)

(11.409)

(11.410)
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Zusammenfassung
Kriimmungstensor
Kriimmungstensor
77z?kp = F?Iz\p - FZZUC + F:krgbp - gp ;nl%
1
Rmikp = i(gmk\dp + YGip|m|k — Implilk — gik|m|p) + gsn<rprZka - Pfkrgm)
Symmetrien
Rmikp = Rkpmi = _Rimkp = _Rmipk = Rimpk
Rm<ikp> =0
Unabhéngige Komponenten : Cy = 20
Ricci-Tensor
Rip = Trz‘bmp = gmkRmikp
Ry, = Ry ( 10 unabhéngige Komp. )
Kriimmungsskalar
R = R’LZ = gipRZ‘p

Ryikp = 0 <> Raum flach
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Zusammenfassung

Bianchi - Identititen

Darstellung des Kriimmungstensors mit 2. Ableitungen des metrischen Tensors

1
5 {gmkmp + Giplm|k — Gik|m|p — gmpmk:} + Gsn {Ffp nmk - kargm} = Rmikp

Vorgabe von Rk, — 20 Dgln. fiir 10 g,

Integrabilitatsbedingung = Bianchi - Ident. ( Vertauschbarkeit der 3. part. Ableit. d. g;x )

Ryickpllg> = Bmikpllg T Bmighllp + Rmipg|lk = 0

Konsequenz fiir Ricci - Tensor

(R™* — 9 "R)x =0
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12 Einbettung gekriimmter Raume in flache Raume hoherer

Dimension

e 2-dim. gekriimmte Flache kann in 3-dim. Euklidischen Raum eingebettet werden, klar

aus Erfahrung

e Frage: Flache Rdume welcher Dimension sind notwendig, um einen gekriimmten 3-dim.

oder 4-dim. Raum einzubetten?

e n sei Dimension des gekriimmten Raumes, N sei Dimension des hoherdim. flachen Raum-

es, b; ,i=1,...,n sind die Basisvektoren des n-dim. Raumes in einem Ereignis, also b;(€)
e ¢,,a=1,...,N sind die Basisvektoren des N-dim. Raumes; in jedem Ereignis gleich;
ONB o0.B.d.A.

e Basisvektoren b, sind Vektoren des N-dim. Raumes, d.h.

19

b,

1

(11.411)
(11.412)

mit den entsprechenden Koeffizienten a der Zerlegung; af* = a*(&)

e Koordinaten des n-dim. Raumes sind &

e Koordinaten des N-dim. Raumes sind ¢

e n-dim. gekr. Raum ist Hyperfliche im N-dim. flachen Raum

e Gesucht sind die Flachraumkoordinaten z® bei vorgegebenen Koordinaten &' des ge-

krimmten Raumes, also

xO{

z.B.: Kugeloberfl.

e Fiir den Vektor des Bogendifferentials dr gilt ( r in der Hyperflache)

e Andererseits ist aber auch

(&Y. (I1.413)
9, (IL.414)
¢ im 3-dim. kart.Raum !, 22 2? (I1.415)
Ry sin?sin ¢ (IL.416)
Ry sin® cos ¢ (I1.417)
Ry cos (I1.418)
dr = bd¢ (11.419)
|dr| = ds (I1.420)
bzw. dr = ale,d&"
dr = e, dz® (I1.421)
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e Folglich
dz® = afde’ (11.422)
Diese Gleichungen sind Dgl. fiir die 2%(¢?)

e Bedingung fiir die Losbarkeit:
dx® muss vollstéandiges Differential sein ( Wegabhéngigkeit ist nicht sinnvoll) :

ajj; = ajj; (I1.423)
Dann ist
ox®
& — , 11.424
= 5 (IL.424)

und es existieren N Funktionen der Struktur z® = 2%(¢) , die die Einbettung global
beschreiben.

e N=7
Wegen
Jop = €q €3 = lap (11.425)
und
gj = b 'Qj (11.426)
folgt
dx® 9P
9ij = o€ @gaﬁ (I1.427)
dx® 9P
== . 76065
o&r 9&)

Wegen der Symmetrie handelt es sich um

2
- 1
” > “4n = "(”;) (11.428)

part. Dgl. fiir 2%(¢%) bei vorgegebenen g;;

N - nn+1)
2
n=2 : N=3
n=3 : N=6 (11.429)
n=4 : N=10



KAPITEL III

(GRUNDGESETZE DER PHYSIK IM
RIEMANNSCHEN RAUM

zunichst wird davon ausgegangen, dass Riemannscher Raum vorgegeben ist, d.h. eine i.a.
gekriimmte Raum-Zeit liegt vor

Ubertragung bekannter Gesetze der Mechanik, Elektrodynamik, Hydrodynamik aus der For-
mulierung im flachen Raum (3.- dim. Euklidischer Raum, Minkowski-Raum) in die Formulie-
rung im gekriimmten Raum (Riemannschen Raum)

Zustandekommen der Kriimmung wird zum Ende des Kapitels in II1.5 betrachtet

e Vorwegnahme: Quellen der Kriimmung sind die Massen im Raum
e Kriimmung ist Ausdruck von Gravitation

Nebeneffekt: Formulierung der Grundgesetze der Physik im flachen Raum (Spezialfall ver-
schwindender Kriimmung) in beliebigen krummlinigen Koordinatensystemen

1 Kovarianzprinzip

Kovarianzprinzip ist eine Folgerung aus dem Aquivalenzprinzip

Erinnerung Aquivalenzprinzip (stark) :

e im Lokalen IS laufen alle Vorgénge so ab, als sei kein Gravitationsfeld vorhanden

e Lokales IS := lokales Minkowski-System := lokal geodétisches System

e kein Gravitationsfeld = keine Kriimmung
Existenz der Lokalen IS ist in (fast) jedem Punkt des Riemannschen Raumes bewiesen im
Abschnitt 1.9
Aufschreiben der bekannten Gesetze der SRT im Lokalen IS

e physikalische Grofien und Zusammenhédnge sind zunéchst als Lorentz-Tensoren formu-
liert
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e 7.B. Vektor der Viererstromdichte
J=Jb; (I11.1)
wobei hier b; die Basis des Minkowski - Raumes ist
e oder Levi - Civita - Symbol

AU (I11.2)

e oder kontravariante Differentiale

dv’ (I11.3)

e ctc.
Umschreiben der Grofsen und Zusammenhénge in Riemann-Tensoren

e Umschrift erfolgt so, dass die Grofsen und Zusammenhénge Tensoren in beliebigen Ko-
ordinatensystemen sind und im Spezialfall des Minkowski-Systems in die bekannten
Lorentz-Tensoren zuriickfallen

e 7.B. Vektor der Viererstromdichte
Lokales IS — KS’

J =T, = J"by, (I11.4)
wobei hier b;, die Basis in einem beliebigen Koordinatensystem ist, also
JE o= AR (IIL.5)
mit
AR = aai’ (I11.6)
e oder
Ak R (ITL.7)
e oder
dv' — Dv' (I11.8)
e ctc.

Giiltigkeit der Gesetze auch in beliebigen Koordinatensystemen gesichert, denn alle Koordi-
natensysteme sind gleichberechtigt, solange Gesetze als Tensorgesetze formuliert sind;

das gilt auch, wenn die gekriimmten Koordinaten einen gekriimmten Raum beschreiben, d.h.
also - wie wir spéter sehen werden - unter dem Einfluss von Gravitation

Zfg.: Erhebung dieses Vorgehens zum Prinzip
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e Kovarianzprinzip = Ausgehen von Gesetzen der SRT ( = Gesetze ohne Gravitation) und
Umschreiben auf Riemann- Tensoren
— Gesetze der ART ( = Gesetze mit Gravitation )

2 Punktmechanik

Bewegungsgleichung fiir ein Teilchen der Ruhemasse mg im Lokalen IS:

du’ ;
m; = K (I1L.9)
T
mit ' = 7 Geschwindigkeit (IIL.10)
T
K! Kraft auf das Teilchen, z.B. elektromagnetische Kraft,
aber natiirlich keine Gravitation (IS!) (IIL1.11)

diese Gleichung ist zwar kovariant bei Lorentz-Transformationen, aber nicht bei allg. Koordinaten-
Transformationen

e anders ausgedriickt :
u* bzw dx' , K sind Lorentz-Tensoren, aber keine Riemann-Tensoren

Umschreiben auf Riemann-Tensoren

Du .
mo d“ - K (I11.12)
T
du’ . .
m(ﬁ+%ﬁ@ = K (I11.13)
oder
du’ . .
m; = K'— moDiufd! (I11.14)
T

Interpretation der —F};lukul

e nach Transformation von IS — KS enthalten sie Gravitationskrifte, falls der Raum

gekriimmt ist, und /oder Tragheitskrifte, je nachdem ob beschleunigte Koordinaten auf-
treten

Nebenbedingung fiir die Geschwindigkeit
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zunachst im IS :

ds® = mkd:nida:k = da’® + dy? + dz? — Adt?
ds? -
12 = Th'k’uluk
da
1
T =1

fiir ruhende Uhren, also fiir

dr = dy = dz = 0 (=Definition der Eigenzeit )
folgt
npuiu® = ulu; = —c2
ulu; = —c? bereits invariant (kovariant) , gilt also auch in KS:
- = vy = ggputu® = gzkii
dr dr

Nebenbedingung ist nicht unabhéngig von

Du? :
- K
o dr
denn
Du! n ; Du; D(u'uy)
mo——1u; + mou = m
O ar 0% Tdr 9 dT‘ ‘
= K +uv'K;, = 2K";
wegen
v, = —c?
folgt
D(u'u;) = 0

oder ,K* L1 w,;,

(111.15)

(111.16)

(111.17)

(111.18)

(111.19)

(111.20)

(111.21)

(111.22)
(I11.23)

(111.24)

(111.25)
(111.26)
(111.27)
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3 Elektrodynamik
Feldgleichungen im Lokalen IS:
B<mn\k> = 0, (11128)
Hm”|n = Jm (111.29)
mit
B, elm. Feldstarketensor
H™" elm. Erregungstensor
J™ Viererstromdichte
Umschreiben auf Riemann-Tensoren
Hm”Hn = Jm, (I11.31)
(I11.32)
damit Giiltigkeit in beliebigen Koordinatensystem
andere Form der Gleichungen
Bk Bk — ThoeBin — T B (111.33)
Bionlin Bianjn — Tk Bim — T Bra (111.34)
Bok|m Bokim — ThmBik — Tl Bui (111.35)
(=0)
Hm H™, + T, H™ + TR (IT1.37)
/Tg“
[ ——  (vgl. (I1.269) ) (I11.38)
" Vg
1
mn mn
— H™ - (V—gH )|n (I11.39)
Bewegungsgleichung eines Teilchens der Masse mg und der Ladung q im elm. Feld :
Du? -
mo d:_L qB*u, (I11.40)
—  my —mol},  u™u" + gB" uy (I11.41)

dr
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elm. Krifte oc Bi*

Gravitations- und Triigheitskriifte oc T
e B sind aus Ableitungen der elm. Potentiale A’ erzeugt

e Il . sind aus Ableitungen der g, erzeugt; g, spielen die Rolle von Gravitationspo-

tentialen

4 Hydrodynamik

Feldgleichungen im Lokalen IS:
Tk, = k' (I11.42)
mit dem Energie-Impuls-Tensor einer idealen Fliissigkeit
. 1 . .
T* = (po + C—QPo)uluk +n* PRy (I11.43)
wobei

po Massendichte

( auch Ruhemassendichte, da im Ruhesystem des Volumenelementes betrachtet )
P, Druck

( auch Eigendruck, da im Ruhesystem des jeweiligen Volumenelementes betrachtet )
k' AuBere Kraftdichte

Zunichst wird der nichtrelativistische Grenzfall verifiziert

e Dichte - Terme (pou‘u®),

(W) = dc(f:) = dig);li = 1_; < ”:) (I11.44)

i=4: utu® = LQC " Lgcva a I11.45
(pou™u™) (( — o )|+((1_%2) )] ( )

=5 e (pope + (pov™)ja) (I11.46)

( Term der Kontinuitéatsgleichung )

i=a : (pouauk)|k = ro >0+ il Sv%? (I11.47)
1-= It 1-= |b

—  (pov®))s + (povavb)‘b (II1.48)

( Term der Euler-Gleichung in konservativer Form )

einfiihrbar wire eine ,, dynamische Massendichte ,,

p= 20 (I11.49)

2
v
l-=

C
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ik uk _. pik
e Druck - Terme {Pg (771 + %) }|k = P I

() = 1_1)2 < o ) (IIL.50)

c
c2
v 0
— ( . > (II1.51)
P 0 0 0
= p 8 P;O 120 8 = Py(6) (I11.52)
0 0 0 O
i—a: P = "Ry, (I11.53)
i—4: P =0 (I11.54)
Gesamt-Gleichungen ( speziell fiir k' =0 )
4,k
utu
(P0U4uk)|k+{P0 <n4’“+ 2 )} — ¢ (poe + (pov*)}a) =0 (I11.55)
|k
ulu®
(pouauk)|k + {Po <77ak + 02>}| — (pova)|t+ <povavb)|b+P0|a =0
k

Damit ist gezeigt, dass der Energie-Impuls-Tensor (I11.43) im Grenzfall die Kontinuitéats-
und Euler-Gleichung korrekt beschreibt. Allerdings sind andere Energie-Impuls-Tensoren
konstruierbar, die im nichtrelativistischen Grenzfall die gleichen Kontinuitéts- und Euler-
Gleichungen ergeben; es konnten an (I11.43) etwa weitere Terme proportional u/c und
Potenzen davon angefiigt werden, die im Grenzfall wieder verschwinden. In der folgenden
erginzenden Uberlegung wird gezeigt, dass die Form (I11.43) durchaus eindeutig ist,
wenn von vertrauten Bedingungen im Ruhsystem ausgegangen wird.

Erginzung: Ubergang zwischen dem Ruhsystem des jeweiligen Volumenelementes und
dem System (=Lokales IS), in dem sich das Volumenelement bei z mit u’(z) bewegt.

(a) Druck:
Ruhsystem :
P, 0 0 0
(P = 8 ]30 120 8 , (111.56)
0 0 0 0
Lokales IS :
P = L, Lk P (I11.57)

in der Lorentz-Transformation sind Geschwindigkeiten beliebiger Richtungen zuzulassen,
also
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i 6 4 g -
(Li(—u) = ub N (vgl. Einschub unten) (II1.58)
C (&
Umschrift
0000
» ot 0000
(P™) = B )+B | o o 0 o (I11.59)
0001
Li,LEg™s = nik (I11.60)
000 0
: 000 0
i ENT
L) o 0 0 o |EDT = (I11.61)
0001
000 0
_ (o Y 00 00| [y pe
ue u 000 0 ub ut
(& (& C C
0001
0 u bi . gubut ud
:<0;4><5 +£cc G (I11.62)
(& C C
utub u®ut
= Wb ud gt (I11.63)
c C c C
a ,b a ,4
PR = B+ R 64 & I11.64
— ( ) = 0(77 )+ 0 wbut oyl ud ( . )
cc ¢ ¢
Pt = B (nl’w““) (I11.65)
C C
(b) Dichte
Ruhsystem :
000 0
» 000 0
r's _
0 0 0 poc?
Lokales IS :
Tk = LLLkT 111.67
. s Ao ( )
0000 b )
. 00 0 0 utu?  u®ut
L) o 0 0 o |ED" = (u%u% ;4;4> (IIL68)
00 0 1 c ¢ ¢ ¢
—>T’kP . = poutut (I11.69)
-
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(¢) Druck und Dichte

Tzk: — Tzk o +sz — <,00 + Cg) uzuk +77sz0
0=

Einschub

Lorentz-Transformation bei beliebigem v

(I11.70)

Abbildung III.1: Lorentz-Transformation

e keine Verdrehung der Systeme, aber Bewegung in beliebige Richtung

e Zerlegung

e bekannt ist

z) — vt

po_ Ly ot
@H = )
U2
-2
ll = Z
_ge zv
= 2 c2
v2 v2
= =
e somit
/ ’ z) —ut
v2 v2
-2 2
1 v(v) vt
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e in Komponentenschreibweise

¥ = zo+4 L -1 v b v zt
v2 v2 v2
- =2 C 1 -z
/ 1 v,
2 = 2:1:4— b 2:Ub
5 otz
e Ablesen der Lorentz-Transformation
58 + —1) e
v 1
e e 1-4
e L’s mit Vierer-Geschwindigkeit ausdriicken
1 e
1 i
() = —(")
2
1 2 2 .a a
o | ( 1u2_1> (1-%)gun
2
_up ut
C C
5a+ u®up  _u®
@y = (P )
c ¢
mit
1 v2\ 2
b= — (1_02)7)2
C2
1—4/1— Z—; <1 2> 2
- > 2.2
1 %2 /v
B ) v2 ) v2 2
N c2 c2 v2
Einschub - Ende.
e Umschreiben von
1 . . .
T Kk = {(pg+c2P0) uzuk—i-n’kPo} =K
|k

auf Riemann-Tensoren:

. 1 .
Tzkl\k = { <Po + c2P0) u'ub + g'* Py } =k,
|k
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damit Giiltigkeit in einem beliebigen Koordinatensystem
obige 4 Bewegungsgleichungen miissen in jedem konkreten Anwendungsfall durch eine

Zustandsgleichung ergénzt werden

e 4 Gleichungen bei 5 Unbekannten:
po, Py, u’ ( nur 3 u’ sind unabhéngig, u'u*g;, = —c? )

e exemplarische Zustandsgleichungen

1. Py = 0 = inkohédrente Materie

2. Py = %uem = %pOCQE Photonengas, ey, elm. Energiedichte, pg korrespondierende
Massendichte
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Zusammenfassung

Kovarianzprinzip

Ubersetzung bekannter Gesetze der SRT in die entsprechenden verallg. Gesetze der ART

Schaffung der Bedingungen der SRT (= Inertialsyst.) im Riemannschen Raum ( nur lokal
moglich) :

Lokal geodaisches System = SRT Beliebiges System = ART

Punktmechanik

moe =K' mo Bt = K
Elektrodynamik

B<mn|k> =0 B<mn|\k> =0

In [In
Hydrodynamik
Tik\k — ki Tzka — Kt
T* = (po + 5 Po) uv'u® +n*Py | T = (po + 5 Po) u'v® + g* Py
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5 Einstein-Gleichungen
keine Ableitung mit dem Kovarianzprinzip mdéglich, da

e # Feldgleichung in der SRT, die kovariant verallgemeinert werden konnte

e klar, da jetzt nach Gleichungen gefragt wird, die den Zusammenhang der Kriimmung
des Raumes mit den Massen herstellen ( und in der SRT gibt es keine Kriimmung)

Aufstellung der Feldgleichungen nach den Kriterien

e Riemann-Tensoren (Forminvarianz bei Koord. - Trafo)
e Einfachheit

o Newtonscher Grenzfall

5.1 Newtonsche Gravitationstheorie

Gravitationsgesetz

dr, mymy, Ty, =Ty
dt2 7%‘; P A E— (I11.71)

Besser geeignet fiir Verallgemeinerungen ist:

e skalares Gravitationspotential

Br)= Y =y / g L) (IT1.72)

e Umbezeichnung

Ty — T(t) y My — m
d’r
= Moz = —mo® (I11.73)
denn:
1 1 1 r—
O = ————g0 1= - L= I11.74
-] poep = T e (LL74)

e &(r) ist Losung der Feldgleichung

828(r) = 4myp(r) (I1L.75)
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5.2 ,LAbleitung® der Einstein-Gleichungen

Forderungen an die aufzustellenden Gleichungen

1. Tensorgleichungen, d.h. Unabhéangigkeit des Gesetzes von subjektiven Koordinatensys-
temen

2. Newtonsche Gravitationstheorie soll als Grenzfall enthalten sein

3. Grundgrofse der Newtonschen Gravitationstheorie ist das Gravitationspotential ® ; dann
ist gegeniiberzustellen die Grundgrofe des Riemannschen Raum, also der metrische Fun-
damentaltensor g,

4. part. Dgl. max 2. Ordnung in den Unbekannten g¢,,, ; moglichst linear in den hochsten
Ableitungen in Gegeniiberstellung zu 82@ X p

5. Ursache (Quelle) des Gravitationsfeldes soll eine Verallgemeinerung der Dichte p der
schweren Masse sein, eventuell der Energie-Impuls-Tensor 7™"

Zwischeniiberlegungen

e Hydrodynamik im kréftefreien Fall :

Wﬁn =0 , T"=T"" (I11.76)
e Elektrodynamik im kraftefreien Fall :
Wﬁn =0 , T =T"" (IIL.77)
Ansatz
Gmn = —kTmn ,k Konstante (IT1.78)
e wegen
mrﬁn =0 (II1.79)
und
Ton = Tum (I11.80)
muss
m”Hn = 0, (111.81)
Grn = Gpm (111.82)

gelten
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e Erinnerung an Bianchi-Identitdten mit Folgerung

1
(Rm" - 2gm"R> =0 (111.83)
In

weiterer Baustein fir G, iSt gm, selbst

Ansatz fur G™"

1
G™ =R"™ ~ 29" R~ Ag™" (111.84)

e man kann zeigen, dass es keinen weiteren Tensor gibt, der Forderungen (1) - (5) erfiillt
(ohne Beweis)

A kosmologische Konstante,
A0 — R™#0 (I11.85)

auch bei T™" = 0, d.h. vollig materiefreier Raum ist gekriimmt; experimentell schwer
nachzuweisen, hier meist

A =0 (111.86)
1

G™ = R™ -~ g™R (I11.87)

(I11.88)

e A kann positiv und negativ sein. A > 0 im Zusammenspiel mit der Vorzeichenkonvention
in Gleichung (I11.84) bedeutet Antigravitation. Dies wird im Anschluss an den folgenden
Abschnitt "Newtonscher Grenzfall"gezeigt.

Einsteinsche Feldgleichungen ( Einstein : 1905 - 1915 )

1
Ron — igmnR = —kTmn (111.89)

e Beschreibung der Raumkriimmung ( Ry, ) durch die Materieverteilung ( Ty )
e 10 part. Dgln fiir g,

e Unmoglichkeit T vorzugeben, d.h. raum - zeitliche Verteilung der Materie, und gmn
auszurechnen, da 7™ auch von ¢g™" abhéngig

e Raumkriimmung und Bewegung der Materie bilden ein gekoppeltes dynamisches System,
das nur simultan gelost werden kann

Aquivalente Form der Gleichungen, Kontraktion
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e Kontraktion

1
R%—ingR = —R = —kT" =: —kT, (111.90)
R = kT (I11.91)

1

— Rpn = —K(Tmn — §gmnT) (I11.92)

Bezeichnung : Einstein-Tensor G,y

1

Gmn = Rmn - 7gmnR (11193)

2

5.3 Newtonscher Grenzfall

Festlegung des Grenzfalles

1. Massendichte py bzw. Energiedichte poc? ist entscheidender Term im Energie-Impuls-

Tensor:
poct > Py (I11.94)
— T = <p0+f§> uu" 4+ g"" Py (I11.95)
~  pouu” (111.96)

2. Geschwindigkeiten sind klein gegen c :

¢ < ¢
ut = (0,0,0,¢) (IT1.97)
(1) und (2)
o 0 0
= (g g ). T (111.98)

3. Felder sind langsam verénderlich:

(' )4 vernachlassigen

4. Metrik weicht nur schwach vom flachen Raum ab

Gmn = Tmn t+ fmn, (I11.99)
[fmnl <1, (I11.100)

Vernachlédssigung von quadratischen Termen in f,,
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Verbleibende Gleichung
1
R44 = —H(T44 — 57744T) (HI.lOl)
1
= —r(poc® + 5 (=poc?))
Ry = —gp0c2 (I11.102)
e R4y aus
1 :
Ry = i(gmk\ﬂp + Giplmlk — Implilk — Gikm|p) + quadr. Terme in T' (II1.103)
1
1
Ry = Rn4n4 = §7Inm(fmn|4\4 + f44|m|n - fm4|4\n - f4n|m|4) (IH~105)
e ()a=0
1 1
Ry = §nnm Faapmin = 5(9; faa (I11.106)
— 8§f44 = —/ip()c2 (HI.107)
e Struktur einer Poisson-Gleichung, aber fy4 dimensionslos, kein Potential
— zusétzliche Information notwendig
o Geodéten-Gleichung
¢t dekag?
= I11.108
dr? ar dr ( )
fiir langsam bewegte Teilchen (z.B. Planeten)
T & t, (IT1.109)
d k
Eli) = W) ~ (0,0,0,c) (I11.110)
i=a:
d2 a
de = T3 (I11.111)
1
1
1 = 577an(f4n|4 + fanja — faapm) (II1.113)
1
o= —577abf44|b (IT1.114)
d2§a 62
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e Vergleich mit Bewegungsgleichung eines Teilchens im Gravitationspotential ®

d’r 0P
-3 = — Ao III1.11
dt? or ( 6)
d*r oD Oeb
5 = T A& AL II1.11
i 98 r (IL.117)
d2r b
iz = b (ITL.118)
r = £%, (I11.119)
2 2¢c
% = Cilti b. ,da b, = const (kartesisch) (I11.120)
d2 c
d—f;bc = -0’ |-b° (IT1.121)
d2gc a a a
2 de = —Ppg b~ —Dpn b (IT1.122)
d2€a “
S = Py, (I11.123)
2
- = S fu (111.124)
1.
20
gaa = Maa+ fu = —l-— (I11.125)
2%
Ju = —(1—1—62) (I11.126)
2.
2
D20 = dmyp = — 5 02 fau (111.127)
62 C4
= 5&/)002 = —kp (po = p) (II1.128)
8T
— K = 37 (111.129)

e Schlussfolgerung: Newton-Grenzfall ist konsistent enthalten und liefert die o.g. Ver-
kniipfungen zum einen des Potentials g4 mit dem Newton-Gravitationspotential ® und
zum andern die Verkniipfung der Einstein-Gravitationskonstante x mit der Newton-
Gravitationskonstante ~y

e Newtonscher Grenzfall mit Kosmologischer Konstanten und Interpretation des Vorzei-
chens der Kosmologischen Konstanten

Ankniipfung an Gleichung (I11.84) :

R _ Egmn_Agmn — T

111.130
: (I11.130)
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Folgerungen:
R
R™, — §gmn - Agmn = —kT™,
R — ? 4—-—AN4 = —kT
—R—4AN = —kT
R = kT —4A (IT1.131)
mn gmn mn __ mn
R™ ngmn+2Agmn_Agmn:_KTmn
R™ = _gT™ ngmn _ Agmn
T
R™ = —k <Tm” -3 gm"> —Ag™ (IT1.132)
T
Rom = —# | T — 5 Omn ) = A Grmn (IT1.133)
Im Newtonschen Grenzfall gilt
gaa = —1 (I11.134)
woraus folgt
T
Ry = —k <T44 + 2) + A (111.135)
Wegen
T =g" Tip = 9" Tas = =Ty (I11.136)
folgt weiter
Ry = —g Ty + A
Ry = —g o2+ A (I11.137)

Somit kann A > 0 als Anti-Gravitation interpretiert werden, denn die gravitierende
Wirkung von pg ¢ wird herabgesetzt.

5.4 Struktur der Einstein-Gleichungen

Feldgleichungen

R — =gmnR = —KTmn (IT1.138)
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e 10 part. Dgl. fiir 10 gmpn

e 10 Dgln. sind nicht unabhéngig wegen
mn 1 mn
[In
(4 Gleichungen)

e nur 10 — 4 = 6 Gleichungen sind wirklich unabhéngig

® g,.n, nicht eindeutig bestimmt

(111.139)

e Folge der Kovarianz, denn es muss aus Losungen gp,, (§) durch &'(€) auch g, (£') Losung

sein

— Feldgleichungen diirfen daher nur 6 Funktionen festlegen

e geschickte Wahl der £ erleichtert Losung

Vergleich mit Elektrodynamik in SRT

e FEichmoglichkeit fiir Potentiale, z.B. Lorentz-Eichung

A =0
e Feldgleichungen bekommen einfache Form
OA — nszi‘k“ _ Ai|k|k _ _Ji
Feldgleichungen und Geodéten
e Frage: Muss Geoditengleichung

D2 TR AN T

als Bewegungsgleichung von Testteilchen zusétzlich gefordert werden?

(111.140)

(I11.141)

(111.142)

e Antwort: Nein, Geodéatengleichung folgt aus T’mﬁn = 0, ist also Folge der lokalen

Energie-Impuls-Erhaltung

e Beweis: vgl. Stephani, S.92



KAPITEL IV

SCHWARZSCHILD-LOSUNG

kugelsymmetrische Gravitationsfelder
Erwartung besonderer Einfachheit bei Kugelsymmetrie

wichtigste Gravitationsfelder fiir uns: Sonne und Erde; nahezu kugelsymmetrisch, Drehung
langsam (v* << ¢)

1 Kugelsymmetrie in 4 Dimensionen

Bezeichnungen

§'=R&=098=p " =cT

3-dim. Linienelement

ds®> = g11(R, ¢T)dR? + goa(R, cT')(d¥? + sin® 9dp?) (IV.1)

o wg. Kugelsymmetrie darf keine ¥- oder ¢- Richtung ausgezeichnet sein —
e g1 und goo diirfen nicht von 9 und ¢ abhéngen,

e ds? darf nicht vom Vorzeichen von dv oder dy abhéngen: g2 = g13 = ga3 = 0

4-dim. Verallgemeinerung

e gos = g34 = 0, weil ds? nicht vom Vorzeichen von d¢ oder dy abhédngen darf

e allgemeinster kugelsymmetrischer Ansatz

ds? = g11(R, cT)dR?*+go2(R, cT)(d¥?+sin? 9dp?)+2g14(R, cT)dRdcT+gas (R, cT)c2dT?
Vereinfachung durch Koordinatentransformation

o = V 922(R7 CT)aﬁ, = 19790, = Q07CT, =T
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e Striche weglassen

— R=R(r,cT) (IV.2)
— dR=...dr+...dcT (IV.3)

[}
ds®> = h%dr’ —2a b dr deT — b*PdT? + r2(d? + sin®0dy) (IV.4)
h(r,cT),a(r,cT),b(r, cT) (IV.5)

e Interpretation von r : r=const, T—=const beschreibt eine Kugel, deren Oberfliche zu 472
auszurechnen ist; r ist aber etwas anderes als der Radius

weitere Koordinatentransformation: Beseitigung des gemischten Terms durch Einfiithrung einer
neuen Zeitkoordinate ¢ = t(T',r)

e Vorgabe der Transformation nicht integral sondern differentiell; trotzdem muss t holo-
nom sein

det = e~ 5 (a dr + b deT) (IV.6)

e (adr+bdcT) i.a. kein vollstiandiges Differential; integrierender Faktor e~ macht rechte
Seite zum vollstdndigen Differential — ¢ holonom Koord. — Existenz von ¢(7',7)
gesichert

Anm.: vgl. math. Satz: Pfaffsche Formen mit 2 Verdnderlichen haben stets einen inte-
grierenden Faktor!

o
2a b dr deT + b*(deT)? = e (det)? — a’dr? (IV.7)

o
h?+a? = (IV.8)

o
ds? = AV dr? 4 r2(dv? + sin® 9dp?) — /™ det? (IV.9)

( Schwarzschildsche Form des Linienelementes einer kugelsymmetrischen Metrik )

— g1 =€, g =12 g3 =r?sin®V, gu = —c", (IV.10)
gik =0 fliri #k (IV.11)

e Der inverse metrische Tensor g** ist einfach hinzuschreiben: die Inverse einer Diagonal-
matrix ist wieder diagonal, die Diagonalelemente sind invers zueinander
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2 Aufstellen der Einstein-Gleichungen

Christoffel - Symbole

e vorbereitende Bereitstellung, da in Feldgleichungen bendétigt

e Berechnung der I‘}'d entweder aus Definition

o
Pht = 59 sk + st = gras) (IV.12)

geschickter ist das Ablesen der F};l aus der Geodéten-Gleichung
TR =0 (IV.13)

Geoditen-Gleichung aus LII mit der Lagrange-Funktion (vgl. Abschnitt Geodéten)
1 [(ds\?
L = -(— V.14
2 <d7'> ( )
L[ (dr\? S| [(d90\? . [dp\? det\?
= - — — — —e’ | — IvV.1
2 {e (dT) r dr - sin®d dr “ \ar (IV.15)

Aufstellen der LII

d 0L oL
= — - — V.1
0 dr 0d;&  0& (IV.16)
e Abkiirzungen
o) _ v
5 = () (IV.17)
a() .
— pu— I -1
-0 (v.18)
° fl =r
d [ adr\ 1, (dr\?,
d9N? 5 (de\?| 1, [det\?
- T [(7’) + sin 19(d7’) +§€ (dT) 1%
d*r dr\? .dr det 1 dr\?
_ )= /N i Dl U VA
0 = {dT2 A <d7’) +)\ah' dT} 2°¢ A <d7’> (IV.20)
d9\? ., [(do\® 1, ,(dct\?
- T(dr) — rsin 19<dr> —|—§e v (dT)
2r\ 1, (dr\?® dr dct \ [ d9\?
= (S )+ (2 R o V.21
0 <d72>+2)\ (dr) +)\d7' ar '° <d7’> (IV.21)

dp\? det\ >
— rsin?ge? (;ﬁ) + %e”_’\ (;_)
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A/
A
ry, = o (IV.23)
[y = —re ™ (IV.24)
I, = —rsin?de?; (IV.25)
1
ri, = il/e”_/\ (IV.26)
[ ] §2 = ﬁ
d [ ,dv dp\”
0 = e (erT> — r%sin ¥ cos 9 <df> (IV.27)
d29  2dr dd dp\?
0 = —+—-—————sinvcos?d | — Iv.28
dr? * rdrdr DU < 7') ( )
9 1
— Iy, = . (Iv.29)
I3, = —sindcos? (IV.30)
e &=y
d d
0= — <r2 sin219df> (IV.31)
d>p  2drdy dv dp
3 1
I3, = cot?d (IV.34)
o tt=ct:
d det\ 1, (dr\®> . 1 det 2
— | =) — = — | A zev | — Iv.
d7'< ¢ dT) 2°¢ <d7‘) +261/<d7'> (IV:35)
Ld*ct ,drdet . (dct 2
Loag (4r) 4 Loy (4t
2 T 2¢ "\ ar
et 1. (det\? 1. dr\? dr dct
- -7 - 7)\ A—v - /77 I .
d72+2y<d7) +2 c <d7‘> +Vd7'd7' (IV.37)
4 )\ A—v
V/
i, = bx (IV.39)
4 v
ry, = 3 (IV.40)
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e alle anderen I' ’s verschwinden
' ’s im Uberblick
N _
Iy = 2 Ly = —re?
le%3 = —rsin?ge le14 = ”5/6”*)‘
T _ A
Iy = 3
3, = % %, = —sindcosd
)‘\ _ ’
e o= %
L g
Ly = 3
e Berechnung einiger I'’s zum Vergleich direkt aus der Definition
Il = 19"(gsp + gs1p — gs1p1) rh, = %
1
Tl = 59%gan Tl = 39"(gs12 + gs2pn — 9121s)
Iy = %gllglm = %911(911|2+912|1 — g12)1)
gu = 6)‘, = %911911|2
gll — e—)\ = 0
gup = e*- N

Ricci-Tensor

e Ryp=R',, =T"  —T¢

miln

+ I T

mnli miT Tn

iA
T

1 _ 11 1 T 1 1 1 4 1
o R mln — Fml|n - an|1 + ler'rn - anrll - anF41
2 12 2 r 2 2 2
R m2n I‘m2|n - an|2 + FmQFrn - Pmnrn
3 _ 13 3 r 3 1 3 2 3
R m3n — I‘m3|n - I‘mn|3 +Fm3rrn - anF13 - anFQS
4 4 4:0 4 4 4
_ r 1 4
R mdn — I‘m4|n - an|4 + Fm41—‘7’n - anF14 - anr44
1
o R mln

Rlnn =0= Rlnn
Rlyp = —Thy + 3Ty — D300
R1213 =0= R1312
R1214 =0= R1412
R'yg = Ty, + T3 T35 — T35l

R1314 =0= Rl413

Riyyy = Thyyg — Tl + T T + T4 Ty — T4 — T4
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o R2

m2n

R?y =Ty, +THI%, —THIh
R2n22 =0= R222n

R2123 =0= R2321

R2124 = —Fhf%? = R2421

RP393 = —Tiyo + TI%; — Tl
R2324 =0= R2423

2 _ 1 172
R 424 — 7F44F12

o R3

m3n
RPygy =Ty, + 19515 — T
R3132 =0= R3231
R ..=0=R?
n33 33n
R3134 = —F%4F?3 = R3431
RPyg5 = +1555 + 3318 — I35
R3234 =0= R3432

3 _ 1 13
R 434 — 7F44F13

o R4

mdn

4 _ 14 T4
R141—F14|1 F11|4

+ I, + T304 -0y, — Ty
R4142 =0= R4241
R4143 =0= R4341

R4n44 =0= R444n

4 _ 1 14
R 242 — _F22F14
4 — N = r4
R 243 — 0=R 342
4 _ 1 14
R 343 — _F33F14

Ricci - Tensor in I's

* R = F%zu + T3, — Tl + I“%3|1 + T3y — T + I‘i‘4|1 - FZ1"1|4 + 1T

+0,04 —THy -y
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e Rip=0
e 13=0
o Ry = —F%4F%2 - F%4F§’3

o Ry = —Fégu + T35 — T3l + Fgg\g + 5318y — Dl — Ty

e Rz =0
e Roy =0
® R33 = _Pég‘l + 15Ty — 330 — F§3\2 + 13,035 — ThTT, — Ty
[ R34 == 0

o Riy=Thy, T

44]1 + Félll]'—‘%4 + Fjlll]'—‘élﬂ - Fél141—‘%1 - Filrélll - I‘4114F%2 - Flll4rz{)3

Nichtverschwindende R;,

c C 2
— 1,1 N1 1,1 N1y JA Ay A—v L AAA—v v
.R].]._ 2+T2 2 2+ 2 27,.+2 {2+2()\ >}€ +226 +(2>

@ Ryg=+(1—rN)e ™ — %Te_A + %/Te_’\ - —Smlzﬂ + cot? 9 + re_/\% + re_k%
Ryp=—-1+e M {1450/ = X)}

e Rgg =sin9(1—rXN)e * —Lrsin?de=? + %lre_’\ + cos? ¥ — sin? ¥ — cos? ¥ 4 r sin? Je 1
+ rsin? ’196_)‘%/
Rgz =sin?9 {-1+e 1+ 50/ = N)|}
R33 == sin2 19R22

. SN2 .
_ X _1lg.n 1,0 / -2 A Vo= NV v—A 2N fov=A1
o Ryy=5— 5"+ = N)}te” +(§> +55e TN - 55e TN — 55 — GV
VoAl
A
D ST R 2 N e S AN Vi VA Vi
Ru=g5+75 -7 ¢ {2+4 Tt 5

>

o[>

1_ Al
* Ru=-57;—-72;

Riy = —

<>

3 Losung der Vakuum - Feldgleichungen

Losung auferhalb der Massenverteilung ( = &ufere Schwarzschild- Losung )

T =0
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Einfluss der Massenverteilung besteht nur in der Symmetrie des Losungsansatzes, sonst gehen
Massen nicht mehr ein

R
Rmn - Egmn = 0 |gnm
R
gnmRmn - Egnmgmn =0
R
R

Vakuum-Feldgleichungen
Ry =0
e Ryp=—-1+eM1+L(/=XN)} =0

e R33 =sin?Re =0

o[>

\2 \ 7 _ " 2 1,0 /
c Ru=y+ 4 e gy =0

°R14=—%=0

Birkhoffscher Satz (1923) :

Jede kugelsymmetrische Vakuum-Losung der Einsteinschen Gleichungen ist statisch.

e Beweis:

1. R14.=0
—A=0
— A= A(r)

2. Ros =0
— v =1/(r)
— v =uv(r)+ f(t)
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3. f(t) kann wegtransformiert werden: Eingang von v in das Linienelement iiber
e’(det)? = eMefD(det)?

Koordinatentransformation

()

det’ = ez dct
bringt in neuen Koordinaten ct’ f zum Verschwinden (Strich im weiteren wieder
weggelassen)
— v(r)

4. wegen A(r) und v(r) ist Metrik zeitunabhéngig

q.ed

Verbleibende Gleichungen

11 12 1.7 !
Raa : L -2 4L =0
Rag, R33 - e M1+50/ =N} =
o Rip — Ryg:
N o= -/
v o= =)+ f(t)

f(t) kann wie f(t) durch Koordinatentransformation dct’ = e%det zum Verschwinden
gebracht werden.

o —Ne™? = —Na
1

rb|
>
—
+
T
0
[\)
>
= ~—
—
|
—_

a{ —l—ra} =1
o
;1 1
o+ -a =
r r
Homog. Losung:
do _ _dr
a r
Inae = —Inr+ const
1
a X -
r
21

r
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mit —2M als Integrationskonstanten
Inhomog. Losung:

a=1
Allg. Losung:
2M
a = 1-"— = e = ¢
r
— Schwarzschild - Metrik (1916)
[
dr? M
ds® = ; _7“2]\7{[ + 72 <d192 + (sin 19)2d902) - (1 - 27“) dct?
Diskussion

e Bedeutung von M 7
fiir » > M nur geringe Abweichung vom flachen Raum:

Imn = Nmn+ fmn , ‘fmn| <<1 (IV41)

— Verkniipfung mit Newtonschem Grenzfall (vgl. (I11.126) ) :

gu = - <1 - 2;) = - <1 - 2M> (IV.42)

r

M2
— b = - : (IV.43)

vgl. mit & = —'yMTN ,

wobei My ( Newtonsche) Masse einer kugelsymmetrischen Massenverteilung,

HC2

v
— M=-=-My=—M V.44
2N T gy N ( )
M hat Dimension einer Lange
— Einfithrung von
Gravitationsradius oder

re =2M { Schwarzschild - Radius

Sonne rg = 2,96 km
Erde rg=28,8 mm
Schwarzschild - Radius wird meist im Innern der Massenverteilung liegen

e Beispiele fiir rq :

e Falls rg doch bereits im Aufsenraum liegt, wird rg zum Ereignishorizont eines Schwarzen
Loches; genauere Diskussion spéter

Bedeutung der Koordinaten
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insbesondere r,t haben keine unmittelbare physikalische Bedeutung

t wird Koordinatenzeit genannt im Unterschied zur Eigenzeit 7 eines im Gravitationsfeld
ruhenden Beobachters (dr = d¥ = dp = 0)

= —c2dr? (IV..45)
~~
Def.der Figenzeit

—  dr = J1-"Gat (IV.46)
T

r ist radiale Koordinate aber nicht der Radius; r = const ist Oberfliache einer Kugel mit
dem Wert 4 72 | denn fiir r = const und t = const gilt

ds? = — (1 — T—G> det?

r

ds® = r*(d¥* + sin® 9 dp?) (IV.47)

und fiir das Flachenelement d.S von dd und dy aufgespannt gilt

dS = +/gd¥dy (= 2-dim. Volumenelement ) (IV.48)

mit
7 = (922933 — gasgsz) = r*sin®V (IV.49)

also
S = /dS = r? /sinﬁ dd dp = 4mr? (IV.50)

Linienelement in radiale Richtung ist durch

d
ds= —— = dR (radialer Abstand) (IV.51)

1_ @
T

gegeben, d.h. dR > dr , radialer Abstand ist immer gréfser als Differenz der radialen
Koordinate.

Darstellung der Fliche t=const, ¥ = § ( Rotationsfliche) im Einbettungsraum:

dr?

1_Ta
T

ds®> =

+ r?dyp? (IV.52)

Entlangwandern auf ¢ = const :

ds = dR = — " (IV.53)

1_c
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Schwarzschild-Metrik mit kosmolog. Glied

R
Rmn — 5 9mn — Agmn =0

2
R™ — gé"g AT = 0
R— §4 —AN =0
R = —4A
Rmn + 2Agmn - Agmn =0
Ry = _Agmn
R™ = —Ad"
R4 = 0 — Birkhoffscher Satz auch bei A # 0
V// V/2 )\/l// A/
T A AN PP\ IV.54
R11 9 1 4 . (& ( V.5 )
Ry = —l+e? {1 + g( / /\’)} = —Ar? (IV.55)
Rss = sin?9 Ros = —A r2sin?0 (IV.56)
___U—A L” L/Q _ NV i, _ v
Ry = e { 5 1 1 + = +Ae (IV.57)
Ri1 — Ryy :
N o= (IV.58)
v o= —A+f(t) (IV.59)
f(t) kann durch Trafo
det’ = e5det (IV.60)
zum Verschwinden gebracht werden
—  v(r)=—=XAr) (Iv.61)
Roo, R33 : e {1 + %(—2)\/)} =1—Ar?
a = e (Iv.62)
o = Ne* = —Na (IV.63)
/
a{1+r2} = 1A (IV.64)
at+ra = 1-Ar? (IV.65)
1 1
o + Sa = o= Ar (IV.66)
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Homog. Losung :

2M
a=-— (IV.67)
"
Inhomog. Losung :
a = 1-pAr? (IV.68)
of = —28Ar (IV.69)
—28Ar + % — BAr = % — Ar (IV.?O)
26+5 = 1 (IV.71)
1
B =3 (IV.72)
1
a = 1-A” (1V.73)
oM 1
— et = 1-"— A7 (IV.74)
r 3
dr? . oM 1
ds’ = —5y— e + 7% (d¥? + sin® ¥dp?) — (1 - - Arz) det® (IV.75)
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Zusammenfassung : Schwarzschild - Losung

Kugelsymmetrie in 4 Dimensionen

ds*> = gu(R,cT)dR? + gyo(R, cT)(d¥? + sin® 9dp?) (IV.76)
+ 2g14(R, ¢T) dR deT + gaa(R, cT)(deT)? (IV.77)

Koordinatentransformationen

. r:\/m, 9=9, p=y, cI'=cT
ds? = h2dr® — 2ab dr deT — b*(deT)? + r2(d9? + sin® 9dp?) (IV.78)
h(r,T); a(r,T); b(r,T)
o t =t(T,r) vermittels dct = e 25 {a dr + b(dcT')}
ds® = e dr? + r2(d9? + sin® 0dp?) — e’ dct? (IV.79)

— g11 = Y gy =12 g33 = r?sin? 0, guy = —e""Y gy =0 fiiv i # k

{Schwarzschildsche Form des Linienelementes einer kugelsymmetrischen Metrik}
Christoffel - Symbole

e Ausrechnen tiber Definition oder
e Ablesen aus Geodéten - Gleichung

e Definition: T}y = 39" (gk + st — Irijs)

e Abkiirzung 0,.( ) = (), 0u( ) = ()
o= § Ly = —re”
ri, = frsiHQﬁe*A ri, = %61/7)‘
Fh = %
r2, = % %, = —sindcosd
3, = % I3, = cot?
ry, = gek_" I, = %
FZL4 = %

e alle weiteren I' ’s verschwinden
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Ricci-Tensor

¢ Rpn =R’ =R}

mln

+ R? o+ R 5, + R4

m2n m3n

o Riy =Tf,; + {0, — T} + Ty + Ty — Ty + T4y — Ty + T

+ T{ T4y —Iiry, — Ty

Riy = _F%4F%2 - Fhf%

Rao = _F%Q‘]_ + {5y — Thl'y + 1“33\2 + 3518, — Tply — 5Ty
® R33 = _Fglz,g‘l + 15Ty — T30 — F§3\2 + 15,035 — ThTT, — Ty

® Ry = 1&1|4 - F};4|1 + Tyl + T Ty — Tyl — Ty — T3y — Ty

alle weiteren R,,, verschwinden

Ricci - Tensor in A und v
. R11=”7N+’%f—%—’\—/—e’\_”{%+§—%}
e Ryp=—-1+e*{1+5(/ - XN)}

[} R33 = sin2 19R22

v~

_ DD VRS S BN L U VAN V)
* Ru=5+54 -7 —¢ {2+4 4+r}

3>

o Riy=—

Vakuum - Feldgleichungen : R,,, =0

Birkhoffscher Satz: Jede kugelsymmetrische Losung der Einsteinschen Feldgleichungen ist sta-
tisch.
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Schwarzschild-Losung

o ds? = {Ur + r2(di? + sin® Ddig?) — (1 — 221 det?

T

e 2M = rg Schwarzschild-Radius, Gravitationsradius
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4 Planetenbewegung und Periheldrehung

zu untersuchen ist die relativistische Version des Kepler-Problems, Bewegung eines Korpers
(Teilchens) im zentralsymmetrischen Gravitationsfeld

Darstellung des Gravitationsfeldes mit der Schwarzschild-Metrik
dr?

2 _
ds =1 1=
:

+ r2(d0? + sin? 9dp?) — (1 - %G) dct? (IV.80)

LIT - Gleichungen wurden bereits im Abschnitt ,Geodéten” fiir eine beliebige Metrik ausge-
rechnet zu

d2§i ) dfk dgl
"N, ——=—=0
Dz TR AN

A affiner Parameter, z.B. A = 7 mit

(IV.81)

ds? = —c*dr?, (IV.82)

e entweder: Ffd auf Schwarzschild - Metrik spezialisieren

e oder: LII erneut ableiten mit sofort auf die Schwarzschild-Metrik spezialisierter Lagrange-
Funktion

e 2. Variante geht schneller, also

1 [/ds\?
L = -|— IV.83
2 (dT) (IV.83)
2 2 2 2
1 (g—:) o | [dV .o ([ dp rag\ [ dct
= 2{_rg+’“ o) () [ - (G
und
d OL 0L . dek
i T — V.84
dr ock  O&k 0. ¢ dr (IV.84)
e Vereinfachung méglich iiber LII fiir £2 = 9 :
d [ ,do 5 . dp\*
o (7“ dT) — r“sind cos ¥ <d’7’ =0 (IV.85)
29 2drdy . dp\?
W ;E% — sin} cos ¥ <d’7’> = 0 (IV86)

Vorgabe von Anfangsbedingungen (durch geeignete Wahl eines Koordinatensystems):

T

?9(7' = O) = 5,
dd

— () = g
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( eindeutig nach Dgl. - Theorie) ;
— ebene Bewegung !

e U = 7 sofort in L einsetzen bevor weitere LII gebildet werden:
r\2 2 2
L) o (de ray (det
L—z{l_rg” o) G (IV.87)

o &3 = : zyklisch
— Erhaltungssatz (Drehimpuls)

d 0L
— =0 IV.88
dr 0d; ¢ ( )
— r2d—(p = B = const (IV.89)
dt
o & = ct : zyklisch
—  Erhaltungssatz (Energie)
d OL
il - Iv.
dr Od-ct 0 (IV.90)
dct
— (1 — T—G> Y~ A = const (IV.91)
r/ dr
° fl =r
d [ dor 1 %4 (d,r)° 2, lrg 2
— - —r(d, —— (drct)” = 0; V.92
anstelle dieser komplizierten Dgl. ist es auch moglich, das 1.Integral
ds\ 9 (d.r)? 9 9 TG 9
zu verwenden!
Verifikation des 1. Integrals
e Differenzieren d, des 1. Integrals
d.r)?
N (1-"9) (det? (IV.94)

T

unter Beachtung der Erhaltungssétze liefert

2dTrd3r d,r 2 TG rG
0 = — (drr) 5 T—ZdTr +72dr dggp — (1 - —) drct dzct (IV.95)

1- el
" (1 S) =const {
=const
d2r 1(drr)’ 28 1, d2p (1—"6)dret dict
_ T = r - d'r TY T LT IV.
0= 1w 2(1_m)2+2r 74, 2 ir (V99
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° ﬁf eliminieren iiber Erhaltungssatz nach Diff.:
o2rd,rdrp +12d20 = 0 (IV.97)
2 d
djf = 2 f (IV.98)
° % eliminieren {iber weiteren Erhaltungssatz nach Diff.
%dTTdTCt n (1 - %G) et = 0 (1V.99)
fﬁ — _Cllzft%g (IV.100)
0 = ‘iz’“c - % éff)i)i — 7 (drp)? + %%’ (d.ct)?  (IV.101)
T

— Ubereinstimmung mit Geoditengl. fiir &' = 7 !

Einarbeiten der Erhaltungsgrofen in die Geodétengl. ergibt mit der Abkiirzung () = d-( )

9 7',2 B2 AZ

e S T (IV.102)
T
B2 B2 2
P2 IO TG a2 2 const (IV.103)
T T r
1., YMy B2 MB?
S 5 = const (IV.104)

~ ——
Keplerproblem nach Newton  Zusatzterm der ART

Somit modifiziert die ART das Keplerproblem nach Newton um einen Zusatzterm oc 3.

Berechnung der Bahnkurve r(¢) aus dem 1.Integral, der Impulserhaltung und der Energieer-
haltung:

e Substitution

1
o= L (IV.105)
w
B 2
— dyp = 2= Bw (IV.106)
A A
doct — _ IV.107
¢ 1-r¢ 1—rgw ( )
1 1
d,r = —EdTw = —ﬁd@wdﬁp (IV.108)
d;r = —Bdyw (IV.109)

w o= dyw (IV.110)
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e 1. Integral

BZ 12 A2
B 7 S A (IV.111)
1—rgw 1—rgw
B2w/2 + B2w2 (1 _ T,Gw) _ A2 + 02(1 — rGw) = 0’ (IV112)

Separation mittels Z—f) moglich
— ¢ = [ f(w)dw fiihrt auf Elliptische Integrale, aber nicht auf Ellipsen; d.h. prinzipiell

exakt gelost!

e niaherungsweise Losung der Dgl: Differentation nach ¢

2B*w'w” + 2B%*ww' (1 — rqw) — B*rgw?w’ — *rgw’ = 0 (IV.113)
2B*w'w” + 2B*ww’ — 3B%*rquwuw’ — Frew’ = 0 (IV.114)
3 2
(W +w— irGwQ — (;;C;)w' =0 (IV.115)
Arg 3 9

wtw = 3z T orew” und w = 0 (IV.116)

2 M
w'tw = CBQ + 3Mw? und w' = 0 (IV.117)

e Fall1:w' =0
— d.r =0 — r = const (Kreisbahn)

o Fall 2: w” +w= Y 4 3Muw?

Dgl. wird als Grenzwert einer Folge von Funktionen {w,} gelost:

w= lim w,

n—oo
mit
" 62M
wy +wp = o2 +0
2
iz c“M 2
wl +’U)1 = ?—l—SMwO
2
" C M
Wy + wo = ﬁ—I—SMw%
2
" ccM
wn +wn = F +3M’LU727471

Jeweils sind lineare Dgln. zu 16sen. In 0. Ordnung ergibt sich die Newton-Theorie. Fiir
kleine Abweichungen von der Newton-Theorie wird die Folge nur bis zu 1. Ordnung
betrachtet.
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In 0. Ordnung ergibt sich:
M
wl +wy = CBﬁ (IV.118)
Mc?
wy = ?(1 + €cos QO), (IV].].Q)
In 1. Ordnung ergibt sich:
Mc?
wi +wy = B+ 3SMw; (IV.120)
Mc? M?ct
w! +w, = Nh —|—3M7(1+Qecosgp+e2 cos? ), (IV.121)
Dgl. vom Typ der Gleichung einer erzwungenen Schwingung:
3M3ct 1 1
— w1 = wp+ Eullp S epsing + €2 | = — Zcos(2¢) ) ¢, (IV.122)
B4 2 6
epsing @ entscheidender Korrekturterm zu wy , da wachsend (IV.123)
1
g cos(2¢) : oszillierend (IV.124)
M3t .
wy A~ wo+ —pz epsing (IV.125)
Mc? 3M?2c? .
wi A {1+ecosg0—|— [ ecpsmgo} (IV.126)
Mc? 3M2c?
wr N {l—l—ecos (1— [z )cp}, (IV.127)
denn
cos(¢ — ) = cosacosf+sinasinf (IV.128)
cos(1—M)p = cosgcos M+ sinpsin M (IV.129)
cos(1—M)p =~ cosp+ Mpsing (IV.130)
o 3M2c?
My << 1 (IV.132)
e nach ¢ = 27 ist das urspriingliche r noch nicht wieder ganz erreicht:
6mM>c?

ist Periheldrehung (e # 0), denn das Maximum von w ist erreicht fiir

Folglich

woraus App ablesbar ist.



128 IV. Schwarzschild-Losung

Abbildung IV.1: Rosettenbewegung eines Planeten
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5 Lichtablenkung

Lichtstrahlen sind s.g. Nullgeoddten, d.h. das 1. Integral der Geodéten - Gleichung ist

2 i ek
<Z§> = gik%% =0 (IV.134)
vgl. ds* = 0 im Minkowski Raum : (IV.135)
ds® = da*+dy* +dz* —cFdt* = 0 (IV.136)
v§+uj+v§—c2 =0 (IV.137)
v? = (IV.138)

Geoditen - Gleichung ist ebenfalls giiltig, allerdings kann Eigenzeit nicht als Kurvenparameter
verwendet werden; sie ist definiert iiber

ds? = —c?dr?, (IV.139)
was hier nicht brauchbar ist; Wahl eines anderen affinen Kurvenparameters A

Geoditen - Gleichung fiir 9, ¢, ct werden unverdndert aus Abschnitt 4.4 iibernommen, also
insbesondere

S g , ebene Bewegung (IV.140)
d
7“2% = B = const, Drehimpulserhaltung (IV.141)
det
(1 - T—G> % = A = const , Energieerhaltung (IV.142)
r

anstelle der Geodéaten-Gleichung fiir r wird wiederum das 1. Integral benutzt:

1
() + 7 (dap)” (1 - %G) (dret)® = 0 (IV.143)
folglich
w' +w = 3Muw? (IV.144)
Losung im flachen Raum (M = 0 )
wy+wyg = 0 (IV.145)
1
— w = 5 sin(p — ¢o) (IV.146)
vo, D Integrationskonstanten , (IV.147)
oBdA. ¢9 = 0 (IV.148)
1 1 .
— wy = _ = pysing (IV.149)
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y
— Gerade
-
D
¢
X
Geradengleichung mit Abstand D vom Ursprung
gendherte Losung im gekriimmten Raum
3IM
wf +w; = 7 sin” @ (IV.150)
e partikuldre inhom. Losung
- M
Wy = ﬁ(l + cos? ) (IV.151)
e allg. Losung
w; = wo+ W (IV.152)
1 M 1
wy = Bsing0+ E(l—i—cos2 p) = - (IV.153)
M
D = rsinp+ 57"(2 cos? ¢ + sin? ) (IV.154)
M 222 + 92
D = — IV.155
YYD Tt ( )
e 2.Term beschreibt Abweichung von der Geraden y = D :
M 2 2 2
y = D22V Y (IV.156)
D $2 + y2
e Asymptote flir z — oo
2M
% Ap 2M
tan — ~ — = — IV.158
S 2 D ( )
4M 2rqg
Ap = — = — IV.159
@ i) D ( )

e Beispiel : Sonne
rg = 2,96 km
D = 7-10°km (Sonnenrand streifend)
Ap =1,75"
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A
Asymptote ~ Agp
’ ;‘){Nuﬂgeodﬁre
¥
@

o ¥

e Historische Messung am 29.5.1919 wahrend einer Sonnenfinsternis
e neuere Messungen mit Quasaren, die keiner Sonnenfinsternis bediirfen

o Gravitationslinse

Fokallinie

Abbildung IV.2: Gravitationslinse

6 Rotverschiebung

Im Gravitationsfeld wird Licht nicht nur in Richtung geéndert, auch in Frequenz

o Effekt beruht auf zusammenhang zwischen Eigenzeit und Zeitkoordinate

Effekt ist wohlunterschieden von Doppler-Effekt, hat also mit Bewegung von Quellen oder
Sender nichts zu tun

Giiltigkeit in allen statischen Gravitationsfeldern, nicht nur Schwarzschild-Metrik

Ausgangspunkt:

e Zeitorthogonale Koordinaten : g4q = 0
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e zeitunabhingige Metrik: g4 = 0
e Sender im Punkt P, = (r1, 01, ¢1) ruhend

e Empfinger im Punkt P» = (12, ©2, ¢2) ruhend
Lichtwelle als Wellenpaket aus n Schwingungen zwischen P; und P» (s. Abb. IV.3)

o ds? = gopd€odeb + guudct? =0
e ¢; Koordinatenzeit beim Aussenden in P; (Anfang des Wellenpaketes passiert P;)
e {3 Koordinatenzeit beim Empfangen in P, (Anfang des Wellenpaketes passiert P)

e Koordinatenzeit - Differenz t9 — 7 :

2
cty —ct] = fdct
1

A2 -
_ f _ Jab dE* d€ d\
gaa dX dA )
A1

A affiner Parameter entlang der Nullgeodéten
e Integral héngt nur vom Weg ab, nicht von der Zeit ct, da g;; zeitunabhingig sind

e fiir ein spéter (#]) ausgesandtes Lichtsignal (¢;: Ende des Wellenpaketes passiert P,
th: Ende des Wellenpaketes passiert P») gilt der gleiche Weg und demnach die gleiche
Zeitdifferenz
ty—t1 =t —th

e — Koordinatenzeitintervalle zwischen aufeinanderfolgenden Signalen sind am Emp-
fanger und Sender gleich:

th—t1 = th—ty (IV.160)

e — Zahl der Schwingungen der Welle in Einheiten der Koordinatenzeit ist am Empfanger
und Sender gleich

n n
_— = — IvV.161
Aty At27 ( )

n muss natiirlich auch gleich sein, da sich das Wellenpaket und damit alle Schwingungen
im Wellenpaket mit gleicher Geschwindigkeit ¢ ausbreiten

Uhr des Beobachters am Sender misst aber Eigenzeit A7y

e wg. Def. der Eigenzeit —c2dr? = g;,d¢'d¢® gilt fiir ruhenden Beobachter

—c2dr? = gydct? (IV.162)
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e Integration, da gyy4 =0
Ar = /—gu(1)Aty

Uhr des Beobachters am Empféanger misst A

ATQ = \/—944(2)At2

folglich

A [gu(2)
ATy g4(1)

Frequenzen an jeweiligen Orten

fl = T

Rotverschiebung z

(IV.163)

(IV.164)

(IV.165)

(IV.166)

(IV.167)

(IV.168)

(IV.169)

e 7 heifst immer Rotverschiebung®, auch wenn fo > f; , d.h. wenn tatséchlich eine , Blau-

verschiebung” (z<0) vorliegt

Rotverschiebung in der Schwarzschild-Metrik

® 1,1 >>Tqg

(IV.170)

(IV.171)

(IV.172)
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A —

P P,
t1: Anfang d. Wellenpakets
passiert P

A —

P, P,
t;: Ende d. Wellenpakets
passiert P

A —

P, P,
t,: Anfang d. Wellen-
pakets passiert P,

Y

P, P,
t5: Ende d. Wellen-
pakets passiert P,

Abbildung I'V.3: Wellenpaket aus n Schwingungen
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e Beispiel: Sonne 1 , Erde 75

= —— = 10 1vV.173
- , (1v.173)

echte Rotverschiebung, da Sender ndher an Gravitationsquelle als Empfanger

Darstellung der Rotverschiebung mit dem Newtonschen Gravitationspotential ®

(IV.174)

(IV.175)

e im Photonen-Bild entspricht die Gravitationsrotverschiebung einer Anderung der kine-
tischen Energie h - f durch Gewinn oder Verlust von potentieller Energie

Zur Veranschaulichung betrachte man folgenden Kreisprozess: Ein zunéchst ruhendes
massives Teilchen der Energie mc? falle im homogen angenommenen Gravitationsfeld
um die Strecke Ar < 0.

Das Teilchen verliert potentielle Energie (—m g Ar) , die sich in kinetische Energie um-
wandelt. Die Gesamtenergie des Teilchens bei Position 1 zerstrahle man in ein Photon,
das dann die Energie h - f; haben moge.

Das Photon bewege sich zuriick nach Position 2 und erfdhrt die Rotverschiebung z =
(%%In). Dort angekommen denke man sich, dass das Photon der Energie h fo sich in das

massive Ausgangsteilchen der Energie mc? zuriickverwandelt. Wegen
(I)Q - (I)l = —gAT' (IV176)

ist die Rotverschiebung als Verlust von potentieller Energie interpretierbar.

mc? hfs
9 e «—— ©
G2 — 91
lgzconst Ar Z:T
] —_— e —————p O

mc? — mgAr hf

Rotverschiebung beruht letztendlich auf der allgemein-relativistischen Zeitdilatation im Gra-
vitationsfeld



136 IV. Schwarzschild-Losung

7 Physik am Schwarzschildradius

e Auflenraum (Vakuum) erstrecke sich bei r < r¢g

dr?

1_a
T

ds® =

2 2 .2 2 rG 2
+7r (d19 + sin ﬁd@)f(lfT)dct

e Singularitdt des Metrischen Tensors:

gix — o0 (IV.177)

TG

e Singularitdten sind wohlbekanntes Phénomen, z.B. fiir Coulomb-Potential

__ 4
4megr

e Kompliziertere Situation in einer nichtlinearen Theorie, da Singularitdt nicht am Ort
der Quelle aufzutreten braucht

e Singularititen des Raumes kénnen auch durch singuldres Koordinatensystem vorge-
tauscht sein, z. B. Kugelkoordinaten im dreidimensionalen Euklidischen Raum

g1 =1 g2 =17 g33 = r2sin® ¥
. 1
11 22 33
-1 - = -
g g 72 g r2 sin? ¢
g — S (IV.178)
r—0 r—0,0—0,7

aber r = 0 ist ein harmloser Punkt.

e Koordinaten-unabhéngige Charakterisierung durch Suche nach Singularitéten in Tenso-
ren 0. Stufe (Invarianten), z. B.

Ry R = 12:%; (IV.179)
oder in anderen geometrischen Objekten wie z. B.

g = —rtsin®¥ : (IV.180)
beide Konstruktionen sind regulér bei r = rg

e Untersuchung der physikalischen Verhéltnisse bei r = rg entlang radialer Geodéten fiir
Testteilchen:

e Ankniipfung an Gleichung (IV.91) und (IV.93) fiir radiale Bewegung (de = 0, kein

Drehimpuls):
(1 - TTG) d-ct = A = const (IV.181)
1 TG
= (der)? - (—7) (drct)? (IV.182)

T
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e folglich

dr— \/Az 2 (1-19) (IV.183)

(IV.184)

dr_dTr_i\/AQ_&(l_rrG)( rg>
det  dyct A
N det= (1V.185)

_Tc \/A2—02 _Tc)

e Integration von Startzeit ts bei Startpunkt rs(# rg) bis tg bei rg

/ / \/A2 oy (IV.186)

ls

e rechtes Integral divergiert, abzuschétzen durch folgende Situation:

rs nahe an rg beginnen lassen,

VA2 =2 (1 —rg/r) = VAZ (IV.187)

damit vereinfacht sich das rechte Integral zu

TG rG
/ 1%? = [ Mool e (IV188)

und aus (IV.186) folgt
— tg—ts 00 . (IV.189)

Testteilchen braucht unendlich lange Koordinatenzeit um die endliche Strecke

rg rG G rGg
d d d VT —
ASZ/dSZ/T :/\/?r :\/%/r :\/?77“ rG<oo
Ji—= | e N 2

(IV.190)
zuriickzulegen.
e Eigenzeit wihrend Bewegung von r, nach rg: Nach (IV.183) erhalten wir
e
dr .
T= < 00 (wie As) (IV.191)
VA2 —c2(1—rg/r)

— frei fallender Beobachter spiirt nichts beim Passieren von r¢g, 7 und t "ungeeignete”

Koordinaten

e Analoge Diskussion radialer Geodéten fiir Photonen:
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e Ankniipfung an Gleichung (IV.142) und (IV.143) fir dy = 0:

dr? rG 9
. (1 - 7) det? = 0 (IV.192)
ta rg
dr

T
ts Ts

Photon braucht ebenfalls unendlich lange Koordinatenzeit fiir die endliche Strecke As.

e Schwarzschildlésung in anderen Koordinaten;
z.B. Lemaitre 1933, Eddington-Finkelstein (1924, 1958), Kruskal

o Kruskal-Koordinaten (s. Stephani, S. 208)

r,ct = w,z ; 19, bleiben unverandert mit
2 oy?="""C (IV.194)
rg
w ct
— = tanh — 1V.195
z a 21”@ ( )

w, z auch negativ, aber so beschriankt, dass » > 0

e Charakt. Linien:

r=rg 22 —w?=0 , z=+dw
ct
— tanh — = +1 — t = to0
2¢
r=20 22 —w?=-1 ; w?—22=1
[}
rd,
ds* = 4-%e 7a (d2® — dw?) + r*(w, z) (d¥* + sin® 9dp?) (IV.196)

T

(Kruskal-Metrik)
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e Diskussion

&N
o
/\\ /ip &
‘2
N Q 7 X
G ® o] G 0\\
- A b Y - T U
‘AN u W
B M
- 7 S //
D’R \\ 4 Lo
e ~ -
~ e i s
N ~ - Fd
N \H_h’,’ 4
Ay /!
\ I1 ‘
\ '
L I ! -
T + T Z
1 |
I IR \
' \
/ P A
s - bl At
y P o N
- ~
Va hY
& b Y
& b
S
s
7
I:r>rg , z>|w| , tendlich
II:r>rg

I', IT" : isometrisch zu I,1I

metrisch ununterscheidbar

e radiale Bewegungen (d¥ = dyp = 0)
T3 __r
ds? =4-Ce¢ 7c (dz2 - dw2)
r

e radiale Lichtausbreitung: ds =0

(IV.197)

e cinlaufende Lichtstrahlen aus I landen unweigerlich im Schwarzen Loch bei r = 0, wenn

sie einmal den Schwarzschildradius (r = rg) passiert haben, da wird r zeitartig und ¢
raumartig:

d 2
ds?® = (r—G - 1) det? + r? (d192 + sin? ﬁdgpQ) - LGT . (IV.198)
*,_/ r
>0 >0

Das Verrinnen der Zeit "r” kann man aber nicht aufhalten, auch nicht mit Raketen,
wéhrend man den Ort festhalten kann.

auslaufende Lichtstrahlen in I kénnen nicht aus dem Schwarzen Loch (r = 0 oben),
sondern hochstens aus dem weifsen Loch (r = 0 unten). Allerdings brauchen sie unendlich
lange (t = 00); wobei ¢ ja auch die Eigenzeit eines entfernten Beobachters (r > rq) ist.
Fiir einen endlich existierenden Kosmos kann also von dort nichts bei uns angekommen
sein.
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//Q’ Y
u {7
A auslaufende
Lichtstrahlen

5 in J

kann

nicht v

entweichen

e SR

einlaufende
Lichtstrahlen
aus [

e Hinzunahme von weiteren Freiheitsgraden beschleunigt sogar den Sturz ins Schwarze
Loch; z. B. fiir Photonen
. (d2 = dw?) + do* =0

—  dw? muss grofer werden.
Ahnliches gilt fiir Beobachter mit Raketen!!!



KAPITEL V

(GRAVITATIONSWELLEN

Existenz von Gravitationswellen ist besonders interessantes Problem

Frage nach freien wellenartigen Gravitationsfeldern in Analogie zur Elektrodynamik
Ausbreitung mit Lichtgeschwindigkeit

Erzeugung von einem System beschleunigter Massen

wegen nicht existierender gravitativer Dipole kann niedrigste Ordnung nur Quadrupolstrah-
lung sein

Entstehung, wenn grofie Massen stark beschleunigt werden

e theoretisch vorhergesagt

e intensiv gesucht

o erster direkter Nachweis am 14.09.2015
e Nobelpreis 2017; Weiss, Barish, Thorne

e indirekte Nachweis der Gravitationsstrahlung durch Abnahme der Bahnperiode des Dop-
pelsternsystems PSR 1913 + 16

e Nobelpreis 1993; Taylor und Hulse

e Abnahme der Systemenergie = erwartete Energie der Gravitationsstrahlung

1 Linearisierte Theorie

Nur geringe Abweichung von der Minkowski-Metrik:

Inn =  Nmn+ fmn <V1>
fir |fin| << 1

Linearisierung
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e Produkte der f’s vernachlassigen

e Indexziehen mit Minkowski-Metrik; da

fmn = fprgmpgm"
= 7 np + Frnp) Oz + Frur)
= fprnmpnnr + O(f2)

= " Nmpinr;
analog fiir andere Tensoren
e Inverse Metrik
g = = da
O = Gmrg"™" = My + frnr) (0™ = )

ﬂmrﬁm + nTnfmr - nmrfrn
= Ot Sfo — I

folglich
1
'?lz = 577m8 (fsz|k: + fsk|7, - fzk|s)
folglich
"y = 11?’zlp - F?;\k
1
= 577ms (fsz|k|p + fsk|i\p - fik\s\p - fsi|p|k - fsp|i|k + fzp\s\k:)
1
= 577ms (fsk|z|p - fik\s\p - fsp|i|k + flplS“i))
folglich

1
Rip = T;me - inms (fsmMp - fim|s|p - fsp\i\m + fip|s|m)
1
Ry = 3 {Dfip + it = Flimlp — ’ZMm}

mit d’Alembert-Operator:

Od = T]msamm s = nmsamas = amam = ( ) "

Einfiihrung einer zweckmafigen Hilfsfunktion W :

<==<

T = W DN
T — O

—~
< = ==
O 0o 3 O
N e N N

(V.10)

(V.11)

(V.12)

(V.13)

(V.14)

(V.15)

(V.16)
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U, = = S0 (V.17)
mit
;o= 1 (V.18)
1 1
— Rip = iljfip - 5 (q]zm|m|p + \Ilp |m|i ) (Vlg)
da:
1
Uy = i m|m|p - *5mf mip (V.20)
pm\m\z = f plm|i — f\p|'L <V22>
v IMIp""\I/p Imli  — f i|m|p+f plmli Tlilp (V.23)
— Aussage (V.24)
Linearisierte Feldgleichungen
e zunichst allgemein:
1
Rip = —K <T1p — 2ng-p> (V.25)
e linearisiert:
1 1 1
207 = 5 (¥ iy 8" e) = = (T = 5700 (V20

Vereinfachung der linearisierten Feldgleichungen durch geeignete Koordinatentransformation

£ = &=g+€( (V.27)

e Wg. | fmn]| << 1 sind nur kleine Abweichungen von den Minkowski-Koordinaten zugelas-
sen; das gilt fiir die ' als auch die €' ; somit sind insbesondere €' kleine Groken.

Eill = 5[ + 6 |l (V28)
e Bemerkung: Gleichung (V.28) verdeutlicht, in welchem Sinne €’ klein sein muss.
|€iu| <1

D.h., ¢ muss klein sein gegeniiber einer charakteristischen Linge, die hier durch die
Wellenlénge reprasentiert wird.
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e Auswirkungen fiir fi, — fip

G = gt gardmn = € € 9o
g = (0" =€) (05 =€) Ohun + frnn)
gip = MNip+ fip — Cilp — €pli
= fip = fip— €ip — €pli
bzw.
fip = .]Fip + 6i\p + €p|i

e Kriimmungstensor bleibt bei dieser Transformation unverindert (UA)

e sei f=fi f=f., dann folgt

f = f - nipei\p - Uipﬁpu = f - 261\2
- 1
- "= - eilm =" - §5zm(f —2¢",)
\Ijim — \Ijlm - lem - Em‘i + 5£nCT‘T
e Ableitungen der ¥
T _ |
\Ijzm|m - \I’zm|m -4 m EmMm + 5lm€r|"“m
=0
Wahl der € , so dass
|m
€ m Oe; = \Illm|m

= 4 Nebenbedingungen an die f;, :
TR rm 1z
v, o= Im_§f|i -0
= gpezielle Eichung der ﬁ-p : Hilbert-Eichung
Ricci-Tensor bleibt bei der Koordinatentransformation & — & unverindert
e klar, da Kriimmungstensor unverandert

e explizites Nachrechnen fiir R;, :

(V.30)

(V.31)

(V.32)
(V.33)

(V.34)

(V.35)
(V.36)
(V.37)

(V.38)

(V.41)
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1 1
fip = fip + €ilp + €pli (V43)
1 - 1 1 (- _
Rip = 50fp +2J24+ D&l — 5 { iy T B + ¥, i +%} (V.45)
1 - 1 /- _
Verbleibende Gleichung
- 1
Dfip = —2K <sz — 2T777;p> (V47)
Eindeutigkeit der Eichtransformation?
e Eichtransformation bestimmt sich aus
Oe; = \Iszm (V.48)

e inhomogene lineare Dgl. fiir ¢; mit allg. Lésung

6 = 4o, (V.49)
getom = 0 (V.50)
S (V.51)
e O™ = () nicht eindeutig 16sbar — ¢; nicht eindeutig!

Es sind beliebige weitere Eichtransformationen El = £" 4+ €' moglich, die die Hilbert - Eichung
nicht schadigen , so lange

Oe =0 (V.52)

gilt.
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2 Ebene Gravitationswellen

Ebene Wellen im Vakuum sind gesucht

zu 16sendes Problem

of, = 0, (V.53)
—m 1_
Film — §f|j = 0 (V.54)
Strich wird im weiteren weggelassen, also
Ofip = 0, (V.55)
m 1
[T =30 = 0 (V.50)
Ansatz fiir eine ebene Welle
fip = Re {ajpeikmgm} (V.57)

e Re fur Realteil wird im weiteren unterdriickt

Ofip = 0" fiplmin = —0""kmbknfjp = 0 (V.58)
— nmnkmkn = knkn =0 (V.59)

d.h. k™ muss s.g. Nullvektor sein

1 ) 1 ) o em
[ =3l = ok = s Gk)| @€ = 0 (V.60)
1
= ajmk™ = §akj mit a := a,)" (V.61)

ajp heift Polarisationstensor

Symmetrie ergibt zundchst 10 Komponenten

Hilbert-Eichung reduziert um 4 auf 6 Komponenten

6 Komponenten enthalten reine Koordinantenwellen; dies sind Wellen, deren Kriimmungs-
tensor identisch verschwindet

Beseitigung der Koordinatenwellen durch weitere Eichung €™ = £™ + €™ mit

Oe" =0 (V.62)

— Reduktion auf 2 Komponenten moglich
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e konkrete Wahl
= —iptethmt™ (V.63)
— frp = pr — Erlp — Ep|r (V'64)
= Arp = app — bpky — bpky (V.65)
Betrachtung einer ebenen Welle, die sich in &3-Richtung ausbreitet
mit
k= = >0 (V.67)
e Hilbert-Eichung liefert
a3 +as = 0 (V.68)
ags+azq = 0 (V.69)
a3 +ass = g (V70)
as3 +asq = —g (V.71)
— 033~ Q44 = a = a11+ a2+ a3z — a44 (V.72)
— aijl = —ao2 (V73)
e als 6 unabhéngige Komponenten konnen aufgefasst werden
aii, ass, @44, a12, a13, 23
e die weiteren 4 abhidngigen Komponenten sind dann
asy = —an (V.74)
aly = —ais (V75)
a4 = —as;3 (V.76)
1
azy = —§(a33 + as4) (V.77)
e Umeichung
ail = aiq (V78)
as3 = aszz — 2bsk (V79)
Ayq = aq4 + 2b4k (V.80)
a2 = a2 (V81)
a13 = a13 — hhk (V.82)
ag3 = agz — bok (V.83)
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e Wahl der b, so, dass

Umn =0 (V.84)

e danach nur noch folgende nichtverschwindende Komponenten

ajp = —ag, (V.85)

Q12 = do (V.86)
bzw. Striche weglassen

all = —a227 (V87)

a1l = a2 (V.88)

diese Eichung heiftt auch tt-Eichung : transverse traceless gauge.

e zwei mogliche lineare Polarisationen durch a2 = 0 bzw. durch a;; = 0 bestimmt; Ein-
fithrung zweier Basis-Polarisationstensoren.

1 0 0 0
0 -1 00
el = o 0 0o | (V.89)
0 0 0O
01 00
1 0 0 O
el = 00 0 0 (V.90)
00 0 O
a = a'{+a%+0 = 0 (traceless) (V.91)
1
(transverse: @iy, L k) (V.93)

3 Teilchen im Feld der Gravitationswelle

ebene Gravitationswellen sind zeitabhéngige Storungen der Metrik mit zwei transversalen
Moden

Ausbreitung mit Lichtgeschwindigkeit wegen O

echter physikalischer Effekt und kein Koordinateneffekt, denn

e Kriimmungstensor enthélt nichtverschwindende zeitabhéngige Komponenten

1
n;kp = 5777"5 (fsk|z|p - fik\s|p - fsp|i|k + fzp|s|k) (V94)
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wobei fiir ebene Gravitationswellen

fsk|z'|p = _kikpfsk (V95)
— Riickfiihrung von R, auf fi1 und fio

e auflerdem gilt fiir den linearisierten Kriimmungstensor in obiger Form die Wellenglei-

chung
OR™, = 0 (V.96)
als kovariante Gleichung; da
OR%Gy = Ry "= TR = %nmsnnr(fsmﬂp\nh_”') (V.97)
= %nmsnnr(f5k|n|r|i\p_'“) (V.98)
= 7O iy~ ) =0 (V.99)

Probeteilchen im Feld der ebenen Gravitationswelle, das keinen weiteren Kréften ausgesetzt
ist

e freies Teilchen geniigt Geodétengleichung

g 41k = 0 (V.100)
mit
. et 4
i — =l V.101
du’ i
EJFPW’%L’ =0 (V.102)

e Anfangsbedingung: ruhendes Teilchen

(u') = (0,0,0,¢) (V.103)
e tt-Eichung
— nur  fi1, foo, fiz, fr # O (V.104)
% 1 is
- Iy = 3" (foaja + foaja — faas) = 0 (V.105)
d %

— = =0 (V.106)

dr 7=0
— u' = (0,0,0,¢) (V.107)
— & = const, (V.108)

& = e (V.109)



150 V. Gravitationswellen

Teilchen bleibt in Ruhe bzgl. des gewéhlten KS £ ; wegen Zeitabhéangigkeit der Metrik dndern
sich relative Absténde von Teilchen zueinander

o ds?
ds> = (Nmn + fron)dE™dE™ (V.110)

mit
fon = fon(€3,€Y) fir m,n=1,2 (V.111)

e Umschrift

ds®* = dI* + (d€3)* — (de*)?, (V.112)
&= a (V.113)

mit
di? = (1+ fi)(d€')? + (1= fu)(d€?)? + 2fr2d6rd& (V.114)

e Betrachtung von Teilchen auf einem Kreis bei 2 = 0 zunéchst ohne Welle, also
(€ + () = L? (V.115)
e Einfallen einer ebenen Gravitationswelle in ¢3 - Richtung :

P =1+ f)(€) 4+ (1= fu) (&) + 2126 €%, (V.116)

da fup nicht von &1, €2 abhéngen, kénnen endliche Koordinaten statt Differentiale benutzt
werden.

e Position eines Teilchens P dndert sich nicht; wir schreiben

b = Lcosy (V.117)
¢, = Lsing (V.118)
Y
-* - P

LA
=
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e Fall 1 : Gravitationswelle Typ 1, e;1 =1, e;o =0, Amplitude a

> = L?{(1+ deyicoswr)cos® g+ (1 — aer; coswr)sin’ p} (V.119)
? = L*{1—acoswrcos2p} (V.120)

e Fall 2 : Gravitationswelle Typ Il , €11 =0, e120 =1,

2 = L2 {cos2 © 4 sin? ¢ + 2de;5 cos wT cos @ sin cp} (V.121)
= L?{1+ acoswrsin2p} (V.122)

e Bemerkung: Wenn sich die Testteilchen langsam (nichtrelativistisch) bewegen, kann in
den Gleichungen (V.119) bis (V.122) die Eigenzeit 7 durch die Koordinatenzeit ¢ ersetzt
werden.
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V. Gravitationswellen

4 Nachweis von Gravitationswellen

Weber - Zylinder

Interferometer

e GEO 600 (600m)

LIGO ( 4km, Washington in Luisiana)

VIRGO (3km, Pisa)

TAMA 300 (3km, Japan)
LISA (5 -10°% km, ESA,NASA )



KAPITEL VI

INNERE SCHWARZSCHILD-LOSUNG

Gravitationsfeld im Innern eines Himmelskorpers

Modell fiir Energie-Impuls-Tensor notwendig

e Vernachlassigung von innerer Reibung, Warmeleitung u.a. typisch thermodynamischen
Effekten

e Modell eines idealen fluiden Mediums ist gute Approximation
(vegl. (II1.70) )

P
Thm = (p + 02> UmUn + Pgmn (VL.1)

weglassen des Index ,0“ an p und P zur Markierung, das es sich um die Gréfsen im
Ruhesystem des jeweiligen Volumenelementes handelt ( ,, statischer Druck )

Feldgleichungen

rRr—Bsn_ _err (VL.2)

2m m

hier am giinstigsten in dieser Form.

1 Aufstellen der Feldgleichungen und der Integrabilitatsbedin-
gungen

Statische, kugelsymmetrische Losung gesucht

e Vernachléssigung radialer Massestrome in den Sternen

Ansatz fur Metrik

ds? = A dr? 4+ r2(d? + sin? 9dp?) — e det? (VL3)
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VI. Innere Schwarzschild-Losung

Materie ruht in diesem Koordiantensystem

e =

(0,0,0,u*)

T2 = T3 = P
P
—c? <p+ 02>+P = —cp

0fiirm # n

Ricci-Tensor wie im Abschnitt ,, Schwarzschild-Lésung® mit A = 7 = 0

14

= 5+ 7

_ Y r
Ryy = —1+4e {1—|—§(1/—)\,)}
R33 = Sin2 19R22

/! /2 /.. /

A R AL S LA

Ry = —e {2—1— 1 1 +r}

Krimmungsskalar R

Ablesen der g™"
gl =
1
22
= n
1
33 _
g r2sin? ¥
944 — _e—u

R = ¢"Ri1+9g*Ros+ ¢ Rss + g™ Rus

R ) {V” N V/2 A/l//
= (& _— _——_—

)\/
2 4 4 _r}
S e (14D X)>}+u{';”+f_“’
2 _

(V1.4)

(VL5)
(VL6)
(VL7)

(VL8)

(VL9)
(VL10)

(VL11)

(VL.12)

(VI.13)
(VI.14)

(VL15)
(V1.16)

(VI.17)

(VL18)
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Umrechnung R, in R,”

Erinnerung
R -2
- Tt {
Feldgleichungen
1.
1 .
—kP
—kP
2.
2 .
—kP = R, —
—kP = —e
3. identisch 2

(VI.28)

(V1.29)

(V1.30)

(VL.31)

(VL.32)

(V1.33)



156 VI. Innere Schwarzschild-Losung

R
+rc?p = R - B (VI.34)
1 N 1
2 _ —A
+rcTp = e {_r + 7“2} (VL.35)
— 3 Feldgleichungen fiir
A(r),v(r), P(r), p(r) (VI.36)

Uber die Feldgleichungen hinaus ist eine Zustandsgleichung ( = Materialgleichung)

F(p,P) = (VIL.37)
zu formulieren!

anstatt der Feldgleichungen ist es ggf. zweckméfig die Integrabilitdtsbedingungen (IB)

mit zu verwenden:
n P n n
T = <p + 02> umu” + Pé,, (VI.40)

P P P
Tm"”n = <p + 02>| U + <p + c2> umHnun + (p + 02> “munl\n + P, =0 (VIL41)
n

wegen (u”) = (0,0,0,u?) gilt

Pn - u" = (V1.42)
P -u” = (V1.43)
n 1 n
in = = (vV=gu"),, =0 (V1.44)
Unfln = U — Dpnti = 0= Tppua (V1.45)
{ugn # 0 obwohl wu, = 0!} (VI1.46)

nichttriviale Formel nur fiir m = 1



1 Aufstellen der Feldgleichungen und der Integrabilitdtsbedingungen 157

P
= p+ 2 (—uq) I'}u (VI.48)
/
= P4 (p®+P)TY ;T = % (V1.49)
/
0 = P+ (P+pc?) (V1.50)

Diese Gleichung ist in den iibrigen 3 Feldgleichungen 1, 2, 4 enthalten (UA!) und kann anstelle
einer dieser Gleichungen betrachtet werden!

Zusammenfassung der Grundgleichungen

1 780 |
1. _ -
1 —rwP == +7"72 — € {7” + 72} (VI51)
i 12 1.0 / /
9 R v AV v =
R e VI.52
20 7" ¢ { s T T Ty } (V1.52)
1 N 1
4. 2 _ -
4 TKCTp =3¢ {_r+1"2} (VL.53)
/
oder [B: P =2 (P+pc?) (VL.54)

Oppenheimer - Volkoff - Gleichung

e reduzierte Druckgleichung fiir beliebige Zustandsgleichungen F'(P, p) = 0
e Elimination von A und v mit dem Ziel einer Gleichung P’ = f(P, p)

e Integration der % Gleichung:

!/
HC2,O’I“2 = 1—¢? {1 — )\'7“} =1- (7"6_)‘) (VIL.55)
re N = r—rd /p(F)def +C (VL56)
0
re» = r—2m(r)+C (VL.57)

mit der Massenfunktion

9 T
m(r) = - / p(F)F2dF (VIL.58)
0
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e anschaulich: m(r) proportional zur Gesamtmasse in der Kugel mit Radius r ; Vorsicht:
r ist Koordinatenradius und nicht der wahre Kugelradius R; dieser ist

T T
R = /«ﬁgndf = /eédf (VL59)
0 0
o C' =0 damit
gt = e <oo fir r—0 (V1.60)
R I P LLUC) (VL61)
T
e Auflésen der ] Gleichung nach v/ und Einsetzen in die IB
Vo1 1 L+ kP
L. - (= Pler = 22— 1.62
r+r2 <r2+’€ >e 1-22 (V1.62)
1 l4wPr  —i42%4+14kpr
/ r r T r
- = = L
v r+1—2% [ —om (VI1.63)
2% + KkPr
Vo= (VI.64)
1—2m
in IB
125 4+ kPr
P= o (P+pc) (VI.65)
T
3 2
P (m+ 5Pr?) (P + pc?) (V1.66)
r2 (1 —2m)

Oppenheimer Volkoff - GI.

e Gleichung stellt hydrostatische Gleichgewichtsbedingung eines Sterns dar, wobei P(r)
und p(r) durch eine beliebige Zustandsgleichung F'(P, p) = 0 verbunden sind.

e Zum einfacheren Vergleich mit der Newtonschen Theorie lésst sich die Oppenheimer-
Volkoff-Gleichung mittels der Abkiirzung

T

m(r) = 47T/’I”/2p(7“/)d’l”/ (VL.67)
0
auch darstellen als
P 473 P
apr ymp 1+ pc L+ mc?
P = o — 3 - Sy . (VI.68)

c2r
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Vergleich mit der Newtonschen Theorie

dP AP AK AK
Py = — =lm— = lim—— = lim— I.
N ar U Ar T AFAr T AV (V1.69)
) Am - m(r pm

wobei m(r) Massendimension hat im Unterschied zur obigen Massenfunktion m(r); Am liegt

als Masse auf m ; p = %

— relativist. Druckgradient ist betragsmafig grofier als der Newtonsche: Vergroferung der
Faktoren im Zahler, Verkleinerung des Nenners.

Oppenheimer - Volkoff - Gleichung ist i.a. numerisch zu integrieren bei Vorgabe einer Zustands-
gleichung und eines Zentraldruckes P(0) = P ; Integration bis P = 0 — r = ro(= Sternrand)

2 Losung fiir inkompressible Materie

e diese Situation wird auch Innere Schwarzschild-Lésung genannt

e inkompressible Materie = konstante Ruhemassendichte:

p = const (VL.71)
2 3
m(r) = %p% (VL.72)

LR (1c2p + P) (P + pc?)
p = _2 r32 (0 Tnipr?) (VL73)

A = échp (VL.74)
P+ 1c%p) (P + pc?

P = —’;r( 3ff)A(r2 o) (VLT5)
dP Kk rdr

= 2= VI.76

e P 2047 o

p = kP (VL77)
dp 1 rdr

= ——— VI.78

P+ A)(p+34A) 21— Ar? ( )

e sei rg Rand des Sterns und P(rg) = 0.
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e rechte Seite: Integration von 79 nach innen (r)

y = Arl, (VI.79)
dy = A2rdr, (VI.80)
2 = 1—y (VL.81)
1 [ rdr 1 dy 1 N |T"
S L . S ) 1.82
2/1—Ar2 a1y = zara-Anl, (VL.82)
T0
11— Ar?
= I
1A= A (V183)

o linke Seite : Integration von P(rg) = 0 bis P bzw p

1 ot o 1 { 1 1 }
- - = = + = = 9= — = VI.84
(p+A)(Hp+3A) P+A p+3A 24\ p+A p+34 ( )
p
dp 1 p+A p+3A 1 p+A
= —1 —1 =—In|(3 VI.85
/(15+A)(13+3A) 2 {n A 34 24 " \"p+34 )
0
e folglich
p+A 1— Ar?
3 = VI.86
p+3A 1— Ar? ( )
1 — Ar? 1— Ar?
p+A = - A VIL.87
P 3\/ —Arg—I—\/l—Ar% ( )
1—Ar2
-1 —2 — 1
o= AV~ — 34 “‘OAQ (VL8S)
=3V 3- tA:g
1—Ar2 — /1 — Ar?
5 = kP = vi-Ar _ v a (VL.89)
3\/1 — Ar} — V1 - Ar
e Bestimmung von \ fiir p = const aus § :
2

eA=1- %ﬁ =1 Ar2 A (VL.90)

e Bestimmung von v fiir p = const aus IB:

/
P = _”5 (P+c%p) = (P+c) (VL91)
In(P+c%p) = —g + const (VI.92)
P+c%p = Be: (V1.93)

Also
1

eth= — (V1.94)
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sowie

B

+¢__ b
P+c2p

(&

[SIN

(VI.95)

3 Ubergangsbedingungen an die dufere Schwarzschild - Lésung

Erinnerung an Elektrodynamik

e Ubergangsbedingungen zwischen zwei Medien aus Maxwell-Gleichungen ableitbar

e 2.B. Bl = Bl B!l = 1EIT usw.
Ubergangsbedingungen in ART ebenfalls aus Einsteinschen Feldgleichungen ableitbar

e Rechnung aufwendig

e hier: physikalische Intuition anstatt langerer Rechnung:
Metrik stetig auf Sternoberfliche bei r = rg

innere Schwarzschildlésung r < 7

ds? = Aar? 442 (d¥? + sin® ¥dp?) — e’ det? (VI.96)
mit A(r),v(r) aus vorigem Abschnitt (VL.97)

dukere Schwarzschild - Losung r > r¢

2 2 .2 2y _ (1 _Ta 2
= 77 (@0 + sin? 9d?) — (1= ") det (V1.98)

Stetigkeit: innen - aufsen bei r = rg

e Al A2 = 1 ¢ (VI.99)

B \? rg
e~v(ro) . <62p> = 1-= (VI.100)
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— A = = (= 3¢ PRK) (VI.101)
To
B — F (VI.102)
37’@ rG
B = 1- ¢ (VI1.103)
KJ’I‘O
2
IS V(0 I - 1_”0;" (VI.104)
To
v(r) B C p 1_ TO
s = = s (VI.105)
(P + 2p) (P + ¢2p)
3A 2
. 34 /1A
e — V1 Arg (VI.106)

K3 /1-ArZ—/T-4Ar2 | K

) \/1—Arg {3vT—a3 - vi—ar}
5 — (VL107)
\/1—Ar0+3\/l—ArO A1="A72

e = { /1 _LG_, ”G’"Q} (VI.108)

Darstellung der inneren Schwarzschild-Losung

dr? 2
ds® = —=— +r* (d9* + sin® ¥d?) { ,/1—@—7 —TG;:} det® (VI.109)
1 rar P

To

3A 1—Ar2—\/1—Ar(2) n 3A

vgl. mit dufierer Schwarzschild-Losung

ds®> =

[_ r? (cl192 + sin? 19dg02) — {1 — %} det? (VI.110)

4 Massenobergrenze fiir stabile Sterne

Betrachtung der Druckgleichung fiir die innere Schwarzschild-Lésung

T r2 _ _ra
? 3\\//11G \/\{1 e (VL.111)

e folglich: Druck steigt nach innen an startend bei P = 0 bei r = rp , Maximalwert bei
r=20

P=p
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Losung soll nichtsingular bleiben, d.h. Losung soll existieren

— P(r=0) < o (VI.112)
2 !
- e < 3,/1-"¢ (VL113)
7"0 r—0 To
1 < 9-9¢ (VL.114)
To
9°¢ < 3 (VL.115)
To
9
ro > S (VI.116)

e bei vorgegebener Gesamtmasse (x 7¢) ist die innere Losung nur dann regulér, wenn der
Sternradius 7o grofs genug ist, auf jeden Fall grofer als der Schwarzschild-Radius r¢

e bei Sternen vom Sonnen-Typ ist dies immer erfiillt

e bei Sternen mit sehr dichter Materie ( Kernmaterie) kann die Ungleichung unerfiillbar
sein
— 7 stabile Losung
— Kollaps = Schwarzes Loch

e detaillierte Untersuchung mittels zeitabhéngiger Losung (vgl. Kapitel "Gravitationskol-
laps und Schwarze Locher")

Stabilitatsgrenze wurde fiir die Zustandsgleichung p = const gewonnen; ohne Beweis geben
wir an, dass

ro > —ra (VL117)

die Stabilitdtsgrenze fiir eine beliebige Zustandsgleichung ist, d.h. fiir

ro < %m (VL118)

kollabiert jeder Stern unaufhoérlich vollig unabhéngig von der konkreten Materieform

Plausibilitat fiir die Stabilitdtsgrenze bei Zustandsgleichungen p # const. :

1. Masse aufien verdichten — instabil

2. Masse innen verdichten — Stern wird effektiv komprimiert und kleiner gemacht —
Stabilitatsgrenze wird eher noch frither iiberschritten
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5 Zustandsgleichung und Sterntypen

Fiir einen Stern im Gleichgewicht (statische Situation) gilt

P(r=0) <o (VI.119)
Druck wird verursacht durch

e Gravitation ( = Oppenheimer-Volkoff-Gl. )

e mikroskopischen Materieeigenschaften ( = Zustandsgleichung )

Beide Ursachen stehen im statischen Stern in der Balance

Fir ryg > %rg sind verschiedene mikroskopische Prozesse ( = Zustandsgleichungen) denkbar,
die stabile Sterne ermoglichen. Unter gewissen Bedingungen (r geniigend klein) konnen die
mikroskopischen Prozesse der Gravitation keinen Einhalt gebieten und es entsteht ein Schwar-
zes Loch.

5.1 Sonnenihnliche Sterne

Sonnentyp

Materie als Ideales Gas

Zustandsgleichung
N
M = Nup = pV , n Masse eines Teilchens (VI.121)
kT
p = B2, (V1.122)

u
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Oppenheimer - Volkoff - Gleichung fiir p = const

\/1_M_\/1_LG
7’8’ To

T rgr?
3\/1—ﬁ—\/1—f—8

P = pc?

Zentraldruck Py := P(r =0)

(VI.123)

(VI.124)

(VL.125)

(VI1.126)

1—,/1-1
T
Py = p02 S S
T
3¢/ 1— 75—
rg < 19
1r
B 2w e
pc2 3—1 4 1
Py kann ausbalanciert werden, wenn T geniigend grof ist, d.h. solange die Fusion brennt; dann
gilt
P kgT
pc?  pc?

kgT

kpT ist die bei der Fusion freigesetzte Energie; ~5~ ist der entsprechende Massendefekt

Ende des Fusionsbrennens

e Stern kiihlt aus, T'— 0

e Gasdruck kann Gravitationsdruck nicht ausbalancieren
— Kollaps bis Weiker - Zwerg

5.2 Weile Zwerge

e siche Thermodynamik-Vorlesung
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Zusammenfassung

Innere Schwarzschild-Losung

VI. Innere Schwarzschild-Losung

Modell eines stationdren kugelsymmetrischen Sterns aus idealem fluiden Medium

P
T, = <C2 + p> upu” + POy,

(w™) = (0,0,0,u?)

Feldgleichungen

e Z 1) - —kP
r roor2
/! /2 /.0 / !/
[V 1% AN v—A
_ 4 = —krP
c < > "1 T 1 Ty > "
1 A o1 9
T72 —e <_T + 72> = kc°P
Integrabilitdatsbedingung

— 3 unabhéngige Gleichungen fiir (1), v(r), p(r), p(r)

Zustandsgleichung (Materialgleichung) : F(p, p) = 0 zu spezifizieren!

Oppenheimer-Volkoff-Gleichung : ( Elimination von A und v )

P _(m—i—%P?ﬁ) (P + pc?)
r2 (1 —2m)
ke |
mit m(r) = 5 p(7)#2di  (Massenfkt.)
0
Newtonscher Grenzfall : P << ¢?p
po_ _mcp _ Mnp
-2 T2

(VI.127)

(VI.128)

(VL.129)
(VL.130)

(VL.131)

(V1.132)

(VI1.133)

(VI.134)

(VL.135)
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Inkompressible Materie ( p = const )

er 3 rG 1 7’G7’2
ds? = 2( 492 n29do) - 2. /1= -2, /1= det? VI.136
s 1_7"@;‘2 + 7( + sin” 9dde?) 5 o 2 r3 ¢ ( )

To

Massenobergrenze fiir stabile Sterne

9
o> TG (VI.137)

— Unaufhorlicher Kollaps = Schwarzes Loch fiir

ro < 1 (VI1.138)
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KapriTEL VII

GRAVITATIONSKOLLAPS UND SCHWARZE
LOCHER

e Bisher: Existenz Schwarzer Locher nur indirekt geschlossen wegen Unmoglichkeit
stabiler Sterne fiir Sternradius rg < %Tg.

o Jetzt: Dynamischen Prozess betrachten, insbesondere wie die Oberflache hinter
rq verschwindet.

1 Kugelsymmetrischer Ansatz in Gauss-Koordinaten
e kugelsymmetrischer Ansatz zunédchst in Schwarzschild Koordinaten (7,9, ¢, ct)
ds? = D dr? 4+ r2(d9? + sin® 9dp?) — e’V det? (VIL1)

e Transformation in Gauss-Koordinaten (p, 9, ¢, c7)

r=r(p,er) , ct=ct(p,cr)

p ist hier Koordinate, pg ist weiterhin Ruhmassendichte; pg wird

spater der Koordinatenwert fiir die Sternoberflache.

Bezeichnungen:  (...)" := % ) () = %

dr? = ¢'? dp? + #2der® + 2+ 7 dpder (VIL.2)

det® = ct” dp® + ctder? + 2t ct dpdecr (VIL3)
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= ds? = (M = ¢ c'tQ)dp2 + r?(dd? + sin® ¥ dyp?)

+(er i — e¥ ét2) der? + ()2’ — e’ 2ctet’) der dp (VIL4)
—_—
S} 20

Koordinatentransformation geeignet wéhlen!

ds? = eMeen) dp® + 1% (p, cr) (d9* 4 sin®9 dp?) — der? (VIL5)
e Interpretation der Koordinate c7:

ruhendes Teilchen (Beobachter) in Gausskoordinaten

dpo=0 , d9=0 , dp=0
—  ds® = —det?  baw. (%)7 = —¢2
Dies ist gerade die Definition der Eigenzeit.

— 17 = Eigenzeit im Koordinaten-System ruhender Teilchen.
e Umbenennung: A — A

o Ablesen der Struktur des Metrischen Tensors:

g = gl — A
gaz2 =12 9% = %2
g3z = r’sin®y g% = 5o
gas = —1 gt =-1
mit A(p, e1)
r(p, cT)

als 2 Ansatz-Funktionen.
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e p=const , Y =const ,  =const
sind Geodéten, denn die Lagrange-Funktion

1 1 ,
L= (373_) =3 {&;ﬂ + r2(9% + sin®9p?) — 02} (VIL6)

liefert folgende Lagrange-Gleichungen (L II):

L IT fir 99 - %{7219} — r2sind cos¥ p? =0
Ir? 4+ 2170 — r?sind cos? p? = 0 (VILY)
¥ = § = const (wie bekannt aus Abschnitt Periheldrehung)
L II fiir ¢ : 9,L=0 — 9sL=r%*) = const

spezielle Wahl : ¢ =0 — ¢ = const

L II fir p : an der Stelle von L II 1. Integral
ds\2 _ _ 2 _ a2 2
(£) =~ = O —c

— p=0 — p = const

q.e.d.
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2 Inkoharente Materie als Sternenmaterial
e Sternenmaterial zunéchst ideales Fluid
T = <po + fg) WU + Py g™ (VILS)
po:  Ruhemassendichte

Py:  Druck (Eigendruck, im Ruhesystem des jeweiligen
Volumenelementes)

ul = ¢ = %l: Vierer-Geschwindigkeit

e Losung der nichtstationdren Einstein-Gleichungen nur fiir besonders
einfache Zustandsgleichung ohne grosseren mathematischen Aufwand:

Inkoharente Materie mit Py = 0

e Kollaps ist bei Py = 0 zwar ohnehin klar,
trotzdem ist die Situation nicht trivial und hat Modellcharakter fir kollabierende Sterne.

e Da fiir rg < %rg Materiedruck nicht mehr stabilisierend wirkt, ist das Weglassen des
Drucks nicht abwegig.

e Inkohédrente Materie heisst dann:

" = pou™u" (VIL.9)
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e inkohédrente Materie bewegt sich auf Geodéten, denn
(a) ", = (pou™ Un)||n =0
(pou™ u™)y,, = pojn u” u™ + pou™|jp u™ + pou Uy,
= (pojn u" + pou”|,) u™ + pou” u™), =0 (VIL.10)
(b) Up, T™ ), = 0
P0[n U %@ero u"||n U%i%n/ﬂo u" um!noum
popnu” + pou”y, =0 (VIL.11)
Einsetzen von (b) in (a) liefert
pou"u, =0 (VIL.12)
— uu™, =0 (VIL.13)
u u™p, + u" TR u' =0 (VIL.14)
um + Ty’ =0 (Geodéten — Gleichung) (VIIL.15)

q.e.d.
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e Konstruktion von T™" in Gauss-Koordinaten

u™ = % der inkohérenten Materie ist (u™) = (0, 0, 0, ¢), da geodétische
Bewegung (dp =0, dd =0, dp = 0), d.h. geodétische Bewegung ist in

Gauss-Koordinaten ruhend;

somit ergibt

T = pou™u™

die Komponenten

T4 = poc? . TY = —poc?

Tk =0 firi#4, k#4.

Dabei gilt fiir die Ruhemassendichte wegen der Kugelsymmetrie

die funktionale Abhéngigkeit pg = po (p,c7) .

e Damit kénnen Einstein-Gleichungen formuliert werden:

R, — gaik = —xT" (VIL.16)
e Metrischer Tensor
g = e gt = e
g22 = r? 922 = %2
g33 = r2sin?d g% = s
gas = —1 gt = -1

gik. = 0 sonst ¢* =0 sonst
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e Verwendete Ableitungssymbole
61::07 ‘52:797 53:907 §4ZCT
9er() = 9,() = ()
854() = 807() = ()
e Christoffel-Symbole
, 1 ..
= 59” (G5 + Gk + Iras) (VIL17)
1
i, Iy, = 5911 (gup + 91p — 91p1)
1 N
ry, = 56*A (e* - \) = 5 (VIL.18)
1
Iy, = 5911 (9112 + 91211 — 912)1)
I, = 0=T4 (VII.19)
i, = 0="T} (VII1.20)
1
Iy, = 5 M (9114 + 9141 — 914p1)
1 : A
i, = 5e—A (e* - X\ = 5 = T (VIL.21)
1
Ty = 5911 (91212 + 91212 — 9221)
1
I, = 56_)‘ (=2r7") = —erry! (VII1.22)
1
T3 = 5911 (91213 + G132 — ga3pn) = 0 = I3, (VIIL.23)
1
Ty = 5911 (1214 + G142 — goapn) = 0 = Ty (VIL.24)
1
Iy = 5911 (91313 + 913)3 — 933)1)
1
i, = §€_>\ (=271 sin?9) = —e 1’ sin®0 (VIL.25)
1
ry, = 5911 (G134 + G143 — g3ap1) = 0 =Ty (VII.26)
ry, - 1 1y + ~ ) =0 (VIL.27)
44 29 914)4 T G14)4 — G441 :
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ik -

22(

97 (ga1p + 92111 — G112) = 0

> (92112 + G221 — G12j2)

NS

/

(2rv) = = =T},

ﬁw‘ —_

22 2

(92113 + gasp — Gi3e) = 0 =175,

Q

N
N

(9214 + g2ap — Grap) = 0 =T

<

N
)

(92212 + 92212 — g222) = 0

NS

N
)

(9223 + G232 — Gosp) = 0 =I5,

g% (92214 + G242 — Go4j2)

1 ) T 9

r—2(2rr) == I

g% (92313 + 92313 — 933)2)

1

— (=2 2 sindd cosd) = —sined cos
,

22

(9234 + G243 — gsa2) = 0 =T

NS

[V
)

ORI ORI ORIl ORI ORIl ORI GRS ORI ORI ORIl ORI ORI O
Q Q

(924)4 + 92414 — Gaap) = 0

1

5933 (9311 + 9311 — g113) = 0

1

5933 (9312 + g32pn — G123) = 0 = 5
1

5933 (9313 + 9331 — 913/3)

1 1 ;.o r! 3
5m(27‘7’ S11 19) = — = F31

1

5933 (9314 + 9341 — Gra3) = 0 =T
1

5933 (93212 + 93212 — 9223) = 0

1

5933 (93213 + 9332 — 923/3)

1 1 .

5 m (27"2 Slnl? COSﬁ) = Cotﬁ = F§2

(VIL.28)

(VIL29)
(VIL30)
(VIL31)
(VIL32)
(VIL33)
(VIL34)

(VIL35)

(VIL36)
(VIL37)

(VII.38)

(VII.39)

(VIL.40)

(VIL.41)

(VIL42)

(VIL.43)

(VIL.44)
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F§4 = %933 (932|4 + G342 — 924|3) =0= Ff’u (VIL.45)
I3 = %933 (93313 + 9333 — g333) = 0 (VIL.46)

r3, = %933 (93314 + 9343 — 934i3)
r3, = 1 1 — (277 sin®9) = T I, (VIL47)

2 r2 sin® ¢ r

Ty, = %933 (93414 + 9g3aja — aa3) = 0 (VIL48)

T, Y = 5944 (911 + 9ga11 — 91114)
rf, = —%(— ) = ;\e’\ (VII.49)
Iy = 3944 (Ga1j2 + Gaop — Giou) = 0 = I's) (VIL50)
Iy = 3944 (9a1j3 + Gusp — Gize) = 0 = I3 (VIL51)
riy, = 3944 (ga1j4 + Gaapt — Graja) = 0 = Ty (VIL52)

Iy = 3944 (94212 + Gazi2 — 92214)
r3, = —5(=2r) =i (VIL53)
Iy = %944 (9423 + 9132 — gosja) = 0 = T’y (VIL54)
Iy = 5944 (Gaza + Gaap — goas) = 0 = I (VIL55)

I3 = %944 (9a3j3 + a3z — 933)4)
T3, = —% (=277 sin?9) = 77 sin® 9 (VIL56)
ry, = 3944 (ga3js + a3 — gaaja) = 0 = T3 (VIL57)
Iy = 15]44 (9aaja + Gaaja — Gaajs) = 0 (VIL58)

2

e Zusammenfassung der Christoffel-Symbole

1
Fll

2 _
F12

3
I_‘13

1 _ A
Fiy=35
2 _ 7
oy =7
I35 = cotd

ri, = —e A ry! i, = —e”

A
I'Z; = — sind cos¥

3 _r
F34_;

rr' sin? ¢
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Fill:%e’\ s, =7r I3 =77 sin® ¥

Hinzu kommen nichtverschwindende Christoffel-Symbole
wegen der Symmetrie I')} = I'Z, .

Weitere Christoffel-Symbole verschwinden.

e Ricci-Tensor

Ry = Rp, =TT — S A WU N W (VIL59)

imlp ~ Liplm ip Lrm

e zunichst werden die Diagonalelemente berechnet, dann die Nicht-Diagonalelemente.
Ru = T = + T T = T I,
N\ N\ O\ A \ ’
pr— —_— 2 - - - -
7 * < r ) 2 (2 ¢
+ T, T7 412 T9 413 T 417,
- T4 -T2 -T3 - T4 (VIL.60)

2 . )
r’r — o A A N
=2 - <2+2>€

) .
N N or A AT
I\ A2 N Ar
R _ 7_7>\_7>\_ _ oA VII.62
1 r 2 4 r r € ( )
R = ¢"Ry=e¢ Ry
y Ao vy i
S AN A L S (VIL63)
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Ros

Rao

Ry?

m m ' m T m
om)2 — Pogpm + Tam Tz = T2 Iy

Oy cot ¥ + (r're_’\)/ —(rr)

Ty T2 T+ T3 T +F LI

I‘22 o I‘ o F F .
—sin2.79— cos® + e e~ Npe N — i
sin2 ¢
, .
T— —r're” ) + —7r + (—r’re_A> T —l—cot229—|—7zrf
T T
r’ A P
{ — 2r're™ —|—7'°7“-+27'"7“}
2 r
2 .y Nr'r oy .9
- +rfre™ e = T—emh — i — 4
Sin219 2
Vi
+ cot? 9 — ikl
2
ATP N/
1 i — 2= D e A DDA 2
2 2
1
9% Roy = 772322
-1 2 A " )\/ / 72
L P RN R S A S L

(VIL.64)

(VIL65)

(VIL66)

(VIL67)

(VIL6S)

(VIL69)



180

VII. Gravitationskollaps und schwarze L6cher

Ra3

R33

i3 — Lgapm + Tam I — Tag T, (VIL.70)

/
0+ (r're_)‘ sin? 19) + 9y (sin¥ cos ¥) — (Frsin® )
T3 T3 + 030 T3 + T35, T8 + T Ty

Fil’)?) 71nm - F%?) gnm - Fg?: gnm - F%S Tm (VII71)

"o, —X

. 2 _
re *sin? 9 + 7

sin2 9 — Nr're * sin? 9 + cos? 9
sin? 9 — #rsin® 9 — 72 sin? 9
/ /

r r
(—r're_)‘ sin? 19> — —sin¥cosdcot ¥ + — (—7"7"6_A sin® 19)
r r

. T, . 7
cot ¥ sin cost + —rrsin? 9 + 7rsin’ 99—
T r

/

N r
<—e/\r'r sin? ¥ - 5 2r're  sin? 99— — sin ¥ cos ¥ cot ¥
r

7 sin? 9 (2 + 2T>> (VILT72)
T

. 2 ) . X
re *sin? 9 4+ ' “e P sin2 9 — Nr're * sin? 9

cos? ¥ — sin® 9 — cos® ¥ — cos® 9 + cos? ¥

Nor! AT
Frsin? 9 — 2 sin® 9 + %e* sin2 9 — % sin2 ¥ (VIL73)
!,/
rre M sin? 9 + r?e N sinZ 9 — 4 Te_>‘ sin? ¥
. .9 .2 .. 92 )\’F’I“ ) : 2
Prsin® d — 7 sin” 9 — —5 sin ¥ — sin” ¢ (VIL.74)
1
33
R33 = R
g s r2 sin? ¢
]. )\7’ 7;2 " A 7'/2 A )\/T/ A
———————— Dedypler 20 - VILT5
r2  2r r? toe ot r2 2r ( )
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o m m r m r Tm
Riy = Ty = Ugpyy + T Tiod = Ty Uiy

1 2 3 4
+ I‘4m ﬁ+r4m 727}1+F4m gZ+F4m Z}l_o

. . 2
A Pr — 2 A 7
= 22— — A I1.
S22+ <2> + <T> (VIL76)
AP A2
- 249 40 II.
Ry 5 + " + 1 (VIL77)
R4 = g R44 =———-2-— — (VH.78)
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Ry

Ris

Ri3

Ri3

Ry

Ry

Ry

m m s m
tmj2 ~ Digpm + Dim T2 —
0O — 0

T m
12 F'rm

1 m 2 m 3 m 4 m
Iy D + 17 Dog + Iy, ag + 17, Tl
1 m 2 m 3 m 4 m
Iy — oLy, =T gy, — I T,

1m

/

0 — 0 4+ cotd+
T

0

/
{ 0 +_cotd+ 0 -+ 0}
T

m m rom
F1m|3 - F13\m + 1 I3 —

0 - 0

r Tm
13 Frm

1 m 2 m 3 m 4 m
Iy Dl + 19, Uos + Iy, s + 1, Tls
1 m 2 m 3 m 4 m
Dy Iy, — s Ty — Dz sy, — i Ty,

0_
{0 + 0 + 0 +

m m T m
1m|4 =~ - 14|m + 10 Ly —

)'\/ 7“’ : )'\/
2*2(r> B}

0O + 0 + 0

0}

T m
14 Frm

= 0

DL T+ T, T8 + T8, T8, + T4, T

&+2 - '—&4- i/5+2
2 r 2 22

r 2 r2
rlr — 'y r'r M
2 2 2 2
r r r
S,
T A7
ol _ 20

0

(VIL79)

(VIL80)

(VIL81)

(VIL82)

(VII.83)

(VIL.84)

(VII.85)

(VII.86)

(VIL87)
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Ro3

Ra3

Roy

Ry

R34

R3y

m m ‘s m ' m
om|3 — Pagpm + Do Iz = Doz Ty,
0 — 0=0

I3, I + 13, Ths + T3, T + T3, T

1 m 2 m 3 m 4 m
F23 im — F23 2m I‘23 3m I‘23 4m

0—{ cotd-0+ 0}=0

m m T m T m
omla — Doapm + Do Ty = Doy Ty
0O — 0

1 m 2 m 3 m 4 m
Do I9a + 15, Doy + 15, ey + 15, Ty
1 m 2 m 3 m 4 m
F24 im — 1124 2m F24 3m 1_‘24 F4m

,r',
cot -
,

{ O—I—Tcotﬁ} -
T

m m T m ' m
Daroja = U + 13 Trg = T34 iy

0 — 04T, I +T3 T0 +03 0 4+, T

1 m 2 m 3 m 4 m
I‘34 Flm - P34 FQm - F34 F3m - I\34 4m

o{r-0+0} = 0
T

(VIL.883)

(VIIL.89)

(VIL90)

(VIL91)

(VIL92)

(VIL.93)

(VIL.94)

(VIL95)

(VIL.96)

(VIL97)
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VII.

Gravitationskollaps

und schwarze Locher

e Zusammenfassung des Ricci-Tensors

Ryt

Ry?

R3?

R,

Ry

7! A
o A
T € 2
~1 72
2 r 2
1 Y
r2  2r 2
A .o 2
A, N
2 r 4
Y
v A
r T
0 sonst

N
o
12
Ay TQQ—A
AT
2r

(VIL98)

(VIL.99)

(VIL.100)

(VIL101)

(VIL.102)

(VIL.103)
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e Kriimmungsskalar

R = Ry! +Ry? +R3® +Ry!
1" 1" 1
R = 20¢ +IeA +emA
_ r’/\’e—)\ _r'N - N -
T 2r 2r
12 12
+%6 A +%6 A
_ A _A
2 2
_ A ik
4 4
_ M _ A P
r 2r 2r
7 T T
—r 7 25
_r2 _r2
r2 r2
_1 _1
r2 r2
" AV 12 \ 2 2
'\ T A AT 7 T 2
R = 4—e?—2-—— 42 et AT -2 —4- -2 - = (VIL.104)
T T r 2 r T T
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e Feldgleichungen

R r’? P21
1 _ —A _
R1 — 5 —726 —+ 2; —+ 5 =+ T2 0
R r!! '\ 7 Vs h\ A2
R2-T = eyl Dy 202 g
S R P B
R r’ N D VD WD
3T e L i i s S S
R
(identischmitRf—; = 0)
R " '\ 12 bY; 2
RA-5 = 2 e o - e D Ty o
2 T r
= kT4t = —k(=cpy) = K po
AV
Ry = 2——-"— =0
14 T T

e Abhéngigkeit der Feldgleichungen untereinander:

(VIL.105)

(VIL.106)

(VIL107)

(VIL.108)
(VIL.109)

(VIL.110)

Die zunéchst gewonnenen 4 Feldgleichungen ( 11,22, 44, 14 ) bestimmen die 3 Funktio-
nen 7(p,ct) , A(p,cr) , po(p,cr). Sie konnen damit nicht unabhéngig voneinander sein.
Da in ( 44 ) die Massendichte mit eingeht, sind von den verbleibenden 3 Gleichungen (
11, 22, 14 ) nur 2 tatsdchlich unabhéngig. Deren Abhéngigkeit ergibt sich wie folgt:

X:2% )\ AQ ,i;l .
(14): 5\—2""'/’”/_7".’2 s+ =5 in(22)
= 2o
(22) —Te P4 Xe Al ‘-27"’7"

— 2" e A 4P NemA + 20! + 2077 + 2rr = 0

(11): =% +2ir +72 +1=0 ()
— 2" e A 1P NemA + 20! + 200 + 27 = 0

~>  differenzierte Gleichung ( 11 ) stimmt mit ( 22 ) {iberein!
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e erste Integrale der Feldgleichungen

. 2\’ . .
2! (T/ ) 2r'r! 2!

(14) : )\ = 7 = r,2 = r,2 = 7 (VIIlll)
dx _ 1 4" A(p, er), r(p.er)  wobeihi ie Parameter wirkt (VIL112)
— = - ct), r(p,cT)  wobeihier p nur wie Parameter wir :
der 2 der P ET) s TAP, p
2 2 r? 2
A=X=Inr"" —Inry’" =In e wobei Ao (p), 0" (p) (VII.113)
'
L (VIL114)
ro’
12 /2
A" r . .
e =e¥—5 = —5—— wobeiNenner Funktion von p (VII.115)
7,,0/ TO/ 67)\0

Umschrift der "Integrationskonstanten’:

ro’*(p)e P =1 — ef2(p) (VIIL.116)
2
A r’

= VIL.117

T I ( )

e=0,=£1,
f(p) beliebig,

allerdings muss gesamter Term nicht negativ sein, so dass fiir e = +1 gelten muss f2 < 1.

Einsetzen von e = #22() in
l—e f2 P
11) : 2 —+ = =0 VII.118
(11) +2o 4 5+ (VIL118)
2%r +72 = —ef? (VIL119)
Substitution: w =72 @ = 2/F ,

mit der Logik: r =r(p,cr) ~ e = er(p,r) rafp u(p, cr)

d(ru) _ du . du der
- UJH”%_T o= (VIL120)
' 2
R S B —ef? (VIL121)
r T
d(ru) — —ef(p)’ (VIL.122)
dr
ru = —ef(p)*r+ F(p) (VIL123)
F
wpr) = —efipp+ T g2 (viL.i20)
() = ip) (VIL125)

manliestab :  F(p) = —2ir? (VIL.126)
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e Vorbereitend wird gebildet

Fl'= = —2/"r% — 4ir'y
F’ ! 7
= —2— —4-
r'r? r r
e (44)-2-(22)
/2 22 X 2
N T 1 T 2 S
—— + 5+ 2—2T—2<2+4 = Kc po
(11) N——
—27 (14) jr
7 P 9
—4— —2— = kc"po
r r

e Verbleibende Dgln fiir r(p, c¢7) somit

o Flp
- y = —¢f*(p)
2 ke po

(VIL.127)

(VIL.128)

(VIL.129)

(VIL.130)

(VIL.131)

(VIL132)

(VIL.133)
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e Integration der Dgln fiir r(p, c7)
) F
T2— (p) :_€f2(p)
r
p spielt nur die Rolle eines Parameters
Fallunterscheidung:
e=0: ridr = +Fider (VIL134)
2
3 r: = +F2 {eT —cmo(p)} (VIIL.135)
€ #0 : Variablentransformation c¢r — T, dT = :l:% det
or or dct r
= .= = 45l VII.136
T ~ der  dT "F ( )
ar\’f> F )
B I1.1
<6T> r2 r <f (VIL137)
or\* F.r 9
(8T) = o2 er (VIIL.138)
dr + !
=(—) dT T>0 (VIL.139)
f% r—er?
=+1: —& __ = [dT
—2r + %
= —arcsin ——5—— (Bronstein Nr. 241)
Iz
= (T+7Ty (VIIL.140)
212 .
~o— T + 1= —sin(T + Tp) (VIIL.141)
F
r = 27 {1 +sin(T + To)} (VIL.142)
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Wahl der Integrationskonstanten

r=0beiT=0 — Tp=-3

F
ro o= 27 {1 —cosT} (VIIL.143)
der = +ldrT=+L (1 - cosT)dr (VIL.144)
T = 7T =+55 .
F
et —crp(p) = :|:2—f3(T —sinT) (VIIL.145)

e=—1": /dr = /dT (VIL.146)
/T2 %7’
d
- ! (VIL147)
F\? F\?
\/ (r+ ) - ()
d
= / \/ﬁ = Arcoshg + const (VII.148)
r+ %
— Arcosh—2L =T 471, (VIL.149)
2f2
F F
= —+ — h('T" + Tt I1.1
r 2f2—|—2f2cos( + 1) (VIIL.150)
Wahl der Integrationskonstanten
r=0beiT=0 — 1T5=0
F
r o= 37 (coshT —1) (VIL.151)
der = +5d7 =+ (coshT — 1)arT (VIL152)
T = 7T =450 .
F
cr —cro(p) = L= (sinhT —T) (VIL.153)

213
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e Zusammenstellung der Losung
(Tolman-Losung, 1934)
e=0 r(p,cT) <§ Flﬁ ) {Eer F CTo(p)}% (VIL.154)
F
e=1 r(p,cT) = 2f2<€)/)’) {1 —cosT} (VIIL.155)
F
et —cmo(p) = :|:2f§(p;) {T —sinT} (VII.156)
F
e=-1 r(p,cr) = 2f2((P/))) {coshT — 1} (VIL.157)
F
et —cro(p) = :t2f:§(p/))) {sinh T — T} (VIIL.158)
ery — 1"
_ Alp,eT)
€=0,%1 e T (VIL.159)
dp? )
~ods? = P 42 (92 + sin® Vdg?) — der? VIIL.160
1—€f*(p) ( ) ( )

wobei

repo(p, or) =

F/
r/p2

e Tolmann-Losung enthélt 3 freie Parameter : F'(p), f(p), T0(p)

e 1. A. nicht moglich po(p, cT) vorzugeben und F', f, Ty zu bestimmen, aber durch ge-
o(p) konnen smnvolle Massenverteilungen konstruiert

eignete Wahl von F(p), f(p), 7

werden.
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3 Kollabierender Stern mit raumlich konstanter Dichte

Anwendung der Tolman-Lésung auf endlichen Stern mit der Sternoberfliche pg und ortsun-
abhéngiger Massendichte im Sterninneren, also p = p(c7) fiir p < pg.

e Aussenraum p >pg : po =0
Wegen des Birkhoff-Satzes muss Losung mit der duferen Schwarzschildlosung iiberein-
stimmen.
In bewegten Koordinaten ruht die Sternoberfléche (p = pg); in den tiblichen Schwarzschild-
Koordinaten bewegt sich die Sternenoberfliche. In den beiden Fillen erfolgt die Bewe-
gung eines Teilchens auf der Oberfliche entlang einer radialen Geodéten.

Schwarzschild-Metrik (IV.97) & ¢ = const:

dr\? ra\2 (det\? 2 TG o
- — 1--& b e
<d7’> ( r ) (dT) e rC

2
<fl:> = A2-24 e %G (VIL161)

Tolman-Metrik (VII.132):

. F(p
i = —ef(p)+ 5, )
dr\’ 2 (2 ¢ F(p)
— = —ec’f(p)+ (VIL.162)
dr r
Fiir p > pg miissen beide Gleichungen fiir beliebige 7 iibereinstimmen; d. h.
F = rg=2M = const (VIL.163)
A2
eff = 1- 2= const. ~» f = const (VIL.164)
Fiir 79(p) wéhlen wir
To=20 (VIIL.165)

und legen damit einen Zeitnullpunkt fest.
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e Innenraum p < pg & po = po(cT)
Ansatz @ r(p,cr) = x(cT) p
~ F' = 'k po (VII.166)
F' = kBpop? (VIL.167)
ket 4 g
F(p) = 5 PP (VIL.168)
M
F(p) = %p?’ (VIL169)
mit M = ¢? pg(ct) 23(cT) = const
Weiterhin folgt
f x p (VIL.170)
™ = 0 (VIL.171)
Wir setzen
f=p. (VIL172)
da der Proportionalitatsfaktor in s¢(c7) hineingezogen werden kann.
Einsetzen in r(p, c7) liefert
3\3 KM\
e=0: r(p,cr) = xp= (2) (K3> p{:l:CT}% (VIL.173)
3\5 (kM3
~ sler) = <2> <”3 (£er)s (VIL174)
1
3\3 1 2
x(cT) = (4) (kM)3 (£er)3 (VIL.175)
M 51
e=1 r(p,eT) = xnp= % 327)2 {1 —cosT} (VIL.176)
M
~ wer) = % {1 cosT} (VIL177)
M
or = i% (T —sin T} (VIL178)

(VIL.179)
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M 51
e=—1: r(p,er) = xp= %p?’z—pQ {coshT — 1} (VII.180)
M

~ sler) = % {cosh T — 1} (VIL181)
or = i% {sinh T — T} (VIL182)
(VIL183)

und die Metrik

2 2 dp? 2 (792 | o2 2 2
ds* = »“(cT) =2 + p* (d9? + sin® 9de?) ¢ — der (VIL.184)
—€

Wahl der Eigenzeit-Achse so, dass Entwicklung des Sterns fiir 7 < 0 und Kollaps bei
T=0.

Damit ergibt sich

,
e=0: w(er) = (i)g (kM)3 (—cr)3 (VIL185)
e=1: x(cT) = élﬁM(l —cosT) (VII.186)

T = —%HM (T —sinT) (T'>0) (VIL.187)

e——1: wler) = éﬁM (cosh T — 1) (VIL188)

1
er = —ghM (sinhT —T) (T >0) (VIL189)
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e Stetiger Ubergang vom Innen- zum Aussenraum

Innen Aussen

F(p) = tkMp? F(p) = 2M = const
flp)=0p f(p) = const

T0(p) =0 T0(p) =0

wobei wobei

M = po(ct)»3(cT) = const M = %rg = const

Auf der Sternoberfliache (p = pg) miissen F und f stetig sein ; 79 natiirlich auch, was
ohnehin erfullt ist.
Somit folgt

1
ke porlpy = 2M (VIIL.190)

3
flps) = ps (VIL191)

Die Metriken im Innen- und Aussenraum koénnen damit in eine weitgehend einheitliche
Form gebracht werden. Wesentlicher Unterschied liegt in der Funktion r(p, 7).
Wir erinnern an die allgemeine Form der Tolman-Lésung

€=0: r(p,cr) o F(p)3
F
e==1: r(p,cT) fz(('[;))

Im Innenraum korrespondiert dies mit dem getédtigten Ansatz
r(p,er) = (p,er) - p

Im Aussenraum sind F und f konstant;
wegen der Stetigkeit an der Sternoberfliche sind diese Konstanten gerade F'(pg) und

f(ps).
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Vorbereitend berechnen wir

Dann folgt

Innenraum Auflenraum
3\ 1 1 2 3y 1 1 2
e=0:  r(per) = (DT M)S ploer}s  rlper) = (2)F (hM)3 ps {—er)
e=+1: r(p,er) = grMp{l—cosT} r(p,er) = grMpg{l—cosT}
cr =—ikM{T —sinT} cr = —:kM{T —sinT}
e=—1: r(p,er) = txMp{coshT —1} r(p,et) = tkMpg{coshT — 1}
¢ = —%kM {sinhT — T} cr = —%kM {sinhT — T}

ds? = s%(cT) {lii; + p* (d9? + sin® 19d<p2)} ds? = s%(cT) {% + ps? (d9? + sin® ﬁd(p2)}

—det? —der?

#(eT) = 77*(;;,;7)

x(cT) = rlper)
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Diskussion der Losung im Innenraum

e Das Innere des Sterns (p < pg) ist ein dreidimensionaler Raum konstanter Kriimmung.
Ein derartiger Raum wird im Abschnitt "Robertson-Walker-Metrik” im Kosmologie Ka-
pitel wieder auftauchen. Dort befindet sich eine néhere Analyse.

e Ein Grosskreis auf der Sternoberfliche hat den Koordinatenradius pg »(c7). Wegen der
Zeitabhéngigkeit von s expandiert oder kontrahiert der Stern. Da rg = pgs¢ den Koordi-
natenradius darstellt, ist fiir die Ausdehnung des Sterns sein Umfang 27rg vorzuziehen.
Die Abbildung skizziert die Stern-Expansion bzw. -Kontraktion.

e Besonderheiten, wenn die Sternoberfliche den Schwarzschild-Radius rg¢ = #(c7)ps =
2M fiber- bzw. unterschreitet: keine!
Erst bei s»(c7) = 0 wird das Innenfeld singulér.

e Wenn die Sternenoberfliche den Schwarzschild Radius rg unterschreitet, wird der Stern
fiir einen entfernten Beobachter unsichtbar. Kein Photon kann aus dem Bereich < rg
entweichen. Vgl. dazu Diskussion der Ausseren Schwarzschild-Losung.

Der Stern wird zum Schwarzen Loch.

2w pg
A

i » T
TxM T M 0

3 6
Abbildung VII.1: Zeitliche Entwicklung des Umfangs eines kollabierenden Sternes.
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KAPITEL VIII

KOSMOLOGIE

1 Kosmologisches Prinzip

Kosmos, Universum,Weltall = synonym
Anwendung der ART ( Einsteinschen Feldgleichung) auf Kosmos als Ganzes

Erwartung der Beschreibung der grofirdumigen Dynamik des Kosmos

e Expansion, Hubble - Konstante ca. 70 l;\/[Lp/cs

e 2.7 K Hintergrundstrahlung

e Rotverschiebung des Lichtes nahezu aller Galaxien
Zahlen zum sichtbaren Universum:

e Radius des sichtbaren Universums ca 100 L;j
e 10! Galaxien
e Milchstrake ca 105 Lj

Hier: Beschreibung des sichtbaren Universums auf grofer Skala, z.B. (108 Lj)? ; Bereich enthiilt
viele Galaxien

Beobachtungstatsache:

e Universum im Mittel (< z > 10®L;j) isotrop und homogen

e vgl. Molekiile eines Gases in L3

Erhebung der Beobachtungstatsache zum Kosmologischen Prinzip

im Universum sind alle Positionen und Richtungen gleichwertig

enorme Einschrankung an die Raumstruktur des Kosmos, also die Metrik
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Metrik, die der Homogenitéts- und Isotropie- Forderung des Kosmologischen Prinzips geniigt,
ist die Robertson - Walker - Metrik (1936)

d 2
ds? = S%(ct) { 1 Tk 5 + % (d? + sin® 19dcp2)} — det? (VIIL1)
— RT

mit k=1,0,—1

Verifikation im Abschnitt 7.2.
eine zeitabhéngige Funktion S(ct) (,,Skalenfunktion“ ) sowie Parameter k

r offensichtlich dimensionslos, 9, ¢ dimensionslos

— S hat Dimension einer Lange

S kann spéter ggf. als Weltradius interpretiert werden

2 Robertson-Walker-Metrik

Konstruktion der Metrik, die homogen und isotrop im 3-dim. Unterraum des 4-dim. Riemann-
schen Raumes ist

Ausgangspunkt: Zweidimensionale Rdume konstanter Kriimmung

e Flichen positiver Kriimmung ( k = +1 ) sind Kugeloberflichen vom Radius S mit der
Metrik

ds* = S? (d9® +sin?9dp®) ,0< p <2m,0< V<7 (VIIL2)
die man sich im 3-dim. flachen Raum eingebettet vorstellen kann

o auf dieser Kugeloberfliche ist kein Punkt und keine Richtung ausgezeichnet, d.h. dieser
2-dim. Raum ist homogen und isotrop

o Parameterdarstellung dieser Fléache

x = Ssindsineg
y = Ssindcosy 2?4yt =52 (VIIL3)
z = Scos?

mit den Parametern ¢ und ¢

e Linienelement auf dieser Fliche d(?)s?
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dPs? = da® + dy? + d2? (VIIL4)
dr = S(cos?sinpdd + sind cos pdyp) (VIIL5)
dy = S(cosvcospdld — sindsinpdp) (VIIL6)
dz = —Ssinvdd (VIILT)
dPs? = §%(d¥? + sin® 0dp?) (VIILS)

Erweiterung dieser Vorstellung um eine Dimension:

e Beschreibung einer 3-dimensionalen Fliche ( auch 3-d Hyperfliche oder 3-d Raum) mit
Eigenschaften Homogenitét und Isotropie

e Parameterdarstellung dieser Hyperfliache

= Ssinysindsinp
= Ssinysindcosp
= Ssinycos

= Scosy

w? + 22 + 2+ 22 = §? (VIIL.9)

E nwe 8
|

mit den Parametern y, 9, ¢
e diese Hyperfliche beschreibt die 3-dim. Oberflache einer 4-dim. Kugel

e Linienelement auf dieser Hyperflache: d®) s2

d®s? = da® + dy? + d2? + dw? (VIIL10)
mit
dx = S(cosxsin¥sinpdx + sin y cos ¥ sin pdd + sin x sin ¥ cos pdp)
dy = S(cosxsind cosedy + sin x cos ¥ cos pdi) — sin y sin ¥ sin pdp)
dz = S(cosxcosddyx — sin x sin ¥d1))
dw = S(—sinxdy)

d®s? = S2(dx? + sin? x(d¥? + sin® 9dp?)) (VIIL11)

e Transformation der x Koordinate y — r (Vorbereitung fiir spéter)

r = siny (VIIL.12)

dr = cosxdyx (VIIL.13)
2 2

oE o= A (VIIL14)

cos?xy 1—r2

2
—d®? = §? {1d_7°r2 + 7r2(d¥? + sin® ﬁd(pz)} (VIIL15)
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Erweiterung des 3-dim. Linienelementes d®)s? auf das 4-dim. Linienelement ds unter Einar-
beitung der 4. Koordiante ,,Zeit"

e allgemein

ds® = ggpdg'deF (VIIL16)
ds® = gapd&*de® + 294y d€*dE® + gaa(dg*)? (VIIL17)
ds> = d®s? 4+ 2gudetde® + guadct? (VIIL.18)

e g4, miissen verschwinden, damit keine Raumrichtung ausgezeichnet ist; bei g4, # 0 wiirde
Vorzeichenwechsel von dé® zu einem anderen ds? fithren; damit wire Isotropie gestort

e g44(€) muss raumlich konstant sein, damit die Eigenzeit eines ruhenden Teilchens nicht
vom Ort £* abhangt, denn:

ruhendes Teilchen :

g = 0 ; (VIIL.19)
(VIII.20)

Eigenzeitdefinition gibt zunéchst:
ds’ = —cPdr? = gu(r,9,¢,ct)dct? (VIIL.21)

Damit wére i.a. die Eigenzeit eines ruhenden Beobachters vom Ort (7,9, ¢) abhéngig,
was aber dem Kosmolgischen Prinzip widerspricht. Somit darf g44 nur von ¢ abhéngen.
Durch Umskalierung von t kann fiir einen ruhenden Beobachter ¢ = 7 erreicht werden.

gaa = —1 (VIIIL.22)

ds? = d®s? — det? (VIII.23)
d 2

ds> = 52 {1T2 + r%(d¥? + sin? 19d<p2)} — det? (VIIL.24)
—-Tr

Sowohl im 2-d als auch 3-d-Fall gibt es jeweils eine negativ konstant gekriimmte Flache bzw
Hyperfliache, die ebenfalls homogen und isotrop sind:

dPs? = S%(dY? + sinh? 0dp?) (VIIL.25)
d®s? = S%(dx? + sinh? y(d¥? + sin® 9dp?)) (VIIIL.26)
r = sinhy (VIIL.27)
dr = sinh xdy (VIIIL.28)
dr? dr? dr?
dy = — = —— = - (VIIL29)
cosh® 1+ sinh® y 1+7
d 2
d®s? = 82{1_’_7472+r2(d192+sin219dg02)} (VIIL30)

Zwischen konstanter positiver und konstanter negativer Kriimmung liegt noch die verschwin-
dende Kriimmung k = 0.
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Zusammenfassung aller 3 Fille:
2 2 dr? 2 2 2 2 2
ds® = S 72 + 77 (d9” + sin” ¥dyp?) » — det (VIIL.31)
1 konstante positive Krimmung
kE = 0 verschwindende Kriimmung (VIIIL.32)
—1 konstante negative Krimmung
3 Feldgleichungen fiir die Robertson-Walker-Metrik
2 2 dr? 20,702 1 in2 2 2
ds® = S*(t) T2 + 7%(d¥” + sin® dde?) ¢ — dct (VIIL.33)
—kr
SQ
= — I11.34
g1 1— p2’ (VIIL34)
1 — kr?
gt = —7 (VIIL.35)
g = 5% (VIIL36)
1
2
gz = S*r?sin?, (VIIL38)
1
33
= VIIIL.39
g 5272 sin? 9 ( )
gqa4 = —1, (VHI40)
g = -1 (VIIL.41)
Abkiirzung:
o
b WA = VIIIL.42
= Ou=0 (VIIL42)
W=59" (It + ik — Gktjm) (VIIL.43)
F%l = 1_%2 F%z = —r(1—kr?)
L, = —r(1—kr?)sin?v ri, = 0
My =0 Mg = 0
o= thy = 0
Iy =0 Py = 0
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2, = —sindcos? rz, =0
rZ, = 0 I3, = 0
S
P%4 - 5 F§4 0
le = 0 F§2 =0
Iy, =0 I3 = ¢
I, =0 3, = cot 0
S
ry =0 T = 3
r} e rs, = 288
r%, = 7r?sin?9SS F%l = 0
Kriimmungstensor u. Riccitensor
T;Lkp = :Z|p - ZJLUC + FZkF?IL’ - :P 7T'nk
Rip = Wilmp = F:Zz\p - ZZ|m + F;m ;r;} - F:p :'nm
Rlilp = lel\p - I‘ilp|l + leFTl’p B Fllpr‘%l - Ffprllﬂ
Rzizp = F?z\p - F?pp + F?QF%}) - F}prz - F?priz
3 3 3 3 113 2 13 4 13
Ry = Dy — Loz + Tislp — DLy — T oy — 15, g

4 4 4
T ryry,
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1 .
R’Llp

Rlllp = 0=R 11

P
kr .S
1 2 2 2
= 1-3k 1—-k — —
R 3kre + r( T)l—k‘r? T‘SSS
1—3kr?+kr? — 1+ kr? —r28% = —kr? — 522
R1213 =0 R1312
R1214 = 0 = R1412
k
RL, = (1—3kr2)sin219—(1—kr2)sin2ﬂ+r(1—krz)sinzﬁl_zﬁ—r2
= —2kr?sin?9 + kr?sin? 9 — r?sin® 9$2
= —kr?sin?9 — r?sin®0s
= —r?sin® 9k + $%)
R1314 = 0= R1413
SS— 62 g2 S
1 R T A
Bar = =g +t@ =3
RQizp :
w _ L, 1k 1 8§ 8 _ k8
L7 2 T2 k2 1—Kkr2S 1 — k2
R0 = 0 = R%)
R2123 = 0 = Ry
15 S1
R%y, = TS5, 0 = R%y
R2324 = 0 = R423
R2324 = 0 = Ry
R%,, = —sin219+005219—008219+(1—kr2)sin279—r251n21955'5

=  —r?sin® 19(kz—|—5'2)
R2324 = 0 = R2423
S5§-s5* & S

2
o = T %@~ 3



SS+8* S SS &g

Tk ST k2 1R

o O O O

—r2sin®9(SS + S%) + 27“2 sin? 9SS = —r?sin? 9SS

P55+ 8%) + 20258 = 28

206 VIII. Kosmologie
%
R 1l W1 885 5 k4S8
131 r2 r2 1—kr2r 1—kr2 8§ - 1— k2
1 1
33132 —cotd — —coty = 0 = R3231
r r
Rz 0 = R%y
15 S1
R3 2P
134 S S
in2 2 .
3 —sin“ 9 — cos” 9 N T
i A
14+ (1—kr?) —r28? = —r?(k+S5?)
S S
R3234 cotﬁg—gcotﬁ =0 = R3432
§§—-82 52§
3 —
Rys4 T—i—? =3
%
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Ricci - Tensor

k+8* k482 5%
1—kr2 1—Fkr2 1—kr?

T 12\ 5S 52 A IS 52

Roy = —12(k+5?%) —r2(k+ S8?) — 258

) ,
_ e {S+2k+5 }

S S2

o S‘+2k+52
= 922 g 52

Rszs = —(k+S5*)r?sin?9 —r?sind(k + S%) — r?sin® 9SS
—r?sin? 92(k + S?) — r?sin® 9SS

S k482
— 6224029 gl T o7
S“r“sin S—i— 3

k:+S2
= —933{ +2——— }
e
S

S S S
tg = 35 = udy
#p ,daalle R(:.'(?n)p =0

S
R44: g
0 fir ¢

Kriimmungsskalar

R = g¢"R
S k+ S§2 S
= — 2 —
S
S'_ S2 4k
S S2
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Einstein-Tensor

GP = RP Edp
A (A 2Z
S k+ 52 S _k+ 52
1 11 _ )R D
Gy = g Rn 5 {S 2 2 }+3S+3 2
S k+5?
1
Gl == 25 52
R
G22 — 922R22_§ — Gll
R
G33 — g33R33—§ — Gll
R S S _k+5?
4 44 N 2
Gy = g9 Ry 5 3S+3S+3 2
k+ 52
4
G4 — 3 SQ

Energie - Impuls - Tensor

e T, muss die gleiche Symmetrie aufweisen , die im Kosmologischen Prinzip gefordert ist

e Betrachtung einer kontinuierlichen, idealen Fliissigkeit

P
T = (,0 + c2> upu' + P6) (VIII.44)
wobei
p(r,d,p,t) = p(t), (VIIIL.45)
P(r,9,0,t) = P(t) (VIIL46)

wegen Homogenitat im 3-dim Unterraum

e cine Eigenbewegung der Materie, z.B. das Umkreisen eines Galaxiehaufens durch eine
Galaxie verschwindet im Mittel, d.h. typische Materiebewegung ist

£* = const (VIIIL.47)
—  (u") = (0,0,0,¢) (VIIL.48)
=T, =T2 =P (VIIL50)
T, = —pc? (VIIL51)

T = 0 , m#n (VIIL52)
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Feldgleichungen mit kosmologischem Glied

G, = —rkL,'+Ag,; (VIIL.53)
S S2+k
1 . —
1 2§ + —g = —kP + A (VIIIL.54)
S+ k
T3 S—; = kc?p+ A (Friedmangleichung) (VIIL55)
2 und 5 wie |

Umformung der Gleichungen fiir spitere Anwendungen; nach Division durch 3 Gleichung %

in 1 einsetzen:

S K, 9 A 4my 3P A
5ok P42 =_ )+ 2 111
S (c*p+3P) + 5 2 <p+ CQ)+3 (VIIL56)
52 E ko A k  8my A

_ K A__ Lt oA VIIL57
S2 T3Pt T T 3arlty ( )

2 Dgl. fiir S(t), P(t), p(t)
zu erginzen ist Zustandsgleichung F(P, p) = 0

Integrabilitdtsbedingung
T, =0 (VIIL.58)

Iig

kann alternativ zu Feldgleichungen verwendet werden

P P P
Tman = (p + 62>| umu” + P, + <p + 02> Upy 0" + <P + c2> um“n\\n = 0 (VIIL59)
n

P . P
<p+ 02> u" = <p+ 02> c (VIIL.60)
In

Ul = Upmjn — Dipntti = 0= T (—0) (VIIL61)
Upy 0" = b ut = AT, =0 (VIIL.62)

n 1 n 1
u, = ﬁ(v —gu")n, = ﬁ(v—96)|4 (VIIL63)

52 56 4 : 2,[9
9 = TSt Y(-1) =~ (VIIL64)
352572 sin ¥ S

V=gu = —F—=— = 35V~ VIIL65

uy, = 3?0 (VIIL.66)
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T, =0 (VIIL67)
P : P S
Tyl = <b+02> o(—c)+ P+ <,0+ CQ> (—e)3ge = 0 (VIIL68)
P\ .S
G- pt+ 5 )35 = I11.
cp—c <p+62>3s 0 (VIIL.69)
o S
= —3Z (IB) (VIIL70
o+ L g 1B) )

Beweis der Aquivalenz der Integrabilitdtsbedingung (VIII.70) zu den Gleichungen 1 (VIII.54)
und § (VIIL55):

e Differentiation von %

28852 — (2 +k)28S

3 i KC™p (VIIL.71)
S S?+k)\ S )
<~ | 5= ' II1.72
6 (S & ) g = KCp (VIIL.72)
e Rechts IB einsetzen
§ 24k 8 LS p
s o | =~ = — III.
6<S 2 ) 5 3kc S<p+02> (VIIL.73)
S _S?+k )
S S?+k ) S?+k
e Rechts ] einsetzen liefert 1
S S2+k
2§ + g —-wkP+A . (VIIL.76)

Bei Vorgabe einer Zustandsgleichung F(p, P) = 0 bzw P = P(p) kann aus der IB der Weltra-
dius S als Funktion der Massendichte p bestimmt werden, danach aus § das zeitliche Verhalten
von S bzw. p .

4 Strahlungskosmos

Welt sei nur von elm. Strahlung (Photonengas) erfiillt

Situation in Frithphase des Kosmos
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Das Photonengas ist formal durch den Energie-Impuls-Tensor der idealen Fliissigkeit zu be-
schreiben mit

1
P = §p02, (VIIL77)

pc®  Energiedichte (u)

Ableitung siche Thermodynamik-Skript
A=0

Integration von IB:

; 3 S

P = 2P - 32 (VIILT8)
p+3p 4p S

1

Elnp = —InS+ const (VIIL.79)
pc?St = const = A (VIIL.80)

d. h. bei der Expansion oder Kontraktion des Kosmos ist die Energiedichte umgekehrt pro-
portional zur 4 Potenz des Weltradius.

: 4
Integration von 4

) 2 G2
$2 = “C?f’s —k (VIIL81)
‘9 KA
y = 5% (VIIL.83)
dy 25 dS (VIIL.84)
°2
A
1% = 382 (VIIL85)
7 = —rA—dky (VIII.86)
S (VIIL87)
1/%/@4—4]@
4
E#£0 : z = g/{A—éka, (VIII.8Y)
dz = —4kdy (VIIL.89)
d
7’2 = —dkdet (VIIL90)
2vz = —4dkct+ const (VIIL.91)

4
1/ gﬁA —4kS? = —2kct + const (VIIL.92)
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e Festlegen der Integrationskonstante durch

S(to) =0 (VIIL.93)

,/%m —4kS2 = —2ke(t —to) + ,/%m (VIILO4)
4 2 2 2 2 4 4
KA —4kS* = 4k“c*(t —to)° — dke(t — to) glﬁA + -KA  (VIIL95)

S% = —kc*(t—to)* 4 2 K;(t—tg) (VIIL96)

Diskussion
o t —tg =S5 — 0, d.h. die Abstidnde zweier beliebiger Punkte der Welt werden beliebig

klein

e { — ty : Weltradius wird unabhéngig von k, d.h. er ist fiir offene und geschlossene Welten
gleich

e Strahlung kann aufgrund der eigenen Gravitationswechselwirkung einen geschlossenen

Kosmos erzeugen (k=1) , dessen Radius von Null bis % wiichst und nach At = 2 %

wieder auf Null zuriickgeht
e Nachhall der Phase des Strahlungskosmos ist 2,7 K Hintergrundstrahlung
e Expansion des Kosmos fiihrte zur Abkiihlung

e In Friihphase ist aus der Strahlung durch Paarerzeugung massive Materie entstanden,
starke WW, Plasma

e Entkopplung in spéterer Phase bei ca. 3000K, vgl. Tonisationsenergien

1eV = kT (VIIL.97)
1,6-10719 AsV
T = 2 ~ 10*K I11.
1,4-10-23J/K 0 (VIIL98)

e Eigenleben der Strahlung; Abkiihlung

5 Friedman - Kosmos

als Friedman-Kosmos im engeren Sinne bezeichnet man die Losung fiir P = 0

P = 0 = inkoharente Materie

e Materie hat keinen Druck, wie Staub oder Granulat
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(x4)

cAt

ct

e entspricht etwa dem heutigen Weltzustand, denn es gilt:

P < pc?, dh. (VIIL.99)

e Ruhmassenenergie dominiert deutlich tiber andere Energien, so Bewegungsenergie (Druck
ist Bewegung) und Strahlung

e materie-dominierter Kosmos im Unterschied zum Friithstadium (strahlungs - dominiert)

Abschiitzung von P und pc? in Sonne

Daten zur Sonne

T ~10"K Zentraltemperatur
N ~10°"  Teilchen

R ~ 700000km Radius

-V = (10°°m® =~ 10*"m? (VIIL.100)
N 1057 —231n07 14
P~ Tkl ~ 55107107 Pa ~ 10'*Pa (VIIL101)
N 10%7
pc? Vmp(;? = WlO’WlO”Pa ~ 10 Pa (VIIL.102)

P < pc? (VIIL.103)
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Abschitzung von P und pc? im Sonnenwind

Daten zum Sonnenwind bei 1 AU
T ~ 10°K
n ~5-10% Protonen,/m?

— P =~ nkgT ~ 5-10°107%310°Pa ~ 5-10"?Pa (VIIL.104)
pc? =~ nmpc® = 5-10107%" 10" Pa ~ 5-10"*Pa (VIIL.105)
P < pc? (VIIIL.106)

A=0

Integrabilitdtsbedingung

p S
- = =35 VIIL.107
: > (VIIL107)
Inp = —3InS+ const (VIIL.108)
pS® = const (VIIIL.109)
4
bzw. gs?’p = M = const (VIII.110)
fiir geschlossene Kosmen (k=1) ist M die Gesamtmasse
Einsetzen in Friedman-Gleichung
S?+k 5
37 = Kcp, (VIIL.111)
8m
ko= 0 (VIII.112)
. 1
S?+k = Em?psi”’ (VIIL.113)
_ M 1M
4T S 2 S
M., ~yM?1 M
—5° — - = —k— 111.114
2 S 2 S b 2 (v )

Gleichung kann als Energiesatz interpretiert werden: kinet + pot. Energie = const;
auch:

LY )
75” - = 2Mc (VIII.115)
Einfiihrung eines ,, effektiven Potentials®
yM?
Vers(S) = — (VIIL116)

S
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Vi A

L

k=1:, gebundene* Bewegung, S endlich, geschlossener Kosmos
k = —1: , ungebundene* Bewegung, S unbegrenzt, offener Kosmos
k =0 :,, Grenzfall, ungebunden, offener Kosmos

Integration der Friedman-Gleichung
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Vi k
5
-
—g Mc®
w8 \
"Umbkehrpunit '
Abbildung VIII.1: k =1
Vr
%Mcz
e 5* T 5
s

Abbildung VIIIL.2: k = -1
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e Variablen Transformation
T = + %, (VIIL.117)
dr - j:% (VITL118)
. Sir
yM? ko
2v M
C Z S — kS? (VIIL121)
45 g (VIIL.122)
\/2BES — kS2
e Integration fiir k=0
d
/S = /dT (VIII.123)
IV
1
VS = T+ const (VIIL.124)
2vM
02
Sei T=0 bei = const = 0 (VIII.125)
M,
= —T I11.12
S 5.2 (V 6)
MT?
—  c(t—ty) = /SdT j:g 73 (VIIL.127)
d.h. S(tp) = 0 als Anfangsbedingung gewahlt
e Parameterdarstellung der Losung fiir k=0
M,
—T I11.12
S 5.2 (V 8)
_ M3
c(t—ty) = j:@T (VIII.129)
e Integration fiir k = +1
d
/ 5 _ / JT (VIIL130)
/52 4 M g
28 + 21
= —arcsin ——55 ¢ (VIIL.131)
c2
= T+ const (Bronstein Nr. 241 ) (VIII.132)
S -4
< = sin(T + const) (VIII.133)
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Wahl: S =0 bei T'= 0 — const = —%
M M T M
S-"@ = a(T-3) = g et
M M
S = ’YT—’YTCOST
c

M
— c(t—ty) = :I:/SdT = :I:fYC—Q(T—sinT),

d.h. S(tp) = 0 als Anfangsbedingung

e Parameterdarstellung der Losung fir £ =1 :
yM
S = +c—2(1 —cosT)
M

c(t—ty) = iC—Q(T —sinT)

e Integration fiir £k = —1
/ds - /dT
V52 + LS
/ dS
(2" ()

B / dx
V2 — a2
+ 2t
= Arcosh VMC = T + const
o
M M
S+ W—Q = 7—2 cosh(T + const)
c c

Sei S=0beiT =0 = const=0

S = M(COShT -1)

2
M
—  c(t—ty) = :I:/SdT = :I:’YCT(sinhT -T)
d.h. S(tg) = 0 als Anfangsbedingung
e Parameterdarstellung der Losung fiir k = —1 :
yM
S = C—Q(coshT -1)
M
o(t—ty) = =l (sinhT —T)

c2

(VIIL134)
(VIIL135)

(VIIL.136)

(VIIL.137)

(VIIL.138)

(VIIL.139)

(VIIL.140)

(VIII.141)

(VIII.142)

(VIIL.143)

(VIIL.144)

(VIII.145)

(VIII.146)

(VIIL147)
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L |

k=—1
y M

/:0
L)
— -
2"(3’1:!) of
[

ef,=0

Diskussion der Lésungen

e Zykloide bei k = 41 | geschlossenes Modell
e k =0,k = -1 stdndige Zunahme des Weltradius
o Weltanfang bei tg : S(tp) = 0 , d.h. Singularitét

e nahe ¢y habe alle 3 Typen das gleiche Verhalten

M
S ~ 7202 T2, (VIII.148)
62 3
S M (6c : t—to)}3 VIIL150
~ 962 \har {e(t —to)} (VIIIL.150)
1
_ yM\3 1 2

6 Kosmologische Rotverschiebung und Hubble - Konstante

Zeitabhangigkeit des Weltradius bzw. Skalenfaktors S(t) fithrt zu einer Rotverschiebung, der
s.g. kosmologischen Rotverschiebung

e hat nichts zu tun mit einer Gravitationsrotverschiebung aufgrund des Gravitationsfeldes
an Quelle oder Empfinger

e hat nichts zu tun mit Dopplerverschiebung aufgrund von Eigenbewegungen von Quelle
oder Empfénger

e kosmolog. Rotverschiebung tritt in allen Robertson-Walker-Metriken auf, nicht nur im
Friedman-Kosmos

Betrachtung zweier typischer Galaxien im einer RWM
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2 2 dr? 20792 | i 2 2 2
ds® = 5(t) T2 + r4(dv* + sin® ¥dp®) ¢ — dct (VIII.152)
e Trajektorie der Galaxien £* = const , also r = const, ¥ = const, ¢ = const
e von erster Galaxie werde zur Zeit t; Licht ausgesandt, von zweiter Galaxie werde dieses
Licht zur Zeit to empfangen
e wegen Homogenitét und Isotropie der RWM kann 0.B.d.A. eine Lichttrajektorie betrach-
tet werden mit d = dp =0
- 0 = ds* = 52‘177”2 — dct? (VIIIL.153)
N N 1 — kr? ’
e Transformation r — x mit
siny fir k=1
r=< x fir k=0 (VIII.154)
sinhyx fiir k=-1
e k=0
dr = dyx: (VIII.155)
ds* = S%dx* —dct®> = 0 (VIII.156)
e k=1
dr = cosxdy: (VIIL.157)
ds®* = S%dx* —dct* = 0 (VIIL.158)
o k—-1
dr = coshydy: (VIII.159)
ds* = S%dx* —dct®> = 0 (VIII.160)
e folglich fiir jedes k
dct
dy = 2= (VIIL161)
S
e Betrachtung zweier aufeinanderfolgender Wellenberge des Lichsignals; beide Wellenberge

miissen von der Quelle zum Empfanger den selben Koordinatenabschnitt y zuriicklegen:

to to+0to
det dct

X = / S / St (VIIL162)
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e folglich
ta ta+0ta
0 — / -
31 t1+0t1
t1+6t1 to to to+dta
_ ot / b / 4
tl t1+6t1 t1+(5t1 t2
t1+0t1 to+dto
B dct dct
S S
t1 to

(VIIL.163)

(VIIL164)

(VIIL.165)

e withrend der Zeitspannen 0t; bzw. 6ty (10~ !4s fiir sichtbares Licht) ist S(ct) praktisch

konstant:

0ty 2

e Einfilhrung der Frequenz f = %

1 1

hiS(t)  f5(t)
bzw: f(t)S(t) = const

O =

Expandierender Kosmos: S wéichst

— f fiir vagabundierende Photonen schrumpft
— fortgesetzte Rotverschiebung fiir im Kosmos vagabundierende Photonen

Definition der Rotverschiebung z wie im Abschnitt 4.6

fi fQuelle
z = —=——-1= —-1
fa fEmpféinger
t S(t )
z = S(tz) —1= 2 Empfang/ _ 1 kosmolog. Rotversch.
S(t1) S(tQuell)
Expandierender Kosmos : z > 0
Darstellung von z mittels Wellenldnge A = %
Lot demM S(te) - S(t)
A1 A1 S(t1)

relative Dehnung der Wellenlénge wie Expansion des Kosmos

(VIIL.166)

(VIIL167)
(VIIL168)

(VIIL.169)

(VIIL.170)

(VIIL.171)
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weitere Auswertung von

S(t2)
z= -1 VIIL.172
Sth) ( )
e Identifizierung von ¢y mit heute
e Entwicklung von S(t) in Taylorreihe um 3 :
1
S() = S(t2) + Su(t2) - (t = t2) + 5 Sjuu(t2) (¢ — ta)’+...  (VIIL173)
S(t) = S(ta) {1 FH(t—t) — gHQ(t )2 } (VIIL174)

mit der Hubble - Konstanten

~ Sp(t2) - S(ta)

H= =c VIIIL.175
St °S(e) WVHLIT)
und dem Verzogerungsparameter oder auch Beschleunigungsparameter
Spe(t2) 1 5 S(ta) 1 S%(t2)
=— — =—c == VIII.176
S(ty) H? S(ta) ¢ S2(ty) ( )
S(ta)S(t
g = 2)S() (VIIL177)
52%(t2)
o Identifikation von t mit ¢;
1
= -1 VIIL.178
5 1+H(t1—t2)—%H2(t1—t2)2—|—... ( )
z = {1 — H(ty —to) + H*(t1 — t2)* + gH2(t1 — )% + .. } -1
2 o~ Hts—t)+ (1 + g) H2(ty — 11)? (VIIL179)

(Rotverschiebung in Abhéngigkeit von Lichtlaufzeit)

Umrechnung auf Rotverschiebung-Abstands-Relation

e D sei Abstand zwischen sendender Galaxie und empfangener Galaxie

e wegen Homogenitdt und Isotropie wird sendende Galaxie in Ursprung der RWM posi-
tioniert, damit ist D als radialer Abstand zu berechnen ( d¥ = dy =0 ) aus

ds* = S%dx* —dct? , dt = 0 (VIII.180)
2 2

D = /ds = /de = Sx (VIII.181)
1 1
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e Y ausdriicken durch Lichtlaufzeit iiber
to d to d
ct ct
= — = VIII.182
X S(ct) /S(tQ){1+H(t—t2)+...} ( )
t1 t1
to
dct
X = —— {14+ H(t—ta)+...} (VIII.183)
S(tz)
t1
clty—t1)  He(ty —t1)?
— VIII.184
X S(ta) 25(t2) ( )
e folglich: heutiger Abstand D(t2)
D(ty) = S(t2)x (VIIIL.185)
H
D(ts) ~ clta—t1)+ {(tQ —#)? (VIIL186)
e umstellen nach ¢; — t9 und iterative Losung
D(ts) H 5 D(ts) H D?*(t3)
to —t] =~ ——(to—t1)" = - — II1.1
2 c 2 (b2 = t1) c 2 2 (v 87)
e Einsetzen in z liefert Rotverschiebung-Abstands-Relation
D(t HD?(t D2(t
p{P) HD ()] (1 + ?> 22 () (VIIL188)
c 2c2 2 c2
HD H?’D*1
L = MRk (VIIL189)
c c 2
e exp. Werte fiir H und q unsicher
e typisch
km /s
H = 50 VIIT.190
Mpe ( )
0 < ¢ < 1 (VIIL.191)

7 Kritische Massendichte

Ausgangspunkt: aus der Rotverschiebung-Abstands-Relation lassen sich H und q (im Prinzip)
bestimmen

Einsetzen von

(VIIL192)

(VIIL.193)
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in die Feldgleichungen
S S*+k
2§ 2 = —Kp (VIIL.194)
S? 4+ k
3= = KE2p (VII1.195)
bzw:
6= = —k(c?p+3p) (VIIL.196)
ergibt
6gH> = c*r(cp+ 3p) (VIII.197)
k
3H? = c4/£p—023§ (VIIIL.198)
heutiger Kosmos: p < pc?
6gH? = kpc! (VIIL.199)
k
3H? = c4ﬁp—3§ (VII1.200)
9 1k
- (2¢—1)H* = 25 (VIII.201)
d.h. k = 0,=£1 ist allein aus q bestimmbar:
q > % — k=41, geschlossener Kosmos
g<i — k=-1, offener Kosmos (VIIL.202)
q= % — k=0, offener Kosmos
dem Ubergang vom offenen zum geschlossenen Kosmos ( ¢ = % ) entspricht eine kritische
Massendichte pg,;+ vermoge
1
6 - iH = 3H = Kpgrit (VIII.203)
3H?
ZU  Prrit 1 (VIII.204)
K

allerdings: Unsicherheit fiir q ist noch zu grofs, um q und damit k festzulegen

e wahrscheinlichste Werte

k
Ho— 7055 gt o109y
Mpc
g = 1+1
p = 3-1073" gem™3  ( Faktor 10 als Unsicherheit)
prrit = 6107 gem™

VIIIL.205

VIII.206
VIIL.207
VIIL.208

—~ /N
T — D
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8 Einfluss der kosmologischen Konstanten

Ausgangspunkt sind die Gleichungen (VIII.54) und (VIII.55)

S,184k kP 1
S 2 52 2 2
S? +k K o 1
LT P A
52 6“7 %
Differenzbildung liefert
S K, 3 1
Z = —P —A VIIIL.209
ST 6" <p Tz ) 3 ( )
52 E kK, 1
= 4= -A VIII.210
AR R ( )
Mit k = 87;47, K = gz(f), a(t) := g((tt)), to = heute
folgt
a A vy 3 1
- =— =P —A VIII.211
a 3c3 (p Tz ) T3 ( )
22
a 1 K 87y 1
= 41 A . VIII.212
a? 2 a2 3 Pt 3 ( )
Die Kosmologische Konstante schreiben wir nun vermége
8
A=: 7227,0,\ , Py := —cpp (VIII.213)
pa reprasentiert die kosmologische Konstante in Einheiten der Massendichte,
1 kg
[A] = ol [pa] = el (VIIL.214)
Folglich
a ¥ 3
- = —=(P+ P, VIII.215
” 303 {p+pA+CQ( + A)} ( )
02
a 1 K 8mxy

Aus der ersten Gleichung folgt:

(a) FirA=0:d <0
a
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(b) Fiir A < 0:d <0

(c¢) Fir A > 0 und gentigend grof: @ > 0
a

Es ist insbesondere der aus einer positiven kosmologischen Konstanten folgende negative Druck
Py, der das Universum beschleunigt auseinander treibt!

Erinnerung: Positiver Druck fiihrt immer zur Kontraktion, denn

Druck = Energiedichte = Massendichte = Kontraktion .

Expansion bedarf also immer eines negativen Drucks.

9 Massenparameter

Fiir weitere Umformungen wird statt der ersten Gleichung die Integrabilitdtsbedingung (VIII.70)
und deren Konsequenzen (VIIL.80) und (VIII.109) benutzt. Wenn mit p,, die heutige Mate-
riedichte (Materie im Sinne endlicher Ruhemassendichte) und p, die heutige Massendichte der
Strahlung bezeichnet wird, dann folgt

p(t) +pr=pm a > +prat +pp (VIIL.217)
Dann verbleibt ) X
a o 8my -3 4
PRl + 3.2 (pm a2+ pr a™ " + pp) (VIIIL.218)
Die linke Seite wird durch den Hubble-Parameter
S (t ;
H(t) _ \t( ) _ a
S(t)
ausgedriickt und liefert
H?=-Ka?+ 871-Tfy(pm a4+ prat Fpn) . (VIIL.219)

Es ist nun vorteilhaft normierte Dichteparameter einzufiihren. Zur Normierung wird die heu-
tige (t = ta, a(t2) =1, H(t2) =: Hy, K = 0) kritische Dichte

3 H?
8T

Prrit(t2) = (VIIL.220)
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verwendet. Dann folgt

H? 3K
=T a4 <pm ad 4+ gty ’)A> . (VIIL221)
Hg 8T ¥ Prrit Pkrit Pkrit Pkrit
Mit den konstanten Massen-Parametern
Q= pm/ Prrit (VII1.222)
Q= pr/Prrit (VIII1.223)
Qn = pA/ Prrit (VII1.224)
folgt
H? 3K
=0 (U a P a Q) (VIIL.225)

FOQ 87 Y Pkrit
Diese Relation wird nochmals fiir den heutigen Zeitpunkt ¢t = to aufgeschrieben zu

3K 3K
l=—— 2 Q0 4+Q 4+ = -2 Q. (VIIL.226)
8T 7 Pkrit 8T Y Prrit

Qg ist dann die Summe der heutigen Massen-Parameter; (g = 1 korrespondiert zum kritischen
Massen-Parameter (entspricht K = 0). Dies liefert

H2
5 = a3+ Qa0+ (1-Q) a2+ Qy (VIII.227)
0
oder )
H
= = O A+234+Q A+ +(1-Q0) A+2)2+Q . (VIII.228)
0

Mit dieser Beziehung kann H und damit @ in die Vergangenheit (wachsende z) zuriickverfolgt
werden, wenn die heutige Materie-Zusammensetzung bekannt ist.

Insbesondere ist diese Beziehung geeignet, um das Weltalter ¢3 seit S(¢ = 0) = 0 zu berechnen.

Zunéachst gilt
1dS S(t) 1

H=—-— = . 111.22
Sdt T Sl 1tz (VII1.229)
Dann folgt
ds 1+2z S(t2)dz dz
= = — = — 111.2
U= o™ S H (422 (1+2)H{) (VII1.230)
bzw.

t2

0 0o
= [dt= . 1I1.231
/ / 1+z / 1+z (v 31)
0 [ee] 0

10 Helligkeits-Rotverschiebungs-Beziehung

e Betrachtung zweier Galaxien ruhend in r, 9, ¢
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Tops  (mitbewegte rad. Koord.,
kein Radius)

Fops = 4m d? (tobs)

e Punktquelle (Galaxie) bei r» = 0 strahlt mit absoluter Helligkeit L zur Zeit t.,, iiber
Zeitspanne dte,, in Wellenldngenintervall dve,, isotrop

e Empfénger (wir) bei r,ps empfangt abgestrahlte Energie zur Zeit ¢,s tiber Zeitspan-
ne dt.ps in Wellenlangenintervall dv,ps; abgestrahlte Energie wird als Energie Lgys pro
Flacheneinheit empfangen

— L(Stem(SAGm = Lobsétobs(S)\obsFobs (VIH.232)

e Zusammenhang von d und rgps:
Robertson-Walker-Metrik mit Mittelpunkt in abstrahlender Galaxie

d 2
ds? = S%(t) { i Tk 5 + 7% (d” + sin® z9d¢2)} — Pdt? (VIII.233)
— RT

d ist der Euklidische Abstand zwischen den Koordinatenwerten » = 0 und rgs; Eu-
klidisch deshalb, weil die Oberfliche F,,, = 47 d? keine Notiz von einer eventuellen
Krimmung des Raumes nimmt; vergleiche dazu den Umfang eines Kreises U = 27 d fiir
einen Kreis in der Ebene und einen Kreis auf einer Kugel; im Kugel-Fall ist d gerade nicht
entlang eines Grofkreises zu nehmen, sondern als ungekriimmter Abstand zwischen dem
Kreismittelpunkt und dem Kreisrand auf der Kugeloberfliache, siehe folgendes Beispiel:

e Analogon: Betrachtung eines Riemann-Raumes mit zwei rdumlichen Dimensionen und
konstanter Krimmung

(a) k=+1: ds*= S%(t) (d¥*+ sin? 9dyp?) — dct?
Die zwei raumlichen Dimensionen sind als Oberflache einer Kugel im
3-d Raum eingebettet. ¥ Poldistanz, ¢ Azimut

(b) k=0: ds*=dR?+ R?dp? — dct?
Die zwei rdumlichen Dimensionen spannen eine Ebene auf.
R und ¢ sind Polarkoordinaten.
Transformation R — r iiber

R=S(t)-r , 0<r<1
dR = Sdr
ds* = S2(t) (dr® + r?dy?) — det®

e Veranschaulichung der analogen 2-d Rdume
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(a) k=+1:

¥ — p—Koordinatensystem wird so gelegt, das emittierende 2-d Galaxie

im Nordpol liegt. Die observierende 2-d Galaxie liegt auf einem Brei-

tenkreis.

em

Photonen-
trajektorie

Die isotrop bei 1 = 0 emittierten Pho-

" tonen erzeugen auf dem Kreis ugps in
. jedem Punkt Lps.

Upbs — 2md

Aus geometrischen Verhéltnissen liest
man ab

d = Ssind

(b) k=0
T Der Ubergang von k = 1 zu k = 0 wird
. I erreicht, indem die gekriimmte Pol-
=TT T == d "~ kappe in den schraffierten Kreis glatt
/\ini//' obs gebiigelt wird. d dndert sich nicht. In
diesem Sinne ist d in beiden Fallen der
Upbs euklidische Radius.

e Die beiden 2-d Fille (a) und (b) sollen nun durch eine vereinheitlichte Formel erfasst
werden und fiir d soll eine Berechnungsmoglichkeit entwickelt werden, die unabhéngig
von der geometrischen Vorstellung und somit auf héhere Dimensionen erweiterbar ist.

(a) k= +1: Transformation ¢ — 7:

r =sind
dr = cos ¥dv
d9 — dr

V1—r2

ds? — S2 <d”’2

1,2 + rzdgoz) — det?

(b) k=0:
ds? = §? (dr2 + r2d<p2) — det?

(a) und (b) zusammengefasst:

ds? = §? < + r2dcp2> — dct?

1 — kr2
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e d ist nun am einfachsten aus dem Fall (b), also £ = 0 zu berechnen. Mit dp = 0, dt =

0, k=0 folgt
obs Tobs
d= /dSZ /S(t)dr:S-robs
em 0

Diese Berechnung von d ist direkt auf héhere Dimensionen verallgemeinerbar.

e Berechnung von d {iber RW-Metrik mit k£ = 0 bei di = dp = dt = 0 und der Definition

S(tops) =: So:
,Tgbs Tobs
d(tons) = / ds = / S(tape)dr = S(tops) Tons = SoTops - (VIIL234)
'r=0’ r=0
Damit ist
Fops = 4m S3r2,, . (VIIL.235)
e Zusammenhang von r,s und radialer Trajektorie der Photonen (ds = 0, d = 0, dp =
0):
O P —— (VIIL.236)
= C . .
V1 — kr?
Separieren der Gleichung ergibt
Tobs tobs
dr dt

—=-°) 357 (VIIIL.237)

em

Das linke Integral ldsst sich fiir die drei méglichen Werte von k analytisch 16sen. Wir
definieren eine Hilfsfunktion o(z) mit

arcsin(z) ; E=+1
o(x):=<x; k=0 (VIII.238)
Arsinh(z) ; kE=-1

und erhalten

tobs

0(Tops) = ¢ SCZ) . (VIII.239)
tem
Umrechnung auf Rotverschiebung z:
1 S(tobs) So
=——-1= —1=—-1 VIII.240
T S(t) S(t) ( )
dt dS 1 —dz
e =2 [ 3575 = 5 )
S

0 z
c 1 c dz
=—— [ —dz=— 111.241
So / Hdz So / H(z) v )
z 0



10 Helligkeits-Rotverschiebungs-Beziehung 231

Um diese Gleichung nach 7,5 aufzulosen invertieren wir o (rqps) fiir K = £1 mittels einer
weiteren Hilfsfunktion ¥(z) mit

sin(z) ; k=41
Y(z) =< z; k=0 (VIIL.242)
sinh(x) ; E=-1
und erhalten
z
c dz
== | —/= 111.24
Tobs So H(Z) (V 3)
0

e Fiir A = 0 kann das Integral sogar analytisch ausgewertet werden. Es ergibt sich die
Mattig-Relation (Mattig, 1958). Natiirlich soll hier aber A # 0 betrachtet werden, da ja
gerade A bestimmt werden soll. In diesem Fall ist das Integral numerisch auszuwerten.

e Diese Helligkeits-Rotverschiebungs-Beziehung wird nun wie folgt benutzt: Bekannt sind

L bei Beobachtung von Standard-Kerzen (Supernovae vom Typ Ia)
Los  Beobachtungsgrofe
z Beobachtungsgrofe

( Hy Beobachtungsgrofe )
Gesucht sind
QA, Qm> Qrv ka SOa tQ 7(H0)

o Helligkeits-Rotverschiebungs-Beziehung
Otemn OAem 1

Lops =L VIII.244
’ 5tobs 5)\obs Fobs ( )
5 2
1 1 1 c dz
Lops = L S| = VIIIL.245
b 1+ 2z 14z 4w S? SO/H(z) ( )
0
mit
H(z) = Ho /4 (1 — Q)1+ 2)2 + Quu(1 + 23) + Q. (1 + 2)* (VTII.246)
e Definition der Leuchtkraftentfernung dj, tiber
Lops = —2 (VIIL.247)
obs — A d% .
o dE=(1+2)282%2 C/ dz
0 So ) H(2)
0
dp=(1+2)5% C/ dz (VIIL.248)
b °“\ S ) H(z) .
0



252 VIII. Kosmologie

c k
- VIII.249
50 Ho V Qo —1 ( )

e Bemerkung: bei k = 0 hebt sich Sy heraus, da ¥(x) = =.

mit

e Bei Beobachtung vieler Standard-Kerzen mit unterschiedlichen Rotverschiebungen z er-
gibt die Helligkeits-Rotverschiebungs-Beziehung entsprechend viele Gleichungen aus de-
nen die gesuchten Grofen durch Ausgleichsrechnung ermittelt werden. Es ergibt sich!?

Qp=1.02+0.02 (K ~0)
Q. ~0

Qp =~ 0.73

Qn =0.271+0.04

km /s

Mpc

to = (13.7+£0.2) Gyr

Hy = (71 +4)

e 5p ist nicht bestimmbar wegen K ~ 0. Bei k = 0 kiirzt sich Sy innerhalb der Helligkeits-
Rotverschiebungs-Beziehung weg.

e Das dem nichtverschwindenden Wert (25 zugeschriebene Fluid nennt man Dunkle Ener-
gie.

o Der Wert €, ~ 0.27 kann nicht alleine durch die sichtbare baryonische Materie (£23)
und durch Schwarze Locher erkldrt werden. Der fehlende, heute noch nicht erklarbare
Anteil, wird Dunkle Materie genannt (€24). Dann ergibt sich

Q= Qp + Qy
mit
Oy ~ 0.044 + 0.004
Qd ~ 0.23
o Kandidaten sind fiir

(a) Dunkle Energie die Vakuum-Fluktuationen

(b) Dunkle Materie die WIMPs (Weakly Interacting Massive Particles) als aus der
Supersymmetrie vorhergesagte aber noch nicht nachgewiesene Teilchen.

1Je nach Methode (Helligkeits-Rotverschiebungs-Beziehung oder Analyse der kosmischen Hintergrundstrah-
lung) unterscheiden sich die Werte und die dazugehorigen Fehlerbalken leicht; der interessierte Leser sei daher
flir den aktuellen Forschungsstand an die Fachliteratur verwiesen.

2t5 kann durch Gleichung (VIII.231) bei Kenntnis der anderen Parameter direkt bestimmt werden.
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11 Flachheitsproblem

Die heute bestehende weitgehende Flachheit (K = 0) des Universums bedeutet, dass die
Gesamtmassendichte p(t2) recht genau der heutigen kritischen Massendichte pg,;+ entspricht.
Dieses Zusammenfallen der beiden Werte birgt allerdings ein Problem in sich. Um dieses her-
auszuarbeiten werden die Gleichungen des Abschnitts '"Massenparameter’ umgeschrieben.

Gleichung (VIII.220) stellt die heutige kritische Massendichte dar. Gleichung (VII1.219) macht
deutlich, dass zu fritheren Zeiten die kritische Massendichte, die jetzt zur Vermeidung von
Verwechselungen mit pe(t) bezeichnet werden soll, bestimmt wird vermoge K = 0 zu

8T 3H?
H? = ’chm't bzw. Perit =

VIIIL.250
3 8Ty ( )

Gleichung (VIII.219) wird jetzt fiir allgemeine Massendichten p(¢) umgeschrieben in

8y

H? = —Ka™?
a “+ 3

p(t) . (VIIL.251)
Diese Beziehung wird nun mit der zur jeweiligen Zeit ¢ geltenden kritischen Massendichte
Perit(t) normiert und es folgt

Ka™ = p(t)

1=-— + . VIII.252
H? pcm't(t) ( )

Es wird der Massenparameter

Qt) = p:: S()t) (VIIL.253)

eingefithrt und H? aus (VII1.227) eingesetzt. Es ergibt sich

Ka™?
Q—1= VIII.254
HZ (Qp+ (1 —Q0)a=2+ Qa3+ Qra?) ( )
Wegen (VIII.226) gilt
K
Q—1=— VIIIL.255
0 Hg ) ( )
woraus folgt
Q-1= o — 1 (VIIL256)
a2 +1— Q¢+ Qa! + Qa2 '
bzw. a1
Q- 0 (VIIL.257)

1=
QA1 4+2)24+1—-Q +Qn(1+2)+Q2(1 + 2)?

Wir erinnern: g = 1 korrespondiert zur heutigen Flachheit; 2 = 1 korrespondiert zur Flach-
heit zu beliebigen Rotverschiebungen bzw. beliebigen Zeiten.

Die heutige geringe Abweichung von der Flachheit sei ¢g = Qg — 1; die Abweichung von der
Flachheit zu fritheren Zeiten sei € = (2 — 1. Somit ist die Flachheit zu fritheren Zeiten

€0
= . VIII.258
¢ Qpra? + e+ Qna1 4+ Qa2 ( )
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Fiir die Flachheit nahe dem Urknall (a — 0, €, — 1) ergibt sich

€0 €0 o
= — . VIII.259
Qa2 Q, @< ( )

(SR

Die Kriimmung des Universums miisste demnach frither noch sehr viel kleiner gewesen sein
als heute; sie wird immer winziger je jliinger das Universum ist.

Abschétzungen:

(a) t=tg (heute) € ~ 1072
(b) t~1s (Nukleosynthese, z ~ 10%) e~ 10718
(c) t~10"% s (Planck-Zeit, z ~ 10%?) € ~ 10756

Das Kosmologische Standardmodell liefert keine Erklarung fiir diese extrem genaue Justie-
rung der Massendichte auf den kritischen Wert. Erklart wird dieses 'Flachheitsproblem’ im
Inflationsmodell, das hier im Rahmen der ART-Vorlesung jedoch nicht behandelt wird.
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Zusammenfassung
Kosmologie

Anwendung der ART auf Kosmos als Ganzes
Kosmologisches Prinzip: Im Kosmos sind alle Positionen und Richtungen gleichwertig!

— Raum konstanter Kriimmung
— Robertson - Walker - Metrik

d 2
ds®* = S%(t) L4 (d¥? 4 sin® 9dp?) ¢ — dct?
1 — kr2
k = 1,0,—-1
Energie - Impuls - Tensor
P(t
- {p(t) + 0(2)} ™ + P(£)S
(u") = (0,0,0,¢) (Ruhesystem)
Feldgleichungen
2§+M = —kP
S S? B
S?+k
37 = kc?p
bzw.
F; S .
= —3— (Integrabilitat
Strahlungskosmos
02
P = 3P (Zustandsgleichung inkohér. elm. Str. )
—  PpSt = = const

A
§? = —ch(t—t0)2+2q/%(t—to)

Friedman Kosmos
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sA /k=_1

P = 0 (Zustandsgl. inkohérenter Materie)
4
— gpS?’ = M = const
k=0: S= 1% c(t—ty) = +£313
k=1: S= VC—]X[(l—COST); c(t—ty) = :l:“’c—];/[(T—sinT)
k=-1: S= Yl(coshT —1); c(t—ty) = =L (sinhT —7T)

Kosmologische Rotverschiebung

S(tEmpfang)

-1
S(tQuell)

0 fiir expandierenden Kosmos

HD H2D?1+¢
c c? 2

( Rotverschiebungs - Abstands - Relation )
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mit
H = CE ( Hubble - Konstante zu tgmpfang)
Ss iy
qg = 5 (Verzégerungsparameter zu tgmpfang)
Beobachtungswerte
k
H o~ 70 KR
Mpc

0 < ¢qg <1

kritische Massendichte

g>3% = k=+1 (geschl)
1k -
(2¢ - VH? = 2 g=3 = k=0 (offen)
g<3 = k=-1 (offen)
1 _ _
q = 5 D PErit N 6-10 SOg cm 3

Beobachtung:

p~3-1073! g cm™3 ( Faktor 10 unsicher)
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