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1. Einleitung

Im Zuge der Bemuhungen, das Interesse am Fach Physik zu erhéhen und den Physikunterricht
motivierender zu gestalten, wird die Forderung zunehmend lauter, physikalische Inhalte in
,sinnstiftende Kontexte* [1] einzubetten. Wie bereits in [2] argumentiert wurde, erfiillen Fer-
miprobleme auf nattrliche Weise diese Forderung. Meist handelt es sich schon von vornhe-
rein um interessante Fragestellungen, die der Alltagswelt entnommen worden sind. Zudem
wird durch die bei Fermiproblemen Ublichen vereinfachenden Modellannahmen und Abschét-
zungen die Komplexitat des Problems wesentlich reduziert. Dies hat den Vorteil, das wirk-
lichkeitsnahere Fragestellungen, die sich ja der gewdhnlichen Behandlung im Unterricht
durch ihre komplexe Problemstruktur oft entziehen, diskutiert werden kénnen.

In diesem Artikel soll am Beispiel einer einzigen Formel gezeigt werden, auf wie vielféltige
Weise man mit Fermiproblemen die Unterrichtsinhalte in interessante Kontexte einbinden
kann. Als Beispiel wahlen wir die Formel fur den Stromungswiderstand in einer turbulenten
Stromung. Die Kraft auf einen turbulent umstrémten Korper in einem Medium der Dichte p
betragt:

E, = %CW,OAU2. 1)

Dabei ist A die Frontflache des umstromten Korpers und v die Relativgeschwindigkeit zwi-

schen Korper und Medium. Der dimensionslose Widerstandsbeiwert cy héngt von der Form
des umstromten Korpers ab. Er ist den meisten Schilerinnen und Schiilern aus der Autower-
bung ein Begriff. Viele wissen auch, dass sein Wert fiir Autos sich im Bereich zwischen 0,3
und 0,35 bewegt. Fur einen idealen Stromlinienkdrper hat cy den Wert 0,055.

Wir werden diese Formel im folgenden in verschiedenen Kontexten anwenden. Zundchst be-
trachten wir die Hochstgeschwindigkeit von Autos, dann fragen wir, wie schnell Schiffe fah-
ren konnen, und schliel3lich diskutieren wir, um wie viel die Zeiten im 100 m-Lauf durch
Ricken- oder Gegenwind beeinflusst werden. Ein weiteres Beispiel fur eine Anwendung der
Formel (1) findet man in einem anderen Artikel dieses Hefts [3], wo mit ihrer Hilfe abge-
schatzt wie viel ein Hai am Tag fressen muss.

2. Hochstgeschwindigkeit von Autos

Ein einfacher, aber interessanter Zusammenhang l&sst sich mit der Formel (1) zwischen der
Leistung eines Autos und seiner Hochstgeschwindigkeit herstellen. Die theoretischen Zu-
sammenhéange sind schnell erklart: Auf ein fahrendes Auto wirken verschiedene abbremsende
Kréfte, z. B. die Luftwiderstandskraft oder die Rollwiderstandskraft. Damit ein Auto mit kon-
stanter Geschwindigkeit féhrt, muss eine Antriebskraft ausgelibt werden, deren Betrag so grof3
ist, dass die abbremsenden Kréfte kompensiert werden und die Summe aller am Auto angrei-
fenden Kréafte Null wird. Dazu ist eine gewisse Leistung, die Motorleistung erforderlich.

Bei konstanter Geschwindigkeit ist der Zusammenhang zwischen Kraft und Leistung durch
P=W/t=F s/t=F-v



gegeben. Fur ein Auto bei hoher Geschwindigkeit ist der Rollwiderstand gegentiber dem
Luftwiderstand in erster Naherung vernachlassigbar (wir werden das spater nachpriifen). Wir
konnen also fur F die Formel (1) fur die Luftwiderstandskraft einsetzen und erhalten:

P =ic pAv’.

Wenn P die maximale Motorleistung ist, kdnnen wir aus dieser Formel die Geschwindigkeit v
bei dieser Leistung, also die Hochstgeschwindigkeit des Autos, ermitteln:

\/p-A-cW

Dies ist der gesuchte Zusammenhang. Er soll nun tberpriift werden.

Modell Leistung (kW) Hochstgeschwindigkeit berechnete Hochstge-
(km/h) schwindigkeit (km/h)
Fiat 126 17 105 112
Citroen 2CV 20 110 118
Renault 4 GTL 25 120 127
VW Polo 33 142 139
Opel Corsa 40 152 149
Lancia Delta 1300 55 163 165
Honda Civic 63 172 173
Ford Sierra 74 181 182
Volvo 360 82 180 189
Alfa Romeo Spider 94 193 198
Mercedes 230 CE 97 200 200
Audi 100 101 202 202
Saab 9000 118 210 213
BMW 528i 135 215 223
Porsche 911 160 240 236
Jaguar XJS 217 241 261
Ferrari Testarossa 287 290 287
Lamborghini Countach 334 295 301

Tabelle 1: Leistung, Héchstgeschwindigkeit und berechnete Hochstgeschwindigkeit fiir verschiedene Automo-
delle

Die maximale Motorleistung eines Autos ist eine GroRe, die den meisten Autobesitzern als
PS-Zahl bekannt ist. In der ersten Spalte von Tabelle 1 ist die maximale Motorleistung (in
kW) verschiedener Automodelle zusammengestellt (aus [4]). Die zweite Spalte enthalt die
Hochstgeschwindigkeit des betreffenden Automodells. In der dritten Spalte ist die nach For-
mel (2) berechnete Hochstgeschwindigkeit eingetragen. Dabei wurde die Dichte der Luft p =
1,3 kg/m? eingesetzt. Als Annahmen fiir Frontflache und cy-Wert wurden A = 2,5 m? und cy
= 0,35 zugrundegelegt.




Man bemerkt die erstaunlich gute Ubereinstimmung zwischen unserer Abschatzung und den
tatsdchlichen Werten. Noch offensichtlicher wird dies in Abb. 1, wo die gleichen Daten gra-
fisch aufgetragen worden sind. Man erkennt insbesondere, dass die Daten der durch Glei-
chung (2) ausgedruckten funktionalen Abhangigkeit ausgezeichnet folgen.
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Zum Abschluss soll noch die Annahme tberpriift werden, dass die Rollwiderstandskraft des
Autos klein gegenuber der Luftwiderstandskraft ist. Fir den Luftwiderstand gehen wir dabei
von den gleichen Werten wie oben aus. Bei einer Geschwindigkeit von 150 km/h ist die
Luftwiderstandskraft Fy = 987 N. Zur Berechnung der Rollwiderstandskraft nehmen wir eine
Fahrzeugmasse von 1,5 t und einen Rollreibungskoeffizienten f = 0,015 an [4], so dass sich
ergibt: Fro =+ m - g =220 N. Obwonhl bei dieser Geschwindigkeit die Rollreibungskraft noch
nicht sehr klein gegenuber der Luftwiderstandskraft, ist es bei einer Behandlung der Frage als
Fermiproblem dennoch gerechtfertigt, sie in erster N&herung auller Acht zu lassen.

3. Geschwindigkeit von Schiffen

Die Stromungswiderstandsformel (1) gilt nicht nur fir den Luftwiderstand, sondern sie hat
einen weiten Anwendungsbereich bei turbulenten Stromungen. Wenn wir fiir p die Dichte von
Wasser einsetzen, kdnnen wir zum Beispiel der folgenden Frage nachgehen:

Wie groB ist die Maximalgeschwindigkeit eines Schiffs?

Um das Problem etwas zu prézisieren, wenden wir uns der Titanic zu, dem beriihmtesten
Schiff in der Geschichte der christlichen Seefahrt (Abb. 2). Vom Stapel gelaufen 1911, sank
sie auf ihrer Jungfernfahrt 1912 und wurde dadurch zu einem Mythos. Ihre technischen Daten
sind leicht zuganglich [5]: Lange 269 m, Wasserverdrangung 46329 t, Maschinenleistung
51000 PS = 37500 kW.

Aus diesen Angaben kénnen wir mit der Formel (2) und mit einigen Abschétzungen die
Hochstgeschwindigkeit der Titanic ermitteln. Die Leistung P wurde schon angegeben. Der
Luftwiderstand spielt gegentiber dem Wasserwiderstand keine Rolle, deshalb muss nur der
Teil des Schiffs unter der Wasseroberflache beriicksichtigt werden. Entsprechend ist A die
Frontflache des Schiffs unter Wasser, und fiir p missen wir die Dichte von Seewasser,
p=1,028 t/m’, einsetzen.



Abb. 2: Die Titanic

Fur den cy-Wert der Unterwasser-Konstruktion von Schiffen hat man keine Vergleichsdaten.
Wie erwahnt hat ein ideales Stromlinienprofil einen cy-Wert von 0,05, der typische Wert fur
moderne Autos liegt bei 0,3, und altere Kraftfahrzeug-Modelle weisen einen cy-Wert von
etwa 0,5 auf. Flr unsere Rechnung gehen wir davon aus, dass der cy-Wert moderner Autos
einen Kompromiss zwischen optimierter Stromungsform und konstruktiv bedingten Ein-
schrankungen darstellt. Wir nehmen also im Folgenden cy = 0,3 an.

Nun mussen wir noch die Frontflache des Schiffs unter Wasser finden. Einer verdrangten
Salzwassermenge von 46329 t entspricht ein Volumen von etwa V = 45000 m®. Denken wir
uns den Schiffsrumpf als ein Prisma mit einer Lange von 269 m, so ist die unter Wasser lie-
gende Frontflache des Prismas A =V / L = 45000 m*®/ 269 m = 168 m?.

Damit haben wir alle Werte abgeschétzt, die zum Einsetzen in die Gleichung (2) erforderlich
sind. Wir kénnen nun die Hochstgeschwindigkeit der Titanic ermitteln. Es ergibt sich

v=11,3m/s = 40,7 km/h = 22 Knoten (1 Knoten = 1 Seemeile/h = 1,85 km/h). Unser Ergeb-
nis lautet also:

Die Hochstgeschwindigkeit der Titanic betrug 22 Knoten.
Dieser Wert entspricht genau dem in der Literatur angegebenen Wert von 22,3 Knoten [5].

Wir kénnen die Methode noch an einem anderen Schiff erproben, flr das die entsprechenden
Daten zur Verfugung stehen: dem Flugzeugtrager Nimitz. Er hat eine Lange von 332 m und
eine Wasserverdrangung von 81600 t (entspricht 80000 m®) [6]. Er wird von Kernreaktoren
angetrieben, die eine maximale Leistung von 280 000 PS = 206 000 kW liefern [7]. Mit dem
gleichen Modell wie vorher erhalten wir eine Frontflache unter Wasser von 240 m?. Einsetzen
in die Formel (2) ergibt eine Geschwindigkeit von 18 m/s = 64 km/h = 35 kn. Der tatsachliche
Wert fir die Hochstgeschwindigkeit der Nimitz liegt bei 30 kn = 56 km/h. Wieder liegt unsere
Abschatzung ganz in der Nahe des wirklichen Wertes.

Ein weiteres Beispiel fur die Einbettung in interessante Kontext bietet die folgende Aufgabe,
in dem das gleiche Verfahren mit leichten Modifikationen zum Ziel fihrt. Wir betrachten eine
ganz andere Art von Schiff: Eine griechische Triere (Abb. 3). Es handelt sich dabei um einen
Kriegsschiffstyp, der im 7. Jh. v. Chr. entwickelt wurde. Trieren waren Ruderschiffe mit ei-
nem Rammsporn am Bug, deren Besonderheit darin lag, dass die 170 Ruderer in drei Uberei-
nander angeordneten Reihen salien. Weltgeschichtliche Bedeutung erlangten die Trieren in
der Seeschlacht von Salamis. Athen hatte auf Themistokles® Initiative die Einklnfte der Sil-
berminen bei Laurion dazu verwendet eine aus 200 Trieren bestehende Flotte aufzubauen.
Durch ihre geschickte Taktik konnten die griechischen Trieren vor Salamis die vielfach (iber-
legene persische Flotte des GroRkdnigs Xerxes besiegten. Wir fragen:

Wie schnell fuhr eine griechische Triere?

(@)



(b)

Abb. 3: Griechische Triere.
(@) Antike Darstellung,

(b) moderner Nachbau;
Abbildungen aus [9].

Eine Triere war 38 m lang, 6,1 m breit und hatte einen Tiefgang von 90 cm [6]. Mit diesen
Angaben konnen wir die Frontflache unter Wasser abschatzen. Als Modell legen wir fir den
Schiffsrumpf unter Wasser ein gleichschenkliges Dreieck der Breite b = 6,1 m und Hohe h =
0,9 m zugrunde. Damit erhalten wir fur die Flache: A =% b h = 2,8 m% Wie in den vorigen
Beispielen setzen wir ¢y =0,3 an.

Nun bendtigen wir noch die Leistung der Ruderer, um aus (2) die Geschwindigkeit der Triere
ermitteln zu kénnen. Wir setzen (wie schon beim Fermi-Problem tiber Pyramiden [2]) die
mechanische Leistung, die ein Mensch dauerhaft aufbringen kann, auf 100 W. Damit leisten
die 170 Ruderer der Triere zusammen 17000 W.

Setzt man diese Werte in die Formel (2) ein, erhalten wir v = 3,4 m/s = 12,2 km/h = 6,6 kn.
Dies ist unser Ergebnis:

Eine Triere mit 170 Ruderern konnte eine Geschwindigkeit von 6,6 Knoten erreichen.
In der Literatur findet man als Geschwindigkeitsangabe einen Wert von 7 kn [6].

Ein interessanter Aspekt dieses Beispiels liegt in der Frage, worin der Vorteil einer Triere
uber ein Biere (zwei Rudererreihen (ibereinander) bestand. Lag er in der hoheren Geschwin-
digkeit? Um diese Frage zu beantworten, nehmen wir an, dass eine Biere die gleichen Male
wie die Triere, aber nur 2/3 der Ruderer besal3. Die zum Antrieb verfugbare Leistung war da-
her um einen Faktor 2/3 geringer. Bilden wir das Verhéltnis der beiden Geschwindigkeiten
nach Formel (2), erhalten wir (auRer der Leistung bleiben alle Faktoren gleich):

/UTl-ich — J; — 1,14_ (3)
vBiere §P

Die Triere hatte also nur eine um 14% grolRere Geschwindigkeit. Der Unterschied ist deshalb
so gering, weil die Geschwindigkeit nur mit der dritten Wurzel der Leistung wachst. An der
hoheren Geschwindigkeit kann es also nicht liegen, dass sich die Trieren nach Salamis allge-
mein durchgesetzt haben. Immerhin wurden sehr viel mehr ausgebildete Ruderer benétigt.
Der Grund durfte eher in der F&higkeit zur grél3eren Beschleunigung und damit in der grofie-
ren Wendigkeit der Trieren liegen. Die Uberlegene Wendigkeit der griechischen Schiffe dirfte
auch in der beengten Situation vor Salamis ein Rolle gespielt haben. Die Griechen konnten
jedenfalls 300 persische Schiffe versenken (bei einem eigenen Verlust von 40 Schiffen), und
die abendlandische Geschichte konnte ihren Gang nehmen.

Zum Abschluss betrachten wir noch ein letztes Ruderschiff, und zwar das groRte jemals ge-
baute. Es hieR Tessarakonteres, war 128 m lang und fur 4000 (') Ruderer gedacht [7]. Gebaut
wurde es 210 v. Chr. in Alexandria flr Ptolemaios Il11. Tatsachlich wurde es aber nie genutzt.

Schétzen wir die Geschwindigkeit dieses Schiffes ab. Es handelte sich um eine Trimaran-
Galeere, und in Abwesenheit genauerer Daten nehmen wir an, dass jeder der drei Rimpfe
doppelt so breit war wie eine Triere und den doppelten Tiefgang besa3. Damit war die Front-



flache unter Wasser A=3 - % - 12 m - 1,8 m = 33 m?. Fir ¢y nehmen wir wieder den Wert
von 0,3 an.

Die 4000 Ruderer konnten (wenn sie sich tberhaupt koordinieren lieRen) eine Leistung von
400 000 W erbringen. Setzen wir diese Werte ein, kommen wir auf eine Geschwindigkeit von
4,3 m/s = 15 km/h = 8,3 kn. Trotz des geradezu unglaublichen Aufwands gelingt kaum eine
Geschwindigkeitssteigerung gegenlber der Triere; wegen der Koordinationsschwierigkeiten
beim Rudern ist sogar eine noch niedrigere Geschwindigkeit anzunehmen.

4. \Wind beim 100 m-Lauf

Ein Kontext aus dem Bereich des Sports bietet das letzte Beispiel, in dem wir die Strdmungs-
widerstandsformel anwenden wollen. Wir stellen uns die Frage:

Um wie viel beeinflusst Ruicken- oder Gegenwind die Zeit beim 100 m-Lauf?

Dass ein Laufer bei Ruckenwind eine bessere Zeit und bei Gegenwind eine schlechtere Zeit
erzielt, ist offensichtlich. Aber wie schldgt sich der Einfluss des Windes quantitativ in der
gelaufenen Zeit nieder? Ist die sportliche Leistung von Maurice Greene, der seinen Weltre-
kord von 9,79 s am 16. 6. 1999 bei 0,1 m/s Riickenwind aufstellte, groRer als die von Dono-
van Bailey, der am 19. 7. 1997 eine Zeit von 10,03 s bei 2,1 m/s Gegenwind schaffte? Eine
Frage, die sich nicht ohne weiteres beantworten l&sst. Sportler gehen davon aus, dass 2 m/s
Rickenwind einen Vorteil von etwa einer Zehntelsekunde bringen. Aber I&sst sich dieser
Wert auch physikalisch begrinden?

Zur Kl&rung des Problems gehen wir wieder von der Stromungswiderstandsformel (1) aus. In
ihr bezeichnet v die Relativgeschwindigkeit zwischen dem umstrémten Korper (hier: L&aufer)
und dem Medium (Luft). Ublicherweise werden die Geschwindigkeiten von Wind und Laufer
auf das Stadion bezogen, und so schreiben wir v = vr — vw. Dabei ist die Geschwindigkeit vr
des Lé&ufers, die als positiv angenommen wird (Abb 4). vw ist die Windgeschwindigkeit. Ist
vw > 0, bedeutet das Ruckenwind; vw < 0 heilst Gegenwind.

Abb. 4: Geschwindigkeit von
Laufer und Wind

Die vom Ldufer gegen den Luftwiderstand erbrachte Leistung P, ist bei konstanter Relativge-
schwindigkeit v

P=F-v=k-
mit der Abkirzung k =% p A cw. Einsetzen von v = v — vw flhrt auf
PL=k- (v - vw)®
Die im Sport typischen Geschwindigkeiten sind vz = 10 m/s und vw =~ 1 m/s, so dass wir

beim Ausmultiplizieren der Klammer nur die Terme niedrigster Ordnung in vw berlcksichti-
gen. Damit wird

PL=Pro+ PLw
~k-v-3k- v2 vw.
Der Term Py ist derjenige Anteil der gegen den Luftwiderstand zu erbringenden Leistung,

der unabhéngig von der Windgeschwindigkeit ist. Der zweite Term beschreibt die durch den
Einfluss des Windes bedingte Korrektur.



Wie modellieren wir nun die ,,Bremswirkung* des Luftwiderstandes? Wir nehmen an, dass
die maximale Leistung Pges, die ein Sprinter tiber die kurze Zeit von 10 Sekunden erbringen
kann, durch physiologische Grenzen beschrankt ist. Ein Teil P = P + P_w dieser Leistung
wird zum Uberwinden des Luftwiderstands benétigt und steht daher nicht fiir die eigentliche
Laufleistung Pyayr zur Verfigung. Wir schreiben

p.,=1F_ 6 +P + P, 4

ges lauf

= const bestimmt hingt vom
die Zeit Wind ab

Wir nehmen weiter an, dass die Laufleistung bei konstanter Geschwindigkeit (die zur Bewe-
gung der Muskeln vom Kdorper erbrachte physiologische Leistung) proportional zur Laufge-
schwindigkeit ist: B, ~v (d. h.: je schneller man l&uft, um so mehr muss man sich anstren-

gen). Mit dieser Annahme und v = s/ tist die fur die Strecke s = 100 m benétigte Zeit t um-
gekehrt proportional zur Laufleistung:

t = C/ P|auf
(mit der Proportionalitatskonstanten c). Nun setzen wir Gleichung (4) ein:
t=c/ (Pges_ P|_0 — PLW)- (5)

Wir mdchten nun den Zeitunterschied mit und ohne Wind berechnen. Dazu bezeichnen wir
mit tw die 100 m-Zeit mit Windgeschwindigkeit vy und mit t, die entsprechende Zeit ohne
Wind (d. h. ohne den Term Py in (5)). At =ty — to ist die GroRe, die uns interessiert, ndmlich
der durch den Wind verursachte Laufzeitunterschied.

Aus (5) folgt:

<~
e
i
Sy
o

Um c zu eliminieren, setzen wir ein: to = ¢ / (Pges — Pro) &€/ Pges. Benutzen wir von oben
Puw = -3/2 p A cw v.2 v, erhalten wir unser erstes Ergebnis:

Die durch den Wind verursachte Zeitdifferenz beim 100 m-Lauf betragt

3 )

At:_gp"‘l'cwﬂ'tw- (6)

ges

Als einzige unbekannte Grof3e steckt in dieser Formel noch die Gesamtleistung des Sprinters.
Um sie abzuschatzen, greifen wir auf die Erfahrung zurtick, dass ein Sprinter seine Endge-
schwindigkeit v = 10 m/s nach einer Strecke a erreicht, die etwa 10 m betrégt. Wir schétzen
seine maximale Leistung durch die in dieser Beschleunigungsphase aufgebrachte mittlere
Leistung ab. Bei konstanter Beschleunigung ist die Endgeschwindigkeit nach einer Zeit
t=2a/ v=2serreicht. Die wahrend dieser Zeit erbrachte mittlere Leistung ist:

_ 1
P = ; I/I/;cin (t) - I/I/;cin (O)

2
muv

1

t 2
= 2000 W,

wobei wir eine Laufermasse von 80 kg angesetzt haben. Beriicksichtigt man, dass der Wir-

kungsgrad des menschlichen Koérpers bei ungefahr einem Drittel liegt, kommt man auf eine
physiologische Leistung von etwa 6000 W, die der Korper des Sprinters zu erbringen hat.



Damit kénnen wir nun an die Auswertung der Formel (6) gehen. Flr Frontflache und Wider-
standsbeiwert des Sprinters nehmen wir A = 0,5 m? und ¢y = 0,5 an. Damit erhalten wir das
gesuchte Ergebnis

2

At =—0,081= .4, . )

m

Setzen wir nun einen konkreten Zahlenwert fur die Windgeschwindigkeit vy ein, z. B.
vw =+ 1 m/s (d. h. Riickenwind), ergibt sich At = -0,08 s. Danach gilt also:

Ein Riickenwind von 1 m/s bedeutet einen Zeitvorteil von 8 Hundertstel Sekunden.

Diese Zahl liegt in der gleichen GrélRenordnung wie der oben erwéhnte Erfahrungswert von 5
Hundertstel Sekunden. Durch unsere Abschatzung sind wir in der Lage, die GréRenordnung
dieses Wertes durch physikalische Uberlegungen zu stiitzen. Um auf das eingangs erwéhnte
Beispiel zuriickzukommen: Die bei 2,1 m/s Gegenwind erzielte Zeit von Donovan Bailey
(10,03 s) l&sst sich mit unserer Formel auf 9,86 s bei Windstille ,,korrigieren, was immer
noch um 2 Hundertstel langsamer ist als die vom gleichen Athleten ein Jahr vorher bei den
Olympischen Spielen in Atlanta erzielte Zeit.

Interessant ist auch der Vergleich unserer Formel (6) mit einer von Mureika [9] aus einem
ganz andersartigen Modell abgeleiteten Gleichung:

2
ot
£ =1 [1,027 —0,027|1 — 2w | |
100 m

die sich in niedrigster Ordnung in vy zu
2

S
At =—0,0564— - v
o

vereinfacht. Sie kommt dem Erfahrungswert naher als unsere Formel (7). In [9] sind auch ver-
schiedene 100 m-Zeiten mit den dazu gehdérenden Windgeschwindigkeiten zusammengestellt
(s. auch unter www.iaaf.org).
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