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25. Konstanten der Bewegung

In einem beliebigen Koordinatensystem ist die Bewegungsgleichung eines Teilchens mit den Ko-
ordinaten ξi durch

dui

dτ
= −Γijku

juk (1)

gegeben, wobei ui = dξi

dτ . Zeigen Sie auf drei verschiedenen Wegen, dass uiui eine Erhal-
tungsgröße ist:

(a) Betrachten Sie ui als Vierer-Vektor in einem lokalen Inertialsystem und berechnen Sie
explizit das Minkowski-Skalarprodukt uiui.

(b) Nutzen Sie den Zusammenhang zwischen Gleichung (1) und dem kovarianten Differential
aus und zeigen Sie damit

d

dτ

(
uiui

)
= 0.

(c) Zeigen Sie explizit mit Hilfe von Gleichung (1), dass

d

dτ

(
uiui

)
= 0

in jedem Koordinatensystem erfüllt ist.

26. Isotrope Koordinaten

Überführen Sie die Schwarzschild-Metrik von den Standard-Koordinaten (r, ϑ, ϕ, ct) in isotrope
Koordinaten (ρ, ϑ, ϕ, ct) mittels der Transformation

r =

(
1 +

rG
4ρ

)2

ρ . (2)

Bitte wenden→



27. Exakte Differentialgleichungen

Bestimmen Sie die Lösung y(x) der Differentialgleichung(
xy2 + xyex

)
dx+

(
2x2y + xex

)
dy = 0. (3)

Gehen Sie dazu folgendermaßen vor:

(a) Überprüfen Sie die Differentialgleichung auf Exaktheit.

(b) Bestimmen Sie gegebenenfalls einen integrierenden Faktor µ(x, y), sodass die Differential-
gleichung exakt wird. Machen Sie dazu für µ(x, y) einen geeigneten Ansatz.

(c) Multiplizieren Sie die ursprüngliche Differentialgleichung mit dem integrierenden Faktor
und bestimmen Sie ein Potential Φ(x, y).

(d) Ermitteln Sie nun die Lösung y(x) aus der Bedingung Φ(x, y) = const.

Welche Problematik ergibt sich bei der Bestimmung eines integrierenden Faktors in höheren
Dimensionen n > 2?


