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9. Wissensfragen (2 Punkte)

Antworten Sie in ganzen Satzen und benennen Sie alle verwendeten GroBen.

(@) Was ist ein Dichteoperator?

(b) Was ist ein mikrokanonisches Ensemble?

10. Dichteoperatoren von Spin-% Teilchen (12 Punkte)

Fur die Komponenten S mit « € {x,y, z} des Spinoperators S eines quantenmechanischen Spin-%
Teilchens gilt [S®, S%] = iheas, S und §2 = 3" §*S* = 312,
(@) Zeigen Sie, dass fiir die S gilt: Sp S* = 0.
(b) i. Welche Bedingung muss ein Dichteoperator fir ein Spin-%-TeiIchen erfullen?
ii. Beweisen Sie, dass
p:%m+ﬁa

mit ¢ = (oy,0y,0,) einem Vektor mit den drei Paulimatrizen als Komponenten und @
einem reellen Parametervektor, die von Ihnen aufgestellten Bedingungen erfullt. Nehmen
Sie an, dass p > 0 fur geeignete Werte von « erfullt ist.

(c) Zeigen Sie, dass « identisch ist mit dem Mittelwert (¢°) = Sp(p ).

(d) Der Dichteoperator habe die Eigenwerte p; und po. Driicken Sie Sp p und Sp p? durch p; und
p2 aus.

(e) Begriinden Sie, dass u := || < 1 sein muss.
Welche Eigenschaft von @ charakterisiert einen reinen Zustand?
Hinweis: Betrachten Sie zunachst (i - )% und vereinfachen Sie damit p?. Nutzen Sie dann lhre
Ergebnisse aus (I0d), um die Eigenwerte in Abhéngigkeit von u auszudriicken.

(f) Nun betrachte man N Teilchen in einem Neutronenstrahl. Die Halfte der Teilchen sei in Rich-
tung der positiven z-Achse, die andere Halfte in Richtung der negativen y-Achse ausgerichtet.

i. Geben Sie den Dichteoperator an.

ii. Wie sieht der Dichteoperator aus, wenn man uber die Spins der zweiten Halfte gar nichts
weil3?

Bitte wenden! —
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11. Eigenstate Thermalization Hypothesis (ETH) (9 Punkte)

Ein quantenmechanisches System sei aus "typischer’ kondensierter Materie zusammengesetzt und
werde durch einen Hamiltonoperator H = ) E, |E,) (E,| mit Eigenzustanden |E,) zu Eigen-
energien E, beschrieben.

(@)

(b)

Eine Studierende bringt das System am Anfang ihrer Bachelorarbeit ganz vorsichtig, z.B. in den
ersten 5 Tagen (wie auch immer), in einen Zustand |V (¢ = 0)).
Schatzen Sie grob ab, aus wie vielen Eigenzustanden der Zustand |¥(¢ = 0)) typischerweise
superponiert ist.
Hinweis: Erinnern Sie sich an die Unscharferelation.

Nutzen Sie ihre Ergebnisse aus Aufgabe 8, um die Zustandsdichte abzuschatzen.

Uber welche Zeitspanne miisste die Studierende den Zustand praparieren, damit es ein einzel-
ner Energieeigenzustand werden kann?

Eine Form der sog. ,Eigenstate Thermalization Hypothesis” (ETH) besagt, dass sich der quanten-
mechanische Erwartungswert </T>(t) = (\If(t)]/ﬂ\lf(t» einer "typischen’ Observablen A in einem
"typischen’ Zustand |¥(¢ = 0)) mit Energieunscharfe AE im Limes langer Zeiten so verhalt wie der
thermodynamische statistische Mittelwert in einem mit demselben Energieintervall AE gleichver-
teilten Ensemble p (mikrokanonisches Ensemble) - wenn die Diagonalmatrixelemente (E4|A |E,)
hinreichend schwach variierende Funktionen der Energie F, sind.

(c)

Zeigen Sie nun, dass fur ein System, das in einem Zustand W zur Zeitt = 0

(= 0)) =3 ca|Ea) @

«

prapariert wird, der Langzeitlimes des quantenmechanischen Erwartungswerts A einer Ob-
servablen A, definiert als

A= lim - <\I/(t)’A‘\I/(t)>dt, )

durch
A=) "|cal® Aga (3)

gegeben ist. Dabei sind die Ay = <anﬁ |E,), die Zustande |E,) Eigenzustande des Hamilton-
Operators zur Energie £, und ¢, € C.
Hinweis: Uberlegen Sie sich, wie |¥(¢)) mit |¥(¢ = 0)) zusammenhangt.

Der Mittelwert im mikrokanonischen Ensemble der Observablen A ist gegeben durch

1 N
<A>mikro = N Z Ao/o/ ) (4)
a’'=1

wobei die Summe uber alle Zustande |E,/) in einem kleinen Energieintervall AE um E mit
insgesamt N Zustanden Iduft.
Zeigen Sie, dass unter den Annahmen der ETH gilt:

A= (A)

mikro

Bitte wenden! —



12. Korrelationen (7 Punkte)

X X
—1 | 1 -1 |

Betrachten Sie ein rechtwinkliges Dreieck und einen Halbkreis jeweils wie oben dargestellt.

Sei X eine gleichverteilte Zufallsvariable, die jeweils einen Punkt aus der Figur auswahlt.

Dannist X = X, die z-Komponente von X, ebenfalls eine Zufallsvariable.
(a) Geben Sie jeweils die Wahrscheinlichkeitsverteilung p(z) = p(X = ) = p(X; = z) von X an.
(b) Bezeichne h(x) die Hohe der Figur an der Stelle 2. Berechnen Sie fiir beide Figuren:

(Xh(X)) = (X) (X))

C= 2 2 (6]
V(X2 - ((X)?)
Dabei gilt fur eine kontinuierliche Zufallsvariable A mit Wahrscheinlichkeitsverteilung p4
() = [ de f@)pata). 7)

(c) Interpretieren Sie lhre Ergebnisse aus{12b



