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4. Wissensfragen (3 Punkte)

Antworten Sie in ganzen Satzen und benennen Sie alle verwendeten GroBen.

(@) Was legt den Mikrozustand und was den Makrozustand fest?
(b) Was ist ein Ensemble?
(c) Warum ist das Zeitmittel nicht bedingungslos gleichzusetzen mit dem Scharmittel?

5. Fehlerrechnung (2 Punkte)

Gegeben sei eine Zufallsvariable X mit Erwartungswert (z) und Varianz (Az)?, sowie eine differen-
zierbare Funktion y(z). Zeigen Sie, dass in erster Ordnung in Az gilt:

(y(@) =y((x)) und Ay =|y((z))]Az.
6. Eigenschaften der Spur (3 Punkte)

(@) Zeigen Sie, dass flr die Spur von zwei Matrizen A, B gilt:
Sp(A B) = Sp(B A)
(b) Zeigen Sie nun, dass flr die Spur von drei Matrizen A, B, C gilt:
Sp(ABC) =Sp(CAB)=Sp(BCA)

d. h. die Spur ist invariant unter zyklischer Vertauschung.
(c) Zeigen Sie, dass die Spur basisunabhangig ist.

7. Das Gesetz der groBen Zahlen - empirisch (4 Punkte)

Das Gesetz der groBen Zahlen soll empirisch nachgewiesen werden. Betrachten Sie dazu zunachst
eine Messung (Zufallsvariable) X, die kontinuierliche Messergebnisse im Interval [0, 1] mit gleicher
Wahrscheinlichkeit liefert.

(@) Bestimmen Sie empirisch die statistischen Eigenschaften von X, indem Sie mit Hilfe einer be-
liebigen Programmiersprache 500 (zufallige) Ergebnisse fir X erzeugen und daraus Erwar-
tungswert und Varianz berechnen.

(b) Wiederholen Sie Aufgabenteilmit Messreihen der GroBe 5000 und 50000.

Um den Erwartungswert von X genauer (sprich: mit kleinerer Varianz) vorherzusagen, konnen N
Messergebnisse gemittelt werden. Formal ergibt dies eine Zufallsvariable Y = % (X1 +Xo+---+ XnN),
wobei die X; jeweils eine Messung von X bezeichnen.

(c) Bestimmen Sie nun empirisch die statistischen Eigenschaften von Y fiir N = 5, 50, 500, indem
Sie jeweils 100 (zufallige) Ergebnisse fiir Y erzeugen (d.h. erzeugen Sie N Ergebnisse von X
und mitteln Sie diese) und daraus Erwartungswert und Varianz berechnen.

(d) Vergleichen Sie die Ergebnisse der Aufgabenteile[7ajund[7b|mit denen aus Aufgabenteil[7dund
bewerten Sie den Einfluss der Mittelung von Messergebnissen.

Hinweis: Bitte geben Sie Ihren verwendeten Programmcode mit ab. Die erzeugten Zufallszahlen
mussen nicht mit abgegeben werden.

Bitte wenden! —
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8. Zustandssumme und Zustandsdichte des idealen Gases (18 Punkte)

Wir betrachten die thermodynamischen Eigenschaften des idealen Gases. Dazu werden N wech-
selwirkungsfreie, ununterscheidbare Teilchen in einen Wirfel der Kantenlange L gesperrt. Zur Be-
schreibung des Wirfels kann man sich ein Potential vorstellen, welches innerhalb des Wirfels 0 und
ausserhalb unendlich ist. Berechnen Sie die Zustandssumme Z, Zustandsdichte Q(£) und die Zahl
der Zustande g(E) bis zur Energie E.

Gehen Sie dabei wie folgt vor:

(@) Die N Teilchen und die dazugehdrigen Phasenraumkoordinaten sind voneinander unabhangig
(vgl. Annahmen) — es kann deshalb zunachst der Hamiltonoperator fiir ein Teilchen in einer
Dimension betrachtet werden. Geben Sie die Losung der Wellenfunktion und der Energie an.

(b) Berechnen Sie nun die Zustandssumme fur N Teilchen in drei Dimensionen.
Hinweis: Es treten in der Aufgabe GauB-Integrale ffooo e~*"dz auf.

(c) Um die Anzahl der Zustande bis zur Energie E zu bestimmen, braucht man das Volumen einer
3N-dimensionalen Kugel:

Schreiben Sie ein Volumenintegral in kartesischen Koordinaten Uber den Integranden 1
flr eine Kugel mit Radius R in N Dimensionen auf.
Dies ist das Volumen V) einer N-dimensionalen Kugel.

ii. Versuchen Sie mithilfe einer Substitution das Volumenintegral aus in die Form Viy =

RN - f(N) zu bringen.
Berechnen Sie anschlieBend folgenden Ausdruck:
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Wovon hangt der Integrand ab? Sie konnen demnach die Integration Uber Kugelschalen
ausfihren, d.h.:
dV =dz;...dzy — d(Kugelschale) dR

Uberlegen Sie sich dazu, wie sich das Integral ber die Kugelschale aus ihrem Ergebnis

aus ableiten lasst.

Sie kdnnen die Uberlegung mit dem lhnen bekannten Fall aus dem R3 {iberpriifen.

. Eine Vereinfachung der auftretenden Integrale kann mit Hilfe der I"-Funktion erreicht wer-

den: ~
I'(n) = / e
0

Nutzen Sie dies, um einen Ausdruck fiir f(IN) aus zu erhalten.

Uberpriifen Sie das Ergebnis fiir das Volumen V3 einer Kugel im R? mithilfe der Rekursi-
onsformel fur I'(n):

C(n+1)=nT(n); T(1/2)=/x

(d) Mithilfe des in Aufgabenteil bestimmten Volumens einer N-dimensionalen Kugel konnen
Sie das Phasenraumvolumen von 3N Variablen zu einer Energie E bestimmen. Es fehlt nur
noch die obere Integrationsgrenze, also der Radius der 3N-dimensionalen Kugel dem die Ener-
gie E entsprechen muss.

(e) Um die Zustandsdichte Q(F) zu bestimmen, iberlegen Sie sich, was die Zustandsdichte ist und
wie sie mit g(E) in Beziehung steht.



