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S. Töpfer, M. Sc.

Elektrodynamik SS 2021
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Einleitendes zur Poisson- und Laplace-Gleichung

Die Poisson-Gleichung
∂2x Φ(x) = −%(x) (1)

erlaubt die Berechnung eines Potentials Φ(x) einer beliebigen Quellverteilung %(x). Ist man
jedoch an dem Potential in einem quellfreien Gebiet Ω ⊂ R3, in dem %(x) = 0 erfüllt ist, inter-
essiert, so geht die Poisson-Gleichung in die Laplace-Gleichung (bei uns meistens mit Dirichlet-
Randbedingungen) über: {

∂2x Φ(x) = 0 , in Ω

Φ(x) = f(x) , auf ∂Ω
, (2)

wobei f(x) eine stetige Funktion auf ∂Ω beschreibt. Im Folgenden wollen wir die Lösung der
Laplace-Gleichung in kartesischen Koordinaten, in Kugelkoordinaten für zylindersymmetrische
Probleme und Polarkoordinaten bestimmen.

1. Laplace-Gleichung in kartesischen Koordinaten

Wir betrachten die Laplace-Gleichung ∂2x Φ = 0 im Gebiet

G = {x ∈ R2 | 0 ≤ x1 ≤ a, 0 ≤ x2 ≤ b} .

Geben Sie Φ(x) allgemein mit Hilfe des Separationsansatzes Φ(x1, x2) = Un(x1)Wn(x2) mit
n ∈ N0 an. Zeigen Sie dazu, dass Un(x1) und Wn(x2) gewöhnliche Differentialgleichungen
erfüllen und lösen Sie diese. Die allgemeine Lösung der Laplace-Gleichung hat dann die Form

Φ(x1, x2) =
∑
n

Un(x1)Wn(x2).

Bitte wenden →



2. Laplace-Gleichung für zylindersymmetrische Probleme

Die Laplace-Gleichung ∂2x Φ = 0 soll für den Spezialfall einer zylindersymmetrischen Geometrie
gelöst werden. Die prinzipielle Vorgehensweise ist Ihnen aus der Quantenmechanik von der
Behandlung des Wasserstoffatoms bekannt.

(a) Leiten Sie mit dem Separationsansatz Φ(x) = P (cos θ)Q(ϕ)U(r)/r aus der Laplace-
Gleichung in Kugelkoordinaten

1

r
∂2r (rΦ(x)) +

1

r2 sin θ
∂θ (sin θ ∂θΦ(x)) +

1

r2 sin2 θ
∂2ϕΦ(x) = 0 (3)

gewöhnliche Differentialgleichungen für die Funktionen P (cos θ), Q(ϕ) und U(r) ab. Zeigen
Sie: Q(ϕ) = exp(imϕ). Warum sind nur die Werte m = 0,±1,±2, . . . zugelassen?

(b) Wir betrachten im Folgenden zylindersymmetrische Lösungen von ∂2xΦ(x) = 0, d.h., m = 0.
Für P (cos θ) sollten Sie jetzt die DGl.

(1− x2)P ′′(x)− 2xP ′(x) + λP (x) = 0, x = cos θ (4)

erhalten. λ ist eine Konstante. Zeigen Sie, dass die Legendre-Polynome

Pl(x) =
1

2ll!

dl

dxl
(x2 − 1)l, l ∈ N (5)

die DGl. (4) lösen.
Hinweis: Für hinreichend glatte Funktionen g(x) und h(x) gilt

dlx(g · h) =
l∑

n=0

(
l

n

)
dnx g · dl−nx h,

wobei
(
l
n

)
den Binomialkoeffizienten bezeichnet.

(c) Zeigen Sie, dass Ul(r) = al r
l+1 + bl

rl
die allgemeine Lösung der Radialgleichung, also der

DGL für U(r) ist.

Allgemein lässt sich das Potential Φ(x) für zylindersymmetrische Probleme demnach darstellen
als

Φ(r, θ) =
∞∑
l=0

(
al r

l +
bl
rl+1

)
Pl(cos θ) . (6)

Bemerkung:
Die Legendre-Polyome {P̃l(x) :=

√
(2l + 1)/2Pl(x); l ∈ N} bilden einen vollständigen Satz

orthonormierter Funktionen auf dem Intervall [−1, 1]. Das bedeutet, dass sich Funktionen
f : [−1, 1] 7→ R als Linearkombination der P̃l darstellen lassen:

f(x) =

∞∑
l=0

alP̃l(x).

Bitte wenden →



3. Laplace-Gleichung in Polarkoordinaten

In Polarkoordinaten (r, ϕ) lässt sich die Laplace-Gleichung

1

r
∂r (r∂rΦ) +

1

r2
∂2ϕΦ = 0 (7)

analog zu den oben behandelten Problemen lösen. Zeigen Sie, dass der Separationsansatz
Φ(r, ϕ) = U(r)Q(ϕ) auf die allgemeine Lösung

Φ(r, ϕ) =
∞∑
n=0

(
anr

n+1 +
bn
rn

)
[cn cos(nϕ) + dn sin(nϕ)] (8)

führt.


