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Einleitendes zur Poisson- und Laplace-Gleichung

Die Poisson-Gleichung

0z ®(z) = —o(z) (1)

erlaubt die Berechnung eines Potentials ®(z) einer beliebigen Quellverteilung o(z). Ist man

jedoch an dem Potential in einem quellfreien Gebiet  C R3, in dem o(x) = 0 erfiillt ist, inter-

essiert, so geht die Poisson-Gleichung in die Laplace-Gleichung (bei uns meistens mit Dirichlet-
Randbedingungen) iiber:

02d(x) = 0, in 5

{ ") = fl@), afon @

wobei f(x) eine stetige Funktion auf 092 beschreibt. Im Folgenden wollen wir die Losung der
Laplace-Gleichung in kartesischen Koordinaten, in Kugelkoordinaten fiir zylindersymmetrische
Probleme und Polarkoordinaten bestimmen.

1. Laplace-Gleichung in kartesischen Koordinaten

Wir betrachten die Laplace-Gleichung 8; ® =0 im Gebiet
G={zeR?|0<z;<a,0<xz<b}
Geben Sie ®(z) allgemein mit Hilfe des Separationsansatzes ®(x1,z2) = U,(x1)Wy(z2) mit

n € Ny an. Zeigen Sie dazu, dass U, (z1) und W, (z2) gewohnliche Differentialgleichungen
erfiillen und l6sen Sie diese. Die allgemeine Losung der Laplace-Gleichung hat dann die Form

O(1,02) = > Un(a1)Wa(za).

Bitte wenden —



2. Laplace-Gleichung fiir zylindersymmetrische Probleme

Die Laplace-Gleichung 6; ® = 0 soll fiir den Spezialfall einer zylindersymmetrischen Geometrie
gelost werden. Die prinzipielle Vorgehensweise ist IThnen aus der Quantenmechanik von der
Behandlung des Wasserstoffatoms bekannt.

(a) Leiten Sie mit dem Separationsansatz ®(z) = P(cosf)Q(p)U(r)/r aus der Laplace-
Gleichung in Kugelkoordinaten

LOR (r(a)) g Oy (5 03y B(a)) + 5y O2B(x) = O 3)

2 sin r2sin?g ¥
gewohnliche Differentialgleichungen fiir die Funktionen P(cosf), Q(y) und U(r) ab. Zeigen
Sie: Q(¢) = exp(imep). Warum sind nur die Werte m = 0, £1,£2,... zugelassen?

(b) Wir betrachten im Folgenden zylindersymmetrische Lésungen von 8;@(;) =0,d.h.,m=0.
Fiir P(cos @) sollten Sie jetzt die DGL.

(1 —2?)P"(x) — 22P'(x) + A\P(x) =0, x = cosf (4)
erhalten. A ist eine Konstante. Zeigen Sie, dass die Legendre-Polynome

1 d o,

Pi(z) = (@ -1, leN (5)

die DGI. 16sen.
Hinweis: Fur hinreichend glatte Funktionen g(z) und h(z) gilt

l
l n —-n
di(g-h) =) <n>dmg-di h,

n=0

wobei (TZL) den Binomialkoeffizienten bezeichnet.

(c) Zeigen Sie, dass Uj(r) = a;rt! + % die allgemeine Losung der Radialgleichung, also der
DGL fiir U(r) ist.

Allgemein lésst sich das Potential ®(z) fiir zylindersymmetrische Probleme demnach darstellen
als

o0
b
— ! !
O(r,0) = ZZ; (alr + Tl+1> Pi(cos®) . (6)
Bemerkung: .
Die Legendre-Polyome {Pj(z) := /(2l+1)/2P(z); ! € N} bilden einen wollstindigen Satz
orthonormierter Funktionen auf dem Intervall [—1,1]. Das bedeutet, dass sich Funktionen
f:]=1,1] = R als Linearkombination der P, darstellen lassen:

fl@)=> aP(x).
=0

Bitte wenden —



3. Laplace-Gleichung in Polarkoordinaten

In Polarkoordinaten (r, ¢) lésst sich die Laplace-Gleichung
1 1,
;& (ro,®) + 726@@) =0 (7)

analog zu den oben behandelten Problemen l6sen. Zeigen Sie, dass der Separationsansatz
D(r,p) = U(r)Q(p) auf die allgemeine Losung

O(r,p) = Z <anr”+1 + iZ) [cn, cos(ny) + dy, sin(nep)] (8)

fihrt.



