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KAPITEL 0O

Einleitung

Die Vorlesung ,,Mathematische Methoden der Physik* wird in der Physikausbildung an den deut-
schen Universitdten immer wieder als duflerst wichtig beschworen. Allerdings ist sie neben der
Theoretischen Mechanik, Elektrodynamik und Thermodynamik /Statistik die inhaltlich am gering-
sten homogenisierte und am stérksten von den Vorlieben des lesenden Dozenten geprégt. Das wird
hier wohl nicht anders sein. Das Bemiihen, nichts Nachhaltiges auszulassen, sei den Studierenden
jedoch versichert.

Verausgesetzt wird fiir diese Vorlesung der parallele Besuch der Mathematikausbildung des ersten
Semesters, also der Einstieg in die Analysis und die Grundlagen der linaren Algebra. Uberschnei-
dungen mit den Mathematik-Vorlesungen kommen vor, sind erfahrungsgeméf aber keine wirkliche
Redundanz, da die Akzente auch bei gleicher Uberschrift deutlich anders gesetzt sind.

Auf Beweise wird hier mitnichten vollstdndig verzichtet. In der Regel beschrinken wir uns aber
auf die Kernrechnungen oder auch nur auf die Beweisidee. Wir ignorieren damit keineswegs die
Exaktheit des Mathematikers etwa bei der Formulierung der Voraussetzungen. Eher bringen wir
zum Ausdruck, daf letztlich nur bewiesene Aussagen wirklich befriedigend sind - und daf§ wir
zur mathematischen Perfektion sehr wohl bereit sind. Letztendlich soll diese Vorlesung gerade
nicht zu den Mathematikvorlesungen konkurrieren, sondern die bewédhrte Verbindung zwischen
den Mathematikern und Theoretischen Physikern nutzen.

Wichtig: Die Voraussetzungen fiir die Giiltigkeit von Sétzen werden in der Regel nicht explizit
aufgefithrt. Sie werden stillschweigend angenommen.
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KAPITEL 1

Differentiation und Integration im R’

1 Differentialrechnung

1.1 Partielle Ableitung

Zur Erinnerung schauen wir uns erstmal an, was eine Ableitung im R! bedeutet. Die Ableitung
einer Funktion f nach der Variablen x ist das Verhéltnis von der Anderung des Funktionswertes
zur Anderung des x-Wertes Ax bei infinitesimaler Anderung Azx.

df _ oy fetsr)—f@) o of (1.1)

= lim
dz Az—0 AL Az—0 AL

Hier wird stillschweigend vorausgesetzt, dafl die Ableitungen existieren. Gebréauchliche Notationen

fiir die Ableitung sind
df d
_— = — = da: = /.
dz dzf =7

Beispiele: 1. f(x) linear: f(z) =mz +n

_df o f

/_ = =
fr=m dx AZ

~ f(x) =mz, +n+ m(z — x,)

f@)= flxo) +f az

Hier gilt offensichtlich A f = f' - Ax.

T, T

2. f(x) nichtlinear

f($) = f(xo) + af

Hier gilt im allgemeinen A f # f/ - Ax.

Wir definieren das Differential df als

df (xe, ) = f'(x,) - AT
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mit Az = x — ,. Fiir Az schreibt man ebenfalls dz (dz = ax).

A~ df (zo, ) = f'(z0) - do (1.2)
Das Differential beschreibt daher eine Tangente an die Funktion f bei z,.

S

Fiir kleine ax gilt als Approximation
Af =~ df, (1.3)
so dafl
f((E) = f(xo) +af = f(xo) +df = f(xo) + f/(xo) dx. (14)
Die partiellen Ableitungen fiir eine Funktion

flzy) | RP=R

sind definiert als

g_ lim f(x—i_Axvy)_f(l.vy)

Or  az—0 AT (1.5)
g_ lim f(x,y—i—Ay)—f(x,y) '
dy T ay—0 AY ’

wobei die jeweils nicht abgeleitete Variable konstant zu halten ist. Zur deutlicheren Hervorhebung
schreibt man z.B. ebenfalls (%) , d.h. beim Ableiten nach x ist y konstant zu halten.
Yy

Die verdeutlichende Schreibweise ist insbesondere in der Thermodynamik iiblich. Zum Beispiel ist
die partielle Ableitung der Entropie o nach der Inneren Energie U das Inverse der Temperatur 7.

o  Entropie
o(U,N,V) U Innere Energie
oo 1 N Teilchenzahl

(({9U>Ny T V' Volumen
7  Temperatur

Hohere partielle Ableitungen werden entsprechend definiert.
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Gebréuchliche Notationen fiir partielle Ableitungen sind

of o

% = 37;5 = 6acf = fu
0% o of
= - = - = o 1.
0xdy Oz Oy a0y = Jay (1.6)
Pf o
Beispiel:
flzy) = aPy—e™
Opf = 3z’y—ye*
2f = Gay—y’e™
o,f = ¥ —ze™
8§f = —z2e

00y f = 3a% — e (1+xy) = 0,0, f

Das totale oder vollstdndige Differential df fiir eine Funktion f(z,y) an der Stelle (z,,y,) wird
definiert durch

df(xoa y07x7y) = 8a;f(3307y0) -dx + 8yf($0, ZUO) . dy7 (17)

mitdr=ar=x—2, und dy = Ay =y — yo.

Neben dem Begriff des vollstdndigen Differentials existiert auch das weniger gebréuchliche unvoll-
stéandige Differential. In der Thermodynamik existiert dafiir sogar ein eigenstédndiges Symbol 4
statt ,d‘, z.B. A fiir das unvollstéiindige Differential der Arbeit A.

z

Fiir z = f(z,y) beschreibt

df = 0, fdx + 0, fdy = dz

die Ebenengleichung im Punkt (z,,y,) an die Fliche z = f(x,y) im Sinne

azf(xovyo) : (.’L‘ - mo) + 6yf(moayo) ' (y - yo) =2z Zo-
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Die Betrachtungen kénnen problemlos auf Funktionen mit mehr als zwei Verénderlichen verallge-
meinert werden. Fiir

flzy,2) | RP= R

gilt dann entsprechen
df =0, f dx + 0y f dy+ 0. f dz. (1.8)

1.2 Differentiationsregeln

Die bekannten Regeln fiir Funktionen im R, f(z) | R! — R!, gelten im iibertragenen Sinn fiir
partielle Ableitungen ebenfalls.

Beispiel: z = f(z,y) gegeben durch
zInz+zye®™ =0,

Zu bilden ist 0,z:

1
OpzInz+ 2= 0pz+ye™ +ay?e®™ =0
z

1ty oy
Oz = 1—|—lnzye

Hierbei wurden verwendet:

e implizite Differentiation
e Kettenregel: 0, Inz =0,Inz- 0,2z = % Opz

Satz von Schwarz: Fiir eine zweimal stetig differenzierbare Funktion f(z1,z2,...2,) | R" = R

gilt:
3£i8xjf = 3xj6xif. (1.9)
Oder fiir eine Funktion f(z,y) | R? — RL:
0.0y f = 040, f. (1.10)
Beweis:
19) -0,
aAx—0 AT
. limay, o f(r+M,y+AAy;*f(x+M7y) — limay 0 f(z,y+AAy;*J‘(r,y)
Ax—0 AT
— lim g L@ ATyt ay) — fletazy) - flzy +ay) + f(z,y)
az—0 Ay—0 AT AY
— L J@tary+ay) - fay +ay) - flz+azy) + f(2,y)
Ay—0az—0 AY AT
lim 0 flatavytay)—flzytay) 15, 0 fz+az,y)—f(z,y)
—  lim AT— Ax Az— AT
Ay—0 AY
_ gy QoS @yt ay) —0uf (2 y)
Ay—0 AY
= 0y0.f
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Die partiellen Ableitungen 9, f und 9, f einer Funktion f(z,y) | R? — R! stellen Ableitungen
entlang der Koordinatenlinien z bzw. y dar. Fiir eine Anderung von f bei (x,,%,) entlang einer
anderen Linie in der z-y-Ebene, z.B. entlang des gestrichelten Weges in Abbildung auf Seite 13,
wird der Weg mittels des Kurvenparameters ¢ durch z(¢) und y(t) parametrisiert. Die Anderung
von f entlang des Weges ist die Ableitung von f(x(t),y(t)) nach t. Eine solche Ableitung nennt
man totale Ableitung 3—{ beziehungsweise d; f. Nach der Kettenregel gilt

Beispiel: Funktion: 2z = f(z,y) = e_(‘””z"’b-’f); a,b>0
Weg: x(t) =t, y(t) =2

(—2azx dgx — 2by dty)ef(‘””zﬂ’y%
(—2a t — 2b 2t3)e~(at*+01")
= —2t(a+ 2bt2)e (@01

dtZ

Der Unterschied von totaler und partieller Ableitung wird sichtbar, wenn eine Bildung der par-
tiellen Ableitung O;f moglich ist. Betrachtet man zuniichst eine Funktion z = f(z,y), mit der
Interpretation als stationires Gebirge. Die Koordinaten (z(t),x(¢),y(t)) beschreiben einen Weg
im Gebirge mit ¢ als Zeit, die beim Entlangwandern des Weges verstreicht. Dies entspricht der
Situation der im vorangegangenen Beispiel vorgenommenen Untersuchung der Hohenédnderung d;z.

Wird dagegen eine Funktion z = f(x,y,t) betrachtet, was zum Beispiel einem schwankenden
Gebirge entspricht (nur wellenartige Schwankungen ohne Risse sind erlaubt, so daf die Stetigkeit
von f gewahrt bleibt), dann hat die Hohendnderung d¢z nun zwei Ursachen:

1. Die Hohendnderung durch die eigene Bewegung entlang des Weges.
2. Die Hohendnderung durch Schwanken des Gebirges auch ohne eigene Bewegung entlang des
Weges.
Durch Anwendung der Kettenregel erhdlt man

dtZ = dtf = 8tf . dtt + 6$f . dtx + 8yf . dty
~—~
=1
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Somit gilt im Allgemeinen:

def #0uf. (1.12)

Die partielle Ableitung 9, f wird auch explizite Anderung von f mit ¢ genannt, d.h. die Anderung
von ,,auflen“ verursacht.

1.3 Extremwertaufgaben

Zunéchst sei an die Funktion f(x) | R! — R! erinnert. Fiir sie gilt

fl(@*)=0 ~ Extremwert bei z*

f(z*) >0 Minimum
f'(x*) <0 Maximum
f'(x*)=0 Sattelpunkt
Maximum

¢

Sattelpunkt

¢

Minimum

¢

In der Darstellung mit Hilfe des Differentials ist am Extrempunkt durch f’ = 0 auch
df = f/-dz = 0. (1.13)

Bei einer Funktion in zwei Dimensionen, f(z,y) | R? — R! verschwindet an einem Extremalpunkt
das totale Differential:

df = 0,f -dz + 0, f - dy =0, (1.14)

was nach einem Koeffizientenvergleich gleichbedeutend damit ist, daf alle partiellen Ableitungen
verschwinden

Ouf =0, 0,f=0. (1.15)

Anschaulich ist die Bedingung fiir einen Extremalpunkt die Parallelitit der Tangentialebene mit
der z-y-Ebene.

Die Art des Extremums ergibt sich bei physikalischen Anwendungen meist aus der Aufgabenstel-
lung. In der Regel ist bei physikalischen Aufgaben nach einem Minimum zu suchen, z.B. Energie-
minimierung, minimale Zeit, minimaler Weg oder minimale Wirkung.
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Formal sind die Bedingungen iiber die Art der Extremas in zwei Dimensionen durch eine Deter-
minante D angebbar. Diese ist definiert durch

Dzdet< 01 amayf) (1.16)
0y0.f  O2f

Ohne Ableitung geben wir an wie sich damit die Art des Extremums feststellen 1483t:
D >0, 0%f>0; 3§f >0 ~ Minimum
D>0, 9;f<0; 9:f<0 ~ Maximum 17
D <0 ~ Sattelpunkt

D=0 ~ unbestimmt

Die Bedingung fiir Extrema von Funktionen f(x1,...x,) mit n Variablen z1, ...z, ist weiterhin
df = 0. Fiir ein Minimum mufl D = det(9,,0,, f) positiv definit sein, d.h. ) a;0;0,, 05, f >0
fiir alle a;,a; € R.

n
1,j=1

Extrema mit Nebenbedingungen

Die Suche nach Extrema einer Funktion f(z,y), z.B. eines Gebirges, entlang eines Weges y = h(x)
ist eine Extremwertbestimmung mit Nebenbedingungen. Wir bringen die Aufgabenstellung in
folgende Form:

z = f(x,y) soll extremal sein

unter der Nebenbedingung h(z) —y = g(z,y) =0

e 1. Losungsmoglichkeit: Riickfithrung auf ein Problem ohne Nebenbedingung durch Elimina-
tion.

Auflésen der Nebenbedingung nach y:
y = h(x),
Elimination von y: ~
z = [z, M=) = f(z),
womit die Frage nach Extrema auf ein Problem ohne Nebenbedingungen zuriickgefiihrt ist.

Technisch kann die explizite Auflésung der Nebenbedingung nach einer Koordinate jedoch
schwierig bis unmoglich sein, insbesondere bei hheren Dimensionen.
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e 2. Losungsmoglichkeit: Langrange-Methode mit Langrange-Multiplikatoren

Am Extremalpunkt (z*,y*) entlang des Weges g(x,y) = 0 gilt offensichtlich
df =0
also
df =0 f(a",y")de + 0y f(z™,y*)dy =0 (1.18)

dz und dy sind aber nicht unabhiingig voneinander, sondern durch g(x,y) = 0 miteinander
verkniipft. Bildung des Differentials von g = 0 ergibt

Oy
dg=0=0,9-dz+0yg-dy dy:—a—gdx. (1.19)
v9

Da dz und dy nicht voneinander unabhéngig sind, kann auch nicht unabhéngig voneinander
O:f=0 und 0Oyf=0

gefordert werden. O.B.d.A. wird dz als unabhéngig und dy als abhéingig betrachtet.

Wir machen einen zunichst etwas kiinstlich erscheinenden Ansatz, in den ein neuer Para-
meter \ eingefiigt wird:
0=df +X-dg. (1.20)

Diese Gleichung gilt mit Sicherheit am Extrempunkt (z*,y*) entlang des Weges g(z,y) = 0,
da am Extrempunkt df = 0 ist und dg = 0 gilt sowieso entlang des gesamten Weges. Die
Ausdriicke fiir df und dg werden eingesetzt und die Terme umsortiert. Dann folgt

0=0,f -de+0yf -dy+ A0yg-dex+ A 0yg-dy

0= (0uf + A 0zg)dz + (3yf + A Dyg) dy.
A ist zunéchst noch ein freier Parameter, der Langrange-Multiplikator, der jedoch so gewéhlt

wird, daf
Oyf + A 0yg =0. (1.21)

Es verbleibt zur Erfiillung von (1.20):

(Onf + A 0zg)da =0, (1.22)
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was wegen der Unabhéngigkeit von dz durch
Oxf+A0,9=0 (1.23)
erreicht wird. Somit folgen die drei Bedingungsgleichungen

Def +X0pg =0
Oyf+AX0yg=0 (1.24)
g(z,y) =0
fiir die drei Variablen z, y und A am Extrempunkt.

e fquivalenten Formulierung

Der obigen Langrange-Methode ist die folgende leicht einprigbare Methode &dquivalent.
Zunéchst definiere man eine neue Funktion L mit

L($7y7)‘> :f(x’y)+>‘g($’y) (125)

Fiir L(x,y, A) ist nun eine Extremwertaufgabe ohne jegliche Nebenbedingungen zu 16sen.

Die Bestimmung der Extrema dieser Funktion fiihrt auf die zu (1.24) dquivalenten Bestim-

mungsgleichungen
0L =0
OyL=0 (1.26)
O\L =0,

denn die Differentialbildung liefert

0 = dL

= 9,L-dz+8,L-dy+d,L-dx
Opf -dx+AX0pg-dox+0yf -dy+A0yg+g-dr
(Ouf + X 0ug)dx + (Byf + X 0yg)dy + g - dN,

woraus nach Koeffizientenvergleich

O f +X0zg=0. Oyf +A0yg=0 und g=0

folgt.
In hoheren Dimensionen und mit mehreren Nebenbedingungen gilt fiir
T1,...2Tn R" — R!
f( 1 ) | ) ) (1.27)
gi(z1,...2,) =0 mit i=1,...s <n.
die Funktion analog zu (1.25):
S
L(x1, oy Aty A) = f@1, o) + > N gil@, . a), (1.28)
i=1
woraus die n + s Bestimmungsgleichungen
0y, L =0 i=1,...n
(1.29)

HL=0 j=1,.5

fiir die Extrempunkte (z3,...z) und die Langrange-Multiplikatoren Ag, ... s folgen.
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Ein Beispiel fiir die Anwendung dieses Verfahrens in der Theoretischen Mechanik ist die Bewegung
unter dem Einflul von Zwangskréften.

Eingeprigte Kraft — f
Zwangskraft — g

Beispiele: e Massenpunkte in Ebene
e Massenpunkt auf Stab
Hantel auf Eisfliche

® U.S.W.

1.4 Taylor-Reihen

Wie schon in Kapitel 1.1 gezeigt, kann die Funktion f(x) in der Umgebung von z, durch f(z,)
und f’(z,) approximiert werden.

fl@) =~ f(zo) +df o)
~ f(xo) + f(2o) (v —x0)
Lo xZ
Die Genauigkeit kann erhoht werden, wenn hohere Ableitungen beriicksichtigt werden.
Satz von Taylor:
= 1
flx) = Z - F™(2,) (x — xo)" V z € Konvergenzgebiet (1.30)
n!
n=0
Die ersten Terme dieser Reihe sind:
f@)=flz) +  f(wo) (x—,)
1
+ 9 (o) (x — mO)Q
1
+ 3! (o) (x - xO)S
+
q.e.d.

Im Konvergenzgebiet werden Terme mit hoheren Potenzen immer kleiner und konnen ggf. bei
approximativen Betrachtungen weggelassen werden.

Approximation einer i.a. komplizierten Funktion f(x) durch Terme der Potenzreihe (Polynom) ist
fiir physikalische Anwendungen ggf. von Vorteil.
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Besonders hiufig wird eine lineare Approximation benutzt:

y=f(x) = f(x,) + f(x) (x — x,) fiir « hinreichend nahe bei z,

Beispiele: fiir x, =0

l. y=sinz~z

2. y=cosz~1— 322

%

3. y:\/l—l—le—i—%x

4. y:ewml—i—x—i—%ﬁ—&—%ﬁ

5. y=Inx
fiir x, = 0 nicht moglich
aber z.B. bei z, =1
y=lhrx~zx—-1

Fiir Funktionen mit mehreren Variablen gilt analoges. Exemplarisch betrachten wir eine Funkti-
on f(z,y) | R* — R Die lineare Approximation liefert bei z,, y,

Z=f($7y) %f(xovyo)+df

N F(or0) + 0o (o) (0= 70) + Oy f o) =)y D
und fiir hohere Ordnungen gilt
2= [(T0,Y0) + Ouf - (x = 20) + Oy f (Y — Yo)
b B @) 1200, f (o w)y—w) H S -w)?) (132)

Diese Darstellung ergibt sich zwangsldufig aus dem Taylor-Satz im eindimensionalen Fall durch
sukzessive Anwendung auf die Variablen. Betrachtung bis zu den zweiten Ordnungen liefert dann

2= fy) = Sory) +0uf (o) (&= ) + 502 (r0ry) - (0 = 2)? o
f(@o,y) = f(T0,Y0) + 0y f(To,Y0) - (¥ — Yo) + %65]0(330,%) : (y_yo)2 +-
awf(xoa y) = 8zf(-7307 yo) + ayamf(xoa yo) (y — yO) +oee

2f(x0yy) = O2f(Toryo) + -+

Einsetzen liefert Gleichung (1.32).
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Beispiel: z = f(z,y) =¥ fir (z,y) € U(1,1)
dh.z,=1,y,=1

Ouf =y, =1
dyf = 0, =9,V = g¥ Inzf, _,,_,=0
Oif = yly-122 =0
agf = 2YIn? x|$o:17y021 =0
0.0, f = 27y T ng somlyoml = 1

~ rl+z-1)+@-1)(y-1) fir (z,y) €U(L,1)

2 Integralrechnung

2.1 Integrationsregeln

Im R! ist das Integral nach Riemann durch

b
n
/f(f) dz = lim Z f(&;) ax; mit Ty € (v, xip1], AT =i — X
n—oo
s i=1
definiert. Somit ist das Integral der Grenzwert der Zerlegungssumme.

W@

Ti Tit1
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:

b
/ (@) de = F(b) — F(a)

mit der Stammfunktion F', die durch
dF=f

definiert ist. Fiir das unbestimmte Integral gilt

/f(CU) dz = F(z) + const.

(1.33)

(1.34)

(1.35)

(1.36)

q.e.d.
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Integrationsregeln:
b a
/f(x) dz = —/f(x) dz, (1.37)
a b
b c c
/f(a:) dz + /f(x) dz — /f(x) dz, (1.38)
a b a
b b
/k () do = k/f(m) dz (1.39)
und
b b b
/ (@) +g(x)} de = / f(@)dz + / o(x) da. (1.40)
Mittelwertsatz der Integralrechnung: Es gibt ein 2* € [a, b], so daf} gilt:
b
[ @ e = @) (- a) (1.41)
q.e.d.
Dreiecksungleichung:
b b
[ 1@ s < [ 1) @ (1.42)
q.e.d.
Ein Integral eines Produktes kann unter Umstédnden durch partielle Integration gelést werden
b b
/uw’dx:[u-v]Z—/u'mdx (1.43)

a

und analog fiir unbestimmte Integrale.

Beispiel:

/lnxdz:/lnx~ 1 dz = xlnzf/lxdx
<= x

v’

= gz Ilnx — x + const

FEin Integral von verketteten Funktionen kann gegebenenfalls durch Substitution bzw. Transfor-

mation der Variablen gelost werden.

Beispiel:

1 1
/x\3/2x2+1dx: Z/u5 du 3 u3 + const

~ 16
mit u=2x>+1 und du = 4xdx



24 Kapitel 1. Differentiation und Integration im R3

Rationale Funktionen kénnen immer mittels Partialbruchzerlegung integriert werden, so daf3 da-
durch die Stammfunktion mit Hilfe von elementaren Funktionen angegeben werden kann.

Beispiele: f(x) ist Quotient von Polynomen

1.
22 —5x+6
fo) ==
2 +2
X
f(x)_x2—5x—|—6
5 +2
X
f(x)_:c2769:+9

e falls die Ordnung des Zahlers grofler oder gleich der Ordnung des Nenners ist, wie im Bei-
spiel 1, kann man Polynomdivision ausfiihren.

22— 51 +6 9 20
—(2? + 2x)
—T7x+ 6
—(—T7x —14)

20

x? 1 x?
N /f(:c)dmf777z+20/md1f777z+201n(:c+2)+c0nst

e falls die Ordnung des Zéhlers kleiner als die Ordnung des Nenners ist, wie in Beispiel 2,
kommt die Partialbruchzerlegung zum Zuge.

x+2
fle) = 22 -5 +6
1. Faktorisierung des Nenners
22 —br+6= (x —z1)(z — x2) mit den Nullstellen des Nenners 1 und zo
5 25
= —£4/— -6
Y% .Il/g 2 4
_ 5.1
2 2
Tr1 = 3, To = 2
x4+ 2
AR e e [CE)
2. Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung
2 A B
T = + ; A, B = const

(r—=3)(z—-2) -3 x-—2
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3. Bestimmung von A und B durch Koeffizientenvergleich oder Einsetzen spezieller x-
Werte (hier Vorfithrung mit Koeffizientenvergleich).

Multipliziert mit (z — 2)(z — 3) ergibt sich:

z+2=z(A+B)— (2A+3B)

~ A+B=1 24+3B=-2

T+ 2 5 4

~ f(x):x2—5x+6:ac—3 xz—2

4. Integration
/f(x) dz =5In(x — 3) — 41n(x — 2) + const

e falls, wie im Beispiel 3, Mehrfach-Nullstellen im Nenner auftreten, ist die Partialbruchzerle-
gung in folgender Weise vorzunehmen:

T+ 2
fle) = 22 —6x+9
1. Faktorisierung des Nenners
2P —6r+9 =
~ T, = 3£V9-9=3 (Doppel-Nullstelle)
~ 2 —62+9 = (r—3)(x—3)=(z—3)?
2. Ansatz fiir Partialbruchzerlegung
T+ 2 A1 A2
= i Ay, As = 5t
22 —6x+9 x—3+(x—3)2 p A2 = Cons

3. Bestimmung von A; und As durch Koeffizientenvergleich oder Einsetzen spezieller x-
Werte (hier Vorfithrung mit speziellen x-Werten).

Multipliziert mit (z — 3)? ergibt sich:

x+2:A1($—3)+A2

r=3: ~ 5= Ay

~ T+ 2 . Ay n 5
2—6x+9 -3 (z-—3)2
442 A, 5
=4 —c_1,° A =1
x 1 A
+2 1 5
~ o f@) = o +

22 —6x+9 -3 (z — 3)2
4. Integration
/f(x) dz = In(z — 3) — 5(z — 3) ! + const
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2.2 Integration entlang einer Kurve

Das Konzept vom Grenzwert der Zerlegungssumme ist tibertragbar auf die Situation, bei der die
x-Achse durch eine Kurve in der z-y-Ebene oder im Raum ersetzt ist. Daraus ergibt sich das

Kurven- oder Linienintegral.
f(xt y:)

.
1
1
1
1
1
1
1
1
I
|
|
I
1
1
1
1
1
1
1
1
I
I

\

. ! Si—1 S,
T ot /‘C

Betrachtet wird eine Funktion z = f(z,y) und eine Kurve C in der z-y-Ebene mit der Bo-
genlidnge s. Die Bogenldnge s wird von einem geeigneten Bezugspunkt aus gemessen. Die Kurve
wird zerlegt in einen Polygonzug mit den Stiitzpunkten (z;,y;) € C mit der Linge der Polygonab-
schnitte As; = |s; — s;—1]. Die Funktionswerte am Rand jedes Polygonabschnittes sind f(xz;,y;).
Daraus folgt die Zerlegungssumme

[}

]

I

I

I

I

|

|

|

|

* 1

| |

| |

| I

| I

| l

l ]

I I

I |

I |
|

)

n

Z f(@i,yi) Asi (1.44)
i=1
und das Integral als Grenzwert davon
/f(x,y) ds = nh_}rr;ozlf(x“yz) AS; (1.45)
c =

Das Linienintegral wird berechnet mittels eine Parameterdarstellung der Kurve C durch z(t) und
y(t) mit den Anfangs- und Endwerten ¢, und t,. Diese wird in die Funktion f(z,y) und in das
Differential ds eingesetzt. Nach Pythagoras gilt

As? = Ax% + Ayiz
N ds? da? + dy?
der = dz - dt
dy =dsy - dt
~ ds = y/(d)® + (dey)? dt. (1.46)
Man lese dz? = (dz)? # d (z)°.
ty
A e ds= [ fe@u0) Ve + @) a
C ta M
=/ (1.47)
ty
= [ f(t)at
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Damit ist das Linienintegral auf das Riemann-Integral im R zuriickgefiihrt.

Bemerkung: Als Kurvenparameter kann ggf. auch = oder y dienen.
e 1 als Kuvenparameter:
t, dr =dt
= yt) =y(z)
V14 dy? de

[ s as= [ se) ViTasra
C Tq

ds

e y als Kuvenparameter:

y = t, dy =dt

r o= x(t)=x(y)

ds = 4/dy22+1dy
/fxyds-/f 1+dx2dy

Beispiel: Masse eines inhomogenen diinnen Drahtes

v e
Der Draht ist zu einer Sinuskurve verbogen, das heifit, die Parametrisierung ist
x =siny ; y € [0,27],
die Massendichte des Drahtes sei
o(z,y) = ay/1+cos?y

und der Querschnitt sei
A = const.

e fiir einen homogenen Draht wire die Masse
m = oV = oAl

mit der Gesamtlénge ¢ des Drahtes.
e fiir den inhomogenen Draht gilt

n

m = lim ZQiAASi
n—y00 £
1=

A/g(x,y) ds
c
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Zur Riickfithrung auf ein herkdmmliches Integral kann man entweder x und y durch
x(s) und y(s) ersetzen, d.h. die Bogenlinge s ist als Kurvenparameter notig, oder
man ersetzt ds mittels dz oder dy. Im Allgemeinen wird also auf eine neue Variable
transformiert. Hier wird y als Parameter benutzt.

Fiir den Polygonabschnitt gilt

As? = Ax?+ay?
> ds? = da?+dy?
dx = cosy dy
dz? = cos?y dy?
Y ds? = (1 + cos? y) dy?
~ m = A/a\/1+c082y\/1+cos2ydy

0

= A« (1—|—C082y) dy

o\:‘w

(14 cos2y)

N |

21 + cos2 y dy cos?y =

DN | =

2
( + / 1+ cos2y)
0

= A« (27r+ 227r+0)

m = Aadm

Zur Berechnung der Kurvenlidnge ¢ wird die Funktion f(z,y) im Integral Eins gesetzt.

! = n]1_>n;o§Asi = /ds (1.48)

c

Beispiel: Kreisumfang

Die Parametrisierung des Kreises erfolgt durch Polarkoordinaten mit dem Winkel ¢
als Kurvenparameter und einem konstanten Abstand r vom Ursprung.

T =1TCcosp r = const

y=rsing v €10,2m)

Das Differential ds wird durch d¢ ersetzt.
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ds?> = da?*+ dy2 TR D
dz = —rsinp dp
dy = rcosyp dy dyp
ds® = 17 (sin® p 4 cos® p) de® =r? dp?
ds = rdy 7
2
N = /r de = 2nr
0

Verallgemeinert auf den R? benétigt man fiir die Berechnung eines Kurvenintegrals einer Funkti-

on f(z,y,z) entlang einer Kurve C die Parametrisierung mit dem Kurvenparameter ¢.

z

x(t), y(t) und z(t)
Das Differential ds schreibt sich mit dyz = &, dyy = § und d¢z = 2 in der Form
ds? = dz? + dy? + d2? = (2 + ¢ + 2%) dt?
und das Integral berechnet sich zu
te
/f(x,y,z) ds = /f(x(t),y(t),z(t)) Va2 492 + 22 dt.
c t

a

Bemerkung: Das Kurvenintegral im R™ berechnet sich vollig analog.

2.3 Flachenintegral

(1.49)

(1.50)

(1.51)

Zur beispielsweisen Berechnung des Volumens eines Berges, der durch die Funktion z = f(x,y) ge-
geben ist, wird die Grundfliche in kleine Flichenelemente AF; = Ax; - Ay; zerlegt. Das Teilvolumen

iiber dem Fldchenelement AF; ist ndherungsweise

AV = f(xi,yi)AF;.

(1.52)

Aufsummiert tiber alle Flachenelemente innerhalb der Grundfliche ergibt sich ndherungsweise das

Volumen des Berges zu

VY flas,yi)aF,
=1

(1.53)
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Grundflache
des Berges in

Yi der z-y-Ebene

und im Grenzfall infinitisimal kleiner Fldchenelemente ergibt sich das exakte Volumen des Berges
zu

V= nli_)rI;to(xi,yi)AFi = /f(x,y) dF. (1.54)
i=1 ia

Das Integral einer Funktion f(x,y) iiber eine Fliche F ist also definiert als

/f(a:,y) dF = nan;OZf(xi,yi)AFi. (1.55)
Ia =1

Das Differential dF' kann in kartesischen Koordinaten durch dz und dy dargestellt werden.

dF =dz - dy (1.56)

~ /f(a:,y) dF://Ff(x,y) dz dy (1.57)
F

Beispiel: Die Masse eines diinnen Bleches in der Form eines Dreiecks mit inhomogener
Fléchendichte o(x,y) sei zu berechnen.

F = {(z,y) | 0<2<1,0<y<x} o
{(z,y) | 0<y<ly<az<1}y e
(1—2)(1 —y) = o(z,y)
Flachendichte

f(x,y)
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Somit ergibt sich

3

— L O O O

| = —— ©

—_
~
oo

faF

(z—=1)(y—1)dzdy

S M—
@\H

oder

DN =

S

(x—1)(y—1)dyde

Il
o — _
O\&

l-z—-—y+azy)dedy

x2 .1:21
r———yr+y—| dy
2 2
Y
1 y v, o. Y
1= g _ L -
( p YTVt Y T
o2yl d
(2 U+ 5y 2y> y
1
32 13 14
b URS U-UA
3,1 1
17278
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oder

0

2 1 4 247!
:{2‘2“8]0
111
“2727%

I

—
~

3

Der Flécheninhalt der Fliche F' kann berechnet werden, wenn formal f = 1 gesetzt wird.

~ F:/ dF:/dxdy (1.58)

F F

Meist ist es sinnvoll, die Integration nicht in kartesischen sondern in besser geeigneten Koordi-
naten durchzufiithren. Die Variablen- oder Koordinatentransformation geschieht in Analogie zur
Parametrisierung wie in Kapitel 1.2.2. Die eindimensionale Kurve C war gegeben durch einen
Parameter ¢

C:{(%y) | x:m(t),y:y(t)ﬂfé [aab]}

und ds wurde ersetzt vermoge dt. Im R? wird die Fliche F nun durch zwei Parameter, z.B. u und
v, parametrisiert.

F={(z,y) | z==(u,v),y=(u,v),u € [a,b],v € [c,d]} (1.59)

Beispiel: Kreisflache

T =1 COoSv u € [0, R]

y=u sinv v € [0,27]

Mit dem Abstand vom Ursprung v und dem Winkel v.

Im Allgemeinen gilt jedoch dF' # du dv. Als eine Skalenfunktion tritt die Jacobi-Funktionaldeterminante

J—det [ QT O ) (1.60)
Ouy Oy
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auf. Die Kurzschreibweise fiir J ist

O(z,y)
= 1.61
=[5 1oy
Dann gilt
dF =|J| du dv. (1.62)

Die Gleichung (1.62) ergibt sich als Spezialfall der im néichsten Abschnitt abgeleiteten Gleichungen
(1.68) bis (1.72). Ein unabhéngiger und fiir krummlinige Koordinaten in beliebiger Dimension
giiltiger Beweis erfolgt zudem in Abschnitt 5.3.

Das Fliachenintegral ist in Parameterdarstellung schlie3lich iiber

/ f(a.y) dF = / £, ), y(u,v)) 7] du do (1.63)
F F
zu berechnen.

Beispiel: Volumen eines Zirkuszeltes

Die Grundflache F' sein ein Kreis mit Radius R. Das Zeltdach besitzt eine Hohe

von der Form
2= f(z,y) =e VIV

Wir parametrisieren F' mit v und v

itber

F = {(z,y) | z=wu cosv,y=u sinwv,
u € [0,R],v €[0,2m)}

;o= e

Die Berechnung des Integrals in kartesischen Koordinaten

V:/de://Ff(%y)dmdy

ist hier erwartungsgeméf ungeeignet. In Polarkoordinaten ist das Volumen jedoch

leicht zu berechnen. Es gilt
V:// e " Jdudv
F
mit

cosv —u sinw

sinv  u cosv

= wu cos?v+4u sin®v=u.
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~ vV = //e‘“udvdu
F

2

R

= /e‘"u/dvdu
0 0
R

W/e

0
= 21 (1—(R+1)e ")

Il
o

Bemerkung: Die im ersten Beispiel dieses Abschnitts benutzte dreieckige Integrationsfliche lésst
sich natiirlich auch parametrisieren. Geeignet ist z. B.

z(u,v) =u , ylu,v)=uv

mit u € [0;1] und v € [0; 1]. Die Jacobi-Determinante ergibt sich zu J = u. Der Leser moge
priifen, dass das u-v-Integral den Wert 1/8 ergibt.

2.4 Oberflichenintegral

Die Fliche F sei nun nicht mehr die z-y-Ebene sondern eine beliebige Fliche im R3. Zur Unter-
scheidung vom Sachverhalt in Kapitel 1.2.3 wird die Fliche jetzt mit O bezeichnet. Auf O ist eine
Funktion f(z,y, z) definiert, iiber die integriert wird.

z

Beispiel: O ist ein diinnes gebogenes Blech mit der Dicke d und der inhomogenen Dichte f(x,y, 2)

Wieder wird die Fliche O in kleine Flédchenelemente AQ; zerlegt und der Grenzwert
der Zerlegungsumme iiber die Massenelemente

mi = f(xi,Yi,2) - A0; - d
gebildet:
m= nIL%o;mz =d lim Zf Xy Yi, 2i) AO;.

n—oo

Das Oberfldchenintegral ist definiert als

[ @2 a0 = 1 > flriun ) 50, (1.64)
o =
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Zur Berechnung des Integrals muf die Flache O durch eine Parameterdarstellung gegeben sein.

O:{(x,y,z) | :z::z(u,v),y:y(u,v),z:z(u,v),

u € [a,b],v € [¢,d]} (1.65)

Beispiel: Parametrisierung der Oberflache einer Kugel mit dem Radius R
Die Parametrisierung ist:

r = R sinu coswv
= R sinwu sinv
z = R cosu
mit
u € [0,7] und v € [0,2m),

und der Abstand vom Ursprung soll R betragen.

((z,y,2)] = Va2+y?+ 22

\/R2 sin? ucos? v + R2 sin? usin® v + R2 cos? u

R

X

Das Fléchenelement AO; am Ort r; € O ist ein Parallelogramm mit den Seitenkanten beschrieben
durch die Vektoren (ar;),; und (Ar;),, die von r; entlang der Linien mit konstantem u bzw v
zeigen. Fiir infinitesimale Parallelogramme gehen diese Vektoren iiber in

(ar;), = Lg)l Au;  —  Oyr-du
AU;
(ar) (1.66)
(ar;)y, = —22 av;  —  Opr - dv.
AV;

Der Flécheninhalt eines solchen Parallelogramms ist

A0; = [(ar;)y % (A1), (1.67)
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und fiir das Flidchendifferential gilt dann

dO = |0yr x Opr| du dv. (1.68)
Im Detail ist das Kreuzprodukt
e & €3 OuY - Opz — Oyz - vy
Our X Oy = | Oyx Oy Ouz | = | Ouz-0px — Oux - Oz (1.69)
Ovx  Opy Opz Oy - Oy — Oy - O

A |Our X Oyr| =

= \/(8uy  Opz — 0uz - 0py)? + (Ouz - o — Dy - 0p2)° + (Ou - Oyy — Dy - Bpw)®  (1.70)

und mit den Abkiirzungen

E(u,v) = (3ur)” = (0u2)” + (Quy)” + (9u2)”
F(u,v) = 0yr - Opr = 0y - Opx + 0y - Opy + Oyz - Opz (1.71)
G(u,v) = (9or)* = (8ux)? + (Ouy)” + (002)*

~ \(%I X a'u£| =V E-G-F2. (172)

Damit ist das Integral iiber die Funktion f entlang der Fliache O

/f(x,y,z) dO = //O f(z(u,v),y(u,v), z2(u,v)) - vV EG — F2 du dv. (1.73)
o

2.5 Volumenintegral

Bei der Berechnung der Masse eines Kérpers aus inhomogenen Material mit der Dichte o(z,y, 2)
und dem Volumen V C R?® wird das Volumen in kleine Volumenelemente AV; = ax; Ay; Az;
zerlegt. Die Teilmasse des Korpers im Element AV ist ndherungsweise

amy & 0(w4, Yi, %) - AV (1.74)
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und die des gesamten Korpers
n

m Z@(@“z‘,yi,zi) AV (1.75)

i=1

Die exakte Masse erhélt man durch Grenzwertbildung
n
m = nlgroloz o(zi, yi, zi) AV = /Q(x,yyz) dv (1.76)
i=1 v

Das Volumenintegral ist also definiert durch
[ @z av = tm > i) s (1.77)
v =

wobei das Differential in kartesischen Koordinaten
dV =dz dy dz (1.78)

und das Volumenintegral ein Dreifachintegral ist:
[tavaav=[[[ fepe draya: (1.79)
J v

Das Volumen kann berechnet werden, indem man die Funktion f =1 setzt.

vz!we//wmww (1.80)

Die Wahl der Parametrisierung ist nicht auf kartesische Koordinaten beschrankt, sondern kann
beliebig sein:

V=A(z,y,2) | z=z(uv,w),y=yuvw),z==zu,vw)), (1.81)
u € [a,],v € [e,d],w € [e, f]} '
Beispiel: Parametrisierung einer Kugel mit Radius R
x = wu-sinv-cosw u € [0,R]
= u-sinv-sinw v € [0,7]
zZ = u-cosv w € [0,2m)
Das Differential dV ist analog zum Flichendifferential dF (1.61)
dV = J du dv dw (1.82)
mit der Jacobi-Funktionaldeterminante
o ) Oux  Opx Opx
m? y7 Z
J=|—7—"""=| =det 1.83
‘a(u,v,w et | duy Oy Ouy (1.83)

Ouz Opz Oyz

Diese Relation wird ebenso in Abschnitt 5.3 abgeleitet. Falls sich fiir J ein negativer Wert ergibt,
ist J durch |J| zu ersetzen, da das Volumen immer positiv gezihlt werden soll.
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Beispiel: Volumen der oben parametrisierten Kugel

Sinv cosw U Cosv COSw —u Sinv CoSw
. . . . . 2 .
J =] sinv sinw w cosv sinw w sinv sinw |=u"sinv
CcoSv —u sinv 0

N dV = dz dy dz = w?sinv du dv dw

oder durch Umbenennung

u=r, v=19, w=g
dV = r?sind dr do de

Das Volumen der Kugel K ist daher

27

T R
4 .
/dV:///T2Sinl9de19d<p:§7TRd.
v 000



KAPITEL 2

Differentiation und Integration im
Komplexen

1 Komplexe Zahlen

Da in den reellen Zahlen gewisse Operationen nicht abgeschlossen sind, so besitzt zum Beispiel
> +1=0

fiir x € R keine Losung, ist es sinnvoll den Zahlenbereich zu erweitern auf die komplexen Zahlen
zeC.

Eine Moglichkeit der Definition ist ein Paar von reellen Zahlen
z = (z,y). (2.1)

Ein solches Paar 1d8t sich darstellen in der Gaufls-Zahlenebene.

Es werden Operationen auf der Menge dieser Zahlen definiert.

+ 21+ 22 = (1 + 22, Y1 +Y2) (2.2)
: 21 - 22 = (L1272 — Y1y2, T1Y2 + T2y1)

usf.

Fiir das obige Beispiel z? + 1 = 0 existieren fiir z € C die beiden Losungen

z1 = (0, ].)
z9 = (O, —1)
denn:
21 (0,1)-(0,1)=(0—-1,0) = -1

z ¢ (0,-1)-(0,—1)=(0—1,0) = —1.
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Da der Umgang mit Zahlenpaaren unhandlich ist, wird die imaginire Einheit i eingefiihrt, definiert
durch i? = —1, was zur #quivalenten algebraischen Darstellung

z=x+1y (2.4)
fiihrt.

Bei analoger Anwendung der Regeln aus dem Reellen folgen dquivalente Regeln zur Paardarstel-
lung.

° 21+ 29 = (x1 +iy1) + (z2 + iy2)
= (z1 +x2) +i(yr +y2) (2.5)

° 2122 = (x1 +iy1)(z2 + iy2)

= (2122 — y1y2) + i(T1Y2 + T201) (2.6)
s Lot _mow (2.7)
z x+iy  x2+y? |z|?

mit der komplex konjugierten Zahl
e  =(ztiy) =a-iy (2.8)

und dem Betrag

. |z =z 2 =22+ 2 (2.9)

Fiir die Wurzel einer komplexen Zahl gilt

. Vz :\/x—f—iyéa—i—ib. (2.10)
Nach Quadrieren und Koeffizientenvergleich folgt das Gleichungssystem

- = x

2ab = vy,

woraus die beiden méglichen Ergebnisse folgen:

z 1
a1/2=i\/*+*va2+y2, b1/2=L (2.11)
2 2 2(11/2

Neben der algebraischen Darstellung gibt es die trigonometrische Darstellung durch den Winkel
und den Abstand vom Ursprung in der Gaufis-Ebene.

z=ux+1iy =r(cosp + isiny) (2.12)

Gleichheit zweier komplexer Zahlen gilt, wenn

Z1 = %2 % r =T2

2.13
3012@24—27'('](3, k e Z. ( )
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Die Multiplikation zweier komplexer Zahlen entspricht einer Multiplikation der Absténde und einer
Addition der Winkel, denn

z122 =r1-1r9{ (cos 1 €os s — sing; sinsy)
+ i (cos¢y sinps + sing; cosps)}
2129 =11 -1 {cos (1 + p2) +isin(p1 + p2)}. (2.14)

Der Kehrwert und damit auch die Division entspricht dem Kehrwert des Abstands und dem
negativen Winkel, denn

11 1
z ;cosgz)—i—isingp
1 cosp—ising
o cos? @ + sin”
1 .
= (cosp —isinp)
S = %{cos(fcp)+isin(fga)}. (2.15)

Potenzen einer komplexen Zahlen sind durch die Moivre-Formel zu berechnen

n

2" =r" (cosny + isinnyp), (2.16)
die aus der Multiplikationsregel und Induktion folgt.

Durch die Euler-Formel ‘
e = cosp +isinp, (2.17)

die durch Einsetzen und Vergleich der Taylorreihen bewiesen werden kann, wird aus der trigono-
metrischen Darstellung, Gleichung (2.12), die Exponentialdarstellung

z=r€", (2.18)

Die Multiplikation ergibt dann
2129 =11 €91 Ly €92 = pypg eHP1102) (2.19)
und das Potenzieren in der Exponentialdarstellung fiihrt auf

2" =(r e“’)n =" e, (2.20)
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Beim Ratizieren oder Wurzelziehen sucht die man komplexen Zahlen w, die die Gleichung

!

Ve=w=ge"
erfiillen. Wir finden ¢ und v durch Potenzieren vermoge

n

r = 0

po+2tk = ny mit keZ

zu
o=3/r

1 k
Y =—p+2m—
n n

Lassen wir k£ durch die ganzen Zahlen laufen, so folgt

k=0: wo:weiw/n
k=1: wy = {1/; ei(g&/n-‘rQﬂ'/n)
k=2: wy = ¥ eile/ntm/n)
k=n-—1: Wp_1 = VT eile/n+2m(n—1)/n)
k=n: wy, = Ut il /n+2m)
k=n+1: Wpe1 = ...

usw
k=-1 w_1 =...

Die n Wurzeln w,, w1, ...w,_1 sind daher echt verschieden.

Beispiel:
et0 =1
3 ; . .
V1=1{¢2/3 = cos 2w+ sin
oidm/3

x\
| 1200
w,

1

= cos §7T+i sin

(2.21)

(2.22)

:wl

=Wnp—-1
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Eine beliebte Quizfrage ist die nach der Losung von 4'.

P eln(ﬂ')

mit

und

~N = exp{

”Die schonste Gleichung der Mathematik” ist (laut einer Umfrage unter Mathematikern)

— ei Ini

i:eiﬂ/2+i27rk Le

lni:z’g+i27rk

i (zg tiom k)} _ /22K

€mT+1=0

Wias ist so besonders an dieser Gleichung?

2 Komplexe Funktionen

Die trigonometrischen Funktionen ergeben sich aus der Euler-Formel (2.17).

COS T

sinx

= cosx+1 sinx

= cosx —1 sinx

(eiac T e—iac)

(eix _ e—im)

2] ol

Alle Additionstheoreme sind daraus einfach ableitbar.

Beispiel:

cos (a+ f)

cos(a+ ) =

{euaw) n e—v:(a+/3>}

{euaw) 1 eila=B) _ gila=p) | e—i(aw}

DN = N =

2 2
(cosa+i sina)cos S —i(cosf—i sinf)sina

i3 —1i3 i _ ,—ia
i€ te e_we e

cosa cos S —sina sin

Die Hyperbel-Funktionen sind analog zu den trigonometrischen Funktionen definiert.

sinha = 5 (e —e™7)

=

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)
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coshz = J (" + e %)

(7+e)

tanhz = m

cothz = 1/tanhz

Die trigonometrischen und Hyperbel-Funktionen gehen durch die Ersetzung x — iz ineinander
iiber.

sinhix = 14 sinx
coshizx = cosx
tanhix = i tanax
. 1
cothix = -cotx
1
Der Logarithmus einer Zahl z sei w.
w=Inz

Da die komplexe Zahl z durch unendlich viele Winkel in der Exponentialdarstellung représentiert
wird
z = r elet2mk) mit k € Z,

gibt es auch unendlich viele Losungen fiir w:

w=Ilnz = In (7“ ei(‘PH”k))

Inr +ip + 27k (2.27)

Beispiel: z =1, w=1Inz ="

i = eiTr/2 _ ei(7r/2+27rk)

w=Ilni = Inl —H'g +ionk
=0

zg + 27k
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z-Ebene w-Ebene
é .
37l
i In 21
_— » e
_ 3
57

Ebenso wie der Logarithmus besitzt auch die Gleichung
7 =w
von Seite 43 unendlich viele verschiedenen Losungen.

i ilim/2+i2mk)

e~ T/2—2mk mit keZ

Pl i /> Q N Vv %
V V V y Vi 7 7
% v v % * * 3
| v | ' Al ' | ' | ' | ' 1 ' | ' | ' |
le-10 1e-08 1e-06 0.0001  0.01 1 100 10000 1e+06 1le

Bemerkung: Riemann-Blétter

Die Mehrdeutigkeit von w = In z und anderen Funktionen verursacht Probleme mit dem
mathematischen Funktionsbegriff, denn Funktionen sind eindeutige Abbildungen. Damit
wiére In z, da mehrdeutig, keine Funktion. Durch die Aufficherung der z-Ebene in Riemann-
Blatter kann der Funktionsbegriff gerettet werden. Jedem k-Wert bei Mehrdeutigkeiten
entspricht ein Riemann-Blatt der Gaufls-z-Ebene. Durch die Zuordnung eines z-Wertes auf
einem Riemann-Blatt zu genau einem w-Wert wird die Eindeutigkeit garantiert.

3 Differentiation

Die Definitionen und Regeln der Differentiation aus dem Reellen sind iibertragbhar auf die kom-
plexen Zahlen.

Eine Funktion f(z) heifit analytisch auf dem Gebiet A € C! wenn f(2) in jedem Punkt aus
A differenzierbar ist. Das Gebiet A ist das Analytizitidtsgebiet. Synonyme fiir ”analytisch” sind
"reguldr analytisch” oder ”holomorph”.

Hiufig sind Funktionen f(z) in weiten Teilen von C! analytisch bis auf einige Punkte, welche
singulére Punkte oder Singularitdten heiflen. Prototyp einer Singularitéit ist der Pol:

flz) = — (2.28)

Z— 2y

Diese Funktion hat eine Polstelle bei z = z,, ist aber im Gebiet A = C'\ {z|z = 2, } analytisch.
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Wenn eine Funktion f(z), nach Zerlegung von f(z) und z in die reellen Einzelteile

z = x4y
f(z) = u+tiv=u(z,y)+iv(z,y),

die Cauchy-Riemann-Relationen
Ozu = Oyv, 00 = —0yu (2.29)
erfiillt, ist dies dquivalent zur Analytizitét der Funktion f(z).

Beweis:

et LG22 1)
az—0 AZ
— lim u(r + ax,y + ay) + w(z + az,y + ay) —u(z,y) —iv(x,y)

Aax—0 AT A
Ay—0 T Yy

— lim u(x + Az, y + ay) — u(z,y) n Z.v(x + ax,y + Ay) —v(z,y)
AT + 1Ay AT + 1AY

Az—0
Ay—0

Der Grenziibergang muf} vollig beliebig erfolgen kénnen:

(a) — lim lim {“(xJFM’yJFAy)_u(x’y) +i”($+mﬁy+ﬁy)—v(w7y)}

Az—0 Ay—0 AT + 1Ay AT + 1Ay
= lim {u(x + A$7y) 7 U(il?,y) + Zv(‘r + A:r,y) B U(Iay) }

Az—0 AT AT
= 0yu + 10,0

Ay—0 az—0 AT + 1AY AT + 1AY
— lim {U(x, ytay) —ulzy) o@y+ey) —vy) }

Ay—0 LAY 1AY

1
= —0yu + 0yv

7

Aus dem Vergleich der Real- und Imaginérteile folgen die Cauchy-Riemann-Relationen

Ozu = Oyv, 00 = —0yu
Die Abbildung f {iberfiihrt 2z in f(z) beziehungsweise (z,y) in (u,v). Fiir analytische Funktionen
erfolgt die Uberfithrung aber korreliert fiir  und y, so daf auch eine Korrelation zwischen « und
v vorhanden sein muf}. Diese ist gerade durch die Cauchy-Riemann-Relationen gegeben.
Beispiel: Ist die Funktion f(z) = z* analytisch?
utiv=(r+iy) =z —iy

~ uzy) = oz

o(z,y) = —y



4 Integration 47

Die Cauchy-Riemann-Relationen sind dann
Ozu # Oyv 0, = —0yu
1#£-1 0=0
nicht erfiillt und damit ist f(z) nicht analytisch.

Die Ableitung d, (2*) fithrt also zu unterschiedlichen Werten je nachdem auf wel-
chem Weg der Grenziibergang ausgefiihrt wird.

. (ztaz)" =2 . AZ* . Az —iAY
lim —————— = lim = lim ——=
Az—0 AZ aAz—0 AZ Az—0 AT + 1AY
Ay—0
AT — 1A A
(a) = lim lim 2" gy 20—y
az—0ay—0 AT + 1AY Arx—0 AL
AT — 1A A
(b) = lim lim u — lim —2Y =
ay—0Aaz—0 AT + 1AY ay—0 Ay
. Axr —iAy 1 —1 .
(c) = lim —7 = - = —3
azrx=ay—0 AT + 1AY 141
4 Integration
Formal wird zuerst der Integralbegriff aus dem Reellen iibertragen:
b
/f(z) dz wobei jetzt a,b, z € Z. (2.30)
a

Nicht klar ist dabei, auf welchem Weg die Integration erfolgt. Dadurch ergibt sich eine Ahnlichkeit
zum Linienintegral.

&

Beispiel: Die Rolle des Weges fiir f(z) = 22, a=—1und b=

e Bei Ignorierung des Weges und Anwendung der Integrationsregeln des R! ergibt

sich '
7

1
/z2 dz = 523

-1

’ 1

-1
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e Fiir den Weg entlang der Koordinatenachsen ergibt sich

)
z =1y mit 0 <4y <4, dz =d (iy)

z=zrzmit -1 <z <0,dz=dx

Q\

0 7
2dz = /:ﬂ dm—f—/(iy)Q d (iy)
—1 0
3

1+i3717i
3 3 3

Dieses Beispiel schiirt den Verdacht, dal der Weg keine Rolle spielt. Der Integralsatz von Cauchy
wird zeigen, dafl dies unter bestimmten Bedingungen tatsdchlich der Fall ist.

4.1 Integralsatz von Cauchy

Fiir den Integralsatz von Cauchy, dem zentralen Satz der komplexen Integration, betrachtet man
einen geschlossenen Weg C'.

1
einfach zusammenhéngendes Gebiet A

N

Wenn f(z) auf C' und im eingeschlossenen Gebiet A analytisch ist, so gilt

1

j{f(z) dz=0 (2.31)
c

Beweis:

1. Ohne Beschréankung der Allgemeinheit sei das Gebiet A so beschaffen, dafl Schnitte von C
mit « = const oder y = const jeweils nur zwei Schnittpunkte mit C' besitzen, also

NI

T = const

und nicht,
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C

Yy = const

x = const

da sich hier vier Schnittpunkte zwischen der y = const Linie und C' ergeben.

Falls A komplizierter beschaffen ist, etwa von der zuletzt gezeigten Form, ist A zu zerlegen,
so dafl nur Teilgebiete von der zuerst gezeigten Form entstehen.

C

Dann gilt
f=[c[+]+] @ [+[=o0
C Cq S1 S2 Cy s1 S2

:7{+

(A1) (A2)

(2.32)

A; und A erfiillen die Voraussetzungen und die Uberlegungen sind getrennt auf A; und A,
anzuwenden und dann wie oben beschrieben zusammenzufiigen.

2. Das gesamte Integral wird in Real- und Imaginérteil zerlegt.

7{ F(2) dz = }{ (u + iv) (dz + idy)
C

c
(2.33)
:%udx—]{vdy—&—i j{vdx—i—j{udy
C C C C

3. Untersuchung des ersten Terms § u dx liefert
c

ya(z)

X1 T

mit y1(x) <y < yao(x), z Kurvenparameter
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T2 1

?{udx = /u(x,yl(x)) da:Jr/u(x,yg(ac)) dz

c T 2
= /{u(m,yl(x)) —u(z,y2(2))} da

z2 y2(x)
= / / (—0yu) dy dzx
z1 y ()

- / (—0,u) dF.

A

4. Analog gilt fiir den dritten Term § v dz

C
%v do::/(fayv) dF.
C A

5. Untersuchung des zweiten Terms ¢ y dy liefert
C

71(y)

mit

_ /{v(xg(y),y) —o(@1(y),y)} dy

Y1

y2 ©2(y)
= / / (0zv) dz dy
Y1 x1(y)

/ (0yv) dF.

A

6. Analog gilt fiir den vierten Term ¢ u dy
c

j{udy:/(azu) dF.

C A

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)
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7. Alles zusammen ergibt

]f F(z) dz = / (—0yu — Dyv) dF

© A (2.38)

+i/(78yv + Oyu) dF.
A
8. Anwendung der Cauchy-Riemann-Relationen
Oxu = Oyv, Oyu = —0,v
auf A ergibt
%f(z) dz=0
C
q.e.d.

Aus dem Satz von Cauchy ergibt sich als Schlufifolgerung die Wegunabhéngigkeit des Integrales

/ £(2) dz
C

solange bei Deformation des Weges C ausschliellich der Analytizitéitsbereich iiberstrichen wird.

*
Polstelle

So gilt zum Beispiel

[rerae= [r@ra:=- [ 1) a
C1 Cy

Co

aber

[eras# [ 1@ ax
Cq C3

Ringintegrale um denselben Pol sind nicht Null
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(G}

f f(2) dz 40,
Cy

aber gleich, solange der und nur der Pol im Inneren der Wege liegt

]{f(z) dz = ff(z) dz.
ol Co

A

*
Polstelle

Cy

Bei Verbindung der Wege zu einem Ringintegral, wobei der Pol aulerhalb des Weges liegt, ist das
Integral entlang diese Weges Null. Da die Verbindungswege bis auf die Richtung gleich sind, gilt

O:ff(z) dz:/f(z) dz+/f(z)dz+ / f(2) dz+/f(z) dz,
C S Ss

(A) —Cs

wobei (A) der Rand der Fliche A ist.

4.2 Integralformel von Cauchy

Fiir eine auf dem Gebiet A analytische Funktion f(z) und einen einfach geschlossen Weg C' in A
gilt die Integralformel von Cauchy:

?{M dz =27 f(z,). (2.39)

zZ— 2,
c

Zo liegt dabei innerhalb des von C' eingeschlossenen Gebietes.
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Beweis:

1. Die Funktion 2L hat einen Pol bei z,.

2. Der Weg C kann ganz bis an z, herangezogen werden, ohne dafl der Wert des Integrals sich
dndert, zum Beispiel zu einem Kreis mit Radius .

e

Fiir € — 0 gilt dann

F L e §
C C

3. Fiir den Kreis mit Radius € um z, gilt die Parametrisierung

C:  2(t) = 2+ ee® mit ¢ € [0,27)

2m i
dz cie .
N = — = 21
Z— 2 ce’
C

4.3 Residuensatz

Vorbereitend werden einige Begriffe definiert, die fiir den Residuensatz notwendig sind.

e Pol erster Ordnung
Eine Funktion g(z) hat bei z; einen Pol 1. Ordnung, wenn sich g(z) in der Umgebung von
z; darstellen laft als

—2 4 h(2), (2.40)

wobei h(z) analytisch ist in z;.

e Pol n-ter Ordnung
Die Funktion g(z) hat bei z; einen Pol n-ter Ordnung, wenn sich g(z) in der Umgebung von
z; darstellen 148t als

9(z) = m + h(z), (2.41)

mit einer wiederum analytischen Funktion h(z).



54 Kapitel 2. Differentiation und Integration im Komplexen

e Die obigen Darstellungen kénnen mitunter verborgen sein.

Beispiele: 1.
g(z) = cot z besitzt bei z = 0 einen Pol

1
0952 ~ - ~ Pol 1. Ordnung
sinz 2z

cotz =

h? 1
% ~ — ~ Pol 2. Ordnung
smh” z z

e Der Koeffizient R(z;) heiit Residuum der Funktion g(z) bei z;.

g(z) = coth® z =

Beispiele: 1.
g(z)=cotz ~ R(0)=1
g(z) =coth®’z ~ R(0)=0
e Pole verschiedener Ordnung kénnen iiberlagert sein.
Beispiel:

g(Z)Zg‘F;

Residuensatz: Die Funktion g(z) sei analytisch in A bis auf endlich viele isoliert Pole z; (Sin-
gularitédten) und analytisch auf dem Rand (A) von A. Dann gilt

]f g(z) dz =2mi Y R(z;). (2.42)
) I

Beweis:

(4)

. Deformation von (A)
Aufheben der Integrale iiber gegenliufige Wege

Verschwinden des Integrals iiber h(2)

L s

Verschwinden der Integrale entlang der Kreise um z; bei:

/762"(2])” dz =0, fir n>1
J (z — %)

denn
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©

z — zj) ) (% +cel? — z;)n
ST

— Qn<zj)81—n/ei(1—n)cp dcp

0

|
&

q.e.d.

Zur Berechnung des Residuums einer allgemeinen Funktion g(z) mit dem nicht offensichtlichen
Pol 1. Ordnung gilt

R(z) = i (= = 2)g(2), (2.43)
falls
zli}rrzlj (z—2)g9(2)| < 0.
Dagegen sind fiir
lim (z — 2z;)g(2)| = o0

2=z

bei z; auch Pole htherer Ordnung vorhanden. In diesem Falle errechnet sich das Residuum durch

R(z) = lim 27" {(2 = 2)"9(2)} , (2.44)

(n—1)! 2>z
wobei n die maximale Ordnung der Pole bei z; ist.
Beweis:

R(zj) | Q2(z) . Qn(z)

= Ty oo 1)

~ (z—2)"g(2) = (z— 2))" ' R(z) + (2 — )" *Qa(z)) + - - + Qu(z)) + (2 — ;)" h(2)

A AT {(z = 2)"g(2)} = (n = 1)! R(2j) + 04 --- + 0 + (2 — z;) - (analytischer Ausdruck)

Nach dem Grenziibergang z — z; folgt die Gleichung (2.44).
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Beispiel:
a b
9(z) = L2

Weitere Beispiele sieche Handschrift.



KAPITEL 3

Differentiation und Integration von
Vektorfeldern

1 Vektoren

e Zuerst moge sich der Leser an einige Begriffe aus der Linearen Algebra erinnern, die hier nur
aufgezahlt, aber nicht erldutert werden:

— Vektoren sind Elemente eines Vektorraumes. Die Vektoren haben diverse Eigenschaften
und verhalten sich nach bestimmten Regeln.

— Addition zweier Vektoren.

— Multiplikation mit Korperelementen, meist reellen oder komplexen Zahlen.

— Linearitdt, Kommutativitat.

— Lineare Unabhéngigkeit von Vektoren.

— Basis des Vektorraumes, Basisvektoren.

— Dimension des Vektorraumes.

— Basiswechsel.

— Orthogonalbasis (OGB), Orthonormalbasis (ONB).

— Skalarprodukt zweier Vektoren.

— Vektorprodukt (Kriicke, die nur im 3-dim. Raum mdoglich ist).

e Prototyp eines Raumes fiir die klassische Physik ist der 3-dim. Anschauungsraum, der auch
der Orts- und Konfigurationsraum genannt wird. In diesem Raum werden Vektoren im phy-
sikalisch engeren Sinne betrachtet. Allerdings ist dieser Raum nicht in jedem Falle mit dem
Vektor-Raum identisch, in dem diese Vektoren leben. Auf die mathematisch exakte Abgren-

zung des jeweiligen Vektor-Raumes werden wir hier verzichten. Trotzdem ist eine erfolgreiche
Vektorrechnung moglich.

Wir verwenden kartesische normierte Basisvektoren
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Bezeichnungen:
e = e, = 1 = e
e = e, = j = (3.1)
e = e, = kE = ¥

Manchmal werden Vektoren auch durch fettgedruckte Buchstaben dargestellt.
Die {e,,a =1,...,3} bilden eine ONB. So gilt:

1 a=b
€, = dap =
~~ ~ 0 a#b

Skalarprodukt Kronecker—Symbol
Andere Schreibweisen fiir das Skalarprodukt sind z.B.

(€as€p) s (€alen) s €q - &

Ein Vektor ist im physikalisch engeren Sinn eine gerichtete Grofle in diesem Raum.

Z.B. wird der Ort eines Teilchens durch einen Vektor r dargestellt:
r=uxe; +yey + ze3 (3.2)

Durch Umbenennung der Koordinaten

r — T — x

y — 1z — x2

z — x3 —

kann man auch schreiben:
3
_ .1 2 3 _ a _ a
r=xe +xe,+are; =) x%, =) zle,. (3.3)

a=1 a

x® kénnen auch Funktionen sein. Markiert r den Ort eines bewegten Teilchens, so gilt: x%(¢)
mit ¢ als Parameter (etwa die Zeit)

Ar(t) =Y 2 (t)e, (3.4)

r(t) beschreibt eine Kurve im Raum, die Bahnkurve oder Trajektorie des Teilchens. Diese
Bahn verdndert sich nicht mit ¢, nur die Position des Teilchen auf der Bahnkurve dndert
sich.

Wenn man ,,immer® genau diese Basis verwendet, kann man sie auch weglassen und die
Vektoren nur durch ihre Komponenten markieren und als 3-Tupel schreiben:

r(t)=| 22(t) | =3-Tupel (3.5)

Zur weiteren Erlduterung der Bedeutung von Vektoren und Basen in der Physik betrachten
wir im folgenden ein geladenes Teilchen, z.B. ein Elektron. Das Elektron erzeugt ein elektri-
sches Feld. Das elektrische Feld ist eine vektorielle Groe und wird durch E dargestellt. Das
Elektron befinde sich nun am Ort ), das elektrische Feld bildet sich dann in der Umgebung
von r, aus, z.B. bei r.
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\E

[=3

/\ r

Zur quantitativen Darstellung von E kann auch die kartesische Basis verwendet werden. Die
Basis wird dazu vom Ursprung nach r verschoben. Das ist moglich, da die kartesische Basis
in jedem Punkt des Raumes gleich ist.

Fiir E ergibt sich dann:

E=EFE'e + E%,+ E%; =) E’, (3.6)
Fiir die Komponenten von E werden hochgestellte Indizes verwendet. {E®} sind in den
Raumpunkten verschieden, hingen also von r ab:

E® = E%(r) = E*(z*, 2%, 2%) = E*(a2?) (3.7)
Ebenso kann man auch schreiben

E(r)= Z E“(r)e, (3.8)

Man bezeichnet E(r) als Vektorfeld.

Wir betrachten nun eine Elektron, das sich zusétzlich bewegt, r, hingt also von ¢ ab: r((t).
Dadurch wird auch E an einem festen Beobachtungspunkt r zeitabhéngig.

E(r,t) =) E(r.t)e, =) E(’ t)e, (3.9)

e Als Empfehlung fiir die Zukunft: Mit einem Vektor sollten weniger die 3 Komponenten

zb, 22,23 oder E', E?, E? assoziiert werden, sondern mehr die Kombination aus Betrag und

Richtung des Vektors.

2 Differentiation von Vektoren

Wir legen im folgenden fest, dal die kartesische ONB {¢,} Basis des Raumes sei.
Nach welchen Variablen ist eine Differentiation naheliegend? Dazu betrachten wir zwei physikali-

sche Groflen.

1. r(t) beschreibe die Trajektorie eines Teilchens. d;r beschreibt dann die Anderung des Ortes
r des Teilchens mit der Zeit. Die Definition des Differentialquotienten erfolgt analog zu einer
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skalaren Funktion:

dr = lim J0FaD—r@)
At—0 At

lim Za x? (t + At)ga — Za x? (t)ga
At—0 At

f S et at) — 2 (0))

At—0 At
At + at) — x%(t
- 5 =0,
At—0 At

dir = ) dia‘e, (3.10)

Za

Man kann auch schreiben:
dtl‘l

dir = | dya? (3.11)
d;a
Wir interpretieren d;r jetzt als Geschwindigkeit des Massenpunktes:
v(t) = dsr(t) (3.12)

Analog lassen sich auch die hoheren Ableitungen definieren. Die Beschleunigung eines Mas-
senpunktes ist dann:
dw=d’r=a (3.13)

Es wird hierbei ebenso komponentenweise differenziert.

2. E(r) beschreibe das elektrische Feld eines bei 1, ruhenden Elektrons:

E= ZEa(xl,zZ,:c?’)ga (3.14)

Formal ist es moglich, das Feld E(r), ebenfalls komponentenweise, nach dem Ort r zu diffe-
renzieren.

OpE =Y 0nE, (3.15)

Wir versuchen nun 9, E® physikalisch zu interpretieren, stellen aber fest, dass nur bestimmte
Kombinationen der rdumlichen Ableitungen eine universelle, physikalisch-technische Bedeu-
tung haben.

2.1 Gradient

Wir betrachten eine skalare Funktion f im R3: f | R® — R1L.
Mogliche Schreibweisen sind:

f(z,y,z) oder
f(r) oder
f(zt 2% 23)  oder
f(a@®)

Physikalisch Beispiele fiir skalare Funktionen sind:

(3.16)

T(z%) Temperaturfeld
p(z?) Dichtefeld
V(z®) Potentialfeld
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Wir definieren jetzt den Gradienten 0, f eines Skalarfeldes f:
aﬁf = aﬂclf@1+aﬂf§2+ax3f§3
= Za ax“ fga
O f (3.17)
= 6Q72f
8:r3f
Weitere Bezeichnungen fiir den Gradienten sind:
g:(?,,fEVngradf (3.18)
or =
wobei
Oy
V=0, =0 =| 0p (3.19)
Oy3

als Nabla-Operator bezeichnet wird.

Der Gradient einer skalaren Funtion f ist offenbar ein Vektor.

e Physikalische Interpretation und Bedeutung des Gradienten.

Oy f zeigt die Richtung der stdrksten Anderung von f an. Zur Erliuterung betrachten wir

ein Temperaturfeld.

1. Korper mit homogener Temperatur:

T(z', 22, 2%) = T(2*) = Ty = const

~NO,T=0

2. Korper mit Temperaturverteilung, zur Einfachheit 2-dimensional.

T(a:l,xQ);

Wir suchen jetzt die Isothermen, das sind Kurven auf denen die Temperatur konstant

(=7) ist.
T(z',2?) =1

1_,.2

In diesem zweidimensionalen Fall entsprechen die Isothermen Kurven in der z*-z~*-

Ebene.

— Wir betrachten Isotherme 7y an einem bestimmten Punkt x.

— Wir legen alle méglichen Wege durch *:

ci : {xl(t),2%(t)} Dabei ist t der jeweilige Kurvenparameter.

— Auf welchem der Wege dndert sich die Temperatur am stérksten?

— Wenn ¢; parallel zur Isothermen Yerléiuft ist dies sicher nicht die Richtung der
grofften Anderung! Hierbei ist die Anderung nédmlich null.

— Wir approximieren jetzt die Temperaturdnderung AT in Umgebung von * linear

entlang eines Weges c;.

AT(¢;) =T (z) + axj, 22 + ax}) = T (

zl,2?) (3.20)



62 Kapitel 3. Differentiation und Integration von Vektorfeldern

Korper

Dabei sind az}, az? die Komponenten des Weges entlang der Koordinatenlinien.

Der erste Term auf der rechten Seite wird jetzt durch eine Taylorentwicklung er-

setzt:
T (z} + ax},2? 4+ ax?) =T (2}, 22) + 0T - Az} + 0,2T - ax? (3.21)
A AT = 0T - ax; + 02T - ax?
=0, T ar, (3.22)
Dabei ist

Az}
A—i = 9
N

die Ortsénderung entlang des Weges ¢; bei .

— Es muss jetzt iiberpriift werden, in welche Richtung die Anderung maximal ist.
Dazu werden verschiedene Wege mit dem gleichen Betrag der Ortsénderung |ar;| =
¢ betrachtet:

AT =10, T| - |ar,| - cos¢; = |0, T| - €cos ¢;
offensichtlich gilt
AT = maximal fiir ¢; =0, d.h. ar[|0, T (3.23)
— Op T steht senkrecht auf den Isothermen, denn auf einer Isothermen gilt:

AT =0 & ar;,=arp
ATZBETAKITZO
O T L arpy (3.24)

D)

2

AT'yp

a,T

— Wir verallgemeinern die Uberlegung: Gradienten stehen senkrecht auf Isolinien.
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2.2 Divergenz
Wir betrachten jetzt ein Vektorfeld
A(r) =) A%ad)e,
wobei e, die kartesiche ONB ist.
Die Divergenz des Vektorfeldes A ist dann definiert als:
(3.25)

Op A= 0p A" + 0,2 A° + 0,5 A% = 0,0 A

Verschiedene Bezeichnungen sind gebréuchlich:

%:&A:V-A:divé
or =

Or A ist eine Skalare Grofie.

Or A kann als Skalarprodukt von J, und A aufgefafit werden.

e Physikalische Interpretation und Bedeutung der Divergenz

F beschreibe die Stromung einer Fliissigkeit, F ist also der Massenflul je Fliache und Zeit.

_ Ky

= — = Flufldichte
m2s

(]

Wir berechnen den Durchsatz von Materie durch ein Volumenelement in allen drei Raumrich-
tungen. Die Flidchen des Volumenelements stehen i.a. in einem gewissen Winkel zur Richtung

da?
da!
5 dx%

von F, z.B.

[~

Wirksam wird aber nur die Projektion von F' senkrecht auf die Fliache, d.h. hier

F-ey=|F| cos(F,e5) =y Fle,-e;=F®

Der Durchsatz in e;-Richtung berechnet sich wie folgt:

— ZufluB bei z!'; Eintrittsfliche dz2da3
— AbfluB bei z! + dz!; Austrittsfliche dz2da?
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I~

— Nettofluf:

F(z' +dat, 2%, 2%) - ey - da’da® — E(a', 2%, 2%) - ) - da?da?

={ Fla' 4 dat, 22 23) —F(2!, 2% 23) p da®da®
Fl(z!,z2?,28)40,1 F!-dzt
=0, Fldz'dz?da®

Der Durchsatz in e, und e;-Richtung ergibt sich analog:
ey : 0,2 F?-detde?da®
[ astg - dztdz?dz?
Der Nettoflu} in allen 3 Raumrichtungen ist dann:
(0p F' + 0,2 F? 4 0,5 F®) da'da®da® = 0, F - dV (3.26)
—_— (
=dV

Somit ist d, F als Quellstéirke von F im Punkt (2!, 22, 2%) interpretierbar.

Wenn keine Quellen oder Senken in dV liegen, mufl der Nettoflufl verschwinden. Alles was
iiber die Oberfliche von dV zuflieit, mufl auch wieder iiber die Oberfliche von dV abflieflen.

Folglich ist dann 0, F £ 0. Man nennt F dann quellenfrei (senkenfrei) oder solenoidal.

Beispiele aus der Elektrodynamik:

OB = 0 , d.h. das Magnetfeld B ist quellenfrei.
oD = p , d.h. die Ladungsdichte p ist die Quellstirke
der dielektrischen Verschiebung D.

2.3 Rotation

Wir betrachten wieder ein Vektorfeld

Alr) = A%(a")e,

Die Rotation von A ist definiert als:

Op x A

(0,243 — 0,5 4%) ¢,
+ (6963/11 — Ot AS) €9 (3.27)
+ (8x1 A% — zzAl) [

Or x A ist wieder ein Vektor. Verschiedene Bezeichnungen sind gebrauchlich:
O x A=1ot A=V X A =curl A (3.28)

Dabei ist 9, x A als Vektorprodukt aus 9, und A aufzufassen.
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e Physikalische Interpretation und Bedeutung der Rotation

v sei das Stromungsfeld einer Fliissigkeit.

Beispiele: 1.

—WT
v(r) = wx!
0
I s

n
)
&

Die graphische Darstellumg dieses Vektorfeldes offenbart, daff v(r) einen Wir-
bel beschreibt. Die Berechnung der Rotation fiihrt auf

0
Op X v= 0
2w
Der Vektor der Rotation steht offensichtlich senkrecht zur Strémungsebene.

Die Stromung dreht sich also im positiven Sinn um die e5-Achse.
Or x v kann als Wirbelstarke der Strémung interpretiert werden.

2.
wzx?
v(r) =] wz!
0
.T2 1.2
xl

O X v=

v ist hier wirbelfrei (irrotational).
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Beispiel aus der Elektrodynamik:
Or x E=-0,B (Faraday-Gesetz)

Die Wirbelstérke des elektrischen Feldes E ist die negative zeitliche Anderung des magneti-
schen Feldes B.

2.4 Indexschreibweise und Summenkonvention

Wir vereinbaren, dafl Indizes a,b,...,h von 1 bis 3 laufen. Dann gilt:
O f = Y Oaefe, (3.29)
or A

> Opa A (3.30)
Op x A = 7
Fiir die Rotation haben wir noch keine Indexschreibweise.
Wir fithren jetzt das Levi-Civita-Symbol ein, das uns auch fiir die Rotation eine Indexschreibweise
ermoglicht.
1 gerade Permutation vona=1,b=2,¢c¢=3
€abe = § —1 ungerade Permutation (3.31)
0 mind. zwei Indizes gleich

Folglich ergibt sich z.B.

€123 = 1
€213 =—1
€231 = 1
€132 =—1
€312 =

ez = 0
€301 =—1

Dieses Verhalten nennt man total antisymmetrisch, denn bei der Permutation zweier Indizes édndert
sich das Vorzeichen.

Damit ergibt sich die Rotation zu
O x A=) "N capedpAe, (3.32)
a b c

Zur weiteren Vereinfachung der Schreibweise fithren wir jetzt die Summenkonvention ein. Die
Summenkonvention ist auch als ,,Einstein-Summenkonvention bekannt*.

Auffillig bei den Indexschreibweisen von 0., 0, und 0, x ist, dal die Indizes immer doppelt
vorkommen.

O f = ) Oule,

e Index a doppelt

A = > 0wA°

@ Index a doppelt

8£>< A = za:Xb:Z 6abcawaC§a

(&
Indizes a, b, ¢ doppelt
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Wir treffen die folgende Konvention:

Immer, wenn in einem Term (=Summand) ein Index doppelt auftritt, wird automatisch
iiber diesen Index summiert und das Summenzeichen wird weggelassen.

Also schreibt man mit Summenkonvention:

Or f = Oafe, (3.33)
O A = 0p.A° (3.34)
8£ X A = €abcabecQa (3.35)

Falls es einmal zu einer Situation kommt, in der ein Index doppelt auftritt, aber trotzdem nicht
iiber ihn summiert werden soll, mufl die Summenkonvention dafiir aufgehoben werden, z.B. durch
Einklammern des Index.

2.5 Mehrfachoperationen

Die Differentialoperatoren 0, , 0, , 9, x konnen auch kombiniert werden. Dabei muss aber jeweils
beachtet werden, ob es sich um Skalare oder Vektoren handelt. Es sind also nicht alle beliebigen
Kombinationen auch mathematisch méglich.

Wichtige Relationen:

e 0, x (0r f) =0 fiir beliebige f

EabeOyb Oze fe, =0 (3.36)
Beweis: Ubung fiir den Leser
e 0, (0r x A)=0 fiir beliebige A
OzaEapeOyp AS =0 (3.37)
Beweis: Ubung fiir den Leser
¢ 0. (f-A)=0f-A+[-0. A
oder in Indexschreibweise
Opa(f - A") = Opa [ - A* + fOra A (3.38)

Beweis:

Oy (f - A®) =0y f - A® + f0,0 A°
O fA  =(0uefe,) (A%,)
= (0ue f) A’ e,
\5\/
= (8ﬂc“f) Abéab
— (9,0 ) A"
— A%, f
Ao (f - AY)=ABa f + [y AT

q.e.d.
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e Laplace-Operator
O O = azf =Af (3.39)

Dabei ist A = 8; der Laplace-Operator. 8; ist definiert als:

83 = 8za ama = aia = 831 + 852 + 853 (340)

O X Oy x A = 0,0, A— (02 A%e,

3.41
— 0,0, A-0%A (3.41)

8; A bedeutet eine Anwendung von 82 auf die einzelnen Komponenten von A.

Beweis: Ubung fiir den Leser.

3 Integration von Vektoren

3.1 Vektorielle Integralausdriicke

Wir iibertragen den Integralbegriff fiir Skalare jetzt auf vektorielle Groen.

Fiir Skalare wurden folgende Typen von Integralen behandelt:
e Linienintegral im R?® (Kapitel 1.2.2)

/f (xl,x2,x3) ds

C

e Oberfliichenintegral im R? (Kapitel 1.2.4)

/f (ml,xQ,mS) do
o)

e Volumenintegral im R? (Kapitel 1.2.5)

/f (ml, x2,x3) dv
v

Die Skalare werden jetzt in Vektoren umgeschrieben und als Integranden betrachtet:

fo A=A, = A2, 2%, 0P)e,

JAds = [A° (a:l,z2,x3) dse,
C c

~ [AdO = [A° (:171,:1:2,x3) dOe,
] [0
JAdV = [A° (zl,mQ,xS) dVe,
14 |4

Dies sind mathematische Konstruktionen, die im allgemeinen keine physikalische Bedeutung ha-
ben.

Bisher wurden nur die Integranden in Vektoren iiberfithrt. Auch die Differentiale lassen sich von
Skalaren auf Vektoren umschreiben:
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e ds — dr

Es soll gelten

ds = |dr]|

und
dr = dxlgl + d!EQQQ + dx3g3 = dxbgb.

Dann folgt

ds = +/dr-dr = \/(dacl)2 + (dx2)2 + (dx3)2.
Die Konstruktion eines Integrals der folgenden Form ist moglich.
JA-dr = [ A%,dabe,
c c
= [A%da” (3.42)

c
= [Alda' + [ A%d2? + [ A3da®
C C C

Diesen Typ Integral nennt man Kurvenintegral. Dem Kurvenintegral kommt physikalische
Bedeutung zu.

Zur Interpretation betrachten wir ein Beispiel:

F sei ein Kraftfeld. Ein Massenpunkt wird entlang der Kurve C bewegt. Die Kurve C' stellt
z.B. eine Schiene dar. Die Kraft greift , schrig® an, berechnet werden soll die bené6tigte Arbeit
W

W= [ E(r)dr (3.43)
/

Die Arbeit W ist gerade das Kurvenintegral iiber die Kraft F' langs des Weges C.

e dO — dO

Es soll gelten dO S |dO|. dO konstruieren wir in Anlehnung an Kapitel 1.2.4. Die Richtung
einer Fliache wird als senkrecht auf der Fliache stehend eingefiihrt. Der Normalenvektor n wird
als nach ,auflen® gerichtet definiert und n sei ein Einheitsvektor. n ist dann folgendermaflen
zu berechnen:

Oyrdu X Oyrdv — Our X Oy1
|0urdu x Oyrdv| — |0ur X O,

(3.44)

ﬂ:
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Fiir das vektorielle Oberflichenintegral dO folgt unter Anwendung von (1.68)
dO = ndO = (Oyr X Oyr) dudv (3.45)

Nun lassen sich Integrale der Form

/ AdO (3.46)

konstruieren, aber auch

/ AxdO (3.47)
O

sowie

/ fdo (3.48)

Die wichtigste physikalische Bedeutung hat der Typ

/AdQ
O

Zur Interpretation betrachten wir wieder ein Beispiel. F'(r) sei eine inhomogene Materief-
luB3dichte. i

g
Fl=—
[£] m?2s
Zu berechnen ist der gesamte Materieflul u pro Zeit durch eine Fliche O. Der Materieflufl
durch das Oberflichenelement dO ist offenbar

dpy = FndO = FdO. (3.49)
Der Gesamtmaterieflufl ist dann
= /EndO - /EdQ (3.50)
19) 1o}
kg
(1] = s

Ein Ubergang dV — dV ist nicht méglich, da es kein vektorielles Volumenelement gibt.
Es sind Integrale der Formen f fdV oder f AdV konstruierbar, die oben bereits angegeben
v v

wurden.
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3.2 Green-Integralsatz der Ebene

Der Green-Integralsatz der Ebene verkniipft ein Flachenintegral {iber eine ebene Fliche mit einem
Kurvenintegral iiber den Rand dieser Fléche.

Sind A! (xl,xz), A? (xl,x2) stetig auf F' und (F'), dann gilt

{A'da! + A%da®} = // (0,1 A* — 0,2A") da'da?® (3.51)
(F)
P

Das ist der Green-Integralsatz der Ebene. Den Beweis dieses Satzes fithren wir in zwei Varianten
aus. Fiir eine elegante Beweismethode greifen wir zum einen auf den Integralsatz von Cauchy aus
dem vorherigen Kapitel zuriick. Zum anderen ist aber auch eine autarke Beweisfithrung méoglich.

Beweis-Variante 1:
Ausgangspunkt ist der Integralsatz von Cauchy 2.4.1:

740 F(x)ds = fc (u + iv)(dz + idy)
= 7{ (udz — vdy) +1 %(vdx + udy) (siehe 2.33)

c
= / (—0yu — Oyv)dF +1 // (—0yv + Opu) dF (siehe 2.38)
F F

Jetzt werden die Realteile verglichen und dabei einige Ausdriicke ersetzt:
u— Al —v — A?

z — ! y — 2
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7§ (A'da' + A% d2?) = // (0,1 A% — 9,2 A") dz'da?
C=(F) 7

q.e.d.

Beweis-Variante 2:

Wir setzen voraus, dass die Fliche F konvex berandet ist, so dass die Funktionen fi(z!), fa(z?),
g1(z?), go(z?) jeweils eindeutig sind. Fiir Flichen mit ausgepriigten konkaven Formen kénnten
auch Mehrdeutigkeiten auftreten. Durch geeignete Zerlegung derartiger Flachen ldsst sich obige
Voraussetzung fiir Teilflichen immer erfiillen.

Fiir die Parametrisierung der Fliche F und des Randes (F) werden z' und 22 gewiihlt. Dann
ergibt sich

b faah)
// 0,2 AYF = / / 02 Atdz?da?
F a fi(z!)

b
- / (AL, fola))) — AV, fr(ah)) }dat
b

—/Al(xl,fl(xl))dxl —]Al(ml,fg(a:l))dxl
b
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Weiterhin folgt

d g2(z?)
//8x1A2dF:/ / 1 A%dztda?
F ¢ gi(z?)

d
— [1£(0a).0) — 20a(a) %) s
d

— [ Rgalat) st + [ 20a(a), %)
c d
= %AZ(ml,xz)de
(F)
Addition liefert den Satz:

//((9301,42 — 0,2 AY)AF = fAldxl + 7§A2dx2
F

(F) (F)

3.3 Stokes-Integralsatz

Der Stokes-Integralsatz verkniipft ein Oberflichenintegral iiber eine gekriimmte Fliche im Raum
mit einem Kurvenintegral iiber den Rand dieser Fliche.

(0)

(3.52)

Dies ist der Stokes-Integralsatz.

Beweis:

e Riickfiihrung des Problems auf ein ebenes Problem und Anwendung des Green-Satzes der
Ebene auf dieses Problem:
ol 22 2? — U, v

gekriimmte Fliche im R3 ebene Fliche im R?

e Parametrisierung der Fliache O durch
2l = gl
2?2 = 2%(u,v) pr=r(u,v) (3.53)

2 = 23(u,v)
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e Die Parameter u, v durchlaufen den u-v-Parameterbereich, der einer Ebene entspricht.

v

Beispiel: 1. Kugeloberfliche:

2. Kugelkappe:

= Rcosu

R sinwu coswv

R sinw sinwv

Rand einer ebenen Flache

bene Fliche in der u-v-Ebene,
die der gertimmten Fliche O im

Raum entspricht.

Kugeloberfldche

2
e

//in U-v

™

Es wird die gleiche Parametrisierung verwendet, aber der Parameterraum

verandert:

do
dr

vel0,27]
ue [07 ¢U]

Die Differentiale werden in Darstellungen mit du und dv umgerechnet:

Our X Opr dudv
Our du + 9,r dv

Damit ergibt sich fiir die linke Seite des Stokes-Satzes:

j{Adz = %Aauﬂdu +A0,rdv

Die rechte Seite ergibt:

//aﬁx A-dQ://(?Lx A (Oyr X Oyr) dudv

Entsprechungen verwendet:

Green Stokes
x! = U
x? = v
Al = Adyr
A% = Adyr

e Zu zeigen ist noch die Gleichheit der rechten Seiten:

O A% — 0,2 AY

!

au (A a’uf) - 81; (A auf)
O X A-(Our X Oyr)

(3.56)

(3.57)

Jetzt wird der Green-Integralsatz auf die linke Seite angewendet. Dabei werden folgende
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Ou (A0yr) — 0y (AOyr) = 04A0yr + A0uOyr — 0y A0y — A0y Oyr (3.58)
= 0yAOyr — 0,A0yr
O X A0y X 0yr) = EapeOyp A® EadeOu 0,z
= (Opadee — Opeded) Opp ADy 2?0y z°
= 0 AD,1°0,1° — O A°Dy a0y’
Oy ADyz — 0, A°D,z°
= 0yA0yr — 0,A0,r

Die rechte Seite ist identisch mit der von 3.58; also sind auch die linken Seiten gleich.

q.e.d.
Bemerkungen:
e Folgende Beziehung wurde verwendet:
Eabc€ade = 6bd5ce - 6(10506 (359)
e Die Produktregel fiir Differentiation ist auch fiir Vektoren giiltig:
Ou{A(u)B(u)} = 0,A- B+ Ad.B (3.60)

denn
0, {A*B*} = (0,A%) B* + A9, B

Zur physikalischen Intepretation des Stokes-Satzes betrachten wir ein Beispiel. Sei v ein Stromungs-
feld. Die Zirkulation Z ldngs einer geschlossenen Kurve C' ist wie folgt definiert.

Z = ]{ v-dr (3.61)
c
Nach Stokes ergibt sich:
Z = /8£ x vdO (3.62)
o)

Die Zirkulation entlang einer geschlossenen Kurve ist also gleich der Summe der Wirbelstérke iiber
die eingeschlossene Fliche.

Folgerungen aus dem Stokes-Integralsatz:
e Sei 0, x A =0 (wirbelfreies Feld)
~ (1) §Adr=0

~ Wegunabhéngigkeit des Kurvenintegrals, analog zum Cauchy-Integralsatz
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e Seid, x A=0mn (2) A=0, ¢ d.h. es existiert ein Potential ¢

Iy

/Adz _ /amdz

ry

= /8ma¢dl'a

Ty

Iy

= [do—ol

= ¢(ry) —9(ry)

Das Kurvenintegral ist dann nur von Anfangs- und Endpunkten abhéngig, d.h. die Wegun-
abhéngigkeit folgt auch hier.

e Fine wichtige physikalische Anwendung des Stokes-Satzes ist die Berechnung von Verschie-
bungsarbeiten in Kraftfeldern. Sei K ein Kraftfeld, dann ist W = [ K dr die Arbeit. Beson-
c

ders interessant sind wirbelfreie Kraftfelder, da sie sich aus einem Potential ableiten lassen.
Dann gilt:
o x K=0 NK=-0,¢

AW = [ K=o =6(r) - 6 (r2) (3.63)
C

3.4 GauB3-Integralsatz

Der GauB-Integralsatz verkniipft ein Volumenintegral mit einem Fldchenintegral iiber den Rand
dieses Volumens.

V)

/@ AdV = ¢ AdO (3.64)
14

Dies ist der Gauf3-Integralsatz.

Beweis:

e Wir betrachten eine einzelne Komponente des Vektorfeldes A, z.B. A3, entsprechend der
Basiszerlegung A = A%,
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e dO wird in seine Komponenten zerlegt, entsprechend der Basisdarstellung

dO = dO'e, + dO%e, +d0?c; = (9ur x O,r) dudv (3.65)

e Die Komponenten dO“ sind Projektionen des gerichteten Flidchenelements dO in die Koor-
dinatenebenen. dO* = dQOe,, z.B.dO3 = dO e,

€3
& o
€9
€1

do3

dO? = (dur x 9yr) ey dudv = (dya' By2® — By 9,a®) dudv (3.66)

denn
€ €2 €3
Our X Opr = | Oyl Oya? 0Oyz®

Oyt  Oyx? Oy’

= e toeegt (8uxlavx2 — 8U$18u$2) €3

e (V) wird jetzt in einen oberen und einen unteren Anteil zerlegt, so dafl sich 23 auf (V) jeweils
als Funktion von z', z2 schreiben lisst. Das funktioniert nicht bei allen Kérpern; schwieri-
gere Korper lassen sich aber aus einfachen zusammensetzen. Die Oberflichenintegrale iiber
die Stofflachen heben sich dann gegenseitig auf, da die Normalenvektoren entgegengesetzte
Richtungen haben. Den oberen Anteil nennen wir (V4), den unteren (V)

€1

o (V4) und (V) werden jetzt parametrisiert:

1 3

e allgemein: o' = 2t (u,v); 22 = 22(u,v); 23 = 23(u, v)

e in diesem Fall:

(x',2?), dO? = dx'da2?

3
! 3.67
f(:cl,a:Q), dO? = —dz! dz? (3.67)
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Fiir die untere Fliache sind u, v vertauscht, da der Normalenvektor hier nach unten zeigen
soll!

e Damit ergibt sich fiir den linken A3-Anteil des GauB-Satzes:

/ 0,3 A3 AV = / 0,3 A% dztdz?da®

/8$3A3dx3 = A3|‘j§ =A% (., ad) — A% (2

/813143 dV = / {A3 (wl,xaxi (ml,xQ)) — A3 (wl z? 33¢ (a: T ))} datda? (3.68)

es wird iiber den z'-z2-Bereich integriert

e Wir machen jetzt die spezielle Parametrisierung von (V;) und (V) mittels der Parameter
2! und 2? riickgiingig. (Wir vergessen sie einfach.) Jetzt gilt also wieder % = x%(u, v) sowie
dz! dz? = dO? bzw. —dO?. Dann ergibt sich aus 3.68:

[0,:A43dV = [ A3 (al,2%23) dO® + [ A3 (2?22, 2%) dO?
Vv (VT) (VU 369
= [ A3(a',22,2%) dO? (3.69)
V)

e Die Rechnung fiir die A* und A%2-Komponenten ist analog.

e Alle Komponenten zusammengefasst ergeben:

/@Ade /AdQ
v (V)

q.e.d.

Zur physikalischen Interpratation des Gauf3-Satzes betrachten wir Beispiele.

e Sei F eine Materiefludichte, [F] = 5295. Dann ist nach (3.26) 0, F die Quellstérke, [8£ E} =
fggs. Weiterhin ist F - dO dann der Flul durch die Fliache dO, [F' - dO] = %. Die Gesamt-
produktion von Materie in V' ergibt sich dann zu

/6£EdV /GLEdV :%,

wahrend der Gesamtflufl durch die Oberflache von V' durch

/EdQ /EdQ -7

) V)

dargestellt wird. Nach Gaufl flieit die produzierte Materie in einem Volumen iiber dessen
Rand ab.

Es sei z.B. 0, F' =0 in ganz V, dann gilt:

Materie, die in V iiber (V') zufliet, mufl auch iiber (V') wieder abfliefien.
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e Sei B die Magnetische Induktion. Die Maxwell-Gleichungen fordern

0B = 0

Es gibt keine B-Quellen. Der einem Volumen zuflielende magnetische Fluf§ mufl dem abflie-
Benden gleich sein.

e Sei E das Elektrische Feld. Wir betrachten eine homogen geladene Kugel mit Ladung ¢ und
Radius R,. Es gilt:

Dabei ist r = |r| und [g] = C = As. Fiir den Betrag des elektrischen Feldes folgt

_q r_ i
g | wam frr <k
4L fir e > R,

47‘{'60 7‘72

R,

Die Maxwell-Gleichungen im Vakuum fordern

0E=—p (3.70)

mit p als Ladungsdichte. Hier gilt:

q q As

PTLRTV, A=

Vg ist das Volumen der Ladungskugel.
Wir wenden jetzt den GauB-Satz auf eine Kulgel V' an, die V; enthlt:



80 Kapitel 3. Differentiation und Integration von Vektorfeldern

&9

Jo. EAV = [ EdO
v V)
= T J rdo
V)
Das Oberfldchenintegral wird mit Hilfe einer Parametrisierung der Kugeloberfliche berech-
net:
' = Rsinfcoso
22 = Rsinfsing
> = Rcosf
€1 €9 €3
Opr X O = R cosf cos¢ Rcossing —Rsinf

—Rsinf sing R sinf cos¢ 0
R? sin” 6 cos ¢
= R? sin” 6 sin ¢

R? cosf sinf

T (Opr X Ogr) = R? sin® 6 (0052 & + sin® (;5) + R3 cos? 6 sind
= R3sinf
/dez /R3 sinfdfd¢ = R 4x
(V)

m/a,@dvzg
A -
1%

Noch schneller 1it sich das Oberflichenintegral mit der folgenden Uberlegung berechnen:
Auf (V) gilt r = R & dOJ||r. Folglich ist

r-dO =rdO = RdO

und damit
/fdQ:R/dO=R~4wR2 =47 R?

V) V)
Daraus folgt ebenfalls
J or EdV = %
T T
Summe aller
Quellstarken Ladung

inV
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=1

e Wir betrachten jetzt die Quellstdrke des elektrischen Feldes 0, E. Im Auflenraum von V,
(r > Ry) gilt:

r x
O = = Oga—r, 1r=Vabab
= r

3r3 — 223120 a1

76

Opar = % {(8za$b) b+ 2t (8$a$b)}
1
_ =
o
5 o 37"3*37"2# _ 3r3 — 3r3
T3 76 76
r#0

%

Im AuBenraum verbleibt somit

oo O

r =0 (hier ausgeschl. da r > R,)

or E=0.
Im Innenraum von V, (r< R,) gilt:
q 1 q 3
o, E = — 0, r= ——
- 4dmeg R3 = e 4d7eg Rg

V, wird jetzt soweit verkleinert, das wir eine Punktladung erhalten. Ein Elektron hat z.B.
die Ladung ¢ = e und einen verschwindend geringen Radius. Es ist dann vorteilhaft, die
Ladung als Punkt ohne rdumliche Ausdehnung zu betrachten. Der Auflenraum dringt dann
bis r = 0 vor.

Wir erhalten das Feld einer Punktladung zu

Br)= Lt

=——== .71
= dmwegrivr vr (3.71)
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|E|

Ry

E wird dann fiir » — 0 sehr grof}; aber das Volumen in dem E grofl wird, ist sehr klein.

Wir betrachten p und 0, E fur R, — 0:

q (TS

(1) =R q) —oo firR;—0

QW

o
-
Vv
I
S

also

oo r=20
p(r)={ 0 re0 (3.72)

Aus der Maxwell-Gleichung 0, E = i p folgt:

6.E:{ oo r=20

3.73
B 0 >0 ( )
Wir vergleichen nochmal mit den Ergebnissen der vorherigen Rechnung:
q 3 "
o E = ER—Z — o0 fir Ry —0 (Inneraum von V)
o, E= 0 (AuBlenraum von V)
Folglich ist die Punktladung mit folgender Festlegung konfliktfrei einfithrbar:
p(r) =q-6(r). (3.74)
Dabei ist §(r) die Dirac-Deltafunktion mit den folgenden Eingenschaften:
=0
sr)=14 " (3.75)
0 r#0
/ 5(r)dV =1  (V umschlieBt r = 0) (3.76)

14

Fiir eine Punktladung bei r = 0 ist dann die Divergenz zu schreiben als

1
8’r E= 7q5(f)
T €0
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Zur Uberpriifung des Ergebnisses wird jetzt der GauB-Satz angewendet.
/ 9, EAV — / EdO
v )
1 3
1 q 1r
— = —=d0O
/ z—:oqé(ﬁ) dv / dregr2r
v W)
J 4 ((V) nur auerhalb)
L s@yav = 2
€0 €0
v
4 _ 4
€0 €0
Einige Regeln fiir die Dirac-Deltafunktion:
§(r) =6 (z') 0 (z°) & (2?) (3.77)

mit

/5@) av = ///5(x1)5(:v2)5(x3) dz'dz®dz?

v

/5 ) dat /5 dx/é

3

0(z) ist als Grenzfunktion vorstellbar:

é(x) = hrré y(x,e), >0
e—
L fir — <<t
x,€) = 5 2 2
y(@e) { 0 sonst
1/e

3.5 Derivate der Integralsitze

e Seien @, ¥ |R3 — R! skalare Funktionen.

e Sei 97 der Laplace Operator

e Sei V C R3 ein Volumen und (V') der Rand dieses Volumens.

Dann gelten folgende Relationen:
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1.
/agcbdv = / o, ®dO (3.78)
2.
/(I)@LQ,\IIdVJr/aK(I)aE\I!dV:/<I>8£\I/dQ (3.79)
14 \%4 (V)
(1. Green-Integralformel)
3.
/(@agqf—\yagcb) dV:/((I)@L\IJ—\IJ(‘)LfI)) do (3.80)
v V)
(2. Green-Integralformel)
Beweise:
zu (1) = 0, ¢ & GauB-Integralsatz

A
zu (2) A =20, ¥ & Gaufl-Integralsatz
zu (3) (2) & ¥ <> & & Differenz

3.6 Ausblick

In der Physik spielen Integralsitze eine grofie Rolle. In den Physik-Kursen werden sie in der Regel
erstmals im Rahmen der E-Dynamik breit angewendet.

e Die Integralsiitze vermitteln den Zusammenhang zwischen der differentiellen (lokalen) und
der integralen (globalen) Formulierung der Maxwell-Gleichungen.

e Im Vakuum gilt insbesondere:

differentiell integral
[dv
9, B=0 i §Bd0O =0
[av
0. E=2p — $EAO = £
0, x E=-o,B 1% §Edr=—d,[BdO
O x B=%0E+pj 1% §Bdr=1d, [EdO+ o)

e In der Mathmatik stellen die Integralséitze den Zusammenhang zwischen der Integration iiber
ein Gebiet (R!, R?,R?) und den Rand des Gebietes her.

b

[ f(z)dax = F(b) — F(a) Hauptsatz der Int. + Diff. Rechnung
Aldz! + A2 da? 0,1 A% — 0,2 AY) dzt da? Green-Satz

J (A 0, X

(F)

[ Adr= [0, x AdQ Stokes-Satz

(0) o

J AdO = [0, AdV GauB-Satz

i

)

e In der Sprache der Differentialformen (siehe Kapitel 9) werden sich diese scheinbar recht
verschiedenen Integralsétze als Sonderfille nur eines einzigen Integralsatzes erweisen.



KAPITEL 4

Krummlinige Koordinatensysteme

Bisher haben wir vorrangig kartesische Koordinaten {z®} mit der Basis {e,} betrachtet.

€3

oder

Die kartesische Basis ist an jedem Punkt des Raumes gleich, ausserdem bilden die Basisvektoren
eine Orthonormalbasis. Das macht das Rechnen mit kartesischen Koordinaten einfach.

Fiir viele Probleme sind krummlinige Koordinaten besser angepasst, so dass sich das jeweilige
Problem vereinfacht, wenn man statt kartesischen geeignete krummlinige Koordinaten verwendet.
Krummlinige Koordinaten kénnen schiefwinklig oder orthogonal sein. Wir betrachten den allge-
meinen Fall schiefwinkliger krummliniger Koordinaten. In diesem allgemeinen Fall lassen sich zwei
Arten von Koordinaten und Basisvektoren unterscheiden, die durch hoch- bzw. tiefgestellte Indizes
unterschieden werden.

Fiir die folgenden Uberlegungen wird davon ausgegangen, da der Raum durch ein kartesisches
Koordinatensystem beschrieben werden kann. Dies ist zwar nicht immer méglich, z.B. kann auf der
Kugeloberfliche kein zweidimensionales kartesisches Koordinatensystem eingefiihrt werden, aber
davon wollen wir hier absehen. Fiir Rdume in denen dies somit méglich ist, werden jedem Punkt P
die kartesischen Koordinaten x1, x2, x3 zugeordnet. Weiterhin sind in jedem Punkt P die gleichen
kartesischen Basisvektoren e', e? und e3 definiert. Damit kann im kartesischen Koordinatensystem
(und wir tun dies nur in diesem!) jedem Punkt P der “Ortsvektor”

r= xlgl + x2g2 + x?’gs (4.1)
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zugeordnet werden.

Fiir ein allgemeines KS, werden jedem Punkt P die Koordinaten {¢!,¢2,¢3} zugeordnet. Variie-
ren wir &' und lassen &2 und & konstant, dann entsteht eine Kurve, die wir £!-Koordinatenlinie

nennen (analog fiir £2, £3).

Beispiel: Zylinderkoordinaten:

(4.2)

Wichtige Bemerkungen fiir den folgenden Abschnitt:

e ab jetzt ist die kartesische Basis nicht mehr automatisch Standard
e ab jetzt ist es nicht mehr beliebig, ob Indizes hoch- oder tiefgestellt sind
e es gilt weiterhin die Summenkonvention

e s gilt weiterhin, daf§ die Indizes a,b, ... von 1 bis 3 laufen

1 Kovariante Basis und kontravariante Basis

51

P (6,648

P entspricht r, man darf sich unter r jetzt aber nicht mehr den kartesischen Ortsvektor (xl, z2, x3)

vorstellen, sondern muf} r als Punkt im Raum betrachten.
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Zwei Arten von Basisvektoren sind naheliegend.

1. Kovariante Basisvektoren b, , a=1,2,3
or
b, = — 4.3
b= 5 (43)

Die b, schmiegen sich an die Koordinatenlinien an. Die b, sind i.a. nicht normiert.

Beispiel: Polarkoordinaten (52 =)

Ibzl=‘§; =‘g; #1 (4.4)
da (% die Mafleinheit einer Lénge besitzt und schon aus Griinden der Mafleinheit keine
Normierung auf 1 vorliegen kann.

2. Kontravariante Basisvektoren b* |, a=1,2,3
Die b* werden durch Gradientenbildung auf der Fliche £* = const. durch
b = Vg = 8;: = 625(1 =0 & (4-5)

gebildet. b steht auf der Fliche £* = const senkrecht.

&Y (€2 = const)

i € (! = const)

Die b® sind i.a. ebenfalls nicht normiert.
Bemerkung;:

1. Fiir orthogonale Koordinaten gilt offenbar

b[[b, . (4.6)

2. Sowohl die b* als auch die b, dndern sich, wenn sich P #ndert; die Betrachtungen sind immer
lokal.

Beispiel: Kugelkoordinaten
r = const:  Kugelflichen

¥ = const:  Kegelflichen

@ = const: Ebenen
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2 Metrischer Fundamentaltensor

Das Skalarprodukt
Gab = ba . Qb

heisst Metrischer Fundamentaltensor.

Beispiel: In kartesischen Koordinaten ist g, die Einheitsmatrix. Die Gleichung
Jab = €4€p, = Oab

ist als Definition des kartesichen Koordinatensystems aufzufassen.

Offenbar gilt allgemein
Gab = Gba-

Desweiteren wird das Skalarprodukt

eingefiihrt sowie

Dann gilt bei Anwendung der Kettenregel

Ja = Bea oy T Bea

b

a

(4.8)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

wobei 62 das Kronecker-Symbol darstellt. Nach Konstruktion der ko- und kontravarianten Basen

ist sofort klar, dass

by Lb°

usw. gilt.

Jetzt noch etwas zur Verifikation der Gleichung (4.12):

1. Man stelle sich vor, die £ sind in einem kartesischen Koordinatensystem eingezeichnet. Dann

existiert eine Koordinatentransformation

ga _ fa (1'1,1'2,1'3) _ ga (CBb)

sowie die Riicktransformation

¢ = 1€ (51’527€3> — (gd)
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2. Dann gilt

oeb B oeb ozt ogb o9x2 ogb 023
ote ozt g T 9a2 9ge T 9x®  Oge
gt et ol ozt O0x? 0z
= (8.%161 + @ﬁg + 333363) : <3§a€1 + 8781@2 + 65@63)
= 9, ¢ ﬁ = aifb . ﬁ
-7 0¢r Or  oge

Fiir a # b ist die linke Seite offenbar null; die auf der rechten Seite erzeugten Vektoren

miissen damit senkrecht aufeinander stehen.

Ein beliebiger Vektor v im Punkt P kann sowohl nach der kovarianten als auch nach der kontra-

varianten Basis zerlegt beschrieben werden. Man schreibt:

(4.13)

v® heiflen die kontravarianten und v, die kovarianten Komponenten von v.

Darstellung von v in kovarianter Basis und kontravarianten Komponenten.
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€2

Darstellung von v in kontravarianter Basis und kovarianten Komponenten.

Es gilt:

Beweis:

Kovariante und kontravariante
Es gilt

und analog
Damit kann man schreiben

Insbesondere gilt fiir v = b*

bzw. fiir v = b,

Wegen

,UG.

<

S IS
S]
—~
=
—_
>~

S
=~
-
o

N4

Va

<

u-bt = b bt =00 =" (4.16)
——
=5g

Vb, = wb’ b, =v,- 8 = v, (4.17)
=5t

q.e.d.

Komponenten eines Vektors v lassen sich ineinander umrechnen.

Vg =0b, = Ubbbba = gap ¥ (4.18)
vt =0b® = v, B b = g uy, (4.19)
v=(v-b")b, = (v-b,)b" (4.20)
b (b" - 0", = g, (4.21)
by = (by-be)b" = gec-b (4.22)
G = b by =9"" by goe-b
= g™ gheby- b
=5¢
51? = gad * Gbe - 6d
= gac . gbc (423)
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folgt
0 = 9" geb, (4.24)

d.h. ¢g*¢ und g als Matrizen aufgefafit verhalten sich invers zueinander.

Mit Hilfe des Metrischen Fundamentaltensors g,; und seines Inversen ¢®° lassen sich kovariante
Groflen in kontravariante umrechnen und umgekehrt. Diesen Vorgang nennt man Indexziehen.

3 Determinante
Fiir eine 2 x 2 Matrix berechnet man die Determinante wie folgt:
M M
M= M) = (Mag)s e =12 (4.25)
- Ms1 Moo

| M Mo

M= det% = det (Maﬁ) = = M11M22 — M12M21 (426)
My Mas

Fiir eine 3 x 3 Matrix gilt:

My, Mz M3
M= My My My;z |=(Mauw); a,b=1,2 (4.27)
M3z Mszz Mss

Mll M12 M13

M = det% = det (Mab) = M21 M22 M23
Mszy  Mszy  Msz3 (4.28)
My Mog My M3 Mis M3
= Mll — M21 + M31
M3y M3 Mz M3 My Mog

Eine elegante Berechnungsformel fiir Determinanten ist mit dem Levi-Civita-Symbol moglich.

e Bereits bekannt ist:

1
Eabe = —1 ; e123 = 1; total antisymmetrisch (4.29)
0
e Wir fiithren ein:
1
gt = —1; &' =1, total antisymmetrisch (4.30)
0
e analog gilt fiir o, § =1, 2:
1
Eaf = —1; 12 = 1; total antisymmetrisch (4.31)

0
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1
e =¢ —1; £'2=1; total antisymmetrisch (4.32)
0
e 7.B. €11 = O, €12 = 1, E91 = —1, E99 = 0

e Zum Vergleich noch einmal das Kronecker-Symbol

o

1 =b
Oap = “ ; total symmetrisch
a#b

a =

6% = ; total symmetrisch

S =

a

; total symmetrisch

S =
S

; total symmetrisch

; total symmetrisch

S =

; total symmetrisch

(=2
Q
@
I
—N —— — —/ = —/
S =
Q

[

Damit gilt:

M = e*PM Mys — (2x2) (4.33)
M = %M MoyMs. (3 x3) (4.34)
Diese Vorschrift ist auch auf (N x N) Matrizen erweiterbar.

Beweis:

2% 2:

e MiaMog = P My Mg + * Mg Mag
2 My Moy + €2 M1y Moy
= M1 My — MioMoy = M

3x3: analog

Neben den Berechnungsformeln (4.33) bzw. (4.34) sind folgende Modifikationen niitzlich :
2x2:

ME,Y(; = EaﬂMyaM(glg

bzw.
3 x3:
Megey = €™ Mg Moy M.
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Auch diese Vorschrift ist auf (N x N) Matrizen erweiterbar. Zum Beweis betrachten wir wiederum
exemplarisch den 2 x 2 : Fall :

Fiir vy =1, § = 2 folgt unmittelbar (4.33) und fiir diese Index-Kombination ist die Formel also
korrekt!

Fiir y =2, § = 1 erzeugt €27 = —1 auf der linken Seite einen Vorzeichenwechsel. Rechts ist dann
M., mit Msg zu vertauschen, um die Faktorenreihenfolge wie in (4.33) zu erhalten. Dann ist aber
auch a gegen (3 auszutauschen, was auch rechts einen Vorzeichenwechsel erzeugt. Damit ist auch
fiir diese Indexkonstellation die Formel korrekt.

Bei v = § wird die linke Seite Null. Die Rechts Seite ist aber auch Null, weil ein symmetrischer auf
einen antisymmetrischen Ausdruck multipliziert wird. Im Vorgriff auf das néichste Kapitel bringen

wir (5.35) zur Anwendung und haben damit die Giiltigkeit fiir alle Fille nachgewiesen.

Im 3 x 3: bzw. (N x N) Fall erfolgt der Beweis analog.

4 Skalarprodukt

Das Skalarprodukt zweier Vektoren v und w im Punkt P berechnet sich zu

vow g b - w by, (4.35)
vow = vguwd 0p = vg w® (4.36)
bzw. analog
v-w = 0" w, (4.37)
Dies kann auch geschrieben werden als
vew =0 gap W = gap v WP (4.38)
bzw. analog
v-w=g"v, wy. (4.39)
Man beachte, daf i.a.
P W £ vw # vy Wy (4.40)

gilt.

5 Vektorprodukt

Das Vektorprodukt zweier Vektoren v und w im Punkt P ist (koordinatenfrei!) definiert durch:
1. Der Betrag von v x w ist das Produkt der Langen von v und w und dem Sinus des einge-
schlossenen Winkels.
2. v X w steht senkrecht auf v und w, wobei v, w und v X w ein Rechtssystem bilden.
Die Formel
U X W =/ Eqpcb® V" W (4.41)
erfiillt gerade die Definition. Dabei ist

g = det(gap) (4.42)
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die Determinante des Metrischen Fundamentaltensors.

Wenn v und w selbst Basisvektoren sind, gilt z.B.:

Q:bl :(yllbaa M:bg :6l2)bb
und somit
by xby = \/Geapcb !5
= gea12b"
= \/§€312QS
by xby, = gb®

€' (6%,¢% = const)

€2 (€1,€% = const)

b, x by zeigt in die Ebene hinein und stimmt mit der Richtung von b* iiberein.

Analog gilt

by x by = \gb'
byx b = gb
Weiterhin folgt
by by = \/gbg |+ s

(by X by) by = \/59393:\/5

Spatprodukt,
gemischtes Produkt

(4.43)

(4.46)

sowie analoge Formeln durch zyklische Vertauschung der Indizes. Offensichtlich handelt es sich bei

/g um das Volumen des von den kovarianten Basisvektoren aufgespannten Parallelepipeds.

Es soll zur Verifikation der Formel fiir das Vektorprodukt noch gezeigt werden, dafl das gemischte
Produkt der kovarianten Basisvektoren tatséichlich die Wurzel aus der Determinante des Metri-
schen Fundamentaltensors ergibt. Wir benutzen dazu die Laplace-Multiplikationsregel fiir zwei

gemischte Produkte

ay by a;-by ay-by
(a1 X ag)ag-(by X by)bs =1 ay-b; ay-by ay - bg

Qg'b1 Qg'bz Qg'b3

(4.47)
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Im Spezialfall a, = b, folgt bereits

{(by x 92)93}2 = |gab| = det(gap) = g. (4.48)

6 Differentiation in krummlinigen Koordinaten

Wir erinnern uns an die Differentialoperatoren in kartesischen Koordinaten:

- Gradient Or f=0.1fe + 0r2fey + Ou3 fes = Oz fe,

- Divergenz Op A= 0, A + 0,2 4% + 0,3 A3 = 9, A

- Rotation Op X A= (0,24%—0,3A%) €, ... = €,€abc0p0 A°
- Laplace R =02 +0%f+ 0% =0pOpf

Diese Ausdriicke beschreiben physikalische Sachverhalte, die auch ohne kartesische Koordinaten
existieren.

e Eine Darstellung ohne kartesische Koordinaten, also in beliebigen Koordinaten muf3 deshalb
moglich sein.

e Fine direkte Umrechnung von kartesischen in krummlinige Koordinaten ist sehr aufwindig.

Eine erste Idee fiir eine koordinatenunabhéngige Definition der Differentialoperatoren sei am Bei-
spiel der Divergenz gezeigt:

e Berechnung der Divergenz iiber den Gauf-Satz

/QEAdV: /AdQ
14

V)

e Der GauB-Satz ist im Grunde koordinatenunabhéingig, denn Integrale sind nicht an kartesi-
sche Koordinaten gebunden.

e Der Mittelwertsatz liefert:

/8£AdV:8LA/dV _ AV = /AdQ (4.49)
v v V)
1
5, A - V/AdQ (4.50)
)
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e Um die Divergenz im Punkt r zu erhalten, wird V' um r auf diesen Punkt zusammengezogen:
A~ 0, Al

e Damit erhilt man eine koordinatenunabhéngige Definition der Divergenz:

- V=0

0, A= lim % /AdQ (4.51)

e Das Oberflichenintegral ist in beliebigen, also auch krummlinigen Koordinaten ausrechenbar.

e Die Auswertung des Oberflachenintegrals bzw. anderer Integrale fiir die weiteren Differen-
tialoperatoren soll hier nicht vorgefiithrt werden.

e Man muss nicht in jedem Fall den Weg iiber Integralséitze gehen, um zu koordinatenun-
abhéngigen Definitionen zu gelangen; 0, f kann z.B. auch recht elementar ohne Integrale
abgeleitet werden.

6.1 Gradient

F(EL,€2,63) = £(£9) sei eine skalare Funktion: f | R — R!. In kartesischen Koordinaten gilt:
aﬁ f = aﬂ?a fga
Der Gradient in krummlinigen Koordinaten ergibt sich vermittels Kettenregel zu

o0&
or

Oy f = Oeof 7 = b"0eu f (4.52)

Dabei ist b* die kontravariante Basis im Punkt 7.
Das Differential df kann nach wie vor durch 0, f ausgedriickt werden. Zunéchst schreiben wir:
df = 0 fdE' + ...+ Oea f dE® = Oga f dE” (4.53)

dr 1afit sich im Punkt r in der kovarianten Basis darstellen:

dr = by de' + ... + by de® = b, de° (4.54)
Dann folgt
df =0, f-dr (4.55)
denn
df = b"0caf b, dE° = Oea fdEC DD,
~~

Ja

c

= Oeafdg®



6.2 Divergenz 97

6.2 Divergenz

Sei A ein Vektorfeld A (5 1 g2, 53). Wir erinnern uns an die Divergenz in kartesischen Koordinaten:

= Uga Aa 4
= oxe 9 ( 56)

Wir verallgemeinern diese Definition jetzt auf krummlinige Koordinaten. Dabei muf folgendes
beachtet werden:

e Die physikalische Bedeutung der Divergenz als Quellstarke muf3 beibehalten werden.

e Die Relation (4.56) muss erhalten bleiben.

Die folgende hier ohne Beweis préasentierte Formel leistet dies:

0, A= \jgaga (VA (4.57)

e A® sind die kontravarianten Komponenten von A, also gilt A = A%D,

* g = det(gap)

Fiir kartesische Koordinaten entsteht die richtige Losung:
® Jab = dap g=1
® 0p A=0¢A® = 0y A°

6.3 Rotation

Sei A ein Vektorfeld A (5 1 g2, 53). Wir erinnern uns an die Rotation in kartesischen Koordinaten:
Or X A=e,abc0pA° (4.58)

Wir verallgemeinern diese Definition jetzt auf krummlinige Koordinaten. Dabei mufl folgendes
beachtet werden:

e Die physikalische Bedeutung der Rotation als Wirbelstédrke muf3 beibehalten werden.

e Die Relation (4.58) muss erhalten bleiben.
Die folgende hier ohne Beweis prisentierte Formel leistet dies:

O x A= \jgga’wbaagmc (4.59)

e A, sind die kovarianten Komponenten von A, also gilt A = A.b°

* g = det(gav)
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Fiir kartesische Koordinaten entsteht die richtige Losung:

_ 1 _abcdA.
6£ X A - \/§6 6‘51) Qa

1

_ abc 0A.
= & 7 g Ea

O0A.
€abc Gt Ea

= Qa&‘abcaszc.

6.4 Laplace-Operator
Af = 8; f

8, [=b"0ef
_ 1 c : —_ Ac
L] até—ﬁaga (\/_Z]A ) mltA—Abc
Es tritt jetzt ein Problem auf, da 0, f in der kontravarianten Basis dargestellt ist, fiir die Divergenz
aber eine Darstellung in der kovarianten Basis erforderlich ist.

Durch Indexziehen lassen sich die Darstellungen ineinander umrechnen:

b 9°b, (4.60)
~ O f = g™0afb, (4.61)
vgl. A = AP by,
1
O A = —0 (JgAb 4.62
r A N (Vg4°) (4.62)
1
2 f=——0 (V9g“*0ca f) (4.63)

V9

Bemerkung: Prinzip des richtigen Indexbildes

e Der Indexkalkiil ist so konstruiert, dafl links und rechts einer Gleichung das gleiche Indexbild
auftreten muf:

(e = (L) (4.64)
(e = () (4.65)

e Gleiche Indizes befinden sich auf gleichem Niveau:

kovariant = subscript
kontravariant = superscript

Summationsindizes sind “geséttigte Indizes® im Unterschied zu den “freien Indizes*. Sum-
mationsindizes sind daher nicht mitzuzadhlen. Zu summieren ist immer iiber ein kovariant-
kontravariantes Paar:
b
(o =(.)* (4.66)

e Ein oberer Index im Nenner entspricht einem unteren Index:

0 Abc:Bbc, 0

_ ab _ b
5ee e AT =B (4.67)
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7 Orthogonale Koordinaten
Definition von orthogonalen Koordinaten:

Wenn in jedem Punkt des Raumes
b, by=0fiira#b (4.68)

gilt, dann heiflen die Koordinaten orthogonal.

Beispiel: 2-dim Polarkoordinaten; ¢! = p, 2 = ¢

Es wurde bereits festgestellt, daf fiir senkrecht aufeinanderstehende Koordinatenlinien b,,[[b" gilt;
verdeutlicht ist dies nochmals im Bild. Man vollziehe den Ubergang oo — 90:

51

Der Metrische Fundamentaltensor geht fiir orthogonale Koordinaten in Diagonalform iiber, da

Jab =byb, =0 fira#b (4.69)
gilt. Man schreibt dann:
(h)* 0 0
(9gab) = 0 (ha)> 0 (4.70)
0 0 (hs)?

Warum schreibt man die Diagonalelemente als quadratische Terme?
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Piooghee
Pl € dgl € 4+ de?, €8+ de?

dé? . Koordinatendifferentiale

or
= ——=dev= a 4.71
dr dga d¢® = b, d¢ (4.71)
~ds® = dr-dr =b,de* - b,de’ (4.72)

ds? ist das Quadrat des Differentials der Bogenlinge und wird auch Linienelement genannt. Das
Linienelement ist eine sehr gebrauchliche Grofle!

Aus der Metrischen Fundamentalgleichung
ds? = gqp de* deb (4.73)
ergibt sich:

ds? 11 (d€Y)” + ga2 (4€2)% + gas (43
ds?2 = by, - by (d£1)2 + by b (d52)2 + by - by (d€3)2
Es liegt nun nahe
ds? = (hy A€M + (ha d€?)” + (hs dg®)’ (4.74)

zu schreiben und damit die Diagonalelemente von g, als Quadrate zu schreiben.

Die weiteren Uberlegungen sind mit der Summenkonvention nicht mehr praktisch aufschreibbar,
deshalb wird diese bis auf weiteres aufgehoben.

ds® =) h2 (d&*) (4.75)
Das Indexziehen in orthogonalen Koordinaten arbeitet dann wie folgt:
by = gab = (h2)"0" (4.76)
b
@ 1
o= o, (4.77)
(ha)

klar, da  b*(|b,

Da {b,} und {b"} Orthogonalbasen bilden, liegt es nahe sie noch in Orthonormalbasen zu iiberfiihren.
b, und b sind zwar parallel, haben aber i.a. unterschiedliche Lingen. b, und b* kénnen auf die
Lénge 1 normiert werden. Die normierten b, und b* sind dann gleich, da sie die gleiche Lénge
haben und parallel sind.

Wir fithren jetzt neue Basen ein:

- 1

= — 4.
b = gt (175)
D= b (4.79)
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Folglich gilt

- 1 ~a
b, = —h2b* =heb*=b
=a hu a= = 4
b, = b (4.80)
sowie )
éaéa = hiba . haba = baba =1 (481)
~ bl =1=0"] (4.82)
{éa} = éa ist also eine normierte Basis orthogonaler Koordinaten. Die normierte kovariante

und die normierte kontravariante Basis sind gleich!

Orthogonale Koordinaten sind von hervorgehobener praktischer Bedeutung. Die in der Physik
gebréauchlichsten Koordinaten sind orthogonal.

- Kartesische Koordinaten ¢! = o, ¢2 = 22, €3 = 23
- Zylinderkoordinaten =p &=p &=2
- Kugelkoordinaten h=r =0, 8=9p

In orthogonalen Koordinaten nehmen die Differentialoperatoren einfache Formen an, die in den
folgenden Abschnitten dargestellt werden.

7.1 Gradient

Wir erinnern uns an den Gradienten in allgemeinen krummlinigen Koordinaten
Op f =) b"Ocaf
a

Wir stellen den Gradienten jetzt in normierten orthogonalen Koordinaten dar.

b = h.b”
~a 1
= —_— a 4-
o f ;b o Oenf (4.83)
Die a-te Komponente ist
1
(0r), f =30 f (4.84)

7.2 Divergenz

Wir erinnern uns an die Divergenz in allgemeinen krummlinigen Koordinaten
1
Op A= — Oga gAa
s A= Za: co (VGA")

Fr eine orthogonale Basis gilt
g = hih3h; (4.85)
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Vg = hihahs (4.86)
Die Darstellung des Vektorfeldes A in kovarianter Basis ergibt
A=) A%, (4.87)
a

(4.87) wird jetzt auf die normierte Basis umgerechnet

4 = YA,

5]

A* = A, dab,=b
b, = b,
~A = ZA@%@G (4.88)
Aa
~aT = = (4.89)
1 hyhahs
A = —— 0. Aa 4
~ 9, A hthhgza:ag < e ) (4.90)
1 A N N
0A = o {0 (hahgAt) +0cr (hahad?) +es (hihyA%) } (4.91)

7.3 Rotation

Wir erinnern uns an die Rotation in allgemeinen krummlinigen Koordinaten
1
O x A=—3"3">"e"b,0 A,
- \/‘a a b c

Fiir eine orthogonale Basis gilt

V9 = hihahs (4.92)
Die Darstellung des Vektorfeldes A in kontravarianter Basis ergibt
A=) A%, (4.93)

(4.93) wird jetzt auf die normierte Basis umgerechnet

4 = YAF

~c b

b= hbf == b, (4.94)
~NA. = Ach, (4.96)

1 abci A
~Ox A= e Zzb:zs bey haden (hCAC) (4.97)
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Die einzenen Komponenten von 0, x A sind dann

1 N .
a=1: (9 x 4), = e {06 (hads) = 0es (hads) } (4.98)
a=23 durch zyklische Vertauschung! (4.99)

7.4 Laplace-Operator

Wir erinnern uns an den Laplace-Operator in allgemeinen krummlinigen Koordinaten
1 a
R I=22 =0 (Vag"de )
a b \/g

Fiir eine orthogonale Basis folgt

V9 = hihohs (4.100)
1
I 0 O
(9°) = 0 % O (inverser Fundamentaltensor) (4.101)
2
0 0 5

Der Laplace-Operator nimmt dann folgende Form an:

o, 1 hihahs
Rf = h1h2h3za:a§a 2 Dea f (4.102)

2 _ 1 hahs hihs hiha
8£f = Frihiahs 851 I 851f +3§2 Iy 8§2f +853 I 853]” (4103)

Bemerkung: Im Script “Elektrodynamik®, Abschnitt 5.2 ist die Ableitung der Differentialopera-
toren iiber die Integralsitze vorgefithrt und zwar gerade fiir orthogonale Koordinaten!

8 Spezielle Koordinatensyteme

In diesem Abschnitt werden die besonders hiaufig verwendeten Fille von krummlinigen Koordina-
ten (Zylinder- und Kugelkoordinaten) als Spezialfille orthogonaler Koordinaten behandelt. Auch
ihr Zusammenhang mit den kartesischen Koordinaten und die nétigen Koordinatentransformatio-
nen werden behandelt.

Die Berechnung des Metrischen Fundamentaltensors erfolgt am effizientesten nicht komponenten-
weise mittels Definition, sondern durch Ablesen der Komponenten aus der Metrischen Fundamen-
talgleichung.

ds? = Z Z Gapd€® de? (allgemein) (4.104)
a b

bzw.

ds* = Z (ha)? (dg®)? (orthogonal) (4.105)
Zusitzlich soll angenommen werden, dafl der jeweils betrachtete Punkt P : &1, £2,£3 im Raum
mit der Zeit verdnderlich sei, also gilt:

P(t): €1(1),&%(1),€3(t) (4.106)
dr

2
¢ ist dann als Geschwindigkeit zu interpretieren und % als Beschleunigung. Darstellungen fiir
Geschwindigkeit und Beschleunigung sollen ebenfalls bestimmt werden.
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8.1 Zylinderkoordinaten
=p, =9 =2

xs3

:\ 0 ‘\;;:_;_,//: 2

T

Der Zusammenhang mit den kartesischen Koordinaten ist gegeben durch

T = pcose
2?2 = psing rd (4.107)
2 = =z
Die Differentiale berechnen sich zu
dz! = cospdp—psinpdp
dz? = sinpdp+ p cospdp (4.108)
dz® = dz.

Es ergibt sich die Metrische Fundamentalgleichung iiber
dr =Y dae, = d&%, =Y d&®hab,

za
dr-dr=ds® = (dwa)® = dp® + p* dp” + d2. (4.109)

Hieraus ist abzulesen
hl =1 h2 =p hg =1 . (4.110)

Die normierten Basisvektoren b, des Zylinder-Koordinatensystems benennen wir zu

by=e, by=e, by=e,. (4.111)

P’ @

Die Basisvektoren und ihre Ableitungen ergeben sich aus

dr = dxlgl + dx2§2 + dx3§3 = dpe, + dppe,, + dze, (4.112)
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zZu
e, = % = cospe; + sin pe,y
e, %g—; = —singe; +cosye, (4.113)
e, = % = €3
Wie man sieht gilt:
Oe
===t 4.114
€= 5" (1114)
Die Ableitungen ergeben sich zu
€, = —sinppe Fcosppe, =ype,
e, = —cosppe —sinppe, =—¢e, (4.115)
e, = 0.
Fiir die Geschwindigkeit folgt
d
== e, + ppe, + e (4.116)
und fiir die Beschleunigung
O fut =a pe, + pe, + (Bp + ¢p) e, + ope, +Ze,
a = (P—pp®) e, + (gp+20pe, + e, (4.117)
Der Gradient berechnet sich zu
1 ~a
O | = Zalhj@&af@
1
81 f = 8pf§p + ;8¢f§¢ + azfgz (4'118)
Die Divergenz berechnet sich zu
1
0 = o {06 (ahsAl) + e (Mihsd?) + O (mahad®) |
_ 1 it 72 A3
04 = {0, (pA") +0,4% + 0. (p4%)}
0,4 = Lo (pd") + Yo, 42 1 0. 4° (4.119)
T iz - z .
( PG 07¢
Die Rotation berechnet sich zu
(8£ X A)l = h2h3 {852 (thg) — 853 <h2A3)} und ZykllSCh
- - 1 - ~
(0 < 4), = - {awAg 0. (pds) } = S0y — 0.4y (4.120)
(0, x 4), = {0.4i 0,4} (4.121)
1 " - N
(0. x 4), = ;{ap (pde) = 0,41} = -0, (pds) - 0 (4.122)
Der Laplace-Operator berechnet sich zu
1 hihsohs
2 f = Oga O
2= g 20 (M)
) 1 1
aﬁf = ; ap (Papf) + ago ;apf +0. (pazf)
1 1
RS = =0,(p0,f) + ?c’ﬁf +%f (4.123)
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8.2 Kugelkoordinaten

g=r =0.8=¢

€3

X2

X1

Der Zusammenhang mit den kartesischen Koordinaten ist gegeben durch

z! = rsind cose
22 = rsindsing
3 = rcosd.
Die Differentiale berechnen sich zu
dz! = sinv cospdr +rcost cos pdd — rsind sinpdp
dz? = sin¥ singdr + rcos¥sindd + rsind cospdyp

de® = cos?dr —r sinddd.
Es ergibt sich die Metrische Fundamentalgleichung zu

d32 = Z(dxa)Q = d’l“2 + 7"2 d’L92 —+ 7'2 SiIl2 ’L9d(,02

a

Hieraus ist abzulesen
hi=1 , hyo=7r , hz=rsind.

Die normierten Basisvektoren b; =e,., by =€y, b3 = €y ergeben sich aus

dr = dxlgl + do:QQ2 + dx353 =dre, +ddrey +der sinﬂgv

zu
e, = g—f =sind cospe; +sind sinpe, + cosde; (radial gerichtet)
ey = %% = cos? cospe; + cosV sinpe, —sinte; (meridional gerichtet)
e, = ﬁg—i = —sinpe; + cosype, (entlang des Breitenkreises gerichtet)

Man sieht, dafl folgende Relationen gelten:
_ % L e,

© 7By %7 sno Ay

(4.124)

(4.125)

(4.126)

(4.127)

(4.128)

(4.129)

(4.130)
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Die Ableitungen ergeben sich zu

e, = (cosﬁ cos<p19 —sind sincpgb) e
+ (cosz? sin<p19 + sin ) cos <p<,b) €
—sin 1 Je,

= 19@19 +<,bsin19§¢

ey = —sind cospie, — cos? sinp ge, (4.131)
—sind sin 19@2 + cos ¥ cos p Ye,
—cos ¥ ey
= —19@7_ + <,bcosz9gw
Qo = —cosppe; —sinype,
= —psinde, — P cosvey.
Fiir die Geschwindigkeit folgt
O frt=v=re, + 197“@19 + ¢rsinde, (4.132)
und fiir die Beschleunigung
O fut=a = fte,+ds (197“) ey + di (Prsindd) e,
+ie, + Urey + grsinde, (4.133)
a fe, + d; <19r) ey + di (prsind) e,
47 (ﬂgﬂ + <,bsin19§¢> + (—ﬁg + gbcosﬁ§¢> (4.134)
+¢rsind (—psinde, — pcostey)
a = (1" — 9% — > sin? 19) e,
n (dt (197') + 70 — ¢?r cos ¥ sin 19) ey (4.135)
+ (dt (¢rsin®d) + 7@ sind + Dr cos 19) e,
a = (1" — 9% — > sin? 19) e,
+ (iér + 207 — ¢*rcos ¥ sin 19) ey (4.136)
+ (gbr sind + 2¢7 sin ¥ + 20r cos 19) €,
Der Gradient berechnet sich zu
1 ~a
6r = 78 al b
e f Z . O f-b
o f = Orfe.+ &9feﬂ+ 500 Te, (4.137)
Die Divergenz berechnet sich zu
1
LA = o {06 (nahsAl) + 0z (mihsA?) + 0es (hah2d®) }
_ 1 2 Al . q2 A3
oA = e {& (r sind A ) + Oy (rsmz?A ) + 0, (rA )}
1 A N .
LA = =0, (rPAl inv A2 A3 4.1
O A 1"28 (r ) +rsin19&9 (sm ) +rsin19ap (4.138)



108 Kapitel 4. Krummlinige Koordinatensysteme

Die Rotation berechnet sich zu

(@ x 4), = ﬁ {0 (h3ds) — s (ads) ) und zyKiisch
(@ x A), = ﬁiﬁ{%(mmﬁ&)—%cﬁa}
1 o i
= — {aﬁ (sn1ﬂ143> 4—a¢142} (4.139)
(@xA%::r;ﬁ{mAf@Qmw&H:rmm%&f%aga)(M@)
(0. x 4), = %&x@&)—%A&:%aQAQ—%%A (4.141)

Der Laplace-Operator berechnet sich zu

1 hihoh:
2 o " 176213 u

2 _ 1 2 3 L

Rl = e Oy (r*sind 8, f) + Oy (sin? dy f) + 9, sin??awf
1 1 1

2, _ 1 2 - 2

o0l = r2 Or (1°0:f) + r2 sinﬁaﬂ (sin# 99 f) + r2sin® 9 ©
2 1 cot ¢ 1

2 o 2 4 2 i - 92

R = f+-0+ 505/ +—5-0f+ = sin2198¢f (4.142)



KAPITEL 5

Elemente der Tensorrechnung

1 Begriff des Tensors

e Ausgangspunkt:

Wir betrachten Physikalische Groflen und Gesetze in Rdumen. Wichtige Beispiele fiir der-
artige Rdume sind der 3-dimensionale Ortsraum, der die mathematische Strktur eines Eu-
klidischen Raumes besitzt, der 4-dimensionale Minkowski-Raum, der fundamental fiir die
spezielle Relativitdtstheorie ist, der 4-dimensionale Riemann-Raum, in dem die Allgemeine
Relativitatstheorie formuliert ist und der co-dimensionale Hilbert-Raum, in dem die Quan-
tentheorie durchgefiihrt wird.

In diesem Abschnitt beschrinken wir unsere Uberlegungen auf den 3-dimensionalen Orts-
raum.

Beispiele fiir physikalische Gréflen sind:

Grofle Struktur Wertigkeit
Temperatur Skalar reelle Zahl
Ladungsdichte Skalar reelle Zahl
Magnetfeldstéirke Vektor 3-Tupel reeller Zahlen
Kraft Vektor 3-Tupel reeller Zahlen
Spannungstensor | Tensor 2. Stufe | 3x3-Matrix reller Zahlen
Trigheitstensor | Tensor 2. Stufe | 3x3-Matrix reller Zahlen

e Im Ortsraum koénnen willkiirliche Koordinatensysteme aufgespannt werden, um physikalische
Groflen und Gesetze quantitativ zu behandeln. Beispiele fiir Koordinatensysteme sind:

— Kartesische Koordinaten

— Zylinderkoordinaten

Kugelkoordinaten

Elliptische Koordinaten

e Physikalische Groflen existieren unabhéngig von speziellen Koordinatensystemen, sind also
objektiv. Die Komponenten physikalischer Gréflen hingegen héngen i.a. vom Koordinaten-
system ab. Die Komponenten sind also subjektiv, da auch das Koordinatensystem subjektiv
ist.

Betrachten wir z.B. das elektische Feld E in einem Punkt P. Das Koordinatensystem ¢!, €2, ¢3
legt in P eine Basis fest. Wir betrachten hier z.B. die kovariante Basis {b, }.

Die Komponenten von E hangen natiirlich von der gewéahlten Basis ab, denn es gilt bekannt-
lich
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= E%

=

gl
x E?
Die Summenkonvention ist in diesem Abschnitt wieder in Kraft gesetzt.

Hinweis: Alles spielt sich hier nur im Punkt P ab!

e Koordinatentransformationen

Wir betrachten jetzt den gleichen Punkt P und das gleiche elektrische Feld E, aber in
anderen Koordinaten &1, €2 ¢3.

i
x E?

Obwohl die physikalische Grofle ausgedriickt durch E unveréndert ist, haben sich im neuen
Koordinatensystem die Komponenten von E verédndert:

EY + E° (5.1)

e Wir beschreiben die Koordinatentransformation jetzt mathematisch.

KS < K&S
eL,e2,6 o ¢V e e

hin riick
& = (e ¢ = e
52’ _ 52’ (51’52’53) | 52 — 52 51/’52’,53’ (5'2)
& = & (¢.e.¢) & o= & e
Kurzfassung:
¢ =g (&) | er=e (&) (5.3)

Beispiel: Seien KS Kugelkoordinaten und K .S’ kartesische Koordinaten:
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&= e+ @)+ )

€' = ¢£lsing? cosé? o
€ = ging?sing® | € = arctan <(§)53'+(E)>
53' _ 51 cos 52

& = arctan (%)
Wir bennen die Koordinaten jetzt um:
51/::171, 52/:952, 53/:333
g=r, £=9, &=v
e Die Berechnung der Komponenten von E in K S’ geht wie folgt:
E =E%, = E"b, (5.4)

or  or o og

Za aga agb/ 660’ aga ~b ( )
Die Gleichungen (5.5) stellen eine Basistansformation dar.
Wir fithren neue Bezeichnungen ein:
(Jg) _ o€’ Transformationsmatrix oder (5.6)
g Jacobi-Matrix
“ 3 . . :
(Jg) = eV inverse Jacobi-Matrix (5.7)
Die beiden Matrizen sind tatséchlich invers zueinander, denn es gilt
,ogr 9y oge
Tt = S e = G = 0
ogy gge o¢ge
Fiir E kénnen wir nunmehr schreiben
E=FE"J"b,. (5.8)
Fiir die Komponenten von E lesen wir die Transformation
EY = J¥E° (5.9)
ab. Analog gilt fiir die inverse Transformation
E® = JAEY (5.10)

Die Basistransformation (5.5) hat die Koordinatentransformation (5.10) zur Folge.
e Wir bilden jetzt einen vorldufigen Tensorbegriff: Eine physikalische Grofle, deren Komponen-
ten sich bei einer Koordinatentransformation verhalten wie eben berechnet, heifit Tensor!

Man sagt, daBl E* die kontravarianten Komponenten eines Tensors sind. Man sagt auch, was
nicht ganz korrekt ist, dafl E* ein kontravarianter Tensor ist.

Analog gilt fiir die kovarianten Komponeten eines Tensors:

oea = oea aib’
“or  ThogY or

E = E,Jb =Eyb” (5.12)
~ Ey = JVE, (5.13)

£ Eb" =E
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e Der Tensorbegriff, den wir am Beispiel des elektrischen Feld-Vektors plausibel gemacht ha-

ben, ist auch fiir Skalare etc. erweiterbar.
Skalare sind Tensoren 0. Stufe.

Vektoren sind Tensoren 1. Stufe.

Es gibt Tensoren beliebiger Stufe.

Es gibt Groflen mit Tensorcharakter, die nicht unmittelbar physikalische Grolen sind. Diese
werden dann geometrische Objekte genannt. Ein Beispiel dafiir ist der metrische Fundamen-
taltensor ggup.

Bei Betrachtung eines Punktes P spricht man von Tensoren in diesem Punkt. Bei Ausdehnung
der Betrachtung auf den gesamten Raum spricht man von Tensorfeldern.
Wir betrachten jetzt Tensoren 2. Stufe.

Es gibt physikalische Grofien, die weder Skalar noch Vektor sind. Das Trégheitsmoment ©
ist z.B. eine solche Grofle. Es ist ein Tensor 2. Stufe, der in der Vorlesung , Theoretische
Mechanik* ausfiihrlicher behandelt wird.

Ein allgemeiner Tensor T lebt in einem Produktraum, dessen Basis durch dyadische Produkte
von b, bzw. b* gebildet wird:

I~
I

= T%b,ob,
= Tpbobd’
= T¢b,ob"
= Tabbaobb

(5.14)

Wir haben hier T mittels 4 verschiedener Basis-Systeme dargestellt. {b, o by}, {Qa o Qb},

b, o b} und {b" 0 b,} stellen jeweils einen anderen Satz von Basiselementen im Produk-

traum dar. Entsprechend verschieden sind die Komponenten von T beziiglich dieser Basen.
T sind die kontravarianten Komponenten von T.

Tup sind die kovarianten Komponenten.

Ty, T? sind gemischte Komponenten.

Die Bezeichnung ,, Tensor” geht auf den Tensor 2. Stufe zuriick, der den elastischen Span-
nungszustand eines deformierten Korpers beschreibt.

Auch Tensoren hoherer Stufe sind moglich.

Ein Tensor 3. Stufe T lebt in einem entsprechend erweiterten Produktraum. Eine Basis ist
z.B. {b, 0 b, 0 b,}. Dann gilt die Darstellung

= Tabcba ° bb o bc (515)

i~

Die Erweiterung auf Tensoren n-ter Stufe ist offensichtlich.
Zur Erinnerung: Die Basisgrofien und Komponenten sind Funktionen der Koordinaten:
be (51’52’53) T (51752753) o
Zunéchst hatten wir einen festen Punkt P im Raum betrachtet. Die Uberlegungen gelten in

gleicher Weise fiir jeden beliebigen Punkt. Damit werden die Basiselemente und die entspre-
chenden Tensorkomponenten koordinatenabhéngig.
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e Nach dem vorldufigen Tensorbegriff folgt jetzt eine formale Definition:

Tensoren sind physikalische oder geometrische Grofien, deren Komponenten sich bei Koor-
dinatentransformationen KS — K S’ wie folgt verhalten:

Tensoren 0. Stufe: S

S =9 (5.16)
Tensoren 1. Stufe: v
ad Ja/ b
! b v (5.17)
Vg = J;’, Up
Tensoren 2. Stufe: T'
Ta/b/ — Ja’Jg’Tcd
T 1H! = JC/ Jd/ T
e g (518)
Tb/ - JC Jb/Td
Tal/y/ = g’ Jd/Tcd
Tensoren héherer Stufe T', T', ... verhalten sich analog.

Die Riicktransformation erfolgt mit den jeweils inversen Jacobi-Matrizen.
e Wir betrachten ein Beispiel fiir Tensoren anhand der Metrischen Fundamentalgleichung;:
ds® = gap dg® dg”

In dieser Form gilt die Gleichung im Koordinatensystem K S mit den Koordinaten ¢!, €2, £3.
Wir fithren nun einen Koordinatentransformation (5.2) durch und schreiben die Metrische
Fundamentalgleichung im neuen Koordinatensystem K.S’ mit den Koordinaten 51/, 52/, 53/
noch einmal auf:

ds'? = garp dg® g

Der infinitesimale Abstand zwischen zwei benachbarten Punkten ds bzw. ds’ ist aber in XS
und K5’ gleich:
ds =ds' oder ds?=ds"

Somit ist ds ein Tensor 0. Stufe. Es folgt
Gab dga dfb = Garty dfa/ dfb/

Die linke Seite und die rechte Seite dieser Gleichung sind zwar als Ganzes ein Tensor 0. Stufe,
aber mitnichten die jeweiligen Einzelteile. Um die Eigenschaften der Einzelteile herauszufin-
den, untersuchen wir deren Verhalten bei der Koordinatentransformation K.S — KS".

Das Verhalten der Koordinatendifferentiale dé* bzw. dga' findet man durch Differentialbil-
dung von (5.3):

8€a / /
d¢ = d¢c = Jg dge . 5.19
£ = e A7 = Jide (5.19)
Die d£* transformieren sich also wie die kontravarianten Komponenten eines Tensors 1. Stufe.
Dann folgt
gap IS A€ T4 AT = gapJ3 T de” de”

gorar A€ e

Der Koeffizientenvergleich beziiglich der Koordinatendifferentiale d€® ergibt

gorwr = I3 IG5 ga (5.20)

Somit transformieren sich die g, wie die kovarianten Komponenten eines Tensors 2. Stufe.
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2 Tensor-Operationen

e Addition

Die Addition ist nur fiir Tensorkomponenten gleichen Typs erklért.

B* = C“+D" (5.21)
Uusw.

e Multiplikation

Bei der Multiplikation von Tensorkomponenten muf sich in jedem Summanden im Ganzen
der gleiche Typ ergeben:

B® = (C°D° (5.23)
B, = C%D, (5.24)
Uusw.

e Verjiingung

Uber zwei gleiche Indizes wird automatisch summiert. Die Tensor-komponenten werden dabei
um zwei Stufen herabgesetzt:

T = T (5.25)
T = b (5.26)
Uusw.

Statt Verjiingung ist auch der Begriff , Kontraktion zweier Indizes“ gebrauchlich. Fiir einen
Tensor 2. Stufe entspricht die Verjiingung einer Spurbildung. Fiir ein Produkt zweier Ten-
soren 1. Stufe entspricht die Verjiingung der Bildung eines Skalarproduktes.
e Symmetrien fiir Tensoren 2. Stufe
Tup symmetrisch < Ty = T,
Wenn Ty, = Tpe gilt, dann gilt auch 7% = Te,
Beweis:
Tab _ gacgdecd _ gbdgachc — gbcgachd _ Tba
Wenn ein Tensor 2. Stufe symmetrisch ist, also T, = Tp, gilt, hat der Tensor 6 voneinander
unabhéngige Komponenten.
Top antisymmetrisch < Ty = —Tpg
Wenn T, = —Tj, gilt, dann gilt auch 7% = —Tb¢

Wenn ein Tensor 2. Stufe antisymmetrisch ist, also T, = —Tp, gilt, hat der Tensor 3 von-
einander unabhéngige Komponenten, da die Diagonalelemente identisch null sein miissen.

Jeder Tensor 2. Stufe 148t sich eindeutig in einen symmetrischen und einen antisymmetrischen
Anteil aufspalten:

1 1
Tab = 5 (Tab + Tba) + 5 (Tab - Tba) (527)
symmetrisch antisymmetrisch

e Uberschiebung
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Uberschieben ist eine Multiplikation mit gleichzeitiger Verjiingung, z.B.
T* S,° = D, (5.28)
Ein Spezialfall der Uberschiebung ist das Indexziehen:
9gab?” = va (5.29)

e Quotientensatz

T seien Tensorkomponenten. Es sei nicht bekannt, ob auch N,; Tensorkomponenten sind.
Falls T%°N,, = S ein Skalar S ergibt, folgt, daB auch Ny, Tensorkomponenten sind.

Beweis:
S =9
ab _ a'b’
T Nab — T Na/b/
a 7b c’d’ a’b’ c'd
C"]d'T Nab — T Na/b/ - T Ncld/

Koeffizientenvergleich ergibt:
J4 TS Ny = N

Somit ist N, ein Tensor.
q.e.d.

Der Quotientensatz gilt nicht nur fiir Tensoren 2. Stufe, sondern fiir Tensoren beliebiger
Stufe.

Es sind vielfiiltige Derivate dieses Quotientensatzes konstruierbar. Wenn z.B. gilt
Tachcd _ Qab J

wobei T?¢, Qb 4 Tensorkomponenten sind, dann folgt, dafl auch N.q Tensorkomponenten
sind.

Beweis: Riickfiihrung auf den Quotientensatz fiir Tensoren 2. Stufe.

TN,y = Q», | Uberschieben mit Q" (5.30)

T NeaQup? = Q%iQu" (5.31)
—

TabCQabchd - 9 (5.32)

T7%Q,* = R (Abkiirzung) (5.33)

RNy =S (5.34)

Folglich sind N_.4 Tensorkomponenten.
q.e.d.

e Wir betrachten jetzt die Spur eines Produktes aus symmetrischen und antisymmetrischen
Tensoren. Es gelte
Sab = Spa  und  dcq = —adc

Dann folgt
Seqa® =0
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Beweis:
acd = —q' (klar)
Seqa® = —sg.a (Einarbeitung der Symmetrien)
= —scqa% (Umbenennung der Indizes: ¢ <> d, d — ¢)
2sc.qa% = 0

Folglich muf3

gelten.

Seqa® =0

(5.35)

Diese Regel gilt auch fiir Tensoren hoherer Stufe, wenn ein Indexpaar symmetrisch und eines

antisymmetrisch ist.

3 Beispiele

e Tensoren 0. Stufe

— ds?

— Skalarprodukt zweier Tensoren 1. Stufe ist ein Tensor 0. Stufe:

’

vw = v%w, = V¢ Wy

’ ’ .
denn v¢ = J§ v, we = Jg,wd und damit

/

’ ’
vCwe = JEvPJbwg = J¢ JhoPwy

g gt _oet

’
JSJd = - == =
b Yc 6§b afcl 6§b b
oWy = 6gvbwd = vy,

Nicht jeder Skalar ist auch ein Tensor 0. Stufe.

g = det (gab)
ist kein Tensor, denn
Goo = TG I gea =TS g J§
det(gay) = det (J;’) det (J;j/) det(gor ).
Sei oea
J = det <8§§b’> = det (J3) (Jacobi-Determinante) (5.36)
so gilt
a’ 1
det (') = < (5.37)
Damit folgt
1
g= ﬁg' bzw. ¢ = J%g. (5.38)

g ist also kein Tensor, da i.a. J # 1 gilt.

or A= %8@ (\/§Aa) ist ein Tensor 0. Stufe. Der Beweis bleibt dem Leser als Ubungs—
aufgaben iiberlassen.
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— Das Volumenelement dV ist ein Tensor 0. Stufe.

Zu zeigen ist

dv =dv’

Wir werden aber sehen, dass wir

AV = signJdV’ = £dV’

zulassen miissen, so dass in Strenge |dV| als Tensor 0. Stufe zu betrachten wére!
dV bezeichnet man als Pseudotensor 0. Stufe.

Im Abschnitt 2.5 wurde bereits vorgegriffen und die Jacobi-Funktionaldeterminante in
die Transformation des Volumenelemtes eingearbeitet. Jetzt erfolgt die Ableitung.

Das Volumenelement dV ist in beliebigen krummlinigen Koordinaten das Volumen eines
Parallelepipeds und wird iiber das Spatprodukt berechnet:

dV = |b1 dfl QQ dfz bg d€3|
(by d€' x by d€?) by d€®
= (by x by) by dg*de?de?

Vermoge (4.46) folgt
dv = Vgdetdgzdg? (5.39)

Die Integration ber d¢' d¢2? dé? muf jetzt in eine Integration ber dfll d§2/ df?’/ umge-
rechnet werden. Das wird durch eine sukzessive Ersetzung beginnend bei d¢? errreicht.
Bei der d¢3-Integration werden aber ¢! und &2 festgehalten; deshalb gilt fiir die dg&3-

Integration:
det = JLdeY = gL deV +Jh de? + T deY =0
dg? = JZde” = JRdeY + U3 de¥ + U3 A6 =0 (5.40)
ded = J3,de” = J3 deV + J3 de?¥ 4 I3 de¥ = de?
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Wir 16sen das Gleichungssystem (5.40) nach dé&3 auf:

JLoJL o0
J/ J22/ 0
/ JS/ JS/ dgg
df?’ _ 1 2
J
ol 1| JL JL J@
ded = |V T gt =g’ 5.41
§ il 2 o2z 3 7 § (5.41)

Dabei stellt J(™ die Determinante aus den ersten n Zeilen und Spalten dar. Damit gilt:

3 3’
de® = J@) d¢ (5.42)

Wir erhalten das Zwischenresultat:

det de? ded = det dg? ae¥’ (5.43)

J (ﬂ)

Bei der d¢2-Integration werden &' und €3 bzw. 53/ festgehalten, deshalb gilt fiir die
d&2-Integration:

det = JLde” = JLdeY + b de¥ +0=0
dg? = JZde” = JEde + J3 dg¥ 40 = d¢? (5.44)
de? = J3,de” = J3deV +J3,de¥ +0=0

Die ersten beiden Gleichungen von (5.44) sind ausreichend um de?’ zu bestimmen:

JL 0
J?  d¢? JO
2 _ 1 A P
d¢s = 7@ =7 de-. (5.45)
Somit gilt:
aez = 72 Sy de” 5.46
Wir erhalten ein weiteres Zwischenresultat:
J 2 ’ ’
1 3¢2 143 1 2 3 el 2 143
d¢" dg“ dg df d§ J(n) d¢® =d¢ J(1 des d¢ (5.47)
Zuletzt wird die d¢!'-Integration bei festgehaltenen 2 bzw. 52/ und &3 bzw. 53/ durch-
gefiihrt:
det = Jll, deV’ (5.48)
1 _ 1
~ d& = J(1) dé (5.49)
Damit erhalten wir:
detde2ded = Jdet de? d¢ (5.50)
Fiir das Volumenelement dV ergibt sich unter Verwendung von (5.38) :
AV = /gdetdeagd = \|JF| Jde' de? ag®

AV = sign(J)\/g' de¥ de? de¥ = sign(J)dV’ (5.51)
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Somit ist |dV'| Tensor 0. Stufe.
Wegen der Vorzeichenumkehr bei Koordinatentransformation mit J < 0, nennt man
dVauch einen Pseudo-Tensor 0. Stufe.

Dieses Resultat gilt sogar fiir beliebige Dimensionszahlen. Fiir den Beweis beginne man
mit der Berechnung von d§" und verfahre analog.

e Tensoren 1. Stufe

Der differentielle Verschiebungsvektor dr ist ein Tensor 1. Stufe. Bekanntlich gilt

dr = b, d&®.

Die Komponenten d¢® transformieren sich nach

_ o

= 5e7 de? = Jg de”

dee

und sind somit kontravariante Komponenten eines Tensors 1. Stufe.

v = 7 ist ein Tensor 1. Stufe.

Klar, da dr ein Tensor 1. Stufe ist.

E = E%, ist ein Tensor 1.Stufe. Klar, wurde schon am Anfang des Kapitels gezeigt.

r: &L €2 63 ist kein Tensor 1. Stufe, da €9 #£ J{]/fb. Auflerdem ist r i.a. nicht in einer

Basis darstellbar, sondern nur in Spezialfillen, wie z.B. in den kartesischen Koordinaten.

r

=

I
8
3

Wenn sich die Basis in P im Vergleich zum Ursprung éndert, gibt es obige Darstellung
nicht mehr!!!

Op f =1b"0ga f ist Tensor 1. Stufe.
Der Beweis bleibt dem Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen.

Das Vektorprodukt zweier Tensoren 1. Stufe
VX W= \/gbafabcvbwc (552)

ist ein Tensor 1. Stufe im Falle J > 1!
Beweis: Zu zeigen ist, dafl

b, c
\/.agabcv w
kovariante Komponenten eines Tensors 1. Stufe sind, also sich transformieren nach

ﬁeabcvbwc = ng \/yeu/bzcva'wcl. (5.53)

Bereits bekannt sind die Transformationen

= Jh (v Tensor 1. Stufe)
we = JSw (w Tensor 1. Stufe)
g = +9 (5.38).

Eabe = Ea'b'c
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Als Zwischenrechnung folgt

V9
|7

Bei Einschrinkung auf Koordinatentransformationen, bei denen J > 0 gilt, kénnen die
Betragsstriche weggelassen werden.

ﬁsabcvbwc = Eabe J,f, Jcclvb/wc,. (5.54)

Vergleichen wir mit obiger nachzuweisender Transformationsformel, so bleibt noch die
Beziehung

1 /
smjﬁﬂzlkww

bzw.
Cape O TN TS = Jeqry e (5.55)

offen. Das Levi-Civita-Symbol wurde in (3.31) unabhéngig von einem speziellen Koor-
dinatensystem definiert. Es ist also in allen Koordinatemsystemen gleich. Insbesondere
gilt egrprer = 1 fiir a/ = 1, ' = 2, ¢ = 3. Fiir diesen Index-Satz folgt dann

Cape JETSTS = . (5.56)

Diese Beziehung wird durch (4.34) bestétigt. Sind zwei Indizes gleich, z.B. o/ = b =1, so
ist auf der rechten Seite von (5.55) eine Null offensichtlich; die linke Seite verschwindet
aber ebenfalls, da wir (5.35) anwenden konnen. Die letzte noch verbleibende Index-
Konstellation betrifft paarweise verschiedene a’, b, ¢/, die nicht in der Reihenfolge 1,
2, 3 angeordnet sind. Durch die gleiche Anzahl von Permutationen der a', b, ¢’ auf der
rechten wie auf der linken Seite von (5.55) 148t sich immer die Index-Reihenfolge 1, 2, 3
herstellen, was (5.55) auf (5.56) zuriickfithrt. Damit ist (5.55) bewiesen und somit auch
die in Rede stehende Transformationsformel (5.53).

Fiir Koordinatentransformationen, bei denen J < 0 gilt, ist in (5.54)

Il =—J

zu ersetzen. Das Minuszeichen bleibt durch alle Zwischenschritte erhalten und es folgt

’ ! !’
VIEabet W = —J& /g qryrv” W

Zusammengefafit fiir beliebige Vorzeichen von J kann man schreiben :

VIEaper w” = sign(J)J* \/g'ed' b cv¥ w

Das Vektorprodukt ist also ein Pseudotensor !

q.e.d.
e Tensoren 2. Stufe (Tensoren im engeren Sinne)
= Gabs 9°
— v%w?, falls v® und w® Tensoren 1. Stufe sind
— Das Kronecker-Symbol 6© ist Tensor 2. Stufe. Dann muss gelten:
80 = g gbs% (5.57)

Beweis: / ) )
JETLeY =TT =60 qed.
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e Abschlieende Bemerkung:
Hier werden Tensoren im 3-dimensionalen Ortsraum (Euklidischer Raum) betrachtet.

Der 3-dimensionale Raum ist der Raum in dem die Klassische Mechanik dargestellt wird.
Die Objekte der Klassischen Mechanik sind somit die hier besprochenen Tensoren.

In der Elektrodynamik wird bevorzugt ein 4-dimensionale Raum, der sogenannte Minkowski-
Raum verwendet. Fiir die Tensoren dieses Raumes gelten analoge Regeln. Die Tensoren im
Minkowski-Raum werden auch Lorentz-Tensoren genannt.

Die Einstein-Gravitationstheorie (Allgemeine Relativititstheorie) wird in einem 4-dimensionalen
gekriimmten Raum dargestellt, dem sogenannten Riemann-Raum. Auch in diesem Raum gel-
ten analoge Regeln. Dort werden die Tensoren Riemann-Tensoren genannt.
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KAPITEL 6

Spezielle Funktionen

Spezielle Funktionen treten héufig in der Physik auf, insbesondere in der Quantenmechanik und
in der Elektrodynamik. In diesem Kapitel wird eine gewisse Gruppe der speziellen Funktionen,
sog. orthogonale Funktionen behandelt: Legendre-Polynome, Bessel-Funktion, Hermite-Polynome
und Laguerre-Polynome. Wie man mit der Fourier-Reihe eine Funktion oder ein Signal auf dem
Intervall von —7 bis 7 in einzelne Ebene Wellen zerlegen kann, kann man eine Funktion mittels der
orthogonalen Funktionen in verschiedenen “Moden” zerlegen, z.B. auf dem Intervall von —1 bis
1 (Legendre-Polynome), von 0 bis eine Konstante ¢ (Bessel-Funktion), von —oco bis co (Hermite-
Polynome) und von 0 bis co (Laguerre-Polynome).

1 Legendre-Funktionen

Die Legendre-Funktion tritt bei der Losung der Laplace-Gleichung in Polarkoordinaten auf. Sie
spielt eine wichtige Rolle bei der Darstellung des Drehimpulses in der Quantenmechanik.

1.1 Legendre-Gleichung

Die folgende gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir y als Funktion von z wird als
Legendre-Differentialgleichung bezeichnet:

(1—2%)y" — 22y’ + Ay =0 (6.1)

wobei A eine Konstante ist. Durch Teilung durch 1 — 22 koénnen wir den Koeffizient von 3" nor-
mieren,

2x
1 A
Y l—ny +

A
1_ny=0 (6.2)

Die Gl. (6.2) hat eine Singularitét bei x = £1 und y ist ableitbar auf dem Intervall —1 < z < 1.
Nun entwickeln wir y um den Ursprung x = 0 in die Taylor-Reihe mit den Koeflizienten a;,

Yy = Zajxj (6.3)
Jj=0

Die Ableitungen 3’ und g sind

Y Zjajxj_l (6.4)
=0

Y’ > i = Dagad™? (6.5)
j=0



124 Kapitel 6. Spezielle Funktionen

Wir setzen die Gl. (6.4) und (6.5) in die Gl. (6.1) ein,

oo o0

Z](g—lax32 Z (G+1)=Naal =0 (6.6)

Jj=0 j=0

Der erste Term auf der linken Seite ist Null bei 7 = 0 und j = 1. Die Summe beginnt daher mit
4 = 2. Nach einer Index-Transformation j — j — 2 im zweiten Term folgt

Dol —1Da; = ((=2)( = 1) = N aj-2]a? > =0 (6.7)
j=2

Die Gl. (6.7) muss fiir beliebige x auf dem Intervall —1 < x < 1 bestehen. Somit miissen alle
Koeffizienten verschwinden,

_ =20 -D -2

a; = - aj—o  (j=2,3,--+) (6.8)

! i 1) !
Wenn der Koeffizient ag festgelegt wird, werden die anderen Koeffizienten as, a4, ag, - - - bestimmt.
Wenn a; festgelegt wird, werden die Koeffizienten as, as, az, - - - ebenfalls bestimmt. Die Legendre-

Gleichung hat deshalb zwei unabhéngige Losungen: (1) die erste Losung y; bei ag # 0 und a; = 0,

o0
y1 = Z agpz™* (6.9)
k=0

und (2) die zweite Losung yo bei ag = 0 und a; # 0,

Y2 = Z agp 127 (6.10)

Wir priifen den Konvergenzradius fiir die erste Losung y;. Das Verhéltnis der Nachbarterme ist
aus der Rekursionsgleichung (Gl. 6.8)

2k+2 22k +1)— X

a2k42% _ .
(2 + 2)(2k + 1)

aZkIQk

(6.11)

Das verhilt sich wie 22 aus der Grenzbetrachtung k¥ — oo und die Reihe (Gl. 6.9) konvergiert.

Ebenfalls kann man die Konvergenz fiir y, im Radius |z| < 1 zeigen. Bei einem speziellen Wert
von A wird entweder y; oder y, sogar als Polynom mit endlich vielen Termen ausgedriickt.

1.2 Legendre-Polynome (Legendre-Funktion erster Gattung)

Nehmen wir an, dass die Konstante A in der Legendre-Gleichung (6.1) als Kombination der ganzen
Zahlen wie folgt ausgedriickt wird:

A=n(n+1) (n=0,1,2,--) (6.12)
Wir verschieben den Index in der Rekursionsgleichung (Gl. 6.8) wie j — j + 2,

s :j(j—l-l)—n(n—l—l)
7 (G+2)(+1)

Dann sind die Koeffizienten Null bei j > n + 2,

Gn42 = Op44 = Qp46 = * " = 0 (614)
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Also ist y; (oder yo) ein Polynom mit endlich vielen Termen. Das Polynom wird als Legendre-
Polynom oder Legendre-Funktion erster Gattung bezeichnet. Fiir eine gerade Zahl n ist die Losung
y1 das Legendre-Polynom und die andere Losung y» ist eine unendliche Reihe. Fiir eine ungerade
Zahl n ist yo das Legendre-Polynom und y; ist eine unendliche Reihe.

Wir schreiben nun die Rekursionsgleichung (Gl. 6.13) wie folgt:
U+2)0+1)

;= — - - j 6.15
R e Y i (619
und setzen n — 2, n—4, ---, n— 2k in j ein,
n(n —1)
_ = _— 1
Qp—2 2(2n_1)an (6 6)
(n—2)(n—-23)
n—d = ————————"Qp_ 1
n—4 1-(2n—3) "7 (6.17)
(6.18)

(n—2k+2)(n—2k+1)
_ = — _ 1
fin-2k % - (2n—2k+1) moE2 (6.19)

Wir multiplizieren die Gl. (6.16)-(6.19) miteinander. Die Koeflizienten a,_2, an_4a, -+, Gn_2k+2
heben sich auf, und es bleibt nur ein Term bei n — 2k,
—1)k 1) (n—2k+1
gy = = nn 1) (n-2k+1) (6.20)

2.4 (2k) 2n—1)2n—3)- - (2n—2k+1)""

Der Wert von a,, bleibt zwar unbestimmt, aber herkémmlich benutzt man die Normierung fiir a,,
so, dass der Legendre-Polynom y; = 1 (oder y2 = 1) bei = 1 wird:

(2n)!
= 21
= Snlnl)? (6:21)
Wir schreiben die Gl. (6.20) mit Hilfe der Relation 2 -4-- - (2k) = 2*k!
—1)F  (2n - 2k)!
gy = TR (2= 2K) (6.22)

27kl (n — 28)(n — k)]

Damit bekommen wir eine explizite Form fiir das Legendre-Polynom:

1 Bk en—owy
P”(x)?n:l; ok o (=02 (6:23)

wobei das Symbol [n/2] die grofite ganze Zahl unterhalb n/2 bedeutet, d.h. [n/2] = n/2 fiir eine
gerade Zahl n und [n/2] = (n — 1)/2 fiir eine ungerade Zahl n. Die ersten Legendre-Polynome bis
n =5 sind:

Py(z) = 1 (6.24)
P(z) = = (6.25)
Py(z) = %(3;&—1) (6.26)
Py(z) = %(5333—393) (6.27)
Py(z) = %(351:4—30962—&—3) (6.28)
Ps(z) = %(63x5—70x3+15x) (6.29)
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Abbildung 6.1: Legendre-Polynome P (z), Pe(z), P3(x) und Py(z).

Die Fig. 6.1 zeigt die Grafik von P;(z), Py(z), Ps(z) und Py(z). P,(z) ist symmetrisch bei einer
geraden Zahl n, und anti-symmetrisch bei einer ungeraden Zahl n. Am Rand sind die Legendre-
Polynome P, (1) =1 und P,(—1) = (-1)™.

Legendre-Funktion zweiter Gattung

Die andere Losung der Legendre-Gleichung bei A = n(n+1) ist kein Polynom, sondern eine unend-
liche Reihe @, (). Sie wird als Legendre-Funktion zweiter Gattung bezeichnet. Die Koeffizienten
a; in Q,(x) werden aus der Rekursionsgleichung (Gl. 6.8) bestimmt. Fiir den Anfangswert von ag
und a; nimmt man herkémmlich folgende Werte. Bei einer geraden Zahl n = 2m

(_1)m 22m (m|)2

= 6.31
“ (2m)! (6:31)
und bei einer ungeraden Zahl n = 2m + 1
(_1)m+1 92m (m!)2
= .32
a0 2m + 1) (6:32)
Die ersten Legendre-Funktionen zweiter Gattung sind
1 1+z
= =1 6.33
Qo(z) 5 log T — (6.33)
z 1+
= -1 -1 6.34
3z2 -1 142 3
Q2(x) = 1 log 1. 3% (6.35)
53 — 3z 1+ 5 45 2
= l _—— — .
Qs(x) 1 g~ 5% + 3 (6.36)
1.3 Darstellungen und Formeln
1.3.1 Rodrigues-Formel
Die Legendre-Polynome koénnen aus der Rodrigues-Formel hergeleitet werden:
1 dr
P, (x) (% —1)" (6.37)

= gl dzn
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/Z

-1 0 1

Abbildung 6.2: Kontur fiir das Schlafli-Integral. Man vermeidet die Linie zwischen z und 1 und
zwischen —1 und —oo.

Fiir den Beweis entwickeln wir (2 — 1) mit den Binomialkoeffizienten ,,Cj = ﬁlk),,

[n/2] (n/2]
1 v o,._ 1 o
g D (=D a2 = el S G- (20 = 2K) - (n = 2k + 1" (6.38)
k=0 k=0

Wir schreiben (22 — 1) wie (22 — 1)® = (z + 1)"(x — 1)" und leiten das n-fach nach z ab. Bei
2 = 1 bleibt nur der Term mit n! (n-fach Ableitung von (z — 1)™). Daraus folgt

P.(1) = Q:H! ol (14 1) (6.39)

=1 (6.40)
Aus der Relation P,(—x) = (—1)"P,(z) folgt auch die Symmetrie oder die Anti-Symmetrie,

Pu(~1) = (-1)" (6.41)

1.3.2 Schlifli-Integral

Wir kombinieren die Rodrigues-Formel und die Cauchy-Integralformel fiir die Ableitung hoherer
Ordnung und bekommen eine Integraldarstellung der Legendre-Polynome,

_ 1 (S
Po(?) = 55 f PR (6.42)

Die Kontur der Integration ist eine geschlossene Kurve um z. Dieses Integral wird als Schlafli-
Integral bezeichnet. Die Gl. (6.42) bietet eine Methode, um die Legendre-Polynome von einer
ganzen Zahl n auf eine reelle Zahl v zu verallgemeinern:

P,(z) L ]{ ((42 — D d¢ (6.43)

T 2V om ¢ —z)vtt

Der Integrand ist eine multiwertige Funktion bei einer reellen Zahl v, und wir miissen die Inte-
gralkontur vorsichtig wéhlen, um Diskontinuitidt wie Schnitt oder Bifurkation zu vermeiden. Eine
mogliche Auswahl der Integralkontur wird in der Fig. 6.2 gezeigt. Die verallgemeinerte Funktion
P,(z) (Gl. 6.43) ist die Losung der Legendre-Gleichung:

(1=2%)y"(2) = 22y'(2) +v(v + 1)y(z) = 0 (6.44)

Fiir den Beweis leiten wir den Integranden mit Hilfe der Gl. (6.44) ab, und arrangieren das Ergebnis
in die Form der gesamten Ableitung

d 2 _ 1 v+1

a <(<)> (6.45)

d¢ \ (¢ —=)v*+2
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1.3.3 Erzeugende Funktion

Die Legendre-Polynome konnen auf eine Funktion zusammengepackt werden. Wir entwickeln
die Funktion 1/v/1 — 2zh + h? nach h in die Taylor-Reihe. Dabei bekommen wir die Legendre-
Polynome als Koeffizienten der Reihe. Diese Funktion wird als Erzeugende Funktion der Legendre-
Polyome bezeichnet:

m Z (I2he — h?| < 1) (6.46)

Fiir den Beweis benutzen wir die folgende Rekursionsformel:

1 B 1 1 3 42 1 3 5 43
= ‘T Trawtaaa iyt (6.47)
(2K — 1) yP
k=0
= (2K)!
k=0
Wir setzen 2xh — h? in y ein und entwickeln die linke Seite der Gl. (6.46),
1 - ( )Yk
—_— = g (e — h)* 6.50
N~ CRLED
= ZZ Ty TR (651)
k=0 1=0
< R i @n—21) - (n—20+1)
> T Z" A pn (6.52)
n=0 =0 tn =)t
(oo}
= ) Pu(z)h" (6.53)

3
I
o

1.3.4 Trigonometrische Darstellung

Da die Legendre-Polynome auf dem Intervall von —1 bis 1 definiert sind, kann man mit einem
Winkel 6 (wobei x = cos @) die Legendre-Polynome ausdriicken. Wir schreiben 1 — 2xh + h? in die
Form 1 — 2xh + h? = (1 — he'®)(1 — he™"). Die erzeugende Funktion (Gl. 6.46) wird dann:

1 1 1
—_— = 6.54
V1 —2xh+ h? \/17h6i6\/17h67i6 ( )
= (Qk zk@ l,—1lo
= Z ()2 Z 221 Fh'e (6.55)
n=0 =0 22n(l| (TL - l) )

wobel wir n als n = k + [ eingesetzt haben. P, (cos#) ist eine reelle Funktion. Wir bekommen die
trigonometrische Darsellung der Legendre-Polynome aus dem Vergleich mit der Gl. (6.46),

e (2D)!(2n—21) ‘
P, (cosh) = ; 20 (12 ((n D1 cos [(n — 21)0] (6.57)
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Die explizite Form bei n =1, 2, 3,4 sind:

Pi(cosf) = cosb (6.58)
Pycost) — i(i&cos 20+ 1) (6.59)
Ps(cos) = é(5 cos 360 + 3 cos ) (6.60)
Py(cost) = é(?)f) cos 46 + 20 cos 260 + 9) (6.61)

1.3.5 Rekursionsformeln

Die Legendre-Polynome haben die folgenden Rekursionsformeln:

(n+1)Ppi1(x) — 2n+ 1)zP,(z) + nPy—1(x) 0 (6.62)
Phii(@) = 22P, () + Py (x) = Polx) (6.63)

Pl i (z) - xP z) = (n+1)P,() (6.64)

2P, (r) = Pp_q(z) = nPy(z) (6.65)

wobei n > 0. Fiir den Beweis der Gl. (6.62) leiten wir die erzeugende Funktion (Gl. 6.46) nach h
ab,

n—1
(1—2mh+h2 372 Z”P L (6.66)

und dann multiplizieren die beiden Seiten mit 1 — 2xh + h2.

ZP VA" = (1 — 2zh + h?) ZnP YAt (6.67)

n=1

Aus dem Vergleich des Koeffizienten von h™ ergibt sich die Gl. (6.62).

Die Gl. (6.62) wird aus der Gl. (6.46) hergeleitet. Wir leiten die Gl. (6.46) nach x ab und multi-
plizieren mit 1 — 2zh + h?,

h 2 /
Virrry i = (1 —2xh + h?) ZOP (6.68)

Da die linke Seite Y7, P,(z)h" ! ist, vergleichen wir den Koeffizienten von h"*! und leiten die
Rekursionsformel (Gl. 6.63) her. Die Gl. (6.64) und (6.65) werden aus der Ableitung der Gl. (6.62)
nach = und dann der Kombination mit der Gl. (6.63) hergeleitet.

1.4 Entwicklung nach Legendre-Polynomen

Wie eine glatte Funktion auf einem endlichen Intervall nach den trigonometrischen Funktionen
in die Fourier-Reihe entwickelt werden kann, kann eine glatte Funktion, die auf dem Interval
—1 < z < 1 definiert wird, nach den Legendre-Polynomen entwickelt und zerlegt werden. Diese
Art der Entwicklung wird als Legendre-Reihe bezeichnet und wie folgt ausgedriickt:

- f: A, Py, () (6.69)
n=0
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Die Koeffizienten werden aus der folgenden Integration bestimmt:

on+1 [1
- [ @)Py () (6.70)

Da P, (x) ein Polynom n-ter Ordnung ist, kann mann die Legendre-Reihe (Gl. 6.69) als Umsortie-
rung der Taylor-Reihe betrachten. Man kann deshalb die Potenzreihenentwicklung einer Funktion
um den Ursprung x = 0 sowohl mit der Taylor-Reihe als auch mir der Legendre-Reihe darstellen.

Wir erinnen uns daran, dass die Orthogonalitit und die Normierbarkeit der trigonometrischen
Funktionen eine wichtige Rolle bei der Koeffizientenbestimmung der Fourier-Reihe spielt. Die
Legedre-Polynome besitzen ebenfalls die Eigenschaft der Orthogonaliéit und der Normierbarkeit,

2
(P, Py) P,( x)dr = ——p.m 71
/ 2n+1 7 (6.71)

Der Ausdruck (P,, P,,) kann als inneres Produkt der Funktionen P,, und P, betrachtet werden.
Wir setzen die Gl. (6.69) in die beiden Seiten der Gl. (6.71) ein, und bekommen den Ausdruck der
Koeffizienten (Gl. 6.70) mit n — m.

Es folgt der Beweis der Orthogonalitéit in der Gl. (6.71). Wir multiplizieren die Legendre-Gleichung
mit dem Legendre-Polynom P, (),

(1-2*P, P’ —22P,P, +n(n+1)P,P, =0 (6.72)
Wir tauschen den Index zwischen n und m,
(1—a2?)P,P" —2xP,P,, +n(n+1)P,P, =0 (6.73)

und ziehen voneinander ab,

. (1—2)(PnP, — P,P,)) = (m(m+1) —n(n+1)) PP, (6.74)
Nun integrieren wir die Gl. (6.74) von = —1 bis # = 1. Die rechte Seite verschwindet, deshalb

besteht )

(m(m+1) —n(n+1)) / P (z)P,(x) =0 (6.75)

-1

Bei n # m sind die Funktionen P,, und P,, zueinander orthogonal. Bei n = m bekommen wir den
Normierungsfaktor. Wir quadrieren die erzeugende Funktion (Gl. 6.46) und integrieren von —1 bis
1. Zusammen mit der Orthogonalitdt bekommen wir

1
| e Z’*”/ (Pofo)do (6.76)

Die linke Seite kann wie folgt evaluiert werden:

1
dx 1+h
— = -1 .
/11—2xh+h2 hog “h (6.77)
S h2n
= 2 6.78
T;)QnJrl ( )

Wir vergleichen den Koeffizient von h?" und leiten die Gl. (6.71) bei n = m her.
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1.5 Zugeordnete Legendre-Funktion

Ableitungen der Legendre-Funktionen (mit einem zusétzlichen Faktor) sind wiederum eine Losung
der Legendre-Gleichung. Die folgende Gleichung wird als zugeordnete Legendre-Gleichung bezeich-
net:

2
(1 —2%)y" — 2zy’ + <n(n +1)— : r_nx2> y=0 (6.79)

wobei n =0,1,2,--- , und m = 0,1,--- ,n sind. Die Gl. (6.79) hat zwei unabhéngigen Losungen:
P™(x) (zugeordnete Legendre-Funktion erster Gattung) und Q7 (z) (zweiter Gattung). Sie sind
Ableitungen der Legendre-Funktionen P,(z) bzw. Q. (z) mit einer Gewichtung:

m d"

P™(z) = (1—:62)2@13”(@ (6.80)
Qrir) = (1-A%L Q@) (6.81)

dxnz

Wir konnen diese Losungen wie folgt priifen. Wir schreiben y(x) mit der Gewichtung w(x) wie
folgt:

ylx) =(1- x2)m/2 w(x) (6.82)

und berechnen die Ableitungen %’ und y”,

y = (1-2)%w —m(l-2>)% law (6.83)
y' = (1-2H)%w’ —2m1—2?)% tew +
m(m —2)(1 — 22)% 222w —m(1 — 2%)% "tw (6.84)

Wir setzen die Gl. (6.83) und (6.84) in die Gl. (6.79),
(1 —2Hw” —2(m+ Dzw + (n—m)(n+m+ Dw =0 (6.85)
Wir definieren eine Funktion v(z), die eine Losung der Legendre-Gleichung ist,
(1—2®)" =220 +n(n+1)v=0 (6.86)

und leiten die Gl. (6.86) m-fach nach x ab. Wir benutzen die Leibniz-Formel:

n

D"(fg) = WCr(D"f) (D" *g) (6.87)

k=0

wobei D den Differentialoperator ist, und bekommen

9 dm+2v dm+1 v d™ v
Wir vergleichen die Gl. (6.88) mit der Gl. (6.85) und bekommen
d™v
= 6.89
W= (6.89)

Nun setzen wir das Legendre-Polynom P, oder @, in die Funktion v ein. Aus den Gl. (6.89)
und (6.82), bekommen wir die Gl. (6.80) und (6.81). Da P, ein Polynom n-ter Ordnung ist,
verschwinden die zugeordneten Legendre-Polynomen bei m > n, also P"(z) = 0 (nach der Gl
6.80).
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1.6 Laplace-Gleichung im Polarkoordinatensystem

Die Laplace-Gleichung fiir eine Funktion u(r, 6, ¢) wird in Polarkoordinaten wir folgt geschrieben:

10 (,0u 1 0 ou 1 0%

— = — ——— - | sinf—; —— 75 =20 6.90

72 Or (r 8r) + 72 sin 6 00 (bm 89) + r2sin? 6 0¢? ( )
Wir lassen den Faktor r=2 weg, da er in allen Termen auftritt, und wir setzen eine neue Variable
1 = cos 6. Die Ableitung nach 6 erfolgt:
0 op 0

00 90 O
= —sinf— (6.92)

(6.91)

Die Gl. (6.90) ist dann

0 ([ 50u 0 o OU 1 0%

— — — (1 - — ———=0 6.93

37‘(T 3r)+3u<( M)3u>+1u28¢2 (6.93)
Mit dem Ansatz der Variablentrennung v = R(r)M (u)®(¢) wird die Laplace-Gleichung wie folgt
geschrieben:

1—p? d 2 ! 1—p? d 2\ 77 "

— (r*R — (1 =p )M') = —— 6.94

R oo )+Mdu(( pOM') =~ (6.94)
Diese Gleichung kann mit einer Konstante evaluiert werden, da die linke Seite unabhéngig von
¢ ist, und die rechte Seite unabhingig von r und p ist. Wir setzen m? als Konstante ein, somit
bekommen wir zwei Gleichungen:

" = —m?o (6.95)
1d,,5, 1d 9 7 gt m?
——— = —— (=M - —— .
= F°R) Mg (M) = 5 (6.96)

Die Losung der Gl. (6.95) ist ® = e!™?. Aus der Periodizitiit mit 27 fiir ¢ darf m nur eine ganze
Zahl sein. Die Variablen in der Gl. (6.96) sind getrennt. Wir evaluieren die Gl. (6.96) als —I(I+ 1),

und bekommen wiederum zwei Gleichungen,

d
. (7’2R/) = I+ DR (6.97)
d

m2
m (1 —p*)M') + <l(l +1) — 1—/12) M =0 (6.98)

Die Losungen fiir R in der Gl. (6.97) sind 7! und »—!~!. Die Losungen fiir M in der Gl. (6.98) sind
die zugeordneten Legendre-Funktionen. Die allgemeine Losung der Laplace-Gleichung ist somit

) l
w=3"3" (' + b= (@ B (0050) + dim Q) (c050)) ¢ (6.99)
=0 m=0

wobei die Koeffizienten aus der Randbedingung bestimmt werden miissen.

1.7 Kugelflichenfunktionen

Die Kugelflichenfunktionen werden wie folgt definiert:

20+ 1) (I — |m|
dr (1 + |m|)!

1/2
Ym0, ¢) = (—1)" =" < )!> P (cos 0)e™? (6.100)
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wobei [ =0,1,2,--- und m = —I, -+ 1,--- , [l sind. Wir miissen nun die zugeordneten Legendre-
Funktionen mit einem negativen Index m definieren. Wir kombinieren die Gl. (6.80) und (6.37).

m 1 2 @ dl+|m\ 2 !
P"(x) = 5y (1-2?) Toi ] (1) (6.101)

wobei die Abhingigkeit von m als |m| ausgedriickt wird. Die Kugelflichenfunktionen besitzen die
Figenschaft der Orthogonalitdt und Normierbarkeit,

/ Y (Q) (Y;ﬂ’(g))* A = G100 S (6.102)

Hier ist 2 ein Raumwinkel mit zwei Komponenten (6, ¢), und dQ2 = sin 0dfd¢.

Wir priifen die Orthogonalitit. Bei m # m/ ergibt die Integration der Funktionen e?™® und
e~ yon ¢ = 0 bis 27 Null. Bei m = m’ reduziert sich das Orthogonalititsproblem auf die
Orthogonalitit der zugeordneten Legendre-Funktionen,

1
/sin@Pf"(cosG)Pﬁ‘(cos@)d@ = /Bm(u)Pl’,"(u)du (6.103)
-1

0

(6.104)

bei I # I'. Fiir den Beweis setzen wir die Gl. (6.80) (mit » — ) in y in der Gl. (6.79) (auch mit
n — 1) ein, benutzen die Variable p = cos#, multiplizieren mit P/"(u) aus der linken Seite und
integrieren von —1 bis 1,

1 d2 1 d
P (p)(1 — p? —Pmudu—Q/ Pl (uw)p—P™ (p)dp +
| P00 =) P =2 [ PP n PR )

' b P (w) P
) [ rp R Godn e [ I g (6.105)
-1 —1 -
Wir tauschen ! mit I’ in der Gl. (6.105) und nehmen die Differenz der beiden Gleichungen,

! d( dP;" d dpP™
P (1—p? l)-Pt"<1—,f l)}du
/_1{ldu( )l g )

= (+1) —l'(l'+1))/7lﬂm(ﬂ)ﬂ7l(ﬂ)dﬂ (6.106)

Die linke Seite kann aus der Teilintegration evaluiert werden und ist Null, somit besteht die
Orthogonalitdt (Gl. 6.104) bei [ # . Der Normierungsfaktor bei I = I’ und m = m’ kann aus der
Wiederholung der Teilintegration hergeleitet werden.

Die Kugelflichenfunktionen sind die Eigenfunktion der Gleichungen fiir die Drehimpulsoperator
L? (die quadrierte Grofie) und L. (eine Komponente) in der Quantenmechanik. Die Operatoren
werden in Polarkoordinaten wie folgt ausdriickt:

1 0 0 1 0

L2 _ 7h2 v inf-— o 1

(sin9 0 (Sm ae) tanZe a¢2> (6.107)
0

L, = —ih 1
ey & (6.108)

Die Kugelflichenfunktionen sind die Losungen der Gleichungen fiir die Drehimpulsoperatoren,
LY"(0,¢) = RAII+1)Y"(6,9) (6.109)
L.Y™0,¢) = hmY"(0,9) (6.110)
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¢ e {

(0, 0) (1, 0) (1, 1) (2,0)

Abbildung 6.3: Der Abstand des Betragsquadrates der Kugelflichenfunktionen |Y;™ (6, ¢)|* mit
den Indizen (I,m).

Die explizite Form der Kugelflichenfunktionen niedriger Ordnungen sind:

1
YP(0,¢) = T (6.111)
Y2(0,6) = %cos@ (6.112)
YS(0,6) = ,/127T(3cos 0—1) (6.113)
Yi0,9) = — %sm&ei‘Zﬁ (6.114)
. 15 ié

Y5(0,0) = — - sinf cosfe (6.115)

Die Graphik der Kugelflichenfunktion werden in der Fig. 6.3 gezeigt.

2 Bessel-Funktionen

Die Bessel-Funktion tritt bei der Losung der Laplace-Gleichung in Zylinderkoordinaten auf und
spielt eine wichtige Rolle in der Physik.

2.1 Bessel-Differentialgleichung

Die Bessel-Differentialgleichung
2y’ + 2y’ + (2% —v?) =0 (6.116)

hat eine Singularitit an = 0, wobei v eine reelle Zahl ist. Man kann die Lésung um die Singula-
ritdt in eine Potenzreihe entwickeln,

y = chajxj (6.117)
=0

= ) a;z°t (6.118)
j=0
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Hier ist ¢ eine reelle Konstante. Wir sehen im folgenden, dass ¢ = v bestehen muss. Der Koeffi-
zient ag ist von Null unterschiedlich, ag # 0.

Wir leiten den Losungsansatz (Gl. 6.118) nach x ab, und setzen in die Gl. (6.116) ein,

(c+ j)ajzeti—t (6.119)

Qﬁ\
|

<
Il
o

(c+7)c+j—1Dajzcti—2 (6.120)

QQ:
I
M

<
I
o

Die Bessel-Differentialgleichung wird dann

o0
Zch] (c+j—1)a; xCﬂJrZ chjaz:CﬂJrZa eIt Zl/accﬂf() (6.121)
Jj=0 j=0 j=0 j=0

Wir gruppieren den ersten, den zweiten und den vierten Terme auf der linken Seite; arrangieren
den Koeflizienten; und verschieben den Index j im dritten Term j — j — 2,

Z (c+4)*—v*)a; $C+]+Za pxtt =0 (6.122)
7=0 j=2

Wir trennen die Terme fiir j = 0,1 von den anderen Termen,
(®—v)ag+ ((c+1)> =) ayz + Z {((c+j)*—v*)aj+aj_2}a’ =0 (6.123)
j=2

Diese Gleichung muss fiir einen beliebigen Wert von x bestehen, daher miissen die Koeflizienten
aller Terme verschwinden. Nun beachten wir ag # 0, somit

A —12=0 (6.124)

Die Gl. (6.124) wird als charakteristische Gleichung bezeichnet. Daraus folgt die Konstante ¢ = £v.
Der Koeffizient von a; ist (c+1)? — 2. Das ist von Null unterschiedlich so lange v # 4-1/2 besteht,
somit a1 = 0. Im allgemein kann man auch bei v = £1/2 a; = 0 setzen, weil die allgemeine Losung
mit zwei unabhéngigen Losungen unter der Annahme ag # 0 und a; = 0 beschrieben werden kann.

Bei ¢ = v gilt aus der Gl. (6.123) die folgende Rekursionsgleichung
1

a; = 7(V—|—j)72—y2aj_2 (6125)
1
= ——ai_ 6.126
jv+) 7 (6:226)
Da wir a; = 0 gesetzt haben, verschwinden die Koeffizienten ungeradezahliger Indizes, a3 = a5 =
- = 0. Wir miissen also nur die Koeflizienten as, a4, --- bestimmen. Die Rekursionsgleichungen
sind
_ (6.127)
a = — a, .
2 (1) 0
1
= —— 6.128
4 .(]/+2).22a2 ( )
! (6.129)
a = —_— _ .
2k k)22 2k—2
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Wir berechnen das Produkt as - a4 - - - mittels der Gl. (6.127)-(6.129). Es bleibt nur eine Relation
zwischen aop und ag:

= (=1 6.130
T e D r2) (vt k)22 (6.130)

Hier ist ag eine beliebige Konstante, aber es ist vereinbart, ag wie folgt zu definieren:

1

= STHTD (6.131)

@o
wobei I'(z) die Gammafunktion ist,
I'(z) = / et dt (6.132)
0

Wenn v + 1 eine natiirliche Zahl ist, ergibt die Gammafunktion die Operation der Fakultét, I'(v 4+
1) = v!. Die erste Gruppe der Losungen der Bessel-Differentialgleichung ist

A (—1)* x\ 2k
L@”_(z)Z;m044xu+mu4u+mnu+n<2) (6.133)
Aus der Eigenschaft der Gammafunktion I'(v)v = T'(v + 1) folgt die Relation
Frv+)(v+)v+2)---(v+k) = Tw+2)(v+2)---(v+k) (6.134)
= Tw+k+1) (6.135)

Somit
T\ Y — —1)k x
I@ = (3) %M(z)% (6.136)

Die Gl. (6.136) ist die Bessel-Funktion erster Gattung der Ordnung v. Wir priifen nun den Kon-
vergenzradius. Wir vergleichen die Nachbarterme der Ordnung v + 2k und v + 2k + 2; evaluieren
den Grenzwert des Verhiltnisses,

v+2k+2 2

.| G2k42T . 1 ||
1 1 —_— 137
| T o o Y ey s s (6.137)
- 0 (6.138)

Die Reihe in der Gl. (6.136) konvergiert auf dem Intervall 0 < z < oo und jeder Term ist ableitbar.

Bei ¢ = —v kann man zeigen, dass die Bessel-Funktionen bei v — —v auch Losungen der Bessel-

Gleichung sind:
T\ (—1)* x\ 2k
Jov(@) = (2) kz:% D(—v+k+1) (2) (6.139)

Die zwei Bessel-Funktionen J, (z) und J_, (z) sind voneinander linear unabhéngig. Das gilt solange
v keine ganze Zahl ist. Die allgemeine Losung der Bessel-Differetialgleichung ist deshalb als lineare
Kombination von J,(z) und J_,(z) gegeben,

y=cdy(z) +caJ_y(z) (6.140)

Wenn v eine ganze Zahl ist, sind J,,(x) und J_, («) nicht mehr linear unabhingig. Wir bekommen
J_n(z) aus der Gl. (6.139) wie folgt:

J_n(z) = (=1)"Jp(x) (6.141)
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oder

(71)]C 2k—n
Tonla m (3) (6.142)

Die Gammafunktion divergiert, wenn das Argument Null oder eine negative ganze Zahl ist. Daher
verschwinden die Terme bei £ = 0,1,--- ,n — 1 in der Gl. (6.142). Wir arrangieren die Summe
beginnend mit £ = n und setzen k —n = [, und dann

Ton(@) = li n+ 1) 'rnl+l+ 1)( )2l+n (6.143)
— (=" (;)ng (n(llz))l!zl (g)zl (6.144)

wobei wir die Relation T'(l + 1) = I! fiir eine natiirliche Zahl | benutzt haben. Aus der Gl. (6.136)
folgt die rechte Seite der Gl. (6.144) zu (—1)"J,(z).

2.2 Variante der Bessel-Funktionen

Bei nicht-ganzzahligen v kann man die Bessel-Funktionen zweiter Gattung als unabhéngige Losung
von J,(x) (statt J_,(z)) benutzen,

Y, (z) = Sin(lm) (cos(wm)Jy (z) — T (x)) (6.145)

Diese Funktionen werden auch als Neumann-Funktionen N, (z) bezeichnet.

Die unabhingige Losung von J,(z) wird mit der Grenzbetrachtung v — n (wobei n eine ganze
Zahl ist) definiert:

Ya@) = limY,(2) (6.146)
2 (cos(vm)J,(x) — Ju(x
_ B lotmb) - 2w, .
= sm(mr)‘l,:n
Evalution von Y;,(x) ist moglich, und zwar
i = 2o g on) - (5) 5 b 1y
1 /z\" = (—1)F 2 2k
- (3) kz_oklin—zk)! (9(k) +¢(n +K)) (5) (6.149)
Bein =0
x = (—1)F x
Vo) = 2aa(o) (loeg +9) = 2 3 ot (5)° (6.150)
k=0
Hier wird ¢(k) wie folgt definiert
ok) = 1+%+%+---+% (6.151)

$(0) = 0 (6.152)
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~02
—04"

Abbildung 6.4: Bessel-Funktionen erster Gattung Jo(x), J1(x) und Jo(z).

Das Symbol 7 ist die Euler-Konstante,

v o= ILm (¢(n) — logn) (6.153)
= 0,57721... (6.154)

Daraus bekommen wir die allgemeine Lésung der Bessel-Differentialgleichung fiir beliebige v (so-
wohl ganzzahlig als auch nicht-ganzzahlig).

y=c1dy(z) + Y, () (6.155)
Die folgenden Kombinationen von J,, und Y,

HY = J,(x)+iV,(z) (6.156)
H? = J,(x)—iV,(z) (6.157)

v

werden als Hankel-Funktionen erster bzw. zweiter Gattung bezeichnet. Die Funktionen J,(x),
Y, (z), H l(,l)(x) und HY () werden auch als Zylinderfunktionen bezeichnet.

In der Fig. 6.4 sehen wir die Grafik von Jy(z), Ji(x) und Jz(x). Die Losungen oder die Nullstellen
der Gleichung Ji(z) = 0 befinden sich zwischen den Nullstellen der Gleichung Jo(z) = 0. Das
gilt auch bei den Nullstellen zwischen Ji(z) und Jo(z). Diese Eigenschaft besteht im allgemein
zwischen Jy, (x) und J,41(x). Zwischen Jo(z) und Ji(x) besteht eine spezielle Relation:

Ji(@) = —Jy(z) (6.158)

wie die Relation zwischen cos z und sinz, somit trégt Jo(z) den Charakter einer Welle (zylinder-
symmetrische Welle). Diese Relation gilt nur bei n = 0. Die allgemeine Relation iiber Ableitungen
der Bessel-Funktionen wird spéter erkldrt. Die Grafik von Yy(x), Y1(z) und Ya2(x) wird in der Fig.
6.5 gezeigt.

Wir fithren die analytische Fortsetzung der Bessel-Funktionen erster Gattung in der komplexen
Ebene durch, und leiten die modifizierten Bessel-Funktionen erster Gattung I, (z) her. Daraus
leiten wir weiter die modifizierten Bessel-Funktionen zweiter Gattung K, (z) her,

I(z) = i"J,(iz) (6.159)
— Ei”HH(l)(iz) (6.161)

2 v
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Abbildung 6.6: Modifizierten Bessel-Funktionen erster Gattung I, und zweiter Gattung K, .

wobei z eine komplexe Zahl ist. Die Funktionen I, (z) und K, (z) sind die Losungen der folgenden
Gleichung (die modifizierte Bessel-Differentialgleichung):

d*u du
2 2 2 —
“ o —|—de —Z*+rvHu=0 (6.162)

Die modifizierten Bessel-Funktionen erster Gattung kénnen als Potenzreihe entwickelt werden:

1= (3)' S s (3 o159

Die Fig. 6.6 zeigt die Grafik der modifizierten Bessel-Fuktionen erster und zweiter Gattungen.
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2.3 Rekursionsformeln

Die folgenden Rekursionsformeln gelten fiir die Bessel-Funktionen:

d
e (27" (z) = —a ¥ Jys(w) (6.164)
d
%( J(x) = 2¥J,_1(x) (6.165)
J(z) —vd,(z) = —xJ,11() (6.166)
xJ’ 7 (x) +nJ () = wxJ,_1(x) (6.167)
Jor(@) = Jya(e) = 2.() (6.168)
2
Jyo1+ Jys(z) = %Jy(x) (6.169)
Die Gl. (6.164) kann aus der Reihendarstellung (Gl. 6.136) hergeleitet werden.
d _, L« (—1)k d =z
dx (@) = 1;) K'T(v+ k + 1) dz 2v+2k (6.170)
B > )k p2k—1
B 221 —1'Fu+k+1)2V+2k 1 (6.171)
o0 1)k+1 p2k+1
= 172
Zk'Fu+1+k+ 1) 2vFeit (6.172)
v (—1)* v+1+2k
= 1
kzlc'l“z/+1+k+1)(2> (6.173)
— () (6.174)

Die Gl. (6.165) kann ebenfalls aus der Potenzreihenentwicklung hergeleitet werden. Die Gl. (6.166)
und (6.167) werden aus der Differenzierung der Gl. (6.164) und (6.164) hergeleitet. Die Gl. (6.168)
und (6.169) werden aus der Addition und der Subtraktion der Gl. (6.166) und (6.167) hergeleitet.

Nicht nur J, (), sondern auch Y, (z), H, l(,l)(x) und Hl(,z)(z) erfiillen diese Rekursionsformeln. Bei
v =0 wird die Gl. (6.166)
Ji(x) = —J1(2) (6.175)

2.4 Erzeugende Funktion und Integraldarstellung

Die Bessel-Funktionen kénnen in die folgende erzeugende Funktion zusammengepackt werden:

exp Bx <z — )} Z T (6.176)

n=—oo

Fiir den Beweis entwickeln wir die linke Seite der Gl. (6.176),

et S E S G o1

Wir setzen [ — k = n und trennen die Summe in n > 0 und n < 0,

n+2k

N n+2k i "
e3% TR = Z{szo k+n 7 (—) 2" + Z kz kJrn (S (*) 2"(6.178)
(o)

S ITTEED 9 oP o) I 67
n=0

nlkn
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Im zweiten Term in der Gl. (6.179) setzen wir k —n = m ein,

X = "+m n+2m 0
SO - e e

o0

> Ton(x)z " (6.181)
n=1

Daraus folgt die Gl. (6.176).

Das Additionstheorem fiir die Bessel-Funktionen wird aus der Darstellung mit der erzeugenden
Funktion hergeleitet,

(@ +y) = Z T (%) T () (6.182)

k=—o0

Wir sehen, dass die Entwicklung der Funktionen e2(@+)(=32) ynd e3e(:-Dezy(E—1) gleich ist.
Somit

> Julwty)" = Z Z Ju(@) 2" i (y (6.183)

n=—oo k=—o0l=—

i i T () Tn—i(2) 2" (6.184)

n=—00 k=—o00

Der Vergleich der Koeffizienten von 2™ ergibt das Additionstheorem.

Wir setzen z = ¢ und z~! = e~ in die erzeugenden Funktion (Gl. 6.176). Wir sehen, dass
z — 271 = 2isin ¢, und bekommen die folgende Gleichung:

zrsmqﬁ Z J zngi) (6185)

Wir setzen z — iz und z — —ie’ in der Gl. (6.176) und bekommen die andere Relation:

o}

e = 3" I (x)e™ (6.186)

n=—oo

Es gibt auch Integraldarstellungen der Bessel-Funktionen.

Jn(z) = % j e!@siné=nd)qg (6.187)

= %/Oﬁcos(x sin ¢ — ng)d¢ (6.188)

Jon(z) = 711_/; cos(z sin @) cos(2ne)dep (6.189)
Jon—1(x) = 711_/07r sin(x sin ¢) sin ((2n — 1)¢) do (6.190)

fiir eine ganze Zahl n. Die Gl. (6.187) wird wie folgt hergeleitet: wir multiplizieren die beiden
Seiten der Gl. (6.185) mit e~*"? und integrieren von —m bis 7. Die Gl. (6.188) wird wie folgt
hergeleitet: wir nehmen den reellen Teil der Gl. (6.187) und halbieren das Intervall mit Hilfe der
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Symmetrie. Da J,(x) eine reelle Funktion ist, verschwindet der imaginédre Teil. Die Gl. (6.189)
und (6.190) werden wie folgt hergeleitet. Aus der Gl. (6.187) besteht die Relation

JIn(z) = 1 /Oﬂ (cos(z sin ¢) cos(ng) + sin(z sin ¢) sin(ng)) d¢ (6.191)

™

Der zweite Term auf der rechten Seite verschwindet bei geradezahligen n, wiahrend der erste Term
bei nicht-geradezahligen n verschwindet. Aus den Gl. (6.189) und (6.190) folgen die Fourier-Reihen:

cos(zsing) = )+2 Z Jan () cos(2ne) (6.192)

sin(zxsing) = QZJQn 1(x)sin ((2n — 1)¢) (6.193)

und die Parseval-Gleichungen:

1 (7 -
f/ cos?(zsin@)dp = (Jo(x))2+22(J2n(x))2 (6.194)
T Jo
1" -
p / sin’(zsing)dg = 2 (Jan-1) (6.195)
0 n=1
Aus den Gl. (6.192)-(6.195) folgen auch
P +2> (Ju(@)? =1 (6.196)
n=1
und
lJo(z)] < 1 (6.197)
1
Jn(x < — (n2>1 6.198
|Jn(2)] 7 (n>1) (6.198)
nlgn;OJTL(m) =0 (6.199)
Die Schlifli-Integraldarstellung:
1 zz=1l o q
= — 2 2 n 2
Jn(2) 57 j{e z dz (6.200)

wird aus der Integration der erzeugenden Funktion (Gl. 6.164) entlang einer Kontur um den
Ursprung hergeleitet. Bei nicht-ganzzahligen v wird die Integraldarstellung wie folgt gegeben.
1

Jy(ﬁr) = Tm Ce%

z

=l (6.201)

Fiir die Integration nehmen wir die Kontur C wie in der Fig. 6.7. Die notwendige und ausreichende
Bedingung, dass die Gl. (6.200) und die Funktion in der Gl. (6.136) gleich ist: (a) die Funktion in
der Gl. (6.201) erfiillt die Bessel-Differentialgleichung; und dazu (b) die Gl. (6.200) wird die Bessel-
Funktionen erster Gattung bei ganzzahligen n. Wir setzen die Gl. (6.201) in die Bessel-Gleichung
(Gl. 6.116) ein und leiten nach = ab. Das Integral wird dann als totale Ableitung ausdriickt:

Hm( ()i} o

Das Integral kann evaluiert werden und es wird als Differenz des Integralwerts zwischen dem
Endpunkt und dem Startpunkt der Kontur C' gegeben; und zwar ist es Null, da diese Werte aus
der Grenzbetrachtung z — —oo Null sind.
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Abbildung 6.7: Kontur C fiir die Integraldarstellung der Bessel-Funktionen bei nicht-ganzzahligen

V.

2.5 Sphirische Bessel-Funktionen

Wenn die Ordnung halbganzahlig v = n—&—% ist, konnen die Bessel-Funktionen mit den elementaren

Funktionen ausgedriickt werden:

Ji(x)

J_1(x)

Jn—&-% (ZZ?)
Jopo1(2)
Yosi(@)(=1)"*
Yo, _i(@)(=1)"

Il
|
—
S—
3
=
8
3
+
[N
/N
| —
QU
&~
S~
7N
&,
SHR=]
)

Die Funktion J1 () wird aus der Reihendarstellung (Gl. 6.136) hergeleitet,

J

1
2

(z) =

o0

k=0

BT (k+3)

.

wobei die Gamma-Funktion wie folgt evaluiert werden kann,
1 1
k+- )T |k+=
(a)r (o)
1 1 1
- B I ol O A
SOICHLGE

e

Daraus folgt

k!r<k+g) — %(2/@)(21@—2)---4-2

(2k + 1)!

922k+1

(2) -3

ok+1

NZ3

(2k+1)(2k—1)---3-1-/7

T ok+1 (

2%k +1)(2k—1)---3-1- /7

(6.203)
(6.204)

(6.205)

(6.206)

(6.207)
(6.208)

(6.209)

(6.210)

(6.211)

(6.212)

(6.213)

(6.214)

(6.215)
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Somit

oo _ k 1 .
() = Z(Q(Mx%“xz (6.216)

2
= 4/ —sinz (6.217)
X

Die Funktion J_j () wird aus der Rekursionsformel (Gl. 6.165) durch den Einsatz v = 3 herge-
leitet.

J_oi(x) = \}ECZE (ﬁ«J%(x)) (6.218)
= %cos:c (6.219)

Die Gl. (6.205) wird aus der Rekursionsformel (Gl. 6.164) hergeleitet.

", () = —%% (27" Ju(2)) (6.220)

Wir benutzen die gleiche Rekursionsformel (G1.6.164) nochmal,
1d

eV, 0(x) = R (27" () (6.221)
2
— (i;‘;) (z7"J(2)) (6.222)

Mit Wiederholung bekommen wir die Gl. (6.205). Die Gl. (6.206) wird auch aus der Rekursions-
formel (Gl. 6.165) hergeleitet. Die Gl. (6.207) und (6.208) werden aus der Definition (Gl. 6.145)
hergeleitet. Wir setzen v = +1 und dann

Yi(z) = —J_i(2) (6.223)
_ ?Zx cos (6.224)

Y_i(z) = Ji(z) (6.225)
= 2 sinz (6.226)

xT

7r
Wir benutzen die Rekursionsformeln (Gl. 6.164) und (Gl. 6.165) mit Wiederholung. Diese Rekur-

sionsformeln gelten auch bei Y, (z).

—~

Die radiale Komponente der Schrédinger-Gleichung fiir ein freies Teilchen kann in Polarkoordina-
ten nach der Variablentrennung wie folgt geschrieben werden:

2R’ + 2rR + (7"2 — 1+ 1)) R=0 (6.227)

wobei [ eine nicht-negative ganze Zahl ist. Wir benutzen den Ansatz

(6.228)

und dann wird die Gleichung fiir Z wie folgt geschrieben:

1 2
’I“QZ”—F’I"Z/—F <T2—l<l+2> )Z:O (6229)
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Abbildung 6.8: Sphirische Bessel-Funktionen.

Das ist nichts anderes als Bessel-Gleichung und Z ist die Bessel-Funktion halbzahliger Ordnung.

Die Funktion R(r) wird als sphérische Bessel-Funktion bezeichnet:

Ju(r)

yi(r)

hir)
n)

(6.230)
(6.231)

(6.232)

(6.233)
(6.234)

Die Funktion y;(r) wird auch als n;(r) ausgedriirckt. Die expliziten Formen der Funktionen j;(r)

und y;(r) niedriger Ordnungen sind
Jo(r)
J(r)
Ja(r)
Yo(r)
yi(r)

Y2 (r)

sinr
T
sinr —rcosr
r2
(3 —7r2)sinr — 3rcosr

r3
cosTr

r
cosr +rsinr

2
(3 —7r2)cosr + 3rsinr

r3

Die Fig. 6.8 zeigt die Graphik der sphérischen Bessel-Funktionen.

2.6 Fourier-Bessel-Entwicklung

(6.235)
(6.236)

(6.237)

(6.238)

(6.239)

(6.240)

Die Bessel-Funktionen bilden ein orthogonales System. Man kann eine beliebige (aber glatte)
Funktion f(z) auf dem Intervall 0 < < ¢ (wobei ¢ eine Konstante ist) nach den Bessel-Funktionen
entwickeln, wie die Entwicklung in eine Fourier-Reihe (auf dem Intervall von — bis 7) oder in
eine Legendre-Reihe (auf dem Intervall —1 bis 1). Die Entwicklung nach den Bessel-Funktionen
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wird traditionell als Fourier-Bessel-Entwicklung bezeichnet, aber die trigonometrische Funktionen
treten dabei nicht auf. Die Entwicklung bzw. die Zerlegung erfolgt:

flx)= Z Ay (ajx) (v >—1) (6.241)

und die Entwicklungskoeffizienten sind

2 C
Aj=— zf(x)y(ax)de (j=1,2,3,--- 6.242
= S | at@aomi ) (6.242)

wobei «; die Nullstellen bzw. die Losungen der Gleichung J, (ojc) = 0 sind. «; werden nach der
Grofle sortiert, 0 < ap < g < ---.

Die Funktionen {\/zJ,(cjz)}j=12... bilden ein System von Orthogonalfunktionen. Wir multipli-
zieren die beiden Seiten der Gl. (6.241) mit zJ, (o) und integrieren iiber z,

/OC xdy (agx) f(x)de = iAj /OC zJy (apz)d, (ojz)dx (6.243)
j=1
Wenn die Orthogonalitét zwischen J, () und J, (a;z) besteht,
/OC zdy (agz)Jd, (ojz)de = % (Jy+1(ozjc))2 Ok;j (6.244)
dann wird die Gl. (6.243)
/O Cle,(akx) flx)de = 522 (Jyi1(are))? Ay, (6.245)

Das ergibt die Gl. (6.242).

Wir priifen die Orthogonalitdt in der Gl. (6.244). Die Bessel-Gleichung fiir die Funktionen v =
Jy(azx) und v = J,(Bx) mit beliebigen reellen Zahlen o und 8 werden wie folgt geschrieben:

1 V2
u" 4+ =+ <a2 - 2) = 0 (6.246)
T X

1 2
v”—i—v'+<ﬁ2—y2>
T T

Wir multiplizieren die Gl. (6.246) mit zv, und die Gl. (6.247) mit zu. Dann ziehen wir die Glei-
chungen voneinander ab,

|
o

(6.247)

% (z(vu' —w')) + (a® — BHauv =0 (6.248)

Die Integration von 0 bis ¢ ergibt sich

e A S TS

dx 0
= [z(BJ(ax) ], (Bx) — o, (Bx) ] (ax))];  (6.250)

Bei o = o und 8 = o (k # j) ist die rechte Seite Null, da J,, (axc) = 0 und J, (ajc) = 0 bestehen.
Somit

/C xzJy (ox)Jy, (ax)dr =0 (6.251)
0
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Die Bessel-Funktionen erfiillen also die Orthonalitét.

Wir setzen 8 — a in der Gl. (6.250) und bestimmen den Normierungsfaktor.

/0 " wd(ax)(ax) = lim Oﬂ%ﬁz (B, ()T, (Be) — ady(Be) T, (ac)) (6.252)
= 7% {Jy(ozc)JL(ozc) + acJyu(ac) ! (ac) — ac(JL(ozc))Q} (6.253)

Wir schreiben die Bessel-Gleichung mit x = ac,

”222> Jy(ac) =0 (6.254)

a“C

1
J!(ac) + @J,’/(ac) + (1 -

und schreiben die Ableitung zweiter Ordnung J;/(ac) mit J,(«c) und J, (ac) um. Die Gl. (6.253)
ist dann

o {~Juac) 7 (ac) = ac(J,(ac)) -
acd,(ac) (;J;(ac) + (1 - O;;) L(ac))}
- i {ac (J!(ac))® + ac <1 - O;;) (Jl,(ac))Q} (6.255)

Die Ableitung erster Ordnung J/ (cc) wird mit der Rekursionsformel (Gl. 6.166) kombiniert. Die
rechte Seite der Gl. (6.255) ist dann

% (7J1/+1(OZC) + éb(ac))g + g <1 - ;;) (Ju(ac))?

Nun setzen wir a = «; (Nullstelle) ein. Da J,(a;c) = 0 besteht, wird die Gl. (6.253) wie folgt

geschrieben:

02

/Caﬁ (Jl,(ozjgc))2 dx = 5 (J,,H(ajc))2 (6.256)
0

Somit erreichen wir die Gl. (6.244). Bei v < —1 konvergiert das Integral in der Gl. (6.256) nicht.

2.7 Laplace-Gleichung in Zylinderkoordinaten

Die Laplace-Gleichung wird in Zylinderkoordinaten wie folgt ausgedriickt:

0%u  10u 1 9%y O

ow  low 0%  Ow 2
57 25, t ot =" (6.257)

Mit dem Ansatz der Variablentrennung, u = R(r)®(¢)Z(z), wird die Gl. (6.257)

R/I 1 R// Z/l @//
2 (R sl Z) =% (6.258)
Wir evaluieren die Gl. (6.257) als Konstante m?,
" = —m?d (6.259)
R 1R m2 VAl

e omt 2 2
Ty A ~ (6.260)
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Die Losung der Gl. (6.259) wird als ¢"™? ausdriickt, und m muss aufgrund der Periodizitéit mit

27 eine ganze Zahl sein. Wir evaluieren die Gl. (6.260) als Konstante —a?,

7" = a*Z (6.261)
PR’ + pR + (a®p* —m*)R = 0 (6.262)

Z sind die Exponetialfunktionen oder die hyperbolischen Funktionen. R sind die Bessel-Funktionen.
Die allgemeine Losung der Laplace-Gleichung in Zylinderkoordinaten lautet

u = Z /00 (bi(m, a)Jm(ap) + by(m, )Yy, (ap)) €™ (c1(a)e” + ca(a)e™ %) da  (6.263)

m=—oo "

3 Hermite-Polynome

Die Hermite-Polynome H, (x) bilden ein orthogonales System auf dem Intervall von —oo bis oo,
und treten bei der Analyse der Schrodinger-Gleichung fiir den harmonischen Oszillator auf. Das
Symbol H wird auch fiir die Hankel-Funktionen benutzt, und man sollte auf den Unterschied
aufpassen.

3.1 Fundamentale Eigenschaften

Wir fangen mit der Definition der erzeugenden Funktion an. Die Hermite-Polynome ergeben sich
22+22x

als Koeffizienten der Taylor-Entwicklung der Funktion e nach z:
et = i Hy(z) (6.264)
. ") ’

Die Hermite-Polynome besitzen die folgenden Eigenschaften:

Hpi1(z) = 2zH,(x) —2nH,_1(z) (6.265)
H/(z) = 2nH, () (6.266)

. (20)!
Hyn(0) = (=1) o (6.267)
Hzp41(0) 0 (6.268)
H,(z) = (-1)"H,(—x) (6.269)

Die Gl. (6.265) zeigt eine Rekursionsformel. Fiir den Beweis leiten wir die erzeugende Funktion
(6.264) nach z ab,

& n—1
(<224 22)e 72 = N H,(x) ”Zn' (6.270)
n=0 ’
(oo} Zn
= > Hy 1 ()= (6.271)
n=0 ’

Die linke Seite in der Gl. (6.270) kann wie folgt arrangiert werden:

Z’I’L

oo n 0o oo
z z
—2z E Hn(aj)ﬁ + 2z E H,(x)— = -2 E H,_1(x)
n=0 n=0 n=1

n e N
S +2 chHn(gc)m (6.272)
R !

n! (n

Wir vergleichen den Koeffizienten von 2™ zwischen Gl. (6.271) und (6.272), und bekommen die
Rekursionsformel (Gl. 6.265). Die Gl. (6.266) wird durch die Ableitung der Erzeugenden Funktion
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Abbildung 6.9: Hermite-Polynome H; (), Ha(z), H3(z) und Hy(x).

(Gl. 6.264) hergeleitet. Die Werte am Ursprung (Gl. 6.267 und 6.268) werden durch Einsetzen
von z = 0 in die Erzeugende Funktion (Gl. 6.264) und dann der Entwicklung in eine Potenzreihe
hergeleitet. Die Gl. (6.269) wird durch den Vorzeichenwechsel von z und x in der Gl. (6.264)
hergeleitet.

Die ersten Hermite-Polynome bei n = 1,2,3 und 4 sind

Ho(z) = 1 (6.273)
Hi(z) = 2z (6.274)
Ho(z) = 4a® -2 (6.275)
Hsy(z) = 82° —12z (6.276)
Hy(z) = 162" —482% 4 12 (6.277)

(6.278)

Die Grafik der Hermite-Polynome wird in der Fig. 6.9 gezeigt. Das Hermite-Polynom H,, () ist ein
Polynom n-ter Ordnung wie man in der Rekursionsformel (Gl. 6.265) sehen kann. Die Rodrigues-
Formel und die Potenzreihendarstellung werden wie folgt ausgedriickt:

Ho(z) = (—1)"6962(;%6*%2 (6.279)
/2]
H,(z) = ;(—1)1(2@"—%“(;‘_!2[)! (6.280)

Fiir den Beweis der Rodrigues-Formel (Gl. 6.279) leiten wir die erzeugende Funktion (Gl. 6.264)
n-fach nach z ab, und dann setzen wir z = 0 ein. Die rechte Seite der Gl. (6.264) ergibt H,(x).
Die linke Seite kann wie folgt evaluiert werden:

n

an _ 2+2 2 7( _ )2
e T = e " (6.281)
62 z=0 62 z=0
2 an 2
= ¥ ——e (=) (6.282)
e e .
ozm .20
2 O 2
= ¢ —(z-2) (6.283)
e .
a(i‘m)n 2=0
dn
- (—1)”6”2(m—n6_w2 (6.284)

Fiir den Beweis der Gl. (6.280) untersuchen wir den Koeffizienten von 2" nach der Entwicklung
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der linken Seite der Gl. (6.264),

422 3 %(_22 + 222)F (6.285)
k=0 "
g L
S Lmanop e 0280
k=0 1=0 ’

Nun setzen wir k+! = n und transformieren die Summenoperationen iiber k£ und [ auf die Summen
iiber n und I. Da | < k und k = n — [ sind, lduft die Summe iiber [ von 0 bis [n/2]. Somit

00 "/2]

e 3y O CY a2 (6.287)
(n—20)!

n=0 [=0

3.2 Differentialgleichung und Orthogonalitét

Aus der Rekursiosformel (Gl. 6.266) folgt

H'(z) = 2nH._|(z) (6.288)
= 2n(2n—2)H,_2(x) (6.289)

Wir setzen n — n—1 in die Rekursionsformel (Gl. 6.265) ein, und kombinieren mit der Gl. (6.289),

Hy(x) = 2zH,_1(z)—2(n—1)H,_2(x) (6.290)
= Qngff) - ng(f) (6.291)

Daher ist die Funktion y = H,,(x) die Losung der Hermite-Gleichung;:
Yy’ —2xy +2ny =0 (6.292)
Wir definieren den gewichteten Hermite-Polynom ¢,,(x) durch
bn(x) = e /2 H, (x) (6.203)
Die Funktion ¢, (x) ist die Losung der folgenden Gleichung:
or(z)+ (2n+1—2%)pu(z) =0 (6.294)

Die Gl. (6.294) ist im wesentlichen gleich der Schrédinger-Gleichung fiir den harmonischen Oszil-
lator in der Quantenmechanik.

Die Hermite-Polynome erfiillen die Orthogonalrelation und die Normierbarkeit.

(Hn, Hy) = / h e~ H,(z)Hp(2)dz (6.295)
= /_Oo O ()P (x)dx (6.296)
= 2"n\/Tonm (6.297)

Fiir den Beweis multiplizieren wir die Gl. (6.294) mit ¢, (x), tauschen die Indizen zwischen n und
m, und ziehen die zwei Gleichungen voneinander ab,

Om ()¢, (2) = Gn ()], (2) + (20 — 2m)fn () (2) = 0 (6.298)
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Wir integrieren ¢,,¢,, iiber x von —oo bis oo,

2(n —m) / Con@on@dr = [ L 6,@00) - 0u@)@) dr (6299)
[ (2)68(2) — Bu(@)), (0)] .. (6.300)
0 (6.301)

Deshalb besteht die Orthogonalitit (Hy, Hpy) = 0 bel n # m.

Wir priifen die Normierung. Wir quadrieren die erzeugende Funktion (Gl. 6.264), multiplizieren
mit dem Gewicht e=*" und integrieren iiber z. Aus der Orthogonalitét (Hp,Hy) =0 (n #m)
folgt
¥ metrtpaze gy N (o B
/_OO e Ty = T;) e n (6.302)

Die linke Seite ist die Integration einer Gauss-Funktion und kann analytisch evaluiert werden,

/ e T I gy =\ [ (6.303)

f = ﬁ 2n
Ty % (6.304)
n=0

Der Vergleich des Koeffizienten von 22" zwischen der Gl. (6.302) und (6.304) ergibt den Normie-
rungsfaktor.

3.3 Diskussion

Die Losung der Hermite-Gleichung bei einer reellen Zahl v ist wesentlich verschieden von der
Losung bei einer ganzen Zahl n. Die Hermite-Gleichung ist bei v

y' —2zy + 20y =0 (6.305)

Die Losung verhalt sich wie e®” in der Grenzbetrachtung £ — oo, und sie ist nicht mehr normierbar.
Mit anderen Worten muss v fiir die Normierbarkeit eine nicht-negative ganze Zahl sein. Dieses
Verhalten der Losung entspricht den diskreten Energieniveaus des harmonischen Oszillators in der
Quantenmechanik.

Wir priifen das Verhalten der Losung der Hermite-Gleichung bei einem grofien Wert von x. Wir
driicken die Losung y mit der Potenzreihe aus,

y=> az°t (6.306)
j=0
wobei ag # 0 ist. Wir setzen die Gl. (6.306) in Gl. (6.305) ein,

Z ajro(c+j+2)(c+j+ 1)zt +2 Z(V —c—jlajat =0 (6.307)
Jj== =0

Die Bedingungen fiir ag und a; sind also

clc—1ay = 0 (6.308)
cle+1l)a; = 0 (6.309)
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Da ag # 0 ist, muss aus der charakteristischen Gleichung (¢(c —1) = 0) entweder ¢ = 0 oder ¢ = 1
folgen. Bei ¢ =1 folgt a; = 0. Wenn ¢ = 0, bleibt a; unbestimmt, aber wir wihlen a; = 0.

Bei ¢ = 0 miissen die Koeffizienten von allen Termen verschwinden, also

2(j —v)
19 = ——————a; 6.310
YR GEG+ Y (6:310)
Die expliziten Formen der Koeffizienten sind

2-0—-v

as = %ao (6311)
2-(2—-v

as = %ag (6312)

202k —2—v)
_ " aor_ 6.313
asg R (6.313)

Daraus folgt die Relation zwischen asy und ag,

C2R0-v)(2—v)---(2k—2—v)
ok = (2k)! “

Es ist jetzt klar, dass v eine nicht-negative gerade Zahl sein muss. Das Verhalten der Hermite-
Polynome y(z) bei grofien x wird durch den Koeffizienten ag, (wenn k grofier als |v|) bestimmt.
Deshalb lassen wir v in der Gl. (6.314) weg und benutzen die Stirling-Formel fiir die Evaluation
der groflen Fakultét,

(6.314)

20 2K (2k)!!
2k [
22kkk€7k
1
1
~ = (6.319)

Die Reihe (Gl. 6.306) wird aus der Grenzbetrachtung mit einem grofien Wert von = wie folgt
geschrieben:

£L'2j
y o~y —+ (6.320)
i>v J:
2
~ e 4 (6.321)

Deshalb verhilt sich die Losung wie e”“'z7 wenn der Index v keine ganze Zahl, sondern eine reelle
Zahl ist. Diese Diskussion gilt auch bei ¢ = 1.

4 Laguerre-Polynome

Die Laguerre-Polynome L, (z) sowie die zugeordneten Laguerre-Polynome L% (x) treten bei der
Losung der Schrodinger-Gleichung fiir das Wasserstoffatom auf. Die Laguerre-Polynome bilden
ein orthogonales System auf dem Intervall von 0 bis co.
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4.1 Fundamentale Eigenschaften

Die erzeugende Funktion und die Rekursionsformeln der Laguerre-Polynome werden wie folgt
gegeben:

e—xz/(l—z) > Pl
- S L) 6.322
= Lk (6.322)
L,(x) = e’d—n(x”e_”) (6.323)
" N dx™ '

~ (=1 (nh)?
Ln(z) = ;mxl (6.324)

Loii(z) = (2n+1—x)Ly(z) —n’L, () (6.325)
L) () = nL,(z)—n?L,_1(z) (6.326)
L (0) = n! (6.327)

Die Gl. (6.322) zeigt die erzeugende Funktion. Die Gl. (6.323) ist die Rodrigues-Formel. Sie l4sst
sich durch die Cauchy-Integralformel herleiten,

L nl e 6.328
n(z) = i fg m z (6.328)

Die Integrationskontur ist dabei ein Kreis um den Ursprung z = 0 und der Radius ist kleiner als

eins. Wir fithren die folgende Variablentransformation durch:

Tz
1—=2

=s—ux (6.329)

oder

(6.330)

z =
xT

Die Laguerre-Polynome werden dann als Integral iiber s dargestellt,

nle® s"e S
@) = G § s (6.331)

Die Kontur C’ ist ein Kreis um x. Wir wenden die Cauchy-Integralformel auf die rechte Seite der
Gl. (6.331) an, und bekommen die Rodrigues-Formel (Gl. 6.323).

Die Polynomdarstellung (Gl. 6.324) wird aus der Ableitung der Rodgrigues-Formel (Gl. 6.323)
hergeleitet. Mit Hilfe der Leibniz-Formel (Gl. 6.87) folgt

dm - n!
x n, —x — T —1)... _ 1 n—k -1 n—k___ 3392
et (x"e™") kgzoe 7]43!(71*]@)!”(” oo (n—k+ 12" %(=1)"""e—z (6.332)
(=) Fnl ol
_ }:( )it ek (6.333)

— zn: M:gl (6.334)

Die Rekursionsformel (Gl. 6.325) wird aus der erzeugenden Funktion hergeleitet. Wir schreiben
die erzeugende Funktion wie g(z, z), und nehmen den Logarithmus,

log g = —% —log(1 — 2) (6.335)
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-04 -0.2 [ 0.2 \K

Abbildung 6.10: Laguerre-Polynome L (z), La(z), Ls(x) und La(x).

Wir leiten nach z ab,

0
(1—z)28—i —(1-z—2)g (6.336)
Wir driicken die erzeugende Funktion g mit der rechten Seite der Gl. (6.322) aus, und vergleichen
die Koeffizienten von z, 2%, ---. Somit bekommen wir die Rekursionsformel (Gl. 6.325).

Fiir den Beweis der anderen Rekursionsformel (Gl. 6.326) benutzen wir die folgende Relation fiir
g:

dg dg 0
T T, = —zaz(zg) (6.337)
oder 19 19
29,299
xg@a: (z— =2 )932' z (6.338)

Die Gl (6.327) wird aus der erzeugenden Funktion (Gl. 6.322) hergeleitet. Die ersten Laguerre-
Polynome sind

Lo(z) = 1 (6.339)
Li(z) = —z+1 (6.340)
Ly(x) = 2° —4x+2 (6.341)
Liy(z) = —2®+922 18246 (6.342)
Ly(z) = 2% —162% + 7222 — 962 + 24 (6.343)

(6.344)

und die Grafik wird in der Fig. 6.10 gezeigt.

4.2 Differentialgleichung und Orthogonalitét

Die Laguerre-Polynome sind die Losung der folgenden Gleichung (Laguerre-Gleichung):
zy’ +(1-2)y +ny=0 (6.345)
Man kann die Losungen mit der Integraldarstellung (Gl. 6.329) priifen. Die Ableitungen ¢’ und y”

sind
nl efxz/(lfz)
= —— ——d 6.346
4 2mi fg (1—2)2zn : ( )

" R G 6.347
v %ji(lfz)?’z”*l : (6:347)
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Wir setzen die Gl. (6.346) und (6.347) in die Gl. (6.345) ein und multiplizieren mit 27i/n!,

x 11—z n d [e®z/(=2)
_ —wz/(1=2)g, — _ 1= "\,
]{ { (I—=2)3zn"1  (1-—2)2z" * (1= 2z)zntl } * : ]{ dz { (1—=2z)zn } :
(6.348)

Entlang der Integrationskontur gibt es keine Bifurkation, und die Kontur ist eine geschlossene
Linie. Das Integral ergibt also Null, und damit sind die Laguerre-Polynome die Losungen der GI.
(6.345).

Die Orthonalitéit wird mit der Gewichtung hergeleitet,
n(x) = e /2L, (x) (6.349)
Die Laguerre-Gleichung (Gl. 6.345) ist dann

o)+ )+ (5= 5 ) o =0 (6.850)
Die Orthogonalitéitsrelation ist
(Lp, L) = /OO € ¥ Ly (x) Ly (z)dx (6.351)
0
= / U () () dx (6.352)
0
= (n)%6nm (6.353)

Der Beweis folgt den Schritten fiir die Hermite-Polynome. Der Normierungsfaktor wird durch die
Integration des Quadrats der Erzeugenden Funktion (Gl. 6.322) mit dem Gewicht e~* hergeleitet.

4.3 Zugeordnete Laguerre-Polynome

Die zugeordneten Laguerre-Polynome werden wie folgt definiert:

dk
Ly(x) = (‘Ukwlmwc(ﬂ?) (6.354)
und besitzen die folgenden Eigenschaften:
k _ - m ((n + k)')2 m
In@) = ZO(_” (= m)\(m + k)l (6.355)
—zz/(1—2) o n
€ - k z
k) dn
LF(z) = ez (n :! ) @(e*%«“k) (6.357)
1
- ZLL PLnn(@) = @ntk+1-2)Ly(@) = (n+k)*Ly_y () (6.358)
d
x%Lﬁ(:ﬁ) = nLf(z) - (n+k)?LF_ (2) (6.359)

Die Polynomendarstellung (Gl. 6.355) wird durch die Ableitung der Definition (Gl. 6.354) her-
geleitet. Die erzeugende Funktion (Gl. 6.356) wird aus der erzeugenden Funktion der Laguerre-
Polynome (Gl. 6.322) hergeleitet. Wir schreiben die Gl. (6.322) in die Form

e—wz/(l—z) s Zn+k
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und leiten dann k-fach nach x ab.

Die Rodrigues-Formel (Gl. 6.357) wird wie folgt hergeleitet: die rechte Seite mit Hilfe der Leibniz-
Regel nach Polynom entwickeln und dann vergleichen mit der Gl. (6.355). Die Rekursionsformel
(GL. 6.358) wird wie folgt hergeleitet: den Logarithmus der erzeugenden Funktion nehmen,

log g = Hi — (k+1)log(1 — 2) (6.361)
-z
und dann nach z ableiten,
299
(l—z)az(k—kl—x—(k—i—l)z)g (6.362)
Wir setzen die erzeugenden Funktion (Gl. 6.356) in g ein, und vergleichen die Koeffizienten von

2",

Die andere Rekursionsformel (Gl. 6.359) wird wie folgt hergeleitet: den Logarithmus der erzeugen-
den Funktion nehmen; nach x ableiten,

1@_ z

it A 6.363
g oz 1—2 ( )
und dann mit der Gl. (6.362) kombinieren,
0 0 0
g9 %9 2 —z=—(zg9) — kzg (6.364)

xax Zaz 0z

Wir setzen die Darstellung mit der erzeugenden Funktion (Gl. 6.356) ein, und vergleichen die
Koeffizienten von z".

Die zugeordneten Laguerre-Polynome sind die Losung der Laguerre-Gleichung (Gl. 6.365) und
haben die Orthogonalrelation sowie den folgenden Normierungsfaktor:

2y +(k+1-2)y +ny = 0 (6.365)
[eS) 3
/ e FLF () LE(2)de = Mémn (6.366)
0 n!
/oo et bt (L (1))  de = w@n tk+1) (6.367)
o n!

Die Gl. (6.365) wird wie folgt hergeleitet: Wir setzen n — n+k in der Gl. (6.345) und leiten k-fach
nach z ab.

Die Orthogonalrelation (6.366) bei n # m wird wie folgt hergeleitet. Wir fiihren eine gewichteten
Funktion ¥ (x) ein,

K(a) = e 2k 2Lk (2) (6.368)
Das ist die Losung der folgenden Gleichung:
r 2n+k+1 k2
z(Yp)” + (n) + <4 - 4x> k=0 (6.369)

Wir multiplizieren diese Gleichung mit 1 , tauschen die Indizes n und m, ziehen voneinander ab.
Bei n = m quadrieren wir die erzeugende Funktion (Gl. 6.356), multiplizieren mit dem Gewicht
2¥e~" und integrieren von 0 bis co. Die GI (6.367) wird wie folgt hergeleitet. Wir benutzen die Re-
kursionsformel (Gl. 6.358) und schreiben den Ausdruck #L% im Integrand um. Dann kombinieren

wir mit der Orthogonalitét (LE, LE ) = 0 bei n # m.
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Die Gl. (6.367) sowie die zugeordnete Laguerre-Gleichung treten bei der Analyse der radialen
Komponente der Schrédinger-Gleichung fiir das Wasserstoffatom auf. Wenn n keine ganze Zahl,
sondern eine reelle Zahl v ist, sieht die Gleichung wie folgt aus:

2y +(k+1-2)y +vy=0 (6.370)

Die Losung verhlt sich wie e* aus der Grenzbetrachtung = — oo, und ist nicht mehr normierbar.
Wie beim Problem des harmonischen Oszillators erfordert die Normierbarkeit die Quantisierung
der Wellenfunktion in der Quantenmechanik. Das Verhalten wie e® kann durch die Evaluation der
einzelnen Terme bei der Reihenentwicklung iiberpriift werden. Wenn n eine ganze Zahl ist, hort
die Reihenentwicklung mit einer endlichen Ordnung auf und die Reihe wird ein Polynom.
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KAPITEL 7

Differentialgleichungen

1 Begriff und Klassifikation

e Wir betrachten eine skalare Funktion f(z,y, z,t), f|R* — C!
Definition einer Differentialgleichung (Dgl.):
Eine Relation, die f und Ableitungen von f zueinander in Beziehung setzt, heifit
Dgl.:
1/1(f,axfﬁyfﬁzfﬁtf,aif,azayf,...) =0 (7.1)
Ein Beispiel ist die Wellengleichung:

1
6§f+8§f+6ff—c—26t2f:0 (7.2)

e Man unterscheidet gewohnliche und partielle Dgln. Treten partielle Ableitungen auf, wie in
der Wellengleichung (7.2), spricht man von partiellen Dgln.

Héngt f nur von einer Variablen ab, z.B. f(x), treten deshalb nur Ableitungen d, f, dif, .
auf und man spricht von einer gewohnlichen Dgl.

e Zusitzlich unterscheidet man lineare und nichtlineare Dgln.
Ist v eine lineare Funktion, so heifit die Relation lineare Dgl.

Beispiele fiir lineare Dgln sind die Wellengleichung (7.2) oder
" +af +Bf =g(x)

wobei f' =d,f, f” = da?f und o, 3 € C; g(r) komplexe gegebene Funktion.
Ist ¢ eine nichtlineare Funktion, so heifit die Relation nichtlineare Dgl.

Beispiele fiir nichtlineare Dgln:

' =a(x) +bx)f + c(z) f> (Riccati Dgl.) (7.3)
0.0y f =sin f (Sinus-Gordon-Gleichung) (7.4)

e Ordnung der Dgl.
Der Grad der héchsten Ableitung heifit Ordnung der Dgl.
Die Riccati Dgl (7.3) ist eine Dgl 1. Ordnung, die Sinus-Gordon-Gleichung (7.4) ist Dgl 2.
Ordnung und die Wellengleichung (7.2) ist ebenfalls eine Dgl. 2. Ordnung.

e Explizite und implizite Dgln.

Wenn sich die Gleichung nach der jeweils hochsten Ableitung auflosen 148t, heifit die Dgl.
explizit, sonst implizit.
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Ein Beispiel fiir eine explizite Dgl. ist die Ricatti Dgl. (7.3).
Ein Beispiel fiir eine implizite Dgl. ist:

f'+a(@)Inf" = b(z)f
Systeme von Dgln.

Wenn statt f ein n-Tupel (, Vektor®) f vorliegt und diese n Funktionen aus n verkoppelten
Gleichungen 1 = 0 zu bestimmen sind, so liegt ein Dgl.-System vor.

Beispiel: f = ( “ >
- v

Dies ist ein System zweier gewohnlicher linearer Dgln.

v +autpfv = g(x)
vV +yu+dv = h(z)

Bemerkungen zur Losbarkeit von Dgln.

Es gibt keine allgemeine Losungstheorie.

Fiir einige Klassen von Dgln. gibt es Existenz- und Eindeutigkeitssitze.

Fiir wenige Klassen von Dgln. gibt es Strategien zur Auffindung einer analytischen Losung.
Fiir wichtige Dgln. der Physik sind analytische Losungen bekannt.

Viele Dgln., die sich nicht analytisch l6sen lassen, kann man numerisch 16sen. (Mehr dazu in
der Vorlesung ,,Computational Physics“).

Bedeutung von Dgln.

Viele wesentliche physikalische Theorien werden in Form von Dgln. formuliert.

In der Klassischen Mechanik (Newton-Theorie):

mit = K(r, 7, t). (7.5)

Die Newton-Bewegungsgleichung (7.5) ist ein System von gewohnlichen nichtlinearen Dgln.
2. Ordnung fir r(t).

In der Klassischen Elektrodynamik (Maxwell-Theorie):

O x H = 0D+ (7.6)
o x E = —-0B (7.7)
B = 0 (7.8)
o D p (7.9)

Die Maxwell-Glgn (7.6)-(7.9) sind ein System von partiellen linearen Dgln. 1. Ordnung fiir
E(T’ t)7 B(T‘7 t)7 D(Ir’ t)7 H(T’ t)'

In der Allgemeinen Relativitétstheorie (Einstein-Theorie):

1
Rij - §gin = KJTZ‘j (710)
Dies ist ein System von partiellen nichtlinearen Dgln. 2. Ordnung fiir den metrischen Tensor
Gijs ¥ 3,...=1,...,4. Dabei sind R;; und R gewisse Verjiingungen des Kriimmungstensors

Rijri, und Tj; ist der Energie-Implus Tensor.

In der Quantentheorie (Schrodinger Gleichung):
h? -
(—A + V) ¥ = thowp (7.11)
2m

Die Schrodinger Gleichung (7.11) ist eine lineare partielle Dgl. fiir die ¢-Funktion 4 (r, t).
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2 Gewohnliche Differentialgleichungen

2.1 Differentialgleichungen 1. Ordnung

e Gegeben sei die Dgl. 3/ = f(x,y).

o Gesucht ist y(z)

2.1.1 Lineare Differentialgleichungen

e Die allgemeine Form einer linearen gewohnlichen Dgl. 1. Ordnung ist gegeben durch:

y+ay=>b  {f(z,y) =bx) - alz)y} (7.12)

(7.12) ist ein linearer Ausdruck in 3’ und y. Der Koeflizient a(z) ist im allgemeinen nicht
konstant. b(z) ist die sogenannte Inhomogenitéit der Dgl.

e Die gesuchte allgemeine Losung y(x) setzt sich zusammen aus:
1. der allgemeinen Losung yp,(z) der homogenen Dgl.
y +ay=0 (7.13)
2. und einer speziellen Losung y;(x) der inhomogenen Dgl.
vy +ay=Db,

also insgesamt:
y(z) = yn(z) + yi(z) (7.14)

e 1y, bestimmt sich nach folgendem Algorithmus:

v 4+ay = 0
d
o = —ala)y
d
- —a(x)dx
)
yd" T
&= —/a(f)dgﬁ
Y
C xo
Iny—lnc = —/a(f)dx
o
~ [ a(@)da
y = ce 0 (7.15)

Hier tritt offensichtlich eine Integrationskonstante c¢ auf.
e Die spezielle Losung y; wird wie folgt bestimmt:

Y +ay=> (7.16)
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Entweder: Falls a(z) und b(z) konkret gegeben sind, kann y; gegebenenfalls erraten werden.
z.B.

21
y+-y=—

x x

1 1
Y= dennyngﬁ

Oder: Man benutzt das Verfahren ,, Variation der Konstanten®.

Dazu geht man von der homogenen Losung

~ [ a(@)di
zo

Yyp =ce -
aus und macht den Ansatz )
— [ a(z)dz
y; = c(x)e =0 (7.17)
7}adi’ 7fad:5 7fad:l
~ Yy = de —ace 0 =de "0 —ay
— f adZ
~ Yitay, = de o = b(x)
f adz
d = b(z)eo (7.18)
L i fads
c = /b () e o dz (7.19)
zo

Da nur eine spezielle Losung y; benotigt wird, wéihlen wir die Integrationskonstanten genau
so, wie angegeben:

4+ fa@di - [ a@ds
Ay / bE)e o dF.-e (7.20)
zo
Zusammenstellung der allg. Losung y
P Jaac - Jaac
y= c—i—/b(f)e”o dé p e =0 (7.21)

Zo

mit der Umbenennung der Integrationsvariablen & = &, & = (.
y ist offensichtlich nicht eindeutig bestimmt, da c eine beliebige Integrationskonstante ist.

Wir fordern eine ,, Anfangsbedingung*

y(zo0) = Yo, (7.22)

um eine eindeutige Losung zu erhalten. In der Physik liegen Anfangsbedingungen in der
Regel sowieso vor.

~ y(zg) =c (7.23)
x £ x
[ a(¢)d¢ = [ a(¢)d¢
~N y= y0+/b(§)em0 e o (7.24)
o

ist nun die eindeutige Losung der Dgl. (7.12) mit der Anfangsbedingung (7.23).

Zum Beweis der Eindeutigkeit wird hier auf Vorlesungen der Mathematik verwiesen.
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2.1.2 Nichtlineare Differentialgleichungen

e Die allgemeine Form ist:
Yy = f(z,y) (7.25)

Es existiert keine allgemeine Losungsmethode. Es gibt aber unzihlige Spezialfille, die einfach
losbar sind. Siehe dazu auch | ].

e Wir behandeln zun#chst eine eingeschrénkte Situation und nehmen an, dafl f separierbar
ist. Dann folgt:

J(z,y) = g(z) - h(y) (7.26)
r_ dy
y =g(@) hly) =
hﬁz) — g(x) - da
Y dg x i )
[ s = [o@re

Die Integration liefert im Prinzip die allgemeine Losung y = y(z, ¢).

Die Integrationskonstante ¢ wird wieder durch eine Anfangsbedingung y(z¢) = y, festgelegt.

e Beispiel:

Die Gleichung ist nichtlinear, aber separierbar.

ydy = —xdzx

—
<
o
<
Il
|
—
S
(o}
1

c xo
2 2 2 2
c x x
yv_°c - T %
2 2 2 2
y2 + xz = 02 + x%

Wir benennen die Integrationskonstante um:

A+ x% = 7“8

y? +a® =rf
Die Losung der Dgl ist also ein Kreis mit dem Radius rg.

ro wird jetzt durch die Anfangsbedingung festgelegt:
y(xo) =yo ~ ygt+ap=13

Die Losung lautet dann:
vo +ap =y +a
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e Losen von Dgln. durch Substitutionen

Durch geeignete Subtitutionen kann versucht werden, aus nichtlinearen Dgln. lineare oder

separable Dgln. zu erzeugen, die dann einfach zu losen sind.

Ein Beispiel ist die Bernoulli-Gleichung
y +a(z)y=0bz)y*, a€eR a#0,1

Substitution:

i l-« a

Z:ya:y m y:Z'y

—a, / /

d=1-ay ™y ~ Y=

2y +azy® = by
11—«

~ Z4+(1-a)az=(1-a)b (lineare Dgl.)

Ein anderes Beispiel ist

y = z-x
y = Zvtz
dr+z = f(2)
2 = fE) =z (separable Dgl.)
T

e Exakte Dgln. und integrierender Faktor
Exakte Dgln. haben die Form:

Yy = _P(x, Y)
Q(z,y)
Wir schreiben den Ausdruck um:
dy P
= _ .0 -d

0=Pdzr+Qdy
Wenn 0, P = 0,Q gilt, dann existiert eine Funktion f(x,y) mit
P= 8acf y Q = ayf

und f(z,y) = c ist allgemeine Losung der Dgl.

Beweis:

flzy) = ¢
df = 0xfdx+0,fdy=0

(7.27)

(7.28)

(7.29)

(7.30)

(7.31)

(7.32)

Wir identifizieren P = 0, f und @ = 0y f. Wegen 0,0, = 0,0, ist 0y, P = 0,() vorauszuset-

zen. Dann folgt die Dgl ' = —P/Q.

q.e.d.
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Auffinden von f: Variante 1

fla,y) = / B, f dz + g(y) (7.33)

Dabei ist g(y) eine , Integrationskonstante®, beziiglich der z-Integration, die aber i.a. noch
von y abhingt. Wir setzen P in (7.33) ein:

flx,y) = /Pdw+g(y) (7.34)

Wir bestimmen anschlieflend g(y) aus

ayf:ay/de+aygéQ

~ ayng—ay/de (7.35)

Dabei héngt 0y¢ nur von y ab, da
Oz (0yg) = 0,Q — 0y /(%de =0,Q —0,P=0

~ o gy).
Beispiel:
y =Y _ Y
z dz
yde +zdxr =0
Oyy =0,z =1 ~ Exaktheit erfiillt

fley) = /ydfv+9(y)=xy+g(y)
Oyf = z+09=Q=2 ~ 0Oyg=0
N g = ¢
~ flzy) = ay+é=c
AN Ty = c
c . .
~N Yy = o ist Losung

Auffinden von {: Variante 2

Man kann f auch durch Integration entlang einens ,, Hakens“ finden:

flz,y) = /df: /8mf(a~c,y0)d:i+/3yf(x,ﬂ) dg (unterer Weg) EJ (7.36)

Zo Yo
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oder

x

f(z,y) = /dfz /&Ef(i,y) daE—i—/ayf(xmgj) dg (oberer Weg) ng (7.37)

0 Yo

Wir {iberpriifen dies jetzt fiir die obere Gleichung;:

Yy
Duf(2,y) = mﬂmmﬁ+/ku%ﬂmmdg

Yo
3xf($ay0) + 8xf($,§) Zo
Ouf(z,y) = Ouf(x,y0) + 0uf(x,y) — Ouf(z,y0).

Diese Gleichung ist offensichtlich erfiillt.

Noch einmal das Beispiel von oben:

ydr+zdy =0
T y
fag) = [wdi+ [ads
Zo Yo

= yo(r —x0) + z(y — yo)
= YoT +TY — TYo — ToYo
flz,y) = =zy+¢ (das gleiche Ergebnis wie oben!)

Wenn fiir Pdz + Qdy =0
Oy P # 0,Q

gilt, kann nach einem integrierenden Faktor p(z,y) gesucht werden, mit dem die Dgl. zu
einer exakten gemacht werden kann.

Multiplikation mit g fiihrt auf

uPdx 4+ pQdy =0, (7.38)
was dquivalent zur obigen Dgl. ist.
Exaktheit gilt fiir
9y (uP) = 0z (nQ) - (7.39)
Ein geeignetes p kann entweder erraten oder explizit bestimmt werden iiber:
Oypt - P+ p0yP = Opp1- Q + 110:Q (7.40)
QOzp — POyp + (0,Q — 0y P) p = 0. (7.41)

Dies ist eine partielle Dgl., deren Losung i.a. recht schwierig ist, es gentiigt aber eine spezielle

Losung fiir pu.
Beispiel 1:
)
y =2
x

yde —xzdy=0 |P(z,y)=vy, Qz,y) =—x
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Oyly) =1 # 0u(—x) = —1

Die Dgl. ist also nicht exakt; wir suchen deshalb einen integrierenden Faktor:

pyde —prdy =0

0y (1y) = 0, (—par)

Wir erraten jetzt ein pu:

1
no= 22
1
oder u = 272
1
oder pu = —
Ty
Wirwahlenuzﬁ: % %dx—%dyzo
1
flay) = [ —dz+g(y)
flz,y) = Inz+tyg
1
Oyf = Oyg=—-
Y Y y
~N g = —Ilny+ec
x
flz,y) = m—Fei=c
x
Zo= ¢
Y
N Yy = cx

Beispiel 2:
. i+t
V=",
Y

(Zx—xQ—yQ) dz + 2y dy 0
Dy (2;10 — 2% - y2) = —2y#0,(2y)=0

Die Dgl. ist also nicht exakt; wir suchen deshalb einen integrierenden Faktor:
QOppt — POyp + (0,Q — 0,P) = 0 = 2yd,pu — (22 — x? — y2) Oyt + 2yp

Ansatz:
Oyt =0
Oepp+p=0 ~ p=e”
e ” (233 —a2? - y2) dr 4+ e *2ydy =0

Oy(...) =—2ye ™ =0,(...)
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Die ,,neue Dgl.“ ist also exakt.

faw) = [o,fdy+gla)

flzy) = y*e™ +g()
Of = =y e +0g=e" (20 —2" )
Org = (296 - m2) e "
g = x40
flzyy) = (y2 + x2) e "4+c=co
(y2 T x2) T — ¢
y = +\ce®* —x?

2.2 Lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung
2.2.1 Struktur der L6sung

e Definition: Eine Dgl., die in der Form
y' +pi()y + p2(2)y = q(2) (7.42)
aufgeschrieben werden kann, heiflt lineare Dgl. 2. Ordnung.

e Ist ¢ = 0 nennt man die Dgl. homogen:

Y+ 1y +p2y =0 (7.43)
e Ist ¢ # 0 nennt man die Dgl. inhomogen:

Y+ 1y +pay =g (7.44)

e Die allgemeine Losung einer Dgl. diesen Typs besteht aus

1. der allgemeinen Losung der homogenen Dgl.

2. und einer speziellen Losung der inhomogenen Dgl.

e Die allgemeine Losung y, der homogenen Dgl. hat folgende Struktur:

Es gibt zwei linear unabhingige Losungen y;(x), ya2(z), die auch Fundamentalsystem ge-
nannt werden. Zwei Losungen y1 (), y2(z) sind linear unabhéngig, wenn aus

c1y1(z) + caya(z) =0

fiir alle erlaubten =
cir=c2=0

folgt. Die lineare Unabhéngigkeit wird mit der Wronski-Determinante tiberpriift:

(7.45)

Y1, Yo sind linear unabhingig, wenn

gilt.
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Beweis:
Fiir lineare Unabhéngigkeit von y; und y2 mufl zumindest

y1c1 + y2c0 =0 (7.46)
gelten. Differentiation nach x ergibt eine weitere Gleichung

yi'c1 +ya'co =0 (7.47)

(7.46) und (7.47) stellen ein algebraisches Gleichungssystem zur Bestimmung von ¢; und ¢
dar. Wenn die Koeffizientendeterminante nicht verschwindet, existiert nur die triviale Losung
c1 = co = 0. Die Koeffizientendeterminante ist aber gerade die Wronski-Determinante.
Nichtverschwindende Wronski-Determinante impliziert somit ¢; = ¢ = 0. Dann sind y; und
yo aber linear unabhéngig.

q.e.d.

~ Die allgemeine Losung der homogenen Dgl. ist also:
yn = a1y1(x) + caya(x) (7.48)
wobei {y1(x), y2(x)} das Fundamentalsystem der Dgl. und ¢, ¢y beliebige Konstanten sind.

e Auffinden einer spezielle Losung y; der inhomogenen Gleichung.

Eine Moglichkeit ist das Erraten von y;. Eine zweite Moglichkeit ist das Verfahren ,, Variation
der Konstanten“. Dazu macht man den Ansatz

yi = c1(z) - y1(2) + c2(@) - ya(2) (7.49)

wobei {y1,y2} das Fundamentalsystem der homogenen Dgl. ist. Diesen Ansatz setzt man in
die inhomogene Dgl ein:

p2|l yi = iy + ey
ol Y, = cayl+eayh+ Ay + chyo
yi = ayl +cays +2(hyr + chys) + yr + ey
A~y oy oy = o | Y oyt ooy | e | Y5+ piyh + paye
—_— —_— —
=0 =0

+p1 (hyr + cy2) + 1 - (o) + chys)
+1- (cyy1 + cays) + Ay + ey

=(C’1211+C'2y2)l
= q(z)

Die Dgl. liefert nur eine Bedingung fiir ¢}, ¢,. Eine zweite Bedingung kann also willkiirlich
gewiahlt werden. Wir wéhlen

¢yr + chys =0 (7.50)
Es verbeiben dann die Gleichungen:
cyr+chys = 0 (7.51)
Ayr s = g (7.52)
110 w
/
~N ¢ = = ~ () (7.53)
Wq yé’
1 Y1 0
Ny = = ~ o) (7.54)
Wiy q
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Die allgemeine Losung der Dgl. ist dann:
y(x) = c1yr + cay2 + v
Die Losung enthélt zwei Integrationskonstanten, ¢; und co.
Wir geben jetzt Anfangswerte fiir die Dgl. vor:
y(zo) = Yo
y'(xo) = o

(7.55)

(7.56)
(7.57)

Durch die Anfangswerte werden ¢; und cs eindeutig festgelegt. Die Dgl. liefert also zusammen

mit Anfangswerten eine eindeutige Losung.

Beispiel:

b, 2w4+1 1 _ 3352”45z +1
2x(x+l)y 4x($+1)y 2 z(zx+1)
Das Fundamentalsystem lautet:

ylzﬁv :(/2:\/x+1

Wir iiberpriifen jetzt, ob das Fundamentalsystem linear unabhéngig ist:

o Ve Vr+1l| 1 [Tz 1 Jz+1
- 1 1 ) T 9
nE oVl 2Vetl 2V @
z—(zx+1) 1

) (x—f—l)x:iQ (ac—l—l)x7£0

Die homogene Losung lautet also
yn = civr + Ve +1

Fiir die spezielle inhomogene Lésung machen wir den Ansatz

yi = c1(2)Vx + ca(z)Va + 1

A~ v+ dhVr+1
1 33522 + 5x + 1

1
c + c} = ——
Yoy ' Poyr 1 2 Jz(z+1)

0

335x? + 5+ 1

A~ d = =2yz(z+1 —\/1‘—&—177

= —avaE (VT
= 3Vz+1(352° +52+1)

Analog berechnet man
chy = =3z (352° + b + 1)

Integration von ¢ liefert ¢;. Dabei wird die Substitutionen z +1 = ¢, \/t = z verwendet. Es

folgt
cr(z) =2v/(z+1)3 (152 = 9z + 7).

¢y folgt iiber die Substitution /z = z zu
ca(x) = 2Va3 (152% + 32 + 1)
Die spezielle inhomogene Losung ist damit:
yi(z) =2y/z(x + 1) (32> — 3z + 7)
Die allgemeine Losung ergibt sich zu:

y(z) = c1va + covr + 14+ 2y/z(z + 1) (327 — 3z +7)
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2.2.2 Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

e Wir beschrinken jetzt p; und po auf im allgemeinen komplexe Konstanten. Dadurch verein-
facht sich das Finden der Losung stark.

e Die Dgl. hat die allgemeine Form:
y' +py + pay = q(2) (7.58)

e Im Fall p; = const und py = const kann das Fundamentalsystem einfach konstruiert werden.
Wir betrachten die homogene Dgl.

y'+p1y +p2y =0 (7.59)
Wir benutzen einen Exponentialansatz fiir das Fundamentalsystem:
Yrjp=¢€" (7.60)

Die Gleichung (7.59) ergibt

,,,2 e’ +p1 re’™® + po e’
P prtpy =
. n P1\?
T2 = 9 + 9 — D2 (7.61)
Dabei sind ry /5 i.a. komplex.
N yp=crett 4 cge™” (7.62)

Im in der Physik wichtigen Fall, dass p; und p; rein reelle Werte annehmen, sind r; und r;
konjugiert komplex zueinander. D.h. sie haben die Form

’r‘l = T =

’["2 = ’F:

Dann ldsst sich das Fundamentalsystem reellwertig machen. Das komplexe Fundamentalsy-
stem ist in diesem Fall zunéchst

yi = elotib)e (7.63)
Yy = ela—ib)e (7.64)

Das gleichwertige relle Fundamentalsystem wird folgendermassen konstruiert:

Y1 (y7 +y5) = € cosbx (7.65)

‘,_.l\:)M—l

o= g (y7 —y5) = e sinbx (7.66)
i

Benutzt wurde dabei die Euler-Formel

e’ = cos(z) 4 isin(2). (7.67)
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e Wir betrachten jetzt den Spezialfall r; = 1o = —%1:

Es gibt nach der obigen Losungsstrategie nur eine Losung und zunéchst kein vollstdndiges
Fundamentalsystem. Wir behaupten aber, dafl

y=€" yy=uze” (7.68)
ein Fundamentalsystem bilden.

Beweis:

y1 und ys miissen Losungen der Dgl. sein. Fiir y; ist dies klar, da y; als Losung konstruiert
wurde. Wir {iberpriifen jetzt, ob auch y, eine Losung der Dgl. ist.

yy = (14+rz)e™

vy = re+r(l+rz)e™”

vy = r(2+rz)e”

Einsetzen ergibt
r(2+rz)e™ +pr (1+rz) e +pxe™ = 0

P2+ 2 +p+pire+pexr = 0
(r2+p1r+p2)x+2r+p1 = 0
N ;) N——

=0 =0
yo ist also auch Losung der Dgl. Jetzt muss noch iiberpriift werden, ob y; und yo linear
unabhéngig sind:

67“1’ xerx 2rx 2rx
W = =e™1+rz—rx)=e""#0
re™ (14rx)e™

Die Losungen sind also auch linear unabhénging und bilden so ein Fundamentalsystem.

q.e.d.
e Beispiel:
y//+y _ $2
Fundamentalsystem:
y'+y = 0, y=e€"
P4+1 = 0, r=+i
yi = e
y; = e *
Y1 = COST
Yy = sinz

Als spezielle inhomogene Losung withlen wir 3; = 22 — 2
Probe: y! =2z, y/ =2 ~  y!' +y; = 22
Die allgemeine Losung ist dann:
y:clcosx+0281nz+x2 -2
Wir geben jetzt die Anfangswerte y(0) = 1 und 3/(0) = 0 vor:
y0) = a1—-2=1 ~ =3
y'(0) = c2=0
Die Losung des Anfangswertproblems ist damit.

y(x) = 3cosz + % — 2
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2.2.3 Losung von Differentialgleichungen mit Integraltransformationen

e Wir demonstrieren die Anwendbarkeit von Integraltransformationen fiir die Loésung von
Dgln. an einem Beispiel:

y”—2y’+y:x3e‘r

e Gesucht ist y(z) fiir z > 0. Es ist also naheliegend die Laplace Transformation zu verwenden.

e Wir erinnern uns an einige Eigenschaften der Laplace-Transformation.

o0

Try = = /y e “Tdx
0
c+i00
— 1 wT
Ty Y=y y(z) = % Y (w)e** dw

Try" = w?Y (w) — wy(0) =/ (0)

e Wir wenden jetzt die Laplace-Transformation auf die gesamte Dgl. an. Wegen der Linearitét

von 17, gilt:
T (y" -2y +y) =Toy” — 2Ty + Ty = Tpa®e” (7.69)
A~ WY —20Y 4Y = /:c?’e‘”e “Tdz; Re(w)>1
/3;‘3 w1z g, — /y3 vy = 6
(w—1)4 (w—1)*
0 0
Z_2w+1)Y =
(w w + ) (w — 1)
6 6
Y = =
) @20+ D) (w_13F  (w_1)
1 c+ioo 6
= — —— P dw; 1
y(@) 27 / (w—1)8 € wi ¢>

Auswertung des Integrals mit dem Residuensatz:

1 e 1 ..

1 1
y(z) = —2mi—zx’e” =—x"e¢
i
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2.2.4 Losung mit Potenzreihenansitzen

e Fiir nichtkonstante p; und ps gibt es keinen elementaren Weg, das Fundamentalsystem der
Gleichung y” + p1 (2)y’ + p2(z)y = 0 zu bestimmen. Wenn p; (x) und ps(x) analytisch sind,
konnen sie in Potenzreihen entwickelt werden; dann kann man einen Potenzreihenansatz fiir
y(x) benutzen.

e Beispiel: Wir wollen das Fundamentalsystem der Dgl.
y'+ay=0 (p=0, pr=u) (7.70)

bestimmen.

Dazu wird als Ansatz ein Potenzreihe um xg = 0 verwendet:

y = Z anx” (im Konvergenzgebiet) (7.71)
n=0
~ Yy = Znanx"_l = Znanx”_l (7.72)
n=0 n=1
oo o0
y' = Z n(n —1)a,z" 2 = Z n(n — 1ap,a™ (7.73)
n=0 n=2

Einsetzen in die Dgl. (7.70) fiihrt zu:

Z n(n —1a,z™ % + Z anz™t =0 (7.74)
n=2 n=0

In der linken Summe transformieren wir die Indizes: n =n’ + 3

(o] o0
Z (n' 4 3)(n' 4 2)an 132 T + Z apz"t =0
n'=—1 n=0
Jetzt wird n’ in n umbenannt und der Summand fiir n’ = —1 von der linken Summe abge-

spalten.
205+ Y {(n+3)(n+Danss +an}a" =0
n=0

Uber Koeffizientenvergleich werden die a,, bestimmt. In diesem Fall ist die rechte Seite = 0,
deshalb miissen die Koeffizienten aller Potenzen von x verschwinden.

20 2:a0=0 ~ ay=0
.’Eli 3-2-a3—|—a():0 8% a3:—2—ga0
" (n+3)(n+2)ape ta, =0 ~ an+3:—(n+2‘;#+3) n=20,1,2,...
~
ag = c1 beliebig as = 0
a1 = ¢ Dbeliebig ag = +t535p
az = 0 ar = +3ie7
az = —35 U.s.W.
co

s
=

Il

|
w
2
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Die Losung lautet dann:

_ _4a 3 @ G 64 ©2 T,
y@) = ater-gmrt - +2 356" 3.4.67° ©
1 14 1-4:7 4
y(@) = {“:ﬂ e i}
2 , 2:5. 258

Ob die Teilreihen konvergieren und damit eine sinnvolle Losung darstellen, ldsst sich mit
dem Wurzelkriterium iiberpriifen.

e limy o0 ¢/ %xl’ =0-|z] V|z| <o

cy analog

Die Teilreihen konvergieren und (7.75) ist allgemeine Losung von (7.70).

e Verallgemeinert sieht der Potenzreihenansatz fogendermafien aus:

o0

y(@) = (z—20)" Y an(x—xzo)" (7.76)

n=—o0
Der Potenzreihenansatz ist fiir viele Dgln. der Mathematischen Physik erfolgreich.
Die erhaltenen Potenzreihen definieren neue Funktionen. Beispiele folgen.

e Legendre-Dgl.
2r , k(k+1)

1— 227 1— a2

k ist dabei ganzzahlig. Die Losungen der Dgl. sind die Legendre-Polynome

Y — =0 (7.77)

Pp(x) = a (@ -1)" (7.78)

2k k!
Diese Dgl. tritt besonders bei kugelsymmetrischen Problemen auf.

e Hermite-Dgl.
y' —2xy +2ky =0 (7.79)

k ist dabei ganzzahlig. Die Losungen der Dgl. sind die Hermite-Polynome
Hi(z) = (—1)Fe” dbe (7.80)
Diese Dgl. tritt beim quantisierten harmonischen Oszillator auf.

e Verallgemeinerte Laguerre-Dgl.

s+1—=x k

Y+ v+ Y= 0 (7.81)

k ist dabei ganzzahlig und s > 0. Die Losungen der Dgl. sind die verallgemeinerten Laguerre-
Polynome L3 (z).
Diese Dgl. tritt in der Quantenmechanik des H-Atoms auf.

e Bessel-Dgl.
w1y p2
y+;y—|— 1—— y=0 (7.82)

p ist dabei reellwertig. Die Losungen der Dgl. sind die Bessel-Funktionen Jy,(z) 1. und 2.
Art.

Diese Dgl. tritt bei zylindersymmetrischen Problemen auf.
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2.3 Systeme von Differentialgleichungen 1. Ordnung

e Bisher haben wir eine Dgl. betrachtet und nach einer Funktion y(x) als Losung gesucht.
Jetzt betrachten wir mehrere verkoppelte Dgln. und suchen ein Funktionen-Tupel y(z) als
Losung.

e Beispiel: 2 Dgln. fiir y(z) = ( uExi )

(W) +u-v = €°
1 .
v+ Inu = sinx
e Losungsversuche:
1. Entkopplung, z.B.

sin z—v’’

u = e
. 1"

ul — esm T—v (COSI’ _ 1}”/)

Durch Einsetzen 148t sich eine entkoppelte Dgl. 3. Ordnung fiir v erzeugen.
eQ(sin z—o'") (COS{E _ UH/)2 + ,Uesin z—ov" _ e

2. Uberfithrung in ein System von Dgln. 1. Ordnung

w=1 ~ w ="
N2 x
~ W)Yrtu-v = e
w +lnhu = sinz
v =w

bzw. in expliziter Form

v = E£Ver—u-v
Vo= w

w = sinz —Inwu.

Die Losung dieser Systeme ist i.a. nur numerisch moglich. Der Ansatzpunkt fiir ein
numerisches Standardverfahren (Runge-Kutta-Verfahren) ist die explizite Form eines
Systems von Dgln. 1. Ordnung. (vgl. Vorlesung ,,Computational Physics®).

2.3.1 Dgln. héherer Ordnung und Systeme von Dgln. 1. Ordnung
Differentialgleichungen hoherer Ordnung lassen sich in ein System von Dgln. 1. Ordnung iiberfiihren.

e Wir betrachten die Dgl.
y™ = f (y(”_”, . ,y”,y',y,x) (7.83)

e Wir betrachten ein n-Tupel von Funktionen z;(x)

(7.84)

[
I
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und fordern
y = 2
y = n'=2
y' = =2
y"' = ml=2 (7.85)
y(nil) = Zn—ll = Zn
y(n) = Zn/
Es entstehen also n Dgln. 1. Ordnung fiir 21, ..., 2,:
2’1/ = 22
ZQ/ = Z3
(7.86)
anl/ = Zn
zn/ - f(zn7zn—la---72:27zlvx)
Die Gleichungen kénnen auch kompakter geschrieben werden:
2 =F(zw) (7.87)
mit dem Vektor
2o
23
F= (7.88)
Zn
f
2.3.2 Lineare Systeme von Differentialgleichungen 1. Ordnung
e Ein Differentialgleichungs-System der Form
z1' +anz +azet . Fammz = @
2’ +ag121 +axnz + .. tami, = @
(7.89)
zn' +ap121 + an222 + oo+ Qe = Gn
heifit lineares System 1. Ordnung.
Die Kompaktschreibweise lautet:
2 +alx)z=¢q (7.90)
mit
Z1 aii A1n Q1
z= , a= S (7.91)
Zn Gnl Ann dn

Im Allgemeinen sind anp = aop(x) und g, = g, (x) Funktionen von z.
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e Die Losungsstruktur des Systems ist wiederum
2(x) = 2,(a) + 2,(2) (7.92)
wobei z;, die allgemeine Losung des homogenen Systems
Z+az=0 (7.93)
und z,;(x) eine spezielle Losung des inhomogenen Systems (7.90) sind.

e Die Losung des homogenen Systems hat die Form

n

Zp =Y Caz” (7.94)

a=1

Dabei sind die z® Fundamentallésungen von (7.93). Der Index « ist hier hochgesetzt, um
jegliche Verwechslung mit dem unten stehenden Komponentenindex in (7.91) auszuschlieflen.

e Losung des inhomogenen Systems

Variation der Konstanten fithrt wiederum zum Ziel. Der Ansatz dazu ist:
n
2= cal)z” (7.95)
a=1

Es folgt

2/ = (ca'z* + caz™)

«

D (a2 +caz™) +a ) caz” =
«

[e3%

S

A
E ca'z% a2 4az )y =
[0 v
=0
1

Z'Cll+§2'02/+"'+§n'cn/ =

I\
S

(7.96)

S

Dies ist ein lineares System algebraischer Gleichungen fiir ¢i/,...,¢,’. Auflosen 148t es sich
z.B. mit der Cramer-Regel:

o = — (7.97)

AnschlieBende Integration liefert ¢;(x). Fiir ¢, cs, .. .ist entsprechend zu verfahren.

e Bestimmung des Fundamentalsystems

Es existiert kein Algorithmus zum Auffinden des Fundamentalsystems. Moglichkeiten, um
das Fundamentalsystem trotzdem zu bestimmen sind:

— Erraten
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— Substitutionen
— Potenzreihen
— Im Fall von a,p3 = const existert ein Algorithmus!
e Bestimmung des Fundamentalsystems {2} fiir den Fall a,3 = const, also fiir ein System
von Dgln. 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten.

Der grundlegende Gedanke ist eine Diagonalisierung von a durch Hauptachsentransformation
und damit eine Entkoppelung der Dgln.

Man verwendet den Ansatz
(@) = (Feon, (7.98)

dabei sind

— Ao die Eigenwerte von g

— und ¢* die Eigenvektoren von a.

Die A, und ¢“ sind zunéchst aus der Eigenwertgleichung
ag” = Aal”

zu bestimmen. Ansatz (7.98) 16st dann (7.93), denn

2 (1) = —AaCt e (7.99)

I\

ol + a _)\aga e—)\a:c +g£a e—)\aac

(Ao +Aa) (e " =0

e
I
|

Die allgemeine homogene Losung von (7.93) lautet

n

zp =Y calte " (7.100)

a=1
mit beliebigen reellen oder komplexen Konstanten c,,.

e Durch Vorgabe von Anfangswerten wird die Losung eindeutig:

z(ro) = 2z (7.101)
z(zo) = zp(wo) + 2i(wo)
Zy = Z caG” e a0 4 o () (7.102)

Dies ist ein lineares algebraisches Gleichungssystem fiir ¢, das die Losung eindeutig be-
stimmt.

3 Partielle Differentialgleichungen

3.1 Lineare partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung

Es gibt drei Arten der linearen partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung: Laplace-Gleichung
(oder Poisson-Gleichung), Wellengleichung und Wirmeleitungsgleichung. Die Laplace-Gleichung
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tritt bei der Ermittlung des Potentialfelds (elektrostatisches Potential; Gravitationspotential) im
Vakuum auf. Die zweidimensionale Form ist

%u  Ou

Die Laplace-Gleichung hat keine zeitliche Ableitung, sondern nur rédumliche Ableitungen zwei-
ter Ordnung. Losungen der Laplace-Gleichung werden als harmonische Funktion bezeichnet. Die
Poisson-Gleichung tritt bei der Ermittlung des Potentials mit der Quelle (Ladungsverteilung fiir
das elektrostatische Potential; Massenverteilung fiir das Gravitationspotential) auf,

0*u  *u

Wenn keine Quelle oder Ladung im Problemgebiet existiert, reduziert sich die Poisson-Gleichung
auf die Laplace-Gleichung.

Die Wellengleichung beschreibt ebene Wellen, und hat zeitliche und rdumliche Ableitungen zweiter
Ordnung,
1o o
2otz Ox?

Die Wellen breiten sich mit der Geschwindigkeit ¢ aus.

(7.105)

Die Warmeleitungsgleichung oder Diffusionsgleichung hat die zeitliche Ableitung erster Ordnung
und die rdumliche Ableitung zweiter Ordnung,

o = Fos + q(x) (7.106)

Dies beschreibt eine rdumliche Verteilung von u wie z.B. Temperaturverteilung auf einem Draht
und ihre zeitliche Entwicklung. Der Term ¢(z) stellt eine Wirmequelle oder -produktion an der
Stelle x dar. Wenn es keine Wiarmeproduktion gibt, setzt man g(z) = 0. Der Koeffizient x wird
als Diffusionskoeffizient bezeichnet, und triagt die Information, wie schnell sich das Feld wegen des
Diffusionseffekts rdaumlich verbreitert. Im stationiren Zustand fillt die zeitliche Ableitung weg,
und die Warmeleitungsgleichung reduziert sich auf die Laplace-Gleichung.

Im allgemein ist die Existenz der Loésung (oder analytische Losung) der partiellen Differentialglei-
chung nicht garantiert, aber fiir lineare partielle Differentialgleichungen gibt es Methoden fiir das
Auffinden der Losung wie die Variablentrennung oder die Fourier-Analyse. Explizite Losungen der
Gl. (7.103)-(7.106) héngen von der Randbedingung und der Anfangsbedingung ab, und diese Art
der Aufgabe wird als Randwertproblem bezeichnet.

Die Laplace- oder die Poisson-Gleichung wird aus der Analogie mit der Ellipsengleichung
oY (7.107)

als elliptische partielle Differentialgleichung bezeichnet. Ebenfalls wird die Wellengleichung aus
der Analogie mit der Hyperbelgleichung

Y (7.108)

als hyperbolische partielle Differentialgleichung; und die Warmeleitungsgleichung aus der Analogie
mit der Parabelgleichung
y=az’+b (7.109)

als parabolische partielle Differentialgleichung bezeichnet.
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u=0

0 u=f(x) ¢

Abbildung 7.1: Randwerte fiir die Laplace-Gleichung.

3.2 Laplace-Gleichung
3.2.1 Randwertproblem auf einem begrenzten Gebiet

Die zweidimensionale Laplace-Gleichung auf dem Gebiet 0 < x < a und 0 < y < b ist

?u  O%u
927 * 37 =0 (7.110)
Die Randbedingung ist (Fig. 7.1):
u(0,y) = 0 (7.111)
u(a,y) = (7.112)
u(z,0) = f(x) (7.113)
u(z,b) = 0 (7.114)

Wir I6sen die Laplace-Gleichung mit dem Ansatz der Variablentrennung. Die partielle Differen-
tialgleichung wird damit auf gewo6hnliche Differentialgleichungen umgeschrieben, die leichter zu
16sen sind. Der Ansatz lautet

u(z,y) = X(2) Y (y) (7.115)
Die Laplace-Gleichung ergibt dann
X"(x)Y (y) + X (2)Y"(y) =0 (7.116)
oder X(a) Y7 ()
< Y
=- A1
X(x) YY) (7.117)
Wir evaluieren die Gl. (7.117) mit einer Konstante —\2,
X"(x) = —AX(x) (7.118)
Y'(y) = NY(y) (7.119)

Die Losungen der Gl. (7.118) fiir X (z) sind trigonometrische Funktionen: sin(Az), cos(Ax) und
ihre Linearkombination. Die Randbedingung ist X (0)Y (y) = 0 und X (a)Y (y) = 0, deshalb muss
die Funktion X (z) die Bedingung X (0) = X (a) = 0 erfiillen. Die Losung fiir X (z) ist somit eine
Sinus-Funktion,

X(z) = sin (@) (n=1,2,--") (7.120)
a
Die Konstante A ist dabei -
A= — (7.121)
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Die Gl (7.118) ist linear und hat einen Freiheitsgrad beziiglich der Multiplikation von X (x) mit
einer Konstante. Die Losung der Gl. (7.119) fiir Y (y) ist eine Linearkombination der Exponen-
tialfunktionen e*¥ und e=*Y. Aus der Randbedingung Y (b) = 0 (Gl. 7.114) wird Y (y) wie folgt
geschrieben:

A=Ay _ o= Ab Ay

Y(y) = 5 (7.122)

= sinh (A(b—v)) (7.123)

Die Losung fiir Y (y) hat ebenfalls einen Freiheitsgrad beziiglich der Multiplikationskonstante. Wir
kombinieren X (z) und Y (y) mit dem Index n

X (2)Yn(y) = sin (@) sinh (@(b - y)) (7.124)
a a

wobei n eine ganze Zahl ist. Die Randbedingung w(z,0) = f(z) muss noch fiir die Ermittlung

der Losung beriicksichtigt werden. Dafiir gibt es eine Strategie: Wir benutzen die Losungen unter

der homogenen Randbedingung w(z,0) = 0 als Ansatz und bestimmen die Koeffizienten fiir die

Losungen unter der inhomogenen Randbedingung u(z,0) = f(x).

Da die Laplace-Gleichung linear ist, ist die Linearkombination von X,,(x)Y,,(y) auch eine Losung,

u(z,y) = i A, sin (T%m) sinh (%(b - y)) (7.125)

Der Freiheitsgrad fiir X (x) und Y (y) ist im Koeffizienten A,, enthalten. Nun setzen wir die Rand-
bedingung u(z,0) = f(z),

flz) = g:lAn sin (?) sinh <”Zb> (7.126)

Die Gl. (7.126) kann als Fourier-Reihe von f(z) betrachtet werden. Der Koeffizient von sin (2X2)
wird wie folgt bestimmt:

A, sinh <n7rb) = z/oa f(z)sin (?) dx (7.127)

a

Die Gl. (7.125) erfliillt damit alle Randbedingungen und ist die Lésung in der endgiiltigen Form.

3.2.2 Unbegrenztes Gebiet in einer Richtung

Die Laplace-Gleichung kann auf einem unbegrenzten Gebiet in der z-Richtung gelost werden. Die
Randbedingung beziiglich der y-Richtung ist (Fig. 2):
w®x,0) = 0 (7.128)
u(z,b) = f(x) (7.129)

Die Methode der Variablentrennung ist hierbei auch giiltig, aber der Parameter A kann eine be-
liebige Zahl sein und die Losung wird als Integration iiber A gegeben,

u(z,y) = \/% /_OO (A(/\)e)‘y + B()\)e_/\y) e\ (7.130)
Die Randbedingung (Gl. 7.128-7.129) ist dann
1 > )
— A\ +B\) e = 0 7.131
= Am =B (7.131)

\/% [ h (AN + B(N)e ) e dx = f(x) (7.132)
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u=f(x)

u=0
0 X

Abbildung 7.2: Gebiet ohne Grenze in der z-Richtung und mit Grenze in der y-Richtung.

Az —iAT

Da die Integration von —oco bis co lduft, kénnen die zwei Integrationsterme mit e** und e

auf eine Integration mit e’** zusammen gepackt werden.

Die Gl. (7.131) besteht bei einem beliebigen Wert von x, also B(A) = —A(\). Die GL. (7.132) wird

fz) = \) sinh(bA) e dx: (7.133)

— 2A
V 2 /—oo

oder

2A()) sinh(\b) = \/% /_ h f(z)e™ ™ dx (7.134)

Wir setzen die Gl. (7.134) in die Gl. (7.130) ein,

1 eM — e~ o N
— —'L I 1AL 1
u(z,y) Tw/ 2smh(A) (/ f(z dx )e d\ (7.135)
_ blnh )‘y iXz—z") /
= / / sinh( )\b (')e dz' d\ (7.136)

Die Losung (Gl. 7.136) erfliillt die Randbedingung. Das kann man durch Einsetzen von y = b und
der Fourier-Darstellung der Deltafunktion iiberpriifen.

3.3 Poisson-Gleichung
3.3.1 Randwertproblem auf einem begrenzten Gebiet

Die Poisson-Gleichung auf einem begrenzten Gebiet 0 < x < a, 0 < y < b ist

?u 9%u

Z 4z 1

527 " 3 = —P@y) (7.137)

und die Randbedingung ist

u©,y) = 0 (7.138)
u(a,y) = 0 (7.139)
u(z,0) = 0 (7.140)
u(z,b) = 0 (7.141)

Die Strategie ist die folgende. Wir suchen nach den Losungen der homogenen Gleichung unter
der gegebenen Randbedingung; bilden eine Linearkombination aus den Lésungen; benutzen sie
als Ansatz fiir die Losung der inhomogenen Gleichung und bestimmen die Koeffizienten aus der
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mmTx

Randbedingung. Aus der Methode der Variablentrennung ist die Funktion sin ( ) sin (T) eine
Losung der homogenen Gleichung. Wir bilden eine Linearkombination als Ansatz fiir u(x,y) mit
den Koeffizienten A,

oo

-y i Ay Sin (?) sin (”%;y) (7.142)

m=1n=1

Einsetzen in die Poisson-Gleichung (Gl. 7.137) ergibt

i i (mjf n ’if) Ay sin (?) sin (”—Zy) = p(z,y) (7.143)

Die Gl. (7.143) kann als Doppel-Fourier-Reihe von p(x,y) beziiglich z und y betrachtet werden.
Wir multiplizieren die Gl. (7.143) mit sin(422) sm(h;y) und bestimmen den Koeffizienten A,,,.
Dazu integrieren wir iiber das Gebiet 0 < x < @ und 0 < y < b. Hierbei benutzen wir die folgende

Relation:
N k < k
/ sin (mﬂx) sin <m) dz=1{ 2 " (7.144)
o a a 0 m#k

k2r? 272 4 (ot C (krz\ | [lmy
( = +bz> Ay = %/O /0 p(x,y)sin (a) sm( b ) dy dz (7.145)

Einsetzen in die Gl. (7.142) ergibt die Losung in der folgenden Form:

u(z,y) = ZZW@X

also

Die Losung (Gl. 7.146) kann wie folgt arrangiert werden:
a b
u(z,y) = / / G(z,y;v,w)p(v, w) dw dv (7.147)

G(z,y: -
o) = 3>

m=1n=1 a?

sin (m;”’) sin (?) sin (?) sin (%) (7.148)

wobei G(z,y; v, w) die Green-Funktion ist.

Wenn die Ladungsverteilung eine Punktquelle ist,
p(z,y) = 0(z —20) 6(y —yo) (0 <zp<a,0<yo<b) (7.149)
dann ist die Losung als Green-Funktion gegeben.
u(z,y) = G(x,y; o, Yo) (7.150)
Die Green-Funktion erfiillt ndmlich die folgende Poisson-Gleichung

O*G(x,y;20,m0) | 0°G(x,y;20,y0)

o2 By = —0(z — 20)0(y — yo) (7.151)
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Die Green-Funktion stellt ein Potential dar, das durch eine Punktladung oder -quelle erzeugt wird.
Im allgemeinen kann die Quelle eine kontinuierliche Verteilung der Ladung oder der Masse sein.
In solchem Fall wird das Potential als Integration der Punktquellen mit der Green-Funktion wie
in der Gl. (7.147) gegeben. Einsetzen der Gl. (7.148) in die Gl. (7.151) ergibt

ib i (m xo) sin (n?o) sin (mgf) sin (%) =0(z — 20)0(y —yo)  (7.152)
Die Gl. (7.152) ist in zwei Gleichungen beziiglich z und y trennbar,
(mm> sin (mzxo)

n () sin (52) = ay—w) (7.154)

ﬁMg

% 5(z — z0) (7.153)

o
%

Nun driicken wir f(z) als Fourier-Reihe (Sinus-Funktion) aus,

oo

= Zbk sin (km:) (7.155)
k=1 a

multiplizieren die linke Seite der Gl. (7.153) mit f(z) (Gl 7.155) und integrieren iiber x,
2 — ¢ - k
2 s (M) [T (M) S o (120 o
a a 0 a a
m=1 k=1
2 (o] o0
= = Z Zbk sin (mwx()) 2 Som (7.156)
a a 2

m=1 k=1
= Y busin (mzxo) (7.157)
m=1
= f(o) (7.158)

Das entspricht der rechten Seite der Gl. (7.153), da sich das Integral die Funktion f(zq) ergibt,

/Oa f(x)é(z — zg)dx = f(x0) (7.159)

3.4 Wellengleichung
3.4.1 Die d’Alembert-Methode

Die eindimensionale Wellengleichung auf einem unbegrenzten Gebiet ist

1 2 2
?%:% (—oo0 <z < 0o,t > 0) (7.160)

und sie kann mit der folgenden Variablentransformation direkt gelost werden,

v = x+ct (7.161)
w = xz—ct (7.162)
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Die Ableitungen nach ¢ sind

0 _ w0 owo
ot ot ov Ot dw

_ (2 _9
n ov Ow
92 (0 0\
g _ 222
ot? o Ow
0? 9? 9?
_ 2~ -
- <8v2 28v8w * 8x2>

Die Ableitung zweiter Ordnung nach x ist

92 o2 02 02
92~ 0 ovow T owr

Die Wellengleichung (Gl. 7.160) wird dann in einer einfachen Form ausgedriickt,

0%u B
ovow
Wir integrieren die Gl. (7.168) iiber w,

und weiter integrieren wir iiber v,

u(v.w) = [ fe)do+o(w)

(7.163)

(7.164)

(7.165)

(7.166)

(7.167)

(7.168)

(7.169)

(7.170)

Wir schreiben den ersten Term auf der rechten Seite der Gl. (7.170) als ¢(v). Die allgemeine Form

der Losung der Wellengleichung ist dann

u(v, w) = ¢(v) + P (w)

Wir geben nun die Anfangsbedingung vor:

Die Funktionen ¢ und 9 erfiillen

also

W) = /@) -a

wobei a eine Konstante ist. Somit wird die Losung fiir u(z,y) wie folgt gegeben:

u(a,t) = 5 f(a +ct) + 5 f(x —ct

(7.171)

(7.172)

(7.173)

(7.174)
(7.175)

(7.176)

(7.177)

(7.178)
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Dies bedeutet, dass sich die Wellenform am Anfang (¢ = 0) in zwei Teile trennt und sie breiten
sich mit der Geschwindigkeit ¢ nach links (in Richtung £ — —o0) und nach rechts (z — o) aus.

Fiir die Anfangsbedingung setzen wir nun wie folgt an:

u(z,0) = 0

Die Losung ist dann

x+ct
u(z,t) = QLC/ f(s)ds

—ct

Als anderes Beispiel setzen wir nun die Anfangsbedingung wie folgt an:

u(z,0) =

Die Losung ist dann

x+ct
u(z,t) = %f(erct)Jr%f(xfct)Jr 2ic/, t g(s)ds

Die Gl. (7.184) wird als d’Alembert-Losung bezeichnet.

3.4.2 Fourier-Analyse auf einem begrenzten Gebiet

Wir 16sen die Wellengleichung mit Hilfe der Fourier-Analyse unter der Randbedingung

u(0,t) =
u(a,t) =
und der Anfangsbedingung
u(z,0) = f(z)
Ou(x,t) _ 0
ot |,

Mit dem Ansatz der Variablentrennung
u(z,t) = X (2)T'(t)

wird die Wellengleichung
X(2)T"(t) = X" (2)T(t)

also
) LX)
T(t) X(z)
Wir evaluieren die Gl. (7.191) mit der Konstanten —c?),
T'(t) = —cA\T(t)
X" (z) —AX (z)

(7.179)
(7.180)

(7.181)

(7.182)

(7.183)

(7.184)

(7.185)
(7.186)

(7.187)

(7.188)

(7.189)

(7.190)

(7.191)

(7.192)
(7.193)
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Aus der Randbedingung (Gl. 7.185-7.186) entsteht X (0) = X (a) = 0. Die Funktion X () und die
Konstante A sind dann

X(z) = sin(?) (7.194)
A = (%)2 (7.195)

Aus der Anfangsbedingung (Gl. 7.187-7.188) entsteht 77(0) = 0. Die Losung der Gl. (7.192) ist

T(t) = cos (”Zd> (7.196)

Wir bilden eine Linearkombination

u(z,t) = Z A, sin (?) cos (m;ct) (7.197)
n=1

und bestimmen die Koeffizienten A,, fiir die Anfangsbedingung u(z,0) = f(z),

fla) = i Ay sin (?) (7.198)

Die Gl. (7.198) kann also als Fourier-Reihe der Funktion f(z) betrachtet werden. Die Koeffizienten
A, sind dann

2 [ . /NTT
A, = 6/0 f(x)sin (T) dx (7.199)
Die Losung wird als Fourier-Reihe gegeben. Die Gl. (7.197) ist
1 & . [ nm(x+ ct) . [ nm(x —ct)
u(z,t) = B nzz:l A, (sm (a) + sin (a (7.200)

Das reproduziert die direkte Losung (Gl. 7.178),

u(z,t) = %f(:zc + ct) + %f(;v —ct) (7.201)

3.5 Fourier-Analyse auf einem unbegrenzten Gebiet

Wir 16sen die Wellengleichung mit Hilfe der Fourier-Analyse auf einem unbegrenzten Gebiet —oo <
x < oo. Die Fourier-Transformation von u(z,t) beziiglich der Raumkoordinate ist

1 e ;
Uk,t) = — u(z, t)e”* dz 7.202
(t) = o= [ () (7.20)
Die Wellengleichung (Gl. 7.160) ist dann
02U (k,t) 9 9
Die Losung fiir U(k,t) ist 4 .
Ul(k,t) = A(k)e*t + B(k)e ket (7.204)

und u(z,t) wird aus der Umkehrtransformation gegeben,

1 > ) ) )
u(z,t) = o / (A(k)e™ + B(k)e™"*t) e dk (7.205)

7=
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Wir setzen nun die Anfangsbedingung an,

u(z,0) = f(z) (7.206)
Ou(zx,t) — o(x
o o (7.207)
Aus der Gl (7.205) folgt
1 > ikx
E[OO (A(k)+ B(k))e"™de = f(x) (7.208)
\/% /_ ~ ke (A(k) — B(k))e** dk = g(x) (7.209)

A(k) + B(k) ist die Fourier-Transformation von f(z), und ikc(A(k) — B(k)) ist die Fourier-
Transformation von g(z),

Alk) = 2\/1% /_ O; (f(v)—];g(v)) =Y dy (7.210)
Bk) = 2\/1%/_(: (f(u)+ljcg(v)) =k gy (7.211)

Wir setzen die Gl. (7.210) und (7.211) in die Gl. (7.205) ein,
1 > > 1 ikct+ikx—ikv —ikct+ikx—ikv
u(z,t) = 7 if(v)(e +e ) dv dk +

2i /oo /oo 21k g(’l})(eikd-‘rikx_ikv _ e—ikct+ik:c—ik11) dv dk (7.212)
T J—oo J—co 4TKC

Aus der Fourier-Darstellung der Deltafunktion

1 <
0(z) = —/ e dw (7.213)
21 J_
entsteht
1 [~ /. .
o (elk(d”ﬂ) + eilk(d*ﬂr”)) dk=0(v—x—ct)+d(v—z+ct) (7.214)
™ — 00

Der erste Term auf der rechten Seite der Gl. (7.212) wird deshalb wie folgt evaluiert:
<1 1 1
§f(v) (bv—z—ct)+0(v—a+ct)) dv= if(x +ct) + if(x —ct) (7.215)
—00

Fiir die Evaluation des zweiten Terms benutzen wir die Stufenfunktion (oder die Heaviside-
Funktion):

1 >0
0(x) = (@>0) (7.216)
0 (x<0)
Die Fourier-Darstellung von 6(z) ist
1 o Liwx
O(z) = —/ C dw (7.217)
2 J_ o tw

Das Integral iiber k im zweiten Term in der Gl. (7.212) wird aus der Gl. (7.217) evaluiert,

1 [ 1

ool > O(ct+x—v) —0(—ct +x —v)) (7.218)

(6ik(ct+z7v) o eik(fctJr:z:fv)) dk = %
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Die Gl. (7.218) wird mit der Fallunterscheidung von 6 ausgedriickt,

1 < t
O(ct+a—v) = (w<atet) (7.219)
0 (v>x+ct)
1 <z-—ct
O(—ct+o—v) = (v<e—c) (7.220)
0 (v>x—ct)
Fiir ¢ > 0 wird die Gl (7.218) wie folgt ausgedriickt:
. $(0-0)=0 (v>az+ct)
5(9(ct+x—v)—0(—ct+a:—v))= 11-0)=3 (z—c<v<z+ct) (7.221)
11-1)=0 (v<z—ct)

Der zweite Term in der Gl. (7.212) ist dann

1 oo oo g K ) K ) 1 z+ct
o 57 thetra—v) _ gik(=ctta=v)) g dy = — / d 7.222
2 /_oo /_Oo i) (e ¢ ) v=g0 ) aw)dv (7.222)

Einsetzen der Gl. (7.215) in den ersten Term in der Gl. (7.212); und die Gl. (7.222) in den zweiten
Term ergibt

u(z,t) = %f(as +ct) + %f(x —ct) + 1 /x+etg(v) dv (7.223)

2¢ —ct

Das ist nichts anders als die d’Alembert-Losung (Gl. 7.184).

3.6 Wairmeleitungsgleichung

Die Wirmeleitungsgleichung kann auch mit der bisherigen Strategie gelost werden: Variablentren-
nung, Bildung einer Linearkombination und Bestimmung der Koeffizienten fiir die Fourier-Analyse.
Bei der Losung der Warmeleitungsgleichung tritt Dampfung aufgrund der zeitlichen Ableitung er-
ster Ordnung auf.

3.6.1 Homogene Gleichung auf einem begrenzten Gebiet

Die Wéarmeleitungsgleichung auf dem Intervall 0 < x < a ist

ou 0%u
— =Ko 224
ot~ "oa2 (7.224)
mit der Randbedingung
u(0,0) = 0 (7.225)
u(a,0) = 0 (7.226)
und der Anfangsbedingung
u(z,0) = f(z) (7.227)

Mit dem Ansatz der Variablentrennung X (2)7T'(t) wird die Gl. (7.224) wie folgt ausgedriickt:

X(2)T'(t) = X" (2)T(t) (7.228)
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Evaluation der Gl. (7.228) mit der Konstante A ergibt

ey _ X'
M - "X (7.229)
= —KA (7.230)

X (x) muss daher eine trigonometrische Funktion sein. Aus der Randbedingung folgt X (x) als eine
Sinus-Funktion,

X(z) = sin (@) (7.231)
a
Die Konstante A wird mit dem Index n ausgedriickt,
2
An = ("—”) (7.232)
a
T'(t) ist eine Exponentialfunktion,
T(t) = e At (7.233)

Wir bilden nun eine Linearkombination fiir u(z,t),

ZA e~ Ant sin (@) (7.234)

a

Die Koeffizienten A,, werden aus der Anfangsbedingung (Gl. 7.227) bestimmt,

Ay = / fla sm ) dz (7.235)
Die Losung wird also mit der Gl. (7.234) und der Gl. (7.235) ausgedriickt und verhélt sich wie

u(z,t) — 0 bei t — oco. Aus der Randbedingung ist das Feld u(z,t) (z.B. Temperaturfeld) Null
am Rand. Die Temperatur wird ndmlich Null iiberall bei t — oo.

Wir setzen nun eine andere Randbedingung,

Ju(z, ) — 0 (7.236)
Ox =0
Ou(x,t) _

| =0 (7.237)

Das ist die adiabatische Bedingung, d.h. die Wérme flieit nicht iiber den Rand. Wir benutzen die
Gl. (7.227) fiir die Anfangsbedingung. Nach der Variablentrennung wird X (z) mit der Kosinus-
Funktion ausgedriickt,

X (x) = cos (?) (7.238)
wobei der Index n auch Null sein kann. Wir bilden eine Linearkombination als Ansatz,
=3 Apem cos (@) (7.239)
a
n=0

Die Koeffizienten werden aus der Anfangsbedingung (Gl. 7.227) bestimmt,

/ f(z cos ) dz (7.240)

Die Losung wird deshalb mit der Gl. (7.239) und (7.240) ausgedriickt und n#hert sich 4y (Kon-
stante) bei t — oo,

Ay = 2 /Oa f(z)dx (7.241)

a

Unter der adiabatischen Bedingung erreicht die Temperatur also den Mittelwert der initialen
Temperaturverteilung.
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3.6.2 Inhomogene Gleichung auf einem begrenzten Gebiet

Fiir das Problem mit der inhomogenen Gleichung fangen wir mit der Loésung der homogenen
Gleichung an. Wir setzen die folgende Randbedingung auf dem Intervall 0 < x < m an:

w(z,0) = 0 (7.242)
u(m,t) = wo (7.243)
und die Anfangsbedingung
u(z,0) = f(z) (7.244)
Wir spalten u in zwei Teile,
u(z,t) = v(z) + w(z,t) (7.245)
Die Wirmeleitungsgleichung ist dann
Ow 0w p
o i od .24
5% = oy + k" () (7.246)
Wir wéhlen v wie folgt aus:
vV'(z) = 0 (7.247)
v(0) = 0 (7.248)
v(m) = g (7.249)

und leiten die Wirmeleitungsgleichung fiir w her,

ow 0w
mit der Randbedingung
w(0,t) = 0 (7.251)
w(m,t) = 0 (7.252)
und der Anfangsbedingung
w(z,0) = f(z) —v(x) (7.253)

Die Gl. (7.247)-(7.249) konnen wie folgt gelost werden:
v(z) = — (7.254)

Wir kombinieren die Gl. (7.254) mit der Gl. (7.253), und leiten die Losung als Fourier-Reihe her.

Nun fiigen wir einen Quelleterm ein,

ou 0u
Erimiar +q(z) O<z<m) (7.255)
mit der Randbedingung
u(0,t) = 0 (7.256)
u(mt) = 0 (7.257)

und der Anfangsbedingung
u(z,0) = f(x) (7.258)
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Wir spalten u(z,t) in v(z) und w(z,t),
u(z,t) = v(z) + w(z,t) (7.259)
Die Wirmeleitungsgleichung fiir w(z,t) ist dann

ow 0%w ”
5 = o + xv"(x) + g(z) (7.260)

v(z) ist die Losung der folgenden Gleichung:

k'(z) = —qx) (7.261)
v(0) = (7.262)
v(ir) = 0 (7.263)
und w(x,t) erfillt
ow 0w
w(0,t) = 0 (7.265)
wmt) = 0 (7.266)
w(z,0) = f(z)—v(x) (7.267)

Die Losung fiir w(z,t) ist bereits in der Gl. (7.234)-(7.235) mit f(x) — f(z) — v(z) gegeben. Wir
integrieren die Gl. (7.261) iiber z,

k' () = — /OI q(y)dy + 1 (7.268)

und integrieren nochmal,

ko(z) = —/0 dz /0 q(y)dy + c1x + ¢o (7.269)

Wir bestimmen ¢; und ¢ aus der Randbedingung: v(0) = v(w) = 0:

kv(0) = co (7.270)
= 0 (7.271)
ko(m) = — / dz / q(y)dy + e + ¢o (7.272)
0 0
= 0 (7.273)
Die Konstante ¢; und c¢o werden wie folgt evaluiert:
1 ™ z
= f/ dz / q(y) dy (7.274)
T Jo 0
cg = 0 (7.275)

3.6.3 Fourier-Analyse

Wir wenden die Fourier-Transformation von u(z,t) beziiglich der Raumkoordinaten z an,

1 ° -
Uky,x) = E/ u(z,t)e” =" dg (7.276)
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Die Wirmeleitungsgleichung ist dann

OU (k. t)

_ 2
5 = kU (ks 1) (7.277)

Die Losung ist

U(ky,t) = F(ky)e et (7.278)

Wir fiihren die inverse Fourier-Transformation durch,
(o ) = —— / T (et e g (7.279)
5 /727'(' - i B
Nun setzen wir die Anfangsbedingung u(z,0) = f(z) an. Aus der Gl. (7.279) folgt
f(z) 1 /Oo F(ky)e™ = dk (7.280)
x) = — z)e T dk, .
V2% '
F(k,) ist somit die Fourier-Transformation von f(z),
Flky) = —— / T f(@)emiterdy (7.281)
* V2T J_so '

Die Gl. (7.279) und (7.281) ergeben die Losung in der endgiiltigen Form,

1 e o 2 . ’
u(z,t) = 2—/ / fa)e katetka@=2") qu g, (7.282)
T J—ooJ-c0
= [T ey gy (7.283)
NZV T . '

Die Gl. (7.283) bedeutet, dass sich die Temperaturverteilung f(u) bei t = 0 als Gaussverteilung
mit der Varianz 2kt verbreitert.

3.7 Green-Funktion

Die Green-Funktion bietet eine allgemeine Methode, um Differentialgleichungen unter der gegebe-
nen Randbedingung oder Anfangsbedingung systematisch zu l6sen. Wir schreiben eine inhomogene
Differentialgleichung in einer allgemeinen Form mit dem Differentialoperator L,

Lu(r) = —p(r) (7.284)
Die Green-Funktion wird dabei wie folgt definiert:
LG(r —14) = —6(r —1g) (7.285)

Die Losung ist als Integral mit der Green-Funktion gegeben:

u(r) = /G<£ —z)p(z) dz + uo(r) (7.286)

wobei ug(r) die Losung der homogenen Differentialgleichung ist.
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Abbildung 7.3: Integralkonturen fiir die Evaluation der Green-Funktion.

Helmholtz-Gleichung

Die Helmholtz-Gleichung tritt in der Elektrodynamik, Quantenmechanik und Quantenfeldtheorie
auf,

V2u(r) + kg u(r) = —p(r) (7.287)
Hier ist kg eine Konstante. Fiir die Green-Funktion gilt
V2u(r) + kg u(r) = —6(r) (7.288)

Aus der Fourier-Transformation kann die Green-Funktion als Integral in der Wellenzahldoméne
ausgedriickt werden,

Glr) = — / B (7.289)
r) = —r .
D= w—rg
Die Gl. (7.289) kann mit u = cos @ wie folgt geschrieben werden:
[~ K Yo
G = dk BN 7.290
0 = G gk [ (7.290)
1 °° ksin(kr)
= . 1
27T2r/0 el (7.291)
1 ° ksin(kr)
dk .292
47r2r/,oO k? — k2 (7.292)

Das Integral in der Gl. (7.292) kann wegen der Singularitéit bei ko nicht direkt evaluiert werden;
jedoch ist es moglich, mit Hilfe der analytischen Fortsetzung das Integral zu evaluieren. Wir
verschieben die Stelle der Singularitét in Richtung imagindrer Achse, kg — kg + ie. Die Green-
Funktion ist dann

1 1 keikr ke—ikr

G(r)=——= - dk — - dk 7.293

) = 12 5 (/c k2 — (ko + ic)? /C k2 — (ko + ic)? ) (7.293)

Die Konturen Cj und Cy werden in der Fig. 7.3 gezeigt. Mit Hilfe des Residuums bei kg + e fiir
C1 und bei —kg — ie fiir Cy kann das Integral wie folgt evaluiert werden:

1 1 . )
G(z) = 47T2rz(7riezkor+ﬂ_iezkor) (7.294)
eiko’r
= - (7.295)

Hier haben wir ¢ — 0 gesetzt. Man kann auch die Verschiebung wie kg — kg — ie durchfiihren. In
diesem Fall wird die Green-Funktion wie folgt ausgedriickt:
7ik0’[‘
e

G(r) = (7.296)

- 477




196 Kapitel 7. Differentialgleichungen

Die Gl. (7.295) stellt eine Welle (sphirische Welle) dar, die sich von der Quelle in der radialen
Richtung nach draulen ausbreitet. Die Gl. (7.296) stellt eine Welle nach innen dar.
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Integraltransformationen

1 Funktion und Transformierte

Wir betrachten eine Funktion f(¢)
fIR! - C!

Eine Integraltransformation ist folgendermaflen definiert:

sz/f(t) K(w, t)dt = F(w) (8.1)
mit

o T symbolischer Transformationsoperator
e F(w): Transformierte von f(t)

o [C(w,t): Kern der Transformation.

Bei geeigneter Wahl von K, a,b ist die Transformation eineindeutig und es existiert die inverse

Transformation (Umkehrtransformation) 7~ mit
T'\F=T"'Tf=Ff (8.2)
T ist linear, denn (8.1)
T(af +Bg) =aTf+ BTy (8.3)

Dabei sind a, 8 € C und f, g Funktionen.

2 Fourier-Tansformation

Eine Integraltransformation Ty heift Fourier-Tansformation, wenn gilt:
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Die Transformation T : F = Tx f ist dann folgendermaflen definiert:

f(@:% / Flt)e =t dt (8.4)

Dabei ist F i.a. komplex.
Die Fouriertransformierte F(w) existiert nur, wenn das Integral wohldefiniert ist.

Zur Fouriertransformation existiert eine Umkehrtransformation T}«: L. f= Tz«: LF: Fiir stetige f
gilt

£(t) = \/%T / Flw)e! dw, (8.5)

An moglichen Sprungstellen von f ist (8.5) durch

1 1 T it
S LF(E+0) 4 (- 0)) = \/%/ F(w)e®" du (8.6)

zu ersetzen.

Die Formel wird hier ohne Beweis angegeben; es wird auf den Beweis des Fourier-Integralsatzes
verwiesen, den man in der Literatur findet.

e Beispiel: f(t) = aeR

1.
12 +a2 )

—lal lal t

Als Halbwertsbreite ist definiert: f(tg) = 3 fmax = 302~ tm ==+a

—iwt

1 T e
=— [ ——dt
Fw) Vor / t2 + a2

Die Auswertung des Integrals erfolgt mit dem Residuensatz. Dabei betrachten wir ¢ als Re-
alteil der komplexen Variable z.

Wir bilden die Integrale iiber die geschlossenen Kurven C'y und C_ und bléhen die Halbkreise
bis ins Unendliche auf. Die Basislinien auf der reellen Achse erstecken sich dann von —oo bis
4o00. Man richtet die Bedingungen nach Moglichkeit so ein, daf3 das Integral iiber den Halb-
kreis im Unendlichen verschwindet. Damit geht das Integral {iber die geschlossene Kurve Cy
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s

o0
oder C_ in [ dt iiber. Das Integral iiber die geschlossene Kurve lisst sich nun einfach mit

— 00

dem Residuensatz ausrechnen. In diesem Fall bedeutet das konkret: t — 2z = Re(z) +iIm(2)
——

t

e~ wz _ efine(z) wIm(2)
252 + a2 22 + (12
ewIm(z)
w>0: —— — 0 fiir Im(z) <0, d.h. auf C_
22 + a?
ewhn(z) )
w<0: P R 0 fiir Im(z) > 0, d.h. auf Cy

Fall w < 0:
e—iwz 6—iwz
/ P dz = /7224—(12 dz
Fall w > 0:

e—'sz e—zwz e—zwz
- 2dz: - 2dz:— - 2dz
ze+a z¢+a z¢+a

C

—00 C*

Dabei steht C'* fiir eine Integration {iber den Weg C_, aber mit umgekehrtem Umlaufsinn.

Wir bestimmen jetzt die Pole innerhalb von C und C_:

—iwz —iwz
e e

2+a2 (z+ia])(z — ila])

~  Pol in C4 bei z; =i|a| und Pol in C_ bei z_ = —ila|



200 Kapitel 8. Integraltransformationen

Die Residuen an den Polen sind:

—iwz

) e
R(z4) = [Jim (z—24) 55
e—iwz
= lim (z—1la]) ——
z—i|al ( | D 22 4 a?
— = ewld
2i|al
efiwz
R(z) = [lim (z-2) 505
_ L vl
—2ial
Damit ergeben die Integrale:
[e%s) X .
e*ZUJZ e*ZUJZ T
w<0: ———dz= | ——dz=2miRe(zy) = —e*l
/22+a2 /22+a2 (24) |a]
— 00 C+
i Wz Wz
e e ™
w>0: ———dz=— | ——dz=—2miRe(z_) = —e ¢l
/22+a2 /z2+a2 (z-) |al
—0o0 —
Zusammengefafit ergibt sich:
oo .
e—ZUJZ
Vw: / £ _dp= L elwal
22 +a? |al
— o0
und somit
w1
Fw)=/= ~lwal
w
Halbwertsbreite der Transformierten: e~“#9l =1 ~ |wy| = ll’[; |2

Die charakteristischen Breiten von f und F sind also genau umgekehrt proportional zu-
einander. Zur Uberpriifung des Ergebnisses fithren wir auch noch die Riicktransformation
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durch:
1 oo
f) = = / Flw)e dw
27
f(t) L / e—|wa\+iwt dw
2|al
1 0 e’}
- /6w|a\+iwt dw+/67w|a|+iwt dw
2|al
—o0 0
1 / —wla|—iwt / —wlal+iwt
— e dw+ [ e dw
2|al
0 0
1 0—-1 0—-1
- —+ -
2la|l | —la| =it  —|a| +it
1 a|—it+]al+it 1 _ )
2lal (|a| +it)(|a| —it) a2 +t2
Weitere Beispiele: www.jhu.edu/%FEsignals/ctftprops/indexCTF Tprops.htm
e Fouriertransformation von Ableitungen d; f(¢)
Ff@) = = 7 A, J(0) ¢ di
— e
t 2 &,_/\/-’
oo ! v
L f(t)e—iwt|°° _ / f(t)(—iw)e_iwt dt
V 21 4
=0 -
iw / ft)e ™tdt
iwF(w)
A Tp(dif) = iwF (8.7)

Die Differentiation geht im Fourierraum in eine Multiplikation {iber.

e Fouriertransformation der Faltung

Seien f(t) und g(t) Funktionen. Dann ist die Faltung f * g von f und g definiert durch

oo

(f+g) (1) = / F(r)glt — ) dr

— 00

(8.8)

Der Faltungssatz besagt, dafl eine Faltung bei einer Fouriertransformation in eine Multipli-
kation der Fourier-Transformierten der einzelnen Funktionen iibergeht:

TF(f*g)ZmTF(f)'TF(Q)

(8.9)
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Beweis:

(oo} oo

(f*g)(t)e ™t dt = 12 / / F(r)g(t —7)dr $ et dt

:]

noJ|
‘21
g ——3

oo

- %]

—oo—

1 [eellee] . .
= — F(r)g(t — 1) e 0= em @ qt dr
V2r //

—Oo0—00

f(r)gt —7)Te ™t dtdr

)
8\8

Substitution ' =t — 7, dt’ = dt

1 r —iWwT —iwt' /
- \/%mé f(r)e dr—/ dt
= V2 F(w) G(w)

Es folgen noch einige Details zur Subtitution ¢ = ¢ — 7 und deren Auswirkung auf die
Integrationsgrenzen. Zunéachst wird iiber d¢ dr integriert, also iiber die t-7-Ebene.
t

Wir fithren eine Koordinatentransformation in der ¢ — 7-Ebene durch:

' = t—7
T o= 7
Die Jacobi-Determinante J dieser Koordintentransformation berechnet sich zu

-1

J = det =1 ~ dt'dr’ =dtdr

Die neuen t/, 7/ Koordinatenlinien liegen anders als die ¢, 7 Koordinatenlinien:

t .
7'-Linien

Damit auch bei der d7’ d#’-Integration die ganze Ebene iiberdeckt wird, miissen offensichtlich
auch die neuen Parameter 7/, ' jeweils von —oo bis oo laufen.
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e Fouriertransformation und d-Funktion

Wir erinnern uns an die Definition der d-Funktion:

5(t) = { > t=0 (8.10)

0 t#£0
mit - .
/ o(t)dt = /5(75) dt=1 (8.11)
und -
/ f@)ot —7)dt = f(r) (8.12)

Wir betrachten jetzt die Fourier-Transformation der Funktion f(¢) und setzen die Hin- und
Riicktransformation ineinander ein:

17 .
F = — t)e hdt
@ = == [ stoe
) = = 7f< e d
T) = — w)e w
ous
1 rr —iwt WT
~flr) = — fte dte**" dw
27
f(r) = 7f(t)1 7e_iw(t_T) dw dt
27
Der Vergleich mit (8.12) liefert
t—71)= L 76‘“"“‘” dw (8.13)
27

Dies ist die sogenannte Fourier-Darstellung der d-Funktion.
Anschaulich ist dies folgendermassen zu erkléiren:

oo

1 ,
6 = 5 [ e dw

17 17
— / coswt dw — 1— / sin wt dw
2 2

Das Integral iber die Sinusfunktion verschwindet, da ein antisymmetrischer Integrand iiber
ein symmetrisches Intervall integriert wird. Die Cosinusfunktion ist fiir ¢ # 0 periodisch in w
und das Integral verschwindet. Fiir ¢ = 0 ist der Integrand eins (cos 0 = 1) und das Integral
wird unendlich.
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Die Fourier-Transformierte der §-Funktion berechnet sich zu

1 r —iwt _L
mé 5(t)e dt—m (8.14)

Wir bestimmen jetzt durch Rcktransformation, welche Funktion f(t) als Fouriertransfor-
mierte F(w) = §(w) ergibt:

1 Ji iwt _ 1
fit) = \/ﬂ/ O(w)e* dw = Nors (8.15)

Somit hat eine konstante Funktion als Fourier-Transformierte die §-Funktion. Auch die Fou-
riertransformierte einer harmonischen Schwingung e?°? ergibt eine §-Funktion:

0o )
1 . ) 1 ;
glwot o—iwt qp efz(wfwo)t dt = \/%6(0) - Q,)O) (816)
vl ]

e Interpretation der Fouriertransformation

t sei ein Parameter mit der Dimension einer Zeit: [t] = s. Daraus folgt, dal w die Einheit
[w] = 1 und so die Bedeutung einer Frequenz hat.

F(w) ist also als Frequenzspektum von f(t) interpretierbar. f(t) sei eine harmonische Schwin-
gung mit der Frequenz wy /27 und zeitlich nicht begrenzt:

fl) = o
A Flw) = V2ré(w—wo)

f(¢) hat ein ,Monochromatisches Spektrum¢.

f(t) sei jetzt einen Uberlagerung von harmonischen Schwingungen verschiedener Frequenzen
wn:

ft) = Apetnt (8.17)

Dabei ist w,, die Frequenz der n-ten Partialschwingung. Dann folgt

Flw) =Y AnV27i(w — wp). (8.18)

F(w) représentiert gerade die spektralen Anteile.

FEine ,Hardware“-Realisierung einer solchen Fourier-Transformation erfolgt z.B. in einem
Prisma. Ein Prisma zerlegt Licht nach Frequenzteilen, dabei wird blau (HF) stérker gebro-
chen als rot (NF).

3 Laplace-Transformation

Eine Integraltransformation Ty heiBt Laplace-Transformation, wenn gilt:

o K(w,t)=e™t; teR weC

e a=20
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e b=

Die Transformation 7y, : 17, f = F ist folgendermassen definiert:
Flw) = / F(B)et dt (8.19)
0

Dabei mufl Re(w) hinreichend grof gewiihlt werden, damit das Integral existiert.
Da in der Transformation nur ¢ > 0 betrachtet wird, definiert man f(¢) = 0 fiir ¢ < 0.
Es existiert eine Umkehrtransformation TE L. f= TE F.

Zur Darstellung von Tg ! sind verschiedene Formen mdaglich, z.B. das Bromwich-Integral:

1 C+ioco y
£ = 5 / F(w)e®! dw (8.20)
C—ico

Dabei ist ¢ > 0 und C hinreichend grofl zu wihlen, um die Konvergenz des Integrals zu sichern.

Im(w)
/Intcgrationswcg
Re(w)
C
e Bespiel: f(t) =", a>0
Flw) = /e_“t_“”" dt ~ Relw+a)>0
0
—(w-&-a)t’oo
_ _° o _ 1
f(w) B w+t+a wHa

1 ewt
f(t)_ﬁi/uH—adw’ Re(w+a) > 0, Re(w) > —a

Der Integrationsweg muf3 dort entlang laufen, wo das Integral existiert, also muss C' > —a

gelten.
C+io0 "
1 e
t = — d 5 C > -
1) 211 / w+a v “
C—ioco
Die Auswertung des Integrals erfolgt iiber den Residuensatz. Es gibt einen Pol bei w = —a.

Das zugehorige Residuum ist:

ewt

R =-a) = Jim [~ (-a) ] =

w——a w4+ a
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Im(w)

Auf dem Kreisbogen verschwindet das Integral beim Aufbldhen ins Unendliche, da der Inte-
grand fiir Re(w) < 0 verschwindet.

211
) = e

271 - R(w = —a)

Laplace-Transformierte der Ableitung d; f
/dtf(t) e dt = f(t)e | ° +w/f(t)e*‘“ dt = —f(0) + wF(w) (8.21)
——
0 w! v 0
Bei hoheren Ableitungen ergibt sich:

oo

/ Q2 f(1)et dt = W F(w) — wf(0) — du f(0)

0

(8.22)

usw.

Interpretation der Laplace-Tansformation

Die Laplace Transformation ist analog zur Fourier-Transformation zu interpretieren. Al-
lerdings unterscheiden sich die Anwendungsgebiete. Die Laplace-transformation wird bei
Einschaltprozessen bevorzugt, wenn also gilt

ft<0)y=0.

Hier sei t = 0 der Schaltzeitpunkt.

Wenn t eine Ortskoordinate darstellt (¢ — x), tritt ¢ = 0 bzw. 2 = 0 als Rand eines be-
stimmten Problems auf. Randwertprobleme erfordern deshalb die Anwendung von Laplace-
Transormationen anstatt von Fourier-Transformationen.
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Differentialformen

1 Motivation

Alle bisher diskutierten Methoden der Mathematischen Physik sind bereits seit deutlich mehr
als 100 Jahren bekannt. Der jetzt in Anséitzen einzufithrende Differentialformen-Kalkiil ist etwas
jinger. Er wurde zuerst von Elie Joseph Cartan (1869-1951) eingefiihrt. Er wird deshalb auch
Cartan-Differentialformen-Kalkiil genannt.

Die iibliche und h#ufig in der Physik gebrauchliche Vektorrechnung enthilt unsystematische Ka-
pitel sowie Konstruktionen, die auf den 3-dimensionalen Raum fixiert sind. Zwei Beispiele sind
das Vektroprodukt und die Rotation.

Das Vektorprodukt wurde durch Formel (4.41) definiert:
u X v = /geancb uv’

Die Summenkonvention erzwingt die Summation iiber a, b, ¢ von 1 bis 3.

Wir versuchen nun eine Verallgemeinerung auf den 4-dimensionalen Raum. €;;5; 148t sich bilden,
aber fiir das Vektorprodukt wird eine GroBe €;;5, benotigt, die jedoch keinen Sinn ergibt, wenn 4,
7, k von 1 bis 4 laufen. Das Vektorprodukt ist somit nicht verallgemeinerbar.

Die Rotation wurde durch Gleichung (3.27) in kartesischen Koordinaten definiert:

axzu?’ — 8x3u2
82 X U= aws’u,l — 8$1u3

Opru? — O2ut

Eine Erweiterung auf 4 Dimensionen ist mit dieser Konstruktion ebenfalls nicht méglich.

Ganz anders liegt die Situation beim Skalarprodukt. Eine Verallgemeinerung auf beliebige Dimen-
sionen ist problemlos:

uYv = ulvl + u2v2 + u3v3 +u4v4 +...

3—dim

4—dim

Eine weitere sehr wichtige Motivation fiir den Differentialformen-Kalkiil ergibt sich aus den Inte-
gralsiitzen (3.51), (3.52), (3.64). AuBerlich haben sie recht verschiedene Formen. Einen gemeinsa-
men Hintergrund vermuten wir bereits, denn in allen Féllen wird ein Integral iiber ein Gebiet mit
einem Integral iiber den Rand dieses Gebietes verkniipft.
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2 AuBeres Produkt

e Um Verallgemeinerungen z.B. des Vektorproduktes, der Rotation oder der Integralsitze vor-

nehmen zu kénnen, ist die Einfiihrung des AuBeren Produktes (auch genannt Dachprodukt,
Keilprodukt, Wedge ) notwendig. Dazu betrachten wir einen Vektorraum L der Dimension
n iiber dem Korper der reellen Zahlen R. Der Satz von Vektoren

(o), (9.1)

sei eine Basis in L. Die o; werden wir nicht unterstreichen, da sie im allgemeinen recht
allgemeine Objekte und nicht immer mit einem n-Tupel identifizierbar sind.

Das allgemeine Element « aus L 148t sich dann in der Form

a= iaiai (9.2)
i=1

mit entsprechenden Komponenten a’ darstellen. Wir definieren nun den Produktraum L A L
durch Produktbildung des Vektorraumes L mit sich selbst. Dazu definiert man das Auflere
Produkt

anB € LANL; «o,8,v,... €L (sprich: o wedge 3) (9.3)

mit den fogenden Eigenschaften:

1. Linearitat

aAN(B+7y) = aANB+aiy (9.4)
(ra)AB = r(anp), reR (9.5)

2. Antivertauschbarkeit
aNB=-BANa (9.6)

e Folgerungen:

—alANa=0
—(a+B)Ay=aAy+BAY
—aA@rB)=r(anp)

— Diese Eigenschaften gelten insbesondere fiir Basisvektoren, also gilt

oiN\No; =—0; N0 (97)

e Achtung: a NS & L

Beim Vektorprodukt gilt zwar ebenfalls
u,v € R¥, uxv=-vxu,

aber hier ist auch u x v € R3.

e Mehrfache dulere Produktbildung

Die Produktbildung ist erweiterbar auf mehrfache AuBere Produkte:
aANBAy € LALAL=AL (9.8)

bzw.
apAas A...Nay € APL. (9.9)
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Die Eigenschaften der mehrfachen Produkte lassen sich auf die obigen Eigenschaften des
einfachen Produkts zuriickfithren:

A AN NG AL Nap=—ar A A NG Ao AL A (9.10)
Alles, was fiir allgemeine Elemente gilt, gilt insbesondere auch fiir Basiselemente:
LN .. NOGANTFAN ... ANop=—01N...Noj Ao A...\Nop (9.11)
Auffillig ist die Analogie zum Levi-Civita-Symbol. Sei n=3 und
o Noj Aoy, € NL: 4,5, k=1,...,3.
Dann kann man offensichtlich auch schreiben

U,’/\O’jAO’k:Eijkgl /\0'2/\0'3. (912)

e Bezeichnungen:

— « wird als Vektor, genauer 1-Vektor bezeichnet.
— a A 3 ist ein 2-Vektor.

— a A B Ay ist ein 3-Vektor.

— ai; A... Ay ein p-Vektor.

e Geometrische Vorstellung zum AuBeren Produkt und zum p-Vektor:

1-Vektor 2-Vektor 3-Vektor

// /
@ — ﬁ

a aANf=—-FANa«a «
,, Pfeil® ,Flachenstiick mit Umlaufsinn*“ ,,Orientiertes Parallelepiped

Im 3-dimensionalen Raum existiert neben dem 2-Vektor a A 5 das Vektorprodukt o x 5. Das
Vektorprodukt a x g ist aber ein 1-Vektor (,,Pfeil®).

S

[0

v=axf
v  1-Vektor
Im 3-dimensionalen Raum ist der Ubergang vom 2-Vektor o A  zum 1-Vektor o x § der
Ubergang zum sogenannten dualen (komplementiren) Gebilde. Da ein 3-dimensionaler Raum

von den drei 1-Vektoren «, 3, a x 8 voll aufgespannt wird, hat die 3-dimensionale Physik
2-Vektoren und 3-Vektoren nicht weiter beachtet.

e Basiselemente von APL

Die Basiselemente werden aus den Basiselementen von L konstruiert. Sei L n-dimensional.
L habe also die Basis {o;};-;.
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Die Basiselemente von A%L sind dann
o;Noj, iFjundi<j (9.13)

Die Beschréankung auf ¢ < j ist erforderlich,da o; Aoy = —1-0; A o;.

Ein allgemeiner 2-Vektor aus A%L ist dann

n
Oé/\ﬁ: Z ai’jai/\oj (914)
i,j=1
i<j

Es gibt insgesamt soviele Basiselemente, wie unabhéingige Komponenten in einer antisym-
metrischen Matrix:

n?—n nn-1) n
p— p— .1
; 7 = (5) (9.15)
Die Basiselemente von APL sind dann
Uil/\O'iQ/\.../\Uipmith<i2<"'<ip. (916)

Es gibt somit
n n!
_ , 9.17
(p) pl(n —p)! (617)

Wenn p = n ist, gibt es nur ein Basiselement

Basiselemente.

o1 Ny A... N0y, (9.18)

Der Fall p > n ist nicht mdéglich, da dann mindestens ein Basisvektor doppelt vorkommen
wiirde und wegen (9.6) ergébe sich null.

e Beispiel: L=R3

- AlL:L : 01, 02, 03 (£§17Q27§3)
— NL=LAL: o01A0a, 03/N03, 01 A03
— NML=LANLANL: o1ANo3Ao03

— Konstruktion eines Elementes v = o A 8 von A%L, wenn o und 3 beliebige Elemente
von L sind:

3
o = Zaim
=1
3
B o= Vo
i=1

alb’> o1 A oo+ a?bt oy Aoy
+a?b® oy A o5 + ab? o3 A 09
+a®bl oz Aoy +a'bP oy Aos
= (a1b2 — a2b1) o1 N\ o9

+ (a2b3 — a3b2) o9 N\ 03

+ (a?’b1 — a1b3) o3 N\ oy

y=aAf

Die Vorfaktoren sind offensichtlich die Komponenten des Vektorprodukts.

n 7201201/\02+02302/\03+c3103/\01

mit ¢ = a’t/ — alb? = —cI* (antisymmetrisch!)
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— Konstuktion eines Elements § = a Ay € AL, wenn o € A'L und v € AL sind:

= alal + a202 + a303

v o= 01201 /\02—1—02302/\03—}—03103/\01

Wir benennen zunéchst einige Indizes um:

2=y B =c, A=

N yY=c102/N03+C203N01+cCc301N\O02

~N J = aAlAvy

((llO'l —|—a202 + a?’ag) AN (01 o2 Nog+coo3 No1 +c301 /\0'2)
= (11010'1 /\0'2/\0'3+(l2020'2/\0'3/\0'1 +a2c;303/\01/\02

§ = (a'cr+d’ca+dPcs) o1 Noa Aoy

Der Vorfaktor ist offensichtlich das Skalarprodukt.
Wir sehen, daf das AuBere Produkt die herkémmlichen Strukturen durchaus enthlt.

e Lineare Basistransformationen

L sei n-dimensional mit der Basis {o;}. Wir fithren eine lineare Transformation A in L durch
und untersuchen die Konsequenzen fiir den Produktraum:

A: L—L, Ao}—{a/}, o'=> Ao, (9.19)
j=1

Basiselement in A" L:
Es gibt nur ein Basiselement in A" L, deshalb muf} gelten

!’

o' No A NGy X oL Ao A ... Aoy (9.20)

Den Proportionalitétsfaktor berechnen wir durch Einsetzen von (9.19) in den linken Term
von (9.20) und erhalten

o' No' AL NGy, = Z A?A?...Ai{hml ANOig Ao Noy,

91,12,..0y0n
Nun gilt wegen (9.12)
(N A Tiy VANIAN 04, = €iyig...ip 01 Nog AN... A\ On

wobei €;,;,... das Levi-Civita-Symbol in n Dimensionen darstellt. Somit folgt

0'1//\0'2//\.../\0'n/: E AzllAZ;...A:l"&iliz,__in oy Noa AN...Nop,

i1,-yin

=det(A)
Unter Anwendung der auf n Dimensionen verallgemeinerten Beziehung (4.35) ergibt sich

ol No' Ao Ny =det(A)or Aoa ... Nay, (9.21)
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3 AuBere Ableitung

Nach der Einfiihrung des AuBleren Produktes im vorangegangenen Abschnitt wollen wir nun die
Auflere Ableitung einfithren. Analog zum Aufleren Produkt, dafl das Skalarprodukt und Vektor-
produkt enthilt, haben wir jetzt die Erwartung, da8 die AuBere Ableitung die herkémmlichen
Differentialoperatoren Gradient, Rotation und Divergenz verallgemeinert.

Dazu betrachten wir einen n-dimensionalen Raum, z.B. den n-dimensionalen ,,Ortsraum®. In die-
sem Raum sei ein beliebiges Koordinatensystem aufgespannt, etwa ein kartesisches oder auch ein
krummliniges. In einem Punkt P mit den Koordinaten z1, ..., x, betrachten wir jetzt Objekte
(Vektoren), die einen Vektorraum bilden mogen, z.B. die méglichen elektrischen Felder in P. Als
Basiselemente o; konnen in diesem Vektorraum die Koordinatendifferentiale da; benutzt werden:

g; = ddfi (922)

Nun definieren wir die sogenannten Differentialformen oder kurz auch Formen genannt:

e 1-Form: .
w= Z a; dz; (9:23)
i=1
e 2-Form: .
w= Z a;; de; A dx; (9.24)
i,j=1
e p-Form:
w = i iy iy gy Adag, Ao Adag, (9.25)

1,00, ip=1

Der Einfachheit halber sind alle Indizes unten geschrieben.Die Eigenschaften der p-Vektoren ibert-
ragen sich auf p-Formen. Die Konstruktion gilt zunéchst nur fiir einen Punkt P.Wenn P in den
verschiedenen Punkten des Raumes betrachtet wird, werden die a;, agj, ..., a4,..;, ortsabhéngig:

ai(g), aij@), ey ail...i,, (&) (926)

wobel z = (z1,...,Zp).

Die Definition der Formen 148t sich ohne Schwierigkeit bis zu p = n fortsetzen. Sogar p = 0 ist
geradeaus moglich: Eine 0-Form ist dann eben ein Skalar.

Im R3 konnen wir die soeben eingefiihrten Formen recht leicht interpretieren:

e O-Form:
w(z) =a(z), askalare Funktion (9.27)
e 1-Form:
w(z) = Zai(g) dz; , (a1(z),a2(z),as(z)) Vektorfeld (9.28)
i=1
e 2-Form:
w(z) = c1(x) deg A dag + co(x) des A dzy + cs(z) dzg A dag (9.29)

Die 2-Form entspricht einem orientierten Flachenelement.
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Wir fiihren nun die Mengen FP(U) ein. Alle glatten p-Formen (p-Differentialformen) iiber einem
Gebiet U C R™ werden in FP(U) zusammengefasst. Diese Mengen haben dann folgende Bedeutung;:

e FO(U): Menge der 0-Formen auf U = Menge der differenziarbaren Funktionen
e FY(U): Menge der 1-Formen auf U = Menge der differenziarbaren Vektorfelder

® U.S.W.

Wir erinnern uns an das totale Differential einer Funktion f(z) im R3:
df =0y, f -dz1 + Op, f - dao + Os, f - dus.

Wir koénnen dann folgende Zuordnungen treffen:

o f e I
e df € F!

Das totale Differential ist ein Ubergang von f € F° nach df € F!
Der Operator ,,d* wird jetzt so verallgemeinert, da§ p-Formen in (p + 1)-Formen iibergehen. Dies
fiihrt auf die Definition der Aufleren Ableitung d:

® «, a1, (g seien p,-Formen

e (3 sei pg-Form

ed: FP(U) — FPYL(U)

e Fiir d gilt:
1. Linearitét
d (Oél + OZQ) = dozl + dOéQ (930)
2. Produktregel
d(aAp)=daAf+ (-1)PaAdp (9.31)

3. d ist totales Differential fiir Funktionen f(z)

df = Zn:amf - da; (9.32)

i=1

d(da) =0 (9.33)
Die AuBere Ableitung wird auch duBeres Differential genannt.

e Folgerungen

— d(dz; Adzj) = d(dz;) Ade; — da; Ad(dzj) =0
=0 =0

Das gilt analog fiir Basiselemente aus APL, p > 2
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— a sei O-Form, 8 =dz; A ... Adx, sei p-Form

~ aAf = af (nurso sinnvoll)
d(af) = d(anp)
= daAB+ads
—~—

=0

= Z&ctadxi/\dzl A...ANdzxy,

i=1

= Z Op,avdx; Adzy Ao Aday

i#1,...,p
e Beispiel: R?
p Basis a € FP (U C RQ) da
0 1 a = a(z) da = 0y a - dxy + Ogya - dze
da = 0Op,a1des Aday
a = ai(z)dx
1 dxq, das +05, a2 dz1 A dag
+ag(z) dzo
= (8x1a2 — 8952&1) dl‘l A dLEQ
2 daxy Adzy  a=aia(z)de; Adasy da=0
e Beispiel: R? (U - R3)
- p=0:
a = a(z)
da = 0pa-dxy + 0gya - dze + Op,a - dzs

Die Koeffizienten sind die Komponenten von 9, f!!

—p=1
a = ai(z)de; + azx(z) deg + az(z) das
da = 0g,a1dzo Adzy + Oyiar dazs Aday
+0z, a2 dx1 A dag + Opya0 des A dzg
+811a3 dz, Adxs + 812 azdzs A das
denn z.B.

d (a1 d1?1) = da1 A dLEl + aldd:cl
= (8110,1 dxi + 8g;2a2 dxs + 8903(13 d.’173) A daq

da = (0gya3 — Ogyaz) dzg Adxs
+ (3x3a1 - 8951&3) dl‘g A dxl
+ (811a2 — (’)Mal) dzq A daxg

Die Koeffizienten sind die Komponenten von 9, x a!!
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-—p=2

a = agz(z)drs Adas
+az1(x) dzg A day
+aiz(z) dzy A das
< Umbenennung
= by(z)dzs Adas
+bo(z) das A day
+bs(z)dz1 A das

da = 0y bidz; Adze Adzs
+0z,b2 dzo A das A day
+05,b3 dzg A dzy A dag
= (0,01 + Opyba + 0pyb2) dag A daa Adag

Die Koeffizienten sind die Divergenz eines Vektors b!!

e AuBere Ableitung des totalen Differentials: d (df)

a=df =0y, fdxy + Oy, f dze + Oy, f dzs (9.34)
zu verifizieren ist
da=d(df)=0. (9.35)
Die Rechnung ergibt
dao = 0g,0z fdze Aday + 03,0y, f das A day

+05, 0z, f Ay A dzg + 03,0, f dag A dzo
+0y, 0z, f dzy A daz 4 04,04, f dza A das
= (8zzaw3f — Opy O,y f) dxo A dxs
+ (03403, [ — Ogy Opy f) dwg Aday
+ (azlamf - azQazlf) dxz1 A dxa
= 0.

e Bedeutung von d (da) = 0 im R3

0-Form: a = f 9.36)
~df = Y 0, fdr;  =Gradient (9.37)
d(df) = (0pyOusf — 03,304, f) dxa Adas

+ (034 0p, [ — Opy Ouy f) dxg A day
+ (8x13x2f - 8x283;1f) dxl A dIQ
=0 20, %x0,f=0 (9.38)
1-Form: a = Z a; dz; (9.39)
1
~  da = (0p,a3 — 0ysa2) dze Adzs
+ (amsal — 3951(13) dl’g A dIl
+ (8;51@2 — 8I2CL1) dxzi A dxg
da = Rotation (9.40)
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d(da) = 0 (0z,a3 — Orza2) day Adze Adas
+0z, (0zza1 — Oy, a3) deg A dzg A day
+0u, (0p, a2 — Ogya1) dxs Adzy Adas
= {0y, (0z,a3 — 0z;02)
+0z, (Opsa1 — Opya3)
+ Opy (O, a2 — Opya1)} dzy Adxs Adas
= 0
d(de) = 0, (0 x a)=0 (9.41)

Es ist schon bemerkenswert, in welch kompakter und einheitlicher Form diese herkémmlichen
und scheinbar sehr verschiedenen Differentialoperationen jetzt dargestellt sind.

4 Integralsitze

Wir erinnern uns an Kapitel 1 und 3: Die Integralsétze einschliefilich des Fundamentalsatzes der
Integral- und Differentialrechnung verkniipfen das Integral iiber ein Gebiet mit dem Integral iiber
den Rand dieses Gebietes. Diese einheitliche Idee wird sich in der Sprache der Differentialformen
in einem einzigen Integralsatz darstellen.

Wir betrachten ein Gebiet S, dessen Dimension p + 1 sei. Der Rand 9 ist dann p-dimensional.
In der Sprache der Differentialformen wird der vereinheitlichte Integralsatz ,Satz von Stokes*

genannt. Er lautet
/dw = /w, (9.42)
s ds

wobei w eine p-Form und dw das Aufere Differential von w, also eine (p + 1)-Form darstellen.

Anstatt des Beweises sollen die traditionellen Integralsétze aus (9.42) abgeleitet werden. Fiir den
Beweis selbst verweisen wir z.B. auf | ] 8.197.

Raum Satz S oS

R! Fundamentalsatz 1-dim: Linie 0-dim: Randpunkte
G -Sat
R2 reen-oatz 2-dim: Fliche 1-dim: Randlinie
Stokes-Satz

R? GauB3-Satz 3-dim: Volumen | 2-dim: Randflache

e Sei jetzt p = 0, dann ist S das 1-dim Gebiet z und 9§ ist 0-dim und wird von den beiden
Randpunkten P;, P> gebildet.

Pl T P2
w = F(x) (0-Form)
~ dw = 0,Fdz (1-Form)

Die linke Seite ergibt

/dw = /BIFdx = F|p =F(R) - F(P) (9.43)
S S
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und die rechte Seite
/w = /F(;z:) =F(P)—F(P) (9.44)
as a8

Dabei ist S als Summe iiber die Randpunkte zu verstehen. Das negative Vorzeichen von
F (Py) entsteht dadurch, da§ der Rand immer ,nach aulen“ gerichtet ist.

Der Fundamentalsatz der Integral- und Differentialrechnung 148t sich also aus dem allgemei-
nen Integralsatz ableiten. F' ist hier die Stammfunktion, 0, F spielt die Rolle der Ausgangs-
funktion.

e Sei p =1, dann ist S ein 2-dim Gebiet, also eine Fliche, 95 ist 1-dim, also die Randlinie der
Flache.
w = a;dxy + asdxy + aszdzs (1-Form)

dw = (Og,a3 — Ozgaz) dzg Adas
+ (83;3 a] — 3x1a3) dxg A dl‘l (Q—FOI'IH)
+ (8I1(12 - 812041) dLEl A dZL'Q

/dw = /81 x adO (9.45)
5 5

Die linke Seite ergibt

und die rechte Seite

/w = /(01 dzy + az das + az das) = /th (9.46)
o8 a8 a8
Es ergibt sich fiir p = 1 also der konventionelle Stokes-Satz.

Noch eine Bemerkung zum Integral der Form

/ (awag — 8$3a2) dxo A dxs
s
Das Integral ist im Riemann-Sinne, also als Grenzwert einer Zerlegungssumme, anzuwen-

den. Hier wird die Summe iiber Fldchenelemente, die gerade durch dzs A dxs gegeben sind,
gebildet.

e Sei p = 2, dann ist S 3-dim, also ein Volumen , 95 ist 2-dim, also die Randfliche oder
Oberfliche des Volumens.

w = bydrs Adxs + bydrs Adwy + bsdxy A dxg (2-Form)
dw = (O, b1 + Oyyba + Op,b3) dzy Adag Adag (3-Form)
Die linke Seite ergibt
/dw = /8£ bdV (9.47)
S S
und die rechte Seite
/w = / (b1 dao Adas + by dxs Adxy + bgdxy A dxg) = /bdQ (948)
as oS oS

Es ergibt sich fiir p = 2 also der Gau3-Satz.

e Der Fall p = 4 kommt im R? nicht vor, aber im R* und héherdimensionalen Rdumen gibt es
entsprechende Integralsitze.
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e Ein Spezialfall tritt ein, wenn S selbst der Rand eines anderen Gebietes (A) ist. Dann gilt:
S=0A ~ 9S=00A=1{}

08 ist also die leere Menge, denn ein Rand hat keinen Rand.

/dw = /dw = /ddw =0 wg. ddw =0 (9.49)
s DA A
I (9.50)
w = / w=0 wg. 00A =0 (9.51)

as 00A
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