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8. Ubungsblatt
Abgabe: Di, 12.01.2021 bis 09:45 Uhr per Email

Ubungsblatter gibt es unter https://www.tu-braunschweig.de/theophys/lehrveranstaltungen/
wintersemester-2020/21/quantenmechanik.
Aufgaben mit A miissen von Studierenden im Lehramt nicht bearbeitet werden.

35. Wissensfragen (3 Punkte)

Bitte benennen Sie alle verwendeten Symbole und GroBen.
Beschreiben Sie in kurzen Worten.

(a) Wie hangt der Drehimpuls-Operator mit Rotationen im Ortsraum zusammen?

(b) Welche Eigenwerte besitzen die Komponenten des Drehimpulses Jx, J, und J, und das
Drehimpulsquadrat J 27

(c) Welche Verbindung besteht zwischen dem Drehimpuls und den Kugelflachenfunktionen?

36. ,,Drehimpuls” zweier Spin-1/2-Teilchen (7 Punkte)

Gegeben seien die Matrizen
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(a) Zeigen Sie: Die J, erfiillen die Drehimpuls-Vertauschungs-Relationen
[Jr, Js] = i€rst I (2)

mit Einstein’scher Summenkonvention (€,s¢ Jy = Zle €rst Jt).

(b) Berechnen Sie J2 und geben Sie eine simultane Basis von Eigenvektoren von J2 und
J3 an.

(c) Wie lauten die zugehorigen Eigenwerte von J2 und J3? Interpretieren Sie Ihr Ergebnis
unter Berticksichtigung der Tatsache, dass Drehimpuls j einem Eigenwert j(j + 1) von
J2 entspricht und die zugehdrige Dimension der Darstellung 2/ + 1 ist.

Bitte wenden! —
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A 37. Drehimpulsoperator in Kugelkoordinaten (10 Punkte)

(a) Zeigen Sie, dass in Kugelkoordinaten x = rsinfcos¢, y = rsinfsing, z = rcosé fir

den Drehimpuls [ = 7 x P gilt

(. ,0 cos¢ O
L, = /h<sm¢ae+ )

tan@@Tp

. 0 sing 0
L, = ih <_COS¢89+tan06¢>
5
LZ = —/h%
» @2 108 1 &
2 _ o 07 o o
Loo=-h <392 +tan989+sin298¢2)

(b) Wir betrachten nun

2 .
211(9,¢)=\/>e’¢’/2\/sin9.
22 T
Zeigen Sie:
L,Z::1(6 _hy 0 [2Z,.(0 —3’722 0
2Z231(0.¢) =5 211(6.9), 1100.0) ==~ 21 1(6.9)

38. Kugelflachenfunktionen (10 Punkte)

Eine Form der Kugelflaichenfunktionen ist gegeben durch

Yom(6, ¢) = \/(%4:(?_(:8;)77)! P/"(cos@) e ™,

wobei die assoziierten Legendre-Funktionen P;7(z) wie folgt definiert werden
2ymy2 47
m _ m m
PI(2) = (~1)" (1= 22)™2 2 Py(2)

mit den [egendre-Polynomen nach der Rodrigues-Formel

1 d¢

P2) = e aze

(22-1)".
(a) Zeigen Sie, dass die Legendre-Polynome Py(z) mit dem Skalarprodukt

+1
(Flg) = / dzf(2)a(2)

ein orthogonales Funktionensystem bilden.

(b) Begriinden Sie, dass P, "(z) = (—1)" % P (2)

Hinweis: Uberlegen Sie sich, was J1Y; (6, ¢) ergibt.
(c) Zeigen Sie: Yom(8, $)* = (—1)™ Y (6, )

(3)
(4)
(5)
(6)

(7)

(8)

(9)

(10)

(11)

(12)

(d) Zeigen Sie, dass die Kugelflachenfunktionen sich unter Spiegelungen am Ursprung, dar-

gestellt durch (r,8,¢) — (r,m— 0, ¢ + ), wie folgt verhalten:

Yom(m—8,¢+m) = (—1)* Yom(6, ¢)

(13)

Bitte wenden! —
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39. ,,Recurrence”: Wiederauferstehung in der Quantenmechanik (20 Bonuspunkte)

In einem eindimensionalen Kasten der Lange L = 1 befinde sich ein Teilchen. Dessen Zeit-
entwicklung ist gegeben durch die Schrodinger-Gleichung (mit h=1, m= %):

0 02 0o x <0 oderx>1
/aw(X,f)—Hw(X,t), H= —F—FV(X), \/(X)—{O 0<x<1 . (14)

Das Teilchen sei zu Beginn (t = 0) in Form eines GauB-Wellenpakets lokalisiert.

(x=x0)°

P(x,0) =e*e” 2> k=40, ¢=0.05 x9=0.25. (15)

Eine Moglichkeit dieses Problem zu behandeln ist es, die Wellenfunktion nicht als Funktion
kontinuierlicher Variablen aufzufassen, sondern sie an diskreten Orten und zu diskreten Zeiten
zu betrachten, den Abstand zwischen diesen Punkten hinreichend klein zu wahlen und die
resultierenden Gleichungen numerisch zu behandeln.

Seien dx und dt die kleinen Orts- und Zeitschritte, sodass also x = jdx und t = ndt mit
naturlichen Zahlen j, n. Dies bedeutet:

Y(x, t) = Vj,. (16)
aa—; kann durch folgende Ersetzung diskretisiert werden:

02 1
@'Il)(x, t) — d7 (wj+1,n - ij,n + \UJ'_]_’”> - (17)

Das Potential in diesem Problem fiihrt dazu, dass die Wellenfunktion auBerhalb des Kastens
verschwindet, also Wy , = W, = 0, wobei J die Anzahl der diskreten Ortspunkte ist.

Die formale L&sung von ist durch den Zeitentwicklungsoperator gegeben und aus der
Vorlesung bekannt:

Y(x, 1) = U(D)Y(x,0) = e "e(x,0). (18)
U lasst sich wie folgt diskretisieren:
i -1 i
U(dt) — (1+2Hdt) (1—2Hdt>, (19)
da e "Hdt/2 ~ (1 — SHd¢) fiir kleine dt.

(a) Zeigen Sie, dass die Zeitentwicklung von W gegeben ist durch

<1 n ;Hdt> W1 = (1 - éHdt) . (20)



(b) Verwenden Sie und um zu zeigen, dass

dx? dx?

Vit nt1+ QIE =2 V1 + Vg1 = Vg0 + QIW +2 )V, =V,
:ZQJ'_”
(21)
(c) Losen Sie das Gleichungssystem mit dem Ansatz
Virtni1 = aVni1 + bjn (22)
und zeigen Sie, dass

dX 1 b'fl n
3 =2-2i———, bji,=% =0 23
"dt 21 j.n jon t a1 (23)

(d) Losen Sie das Problem programmatisch! Schreiben Sie ein Programm, dass den An-
fangszustand W; o zeitentwickelt. Beachten Sie dabei die Randbedingung W, = 0 und
nutzen Sie (22)).

Ilhr Programm sollte folgendes tun:
1. Wahlen der Schrittweiten dx und dt (Beachten Sie Jdx = L =1).
2. Initialisieren des Zustands W; o und Berechnen der Q;, fiiralle j=1...J.
3. Berechnen der (zeitunabhdngigen) a; (Achtung bei j = 1).
4. fir n=20,1,2,... wiederholtes Berechnen
i. der bj, (auch hier Achtung bei j = 1) aus den Q; ,

ii. von W; .1 vermoge der Randbedingung W1 = 0 und den soeben berechne-
ten a; und b;
iii. der € py1.
Visualisieren Sie die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Teilchens und demonstrieren Sie,
dass das anfangliche Wellenpaket zunachst zerfallt, aber nach einer Zeit T = % in seinen

Ausgangszustand zuriickkehrt (Recurrence). Falls Sie diesen Effekt nicht beobachten
konnen, versuchen Sie dt kleiner zu wahlen.

Wichtig: Sie konnen diesen Aufgabenteil unabhdngig vom Rest der Aufgabe bearbeiten,
wenn Sie die angegebenen Beziehungen unbewiesen verwenden.

Benutzen Sie eine Programmiersprache lhrer Wahl und senden Sie
e |hre Visualisierung,
e den Quellcode Ihres Programms

e eine Anleitung, wie besagter Quellcode in ein funktionierendes Programm zu libersetzen
ist (ggf. welche Version der verwendeten Programmiersprache benotigt wird, welche
Bibliotheken erforderlich sind etc.)

an \alexander.schwenke©tu-braunschweig.de.

Schone Feiertage!
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