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7. �Ubungsblatt

Abgabe: Di, 15.12.2020 bis 09:45 Uhr per Email

�Ubungsbl�atter gibt es unter https://www.tu-braunschweig.de/theophys/lehrveranstaltungen/

wintersemester-2020/21/quantenmechanik.

Aufgaben mit � m�ussen von Studierenden im Lehramt nicht bearbeitet werden.

30. Wissensfragen (2 Punkte)

Bitte benennen Sie alle verwendeten Symbole und Gr�o�en.

Beschreiben Sie in kurzen Worten.

(a) Geben Sie die Kommutatoren
[
r̂i ; r̂j

]
,
[
p̂i ; p̂j

]
und

[
r̂i ; p̂j

]
an.

(b) Was sind Glauber-Zust�ande? Wozu werden diese benutzt?

31. Glauberzust�ande (7 Punkte)

Sei

jci =
1∑
n=0

cnp
n!
e�jcj

2=2 jni (1)

der zu c 2 C geh�orende Glauber-Zustand.

(a) In der Vorlesung wurden hc jajci und 〈c∣∣ay∣∣c〉 berechnet. Bestimmen Sie weiterhin

i.
〈
c
∣∣aya∣∣c〉

ii.
〈
c
∣∣aay∣∣c〉

iii.
〈
c
∣∣ayaaya∣∣c〉.

(b) Nutzen Sie Ihre Ergebnisse aus (a) und berechnen Sie den Erwartungswert des Orts-

operators im Glauberzustand hc jr̂ jci und die relative Schwankung der Quantenanzahl

�N
hNi =

p
h(N�hNi)2i

hNi .

Bestimmen Sie au�erdem das Schwankungsquadrat des Ortsoperators
〈
c
∣∣r̂2∣∣c〉�hc jr̂ jci2.

(c) Betrachten Sie einen harmonischen Oszillator mit makroskopischen Ausma�en:

m = 1000 g, ! = 1
s .

Berechnen Sie bei einer Auslenkung von 1 cm den Erwartungswert der Quantenanzahl

und dessen relative Schwankung sowie das Schwankungsquadrat des Ortsoperators.

Interpretieren Sie Ihre Ergebnisse, insbesondere im Hinblick auf den klassischen Grenzfall

~ ! 0.

Bitte wenden! !

https://www.tu-braunschweig.de/theophys/lehrveranstaltungen/wintersemester-2020/21/quantenmechanik
https://www.tu-braunschweig.de/theophys/lehrveranstaltungen/wintersemester-2020/21/quantenmechanik


32. Harmonischer Oszillator (13 Punkte)

Der Hamilton-Operator des eindimensionalen harmonischen Oszillators ist gegeben durch:

Ĥ =
p̂2

2m
+

1

2
m!2 r̂2 : (2)

In der Vorlesung wurde gezeigt, wie das Spektrum mittels der Auf- und Absteigeoperatoren

ây =

√
m!

2~
r̂ � ip

2m~!
p̂ ; â =

√
m!

2~
r̂ +

ip
2m~!

p̂ (3)

bestimmt werden kann. Hier wollen wir eine Ortsdarstellung der Eigenvektoren jni (Ĥ jni =
~!(n + 1=2) jni ) bestimmen.
(a) Zeigen Sie, dass sich die Auf- und Absteigeoperatoren in Ortsdarstellung durch

ây =
1p
2

(
q � d

dq

)
und â =

1p
2

(
q +

d

dq

)
(4)

mit q =
√

m!
~
r dargestellt werden k�onnen.

(b) Interpretieren Sie die Bedingung

â j0i = 0 (5)

,
∫

dq0
〈
q
∣∣â∣∣q0〉 0(q0) = 0 (6)

als Di�erentialgleichung f�ur die Grundzustandswellenfunktion  0(q) = hq j 0i und zeigen
Sie, dass diese die Form

 0(q) = C0 e
�q2=2 (7)

mit der Normierungskonstanten C0 =
(
m!
~�

)1=4
besitzt.

� (c) Zeigen Sie durch wiederholte Anwendung von ây auf  0(q), dass  n(q) /
(
ây
)n
 0(q)

die Form

 n(q) = Cn e
�q2=2Hn(q) (8)

hat. Hierbei ist Hn(q) das n-te Hermite-Polynom

Hn(q) = eq
2=2

(
q � d

dq

)n
e�q

2=2 : (9)

Bestimmen Sie die Normierungskonstante Cn mit Hilfe der Relation â
y jni = p

n + 1 jn + 1i .
� (d) Leiten Sie aus den Relationen â j ni =

p
n j n � 1i , ây j ni =

p
n + 1 j n + 1i eine

Rekursionsrelation f�ur Hn(q) her.

Bestimmen Sie daraus Hn mit n = 1, 2, 3, 4.

Wieviele Nullstellen hat Hn(q) (Knotensatz)?

Hinweis: H0 ist explizit aus der De�nition (9) zu bestimmen. H1 erh�alt man aus H0, da

hier in der Rekursionsrelation H�1 mit Koe�zient 0 auftritt.

� (e) Zeigen Sie durch explizite Rechnung f�ur n;m = 0; 1; 2, dass die Wellenfunktionen  n(r)

tats�achlich orthonormal sind, dass also∫ 1

�1
dr  �

n(r) m(r) =

√
~

m!

∫ 1

�1
dq  �

n(q) m(q) = �nm (10)

erf�ullt ist.

� (f) Skizzieren Sie
 n(q)
4
p

m!

~

f�ur n = 0, 1, 2 und 3.

Bitte wenden! !



33. Levi-Civita-Symbol (4 Punkte)

Das Levi-Civita-Symbol (in drei Dimensionen) ist de�niert als

�i jk =


1 , falls i jk zyklische Permutation von 123

�1 , falls i jk antizyklische Permutation von 123

0 , sonst

(11)

Das Levi-Civita-Symbol l�asst sich auch durch die Bedingung beschreiben, dass es bei der Ver-

tauschung zweier Indizes das Vorzeichen wechselt (beispielsweise �i jk = ��j ik) und au�erdem
�123 = 1 gilt.

Nutzen Sie diese De�nitionen des Levi-Civita-Symbols, um die folgenden Eigenschaften nach-

zurechnen:

(a)
∑3
i=1 �i jk�i lm = �j l�km � �jm�kl

(b)
∑3
i ;j=1 �i jk�i jm = 2�km

(c)
∑3
i ;j;k=1 �i jk�i jk = 6

Nutzen Sie diese Eigenschaften, um folgende Identit�at f�ur das Kreuzprodukt mit ~A; ~B; ~C 2 R3

zu veri�zieren:

(d)
(
~A� ~B

)
� ~C = (~A � ~C)~B � (~B � ~C)~A.

34. Kommutatorrelationen des Drehimpulsoperators (4 Punkte)

Mit dem Ortsoperator ~̂r und dem Impulsoperator ~̂p ist in der Vorlesung der Drehimpulsope-

rator als ~̂J =
(
~̂r � ~̂p

)
=~ de�niert worden.

Gleichsam wurden die Leiteroperatoren Ĵ� = Ĵx � i Ĵy eingef�uhrt.
Bestimmen Sie die Kommutatoren

(a)
[
Ĵl ; r̂m

]
,

(b)
[
Ĵl ; p̂m

]
,

(c)

[
Ĵl ;
(
~̂r
)2]

,

(d)
[
Ĵ+; Ĵ�

]
.


