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KAPITEL I

VEKTORANALYSIS

Vektorfelder sind rdaumlich variable Vektoren. Um die rdaumliche Variation zu beschreiben, miissen Vektor-
verdnderungen betrachtet werden, d.h. rdumliche Differentialquotienten. Beziehungen von Vektorfeldern
untereinander, einschlieBlich deren rdumliche und auch zeitliche Differentialquotienten, stellen partielle
Differentialgleichungen dar, die physikalische Situationen und Prozesse beschreiben. Die Losung dieser
Gleichungen fiihrt auf die Umkehroperation — die Integration. In diesem Abschnitt werden wichtige De-
finitionen und Sétze zusammengestellt.

1 Integrale im dreidimensionalen Raum

1.1 Linienintegrale

Problem: Uber einen riumlich verinderlichen Vektor ist lings einer vorgegebenen Kurve zu integrieren,
wobei nur die Komponente des Vektors tangential zur Kurve interessiert.

Folgende Umschreibungen sind méglich:

2 2 2
/7 X /y x)dx = /v,ds / (vidx) +vodxy +v3dxs) . N
1 1 1

v¢(x) ist die Tangentialkomponente von v(x) an C, ds ist das Bogenelement von C. Der rechte Term driickt
das Integral in den Komponenten eines kartesischen Koordinatensystems aus. Bei Kurven besonderer Sym-
metrie (Kreisbogen, gerade Linien etc.) ist die Wahl eines geeigneten Basis-Systems (z.B. Kugelkoordina-
ten) zweckmifig.

Von besonderer Bedeutung sind Linien-Integrale iiber geschlossene Wege, z.B.

Z=¢y(x)dx . 12)
/

1. Beispiel

Vi — X
vix)=| v | = ox (L.3) -

o e &
sei ein zirkuldres Stromungsfeld. Z ist die Zirkulation. e

(a) Berechnung von Z entlang eines Kreises mit dem Radius py.

N
)
Z
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Fiir die Geschwindigkeit der Stromung in Zylinderkoordinaten gilt
vp=0, vp=0wp, v;,=0

Das Integral ergibt in diesen Koordinaten

Z= %y(g)d; = / (vpdp +vepd@ +vzdz)
Cs

Folglich

2
zZ= ]{ wp-pd = /wp3d<p = 270p;
c(oo) 0

(b) Berechnung von Z entlang eines Kreisring-Segmentes Cs.

Da v, = 0, liefern die radialen Wegstiicke keinen Beitrag. Wir erhalten

Z= /wpzdw =o(pi—p3)die

Integration eines Kraftfeldes F(x) zwischen zwei Punkten 1
2 N , und 2:

T \\ /

SAE ISR
AN Dieses Integral bedeutet die Arbeit, die verrichtet werden

muf, um einen Massenpunkt von 1 nach 2 lings eines be-
stimmten Weges in diesem Kraftfeld zu bewegen.

2
Ay = /E(z)dz
1

oxy
Sei F(x) = | ox; | mitder Konstanten o > 0.
0

Verschieben von P nach P, auf zwei unterschiedlichen Wegen.

*2linker Haken L 1 1
1 B /E(g)a@: /(Fldx1 +Fdxy) = /dex2+/F1dX1
L L 0 0

1 1
:/Ot-dez—I—/a-ldxl:a
B x 1 X 0 0
rechter Haken R

1 1 1 1
/E()g)dgz/(Fldx1+F2dx2):/Fldxl—i—/ngxz:/a~0dx1+/a-1dx2:(x
R R 0 0 0 0

Offensichtlich ist die verrichtete Arbeit auf beiden Wegen gleich. Fiir das angegebene Kraftfeld ist die
Arbeit generell wegunabhéngig, denn es gilt nach dem Satz von Schwarz

o _,_on
dxy  dxi
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1.2 Oberflichenintegrale

Problem: Im Raum ist eine Fliche vorgegeben. Auf dieser Fldche ist in allen ihren Punkten eine physika-
lische Grofle (Skalar oder Vektor) gegeben. Das Integral der physikalischen Grof3e iiber die Flache ist zu
bestimmen.

Die Oberflache kann beliebig gekriimmt sein. Im einfachsten Fall ist die Oberfliche eine Koordinaten-
Ebene. Es ist also eine zweifache Integration iiber die zwei die Fliche beschreibenden Variablen auszufiih-
ren.

Beispiel

Die zu integrierende Funktion sei das Skalar x? — x3. Die Integrationsfliiche liege
in der Ebene x3 = 0 und sei begrenzt durch die Geraden x; = x, x, =0 und x; = a.

Zu berechnen ist

a X1
/(x%—x%) dxldx2:/dx1/dx2( x2 /dxl [xlxz xz} /dx1 xl
0 0

A

Die Integration iiber x, muf} zuerst ausgefiihrt werden, da ihre Grenze x| enthilt.

Oft sind die Integrale jedoch iiber beliebig gekriimmte Fliachen
auszufiithren. Dann ist die Fldche in geeigneten Koordinaten dar-
zustellen und das Integral auf diese neuen Koordinaten umzu-
schreiben. Wie sich eine Linie (Kurve) durch einen Parameter,
die Bogenlinge s, beschreiben 14ft, so ist eine Fliche durch zwei
Parameter (&1,&,) beschreibbar, die gleichzeitig ein Koordina-
tensystem auf der krummen Fldche beschreiben. Die Parameter-
darstellung der Flache lautet dann

x,-:xi(él,éz) , 1=1,2,3 (L.4)

Fiir ein Linienelement auf der Fliche folgt

Mit den Vektoren PYP PYP
= (a?aﬁ’aﬁ) Ca? = (ﬁaéﬁ) (L6)
und den metrischen Koeffizienten
g'l=aW.g) | 2=y .0 G122 (). 42 1.7)
folgt
ds* = f gld&dg . (I.8)
k=1

Diese Darstellung heift auch die erste GauBsche Fundamentalform der Fliche. g'2(&;, &) = al.a@ =0
ist offenbar notwendig und hinreichend dafiir, daB die krummlinigen Koordinaten &; und &, orthogonal
sind, und zwar fiir alle Punkte der Fliche.

Das von den Koordinaten &; und &, aufgespannte Flichenelement ist definiert durch

ds =aVd§ xa?aé, . (L.9)
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Das Fliachenelement ist ein Vektor senkrecht auf der Fldche, in Richtung der Normalen. Da

ds = |dS| =/ (¢ xg<z>)2dgldg2 (1.10)

(6 xa®)" = (V)" () = (a7 -a®)° 10

fiir den Betrag des Flichenelements

S = /g 1g2 — g dE dE, . (L12)

Damit ist das Problem der Integration iiber eine beliebige Fliche auf ein einfaches zweidimensionales In-
tegral zuriickgefiihrt. Es bleiben lediglich Integrand und Integrationsgrenzen durch die Flachenparameter
(-koordinaten) auszudriicken. Fiir einfache Fldchen wie Kugel, Zylinder oder Ebene ist es leicht, entspre-
chende Koordinaten zu finden.

folgt wegen

Physikalisch treten Oberflachenintegrale oft nur in Verbindung mit ei-
nem Vektor als Integranden in den Formen

‘P:{/j-dS (113)
o= [[vxds (114)
N

auf. Das Integral ¥ hei3t FluB der GroBe j durch die Fliche S. Wegen

E+dE,

oder

J-dS = jndS (1.15)
wobei j, die Normalkomponente darstellt, geht nur die Komponente von j senkrecht zur Fléiche ein.

Wichtig ist auch hier wieder der Spezialfall des Integrals iiber eine geschlossene Fliche S. Das Integral stellt
dann den gesamten aus dem umschlossenen Volumen austretenden Flufl dar. Ist v eine Geschwindigkeit
einer stromenden Fliissigkeit, so ist

s

S

das pro Zeiteinheit durch die Flache S hindurchgehende Fliissigkeitsvolumen. Ist j eine Stromdichte, so ist
[
N
der durch S flieBende Strom. Fiir elektrische und magnetische Felder hei3en
//Q~d§ und //B'dg
s s
elektrischer bzw. magnetischer Fluf3.

Bei der Form
[
N

gehen nur die Komponenten von v, die parallel zur Flache S liegen, in das Integral ein.
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1.3 Volumenintegrale

Unter einem Volumenintegral versteht man die Integration einer physikalischen GroBe iiber ein dreidimen-
sionales Gebiet. Ein einfaches Beispiel ist die Berechnung der Masse eines Volumens bei vorgegebener

Massendichte p (x):
M= ///p(g)dV = ///p(g)dxldxgd)g . (1.16)
4 4

Von kartesischen kann auf andere, der Symmetrie des Problems angepalite Koordinaten umgerechnet wer-
den.

Ein weiteres Beispiel fiir ein Volumenintegral ist das Triagheitsmoment eines Korpers. Exemplarisch werde
hier das Trigheitsmoment eines Quaders mit den Kantenldngen a, b, c berechnet. Die Drehachse geht durch
den Schwerpunkt und ist parallel zu c. Die Dichte p ist konstant.

Dann gilt
I. = / p(x%er%)dV
Quader )
a/2 b/2 ¢/2 o
= /dxl /dxz / dx;,p(x%—i—x%)
—a2 b2 -2 an a2
P a\3 a\3 b\? b\? X
—3{{(2) -(-3) ]”0“" (2) _(_2> ]}
_Pabe 2y = M2 2

12 12

Fiir eine Kugel vom Radius R ergibt sich

Ig= / p (r2 —r?cos? 6) dv
Kugel



12 1. Vektoranalysis

Folglich erhilt man

[R =p / (l’/>2dV
> Kl'lgel

Massenelement dm

—p / P sin 0 1 sin 0 drd0d¢
Kugel

5.
0
3
0
:—erRSKCOSG—COS )]
5 0
2 4 2
— 2 RSy — MR mitM = “ZRp

2 Differentialoperatoren

2.1 Gradient

Startpunkt ist das skalare Feld ®(x). Jedem skalaren Feld lassen sich Flichen konstanter FeldgroBe (® =
const.) zuordnen, die wir als Aquipotentialflichen bezeichnen wollen, unabhingig davon, welche physika-
lische GroBe ® darstellt.

Problem: Wie indert sich das Feld beim Ubergang vom Ort x nach x + dx?
Diese Anderung ist offenbar
dP = P(x+dx) — P(x) = O, Pdx| + I, Pdxr + 9, Pdx3 . 1.17)

Die rechte Seite entspricht einem Skalarprodukt aus zwei Vektoren; der eine hat die Komponenten d,,®,
der andere dx;, wobei ein kartesisches Koordinatensystem mit den Basisvektoren ¢' zugrunde gelegt ist.
Den Vektor der Ableitungen eines skalaren Feldes bezeichnet man als Gradienten.

Definition

oxP = 0y, Pe' + 0y, Pe” + oy, Pe’

1.18)
oder 0P = (8x| D, 0y, D, 0k, CIJ)
Der Differentialoperator grad ist damit durch
s = (0x,,0x,,0x;) (1.19)
festgelegt. Ferner ist
dx = (dxy,dxy,dx3) (1.20)

das vektorielle Linienelement. Damit kann die Anderung des Feldes @ iiber dx geschrieben werden als

d® = 9P - dx 1.21)
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Der Gradient eines skalaren Feldes stellt fiir jedes x einen Vektor dar. Die Operation grad ordnet jedem
skalaren Feld ein Vektorfeld zu, z.B.

F(x)=—0®(x) bzw. F,=-0,P . 1.22)

Geometrisch bedeutet dies eine Zuordnung von Feldlinien zu den Aquipotential-
flichen. An jedem Punkt der Aquipotentialflichen 148t sich ein lokales orthogo-
nales Koordinatensystem so einfiithren, dafl zwei Basisrichtungen in die jeweilige
Tangentialebene fallen. Fiir dx in der Tangentialebene verschwindet d® per defi-
nitionem. Nur fiir die dritte unabhiingige Richtung senkrecht zu den Aquipotenti-
alfldchen ist d® # 0. D.h. aber, der Vektor d,P steht senkrecht auf den Aquipo-
tentialflichen. Der Betrag von d,® ist umgekehrt proportional zum Abstand der
Aquipotentialflichen.

I~y

Eingangs wurde festgestellt, da3 sich jedem Skalarfeld durch Gradientenbildung
ein Vektorfeld zuordnen 146t. Gilt das auch umgekehrt? LaBt sich einem Vektorfeld D >D,> D,
F durch Integration von

dd = —Fldxl —de)CQ —F3d)€3 = —E-d&

ein ® zuordnen, so da} F; = —dy, P gilt? Um das zu gewihrleisten, miissen natiirlich die gemischten zweiten
Ableitungen von @ iibereinstimmen, also

8xic9xj<b = 8Xj8xl.CI> , IFE] . 1.23)
Fiir F ist somit zu fordern

asz3 = ax3F2 I a)63171 = a)(IF':‘) Y axlFZ = aszl (124)

(Satz von Schwarz). Wenn die Integrabilititsbedingung erfiillt ist, ist d® integrier-

bar und es existiert ein F zugeordnetes ®. Physikalisch bedeutet dies die Wirbel- P,
freiheit von F. Die Integration von d® zwischen zwei Raumpunkten Py und P; ist

dann vom konkreten Weg unabhingig. Es gilt

p
Py Py

Jao=- [Fax=a(m)-ow) (125)

P, P,

wodurch @ bis auf eine beliebige Integrationskonstante festgelegt ist.

2.2 Divergenz und GauBscher Satz

Definition

Startpunkt ist ein Vektorfeld F(x). In kartesischen Koordinaten ist die Divergenz von F definiert durch

(9£E = 8£E = 8XIF1 + (9sz2 + 8X3F3 . (1.26)

Per definitionem ist d,F ein Skalar. Die physikalische Bedeutung ergibt sich aus dem GauBschen Satz.
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GaubBscher Satz

V ist ein Volumen und S die (geschlossene) Oberfliche von V. Dann gilt
///aiﬂdV://Edg 1.27)
14 s

Beweis: Zunichst gilt

F-dS=F-

dS = (Fin1 + Fonp + F3n3)dS (1.28)

wobei n der Normaleneinheitsvektor auf dem Flichen-
rand dS ist. Wir betrachten vorerst nur den ersten Sum-
manden Fin;dS und halten x, und x3 fest. Dazu betrach-
ten wir eine infinitesimal diinne Siule bei festem x, und
x3 im Volumen V. Die Deckflichen der Siule sind dS’
und dS”. Es sind Elemente von S. Weiterhin gilt

ndS" = dxdxs ,n\dS' = —dxadx; . (1.29)

X X1 Das ,,Oberflichenintegral® eingeschrinkt auf die Deck-
flachen der Siule ergibt dann

Y, FinmdS = Fi(x],x,x3)dxzdx3 — Fi (¥} ,x2,x3)dxodx3 . (1.30)
ds’ ds"

Wir betrachten nun die linke Seite des Gaullschen Satzes und berechnen das ,,Volumenintegral® iiber die
Sédule zunéchst auch nur fiir den ersten Summanden der Divergenz und erhalten

// axlFl dV = /// axlFl dxldXQde; = [F] ()C/]/,XQ,)C}) —Fl (x/l ,X2,X3)] dX2dX3 . (1.31)

Saeule

Dies ist offensichtlich gleich dem aus der rechten Seite des Gauflschen Satzes berechneten Ausdruck.
Aufsummieren iiber alle Sdulen in V' ergibt dann

o FirdV = .FlnldS . 1.32)
Vv S

Fiir die beiden anderen Summanden gilt analog

///aszzdvz//anzds , ///8x3F3dV://F3n3dS . 133)
% S 7 s

Die Summe iiber die drei Anteile ergibt den GauB3schen Satz, g.e.d.

Interpretation der Divergenz

Das Skalarprodukt F - dS beschreibt den Flufl von F durch die Fliche dS. Nach dem Gauf3schen Satz ist
somit der FluB von F durch die geschlossene Fldche S gleich der im Volumen enthaltenen Divergenz von
F. d,F beschreibt damit die Quellstiirke des Feldes F. Ist

AF =0 VxeV |

dann ist das Volumen V quellenfrei und der Gesamtfluf} durch die V umschlieende Fliche S verschwindet.
Quellen negativer Stirke heiflen Senken.
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Der GauB3sche Satz ermoglicht noch eine koordinatenunabhingige Definition der Divergenz. Dazu betrach-

ten wir den Grenzwert
lim ///&Edv — lim //E~d§
V—0 - V—0
1% s

Anwendung des Mittelwertsatzes der Integralrechnung ergibt

lim 9.F -V = lim / / F-ds (134)
V=0 — V=0,
N
und folglich
.1
91E—&1g%)vf/5d§ . (1.35)
s

Die Divergenz eines Feldes F in einem Punkt x ist der Grenzwert des Quotienten aus dem FluB3 durch eine
den Punkt umschlieBende Oberfliche und dem Volumen des eingeschlossenen Bereichs.

2.3 Rotation und Stokesscher Satz

Bei der Einfiihrung des Gradienten hatten wir
ax,'F‘j :anE ’ l#] ) la.]: 17273 (136)

als Bedingungen angegeben, daf sich ein Vektorfeld F als Gradient eines Skalars & darstellen 1d6t. Diese
Bedingungen lassen sich vektoriell zusammenfassen zu

8X2 F: 3= aX3 F 2
AhXF=0 mit xF=| d,Fi—0d\F 1.37)
ax] F— 8XZ F
dx X F heift die Rotation von F oder auch Wirbelstirke. Verschwindet d, x F heiit F wirbelfrei.

Um die Bedeutung der Rotation zu veranschaulichen betrachten wir zwei Geschwindigkeitsfelder v(x), w(x):

— X (O2%)
vix)=| ox ;o wx) = ox : (L.38)
0 0

Diese Beispiele sind uns im Prinzip schon bekannt. Sie wurden im Abschnitt 1.1 skizziert und diskutiert.
Die Berechnung der Rotation der Felder ergibt

0 0
O Xy = 0 , Oexw=| 0 |=0 . (1.39)
20 0

Im ersten Fall ist d; x v senkrecht zur Strdmungsebene gerichtet, die Stromung v(x) dreht sich im positiven
Sinn um die x3-Achse. Das Feld w(x) hingegen ist wirbelfrei. Offenbar héngt das Verhalten von d; X v mit
dem Verhalten der Zirkulation

Z:fyd; bzw. Z:fyw@

zusammen. Kondensiert ist dieser Zusammenhang im Stokesschen Satz.

Stokesscher Satz
/ 3£X3~d§:%y~d§ , (1.40)

N C
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wobei S eine offene Fliche und C deren geschlossene Randkurve darstellen'. Offenbar ist das Linienin-
tegral iiber v lings der Randkurve C einer offenen Fliche S gleich dem Oberfléchenintegral iiber dy X v.
In physikalischen Begrifflichkeiten bedeutet dies, das die Zirkulation von v lidngs einer vorgegebenen ge-
schlossenen Kurve gleich dem FluB von d, x v durch die von der Kurve umschlossenen Fliche ist. Wie sich
die Fldche innerhalb ihrer Randkurve aufspannt ist gleichgiiltig. Ist d, x v = 0, das Feld also wirbelfrei,
verschwindet auch die Zirkulation.

Durch den Grenziibergang zu einer infinitesimal kleinen Fldche S mit deren Normalen n folgt

1
(O XV)p=n-dyxv= limg vdx 1.41)

C
als koordinatenunabhiingige Definition der Wirbelstérke.

Zum Verstindnis der Bezeichnung ,,Rotation* fithren wir noch ein einfaches Beispiel aus der Mechanik
an. Wir betrachten ein Teilchen am Ort x, welches mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit @ um eine
Achse gefiihrt wird. Dann gilt

V=WXXx . 1.42)
Rotationsbildung ergibt
1
= §8£ Xy . 1.43)

Somit beschreibt d; x v den in y enthaltenen Rotationsanteil.

2.4 Vektorgradient

Der Gradient wurde als Anderung eines Skalarfeldes beim Fortschreiten um dx eingefiihrt. Es soll nun ver-
sucht werden, eine dhnliche Beschreibung fiir ein Vektorfeld zu finden. Gefragt ist also nach der Anderung
einer jeden Komponente eines Vektorfeldes a(x) beim Fortschreiten um dx.

Es folgt unmittelbar

da; = dx0x,a; + dx2dy,a; + dx30y,a;

1.44
da; = (d& 8£) a; (144)

Das Skalarprodukt ist hierbei zuerst auszufithren. Vermittels des dyadischen Produktes — symbolisiert
durch ® — 148t sich auch schreiben da = dx - d; Q@ a.

2.5 Totale Differentiale

Wir betrachten ein Volumenelement dV in einer stromenden Fliissigkeit. Das Volumenelement befindet
sich zur Zeit  am Ort x und habe die Massendichte p(x,t). Zur Zeit ¢ 4 dt befindet sich eben dieses Volu-
menelement am Ort x + vdf und besitzt i.a. eine andere Massendichte p (x4 vdt,t + dt), da sich aufgrund
der Stromungsverhiltnisse etwa der Druck auf die Fliissigkeit andert. An der Stelle x befindet sich zur Zeit
t +dt ein anderes Volumenelement mit der Dichte p (x, + dt).

Es ist also zu unterscheiden zwischen einer lokalen Dichtednderung in der Zeit dt und der Dichteéinde-
rung eines in seiner Bewegung verfolgten Volumenelements. Die letztere heif3it totale oder substantielle
Anderung, die erstere die partielle oder lokale Anderung. Entsprechend werden die Differentialquotienten
bezeichnet. Der lokale oder partielle Differentialquotient ist wie iiblich d;p (hier wird der Ort x festgehal-
ten). Der totale oder substantielle Differentialquotient ist

'Beweis in Smirnow, Lehrgang der hoheren Mathematik, Bd.Il, S.199
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1 p()£+EAtat+At)7p(lat)
dip 7A1IH—I>10 At
dip = p +v-oxp

=0p+dix-op (1.45)

Bei einer vektoriellen GroBe a(x,7), z.B. der Stromungsgeschwindigkeit selbst, ist entsprechend a(x +
vdt,t+dt) und a(x,t +dr) mit a(x,t) zu vergleichen, und zwar fiir jede Komponente getrennt. Das liefert

dia=dia+ (voy)a . (1.46)

Dies ist bereits ein Beispiel fiir das Auftreten des Vektor-Gradienten, der im vorhergehenden Abschnitt
eingefiihrt wurde.

Diese Uberlegungen zur substantiellen Anderung von FeldgroBen (p (x,?)
oder a(x,t)) selbst, lassen sich nun auch auf Integrale iiber diese Feld-

grofBen anwenden, wobei sich das Integrationsgebiet jeweils mitbewegt.
Das umfaBt die totale Anderung von Linienintegralen iiber sich bewe- /@/%—x: v dt t+dt
gende Linien, von Oberfldchenintegralen iiber sich bewegende Oberfli- e S
chen und von Volumenintegralen iiber sich bewegende Volumina. Die - T
totalen Ableitungen dieser Integrale sollen hier nur angegeben werden, fiir deren Ableitung verweisen wir

z.B. auf Smirnow, Hohere Mathematik, Bd.1l, S. 317-319.

Fiir ein Linienintegral [a(x,7)dx, das lings einer sich mit der Geschwindigkeit v bewegenden und sich
C

deformierenden Kurve C zu bilden ist, gilt

d, /Qd&z/(3,Q+3£(m)—yx8£xg) dx . 1.47)
C C

Fiir ein Oberfldchenintegral bei sich deformierender Oberflidche S gilt

@ [[ ata)-ds = [[ (da+a.x (@xv)+rda) -ds (148)
J J

und fiir ein Volumenintegral bei sich deformierenden Volumen V folgt

d,///p(g,t)dV:./// (dp +d(pv))aV . (1.49)
\%4 \4

Auf den rechten Term kann desweiteren der GauB3sche Satz angewandt werden, was

dt///p@,z)dv:///a,pdv+//py~d§ (1.50)
\% |4 N

ergibt.

3 Mehrfache Differentialoperatoren

3.1 Laplace-Operator

Startpunkt ist ein skalares Feld ®(x). Wird zuerst der Gradient und danach die Divergenz gebildet, gelangt
man zum Laplace-Operator.
7@ = 040, @ = 0y P = I} . (I51)
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Folglich ist in kartesischen Koordinaten
;=0 +d,+d5 . (152)

Der Laplace-Operator ist auch auf Vektoren anwendbar. An die Stelle des Skalars & tritt eine Vektorkom-
ponente:

d2a=(9d)a=(d-d)a - (1.53)

3.2 divrot

Die Divergenz der Rotation eines Vektors verschwindet immer, denn
OOy xa=0,-(dyxa)=(dxd) a=0 1.54)
dy X a ist somit immer quellenfrei. Folglich: Wenn ein Feld B(x) quellenfrei ist,
AB=0 |
so 1dBt sich B als Rotation eines beliebigen Feldes A(x) darstellen:

B=0d,xA . (1.55)

3.3 rot grad

Die Rotation eines Gradienten eines Skalarfeldes ®(x) verschwindet immer, denn
Oy X 0, P =0y X (D) = (dx X )P =0 . (1.56)

Ein Vektorfeld F(x), daB durch Gradientenbildung aus einem Skalarfeld ®(x) konstruiert wird, ist also
immer wirbelfrei. Sei
E(x) = -0®(x)

dann gilt
hxFx)=0 . 1.57)

Diese Beziehung 146t sich auch koordinatenunabhéngig aus dem Stokesschen Satz deduzieren. In Abschnitt
2.1 wurde die Wegunabhéngigkeit des Linienintegrals

Py
/ 9D -dx = D(P,) — B(P,)
Py

festgestellt. Folglich verschwindet das Integral iiber einen geschlossenen Weg und man erhilt

ozfalcp-@://alxa&@@ . (1.58)
C S

Da diese Beziehung nun fiir jede beliebige Flidche S gilt, ist zu folgern
O XxAhP=0 . (1.59)
Umgekehrt folgt fiir ein wirbelfreies Vektorfeld F, d.h.
AhxF=0 |,
daB ein Skalarfeld ®(x) existiert, so daB F als
F=—-0® (1.60)

konstruierbar ist.
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3.4 Weitere Operatoren

In physikalischen Anwendungen tritt eine Vielzahl zusammengesetzter bzw. hintereinander auszufiihrender
Differentialoperatoren auf. Es ist von Fall zu Fall zu entscheiden, ob man das Resultat selbst ableiten oder
lieber in einer Formelsammlung nachschlagen mochte. Das Einpridgen héaufig auftretender Konstruktionen
beschleunigt sicherlich dann deren Ausrechnen.

Beispiele
Oy X (0y X A) = dx(dA) — 8§A = dx(AA) — 8£A
9y X (PA) = D(J, X A) —A x D '
Ox(PA) = PIA+ AP

4 Integralsitze

4.1 Derivate des Stokesschen und des Gaufischen Satzes

Die fiir uns wichtigen Integralsitze sind nach Stokes und Gaufl benannt. Wir haben sie bereits wiederholt
verwendet und fiihren sie hier zur Vollstidndigkeit nochmals auf.

fA-d;z//aéxAc@ , (L62)
C S

wobei C die Randkurve der Fliche S darstellt.

//A-dngf/aiédv : (1.63)

s 1%
wobei S die Oberfliche des Volumens V darstellt.

Stokesscher Satz
GauBscher Satz

Diese Sitze gelten nicht nur tiber die Summen, die die Skalarprodukte jeweils auf den linken und rech-
ten Seiten reprisentieren, sondern sogar iiber die einzelnen Summanden getrennt. Kombiniert man diese
Summanden-Terme neu, gelangt man zu Derivaten des Stokesschen und des Gauf3schen Satzes, die mitun-

ter sehr niitzlich sind:
f Bdx = / / ASx 9P | (L64)
c N

wobei C der Rand der offenen Fldche S ist.

//CDdQ: /v// hDdV {1.65)

N

[[asxa= [[[oxaav . 166
N Vv

wobei S die geschlossene Randflache des Volumens V ist. Es tritt hier eine vektorielle Multiplikation mit
dS auf. Um ein Minuszeichen zu vermeiden, haben wir dS als ersten und den jeweiligen Integranden als
zweiten Faktor geschrieben. Beispielsweise gilt aber natiirlich

dSxA=—AxdS . 1.67)

Die Beweise fiir die angegebenen Sitze finden sich z.B. bei Smirnow, Bd.Il, S.296.
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4.2 Die Greenschen Integralformeln

Fiir einen Vektor, der aus zwei skalaren Feldern in der Form
F=®, 8£¢>2

gebildet wird, liefert der GauB3sche Satz

// XSS /// O (105 P2)dV . (L68)
\4

N

Weiterhin ist
Ox(@10xD2) = 0, Dy - 0Py + D197 P> (1.69)

sowie
oD, -dS = 9,P,-dS (1.70)

wobei d,D; die Ableitung von P, in Richtung der Normalen von dS bedeutet. So folgt die erste Greensche
Integralformel

//q>lanq>2d5:///(cbla§cb2+a£q>l-apz)dv ) (L71)
\4

S

In dieser Gleichung konnen wir @1 und &, vertauschen und die neue von der alten Gleichung subtrahieren.
Es resultiert mit

_ _ 2. . 02 .
[/ (©19,02 — 0,3, D1)dS ./V//@l&xcpz ©,02®))aV 172)

die zweite Greensche Integralformel.

Die Greenschen Integralformeln verbinden somit skalare Felder und deren Normalenableitungen auf einer
geschlossenen Flache S mit deren Funktionswerten im umschlossenen Gebiet V. Dies ist sehr brauchbar
fiir die Losung gewisser partieller Differentialgleichungen, wobei Grof3en und deren Ableitungen auf einer
Fliche (=Rand) vorgegeben sind und deren Werte im Inneren gesucht sind.

S Differentialoperatoren in krummlinigen orthogonalen Koordina-
ten

5.1 Krummlinige orthogonale Koordinaten

Statt in einem kartesischen Koordinatensystem zu arbeiten, ist es oft zweckmifig,
gekriimmte Koordinaten einzufiihren. Die wichtigsten sind Zylinder- und Kugel-
koordinaten. Sie sind zweckmifig bei Problemen entsprechender Symmetrie.

Als Bezeichnungen wollen wir x1,x;, x3 fiir die kartesischen Koordinaten beibehal-
ten. Die dazugehorigen Basisvektoren sind e, e, 5. Die krummlinigen Koordina-
ten werden allgemein mit £, £2, €3 bezeichnet. Die dazugehdrigen Basisvektoren
sind &;,&,,&;. Im Unterschied zu den ¢; sind die &; im Raum nicht mehr konstant;
sie sind aber in jedem Punkt des Raumes orthonormiert und bilden ein Rechtssy-

stem.

Insbesondere gilt

e Xeé, =83 , e Xeyz=¢ , é3Xe =8
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Das Differential des Ortsvektors r geht von
dr =dxie| +dxze, +dxzes

in
dr = hdE'2, + hydE%e, + h3dE3e, (L74)

tiber. Die Koeffizienten h,(é ) sind Funktionen des Ortes und tragen der Nicht-Konstanz der ¢; im Raum
Rechnung. Das Linienelement ds ergibt sich dann aus

ds> = dr-dr = d5 + d3 +dx3 = W (dE")’ + 13 (d&%)’ + 13 (d&%)° . (L75)
Das vektorielle Flichenelement berechnet sich zu

dS = hyh3dE2dE3e, 4 h3h dE3dE e, + hhadE'dE%e,

1.76)
bzw. dS= (hoh3d&*dE> h3hidE2dE"  hihydE'dE?)
Das Volumenelement folgt schliefSlich zu
AV = hyhohsdE ' dEXAES . 1.77) — =
Wir ermitteln nun die 4;’s fiir die wichtigen Félle von Zylinder- und Kugel- S
koordinaten. Isd& hyd€!
Vorab betrachten wir ebene Polarkoordinaten mit £! = p, 2 = ¢, &, = ¢
und &, = €y
Der Ortsvektor ist hier
r=pe, . (L.78) [\
Fiir dessen Differential folgt K o
e
dr=dpe, + pde, (1.79) ’
Aus der Skizze liest man ab
dr=dpe,+pdepe, (1.80)
woraus offensichtlich de, = dge,, folgt. Das ebene Linienelement ergibt
sich unmittelbar zu
ds* =dp*+p?de® | (1.81)
woraus abzulesen ist, dafl
hi=1 und hh=p . (1.82)

Die Erweiterung zu Zylinderkoordinaten ist trivial. Wir benennen &3 = z, &3 = e,. Der Ortsvektor ist jetzt

r=pe,+ze, (1.83)
und dessen Differential
dr=dpe, +pdoe,+dze, . (1.84)
e, ist konstant. Damit folgt
ds® = dp®> +p*do* +dz* (1.85)
und wir lesen ab
h=1 , h=p , =1 . (1.86)

So ergibt sich z.B. dV = pdpdedz.
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In Kugelkoordinaten fithren wir ein

élzr ) ‘52:9 ) 53:(/)

~ _ . (1.87)
er=¢€ , €r=¢y ) g?;:gq)
Fiir den Ortsvektor gilt
r=re, (1.88)
Dessen Differential ist nun
dr=dre,+rdBegy +rsin9d(pg(p . (1.89)
Es folgt
ds® = dr* +r?d6* 4+ sin 0d ¢? (1.90)
und damit
h=1 , h=r , hy=rsinf . (1.91)
Hier erhilt man fiir das Volumenelement
dV =r*sin0drdode . (L.92)

Zur Vervollstindigung geben wir noch die Umrechnungen in kartesi-

9 sche Koordinaten an.
AU “ 6 Zylinderkoordinaten
rsin 0| ,
€ x| =pcosQ
r—1 Xp =psin@ (1.93)
>4 = x3 =2
Kugelkoordinaten

x; =rsinfcos @
Xy =rsin@sin @ (1.94)

x3 =rcos0

5.2 Differentialoperatoren

Fiir krummlinige Koordinaten haben wir Linien-, Flachen und Volumenelement angegeben. Zusammen mit
den Koordinatenunabhingigen Darstellungen reicht dies aus, um die Vektoroperationen auszurechnen.

Gradient

Aus seiner Definition folgt in Basisrichtung

DG+ hAE) —D(&) 1
00)i® =1 = —0g® . 1.95
( i)l Aél,-rgo hiAéi h; Si ( )
Divergenz
Wir benutzen )
oA = i —/ A-d 1.96
= A\}IEO AV 4-d§ (1.96)

N
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und betrachten den FluB A - dS durch die gegeniiberliegenden Flichen d&2dE3 bei &' und &' +d&! unter
Beachtung von GI.(1.76):

— (Athoh3)(E1)dE?dE> + (Ahahs) (&' +d&")dE?dEY = +0:1 (Ahahs)dE ' dE?dE . 1.97)

Desgleichen fiir die Koordinatenrichtungen £ und &3. Summation der drei Terme und Division durch das
Volumen hyh3hzdE'dE*dE3 (G1.(1.77)) fiihrt auf

O = (agl (Avhahs) + g2 (Arhih) +853(A|h1h2)) . (1.98)

Rotation

Wir gehen aus von

(9 X A)p = hm—%A dx . L9 )
I
Fiir die Komponente in Richtung von &! ist AS = hyh3dE2dE3 und es folgt &/ o
1 ]+ 1
1 2 3
Das Kurvenintegral ergibt
§3+d§3
FAahodE) + (AahadE) = [(Aaha) (E7) ~ (Aaho) (6 + dE)] dE>+
[(A3h3) (&% +d&?) — (Ashs3) (&%) d&® (1.100) ,
& &2 +de?
== 03(Ashy)dE dE” + 022 (Ashs)dE*dE’
Folglich gilt
1
(B A0 = e (&62(A3h3) 853(A2h2)) . (L.101)

Die weiteren Komponenten folgen durch zyklische Vertauschung.
Laplace-Operator

Nacheinanderausfithrung von 0, d; liefert

2 1 h2h3 ]’l3h1 h1h2
8£q):hlh2h3 &51 T]aélq) +8§2 Tzagzq) +a53 Wa‘;ﬁq)

(1.102)
Wir merken noch an, daf} diese Betrachtungen die Komponenten der Vektoroperatio-
nen in dem krummlinigen orthogonalen Koordinatensystem liefern, als Funktion die-
ser neuen Koordinaten &;. Die Kartesischen Koordinaten ausgedriickt durch &; sehen
anders aus und sind getrennt zu berechnen. Es ist nun trivial, die Differentialoperatoren in speziellen Ko-
ordinaten auszurechnen. Wir geben die Resultate an.

Zylinderkoordinaten

51:P7§2:(Pa§3:z €1—€p,€2—e¢,eg:gz h1:]7h2:p;h3:l
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3P — (a,,cp, ;a(,,ap,ach)

1 I
KA = —dp(pAp) + —dpAg + I:A;
p p (1.103)

9y x A= (:)&,,AZ —9Ap, Ay — DA, %8p(pA¢) _ ;a(pAq,)

1 1
b= Eap (Pp®@) + ?a;qa +02P

Kugelkoordinaten

1 2 3 ~ ~ ~ .
é :raé :935 :(P g]:€r7€2:€93€3:€¢ hl:17h2:r7h3:r51n9

1 1
a£¢ = <arq), ;89¢7 rslnea(p¢>

1., 1 , 1
8xA = ﬁar(r Ar) + maQ(SIH 9A9) + ma(pA(P

r

8x><A< L35 (sin0A4y) — oo,

1
rsin @ or(rhe) = raeAr>

rsin O r

1 1 1
2P = =0, (rPo,®) + ———0p (sinOIg®) + ———— 2P
£ r? r(r )+r2sin9 o (sin 6 )+rzsin29 ¢

(1.104)

6 Allgemeine Zusammenhinge zwischen Feldern

6.1 Kontinuititsgleichung

Wir betrachten eine Stromung. Durch diese wird eine physikalische Eigen-

M schaft transportiert, deren Dichte p(x,¢) ist. Das kann eine Massen-, Teilchen-,
= Ladungs-, Energiedichte sein oder auch eine vektorielle Dichte wie die Impuls-

—1 1 dichte.

/k_A v

——————— = Die Stromungsgeschwindigkeit ist v(x,). Dann ist iiber die Bildung von

J(x1) = p(x,1) -v(x,1)

1.105)

der Dichte p eine Stromdichte j zugeordnet. Das Flidchenintegral iiber j ergibt gerade den Fluf3

‘P:z/de

Dariiberhinaus definieren wir noch den integralen Flu8 ¥; durch

oy,
dt

Der in der Zeit dt durch eine Flache S ausstromende integrale Fluf ist

v = // jdSdr = / / / Oy jdVdr = /Z/ai(pg)dth
S \%4 \%4

Der durch das Ausstromen auftretende Verlust an Menge ist andererseits

d‘I‘,z—// gpdvdr |
\%4

(1.106)

1.107)

(1.108)

(1.109)
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wobei d,p die lokale Anderung der Dichte ist. Wenn keine Vernichtung oder Erzeugung von p stattfindet,
miissen beide Ausdriicke gleich sein, und zwar fiir jedes Volumen und jedes Zeitintervall. Dies erfordert

o(pv)+dp=0 bzw. oj+dp=0 . 1.110)

Dies ist die Kontinuitditsgleichung. Folgende andere Darstellungen sind moglich:

pov+v-dp+dp=0

L111
pa&E +dip=0 ( )
6.2 Darstellung von stationéren Feldern durch Quellen und Wirbel
Besitzt ein Feld F (x) Quellen, so gilt
OF, #0 . (1112)
Die dem Feld F; zugeordnete Quellendichte sei p(x). Dann gilt
OF, =p . (1.113)
Ein Feld F,(x) sei nicht wirbelfrei, also
O xFy#0 . (L.114)
Die zugeordnete Wirbelstirke (Quellstromdichte) sei j(x) und es gilt
IxFy=j . (1.115)
Divergenzbildung ergibt
dj=0 . (I.116)

Sind p und j unabhiéngig, so sind es auch F; und F,. Wir wollen ein wirbel- und ein quellenfreies Feld aus
ihren Quellen und Stromdichten bestimmen. Fiir die Felder F; und F', gelte

<9£><E1:0 8£E2:O
hF=p hxFr=j

Es handelt sich hierbei um lineare partielle Dgln. fiir F'; und F,, die nun gelost werden sollen. Die ersten
beiden Gleichungen lassen sich durch

Fi=-0® |, F,=0d,xA (L.117)

befriedigen, d.h. die Bestimmung von F; und F, ist auf die Bestimmung von @' und A’ zuriickgefiihrt.
@’ heiBt das skalare Potential des Feldes F; und A’ das Vektorpotential von F,. Einsetzen in die beiden
verbleibenden Gleichungen liefert

oD =Y =—p |

(L118)
Oy X Oy x A" = 9,0, A’ — 8§A’ =j

Die Potentiale sind nicht eindeutig bestimmt. Offenbar dndern sich die Felder F; und F, und damit auch
der primire Zusammenhang zwischen Quellen und Feldern nicht, wenn die Potentiale einer sogenannten
,,Eichtransformation‘

O=d'+C , A=A+ (1.119)

unterworfen werden. Fiir F| und F, ist es unerheblich, ob ® und A oder ' und A’ verwendet werden. C
ist eine beliebige raumliche Konstante. ) (x) ist eine beliebige Funktion von x. Mit ihrer Hilfe ist es z.B.
immer méglich, das Vektorpotential so zu eichen, daB dA = 0 wird (Coulombeichung). Dann gilt

R=—p , OGA=—j . (1.120)
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Dies sind Poisson-Gleichungen fiir die Potentiale, die das Problem im stationéren Fall vollstandig beschrei-
ben. Die (inhomogenen) Losungen lauten

o=z [ff g
=g [l v

Die Losung im Aufpunkt x ergibt sich als Volumenintegral iiber die Quellstirken in allen Quellpunkten x’
dividiert durch den jeweiligen Abstand zwischen Quell- und Aufpunkt.

(1.121)

Bevor wir den Bewetis fiir diese Formeln antreten, priifen wir die Eichbedingung d,A = 0. Es folgt

Y G .

Da der Divergenzoperator d, nur auf die Aufpunkte x nicht aber auf die Quellpunkte x' wirkt, 1Bt sich
(I1.122) umformen zu

L ot - ) (.123)

x—x| =77 T x—x lx —x'|3

s

Wir fithren nun die Operatoren 8£’ und 8£’ ein, die gerade auf die Quellpunkte x’ wirken und nicht auf die
Aufpunkte x und erhalten

oy @) W)
mﬂ(&')aéh_ﬂ:%‘;_ - (L.124)

J&)

Da aber im stationiren Fall 9} j(x") = 0 gilt, erhalten wir durch Vergleich mit (1.123)

(1.125)

- ///dV’ P / as’ ) (L126)
%A 4rx Tx— x’| 4rx x—x| ° )

Wir nehmen inselartige Quellstromdichten an und erstrecken die Oberflache jenseits dieser Inseln, so daf3
das Oberflichenintegral verschwindet. Im Extremfall kann die Oberfldche S des Volumens V ins Unend-
liche verlagert werden, wo natiirlich auch keine Strome flieBen. Damit verschwindet die rechte Seite und
A = 0 ist erfiillt, g.e.d.

und damit

Wir kommen nun zum Beweis der Losungsformeln (I.121). Ausgangspunkt ist die zweite Greensche Inte-
gralformel (GI.(1.72))

//(@1 Dy — D209,P)dS = ///(cl:l 07 @) — D29®)dV' (L.127)
s 14
die fiir folgende Situation angepal3t wird:

1
Q=- , &= | r=x—x]
r

V ist zunidchst eine Hohlkugel mit dem Innenradius R; und dem AuBlenradius R,. R; werden wir spiter gegen
0 und R, gegen o gehen lassen. Die Dichte p sei inselartig, und moge bei o verschwinden. Die Oberfldche
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ist entsprechend S = S; U S,. Das Zentrum der Hohlkugel ist der Aufpunkt x, in dem das Potential zu
berechnen ist. x’ ist ein beliebiger Quellpunkt der Dichte p(x’). Dann gilt

// Ca,,cb—@an (1))&:/// (iaﬁcb—@aﬁi) A (L128)
S 14

:f@¢‘ O
R;

Weiterhin ist

O ® =— . (1.129)

R;

Der Grenziibergang R, — oo fithrt zum Verschwinden des entsprechenden Anteils des Oberflichenintegrals

(da p inselartig) und es folgt
1 1 2 U 21 !
~O(R) o |as= [[[ Loreav' [[[ @z av' . (1.130)
R: ro= r
R i v v

If (o

Nun ist der Grenziibergang R; — 0 auszufiihren. Die Terme ergeben folgende Anteile:
2 ®

1 !
//fa,cp dS://—&,CID Rsin0d0de — 0 ,  (LI31)
Ri R: Rl' R: R;—0

s &
S N
solange d,P | . endlich bleibt.

//cb dS //q> Risingdodp — 4nd(x)  (L132)

/ / dI®av’ = / / / %’!)dv’ , (1.133)

wobei die Ausgangsgleichung 8;@ = —p benutzt wurde.

// @&3(1>dv’=0 ,da ax%(l>
=\ =\

Die nichtverschwindenden Anteile ergeben zusammen

—4nd(x /// e x,|dv’ ,qee.d. (1.135)

Fiir das Vektorpotential gilt wegen der komponentenweisen Forméquivalenz analoges.

0 . 1.134)

Aus den Potentialen konnen nun noch die Felder bestimmt werden zu

=% ///\ fX’\d/ 47r///p|x x’|3 vt
=0 ///\x x’| 4ﬂ///1 r— x,|3 dv’

Im stationiren Fall sind damit die Felder durch Quellen und Stréme (Wirbel) bestimmt.

(1.136)

Hauptsatz der Vektoranalysis (Helmholtz-Theorem)
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Bisher haben wir zwei getrennte Probleme betrachtet: Zum einen das wirbelfreie Feld F,(x) und seine
Quellen p(x) und zum anderen das quellenfreie Feld F,(x) und seine Wirbel j(x). Wir betrachten nun das
Summenfeld F = F; + F,. Dann ist klar, da} F aus einem quellen- und einem wirbelfreien Anteil besteht
und es gilt

9& i)‘[i: Zii' E:2 : ; (1137)
Wir fragen nun umgekehrt: Zu 16sen ist das System
hF=p 9£><E=j
Eine Losung fiir F ist dann offensichtlich die Summe aus F; und F,, also
/ T /
F:41n/p(x)(x—x|lti§|);)><(X—X)dv, (L138)
Ist diese Losung aber die einzige?
Die Antwort liefert der Hauptsatz der Vektoranalysis:
Das Problem besteht aus den Dgln.
dF=p und JxF=j aufV (1.139)
und der Randbedingung
F,:=F-n=g(x) auf S (S ist Rand von V, n ist (1.140)

duBerer Normalenvektor)
ist eindeutig 16sbar, wenn
V C %° beschrinkt und einfach zusammenhingend mit glattem Rand §
ist.

Beweis:
Annahme zweier Losungen F und F des Randwertproblems. Dann erfiillt

OF :=F—-F
das Randwertproblem
0.0F =0 F —0F=p—p=0  aufV
OxxOF =y xF—dyxF=j—j=0  aufV
8Fy:=(F—F)n=g—g=0  auf§

Wegen
dxO0F =0
kann
OF = —oyy , v beliebige Funktion
gesetzt werden. Wegen
AO0F =0

folgt
Ok Y = 0Ly =0
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Die erste Greensche Integralformel
/¢a§wdv+/a£¢ dwdv = f¢a£wd§ (1.141)
14 v S
liefert mit ¢ = y und 97y =0
/(a v v = fwwds
/ (8F)? % Yy OFdS
v § (1.142)
~ fwsr nas
- f wSF,dS
Da 6F, = 0 auf S folgt
/(65)2dv =0 (1.143)
14
Der Integrand kann nicht negativ werden, somit folgt
OF =0. q.e.d. 1.144)

Bemerkung:

Die Randbedingung (I.142) wird durch die Losungsformel (I.140) i.d.R. nicht erfiillt. Sie reprédsentiert
nur die inhomogene Losung, es kommt noch die allgemeine homogene Losung hinzu, die wir nicht auf-
geschrieben haben. Der homogene Loesungsteil ist gerade so zu wihlen, dass die Randbedingung erfiillt
ist. Da in der Physik hiufig der Rand ins Unendliche verschoben wird, was anschliessend diskutiert wird,

beschiftigen wir uns hier nicht niher mit dem Randwertproblem.

Fiir inselartige Quellen p(x) ist der Satz auf unbegrenzte V aus-
dehnbar. Dazu betrachten wir V = lim K, wobei K eine Kugel vom
r—soo

Radius r ist. Mit Q bezeichnen wir die Gesamtquellstirke im Raum,
also

= hm/pdV . 1.145)

r—o0

Dann folgt

Q= lim [ &, FdV = lim gds = lim 4mg(r) - 2 (L146)

r—yoo r—yoo
\%4 S

bzw.

PP = 08 = 0 g

Es ist also zu fordern, daf3 F;, hinreichend schnell ins Unendliche hin abfillt, namlich

Fncx—z fiir r—
r

Zu priifen ist, ob diese Forderung mit der bekannten inhomogenen Losungsformel

inselartiges p(x’)

p)(x—x)+j(x') x (x—x)
E= 47r/ |x—x'3 d

(1.147)

(1.148)
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konsistent ist. Nun gilt

- p(x 0
rh—>r£l°/ |x x’|3 dV —/p -2t

sowie (1.149)

. i x') 1
rh_)rg/ \x x’\” v’ 7/*( )xndV—

Skalare Multiplikation mit z eliminiert j X n und es verbleibt der Nachwies der geforderten Konsistenz

1
lim F, = han——g . (1.150)

r—oo r—oo A7 12

Die Losungsformel fiir F ist also auch auf unbegrenzte Gebiete anwendbar, wenn die Quellen inselartig
sind.

6.3 Feldgleichungen im zeitabhiingigen Fall

Die Quellen p(x) und Wirbel j(x) seien nicht unabhiingig und auch nicht stationir, sondern durch die
Kontinuititsgleichung (I.110) verbunden. Somit ist i.a. dyj # 0 und damit auch j # d; x F,. Diese letzte
Gleichung muB einen Zusatz bekommen, der 0, j = —d,p kompensiert. Das wird durch ya 1 geleistet, also

IhxF=j+aF, . 1.151)

Die Gleichung dyF, = 0 bleibt dabei unverindert. Die im stationiren Fall giiltige Beziehung d; x F; =0
kann deshalb auch mit dem zusitzlichen Term J;F, versehen werden, also

X F|=—0F, |, (1.152)

um die ,,Symmetrie* wieder herzustellen. Die nichtstationér verallgemeinerten Gleichungen stellen wir
jetzt nochmals zusammen:

&ix E] == _ath a)iEz == O (1153)
8£XE2:1+8,E1 a)LEl:p . (1154)

Tatsédchlich sind dies bereits die Maxwellschen Gleichungen des elektromagnetischen Feldes im Vakuum.
Die Quellen p(x) sind die elektrischen Ladungen, die Wirbel j(x) die durch bewegte Ladungen hervorge-
rufenen Strome. F'| = E ist das elektrische Feld; F, = B ist die magnetische Induktion. Es ist zu beachten,
daB hier p und j noch nicht physikalisch skaliert sind. Eine Erweiterung ist noch moglich, nimlich

a)iXEl 2—8,E2 8£E2:0 (1155)
d x Gy = j+9,G, G, =p . 1.156)
Damit sind auch alle Forderungen erfiillt. Allerdings fehlt ein Zusammenhang zwischen den Feldern F und

G, der erst durch die Physik geliefert wird. Die vier Gleichungen sind die Maxwellschen Gleichungen fiir
Felder in Medien. Es sind dann

F,=E die elektrische Feldstérke,
F,=B die magnetische Induktion,

G, =D die dielektrische Verschiebung,
G, =H die magnetische Feldstirke.



KAPITEL I1

ALLGEMEINE GRUNDLAGEN DER
MAXWELL-THEORIE

1 Feldgleichungen

Im Kapitel ,,Vektoranalysis* haben wir auf mathematischem Wege iiber allgemeine Strukturen und Zusam-
menhinge von Vektorfeldern an die Maxwell-Gleichungen herangefiihrt. In diesem Abschnitt werden die
Maxwell-Gleichungen nun axiomatisch eingefiihrt, physikalisch interpretiert und Konklusionen abgeleitet.

In ruhenden Medien lauten die Maxwell-Gleichungen:

hxH=0D+j (IL1)
hD=p (IL.2)
o xE=—0dB (IL.3)
hB=0 (IL.4)

elektrische Feldstérke
magnetische Induktion

dielektrische Verschiebung

SRR o

magnetische Feldstirke

elektrische Stromdichte

elektrische Ladungsdichte

S I

(IL1) und (IL.2) bilden das inhomogene System; (I.3) und (I1.4) das homogene System. p und j sind die
Quellen (und Wirbel) des elektromagnetischen Feldes, die die Inhomogenititen des Systems (II.1) und
(I1.2) bilden.

Die Stromdichte kann unterteilt werden in
j= 4 jled (IL.5)

Z(Cd) symbolisiert den konduktiven Strom (Leitungsstrom), wéhrend l(cv) = pyv den konvektiven Strom
(Ladungsstrom) darstellt.

Als Bezeichnungen werden auch verwendet:

e (II.1) Ampéresches Durchflutungsgesetz
e (I1.2) GauBsches Gesetz

e (IL.3) Faradaysches Induktionsgesetz
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o (I.4)?

Integrale Form der Maxwell-Gleichungen

Auf (II.1) und (IL.3) ist der Stokessche Satz anzuwenden. Dazu
betrachten wir eine Flache S im Raum, die von der Kontur C

dg=dsa berandet wird. Es folgt
aus (IL1) = /3£><Q~d§ = / (D + j)-dsS
S s
¢ dx = fﬂ-dgzd,/QdQ—FJ . (IL6)
C S

J ist der Gesamtstrom durch die Fliche S.

aus (IL3) = /8£><E-d§: —/8,§~d§
S S
N f@-d; - —d,/g-dg — 4" (IL7)
C S

@ ist der magnetische Flufl durch S. Weiterhin werden folgende Bezeichnungen benutzt:

P = / D-dS . elektrischer FluB,
S
P

Vi = / E -dx : elektrische Spannung,
Py

P
Spp=— / H-dx : magnetische Spannung.
By

Auf (II.2) und (I1.4) ist der GauBsche Satz anzuwenden. Dazu betrachten wir ein
dS Volumen V, dal von der geschlossenen Flache S berandet wird. Es folgt

aus (IL.2) = /8)£de = /pdV
14 v

s N Lﬁz@:g. (IL8)
S

Q ist die Gesamtladung im Volumen V. Der elektrische Flufl durch die Oberfldche S ist gleich der einge-
schlossenen Gesamtladung.

aus (IL.4) = /aéﬁdv =0
Vv
- fgdgzo. (IL9)
S

Der magnetische Fluf3 durch eine geschlossene Fliche verschwindet. Es gibt keine magnetischen Monopo-
le.
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2 Materialgleichungen

Das einfachste ,,Material“ ist das Vakuum. Dort besteht ein sehr einfacher Zusammenhang zwischen den
elektrischen und magnetischen Groflen jeweils untereinander:

D=gE (I1.10)
H=1xyB (IL.11)
mit
—12 AS
& = 8,85418781762- 10 '~ — (I1.12)
Vm

(Elektrische Feldkonstante, Permittivitit oder Dielektrizitidtskonstante des Vakuums oder Influenzkonstante)

1 \"
Ko=— , Uo=1,2566370614- 10_6—S (I1.13)
Uo Am
(Magnetische Feldkonstante, Permeabilitit des Vakuums oder Induktionskonstante)
1 k
Esgilt &uo=—5 , c= 299792,458—m (Vakuumlichtgeschwindigkeit).
c S
Die resultierenden Maxwell-Gleichungen des Vakuums
1 .
OcX B = 78;@4—;10] (I1.14)
x c J
1
hE = gp (I1.15)
X E=—0B (I1.16)
AhB=0 (I1.17)

liefern die Felder E und B in jedem Punkt des Raumes, sobald die Quellen p und J spezifiziert sind. Fiir
eine kleine Anzahl definierter Quellen stellt die Bestimmung der Felder E und B ein technisch 1dsbares
Problem dar; praktisch unlosbar sind die Gleichungen fiir eine makroskopische Anzahl von Quellen.

In diesem Zusammenhang spielen zwei Aspekte eine Rolle. Der eine ist die immens grof3e Zahl einzelner
Quellen, namlich die der geladenen Teilchen in der Hiille und im Kern eines Atoms oder die der Elektronen
und Ionen in einem Plasma. Der andere ist die Tatsache, daf3 das detaillierte Verhalten der Felder auf ato-
maren Raumskalen fiir makroskopische Beobachtungen nicht von Bedeutung ist. Entscheidend ist dann der
Mittelwert tiber ein Volumen, das grof ist im Vergleich zur atomaren Struktur. Solche gemittelten Grofen
werden makroskopische Felder bzw. Quellen genannt, fiir die bestimmte Materialgleichungen gelten. Thre
allgemeine Form ist

D=D(E.B (IL18)
H=H(E,B (I1.19)

Fiir leitende Medien tritt noch das verallgemeinerte Ohmsche Gesetz
j=J(E.B) (11.20)

hinzu. Die funktionale Abhingigkeit kann mitunter kompliziert sein, etwa nichtlinear oder von der Vorge-
schichte abhingig (Hysterese-Effekt).
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In vielen Materialien gilt jedoch ein linearer Zusammenhang (ruhende Medien, ohne Remanenz)
D =g¢eE I1.21)
H =xoxB (I1.22)
€ Permittivitétstensor
kK= pu~!' reziproker Permeabilititstensor

U Permeabilititstensor

Analog gehorcht die konduktive Stromdichte in sehr vielen Fillen dem Gesetz (ruhendes Medium)
Jj=g0cE mitdem Leitfdhigkeitstensor . (I1.23)
Fiir ein mit der Geschwindigkeit v bewegtes Medium gilt
j=0(E+vxB) . (I1.24)

§7

=

und o driicken die lineare Reaktion des Mediums auf die Einwirkung der Felder E und B aus.

Korrekt gilt dieser multiplikative Zusammenhang nur fiir die raum-zeitlichen Fourierkomponenten der je-
weiligen FeldgroBen, z.B.
D(k, w) = &g (k,0) - E(k,®) . (1.25)

Fiir die untransformierten Feldkomponenten ist der Zusammenhang i.a. nichtlokal und nicht instantan, d.h.
z.B.

D(x,t) = go/dV’/dt’g(;’,t’)E(g—;’,t—t’) . (11.26)
4 0
Fiir H(x,t) gilt analoges. D(x,t) ist somit eine Faltung (Konvolution) aus €(x,#) und E(x,). Entsprechend

einem mathematischen Satz ist die Fouriertransformierte einer Faltung gleich dem Produkt der jeweiligen
Fouriertransformierten.

Im weiteren wollen wir die Beziehungen (I1.21) und (I1.22) als Standardsituation zugrunde legen.

3 Polarisation und Magnetisierung

Die Materialgleichungen (II.21) und (I1.22) kénnen umgeformt werden zu

D=¢geE=8E+P |, (I1.27)

B = pop H = o(H + M) (11.28)
Fiir die elektrische Polarisation P ergibt sich

P=g(e—1)E=xE . (11.29)
Eingefiihrt wurde der Tensor der elektrischen Suszeptibilitit y,

Xe=¢8(—1) . (I11.30)

Fiir die Magnetisierung (=magnetische Polarisation) M gilt entsprechend

M=(u—DH=xuH . (IL31)

Fiir die magnetische Suszeptibilitit gilt

—~

x:m =
Im Vakuum gilt offensichtlich P =0, M = 0.

p-1) . (11.32)
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4 Anisotropie und Inhomogenit:it

e Anisotropie: €, it und ¢ sind Tensoren.

e Isotropie: e =¢-1, n-1,0=0-1 ¢, 1, o sind Skalare.

™=
|

Inhomogenitiit: d,, & # 0, dy, 1t # 0, dy, 0 # 0.

e Homogenitiit: d,, & =0, d,, it =0, d, & = 0. x, ist eine beliebige Komponente von x = (x1,x2,%3).

genannt und y = relative Permeabilititszahl.

5 Bilanz der elektrischen Ladung

Vakuum: Isotropie & Homogenitit & € = 1, p = 1/x = 1, 6 = 0. € wird relative Permittivititszahl

Die Diskussion der Ladung und des Stroms war fiir uns ein wichtiger Punkt, um im Kapitel I die Struktur
der Maxwell-Gleichungen zu erschliefen. Es ist somit nicht verwunderlich, daB3 diese eine Ladungsbilanz

enthalten.

Ausgangsgleichung ist das Ampéresche Durchflutungsgesetz
o xH =D+ j

Divergenzbildung ergibt
OO xH=100D+3dj=0

Einarbeiten von dy D = p ergibt die Kontinuititsgleichung
3, p + ai l == O

Anwendung des GauBischen Satzes iiberfiihrt diese lokale Bilanz in eine globale:

dt/pdV+/8ildV:d,Q+7{l~d§:0
14 4 s

Die Gesamtladung im Volumen V

0= [pav
1%
dndert sich zeitlich iiber die durch die Oberfliche S flieBenden Strome:

40~ ¢;-as
N

Die Ladung verringert sich bei nach aufien abflieBenden Stromen.

(I1.33)

(11.34)

(I1.35)

(I1.36)

(I1.37)
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6 Weitere Bilanz - Gleichungen

6.1 Bilanz der elektromagnetischen Energie

Durchflutungs- und Induktionsgesetz werden in folgender Weise miteinander kombiniert:
E-dyxH=E-D+E-j
H-0,xE=—HB

Das ergibt
E-0,xH—H 0,xE=ED+H}B+E-j . (IL38)

=0x (HXE)
Die Grofie
O=ExH
heiflt Poynting-Vektor. Sie hat den Charakter einer Energiestromdichte.
Folglich ergibt sich zunichst
N +EJD+HIB+E-j=0 . (I1.39)

Die weitere Umformung dieser Gleichung werden unter der Annahme unseres Standardmediums gemacht;
auferdem seien die Materialtensoren zeitunabhingig und symmetrisch. Diese Annahmen sind in verlust-
freien Medien erfiillt. Dann gilt

EQD=&E-,(eE) = &30 (E-€E) = (E-D) | (IL40)
da 1(E-€E) = H(QE)EE + yEO,(€E)
1

= QEat(EE) + %Eat (EE)

— EQ/(€E)
sowie |
HOB=50,(H B) . (IL41)
Wir fiithren mittels 1
u=(E-D+H-B) (I1.42)

die elektromagnetische Energiedichte ein und vermittels
L0 =g (11.43)
die Joulesche Verlustleistungsdichte. Dann kann (I1.39) zusammengefaf3t werden zu

du+d, = —LU)  (Poyntingscher Satz). (11.44)

Diese Beziehung beschreibt die lokale Energiebilanz. Daraus folgt die globale Energiebilanz durch An-
wendung des Gau3schen Satzes auf ein Volumen V:

d,/udV—l—/a&QdV: _/L(Joule)dv
. ) J

v
U:/udV
1%

Die Grofie
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ist die elektromagnetische Gesamtenergie im Volumen V. Es folgt

¢U+fﬂd§:—/dm@w'. (IL.45)
S \%4

Die Gesamtenergie in V é@ndert sich durch den EnergiefluB ¢ IT- dS durch die Oberfléiche S von V und durch
die Jouleschen Verluste im Volumen V. Innerhalb der Jouleschen Verluste wird elektromagnetische Energie
in eine andere Energieform (Teilchenenergie, Wirme etc.) umgewandelt.

In Medien, die nicht durch eine lineare Materialgleichung beschrieben werden, treten im Poyntingschen
Satz Zusatzterme auf, z.B. aufgrund

e remanenter Magnetisierungen und Hysterese in ferromagnetischen Materialien

e nichtlinearer Polarisationen in nichtlinear-optischen Medien

Weitere Terme konnen auftreten durch Asymmetrien des Materials (€ # QT JHF W T) und Zeitabhiingig-
keiten der Materialtensoren (d,€ # 0, i # 0). -

6.2 Bilanz des elektromagnetischen Impulses

Durchflutungs- und Induktionsgesetz werden in folgender Weise miteinander kombiniert:
IXHXxB=0dDxB+jxB

DxdxE=—-Dx0dB

Das ergibt

—jxB (IL46)
(I1.47)

Die Grofie

heil3t elektromagnetische Impulsdichte. Man verifiziert die aus der Mechanik bekannte MaBeinheit fiir
eine Impulsdichte:

_AsV Vs VAS? Nms Ns (IL.48)

 Vmom m? m* m? m3

Somit ergibt sich zunichst

(I1.49)

p+DxhxE—dxHxB=—jxB.

Da mittlerweile die Struktur von Bilanzgleichungen schon gut vertraut ist, liegt es nahe nach Umformungen

zu suchen, die die dy x enthaltenden Terme in eine Divergenz iiberfithren. Um die Rechnung iiberschaubar
zu halten, wollen wir nur recht einfache Materialgleichungen betrachten:

D=¢geE , H=xkB (lineare Medien) (I1.50)

mit de=0 , d k=0 (homogene Materialien) I1.51)

£= gT , K=K (symmetrische Materialtensoren) (I1.52)
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Dann folgt nach der unten angegebenen Nebenrechnung
D x % E = 9y, (3DE 84c — DcEg) + E, ;D (IL.53)
~0x HxB =0, (yHB&—H,B.) +H, 0B . (I1.54)
Die in diesem Term enthaltene Grofie
L:=EoD+HoB—5(ED+HB)l =EoD+HoB—ul (IL55)
in Komponentenschreibweise
Y = E,Dp+ H,By — udy (IL.56)

heifit Maxwellscher Spannungstensor. Fiir die Medien mit vorausgesetzten symmetrischen Materialten-
soren ist der Spannungstensor ein symmetrischer Tensor:

L=x"  bzw. I, =3 (I1.57)

Im Abschnitt 12 greifen wir den Maxwellschen Spannungstensor wieder auf und betrachten eine Darstel-
lung, die auch fiir nichtsymmetrische Materialtensoren gilt. _
Hier benutzen wir den Spannungstensor, um die Impuls - FluBdichte ¥ als negativen Maxwellschen Span-
nungstensor zu definieren: B

I=-L. (11.58)
Man verifiziere die aus der Mechanik bekannte MaBeinheit fiir eine Impuls - FluBdichte:

) As V2 V%SZN;”_&T_NS (I1.59)

Z] = [DIE) = [&][E] g

TVmm T m
Setzen wir die Impuls - FluBdichte in die Bilanzgleichung ein und ersetzen die Divergenz - Terme entspre-
chend der Maxwellgleichungen, so folgt

O Pa+ 0 Eac = —PEa— (j X B)q (IL.60)
Der Term
ki = pEq+(j % B)a (IL61)
ist die Lorentz - Kraftdichte. Wir werden sie in Abschnitt 14 noch genauer untersuchen.

Wenn man die a-Komponente von ica als Vektor auffaf3t, dann ist
0L ea (11.62)

gerade die Divergenz dieses Vektors und die Impuls - Bilanz hat die erwartete bekannte Form einer Bilanz
- Gleichung.

Zur Interpretation der Impuls - Bilanz lassen wir die Impuls - Flu3dichte zunéchst auler acht; z.B. mogen
alle Felder raumlich homogen sein. Schreiben wir:

Ap = —(pE+ j x B)At, (IL.63)
so liegt die Interpretation auf der Hand. Links steht die Verdnderung der Impulsdichte des elektromagne-
tischen Feldes und rechts die negative Verdnderung der Impulsdichte, die von allen Ladungen und Stro-
mungen getragen wird. Die Summe aus beiden bleibt konstant. Wird die Impuls- FluBdichte mit in die
Betrachtung einbezogen, so beschreibt dieser Term das mogliche Zu- oder AbflieBen von Impuls.
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Nebenrechnung:

i [gE X a£>< E} = Eupc Epd Ed Ecef axgEf (11.64)
- a

mit € Ecef = Oue 5bf — 6af Ope (I1.65)

= (5ae 5bf — 5af 5be) Ea By aerf (I1.66)

= Epa Ed 8xaEb — Epd Ed 8bea (H67)

= 8xa (%de Eb Ed) —&cd Ed 8x(,Ea (H68)

= 0y (3 €0a EvEq Sac — €cd E4Ea) + €0 Ea 0y, Eq (IL69)

{ﬁg X (9£>< E} = axc(% Epd Eb Ed 6(10 —&d Ed Ea) + Ea axc (ecd Ed) (H~70)
- a

[Q X 85>< E} a axﬂ(% QE5LZL —D, Ea) +E, axL-Dc (IL.71)

(I1.72)

o [agx £§ X B} a Eabc ebde(axd Kefo)Bc = Eabc Epde Kef Bcadef (IL.73)

mit  Eupe Epge = — (5ad 566 - aae Bcd) (I1.74)

= 7(6ad Sc'e - 6ae ‘Scd)Kechadef (I1.75)

= —{KkeyB 0y, By — Kaf B 0y By} (11.76)

= — {8,(”(% Kdede) — KadBc 8chd} (H77)

=— {9x(. (% Kpa By Ba 8ac — Kaa Be Ba) + Kaa By 9chc} (IL.78)

[0xKkBxB] =— {3%(% Ko By By Sac — Kaa Ba Be) -+ Kaa B achc} (1L.79)

[0 xHxB] =— {axc(gggaac — H,B.)+H, 8XCBC} (I1.80)

6.3 Bilanz des elektromagnetischen Drehimpulses

Aus der Bilanz des Impulses kann die Bilanzgleichung fiir den elektromagnetischen Drehimpuls gewonnen

werden. In Analogie zur Mechanik wird die elektromagnetische Drehimpulsdichte definiert als:

L:=xXxp,
in Komponentenschreibweise
Ly = &upe Xp Pe

p ist die im vorhergehendem Abschnitt eingefiihrte elektromagnetische Impulsdichte.
Die Impuls - Bilanz

3:17(1 + aX(;ECLl = _ké
wird vektoriell mit dem Ortsvektor multipliziert. Es folgt
Eabe Xp atpc + Eabe Xb axd idc = —&ubcXp kg

Nun gilt

Eabe Xp al‘pc = at(‘gt/zbcxbpc)7

(IL.81)

(11.82)

(11.83)

(11.84)

(I1.85)
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da ¢ und x; unabhingig sind. Man verwechsele x;, nicht mit der Ortskoordinate eines bewegten Teilchens,
fiir die sehr wohl d,x;, # 0 gilt. Weiterhin gilt:

Eabe Xb axd ia’c = axd (gabc Xb idc) — &abe E'alc 8xdxb (I1.86)
= Oy (€abe Xb Xde) = Eabe Lde Oba (1L.87)
= axd (€abe Xb L) — Eabe Lbe- (I1.88)

Der Term ganz rechts verschwindet, da fiir jeden Index a die verbleibende Konstruktion eine Spur aus
einem symmetrischen Tensor (X5, = X.5) und einem antisymmetrischen Tensor (€., = —&u¢p) darstellt
und verschwindet. Da wir von der Impuls - Bilanz im vorhergehenden Abschnitt ausgegangen sind, iiber-
tragen sich natiirlich auch die Einschrinkungen an die Materialgleichungen auf den jetzigen Abschnitt.
Insbesondere ist hier die Impuls - Fludichte ebenfalls symmetrisch. Somit verbleibt

Eabe X Ox,Zde = Iy (Eabe¥b Zac)- (11.89)
Eingefiihrt werden nun tiber
Tia = €abe Xp Lde (11.90)
der Tensor der Drehimpuls - FluBdichte und iiber
Ly = €apexpkE (I1.91)
die Drehmomentendichte der Lorentz - Kraft. Damit schreibt sich die Drehimpuls - Bilanz als
OiLg+ 0, Teq = —la, (11.92)

in der wir die bekannte Form einer Bilanzgleichung wiedererkennen.

7 Elektromagnetische Potentiale

Durch die Einfithrung elektromagnetischer Potentiale ist das homogene Maxwell-System (I1.3) und (I1.4)
leicht zu befriedigen. Die Gleichung
AhB=0

wird befriedigt durch Einfithrung des Vektorpotentials A iiber
B=0dxA . (11.93)

Das Induktionsgesetz
AXE+dB=0dx(E+dA)=0

wird befriedigt durch Einfithrung des skalaren Potentials & iiber

E+JdA=—-0D . (I1.94)

Das ,,—* wird in Analogie zur Mechanik eingefiigt. Somit folgt
B=0d:xA (IL.95)
E=—-0A-0® (11.96)

und die homogenen Maxwell-Gleichungen fiir beliebige Potentiale A und & sind gelost.

Wir behalten die Bezeichnungen A und P, die bereits in Kapitel I eingefiihrt wurden, bei. Jetzt ist aber zu
beachten, daf} die MaB3systemkonstanten & und 1y den Potentialen eine physikalische Dimension verleihen.

E und B ausgedriickt durch die Potentiale A und ® werden nun in das inhomogene Maxwell-System (II.1)
und (I1.2) eingesetzt. Dazu sind die Materialgleichungen festzulegen. Wir betrachten
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1. ein lineares Medium
2. ein isotropes Medium
3. ein ruhendes Medium

4. keine explizite Zeitabhingigkeit der Materialkoeffizienten.

Somit sollte gelten

Q 808E ’
H=xokB bzw. B=uyuH

€ und x sind zeitunabhingige Skalare. Einsetzen von D und H ergibt
1 .
3£>< - ﬁ = at(‘gOgE) +] )
HoHt -
dy (&0€E) = p
Anwendung der ,,Produktregeln® fiir die Rotation und Divergenz liefert

1 1
ﬁalXE_FaJLE X B= SO#OSatE+“Ol )

1
EHRE+E -die=—p
v €=

dxB—dyIny x B=€UoEUTE + Holtj

1
HhE+E-dIne=—p
- - &€

X B = €UoEUE + o j+ s Inu x B

1
alE: ﬁp—ﬁ(&lne

Einarbeiten der Potentiale ergibt

Oxx Oy x A = —Eo o€ A — E9lo€M Dy P+ Hoftj+ Ox Inft X Dy x A

DA -0 D = ip +(9A+0,D)d Ine

— 07 A+ €0loEIA = Uoltj — Oy Ox A — €0 o€ Oy P+ O Inft X yx A

02— 9,04 = %p +(9A+0,0)0 Ine

Weitere Vereinfachungen dieser Gleichungen werden im nédchsten Abschnitt beschrieben.

8 Eichtransformationen

I1.97)
(I1.98)

(I1.99)

(IL.100)

(IL101)

(IL102)

Aus Kapitel I ist bekannt, daB die Potentiale A und @ nicht eindeutig bestimmt sind. Sie kdnnen gewis-
sen Transformationen — genannt Eichtransformationen — unterworfen werden, ohne die physikalischen

Felder E und B zu veridndern.
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Wir wenden nun Eichtransformationen an, um die Gleichungen (II.101) und (I1.102) zu vereinfachen:

A=A+ x (11.103)
d=d' -0y ,  x: Eichfunktion . (I1.104)
Zundchst wird gepriift, ob E und B unveréndert bleiben.
B=0ixA=0,x (A + 0y x) = x A
E=-0A~0i®=—0(A"+ s x) — s (P —x)
E=—-0A — 8£<I>’ — 0,0 X+ 0x0iX
—_——
=0

Offensichtlich sind E und B eich-invariant beim Ubergang von A, ® zu A, ®'. Wir setzen nun die trans-
formierten Potentiale mit zunéchst beliebiger Eichfunktion y in die Gleichungen (II.101) und (I1.102) ein
und erhalten

A(A/ + a{%) - Eoﬂosﬂazz(él + a{%) = *.LLOIJZ
+ 0k (Oc A"+ Ax + o toe P — €oto€ I X)

(%)
— €Uo0y (W) (D' — i x) — Ay Inu x yx A’ |

(IL.105)

A® — )+ (A + 3y g) = —%p (94 + 3,90, Ine . (I1.106)

8.1 Lorenz-Eichung

Wir wihlen nun eine spezielle Eichfunktion, so daB der Term (x) verschwindet, d.h. es ist fiir y die soge-
nannte Eichgleichung

Ay — goloepnd Y = — 0, A’ — eolloe o, D (11.107)
zu erfiillen. Explizit ist die Losung tiberhaupt nicht von Interesse; das Wissen um ihre Existenz ist ausrei-
chend. Wir nennen diese Losung ). Dieses )z benutzen wir, um zu

A=A+du (I1.108)
=9 -9y (I1.109)
zuriickzukehren, und erhalten
AA — gopoE LA = — oL j — EoloOy (E11) 0P — Oy In 1 X Dy x A (I1.110)
A(I>+8,8£A:fép—(8,4+8£<b)8iln£ . (IL111)
Die Eichgleichung wird zu
oA+ o d® =0 (Lorenz-Bedingung). A1.112)

Spezialisieren wir noch auf den wichtigen Fall homogener Medien (d, u = d, € = 0), ersetzen dy A ver-
mittels der Lorenz-Bedingung und fiihren die Abkiirzung

1
Cph= —— (Phasengeschwindigkeit)
NI £ s
ein, so folgt
1 .
A — —-9A = —popj (IL.113)
Cph
AD— Lo ] (IL.114)
. soep ‘ '



8.2 Coulomb-Eichung 43

Diese beiden Gleichungen sind von gleicher Form und sie sind entkoppelt! Sie reprisentieren inhomogene
Wellengleichungen und sind zusammen mit der Eichgleichung den Maxwell-Gleichungen dquivalent. Die
Lorenz-Eichung ist nicht die einzige Moglichkeit zur Vereinfachung der Gleichungen fiir die Potentiale
A und ®. Thr Vorzug besteht in der Entkoppelung der Gleichungen fiir A und ®, deren Symmetrie und
schlieflich ist die Lorenz-Bedingung koordinatenunabhéngig und ordnet sich in natiirlicher Weise in das
Konzept der speziellen Relativitétstheorie ein.

8.2 Coulomb-Eichung

Die Wahl anderer Eichfunktionen als ) fiihrt auf andere Eichbedingungen und die Formen der Gleichun-
gen fiir A und @ &ndern sich natiirlich auch. Von Bedeutung ist auch die Coulomb-Eichung, bei der eine
Eichfunktion )¢ benutzt wird, die

oA+ xc)=0 (I1.115)

realisiert. Riicktransformation auf A und ® ergibt dann die Eichgleichung

AhA=0 (Coulomb-Bedingung) (IL.116)
sowie
1 1
A — =0} A=—ioptj+—0x P —dy Injt X Iy x A (IL117)
Cph ~
1
A@:—Qp—(c?,é—l—a&d))&llns . (IL118)

Beschriinken wir uns wiederum auf homogene Medien (d; tt = dx € = 0), so folgt

1 1
AA—CTQZAZ—NO“HCT&&@‘D (I1.119)
Ph Ph
1
AD=——p . 11.120
808p ( )

Fiir das skalare Potential ® gilt die Poisson-Gleichung, deren Losung wir in Kapitel I bereits ausgerechnet
haben:

1 /
Plar) = o /dv’p@’t) : (IL121)

|x — x|

Das skalare Potential ® ist somit das momentane Coulomb-Potential der Ladungsdichte p (x,7).

Damit kann der Term 0x d;® in Gleichung (I1.119) berechnet werden und es verbleibt eine inhomogene
Wellengleichung fiir A. Die rechte Seite dieser Gleichung 14t sich jedoch deutlich vereinfachen.

Wir zerlegen die Stromdichte in zwei Anteile

j= ZL + ZT
J; ist der longitudinale oder wirbelfreie Anteil mit

8£><L‘=O . (I1.122)
Jr ist der transversale oder quellenfreie (solenoidale) Anteil mit

djp =0 . (IL123)

Diesen Ansatz setzen wir in die Vektor-Identitét

dex dpx j =0 (e j) —Aj (I.124)
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ein und erhalten

AGj, +jp) =0 (B j,) — X dex ji. (IL.125)

Auftrennung ergibt
Aj, =0x(dj,) (I1.126)
Ajy=—0sx(dex j;) - (IL.127)

Hier interessiert nur der longitudinale Anteil j I Addition einer Null auf der rechten Seite (dx Jr= 0) ergibt
Aj, = Ay (Ovj) - (I.128)

Die rechte Seite wird als Inhomogenitét einer Poisson-Gleichung aufgefa3t und die formale Losung fiir j .
in der Form

) 1 /ax/(axlj(x,’t))dv’

i (x,t) =—— 11.129
Jj; (&, ype o] ( )
erhalten. Partielle Integration liefert
t) / o j( 1) ! —dV’ (I1.130)
X, ¥ . .
i 4 ' |x X'
Nun gilt
1 1
o’ =—d
-] Ty
und es folgt
1 Ok /j(l/v t)
i (x,t)=—-—0; [adV'—-= . I1.131
lL(E’ ) 471' )L/ |E_£/| ( )
Wenden wir die Kontinuititsgleichung
o j( 1) +ap(x,t)=0
an, so ergibt sich
i (x.1) laa/wm@ﬁ (I1.132)
X,t)=— .
I\ 4 X7t lx— x|
Herausziehen des skalaren Potentials & liefert
ZL@’[) = £)€0, 0, D (I1.133)
bzw.
— Hopj, + 8 a®=0 ; (I1.134)

P

der longitudinale Stromanteil und die Ableitung des skalaren Potentials ® kompensieren sich gerade. Auf
der rechten Seite von (I1.119) verbleibt nur noch der transversale Stromanteil:

AA — %@24 = —HoM ] (IL.135)
CPh

AD = —Lp . (I1.136)

Aufgrunddessen wird die Coulomb-Eichung auch transversale Eichung genannt.
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9 Retardierte und avancierte Potentiale

Nachdem in den vorangegangenen Abschnitten Grundgleichungen aufgestellt und umgeformt wurden, sol-
len einige nun geldst werden.

Vorausgesetzt sei ein homogenes isotropes Medium mit Strom- und Ladungsquellen. Fiir die Beschreibung
des elektromagnetischen Feldes verwenden wir die Potentiale A und ®. Wir eichen die Potentiale durch die
Lorenz-Bedingung

1
KA+ 5 9P=0 . (IL137)
Cph
Dann gilt

2 |y .
GA— 50 A= —Louj (I1.138)

x 2, J
2o Lappo L (11.139)

x C%’h P = €O£P . .

Es handelt sich hier um lineare partielle Differentialgleichungen 2. Ordnung, speziell um Wellengleichun-
gen. Die allgemeine Losung linearer Differentialgleichungen setzt sich zusammen als Summe der allge-
meinen Losung des homogenen Problems und einer speziellen Losung des inhomogenen Problems. Die
in der allgemeinen Losung des homogenen Problems enthaltenen Freiheitsgrade werden genutzt, um die
Losung an mogliche vorgegebene Rand- und Anfangswerte anzupassen.

Wir wollen hier keine speziellen Rénder betrachten, sondern den unendlichen Raum,
in dem sich inselartige Strom- und Ladungsquellen befinden. Von Interesse ist
dann nur die Lésung der inhomogenen Gleichungen. Fiir ® gilt:

®(x,1) ) av' . (I1.140)

1 P(&'J?‘ii‘
_471'808/ |x — x|
Vv

Dieses Ergebnis beweist man durch Einsetzen in die Ausgangsgleichung.

Bemerkung: Fiir cpy, — oo gelangt man formal zum stationdren Grenzfall. Die Wellengleichung geht dann iiber in die

Poisson-Gleichung
1
AP =——
&¢E P

mit der Losung

_ 1 ' P(E/) /
)= 4meoe ) szz’ldv

Diese Situation wurde bereits in Kapitel I besprochen.

Offensichtlich existieren zwei Losungen, die sich in der Quellzeit um ein Vorzeichen unterscheiden. Die
Losung mit dem Zeitargument

lx—x/| . .
tgR=t— ——— (retardierte Zeit) (II.141)
CPh
beschreibt das retardierte Potential, die mit
lx — x| . .
th=t+— (avancierte Zeit) (11.142)
CPh

das avancierte Potential. Das die beiden Losungen auftreten miissen, ist klar, da die Wellengleichung inva-
riant gegeniiber der Transformation cpy, — —cpy, ist.
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Wir diskutieren nun die beiden Losungen. Wir betrachten das retardierte Potential zur Zeit t am Ort x,
®(x,t). Dieser Potentialwert wird nun durch die moglichen Quellstirken p an den verschiedenen Orten
x' zu den Zeiten g bestimmt. Da aber stets 7z < ¢ gilt, wird das Potential zur Zeit r von Quellstéirken zur
gleichen Zeit oder von vorherigen Quellstédrken festgelegt. Die Kausalitit ist gewahrt.

Das avancierte Potential zur Zeit ¢ wird jedoch von Quellereignissen zur Zeit t4 beeinflulit; wegen 4 > ¢
ist hier die Kausalitidt nicht gewahrt: Zukiinftige Ursachen zeigen gegenwairtige Wirkungen. Diese Lo-
sung muf} offensichtlich ausgeschlossen werden. Diese zusitzliche Mafinahme tiber die Einfithrung der
Maxwell-Gleichungen hinaus, legt den Schlufl nahe, dal die Maxwellsche Theorie keine abgeschlossene
Theorie darstellen kann.

Fiir A gilt vollig analog

lx—x \)
x ==
/ ""‘“ ST e ) gy (IL.143)
sowie auch die vorangegangene Diskussion.

Achtung: ® und A mit den obigen Darstellungen erfiillen die entsprechenden Wellengleichungen. Zu prii-
fen ist jedoch auch die Erfiillung der Eichgleichung!

Es soll also die Eichgleichung (I1.137) iiberpriift werden. Einsetzen der retardierten Potentiale A und &
(avancierte Potentiale analog) ergibt

Lol j(x’ tF ‘Kill) L 1 | :
’ = . ! ! X—X ;!
) ey Y, dp (2,1 av' L0
ar 7 =X +cl%h4nsogv x| dy <x, Foo )
JR) 9ot
:/( \x x]f\ t(;(ic;clf))dv/é() wobei fRZtR(t,g,g’)
Nun gilt
j(ll’tR) L) 1 at/ej
T tR)- 0y —— + —R=_ )¢
S lx—x 16 tr) = = 2 R
x—x 1 x—x
=5 Jj&\ )9, 27a
|&_E/|3 l(l R) tRJ CPh |x x‘Z
Andererseits gilt
9 ,J(& 1) )0y 1 9,/ j(x',tr) ’tR+8IR1'a£/tR
LER)
Cler] T ey x— |
/ /
X—X ! 1 ' x—x
= — 7t _— a ,t 7(9 t
|)£_X/|3l(£ R)+ ‘5—&" ( il(i R) +CP tR](x R) |)£ x,|>

Damit kann man schreiben

J&w) i) O )|,
x—x| 7 x—¥| |x—Y

PN (I1.144)

Dieser Ausdruck wird im Integranden der Eichgleichung genutzt und es folgt

/ <_ax,j(x’7m) . %' j& k)|, . 8tp(x’,tR)> V—o

|x — x| lx — x|

Der zweite und dritte Term bilden die Ladungsbilanz

a)i/l(llatR) | IR J’_alp(llutR) = 31/1(!7@) +3tP(EIJR) =0
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und heben sich heraus. Den verbleibenden ersten Term formen wir mittels des GauB3schen Satzes um zu

/8’]( ®) i f L) 4o
\4

|x — x| |x — x|
S

Die Oberfldche S liegt im Unendlichen, wo die inselartige Stromquelle j verschwindet. Somit verschwindet
der gesamte Term und die Eichgleichung (I1.137) ist erfiillt.

Zum Abschluf} dieses Abschnitts soll noch die Darstellung der retardierten und avancierten Potentiale mit
Hilfe der s.g. Greenschen Funktion erfolgen. Wir beschrinken uns 0.B.d.A. auf die retardierten Potentiale,
denn mit cp;, — —cpj, gelangt man zu den avancierten Potentialen.

Die retardierte Greensche Funktion der elektromagnetischen Wellengleichung ist durch

a(tftlf%) f /
—_—T ur t>t
Glx—x,t—1) = Amls—x]| (IL.145)

0 fiir t<t

definiert (siehe auch Skript Rechenmethoden Abschnitt 7.3.2).
Damit lassen sich die retardierten Potentiale darstellen in der Form:

Ax,t) = ,uolu/dV//dt’G(g—g/,t —t/)l'(g’,t')
| (I1.146)
— /dv’/dt'c(kg,t Y p()

Zum Beweis setzen wir die Greensche Funktion ein und fithren die Zeitintegration aus. Fiir das skalare
Potential folgt dann

P Jx— x\)

R o I /L]
N = =
+L/dv’/dt’ 0 p,t)
&€ =7

p.t) x—x]
1) = dv /dt’ —-= = ¢
(P * 471?8()8/ | —x’| cpp )

[x—x|
1 p(llvtf - )

1) = av’ —
¢()£7 ) 471:808/ |E_£/‘

Die Beweisfiihrung fiir das Vektorpotential ist natiirlich analog.

(IL147)
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10 Multipol-Entwicklung

Die retardierten Potentiale sollen nun ausgewertet werden fiir gro3e Entfernungen von inselartigen Quellen.

und Taylor - Entwicklungen nach x’ sind somit naheliegend. Im Fernfeld (|x| >> |X|) liefern bereits die
Terme niedriger Ordnungen prizise Darstellungen. Physikalisch ist auch klar, daB fiir groe Entfernungen
des Aufpunktes von der Quelle, eine sehr spezielle Mikrokonfiguration der Quellfunktionen p und j nicht
entscheidend sind, sondern die Potentiale durch globale Parameter der Quellfunktionen bestimmt werden.
Folgende globalen Quellparameter werden innerhalb dieses Abschnitts definiert:

. Gesamtladung 0:=[dV'p(X,1)

. Elektrisches Dipolmoment  p(t) := [dV'x'p(¥',1)

. Magnetisches Dipolmoment m(t) =% [dV'x x j(X,1)
Auflerdem wollen wir aus praktischen Griinden folgende Abkiirzungen verwenden:

o r:=|x]

° vi=cpy

Die betrachteten Materialien seien wiederum linear, homogen, isotrop, relaxationsfrei und remanenzfrei.
Die weitere Miihe besteht nun in der Taylorentwicklung der Potentiale

o
jl e =

lx — x|

) =2 [ av
- (IL148)
XX )

O (x,1) = ! /dv’p@’t_ v

~ 4nee x— x|

Wir betrachten zunichst die Funktion:

&)= £ ) o= e = (= )24 (0= )2 (3 — 4 (IL149)
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und entwickeln bei x’ = 0 bis zur ersten Ordnung in x}, x5, x5. Es folgt

of of of

1,%5,%5) = £(0,0,0) + =2 X+
f(‘x17x27x3) f( ) axl 1+ax2 29) +axg 0x3+
x| ==l - ’z—’%xg+
/ xx'
p—x|=r—="+.. (11.150)
1 1 1 !
rm =+ 5+
=l r(1- ) r
11 xx
=¥
Nun werden die Quellen in folgender Weise entwickelt
—x oo dp(Xr—1=
p(x’,t—M)zp(E,t—;H%a | & +..
1% R 0
y ‘5_1/| , , al(£/7t_€) , , (11151)
1(57 — " ):l(&,f—;)—f— a[R (9£ 1R OX +...
wobei die retardierte Zeit des vorigen Abschnitts iibernommen wurde:
x— x|
tgR=1t—
v
Nun gilt
8xllR :é
- 0 ry
und statt % schreiben wir einfach a@. Dann folgt
R t
_y . dp(X,t /
poa— BTl oy PO 2
v d1 v (IL152)
( / ¢ |£7£,|) ( /t r)+a](£/at r) X 7/+
X, t— = — =
A v A ot rv
Fiir das skalare Potential ergibt sich dann
1 dp(x,t—1L) xx 1 xx
1) = av’ =) ——— == b -
9(x:0) 4%808/ {p(x, 2k ot rv + }{r+ r3 + }
1 1
)= - [avip(x;t—= /dV =)+
0050) = ez {5 [aviote= D (5 + 45 )+
) 0 . L 9 (I1.153)
1) = =+ Z+>=)plt—2)+..
¢ 1) dmeye { r + (r3 + rty 8[) plt=3)+ }
1 1 xplt—5 1 xplt—5
¢(x,1) = e *(2 )+ 2 R )+...
drege r Amege rov 4reye r

Der erste Term entspricht dem Potential einer Punktladung Q; er fallt mit % im Fernfeld ab. Der zwei-
te Term ist ein typischer dynamischer Dipolbeitrag, der ebenfalls mit % abfillt; man beachte|x| = r. Der
dritte Term tritt auch bei einem statischen Dipol auf; er féllt mit riz schneller ab als die beiden ersten Terme.

Fiir das Vektorpotential ergibt sich

o djr—1= 1 !
A(X,t):’ﬂ‘/dv’{j(x’,t—vwr](xat)xx +}{+x§+}

ry

MLﬂ—ﬁf{i/ﬁWﬂfJ—D+<:+ v&>/ﬁV]xt—)@xH-}

(IL154)
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Die Terme konnen weiter umgeformt werden. Fiir die Umformung des erstens Terms gehen wir vom elek-
trischen Dipolmoment

= /dV’jp(g/,t) (IL.155)

aus. Zeitliche Differentiation ergibt:

/dV X px',t)
= —/dV/g/&i l’(;,t)
palt) == [[aV',34 (1)
palt) == [ V'3 o)+ [ V' in )30

—/de]xt+/deaxt)

0= [aVie

da fiir inselartige Quellen die Stromdichte auf einer Oberfliche S’ jenseits der Insel verschwindet und mit
ihr das Oberflichenintegral. Somit verbleibt fiir den ersten Term

(IL156)

B(z—g):/dv’l(g,t—g) : (I1.157)
Fiir den zweiten Term gehen wir vom magnetischen Dipolmoment
/dV x X (. X' ,t) (I1.158)

aus. Vektorielle Multiplikation mit x ergibt
m(t) X x = %/dV’ (' % ji(x',1)) xx
m(t) xx= % /dV/g X (l(gﬂt) xg’) (I1.159)

=3 v ) X )

Der duflerste rechte Term ist weiter in Komponentenschreibweise umzuformen:
/dV’x; xp Jp(X',1) = xp /dV'xZ Spe Je(x,1)

—xb/dv aa/]cxat):_xb/dvll%

:—xb/de,,a,JCxt x;,/dv’x;7 ZJCL)

(IL.160)

/
= —x /dV X, ja(x' 1) + xp /dV’x' xp,p

Somit folgt
m(t) xx= %/dvlj(fat)@&/)
+1 / av' (1) (xx)

3 [avip.nx () (IL161)
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So lautet der gesuchte zweite Term im Vektorpotential

Jav' it 1))
(I1.162)
=m(t—1) xz+%/dV’p(z’,t— 2)x (xx)

Der #duBerst rechte Ausdruck ist aber von 2. Ordnung in x/, so daB wir ihn in unserer Betrachtung bis zur 1.
Ordnung in x’ weglassen konnen. Es verbleibt

Alwt) =T 726 =3)
Hop (1 1L 9N . »
T (,3 toa g, | mir =) Xt 1L163)
_ Hop (=) | pop m(t— ) Xx  pop m(t—§) xx
Alx,1) = Ax r AT 2y + in 3 ¥

Um die duBerlich symmetrische Form der Multipol- Entwicklung des skalaren und des Vektorpotentials zu
verdeutlichen,stellen wir beide Gleichungen noch einmal zusammen:

1 0 n 1 plt—4%)x 1 pt—15)x

t — = = e

9x1) drwege 1 dmege  rly dmeoe 13 i (I1.164)
pop P—§) | pop it —£) Xx | piopt m{t —§) xx

A ff=—=—~ e - 3 o

,(Xa ) A 7 + 41 r2y + 4w r *

Spezialisierungen auf konkrete Quellfunktionen sind nun leicht mdéglich, ebenso wie der Fernfeldberech-
nung von £ und B.

Wenn die Taylor - Entwicklung weiter als bis zur 1. Ordnung in x’ vorgenommen wird, erscheinen auch
hohere Momente als Monopol und Dipole, nimlich

e Quadrupole

e Oktupole

e ctc.
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11 Elektromagnetisches Feld einer bewegten Punktladung

Wir betrachten eine Punktladung q, die sich mit der Geschwindigkeit v(¢) entlang einer Bahnkurve r(¢) im
Vakuum bewegt.

Letztendlich soll fiir dieses Standardproblem die Abstrahlung elektromagnetischer Energie untersucht wer-
den. Dazu sind folgende Schritte auszufiihren:

e Berechnung der retardierten Potentiale A, ¢
e Berechnung der elm. Felder E,B
e Berechnung des Poynting- Vektors

e Berechnung der Intensitit der Energieabstrahlung in den Raum

11.1 Lienard- Wiechert- Potentiale

Die mit der bewegten Ladung verbundene Ladungs- und Stromdichte 148t sich leicht konstruieren:

p(x,1) =q8(x' —r(r))

JO0) = 1) 10) = u(e) 32— £(1) e
Zunichst iiberzeugen wir uns von der Erfiillung der Ladungsbilanz. Mit der Abkiirzung
y(t) =X —r(t) (I1.166)
folgt
ap(x',1) =q0,8(y(1))
=q 9y, 6(y(1)) - Ya
=—q 0y, 6(y(1))va(1)
=—0dy,qva6(y(1)) / (IL.167)
= (a3 — 1)} 5



11.1 Lienard- Wiechert- Potentiale 53

Zur Berechnung der retardierten Potentiale gehen wir von deren Darstellung mit Hilfe der Greenschen
Funktion aus, also

1
t) :a/dV’/dt’G(;—;c’,t—t’)p(g’,t’)

(I1.168)
Alx1) :[,Lo/dV'/dt’G(;c—g’,t—t’)l'(g',t')
Einsetzen der Quellen und Greenschen Funktion liefert
i ]x=x| x’\
av' | dr S(x —r(t
/ / |x T (&' —r(r))
(I1.169)
_Ho o(r—1'— él)
A(x,1) /dV/ / dar' () S(x' —r(t))
kX
Integration iiber das Quellvolumen ergibt
t /
St —¢' — =l
own =L [ar® )
4rey |x—r()]
‘:" _ (IL.170)
—r(t
quo/ ()8t —1' = 5=0)
A(x,t dr
A= ]

Die dt’ - Integration 148t sich nicht unmittelbar ausfiihren, da der ¢ - Wert, fiir den das Argument der 6 -
Funktion verschwindet, i.a. nicht explizit angebbar ist. Es folgen die Substitutionen

R(t") :=x—r()

R(') :=R(t")| = |x—r(t)] (IL171)
3 ::t’—t—&-R(t)
sowie
dé  1dR(t')
ar e
dR(') R dR
di'  OR dt
dR(') n R(")
= =—(t ) R() (I1.172)
dé _ v() R()
dar' c R(t')
dt' dr’ dé

—r(0)]  R() Ry — LR

Damit nehmen die Potentiale die Form

(IL.173)
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und somit
q 1
x,t) = ;
¢(7 ) 47T£() R([/) _ iV(t/)R(t/)]
ret (I1.174)
q Mo v(t') v(t')
A(Lt) ~ an / Lo( / -T2 (P(X’t)
A | R(Y)— L(R() c
ret
an. Das Symbol [...],.; markiert, daB ¢’ aus E =0=1¢'—1+ @ auszurechnen und in der prinzipiellen Form
t' =1t (x,1) (11.175)
einzusetzen ist. Explizit 148t sich ¢’ nur fiir einfache Bewegungsprobleme angeben.
Die o.a. Potentiale heilen auch Lienard - Wiechert - Potentiale.
11.2 Feldberechnung aus den Lienard - Wiechert - Potentialen
Ausgangspunkt sind die Lienard - Wiechert - Potentiale in der Form
q 1
x,t) =
(')
A(&J) = 2 ¢(£5t)
mit (I1.176)
' =t'(x,1)
aus
—r(@) 1 )
t—t' = =—|R({")| = —R(t
S0 IR() = —R()
Fiir die Feldberechnung
E = — ax ¢ - atA
- - - 11.177
B=0xA ( )

sind A und ¢ nach x und ¢ zu differenzieren, die explizit von x und implizit iiber ' von x und ¢ abhingen.
Demnach werden die Ausdriicke %—’; und d, ¢’ bendtigt. Diese Rechnung fithren wir im Detail vor; sie ist
eine perfekte Ubung fiir implizites Differenzieren und die Anwendung der Kettenregel. Aus

1

t—1t'(x,1) = - lx—r(t' (x,1))] (I1.178)
folgt nach Anwendung VOH% zunichst
o 14 or’
Wir substituieren
R=x-r(f') , R=IR| (I1.180)
und berechnen den rechten Term separat:
d d JdR,
—~ R=—R.- ¢
ot’ oR, ot
R, dra(t)
=R (— o (I1.181)
—r(
_ X Z( ) E(t/)

x—r(t)]
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Somit folgt
or’ 1 x—r(t) ot
l—-——=—"—Fy(') = 11.182
7~ e Y% (I1.182)
und daraus
or’ 1 R
o T M) g ik (I1.183)
¢ Jx—r(r')] ¢
Die Gradientenbildung von ¢’ ergibt
/ 1 / 1
— ot (x,1) = = I |x—r(t'(x,1))| = = 4R (11.184)
x c o P

Fiir die Brechnung des rechten Terms benutzen wir wiederum die obige R - Substitution und schreiben in
Komponenten

OR, Ry OR
Oy R=0Og,R=2 = =2 220

dox, R dx,
Nun ist

IRy, _dxp  Inp(t'(x,1))

dx, Odxg x4

8r;, or’

=0 5 o,

ot

:6ba - Vb(t/) 8_xa

und somit

R, ot’
3xaR :f (61%1 —Vp a_xa>
R vy Ry, ot
ox,R=-"2-22
YETR TR ox
R R
UR="~ % o1
Fiir d, ¢’ folgt schlieBlich
oyt = 3,
— 0yl C7R<R_EK 1)
R 1
ot =—
* CR 1

Fiir die spétere Anwendung stellen wir noch eine weitere Beziehung bereit

ot Eat/_ 1 R 14 R
S e T T R T AR &
Cc c
_1R-gy
VR

(IL185)

(I1.186)

(IL.187)

(IL188)

(IL.189)
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Nach diesen Vorbereitungen berechnen wie die Felder E und B. Ausgangspunkt ist

_q 1

¢747€£0R—%
14

A==

A=59

mit

(IL.190)

1 =t'(x,1)
implizit gegeben durch

1
/! !
t—t =—R(t
R(1)
Zur Berechnung von E stellen wir dy ¢ und d;A bereit. Der Gradient setzt sich aus zwei Anteilen zusammen:

Zum einen durch Differentiation bei festgehaltenem ¢’ und zum anderen durch Differentiation nach dem in
t' enthaltenem x. Dann folgt

_ a9 .,
o =00 t,+§8£t . (II.191)
Nun ist
q 1
ok —
7¢ ¢ 471:80 TR_1LR 4

4mey (R—% 2
N (IL192)
14
__ 4 R ¢
= 2
4rey (R—%)
g 1 R-%y

Weiterhin berechnen wir

9 _ g 9 1
dr'  4dmey I g _ R

c

J VR
. q o (R* 7)
B 47[80 (R* YR 2

. q 1 JR RJv vOIR
 4rg (R vg) ot cdt' ¢ o (I1.193)
___1 1 §(_ﬂ)_¥_¥(_ﬁ)
T A7;e (R— ﬁ)z R or ¢ ¢ or
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Die zeitliche Ableitung des Vektorpotentials liefert

IA = éat (v() 9 (x,1))

1 , or’
=0 (v(7') 9 (x,1)) = (I1.194)

1 /. ¢\ dt
atA—Cj <V¢ +V8t’) o

Das elektrische Feld ergibt dann

B dop . , 1 dt' v dgar
E=ab| ~ond = @Yoo
_ 9 , v o 1o
E=—0¢ t,_aﬂ<axt+c28t>_czv¢al‘
_, a4 1 R
= Amwey R (R_% 2 (I1.195)

2
g J1 R-(v 1<%_v7) (R—%v)
E:4 R 7T .
b22) (R—%) c (R—%)
g J1GRR-%y) 1 iR
4dzey | 2 (R—ECR) 2 (R_%>2
g REE) (R (-2 &2y
_47180 3
=
g 1 (vR)(K—?y)—XR@_zTB)
+4 = i
g ¢ o R
( ‘ (I1.196)
q (5*52)(1*{—%%—37%2)
4re 3
o
g 1 (R—2v)Ry)-¥»(R(R—-EY))
C
2
g 4 (B—gk)(l—ﬁ—)
= dne ( _§)3
41 lBX((E_ v) X p)
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Dieser Ausdruck fiir £ 146t sich i.a. nicht weiter vereinfachen.

Das magnetische Feld B berechnet sich wie folgt:

p=axa=oox (2 o)

11.197
| ) ( )
E:C*2¢8£XE+C*28£¢XK
Nun gilt:
dv. ot'
/ - — e
(9ex (1)), =Eabe O Ve = Eabe 7 5 (IL.198)
O X v =0t X ¥
und somit
1 , 1 a¢ .
gchqualt ><v+cz<8x¢ t(—}-Wa&t XV
YR | VR )2 11.199
B q 1 Rxv 1 1 E—§E I(VW_FVT_V?)B " ( )
= —— - = v
— 4me 3 rR\2 (2 R R\2 R\ -
(k=) (r=it) ¢ (r-)
Wiederum separieren wir die v - Terme und erhalten
R R 2 R R
poa 1) R(RE) R L(F )R (R )R R
2= 2 3 Y 3
(e (e
(I1.200)
Einarbeitung von v x v = 0 liefert
g 1 R(R-E) (R -2)  H(R-E)Rxu+ LR R4y
E:747F80€72 R\ Bxv+ R\?
(e (e
Lz ¢ (I1.201)
1 R 1
B=— 1 {( 2>va+(R—V)va+QWMva}
4re 2(R g) c c
c
Diese Beziehung 146t sich kompakt darstellen in der Form
IR
B=-=xE . (I1.202)
cR

Zum Beweis setzen wir E ein und zeigen die Ubereinstimmung. ZweckmiBigerweise betrachten wir die
v - abhédngigen und v - unabhiingigen Terme getrennt. Fiir die entsprechenden Anteile ist dann folgendes
nachzuweisen.

v - unabhingige Terme:

2
1 1-5 1R — 2 2
-1 - < 3E><£:7:><L — Cv3<1—v2>
4mey ¢ R_ R cR 4ng R_ LR c
¢ c (I1.203)
1 1R R 1
—SRxy=——x(R——v|=—5Rxy U
c cR c c
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v - abhingige Terme:

g 1 1 1 VR . YR
— = 5 R—=—|Rxv+=—=Rxvy
4mey ¢ (R—£K> c c c

IR ¢ 1 1 R\
=—=X — RX||R——v | Xy
cR = 4rme 2 (R—§>3 c

[SS]

- (I1.204)
VR VR 1 R .
—|(R—=—=)RxV—=—=Rxy=—Rx<{|(R——v|(RV)—V|R|R——v
c c R c c
R R
:—*XX(RV —RX\}(R—V> ]
c
Damit ist die B - Darstellung bestétigt.
Wir fassen die elektromagnetischen Felder einer beliebig bewegten Punktladung zusammen:
1 1 R 2 1 R
E(x1) =1~ R—"v) (1= |+ 5Rx |(R=2v) xv
4rey 2 (R_gf ¢ 2 2 ¢
c
1 R
7()(,1‘) =——=X E )
c
wobei R=R(')=x—r(t') , R=R({)=|R , v=v({) |, (I1.205)

und ' =¢'(x,¢) istals Losung von
R(1")
c

Y =t—

einzusetzen.

Die Feldkonfiguration wird nun diskutiert.

e E1B

e Das elektromagnetische Feld besteht aus einem rein geschindigkeitsabhidngigem Term und einem
Term, der die Beschleunigung des Teilchens enthilt.

e Der rein geschwindigkeitsabhingige Term ist proportional 1/R?, der v - Term ist proportional 1/R
und dominiert daher das Fernfeld.

e Betrachtung der Nahzone

R 2
o q (37?2)07%2)
= Ane, R\3
=
. (I1.206)
q IBXK(I_ZT)
B=— =
- 4mey 2 R 3
R—E)
Fiir v < ¢ folgt
R
E= e &
0
11.207
p_9MoyXR o IXR ( )

it RS 4m R?
Das elektrische Feld geht in das einer elektrostatischen Punktladung tiber; Retardierungseffekte sind

wegen R/c < t — 1’ vernachldssigt, woraus 1’ =~ 1 folgt. Das magnetische Feld gehorcht dem Biot -
Savart - Gesetz, das in spiteren Kapiteln noch besprochen wird.
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e Betrachtung der Fernzone

4rey c2 ( R 3
(I1.208)
a1 1R (R [(R= ") 3]}
= 47178() 673 E R 3
ot
Fiir v < ¢ folgt
g 4 Rx®xy)
== 2R3
ey R (I1.209)
p—_4 YX R
= 4rmey 3R?
Es ist zu sehen, da3 im Fernfeld fiir v < ¢
E-B=0
E-R=0 (I1.210)
B-R=0
11.3 Berechnung des Poynting - Vektors
Wir schrinken die Diskussion auf v < ¢ ein und berechnen die Nahzone und Fernzone getrennt.
e Nahzone
1
O=ExH=—ExB
Ho
1 g quoRx(vxR)
Uo 4mey 4w RO ({211
q 1 2
1= — (VR —R(VR
e Fernzone
nol 4 a 1[RxX®xy)]x(@xR)
= w 4mey 4mey RS
Ho Teo S € (I1.212)
- > Ho R(¥xR)
= 16m2 ¢ R ’
wobei benutzt wurde
a:=yxR , aR=0 ,
[R x (R )] x (v x R) =ax (R x a) = Ra® —a(aR) (I.213)
=RV xR)’
11.4 Abstrahlung
Der Poynting - Vektor ist bekanntlich die Energiefludichte. Wir erinnern an die Malleinheit
J
I = —- . 11.214
=5 (1214)

Im vorangegangenen Abschnitt wurde berechnet, dal der Poynting - Vektor
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e in der Nahzone Terme proportional v und proportional R und

e in der Fernzone Terme nur proportional R

enthélt. Wir berechnen nun den gesamten Energieflufl des elektromagnetischen Feldes, der von der beweg-
ten Punktladung ausgeht. Dazu betrachten wir folgende Konfiguration.

e Die Bewegung der Punktladung sei zwar beliebig, aber auf ein endliches Gebiet beschrinkt, also
lr(?)| <1 , (IL.215)

wobei / die Ausdehnung der Teilchenbewegung beschreibt. Der Koordinatenursprung O liege in dem
Gebiet. Die Bewegung sei also z.B. elliptisch.

e Wir betrachten eine Kugelsphire S um das endliche Bewegungsgebiet und definieren den Energiefluf3
I als Integral des Poynting - Vektors tiber die Kugelsphire,

1) = jf T(x,1)dS (1.216)
S

Der Energiefluf hat die Maf3einheit

2 I _Ws
N

= =W . (IL.217)
S

e Aus dem vorhergehendem Abschnitt iibernehmen wir die Ndherung v < c.

Der Energiefluf3 soll nun durch eine grofle Kugelsphire S berechnet werden, also

x| >> 1> |r(t)] , (I1.218)
bzw.
x—r(t')=R({')~x (11.219)
mit der Folge, da3
! ! 1
1=t =—|x—r(f')| = —|x
¢ (11.220)
o= B
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Wir wollen hier wieder die bereits im Abschnitt ,,Multipol - Entwicklung® benutzte Abkiirzung

x| =7 (I1.221)

verwenden; man beachte aber, daf hier r # |r(¢')] ist. Dann ist die retardierte Zeit ¢’ ebenso wie im Abschnitt

,»Multipol - Entwicklung®
f=i=r (11.222)
C

Wir berechnen zunéchst den Energieflu}, der mit der Fernzonen - Losung des Poynting - Vektors
2

n_ 4 Mo [p(r) xR
0= 10 R R(t) (11.223)

einhergeht. Wegen x ~ R und r ~ R gilt

ds =r’sindddden |
x R

n=-—=— )
r R

R
2 . 2=
— doR

dS =r-sinddidde R (I1.224)

und damit

2 T
_ 4 @/ / \VXRP
1672

0 0

Fiir die ¥ - Integration ist es zweckméBig, die Polarachse in v - Richtung zu legen, denn dann wird
[v x R| = |v|Rsin®® (I1.225)

und weiter

2
9 Ho 2/ /
=16 < do | ddsin®®

5;—* (IL.226)
3

q* o 52
6mc ~

I =

Mit vollstdndigen Argumenten liest sich das auch als Larmor-Gleichung bezeichnete Ergebnis

2 2
_ 6m HO o))y = ‘16;‘: {y’(r—g)} . (11.227)
Die Intensitiit der Strahlung ist damit abhingig vom Beschleunigungsquadrat der Teilchenbewegung. Sie
ist unabhingig vom Abstand, auler daf die Intensitdt zur Aufpunktzeit t abhéingt von der Beschleunigung
des Teilchens zur retardierten Zeit t — 7. ~ ist gerade wieder die Signallaufzeit ziwschen Ursache und Wir-
kung (Beobachtung).

Die abgeleitete Beziehung ist eine der wichtigsten Formeln der Strahlungstheorie. Thre Kernaussage ist:
Eine beschleunigte Ladung strahlt elektromagnetische Energie ab.

Bisher haben wir nur die Fernzonen - Losung des Poynting - Vektors betrachtet. Der entsprechende Aus-
druck fiir den Nahzonen - Term verschwindet aber. Dies ist leicht zu sehen, denn es gilt

2
_ e 1 2 R

Damit folgt
{vR*~R(vR)}R= (vR)R* —R*(vR) =0 . (11.229)



11.5 Beispiele fiir strahlende Ladung 63

g.e.d.

Damit kann die obige Kernaussage noch straffer gefa3t werden: Eine Ladung strahlt genau dann elektro-
magnetische Energie ab, wenn sie beschleunigt wird.

Bemerkung:

Offensichtlich steht eine beschleunigte Ladung unter dem Einfluss des elektromagnetischen Feldes, das
sie selbst erzeugt. Nun ist es naheliegend, dass die abgestrahlte Energie aus der kinetischen Energie ent-
nommen wird und das Teilchen somit langsamer wird. Ohne Ableitung geben wir an, dass auch Losungen
existieren, die eine Selbstbeschleunigung des Teilchens beschreiben und zu einem zeitlich exponentiellen
Wachstum der Beschleunigung fiihren. Fiir ein Elektron betriigt die charakteristische Zeit 6 - 10%*s. Diese
Losung ist offensichtlich unsinnig und ist auszuschliessen. Die Strahlungsreaktionskraft wird beschrieben
durch die Abraham-Lorentz-Formel.

11.5 Beispiele fiir strahlende Ladung

e Kreisbewegung

e Hertzscher Dipol

s. Ubungsaufgaben.
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12 Elektromagnetische Wellen

In diesem Abschnitt werden freie Wellen als Losung der homogenen Wellengleichung betrachtet. Quellen
sind nicht anwesend, d.h. p =0, Jj= 0. Wir beschrinken uns auf einfache Wellen und einfache Medien —
dies sind aber auch die wichtigsten Fille.

12.1 Ebene Wellen in homogenen und isotropen Isolatoren

€ und u sind ortsunabhiingige Skalare und die Leitfdhigkeit verschwindet (¢ = 0). Die Gleichungen fiir
die Potentiale in Lorenz-Eichung lauten dann

1
AM——-0!A=0 (I11.230)
CPh
1
AD— — PP =0 . (IL.231)
Cph

Da beide Gleichungen die gleiche Form haben, werden die Rechnungen exemplarisch fiir eine beliebige
Komponente — genannt W — vorgefiihrt.

Ansatz: Y(x,t)=Y(k-x—ot) . (11.232)

Die zum Ansatz gebrachten Parameter haben folgende Bedeutungen:

k-x— ot Wellenphase
0=2rf Kreisfrequenz (f: Frequenz)
2
k Wellenvektor der Welle mit k = |k| = Tﬂ’

wobei A die Wellenlinge ist.

Diese GroBen sind zunéchst frei angesetzt. Einsetzen in die Wellengleichung bringt sie in einen gewissen
Zusammenhang. Es folgt

2 wz "
E——)¥'=0 . (I1.233)
Cph

Ein Strich am ¥ bedeutet die Ableitung nach dem gesamten Argument, also nach der Wellenphase. Die
Gleichung 148t sich nur erfiillen, wenn der linke Klammerausdruck verschwindet. Die resultierende Formel

0 =3 k> bzw. ® = fcppk =: +ay (I1.234)
heifit Dispersionsrelation.
Bemerkung: In komplizierteren Medien wird auch die Dispersionsrelation komplizierter. Thre allgemeine Form ist
wo=wk)) . (I1.235)
Die allgemeine Losung hat dann die Form

W =W (k-x— oor) + Pak-x+ ant) (11.236)

¥ und ¥, sind beliebige Funktionen. Das Auftreten von Anteilen mit Wellenphasen, die sich durch £y
unterscheiden, ergibt sich aus der Invarianz der Ausgangsgleichungen gegeniiber der Substitution cpp, —

—CPh-
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Die Losungen ¥, W5 heilen ebene Wellen. Die Bezeichnung leitet sich aus der Form der Phasenfliche
ab. Fiir eine willkiirlich herausgegriffene konstante Wellenphase 0 gilt (etwa fiir ;)

k-x— gt = 8 = const. (I1.237)

bzw.
k-x=8+awyt . (I1.238)

Fiir jeden Zeitpunkt 7 beschreibt diese Beziehung eine Ebene. Fiithren wir den
Einheitsvektor n = k/k und die Abkiirzung p = (6 + wot)/k ein, so kann man
die Ebenen-Gleichung (I1.238) in die Hessesche Normalform tiberfiithren:

d=const.

n-x=p . (I1.239)
Den die Ebene abtastenden Ortsvektor x spalten wir in einen Anteil x, tangen-
tial und x,, normal zur Ebene auf. Dann folgt 0 =
k-x=k-x,=k-x, =3+ wot
oder 5
Xp = Y +cpnt - (11.240)

Im Verlaufe der Zeit bewegt sich die Phasenebene mit der Geschwindigkeit +cpy, in Richtung des Wellen-
vektors k.

Fiir W, ist cp, — —cpp zu ersetzen und die Ausbreitungsrichtung ist —k

Wir wollen nun das elektrische und magnetische Feld ebener Wellen untersuchen. Unser Ausgangspunkt
waren die homogenen Potentialgleichungen, die dquivalent fiir die Maxwell-Gleichungen ohne Quellen
stehen. Von den Potentialen gelangt man durch Differentiationen zu E und B. Die Differentiationen sind
aber unschédlich fiir den raum-zeitlichen Zusammenhang, so daf sich fiir £ und B ebenfalls die funktionale
Abhingigkeit

(x,1) =E(kx—o1) (IL.241)
(x,1) = B(kx — 1) (I.242)

& [0

ergibt. Ausnutzen der Dispersionsrelation modifiziert £ und B zu

E(x,t) =E(nxFcpnt) (11.243)

B(x,t) = B(nxFcppt) . (11.244)

Einsetzen in das Induktions- und Durchflutungsgesetz ergibt
!

OyxE=—E' X0 (nxFepnt) =—E xn=nx
0B = FcpnB'

1
OyxH=—nxB

T Hbo™
oD = FeyecpE’
und damit
nx E = +cp,B' (I1.245)

nxB =¥—E . (11.246)
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Die Differentiation nach der gesamten Phase ()’ kann abintegriert werden; die entstehenden Integrations-
konstanten sind Gleichfeldanteile, die wir Null setzen, da sie fiir die Wellenbetrachtungen ohne Belang
sind:

1

CPh

nxE | (I1.247)

(I1.248)

Skalare Multiplikation mit n oder k liefert

I}

E-n=0 , B-n=0 ,

d.h. ebene Wellen sind transversal polarisiert (im betrachteten Medi-
um).

=

/o

Ein wichtiger Spezialfall der ebenen Welle ist die harmonische Welle:
E=E, cos(kx— ot + @1)+E, cos(kx+ wot + ¢2) . (I1.249)
Bequemer ist hiufig die komplexe Schreibweise
E= Elei(kron(Pl) +E2ei(k£+wol+¢z) ) (11.250)

Bei der komplexen Schreibweise ist jedoch darauf zu achten, daB nur der Realteil von E eine physikalische
Bedeutung hat.

12.2 Kugelwellen in homogenen und isotropen Isolatoren

Wir betrachten eine homogene Wellengleichung fiir eine beliebige Feldkomponente W:

1
AY— — ¥ =0 . (IL.251)
Cph

Den Laplace-Operator schreiben wir jetzt in Kugelkoordinaten

1 1
———— 0¥ — - F¥=0 . (11.252)

1 1
=0, (P0,¥) + ——— 9y (sin ¥y ¥
70 (POr¥) & g 9 (sin 995 ) 5% Chh

%

Wir suchen nun Losungen der Form

g Yhr—on (11.253)

,
die insbesondere nicht von ¥ und ¢ abhidngen. Dann gilt

Ry S\
:T
0, (o) =¥" - K*r+¥ k—¥ -k

9, ¥

)

Folglich 5 ; N
k2 lP// w2 [Ij// B (k2 w2) \P//

Um diese Gleichungen erfiillen zu konnen, ist eine analoge Dispersionsrelation

0> =ch k> bzw. © = +cppk =ty (I1.254)
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einzuhalten. Die allgemeine Losung ist nun

1 1
W= W (ke — aor) + W (kr+ onr) (IL.255)

Die Flidchen gleicher Wellenphasen sind sowohl fiir % als auch fiir % Kugeloberflichen. % beschreibt

eine auslaufende und % eine einlaufende Kugelwelle. Eine Ausbreitungsrichtung wie bei ebenen Wellen
existiert hier nicht. Die Kugeloberfldchen breiten sich isotrop aus. Fiir den Normalenvektor der Phasenfld-
chen ergibt sich

d(kr—apt) =k-Or=k==k-e, . (I1.256)
= = r
Spezialfall harmonische Kugelwelle:
Wy L2l - gilkr—aot+er) | h#) L elkrraont+@y) (11.257)
r r

12.3 Ebene Wellen in homogenen und isotropen Leitern

Zwar soll auch hier von auflen kein Quellstrom angelegt sein, aber im Unterschied zu Isolatoren verschwin-

det nun die Leitfihigkeit des Mediums nicht mehr. In die Grundgleichungen ist somit das Ohmsche Gesetz
j=0E (I1.258)

einzuarbeiten, wodurch das elektrische Feld E selbstindig einen Strom induziert. Dazu gehen wir von den
Gleichungen fiir die Potentiale aus und benutzen hier vorteilhafterweise die Coulomb-Eichung; dann gilt

1
AA— 0P A= —jopj, (I.259)
C
Ph
AD=0 . (I11.260)

Transversale Strome miissen jetzt zugelassen werden, Ladungsdichten treten aber nicht auf. Wir konnen
somit @ = 0 als Losung annehmen. Somit treten auch keine longitudinalen Strome j, auf. Dann folgt

E=-ad , 11.261
j=iy=0E=—03A heb
und weiter |
AA — CTaEA —UoUCRA=0 . (11.262)
Ph
Wir suchen Losungen vom Typ harmonischer ebener Wellen:
Alx,) =A- ko0 (11.263)
Einsetzen liefert 5
) N
(—/8 + 0+ iwuouo> A=0 . (11.264)
Cph
Die Dispersionsrelation
2
(0]
K — = —iopopo =0 (I1.265)
Cph

ist nun schon etwas komplizierter geworden. Wihrend wir in den vorangegangenen Abschnitten (k)
bestimmt haben, diskutieren wir jetzt k(). Die Losung fiir k ist offensichtlich komplex. Trennung in
Real- und Imaginirteil k = k, + ik; ergibt

2

K23 = ch . 2k ki — OUUG (I1.266)
Ph
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woraus weiter

2 (@uopo)’ o
" 4k2 e
2 2
4 W 5 (OHHON\S
g-ak-(F) =0
Ph
? w* OUYULO 2
s a5 )
2cpy, (—) \ 4epy
1 o popoch \?
sowie
2
)
kizzk%_ > )
Cph
2 4 2
) ) ® OULC
N="ha +\/404+( 2 ) ’
Ph Ph
1 ® UolLOCh 2
=gy -1+ (PR (11.268)

Die oben angegebene Formel fiir k(@) beschreibt eine nichttriviale metallische Dispersion. k; ist ein fre-
quenzabhiingiger Absorptionskoeffizient. Sei n = k/k der Einheitsvektor der Wellenausbreitungsrichtung,
dann gilt

A(x,1) = Aellhrna—on) g—kinx (11.269)

=0 c*0

o\ |
\\ Die GroBe k;- !ist damit eine Skinlinge (Eindringtiefe). Fiir wachsende
x o wird die Eindringtiefe geringer. Die Felder werden an die Oberflache
ki eines Leiters gedrangt (=Skin-Effekt).
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13 Grenzbedingungen des elektromagnetischen Feldes und der Strom-
dichte

n

Zwei Medien sind an einer Grenzfliche in Kontakt.

Wir berechnen die Ubergangsbedingungen fiir die elek-
tromagnetischen Groflen. Medium I
MAXWELL-GLEICHUNGEN:

8£><Q:a,g+l &D=p
A xE——3,B 9.B—0
jng‘Fpk Medium II

Ziel ist es, die Gleichungen geeignet iiber das Quasi-
Rechteck und iiber den Quasi-Zylinder zu integrieren.
Danach wird der Limes 7 — 0 ausgefiihrt und die Be-
trachtung unmittelbar auf die Grenzfliche reduziert.
Vorbereitend fiihren wir die Flichenladungsdichte oy
und die Flachenstromdichte jg ein:

=1 dh
s hlgtl)/ p ’

h
jsi=lim [ (3)gan
—h

Der Index S bei ( l ) S markiert die Komponente senkrecht zum Quasi-Rechteck, d.h. der Flachenstrom flief3t
in der Grenzflache. Die Flachenstromdichte wird umgeformt vermoge

(IL.270)

h
= l1m/ (E)sdh+lim (]W)S dn . (I1.271)
7h
Der erste rechte Term verschwindet jedoch, da ¢ und E als physikalische GroBen beschrénkt sind. Die
Flachenstromdichte kann somit nur konvektive Anteile enthalten. Wegen

(j (”)) (=P (I1.272)

schreiben wir

js = lim / pvsdh = Ogvs (11.273)
h—0

mit der entsprechenden Konvektionsgeschwindigkeit vg der Flichenladungen.
Anwendung des Stokesschen Satzes auf den Quasi-Rechteckbereich:

(a) / 8£xﬁd§:7§ﬁd;c

Rechteck Rand
1IAB  ,,1.AB 1B pyIIA 1B lA
:(H, AB_ g )~l+(Hn — HMA) ht (BB — A o p

= / (oD + j)dS

Rechteck

/ a,DdS+l/

Rechteck
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0;D kann hier nicht unbedingt als stetig im gesamten Rechteck angenommen werden, Stetigkeit liegt jedoch
stiickweise innerhalb der Gebiete I und II vor. Wir zerlegen das Integrationsgebiet in die Teilbereiche I und
IT und wenden je den Mittelwertsatz an:

/ dDdS = / 9DdS + / aDds

Rechteck Teilrechteck T Teilrechteck 11 (11'274)
= (D", 1-h+(aD")g I-h
Mit der Definition |
(@D)s = 5 {(aD) g+ (aD") } (I1.275)
erhilt man .
/ dx HdS = (D) 2hl —i—l/(l)sdh . (11.276)
Rechteck —h

(d:D)y ist als physikalische Grofe jedoch beschrénkt. Ausfithren des Grenziiberganges & — 0 ergibt:

P — HAP = o,

Insbesondere gilt fiir verschwindende Fliachenladungsdichte (o5 = 0)
H! = H"

Die Tangentialkomponente der magnetischen Feldstiirke geht stetig iiber, wenn keine Flichenla-
dungsdichte vorliegt.

(b) / dx EdS = jf Edx

Rechteck Rand
= (E,”’AB - E,I'AB) 1+ (EIE gAY .y (ELE —ELA) 1

= / atEd§
Rechteck

=—2hl(9B)g , (I1.277)
wobei der Mittelwertansatz analog zu obigen Uberlegungen angewandt wurde. Hier liefert 4 — 0 :
E'=E"
Die Tangentialkomponente des elektrischen Feldes geht stetig iiber.

Die Anwendung des GauB3schen Satzes auf den Quasi-Zylinder ergibt folgendes:

(©) / 9. DdV = f Dds
Zylinder
~(Dh=Df)-F
+2h-27-Ry- D,

:/pdv

Zylinder

h
_F / pdh (I1.278)
“h
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Grenzwert h — 0 ergibt:
D, —D =05 . (11.279)

Die Normalkomponente der dielektrischen Verschiebung geht bei verschwindender Flichenladungs-
dichte (o5 = 0) stetig iiber, ansonsten betrigt der Sprung gerade oy.

(d) / 3 BdV = f Bds

+2h-27 Ry By
=0 . (I1.280)

Fiir h — 0 ergibt sich daraus:
Bl =B . (11.281)

Die Normalkomponente der magnetischen Induktion ist stetig.

(©) | aiav =4 jas

Zylinder
=(jn—Jn)F
+ 7{ jds

M:imel

h
—_5 / pdh-F (11.282)
“n

Weiterhin kann unterteilt werden in:

]{ jds= f jedas+ f jas (11.283)

Mantel Mantel Mantel

Im Grenziibergang h — 0 ergibt der konduktive Strom j (cd) — o E generell keinen Anteil, da sowohl g als
auch E endlich bleiben.

Fiir den konvektiven Anteil

§ i f i

Mantel Mantel

v

"Draufsicht"

2h

unterteilen wie die Mantelfliche in Streifen, so daf3
dS=2h-du

dS =2h-du
gilt.

Das Linienelement des Umfangs du ist nach auflen gerichtet, da

du || dS gilt. Bei der du-Integration heben sich gegeniiberliegende Anteile weg.
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Somit gilt

li ds = li 2hdu = =
hlg(l)/PEE hlg(l)//)y u Gs/yd, 0
Es verbleibt

=t =005 . (11.284)

Die Normalkomponente des Stromes geht stetig iiber, wenn die Flichenladung konstant ist.

(f) Ubergangsbedingungen fiir die Potentiale

Die Felder

7afA7 al(Pv

E =
B=0,xA (I1.285)

diirfen nicht divergieren. Die Potentiale miissen somit stetig sein:

o' = ¢! (I1.286)
Al = Al (I1.287)

14 Elektromagnetische Kraft und Drehmoment

Um die in diesem Abschnitt auftretenden Gréen und Beziehungen iibersichtlich darstellen und kompakt
handhaben zu konnen, fithren wir fiir die Vektoren und ihre rdumliche Ableitungen eine spezielle Kompo-
nentenschreibweise ein:

Indizes, die die Vektorkomponenten des 3-dim. Raumes ansprechen, bezeichnen wir lateinisch mit:
a,b,c,...h=1,2,3

Ein Vektor j hat die Komponenten j,:
J=Ja=(j1,J2:J3)

Die Basisvektoren sind dabei unterdriickt. Zur Klarstellung setzen wir die vollstindige Darstellung mit den
Basisvektoren aber noch hinzu:

J=¢ejja=¢e1j1terjrtesss

Fiir eine rdumliche Ableitung eines skalaren Feldes Z(x) fithren wir die folgende sparsame Schreibweise
mit einem Komma als Ableitungsvorschrift ein:

o Z=7Z,4
Analoges gilt fiir die Komponenten eines Vektorfeldes Z(x):
avab = Zbﬁa

ist gleichbedeutend mit
Z,

Die Einsteinsche Summenkonvektion: Uber doppelt auftretende Indizes wird summiert.
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Das heifit zum Beispiel:

Za,a = Zl.l +ZZ,2 +ZS,3 = aA']Zl + aJQZZ + axng = 8£Z

oder
XgYa =X1Y1+X2Y2+X3 Y3 =Xy
Bemerkung: Spiter benotigen wir die Indizes i, j,k, ... . Diese laufen von 1 bis 4 (z.B. dx; dx; = dx% +
dx% + dx% + dxi).
Wichtige Grofien:

6-Tensor (Einheitstensor):

| a—b 1 00
Oup = {0 a ; b =10 1 0 (I1.288)
0 0 1
e-Tensor (vollstdndig antisymmetrischer Einheitstensor):
0 a=bodera=coderb=c
Eme =14 1 a,b, c gerade Permutation von 1, 2, 3 (I1.289)
—1 a,b,cungerade Permutation von 1, 2, 3
Zum Beispiel E13=0,€23=1, €3=—1, &12 =1 usw.
Abgeleitete Regeln:
Oub = Opa (I1.290)
0aa = 3 = Spur(9) (I1.291)
OubOpe = Ouc (I1.292)
Eabe = —Epac (I1.293)
Eabc€ade = 6[7(1 5(‘8 - 6be 6dc (I1.294)
(A X B), = €mpcApBe (I1.295)
(&éx A)a = 8ahcAc,h (11296)
14.1 Elektromagnetische Kraftdichte
Die elektromagnetische Kraftdichte setzt sich zusammen aus der Lorentz-Kraftdichte
kgsza+(lx§)a (I1.297)
und der Inhomogenitiits-Kraftdichte
1
kﬁz5(Bﬂ,a—H-E,aJrQ-E,a—E'Q.a) ; (I1.298)
die die Gesamt-Kraftdichte
ko = k5 + k! (I1.299)

ergeben. Die Inhomogenitits-Kraftdichte 146t sich mittels Polarisation und Magnetisierung umschreiben.
Wir verwenden

IS
I

&

|ty

+P

H

IS

Ko-B—M Ko = —
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und ersetzen entsprechend. Es folgt

kf,Z*(M'E,Q—E'Mﬁa'f‘ﬂ'ﬁa—ﬂ'ﬂ_ﬂ) . (I1.300)

Wir leiten noch eine andere Formel fiir k ab, die in einem isotropen und linearen Medium gilt. Wir ver-
wenden hier:
B = opH, D= eeE

und erhalten:

1
Ky=r (MottH - H ,—Hpopt - H ,— H - oo H
+e0€E-E,—E-&¢-E,—E &¢,-E)

= % (€E2dge + HoH 0, 11) . (IL301)

Kraft auf eine Punktladung ¢ am Ort x,(7) im Vakuum

Die Ladungsdichte hat die Form
p(x1) =ed(x—xo(t)) - (I1.302)

Die Bewegung der Ladung erzeugt eine konvektive Stromdichte
J(x,t) =p(x,t)-v(x,1) = ed (g—zo(t)) v(xt) . (I1.303)
Zur Kraftdichte tragt hier nur der Lorentz-Term bei, und es ergibt sich
K= e8(x—x(1))E(x,1) + €8 (x —x0 (1)) - v(x,1) x B(x,1) . (11.304)
Volumen-Integration liefert die Kraft
K= [y
K :e/ §(x—xo(1))E(x,1) dV —|—e/ 8 (x— xo(1))u(x,7) x B(x,1) dV
KL =¢E(x0,1) +ev(xg,1) X B(xp,1) (I1.305)

die als Lorentz-Kraft bekannt ist.

Kraft auf einen Punkt-Dipol im Vakuum

Exemplarisch betrachten wir einen punktférmigen magnetischen Dipol. Er sei charakterisiert durch sein
magnetisches Dipolmoment m(¢). Der Dipol befindet sich am Ort x,(¢). Die Magnetisierung ist dann:

M(x,t) =m(r) 8 (x—xo(t)) . (I1.306)

Ladungs- oder Stromdichten werden von einem Dipol nicht erzeugt, so dal nur die Inhomogenitits-Kraft-
Dichte wirksam werden kann. Aus:

1
ka=5(MB,~BM,)
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folgt
B = 2 [m0) -8 (e~ x0(1) - 04 Bl 1) — Bl 1) -m(t) -2, 8 (s~ x0(0))| (I1.307)

Volumenintegration ergibt die Kraft
K;P = / K0 v
1
2 (m(t) '/5(5—)&00)) -0k, B(x,1) dV

—m(0) [ Blx.1)-3,,8(x—x(0) dv)
Den die Ableitung der -Funktion enthaltenden Summanden integrieren wir partiell und erhalten

/ Bd, 8 dV = 55‘: _ / (9,B)SdV . (I1.308)
=0
Somit folgt:
K = 30, Blst) + 31 3, Blso)
Wir formen weiter um zu:

K'® = (m(1)-B(xo,1))

,a

oder
K™ =0,(m-B) . (I1.309)

Interessant ist noch folgende Umformung:

Ok (m-B)=mx dixB —l—(m-a&)ﬁ—i—ﬁx%xm—i—(ﬁ-&i)m ,

—— —— ——
=1/20E =0 =0
die
K™ =(m-9,)B+ Cizm x O,E (I1.310)
liefert.

Fiir einen elektrischen Dipol p(t) mit
P(x,1) = p(1)- 8 (x —x(t)) (IL311)
folgt analog:
KP =0 (p-E) . (IL312)
Insbesondere folgt aus den abgeleiteten Beziehungen erwartungsgemal:

K™ =0 |, (IL.313)
KP=0 |, (IL314)

wenn magnetisches und elektrisches Feld homogen sind (£ = const., B = const.).
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14.2 Elektromagnetische Drehmomentendichte

Die elektromagnetische Drehmomentendichte 7 setzt sich aus zwei Anteilen zusammen, die in Komponen-
tenschreibweise die Form
Ta = (KaXp — kpXa) +Zap — Zpa (IL315)

annehmen. k ist dabei die elektromagnetische Kraftdichte und £ der Maxwellsche Spannungstensor mit
den Komponenten

1
Lap = E4Dy+ HyBp — §5ab(EQ+ﬂ§) : (IL.316)

Der Vektor T der Drehmomentendichte ist hier formal auf einen antisymmetrischen Tensor 7, abgebildet.
Es gilt
=706 , T3=T , W=7 . (I1.317)

In der Mechanik werden im deutschen Sprachraum fiir das Drehmoment und die Drehmomentendichte
standardmissig die Symbole M bzw. m verwendet. In der Elektrodynamik sind diese Symbole bekanntlich
fiir die Magnetisierung verbraucht. Wir weichen deshalb auf die angelséchsische Variante (Torque) aus und
benutzen T bzw. T .

Der Spannungstensor-Term kann unter Ausnutzung der Materialgleichungen

D, =¢&E;+F,
H, =B, — M,

in

Yab — Lpa =EaDp — EpDy + HyBp, — HpB,
=E,eEp + E,P, — EpegE, — ELP,
+ xoByBy — MyBy — K0BpB, + MB,
—EoPy — EyPy+ BuMy — ByM,, . (I1.318)

umgeformt werden. Betrachten wir ein Index-Paar genauer, z.B.a =2,b =1,
Ti2 = kox1 —kixa + E2 Py — E1 Py + BoMy — BIM, = 73
so konnen wir in die kompakte Schreibweise
T=xXk+PxXE+MxB (I1.319)
ibersetzen. Fiir einen magnetischen Dipol mit
M=m-6(x—xp) (I1.320)

ergibt sich damit ein Drehmoment

"’ —=mxB (IL.321)

T’ =pxE . (I1.322)
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15 Hohlraumstrahlung

15.1 Bedeutung der Hohlraum-Strahlung
o Aufgabenstellung: Gegeben ist ein Hohlraum mit elektrisch ideal leitender und magnetfeldfreier

Wand auf Temperatur 7. Gesucht ist die Energie des elektromagnetischen Feldes (= elektromagneti-
schen Strahlungsfeldes) in diesem Hohlraum.

oV

Vakuum mit

Volumen V,

E(z,t), B(z,t)

o3 [

oo

— Wand auf T

— Wand elektrisch ideal leitend, d.h. ¢ — oo; wegen j = oE und | J | < oo folgt E =0 in Wand.
Insbesondere gilt dann E;|5y =0

— Wand magnetfeldfrei, d.h. B =0 in Wand. Insbesondere gilt dann B,|jy =0

e Synonyme Bezeichung: Hohlraum-Strahlung = Schwarzkorper-Strahlung = Planck-Strahlung

e Vorstellung:
Kleines Loch in Wand, einfallender Strahl wird in Hohlraum so gut wie vollstindig absorbiert —
Korper erscheint schwarz

e Bedeutung der Hohlraumstrahlung

Hohlraum-Strahlung ist dieselbe fiir eine Vielzahl von Strahlungsfeldern, die in einem Volumen V
konzentriert sind und fiir die die Endergie in V sehr viel grofer ist, als die Abstrahlung der Energie
vom Rand, wie z.B.

— stark erhitztes bzw. gliihendes Metall (Glithlampe!)

— Sonne und Sterne

— 2,7K Hintergrundstrahlung des Universums

e Experimenteller Befund

Strahlungsenergie, insbesondere spektrale Verteilung, ist weitgehend unabhéngig vom Material, son-
dern hingt nur von T ab
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e Klassisches Verstindniss scheitert

— Geburtsstunde der Quantentheorie (Max Planck, 1900)

e Kilassische Erklédrung:

(a) Elektrodynamischer Anteil an der Erkldrung: Abzihlen der Freiheitsgerade des elektromagneti-
schen Strahlungsfeldes, Ergebnis: oo, aber abzihlbar

(b) Thermodynamischer Anteil an der Erkldrung: Nach dem Gleichverteilungssatz entfdllt je Frei-
heitsgrad die Energie %kBT fiir kinetische Energie und %kBT fiir potentiele Energie

(a) & (b) U — oo; da bei spektraler Betrachtung das Divergenzproblem bei hohen Frequenzen (also
im Ultraviolett-Bereich) erzeugt wird, spricht man von der Ultraviolett-Katastrophe!

e Losung der UV-Katastrophe durch die QM:

(a) bleibt erhalten (siehe 15.2)

(b) Energie ist nicht mehr fiir jeden Freiheitsgrad gleich; frequenzabhingige Besetzungszahlen nach
dem Planck’schen Strahlungsgesetz; Ableitung im Rahmen der VL “Thermodynamik und Quan-
tenstatistik”

15.2 Zerlegung des Strahlungsfeldes

15.2.1 Hohlraum beliebiger Form

ov

Formulierung des mathematischen Problems mittels elm. Potentiale A, in Coulomb-Eichung:

1
0 2A — ?8’24 =0 (11.323)
0, 2® =0 (IL.324)
HA=0 (11.325)

Ohne detaillierte Diskussion geben wir an, dass die Laplace-Gleichung zusammen mit Randbedingungen

=0
ergibt.
Es verbleibt das Problem
1
0, %A — 0—28,24 =0 (I1.326)
hA=0 (I1.327)
mit den Randbedingungen
Arlgy =0 (I1.328)

(OxXA)lgy =0 (I1.329)
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Die Randbedingungen folgen aus

E=-0A (I1.330)
B=0,xA (IL331)

und den Stetigkeitsbedingungen fiir £, und B, an der Hohlraumwand bei verschwindendern E; und B, in
der Wand selber.

Separations-Ansatz:

A(x,1) = —=q(t)E(x) (I1.332)

1
= qd,’E — —GE =0
C
(I1.333)
IO B
qox " E*— —SgE* =0 , a=1,23
o C
8 2E\a .
I 7%a = < = const = —®* (Separationskonstante) (I1.334)
q
= j+w’q=0  (Harm.Oszillator) (I1.335)
2 2
~ (0] ~ () N
OE + —=E“=0 bw. 0 ’E+—E=0 (I1.336)
- C - C
Eigenwert-Problem:
2
N [() PN
o’E=—-—FE (I1.337)
- C

mit dem Eigenwert — ‘i’—; bzw @ und der Eigenfunktion £. Da Ok 2 Hermitescher Operator auf V, gilt
E ¢ LyV) (11.338)

ILA. gibt es nicht nur einen Eigenwert und eine Eigenfunktion, so dass Nummerierung mit Index m erfolgt.
Die konkrete Form der Eigenwerte w,, und Eigenfunktionen E,, hingt von der Geometrie von V ab.

Die Normierung wird so vorgenommen, dass

/ BB dv =35, (I1.339)

Die {E£,,} bilden ein vollstindiges ONS, also eine ONB. Somit gilt

A

A(x,1) Z \/>qm VE,,(x) (I1.340)

Die Partial-Losungen heissen Moden des Strahlungsfeldes und m ist dementsprechend der Moden-Index.

Fiir E und B folgen

Z \/—Qm () (I1.341)

Z \ﬁqm 1) x E,,(x) (11.342)

Analytische Losungen des Eigenwert-Problems sind nur fiir einfache Geometrien fiir V méglich wie Wiir-
fel, Quader, Zylinder, Kugeln u. 4.
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15.2.2 Wiirfelformiger Hohlraum

) V=0
L
Ldsung von:
2
A 0~ A
ax 2Ell —— TEa
= c
durch weitere Separation
E%(x) = E“a% (x1) B2 (x2) 7 (x3) (I1.343)
= bei bei voriibergehender Unterdriickung der Indizes
>
a"By+aB"y+aBy = —C—zaﬁy (I1.344)
a// ﬁ// ,)// a)z
i o N 11.345
p + B + " s ( )
(11.346)
Ofg” = —k 2 — const
ah
B = —k§, % = const kS 2HKS EAKG = %2
y’% = —k‘{mz = const
Dgln fiir &, 8,7 sind ,,Schwingungs-Gleichungen® mit den allgemeinen Ldsungen
Oc,‘f,(xl) = sin(k{,,x1 + goi‘m) (I1.347)
By (x2) = sin(k,,x2 + 95,,) (11.348)
T (¥3) = sin(k5,, 3 + 95,,) (11.349)
= EA‘;(&) =E“ Sil‘l( (fmxl + (pilm) Sin(kngZ + (pgm) Sin(kgmx:" + (pélm) (I1.350)
Rand- und Eichbedingungen legen die k’s und ¢'s fest:
e Betrachtung der Stetigkeit der E;
E",i, ist tangential bzgl. x,-Komponente und bzgl. x3-Komponente
SE(n=0=0 = ¢, =0 (IL351)
El(x3=00=0 = ¢],=0 (11.352)
R T
ln=L)=0 = k,L=1p=ki,= 7P (I1.353)
R T
Eyxs=L)=0 = ki, L=mq= ki, = 74 (I1.354)
mit p,q € N (I1.355)

= E! = El sin(k],x; + ¢! ) sin(k}, x2) sin(k}, x3)
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analog fiir £2, E3

m:—m
E% = EXsin(k3,x1) sin(k3,x2 + @3,)) sin(k3,,x3) (I1.356)
E3 = E3 sin(k3, x1 ) sin(k3,,x2) sin(k3, x3 4 @3, (I1.357)
e Betrachtung der Coulomb-Eichung
hA=0 = dE,=0 (I1.358)
= ki, E} cos(kl,xi + @l,) sin(k},x2) sin(k2,,x3) (I1.359)

+k%mE31 sin (k%mxl ) cos (k%mxz + (p22m) Sin<k§m'x3)
3, By sin(ki 1) sin(k3,,x2) cos (k3,03 + 93,,)
=0 v X1,X2,X3

= trigonometrische Ausdriicke miissen sich in jedem Summanden ausklammern lassen, also gleich

sein
b4
Pl = o = i = =5 (I1.360)
T
Ky =Ky = ki = Trm =tkim mi €N (I.361)
kém = k%m = k%m = %mZ = kZm myp € N (11362)
T
kém = k%m = kgm = zm3 =iksy m3 €N (I1.363)
(I1.364)
= E}Lklm + Er%,kZm +E31k3m =0 (I1.365)
E,k,=0
Er}1 klm
E,=[E}], ky,:=|km
E31 k3m
=E, 1 k, (transversale Polarisation)

= 32 linear unabhingige E,,, also EZ mit ¢ = 1,2 d.h. 2 linear unabhingige Polarisationsrich-
tungen!

e Betrachtung der Stetigkeit der B,

alle Konstanten sind bestimmt, somit sind keine zusétzlichen Bedingungen zu erwarten, allerdings
ist zu priifen, ob Konsistenz vorliegt:

(exA)y  —  (hXE,)n (I1.366)
((9£>< Em)xl = E3m|2 — E~2m‘3 (11367)
= ...sin(kipx1) — ... sin(kipx1)

=  (hxE,)y, =0beix; =0undx; =L

analog

(XE,)y, =0 bei x,=0 und x,=L

(eXE,)y;, =0 bei x3=0 und x3=L

(I1.368)
= Randbedingung fiir B, erfiillt.
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e Zusammenfassung der Eigenfunktionen

ENC, m, c08(my Fx1) sin(my Fx;) sin(m3 Fx3)

0 Ig(lfmzmz T T : T
Em1m2m3 (z) = Emlmzmg Sln(ml ;Xl ) C.()S(mzﬂz)Q) Sln(m3 %x?’)
Emfmz,n3 sin(my 7x1) sin(ma 7x2) cos(m3 7x3)
(I1.369)
o=1,2 my,my,m3 €N, wobei2 m’s nicht gleichzeitg 0 sein diirfen
CT
Oy myms = f\/ m% +m% +m§
e Bestimmung der E,‘,‘f]’m ,m, aus Normierung
e Man schreibt hiufig auch weiterhin £,,, wobei man unter m einen Vierfach-Index
m=[o,m,my,ms] (I1.370)
versteht.
15.3 Energie der Hohlraum-Strahlung
e Energiedichte:
1
= 5(ED+HB)
l(e E?+ 132) (11.371)
= — 0L —D .
2 Ho
e Energie:
U= /u dv (I1.372)
v
-3/ aVieo(¥ Z=in)+ ; fqma x£,)} (1L373)
1 A A
— 3 X Y dndn [ dVE,E,
m n I\ ;
:5)71)1
c? A R
+ Zquqn/ dVo,x E, 0. x E,
m n
w2
= Lfgl 5»111 (NR*)
v,
U =53 (4n+0ndp) (11.374)
m

o Up:=5(¢%+ 02q?)

ist die Energie eines klassischen harmonischen Oszillators
= Strahlungsfeld als Ensemble entkoppelter harmonischer Oszillatoren interpretierbar
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e Nebenrechnung (NR *)
. . 0
2z / 4V, £ydx By = 80 (I1375)
Ox(@axb) =bodxxa—adiXb
sei  a=0dxE,
b - En
s (dx X E,xE,) = Ena/xx Oy X E,— (Oxx E,,)(0x E,)
= Ok X Emax>< En = En(8X hE,— xzim)
X X x Ox X
- o2 A
=L,
—0x (9 E,, xE,)
02~ 4 .
= C—Emgn — (X E, XE,) (I1.376)
. . 0 . A
- / aVaxE,ox B, = 2 [ avE,E,
- 7{ (o< E,, xE,) dS (11.377)
av
Auf 9V gilt aber:
a£>< Em - (alx Em)H da (a),éx Em)L =0
Eﬂ = (En)L da (En)H =0
{(Oux E,) < (E,) L} L dS
= (xE, xE,)dS=0 (I1.378)
. . o
= / AV x E,dix E, = 15, (I1.379)
- - C

15.4 Ultraviolett-Katastrophe

e Die Energie U, die jeder Oszillator einnimmt, kann nur von der Wand des Hohlraums kommen.
Je heisser die Wand ist, desto stirkere Oszillationen (=grossere Amplituden g, der Moden) sind zu

erwarten.

o Klassische Thermodynamik : Gleichverteilungssatz

je Freiheitsgrad kinet. Energie : %kBT
je Freiheitsgrad pot. Energie : %kBT

1 1
=U, = ikBT + ikBT = kgT
U=Y kT — oo

m

(I1.380)
(I1.381)
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e Verhinderung der Ultraviolett-Katastrophe
klass. harm. Oszillatoren — quant. harm. Oszillatoren = Photonen
d.h. Ubergang von den generalisierten Geschwindigkeiten und Koordinaten zu den generalisierten
Impulsen und Koordinaten, d.h. von

. . 2

dm = Pm 5 Pm = —Wuqm
durch HA-Trafo zu
Wy, i
= + _—
am \/m (qm @ pm)
X (0 ( i )
a, = -—
m /727!(0," qm o, Pm
= U =) houdyan (I1.382)
m
danach:
am — GQn Vernichtungsoperator (I1.383)
a, — &,: Erzeugungsoperator (I1.384)
(I1.385)
U — H (Hamiltonoperator) (11.386)
N 1.
H=Y no(aa,+=I 11.387
; (a4, am + 3 ) ( )

Die Abhingigkeit der Besetzungszahlen von der Temperatur wird im Rahmen der “Thermodynamik
und Quantenstatistik” untersucht!



KAPITEL III

EINFUHRUNG IN DIE SPEZIELLE
RELATIVITATSTHEORIE

1 Die Relativititsprinzipien der Newtonschen Mechanik und der Elek-
trodynamik

Eine zentrale Rolle spielt in diesem Abschnitt der Begriff des Inertialsystems. Darunter verstehen wir ein
Bezugssystem, in dem sich jedes massive Objekt (m # 0), auf das keine eingeprigte Kraft wirkt, gleich-
formig geradlinig bewegt. Es gilt also das Newtonsche Trigheitsgesetz uneingeschrinkt:

mi=K=0 (IIL1)
— x=xp+vt (111.2)

Begriff: iners = trige (latein)

Aus der klassischen Mechanik ist das Galileische Relativititsprinzip bekannt: Das Grundgesetz der Me-
chanik

mx =K (IIL.3)

besitzt in allen durch Galilei-Transformationen auseinander hervorgehenden Inertialsystemen dieselbe Form,
auch genannt Forminvarianz oder Kovarianz.

Die Anwendung der Galilei-Transformation
X=x-yt (IL4)

wollen wir exemplarisch fiir ein mechanisches Teilchensystem betrach-
ten, daf} iiber Zweikorper-Potentiale miteinander wechselwirkt. Die Be-
wegungsgleichung fiir Teilchen A lautet dann in £

maky = —0k Y Vap(|xa —xp]) (IIL5)
B
In Y/ gilt

Xy =x4— vt (11L6)

H=x,—v (I11.7)

i) =iy (I11.8)

Xy — x| = |xq —xp] (I11.9)

8)6;7

= 04,80 =) - (I11.10)
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Folglich erhilt man
mp¥y = —dy Y Vap(|xy —xp[) - (IL11)
B

Die absolute Zeit wird bewahrt: t = t'. Verallgemeinert auf beliebige Kriifte gilt dann
ma¥y =Ky = mais=Ks . (I11.12)

Eine ausfiihrliche Erorterung der Forminvarianz des 2. Newtonschen Gesetzes wurde bereits in der Vorle-
sung “Theoretische Mechanik” vorgenommen. Wir verweisen dazu auf unser Mechanik-Skript, Abschnitt
2.2.

Gilt fiir die Elektrodynamik — d.h. fiir die Maxwellschen Gleichungen — dieses Relativitétsprinzip auch?

Nein, die Maxwellschen Gleichungen sind nicht kovariant beim Ubergang von einem Inertialsystem in ein
anderes Inertialsystem, der durch eine Galilei-Transformation realisiert ist. Vorgefiihrt wird dies nicht, da
wir bisher sowieso die Maxwell-Gleichungen nur in einem ruhenden Medium kennengelernt haben.

Existiert ein anderes Relativititsprinzip fiir die Elektrodynamik; gibt es eine andere Transformation, die
ein Inertialsystem in ein anders Inertialsystem tiiberfiihrt und bei der die Maxwell-Gleichungen kovariant
bleiben ?

Ja, es existiert ein Relativitdtsprinzip; als Transformation ist die sog. Lorentz-Transformation anzuwen-
den. Dann sind die Maxwellschen Gleichungen in allen Inertialsystem kovariant.

Die Giiltigkeit dieses Prinzips wird letztendlich nur durch Experimente bestitigt. Davon gibt es eine Viel-
zahl; das von Michelson (1881) ist das beriihmteste. Es wurde festgestellt, da3 die Lichtgeschwindigkeit
im Inertialsystem eine vom Bewegungszustand der Lichtquelle unabhéngige universelle Konstante ist. Da
Licht nichts anderes als eine elektromagnetische Welle ist, konnen wir sagen: Der Michelson-Versuch zeigt,
daB in allen Inertialsystemen fiir elektromagnetische Erscheinungen im Vakuum die Wellengleichungen

1

d;A— —fA=0 (I11.13)
- C
1

P — — ;=0 (II1.14)
- C
1

KA+ —5P=0 (Lorenz-Eichung) (I11.15)
- C

mit gleichem c gilt.
Weitergehend gilt auch die Kovarianz bei den inhomogenen Gleichungen:
1 ;
OFA— ?8’24 = —Uoj (IIL.16)
1 1
07— ga,2¢ =P (II1.17)

die ja bekanntlich dquivalent zu den Maxwell-Gleichungen sind.

Das Postulat der Allgemeingiiltigkeit des Relativititsprinzips wurde von Albert Einstein im Jahr 1905
aufgestellt.
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Relativititsprinzip

e Kovarianz
Physikalische Grundgesetze haben in allen Inertialsystemen die gleiche Form.

e Lorentz-Transformation
Der Ubergang zwischen den Inertialsystemen erfolgt durch die Lorentz-Transformation.

e Unversalitidt der Vakuum-Lichtgeschwindigkeit
Die Vakuum-Lichtgeschwindigkeit ist in allen Inertialsystemen gleich gross und unabhéngig von der
Bewegung der Quelle.

2 Lorentz-Transformation

Wir betrachten zwei Inertialsysteme, die sich lings der x; bzw. x}-Achse mit der Geschwindigkeit v zuein-
ander bewegen. In den Urspriingen sitzt je ein Beobachter.

Zum Zeitpunkt ¢ = 0 sollen x; = 0 und x| = 0 zusammenfallen. Zu diesem Zeitpunkt werde im gemeinsa-
men Nullpunkt ein Lichtblitz ausgesandt. Jeder Beobachter behauptet nun im Mittelpunkt einer objektiven
Kugelwelle zu sein, da ja beide Systeme gleichberechtigt sind:

X: x%—f—x%—ﬁ—x%:cztz ,
PR x’12+x'22+x'32 = ?1?
Das ist ein logischer Widerspruch. Zu dessen Losung darf aber die Form der Glei-

chungen nicht grundsitzlich veriandert werden (Kovarianz!). Losbar ist der Wider-
spruch, wenn jedem Bezugssystem eine eigene Zeit zugeordnet wird, also

Y O4m45-r=0 (IIL.18)
Y = =0 (IIL.19)
Die linken Terme miissen bei der Transformation kovariant sein, so daf gelten muf3:

2, 42, 2 2
x% —|—x% —|—x§ —c = x'] —|—x'2 —|—x/3 —c*
Naheliegenderweise gilt x; = x}, und x3 = x} so daB

x% e x’lz — A (111.20)

verbleibt. Die Bedingung ist nun durch eine lineare Transformation x| = x| (x1,7), ¢’ =¢'(x1,7) zu erfiillen.
Dementsprechend ist allgemein anzusetzen.

x/l =ajyx) +apst (II1.21)
t = ag1x1 + agqt (II1.22)
wobei die Koeffizienten a1, a4,a4; und as4 zu bestimmen sind. Eingesetzt folgt:

2_22_ 2 2 2.2 2(2 2 2 2
X{— ¢t =apxi+2anauxit+agt” —c (a41x1+2a41a44x1t+a44t)

1
2 2.2 2 2 2 2 2 2
= (a” —c a4l)x] —c <a44— 24 t +2x1t(a11a14—c a41a44)
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Damit diese Beziehung identisch in x; und ¢ erfiillt wird, miissen entsprechende Koeffizienten gleich sein:

1=a}, —c?a3, (I11.23)
1

l=a} — gaﬁ , (I11.24)

0=ajiais — 6‘2(1416144 . (IIL.25)

Als vierte Gleichung betrachten wir den Ursprung von X’ (x} = 0), der sich mit der Geschwindigkeit v in X
bewegt, also x; = vt und folglich

0=x/1 =aix) +aut = (a11v+a14)t . (II1.26)
Die letzte Gleichung liefert
alg = —vdaqq . (11127)
Gleichung (II1.25) liefert:
2
a4y = “121“14 _ _12 o (I11.28)
Coda4 €™ agq

Diese beiden Ausdriicke eingesetzt in die beiden Gleichungen (I11.23) und (II1.24) liefern

2 4 2 2
V a 1% a
=l :a%1< _2_51> , (I11.29)
¢t ayy, 7 Ay
1 v:oa?
_ 2 22 _ 2 11
l=ay—5va=ay|\l-—5-—5 | - (II1.30)
c ¢ dyy
Damit
2 2
all = Cl44 bZW~ aj] = a4

Das mogliche negative Vorzeichen schlieBen wir aus, da sowohl aj; > 0 als auch aq4 > 0 sein mogen, um
bei v = 0 die identische Transformation zu erhalten. Dies ausnutzend liefern die Gleichungen (I11.29) und
(I11.30)

1

1
W Tiwe 0 T UaE .
SchlieBlich
v v 1
METaa 0 MTTa ioaE (H132)
Es gilt also:
, X]p — vt , ’
X = —, Xy = X2, X3 =X (II1.33)
! 1—v2/c? 2 3 ’
t— vxy
= (I11.34)
1—v2/c?

Die Formeln werden nach ihrem Entdecker H.A. Lorentz benannt.

Ordnen wir die Gleichungen in Matrix-Form an, was keineswegs notwendig ist, aber in gewissen Fillen
durchaus praktisch, so nimmt die Lorentz-Transformation die Gestalt

1 _vje
xll \1-v2/c? 00 V112 /c? X1
| 0 1 0 0 X
=l o o1 o v (II1.35)
ct' _vfe 1 ct
sz 00 TeaE
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an. Die Umkehrtransformation ergibt sich, wie man leicht nachrechnet, einfach durch Ersetzen von v durch
—v, was aufgrund des Relativitétsprinzips ja auch klar ist:

/ /
X :\/% (I11.36)
—Ve/C
Xo =X
X3 ng
_ e
fo— (IT1.37)

Bemerkung: Die fiir die Inertialsysteme ¥ und ¥’ abgeleitete Transformation heifit spezielle Lorentz-
Transformation. Liegt v nicht entlang einer Koordinatenachse und sind die zwei Inertialsysteme £, &’ noch
gegeneinander verkippt, gelangt man zur allgemeinen Lorentz-Transformation. £ und £’ kénnen durch
Drehungen im %> in zwei Inertialsysteme ¥ und ¥’ iiberfiihrt werden, so daB je eine Koordinate mit v
zusammenfillt.

3 Folgerungen aus der Lorentz-Transformation

3.1 Relativierung der Gleichzeitigkeit

Zwei Ereignisse A und B mit den Koordinaten in £

A
B: B8 B P
werden betrachtet. In ¥’ entsprechen diesen Ereignissen die Koordinaten (nur Zeit)
A VA B_ v, B
A= 2L Bt (I11.38)

V1= V1=v2/c?

Somit ist

B . (111.39)

Gleichzeitigkeit in X, d.h. % = 14 bedingt aber nicht Gleichzeitigkeit in X’. Fiir x? #* x‘? folgt

B LA (I11.40)

3.2 Lingenkontraktion

Ein Stab der Linge !’ ruhe in ¥’ auf der x| -Achse:
I'=x5"—xy . (II1.41)
Wir vermessen diesen Stab von X aus. Dazu miissen wir offenbar Anfangs- und Endpunkt des Stabes

gleichzeitig fixieren. Die Differenz der Koordinaten der so in X festgelegten Punkte liefert die Lange

I=x{—x{ . (1I1.42)
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A B
C E G
[ [
D F H
Nun gilt
€ _ x4 _ (e —14
R ks et Ul (I11.43)
V1—=v%/c?
Da wir x{ und x{ zum gleichen Zeitpunkt ° = t“ feststellen, ergibt sich
, l
I = S (111.44)
V1—=v2/c?
1<

Der bewegte Stab ist kiirzer als der ruhende. Die Uberlegung gilt nur in Bewegungsrichtung.

3.3 Zeitdilatation

Wir betrachten eine in X’ bei x] = x5, = x; = 0 ruhende Uhr A. A gleitet an in X ruhenden Uhren voriiber,
die alle bzgl. ¥ synchronisiert sind.

Wir betrachten B und C, die in ¥ ruhen, Bbei x; =xp; =x3 =0und C bei x; =d,x, =x3=0. Aund B
zeigen beim Vorbeigleiten aneinander Null Uhr an. Dieses Ereignis hat also die Koordinaten

Y: xi=xp=x3=t=0

Y Xj=xb=xX=1=0

x;  Fir das Ereignis des Vorbeigleitens von A an C gilt

Y: xi=dxx=x3=0 ,

Y Xi=x,=x=0
Eingesetzt in die Formeln fiir die Lorentz-Transformation folgt
d—vt
V1—v2/c2

vd
/ tcz

- V1—=v2/c2

Somit

und

= =/1- ¢ (T11.45)

d.h.
r<t . (T11.46)
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Die Uhr A zeigt beim Vorbeigleiten an C die Zeit t' < t an, obwohl beim Vorbeigleiten von A and B beide
Uhren die gleiche Zeit Null angezeigt haben. In X’ wird die Zeit gedehnt: Zeitdilatation.

Immer geht also die relativ zu einem Inertialsystem bewegte Uhr im Vergleich mit den im Inertialsystem
ruhenden Uhren nach, wobei man wegen der Bewegung immer mit laufend anderen Uhren des Inertialsy-
stems vergleichen muB.

Eigenzeit

Unter Eigenzeit 7 einer Uhr verstehen wir die in ihrem Ruhesystem gemessene Zeit. Bewegt sich die Uhr

in einem Inertialsystem X, so gilt
=4/1—v2/ctt . (111.47)

t
/ . (111.48)
0

Fiir v(z) gilt

Weitere Uberlegungen zur Eigenzeit folgen im Abschnitt 6 (Speziell-relativistische Punktmechanik’).

3.4 Additionstheoreme fiir Geschwindigkeiten
In ¥’ bewege sich ein Punkt mit der Geschwindigkeit

dx, dx,, dx;
[ A A AN 1 2 3
=) = (G )

I

Durch Differenz- bzw. Differentialbildung folgt aus der Lorentz-Transformation

dx, +vdt'
dx| = A tvat dxy = dx’2 , dxz= dx/3 ,

V1=2/c2
dt' + =dx|

JI- )&

woraus die Geschwindigkeit u dieses Punktes in X bestimmt werden kann. Es ergibt sich

dt =

dx’
dx,  dY +vdl v '
e . RS AL A (IIL49)
dt dt +C7dx1 1+L% 1+Vul
2 d 2
dx; dx - Zz d);’z \/1_* \/1_\
n="2=—2 v = = - _< (I11.50)
t t+c2 X 1_;'_?7#1 1+ l
/ v2
win/1-%
up= -4 (IL.51)
145

Diskutieren wir insbesondere den Spezmlfall uh = uly = 0. Wenn u} = c ist, so folgt

c+v
_ 11152
1poe € (IL.52)

c

uy =

Ist ] < ¢, so folgt auch u; < c.

Wenn man zur Lichtgeschwindigkeit eine weitere Geschwindigkeit addiert (oder subtrahiert), ergibt sich
stets wieder die Lichtgeschwindigkeit. Die Addition zweier Unterlichtgeschwindigkeiten ergibt stets wie-
der eine Unterlichtgeschwindigkeit.
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4 Der Minkowski-Raum

Die Formeln der Lorentz-Transformation zeigen uns, dal Raum und Zeit nicht wie in der vorrelativisti-
schen Physik getrennt voneinander betrachtet werden konnen. So kommt z.B. der Aussage ,.es finden zwei
Ereignisse gleichzeitig in einer bestimmten Entfernung voneinander statt™ offenbar nur in Bezug auf be-
stimmte Inertialsysteme einen Sinn zu. Wir miissen uns deshalb von einer solchen Ausdrucksweise trennen
und zu bezugssystemunabhingigen Begriffen iibergehen.

Der elementare Begriff ist der des Ereignisses. Ein Ereigniss & wird durch drei rdumliche Koordinaten
x = (x1,x2,x3) und eine Zeitkoordinate ¢ beschrieben. Wir definieren nun einen Abstand S zwischen zwei
Ereignissen &4 und &5 mittels der Formel

§? = (0 =)+ (b =)+ (= x8)’ = - (= 1P)% (IT.53)

Die GroBe S? ist offensichtlich eine Invariante — die sogenannte Fundamentalinvariante — beim Uber-
gang von einem Inertialsystem in ein anderes. Wir haben diese Grofe ja gerade benutzt, um die Lorentz-
Transformation abzuleiten.

Fiir infinitesimal benachbarte Ereignisse gilt entsprechend:
dS? = dx? +dx3 +dx3 — - dr? (I11.54)

Damit hat dS? in allen Inertialsystemen den gleichen Wert. Diesen Abstand (exakt miiBte man sagen:
das Abstandsquadrat) dS> kann man nun als GroBe in einem vierdimensionalen Raum interpretieren. Wir
fithren neue Koordinaten £!,... £ ein, wobei

gl=x , &=x , &=x (I1.55)
und als vierte Dimension die Koordinate
54 =c-t (Galileische Koordinate) (I11.56)
definiert wird. Damit folgt
ds? = (d€")’ + (d€2)* + (d&%)” — (ag*)” . (I1.57)

Bei dS? handelt es sich um einen Spezialfall der allgemeinen Bilinearform der Differentiale d&' von der
Form

4 4
ds* =YY gid&de’ . (I11.58)
i=1j=1
Wie lesen ab, daf hier gilt

1 0 0 O

01 0 0
@)=19 0o 1 o (I11.59)

0 0 0 -1

Im Minkowsi-Raum ist statt g;; auch die Bezeichnung 7n;; gebriuchlich. Die GroBe (g;;) heit metri-
scher Tensor oder metrischer Fundamentaltensor des durch die Koordinaten &, E2, &3, £4 aufgespann-
ten Raumes. Dieser vierdimensionale Raum wird Minkowski-Raum oder Raum-Zeit-Welt genannt.

Die Koordinaten £!,...,E* bilden offensichtlich kein kartesisches Koordinatensystem, denn dann miiBte
fiir g;; die euklidische Metrik

(8;)) = (I1L.60)

SO O
oS o= O
o= O O
- o O O
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gelten; ein euklidischer Raum wiirde vorliegen. Die Koordinaten £!,..., E* des Minkowski-Raumes bil-
den einen speziellen Satz von krummlinig-schiefwinkligen Koordinaten. Verkiirzt spricht man einfach von
krummlinigen Koordinaten, auch wenn ggf. die Koordinatenlinien gar nicht gekriimmt sondern nur schief-
winklig sind. Eingefiihrt und ausfiihrlich erortert wurden krummlinige Koordinatensysteme in der Vorle-
sung “Theoretische Mechanik”. Wir verweisen auf unser Mechanik-Skript, Abschnitt 1.2. Dort wird zwar
nur der dreidimenisonale Raum betrachtet, aber die Verallgemeinerung auf einen vierdimensionalen Raum
bereitet keine Schwierigkeiten; die Uberlegungen und die Mehrzahl der Formeln bleiben giiltig, wenn eine
vierte Koordinate hinzugenommen wird. Insbesondere werden die Summationen statt von 1 bis 3 einfach
von 1 bis 4 erstreckt. Wir erinnern an die Vereinbarung, dass die Indizes a,b,...,h von 1 bis 3 laufen und
die Indizes i, j,... von 1 bis 4. AuBerdem wenden wir die Einsteinsche Summenkonventionen an: Uber
in einem Term doppelt auftretende Indizes wird automatisch summiert. Einige Uberlegungen zu krumm-
linigen orthogonalen Koordinatensystemen befinden sich auch bereits in Abschnitt 1.5 des vorliegenden
Skriptes. Wir wollen hier nur die wichtigsten Eigenschaften allgemeiner krummliniger Koordinatensyste-
me aufschreiben und dann die Spezialisierungen fiir den Minkowski-Raum vornehmen.

In krummlinigen Koordinatensystemen kann man in jedem Punkt des Raumes kovariante Basisvektoren
b; und kontravariante Basisvektoren b’ einfiihren, die i.a. weder die gleiche Richtung noch die gleiche
Linge haben.

Die kovarianten Basisvektoren b; schmiegen sich an die jeweiligen Koordinatenlinien an. Sie sind definiert
durch 5
X
b

b, = Tg’ (I11.61)
(vgl. Mechanik-Skript, Gl. (1.33)).

Die kontravarianten Basisvektoren Qi stehen auf den Flachen senkrecht, die entstehen, wenn die i-te Koor-
dinate konstant gehalten wird. Sie sind definiert durch

i 0&
b_ck

(1IL.62)

(vgl. Mechanik-Skript, Gl. (I.36)). Im vierdimensionalen Raum sind die “Flichen” dann dreidimensionale

Hyperflichen.

Die ko- und kontravarianten Basisvektoren stehen aufgrund ihrer Konstruktion senkrecht aufeinander, also
by Lb  i#k . (II1.63)

Skalarproduktbildung fiihrt auf

dx J¢k 9k _ o

.k: P = -
bb =Ga oy Tog %

(I11.64)

wobei 5ik das Kronecker-Symbol darstellt.

Die Skalarprodukte der kovarianten Basisvektoren untereinander definieren gerade den bereits erwihnten
metrischen Tensor, der sich allgemein in der Form

ik = b - by (I11.65)
schreibt. Kompakt als Matrix kénnen wir auch schreiben

g =(8) = (bi-by) - (I1L.66)

Das Skalarprodukt der kontravarianten Basisvektoren untereinander wird mit

gh=0b" b (I1.67)
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bezeichnet. g* als Matrix aufgefaBt erweist sich gerade als das Inverse von (gix). Wir schreiben

g ' = (g"k> . (I11.68)

Der Verschiebungsvektor dé in einem beliebigen Punkt des vierdimensionalen Raumes kann nun mit bei-
den Basissystemen dargestellt werden, also

dE =b'-dé& (I11.69)

oder _
dé =p;-d&' . (I11.70)

Natiirlich sind die Koeffizienten d&; bzw. d&' bei Benutzung verschiedener Basisvektoren ebenfalls ver-
schieden, obwohl es sich um die gleiche physikalische Realitdt — hier ausgedriickt durch dé — handelt.

dé&; sind die kovarianten Koordinatendifferentiale und d&' entsprechend die kontravarianten.

Mit Hilfe des metrischen Tensors und seines inversen Tensors lassen sich ko- und kontravariante Kompo-
nenten beliebiger Groflen ineinander umrechnen. Wir betrachten dies am Beispiel der Koordinatendiffe-
rentiale. Es gilt

d; = gudg* a7

bzw. ' _
A&l =glldé, . (111.72)

Dies ist leicht einzusehen, denn skalare Multiplikation von (II1.69) mit b, und von (III.70) mit b/ fiihrt auf
by-d§ = by -b'd&; = §ld&; = d&, (LIL73)

bzw. ‘ . ' o _
b -dE =b'-bid&' = §ldE =d&’ . (II1.74)

In einem weiteren Schritt folgt bereits
d& =by-d& = by -b;dE = gi;d&7 (I11.75)
sowie

gl =b/-dg = bl -bldg =g'dg (IIL.76)

Wir verifizieren hier auch gleich noch die obige Aussage, daB (g*) das Inverse von (g;) darstellt. Nach-
einanderausfiihrung der beiden letzten Gleichungen liefert

d& = gijd&! = gijg’'dg . (11.77)

Folglich muf3 _
ag’ =} (II1.78)

gelten.

Diese ganz allgemeinen Regeln sollen jetzt auf den Minkowski-Raum angewendet werden. Wir schreiben
das Abstandsdifferential in verschiedenen Formen, d.h.

ds? =d&-d& (I11.79)
=b'd&; bIdE; = gUdEdE; (I11.80)
= bd&" b;d&) = g;jd&'dE’ (IL.81)

=bid&'-bd&; = §idE'dE; = dE'dE; . (I11.82)
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Der metrische Tensor und sein Inverses sind hier recht einfach und stimmen sogar iiberein:

Somit gilt

1 0 0 0
- 01 0 0
8= = o 01 o (II1.83)
0 0 0 -1
dE=dE, | (a=1,2,3) (111.84)
dE* = —dé&y . (I11.85)

Bemerkung: Prinzip des richtigen Indexbildes

Der Kalkiil ist so konstruiert, dal das Indexbild einer Gleichung folgenden formalen Regeln geniigen muf3.

Es ist zwischen freien Indizes und Summationsindizes zu unterscheiden. Summationsindizes werden
auch gesattigte Indizes genannt.

In einer Gleichung miissen rechts und links des Gleichheitszeichens die gleichen freien Indizes vor-
kommen.

Gleiche freie Indizes miissen den gleichen Charakter (kovariant bzw. kontravariant) und damit die
gleiche Hohenpositionierung (unterer bzw. oberer Index) haben.

Ein oberer Index unter dem Bruchstrich ist dquivalent zu einem unteren Index. Ein unterer Index
unter dem Bruchstrich ist dquivalent zu einem oberen Index.

Bei doppelt auftretenden Summationsindizes muf} ein Index kovariant und der andere kontravariant
sein.

Die Umrechnung von ko- und kontravarianten Indizes ineinander nach den Formeln

T'=g¢*1 (I11.86)
T, = guT* (I11.87)

wird auch “Indexziehen” genannt.

Wir wollen nun einige Uberlegungen zur Lorentz-Transformation im Minkowski-Raum anfiigen. Aus der
Invarianz von S bzw. dS? hatten wir die spezielle Lorentz-Transformation (II1.35) abgeleitet. “Speziell”
wird sie in diesem Fall genannt, weil die Koordinatensysteme ¥ und ¥’ achsenparallel zu v und auBerdem
nicht gegeneinander verdreht sind. Wir schreiben Gleichung (II1.35) in der Form

& =Ls"¢’ (111.88)
bzw. differentiell
d&' :Ls’jdéj (I11.89)
mit
1 0 0 —v/c
\1-v2/c? \/m
AN 0 1 0 0
(Ls j) 0 0 1 0 (I11.90)
e 0 0 !
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Die inverse spezielle Lorentz-Transformation berechnet man daraus zu

1 0 0 +v/c
N 0 1o 0
(Ls j,)_ o 01 0 (IL.91)
+v/c 0 0

__tvje 1
V112 /c? V12 /c?

Erwartungsgemil ergeben sich die Transformationen einfach durch Vorzeichenumkehr von v (v — —v);
die den Ubergang von X nach X’ beschreibende Transformation wird wieder riickgiingig gemacht.

In der hier verwendeten Symbolik mit den gestrichenen und ungestrichenen Indizes ist automatisch klar,
dass beide Transformationen invers zueinander sind. Einmal steht der gestrichene Index unten, und im
anderen Fall ist die Indexpositionierung umgekehrt. Dann gilt insbesondere auch

Ls'Ls], = &, (I11.92)

sowie ,
LS}LS? = 8}” (II1.93)

Die oberen und unteren Indizes konnen dabei sorglos iibereinander positioniert werden. Dafiir gibt es zwei
Griinde: Zum einen sind die Matrizen symmetrisch und es ist gleichgiiltig, welcher Index Zeilenindex oder
Spaltenindex ist. Zum anderen ist die Anordnung der Transformations-Koeffizienten Ls;, bzw Ls{, in Matri-
zen keineswegs zwingend wie oben bereits erwéhnt. Die durch die Transformationsformeln beschriebenen
Linearkombinationen sind eindeutig und benétigen die Anordnung in Matrizenform nicht.

Auf die Annahme der speziellen Lorentz-Transformation verzichten wir jetzt. (L’j') beschreibe eine allge-

meine Lorentz-Transformation von X nach ¥'. v ist nicht mehr achsenparallel und £ und ¥’ kénnen beliebig
gegeneinander verdreht sein. Wir setzen an

dE" = LTdEl (I11.94)

Die Indizes an den Lorentz-Koeffizienten konnen weiterhin iibereinander positioniert werden, auch wenn
jetzt keine Symmetrie mehr vorliegt. Der oben genannte zweite Grund gilt jedoch nach wie vor.

Vermittels der Gleichungen (II1.71) und (I11.72) folgt
d&y = gupdEX = guIX dE™ = guuLX g™ dE, . (111.95)

Die Symmetrie des metrischen Tensors ausnutzend ist zu schreiben

&y = grug™LbdE, . (II1.96)
Die Invarianz von dS? liefert
dS” = d&ydE" = gug" L LidE,dE! (11L.97)
= dS* = dE;dE’ (I11.98)
woraus die Forderung
grwg™LE L = 8" (111.99)

zu erheben ist. Dies sind 10 Bedingungsgleichungen an die L’f,;; man beachte die Symmetrie des Kronecker-
Symbols, weshalb nicht 16 sondern nur 10 Bedingungsgleichungen folgen. Determinantenbildung liefert

det (g;1) det (¢") det (L’;,,) det (Lj) ~1 (I11.100)
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bzw.

(det (L,’;;))z —1 . (IL.101)

Die Losung det (ij;) = +1 kennzeichnet die eigentliche Lorentz-Transformation. Dieser Wert bringt die

Transformation mit einer Drehung im Minkowski-Raum in Zusammenhang. Die Losung det (L’,j;) =—1
beschreibt die uneigentliche Lorentz-Transformation; sie enthilt eine vierdimensionale Spiegelung.

Explizit geben wir die allgemeine Lorentz-Transformation L,’j; hier nicht an, da fiir sehr viele prinzi-
pielle Anwendungen die spezielle Lorentz-Transformation LS’,‘,; ausreicht. Um die allgemeine Lorentz-
Transformation im Detail auszurechnen, wiirde man neben X und ¥’ zwei Hilfskoordinatensysteme Xz und
¥, einfiihren. Xz und Xj; sind nicht gegeneinander verdreht und ihre EL bzw. 51/-Achsen sind parallel zu
v. Die Lorentz-Transformation zwischen Xy und X, ist dann gerade die spezielle Lorentz-Transformation.
Nun sind einfach noch zusitzliche dreidimensionale Drehungen jeweils zwischen X und Xz bzw. zwischen
¥}, und ¥’ vorzunehmen.

An dieser Stelle kommen wir noch einmal auf Gleichung (/71.99) zuriick und weisen ausdriicklich darauf
hin, dass diese Beziehung nichts mit dem Indexziehen zu tun hat. Die Lorentz-Koeffizienten sind keine
Tensorkomponenten und haben damit auch keine ko- oder kontravarianten Indizes, auch wenn das dusse-
re Bild dies suggeriert. Die Indizes an den Koeffizienten der Lorentz-Transformation sowie der inversen
Lorentz-Transformation haben jeweils ihren festen Platz und werden nicht gezogen. Tensorkomponenten
leben entweder im System X oder im System X’ und innerhalb des jeweiligen Systems werden die Indizes
mit dem metrischen Fundamentaltensor gezogen. Die Lorentz-Transformation vermittelt gerade zwischen
den beiden Systemen.

Einige nachfolgende Formeln sind noch hilfreich.
Wir gehen wieder von der Transformation von X nach ¥/
d&" =L'd&’

aus. Nach der Kettenregel gilt auch
; 0ET

d&" = —=—dE*
& = Tt
und somit folgt
1
U
Lj_c)if . (11.102)

Die reziproke Transformation ¥’ nach X liefert

IE" '
d(g’:%m,dg =L, dE
Nacheinanderausfiihrung ergibt
oL 9Em
9EM  QET =L, 1" =8 oder (I11.103)
08" 9& i o
@.WijLkﬁ&k, . (I11.104)

Analoge Relationen hatten wir bereits oben fiir die spezielle Lorentz-Transformation angegeben.
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Wegen der 10 Bedingungsgleichungen sind von den 16 Parametern fiir die
Koeffizienten der Lorentz-Transformation nur 6 tatsdchlich frei. Drei Pa-
rameter entsprechen dabei den Eulerschen Winkeln um £ und ¥’ achsen-
parallel “zurechtzudrehen” und die weiteren 3 Parameter sind die Kompo-
nenten von v, das i.a. nicht parallel zu einer Koordinatenachse liegt (a). £
wird gedreht bis Achsenparallelitit zu X/ vorliegt (b). Im speziellen Fall der
achsenparallelen Ausrichtung von X, ¥’ und v wird die allgemeine Lorentz-
Transformation zur speziellen Lorentz-Transformation (c).

Der Lichtkegel

Wir denken uns den Minkwoski-Raum aufgespannt durch ein vierdi-
mensionales Achsenkreuz Die Ereignisse entsprechen dann den Punk-
ten im Minkowski-Raum und werden auch Weltpunkte genannt. Da die
Zeit standig in positiver Richtung gleichférmig zunimmt, beschreibt jeder
Punkt eines materiellen Korpers eine Kurve — die Weltlinie des Punktes.
Betrachten wir nur Ereignisse auf der x;-Achse. Die beiden im Winkel von
45° geneigten Geraden entsprechen offenbar Lichtsignalen (,,Photonen®) in positiver bzw. negativer xi-
Richtung. Die schraffierten Gebiete heilen Lichtkegel, und zwar Vergangenheitskegel (oder Vorkegel) fiir
ct < 0 und Zukunftskegel (oder Nachkegel) fiir ct > 0.

ct

Da sich alle Korper mit Unterlichtgeschwindigkeit bewegen, verlau-
fen ihre Weltlinien stets im Lichtkegel. Die Punkte des Vorkegels
entsprechen Ereignissen, die auf das Ereignis (0,0) einen kausalen
Einfluf} ausiiben konnen, wihrend im Nachkegel alle Ereignisse ent-
Nachkegel Weltlinie  halten sind, die vom Ereignis (0,0) kausal beeinflut werden kon-
X; nen.

Alle Punkte innerhalb des Lichtkegels haben zum Nullpunkt den Ab-

Vorkegel
stand

2 =x}—c%? <0 , Simaginir. (111.105)
Solche Abstinde heifien zeitartig.
Raumartige Abstinde mit
$=x}—c**>0 , Sreell (111.106)

treten zwischen dem Nullpunkt und den Punkten auflerhalb des Lichtkegels auf.

Abstinde mit S? = 0 heiBen lichtartig.

5 Lorentz-Transformation der elektromagnetischen Grofien

Bisher haben wir nur den Zusammenhang der Koordinaten (x1,x2,x3,ct) und (x},x5,x5,ct’), der durch die
Lorentz-Transformation erzeugt wird, diskutiert. Wir fragen nun nach dem Zusammenhang von (E,B, j,p)
und (E', B, j',p') bzw. der Potentiale oder anderer abgeleiteter GroBen. Das Relativititsprinzip fordert die
Kovarianz der Maxwell-Gleichungen unter Lorentz-Transformation, d.h. z.B.

X: ¥
X E=—0B ox'E'=—09/B'
dyxH=0D+j dyx'H =9o/D'+ '
oD =p o,'D' =p'

%B=0 3,/'B =0
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Da wir den Zusammenhang von (x1,x2,x3,ct) und (x},x5,x5, ct’) kennen, 148t sich unmittelbar der Zusam-
menhang von dyx und dyx’, d; und 9/ usw. bestimmen. Dies anwendend folgt dann schlieBlich auch der
Zuammenhang von E und E’ etc. Diese Rechnung ,,zu FuB“ 148t sich wesentlich eleganter im Tensor-Kalkiil
ausfiihren.

Der Einfithrung von Tensoren liegt folgender Gedanke zugrunde: Physikalische Grund - Gréen — ob
Skalare, Vektoren oder kompliziertere Strukturen — stellen objektive Realitéten dar. Sie existieren vollig
unabhingig davon, ob ein Koordinatensystem eingefiihrt ist und erst recht von der konkreten Form eines
Koordinatensystems. Ein Koordinatensystem ist lediglich ein menschgemachtes kiinstliches und willkiirli-
ches Hilfsmittel, um diese objektiven Realitdten quantifizierbar zu handhaben. Betrachten wir exemplarisch
das elektrische Feld E in einem bestimmten Punkt des dreidimensionalen Raumes zu einer bestimmten Zeit.
L existiert natiirlich ohne Festlegung eines Koordinatensystems. Symbolisieren wollen wir E durch einen
Pfeil, der gerade in diesem Punkt des Raumes ansetzt. Die bestimme Zeit sei “jetzt”.

Um die Stirke von E (=Lénge des Pfeils) und die Richtung von E (=Richtung des Pfeils) auch reproduzier-
bar angeben zu konnen, ist ein Koordinatensystem hilfreich. Aufgespannt wird es in dem genannten Punkt
des Raumes durch in bestimmter aber dennoch willkiirlicher Weise gewihlte Basisvektoren. Die Projektio-
nen von E auf diese Basisvektoren nennen wir die (kontravarianten) Komponenten E', E?. ... von E und
man schreibt

E=E'b,+E*by+... . (11.107)

Bei einer dreidimensionalen Koordinatentransformation, d.h. der Anderung der b;, dndern sich die Kom-
ponenten E’, ohne daB sich die physikalische GroBe E #ndern darf. Anderungen der b; bedingen darauf
abgestimmte Anderungen der E'. Allerdings ist E keine Grund - GroBe im Minkowski - Raum, was schon
wegen der fehlenden 4. Komponente klar ist. Nun ist auch schon zu erahnen wie die weiteren Schritte ausse-
hen. Im Minkowski-Raum wissen wir bereits, daB sich bei einem Ubergang von X nach X’ die Koordinaten
EL ... &% bzw. die entsprechenden Basisvektoren mittels einer Lorentz-Transformation iiberfiihren, also

fiir die kovariante Basis

by = L8b, (I11.108)
und fiir die kontravariante Basis

b =LipF . (I11.109)

Diese Gleichungen erhalten wir aus
=Ll EF (IIL.110)

;T LIER
da b = =L = =L I.111
a 2 ox k- 9x k= ( )
dx dx 9/ , i k

byl L5 =b; 8] =by=L5b, . (IL.113)

Nun sind GroBen zu definieren, deren Komponenten sich darauf abgestimmt transformieren. Diese Grofien
heiflen Tensoren. Ihre Einfiihrung erfolgt in diesem Abschnitt. SchlieBlich miissen wir noch den Zusam-
menhang der uns bisher geldufigen physikalischen GréBen wie E, B, j, p etc. mit den Tensoren herstellen
bzw. diese GroBen in geeigneter Weise mit den Tensoren identifizieren.

Exemplarisch betrachten wir einen Vektor T im Minkowski-Raum. T stelle physikalische Realitit dar, z.B.
Felder, und hinge damit nicht vom konkreten Bezugssystem ab. T kann dargestellt werden in verschiedenen

Basen, zB. {b;},{b'} . {b;}, {E/},...

Alsofolgt T=Tb,=Tb =T by =Tib" = ... (I11.114)
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T, T, T" Ty, ... sind die entsprechenden Entwicklungskoeffizienten, genannt Komponenten.

Die Umrechnung von T? — T; ist bekannt; sie erfolgt mit dem metrischen Tensor und hat nicht wirk-
lich etwas mit der Lorentz - Transformation von Inertialsystem X ins Inertialsystem X’ zu tun. Die Lorentz
- Transformation kommt aber z.B. beim Basis - Wechsel {b;} — {b; } ins Spiel.

Behauptung:
7' =L)T (IIL.115)
Beweis:
T=T"b; =L T/ L§b, (IIL.116)
=L LTI = 85T/ b, (IIL117)
j
=T/ b, g.ed. (II1.118)
Analog gilt
T, =L,T; (I11.119)

und entsprechendes fiir Tensoren hoherer Ordnung.

5.1 Tensoren im Minkowski-Raum (Definitionen)

Im Minkowski - Raum betrachten wir ausschlielich Lorentz - Transformationen. Die darauf abgestimmten
GroBen heilen deshalb Lorentz - Tensoren. Spiter werden wir wieder kurz von Tensor sprechen, meinen
hier aber immer Lorentz - Tensoren.

Lorentz - Tensor 0. Stufe
 ist Lorentz - Tensor 0. Stufe, wenn er bei einer Lorentz-Transformation invariant ist:

T =T . (I11.120)
Beispiele:

das? Abstandsquadrat

dt Eigenzeit, da dt = (/1 —v?/c2dt
dt=1/1—v%/c%dt

dt* = fé(vzdtz —cPdr?)
= —Ciz(dx% +dx3 4 dx} — *dr?)
1
= ((ag") + (a€?)" + (¢&%) - (")’

1
= ——ds?
c2

Lorentz - Tensor 1. Stufe
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7 ist Lorentz - Tensor 1. Stufe, wenn sich bei einer Lorentz-Transformation seine kovarianten Komponen-
ten gemif ‘
Z-,:Ll!,ﬂj (II1.121)

und seine kontravarianten Komponenten gemaf

T =17 (I1.122)
transformieren.
Beispiele:

dg! Viererdifferential
i Vierergradient

d i
Po 5 Konvektions-Viererstromdichte
art

dé' : Lo

I Vierergeschwindigkeit

d2 éi

pre) Viererbeschleunigung

Bemerkung zum Vierergradienten.

Der Vierergradient transformiert sich wie die kovarianten Komponenten, denn es gilt

m

9¢ m
aé,-/ = W@gm = Ll-/ 8§m . (111123)

Dies ist aber gerade die Transfomrationsformel fiir kovariante Komponenten.
Fiir die Viererdivergenz gilt dann
Opr T = Ly Opn L, T"
=denT™ . (II1.124)
Die Viererdivergenz ist somit invariant und damit ein Lorentz - Tensor 0. Stufe.
Lorentz - Tensor 2. Stufe
7 istein Lorentz - Tensor 2. Stufe, wenn sich seine Komponenten bei einer Lorentz-Transformation gemél
Ty =LiL) Tim (I11.125)
gl =51, T (IIL.126)
transformieren. Auch gemischte Komponenten sind moglich. Dann gilt

iy mypi k
Z/ *Lj/Lkzn . (II1.127)

Beispiele:

ot = BiC; dyadisches Produkt der zwei Tensoren 1. Stufe %; und %;
B elektromagnetischer Feldstédrketensor
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Verjiingung
;| (Spur von ¢, /) ist Tensor 0. Stufe, da
s et
LQZ/Z - Li’ LlJ JZ{k]
kg k
AR

Uberschiebung

PB;€" ist die Uberschiebung (das Skalarprodukt) zweier Vierervektoren.

Lorentz - Tensor n. Stufe

i heifit Lorentz - Tensor n. Stufe (n-fach unterstrichen), wenn sich seine Komponenten bei einer Lorentz-
ﬂansformation gemil

- Lil,f'Lilgz . .Llf;" Thiky.k (IIL.128)

1

yl

4

E )

1y...1

SN

N o .
_ szllekzz N 'Lll?,, yklkz...kn (I1I1.129)
transformieren.

Mitunter werden .7, .7 als kontravariante Tensoren und .7} , 7 ; als kovariante Tensoren bezeichnet. Zur
Unterscheidung werden .7 und .7 etc. dann geometrische Objekte genannt. Wenn wir im weiteren verkiirzt
z.B. von einem kontravarianten Tensor sprechen, meinen wir damit die kontravarianten Komponenten die-
ses Tensors.

5.2 Tensordarstellung der Maxwell-Theorie

Wir formen nun die Gleichungen der Maxwell-Theorie in Viererschreibweise und damit in Tensordarstel-
lung um. Das Verhalten der elektromagnetischen Groflen bei einer Lorentz-Transformation ist in Vierer-
darstellung dann unmittelbar ablesbar.

Wir betrachten zunichst die Gleichungen fiir die Potentiale im Vakuum in Lorenz-Eichung:

1 .

alzé - ?atzé = 7""01
1 1

2 2 —
1

axA + 7(2@ = O

= c

Wir fiihren jetzt Vierergrofien ein:

; 1
o = (Aa, <I>> kontravariante Komponenten des Viererpotentials (II1.130)
c
I = (jarcp) kontravariante Komponenten der Viererstromdichte (IL.131)

Die mit a,b,... indizierten GroBen sind die bekannten Vektorkompenten im dreidimensionalen Raum,
bezogen auf ein kartesisches Koordinatensystem. Da in einem kartesichen Koordinatensystem die ko- und
kontravarianten Komponenten identisch sind, wird bei diesen der Index in herkdmmlicher Weise nach unten
gesetzt.

Den Wellenoperator formen wir um zu

52 ciza; — gU0ude; =0 . (II1.132)
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Das Symbol [J wird als Wellenoperator oder d’ Alembertscher Operator bezeichnet, und bereits am Index-
bild erkennt man, daf} es sich um einen Tensor 0. Stufe handelt.

Die beiden Potentialgleichungen lassen sich damit schreiben als

Oa* = —uy g+ . (IIL.133)
Die Eichgleichung entspricht einer Viererdivergenz

e =l =0 . (I11.134)

Hier wurde gleich noch eine verkiirzte Schreibweise benutzt, die im Abschnitt *Elektromagnetische Kraft
und Drehmoment’ eingefiihrt wurde. Fiir eine partielle Ableitung 85 ; nach einer Viererkoordinate schreibt
man auch ; (sprich: Komma j).

SchluBfolgerungen: Das Viererpotential .27’ und die Viererstromdichte I i werden formal eingefiihrt.
Die Viererschreibweise sagt noch nichts iiber den Tensorcharakter; dieser 146t sich aber aus folgenden
Uberlegungen deduzieren: Die Viererdivergenz </ 5 verschwindet und ist damit invariant bei Lorentz-

Transformation. Da 85 ; ein kovarianter Tensor ist, muB .27/ als Partner einer Uberschiebung mit 85 j ein
kontravarianter Tensor sein, da die O auf der rechten Seite von (II1.134) natiirlich ein Tensor 0. Stufe ist.
Da [ ein Tensor 0. Stufe und damit invariant ist, ist (1.&7* ein Tensor (1. Stufe), und damit muf auch _# k
ein Tensor (1. Stufe) sein. Somit sind die oben in Viererschreibweise formulierten Gleichungen Tensorglei-
chungen.

Im folgenden werden die weiteren Gleichungen der Maxwell-Theorie als Tensorgleichungen — und damit
invariant bei Lorentz-Transformation — formuliert. Dazu fiihren wir die GréBen

H, —cD .
M = ( d;b % 2 > elektromagnetischer Erregungstensor, (IIL.135)
b
B 1/cE .
By = ( 1 /“ChE + {)c “ ) elektromagnetischer Feldstirketensor (II1.136)
- b

ein, von denen wir spiter zeigen, daf} es sich um Tensoren 2. Stufe handelt. 77" und %,,, sind antisym-
metrisch definiert

SO = — " Bn = — Bm (II1.137)
und es wird gesetzt
A" = Hy A3 = H, 3 = H, (I11.138)
PB1» =Bj Py = By P31 =By . (I11.139)
Explizit heift dies
0 H3 —H2 —CD1
—H; 0 H, —cDy
mn __
M = H, —H, 0 —eDs , (I11.140)
+cDy +cDy +cDj 0
0 B3 —B; +1/C E,
. —B3 0 B +1 /C E,
Byn = B, _B, 0 +1/cEs . (II1.141)

—1/cE, —1/cE, —1/cEs 0

Behauptung: Die Maxwell-Gleichungen haben die Form

" = g (inhomogenes System) (I11.142)
Biinj + PBrmp + PBukn = 0 (homogenes System) (I11.143)
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Beweis

Fiir eine zligige Beweisfiihrung stellen wir zunéchst die Beziehungen fiir das konkrete Indexziehen voran.
Bekanntlich gilt

T=g"% . (IIL.144)
Dies bedeutet konkret
T'=9 |, =9 , T=5 , T*=-7 . (111.145)
Bei Tensoren hoherer Ordnungen gilt fiir jeden Index entsprechendes.
Inhomogenes System:
Firm =1:

%12724»:%&13734»%1414 — /1
H3p —Hy3—cDyg4 = ji

|
H3,—Hy3—cDy;- )
—Hy3+H35 =D, + ji

und analog fiir m = 2,3 ergibt

dxH=0D+ ]

Fiir m = 4 ergibt sich

%41’1_’_%42’2_’_%43’3 — /4
cDy 1 +cDyp+cD33 = cp
= a&Q:p

Homogenes System:
Firm,n,k=1,2,3:

P23+ Bio+ P31 =0
B33+Bro+B11 =0
= dB=0

Fir m,n,k=1,2,4:
PBroa+ PBaip+ P =0

1 1
B3gs——Ei2+-Ey1 =0
C C

und analog fiir m,n,k = 2,3,4 und m,n,k = 1,3,4 ergibt
hXE=—0B q.e.d.

Die Kontinuititsgleichung hat die Viererform

I =0 (111.146)
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da
1
I = /a7a+/4,4 =0dijt+cpa= 8£1+c;8tp =0

Der Zusammenhang zwischen dem Feldstirketensor und dem Viererpotential ist durch die sogenannte
Viererrotation

Bn = nm — Mmm (I11.147)

gegeben. Man verifiziert

PBr1o=A1—A12=5B;
PBrz =Azr—Ar3 =B
P13 =A31—-A13=—B
= B=0dxA (I1I1.148)

und

1 1 1
Py =y —ha=—d 1~ 4= —E‘PJ _Al,tz = ;El

und analog fiir By4, B34 ergibt
E= _ag (OR atA

Die Wellengleichung fiir das Viererpotential .27, betrachten wir im Fall des Vakuums, wo die Materialglei-
chungen

1
D=g&E , H=—B

Ho
gelten. Wegen gyc = ﬁ folgt dann
1
M = —B" . (II1.149)
Ho
Das inhomogene System nimmt jetzt die Form
B =1 " (II1.150)
an. Daraus ergibt sich
8" Bijn =g (Hjin— A jn) = o I . (IIL.151)
Fiir den ersten Term folgt
8" 8" A jin =" A" 1= A i (IIL.152)

Dieser Ausdruck verschwindet wegen der Eichgleichung <7” , = 0. Es verbleibt

gmignjéyi’j.’n — _'u()/m
§IA™ =~ I . (IIL.153)

Dies ist gerade die Wellengleichung (III.133).

Zu zeigen ist noch, daB J7™" und %,,, tatsachlich Tensoren 2. Stufe sind. Die Tensoreigenschaft von 7"
folgt aber unmittelbar aus (II1.142), da _#"™ ein Tensor ist und somit .7#”"" zunichst beziiglich des ersten
Index ein Tensor sein muB. Der zweite Index von 7" wird aber mit dem Vierergradienten iiberschoben,
so daB die Tensoreigenschaft auch beziiglich dieses Indexes klar ist. Die Tensoreigenschaft von %, ist
unmittelbar klar aus (II1.147), da die rechte Seite aus Tensoren konstruiert ist.
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5.3 Durchfiihrung der Lorentz-Transformation elektromagnetischer GrofSen

In den vorangegangenen Abschnitten haben wir explizit das Verhalten der raumlich-zeitlichen Koordinaten
bei einer Lorentz-Transformation untersucht. Nun untersuchen wir das Verhalten, wie sich E, B etc. bei
Anwendung einer Lorentz-Transformation verdndern. Die Anwendung des Tensorkalkiils macht die Be-
rechnung besonders einfach. Wir beschrinken uns hier wieder auf die spezielle Lorentz-Transformation
L., bei der £ und ¥’ achsenparallel ausgerichtet sind und y in x;- bzw. x}-Richtung liegt. Es gelten dann
folgende Transformationsformeln:

Viererpotential </* = (A,,1/c®):

Feldstirketensor:

o

1/

=L
1 v 4
_ o —

V1—v%/c?

S mitt =
Smitt =

¥

c

v

V1—v2/c?

V1—=v%/c?

‘%m'n’ = Ln];’er/'%kl
By =LELL By = L L}, By + LILL By
%1/2/ = LII/QIZ + L]%%42

By =

1
By — ;B

V1—=v2/c2

D —vA;

I ve

By =

122

B3 — 5 Ep

Byy =Lyly By =LyLy By =

By = LyL|, By = Ly L), B3 + Ly L B

_ Bt (+iEs)

1—v2/c?

By

By + 5E3

N

By = LIk/Li/%k/ = L]IILZ{/%][ +L1%L4[/c@4l
By = LjLy Bia+LiLyPBay

B 1-(1E1)—|—3(+—

C

9 C

)(-1E)

\/1—1)2/c22
1-%1
il

2

o

(I11.154)

(IIL.155)
(IIL.156)

(I1.157)

(IIL.158)

(IIL.159)

(I11.160)

(IIL.161)

(II1.162)
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By = LYL, By = LILy By + LILy By

1 +2(—B3)+ 1E E, VB

“Ey = M Ey = _f2 VB3 (IIL.163)
¢ V1—=v%/c? 1—v2/c?

%3/4/ B L3%L41/%31 +L33/Lf/e@34

1 +1By+1E Es+VvB

~Ey = T2 e Ey = _EstvBy (II1.164)
¢ V1=v%/c? 1—v2/c?

Die Transformationen von E und B kénnen wir in kompakte Formeln zusammenfassen, falls v/c < 1. Dann
nihern wir /1 —v?/c? = 1 und es folgt mit v = (v,0,0)

E'=E+vxB (I11.165)

vXE~B . (I11.166)

Mit diesen Formeln 148t sich leicht die Kraft auf eine Punktladung g ausrechnen. Wenn ¢ im System X/
ruht, gilt
K =qE . (111.167)

In X ist g bewegt und die Ladung erfahrt die bekannte Lorentz-Kraft

K=qg(E+vxB) . (I11.168)

5.4 Das elektromagnetische Feld einer gleichformig bewegten Punktladung

Diese Aufgabe lieBe sich ohne jede Kenntnis der Lorentz-Transformation 16sen. Im Abschnitt ,,Retardierte
und avancierte Potentiale” sind die Quellen

p(x,2) =qb(x—vt) (I11.169)
J(xt) =q-vo(x—vr) (I1.170)
in den Integralen fiir A und @ zu spezifizieren und dann die Integrationen vorzunehmen. Wesentlich schnel-

ler kommen wir voran, wenn wir ¢ in ¥’ als ruhend annehmen und dann nach X transformieren. In ¥’ gilt
fiir eine Ladung im Ursprung:

— / q ) ]2 12 12
Aal—o s q) —W 5 r = .Xl +X2 +X3

Damit folgt in ¥
N3 v 1
A= _ 4 2 - 111.171)
] V1—v2/c2  Amey \/1—v2/c2 1
Ay =A; =0 (IIL.172)
lo¥ 1 1
9 (I1.173)

&= — -
V1—v2/c2  Amey \J1—v2/c2r

' ist noch in » umzurechnen:

5 (=) + (3 +x3)(1—v?/c?)

(x; —vt)? 5
+Xx5+x3 = 1-12/c2

1—v2/c?

72 72 72
X1 +.X'2 +X3 =
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Dann erhalten wir
. q v 1
- 2
A0 [l — v+ (B +3)(1-v2/ )
1
¢z4q
T\ =P (3 ) (1 -02/e2)

Ay

(IIL.174)

(I1.175)

Folglich sind die Fldchen gleichen Potentials in ¥ keine Kugelflichen mehr sondern Ellipsoide.

Zur Berechnung von E und B konnen wir entweder die gerade berechneten Potentiale A; und & differen-
zieren oder wir benutzen (II1.158) bis (II1.164). Wir gehen den zweiten Weg und invertieren zunédchst, um
zu erhalten

E; =Ep (I1.176)
Ey +vBy
E :\/% (I1.177)
—Ve/C
Ez —vBy
By =2 2% (IIL.178)
V1—=v2/c?
(II1.179)
B =By (I11.180)
By — Y Ey
B, :721 622/32 (IIL181)
A/ 1—=Vve/C
By + % Ey
By—— 2% (I1.182)
1—v2/c?
Im Ruhesystem %' des Teilchens gilt
g 1
E=-1 _= 111.183
= Admgy r? ¥ ( )
B =0 . (111.184)
Wir berechnen in X nur das elektrische Feld E und erhalten
3
(l_vz/cz)z x| —vt
12 /02
El= Ey :4‘] vize/e . (I1L.185)
& {1 —ve)2+ (3 +x3)(1—v2/c2)}?
3
E Ly d ! (=v/e) x (IIL186)
2= = 3 .
V1—v2/c2  Amey (/1 —v2/c? {1 =)+ (B +22)(1—12/c2))?
3
B Ey q 1 (1 — vz/cz) 2 x3 (IIL.187)
3= = 3 :
V1=v2/cr Amey \/1—v2/c? {1 =2+ (B +x2)(1—12/c2)}?
(I11.188)
1—v2/c? —vt
1:4‘1 (1=v*/) a—v) . (I11.189)
T8 Ly —vi)2+ (F+22)(1-12/c2)}?
By =1 (1=v*/) x (I1.190)
> .
ATE0 £ (xy — )2+ (B +22)(1—v2/c2)}?
__4 (1=v/) x (IL.191)
- .
ATE0 [ (xy — )2+ (B +22)(1—v2/c2)}?
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| G
C V |
E '
> |
D / _ -7 -
Umschrift der Formeln mit
v X1
y= 0 y X= | X2 ’ B(E,[) =x—vt , R= ‘B' (I1.192)
0 X3
liefert
1—v2/c?) (x—wt
E(;c,t)—47f80 (1=v/e) —wr) . (I11.193)
{@-w2+503+3)}
1—v%/c?) R(x,t
E(x,1) = 4;180 (1-%/¢) Rlx,1) . (IT1.194)
{RZ(x,t) + Zé (x% —|—x%) } 2
Mit
0
R =1|x und R, =|R,| (1I1.195)
X3
folgt
V(3 4x3) =V R (I11.196)
=|lvxR,? (I11.197)
L
=1V X B .
2 (I11.198)
= (vRsin®)? (I11.199)
E(x,1) :4;13 (L=v2/e?) Rlx,1) ; (I11.200)
0 {Rz(g,t) - Z—; R? sin? @(g,t)} ’
(I11.201)
R 1— 272
E(x1) =2 ;@’t ) v/e i (I1.202)
4mey R (x,t) 2 .0 2
Nl {1 — 7 sin @}
Coulomb

Abweichung vom Coulomb - Feld

Interessant ist insbesondere die Abweichung vom Coulomb - Feld. Die Feldlinien sind transversal verdich-
tet (siche Abbildung).
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Abbildung III.1: Das elektrische Feld einer schnell bewegten Ladung. Die Feldlinien des konstanten elek-
trischen Feldes enden auf der kontrahierten Ellipse und sind in der transversalen Richtung stark verdichtet.
(nach Ludwig,...)

6 Speziell-relativistische Punktmechanik

Aus der klassischen Mechanik ist bekannt, dass die Bewegung eines Korpers durch das Newton’sche Gesetz
beschrieben wird. Dieses Gesetz ist forminvariant, wenn eine Galilei-Transformation vollzogen wird. D.h.
in verschiedenen Inertialsystemen hat das Newton’sche Gesetz die gleiche Form. Die hier in Rede stehen-
den Inertialsysteme gehen aber durch eine Galilei-Transformation auseinander hervor und nicht durch eine
Lorentz-Transformation. Die Galilei-Transformation ist aber der Grenzfall der Lorentz-Transformation fiir
kleine Geschwindigkeiten verglichen mit der Lichtgeschwindigkeit. Da wir den Maxwell-Gleichungen das
Primat als der ,.hoher entwickelten* Theorie geben, ist das Newton’sche Gesetz so zu verallgemeinern,
dass es forminvariant bei Lorentz-Transformation wird. Es ist also eine Verallgemeinerung gesucht, die auf
Lorentz-Tensoren beruht. Vorbereitend betrachten wir die infinitesimale Bewegung eines Korpers mit der
Masse myg (genauer werden wir spiter mg als Ruhemasse bezeichnen) und beurteilen diese Bewegung in
zwei Inertialsystemen X und ¥ . Ein Beobachter in £ registriert eine Verschiebung um dx in der Zeit dt und
ein Beobachter in ¥ registriert fiir die gleiche infinitesimale Bewegung des Korpers eine Verschiebung um
dgl in einer Zeit d;/ (siehe Abbildung). dx und dgl sind natiirlich nicht gleich, ebenso wenig wie df und dg/.
Sie gehen jeweils durch Lorentz-Transformation auseinander hervor. Invariant ist allerdings dS.

Wir erhalten

by byl
X X
[ ]
dz, dt
A, dt'
X my xI,
X3 X

Abb.: Infinitesimale Bewegung einer Masse my beurteilt von einem Beobachter in X(dx, dr) und von
einem Beobachter in ¥/ (dx',dt’)

/

ds* =ds? (I11.203)
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dx? — 2di* = dx* — 2ar? (II1.204)
dx? dx’? )
((;2 _ c2> dr* = (df,z _ c2> di’? (I11.205)

Fiir die Geschwindigkeit des Korpers wie sie der jeweilige Beobachter in ¥ und ¥ wahrnimmt, schreiben
wir

dx ’ dx,
== =— 111.206
wi=— U= ( )
wi=ul ; u=lu] (I11.207)

Nach Division durch (—c?) folgt

I/l2 I/llz /
(1 — 02> dr* = 1— T dr? (I11.208)

Die linke bzw. rechte Seite sind dann offensichtlich invariant. Die entsprechende Grosse wurde bereits
frither als Eigenzeit T eingefiihrt. So gilt

2 2 , d 2
d7* = (1 = ”2> di* = (1 - ”2) = - % (I11.209)
C c c

Somit ist d7 ein Tensor 0. Stufe, da dS ein Tensor 0. Stufe ist. Zur Interpretation von 7 als Eigenzeit be-
trachten wir ein drittes System X, das fest mit dem Korper verbunden ist. L. a. ist Xy kein Inertialsystem,
da sich der Korper beliebig bewegen darf. In einer infinitesimalen Betrachtung sind u und u aber konstant,
und damit ist neben £ und ¥ auch £y momentan inertial. In X ist die Geschwindigkeit des Korpers natiir-
lich uy = 0. Zeitliche Anderungen dt werden von einem Beobachter in £y mit der eigenen ruhenden Uhr
registriert, was die Bezeichung Eigenzeit nahe legt. Die Rolle von df im Newton’schen Gesetz sollte also
bei einer Verallgemeinerung durch d7 iibernommen werden. Diese Vorstellung kommt der Newton’schen
absoluten Zeit, fiir die ja r = ¢’ galt, am néichsten. Wir stellen noch folgende Beziehung bereit

u2
dt=1\/1-=dt, (II1.210)
C

d d drt u? d
ae_4¢ a_ e .21
dt dt dt ctdr ( )

6.1 Vierdimensionale Bewegungsgleichung

Wir begeben uns jetzt in das ungestrichene Inertialsystem ¥ und konstruieren die Bewegungsgleichung
in diesem System. Die Bewegungsgleichung ist so aufzustellen, daf sie bei Lorentz-Transformationen
forminvariant bleibt und fiir # < ¢ das bekannte Newtonsche Gesetz

dy (mdx,) = Ky (I11.212)
liefert.

Es liegt nahe, einen tensoriellen Ansatz fiir ein forminvariantes Gesetz zu machen. Vorsorglich erlauben wir
Abidnderungen in der Masse und in den Kraftkomponenten, weshalb neue Symbole im Ansatz verwendet
werden:

dr (mod: &) =" . (I11.213)
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" nennen wir Vierer - Kraft.

Fiir die ersten drei Komponenten i = a ergibt sich aus diesem Ansatz:

dy ( - Tzz/czdt§a> =X\ [1-u?/c

Um das Newtonsche Grundgesetz (I11.212) zu reproduzieren, miissen wir

m= L (Dynamische Masse) (1I1.214)

N

Ko=2\/1—u2/c? (I11.215)

setzen. Es ist hervorzuheben, daf} die urspriingliche Ruhemasse mq durch die speziell relativistische Verall-
gemeinerung in die sogenannte dynamische Masse m iibergeht. Fiir u < ¢ ergibt sich fiir die dynamische
Masse m wieder die Ruhemasse my.

Fiir die 4. Komponente i = 4 erhalten wir:

dr (modfé4) =x* | E=a
dr (mocdygt) = 2

myc 4
di | ———— | =H*\J1-u2/c?
t<\/1—u2/62> /
di(mc*) =cH*\J1—u2)c? . (I1.216)

Die rechte Seite wird wie folgt umgeformt. Wir nutzen zunichst aus, daB die Viererkraft .# und die
(kovariante) Vierergeschwindigkeit d;&; senkrecht aufeinander stehen, denn es gilt bekanntlich

ds\? d& dEi
2 i
—er= =) = =. I1.21
¢ (dr) dt dt ( »
Damit ist
i d7§z d&l _ dzéi dél +d7él d2§i
dt\dt dt) di* dt dt dt?
:g..gikdzéj (A&, d& &8
Yoo dr?2 dt  dt dt?
d*ét d&
=2 = . 111.21
dt? drt 0 ( 8
Somit gilt wegen (I11.213) auch .
HdiEi=0 . (I11.219)

Wir formen um zu

0= 4" d& = Hd &g+ 4y
K 1 . 1

= 4 dix, —cH
V1—u?/c? tx V1-u?/c? ¢ V1—u?/c?

cH N1 —u2 )2 =K, -dix, (111.220)

di(mc?) = K, - dixq = d,A (II1.221)

woraus

und wegen (I11.216)
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folgt. A steht fiir die mechanische Arbeit. Die 4. Komponente der Vierer-Bewegungsgleichung liefert somit
die Energiebilanz. mc? ist als kinetische Energie des Teilchens zu interpretieren, die durch Arbeitsaufwand
verdndert wird:

phin— 2 M0 2 (I11.222)
V1—u?/c?
Die Newtonsche kinetische Energie folgt durch Reihenentwicklung fiir u?/c? < 1:
1
2\ "2 2
; u lu
EN™ = moc? (1—62> = myc? (1—|—262—|—...>
; 1
ENM = mp? 4 Emobﬂ + ... (I11.223)
~——
Ruheenergie ~—— .
Newtonsche kin. Energie
Aus dieser Entwicklung ergibt sich Einstein’s legendére Gleichung
Epun = mg - ¢ (111.224)
Eine interessante Darstellung folgt nach folgender Umformung:
.2 2 4 2 4
( Ekzn) et = ’"OCM2 _ ’"OCM2 — mict + mdct (I11.225)
1-%5 1-%
m%c“— (1—‘;—;) mgc4 -
= = + mjc (I11.226)
T
2,22
_ Mot HCZ Fmdct = PP + mic (I11.227)
-2
EM" = [p2c? 4+ mdct (I11.228)
mit p=mu . (I111.229)

Diese Formel ist Ausgangspunkt fiir die Dirac - Gleichung und weitere Beziehungen der relativistischen
Quantenmechanik.

In Analogie zum klassischen Impuls wird noch der Viererimpuls tiber
P =" (111.230)

eingefiihrt. Mit d; p, = K, und (I11.216) ergibt sich

kin
P = (pa, E> . (I11.231)

Cc

6.2 Elektromagnetische Viererkraft

Die elektromagnetische Viererkraft auf ein Teilchen der Ladung e wird eingefiihrt durch
K = eByd EX . (111.232)
Zunichst stellen wir die Konsistenz mit der Orthogonalitit
i doE = eByd:E - drEF =0

fest. Bekanmlich verschwindet die Spur des Produkts eines antisymmetrischen (%) und eines symmetri-
schen (d;&'d;EF) Tensors.
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Die Riickinterpretation obiger Beziehung ergibt fiir i = a:
Ky = H\ /1 —u2)c? = eBoid E' -\ 1 —u2)c? = e By - diE'
Ky = eBupd EV + e Boud, E* = e Bpydixy, + ce B
K, =eRB,, up+ce <i> E,
K=euxB+eE (Lorentz-Kraft). (I11.233)

Fiir die vierte Komponente i = 4 erhilt man

1 1
_ b_ _ 2 — _ 4
% = &@41,(115 = eCEbd,xb m K
Wegen (I11.220) gilt
1 1
VA o B e —

altXq c ol u2/62

und folglich vergleicht man zu
eE-u=K-u=dA (I11.234)

was die Energiebilanz bestétigt.

Die Einfithrung der elektromagnetischen Viererkraft vermittels der tensoriellen Gleichung (IT1.232) ist da-
mit verifiziert.



KAPITEL IV

SPEZIALFALLE

1 Statisches elektrisches Feld

1.1 Spezialisierung der Maxwell-Gleichungen

Es verschwinden alle zeitlichen Ableitungen sowie die magnetischen Grofen:
atQ = O ) E = O ’ E = O ’ l = O

Somit verbleiben die Gleichungen

81 D= p
AhXE=0
GI1.(IV.3) wird durch das skalare Potential vermittels
E=-0,®

erfiillt. Wir betrachten im weiteren ein lineares und isotropes Medium mit
D = geE
Das Gauf3sche Gesetz ergibt dann
0D = €0, (EE) = €9 E + &Edv € = p
Unter Benutzung der Polarisation P kann formuliert werden
0D = dy (80E +P) = €90y E+ P =p

Folglich gilt

SOQKEZP—QBZg—EOEQIng

Diese beiden Darstellungen legen nun die Einfithrung verschiedener Ladungsbegriffe nahe:

p wahre Ladungsdichte
p? = —dy P Polarisationsladungsdichte
p/ =p+p” fiktive Ladungsdichte
% freie Ladungsdichte
p'=—gEd, Ine induzierte Ladungsdichte

Fiir das Potential & folgt

Ro=—P _sedme=—PL P
= E& - - &€ &

Iv.1)

av.2)
Iv.3)

(V.4)

av.s)

AV.6)

av.7)

IV.8)
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bzw.

Ro=-—" - =— =—— . (IV.9)

In homogenen Medien vereinfacht sich die Beziehung zu

1

Ro=—-——0p . V.10
(P =P (IV.10)
Die inhomogene Losung lautet
1 pE) /
D(x) = —dv' . V.11
(x) 4MO,3./|H,| av.in

Diese Formel kann angewendet werden, wenn p(g’ ) tatsiichlich bekannt ist; das ist aber keinesfalls immer
der Fall, z.B. in Leitern.

1.2 Feldberechnungen einfacher Ladungsverteilungen
1.2.1 Punktladung im homogenen und isotropen Medium

Fiir eine Ladung e am Ort x, gilt die Ladungsdichte
p()=ed(x' —x,) . 1V.12)

Das Potential folgt zu

SN /5@—&uw,

Y amee ) lx—v]
Dx) = — ! (IV.13)
X)=———— .
= dmepe [x—x,|
und ergibt gerade das Coulombpotential. Das elektrische Feld bestimmt sich zu
1 1 —
E=—— ‘ S (IV.14)

Camee tlx—x,|  4meoe r—x, P x—x,]

und ist radial nach auflen gerichtet (fiir e > 0) bei mit dem Abstand quadratischem Abfall. Die elektrosta-
tische Kraftwirkung auf eine Ladung f am Ort x; ist dann

_ef 1 &%k (IV.15)

K:f.
Ameoe [xp —x,[* xp— x|

[ty

1.2.2 Dipol im homogenen und isotropen Medium

Wir konstruieren einen elektrischen Dipol aus den Ladungen e und —e, die sich im Abstand / zueinander
befinden. Das Dipolmoment einer Ladungsverteilung ist allgemein definiert durch

pP= /fp(g/)d\// . (IV.16)

Hier gilt
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Das Dipolmoment folgt dann zu

p=ex,—e(x,—l)=el . (IvV.17)
Das Potential berechnet sich zunédchst zu
1 e e
P(x) = — . IV.18
® 4n€os{lx—ze| Ix—x_el} (V18)

Diesen Ausdruck vereinfachen wir fiir das Fernfeld des Dipols; dort kann [
als klein angenommen werden und der Dipol als Punkt betrachtet werden.
Es folgt

1 e 1

d(x) = 1-—
(x) Amene |x — x| x| ’
lx—x|
1
l—-——=1- !
2] (x—x,+1)?
lx—x,| 7()&—4-&)72
1 ’ . S
=1- (I* wird vernachlissigt)
(x—x,)2+ 20 (x—x,)+12
(x—x,)?
1

B Lx—x,)
1+2 (x—x,)?

_ lx-x,)
x—x)?
Somit folgt
1 x—x
o(r) = 2 @) (IV.19)
drepe |x—x, )3
Der Vergleich mit dem Monopol zeigt folgende Tendenz:
1
Monopol D o<
- x|
. 1
Dipol DPox ——
Jx — x,|?
1
Quadrupol P o etc.
- x
Iv.20)

Die Momente einer Ladungsverteilung ergeben sich als Potenzreihenentwicklung des Integranden.

Aus dem Potential (IV.19) berechnen wir das elektrische Feld eines Dipols zu

1 p-(x—x,)
E=—0,=— oy = . V.21
= * drepe * Jx—x,|? ( )

0O.B.d.A. legen wir den Dipol in den Ursprung x, = 0, |x| = r und erhalten mit

0i(A-B) = (Ady)B+ (Box)A+A X dyx B+ B x dy XA Iv.22)
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1 X VX X VX
{(Pax)+( 381)P+PX81X3+ 3><(9X><p} )
= r = = r o =
SN——"

\%//

1.2.3 Homogen geladene Kugel

Siehe Ubungsaufgabe

1.2.4 Homogen geladene Kugeloberfliche

Siehe Ubungsaufgabe.

1.2.5 Kugelkondensator

Die Ladungsdichte lautet
P =pPr -28(r—r1)+pp,-26(r—r2) ,

(IV.23)

(IV.24)

wobei +pr die Flichenladungsdichten auf den Kugelschalen sind. Fiir die Gesamtladung gilt natiirlich

[pav =i, 2500 sampe, 250 P
0 0

= 4n(pFl r% erFzr%) =01+0>
Man beachte, daf3

gilt.

In den verschiedenen Gebieten liefert die Potentialgleichung

2 1
7@ =d; @+ =d,® = —d,(r’d,®) =0
- r T

folgende Losungen

LIII: Vakuum

II: Medium mit €

II: r’d,® = Q = const. , g
,

® = @, bzw. ® = ®'  (da hier kein Feld vorhanden sein soll).

drcI):_En:g 5

_ 11
5 . @=—— 1

I bzw. III:

(IV.25)

(IV.26)

(IV.27)

(IV.28)
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Die Grenzbedingungen ergeben an der Stelle r = ry

0

o = —=+ P (IV.29)
1
D' — D) = pr, = 0— &€E,(r1) = 808% (IV.30)
1
2
= _ PR
= =
Q &€
und fiir r =r,
o) = _Q + ol (IV.31)
rn
DY — D}, = pr, = &€E(r2) =0 = —808% (IV.32)
2
2
a_ PRI
= 0=-22
Folglich gilt
P =—PRT) (IV.33)
und somit
01=-0,=0 . (IV.34)

Die Gesamtladung Q1 + Q> verschwindet demnach. Das elektrische Feld zwischen den Kugelschalen kann
dann in der Form

2
pFl n Q 1
£ _ 1 V.35

" ger? Ameye r2 ( )

dargestellt werden.

Die Potentialdifferenz zwischen den Kugelschalen ergibt sich zu

o 0 11 3 11
O(r)— ()= -2+ 2 = (-)”Flrl: (-) o (IV.36)
rt r r r &€ 19 r1 ) 4meye
Die Kapazitit des Kugelkondensators ist festgelegt durch
0 4rene rin
C= = =4 1v.37
D(r;) —P(r) % — % Teo# rL—r ( )

1.2.6 Vakuole in homogen geladener Kugel

Siehe Ubungsaufgabe

1.2.7 Homogen geladener Draht

Siehe Ubungsaufgabe

1.2.8 Plattenkondensator

Siehe Ubungsaufgabe.

Weitere kompliziertere Beispiele fiir Kondensatorberechnungen befinden sich z.B. in A. Sommerfeld, Vor-
lesugen iiber Theoretische Physik, Bd. 3, Elektrodynamik.



120 IV. Spezialfille

1.3 Feldberechnungen beim Vorhandensein von Leitern

Fiir Feldberechnungen in berandeten Medien ist die in 1.2 angegebene inhomogene Losung der Poisson-
schen Gleichung nicht mehr ausreichend. Die Losung der entsprechenden homogenen Gleichung ist hin-
zuzuziehen, und vermittels geeigneter Wahl der Integrationskonstanten sind die Randwerte zu erfiillen.

Es existieren verschiedene Losungsmethoden, die der Symmetrie der Probleme angepal3t sind. Im weiteren
werden typische Beispiele vorgestellt.

1.3.1 Feld in einem Leiter

Leiter enthalten frei bewegliche Ladungstriger. Alleine deshalb lassen sich bereits qualitative Aussagen
iber das elektrische Feld E und das Potential @ im Inneren des Leiters und auf seiner Oberfliche machen.

e Im Leiterinneren ist £ = 0 und @ = const.

Man denke sich ein Feld E # 0 im Leiter. Dann wirkt auf jede Ladung ¢ im Leiter die Kraft
K=qE

die die Ladung solange bewegt, bis ein statischer Zustand erreicht ist. Dann ist die resultierende Kraft
auf jede Ladung verschwunden und es gilt E = 0.

e Auf der Leiteroberfliche steht das elektrische Feld senkrecht.

Ein paralleles Feld E|, fiihrt zur Kraft
Kj=ak)

die die Ladung ¢ solange parallel zur Oberfliche verschiebt, bis E| = 0 gilt und statische Verhiltnisse
vorliegen. Folglich ist dann die Leiteroberfliiche eine Aquipotentialfliche, d.h. @ = const. Demzu-
folge gilt an der Oberfliche

0=d®=0,®-dx

und somit
o® Ldx . (IV.38)

e Alle UberschuBladungen eines Leiters sind auf seiner Oberflziche als Flichenladungsdichte pg loka-
lisiert.

Jegliche Ladungsverteilung im Innern p (x,# = 0) wird im Laufe der Zeit abgebaut. Die Kontinuitits-
gleichung und das Ohmsche Gesetz in homogenen und isotropen Leitern liefern

, c
Op =—0ij=—00E= _%P
woraus

o
p(&ﬂ) = p(&,l‘ = O) exp (—8061‘) H—go 0 (IV39)

folgt. Die Ubergangsbedingung fiir die Normalkomponente der dielektrischen Verschiebung fiihrt
dann auf

Dp=ps (IV.40)

wobei D,, auBerhalb des Leiters ist (im Leiter ist D,, = 0).
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1.3.2 Spiegelladungsmethode

a) Punktladung vor einem leitenden Halbraum

Wir wollen nun das elektrische Feld einer Punktladung e vor einem leitenden geerdeten Halbraum & = 0
berechnen.

Die Ladung e zieht auf der Leiteroberfliche x3 = 0 sogenannte Influenzladungen pg(x;,x;) zusammen,
deren Verteilung zunéchst nicht bekannt ist. Es ist deshalb nicht moglich, das Randwertproblem fiir das
Potential ® zu 16sen, da

ps=Dy| _,— Dy =-D)| _,=-&FE= 808X3<I>|x3:0 (IVA41)

x3=0 x3=0 3=0

nicht vorgegeben ist. Aus diesem Grunde soll hier die Methode der Spiegelladungen angewandt werden,
die in geometrisch einfach Fillen sehr schnell zum Ziel fiihrt.

II

@ €>x3

Leiter

Das eigentliche Randwertproblem wird durch ein Aquivalentes Problem ohne Randbedingungen ersetzt.
Die Ladungsverteilung im Leiterau3enraum wird beibehalten und die Randbedingungen werden durch eine
geeignet gewihlte Anordnung von fiktiven Ladungen simuliert. Da die fiktiven Ladungen — auch Spiegel-
oder Bildladungen genannt — die Quellen in dem betrachteten Volumen nicht beeinflussen, stimmen fiir
beide Probleme die Potentiale im Leiterauf3enraum iiberein. Wir wihlen die Spiegelladung —e bei x3 =d.
Dann gilt

1 e e
CI>:—<7——> 1v.42
drey \r ¥ ( )

Auf der Leiteroberfliche (r = r/) ist damit die Randbedingung @ = 0 erfiillt. Wegen der Rotationssymme-
trie des Problems fithren wir Zylinderkoordinaten (p, ¢,z) ein. Es gilt

r= P etdR . = \Jprrd-p
e 1 1

*= 4rey <\/p2+(z+d)2 - \/p2+(zd)2>
PP <1 Aetd) 1 2—d) ) v43)

CAma \ 2 o2 a2\t (i—d

Die Fliachenladungsdichte pg ergibt sich damit zu

—2d
Ps(p) = —&E; = €00k ®|_y = % <> : Iv.44)

Die Gesamtladung auf der Grenzfldche ist dann
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) 21 oo
‘ P
/pdp/dwpsz —ed/olpi3
0 0 0 Vpr+d?
— ted (p? +d2)*‘/2‘: — e . (IV.45)

Alle von e ausgehenden Feldlinien enden damit auf der Leiterobefldche.

&d=const.

JLadung e

E-Feldlinien

b) Punktladung vor einer leitenden geerdeten Kugel
Siehe Ubungsaufgabe

¢) Punktladung vor einer leitenden nicht geerdeten Kugel
Siehe Ubungsaufgabe

d) Punktladung zwischen mehreren Metallplatten

Siehe Ubungsaufgabe

1.4 Feldberechnung beim Vorhandensein dielektrischer Grenzflichen
1.4.1 Felder in dielektrischen Medien

Das elektrische Feld wird nicht nur durch die Anwesenheit von Leitern, sondern auch durch Nichtleiter
(Dielektrika) gedndert. In Nichtleitern sind die Ladungen nicht frei beweglich. Im Gegensatz zu den Lei-
tern kann deshalb das Feld im Innern von Nichtleitern durchaus von Null verschieden sein. Ein Nichtleiter
enthilt positive und negative Ladungen in gleicher Anzahl, die sich im feldfreien Fall gerade kompensieren.
Wird jedoch ein Feld aufgebaut, dann verschieben sich die positiven und negativen Ladungen in geringen
Grenzen gegeneinander und es kommt zur Ausbildung von atomaren Elementardipolen. Auf diese Weise
entsteht in einem Nichtleiter die Polarisation P. Die dabei entstehenden Ladungen werden Polarisationsla-
dungen pp genannt. Bei gleicher Polarisation aller Atome werden sich die Polarisationsladungen im Innern
des Dielektrikums gerade kompensieren, an der Oberflache verbleiben jedoch Oberflaichenladungen. Die
konnen als felderzeugende Ladungen eines Gegenfeldes aufgefaSt werden, welches das urspriingliche Feld
schwicht.
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E, (duBeres Feld)

pPp<0 / pp=0 pp>0

E; (inneres Gegenfeld, iiberlagert
sich mit E, )

1.4.2 Dielektrische Kugel im homogenen Feld

Exemplarisch betrachten wir nun eine dielektrische Kugel im homogenen Feld.
Zu 16sen ist die Feldgleichung

KhP=0 , E=—0P (IV.46)

mit den Randbedingungen

limE = E, (IV.47)
r—yoo
lim® = —Eo X1 = —E()}’COS 0 (IV.48)
r—yoo
Dy|,=D,|, bzw. &0,®'|, = end,®"|, (IV.49)
o'(R) =@"(R) . (IV.50)
Mit dem Losungsansatz
r<R: @®'=-7Alyx (IV.51)
ﬂ,H .
r>R: oM = —Fpx 4+ 2 (IV.52)
r

ist (IV.48) erfiillt. Einsetzen in (IV.46):

;@' =0
2 2X1
aiq)ll _ Z,H . a£ 7))

1
—A"920,~  ,da Q- ——2rt-_1
- r r

=—A"0,,0; <1) =0 ,da 9] (1> = lza,rza,l = lza,r2 (-2) =0 fiir r #0.
r r r r r r

Damit ist (IV.46) erfiillt.

(IV.50) liefert:
1cos O
R2
1
. (IV.53)

— AV Rcos® = —EyRcos 0 + Al
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(IV.49) ergibt:
AcosO
& (fllcos 9) =g (Eo cos@ —2 5 )
€ . A’II
— A =Ey+2— . V.54
- 0+ JE ( )
Das Gleichungssystem fiir A und A
1 1/R3 AN (E
(81/61[ 2/R3> (;LH - Ey (IVSS)
hat die Losung
Ey 1/R?
. Ey —2/R® _ —3Ey/R3
1 1/R? 1/R3(—2—¢&/en)
81/811 —2/R3
3E 3¢g
I 0 T
= = E 1V.56
2tejen a+2en ( )
1 E
&g/en E 1-—
A1 1/en Eo e/en EoR>

o 1/R3(—2—€1/8H) o —2—8[/811
FL & — & RE
& +2¢q

(IV.57)

innereseffektives) etecrisches Feld Zusammenfassend stellt sich die Losung dar als

geschwdcht gegendl

-l

— —_— 38
IR 0l o=——" Fx  r<R (IV.58)
Eo Eo & +2¢gq
&g—§
LN . "= —Epri + ——LRESL r>R
Gegenfeld Ll SI + 28H r-
e plosshiging Iv.59)
Fiir das Feld folgt
3¢e
1 i
= V.60
€r>Eg - &+ 2¢n =0 ( )
_’—ﬁ\\—?pf__:’ 33
= & —en R3 -2
—>—E \ EH _ EO o da 11 TEO _ 3x2£r1 . (IV.61)
_—)‘\ 81 + 281[ r 3)ax1
A " _3xx
I N 2

Der rechte Term von E™! entspricht einem Dipolfeld, denn wir kon-
nen ein Dipolmoment

& — &y
= 47R> goenEoe V.62
p o 1 2y 0EnE0en ( )
einfithren, woraus
1 3(p-x)x
El_ g = — V.63
- Lot 4mepeyr3 < r2 P) ( )

folgt. Abgesehen vom Hintergundfeld E, ist dies gerade die Beziehung (IV.23).

1.4.3 Punktladung vor einem dielektrischen Halbraum

Siehe Ubungsaufgabe
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1.4.4 Punktladung vor einer dielektrischen Kugel

Siehe Ubungsaufgabe

1.5 Elektrostatische Energie eines Systems von Punktladungen

Wir betrachten ein Medium mit der Dielektrizitdtskonstanten €, in das die N Punktladungen e4 am jewei-
ligen Ort x, eingelagert sind.

Die Ladungsdichte lautet

N
p(x) =Y eadlx—xy) - (IV.64)
A=1

Die elektrostatische Energie berechnet sich zu

1 " 9 "
UZE/E-QdV:%/E%Vz%/(&fb)zdv . (IV.65)
Vo Vo Vo
Wir verwenden die Identitit
0y (D0, D) = (,@)> + PI}D (AV.66)
sowie 0
2P =——— V.67
2 e (IV.67)
und erhalten -
v &% / (DI, D) aV + 2 / —_pddV . (IV.68)
2 y == 2 &€

Auf den ersten Term wird der Gaufische Satz angewendet. Auf der im Unendlichen liegenden Grenzfliche
von V.. verschwindet @9,® wie 1/r> und der Term entfillt. Somit gilt

1
U= 3 /pCIDdV . (IV.69)
Voo
Fiir ® kann eingesetzt werden
1 pE)
d(x) = av 1v.70
und U 14aBt sich schreiben als
1 -p(x
U= //p@ PE) v av.71)
8mene p |x — x|
V. Veo

Einsetzen der Ladungsdichte (IV.64) liefert zunichst

R :
- _€ACB (IV.72)
87mege 5 x4 — x|

Diese Summe fiir U enthilt offensichtlich divergierende Summanden; alle Terme mit x, = xz werden
unendlich. Um diese Terme zu verstehen, betrachten wir ein System aus nur einem Teilchen (N = 1). Dann
gilt

1 e%

- 8meoe |x; — x|

U oo . IV.73)
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Das Teilchen befindet sich in seinem eigenen Feld, und diese ,,Selbstenergie® ist fiir Punktteilchen of-
fensichtlich unendlich. Physikalisch interessant ist die Wechselwirkungsenergie zwischen den Ladungen.
Diese erhilt man aus U, indem man die Selbstenergie einfach wegldt (Renormierung):

1 N
- A% (IV.74)
87[808 AB=1 |£A_£B|
A#£B
Fiir zwei Ladungen folgt damit
1 ere; erel 1 erex
8meoe | |x) — x| 2o —x] 4mepe |x; — x|

Dieses Ergebnis konnen wir jetzt folgendermalien interpretieren: Die Punktladung e; erzeugt das Potential

N 1 4]
 4mepe [x— x|

D(x)

Die potentielle Energie der Punktladung e am Ort x, ist nun

1 ejen
U = @ =
“2 (EZ) 477:808 |£1 _.X2|

Wir stellen jetzt noch ein Gedankenexperiment vor, dal U ermittelt und die Selbstenergie von Punktladun-
gen vermeidet.

1. Die Ladungen ey4 seien zunéchst unendlich weit voneinander entfernt. Der Raum ist feldfrei und das
Potential ist Null. Es ist die Arbeit zu berechnen, um die Ladungen aus dem Unendlichen an die Orte
x4 zu bringen. Die aufgewendete Arbeit entspricht der potentiellen Energie der Ladungsverteilung.

2. Die Ladung e; wird aus dem Unendlichen nach x; gebracht. Hierzu ist keine Arbeit aufzuwenden,
da der Raum noch feldfrei ist, e; ruft aber das Potential

1 €]

b =
1(x) presy P
hervor.

3. ep wird nach x, gebracht. Hierzu ist Arbeit gegen ®; zu verrichten. Diese Arbeit ist

Uy =ey - Pi(x,)

4. e3 wird nach x; gebracht. Es ist Arbeit gegen ®; und &, zu verrichten:
Us = e3(P1(x3) + P2(x3))

wobei @, durch
1 (%)

~ AngeE x— x|

D, (x)

gegeben ist.

5. Fiir weitere Ladungen verlduft alles entsprechend. Das Heranbringen der Ladung B erfordert die
Arbeit

Up = ep (P1(xp) + P2(xp) + .-+ Pp-1(xp))
B-1

Up=ep Y, Palxp)
A=l
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6. Die gesamte potentielle Energie U ergibt sich als Summe der Up:
N N  B-l

U= ZUB: Zegzq)A({B)
B=2 B=2 A=l

7. Wir ersetzen die Potentiale ®4 durch

1 €A

Pp(xg) = —— — A

und erhalten
i i esep
=) A= ATEoE |x, — xp
Die Doppelsumme 146t sich umschreiben in
1 i €AER
2 = 47r808 lxs — xg]

Mz

B=1
B#A

Diese potentielle Energie stimmt aber mit dem Ausdruck (I'V.74) tiberein, der nach der Renormierung
erhalten wurde.

A N B-1

) . :
2 o:Termein ) Y ...
Nt EEEBHE » B2 AZ
N-IT B B E ° = : wic e mit A < B
+ 0 n [ N J .
o : nicht auftretende Terme
2+ N o 0o
N B—1 N
I+ oo oo = yYyYy..=1y
I B=2A=1 AB=1
1 2 N A#B

Dieses Gedankenexperiment ergibt dariiberhinaus eine schliissige Erkldarung, wieso die Selbstenergie von
Punktladungen divergiert. Die Selbstenergie eines Punktteilchens entspricht dem Arbeitsaufwand, um die-
ses aus einer unendlich verdiinnten kontinuierlichen Ladungswolke punktférmig zusammenzuballen.

1.6 Elektrostatische Energie eines Systems von Leitern

Wir betrachten N Leiter jeweils endlicher Ausdehnung. Der A-te Leiter trage die Ladung Q4. Zwischen
den Ladungen Q4 und den Potentialen ®4 bestehe ein linearer Zusammenhang

N
Ox= Y, Cap®sp
B=1

mit konstanten GroBen Cyp. Dieser Zusammenhang wird durch Spannungs - Ladungs - Beziehung an
Kondensatoren nahe gelegt. Die Koeffizientenmatrix heifit Kapazitdtsmatrix. Sie wird durch die spezielle
Anordnung der Leiter festgelegt.

Das Potential im Unendlichen sei 0. Wenn alle Leiter geerdet sind (®4 = 0), so sind auch alle Ladungen

04=0.

Wird nun der erste Leiter auf das Potential & gebracht, wihrend alle anderen Leiter geerdet bleiben, so
hingt die Ladung Q/(;), die auf den A-ten Leiter stromt, in linearer Form von ®; ab:

Qﬁ” =Ca1 Py
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L -
-

Wird nun der zweite Leiter auf das Potential &, gebracht, so stromt die zusétzliche Ladung

Q/(f) =Cp D2

auf den A-ten Leiter usw. Insgesamt ergibt sich

N
Ox=Y Cap®s

Zur Berechnung der Energie des Systems schlieen wir an (IV.69) an und formen um zu

1 1 Y
U= = [p®dV = = Py dV IV.76
L ) [paca (IV.76)
1 1
—EZ /pAdVCIDA_EZ 4Py . (IV.77)
Somit folgt
1 N
=5 Y Cap®a®s
A,B=1
Bemerkung:

e Im vorhergehendem Abschnitt zur Energie eines Systems von Punktladungen war die Beziehung

1
U—E/pCDdV

noch gemeinsame Station verglichen mit dem jetzigen Abschnitt.
Im vorhergehendem Abschnitt wurde das Potential zugunsten der Ladungen ersetzt. Im jetzigen Ab-
schnitt wurden die Ladungen zugunsten des Potentials ersetzt.

1.7 Elektrische Multipole

Die Multipolentwicklung der elektromagnetischen Potentiale wurde im allgemeinem zeitabhingigen Fall
im Abschnitt I1.10 durchgefiihrt. Mit zunehmender Multipol-Ordnung wurden die Terme recht komplex.
Wir haben uns deshalb auf Dipole als hochste Ordnung beschridnkt. Wir wollen jetzt noch einmal den
wesentlich einfacheren elektrostatischen Fall betrachten, dafiir aber die Entwicklung bis zum Quadrupol
treiben.

Wir betrachten eine rdumlich begrenzte Ladungsverteilung p. Das Potential ® ist dann

) Ao
a’v
drege / |x —x'|

D(x) =
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®(x) bzw. E(x) soll nun im Fernfeld von p untersucht werden, d.h. weit weg von der Ladungsverteilung.

Es moge somit gelten |x| > |x'|, wenn x’ und der Koordinatenursprung innerhalb der Ladungsverteilung
liegen. Fiir diese Situation 146t sich obiges Integral néherungsweise auswerten. Kernpunkt ist dabei eine
Taylor-Reihenentwicklung von =] 1 ] in der Umgebung x’ = 0. Fiir eine beliebige Funktion f(x—x') gilt

F ) = 1)+ e P (—0) 4 520, SO () () . (Iv78)
Anzuwenden ist die Summenkonvention. Speziell folgt damit
1 1 1 1 1
[ = <9x,, r) X+ 3 <8xa8x,, r) XX+ (IV.79)

Setzen wir diese Reihe in das Potential ein, so konnen wir schreiben

1 1 N oo
4rene {r/p(x)dV

1
0., [HpW)av

P(x) =

1 1
—|—2<9xa8xbr/x’axg,p(x')dV’—&—...} (IV.80)
Zunichst werden die Ableitungen von 1/r ausgerechnet. Es folgt

1 1
Ox,— = —x—g oder kompakt d,— = —% ,

r r “r r
1 5 2 3xgxp — 128,

axa aXb i _aXb -x% _ ab Xa .Xb .xa.Xb - r ab

r r ”2r r

Die Integralausdriicke sind uns zum Teil schon bekannt. So sind
0= [p)av’

p= / ¥p()dv’

das in 1.2.2 eingefiihrte Dipolmoment der Ladungsverteilung. Der nichste Term steht erwartungsgemél in
Zusammenhang mit dem Quadrupolmoment. Dies ist ein Tensor 2. Stufe und ist definiert durch

die Gesamtladung und

q= / (Brex —r*1)p(x)av’ (Iv.81)
bzw. in Komponenten
du = [ (35t~ ) av’ (IV.82)
Damit 148t sich das dritte Integral in (IV.80) schreiben als
1
/x x5, (x 3/ 3x !X, — 1 uh) p(xdV' + §5a;,/r'2p(;c’)dV/
3qab += éab / xX)av' . (IV.83)

Falit man zusammen, folgt fiir das Potential

1 {Q xX-p +13xaxb—r25ab

D(x) =

b
Amege B 6 rd Ga

1 3x,xp — 178,
+83”br#5ab / r’zp(x’)dv’+...} : (IV.84)
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Wegen
(Bxgxp — r25ah)3ab = 3x,00 — P8, =37 =37 =0
folgt schlieBlich
1 JOo «x 1 [(3xex—r1
P(x) = 471808{r+r3'p+6tr<r5'q +... (IV.85)
I Q0 x 1
= dznee { P R W (XaXbGba = BabGba) + - - - } (IV.86)
1 Jo «x 1 )
= — T3 s - V.87
47'5808{ - + 3 p+t 2,5 XaGabXp =1 Gaa | + } ( )
=0
I 0 x 1 7
- 47r.<soz~:{7+73'£+ﬁE }Jr"'} : (Iv.88)

(x ® x = x4xp, bezeichnet das dyadische Produkt und 1 den Einheitstensor). Momente hoherer Ordnung
fallen mit zunehmender Entfernung r rasch ab.

Der Quadrupoltensor g ist offensichtlich symmetrisch (¢u» = ¢pq) und spurfrei (ga, = 0). Er enthilt da-
mit 5 unabhiingige Komponenten. Die Spezialisierung auf konkrete Ladungsverteilungen erfolgt in den
Ubungsaufgaben.

2 Statisches magnetisches Feld

2.1 Spezialisierung der Maxwell-Gleichungen

Es verschwinden die zeitlichen Ableitungen und die elektrischen Grofen. Dariiberhinaus wollen wir fiir
ein statisches Magnetfeld (im Unterschied zu einem stationdren Magnetfeld) keine Strome zulassen:

B=0 , E=0 , D=0 , p=0 , j=0 . (Iv.89)

Es verbleiben die Gleichungen
AhxH=0 (IV.90)
hB=0 . vl

Fiir die Losung dieser Gleichungen kann man zwei Wege einschlagen. Entweder man benutzt das Vektor-
potential A oder man fiihrt ein neues magnetisches skalares Potential ¥ ein.

(a) Benutzen des Vektorpotentials A

Wie bekannt setzen wir
B= a& XA

Fiir den Zusammenhang zwischen H und B nutzen wir
B = uy(H+M)
Dann folgt

X H = i&xﬁ—&xﬂ
X e X

0= i&xx O XA—dxM
o = -

0= 0y 0hA—IFA— lodyx M
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In Coulombeichung d; A = 0 gilt damit
OFA = —pdx M (IV.92)
(b) Einfiihrung des skalaren magnetischen Potentials ¥
Die Gleichung dyx H = 0 legt den Ansatz
H=-0Y av.93)
nahe. Fiir Materialien, die der Materialgleichung
B = pouH
unterliegen, gilt dann
B=—opnd,¥
und Divergenzbildung ergibt
0=pdi¥+0,¥ou |,
XY =—0,¥ o Inp (IV.94)

Die Analogie zur Elektrostatik ist hier offenkundig. Viele Beispiele lassen sich deshalb in die Ma-

gnetostatik formal iibertragen.

2.2 Brechungsgesetz fiir B-Feldlinien

Wir betrachten eine Grenzfliche zweier magnetischer Materialien, die je-
weils durch

B = pouH
M1
beschrieben werden.
Es gelten die Ubergangsbedingungen K
B =B1  H'=-g"' . (IV.95)
Man liest ab
B B!
tanog = — , tanoq = —
B! BI

Folglich erhilt man
tanog  B/BY  powH'

tanog BB pounH  un
2.3 Feld eines magnetischen Dipols

Das Fernfeld des elektrischen Dipols hatten wir in Abschnitt 1.2.2 zu

2

(IV.96)

berechnet. Das elektrische Dipolmoment ist dabei von — nach + gerichtet und punktformig; es fiigt sich

gleichsinnig in die E-Feldlinien ein.
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Formale Ubertragung auf einen magnetischen Dipol ergibt

p— HoH <3<mx)xm> . (IV.97)

47r3 r2

m ist das magnetische Dipolmoment. Die Ersetzung 1/(€0€) — pout istdurch E = D/(g¢e) und B = poptH
begriindet.

Um dieses durch Analogie-Betrachtung erhaltene Ergebnis auch zu begriinden, wird das Feld nun berech-
net. Wir greifen auf die Multipol-Entwicklung im Abschnitt 10 zuriick und spezialisieren das Vektorpoten-
tial in Gleichung (I1.164) fiir das statische Magnetfeld zu

HoHlt m X x
Alx) =— Iv.
AW =" (IV.98)
Die Berechnung der Rotation liefert:
mXx x EcdeMgX
Oy X = Eabex, 7(113(1 <
Sopr> — x,3r7%
= (84aObe — SucOpa) md%
3r P33 I
= _— — — — I =
ma }”6 ma r6 7'5 ma rs mhxbxa
1 /3
dx E — 2 ( (mx)x —m) : (IV.99)
- r r r
Dann folgt
Hop (3(mx)x
= — 1V.100
B(x) 4m 3 ( r2 - ( )
E B

2.4 Homogen magnetisierte Kugel

Die Situation ist teilweise dquivalent zur dielektrischen Kugel in Abschnitt 1.4.2. Dipolartige Losung im
Auflenraum und homogenes Feld in der Kugel konnen deshalb auch hier zum Ansatz gebracht werden.
Aus der Skizze liest man ab:

e =cosB-¢.—sin0 ¢y

| Mpe; r<R
M_{ 0 r>R

Feldgleichung:
XY =0 (IV.101)
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Randbedingungen:
By|.= B}, (IV.102)
H|,=H"|, bzw. H':-eg|,=H" ¢, (IV.103)
limB=0 (IV.104)
r—eo
Innerhalb der Kugel gilt
X
B' = uo(H'+ M) (IV.105) I
e
Da Isotropie zugrunde gelegt wird, sind alle Vektoren gleich- - X\ ’
gerichtet. Die Feldgleichung liefert eine lineare Losung fiir W T L
woraus 6 \ g X
B' = klgl = Alcos Oe, — Alsin Oeqy (IV.106) I
1 Al oM
H' = (XI—M0> e = (—M0> (cosBe, —sinBey) M
Ho Ho
av.107)
folgt.
Im AuBlenraum setzen wir an 0
m_ 1%l _ A C0s
vr=1 r—S—l 2 (IV.108)
Dem entspricht
1
H"= 0,9 = 99!, — ;39‘Png9 (IV.109)
cos 6 sin @
HY =221 ==, + A==y (IV.110)
B" = poH" (IV.111)
Die freien Parameter A! und A" sind aus den Randbedingungen zu ermitteln.
(IV.102) liefert
I B coso
AlcosO =2uph S
und aus (IV.103) folgt
Al in 6
- ( M()) sin@ = AH%
Ho
Das Gleichungssystem fiir A’ und A
1 2 0
= Iv.112
(] Rfo AH IJ'OMO ( )
hat die Losung
0 %
HoMo Ré; pla 31;40 )
A= =& _ ZuM (IV.113)
2 i 24
1 - g+a 3
{0]
I %
1 0
1 poM My R®
m_ [T Hool _ HoMo R, (IV.114)
3up/R3 3uo/R3 3
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Die Innenraumlosung lautet somit

2 2
B' = S HoMoe, = SHoM (IV.115)
Hl—(z—l)Me ——lM (IV.116)
1 = 3 o€ — 37 . .

Bemerkenswert ist die Antiparallelitit B! 1| H!

Im Auflenraum lautet die Losung

3
oR” My )
Bl = uTrT (2cosBe, +sinBey) . av.117)
Dies ist aber ein Dipolfeld. Um an die bekannte Form in den Abschnitten 1.2.2, 1.4.2 und 2.3 anzuschlie3en,
formen wir weiter um:

sinBeg =cosbfe, —¢;
ersetzt gibt

2cosBe, +sinfeg = 3cos e, —¢;

3rcosfOre,
=2 Ta
3x1x 3(e; - x)x
= — — = —e
r? =1 r? !
und somit 3 )
HoR’ Mo (3(e;-x)x
Bl — : r3< ( 1r2 —e ) (IV.118)
tiber 4 4
m= §R3M - §R3Mgg1 (IV.119)
fiihren wir das Dipolmoment ein und erhalten mit
Mo 1 (3(m-x)x
B = yPg ( ( 2 ) —m) (IV.120)
die bekannte Form.
B—Feld: H-Feld:

=

3 Stationires magnetisches Feld

3.1 Spezialisierung der Maxwell-Gleichungen

Im Unterschied zum statischen magnetischen Feld sind hier Strome zugelassen. Somit gilt

dB=0 , E=0 , D=0 , p=0 , j#0 . (IV.121)
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Es verbleiben die Gleichungen

o xH = J (auch Oerstedsches Gesetz genannt) (Iv.122)
AhB=0 . (Iv.123)
Die Strome j sollen sich in einem ruhenden Leitersystem befinden. Innerhalb der Leiter gelte das Ohmsche

Gesetz
J=OE (Iv.124)

im Leiter darf somit E # 0 sein, und obige Forderung E = 0 gilt nur im Auflenraum. Fiir die Materialglei-
chungen setzen wir ein isotropes und homogenes Standardmedium voraus, d.h.

B=pouH . (IV.125)
Mit

B =0y xA = ouH
folgt

OFA = —iot) (IV.126)

mit der wohlbekannten inhomogenen Ldsung

- “0“ / A . (IV.127)

x— X’I

3.2 Das Biot-Savart-Gesetz

Aus dem oben angegebenem Vektorpotential berechnet man die magnetische Induktion wie folgt:

B(x) = dix A(x)

#oli/a J
Ix X’\

Der Operator d,; x wirkt auf x und nicht auf x’, so dal

/ o Linienleiter.
= —m x j(x') (IV.128)
und damit das Biot-Savart-Gesetz

popt [ J(&X) x (x—x)

B(x) = av’ 1V.129
B =5x e — ' ( :
folgt. 0
P Aufpunkt
Wir spezialisieren das Gesetz noch auf einen linienférmigen i) = j(x)
Leiter. Dann gilt / J
o . dv' =F'-dx
Folglich erhilt man dx' = dx/gx/

/ -
M J(x/)dz X(E ‘X)

B =
Bl) =z x—x'?

(IV.131)

und die B-Berechnung ist auf ein Kurvenintegral zuriickge-
fiihrt.
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3.3 Feldberechnungen

3.3.1 Unendlich langer Draht

[ o]

6) (a) ohne Biot-Savart-Gesetz, aber mit Voraussetzungen an die Symmetrie der

o Losung.

Wir 16sen die Aufgabe auf zwei unterschiedlichen Wegen:

(b) mit Biot-Savart-Gesetz ohne weitere Voraussetzungen.

(a) Die Losung sei rotationssymmetrisch von der Form

H=H, 0€p
Das Durchflutungsgesetz liefert

/8£xﬂd§:fﬁdg:/ld§21
2

:%H(pds:/HwRd(p:H(p-RQﬂ
0

und somit
J
Hy=— . 1v.132
? 7 27R ( )
(b) Zur Berechnung des Kurvenintegrals im Biot-Savart-Gesetz orientieren wir uns an der Skizze:
, . R
dx s =
lx— x|
§ R
tano = —
s
. |dx'| = ds
s
A

Das Vektorprodukt dx’ x (x — x’) 148t nur eine ¢,-Komponente fiir B zu:

B=By-¢, (IV.133)
Dann folgt

=

B :ﬂﬂojfds~|z—1’|sina
¢ 4w |x—x'|? '

—o0

Yy 7 sinods iy 7 sin®
Co4n ) x—xP 4n

—o0

o

R2

—o0
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Die ds-Integration wird vermittels

R cos
S = = R - s
tan o sino
—sin? o — cos® & 1
ds=R———————da=—-R——do (IV.134)
sin” o sin“ o
in eine d a-Integration iiberfiihrt.
J [ sind 1 J [si
WU sin” o WU sina
By, = — R do=— da
¢ 4m R? sin? o 4w R
T T
0
M oS cos o Mo
= = 1V.135
4t R |, 27R ( )

Das Abklingverhalten des Feldes o< 1/R ist charakteristisch fiir effektiv zweidimensionale Situationen.

3.3.2 Ringspule

Wir betrachten eine Ringspule vom Radius R und Kerndicke d. Gesucht ist die magnetische Feldstirke H
im Kern. Nach dem Oerstedschen Gesetz gilt differentiell

hxH=j

und integral

f d :/l-dg . (IV.136)
C S
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Als Integrationsweg C wihlen wir den Umfang des Kreises mit Radius R. Dort gelte

X Windungen H=Hgy-e, mitH,= const. (IV.137)
\ 7\“\\ Durch die von C aufgespannte Fliche S flieBt der Strom N -J, wobei J der
) \ Spulenstrom ist. Es folgt somit
s/ / R \\\ \\\
X TR 7 d (IV.138)
(N / -
VN /) /H<P'€¢'R Pep=N-J )
\N— °
— und schlieBlich
NJ
_ NI IV.139
? 7 2R ( :

Die Uberlegungen lassen sich leicht auch auf einen aufgeschnittenen Ring erweitern.

Dann gilt
I H, Hi-l;+H; l,=NJ

I, : Linge ohne Spalt ~ An den Réindern des Spaltes gelten die Ubergangsbedingungen

lll yHa . a
[,: Lange des Spaltes Bni =B, . (IV.140)

Wegen B, = By = topHy folgt

WiH; = u.H, . (Iv.141)
Die magnetische Feldstirke im Spalt berechnet sich dann zu
Ha
—Huli+Hyl, =NJ
i
NJ
H, = _ (Iv.142)
Ma/ i+ li+la
Fiithren wir die Windungsdichte
n= ZE (Iv.143)
ein, so erhalten wir
nJ
Hy=1—F (Iv.144)
Ha la
w T

4 Quasistationiires elektromagnetisches Feld

4.1 Spezialisierung der Maxwell-Gleichungen

Die Felder diirfen sich langsam veriindern, in dem Sinne, daB der Verschiebungsstrom ;D vernachlissigt
werden kann:

oD < |j| . (IV.145)
Die Grundgleichungen nehmen dann die Form
IxH=j (IV.146)
&D=p (Iv.147)
X E=—0B (Iv.148)
AhB=0 (Iv.149)
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an.

Insbesondere ist d;B und damit auch E hier nicht vernachléssigbar. Bekanntlich kénnen in Medien ho-
her Leitfihigkeit o bereits kleine Felder E starke Stromdichten j und damit groBe Wirkungen erzielen.
Derartige Effekte sind in dieser Beschreibung enthalten.

4.2 Magnetischer Flufl und Induktion

Das Faradaysche Induktionsgesetz

B
aix E= _atg
fiihrt in seiner integralen Formulierung auf
fﬁd& = —d; /Bd§ =—d, " (IV.150)
c =
wobei
= /Bd§ (Iv.151)

den magnetischen Flul durch die Flache S darstellt. Unter Benutzung des Vektorpotentials A formen wir
um zu

:/8£><Ad§:jgéd;c : (IV.152)

Fiir A benutzen wir

2Ly - 4TC |.I_K,|
Vv

In dieser Darstellung ist die Retardierung der Zeit vernachléssigt. Formal gelangt man zu dieser Ndherung
fiir ¢ — 0. Dies ist aber gerade konsistent mit der Annahme langsam verinderlicher Felder, fiir die von der
endlichen Signalausbreitungsgeschwindigkeit abgesehen werden kann. Dann folgt weiter

vo-t 1

Fiir linienférmige Leiter konnen wir schreiben (vgl. Abschnitt 3.2)

J&n)av' =J(x 1)dx

(1) = ”0“74/|x o (IV.153)

Der mit L markierte Integrationsbereich erstreckt sich iiber das gesamte Leitersystem.

und erhalten

Wir nehmen nun an, daf} das gesamte Leitersystem aus N geschlossenen
Leitern Lp besteht, die jeweils die Fliche Sp aufspannen. Dann kénnen wir
schreiben

N
I ) =Y Jp(x 1) (IV.154)

und erhalten
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Die Strome werden nun als rdumlich konstant in den jeweiligen Leitern Ly angenommen: Jp = const.
Zeitlich diirfen Strome variieren. Es folgt

Q"(1) = #0“ f j{ |dx3dx

B=1

Bisher war C noch eine beliebige Kontur, wir wollen sie jetzt mit einer der Leiter Lp gleichsetzen und
nennen sie L4 und den entsprechenden Flul @f'. Dieser berechnet sich zu

Holl Z Is(t }g % |dx3dxA

XA *XB‘
oder
(1 ZLABJB 1) (IV.155)
mit der Induktivitdtsmatrix Iy
;{ }l LpXa (IV.156)
x4 — X3

Die Induktivitidtsmatrix ist wesentlich durch die Leitergeometrie festgelegt. Sie ist symmetrisch (Lsp =
Lpy) und die Nichtdiagonalelemente Lsp,A # B beschreiben die gegenseitige Induktionswirkung aufein-
ander.

Die Diagonalelemente Lpp beschreiben die Selbstinduktionswirkung. Fiir
linienformige Leiter divergieren diese Koeffizienten allerdings:

L,
a [ Lgg — oo (fiir linienformige Leiter). (IV.157)
L
Bei Beriicksichtigung endlicher Leiterquerschnitte, wie sie in der Realitit
ja tatsichlich vorliegen, ist diese Divergenz behoben. Diese Situation ist
L; analog zur ,,Selbstenergie von Punktteilchen.

4.3 Kirchhoffsche Regeln
4.3.1 Stromregel/Knotensatz
Die Vernachlédssigung des Verschiebungsstromes und die Anwendung von

hxH=j

hat
a)il =0 (IV.158)

zur Folge.

Wir betrachten ein linienférmiges Stromsystem, das einen Punkt (Knoten) ge-
meinsam hat, der innerhalb des Volumens V liegt. Die Oberfliche S von V kann
beliebig weit an den Knoten herangezogen werden. Es gilt

. . N
0:/8dezfld§= Y 4o (IV.159)
v A=l

Im Knoten verschwindet die Summe aller Strome. Die J4 sind dabei natiirlich
vorzeichenbehaftet.
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4.3.2 Spannungsregel/Maschensatz

In einem System von Leitern betrachten wie eine Leiterschleife, die eine geschlossene Kontur bildet. Ent-
halten sind

Galv. EL

Galvanische Elemente (Galv. El.)
Kapazititen (Kap.)

Resistivititen (Res.)
Induktivititen (Ind.)

Das Faradaysche Induktionsgestz
(9£>< E == 78[@

angewandt auf die von der Kontur C umschlossene Fldche S ergibt in integraler Formulierung

[ocxEas=fE-dx=-3 [ Bas=—ao"
S C S

Die Zerlegung des Integrationsweges C in die Teilelemente ergibt

[Eav+ [ Eax+e [ Eds=-Y Ludis
Res. Kap. Galv. El. B

Fiir die Teilelemente konnen wir schreiben:

j-dx j-d Jd J-1
. /E@:/JG*:/J t * —JR | (IV.160)
Res.

c JFo F-o

wobei R =1/(0F), F die Querschnittsfliche und / die Linge des Elements ist.

. / Edx=—®c = % Iv.161)
Kap.
. / Edx=—®, (IV.162)
Galv. EL

In der Induktivitdtsmatrix nehmen wir an, daf} benachbarte Leiterschleifen geniigend weit entfernt sind, um
keinen Einflul zu haben. Somit gilt

Y LapdiJp = LaadiJs = Ld,J . (IV.163)
B

Zusammengefaf3t gilt dann

J~R+%+LdtJ:<I>e . (IV.164)

In einer Masche ist die Summe aller Urspannungen gleich der Summe aller Spannungsabfille.

4.4 Magnetische Energie eines Systems von Stromkreisen

In Abschnitt 1.5 haben wir die elektrostatische Energie eines Systems von Punktladungen berechnet. Das
Vorgehen zur Berechnung der magnetischen Energie eines Systems von Stromkreisen weist eine Reihe von
Analogien dazu auf.
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Ausgehend von der allgemeinen Definition der elektromagnetischen Energiedichte

1
=5 (E-D+H-B)
berechnet sich die Energie des magnetischen Anteils zu
1
U= E/ﬂﬂdv . (IV.165)
Wir ersetzen
B= a& XA

und benutzen
ﬂﬁzﬂagxézéagxd'i‘ag(éxﬁ)

Der Anteil 81 (A x H) liefert keinen Beitrag zur magnetischen Energie, da wir annehmen, daB alle Leiter
im Endlichen liegen. Dann gilt fiir » — oo

1 1
A o
A(x) E
1 1
H —
B =g =w
und somit L1
/8X(Axﬁ)dV:?{(Axﬂ)d§o< = ?—0
* ror r—soo
Es verbleibt | |
:E/A-c?&xQdV:E/A-ldV . (IV.166)
Verwenden wir weiter
ax,l) = H ‘I—f‘

(Erinnerung: Zeit-Retardierung ist Vernachl'aissigt), SO folgt

/ / dV av . (IV.167)
Ix X’I

J(x1)dV = J(x,1)dx

und fiir ein System aus N geschlossenen Leitern

Fiir linienférmige Leiter

N
= Z JA(X t
A=1

folgt weiter

[,L()/.L f%JAx ,0)Jp(x,1)dx dx
ABl x —x'|

Sind die Strome konstant innerhalb ihrer Lelter

Jp = const.
konnen wir zu
U:— JA JB?{?{ dx'dx
8 |x — x|
1 N
U= EA,BZ:I LagJaJs (IV.168)
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umformen, wobei Lgp die in 4.2 eingefiihrte Induktivititsmatrix darstellt. Beziiglich der Divergenz der
Selbstinduktionsterme (La4) bei liniefsrmigen Leitern gilt die gleiche Uberlegung wie in 4.2. Endliche
Leiterquerschnitte beheben die Divergenz.

Interessiert nur die Wechselwirkungsenergie zwischen verschiedenen Leiterschleifen, brauchen die Terme
mit A = B sowieso nicht beachtet zu werden. Man beachte auch hier wiederum die Analogie zur elektrosta-
tischen Wechselwirkungsenergie zwischen Punktladungen und ebenso zur elektrostatischen Energie eines
Systems von Leitern.






Tabelle verschiedener MaBsysteme

\ International (SI) \ Elektrostatisch \ Elektromagnetisch \ Gauss \ Heaviside-Lorentz ‘
hxH=|j+0D Amj+ 9D 4mj+ 9D larj+oD) | 1(j+9D)
HxE=| —9B —d:B —o;B ~19,B ~10.B

&D=|p 4mp 4mp 4mp P
aB= |0 0 0 0 0

D= | &E+P E+4nP LE+4npP E +4nP E+P

B= | u(H+M) L(H+4nM) | H+47M H+M H+M
Froe= | (E+vxB) qg(E+vxB) | q(E+vxB) q(E+tvxB) | q(E+ v xB)
Ecou. | 725 %2 % Flr %r i




	Vektoranalysis
	Integrale im dreidimensionalen Raum
	Linienintegrale
	Oberflächenintegrale
	Volumenintegrale

	Differentialoperatoren
	Gradient
	Divergenz und Gaußscher Satz
	Rotation und Stokesscher Satz
	Vektorgradient
	Totale Differentiale

	Mehrfache Differentialoperatoren
	Laplace-Operator
	div rot
	rot grad
	Weitere Operatoren

	Integralsätze
	Derivate des Stokesschen und des Gaußschen Satzes
	Die Greenschen Integralformeln

	Differentialoperatoren in krummlinigen orthogonalen Koordinaten
	Krummlinige orthogonale Koordinaten
	Differentialoperatoren

	Allgemeine Zusammenhänge zwischen Feldern
	Kontinuitätsgleichung
	Darstellung von stationären Feldern durch Quellen und Wirbel
	Feldgleichungen im zeitabhängigen Fall


	Allgemeine Grundlagen der Maxwell-Theorie
	Feldgleichungen
	Materialgleichungen
	Polarisation und Magnetisierung
	Anisotropie und Inhomogenität
	Bilanz der elektrischen Ladung
	Weitere Bilanz - Gleichungen
	Bilanz der elektromagnetischen Energie
	Bilanz des elektromagnetischen Impulses
	Bilanz des elektromagnetischen Drehimpulses

	Elektromagnetische Potentiale
	Eichtransformationen
	Lorenz-Eichung
	Coulomb-Eichung

	Retardierte und avancierte Potentiale
	Multipol-Entwicklung
	Elektromagnetisches Feld einer bewegten Punktladung
	Lienard- Wiechert- Potentiale
	Feldberechnung aus den Lienard - Wiechert - Potentialen
	Berechnung des Poynting - Vektors
	Abstrahlung
	Beispiele für strahlende Ladung

	Elektromagnetische Wellen
	Ebene Wellen in homogenen und isotropen Isolatoren
	Kugelwellen in homogenen und isotropen Isolatoren
	Ebene Wellen in homogenen und isotropen Leitern

	Grenzbedingungen des elektromagnetischen Feldes und der Stromdichte
	Elektromagnetische Kraft und Drehmoment
	Elektromagnetische Kraftdichte
	Elektromagnetische Drehmomentendichte

	Hohlraumstrahlung
	Bedeutung der Hohlraum-Strahlung
	Zerlegung des Strahlungsfeldes
	Energie der Hohlraum-Strahlung
	Ultraviolett-Katastrophe


	Einführung in die spezielle Relativitätstheorie
	Die Relativitätsprinzipien der Newtonschen Mechanik und der Elektrodynamik
	Lorentz-Transformation
	Folgerungen aus der Lorentz-Transformation
	Relativierung der Gleichzeitigkeit
	Längenkontraktion
	Zeitdilatation
	Additionstheoreme für Geschwindigkeiten

	Der Minkowski-Raum
	Lorentz-Transformation der elektromagnetischen Größen
	Tensoren im Minkowski-Raum (Definitionen)
	Tensordarstellung der Maxwell-Theorie
	Durchführung der Lorentz-Transformation elektromagnetischer Größen
	Das elektromagnetische Feld einer gleichförmig bewegten Punktladung

	Speziell-relativistische Punktmechanik
	Vierdimensionale Bewegungsgleichung
	Elektromagnetische Viererkraft


	Spezialfälle
	Statisches elektrisches Feld
	Spezialisierung der Maxwell-Gleichungen
	Feldberechnungen einfacher Ladungsverteilungen
	Feldberechnungen beim Vorhandensein von Leitern
	Feldberechnung beim Vorhandensein dielektrischer Grenzflächen
	Elektrostatische Energie eines Systems von Punktladungen
	Elektrostatische Energie eines Systems von Leitern
	Elektrische Multipole

	Statisches magnetisches Feld
	Spezialisierung der Maxwell-Gleichungen
	Brechungsgesetz für B-Feldlinien
	Feld eines magnetischen Dipols
	Homogen magnetisierte Kugel

	Stationäres magnetisches Feld
	Spezialisierung der Maxwell-Gleichungen
	Das Biot-Savart-Gesetz
	Feldberechnungen

	Quasistationäres elektromagnetisches Feld
	Spezialisierung der Maxwell-Gleichungen
	Magnetischer Fluß und Induktion
	Kirchhoffsche Regeln
	Magnetische Energie eines Systems von Stromkreisen



