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1 Einleitung

Die Regelungstechnik verbirgt sich in vielen technischen und natiirlichen Systemen. Die
Regelungstechnik automatisiert verschiedene Vorginge so, dass eine gewiinschte Betriebs-
art eingestellt wird oder erhalten bleibt. Sie wird dem Betrachter in der Regel aber erst
bewusst, wenn es zu einem Funktionsausfall kommt.

In den meisten héheren Lebewesen gibt es eine Vielzahl von Regelkreisen. Einige Beispiele
sind im folgenden aufgefiihrt:

e Pupille im Auge, Lichteinfall auf die Netzhaut
e Blutzucker, Blutdruck, CO,-Gehalt im Blut
o Korpertemperatur

Als Mensch macht man sich erst Gedanken iiber diese ,natiirlichen Regelkreise“, wenn bei
erh6htem Blutdruck Medikamente genommen werden oder wenn der Organismus durch
Fieber geschwécht ist. Im ersten Fall handelt es sich um einen Eingriff — meist eines
Arztes — von auflen in den Regelkreis, im zweiten Fall um einen Eingriff aus dem Inneren
des Korpers zur Abwehr anderer Krankheiten.

Abgeleitet aus der Basisfunktion sind Menschen zum Verrichten komplexer Tétigkeiten
in der Lage, bei denen mehrere Regelkreise mitwirken.

e Aufrechter Gang
e Gehen zum Ziel

o Radfahren

Aber auch im Bereich der Technik ist man von geregelten Systemen umgeben. Die Hei-
zungsanlage beispielsweise sorgt fiir angenehmes Raumklima unabhéingig von der Auflen-
temperatur. Eine Regeleinrichtung erhoht die Warmezufuhr, wenn die Aulentemperatur
fallt oder verringert sie, wenn durch Sonnenstrahlung zusétzlich Warme eingebracht wird.

Weitere Beispiele fiir Regelungen in der Technik zeigt Bild 1.1.
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Bild 1.1: Einsatzgebiete der Regelungstechnik

Eine Regelung fiihrt aufgrund von Beobachtungen (Messungen) automatisch Eingriffe
(Stelleingriffe) in einem System durch, um einen gewiinschten Zustand des Systems zu
erzeugen oder zu bewahren. Das Hauptproblem, mit dem sich die Regelungstechnik be-
schéftigt, ist die Tatsache, dass bei den meisten Systemen die Wirkung des KEingriffs
auf die Stellgrdfe nicht unmittelbar erfolgt, sondern dass eine zeitliche Verzogerung zwi-
schen dem Eingriff und seinen beobachtbaren Auswirkungen liegt. Bei der Auslegung des
Eingriffs sollte man sich also iiber die Dynamik des zu regelnden Prozesses im Klaren
sein, sonst kann es zu Uberreaktionen bis hin zu instabilem Verhalten des , geregelten®
Systems kommen, d.h. ein an sich stabiles System, das auf endliche Stelleingriffe nach
entsprechend langer Zeit mit endlichen Ausschlégen seiner beobachteten Grofien reagiert,
wird durch zu heftige oder zu schnelle Eingriffe instabil und gerédt aufler Kontrolle. Es
wird somit technisch unbrauchbar.

Es ist die Aufgabe der Regelungstechnik, fiir technische Systeme Regler zu entwerfen,
die ein stabiles Systemverhalten in den interessierenden Arbeitsbereichen ergeben und ein
vorgegebenes Verhalten moglichst gut realisieren.
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2.1 Aufgabenstellung der Regelungstechnik

Die Regelungstechnik beschéftigt sich mit der Analyse von dynamischen Systemen, die
meist technischer Art sind. Ein dynamisches System besitzt einen oder mehrere Ein-
gange, liber die auf das System in kontrollierbarer Weise eingewirkt werden kann. Diese
nennt man Stellgrifien. Die Dynamik des Systems kommt darin zum Ausdruck, dass die
Stellgrofien nicht zeitlich unmittelbar wirken, sondern eine zeitliche Signalformung durch
das System stattfindet. Die zeitliche (dynamische) Formung der Signale ist meist darin
begriindet, dass das System Speicher fiir Energie oder Materie enthélt, die durch Ein-
wirkung {iber die Stellgroflen nur in endlicher Zeit in ihren Inhalten verédndert werden

konnen.

umweltbedingte
unkontrollierte ~ Anderung
Einwirkungen  dynamischer
Stérungen Eigenschaften

SN

kontrollierte . —> technisch
Einwirkungen dynamisches , relevante
—> technisches Ausgangs-
, System > grofken
Stellgrélien L » (messbar)
Nebeneffekte

auf die Umgebung

Bild 2.1: Dynamisches technisches System

Dariiber hinaus gibt es, wie Bild 2.1 zeigt, meist weitere Einfliisse auf das System, die
ebenfalls auf die Inhalte der Speicher wirken, jedoch nicht direkt beeinflussbar (z. B. Um-
welteinfliisse), aber unter Umstédnden messbar sind. Man bezeichnet sie als Storgraofien.
Einflissse der Umwelt auf das System konnen aber auch zu Anderungen der statischen
oder dynamischen Eigenschaften des Systems fithren, die nicht unmittelbar auf die Inhalte
der Speicher wirken. Das gednderte Verhalten wird sichtbar, sobald Stell- oder Storgro-
Ben auf das System wirken. Anderungen der Eigenschaften des Systems bezeichnet man
als Parametervariation.
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Das System antwortet auf Signale an den Stellgréfien oder Storgroflen mit Signalen auf
den inneren Groflen sowie an den Ausgédngen. Daneben entstehen durch den Betrieb
weitere Wirkungen des Systems auf die Umgebung, die nicht unmittelbar Zweck des
Betriebes sind, aber unter Umsténden in die Betrachtung mit einbezogen werden miissen
(z. B. Warmeabgabe, Abgase usw.).

Es lassen sich anhand der Systemantwort grundsétzlich zwei Klassen von dynamischen
Systemen definieren:

e Stabile Systeme sind dadurch gekennzeichnet, dass sie bei Anregung durch be-
schrankte Stellgroflen mit beschrankten Signalen an ihren Ausgédngen antworten
(Bounded Input Bounded Output).

e Instabile Systeme sind dadurch gekennzeichnet, dass sie bei beschrénkten Eingangs-
signalen oder oft ohne Anlegen eines Eingangssignals (nur durch kleinste Stérungen)
mit unbeschriankten Ausgangssignalen antworten. In der Praxis heifit dies, dass sich
das System ohne Zusatzeinrichtungen nicht nutzen liasst. Entweder tritt eine unge-
wollte innere oder duflere Begrenzung der Ausgangssignale auf oder es erfolgt eine
Zerstorung des Systems.

Aufgabe der Regelungstechnik ist es,

e das System in seinen statischen und vor allem dynamischen Eigenschaften zu be-
schreiben. Das geschieht durch Aufstellen eines mathematischen Modells.

e auf der Basis des Modells das System mit einer technischen Einrichtung (Steuerein-
heit, Regler) zu versehen, die dafiir sorgt, dass bestimmte Ausgangsgrofien oder
auch innere Groflen bestimmte Werte im zeitlichen Verlauf annehmen.

Dabei soll der Einfluss der ebenfalls modellierten Stérungen und Parameterveréinderun-
gen auf die interessierenden Ausgangsgréffen minimiert werden. Bei instabilen Systemen
muss die Regeleinrichtung Messgréfien verwenden, um durch geeignete Riickfithrung auf
die Stellgroflen das System zu stabilisieren, d. h. in ein neues stabiles System einschliefSlich
Regler umzuwandeln.

2.2 Unterschied Steuerung — Regelung

Bei einem ohne Regelung stabilen System besteht die einfachste Vorgehensweise darin,
das zeitliche und stationére Ein-/Ausgangsverhalten zu analysieren und eine Steuerein-
heit dem System vorzuschalten, die dafiir sorgt, dass die gewiinschten Werte der Aus-
gangssignale erzielt werden (siche Bild 2.2). Diese Art des Signalflusses bezeichnet man
als Steuerung.
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Stoérungen
Einflisse
Ausgangs-
grolken
Anforderungen > >
> Steuer- ' System
—> einheit |—>» —>
—> —>
vorwartsgerichtete

Signalverarbeitung

Bild 2.2: Steuerung

Durch Vorschalten einer invertierten gemessenen Kennlinie kann beispielsweise ein nicht-
lineares Verhalten zwischen Eingang und Ausgang im stationéren Betrieb kompensiert
werden. Dieses Vorgehen erzeugt einen rein vorwéarts gerichteten Signalfluss, ist sehr an-
schaulich und hat den Vorteil, dass es die Stabilitdt des Systems nicht gefahrdet. Es kann
aber nur in sehr einfachen Fillen angewendet werden, denn es hat entscheidende Nach-
teile. Die meisten technischen Systeme unterliegen Storeinfliissen (nicht kontrollierbare
Einginge oder zufillige, nicht beeinflussbare Variation von dynamischen und stationéren
Parametern wie Kennlinien) wie oben erldutert. Eine Steuerung hat in den meisten Fillen
keine Kenntnis iiber die gerade wirkenden Stérungen, da sie nachtréiglich angreifen. Es sei
denn, die wesentlichen Stérungen sind messbar und werden entsprechend beriicksichtigt.
Daher kann es bei einer Steuerung sehr leicht zu Abweichungen zwischen den gewiinsch-
ten und tatséchlichen Ausgangsgrofien kommen. Instabile Systeme koénnen iiberhaupt
nicht mit einer Steuerung betrieben werden.

Es erscheint daher sinnvoller, die technisch relevanten Ausgangsgrofien zu messen und in
die Steuereinheit zuriickzufiihren, wo dann ein Vergleich mit den gewiinschten Sollwer-
ten stattfindet. In dieser Konfiguration nennt man die Steuereinheit dann einen Regler
(siche Bild 2.3). Im Gegensatz zur Steuerung entsteht ein Kreis, in dem Signale laufen
(Regelschleife). Der entscheidende Vorteil einer Regelung besteht darin, dass die tat-
séchliche Ausgangsgrofie gemessen wird und somit eine allgemein bessere Unterdriickung
der Storeinfliisse auf das System (StorgroBen und Parametervariation) gegeben ist. Ei-
ne Regelung kann im Unterschied zur Steuerung auch von Hause aus instabile Systeme
stabilisieren und damit technisch nutzbar machen. Die Riickfithrung der Ausgangsinfor-
mation bringt aber auch die Gefahr mit sich, bei falscher Auslegung der Dynamik des
Reglers urspriinglich stabile Systeme durch den Anschluss des Reglers zu destabilisieren
und damit technisch unbrauchbar zu machen.
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Bild 2.3: Regelung

Regeln:
Herstellen oder Erhalten eines gewiinschten Zustandes (bei Systemen durch
Riickfithrung von Messgrofien).

2.3 Dynamik von Systemen, Modellbildung

Wenn man in der Regelungstechnik dynamische Systeme betrachtet, so muss man von
der tatsédchlichen Realisierung abstrahieren und ein Modell konstruieren, das die wich-
tigen Eigenschaften im Rahmen einer gewiinschten Genauigkeit richtig beschreibt. Alle
Systeme im Lichte einer klassischen Physik betrachtet sind durch nichtlineare partielle
Differenzialgleichungen gekennzeichnet. Vereinfachungen wie man sie gerne gebraucht,
sind eigentlich Naherungen:

e Temperatur eines Korpers:
Es handelt sich um ein Temperaturfeld innerhalb des Korpers.

e Ohmscher Widerstand:
Alle Widersténde sind mehr oder weniger spannungsabhéngig und damit nichtline-
ar.

e Starrer Korper:
Alle Korper sind elastisch, deformierbar und plastisch.

e Konzentration in einem Riihrkesselreaktor:
Aufgrund nicht vollkommener Durchmischung wird eine statistische Abweichung
von einem Mittelwert auftreten.
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In den meisten Fillen hat man allerdings ein ingenieurméfiges Gefiihl dafiir, welche Ver-
einfachungen zuléssig sind und welche Effekte im Modell beriicksichtigt werden miissen.

Im allgemeinsten Fall hat man ein System vor sich, das verteilte Speicher aufweist, die
zusatzlich nichtlinear gekoppelt sind.

Eingang
StellgroRe[ | o ! > Ausgang vy
Stérung | nichtlineare :
u Rechen- ' augenblicklich
: funktion | wirkend
| <j nichtlinear
5 X | ﬁ
N ! zeitliches
:> Speicher | Verhalten
| ! linear
' Speicher Speicher :
Eingang Ausgang !
+ Anderung i
Bild 2.4: Nichtlineares dynamisches System
t=g(z,u), y=f(z, v (2.1)

Bei einer ersten Vereinfachung zu konzentrierten Speichern geht die Beschreibung durch
partielle Differenzialgleichungen in eine Beschreibung durch gewhnliche aber noch evtl.
nichtlineare Differenzialgleichungen iiber. Ein solches System ist in Bild 2.4 dargestellt.

Man kann es sich so vorstellen, dass es in einem Teil eine augenblicklich wirkende nichtli-
neare Rechenfunktion enthélt, wihrend in einem zweiten Teil die Zeitabhéngigkeit durch
lineare Speicher (Integratoren) dargestellt wird. Die Ausgangsgrofien der Speicher sind
im allgemeinen nicht direkt zugénglich. IThre Wirkungen zeigen sich nur an den Aus-
gangssignalen. Die Eingangsgrofien umfassen in diesem Bild sowohl Stell- wie Stérgrofien
als auch Parametervariationen. Dieses System ist wegen seiner Nichtlinearitdat aber noch
schwer berechenbar. Oft ist jedoch die Vereinfachung zu einem linearen System im Rah-
men der geforderten Genauigkeit erlaubt. Man erhélt eine grafische Darstellung wie in
Bild 2.5
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Bild 2.5: Lineares System mit konzentrierten Speichern

Die komplizierte nichtlineare Funktion, die im letzten Bild Eingangsgréfien und inneren
Zustand der Speicher zu Anderungen des Speichers und AusgangsgroBen verkniipfte, lisst
sich jetzt in vier unabhéngige Blocke (Matrizen) mit konstanten Koeffizienten zerlegen.
In dieser Form lassen sich beliebige lineare Systeme mit konstantem (zeitinvarianten)
Verhalten modellieren. In der englischen Literatur wird ein solches System oft mit der
Abkiirzung LTI (Linear Time Invariant) beschrieben. Durch den Ansatz zeitinvarian-
ten Verhaltens ist zusétzlich der Umgebungseinfluss (Storeinfluss) auf die Parameter
des Systems entfallen. Man kann diesen Eingriff nachtréglich wieder einfiithren und den
Charakter eines linearen Systems erhalten, wenn vorausgesetzt werden kann, dass die
Verinderungen der Parameter langsam im Vergleich zu den Anderungen der Speicher-
grofien des Systems erfolgen. Dann werden die Matrizen A, B, C', D zeitabhéngig und das
System zeitvariant.

Eine weitere Vereinfachung des allgemeinsten Modells besteht im Ansatz eines linearen
Verhaltens unter Beibehaltung begrenzter Systemanteile mit verteilten Speichern. Ein
Beispiel fiir solchen Ansatz ist ein Teilmodell einer idealen, verlustlosen elektrischen Lei-
tung, die zwei Systemteile verbindet. Die Spannungsverteilung entlang der Leitung stellt
einen verteilten Speicher mit linearen Ubertragungseigenschaften dar.

Die Verwendung eines linearen Modells fiir ein System erlaubt eine einfache Rechnung, da
das Superpositionsprinzip (Uberlagerungsprmzip) gilt. Wurde ein Vorgang beispielsweise
fiir eine Amplitude a berechnet, so kann das Ergebnis um den Faktor v skaliert auch bei
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Anregung mit v - a verwendet werden. Allgemein gilt:

y = flu)

k-y = f(ku)=Fk- f(u) (2.2)
flur +ug) = flur) + fuz)

In jedem Falle muss man sich dariiber im Klaren sein, dass jede Beschreibung eines
dynamischen Systems auf einer Modellbildung basiert, die immer mit Fehlern behaftet ist.
Wie das Modell letztlich entstanden ist, spielt dabei keine Rolle. In der Regelungstechnik
werden Modelle fiir dynamische Systeme auf verschiedene Weise gewonnen:

e Physikalische Modellbildung;:
Gesetze der Physik (z. B. Bilanzgleichungen fiir Energie oder Materie und algebra-
ische Zusatzbedingungen) werden in Differenzialgleichungen aufgeschrieben und in
ein Modell eingesetzt. Die Art des Modells hiangt von der Wahl der physikalischen
Beschreibung und den damit gemachten Annahmen ab.

e Messung des dynamischen Verhaltens an einem Versuchsaufbau:
Die Struktur des Modells (linear/nichtlinear, verteilt/konzentriert, Anzahl Ener-
giespeicher) wird der Messung zu Grunde gelegt. Die dann gewonnenen Parameter
des Modells haben im Allgemeinen keinen Zusammenhang mit der physikalischen
Struktur des untersuchten Aufbaus.

2.4 Blockschaltbild

In den vorangegangen Abschnitten wurde bereits intuitiv von einer Symbolik Gebrauch
gemacht, die die Signalfliisse in dynamischen Systemen gut beschreibt. Das Blockschalt-
bild ist eine grafische Darstellung der Signalfliisse (Informationsfliissse) und damit Wir-
kungszusammenhénge in regelungstechnischen Systemmodellen. Rechteckige Symbole be-
zeichnen einzelne Signalverarbeitungsschritte, die Linien dazwischen die Signalfliisse. Bei
der Aufstellung eines Blockschaltbildes fiir ein System muss sichergestellt sein, dass die
einzelnen Blocke rickwirkungsfrei aufgebaut sind, d.h. die Signal- bzw. Informations-
fliisse finden nur vom Eingang eines Blocks auf Ausgénge desselben Blocks statt. Es gibt
keine Nebeneffekte zwischen Blocken, die nicht dargestellt sind. Insbesondere findet keine
Verfélschung (,,Belastung®) der Ausgangssignale einzelner Blocke durch nachgeschaltete
Eingéinge weiterer Blocke statt.
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Bild 2.6: Riickwirkungsfreies Blockschaltbild

Nach Bild 2.6 gelten folgende Zusammenhénge fiir die einzelnen Blocke:

g1 (y27?)27y27"'7y17y17y17"') =0

gn (ynaynuyna R 7?J47?J4ay47 . ) =0

Somit:

g(yruyn)ynw"7y17yl7y17"') =0

(2.3)

(2.4)

Bild 2.7 zeigt eine Auswahl von Ubertragungselementen, die innerhalb eines Blockschalt-

bildes verwendet werden konnen.

Lineare Blockschaltbildsymbole werden durch einfach berandete Rechtecke dargestellt.

Der Typ des Elements wird durch die zeitliche Antwort auf eine sprungformige Ein-

gangsanregung skizziert, wobei alle Anfangswerte gleich null sein miissen. Evtl. relevante

Parameter konnen zur Verdeutlichung in das Symbol eingetragen werden.

Die als Kreis mit zwei oder mehr zulaufenden Signalen dargestellte Summation ist eben-

falls eine lineare Operation. Eine negative Aufschaltung einzelner Signale kann durch ein

Minuszeichen neben dem Signal markiert werden. Eine Multiplikation mit einem kon-

stanten Faktor (dargestellt durch einen Kreis) gehort zu den linearen Bausteinen.
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Bild 2.7: Ubertragungselemente

Die nichtlinearen Elemente werden durch doppelt berandete Rechtecke dargestellt. Bei
nichtlinearen Elementen wird eine augenblickliche Wirkung des Eingangs auf den Aus-
gang unterstellt. Der Typ wird durch die Art der funktionalen Abhéngigkeit des Ausgangs
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Bild 2.8: Blockschaltbild mit Bezeichnungen (laut Skript)

vom Eingang gekennzeichnet. Diese Funktion wird innerhalb des Blocks als Graph skiz-
ziert. Die Multiplikation und die Division zweier Signale gehoren zu den nichtlinearen
Funktionselementen.

Blockschaltbilder sind unter den hier geforderten Voraussetzungen ein gutes Beschrei-
bungsmittel fiir die Signalfliisse und Wirkungszusammenhénge in dynamischen Syste-
men. Mithilfe von Blocken konnen einzelne Teilsysteme dargestellt und anschlieSend zu-
sammengeschaltet werden. Insbesondere durch den Einsatz der Laplace- Transformation
vereinfacht sich die Berechnung des Gesamtmodells. Eine Umstellung des Blockschaltbil-
des anhand einfacher Regeln kann helfen, viele fehlertréchtige algebraische Umformungen
von Gleichungen zu vermeiden.

2.5 Blockschaltbild nach DIN

Das Deutsche Institut fiir Normung hat in der DIN EN 60027-6 séamtliche Begriffe und
Formelzeichen fiir die Signale in Regelkreisen festgelegt.

Leider wird diese Norm in der deutschen regelungstechnischen Fachliteratur fast iiber-
haupt nicht verwendet. Im Ausland hat sich ebenfalls eine andere Systematik der Formel-
zeichen eingebiirgert. In diesem Skript wird versucht, an die am haufigsten verwendeten
Benennungen anzukniipfen, um den Zugang zu diesen Quellen zu vereinfachen und daher
von der DIN abgewichen (vgl. Bild 2.8).

Im Vergleich wird jetzt das Blockschaltbild nach DIN EN 60027-6 angegeben und an-
schlieBend die in Bild 2.9 verwendeten Begriffe erklart.
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Bild 2.9: Blockschaltbild nach DIN EN 60027-6

e Strecke: Die Strecke ist der aufgabenméflig zu beeinflussende Teil des Systems oder
der entsprechende Teil des Wirkungsplans.

e Sensor: Der Sensor ist die Gesamtheit aller zum Aufnehmen, Weitergeben, Anpas-
sen und Ausgeben von Groflen bestimmten Funktionseinheiten.

e Vergleichsglied: Das Vergleichsglied ist eine Funktionseinheit, die die Regeldifferenz
e aus der Fiithrungsgrofle w und der Riickfiihrgrofie r bildet.

e Regler: Das Regelglied ist eine Funktionseinheit, in der aus der vom Vergleichsglied
zugefithrten Regeldifferenz e als Eingangssignal die Ausgangsgrofie des Reglers so
gebildet wird, dass im geschlossenen Kreis die Regelgrofie auch beim Auftreten von
Storungen der Fiithrungsgréfie so schnell und genau wie mdéglich nachgefiithrt wird.

e Stellglied: Das Stellglied ist die am Eingang der Strecke angeordnete zur Regel-
strecke gehorende Funktionseinheit, die in den Massenstrom oder Energiefluss ein-
greift. Thre AusgangsgroBe ist die Stellgrofle.

e [Fiihrungsgrdfse: Die Fiithrungsgrofie w einer Steuerung oder Regelung ist eine von
der betreffenden Steuerung oder Regelung nicht beeinflusste Grofle, die der Steu-
erkette oder dem Regelkreis von auflen zugefiihrt wird und der die Ausgangsgrofie
der Steuerung oder Regelung in vorgegebener Abhéngigkeit folgen soll.

e Regeldifferenz: Die Regeldifferenz e ist die Differenz zwischen der Fithrungsgréfie w
und der Riickfithrgréfe r.

e Reglerausgangsgrdfie: Die Reglerausgangsgrofle yg ist die Eingangsgrofie der Stell-
einrichtung.
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e Riickfiihrgrofie: Die Riickfithrgréfe r ist eine aus der Messung der Regelgrofie her-
vorgegangene Grofle, die zum Vergleichsglied zuriickgefiihrt wird.

e Stellgrifie: Die Stellgrofie y ist die Ausgangsgrofle der Steuer- oder Regeleinrichtung
und zugleich Eingangsgrofie der Strecke.

e Regelgrofie: Die Regelgroflie x der Strecke ist diejenige Grofle der Regelstrecke, die
zum Zwecke des Regelns erfasst und iiber die Messeinrichtung der Regeleinrichtung
zugefithrt wird. Sie ist die Ausgangsgrofie der Regelstrecke und Eingangsgrofie der
Messeinrichtung.

e Storgrofie: Die Storgrofle z in einer Steuerung oder Regelung ist eine von auflen
wirkende Grofle, die die beabsichtigte Beeinflussung der Regelgrofie beeintrachtigt.

2.6 Pneumatische Lageregelung

Im Folgenden wird Anhand eines Beispiels die Verwendung eines Blockschaltbildes ver-
anschaulicht. Bei diesem Versuch soll die Lage eines Schwebekorpers in einem Luftstrom
geregelt werden. Der Versuchsaufbau ist in Bild 2.10 dargestellt.

Es handelt sich um ein senkrecht stehendes Plexiglasrohr, in das von unten mit Hilfe eines
Gebléses ein Luftstrom eingeleitet wird. Der Luftstrom befoérdet einen Schwebekdrper,
der sich innerhalb des Rohres befindet. Dabei ist der Durchmesser des Schwebekorpers
nur geringfiigig kleiner als das Plexiglasrohr, damit die Luft nicht an den Seiten vorbei-
stromen kann. Die Oberseite des Schwebekorpers ist mit einem Ultraschall- und einem
Infrarotsender bestiickt. Diese senden in einem festen Zeitraster gleichzeitig Signale ab.
Am oberen Ende des Rohres befinden sich Empfinger fiir beide Signale. Die Laufzeitdiffe-
renz beider Signale gibt Aufschluss {iber die Entfernung zwischen Sender und Empfinger
und erlaubt damit die genaue Messung der aktuellen Position des Schwebekorpers.

Das regelungstechnische Ziel ist es, die Position des Schwebekorpers auf eine gewiinschte
Hohe hgyy zu regeln.

Die Istwertinformation iiber die Héhe h;y wird vom Ultraschallempfanger bereitgestellt
und ist abhédngig vom Druck im Plexiglasrohr. Der Druck wiederum ist eine Funktion
der Gebldsedrehzahl. Bei dem Geblidse handelt es sich um einen Elektromotor, dessen
Drehzahl durch die angelegte Spannung beeinflusst wird.

Die Spannung des Elektromotors wird iiber einen Leistungsverstérker (Stellglied) vorge-
geben. Der Eingang des Leistungsverstérkers ist somit die Eingangsgrofie der Regelstrecke.
Diese Eingangsgrofie wird mit der Ausgangsgrofie (Stellgrofie) des Reglers verbunden.

Den Schaltplan des Versuchsaufbaus zeigt Bild 2.11.
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Bild 2.10: Prinzipskizze des Versuchsaufbaus
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Bild 2.11: Schaltplan des Versuchsaufbaus

Dieser Versuch ist Bestandteil des Ubersichtpraktikums, in dem die Modellbildung, Iden-
tifikation sowie der Reglerentwurf exemplarisch veranschaulicht werden. Der interessierte
Leser findet dort alle weiteren Informationen.
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3 Beschreibung dynamischer Systeme im
Zeitbereich

Die Grundlage eines jeden Reglerentwurfs ist die Analyse des zu regelnden dynamischen
Systems. Dies geschieht durch die Beschreibung des zeitlichen Verhaltens durch ein ma-
thematisches Modell. Sofern das System wenig Gebrauch von verteilten Transportvorgén-
gen macht (partielle Differenzialgleichungen), kann es gut durch konzentrierte Speicher,
d. h. gewohnliche Differenzialgleichungen, beschrieben werden. Héufig ist in diesen Fallen
eine einfache Analyse anhand physikalischer Betrachtungen moglich.

In der Regelungstechnik ist es iiblich die Differenzialgleichungen auf Bezugsgroéfien, wie
beispielsweise Nennwerte oder Maximalwerte, zu normieren. Des Weiteren wird auch die
Zeit auf eine Bezugszeit normiert. Dies soll in den beiden folgenden Beispielen verdeutlicht
werden. Dazu gelten ab sofort folgende Vereinbarungen fiir die ,,Zeit":

e Zeit t' mit Einheit, z. B. [s]

Zeitkonstanten 7] mit Einheit, z. B. [s]

e Normierungszeit 7" mit Einheit, z. B. [s]

Einheitenlose (normierte) Zeit ¢ mit Einheit [1]

Einheitenlose (normierte) Zeitkonstanten 7; mit Einheit [1]

3.1 Beispiele

Zwei einfache Beispiele mégen das obige verdeutlichen.

1. Beispiel: Behilter mit Ablauf

Fiir den in Bild 3.1 angegebenen Behilter gelten folgende mathematischen Zusam-
menhénge. Sie ergeben sich aus den physikalischen Grundgesetzen der Strémungs-
mechanik. Unter der vereinfachenden Annahme einer reibungsfreien Fliissigkeit gilt
in diesem Fall der Gleichung von Bernoulli und der daraus abgeleiteten Ausflussfor-
mel von Torricelli gilt:
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Bild 3.1: Behalter mit Ablauf

o=

gt (3.2)

Einsetzen liefert:

%g (2)2 - (3.3)

v = +/2gh (3.4)

Die Anregung ist hierbei der Volumenstrom im Zulauf g, mit der Dimension [m?/s].
Fiir den Ablauf gilt:

g = B0 (3.5)
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Somit gilt fiir das Gesamtsystem:

dh
ﬁ Gzu — Gab
N——
AV
At
QZu_B'U
qzu_B'\/2'gh (36)
Also:
dh
A-E—I—B 2-gh = qu (3.7)

Das sich aus Gl. (3.7) ergebenene Blockschaltbild zeigt das Bild 3.2.

dzu h
A

em 7]

Bild 3.2: Blockschaltbild des Behalters

Normiert man die Differenzialgleichung auf die maximale Fiillhéhe hy und den
Nennzufluss qg so erhélt man:

Qabo
A'h() d h B\/29h0 h qzu
g dt' \ hg qo ho Qo
~—— —" =
Tll Yy k Yy U
d
T ik y=u (3.9)

at
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Normiert man des Weiteren die Zeit ¢’ und die Zeitkonstante 73" auf die Normie-
rungszeit T, so erhédlt man die normierte Gleichung

Tll dy
— o Tk Vy=u (3.10)
T dk
dy
Ttk =u (3.11)

Aus dieser normierten Differenzialgleichung erhélt man das in Bild 3.3 zu sehende
Blockschaltbild:

_ Qzu h

T Y = ho
T1
Qab
ﬁ

Ao
Bild 3.3: Normiertes Blockschaltbild des Behélters

T} ist hierbei die normierte Zeitkonstante, um den Behélter mit Nennzufluss ¢y bei
verschlossenem Abfluss auf den Fiillstand A zu fiillen. Die Verstarkung k ergibt sich
aus dem Verhéltnis von dem Ablauf bei der Fiillhohe hy und dem Nennzufluss ¢q.

2. Beispiel: Mathematisches Pendel

M

Bild 3.4: Mathematisches Pendel
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Fiir ein mathematisches Pendel (Vernachlissigung der Reibung) nach Bild 3.4 gilt
der Zusammenhang:

2
(M-l%)-l:—Mglsincp (3.12)
d2
ldt/f—f—g singp =0 (3.13)

Normiert man diese Differenzialgleichung, dann erhélt man die Gleichung (3.14):

+sinp = (3.14)

Mit zusétzlicher Normierung der Zeit ergibt sich

ey .
T? el +sinp =0 (3.15)

und das zugehorige Blockschaltbild ist in Bild 3.5 zu sehen.
0 %
JA ‘14

N
v

sin

Bild 3.5: Blockschaltbild des mathematischen Pendels

3.2 Aufstellen von Differenzialgleichungen, Linearisierung

um den Arbeitspunkt

Ein dynamisches System kann durch das Aufstellen von Differenzialgleichungen model-
liert werden. Dazu benétigt man fiir die Energie-/Materie-Speicher zunichst Bilanzglei-
chungen. Fiir jeden konzentrierten Speicher entsteht eine Differenzialgleichung erster
Ordnung.
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Beispiele fiir Differenzialgleichungen erster Ordnung:

o Induktivitat: v = L@

dt
dv
e Wirmespeicher: ) = CTE
dh
e Behilter: ¢ I

Zusétzlich erhélt man algebraische Gleichungen, die die Wirkung von Eingangssignalen
u;, Storgroflen sowie inneren Speichergrofien x; auf die Speicherinhalte #; (Eingénge der
Integratoren, deren Ausgénge die Speichergrofien darstellen) beschreiben.

Viele physikalische Zusammenhénge sind nichtlinear. Somit entsteht fiir jede Speicher-
grofBe eine nichtlineare Differenzialgleichung der Form:

i‘i:fi(rhx27"'7u17"‘7uk> (316>

In vektorieller Schreibweise erhilt man:

= f(z,u) (3.17)

Die Ausgangsgrofien y; des Systems entstehen durch eine algebraische Gleichung aus den
Speichergrofen und den Eingangsgrofien:

Yyi = gi(T1, T2, UL, U) (3.18)
bzw.

y=g(z,u) (3.19)

=)

Auch wenn das betrachtete dynamische System nur einen Eingang und einen Ausgang
aufweist, so kann es doch mehrere interne Speichergréofien aufweisen. Die oben aufgestell-
ten Differenzialgleichungen lassen sich ineinander einsetzen. Dabei tauchen die z; nicht
mehr explizit auf. Dadurch ensteht in der Struktur eine Kettenschaltung der Integrato-
ren. Je nach Art der Darstellung kann das System so strukturiert sein, dass entweder
die Eingangsgrofie auf mehrere Integratoreingénge wirkt oder die Ausgangsgrofie von der
letzten und weiteren fritheren Stufen mit Bewertungsfaktoren durch Summation entsteht.

Die allgemeine Form einer Differenzialgleichung eines Systems mit einem betrachteten
Eingang und einem Ausgang lautet dann:

d"y dy d™u du
hl——,..., =y, ——,...,— = 2
(dtn7 7dt7y7 dtm? ’dt’u) 0 <3 O)

Diese Differenzialgleichung ist in der allgemeinen Form mit nichtlinearen Beziehungen
zwischen den Ableitungen schwer zu behandeln und aufzulésen. Andererseits existieren
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ausreichend Methoden zur Berechnung linearer Systeme. Diese kénnen angewendet wer-
den, wenn die Gleichungen bereits linear sind, d.h. sie weisen konstante Faktoren vor
den einzelnen Ableitungen der Ein- und Ausgangsgréfien auf. Oder es kann untersucht
werden, wie sich das System fiir kleine Auslenkungen um einen Gleichgewichtszustand
verhélt.

Ein Gleichgewichtszustand ist durch einen zusammengehorigen Satz von Eingangsgrofien
Uy, ZustandgroBen z, und Ausgangsgrofen Yy gekennzeichnet. In einem Gleichgewichts-
zustand gilt:

&= f(zg,uy) =0 (3.21)

und

Y, = 9(zo, 1) (3.22)

bzw. in zusammengefasster Schreibweise
h(O,...,O,yO,O,...,O,uo):0 (323)

Der Gleichgewichtszustand kann stabil oder instabil sein. Fiir kleine Auslenkungen Ay,
Au um den Gleichgewichtszustand kann das System linearisiert werden, in dem die Dif-
ferenzialgleichung in eine Taylor-Reihe entwickelt wird, die nach dem ersten Glied abge-
brochen wird. Man substituiert © = uy+ Au und y = yo + Ay und fasst dabei formal die
Ableitungen von u und y als unabhéngige Variablen der Differenzialgleichungen auf und
differenziert h partiell nach diesen Variablen. Dann werden die gewonnenen Faktoren

oh ; j
4 = _‘(y(n)’“.’y(z)"",y7u(m)"”’u(3)7“.’u) (3.24)
8y(l)
uo,Y0
8h n i m j
bj - m(y( )7"'ay()a"'7y7u( )7"'7u(j)"'.7U) 0,0 (325)

eingesetzt. Es entstehen konstante Koeffizienten a;, b;, die Differenzialgleichung schreibt
sich als

d”y dy d"u du
L AT -7 — b - ... - 92
a”dt” + +G1dt +apy bmdtm + +b1dt —|—b0u (3 6)

Durch Einsetzen von
y=yo+A4Ay, u=uy+Au

bzw. den dazugehorigen Ableitungen

dy dAy du dAu
dt  dt’ dt  dt
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in Gleichung (3.26) und mit A (0,...,0,y0,0,...,0,u9) = 0 folgt, dass
ap Yo = bo Uo (327)

ist. Die im Gleichgewichtspunkt linearisierte Differenzialgleichung lautet:

dr Ay d Ay d™ Au d Au
i Ay —
@ Jn o Ay =bn s by

+bo Au (3.28)

Eine Reglerauslegung fiir ein linearisiertes System muss immer zusétzlich, beispielsweise
durch eine Simulation des vollstédndigen nichtlinearen Systems, {iberpriift werden.

3.3 Losen von linearen Differenzialgleichungen [1]

3.3.1 Losung einer linearen Differenzialgleichung erster Ordnung

Das Verhalten eines linearen Systems wird vollstdndig durch die Losung der Differen-
zialgleichung wiedergegeben. Es wird untersucht, wie fiir gegebenen Anfangszustand xg
und gegebene Eingangsgrofie u(t) die Differenzialgleichung gelost und mit Hilfe der Aus-
gabegleichung die Ausgangsgrofie des Systems berechnet werden kann. Als Grundlage
dafiir wird zunéchst die aus der Mathematik bekannte Losung einer linearen Differen-
tialgleichung erster Ordnung

T =ax(t)+bu(t), z(0) = x¢ (3.29)

wiederholt, die einer Differenzialgleichung erster Ordnung entspricht.

Bekanntlich setzt sich die allgemeine Losung einer linearen Differenzialgleichung aus der
allgemeinen Losung einer homogenen Gleichung und einer partikuldren Losung der in-
homogenen Gleichung zusammen. Deshalb wird zunéchst die homogene Differenzialglei-
chung

T = ax(t), z(0) =z (3.30)
betrachtet. Mit dem Losungsansatz

z(t) = ket (3.31)
erhélt man

i=kxet (3.32)
und nach Einsetzen in Gl. (3.30)

ExeM = akeM (3.33)
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und

kX =ak. (3.34)

Folglich ist A = a und
z(t) = ke (3.35)
die allgemeine Losung der homogenen Differenzialgleichung (3.30).

Die partikuldre Losung der inhomogenen Differenzialgleichung (3.29) erhilt man mit der
Methode der Variation der Konstante, bei der die Konstante & in Gleichung (3.35) durch
die Zeitfunktion k(t) ersetzt wird. Der Losungsansatz heifit dann

x(t) = k(t)e™. (3.36)
Wird dieser Ansatz nach t abgeleitet und in (3.29) eingesetzt, so erhilt man

ae®k(t) + %k = ae™ k(t) + bu(t) (3.37)
und daraus

k=e " bul(t). (3.38)

Durch Integration iiber das Intervall [0...¢] ergibt sich

t t

/ k(t)dr = k(t) — k(0) = / e bu(r)dr, (3.39)

0 0
sodass
t
x(t) = k(t) e™ = k(0) e™ + /ea(t_T) bu(r)dr (3.40)
0

entsteht, wobei k(0) eine zunéchst noch unbekannte Konstante darstellt. Unter Beachtung
der Anfangsbedingung erhilt man

Wird die e-Funktion mit ®(¢) bezeichnet
P(t) == e, (3.42)

so kann die Losung in der Form
t
x(t) = O(t) xo + / Ot —7)bu(r)dr (3.43)
0

geschrieben werden. Die Beziehung (3.43) wird als Bewegungsgleichung des durch die
Zustandsgleichung (3.29) beschriebenen Systems bezeichnet.
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3.3.2 Diskussion der Lésung

Die Losung (3.43) besteht aus zwei Summanden, von denen der erste Summand die homo-
gene Losung und der zweite Summand die partikuldre Losung der Differenzialgleichung
darstellt. Technisch interpretiert beschreibt die homogene Losung

Tei(t) = (L) 20 (3.44)

die Figenschwingung oder freie Bewegung des Systems, also diejenige Bewegung, die das
System ohne Erregung von auflen aufgrund der Anfangsauslenkung z ausfiihrt. Die
partikuldre Losung

t

Terzw(t) = /@(t —7)bu(T)dr (3.45)

0

beschreibt die der Eigenbewegung iiberlagerte, durch die &ufiere Erregung u(t) erzwun-
gene Bewegung des Systems. Da das System linear ist, iiberlagern sich beide Bewegungen
additiv:

Z(t) = Tprei(t) + Torzw(t). (3.46)

Die Figenbewegung hat in Abhéngigkeit vom Vorzeichen des Parameters a drei typische
Formen:

e Fiir a < 0 klingt die Eigenbewegung ab und das System geht asymptotisch in den
Ruhezustand x = 0 iiber.

e Fiir a = 0 verharrt das System im Anfangszustand.

e Fiir a > 0 klingt die Eigenbewegung auf, d. h. die Zustandsgréfie wéchst exponenti-
ell iiber alle Grenzen und das System entfernt sich immer weiter von der Ruhelage
x = 0.

Diese drei charakteristischen Bewegungsformen werden im Zusammenhang mit der Sta-
bilitdtsanalyse genauer untersucht. Dabei wird ein System, das von einer Anfangsauslen-
kung zy zum Ruhezustand zuriickkehrt als asymptotisch stabil bezeichnet. Fiir das hier
betrachtete System erster Ordnung liegt asymptotische Stabilitéit offenbar genau dann
vor, wenn a < 0 gilt. Dies lasst sich durch die dargestellte abklingenden bzw. aufklingende
Eigenbewegungen in Bild 3.6 verdeutlichen.
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Bild 3.6: Eigenbewegung eines Systems erster Ordnung fiir xq = 1

Die erzwungene Bewegung hingt von der gegebenen Eingangsgrofie ab. Als Beispiel wird

ein sprungformiges Fingangssignal betrachtet:

0 fir t<0
_ 4
u(t) {1 fiir ¢ > 0. (3.47)

Fiir den Anfangszustand xy = 0 ergibt Gleichung (3.43) mit der Substitution 7/ =t — 7

¢ t é(e‘“‘/—l) fir a#0

(t) :/(I)(t—T)de:/e‘”,de': a4 (3.48)

0 0 bt fir a=0.

Wieder konnen drei charakteristische Formen der Bewegung unterschieden werden (Bild
3.7):

. N : . b

e Fiir a < 0 néhert sich das System asymptotisch dem Endwert ——.

a

e Fiir a = 0 verlduft der Zustand auf einer Geraden (,,Rampenfunktion®).

e Fiir a > 0 wichst der Zustand exponentiell iiber alle Grenzen.
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Bild 3.7: Erzwungene Bewegung eines Systems erster Ordnung
fir —b/a =1

3.4 Speicher als Zustandsgroflien

Bei allen regelungstechnischen Modellen der Dynamik von Systemen kann davon ausge-
gangen werden, dass die Inhalte der Speicher (verteilt oder konzentriert) den Zustand
des Systems zu einem Zeitpunkt beschreiben.

Physikalisch gesehen ist der Zustand eines dynamischen Systems durch den Energiege-
halt der im System enthaltenen Energiespeicher bestimmt. Allein aus der Kenntnis des
Zustandes zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢ = to, der als Anfangszustand z(ty)) = z,
bezeichnet wird und dem Verlauf der Eingangsgriofle, folgt das Verhalten des Systems
fiir alle anderen Zeiten. Natiirlich muss dazu der Einfluss duflerer Gréflen, z. B. in der
Form des Zeitverlaufs der Eingangsgréfien, bekannt sein. Der Zustand eines Systems mit
n Energiespeichern wird durch n Zustandsgroffen (x1, xa,. .., x,) beschrieben, die zu
einem Zustandsvektor x zusammengefasst werden.

Der entsprechende n-dimensionale Raum ist der Zustandsraum, in dem jeder Zustand
als Punkt und jede Zustandsénderung des Systems als Teil einer Trajektorie darstellbar
ist. Beschreibt man ein System durch seine Zustandsgroflen, so spricht man von der
Zustandsraumdarstellung (vgl. Bild 3.8).
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Bild 3.8: Zustandsraumdarstellung eines linearen Systems

Fiir die allgemeine Beschreibung eines Systems im Zustandsraum erhélt man zwei Glei-
chungen, die Zustandsdifferenzialgleichung

i(t)=A-z(t)+ B-ut),  z(0)=z (3.49)
und die Ausgangsgleichung:

y(t) =

I

() + D - u(t) (3.50)

Die Vektoren und Matrizen haben hierbei folgende Bezeichnungen und Dimensionen:

Zustandsvektor (n x 1)
Eingangsgrofienvektor (I x 1)
Ausgangsgrofienvektor (k x 1)

IS 1= 18

Systemmatrix (n x n)
Eingangsmatrix (n x [)
Ausgangsmatrix (k X n)

[STSYISES

Durchgangsmatrix (k x 1)

Anzahl der Zustandsgrofien

Anzahl der Ausgangsgrofien

o~

Anzahl der Eingangsgrofien

Fiir den eindimensionalen Fall, d. h. eine Eingangs- und eine Ausgangsgrofle, ldsst sich
die Zustandsgleichung wie folgt schreiben:

i(t) =A-z(t) +b-ult), 2(0) =z, (3.51)
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Fiir die Ausgangsgleichung erhélt man dann:

y(t) =c" - z(t) +d - u(t) (3.52)

Der Vektor ¢! entspricht hierbei einer Zeile der C-Matrix.

3.4.1 Losung der vektoriellen Zustandsgleichung

Die vektorielle Zustandsgleichung (3.49)

i(t) =Az(t) + Bu(t),  z(0) =1z
lasst sich in dhnlicher Weise wie die skalare Gleichung (3.29) losen. Betrachtet man
zunéchst wieder die homogene Gleichung

t=Azr,  z(0) =z, (3.53)
so ist analog zum skalaren Fall der Ansatz

z(t) = 2k (3.54)

moglich, wobei aufgrund der dort erhaltenen Lésung a = A der Exponent At eingesetzt
wurde. Der Vektor k besitzt dabei die Dimension n. Die n-dimensionale quadratische
Matrix e2! wird als Matrizezponentialfunktion bezeichnet. Sie ist durch folgende Reihe
definiert:

At =
= = Z 7!
i=0
A2 A3
= L+ A+ 50+ 500+ (3.55)

Diese Reihe ist analog der Reihenentwicklung der e-Funktion aufgebaut:

at—ooa“—l L% P 3.56

Es kann bewiesen werden, dass die Reihe (3.55) fiir alle quadratischen Matrizen A kon-
vergiert. Deshalb kann die Differenziation mit der Summenbildung vertauscht werden,
sodass man

d At 2 432
LAt — A4 A%+ =
dt© 214 +2! *
A, 4L
= A(L+At+ S+ 50+
= .eét
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erhilt. Die Differenziation der Matrixexponentialfunktion fiithrt also auf ein dhnliches
Ergebnis, wie es von der e-Funktion bekannt ist.

Setzt man den Losungsansatz (3.54) in die homogene Gleichung ein, so sieht man, dass
er die Gleichung erfiillt. Unter Beachtung der Anfangsbedingung erhélt man k = z, und
als Losung der homogenen Differenzialgleichung (3.53)

a(t) = Al (3.58)

Fiir die Losung der inhomogenen Zustandsgleichung (3.49) wird wieder entsprechend der
Methode der Variation der Konstanten der Vektor k als zeitabhéingig angenommen und
mit dem Ansatz

(t) = e2'k(t) (3.59)

gearbeitet. Nach der Differenziation und dem Einsetzen in die Differenzialgleichung erhélt
man die Beziehung

Aed'k + e’k = Aed'k + Bu. (3.60)

t

Die Reihenentwicklung von e2! zeigt, dass die Matrixexponentialfunktion fiir beliebige

Matrizen A und fiir alle ¢ reguldr ist und folglich invertiert werden kann. Dabei gilt
(eét)‘l — oAl — A1) (3.61)
Folglich ist
k=e4"Bu, (3.62)

woraus durch Integration der inhomogene Anteil

t t

[ =k0) - 10 = [ e 4 Buir)ar (3.63)

0

folgt. Aus dem Ansatz und dieser Gleichung entsteht unter Beachtung der Anfangsbe-
dingung die Losung:

¢
z(t) = Al z, + /eA(t_T) Bu(r)dr. (3.64)

0

Nach Einfithrung der Abkiirzung

P = ed! (3.65)
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wird die Losung in die endgiiltige Form

Bewegungsgleichung: z(t) =

(|11

(t) z + / Ot —7) Bu(r)dr (3.66)

tiberfiihrt. Gl. (3.66) heifit Bewegungsgleichung des Systems. Die darin vorkommende Ma-
trix @ wird Ubergangsmatriz, Transitionsmatriz oder Fundamentalmatriz genannt. Die
Existenz und Eindeutigkeit der durch Gl. (3.66) beschriebenen Losung der Zustandsglei-
chung folgt aus der bekannten Existenz und Eindeutigkeit der Losung der zugehorigen
linearen gewohnlichen Differenzialgleichung. Die Bewegungsgleichung weist auf die Be-
deutung des bereits eingefiihrten Begriffs des Zustandes hin:

Der Einfluss der Bewegung des Systems im Zeitraum ¢ < 0 auf die Bewegung im Zeitraum
t > 0 wird vollstandig durch den Anfangswert x, wiedergegeben.

3.4.2 Diskussion der Lésung

Wie im skalaren Fall setzt sich die Bewegung z(t) aus zwei Komponenten zusammen
L(t) = Zgei (1) + Lerg (1), (3.67)
die der Eigenbewegung
Tei(t) = D(t)zg (3.68)

bzw. der erzwungenen Bewegung
t

Loplt) = / B(t — ) Bu(r) dr (3.60)

0

des Systems entsprechen.

Die Eigenbewegung entfillt, wenn z, = 0 gilt. Das kann anschaulich so interpretiert wer-
den, dass das System zum Zeitpunkt ¢ = 0 keine Energie gespeichert hat und deshalb aus
eigener Kraft keine Bewegung ausfiihrt. Beachtet man, dass z nicht den absoluten Wert
der Zustandsgrofle, sondern vielfach die Abweichung Az vom Arbeitspunkt beschreibt,
so bedeutet zyo = 0, dass das System keine Energie zusétzlich zu der beim Arbeitspunkt
auftretenden gespeichert hat und keine Bewegung um den Arbeitspunkt ausfiihrt.

Die fiir die skalare Differenzialgleichung getroffene Fallunterscheidung beziiglich des Vor-
zeichens von a muss hier auf den Realteil der Eigenwerte von A bezogen werden:

e Gilt fiir alle Eigenwerte \; von A (Ansatz: det{l-\ — A} = 0)
Re{\;} <0, (1=1,2,...,n), (3.70)

so klingt die Eigenbewegung ab, d. h., das System néhert sich asymptotisch seiner
Ruhelage x = 0.
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e Gilt fiir wenigstens einen Eigenwert
Re{\;} >0, (3.71)
so wichst mindestens eine Zustandsvariable x;(t) fiir t — oo iiber alle Grenzen.

Diese Fallunterscheidung wird bei der Stabilitédtsanalyse in Abschnitt 7.4 ausfiihrlich
untersucht. Ein System soll jedoch bereits jetzt als stabiles System bezeichnet werden,
wenn die Bedingung (3.70) erfiillt ist. Man spricht in diesem Zusammenhang auch von
stabilen und instabilen Eigenwerten, je nachdem, ob der Eigenwert die Gl. (3.70) erfiillt
oder nicht.

3.4.3 Berechnung der Ausgangssignale

Die Ausgangssignale berechnen sich nach der Gleichung (3.50)
y(t) = Ca(t) + Dult)

fiir den mehrdimensionalen Fall und nach Gleichung (3.52) entsprechend fiir ein Eingro-
Bensystem.

Setzt man die Losung der Zustandsgleichung in die Ausgangsgleichung ein, erhilt man
als Ausgangssignale fiir den mehrdimensionalen Fall

t
yt)=Co(t)z,+C /Q(t — 1) Bu(r)dr + D u(t) (3.72)
J == =/ = = =
und fiir ein Eingroflensystem
t
y(t) = D(t) zy + cr /g(t —7)bu(r)dr + du(t). (3.73)
0

3.5 Kausale Systeme

Alle physikalisch realisierbaren dynamischen Systeme sind kausal, d. h. alle Zusténde und
Ausgangsgrofien eines Systems zu einem Zeitpunkt hdngen nur von fritheren Zusténden
bzw. Eingangssignalen ab. Das System kann nicht ,in die Zukunft sehen“. Eine weitere
Eigenschaft kausaler Systeme ist nicht so offensichtlich. Kausale Systeme enthalten keine
verzogerungsfreien Differenzierer. Mit anderen Worten ausgedriickt:

Die Differenzialgleichung eines kausalen Systems enthélt nur Ableitungen der
Eingangsgrofien, deren Grad kleiner oder gleich der hochsten Ableitung der
Ausgangsgrofle ist (m < n, vgl. z. B. Gln. (3.20)).
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3.6 Charakterisierung linearer dynamischer Systeme

Die Charakterisierung linearer dynamischer Systeme erfolgt haufig durch Testsignale.
Dabei wird der zeitliche Verlauf eines Ausgangs als Reaktion auf die Anregung eines
Eingangs betrachtet. Damit die Ergebnisse der Testfunktionen auf andere Anregungen
iibertragbar sind, muss das betrachtete System zu Beginn in Ruhe und der Anfangszu-
stand z, = 0 sein. Diese Reduktion kann auch bei Systemen mit mehreren Ein- und
Ausgéangen durchgefiihrt werden.

3.6.1 Sprungfunktion

Die Sprungfunktion ist im Bild 3.9 gezeichnet und wird auch als Heaviside-Funktion
bezeichnet.

o(t) A

v

Bild 3.9: Sprungfunktion

Sie ist mathematisch gegeben durch:

0, t<0
a(t):{l £ >0 (3.74)

Als Antwort auf eine Sprungfunktion o(t) am Eingang erhidlt man die Sprungantwort
h(t), die auch hiufig unter dem Begriff Ubergangsfunktion in der Literatur zu finden
ist. Die Anregung erfolgt aus dem Ruhezustand. Eine typische Systemantwort auf ei-
ne Sprungfunktion am Eingang eines schwingungsfdhigen Systems zweiter Ordnung mit
Durchgriff (d # 0) zeigt Bild 3.10.
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Bild 3.10: Sprungantwort eines Systems zweiter Ordnung mit Durchgriff

Meist betrachtet man nur einen Eingang und einen Ausgang. Schaltet man am Eingang
das Signal

u(t) = ug - o(t) (3.75)

auf, so erhdlt man als Systemantwort mit z, =0
t

y(t) = /QT Ot —71)bdr +d| - up. (3.76)

0
Fiir up = 1 ergibt sich die Sprungantwort zu:

ht) = /ng(t —F)bdr+d (3.77)

Fiir det A # 0 lisst sich das Integral auflosen:

( 0 fir t<0
T 4-1 At - T g-1 y
ny=q 24 b cdb+d fir t20 (378
dynamischer Anteil statische Verstarkung
\ = f(t) = ks

ks ist der Endwert der Sprungantwort h(t) fiir ¢ — oo:

lim h(t) =k, =—-c"A"'b+d (3.79)

t—00

Fiir d # 0 handelt es sich um ein sprungfihiges System.
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3.6.2 Impulsfunktion

Die Anregung mit einem Dirac-Impuls fithrt zur Impulsantwort. Dabei gelten fiir einen
Impuls die im Bild 3.11 gegebenen Zusammenhénge.

rg(t') A

1
8'

Flache T'

|
g'T' T e t

Bild 3.11: Impulsantwort

T’ ist hierbei die Normierungszeit. Fiir den Grenziibergang ¢ — 0 erhalt man einen
Impuls mit unendlicher Amplitude, aber endlicher Flache:

it = lin%r6 Distribution (3.80)
E—

St) = 0 fir ¢ #£0 (3.81)

_/ S(r'ydr' =T (3.82)

t/=—00

Falls man mit der normierten Zeit rechnet, gilt:

t/
+ = o (3.83)
t=4o0

/ S(r)dr = 1 (3.84)

t=—00
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Mit Gleichung (3.73) ergibt sich mit z, = 0 als Ausgangssignal:

o) = / & o (t— ) b(r) dr + d(1) (3.85)

mit 0(t) =0, ¢#0

t

y(t) = / & B(t — 1) bé(r)dr + db(t) (3.86)
%’—/
()
y(t) = ()b / 5(r) dr +d 5 () (3.87)
<
-1
y(t) = " 2(t)b+di(t) (3.88)

Somit lautet die Impulsantwort, die auch héaufig als Gewichtsfunktion bezeichnet wird:

g(t) = " @(t)b+di(t) (3.89)

= el b+ dit) (3.90)

Bild 3.12 zeigt beispielhaft die Gewichtsfunktion eines Systems.

att) 4

N i

Bild 3.12: Impulsantwort einer Strecke

Den Zusammenhang zwischen der Sprungantwort und der Impulsantwort eines Systems
erhélt man durch Differenziation bzw. Integration.

¢
0, t<0
/5(7‘) dr = { 1 t>0 (3.91)

(.

Sprungﬁmktion
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bzw.

/ 5(r) dr = o(t) (3.92)

3(t) i ao(t)

— 1 —>

3(t) o(®)[ lineares | h(t)
— 1 [] system [

A

lineare Blocke tauschen

5&» lineares |9(t) ()
System - 1

Bild 3.13: Ubergang Sprung- und Impulsantwort

Also kann man die Sprungantwort als Integral der Impulsantwort darstellen

ht) = / o(7) dr. (3.93)

Wenn h(t) bei t = 0 differenzierbar ist, gilt:

g9(t) = — (h(1)). (3.94)

Falls jedoch h(t) bei t = 0 eine Unstetigkeitsstelle aufweist, enthélt die Impulsantwort
zusétzlich einen Impuls der Fliche h(+0):

g(t) = < (h(t)) + h(0+) 5(¢). (3.95)
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Hierin ist h(0+) der rechtsseitige Grenzwert der Sprungantwort.

Folglich lasst sich auch die statische Verstirkung, die dem Endwert der Sprungantwort
fiir ¢ — oo entspricht aus der Gewichtsfunktion berechnen. Es gilt folglich:

b = / o(r) dr (3.96)

3.6.3 Dirac-Impuls

Fiir den Dirac-Impuls gilt bei einheitenbehafteter Zeit:
t'=o00
/ o(rYdr' =T (3.97)
t'=—o0
Die Flache liefert also gerade die Normierungszeit 7".
Im Falle der dimensionslosen Zeit gilt dann:
t=00

/ d(r)dr =1 (3.98)

t=—o00

3.6.4 Faltung

Unter Verwendung der Gewichtsfunktion g(t) lasst sich die Antwort eines Systems in der
Ruhelage ¢ = 0 bei einer beliebigen Anregung berechnen.
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a®)
t
A
u(t)
(T
u-glt; - 7
u©)-gt) t

Bild 3.14: Faltungsintegral

Die Anregungsfunktion u(¢) wird in infinitesimal kleine Zeitabschnitte aufgeteilt. Jeder
dieser Zeitabschnitte stellt einen Dirac-Impuls dar, dessen Fldche durch die Anregungs-
funktion u(t) moduliert ist. An einer Stelle ¢; lésst sich die Systemantwort dann unter
der Voraussetzung verschwindender Anfangsbedingungen als Uberlagerung der zeitver-
schobenen Antworten auf einzelne Impulse berechnen.

y(t1) = u(r) - g(ty —1)dr

—=

_ / u(ty — 7) - g(r) dr. (3.99)

Das obige Integral wird Faltungsintegral genannt, die Rechenvorschrift selbst wird als
Faltung bezeichnet.

Der Begriff Faltung fiir diese Rechenvorschrift kommt daher, dass man grafisch auch die
Impulsantwort ab dem Zeitpunkt ¢; mit riickwérts laufender Zeit auftragen kann. Fiir
das Integral liegen dann die miteinander zu multiplizierenden Funktionen an denselben
Zeitpunkten zwischen 0 und ¢;.
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4 Beschreibung dynamischer Systeme im
Frequenzbereich

4.1 Lineare Systeme im Zeit- und Frequenzbereich

Lineare dynamische Systeme kénnen durch Differenzialgleichungen beschrieben werden.
Bei Systemen mit einem Eingang und einem Ausgang verwendet man bevorzugt die Form:

n

, dy
o dn

m

d™u du
ly==b —— 4+ ...+, —
+a0y m dtm + + 1 dt

dy
dt

a +...+ad] + by u. (4.1)
Die Bedingung m < n stellt die Kausalitéit des Systems sicher, wobei n der Ordnung der
Differenzialgleichung entspricht und die Anzahl der Zustandsgrofien des Systems (vgl.
Kapitel 3.4) angibt. Hiufig wird die Differenzialgleichung mit @, normiert, sodass sich
die so genannte Normalform

d"y d d™u

Y du
— = — 4 ... — 4.2
dn + + aq dt + Qo Y bm dpm + + bl i + bou ( )

ergibt.

Bei Mehrgrofiensystemen wird meist die Zustandsform (3.49) benutzt:

T =

[sS
1
_l’_

[ise
IS

[l@
I8
+

IS
IS

g:

Neben der Losung im Zeitbereich kann alternativ die Losung im Frequenzbereich berech-
net und falls nétig in den Zeitbereich zuriicktransformiert werden.

AuBerdem gibt es im Frequenzbereich sehr aussagekréiftige Methoden zur Untersuchung
von Stabilitat und Ddmpfung. Diese konnen zur Auslegung von Reglern verwendet wer-
den. Man muss allerdings beachten, dass die Anwendung der Transformation in den
Frequenzbereich Linearitit voraussetzt.

4.2 Laplace-Transformation

Die Laplace-Transformation ist eine Erweiterung der Fourier- Transformation, mit der
sich Signale in Frequenzanteile zerlegen lassen. Im Gegensatz zur Fourier-Transformation
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ist die Existenz des transformierten Signals jedoch nicht von der absoluten Integrierbarkeit
abhéngig. In der Regelungstechnik wird die einseitige Laplace-Transformation verwendet:

F(s) = L{f (1)} = / f(tyetdi (4.3)

Die untere Integrationsgrenze —0 bedeutet, dass ein Impuls bei ¢ = 0 mit integriert wird.
Die dimensionslose Variable s wird komplexe Frequenz genannt. Die Normierung erfolgt
mit derselben Zeitbasis T”, die der Flache des Dirac-Impulses zugrunde liegt.

Das Laplaceintegral konvergiert fiir alle Werte von
s=0+juw, (4.4)

deren Realteil grofler oder gleich einer Konvergenzgrenze oy ist.

Aus der einseitigen Laplacetransformierten eines Signals, das fiir t > 0 definiert ist, ldsst
sich das Signal durch Riicktransformation eindeutig zuriickgewinnen:

o+joo
ft) = QLT(‘J / F(s)e™ ds. (4.5)

Dieses Integral konvergiert ebenfalls fiir

Re{s} > oy. (4.6)

4.2.1 Eigenschaften der Laplace-Transformation

Die Transformation vom Zeitbereich in den Laplace-Bereich lasst sich mit folgender Ab-
bildungsvorschrift schreiben:

f{t) o F(s) (4.7)

Es gelten folgende Satze fiir die Laplace-Transformation:

e Verschiebungssatz:

fit=T)) o-e e 10 F(s) (4.8)
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e Dampfungssatz:

e f(t) oe F(s—a) (4.9)
e Differenziationssatz:
IOy s Fs) - f(-0) (4.10)
dt
bzw
THD e P(s) =8 f(o0) = #2f(=0) — ... — 0D 0)
k
=s"F(s) =Y s f0(-0) (4.11)

e Integrationssatz:
t
/f(T)dT o—e %F(s), s#0 (4.12)
0
e Faltungssatz:

/ flt—1) () dr oe Fi(s)- Fa(s) (4.13)

e Grenzwertsatze:
Unter der Voraussetzung, dass die Grenzwerte existieren, gilt:

tl_i)r(gr ft) = Sli_glos - F(s) (4.14)
tli)m ft) = li_r)%s - F(s) (4.15)

Fiir Berechnungen in der Regelungstechnik ist besonders die Faltung interessant.

Das Ausgangssignal eines dynamischen Systems ldsst sich durch die Faltung des Ein-
gangssignals mit der Impulsantwort berechnen, wenn zu Beginn der Vektor der Zustands-

grofen verschwindet, d. h., dass sich das System in Ruhe befindet.
t

y(t) = /g(t — 1) u(r)dr (4.16)
0
Daher ergibt sich aus dem Faltungssatz das Ausgangssignals Y (s) zu:

Y(s) =G(s) - U(s). (4.17)
Mit der Laplace-Transformierten des Eingangssignals U(s) und der des Ausgangssignals
Y (s) folgt die Ubertragungsfunktion G(s):
Y(s)

G(s) = 0(s);

(4.18)
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x(t) X(s)
1
1 -
s
1
’f 5
t? 1
2 s3
eO'lt 1
S — 01
1—e01t G
¢ s(s — oy)
ted1t o
(s —01)?
§ €OS (p — wy sin
t
cos(wy t + ¢) R
oyt ; (s —01) cosp —wy sing
et cos(wy t + o) o)t a?

Tabelle 4.1: Korrespondenztafel einiger haufig vorkommender Funktionen, z(¢ < 0) =0
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4.2.2 Zeitnormierung bei der Laplace-Transformation

In normierter Zeit gilt (s ist dimensionslos):
P(s) = £} = [ Fle)ede (1.19)
0

Ist die Zeit dimensionsbehaftet, so ergibt sich fiir die Laplace-Transformation:

oo

Plo) = £{f0)) = 7 [ 5(e)e "t (1.20)

0

Fiir die Einheit gilt: [p] = 1.

4.3 Ubertragungsfunktion und Differenzialgleichung

Die Differenzialgleichung 4.2 eines Eingroflensystems lasst sich mit dem Differenziations-
satz der Laplace-Transformation umformen. Unter der ebenfalls geforderten Randbedin-
gung, dass das System anfangs in Ruhe ist, ergibt sich

Y(s)(s"+...4+a1s+ap) =U(s) (b s™+...+b1s+by). (4.21)

Damit findet man einen anderen Ausdruck zur Berechnung der Ubertragungsfunktion:

_bm3m+...—|—b18+b0

G(s)
s+ ...+ a1 s+ ag

(4.22)

Somit ist eine einfache Zuordnung von Differenzialgleichung und Ubertragungsfunktion
moglich. Alle linearen dynamischen Systeme mit konzentrierten Speichern lassen sich
durch gebrochen rationale Ubertragungsfunktionen darstellen.

4.3.1 Berechnung der Ubertragungsfunktion aus dem
Zustandsraummodell

Ist das Zustandsraummodell (3.49)

I
I
[N
I
=
_l’_
[Is¥
I
—~
=
8
o
S~—
I
o

e
=
I
I
=
=
+
IS
=
=
=
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gegeben, so kann die Ubertragungsfunktion zwischen beliebigen Ein- und Ausgiéngen
durch Anwendung der Laplace-Transformation berechnet werden. Dabei entsteht durch
elementweise Laplace-Transformation des Vektors z(t) ein Vektor X (s) mit den Elemen-
ten X;(s):

Xi(s) x1(t)
X =| e wp=| PO (4.23)
Xn(s) In(t)

Aus der Zustandsgleichung erhélt man unter Verwendung des Differenziationssatzes und
des Uberlagerungssatzes die Gleichung

sX(s) = AX(s) + BU(s) (4.24)

die nach X umgeformt werden kann:

(s —

I
<

) X(s) =

[ise

Uls) (4.25)

X(s)=(sL-A)'BU(s). (4.26)

Aus der Ausgangsgleichung folgt die Beziehung

Y(s)=CX(s)+DU(s) (4.27)
und damit
Y(s) = (C(sL—A)"" B+ D) U(s). (4.28)

Daraus ergibt sich fiir die Ubertragungsfunktion die Beziehung

G(s)=C(sL-A)~"'B+D. (4.29)

Die Ubertragungsfunktion ist nun eine Ubertragungsmatrizfunktion G(s), deren Elemente
die Ubertragungsfunktionen zwischen den einzelnen Ein- und Ausgéngen.

Will man die Beziehung (4.29) anwenden, so muss man die Matrix (s I — A) invertieren.
Dafiir eignet sich der FADDEFEV-Algorithmus, der fiir Systeme niedriger Ordnung auch
ohne Rechner schnell durchgefiihrt werden kann.

Dieser Algorithmus geht davon aus, dass die in

(Si_é)_l adJ(Si_é)

A7 = el (4.30)
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vorkommende adjunkte Matrix in der Form

sn—l + E

-1 —n—2

adj(sL —A) =R s"_2+...+§18+§0 (4.31)

dargestellt werden kann. Fiir die Determinante gilt

det(sI — A) = aps" +ap_ 18" "+ ... +a1s+ ag (4.32)

mit
a, = 1. (4.33)

Mit dem Startwert

=1 (4.34)

—n—1

werden die Koeffizientenmatrizen R der adjunkten Matrix und die Koeffizienten des
charakteristischen Polynoms folgendermafien rekursiv berechnet:

1
- = —7 Spur {éénik}, k=1,2,...,n (4.35)
R . = AR  +a,pl k=12 .., n-1 (4.36)
Als Probe kann man R_ , aus der Gleichung fiir £ = n berechnen, wobei R _ , =0

entstehen muss.

4.3.2 Berechnung der Systemantwort mittels der
Ubertragungsfunktion

Lineare Systeme lassen sich sehr einfach mit der Laplace-Transformation (Ansatz der
Ubertragungsfunktion) berechnen. Hierbei macht man sich die Eigenschaft der Laplace-
Transformation zunutze, dass eine Faltung im Zeitbereich in eine Multiplikation im Bild-
bereich iibergeht.

Wenn das zu untersuchende System bereits als Differenzialgleichung gegeben ist, kann
man die Koeffizienten unmittelbar in die Ubertragungsfunktion iibernehmen.
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Losen
MO derpeL [ YW
Berechnen der _
Laplace- Faltung mit g(t) inverse
tranformation Laplace.-
tranformation
v

U(s) multipliziert

V) —1 " it G(s)

— Y(s)

Bild 4.1: Losen einer Differenzialgleichung mit Hilfe der Laplace-
Transformation

Die Riicktransformation der Laplacetransformierten Y'(s) in den Zeitbereich ist hierbei
der aufwendigste Rechenschritt. Bei einer gebrochen rationalen Funktion Y'(s) ist eine
Partialbruchzerlegung erforderlich.

4.3.3 Pole und Nullstellen

Die Ubertragungsfunktion (4.22)

_bm8m+...+b18+b0

G(s)
s"+...+a1s+ap

ist eine gebrochen rationale Funktion. Da Zahler und Nenner in der hier angegebenen
Darstellung Polynome in s sind, spricht man auch von Polynomform der Ubertragungs-
funktion.

Die Ubertragungsfunktion G(s) kann in eine andere Form iiberfiihrt werden, wenn man
beachtet, dass die Polynome im Z&ahler und Nenner als Produkte von Linearfaktoren
geschrieben werden konnen (Fundamentalsatz der Algebra). Es gilt

b 8™ 4 b1 8" A bis+ by = b [ (s = s00) (4.37)

S"ta, 1 s 4 tastag = H(s—si), (4.38)
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wobei s¢; und s; die Nullstellen des Zéhlerpolynoms bzw. des Nennerpolynoms von G(s)
darstellen, also aus den Gleichungen

bin ™ + b1 S™ L b s+ by =0 (4.39)
und
S"ta, 15" 4+ +as+tag=0 (4.40)

berechnet werden.

Wéhrend so; die Nullstellen beschreiben, geben s; die Pole der Ubertragungsfunktion
an. Die fir die Bestimmung der Pole verwendete Gleichung (4.40) heiit charakteristi-
sche Gleichung des Systems und das auf der linken Seite von (4.40) stehende Polynom
charakteristisches Polynom.

Die Ubertragungsfunktion kann mit den Nullstellen und Polen geschrieben werden als:

G(s) = by & (4.41)

oder

G(s) = ki ﬁl (% i 1) (4.42)

Diese Form kann als , Zeitkonstantenform* der Ubertragungsfunktion bezeichnet werden,

si bzw. ‘sl‘ als Zeitkonstanten aufgefasst werden kénnen und k, = Z—g ist die

K3

weil |—

7

statische Streckenverstirkung bestimmt.

4.3.4 Graphische Interpretation der Ubertragungsfunktion

Die Ubertragungsfunktion ist eine komplexwertige Funktion der komplexen Variablen s.
Eine grafische Darstellung kann z. B. fiir den Betrag vorgenommen werden, vgl. Bild 4.2.
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Bild 4.2: Dreidimensionale Darstellung des Betrages der Ubertragungsfunktion |G(s)|

10

/

|Gjw) |

Amplitudenverlauf
T des Frequenzgangs

10

Bild 4.3: Dreidimensionale Darstellung des Amplitudengangs|G(jw)|

Die Pole zeigen sich als Unstetigkeitsstellen, in denen der Betrag gegen 400 strebt. Die
Nullstellen liefern den Betrag 0.

4.3.5 Frequenzgang, Ortskurve und Bode-Diagramm

Das stationdre Verhalten des Systems bei Anregung mit Sinusfunktionen konstanter Am-
plitude kann aus der Ubertragungsfunktion einfach ermittelt werden, indem als Argument
s = jw eingesetzt wird. Der so genannte Frequenzgang G(jw) liefert als komplexwertige
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Funktion Real- und Imaginérteil der Systemantwort bzw. Betragsverhéltnis und Phasen-
verschiebung zum Eingangssignal bei Umrechnung in Polarkoordinaten.

Als grafische Darstellung des Frequenzgangs G(jw) in der komplexen Ebene erhilt man
mit w als Parameter die Ortskurve. Fasst man den Frequenzgang als Zeiger mit der Lénge
|G(jw)| und dem Winkel p(jw) auf, so beschreibt die Zeigerspitze die Ortskurve des
Systems, wenn w von Null an vergréflert wird. Bild 4.4 zeigt exemplarisch eine Ortskurve
fiir ein System erster Ordnung.

j Im{G} @

\Y

-l

° arg(G(jo)) Re{G)

1G(jo)|

Bild 4.4: Ortskurve eines Systems erster Ordnung

Teilt man die Darstellung des Frequenzganges nach Betrag und Phase in Abhéngigkeit
der Kreisfrequenz w auf, so erhilt man die Darstellung im Bode-Diagramm, das auch
Frequenz-Kennliniendiagramm genannt wird. Die beiden Kennlinien werden als Ampli-
tudengang und Phasengang bezeichnet. Das Bode-Diagramm wird iiblicherweise nur fiir
stabile Systeme verwendet.

Da sich der Frequenzbereich in der Regel iiber mehrere Dekaden erstreckt und sich der
Betrag des Frequenzganges um mehrere Gréflenordnungen veréndert, wird fiir beide Gro-
Ben mit logarithmischen Maf3stiben gearbeitet.

Auf der Abszisse des Amplitudenganges wird die Kreisfrequenz mit einer logarithmischen
Skala aufgetragen. Auch der Amplitudengang wird auf der Ordinate logarithmisch aufge-
tragen. Wird der Amplitudengang in Dezibel (dB) umgerechnet, findet man jedoch eine
lineare Bezifferung auf der Ordinate vor. Hierbei ergibt sich der in Dezibel angegebene
Betrag |G| g aus:

Glqp = 20 log |G (4.43)
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Der Phasengang stellt die Phasenverschiebung ¢ zwischen Ein- und Ausgang als Funktion
des Logarithmus der Kreisfrequenz w dar.

Fiir ein Verzogerungsglied erster Ordnung erhélt man beispielsweise folgendes Bode-
Diagramm:

|G||og
V

10 100

=
S
S

—60

-90
0.01 0.1 1 10 100

IS
o)
Q@

Bild 4.5: Bode-Diagramm eines Systems erster Ordnung

Die graphische Konstruktion der Ortskurve anhand eines gegebenen Bode-Diagramms ist
ohne Probleme moglich. Man wahlt sich ausgezeichnete Punkte auf der Frequenzachse
und liest im Bode-Diagramm Betrag und Phase ab. Anschliefend trdgt man diese als
Zeiger in die komplexe Ebene ein und erhélt somit die Ortskurve. Umgekehrt ist die
Uberfithrung der Ortskurve in ein Bode-Diagramm problematisch, da in der Ortskurve
die Kreisfrequenz w fiir gewohnlich nicht als Parameter angegeben wird.

4.3.6 Zusammenfassung von Ubertragungsfunktionen in
Blockschaltbildern

Die Berechnung von Ubertragungsfunktionen kann hiufig durch die Verschiebung von
Additions- oder Verzweigungsstellen vereinfacht werden. Falls hierbei Blocke iibersprun-
gen werden, muss die Ubertragungsfunktion entsprechend angepasst werden. Das Bild 4.6
zeigt beispielhaft die Verschiebung von Additionsstellen innerhalb eines Systems. Analog
kann beim Verschieben von Verzweigungsstellen in einem Blockschaltbild vorgegangen
werden.
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23

Uq(s)

—> Gy(s)
28 | G,(s) |
U1g} Gy(s)

Gy(s)

Uy(s) Ty
ils) G4(s) - Gy(s)
Uy(s) +

—> Gy(s) - G5(8) —>

Bild 4.6: Verschiebung von Additionsstellen

Gs(s)

Gy(s) - Gs(s)

Y(s)

innerhalb eines

Blockschaltbildes

Ol e 1)) e [
U(s) Y(s)
—>»|G(s) = G4(s) - Gy(s)—>

Bild 4.7: Reihenschaltung zweier linearer Blocke

Bei der riickwirkungsfreien Reihenschaltung zweier Blocke, deren Ubertragungsfunktio-
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nen bekannt sind, ergibt sich die Gesamtiibertragungsfunktion als Produkt der beiden
Einzeliibertragungsfunktionen (vgl. Bild 4.7).

Da die Laplace-Transformation eine lineare Operation ist, kann die Parallelschaltung
zweler linearer Blocke als Addition berechnet werden (vgl. Bild 4.8).

o Gys) Y4(s)

o | RS
» G J
2(s) Y,05)

U(s) Y(s)

—51G(s) = G4(s) + Gy(s)—»

Bild 4.8: Parallelschaltung zweier linearer Blocke

Eine Riickfiihrung, wie sie in Regelkreisen durch den Vergleich von Soll- und Istwerten
notig ist, berechnet sich nach Bild 4.9 zu:

U(s) Y(s)
—>o—>»| Gy(s) >
Gy(s)

U G Y
(S—)> G(s) 1®) —(f)

" 1+ G, (s) Gy(s)

Bild 4.9: Riickfithrung
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5 Einzelelemente von Regelstrecken

Durch Nullsetzen einzelner Koeffizienten in der Normalform der Differenzialgleichung
(4.2)
d"y d d™u

y _ g
dtn—i—...—}—cu dt+a0y_bm dtm—i—...—!—bl dt—i—bou

erhilt man Ubertragungsfunktionen, die oft als Streckenelemente existieren.

5.1 Proportionalfaktor (P-Glied)

Das einfachste Element in regelungstechnischen Blockschaltbildern ist ein Proportional-
faktor, auch P-Glied genannt. Er ist beschrieben durch

y(t) =bo-u(t) =V -u(t); n=>0 (5.1)
bzw.

Y(s)=by-U(s) =V -U(s). (5.2)

u(t) . y(t) ul®) (V| y(@)
U(s) Y(s) U)[T [ Y(s)

S S

Bild 5.1: P-Glied im Blockschaltbild

5.2 Integrator (I-Glied)

Ein weiteres Element, das bereits verwendet wurde, ist der Integrator (I-Glied).

Im Zeitbereich wird der Integrator durch

d
&y bo - u(t); n=1, ap =0, =0 (5.3)
dt

1 dy dy

——2 = T
by dt dt
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und im Laplace-Bereich durch

Bild 5.2: Integrator

>z

(5.5)

Die Sprungantwort erreicht gerade nach der Integrierzeitkonstante 7T; = % die Hohe des

(5.6)

Eingangssignals.
ht) = & — byt it >0
= T, = 0o ur t =2
h(t)
1 __________ -
1
L | 1
\
[ ‘ -
\
\
0 T;

Bild 5.3: Sprungantwort eines I-Gliedes

Der Integrator weist einen Pol bei s = 0 auf. Dies wird in der komplexen Ebene wie im

Bild 5.4 dargestellt.
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jo

Bild 5.4: Pol eines Integrators

Der Betrag von G(jw) = Jw;T fallt proportional mit % fiir alle Frequenzen. Die Phase

eilt gegeniiber dem Eingang um 90° nach. Im Bode-Diagramm (vgl. Bild 5.5) und in der
Ortskurve (vgl. Bild 5.6) stellt sich ein Integrator wie folgt dar:

0.01 0.1 10 100

% wlog
i
P 0F T 3
_af ]
2 [
0.01 0.1 1.0 10 100 Diog

Bild 5.5: Bode-Diagramm eines Integrators
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jiim{G} @
0 Re{G}

Bild 5.6: Ortskurve eines I-Gliedes

Bild 5.7 zeigt als Beispiel eines Integrators einen Behélter mit Zulauf und Abfluss mit
einer zwangsfordernden Pumpe, bei der die geférderte Menge unabhéngig vom Vordruck
ist. Das dazugehorige Blockschaltbild ist ebenfalls im Bild 5.7 gezeichnet.

Ventil Azy h

qzu% do hO

0
0

Bild 5.7: Anlageskizze und Blockschaltbild eines Behélters

5.3 Verzogerungsglied erster Ordnung (PT-Glied)

Wird der Integrator mit einer Riickfiihrung versehen, so entsteht ein Verzégerungsglied
erster Ordnung (PT1-Glied):
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y(t)
Oh
u(t) e u(t) /T y()
1
Uis) - Uis) - Y(s)
Bild 5.8: Blockschaltbild eines PT;-Gliedes
Die Differenzialgleichung eines Verzogerungsgliedes erster Ordnung lautet:
dy
%—l—aoy = boU(t), lel, b1 =0 (57)
1 dy bo
— =2 = Doyt
Qo dt + y ag U( )
d
e y = Vu(t) (5.8)
dt
Die Ubertragungsfunktion ergibt sich zu:
Y(S) b(]
G p— p—
(s) U(s) s+ ag
bo
- T (5.9)
—s+1
Qo
Vv
_ 5.10
GO) = i (510

Im Blockschaltbild gibt es folgendes Symbol fiir ein PT;-Glied:

u() [V y(t)
—_— ] T1 E—
U(s) Y(s)

Bild 5.9: Blockschaltbildsymbol fiir PT;-Glied
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Die Sprungantwort eines Verzogerungsgliedes erster Ordnung zeigt Bild 5.10.

Vv ________% __________ S

h(t)

0 T, t

Bild 5.10: Sprungantwort eines Verzogerungsgliedes erster Ordnung

Die Zeitkonstante 77 kann aus der Sprungantwort ermittelt werden, indem man die An-
fangssteigung mit dem Endwert fiir ¢ — 0o zum Schnitt bringt.

'
ht)=vV [1-¢ T fiir t > 0 (5.11)

Die Ortskurve und die Pollage fiir eine PT;-Strecke sind in Bild 5.11 dargestellt. Bild 5.12
zeigt das dazugehorige Bode-Diagramm.

jIm{G} ©) NG

\Y

0 Re{G} _

(=) ¢
Q

Bild 5.11: Ortskurve und Pollage einer Strecke mit Verzogerung
erster Ordnung
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|G|Iog:
:
0.01F
3
0.01 01wy =f 10 100 O1og
Y 0
_xf _
6l i
_xf i
3[ i
_xl . . _
2001 01 1 10 100 O1og

Bild 5.12: Bode-Diagramm PT;-Strecke

5.4 Differenzierer mit Verzégerung (DT;-Glied)

Wird bei einem PT;-Glied das Signal nicht am Ausgang, sondern am Eingang des Inte-
grators ausgekoppelt, so entsteht ein differenzierendes Verhalten mit Verzégerung (DT-

Glied).

Bild 5.13: DT;-Glied

Die Differenzialgleichung eines Gliedes mit differenzierendem Verhalten und Verzoégerung
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lautet:
C;—t+aoy = bf;-?; n=1,0 =0 (5.12)
watt "~ aa
Tl%—i—y - Tzi—? (5.13)

Im Laplace-Bereich ergibt sich fiir die Ubertragungsfunktion:

_Y(s) bis
G(s) = UG)  5+an (5.14)

T2 S
= q
Gl) = 72 (5.15)

Der Anfangswert ergibt sich mittels des Anfangswertsatzes der Laplace-Transformation

zZu
lim h(t) = lim s H(s) = li G()—E (5.16)
Jgy h(t) = Jim o H(s) = Jim G(s) = 77 -
T2
u vt
U(s) Y(s)

Bild 5.14: Blockschaltbildsymbol eines DT¢-Gliedes

Das Bild 5.14 zeigt das fiir DT;-Glieder verwendete Symbol in Blockschaltbildern. Die
Sprungantwort dieser Strecke ist in Bild 5.15 dargestellt.

t

oo
h(t):ﬁe v firt>0 (5.17)
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h(t)

Bild 5.15: Sprungantwort einer DT-Strecke

Das Bode-Diagramm ist in Bild 5.16 und die Ortskurve sowie der Pollageplan sind in
Bild 5.17 dargestellt.

|G| . .

log E _____________ i

T1 / E

0.01 |
0.01 1 1 10 100 O1og

4 T2 7-1

$» o ]

7w i

3 [ i

Al i

6 L i
0.01 0.1 1 10 100 ®iog

Bild 5.16: Bode-Diagramm eines DT;-Gliedes
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jIm{G} ® @

| —%—(O—
0 T, Re{G} _1 o
Tl T1

Bild 5.17: Ortskurve und Pol-/Nullstellenverteilung eines DT;-Gliedes

Durch den Grenziibergang

lim G(s) =Ty s (5.18)

Ty—0

erhélt man eines ideales D-Glied. Dies ist physikalisch allerdings nicht realisierbar.

5.5 Allgemeines rationales Element erster Ordnung
(PDT/PTD/Allpass-Glied)

Das folgende Blockschaltbild zeigt ein allgemeines rationales Element erster Ordnung
(PDT-Glied):

u(t) A e
U(s) 1-

Bild 5.18: Blockschaltbild eines allgemeinen rationalen Gliedes

Dies ist die allgemeinste Form eines Ubertragungsgliedes erster Ordnung (aq, b, by # 0).
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Die Differenzialgleichung lautet:

d du
d—ty—l—aoy = 51%4-170“; n=1 (519)
1 dy . bl du bo . bo bl du
Qo dt +y N Qo dt * Qo v Qo (bo dt + U)
dy du
T, — = T, — 2
Die Ubertragungsfunktion erhélt man zu:
b1 S + bo

= 21

Gls) = 22 (5.21)
T2 s+ 1

= 22

Gls) v Tys+1 (5:22)

Als Blockschaltbildsymbol schreibt man fiir ein PDT-Glied:

u(t) y(®)
— VT, T, [
U(s) Y(s)

Bild 5.19: PDT-Glied

Mathematisch lésst sich die Sprungantwort eines PDT-Gliedes wie folgt angeben:

t
(I -1) 7

h(t) =V - |1
=V |{1+27 ,

t>0 (5.23)

Je nach Wahl der Koeffizienten erhélt man graphisch die folgenden Sprungantworten:
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Ty
Bild 5.20: Sprungantwort einds PDT-Gliedes (T > T > 0)

0
T

Bild 5.21: Sprungantwort eines PTD-Gliedes (7} > T» > 0)

\%

h(t)

Bild 5.22: Sprungantwort einer allpasshaltigen Verzogerung erster
Ordnung (77 > 0, T3 < 0)
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In den folgenden Bildern 5.23 - 5.25 sind die Ortskurven und jeweiligen Pol-/Nullstellen-
kombinationen zu den Sprungantworten dargestellt.

T,—>0
iIm{G} ) Jo | @
5 ©
Tomm T —H— O+
0 ma)i/ Var Re{G} 1 1 o
Ty T, T,

Bild 5.23: PDT-Verhalten (75 > 17 > 0)

jim{G} . @

0 | Re{G}

()

Bild 5.24: PTD-Verhalten (7} > T3 > 0)

w

Bild 5.25: Allpasshaltige Verzogerung erster Ordnung (77 > 0,75 < 0)

Die Bode-Diagramme der verschiedenen Systeme sind in den Bildern 5.26 bis 5.28 dar-
gestellt.
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10
100 / |
-1
10 | L L | | L L Lo
10° 10" 10° 10’ 10°
T
T T T T
0 | L L |
10° 10" 10° 10’ 10°
Bild 5.26: PDT-Verhalten (75 > 17 > 0)
10’
100 \ ;
10'1 Ll L | .
10 10 10° 10 10
0 ~
Lt ]
z .
10° 10" 10° 10’ 10°

Bild 5.27: PTD-Verhalten (77 > T» > 0)
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Bild 5.28: Allpasshaltige Verzogerung erster Ordnung (77 > 0,75 < 0)

Aus dem PDT-Glied erhélt man durch den Grenziibergang

lim G(s) =V (Iys+1) (5.24)

T1 —0

ein idealisiertes verzogerungsfreies Element, in diesem Fall das PD-Glied, auch als Vorhalt
bezeichnet.

5.6 Verzogerungsglied zweiter Ordnung (PT>-Glied)

Bei einem Verzdogerungsglied zweiter Ordnung, das auch PT,-Glied genannt wird, gilt fiir
die Differenzialgleichung folgender mathematischer Zusammenhang;:

d? d

W;y—i—ald—ty—l—aoy = bou; n=2 (5.25)
1 d?y a dy N bo

- = - = — — U

ag dt?  ag dt Y ao

0
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Entsprechend der Differenzialgleichung 5.25 ergibt sich das Blockschaltbild in Normal-
form

u(t) i i
U(s) -

Bild 5.29: Blockschaltbild eines PT5-Gliedes in Normalform

und entsprechend der Gleichung 5.26 mit Dampfung und Zeitkonstanten

Bild 5.30: Blockschaltbild eines PT5-Gliedes

Die Ubertragungsfunktion eines Verzogerungsgliedes zweiter Ordnung lautet:

bo
_ 2
Gls) 5%+ a1 s+ ag =0
V
G = 5.28
() 1, 2D (5.28)
— s +—s+1

Das PTs-Element hat zwei Pole in der linken Halbebene der s-Ebene. Diese kénnen
entweder reell oder konjugiert komplex sein. Der Ansatz der Differenzialgleichung oder

der Ubertragungsfunktion mit ag und a; bzw. mit wy und D deckt beide Darstellungen
ab.
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Die charakteristische Gleichung lautet:

s>+ 2Dwys +wj =0

Die Pole liegen bei:

2
aq aj
— 44/ 22 5.29
81’2 2 4 Qo ( )

:—%Diwvm—lszinm—g (5.30)

Man sieht, dass sich fiir D > 1 bzw. aff > ag reelle Pole ergeben.
Es lassen sich drei Falle unterscheiden:

1. Fir D > 1 erhalt man reelle Pole.

1 1 .
Mit der Zuweisung 77 = —— und T, = —— schreibt sich die Ubertragungsfunktion

S1 S92
als
V V
(S> (T1 S + 1)(T2 S + 1) T1T2 52 + (Tl + Tg) s+1 ( )
1 2D
Wo = —=T1+1

VT, Wo
In diesem Fall lasst sich das PTs-Element als Reihenschaltung zweier PT¢-Elemente
auffassen.

Die Sprungantwort berechnet sich zu:

t t

Tl T T2 7
h(t)=V |1- T — T |,
(*) T =T T —T,° ’

t>0 (5.32)

Die Pollage und die Sprungantwort sind in Bild 5.31 gezeichnet.
4 Im h

® %
8; 82

KT
Re

Bild 5.31: PTy-Glied mit D > 1
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2. Fir D = 1 verschwindet der Ausdruck unter der Wurzel und es entsteht ein reeller
Doppelpol bei

1
S§1 = S92 = —— = —Wp. (533)

Der Nenner der Ubertragungsfunktion wird zum Binom und man erhilt:

Vv
G(S) =77 5.34
9= Ty (534
Aufgrund des Doppelpols entsteht in der Sprungantwort ein linearer Term:
t t
— -
Mty=V |[1—e Th — —e T (5.35)
T
4 Im h,
©) \%
S1= 82
> D=1
| Re
le—s
= l 0 >
Wy Tl, :
Bild 5.32: Pollage und Sprungantwort eines PTy-Gliedes mit D =1
3. Fiir 0 < D < 1 erhilt man komplexe Pole der Form:
aq . (]J%
S12 = —E :i:J ag — Z (536)

— —wD+juoVI—D?=w, (—Dij\/l—D2) (5.37)

Die Pole liegen in der linken s-Ebene auf einem Kreis mit dem Radius wy (vgl. Bild
5.33). Der Winkel ¢ ist ein Ma$ fiir die DAmpfung;:

cost = D. (5.38)

Fiir ¥ = 0 liegen beide Pole auf der negativen reellen Achse. Fiir J = §, D = 0
liegen die Pole bei +jwy auf der imagindren Achse (vgl. Bild 5.34).
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Die Sprungantwort ergibt sich zu:

1

M) =V |1 - o—s

e~ Dwot g (wov 1—-D2t+ 19)] (5.39)

Die Aplituden aufeinander folgender Schwingungen stehen im Verhéltnis:

s __2rxD
yl+1 —e /17D2 )
Yi

v

| Re

Bild 5.33: Pollage und Sprungantwort eines PTo-Gliedes mit 0 < D < 1

Als Grenzfall eines stabilen PT5-Gliedes gilt der Fall D = 0. Hierbei liegen die konjugiert
komplexen Pole auf der Ordinate der s-Ebene. Man erhélt fiir die Dampfung D = 0 eine
harmonische Schwingung.

Im h

SN TAWAW
el RVAVE

Bild 5.34: Pollage und Sprungantwort eines PTy-Gliedes mit D = 0

Die Ubertragungsfunktion fiihrt mit Einsetzen von s = jw auf den Frequenzgang G(jw).
Das Bode-Diagramm eines PTy-Elements stellt sich nach Bild 5.35 und die Ortskurve
nach Bild 5.36 dar.
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|G||og [

01 0.1 1 10 100 Wing

0.01 0.1 1 10 100 @log

Bild 5.35: Bode-Diagramm PT,-Glied

Das Maximum der Resonanziiberhthung im Frequenzgang liegt bei w, = wp V1 — 2 D?.

©@

jim{G}

231 05 0 05 1 15 Re{G)

Bild 5.36: Ortskurve PT5y-Glied

Als Sonderfall fiir den Parameter D finden sich zwei ausgezeichnete Werte, die wegen ihrer
speziellen Eigenschaften hiaufig zur Auslegung von Regelkreisen verwendet werden. Fiir
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1/v/2 < D < 1 tritt fiir w > 0 kein lokales Maximum von |G(jw)| (Resonanziiberhohung)
mehr auf. Das Uberschwingen der Sprungantwort betrégt 5% bezogen auf den stationéren
Endwert fiir D = 1/4/2. Fiir D > 1 findet kein Uberschwingen der Sprungantwort iiber
den statischen Endwert statt.

Neben diesen drei stabilen Féllen und dem Grenzfall fiir D = 0 gibt es auch mehrere Félle,
in denen das System zweiter Ordnung instabiles Verhalten aufweist, d. h. die Schwingung
klingt auf. Streng genommen ist die Bezeichnung PTy hier nicht mehr giiltig, da kein
Proportionalverhalten vorliegt.

In den Bildern 5.37 und 5.38 sind die jeweiligen Pollagen und Sprungantworten fiir die
angegebenen Dampfungen gezeichnet.

4Im @ ha L /i/

NN TAWA

Bild 5.37: Pollage und Sprungantwort eines Systems zweiter Ord-
nung mit —1 < D <0

A Im @ ha

S;= S,

Re

Bild 5.38: Pollage und Sprungantwort eines Systems zweiter Ord-
nung mit D = —1
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hIm ha
S; 83
e
Re
0 , >
5 10 t
(00 mo

Bild 5.39: Pollage und Sprungantwort eines Systems zweiter Ord-
nung mit D < —1

5.7 Weitere Systeme zweiter Ordnung

5.7.1 Mitgekoppelter doppelter Integrator

Instabile Systeme (z. B. linearisiertes inverses Pendel) fithren auf physikalisch begriindete
Modelle in der Art von mitgekoppelten doppelten Integratoren.

y

\4

R e e el

Bild 5.40: Mitgekoppelter doppelter Integrator

Ein mitgekoppelter doppelter Integrator wird durch die Differenzialgleichung
d*y

W + apy = bO u, ag < 0 (54())
d it L _
oder mi 7 ag
d*y 1
Py 1o (5.41)

az T
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beschrieben.

Die Ubertragungsfunktion hat die Form

b b
G(s) = — 0 (5.42)
$*— 5 s — i s+ i
13 Ty Ty
Die Pole liegen symmetrisch zur imagindren Achse auf der reellen Achse:
A Im @ ha
XX
0 ‘ ‘ t
Bild 5.41: Pollage und Sprungantwort eines mitgekoppelten dop-
pelten Integrators
Die Sprungantwort berechnet sich zu:
) t t
bo T, T T
h(t) = % 24¢lo —e To (5.43)

5.7.2 Verzogerter Integrator (IT;-Glied)

Eine hiufig anzutreffende Strecke ist der verzdgerte Integrator (IT; ). Im Blockschaltbild

wird der verzogerte Integrator durch
V y
>

u \
—>
T1
Bild 5.42: Blockschaltbild eines verzégerten Integrators

A\

und als Differenzialgleichung durch

d’y  dy
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beschrieben. In Normalform ergibt sich

Py 1dy V

= =2 =2 5.45
a T dt T (5.45)

1
und man erhélt die Koeflizienten a1 = —, by = — und ag = 0.
T T,

1 ..

Die Pole liegen bei s = T und s; = 0 und die Ubertragungsfunktion berechnet sich
1

VAR

V bo

() s(Ths+1) s2+4as o (5.46)
Die Sprungantwort lautet:
t
Mty=V [t—T, [1—e T (5.47)

h(t)

0 1 2 3 4 5 t

Bild 5.43: Sprungantwort eines IT;-Gliedes

Die Ortskurve eines IT;-Gliedes ist im folgenden Bild dargestellt.
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jIm{G) 20y T ]

O——-I-f?——t— jo @
=207] ]

\
\
\
—-40( o @ } ‘
—607 } ] o
-80] } 1
—100[ | ]

25 -2-15 -1 -05 0 Re{G}

Bild 5.44: Ortskurve und Pollage eines I'T;-Gliedes

5.8 Laufzeitglied

Eine Besonderheit stellt das Laufzeitglied dar. In seiner abstrahierten Form stellt es eine
zeitliche Verschiebung des Eingangssignals zu spéteren Zeiten dar.

Die Sprungantwort
h(t) =o(t —1T}) (5.48)

stellt sich graphisch wie folgt dar:

h(t) | ]

T t

Bild 5.45: Sprungantwort eines Laufzeitgliedes

Entsprechend wird es im Blockschaltbild mit dem folgenden Symbol dargestellt:
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u®) |1 y(®)
U(s) Y(s)

Bild 5.46: Blockschaltbildsymbol Laufzeit

Die Ubertragungsfunktion ergibt sich mit dem Verschiebungssatz der Laplace-Transfor-
mation zu

G(s) = e 115, (5.49)

Mit Einsetzen von s = jw ergibt sich der Frequenzgang G(jw), der als Ortskurve (Bild
5.47) angegeben werden kann. Die Ortskurve wird mit wachsendem w unendlich oft durch-
laufen.

jim{G}
4 J @

Bild 5.47: Ortskurve Laufzeitglied

Im Bode-Diagramm stellt sich ein Laufzeitglied wie folgt dar:
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10
Gliog |

-180

Bild 5.48: Bode-Diagramm Laufzeitglied

Das Laufzeitglied besitzt keine konzentrierten Speicher, sondern wird durch partielle
Differenzialgleichungen beschrieben. Als praktische Beispiele fiir Laufzeitglieder seien
Ubertragungsleitungen in der Elektrotechnik, Forderbander oder Rohrleitungen in der
Verfahrenstechnik genannt.

Wegen der verteilten Speicher besitzen Laufzeitglieder keine Pole und Nullstellen in der
endlichen s-Ebene, kénnen aber durch gebrochen rationale Ubertragungsfunktionen an-
genédhert werden, wenn eine solche Darstellung gebraucht wird, um bestimmte Rechenal-
gorithmen anwenden zu kénnen.

—Tys : 1 N
G(s)=e "L° = lim ——— PT,-Nédherun 5.50
(5 B ; (550
L 1)"
= lim (TQ”—Z Padé-Approximation (5.51)
e (Fhs 1)

5.9 Allpass

Eine Klasse von Ubertragungselementen verdient besondere Behandlung. Ein reiner All-
pass ist eine stabile Strecke, bei der zu jedem Pol in der linken Halbebene von s ein
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Spiegelabbild als Nullstelle in der rechten Halbebene existiert.

In der Ubertragungsfunktion kann man also schreiben:

= mit Re{s,} <0 (5.52)
(o)

Durch die symmetrische Anordnung der Pole und Nullstellen hat ein Allpass einen kon-

stanten Betrag im Amplitudengang (|G (jw)| = 1Vw). Lediglich die Phase eilt mit unter-
schiedlicher Abhéngigkeit von w nach.

Ein Allpass erster Ordnung hat in Zeitkonstantenform die Ubertragungsfunktion

1—T1$
_ ' 5.53
1+Ts (5.53)

G(s)

e Q) jo

Re{G}

®
O—
10

i

S X

Bild 5.49: Ortskurve und Pol-/Nullstellen eines Allpasses erster Ordnung
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Bild 5.50: Sprungantwort eines Allpasses erster Ordnung

Mathematisch ergibt sich die Sprungantwort zu:
t

ht)=1-2¢ 1 (5.54)

Ein Allpass zweiter Ordnung kann sowohl reelle als auch konjugiert komplexe Pole oder
Nullstellen aufweisen.

jo

jIm{G} @

O

Bild 5.51: Ortskurve und Pol-/Nullstellenverteilung eines Allpasses
zweiter Ordnung

Die Ubertragungsfunktion fiir einen Allpass zweiter Ordnung mit reellen Polen lautet:
—T1 S+ 1)<—T2 S+ 1)
(Tl s+ 1)<T25 + 1)

G(s) = (

(5.55)
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Die allgemeine Form mit komplexen Polen ist durch

2
s 2D
o) ~Hstl

G(s) = <

2 (5.56)
2D
(%) +og s+l

gegeben.

h(®)

komplexe Pole und Nullstellen .

reelle Pole und Nullstellen

Bild 5.52: Sprungantwort eines Allpasses zweiter Ordnung

Allpass-Elemente entstehen in Regelstrecken haufig durch Differenzbildung von Strecken-
teilen unterschiedlicher Verzogerung und sind héufig sehr unangenehm, weil sie zu sehr
langsamen Reglereinstellungen fiihren.

5.10 Normalform fiir Eingréf3en-Strecken

Die bisher dargestellten Elemente erster Ordnung lassen eine Systematik erkennen, die
fiir EingroBenstrecken hoherer Ordnung erweitert werden kann. Zu jeder gegebenen Uber-
tragungsfunktion léasst sich gemé&fl dieser Struktur ein Blockschaltbild angeben. Die darin
auftretenden Zustandsgroffen haben im Allgemeinen keinen Bezug zu den tatséchlich im
System vorhandenen physikalischen Speichern.

Bei der Ubertragungsfunktion

b st by 8" 4 bis 4 by
s a, S 4. 4 ar s+ ag

G(s) (5.57)

wurde bewusst der Zihlergrad gleich dem Nennergrad gesetzt. Falls m < n sein soll-
te, ist eine entsprechende Anzahl von Koeffizienten zu Null zu wéahlen. Das zugehorige
Blockschaltbild ist in Bild 5.53 dargestellt.
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Bild 5.53: Blockschaltbild in Regelungsnormalform

Diese Strukturdarstellung wird als Regelungsnormalform bezeichnet. Die Ubereinstim-
mung mit der gegebenen Differenzialgleichung lésst sich am einfachsten durch die Herlei-
tung der Ubertragungsfunktion aus dem Blockschaltbild zeigen. Jeder der Integratoren
hat die normierte Zeitkonstante 1, also die Ubertragungsfunktion %

Eine andere interessante Art der Darstellung ergibt sich, wenn von der Ubertragungsfunk-
tion zunéchst eine Partialbruchzerlegung durchgefiihrt wird. Besitzt das System einen
Durchgriff, ist der Koeffizient b, also ungleich null, so muss dieser Anteil zunéchst ab-
gespalten werden, so dass eine Teiliibertragungsfunktion mit einem Zahlergrad kleiner
n entsteht. Der Einfachheit halber wird angenommen, dass alle Pole der Ubertragungs-
funktion verschieden sind und dass die Pole nicht als Nullstellen des Zéhlers vorkommen.

Dann ldsst sich G(s) schreiben als:

G5 =Y - Jf; (5.58)

A=1

Falls b,, # 0, ist der Proportionalfaktor b, abzudividieren.

+b;_1s”‘1—|—...+b’1$—l—bg

G(s) = b,
s"+...4+a18+ag

wobei b, = b; — b, a; (5.59)

Aufgrund der reellen Koeffizienten sind die Residuen R) entweder reell (bei reellen Polen
s)) oder paarweise komplex (bei konjugiert komplexen Polen sy, sy;1). Fiir reelle Pole
ergibt sich eine weitere einfache Normalform nach Bild 5.54. Diese wird als Modalform
oder auch Diagonalform bezeichnet.
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Bild 5.54: Modalform fiir reelle Pole

Die Partialbriiche, die zu komplexen Polen gehoren, werden wieder paarweise zusammen-
gefasst:

R)\ R,\ . R)\(S - g)\) —|—E,\(S - 8)\)

§—8y S—35y (s —sx)(s—3y)

(R)\ +E)\) S — R)\g)\ —E)\ SA
52 — (8)\ +§)\> S + ‘S)\|2
2R6{R)\} S—2R€{R)\§)\}
s2 —2Re{sy} s+ |sa|”

(5.60)

und man erhélt folgende Blockschaltbildstruktur fiir ein Teilelement zweiter Ordnung:

Y

Bild 5.55: Modalform
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6 Pole und Nullstellen der
Ubertragungsfunktion

6.1 Arbeiten mit dem Bode-Diagramm

Aus der Ubertragungsfunktion entsteht durch Einsetzen von s = jw der Frequenzgang
G(jw). Fiir die Analyse eines dynamischen Systems mit dem Bode-Diagramm werden
Zahler und Nenner anhand ihrer Nullstellen in Faktoren aufgeteilt, wobei fiir die Anwen-
dung des Bode-Diagramms die Zeitkonstantenform vorteilhaft ist.

anSWl%—... +-b18 +-b0

G(s) = , a, =1
s+ ...+ a1 8+ ag

=3
= (L

—
/T\
& e
+
—
N———

!
<
1= 5
=
N
V)
+
=

(6.1)

s
<3
»
+
N

IS
I
—_

1
mit T, = ——und 7, = ——.
Sov Sy
Mit dieser Wahl werden die Zeitkonstanten fiir stabile Pole sowie Nullstellen des Zahlers
in der linken s-Halbebene positiv. Instabile Pole bzw. Nullstellen von Allpassanteilen

erhalten negative Zeitkonstanten bzw. bei komplexen Polen negative Dampfung.

Nullstellen im Zéhler bei s = 0 bzw. Pole bei s = 0 werden fiir diese Darstellung gesondert
betrachtet. Sie werden als eigene Faktoren aus Zahler und Nenner herausgezogen. Dabei
wird V' zu 1 gewihlt, z. B.

by 8™+ ...+
Gi(s) = TR =0
S"+ap_ 18"+ ...+ a1 s+ ag

(b, s™ b, s by s+ 1) bys
S+ @y 8"+ ..+ a s+ ag

mit b, = .



88 6 Pole und Nullstellen der Ubertragungsfunktion

T} = by kann dann formal als Zeitkonstante aufgefasst werden und das Restpolynom wie
oben faktorisiert werden:

Tos- 1 (T 5+ 1)
Gi(s) = —2 . (6.3)
[1(T,s+1)

v=1

Bei dieser Darstellung entféllt die Verstarkung V', da sie mit der Zeitkonstante T zu-
sammengefasst werden kann. Die oben genannten Faktorisierungen sind nur bei reellen
Polen bzw. Nullstellen anwendbar. Wegen der reellen Koeffizienten entstehen komplexe
Nullstellen der Polynome nur paarweise. Diese kénnen dann wieder paarweise zu Teilpo-
lynomen zweiter Ordnung zusammengefasst werden:

1 2D,
(—i+1> <—§+1) — P s 41 (6.4)

S, S, w? W,

D, > 0, stabil, minimalphasig
D, < 0, instabil, allpasshaltig

Die so erhaltenen Zé#hler- und Nennerterme konnen als separate Teiliibertragungsfunk-
tionen aufgefasst werden:

GOV(S) = T0V8+1 (65)
Gols) — Ty51+1' (6.6)

Da im Bode-Diagramm der Betrag des Frequenzganges logarithmiert iiber der Kreis-
frequenz aufgetragen wird, kann der Betrag auch durch additive Uberlagerung der loga-
rithmischen Betrédge der Frequenzgénge der Teiliibertragungsfunktionen gebildet werden.

log |G(jw)| = Y log|G,(jw)| + ) log|Gou(jw)] (6.7)

v=1 v=1

Auch der Phasenverlauf kann als eine Uberlagerung der Einzelphasenverliufe dargestellt
werden.

arg{G(jw)} = Y arg{G,(jw)} + ) arg{Go,(jw)} (6.8)

Da der Gesamtfrequenzgang hiufig einen relativ glatten fallenden Verlauf mit der Fre-
quenz aufweist, werden gerne auch die Asymptoten fiir hohe und niedrige Frequenzen
der Einzelelemente benutzt, um Eckfrequenzen besser kenntlich zu machen.
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Beispiel:

(6.9)

100 |

NIa

o

N1a

Bild 6.1: Bode-Diagramm fiir die Ubertragungsfunktion (6.9)

Insgesamt ist es damit hinreichend, die Frequenzgéinge fiir folgende Einzelelemente zu
analysieren, um daraus die Diagramme des Gesamtfrequenzganges zusammenzubauen:

e Integrator
e Differenzierer (ideal)

L] PT1

PD (ideal)

PTy (schwingungsfihig)

komplexes Nullstellenpaar
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6.2 Minimalphasensysteme

Stabile Systeme, bei denen alle Pole und Nullstellen der Ubertragungsfunktion in der
linken s-Halbebene liegen, haben eine direkte Zuordbarkeit zwischen den Asymptoten im
Betrags- und Phasenverlauf des Frequenzganges. Man nennt sie auch Minimalphasensy-
steme.

Eine Ubertragungsfunktion

b_m_(S—801)(8—502)...(3—50”1). Y
a, (s—s)(s—52)...(s—s,) n=1 (6.10)

G(s) =
mit der Eigenschaft

b
—_— > 0, RG{SOZ'} < 0, Re{si} <0

n

heifit minimalphasig.

Bei Minimalphasensystemen entspricht ein konstanter Betragsverlauf einer Phase von 0.
Einem mit (1/w)” fallenden Betrag entspricht eine Phase von —7/2-v und einem mit w”
steigenden Betragsverlauf eine Phase von 7/2 - v. Auch Nullstellen und Pole bei s = 0
(Differenzierer ¢ = 7/2 und Integrierer ¢ = —7/2) kénnen hier noch mit berticksichtigt
werden.

Bei Nullstellen des Zihlers in der rechten Halbebene kehren sich, verglichen mit Nullstel-
len in der linken Halbebene, die Beziehungen zwischen Betrags- und Phasenverlauf um.
Sind solche Anteile in Ubertragungsfunktionen enthalten, so entsteht eine zusitzliche
nacheilende Phasendrehung, die nicht im Betragsverlauf widergespiegelt wird.

Man kann aus derartigen nichtminimalphasigen Ubertragungsfunktionen durch Erweitern
mit Pol-/Nullstellenpaaren auf der am Ursprung gespiegelten Position zu den Nullstellen
mit positivem Realteil eine Aufspaltung in einen Allpass und ein Minimalphasensystem

durchfiihren.
Beispiel:
Gis) = — chstDThs+ 1)
1 5, 2D
— s+ ——s+1| (Tzs+1)
wh Wo
_ (his+1)  (Tis+1D)(Ths+1)
 (Tys+1) [1 2D
(1S+ ) |:_232—{——8+1:|(T35+1)
wh wo
_ (-Dis+1) (Ths+1)(Tas+1) (6.11)
- (Tis+1 1 2D |
(Ths+1) {_252+_5+1}(T35+1)
reiner Allpass L0 <o d

Minimalph;senfunktion
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Es entsteht eine Reihenschaltung aus einer Minimalphasenfunktion, die den urspriing-
lichen Betragsverlauf aufweist, und einem reinen Allpass, der fiir alle Frequenzen einen
konstanten Betrag von 1 hat, aber die zusétzliche Phasendrehung gegeniiber der Mini-

malphasenfunktion einbringt.

In der s-Ebene kann die zugehérige Pol-/Nullstellenanordnung dargestellt werden. Fiir die
Ubertragungsfunktion (6.11) aus dem obigen Beispiel erhilt man folgende Aufspaltung
der Pole und Nullstellen:

jo jo jo
joo @ jwo
9(—£—O—> = & *Li_,

N O
7\ 19
_1_1 1 o 111 o 1 1 1 o
T, T, T, T, | T, T, T, T,
—jog —jwg

Bild 6.2: Aufspalten der Pole und Nullstellen einer Ubertragungs-
funktion in Allpass und Minimalphasenfunktion
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7 Der Regelkreis

7.1 Dynamisches Verhalten des Regelkreises

Der Regelkreis eines dynamischen Systems kann durch das Blockschaltbild 7.1 beschrie-
ben werden. Hierbei ist der Angriffspunkt der Stérung D innerhalb der Regelstrecke G(s)
nicht naher spezifiziert.

—>» Gg(s) K(s)

Q
L
v

Bild 7.1: Blockschaltbild geschlossener Kreis mit Storung

Unter der Annahme, dass keine Stérung (D(s) = 0) vorhanden ist, gilt fiir das Ausgangs-
signal Y'(s) im Laplace-Bereich:

Y(s)=G(s) K(s)Gp(s)-V(s) — G(s) K(s) Ga(s) - Y(s). (7.1)

Die Ubertragungsfunktion des geschlossenen Kreises lautet folglich:

K(s)G(s

| )
15 K(5) G(s) Gar(5) (72)

Dabei entsteht der Term K(s) G(s) Gp(s) im Nenner durch Aufschneiden des Kreises
(Bild 7.2) und Multiplikation aller im Kreis auftretenden Ubertragungsfunktionen. Glie-
der auflerhalb des geschlossenen Kreises treten nur im Zahler von Gy (s) auf.

K(s) G(s) Gu(s) wird auch Kreisibertragungsfunktion G (s) genannt:

Gr(s) = K(s)G(s) Gu(s) (7.3)
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A

(®)
=
L

Bild 7.2: Kreisiibertragungsfunktion Gy (s) = K(s) G(s) Gu($)

Die Stabilitét des geschlossenen Kreises wird von der Lage der Nullstellen der Ubertra-
gungsfunktion 1 + Gy(s) bestimmt.

Zur grundsétzlichen Analyse des Verhaltens eines Systems reicht es aus, wenn man an-
nimmt, dass die Stérung D; am Streckeneingang bzw. Dy am Streckenausgang angreift

(vgl. Bild 7.3).

D, D,

Ve T ke 19 e 1or s

Gu(s)

Bild 7.3: Blockschaltbild mit Angriff der Stérung vor bzw. hinter
der Strecke

Das Ausgangssignal setzt sich folglich aus einer Superposition der Eingangs- und Stor-
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groffen zusammen. Im Laplace-Bereich erhélt man:

Gr(s) K(s) G(s)
14 K(s) G(s) Gu(s)

-~

T(s)

G(s) o
+\1 + K(s)G(s) GM(S)I Di(s)

S(s) G(s)

Y(s) V(s)

1
TITK() G Gu(s),

S(s)

Hierbei wird T'(s) als Fihrungsibertragungsfunktion

LY
T(s) V()IDy(s) = Da(s) =0 (75)
G(s) S(s) und S(s) als Storibertragungsfunktionen
a5(s) = Y0
G(s) S(s) i3Iy () = Da(s) = 0 (7.6)
N0
5s) Da(s) v (s) = Dy(s) =0 77

bezeichnet. S(s) wird auch Empfindlichkeitsfunktion genannt.
Mit Gr(s) = Gp(s) = 1 gilt T(s) + S(s) =

7.2 Allgemeine Anforderungen an einen Regelkreis

Neben der Analyse des dynamischen Verhaltens hat man haufig die Intention, durch die
Synthese eines Reglers ein bestimmtes dynamisches Verhalten eines Systems zu erlangen.
Die Analyse des Systems liefert entweder mathematische Gleichungen eines axiomatischen
Modells oder aufgrund von Messungen, z. B. des Frequenzganges, ein experimentelles

Modell.

Grundaufgabe einer jeden Regelung ist es, dass der geschlossene Regelkreis stabil ist.
Kriterien zur Bestimmung der Stabilitdt eines Regelkreises werden im Kapitel 7.4 vor-
gestellt. Hier sei jedoch bereits erwdhnt, dass die Stabilitéit eines geregelten und eines
ungeregelten Systems nicht in unmittelbarem Zusammenhang stehen. Erst die Wahl des
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Reglers entscheidet in Verbindung mit den dynamischen Eigenschaften der Strecke, ob
das Gesamtsystem stabil oder instabil ist. So kann mit einem ungeeigneten Regler ein
stabiles ungeregeltes System beim Schlieflen des Kreises instabil werden oder umgekehrt
mit einem geeigneten Regler auch eine im offenen Kreis instabile Strecke durch Schlielen
des Kreises in ein stabiles System verwandelt werden.

Beispiel:
Als Beispiel fiir einen Regelkreis mit Storungen (vgl. Bild 7.3) diene eine PT3-Strecke
mit der Ubertragungsfunktion

v
G(s) = 7.8
&) = s T DD s (s 1 1) (78)

mit V = 1, T1 = 04, T2 = 0.1 und T3 = 0.03.
Das Fithrungsfilter wird zu Gp = 1 und die Ubertragungsfunktion des Sensors wird

ebenfalls zu G); = 1 angesetzt. Als Regler wird ein P-Glied mit dem Verstirkungsfaktor
K =5 verwendet.

Die Sprungantwort der Strecke, d. h. des offenen Kreises, und des geschlossenen Kreises
ohne die Wirkung einer Storung zeigt Bild 7.4.

Strecke mit P—Regler
10—/ \N———————
0.8F -
h(t) 0.6 i
0.4r i
Strecke ohne Regler
0.2r i

O I I I I I I I I I
O 02 04 06 08 10 12 14 16 18 2

Bild 7.4: Sprungantwort der Fiihrungsgrofie w — y

Betrachtet man die Sprungantwort bei Stéranregung am Eingang der Strecke, d; = o ()
und v = dy = 0, so erhilt man die in Bild 7.5 dargestellte Sprungantwort.



7.2 Allgemeine Anforderungen an einen Regelkreis 97

1.0 ‘- -~ ‘" ‘1__1_

0.8F Strecke ohne Regler
0.6 i
h(t)
0.4 i
Strecke mit P—Regler
0.2F -

0 02 04 06 0810 12 14 16 18 2

Bild 7.5: Sprungantwort der Storgrofle di — y

Greift hingegen die Storung am Ausgang der Strecke an, dy = o(t) und v = dy = 0, so
ergibt sich die Sprungantwort nach Bild 7.6.

Strecke ohne Regler
0.8

0.6
h(®) 0.4

0.2

Strecke mit P—Regler

: \/4,
-0.2

0O 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 ¢

Bild 7.6: Sprungantwort der Storgrofle dy — y

Ubliche Anforderungen an den Regelkreis sind:

(a) Gutes Fithrungsverhalten: Die Regelgrofie soll bei einer Fiithrungsgrofiendnderung
dieser moglichst gut folgen, d. h. T(jw) ~ 1. Der Frequenzbereich (w =0...w,), in
dem diese Anforderung erfiillt ist, heifft Nutzfrequenzbereich. Ideal ist eine mog-
lichst hohe Grenzfrequenz w, oberhalb der der Betrag dann gegen 0 l&uft.
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(b) Gutes Storverhalten: Storungen bei konstanten Sollwerten sollten gut unterdriickt
Y(s)
D(s)

werden, d. h. ~ 0 im Nutzfrequenzbereich.
(c) Robustheit bei Parametervariation der Strecke d. h. die Eigenschaften nach (a) und
(b) bleiben auch bei Anderungen der Streckeneigenschaften erhalten.

Das Folgeverhalten eines Systems (a) kann bei stabilen Systemen in Abwesenheit von
Storungen manchmal auch durch eine geeignete Steuerung erreicht werden, die natur-
gemaf keine Stabilitdtsprobleme erzeugt. Wenn dann besondere Anforderungen an die
Dynamik hinzukommen oder das ungeregelte System nicht stabil ist, wird doch ein Regler
benotigt.

Der Bereich (b) stellt die klassische Regelungsaufgabe dar, weil Stérungen in den meisten
Féllen nicht messbar sind.

Angreifende Einfliisse von auflen auf das System fithren manchmal nicht nur zu additiven
Uberlagerungen von Stérsignalen wie in (b), sondern greifen multiplikativ in das System
ein. Es dndern sich fiir verschiedene stationére Einfliisse die Parameter des Systems (z. B.
Zeitkonstanten, Verstiarkungsfaktoren). Bei schnell verdnderlichen multiplikativ eingrei-
fenden Stérungen (zeitlicher Mafistab im Bereich von Streckenzeitkonstanten) ist das
System nichtlinear zu behandeln, ansonsten kann es aber weiterhin als lineares System
mit verdnderlichen Parametern modelliert werden.

Diese parameterverdnderlichen Systeme (c) lassen sich durch Regler so umgestalten, dass
die Parameterverdnderungen nur noch geringe Einfliisse auf das Systemverhalten aus-
iiben. Die Auslegung der Regler hat in den meisten Féllen Reserven, sodass die Stabi-
litdt ausreichend gewéhrleistet ist. Kleine Parameterveranderungen sind oft ohne spezi-
elle Reglerauslegung tolerierbar. Bei groflen Variationen der Parameter kann der Regler
entsprechend dimensioniert werden. Eine solche robuste Auslequng verschlechtert ande-
rerseits aber hiufig die Geschwindigkeit der Reaktion auf additive Stérungen.

7.3 Kriterien zur Beurteilung eines Regelkreises

Die Anforderung an die Regelung konnen auch quantifiziert werden. Die Mafistdbe an
den geschlossenen Kreis konnen getrennt fiir das Fiithrungs- und Stérverhalten angegeben
werden.

Fiithrungsverhalten bei Anregung mit Sprungfunktion:

o Ausregelzeit t.: Sie gibt den Zeitpunkt an, ab dem die Regelabweichung kleiner
als eine vorgegebene Schranke +¢ ist, vgl. Bild 7.7. Hiufig wihlt man hier + 3%
Abweichung vom Sollwert.
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o Mazimale Uberschwingweite emax: Sie gibt den Betrag der maximalen Regelab-
weichung an, die nach dem erstmaligen Erreichen des Sollwertes (100%) auftritt

(Bild 7.7).

€max

0 5 10 t 15

Bild 7.7: Kriterien zur Beurteilung eines Regelkreises im Zeitbereich

e Regelfiiche: Die Fliache zwischen Fithrungsgrofie und Istwert kann als Maf definiert
werden. Sie ist in Bild 7.8 dargestellt. Besonders sinnvoll ist die Beurteilung mittels
der linearen Regelfliche allerdings nur, wenn kein Uberschwingen auftritt, da sich
sonst evtl. die Flachenanteile der Regeldifferenz e iiber und unter dem Sollwert
gegenseitig kompensieren.

0 5 10 t 15

Bild 7.8: Lineare Regelflache

Die schraffierte Fliche im Bild 7.8 zeigt die Regelfliche Ag.
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Ausgehend von einer gebrochen rationalen stabilen Ubertragungsfunktion

b,s"+...+bys+b ,
G(s) = i ! 0. b; =0 fir i >m,a, =1
a, S+ ...+ a1 s+ ag

b() b;Sn—}——i—b/lS—i—l b, ’ a;
ag al,s"+...+adjs+1 by’ Y ag

Vv

lasst sich die Fldche durch Nachschalten eines Integrators (vgl. Blockschaltbild
7.9) und Abziehen des Endwertes V' = G(0) als Endwert der Sprungantwort der
Reihenschaltung ausrechnen.

G (s) S BN

Y

Bild 7.9: Blockschaltbild zur Ermittlung der Regelflache

Mit
Gi(s) = G(0)—G(s) =V —=G(s)

b s"+...+bs+1

= V-1
ahs"+ ... +ajs+1

(a,s"+...+ays+1)— (b, s"+...+Vs+1)

- V.
al,s"+...+ays+1

(a, = b)) s"+ ...+ (a) = b)) s

- V.
al sm4 ... +ajs+1

(7.10)

errechnet sich die Regelfliche Ag zu:
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Ar = lim y(t)

t—o00

- £1_I>% s - E (E.Gl(s))}
= il—rf% (% . G1(8))

S A VA S}
= V-(d, -0 v(ao bo)

(7.11)

Verallgemeinert gilt bei gebrochen rationalen Ubertragungsfunktionen mit beliebi-

gen Polen und Nullstellen fiir die Regelfldche:

Ap = lim {(G(O)—G(s))l}

s—0 S

4 m
bsi
by ;)5 1

s—0 Qo - ;
E a;s*
\ 1=0

( n ) m )
bo Z CLZ'SZ — Qg Z biSZ
1=0 =0 1

= lim — -
5—=0 . S
ag Y a;st
=0
( n . m )
bo Z CLiSlf1 — Qo Z biSlfl
. i=1 =1
= lim —
s—0 .
ag Y a;st
\ =0
a1b0 — CL(]bl

2
ag

Dabei stellt Gleichung 7.11 einen Sonderfall von 7.12 dar.

(7.12)

e Weitere Giitemafle: Neben der linearen Regelfiiche gibt es noch weitere Integralkri-

terien zur Beurteilung des Fiihrungsverhaltens, z. B. die quadratische Regelfiiche

oder auch die zeitbeschwerte quadratische Regelfldche.

Storverhalten:

Bei einer Sprunganregung der Storgrofle konnen die gleichen Kriterien wie fiir einen

Fiithrungsgroflensprung in abgewandelter Form verwendet werden.

o Ausregelzeit t.
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e Maximale Uberschwingweite emax
® USW.

Ein sehr wichtiges Kriterium zur Spezifikation von Reglern ist die stationdre Genauigkeit.
Je nach Art der Strecke und dem Angriffspunkt der Storung kénnen eventuell stationére
Regelfehler fiir Fithrung oder Storung auftreten. Greift die Storung hinter der Strecke
an, so ist ein Regler mit mindestens einem Pol bei s = 0 (integrierendes Verhalten)
erforderlich, um stationére Genauigkeit zu erreichen, vgl. Abschnitt 9.2.2.3.

7.4 Stabilitit

Der Regelkreis nach Bild 7.1 lédsst sich im Laplace-Bereich durch Gl. (7.2) angeben:

Y(s) _ .. K(s)-G(s)
Vis) 7 1+ K(s) G(s)-Guls)

Die Pole von G,(s) sind andere als die Pole des offenen Kreises (Gl (7.3)):

Gr(s) = K(s) - G(s) - Gu(s)

Der Nenner von G (s) wird Null, sobald G(s) den Wert —1 annimmt. Diese Nullstellen
(Pole von Gy(s)) sind bei hoherer Ordnung nicht ohne weiteres analytisch zu bestimmen.
Neben numerischen Verfahren fiir konkrete Zahlenwerte der Koeffizienten existieren daher
auch graphische Verfahren zur Stabilitdtsanalyse, vgl. Abschnitt 7.4.2.

7.4.1 Numerische Stabilititskriterien

Numerische Stabilitétskriterien gehen von der charakteristischen Gleichung (4.40)
"4y 1S . tas+ay=0

des zu untersuchenden Systems aus. Sie geben algebraische Bedingungen in der Form
von Ungleichungen zwischen den Koeffizienten a; an, die genau dann erfiillt sind, wenn
alle Nullstellen des Polynoms in der linken s-Halbebene liegen.

Exemplarisch fiir ein numerisches Verfahren zur Bestimmung der Stabilitat wird im fol-
genden das Hurwitz-Kriterium vorgestellt. Ein weiteres numerisches Verfahren, das hier
nicht weiter erklart wird, wurde von Routh (1877) entwickelt.
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7.4.1.1 Hurwitz-Kriterium

Ein Polynom
U 8"+ ap 18" . Farstag=a,(s—51)(5s—55)...(5— sp) (7.13)

heifit Hurwitz-Polynom, wenn alle Nullstellen negativen Realteil haben. D. h. ein System
ist stabil, wenn das charakteristische Polynom ein Hurwitz-Polynom ist.

Ein Polynom ist dann und nur dann ein Hurwitz-Polynom, wenn folgende Bedingungen
erfiillt sind:

e alle Koeffizienten a; des Polynoms sind von Null verschieden,
e alle Koeffizienten a; haben positives Vorzeichen und

e folgende n Hurwitz-Determinanten sind positiv:

D = a,-.1>0
Ayy— Ayy—

‘D2 _ n—1 n—3 >0
an Ap—2

Qp—1 Qp—-3 GQp—5
D3 = Qp, Ap—92 Qp_—gy >0

0 ap1 an-3

0 a2 Qg
(7.14)

Die Hurwitz-Determinanten D, sind dadurch gekennzeichnet, dass in der Hauptdiagonale
die Koeffizienten a,,_1, a,_2, ...,a,_, stehen (v =1...n), und dass sich in den Spalten
die Koeffizientenindizes jeweils um 1 erhchen. Koeffizienten mit Indizes grofler als n bzw.
kleiner als 0 werden durch Nullen ersetzt.

Neben der Analyse eines Systems eignet sich das Hurwitz-Kriterium bei einem System
mit noch frei wihlbaren Parametern zur Bestimmung dieser derart, dass das System
asymptotisch stabil wird.
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7.4.2 Graphische Stabilititskriterien

Kernstiick aller graphischen Stabilitdtskriterien ist der Phasenverlauf von komplexwer-
tigen Ubertragungsfunktionen. Aus diesem Grund soll eine allgemeine Betrachtung vor-
angestellt werden. Hierzu betrachtet man eine komplexe rationale Funktion H(s) mit
folgender Darstellung:

H(s) = |H(s)|e?®. (7.15)

In Produktform lautet sie

ﬁ (S — 807;)
H(s)=by, - 5| (7.16)
H (s — ;)

hierbei stellen sg; die Nullstellen und s; die Pole der Funktion H(s) dar.

H (s) lasst sich weiterhin zerlegen in:

IT s — soil o @i(s)
H(s) = by, - = . (7.17)
H |3 — 31‘ G]BZ( )

Fiir den Betrag erhélt man

[T [s — soil
|H(s)] = b, - W (7.18)
s — 8

und die Phase berechnet sich zu

p(s) =arg {H(s)} = > _ai= DB (7.19)

7.4.2.1 Phasenintegral

Um die Phasenanteile von Nullstellen und Polen an der Gesamtphase in Abhéngigkeit
ihrer Lage in der komplexen Ebene untersuchen zu konnen, betrachten wir die Linear-
faktoren von Zahler und Nenner {(s — sp;), (s — s;)} in der s-Ebene.
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Bild 7.10: Pole und Nullstellen in der s-Ebene

Andert sich s lings einer geschlossenen Kurve C, die einen Teil der Pole und Nullstellen
umschliefit, so liefern die einzelnen «; und S; unterschiedliche Anteile zur Gesamtphase

(s).
Der komplette Umlauf von s langs der Kurve C' wird mathematisch durch ein Ringintegral

ausgedriickt. Fiir das in Bild 7.10 skizzierte Beispiel erhélt man:

c
§l§ dp, :§I§ doy =27 und §1§ dps :§£ day = 0. (7.20)
c c c c

Es liefern also nur diejenigen Pole und Nullstellen einen Beitrag zu ¢(s), die innerhalb
der geschlossenen Kurve C' liegen.

Etwas allgemeiner lasst sich das Phasenintegral in der folgenden Form schreiben:

§1§Cd¢ = z:gg do; — ;éd@ =27(l, — 1) (7.21)

Dabei ist [,, die Zahl der durch die Kurve C eingeschlossenen Nullstellen und [, die Anzahl
der eingeschlossenen Pole, wobei mehrfache Pole und Nullstellen geméf3 ihrer Vielfachheit
gezahlt werden.

Dieses hier nur anschaulich angegebene Resultat lasst sich mathematisch mit dem Resi-
duensatz der Funktionentheorie beweisen.

Jetzt verwendet man das Phasenintegral zur Stabilitdtsuntersuchung eines Regelkreises.

W Y
K(s) G(s)

Bild 7.11: Blockschaltbild eines Regelkreises
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A A
Mit K(s) = Nll((z)) und G(s) = Nz((i)) als rationale Funktionen ergibt sich

Zl<8) ) ZQ(S)

_Y(s) _ Ni(s) Na(s)
Z1(8) Za(s)

= . (7.22)

Handelt es sich bei H(s) um das Nennerpolynom eines geschlossenen Regelkreises, so
ist man an der Lage der Pole des geschlossenen Regelkreises interessiert. Die Pole des
geschlossenen Kreises sind mit den Nullstellen von H(s) identisch.

H(s)=Ny(s)=s"+a, 18" " +...+a1s+ag (7.23)
Demzufolge ist das Ziel fiir die Beurteilung der Stabilitéit eines Regelkreises herauszufin-
den, ob H(s) Nullstellen in der rechten s-Halbebene besitzt.

Deshalb wahlt man eine halbkreisférmige Randkurve C, wie sie in Bild 7.12 dargestellt
ist.

Bild 7.12: Randkurve

Wendet man das Phasenintegral auf diese im mathematisch negativen Sinn durchlaufene
Randkurve an, so folgt:

§édgp - —7§0d¢ =27 (l,—1,) (7.24)
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und mit [, = 0 — da Polynom — folgt fiir die Anzahl [, der Nullstellen innerhalb von C'

1

L d. (7.25)
2T C

I, =

Liasst man den Radius R gegen oo gehen, so wird die gesamte rechte Halbebene von C'
eingeschlossen. Die Integration wird in zwei Abschnitten, lings des Halbkreises und léangs

der imagindren Achse ausgefiihrt.

y% dp = m/ dp+ T/ de (7.26)

Der Beitrag des Halbkreises liefert mit s = Rel¢

—7/2

m/ dp=n / da; = —n. (7.27)

/2

%

Bild 7.13: Integration iiber den Halbkreis

Der Anteil ldngs der imaginédren Achse ergibt, wenn alle a; Koeffizienten von H(s) € R

sind:
joo [e'e)
T/d@z / dg0:2/ dp =2 Ap. (7.28)
s=—joo w=0

Dabei ist Ap die gesamte Phasendrehung der Ortskurve H(jw) beim Durchlauf der
Frequenzen w = 0 bis co.

Man erhélt somit fiir die Anzahl der Nullstellen rechts, also fiir die Anzahl der instabilen
Eigenwerte

Ap
T

= Ap = "g (7.30)

(7.29)

l, =

S ol 3

l, =
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Das bedeutet, man kann die Anzahl der instabilen Pole eines geschlossenen Regelkreises
anhand der Ordnung des Nennerpolynoms und der Phasendrehung Ay der Ortskurve
des Nennerpolynoms bestimmen.

Beispiel:
Gegeben sei folgender Regelkreis

w 1 Y

Bild 7.14: Blockschaltbild PT3-Strecke mit P-Regler

Im folgenden wird gezeigt, wie grol die Verstiarkung des P-Reglers sein darf, damit der
Regelkreis nicht instabil wird.

Zunichst berechnet man das Nennerpolynom. Hierfiir bendtigt man die Ubertragungs-
funktion des geschlossenen Kreises:

Vi
Gr(s) (s+1)3 Vi
Gls) = 1+kc;k(s) - Vi  (s+ 1)§+vk (7:31)
1+ CESIE

Daraus ergibt sich das Nennerpolynom zu:

Ny(s) = s+3s*+3s+1+V
= s +ays®+as+ag (7.32)

Die Ordnung des Systems ist n = 3, womit sich als Forderung fiir die Stabilitét ergibt

P Ay 3 Ay
ln_0_2_7r T2 (7.33)
und somit
3
Ap = 3 . (7.34)

Die Phasendrehung der Ortskurve N,(jw) muss also fiir w = 0 bisw — oo 27 betragen.

In Bild 7.15 ist der Sollverlauf der Ortskurve dargestellt.
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jIm {Ng}h
TN
Re {Ng}
Bild 7.15: Sollverlauf der Ortskurve
Fiir die Schnittpunkte mit den Achsen erhélt man mit
N,(jw) —w*j — ayw?® + a1 jw + ag (7.35)
Re{Ny(jw1)} ap — azwi =0 (7.36)
Im{Ny(jws)} woay —w3) =0 (7.37)
2 o
-0 7.38
Wy s ( )
Wy = a. (7.39)
Unter der Voraussetzung ag, a1, as > 0 und wy < ws folgt ay < a; as.
Setzt man die Werte fiir die Koeffizienten ein, so ergibt sich
Vi <8. (7.40)

Vi gleich 8 stellt also die Stabilitdtsgrenze dar, fiir V;, > 8 wird das System instabil.

7.4.2.2 Nyquist-Kriterium

Bei der Stabilitdtsanalyse mittels des Nyquist-Kriteriums erfolgt die Priifung anhand der

Ortskurve des Kreisfrequenzganges.
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Fiir den Regelkreis in Bild 7.16 erhélt man als Ubertragungsfunktion

Y(s) Gkl

Gls) = W(s) 14+ Gi(s)

(7.41)

wW Y

4T__ Gi(s)

Bild 7.16: Blockschaltbild eines Regelkreises

GemaB Gleichung (7.41) sind die Pole von Gy(s) identisch mit den Nullstellen von
1 4 Gy(s). Die Pole von Gj(s) sind keine Pole von G,(s). Zur Stabilitdtsuntersuchung
werden also die Nullstellen der Funktion

H(s) = |H(s)|&?®) =1+ Gy(s) (7.42)
betrachtet.

Jetzt besitzt H(s) Pole und man erhilt fiir das Phasenintegral:

1
— QO de=1,—-1, 7.43
27 Jo L (7.43)

Die Kurve C' ist wie im Bild 7.13 und der Integrationsweg wird wieder wie in Gleichung
7.26 zerlegt in

yédgo: m/dgo—l—T/dgo

Bei allen praktisch realisierbaren Funktionen gilt (m < n) aufgrund der Kausalitét, d. h.

lim G (s) = Gi(o0) = const. reell (7.44)

S§—00

In den meisten Fillen gilt sogar lim Gi(s) =0, fir m < n.
5§—00

Das Ziel ist zunéchst, die Phasendrehung der Ortskurve 1 4+ Gy zu untersuchen. Wenn
jedoch:

lim Gi(s) =0 (7.45)

S§—00
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gilt, so bedeutet dies, dass die Ortskurve zu einem Punkt entartet. Damit liefert die
Ortskurve fiir s — 00, 1 + Gi(c0) = 1, auch keine Phasendrehung mehr, und damit ist
der Betrag des Integrales iiber den grofien Halbkreis (R — o0)

~ / do = 0. (7.46)

@ jIm {GiHh @

FTe {Gk}
Cik(jw)

1+ Gy (jw)

Bild 7.17: Ortskurve des offenen Kreises

Nur die Integration iiber die imaginére Achse liefert einen Beitrag. Man erhélt

joo joo oo
/ dp =2 / dp =2 / dp =2Ap (7.47)
s=—joo s=0 w=0

und fiir die Phasenbilanz
1 A
lp—ln:—ygdgo:—(p. (7.48)
2T ™

Dieses iiberaus wichtige Ergebnis wurde erstmals im Jahre 1932 von Nyquist angegeben.

Fiir den Fall eines stabilen offenen Kreises G(s) lisst es sich vereinfachen. Wenn Gy(s)
keine Pole rechts hat, so hat 1+ Gj(s) auch keine Pole rechts, d.h. [, = 0. Hierbei ist zu
beachten, dass sich jetzt [, und [,, auf die Pole und Nullstellen von 1 + Gj(s), die in der
rechten Halbebene liegen, beziehen.

Fordert man die Stabilitit des geschlossenen Kreises, so muss fiir die Anzahl [, der in
der rechten Halbebene liegenden Nullstellen von 1 + Gg(s), also die Anzahl der Pole des
geschlossenen Kreises in der rechten Halbebene, gelten:

Ay

T

0:

L (7.49)
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Ist der offene Kreis stabil, so ist [, = 0, und die Ortskurve darf den Punkt —1 nicht
umfahren.

Bild 7.18 zeigt Beispiele fiir ein stabiles und ein instabiles System fiir [, = 0.

Bild 7.18: Beispiel fiir ein stabiles und ein instabiles System

Eine allgemeine Formulierung des Nyquist-Kriteriums, die auch den Fall [, # 0 ein-
schliefit, lautet:

Die Ortskurve des offenen Kreises muss den Punkt —1 fiir den Durchlauf der
Frequenzen w von —oo bis 0o so oft umlaufen, wie der offene Kreis Pole in der
rechten Halbebene besitzt.

7.4.2.3 Sonderfille des Nyquist-Kriteriums

Bisher wurde vorausgesetzt, dass der offene Kreis stabil ist, also die Funktion H(s) =
1 + Gg(s) keine Pole mit einem Realteil grofler gleich null hat. Diese scharfe Bedingung
lasst sich soweit reduzieren, dass auch noch Pole auf der imagindren Achse zugelassen
werden. Pole auf der imaginédren Achse stammen von Integratoren oder von ungedémpften
Schwingern.

Bei einem einfachen Integratorpol im offenen Kreis und einer stabilen Restfunktion wird
der Integrationsweg der Nyquist-Kurve einfach in einem kleinen Halbkreis am Ursprung
vorbeigefiihrt.
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Bild 7.19: Nyquist-Kriterium mit Pol im Ursprung

Dann kann durch einen Grenziibergang fiir den Radius » — 0 sichergestellt werden, dass
der Pol nicht direkt durchlaufen wird, aber trotzdem die gesamte Halbebene gepriift wird.

Die Funktion H(s) kann dann aufgespalten werden in

H(s) = % + Hi(s), (7.50)

wobei Hi(s) endlich bleibt bei s = 0 (kein weiterer Integratorpol).

Schreibt man s = re¢, so ergibt sich

H(s) = %e_jg + Hi(s). (7.51)

Die Ortskurve H(s) wird durch diesen Grenziibergang so verformt, dass zunéchst bei
endlichem r ein Zweig von der positiven reellen Achse ausgeht. Fiir » — 0 geht dieser
Zweig dann ins Unendliche.
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J Im{Gy(s)}

Re{ Gi(s)}

—_——

Bild 7.20: Ortskurve mit Pol im Ursprung

Bei komplexen Polen auf der imaginidren Achse kénnen diese ebenso umgangen werden.

jo @

N
o

Bild 7.21: Nyquist mit komplexen Polen auf der imaginéren Achse

Die Abbildung durch H(s) wird durch diese Modifikation entsprechend dem obigen Bei-
spiel verformt.
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NN

Q

N
o

Bild 7.22: Ortskurve mit konjugiert komplexen Polen auf der ima-
gindren Achse

Somit kann auch in diesem Fall das Nyquist-Kriterium angewendet werden. Ebenso kann
es bei Strecken mit Laufzeitverhalten verwendet werden.

7.4.2.4 Instabilitit im offenen Kreis

Die Verwendung eines Reglers wird dann notwendig, wenn die zu regelnde Strecke instabil
ist. Das Nyquist-Kriterium kann auch fiir diese Félle verwendet werden. Beim Phasen-
integral entlang der Nyquist-Kurve werden jetzt die Pole von Gy(s) mit erfasst. Jeder
instabile Pol von H(s) =1+ G(s) des offenen Kreises bringt einen Beitrag von 27 zum
Phasenintegral. Entsprechend muss beim Durchlaufen der Frequenz von —oo bis +oo die
Ortskurve von Gg(s) den Punkt —1 fiir jeden instabilen Pol einmal umlaufen.

7.4.2.5 Erweiterung des Nyquist-Kriteriums auf relative Stabilitit

Das Nyquist-Kriterium in der bisher verwendeten Form zeigt an, ob ein Frequenzgang,
dessen Ortskurve Gy (jw) vorliegt, einen stabilen Regelkreis erwarten lésst oder wieviele
Eigenwerte sich gegebenenfalls in der rechten s-Halbebene befinden. Es wurde aber auch
schon darauf hingewiesen, dass ein Regelkreis nicht nur absolut stabil, sondern auch
hinreichend gut geddmpft sein muss. Dies bezeichnet man auch mit relativer Stabilitdt.

Wird die Nyquist-Kurve geméfl Bild 7.23 so verformt, dass sie auch Pole mit geringer
relativer Dampfung D = cos ¢ mit erfasst, so konnen diese Pole ebenfalls ausgeschlossen
werden.
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jo O

Bild 7.23: Kurvenpaar in der s-Ebene

In der Gp-Ebene erhilt man eine Kurve Gi(s1), die ebenfalls den Punkt —1 nicht um-
schlingen darf, um relative Stabilitéit zu gewéhrleisten.

Bild 7.24: Kurvenpaar in der Gy-Ebene
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Bild 7.25: Graphischer Zusammenhang von s, ¥ und w,

Es gelten folgende mathematischen Zusammenhénge:

op = |s1]-cos? (7.52)
wi = |sp]-sind (7.53)
IL— cotd (7.54)
w1

Dabei ist s; mit negativem Realteil abhéngig von w; und der gewiinschten, zu wihlenden
Déampfung D = cos 9.

S1 :wl(— C0t19+J) (755)

Die Fldche zwischen Gy (jw) und G(s1) ist die durch Gi(s) abgebildete schraffierte Fl&-
che zwischen dem schrig laufenden Teil der Nyquist-Kurve und der imagindren Achse.
Dieses Verfahren hat den Nachteil, dass eine analytische Vorgabe der Ubertragungsfunk-
tion erforderlich ist. Messkurven kénnen nur bei stabilen Strecken fiir den Frequenzgang
aufgezeichnet werden. Man kann mit dieser grundsitzlichen Uberlegung hingegen gut
begriinden, warum der Abstand der Ortskurve Gy(jw) vom Punkt —1 ein zumindest
qualitatives Maf fiir die ,,Stabilitdtsreserve“, d. h. die Robustheit gegen Parametervaria-
tion darstellt.

Genaue Aussagen konnen gemacht werden, wenn man z. B. den Betragsverlauf des ge-
schlossenen Kreises Gy(s) analysiert. Fiir den Betrag des Frequenzganges der Fiihrungs-
ibertragungsfunktion |G, (jw)| gilt

Gyl = o)

= 1 GG (7.56)
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Alle Punkte, die ein gleiches Verhéltnis der Absténde zum Ursprung und zum Punkt —1
haben, liegen auf Appolonius-Kreisen, die sich um die Punkte (0,0) und (—1,0) scharen,
vgl. Bild 7.26. Fiir gleiche Absténde ergibt sich eine Gerade parallel zur imagindren Achse
durch den Punkt —0,5.

Bild 7.26: Apollonius-Kreise

Trégt man in dieses Formular fir die Gy-Ebene die Ortskurve Gy (jw) ein, so lasst sich
der Betrag von Gy(jw) ablesen. Noch einfachere Verhiltnisse stellen sich ein, wenn man
statt der Ubertragungsfunktion Gy(s) die Empfindlichkeitsfunktion

(7.57)

betrachtet.

Der Betrag von S(s) ldsst sich aus dem Abstand der Ortskurve von Gg(s) vom Punkt
—1 ablesen.

1

= T eao (7.58)

1S(w)]
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J Im{G(s)} @
A

_1
w

Re{Gy(s)}

Bild 7.27: Betrag der Empfindlichkeitsfunktion

7.4.2.6 Betrags- und Phasenabstand in der Ortskurve

In der Realitdt arbeitet man mit einfachen Ersatzgrofien, die den Abstand im inter-
essierenden kritischen Frequenzbereich zwar nicht eindeutig, aber fiir viele Falle doch
hinreichend genau kennzeichnen.

jIm{G}
1.0t

0.0

1.0

~1.0 0.0 1.0 Re{G}

Bild 7.28: Betrags- und Phasenabstand in der Ortskurve

e Betragsabstand: Falls die Ortskurve Gi(jw) die negative reelle Achse schneidet,
nennt man den Abstand des Schnittpunktes vom Punkt —1 den Betragsabstand r,
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der Ortskurve,
Dabel ist w, die durch

arg{Gi(jwr)} = —7 (7.60)

definierte so genannte Phasendurchtrittsfrequenz, auch 180°-Frequenz genannt.

e Phasenabstand: Bei der Kreisfrequenz wy tritt die Ortskurve Gi(jw) in den Ein-
heitskreis ein. Der zwischen der negativ reellen Achse und dem Fahrstrahl vom
Ursprung zum Schnittpunkt mit dem Einheitskreis liegende Winkel wird der Pha-
senabstand V4 genannt,

Uy =7+ ¢or(wa). (7.61)
Dabei ist wy die durch

|Gr(jwa)| =1 (7.62)
definierte Amplitudendurchtrittsfrequenz.

Die beiden Groflen geniigen nur bei einfachen Ortskurven zur Kennzeichnung des Damp-
fungsverhaltens. In vielen Féllen fithren Werte 0,5 < r, < 0,85 bzw. 30° < ¥; < 60°
zu hinreichender Dédmpfung des Regelkreises. Es sei jedoch darauf hingewiesen, dass dies
nur ungefihre Anhaltswerte sind, die auch nicht in jedem Fall Giiltigkeit haben miissen.

Bei komplizierten Ortskurven, etwa bei bedingt stabilen Regelkreisen, ist auf jeden Fall
eine genauere Priifung, z. B. mit der vollstdndigen Kreisscheibe um —1, empfehlenswert.

7.4.2.7 Betrags- und Phasenabstand im Bode-Diagramm

Das Bode-Diagramm enthélt dieselben Informationen wie die Ortskurve. Durch die Dar-
stellung iiber dem Parameter Frequenz ist sogar ein einfacheres Arbeiten méglich.

Daher kénnen Abschétzungen der Stabilitdt auch im Bode-Diagramm vorgenommen wer-
den, vgl. Bild 7.29.
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|G||og .

1:

0.1k

Wd g

Bild 7.29: Betrags- und Phasenabstand im Bode-Diagramm

Der gewiinschte Phasenabstand wird im Phasenverlauf gegeniiber der Phasendrehung
von —180° eingetragen. Bei dieser Frequenz muss der Betragsverlauf die Verstirkung 1
passieren. Ebenso kann die Frequenz ermittelt werden, an dem die Phasendrehung —180°
durchlauft. Der Betrag bei dieser Frequenz muss kleiner als 1 sein. Die Differenz zu 1 ist

der Betragsabstand.
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8 Operationsverstiarker

8.1 Allgemeines

Operationsverstdrker sind standardisierte Gleichspannungsverstiarker, die durch die &u-
Bere passive Beschaltung an verschiedenste Aufgaben angepasst werden konnen. Diese
reichen von einfachen Verstérkerschaltungen iiber Filter bis hin zu Regelbausteinen.

Heute findet man eine Vielzahl von Bauelementen am Markt, die als integrierte Schal-
tungen wesentlich bessere Daten haben, als frithere Aufbauten aus Einzelhalbleitern oder

sogar Rohren.

Bild 8.1: Schaltsymbol eines Operationsverstéarkers

Operationsverstiirker weisen eine hohe Verstirkung (> 10°) der Differenzspannung Uy
zwischen den Eingéingen auf. Der Gleichtaktanteil der Eingangsspannung wirkt nur ge-

ringfiigig auf den Ausgang.

Die Ausgangsspannung kann mit wenigen 1V Spannungsdifferenz am Eingang in die Sét-
tigung ausgesteuert werden (vgl. Bild 8.2). Allerdings liegt dieser Punkt nicht unbedingt
bei einer Spannungsdifferenz von Null, sondern kann um den Bereich der temperaturab-
héngigen Sattigungsspannung, die mehrere mV betragen kann, verschoben sein.

Ua
12V

-100u

1004V UptUy
—12v

Bild 8.2: Ausgangs- und Differenzspannung eines Operationsverstarkers
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Der Operationsverstirker wird in den meisten Féllen mit einer Riickfihrschaltung aus
passiven Bauelementen betrieben. Diese fithren h&ufig eine frequenzabhdngige Gegen-
kopplung durch (vgl. Kapitel 8.4). Diese Schaltung kann in folgendem Blockschaltbild
wiedergegeben werden:

—>»o—» V

Gy(s) |«

Bild 8.3: Blockschaltbild fiir Riickfithrschaltung

Vernachlédssigt man zunéchst die Frequenzabhéngigkeit des Operationsverstiarkers und
beschreibt ihn durch eine Verstdrkung V; > 1, so ergibt sich die Ubertragungsfunktion
vom Eingang zum Ausgang zu

B Vo Vosoo 1

T 1+ VGi(s)  Gu(s)

Gy(s) (8.1)

8.2 Operationsverstirker mit ohmscher Gegenkopplung

Die Gegenkopplungsbeschaltung soll zunéchst an einem einfachen Beispiel des nichtin-
vertierenden Verstdrkers erlautert werden.

]

Ug=Up

op_gk.cdr

Bild 8.4: Gegenkopplung eines Operationsverstirkers
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Die Ausgangsspannung Uy wird an den invertierenden Eingang durch einen Spannungs-
teiler zuriickgefiihrt. Die Eingangsstrome des Operationsverstérkers und der Frequenz-
gang werden vernachléssigt.

Ry

Uv=a-Uy=———
N=arta Ry + Ry

Ua (8.2)

Die Ausgangsspannung ist wiederum die verstiarkte Spannungsdifferenz Uy:

UA:VE)'UQZX/O(UP—UN):%(UE—CLUA) (83)

Die Gesamtverstiarkung ist also:

Ua Vo
V., =2 = 8.4
g UE 1 + CL‘/O ( )
Fiir Vo > 1 néhert sich V,; dem Wert
Vo—oo 1 Rl + Rz R2
V, ~ —-=——=1+—. 8.5
g a R1 + Rl ( )

Greift bei dieser Schaltung zusétzlich eine Eingangsfehlspannung AU, an, so kann man
diese auch als eine {iberlagerte zusétzliche Eingangsspannung auffassen. Sie wird daher
genauso wie die Eingangsspannung mit der Verstdrkung V, bewertet am Ausgang beob-
achtbar sein. Variationen der Leerlaufverstirkung gehen nur ein, wenn der Faktor a sehr
klein wird, also eine hohe Verstéarkung V, erzielt werden soll.

8.3 Innerer Aufbau von Operationsverstirkern

Operationsverstarker konnen in Bipolar- oder CMOS-Technik hergestellt werden. Als
Beispiel fiir den inneren Aufbau ist eine einfache Schaltung eines bipolaren Bausteins in
Bild 8.5 dargestellt.
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Bild 8.5: Schaltungsbeispiel eines bipolaren Bausteins

Den Kern des Verstérkers bildet die Differenz-FEingangsstufe aus den Darlington-Stufen
Ty/T5 und T3/T,. Ein geringer Spannungsunterschied zwischen E+ und E— &ndert die
Verteilung des Stromes aus der Stromquelle I; auf die Kollektoren von Ty und Ty. T5/T
bilden einen Stromspiegel. An der Basis von T7 erscheint die Differenz der Kollektorstro-
me aus Ty und Ty. T7 ist ein Spannungsverstdrker. Tg und Ty bilden eine Gegentakt-
Ausgangsstufe mit Spannungsverstarkung nahe 1 zur Erhohung des Ausgangsstromes.
T1; und die Dioden begrenzen den Ausgangsstrom. Tg erzeugt einen Spannungs-Offset,
um den Stromnulldurchgang des Ausgangs zu linearisieren.

In ausgefiihrten Schaltungen finden sich zahlreiche Erweiterungen, die einige Daten ver-
bessern. Die Hauptmerkmale zur Unterscheidung von Operationsverstéirkern sind:

e Eingangsoffset-Spannung, Eingangs-Strome
e Leerlauf-Verstarkung
e Bandbreite der Leerlauf-Verstiarkung
e Rauschen
Fiir den praktischen Einsatz wichtig sind z. B.

e hohe Gleichtaktspannung der Eingénge (bis zu den Versorgungsspannungen oder
evtl. dartiber)
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e grofier Arbeitsbereich der Ausgangsspannung (nahe an die Versorgungsspannung)

In den meisten Fiéllen sind die Eingangsstrome sehr klein. Bei einer bipolaren Eingangs-
stufe ist eine Nachrechnung der Verhéaltnisse sinnvoll. Die Eingangsstréme liegen in der
GroBlenordnung von 200 nA. Diese teilen sich im linearen Betrieb des Ausgangs hilftig auf
die beiden Eingéinge auf. Bei Aussteuerung mit kleinen Eingangsspannungen kann mit
der Anderung des Eingangsstromes formal ein Innenwiderstand R; berechnet werden.

. UOmax
B AIO max

R (8.6)

Wobei U max die Spannung am Eingang fiir Vollaussteuerung und Aly ., die dazu notige
Stroménderung an den Eingéngen ist.

Jetzt wird das Verhalten dieses Innenwiderstandes mit der Variation des Gegenkopp-
lungsfaktors a untersucht.

[

U, [|]R1 U,

Bild 8.6: Operationsverstéarker

Die Verstarkung der Schaltung ist

Vo
V=—"" 8.7
7 14al (8.7)
Fiir a = 0 wird der Verstérker ohne Riickfithrung betrieben und entsprechend stellt sich
der oben berechnete Innenwiderstand R;q ein. Fiir ¢ > 0 nimmt die Spannung Uy .y fiir
Vollaussteuerung von Us ., entsprechend zu und damit steigt der Innenwiderstand mit
a an.

Annahme: R;y > R;|| Ry

Uy max ° th = U2max (88)
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Vy
Vi
U max 0 = U max 8.9
! 14+aVp 2 (8.9)
UOmax : % = UZmax (810)
U2max(1 +CL%) U2max
Ulmax = = 8.11
| - 7 (8.11)
Ul max UOmax
R — (1
RZ AIOmaLx AIOmaLx ( ta ‘/0)
= Ri(1+alp) (8.12)

Der wirksame Innenwiderstand des Operationsverstérkers dndert sich also in Abhéngig-
keit von der dufleren Beschaltung des Operationsverstirkers. Die Frequenzabhéngigkeit
der Verstarkung Vy wurde bisher aufler acht gelassen. In Datenbléttern ist sie meist als
Bode-Diagramm angegeben. Typische Verldufe sind im Bild 8.7 angegeben. Man stellt
fest, dass in weiten Bereichen eine gute Approximation durch ein PT;-Glied moglich ist.

|V0|Iog 106

1.0

10Hz 500kHz “log

(Poo

NIa

10Hz 500kHz %log

Bild 8.7: Typisches Bode-Diagramm eines Operationsverstérkers
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Im Folgenden soll das dynamische Verhalten eines solchen gegengekoppelten Operations-
verstarkers dargestellt werden.

W
C Tos+1

Go(s) (8.13)

Unter Vernachlissigung der Eingangsstrome kann fiir obige Schaltung (Bild 8.6) folgendes
Blockschaltbild aufgestellt werden.

U Vo Y
Tos+1

(=)
—/

Bild 8.8: Blockschalthild fiir gegengekoppelten Operationsver-
starker mit a =0...1

Die Ubertragungsfunktion der Gesamtschaltung berechnet sich zu:

_ Gols)
Gy(s) = a7 0 Go) (8.14)

Vo
— 1
Tos+1+a-V (8.15)

Vo 1

_ , 1
1+aVy T ‘1 (8.16)

V l—l—aVOS
g ——
Tg

Damit ist wieder ein PT;-Glied entstanden, allerdings mit einer kleineren Verstdrkung
und Zeitkonstante als beim offenen Operationsverstérker (Go(s)):

v

Gyls) = 7t (8.17)
g

mit  V, = 1+V2% (8.18)
T,

und T, = —2>— (8.19)

1+aVp’
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wobei das Verhéltnis % = const. nur von der Bauart des Verstarkers, aber nicht von a
g

abhéngt. Fasst man w, = %

g

dass unter den gemachten Annahmen eines PT-Gliedes das Verstirkungs-Bandbreite-

Produkt konstant ist.

als Bandbreite der Schaltung auf, so erhélt man die Aussage,

T T T T T T T T T

| v ﬁ\
Vg

|Gg

\
\
|
\
\
\
\
1

\
\
\
l
l i wlog

Bild 8.9: Bandbreite eines Operationsverstarkers

Im Bode-Diagramm wird dieser Zusammenhang dadurch deutlich, dass der Betragsver-
lauf von G,(j w) immer unterhalb des Leerlaufbetragsverlaufs liegen muss.

8.4 Operationsverstirker mit frequenzabhingiger
Gegenkopplung

Neben der rein ohmschen Beschaltung wie im obigen Beispiel kann auch eine frequenz-
abhdngige Beschaltung durchgefiithrt werden. Hierbei wird meist nur eine geringe Ge-
samtverstarkung sehr viel kleiner als die Leerlaufverstirkung angestrebt und auch die
Bandbreite nicht ausgenutzt. Deshalb wird fiir die folgenden Uberlegungen von einem
idealen Operationsverstéirker ausgegangen mit Vo — oo und Ty — 0, wobei I vernach-
lassigt wird.

Die Ubertragungsfunktion liisst sich am einfachsten berechnen, indem man mittels kom-
plexer Rechnung die frequenzabhingige Verstirkung ermittelt und formal jw = s substi-
tuiert.

8.4.1 Invertierender Verstiarker

Die Beschaltung eines invertierenden Verstéarkers sieht wie folgt aus
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l, Z
—_—» —=
O 1 >
U] —
U, ) U
2
Bild 8.10: Invertierender Verstérker
und es gilt:
U, + Uy
I, = .2
1 7 (8.20)
U; — Uy
I, = 21
> 7 (8.21)
Il — _[2 - I() (822)
Uy = Ry 1o
= -Ui+24,-1
U
= U+ 21 L—2 o
i0
Us — Uy Uy
= U+ 27 K 8.23
1+ 41 7 1 R ( )
Vo -Uy = U, (8.24)
Uy
U+ —
U2 Vi U2
° Vo O T T T Ry (8.25)
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1 Zl 1 Zl
U |————=—(1+—=| — = -U 8.26
2[vo ZQ(+VO) VORZ-J 1 (8:26)
Uy 1
u 1 4 1 A
Rt N T,
VO+Z2< +%>+V0Rio
1
o 7N 1 N Z 7 (8.27)
Zy) Vo Za  VoRip
Mit den eingangs eingefiihrten Vereinfachungen ergibt sich
Us 7y
— = —= 8.28
0= 7 (8.28)
Beispiel PT-Glied: Ein PT;-Glied lasst sich wie folgt mit einem Operationsverstérker
aufbauen:
C
|
—1 1—o
R, R,
o—[1 -
—O
U2

Bild 8.11: Operationsverstarkerschaltung fiir ein PT4-Glied

/

Anmerkung: Die Widerstande R; = 7
0

0
werden hierbei als normiert betrachtet. Die Normierungszeit 7" ergibt sich zu T’

Die Ubertragungsfunktion bestimmt sich zu

1

Ri—i—sC
G(s) = = 2

& und Ry =

R C’
—,2, sowie die Kapazitit C = o
0

= R} C}.

(8.29)
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Man erhélt also ein PT;-Glied mit der Verstarkung V' = % und der Zeitkonstanten
1
T1 - R2 C

Fiir Ry — 0o ergibt sich ein Integrator mit der Ubertragungsfunktion

1
Zy 5O
Gi(s) = 22=3sC
() = 7 =%
1 1
= 2o =T (8.30)

Beispiel PI-Regler: Durch eine sehr einfache Beschaltung eines Operationsverstérkers ist
es moglich, einen PI-Regler aufzubauen.

Bild 8.12: PI-Regler

(8.31)
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8.4.1.1 Allgemeine Form bei invertierenden Operationsverstirkern

Allgemein lisst sich das Ubertragungsverhalten von invertierenden Operationsverstér-
kern mittels der Vierpoltheorie nach folgendem Vorgehen berechnen:

Zy

=1

i |12k
—

U1l J_ J_ + TU2

Bild 8.13: Vierpolbetrachtung eines Operationsverstarkers

Hierbei ist zu beachten, dass U, = 0 ist. Betrachtet man die Kurzschlussstréme /;; und
I5, so erhalt man

U
1 = 7 .
Z ! (8.32)
Ly,
U.
2 == ) .
Z 2 (8.33)
Loy,

woraus die Ubertragungsfunktion folgt:

G(s) = 7

(8.34)

8.4.2 Nichtinvertierender Verstiarker

ZZ
1

Vi

Bild 8.14: Nichtinvertierender Verstarker

U, U,
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Héaufig wird auch eine nichtinvertierende Operationsverstiarkerschaltung verwendet. Die
Berechnung wurde bereits vorher ausfiihrlich geschildert, sodass sich mit der Vernachlés-
sigung Vy — oo und R;y — oo ergibt sich die Verstarkung zu

21422 (8.35)

8.4.3 Universalschaltung

Kombiniert man invertierende und nichtinvertierende Beschaltung, so erhilt man eine
Universalschaltung, die viele Verstérkerschaltungen abdeckt.

Zy

—_T
—O
+
4

o

Ua

Bild 8.15: Universalschaltung

7, ( ZQ) 7
U 1+ 2 Uup-22.U 8.36
A 7 z, N (8.36)

8.4.4 Spannungsfolger

Bild 8.16 zeigt die Struktur eines Spannungsfolgers, auch Impedanzwandler genannt. Es
stellt ein hochohmig abgegriffenes Signal an seinem Ausgang niederohmig zur Verfiigung,
sodass der Ausgang riickwirkungsfrei auf den Eingang ist.
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8 Operationsverstarker

U

Bild 8.16: Spannungsfolger

Es gilt:

Ua=Un

(8.37)



137

9 Reglerentwurf

9.1 Allgemeines

Die allgemeinen Anforderungen an Regelkreise wurden bereits in Kapitel 7 zusammen-
getragen. Zusammengefasst kann man sie unter den folgenden Punkten auflisten:

e Stabilitdt des geschlossenen Kreises bei ausreichender relativer Dampfung.

e Im Arbeitsbereich (Nutzfrequenzbereich) der Regelung, meist w = 0 bis w,, gutes
Fiithrungsverhalten, d.h. |G,(jw)| ~ 1, und gute Stérunterdriickung, d.h. [S(jw)|
klein.

e Breiter Nutzfrequenzbereich, d. h. w, moglichst grof.

In die bisherigen Uberlegungen ging allerdings nicht der Verlauf der Stellgrife ein. Die
Forderung nach grofler Bandbreite der Regelung fiihrt zu Reglern mit groflem Stellgro-
Beneinsatz. Dies wiederum verursacht erhebliche Herstellungskosten, da das Stellglied die
Energieumsetzung im Regelkreis durchfiihrt, um grofie Stellgroflen auch ohne Begrenzung
an der Strecke zur Wirkung zu bringen.

Mit diesen Ausfithrungen ist einleuchtend, dass es sich beim Entwurf von Regelkreisen
oft um Optimierungsprobleme handelt, die nicht immer geschlossen mathematisch be-
schreibbar sind und daher h&ufig numerisch oder iterativ gelost werden miissen.

Es flieBen oft auch weitere unscharfe Beurteilungskriterien in die Auslegung ein, wie zum
Beispiel Gerduschentwicklung oder Komfort. Aulerdem muss man sich klar machen, dass
der Reglerentwurf entscheidend in das spétere Betriebsverhalten der Maschine eingeht.

Die Regelung beeinflusst beim Einsatz auch Amplitude und Haufigkeit von Lastwechseln
in Stellgliedern und mechanischen Strukturen und bestimmt daher die Lebensdauer der
Anlage. Dies ist vergleichbar mit dem Verhalten von verschiedenen Typen von Autofah-
rern — hoher Verschleifl bei einem Rallye-Fahrer gegeniiber dem normalen Verschleify bei
einem Durchschnittsfahrer.

Derartige Auslegungskriterien lassen sich zur Zeit noch nicht oder nur schwer mathe-
matisch formulieren und miissen daher durch langwierige Praxistests einbezogen wer-
den. Dies ist beispielsweise in der Automobilindustrie durchaus {iiblich, weil aufgrund
der groflen Gesamtkilometerleistung der Fahrzeuge auch kleinste Unterschiede statistisch
messbar sind.

Beim Entwurf der Regelung ist es notwendig, dass die Regelungstechniker eng mit den-
jenigen zusammenarbeiten, die die Konstruktion der Anlage durchfithren und iiber das
Prozesswissen verfiigen.

Der Entwurf einer Regelung erfolgt in drei Schritten:
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(a) Wahl der Regelungsstruktur:
Unter Kenntnis der Prozessziele und der bisher erfolgten Maschinenkonstruktion
miissen geeignete Aktoren, Sensoren und deren Einbauorte ausgewihlt werden.
Parallel hierzu lauft die Zuordnung von Stellgréfien und Regelgrofien.

Gerade bei verfahrenstechnischen Anlagen ist diese Zuordnung nicht einfach zu tref-
fen, da im Allgemeinen die verschiedenen Aktoren mit unterschiedlichem Durchgriff
und unterschiedlicher Dynamik auf die Prozessgréfien wirken, die manchmal nicht
direkt durch Sensoren erfasst werden kénnen. Man verwendet dann Sensoren, die
andere Groflen messen, die mit den gewiinschten Prozessgrofien in Zusammenhang
stehen, sodass man Riickschliisse auf die gewiinschten Groflen ziehen kann.

Ergebnis ist eine Liste der Stellgrofien und (Ersatz-)Regelgrofien und eine minde-
stens qualitative Modellbildung des Prozesses. Somit kann {iber die Wirkungszu-
sammenhénge, die Blockschaltbildstruktur der Regelkreise, entschieden werden.

(b) Wahl der Regler:
Nach Art der Verkopplung kann entschieden werden, ob ein Mehrgroflen-Regler
erforderlich ist oder ob mehrere einzelne einschleifige Regelkreise gebildet werden.
Anschlieflend ist fiir jeden Regler festzulegen, ob ein Standard-Reglertyp verwendet
werden soll oder ob man sich eine andere Struktur des Reglers vorgibt.

(c) Parameterermittlung:
Anhand des Modells der Regelstrecke und der Giiteanforderungen an den Kreis
miissen die Parameter des Reglers ermittelt werden. Dabei kann es vorkommen,
dass kein Parametersatz die Anforderungen erfiillt. Dann muss mit neuen Vorgaben
weiter oben wieder begonnen werden.

9.2 Standard-Regler

9.2.1 Proportional-Regler

iy

y

Bild 9.1: P-Regler

Der P-Regler fiihrt lediglich eine Verstarkung der Regelabweichung durch, w =V - e.
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Rs
R, —
R }—<
TU2~y TUa~u

Bild 9.2: Operationsverstarkerschaltung fiir P-Regler

Die Umsetzung eines P-Reglers in einer Operationsverstiarkerschaltung zeigt Bild 9.2.
Meist wird R; = Ry gewéhlt, ansonsten ergibt sich eine unterschiedliche Verstéarkung fiir
Soll- und Istwert.

V = — 9.1

i (0.1
Ry

i = = 9.2

= 7 (92

w e u

y

Bild 9.3: Verstarkung fiir Soll- und Istwert

Beispiel: Regelung eines PT;-Gliedes mit P-Regler

w V| u [V y
— >
T

\/

Bild 9.4: PT-Glied mit P-Regler
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Der geschlossene Kreis bildet wiederum ein PT-Glied. Die Zeitkonstante wird mit zu-
nehmender Regelverstirkung kleiner und die Proportionalverstédrkung des geschlossenen

Kreises nahert sich dem Wert 1.

Vv
T18—|—1+V‘/1

Vv 1
1+4VWV T s
1+VV

(9.3)
+1

Der Kreis ist fiir alle Werte von V stabil und gut gedampft. Zur Auslegung der Verstér-
kung miissen die stationdre Regelabweichung oder die zur Verfiigung stehende Stellgro-
Benamplitude in die Auslegung einbezogen werden.

Bild 9.5 zeigt die Sprungantworten fiir verschiedene Verstarkungen, die dazugehorigen
StellgréBen sind in Bild 9.6 dargestellt.

y(t)
1

0.8
0.6
0.4
0.2

0

Bild 9.5: Sprungantworten fiir unterschiedliche Verstarkungen

u(t)
20 1 1 1 1

15V =20 1
10 .

5 -

0 1 1 1 1

Bild 9.6: Stellgroflenverlauf fiir unterschiedliche Verstarkungen
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Beispiel: Regelung einer PTo-Strecke mit einem P-Regler
1
w e [N |u
—> » s .2 2D, >
S | S T R
®g ®g
Bild 9.7: Blockschaltbild einer PTy-Strecke mit P-Regler
Der offene Kreis hat die Ubertragungsfunktion
Vv
Gi(s) = 5 : (9.4)
( S ) 2D0
— | + s+1
Wo wWo
Die Pole liegen fiir Dy > 1 bei
S1,2 = Wo <—D0 + \/Dg — 1> mit Wo = 4/S1 52 (95)
bzw. fiir Dy < 1 bei
S1,2 = Wo (-Do :i:J A/ 1— Dg) mit S1 = §2. (96)
Die Ubertragungsfunktion des geschlossenen Kreises lautet:
Y(s) Vv
Gy(s) = (s) - ~7
(—) + s+ V1
wo Wo
V 1
= . 9.7
1+V 1 s\> 2D, s o (9.7)
14+ V \wy 1+ Vw
Dies ist wiederum ein PTs-Verhalten
%
Gy(s) = . (9.8)
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Vv

— <1
1+V

mit V, =

und w, = V1+Vwy > wy,

Dy
sowie Dy, = ———= < D, D, >0 falls Dg>0.
VI+V !

Durch das Schlieflen des Regelkreises steigt mit der Verstarkung die Eigenfrequenz der
Pole und die Dadmpfung nimmt ab. Es tritt aber auch bei beliebig hoher Verstirkung nie
Instabilitét ein.

Die Pole des geschlossenen Kreises liegen fiir den reellen Fall D, > 1 bei

Sg12 = Wy <—Dg + ,/Dg — 1)

D, | D2
= 1+ Vuw | - 4 -1
Ve Ty 1+V
— W <—D0i,/D3—(1+V)) (9.9)

und fiir komplexe Eigenwerte bei

s = @ (=D, kj/1-D3)

= W (—DO:I:j 1+V) —Dg). (9.10)

Mit Variation des Parameters V' laufen die Pole gemafl der Wurzelortskurve, die im
folgenden Kapitel erlautert wird und in Bild 9.8 dargestellt ist.

ol

S2 V S1
AV 4 N/
N\ N\

YA N o
—0,Dy

Bild 9.8: Wurzelortskurve von Gy(s)
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Die Ortskurve von Gy, ist in Bild 9.9 gezeigt.

JIm{Gy} | @

-1 Vv

Re{Gy}

D=0.707

Bild 9.9: Ortskurve von Gy,

Auch hier ist zu erkennen, dass eine beliebige Verstiarkungserhohung nur zu sehr geringen
Phasenabstédnden fithrt, aber nicht zu Instabilitat. Die Kurve bldht sich mit steigender
Verstarkung zwar auf, bleibt aber immer im dritten und vierten Quadranten und kann
somit die -1 nicht umfahren.

9.2.2 PD-Regler

Zur Erhohung der Regelgeschwindigkeit und der Kreisverstarkung bei gegebener Damp-
fung kann man daran denken, die Stellgré8e nicht nur durch die Regelabweichung, sondern
auch durch deren Ableitung zu beeinflussen. Auf diese Weise entsteht ein P-Regler mit
Vorhalt, auch PD-Regler genannt.

Die Differenzialgleichung der Stellgréfie lautet dann:

u="V (T,é+e) (9.11)

Die Stellgrofle ist also eine Linearkombination der Regelabweichung und ihrer zeitlichen
Ableitung. Die Zeitkonstante T, wird als Vorhaltezeit bezeichnet. Den Vorhalt kann man
sich bildlich als einen ,,Blick in die Zukunft* vorstellen. Versucht man z. B. Tontauben zu
schieflen, so wird man auf einen virtuellen Punkt vor der fliegenden Tonscheibe anlegen
oder bei der Steuerung eines Schiffes das Steuer bereits vor Erreichen des Kurses wieder
in Mittelstellung bringen. Durch dieses vorausschauende Verhalten ist also ein stérkeres
Eingreifen bei Abweichungen moglich.
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e s u

w

y

Bild 9.10: PD-Regler

Die ideale Ubertragungsfunktion eines PD-Reglers lautet:

K(s) = V(T,s+1) (9.12)

Reale Regler haben allerdings eine parasitéire Verzogerung, d.h. das PD-Verhalten geht
in ein PDT-Verhalten iiber, und es gilt die folgende mathematische Beziehung:

Ty+y=V(T,é+e) (9.13)

Die Ubertragungsfunktion des Reglers berechnet sich zu:

U(s) T,s+1
K - =yV.2- - T T .14
(S) E(S) TéS 17 v > v (9 )

T,
Als praktischer Wert bietet sich ein Verhéltnis 7 ~ 5...10 an.

v

Bild 9.11: Sprungantwort PD(T)-Regler
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T, 0
jim{K}

o ®

Re{K}

O| V VT_

Y

=<

Bild 9.12: Ortskurve realer und idealer PD-Regler

Bild 9.13: Bode-Diagramm PDT-Regler

Fiir 7] — 0 erhélt man sowohl in der Ortskurvendarstellung, als auch im Bode-Diagramm
das Verhalten eines idealen PD-Reglers. V' ist die Gleichverstdirkung, V% die Hochfre-
quenzverstirkung des Reglers. Die Realisierung eines PD-Reglers kann angendhert durch
eine Operationsverstéirkerschaltung nach Bild 9.14 erfolgen.



146 9 Reglerentwurf

Ry Ry
2 2
I C
R4 Rs

s
U1~W ——O
TUTV

Bild 9.14: Operationsverstéarkerschaltung fiir PD-Regler

Der Widerstand Rjs ist hierbei notwendig, um definierte Verhéltnisse der parasitiaren Zeit-
konstanten zu haben und damit der Operationsverstarker stabil ist. Fiir die Verstérkung
und die Zeitkonstanten erhélt man:

Ry

_ 1 1
1% o (9.15)
- (in)e 016
T ~ R;C (9.17)

9.2.2.1 Kompensation von stabilen reellen Polen durch Vorhalte

Der Pol und die Nullstelle bilden bei niherungsweiser Ubereinstimmung wiederum ein
PDT- bzw. PTD-Element. Bei exakter Gleichheit kénnen beide gegeneinander gekiirzt
werden. Der Betragsverlauf wird exakt 1 und der Phasenverlauf wird 0.

Man kann das Verhaltnis zwischen Pol und Nullstellen durch das Verhéaltnis der Zeitkon-

stanten ausdriicken. Mit

T,s+1
G(s) = 9.18
=7 (915)
und der Definition
o def Ty
= v 9.19
3 (919

entsteht wiederum das gleiche Bode-Diagramm wie in Bild 9.13 nur mit anderen Bezeich-
nungen. Man kann mit der Definition von a sowohl das PDT- als auch das PTD-Verhalten
abdecken.
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Fiir T,, > T, wird @ > 1 und man hat ein PDT-Verhalten. Entsprechend gilt fiir ein PTD-
Verhalten T, < T, und a < 1. Der Betrags- und Phasenverlauf liegen im Bode-Diagramm
— aufgrund der logarithmischen Darstellung — symmetrisch zur Frequenz

1 a 1
1,7, T, a7, (9:20)

Zeichnet man jetzt ein Bode-Diagramm fiir verschiedene Werte von a und hélt w,, kon-
stant, so kann man die Kompensation gut beobachten.

|G"kllog o i I ——T T
25
10 }
4

jab}
1

1

0.25
0.1

0-04- l
0.01 " "

o |||

nfn
ol|o|lr|N |o]
N | o ]

(Dm (Ulog

Bild 9.15: Bode-Diagramm fiir unterschiedliche a

Der Phasenverlauf hat das Maximum (PDT) oder Minimum (PTD) stets an der Stelle
wp,. Es betragt

Tv Tp
Pomax = arctan T—arctan T (9-21)
P v

= arctanw,, T, — arctan wy, T,. (9.22)

©Pomax Néhert sich fiir groe Absténde von T, und 7, dem Extremwert ig.
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9.2.2.2 Anwendung eines PDT-Reglers

Verwendet man einen PDT-Regler, so ist es moglich, eine Verzogerung der Strecke zu

kompensieren.

3 Ll
Ty s+ T,s+1

Bild 9.16: PDT-Regler und PT;-Strecke

Ist T, ~ T, so ergibt sich als Ubertragungsfunktion des offenen Kreises:

T,s+1 1 v
N Ll N (9.23)
Tis+1 Tys+1 Tjs+1

Gk(s) =V

Dies entspricht einer Polverschiebung, wie das folgende Bild zeigt:

A

jIm @
-1
Ty Re

‘\_/u

\ 4

Bild 9.17: Polverschiebung

Zusammenfassend lédsst sich anmerken, dass eine Kompensation moglich ist, aber die
Stellamplitude sowie die Storempfindlichkeit ansteigen. Aulerdem nimmt die Robustheit

ab.
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Beispiel: Regelstrecke zweiter Ordnung

w 1 Vs y
VJ: T T

A\

\4

\/

Bild 9.18: Beispiel PTy-Strecke (reelle Pole) mit PDT-Regler

T,s+1 Vg
T's+1 (Tvs+1)(Tys+1)

Gr(s) =Vr (9.24)

mit Vs - Vg = V. und gewéhltem T, = T5 erhélt man wie oben fiir den offenen Kreis

Vi
G = 9.25
) = s DI+ 1) (9:25)
und
Vi 1
Gyls) = 1 T I " (9.26)
V. 14+ Vi 1+ Vi
g ~—— ———
1 2D,
w? Wy
fiir den geschlossenen Kreis. Der Dampfungsfaktor fiir den geschlossenen Kreis ist
1 T+ T/ 1
_ .t (9.27)

T2 JOT, VItV

und die Kreisfrequenz

[T+ V4
Wy = T (9.28)

Fiir einen vorgegebenen Wert von D, folgt daraus die Kreisverstérkung

2
1 [ |1
==/t —L 2
= 1D T{,ﬂ/Tl (9.29)
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Fiir den meist angestrebten Fall D, = 1/ V2 ldsst sich das Ergebnis zu

1 (T, T
V=15 (?1 + i) (9.30)

vereinfachen. Diese Funktion ist in Bild 9.19 aufgetragen; sie durchlauft bei 73 = 77 ein
Minimum und nimmt nach beiden Seiten monoton zu.

Vi

T
Bild 9.19: Abhéngigkeit von Vj vom Verhéltnis Ti

(2

9.2.2.3 Bleibende Regelabweichungen

K(s) Gy(s)

Bild 9.20: Regelkreis mit Storungen

Die proportional wirkendenden Regler weisen bei proportional wirkenden Regelstrecken
stationdre Regelabweichungen auf. Dies gilt sowohl bei Fiithrungs- wie auch Stéranregung.

Eine Erkldarung kann anschaulich und auch mathematisch einfach gegeben werden.

Bei einem stabilen Regelkreis gilt:
Wenn K(s) und Go(s) stationdr P-Verhalten aufweisen, dann gilt fiir die Endwerte der
Sprungantworten

lim h(t) = lim K(s) = K(0) = Vg (9.31)

t—o00 s—0
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und
K .
V, = G,(0) 0):-Go(0) _ Vel _, (9.33)

T I+ K(0)-Go(0) 1+ VaVp

Der Endwert der Regelabweichung bei einem Eingangssprung, w(t) = o(t), berechnet

sich zu:
. Vi Vo 1
lim e(t) = 1 — = 9.34
Jim e(t) 1+ VaVo 1+ VeV (5:34)

Um eine Auslenkung auf y zu erzeugen, ist eine endliche Eingangsgrofie u erforderlich,
ebenso ist wiederum e nicht 0, weil die Stellgré8e durch den Regler erzeugt werden muss.
Somit bleibt ein Rest an Regelabweichung dauernd bestehen.

Analog gilt fiir Storanregung die entsprechende Storiibertragungsfunktion des geschlos-
senen Kreises:

_ Y(s) _ Go(s)
Ga(s) = Dr() |y 1+ K(5) Gols) (9.35)
und
_ Y(s) _ 1
Gaa(s) = Da(s) | p, =0 1+ K(s)Gols) (9.36)

Auch hier stellt man fest, dass beide Storiibertragungsfunktionen fiir t — oo bzw. s — 0
endliche Werte annehmen, also keine stationéire Genauigkeit moglich ist. Andere Verhélt-
nisse entstehen, wenn die Strecke einen einfachen Integrator enthélt. Dann lésst sich G
aufteilen in

Gols) = é LGy(s). (9.37)

Der Regler sei weiterhin proportional wirkend mit der Verstdarkung V. Die proportionale
Restiibertragungsfunktion G(s) hat dann wieder einen stationdren Endwert.

tlggo h,(t) = £1_1>% Gp(s) = Vp. (9.38)
Jetzt haben die beiden Storiibertragungsfunktionen unterschiedliches stationédres Verhal-
ten:

L
s

Vp 1

lim —— = — 9.39
Sl—r>% S+ VR Vp VR ( )
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1
lim Ggp(s) = lim
s s 1
o T Ve SV
s
I i (9.40)
= lim ——— = .
s—0 s + VR Vp
Fiir Fithrungsanregung gilt:
1
Ve~V
lim Gy(s) = lim 5
s s 1
—0 H01+VR'_'VP
s
_ Vi Vp (9.41)

m ——— =
5205+ Vr Vp

Dieser Regelkreis ist somit fiir Sollwertanregungen stationér genau. Stérungen, die vor
dem Integrator im Regelkreis angreifen, erzeugen endliche stationére Fehler. Storungen,
die hinter dem Integrator angreifen, werden stationér zu null ausgeregelt.

9.2.3 I-Regler

Die im Fiihrungsverhalten bei proportionalen Strecken untersuchten Regelungen sind vor
allem wegen der stationdren Regelabweichung unbefriedigend. Dieser Mangel lasst sich
durch die Verwendung eines integrierenden Reglers beheben, wobei der Integralregler den
einfachsten Typ darstellt.

Bild 9.21 zeigt das Blockschaltbild eines Integralreglers. Er wird durch die Differenzial-
gleichung

Tii=e=w—y (9.42)

oder die Integralgleichung

j e(r) dr (9.43)

beschrieben.
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W e u
—?—' ST

y

Bild 9.21: I-Regler

Die Ubertragungsfunktion eines I-Reglers ist

K(s) = — = 2. (9.44)

Baut man einen [-Regler mit einer Operationsverstéirkerschaltung auf, ergibt sich folgen-
des Schaltbild:

|
<>
i R
_y
U
1 UZT R‘l Ua

Bild 9.22: Operationsverstarkerschaltung eines I-Reglers

Die Zeitkonstante errechnet sich hierbei zu:

Beispiel: Regelkreis zweiter Ordnung mit I-Regler

_UQFMJ_V -

Bild 9.23: Regelkreis 2.0rdnung
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T;
Ty = v (9.47)
1
Gols) = Tiws(Tys+1)+1
1
_ (9.48)

TpTys* +Tys+1

Die Ubertragungsfunktion G4(0) =1 des geschlossenen Kreises ist stationdr genau.

Gy(s) T;s
K(S) Eles —FZTZ]CS—Fl
1;
- V. ko (9.49)

TiwTis?> +Tips+1

Die Storiibertragungsfunktion Gyq(0) = 0 ist ebenfalls stationér genau. Vergleicht man
jetzt die Koeffizienten mit der allgemeinen Ubertragungsfunktion (vgl. Gl. (5.28)) eines
PTs-Gliedes

1
Gy(s) = N T (9.50)
(=Y 2,2 01
Wy 9
so erhalt man
! (9.51)
W, = )
Y VTw T
und
1 T
D, =—,/=. .52
g 2 Tl (95 )

Wiéhlt man eine Dampfung D, so kann man hiermit die Zeitkonstante

Ty, =4D; - T (9.53)
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und daraus die Kreisfrequenz

(9.54)

bestimmen. w, ist die Eigenfrequenz des ungeddmpften geschlossenen Kreises und kann

als Maf fiir die Geschwindigkeit der Regelung angesehen werden. Fiir D, = \/Li erhélt

man

Typ = —=2T, (9.55)

Wy = (9.56)

Aus den Sprungantworten in den folgenden Bildern sieht man, dass der Regelkreis sta-
tiondr genau, aber sehr langsam ist.

h(t)

0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0 12.0 t

CoooOoRRERREN
ONPROWONDMO®O
I
I

Bild 9.24: Sprungantwort einer PT-Strecke



156 9 Reglerentwurf

1.2

™~

Regelgrolie

0.8 ]
h(® 56 |
0.4 . B
Stellgrol3e
0.2 ]
0 0 | | | |
0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0 120 t
Bild 9.25: Sprungantwort des geschlossenen Kreises bei Fithrungs-
groffenanregung mit D, = 0.707
1.5
1.0 [~ ]
___— RegelgroRRe
0.5 ]
h(t) 0.0
-0.5 _ StellgroRRe —
-1.0 [~
_1 5 | | | | | |

0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0 120 t

Bild 9.26: Sprungantwort des geschlossenen Kreises bei Storanregung

Die Ortskurven fiir den offenen Kreis mit der Ubertragungsfunktion Gy, (jw), des geschlos-
senen Kreises G,(jw) und der Storiibertragungsfunktion Gyq(s) sind in den folgenden
Bildern dargestellt.
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Re

Bild 9.27: Ortskurve von Gi(jw)

| S ——— ®

D=0.707
15 -1 0 1 15 2 Re{Gg}

Bild 9.28: Ortskurve von G,(jw)

Bild 9.29: Ortskurve von G gq(j w)

9.2.4 PI-Regler

Der PI-Regler kombiniert die guten Eigenschaften des P-Reglers im Stabilitétsbereich,
also im Bereich der Ortskurve in der Néhe des Punktes —1, mit einem integrierenden
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Verhalten im Nutzfrequenzbereich. Er wird in der Prozesstechnik als Universalregler ein-

gesetzt.

Fiir einen PI-Regler gilt:
T;iu=Vg (T;é+e). (9.57)

Somit ergibt sich die Stellgréfie zu

() = Vi - | e(t) + = / e(r)dr| . (9.58)

Vr

Bild 9.30: PI-Regler

Dabei ist zu beachten, dass man zwei freie Reglerparameter zur Verfiigung hat.

Fiir die Umsetzung in einen Regelalgorithmus ist es vorteilhaft, wenn man von der in
Bild 9.31 dargestellten Parallelstruktur ausgeht.

“ 1 ”»
@ u

Bild 9.31: PI-Regler in Parallelstruktur

Y
:!;
c
N
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Es gilt:
w = Vg-e (9.59)
Ty = T;Vi-¢
Titg = Vg-e (9.60)
Die Ubertragungsfunktion der Parallelstruktur des PI-Reglers lautet:
U(s) 1
K(s\)= —-"2=V,1|1 9.62
=5y =V (1% 775) 0
Man kann auch die in Bild 9.32 dargestellte Reihenstruktur aus einem idealen PD-

Element und einem Integrator verwenden.

B O I o 5

Bild 9.32: PI-Regler in Reihenstruktur

Y

Bild 9.33 zeigt die Sprungantwort des PI-Reglers.

ht) |
2VR

Bild 9.33: Sprungantwort eines PI-Reglers
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Die Ubertragungsfunktion der Reihenstruktur des PI-Reglers berechnet sich zu

K(s) = Vi - TL (Tis+1) (9.63)

i S

und im Pol-/Nullstellendiagramm erhélt man folgendes Bild:

@

=0
X

Bild 9.34: Pol-/Nullstellendiagramm PI-Regler

Man kann den PI-Regler auch als Grenzfall eines PTD-Gliedes betrachten. Fiir ein PTD-
Glied gilt

T;s+1
G(s)=V- 9.64
(5) =V - o (9:64)

und mit dem Grenziibergang ¢ — 0 erhdlt man ein PI-Glied. Im Pol-/Nullstellendia-
gramm bewirkt der Grenziibergang die Verschiebung des Pols in den Ursprung.

Jw@

!
HAleo )(1

—|—=

Bild 9.35: Pol-/Nullstellendiagramm eines PTD-Gliedes

Ein PI-Regler stellt sich im Bode-Diagramm nach Bild 9.36 und entsprechend in der
Ortskurvendarstellung nach Bild 9.37 dar.
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|K||og L

\Y

€

Bild 9.36: Bode-Diagramm eines PTD- und eines PI-Reglers

jIm{K} ®

ol

Re{K}

Bild 9.37: Ortskurve: Ubergang PTD — PI-Regler

Die Realisierung mit einer Operationsverstérkerschaltung erfolgt hiufig nach dem Ansatz
einer Parallelstruktur der folgenden Art:
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R
R
—L__1—¢ -
o—e - R
el c Z ‘ ' L 5
Yy i U
R R l @

_:I_j> - -

Bild 9.38: Operationsverstarkerschaltung fiir PI-Regler

Ublich ist auch die folgende Form mit nur einem Operationsverstirker:

C Ry
—IH——
R1
U1i —O
;—._Z] U
U4 R, | I

Bild 9.39: Operationsverstéirkerschaltung fiir PI-Regler

Die Zeitkonstante und die Verstdarkung berechnen sich hierbei zu:

T, = R,C (9.65)
— R4
Ve = o (9.66)

Beispiel: PI-Regler und Strecke zweiter Ordnung

Die Ubertragungsfunktion der Strecke lautet

Vs

Gsls) = M D Ms 1)

(9.67)
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Der Regler ist durch die Ubertragungsfunktion

T;s+1
K(s)=Vg- 9.68
(5) = Vi =1~ (9.68)
%egeben. Mit der Wahl T; = T} erhilt man mit der Zeitkonstante T}, = ﬁ = ﬁ die
Ubertragungsfunktion
1
G == 9.69
Bei einem gewéhlten D, erhélt man die Zeitkonstante
Ty, =4D2T, (9.70)
und die Eigenkreisfrequenz
1 1

TuTy 2D, Ty

9.2.5 Symmetrisches Optimum

In der Antriebstechnik findet man bei der Auslegung des Drehzahlregelkreises eine Re-
gelstrecke vor, die aus einem verzogerten Integrator besteht, vgl. Bild 9.40.

d

= l 2
—> T2—>o—> T1—>

Bild 9.40: Drehzahlregelstrecke

Vor dem Integrator greift als Hauptstorgroie das Lastdrehmoment an. Fiir die stationér
genaue Ausregelung dieser Storgrofie ist es erforderlich, einen integrierenden Regler zu
verwenden. Mit der Wahl eines PI-Reglers ergibt sich die Struktur des Regelkreises zu:

d
VR

e e s A e

Bild 9.41: Drehzahlregelkreis

—>

—
\4
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Die Kreisiibertragungsfunktion setzt sich aus den Teiliibertragungsfunktionen eines PI-
Reglers und der IT;-Strecke zusammen.

T;s+1 1
T;s Ty s(Tys + 1)
—_ Y——
PI-Regler IT;-Strecke
Vi Tis+1
E Tl 82 T2 S + 1
—— ——
Iy PDT oder PTD

Gk(s) = VR'

(9.72)

Das einfache Tauschen des Pols mit dem Vorhalt des PI-Reglers ist nicht moglich. Es
entstiinde ein Dauerschwinger, dessen Schwingfrequenz mit Vg eingestellt werden kénnte.

Vr 1
— R G(s) = e
T1T282 g(S) T‘l/—?bg +1

G(s) (9.73)

Im Pol-/Nullstellendiagramm (Bild 9.42) und in der Ortskurve (Bild 9.43) stellt sich
dieser Sachverhalt wie folgt dar.

"1®

X

¥
S X
Q

—|—=

Bild 9.42: Pol-/Nullstellenverteilung fiir 7; < T5

JIm{Gy} !
| O
I | |
\
\

O___\___\___\__ R
20 -15-10 -05 O 0.5 Re{Gy}

Bild 9.43: Ortskurve fiur T; < T
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Fiir eine Wahl Ty > T; entsteht ein instabiler geschlossener Kreis. Also muss T; > T,
gewihlt werden (PDT-Verhalten). Mit dieser Wahl erhélt man folgende Pol-/Nullstellen-
verteilung

"1®

X—o X
_1_1 Y
T, T,

Bild 9.44: Pol-/Nullstellenverteilung fir 7; > T

und die dazugehérige Ortskurve.

JIm{Gy}
0

1@

-1.0¢
-2.0 -15-1.0 -0.5

0.5 Re{Gy}

Bild 9.45: Ortskurve fir 7; > T

Das PDT-Element schafft einen Phasenabstand ¥, gegeniiber der Grundphase des dop-
pelten Integrators in G. Das Maximum dieser Phasenanhebung liegt bei einer Frequenz

von

o = ;15, (9.74)
dies entspricht dem geometrischen Mittel von % und T%
Man definiert einen Faktor a durch

T, = a* To, (9.75)
sodass gilt

1 a
Wiy = o = T (9.76)
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Der Phasenverlauf von Gg(jw) hat nur ein globales Maximum an der Stelle w,, fiir T; >
T,. Wegen des symmetrischen Phasenverlaufs spricht man bei dem hier beschriebenen
Verfahren zur Reglerauslegung auch vom , Symmetrischen Optimum®. Die Hohe dieses
Maximums héngt vom Abstand der Zeitkonstanten, also von a ab. Es betrigt

(2 arctan A / arctan A /
0 max T2 TZ

= t —arctan — < —. 9.77
arctana — arctan — < g (9.77)

Daher ist es sinnvoll, die Verstirkung Vg so zu wéhlen, dass w,, zur Durchtrittsfrequenz
wg wird, mit |Gr(jwg)| = 1.

Gilog
100 [
10 [

1
0.1r1
0.01r1

0.001

Bild 9.46: Bode-Diagramm , Symmetrisches Optimum®

Setzt man @ als Dimensionierungsparameter anstelle von 7} in die Ubertragungsfunktion
des offenen Kreises ein, so erhélt man

Vi a’Tys+1
a2T2T132 T28—|—1 '

Gr(s) = (9.78)
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T;
Mit der Wahl eines Phasenabstandes ¥, wird das Verhéltnis der Zeitkonstanten T = q?
2
[ 1 1
festgelegt und damit die Lage des Maximums der Phasenanhebung w,, = T = al
il2 )
Bei w,, muss der Betrag durch Wahl von Vi auf 1 gebracht werden, damit w,, = wy.

. . Vr (CL2 T wm)2 +1
L=Gwdl = |Gkwn)l = H7pps \/ (Tywm)” + 1
m 2%m
- a?Ty T, !
2 1a2T22
VR'T2

_ . 9.79
Ty ¢ | |

Der Regler muss mit

1 T
Ve=—+=— 9.80
R a T2 ( )

als zweitem Parameter dimensioniert werden.

Setzt man diese berechneten Werte Vi und T; in Gy(s) ein, so ergibt sich eine Ubertra-
gungsfunktion, die nur noch von der Wahl von a (je nach Phasenabstand ¥,) und der
Zeitkonstanten T, abhéngt. 75 bestimmt den gesamten zeitlichen Bezug.

G() 1T1 CL2T28+]. 1
S pr— —_— .
g aTy, a’Tys Tis(Tas+1)
Vr T;
CL2TQS+]_

= a(aTys) (Tys 1) (0.81)

Mit Einfiihrung einer umnormierten Frequenzvariablen s’ = aT; s ergibt sich eine kom-
paktere Schreibweise:

as +1
Gils) = 507 (9.82)
Der geschlossene Kreis hat dann die Ubertragungsfunktion
/
1
Gy(s') = i (9.83)

s +as?+as +1
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Das Nennerpolynom besitzt unabhingig von a immer eine Nullstelle bei ' = —1.
Ny(s)=s"+as’+as +1=(s+1) <3'2 +(a—1)s + 1) (9.84)

Das Restpolynom zweiter Ordnung kann wieder mit der Normalform verglichen werden.

SP+a—1s+1 = (alys)?+(a—1)aTes+1

2
-1
= &i)+a s+ 1 (9.85)
Win Win

. e . 1 .

Der geschlossene Kreis enthélt einen reellen Pol bei s; = ——— und ein Polpaar, dessen
)
Dampfung D, mit dem Parameter a geméf
a—1

D, = 5 (9.86)

eingestellt werden kann.

Fiir a < 1 wird das geschlossene System instabil. Dies entspricht dem Ubergang vom
PDT-Verhalten (7; > T5) auf ein PTD-Verhalten (7; < T).

Die Dimensionierung des Regelkreises kann nach dieser Analyse durch Vorgabe einer
Démpfung des geschlossenen Kreises erfolgen. Der Entwurfsparameter bestimmt sich zu

a=2D,+1 (9.87)

und legt den Abstand des Vorhalts und die einzustellende Reglerverstérkung fest.

T, = a*Ty (9.88)
1T

VR = —— 9.89

R a T2 ( )

Die Sprungantwort des geschlossenen Kreises zeigt allerdings wegen des Zahlerterms im-
mer ein Uberschwingen. Die Regelfléiche ist stets null bei Auslegung nach dem symme-
trischen Optimum.
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i Dg=0.5
L ___—Dg=20
107/~ = =
h(t) i
0 05 1 15 2 25 3 35
Bild 9.47: Sprungantwort von G|
Die Storiibertragungsfunktion berechnet sich zu
1
Guls) = - Gyls)
K(s) -
(S) Tg S + ]_
 (Tys+1)a*T3s a*Tys+1
T (a®Tys+1) (aTys)3+a3Tgs2+a2Tys+ 1
T: 1 T2
- 25 € 20 (9.90)

T (aThs+1) (@h)?s>+(a—1)aTys+1

Die Nullstelle bei s = 0 in G4(s) sorgt fiir stationér genaues Ausregeln von Storungen.

9.2.6 PID-Regler

Der PI-Regler besitzt stationdre Genauigkeit auch bei Proportionalstrecken; der PD-

Regler hat eine sehr gute Bandbreite. Die Eigenschaften beider Regler lassen sich in

einem PID-Regler kombinieren.

Ein PID-Regler kann als Reihenschaltung eines PI- und PDT-Elements aufgefasst werden.

St

y

Bild 9.48: PID-Regler
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\ 4

Bild 9.49: Zerlegung eines PID-Reglers in PI und PDT

Lf.i”lﬁ

y

Die Ubertragungsfunktion eines PID-Reglers in Serienform ergibt sich als:

Tis+1 T,s+1

K(s) = Va - .
()= Ve = s

mit T, > T,

Die Funktion lasst sich auch in Parallelform realisieren:

\ 4

oyt

\4

Y u
T, A

T, Ty,

\4

Bild 9.50: PID-Regler in Parallelform

1 T28
K = 1
(s) V< +T13+T;s+1)
T(T+T)s*+ (T +T)s+1

=V
Tys(T)s+1)

(9.91)

(9.92)

Zur Angleichung der Parameter an die Serienstruktur miissen folgende Zuordnungen
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erfiillt sein:
n = T,+T,—-T (9.93)
. (TE f;)TiTi ;éTé) 091
V:\@O+n;ﬂ) (9.95)

Die Parallelform besitzt einen grofleren Parametereinstellbereich als die Serienform, da
die Nullstellen des Zéahlers bei geeigneter Wahl von T} und T, auch komplex werden

konnen.

501,02 =

T+ T (T, =T — 4T Ty
2T(Ty + T7) AT2(Ty + T)?

Sie werden komplex fiir

(T, - T)* <4 Ty

1 _1
TV, TV

=

Bild 9.51: PID mit reellen Nullstellen

jo
So1 @

(e]
X X
1 s | ©
TV 302

Bild 9.52: PID mit komplexen Nullstellen

(9.96)

(9.97)
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Daher kann in der Parallelstruktur auch eine Bandsperre realisiert werden.

Bei Vernachlassigung des parasitéren Pols 77 entsteht der physikalisch nicht realisierbare
ideale PID-Regler durch den Grenziibergang von 7, — 0.

Die Sprungantwort des PID-Reglers ist in Bild 9.53 dargestellt.

| u(t)

Vo= - real

Tv) _Li
Vol l+ —
R( T ideal

Bild 9.53: Sprungantwort des PID-Reglers

Beim idealen PID-Regler entsteht durch die ideale Differenziation zunéchst ein Impuls
der Fliache T, anschlieBend gleicht die Sprungantwort der eines PI-Reglers. Die Steigung
betragt

R T, —T!
= -t (1 + ) . (9.98)

T;
Die Verzogerung bewirkt, dass der Impuls geméafl Bild 9.53 ,,verschliffen wird.

Das Bild 9.54 zeigt das Bode-Diagramm eines PID-Reglers mit reellen Nullstellen. Bild
9.55 zeigt entsprechend das Bode-Diagramm fiir einen PID-Regler mit komplexen Null-
stellen.

Man sieht, dass sich der PID-Regler mit reellen Nullstellen fiir kleine Frequenzen wie ein
PI-Regler, zu hohen Frequenzen hin wie ein PD(T)-Regler verhdlt (vgl. Bild 9.36 und
Bild 9.13).
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|K||og

real |

N

wlog

Bild 9.54: Bode-Diagramm PID — reelle Nullstelle

|K||Og [ T T T T

real

Bild 9.55: Bode-Diagramm PID — komplexe Nullstelle

Die Operationsverstirkerschaltung eines PID-Reglers ist in Bild 9.56 dargestellt.
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—— 1
|:‘)5

O
U2T y Tu3

Bild 9.56: Operationsverstérkerschaltung PID

Fiir die Auslegung mit Rs; < Ry < R3 und C5 < C5 berechnen sich die Zeitkonstanten
und die Verstirkung angendhert zu:

R;
Ve ~ —; T; ~ R3 C
R R17 3“3
Tv ~ R4 05; Té ~ R5 05

Bild 9.57 zeigt die Ortskurve eines PID-Reglers.

. realer PID-Regler
jim{i | 0

idealer PID-Regler

Bild 9.57: Ortskurve eines PID-Reglers (ideal und real)

9.2.6.1 Reglerparameter nach DIN

Bei Industrie-PID-Reglern werden i.d.R. die Reglerparameter nach DIN 19 225 angege-
ben. Hier wird jedoch nur der ideale PID-Regler, d. h. der PID-Regler ohne Verzogerung,
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betrachtet. Die Ubertragungsfunktion mit diesen Parametern lautet:

K(s) = (Kp—i-%—i—KDS) (9.99)

Darin sind:

Kp Proportionalbeiwert
K; Integrierbeiwert
Kp Differenzierbeiwert

Mit der Nachstellzeit Ty = % und der Vorhaltezeit Ty, = % kann die Ubertragungs-

funktion auch wie folgt angegeben werden:

K =Kp|1l
)= (14 1

+ Ty s) (9.100)

9.3 Reglerdimensionierung nach empirischen Einstellregeln

Die giinstige Einstellung von Reglern héngt vom jeweiligen Anwendungsfall ab, daher
lassen sich keine universellen, optimalen Einstellregeln angeben. Allerdings geniigt es
in vielen Féllen, wenn man sich auf Erfahrungswerte bezieht, die in dhnlichen Féllen
schon gute Ergebnisse erbracht und deshalb in so genannten Einstellregeln Niederschlag
gefunden haben. In der Regel experimentiert man hierbei mit der Strecke oder ermittelt
die Sprungantwort des Systems.

Viele industrielle Prozesse weisen Ubertragungsfunktionen mit stabilem, weitgehend ape-
riodischem Verhalten auf, d.h. sie kénnen gut durch PT,-Glieder beschrieben werden.
Héufig konnen diese Prozesse durch ein vereinfachtes mathematisches Modell, mit ei-
ner Verzogerung erster Ordnung und einem Laufzeitglied, hinreichend gut approximiert
werden.

i —TLS
~ . 101
G(s) 775 e (9.101)

Fiir Regelstrecken der hier beschriebenen Art wurden zahlreiche Einstellregeln fiir Stan-
dardregler angegeben. Die Regler besitzen hierbei die allgemeine Ubertragungsfunktion
der Form

1
K(s)=Kp- (1 +——+Ty 5> : (9.102)
Tp S

womit ein idealer P(ID)-Regler beschrieben werden kann (entsprechend DIN). Ziegler
und Nichols publizierten 1942 Einstellregeln, die auf den folgenden Methoden basieren.
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9.3.1 Methode der Stabilitidtsgrenze

Die Einstellung des Reglers basiert auf einem Experiment am Regelkreis.

Zunéchst wird der vorhandene Regler als P-Regler betrieben, d. h. Ty — oo und Ty, — 0.
Dann wird die Reglerverstiarkung solange vergroflert, bis sich der Regelkreis in Dauer-
schwingung — bei Anregung mit einem Sprung — befindet. Der dabei eingestellte Ver-
starkungsfaktor Kj,.; wird als kritische Reglerverstarkung abgelesen und auflerdem die
Periodendauer T},;; der Dauerschwingung ermittelt.

Die Einstellwerte fiir einen P-, PI- und PID-Regler ergeben sich wie folgt.

P-Regler: Kp=05- Ky
PI—Regler: Kp =045 - Kkrit7 TN =0.85- Tkm’t

PID—Regler: Kp =0.6- Kkrita TN =0.5- Tkrib TV =0.12- Tkzrit

Diese Methode ist sehr einfach, hat allerdings den Nachteil, dass das System an der
Stabilitatsgrenze betrieben werden muss und die Parameter Kj,; und Tj,.; an dieser
bestimmt werden miissen.

9.3.2 Methode der Ubergangsfunktion

Héufig wird es bei einer industriellen Anlage nicht moglich sein, den Regelkreis zur Er-
mittlung von Kp,.;; und Tj,.; im grenzstabilen Zustand zu betreiben. Im Allgemeinen
bereitet jedoch die Messung der Ubergangsfunktion der Regelstrecke keine allzu grofien
Schwierigkeiten. Daher scheint in vielen Féllen die zweite Form der Ziegler-Nichols-
Einstellregeln, die direkt von der Steigung der Wendetangente K,/7T, und der Verzugs-
zeit T,, der Ubergangsfunktion ausgeht, als zweckmiBiger. Dabei ist zu beachten, dass die
Messung der Sprungantwort nur bis zum Wendepunkt W erforderlich ist, da die Steigung
der Wendetangente bereits das Verhéltnis K /T, beschreibt.

Nach Messung einer reprisentativen Ubergangsfunktion approximiert man die Sprung-
antwort durch die Wendetangente und ermittelt 7,,, T, und K, (vgl. Bild 9.58).
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h(t)
Ks

Bild 9.58: Ubergangsfunktion, Einstellregeln nach Ziegler /Nichols

Die optimalen Reglerparameter ermitteln sich aus den folgenden Bestimmungsgleichun-

gen:
1 T
P-Regler: Kp=— .22
egler P KT,
09 T,
PI-Regler: Kp=—".22 Ty=333-T,
egler P K. Tu’ N
1.2 T,
PID-Regler: Kp = i ?g, Tn=2-T, Ty=05-T,

Der Vorteil dieser Methode liegt darin, dass sehr wenig Information {iber das System not-
wendig ist, allerdings werden Fiithrungs- und Storgrofien hierbei gleichbehandelt. Dieses
Verfahren fithrt auBerdem zu einem Uberschwingen von 40-50%.

9.3.3 Einstellregeln nach Chien, Hrones und Reswick

Die 1952 auf der Grundlage von Analogrechneruntersuchungen angegebene Vorgehenswei-
se zur giinstigen Einstellung von Reglern ist als Weiterentwicklung der zweiten Methode
von Ziegler und Nichols zu betrachten. Der Anwendungsvorteil dieser Einstellregeln be-
steht darin, dass die Reglerparameter einerseits getrennt fiir giinstiges Fiithrungs- und
Storverhalten und andererseits nochmals unterteilt fiir einen aperiodischen oder periodi-
schen Regelvorgang mit ca. 20% Uberschwingweite festgelegt sind. Die Einstellwerte sind
der folgenden Aufstellung zu entnehmen.

e Aperiodischer Regelvorgang mit kiirzester Dauer

— bei Fithrungsverhalten:
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P-Regler: Kp = 0?? %
PI-Regler: Kp = O}?j . %, T =121,
PID-Regler: Kp = % . E, In =1, Ty =05-T,
— bei Storungsverhalten:
P-Regler: Kp = (;(i) . E
0.6

PI-Regler: Kp =

PID-Regler: Kp=—— -2 Ty=24-T,, Ty=042-T,

e Periodischer Regelvorgang mit 20% Uberschwingweite

— bei Fithrungsverhalten:

0.7 T,
P-Regler: Kp = jTZ
6 T,
PI-Regler: Kp = ? ﬁ, Ty =1,
0.95 T,
PID-Regler: Kp = —, ITn=135-T,, Ty =047-T,
K, T,
— bei Storungsverhalten:
0.7 T,
P-Regler: Kp = .
Regler p= KT,
0.7 T,
PI-Regler: Kp=—- -2  Ty=23-T,
Regler P KT, N 3
1.2 T,
PID-Regler: Kp = v Tg’ Tv=2-T, Ty,=042-T,

9.4 Reglerauslegung mit der Ersatzzeitkonstanten

9.4.1 Ersatzzeitkonstante

Bei verfahrenstechnischen Strecken ist eine hinreichend genaue Modellbildung der Strecke
fiir eine gut angepasste Reglerauslegung haufig nicht méglich. Dies ist der Fall, weil sich
das System nicht durch konzentrierte Elemente in den Energiespeichern genau genug
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beschreiben lidsst und da Storungen auf den Messwerten die Verwendung von Vorhal-
ten erschweren. In diesen Féllen hat sich die Charakterisierung der Strecke durch eine
Zeitkonstante, die Ersatzzeitkonstante oder Summenzeitkonstante, bewéahrt.

Die Angabe einer Ersatzzeitkonstanten ist besonders fiir aperiodische und gut gedampfte
proportionale Strecken sinnvoll.

Die Ersatzzeitkonstante gewinnt man aus der Zeitkonstanten eines PT;-Gliedes, welches
den realen Verlauf der Sprungantwort am besten annéhert (vgl. Bild 9.59). Dies ist erfiillt,
wenn die Ersatzfunktion den gleichen stationdren Endwert kg aufweist und die gleiche
Regelflache besitzt.

h(t)
kgl - -

Originalstrécke

Ersatzstrecke

t[s]

Bild 9.59: Ersatzfunktion

Ist die Strecke analytisch gegeben, kann so die Anpassung iiber eine Berechnung der
Regelflache erfolgen. Mit

_bm5m+...+b15+b0

G(s 9.103
() s"+...+ a8+ ag ( )
als Strecke, ergeben sich die Parameter der Ersatziibertragungsfunktion
Gu(s) = (9.104)
(s) = :
T.s+1
zu
bo
kE, = — 9.105
= (9.105)
b
T, = 8 (9.106)

Qo bo
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Auch Laufzeitglieder lassen sich mit einer solchen Ersatzfunktion darstellen.

G(s) = k:s-e_TLS

n # TLS (TL8)2

L TR T
~ ! (9.107)
~ s 1+TLS .

Bricht man die Reihenentwicklung nach dem Glied erster Ordnung ab, so entsteht wie-
derum ein PT;-Glied. Die Ersatzzeitkonstante einer gebrochen rationalen Ubertragungs-
funktion mit Laufzeit

ks bm8m+...+b18+b0

G(s) = 9.108
() elLs s+ ... +a;s+ag ( )
berechnet sich also zu:
Gy R (9.100)
e — 4L ao b() .
Beispiel:
Die Ubertragungsfunktion
ks T H(-T: 1
G(s) = ' (Ths+1)(=Tys +1)
eTL S s 2 2
(T35 +1) (—) +—s5+1
wWo wWo
by
bo
———
]{IS —T1T282+<T1—T2) s+1
~ Jis T 1 2DT 2D (9.110)
L
¢ —§s3+(—2+ 3) 52+(T3+—)s+1
a1
aop
hat die Ersatziibertragungsfunktion
ks
Ge(s) = (9.111)
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mit der Ersatzzeitkonstanten

2D
To=1,+ T3+ — =T, + Ts. (9.112)
Wo

Die Ersatziibertragungsfunktion erster Ordnung stellt fiir niedrige Frequenzen (bis zu
w = 1/T,) eine gute Niherung des Phasengangs der Originalfunktion dar.

Der ungiinstigste Fall tritt auf, wenn die durch die Ersatzzeitkonstante zusammenge-
fassten Pole alle dieselbe Zeitkonstanten aufweisen, d. h. iibereinander liegen. Geht im
Grenzfall die Ordnung n der Originalfunktion gegen oo, so geht die Originalfunktion in
ein Laufzeitglied iiber. Dieses weist an der Stelle w = 1/7, die groBte Phasenabweichung
aller denkbaren Originalfunktionen gegeniiber der Ersatzfunktion auf. Daher sollte bei der
Reglerauslegung beriicksichtigt werden, dass die Durchtrittsfrequenz des offenen Kreises
nach erfolgter Reglerauslegung unterhalb von 1/T, liegt.

9.4.2 Reglerauslegung

Der einfachste Regler, der sich ohne weitere Uberlegungen mit der Ersatzzeitkonstan-
ten auslegen lésst, ist der Integralregler. Entsprechend dem friither aufgefiithrten Beispiel
ergibt sich mit der Kreisiibertragungsfunktion

1

) = Tms 1)

(9.113)

die Integrierzeit zu T; = 4 Dg - T,. Die Durchtrittsfrequenz liegt in Abhéngigkeit von D,
bei:

1
wa Tin/(Tywq)? + 1
1 = 4wy DT/ (Towa)?+ 1 (9.115)

1 = 16w; D, T [(T.wa)? + 1] (9.116)
(Wd Te)4 + (Te Wd)2 - L =0 (9'117)

16 D!

1 1.1
T, = | —s+4/-
i 2 "\ 17 16D

1 1

= . 1+ — —1 (9.118)

V2 4D}
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Die Durchtrittsfrequenz liegt unterhalb von 1/7T, fiir D, > (1/32)"/* = 0.4204.

Mit der Ersatzzeitkonstanten hat man ein recht niitzliches Werkzeug zur Hand, um Regler
auszulegen. Die Ersatzzeitkonstante lédsst sich sowohl bei analytisch gegebenen Strecken
verwenden, als auch bei Strecken, von denen beispielsweise nur die Sprungantwort ge-
messen wurde.

Sicherheitshalber sollte zum Schluss immer noch die Lage der Durchtrittsfrequenz gepriift
werden, um die Giiltigkeit der Ndherung sicherzustellen.

In der Verfahrenstechnik kann die Ersatzzeitkonstante auch verwendet werden, um einfa-
che Einstellregeln fiir analytisch nicht bekannte Strecken festzulegen. Man bestimmt aus
der gemessenen Sprungantwort der Strecke die Ersatziibertragungsfunktion mit den Pa-
rametern ks und 7,. Dann kann eine relativ sichere Reglereinstellung dadurch gewonnen
werden, dass die Zusammensetzung der Ersatzzeitkonstanten durch die ungiinstige Lage
der beitragenden Einzelpole angenommen wird, also als reeller Mehrfachpol der Ordnung
[ mit der Zeitkonstanten 7, /1.

9.4.2.1 Auslegung von Standardreglern auf der Basis der Ersatzzeitkonstanten

Ist von einer proportionalen Strecke z. B. aufgrund empirischer Daten nur die Strecken-
verstirkung und die Ersatzzeitkonstante bekannt, so konnen doch ndherungsweise Ausle-
gungen fiir alle Standardregler angegeben werden, die von den ungiinstigsten Annahmen
fiir die Lage von Polen der tatsdchlichen Strecke ausgehen.

Fiir einen PI-Regler nimmt man beispielsweise an, dass zwei Pole mit jeweils der halben
Ersatzzeitkonstanten vorliegen. Dann kann einer davon durch den Reglervorhalt kompen-
siert werden. Die verbleibende Kreisiibertragungsfunktion eines IT;-Gliedes kann dann
z.B. fur D, = 0.7 dimensioniert werden (Vg = 1/Kj).

Fiir die Auslegung eines P-Reglers wird dieselbe Annahme einer PTy-Strecke mit einem
Doppelpol bei —2/T, getroffen. Auch hier ergibt sich eine Verstarkung von Vi = 1/Kj.

Fiir die Auslegung eines PD- oder PID-Reglers geht man von der Annahme aus, dass eine
PT3-Strecke mit einem Dreifachpol bei —3/T, vorliegt. Durch entsprechende Kompen-
sation von Polen kann man wieder eine berechenbare Dimensionierung der Verstéirkung

finden (ndhere Ausfithrungen hierzu findet man in der ATP 5/95, S. 10 ff.).

9.5 Behandlung von Zihlertermen bei der Reglerauslegung

Die Nullstellen der Ubertragungsfunktion des offenen Kreises sind fiir die Stabilitét des of-
fenen Kreises unabhiingig vom Vorzeichen des Realteils ohne Belang. Sobald der Kreis ge-
schlossen wird, sind sie aber relevant. Nullstellen sind in manchen Ubertragungsstrecken
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vorhanden. Man kann sie durch Summen- bzw. Differenzbildung von Streckenteilen ohne
Nullstellen erzeugen.

G,

Y

Bild 9.60: Erzeugung von Nullstellen

Ist beispielsweise G; = und G5 = 1, so ergibt sich die Gesamtiibertragungsfunk-

T1$—|—1
tion zu
(Tys+1)+V
G=G1+Gy =
1+ 2 T18+1
T
1—|—VS+1
= (14+V). ———— 9.119
(+ ) Tys+1 ( )

Es entsteht eine Z&hlernullstelle mit negativem Realteil (Vorhalt). Bei einer Differenzbil-
dung (G = —1) kommt es zu einem “Allpass” fir V' > 1:

—(Tis+1)+V
T18+]_

G=G+Gy =

T
L 541

I s B

9.120
T1 s+1 ( )

Selbst wenn die Stecke keine Nullstellen aufweist, werden durch den Regler gern absicht-
lich Vorhalte in den Kreis eingebracht, um die Phase anzuheben (z.B. Symmetrisches
Optimum). Dadurch l&sst sich die Durchtrittsfrequenz zu hoheren Frequenzen verschie-
ben und die Nutzbandbreite des Reglers erweitern bzw. der Kreis iiberhaupt erst stabili-
sieren. Die Vorhalte werden entweder verwendet, um direkt stabile Pole zu kompensieren
oder so gelegt, dass passend zur Durchtrittsfrequenz ein ausreichender Phasenabstand
gewihrleistet ist.
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\

— Gy

G

A

Bild 9.61: Blockschaltbild mit Messglied in der Riickfithrung

wird

Yis) _ Gv(s)
Wi(s) 1+ Gy(s)Gu(s)

Zy

Nv Zyv Zy
Ny Ny

Zyv Ny

= 9.121
Ny Ny + Zy Zyy ( )

Ny +

Die Ubertragungsfunktion des geschlossenen Kreises weist immer dann Nullstellen auf,
wenn nicht alle Nullstellen der Vorwértsiibertragungsfunktion auf Polen der Vorwérts-
iibertragungsfunktion platziert werden oder wenn ein Messglied im Messpfad beriicksich-
tigt werden muss.

Nullstellen von Gy (s) mit negativem Realteil (Vorhalte), die nicht direkt zur Kompen-
sation von Polen dienen, verringern die Regelfliche von G(s). Dies ist beispielsweise bei
einer Reglerauslegung nach dem ,,Symmetrischen Optimum* der Fall; hierbei wird die
Regelfldche sogar Null.

Falls das Uberschwingen der Fiihrungssprungantwort zu stark ist, kann ein Fithrungsfilter
Abhilfe schaffen.

Allpasshaltige Regelstrecken haben ungiinstige regelungstechnische Eigenschaften. Die
Allpassanteile der Ubertragungsfunktion weisen konstanten Betrag auf, bringen aber eine
zusitzliche Phasendrehung in den Kreis, die der doppelten Ordnung des Allpassanteils
entspricht.

Allpésse hoherer Ordnung kénnen reelle oder komplexe Nullstellen aufweisen. Solange
die Nullstellen reell bleiben, schldgt sich auch der Allpassanteil ausreichend in der Regel-
fliche der Ubertragungsfunktion des offenen Kreises nieder. Damit kann zumindest ein
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Integralregler ndherungsweise iiber die Ersatzzeitkonstante ausgelegt werden. Fiir einen
Allpass erster Ordnung kann diese Auslegung mit der analytischen Losung verglichen
werden.

Ein Allpass erster Ordnung, der von einem Integralregler geregelt wird, hat die Ubertra-
gungsfunktion des offenen Kreises von

1 _Tl S + 1
= . ) 122
Grls) T;s Tis+1 © )
Die Ersatzzeitkonstante des Allpasses ist
T, =2T. (9.123)

Die Auslegung des Integralreglers mit der Naherung ergibt mit T; = 4D§ - T, und der
Vorgabe D; =1/ V/2 eine Integrationszeitkonstante

T, = AT, (9.124)

Der geschlossene Kreis, vgl. Gl. (9.122), hat dann die Ubertragungsfunktion:

—T18—|—1

G =
O U By g

(9.125)

Das komplexe Polpaar hat die Kreisfrequenz w, = ﬁ und die Dampfung D, = % > %2
Damit ist die Dampfung sogar grofler als bei der Naherung.

Bei von Allpassen dominierten Strecken hat man praktisch keine andere Moglichkeit, als
langsame Regler (Integralregler) einzusetzen, da eine Kompensation der Nullstellen durch
instabile Pole des Reglers nicht realisierbar ist. Damit wiirde die Stellgréfie unbegrenzt
ansteigen, was sich technisch verbietet.

9.6 Reglerdimensionierung bei stabilen Regelstrecken
anhand des Bode-Diagramms

Bei vielen Regelungsaufgaben liegt eine stabile Strecke vor, die durch einen Regler bei
variablen Sollwerten und leichten Parametervariationen betrieben werden soll. Bei an-
deren Regelungsaufgaben liegen feste Sollwerte vor, aber die Einfliisse von Storgrofien
sollen durch einen Regler unterdriickt werden.

Bereits frither wurde gezeigt, dass eine stationér genaue Regelung fiir Fithrung und Sto-
rung nur moglich ist, wenn im offenen Kreis ein Integrator enthalten ist und die Ein-
griffspunkte der Stérung hinter einem Integrator der Kette liegen.
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Samtliche Untersuchungen zur Stabilitdt des geschlossenen Kreises werden am Bode-
Diagramm der Kreisiibertragungsfunktion, also am offenen Kreis, durchgefiihrt. Im Bode-
Diagramm erkennt man die Existenz eines Integrators an einem unbegrenzten Ansteigen
des Betragsverlaufs bei tiefen Frequenzen.

Gemif dem Nyquist-Kriterium ist zu fordern, dass im Bereich der Durchtrittsfrequenz ein
fallender Betragsverlauf und ein ausreichender Phasenabstand vorliegen, um ein stabiles
System ausreichender Dampfung fiir den geschlossenen Kreis zu erhalten.

Das grundsétzliche Vorgehen kann am besten am Beispiel einer PT3-Strecke erldautert
werden.

Eine PTs-Strecke besitzt die allgemeine Ubertragungsfunktion
1

(ﬂs+1)KiJ2+ﬂis+q.

G(s) = (9.126)

wo1 wo1

Sie besitzt einen reellen Pol und zwei weitere Pole, die entweder reell oder konjugiert kom-
plex sein kénnen und unterschiedliche Lagen haben. Sofern alle Pole reell sind, entsteht
ein Bode-Diagramm des offenen Kreises wie in Bild 9.62.

|G||og 0
-50 T
-100 T 7
~150 ‘ ‘ ‘
10-1 100 101 102 D)o
@
_3
2

10-1 100 101 102 D)o
Bild 9.62: Bode-Diagramm PTj-Strecke mit reellen Polen
An dieser Regelstrecke konnen verschiedene Regler miteinander an den Eigenschaften

des geschlossenen Kreises verglichen werden. Die unterschiedlichen Regler wurden in
Simulationen miteinander verglichen.
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_d
T
w e u
Regler —>| PT; 4>£—_y>

Bild 9.63: Regelkreis mit PT3-Strecke zum Vergleich verschiedener Regler

Fiir den Vergleich der Storantwort wurde angenommen, dass die Storgrofle hinter der
Strecke angreift (vgl. Bild 9.63). Die Storung z greift aber nicht direkt an, sondern sie
wird durch ein PT;-Glied mit der Ersatzzeitkonstanten T5 verzogert. Hiermit ist es mog-
lich, ein beliebiges Verhéltnis der Eingriffsgeschwindigkeit von Regler und Storung zu
untersuchen.

Die erste Auslenkung der Storanregung am Ausgang wird nur von diesem Verhéltnis be-
einflusst, wohingegen der eventuelle Unterschwinger auch von der Démpfung des Kreises
beeinflusst wird.

An dieser Stelle wird deutlich, dass je nach Angriffspunkt der Storung innerhalb der
Strecke bzw. je nach Dynamik des Storeingriffs Kompromisse in der Auslegung des Reg-
lers zu machen sind. Ein schnellerer Regler mit geringer Dampfung (D, ~ 0.5) kann das
Storverhalten giinstig beeinflussen, fiihrt aber zu einer schlecht geddmpften Fiihrungs-
antwort. Abhilfe kann ein Fiihrungsfilter schaffen, das in den Sollwerteingang geschaltet
wird. Damit bestehen die Freiheitsgrade, um den Regler auf Storverhalten auszulegen
und die Fithrungsantwort durch das Vorfilter zu dimensionieren.

9.6.0.1 P-Regler

Ein P-Regler bietet nur die Moglichkeit, den Betrag so anzuheben oder abzusenken, dass
die Durchtrittsfrequenz zu hohen Frequenzen wandert. Mit der grofleren Nutzbandbrei-
te wird der Kreis gleichzeitig entdampft. Die Auslegung des Reglers erfolgt am besten
anhand numerischer Verfahren. Ein einfacher Zusammenhang zwischen Phasen- und Be-
tragsabstand und dominierendem Polpaar lésst sich nicht angeben, da die Lage aller drei
Pole der Ursprungsstrecke in die Berechnung eingeht.

Beispiel: 7} = 400ms, 75 = 200 ms, T3 = 50 ms

In der folgenden Tabelle 9.1 wurde numerisch an einer simulierten Strecke die Verstarkung
Vi des Reglers so lange angepasst, bis die entsprechenden Phasenabstéinde vorlagen. Da-
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zugehorig wurden die Amplitudendurchtrittsfrequenz w,, die Phasendurchtrittsfrequenz

wy, der Betragsabstand r,, die Kreisfrequenz wgon, und die Dampfung Dgo, des domi-

nierenden Polpaares, sowie der statische Regelfehler berechnet.

v, ‘ Vi ‘ Wy ‘ Wr ‘ Tr ‘ Wdom ‘ Dgom ‘ stat. Regelfehler
0° | 16.87 | 12.74 | 12.75 0 12.74| 0 0.0559

30°| 6.36 | 7.7 |12.75| 0.623 | 8.77 | 0.2 0.1385

40° | 4.86 | 6.56 | 12.75| 0.711 | 7.95 | 0.27 0.17

50° | 3.84 | 5.62 | 12.75]0.7724 | 7.3 | 0.33 0.21

60°| 3.1 | 4.81 | 12.75| 0.816 | 6.78 | 0.39 0.24

70° | 2.55 | 4.12 | 12.75 | 0.848 | 6.36 | 0.44 0.28

Tabelle 9.1: P-Regler

Passend zu den Tabelleneintrigen wurden Simulationen des geschlossenen Kreises durch-

gefiithrt. In diesem Beispiel erhélt man bei Phasenabsténden von 60° bis 70° ein gutes

Einschwingverhalten (vgl. Bild 9.64), obwohl das dominierende Polpaar noch eine recht
schwache Dampfung aufweist. Auch das Storverhalten ist bei dieser Wahl recht brauchbar

(siehe Bild

h(t)

9.65).

Bild 9.64: Fiihrungsverhalten mit P-Regler
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Bild 9.65: Storverhalten mit P-Regler

Die Nutzbandbreite des Regelkreises wird vom mittleren Pol bestimmt, da er die Phase
von —90° auf —180° dreht. Stationédre Genauigkeit wird nicht erreicht.

9.6.0.2 Realer PD-Regler

Mit einem realen PD-Regler kann die Bandbreite gesteigert und die stationédre Genauig-
keit verbessert werden. Der mittlere Pol wird durch den Vorhalt kompensiert. Ein iibliches
Verhéltnis zwischen T, und 7}, des Reglers liegt z. B. zwischen 5 und 10.

T, ..
Die im obigen Beispiel betrachtete Strecke liefert mit 7, = T, und 7, = 10 die folgenden
Resultate:

U, ‘ Vi ‘ Wy ‘ Wa ‘ T ‘ Wdom ‘ Dgiom ‘ stat. Regelfehler
0° | 33 | 34.3 |3428| 0 [34.28| O 0.02
30° 1124 20.2 | 34.28 | 0.62 | 23.2 | 0.22 0.07
40°19.32 | 16.75 | 34.28 | 0.71 | 20.3 | 0.3 0.097
50° | 7.1 | 13.9 |34.28 | 0.785 | 18.65 | 0.38 0.123
60° | 5.5 | 11.36 | 34.28 | 0.834 | 16.9 | 0.47 0.154
70°14.28 | 9.21 |34.28 | 0.871 | 154 | 0.55 0.185

Tabelle 9.2: Realer PD-Regler
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Bild 9.66: Fiithrungsverhalten mit PD-Regler
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Bild 9.67: Storverhalten mit PD-Regler

Der PD-Regler ist der schnellste Standardregler (vgl. Spalte wgom). Er ist in der Lage
einen Pol zu kompensieren ohne einen zusétzlichen Integratorpol in den offenen Kreis
einzubringen. Dieser Vorteil gegeniiber dem P-Regler kann entweder in ein schnelleres
Regelverhalten bei gleicher Dampfung oder stationire Genauigkeit umgesetzt oder zur
besseren Dampfung verwendet werden.

9.6.0.3 I-Regler

Um stationdre Genauigkeit zu erzwingen, kann ein I-Regler verwendet werden. Allerdings
entsteht durch den Pol des Reglers bei s = 0 eine zusétzliche Phasendrehung von —90°.
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Damit bestimmt der Pol der Strecke mit der gréfiten Zeitkonstante die Durchtrittsfre-
quenz.

W, ‘ T, ‘ Wy ‘ Wa ‘ T ‘ Wdom ‘ Daom ‘ stat. Regelfehler
0° 1008 71 |71 0 | 7.07 0 0

30°1 0.2 | 3.1 [7.1]0.78] 3.5 | 0.26
40°1 0.3 [2.35(7.1]0.86| 2.82 | 0.36
50° 1047 |1.75 7.1 09 | 23 | 048
60°10.7211.25(7.1]0.93| 1.86 | 0.62
70°1 1.2 | 0.8 |7.1]0.96| 1.44 | 0.825

o O O O O

Tabelle 9.3: I-Regler

Der I-Regler kann noch in seiner Zeitkonstanten angepasst werden. Er ist der langsamste
Standardregler; dies erkennt man aufgrund der Kreisfrequenz des dominierenden Polpaa-
res Wyom- Die geringe Regelgeschwindigkeit kommt in den simulierten Einschwingverldu-
fen hauptséichlich in der Skalierung der Zeitachse zum Ausdruck.

h(t)

Bild 9.68: Fiihrungsverhalten mit I-Regler
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9.6.0.4 PI-Regler

0.5

Bild 9.69: Storverhalten mit I-Regler

Mit einem PI-Regler kann durch den Vorhalt wieder ein Pol der Strecke kompensiert

werden. In diesem Fall ist der langsamste Pol zu wéhlen, da durch den Integrator eine

Grundphase von —90° in den Kreis eingebracht wird.

Falls die niedrigste Zeitkonstante von der néchstfolgenden einen groflen Abstand aufweist
(T1/T» > 6), kann der Regelkreis schneller gemacht werden, indem der Vorhalt oberhalb
der Eckfrequenz platziert wird. Damit findet ein Ubergang zu einer Auslegung analog

zum ,, Symmetrischen Optimum® statt.

v, ‘ V. | wyg ‘ Wr ‘ T ‘ Wdom ‘ Diom ‘ stat. Regelfehler
0° | 10 | 10 [10| O 10 0 0
30°0 3 | 5.1 10| 0.7 | 5.86 | 0.26 0
40° | 2.1 4 |10 0.8 | 49 | 0.36 0
50°(1.44 | 3 10 | 0.85| 4.1 | 0.48 0
60° 1097121910 | 0.9 | 3.41 | 0.62 0
70° | 0.6 | 1.43]|10 (094 | 2.7 | 0.84 0

Tabelle 9.4: PI-Reger
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Bild 9.70: Fithrungsverhalten mit PI-Regler

h(t)

Bild 9.71: Storverhalten mit PI-Regler

9.6.0.5 Realer PID-Regler

Der reale PID-Regler bietet die Moglichkeit, zwei Pole der Strecke durch Vorhalte zu
kompensieren.
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v, ‘ V. | wyg ‘ W ‘ T ‘ Wdom ‘ Dyom ‘ stat. Regelfehler
0° | 28 |31.62[31.62| 0 |31.62| O 0
30°19.7| 17.3 | 31.62 | 0.65| 20.1 | 0.25 0
40° 6.9 | 13.8 [31.62|0.75| 17.3 | 0.35 0
50°14.9| 10.6 | 31.62|0.82| 14.8 | 0.47 0
60° 34| 7.8 |31.62]088| 124 | 0.63 0
70° (2.1 5.1 |[31.62[0.92| 9.96 | 0.85 0

18
16
147

1.2

h(t) 1.0

h(®

087
0.6
047

Tabelle 9.5: Realer PID-Regler

0.21 /4

Bild 9.72: Fithrungsverhalten mit PID-Regler
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Bild 9.73: Storverhalten mit PID-Regler

t
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9.6.0.6 Standardregler im Vergleich

Abschliefend wurden giinstige Reglereinstellungen fiir die Standardregler ausgewéhlt und
die simulierten Verlaufe in gemeinsame Diagramme gezeichnet. Hier wird die unterschied-
liche Regelgeschwindigkeit einzelner Regler besonders deutlich.

1.2
1.0
0.8
0.6
0.4
0.2

PID Pl I

0O 02 04 06 08 10 12 14 16 18 t

Bild 9.74: Fiihrungsverhalten und Stellgréfie mit unterschiedlichen Reglern

Bild 9.75: Storverhalten und Stellgrofle mit unterschiedlichen Reglern
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Zusétzlich wurden auch die dazugehorigen StellgroBenverldufe aufgetragen. Dies zeigt,
dass ein schneller Regler allein nur das Kleinsignalverhalten der Strecke giinstig beein-
flusst. Bei grofien Fiithrungs- oder Stéranregungen findet durch die Vorhalte ein heftiger
StellgroBeneingriff statt, der ein entsprechend grof§ dimensioniertes Stellglied erfordert.

9.6.1 Reglerauslegung an einer schwingungsfihigen PT;-Strecke

Die frither vorgestellte Positionsregelung einer pneumatischen Strecke, vgl. Kapitel 2.6,
wurde mit verschiedenen Identifikationsverfahren untersucht. Es zeigte sich, dass das
wesentliche Streckenverhalten durch ein lineares schwingungsfiahiges System dritter Ord-
nung beschrieben werden kann.

G(s) = (9.127)

Mit einer Normierungszeit von 7" = 1s wurden folgende Parameter gemessen:

Ty = 0.046, wy=2.58, D =059, V=52

Bild 9.76: Pol-/Nullstellenverteilung
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10

0.01 0.1 1 10 100 1000

Bild 9.77: Bode-Diagramm

Durch das dominierende komplexe Polpaar findet an der Frequenz /1 — D?wq eine
schnelle Phasenabsenkung von —m statt.

Mit einem P-Regler wird hierdurch die mogliche Verstarkung so stark beschrénkt,
dass keine brauchbare Regelung zustande kommt.

Ein PD(T)-Regler kann mit seiner Nullstelle die Phase im Bereich des komplexen
Polpaares anheben und fiihrt dann einen weiteren Pol in der Néhe der kleinen Zeit-
konstanten ein. Es sind deutlich héhere Verstarkungen als beim P-Regler moglich.

Der I-Regler erreicht stationdre Genauigkeit. Der zusétzliche Integratorpol erfor-
dert allerdings eine sehr geringe Kreisverstirkung (grofie Integrierzeit), sodass die
Nutzbandbreite und damit die Regelgeschwindigkeit nicht iiberzeugt.

Auch der PI-Regler bringt noch keine allzu grofie Verbesserung, da durch den Vor-
halt, der zur Verfiigung steht, die Durchtrittsfrequenz unterhalb des Realteils der
komplexen Pole bleiben muss.

Erst der PID(T)-Regler mit zwei Vorhalten kann verwendet werden, um die kom-
plexen Pole zu kompensieren (Parallelform erforderlich). Das verbleibende System
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ist dritter Ordnung (Integrator des Reglers, reelle Verzogerung der Strecke und pa-
rasitdre Verzogerung des Reglers) und kann auf einen gut geddmpften Einschwing-
vorgang eingestellt werden.
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10 Reglersynthese aufgrund der
Pol-Nullstellenverteilung

10.1 Allgemeines zur Pol-Nullstellenverteilung des
geschlossenen Kreises

Im Kapitel 9 wurde gezeigt, wie fiir verschiedene stabile Strecken Regler ausgelegt wer-
den konnen. Ein Integralanteil im Regler wurde verwendet, um stationédre Genauigkeit zu
erzielen. Die Vorhalte der Regler wurden verwendet, um stabile Pole direkt zu kompen-
sieren oder Phasenanhebungen zu erzeugen. Die bisher betrachteten Verfahren basieren
auf dem Nyquist-Kriterium und beziehen sich nicht auf die Lage der Pole der Ubertra-
gungsfunktion des geschlossenen Kreises.

Betrachtet man den Einfluss der Lage einzelner Pole auf das dynamische Verhalten eines
stabilen Systems ohne Nullstellen in der Ubertragungsfunktion, so stellt man fest, dass
der Realteil der Pole {iber die Dynamik entscheidet. Bei stabilen Systemen dominieren
die Pole mit dem kleinsten Abstand zur imaginédren Achse. Bereits ein Verhéltnis von 3
in den Realteilen sorgt fiir eine starke Dominanz des Pols, der ndher an der imaginéren
Achse liegt. Daher kann man das Verhalten des Systems bereits mit guter Naherung durch
die Eigenschaft des dominierenden Pols bzw. des dominierenden Polpaares beschreiben.

Bei einem konjugiert komplexen Polpaar handelt es sich um ein PTs-Verhalten, das
bereits ausfithrlich diskutiert wurde (vgl. Kapitel 5.6). Der Realteil des Polpaares ist fiir
die Hiillkurve des Einschwingvorgangs verantwortlich. Wie in Bild 10.2 ersichtlich, fiithren
Polpaare mit gleichem Realteil Einschwingvorgéinge mit der gleichen Hiillkurve, aber einer
unterschiedlichen Anzahl von Schwingungen aus. Polpaare mit gleicher Dampfung D, die
unter dem selben Winkel zum Ursprung (D = cos ) liegen, fithren Einschwingvorginge
mit der gleichen Anzahl von Schwingungen, aber unterschiedlicher zeitlicher Skalierung
aus (vgl. Bild 10.3).



200 10 Reglersynthese aufgrund der Pol-Nullstellenverteilung

4’ wocos?

Bild 10.1: Polverteilung

h(®)

05 10 15 20 25 3.0 35 40 45 t

Bild 10.2: Einschwingverhalten bei Polen mit gleichem Realteil

0.8 :
h® o6 :

0.4/ 1
0.2 1

0 0.5 1.0 15 2.0 t

Bild 10.3: Einschwingverhalten bei Polen mit gleicher Dampfung
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Betrachtet man das Bild 10.1 der Pollage einer Ubertragungsfunktion des geschlossenen
Kreises, so sollten die dominierenden Pole in einem Sektor liegen, der zur negativen reellen
Achse durch einen Winkel minimaler relativer Dampfung abgegrenzt ist (vgl. Bild 10.4).
Gleichzeitig sollte der Realteil einen Mindestabstand zur imaginédren Achse einhalten, um
langsam kriechende Einschwingvorgénge zu vermeiden.

e (s)

ﬁmax

_|

max

Bild 10.4: Minimale Winkel fiir die relative Dédmpfung

10.2 Wurzelortskurvenverfahren

Zur Reglersynthese oder auch zur Stabilitédtsanalyse interessiert haufig, inwieweit die be-
kannten Eigenschaften des offenen Kreises das noch unbekannte Verhalten des geschlosse-
nen Kreises beeinflussen. Mit Hilfe des Wurzelortskurvenverfahrens lésst sich diese Frage
beantworten.

Anhand der bekannten Pol- und Nullstellenverteilung der Ubertragungsfunktion Gr(s)
des offenen Regelkreises ist in anschaulicher Weise ein Schluss auf die Pole des geschlosse-
nen Regelkreises moglich. Variiert man einen Parameter des offenen Kreises, hdufig wéhlt
man hierzu die Reglerverstarkung k, so verdndert sich die Lage der Pole des geschlosse-
nen Kreises in der s-Ebene. Hierbei spielt es zunéchst keine Rolle, ob die Pole oder die
Nullstellen aus der Strecke oder aus dem Regler stammen.

\ 4

G'y(s)

Bild 10.5: Pollage in Abhéngigkeit der Gesamtverstarkung k
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Mit
Gr(s) = k-GL(s), k>0

A ™4
= k- (5) T +b1$+b0, (10.1)
N(s) s"+ ... +a1s+ag

hierbei ist by, in k eingerechnet, hat der geschlossene Kreis die Ubertragungsfunktion
k-G(s) _ k- Z(s)
1+k-Gi(s) N(s)+k-Z(s)

Gyl(s) = (10.2)

Die Pole des geschlossenen Kreises sind also die Nullstellen der komplexen Funktion

! Z(S)
=1+k-G =14+k- 10.
0 +k-G(s) + N(s)’ (10.3)
die sich ebenfalls berechnen lassen als
0= N(s)+k-Z(s). (10.4)

Die Gesamtheit aller komplexen Zahlen s; = s;(k), die diese Beziehung fiir 0 < k£ < oo
erfiillen, stellen die gesuchte Wurzelortskurve dar.

An dieser Gleichung ldsst sich bereits ablesen, dass die Pole des geschlossenen Kreises
fir & — 0 in die Pole des offenen Kreises iibergehen. Fiir den Grenziibergang k — oo
dominieren die Zahlernullstellen die Bestimmungsgleichung (10.3) und die Pole des ge-
schlossenen Kreises gehen in die Nullstellen des offenen Kreises iiber.

Fiir die Anwendung des Wurzelortskurvenverfahrens miissen die Pole und Nullstellen
des offenen Kreises bekannt sein. Zahler und Nenner kénnen als Produkt der Nullstellen
geschrieben werden.

Oél—i—k-N —1+k-Z ;Hs—sl H(s—sm)
(S) H(S_Si) i=1 i=1

Das Umstellen der Gleichung liefert die Bedingung

s

-
I
—

(S — 802’)

(s — s)

e

N
Il
i

'zs
Cn
|
g

.
Il
—

(Z arg{s — so;} — Z arg{s — s; )

(10.5)

= — e

w
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—
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Durch die Aufspaltung von Gl. (10.5) in Betrag und Phase erhélt man einerseits die

Amplitudenbedingung in Abhéngigkeit von k

und andererseits die Phasenbedingung

Zarg{s—sOi}—Zarg{s—si} =0-27—7 mitleZ.
i=1 i=1

., P2 \ j(l) @

\(91
Por

Sor S Y
®s

Bild 10.6: Graphische Bestimmung der Phasenbedingung

Beispiel:

L S — So1
s(s24+2Dwys+ wp)

B Gi(s) =

S — So1

- kl'S(S-Sg)(S-Sg)

In diesem Beispiel muss gelten

|s — s1| - |s — sa| - |s — s3] _

k

|S — 801|

und

Yor—p1— w2 —p3=1-2m—T.

(10.6)

(10.7)

(10.8)

(10.9)

(10.10)
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10.2.1 Konstruktion der Wurzelortskurve

Es wurde bereits erwéhnt, dass fiir £ — 0 die Pole des offenen Kreises erhalten bleiben.
Die Nullstellen der Gleichung

m n

k'H(S_SOi)+H<S_Si> =0 (1011)

i=1 i=1
sind die Nullstellen s;. Multipliziert man die Gleichung mit 1/k

m n

T1(s = s00) + = [(s - 5) =0, (10.12)
k

i=1 =1

so wird deutlich, dass fiir k — oo als Pole die Z#hlernullstellen von G, iibrig bleiben.
Allgemein gilt, dass bei realisierbaren Ubertragungsfunktionen m < n ist, somit entfallen
n — m Pole beim Ubergang k — oo. Diese Pole laufen auf bestimmten Asymptoten
betragsmafig ins Unendliche.

Die Wurzelortskurve hat so viele Zweige, wie G (s) Pole aufweist. Von diesen
laufen n — m Zweige fiir £ — oo ins Unendliche. Die verbleibenden Zweige
enden fiir k& — oo auf den Nullstellen von G/.(s).

Die Zahler- und Nennerpolynome von G.(s) haben reelle Koeffizienten. Daraus folgt, dass
Pole und Nullstellen von Gj(s) entweder reell oder paarweise konjugiert komplex sind.
Konjugiert komplexe Pole und Nullstellen liegen symmetrisch zur reellen Achse in der
s-Ebene. Hieraus folgt, dass auch die Wurzelortskurven symmetrisch zur reellen Achse
der s-Ebene liegen.

Die Richtung der Asymptoten der Wurzelortskurve kann man bestimmen, wenn man den
Grenziibergang s — oo fiir die Funktion 1+ G} (s) betrachtet. Die hochsten Potenzen im
Zghler und Nenner dominieren dann alle anderen Terme. Also gilt:

lim [1+ k- G;C(s)] =1+k-s"" (10.13)
S—00

Durch Nullsetzen dieses Ausdrucks entsteht
—k=3s""T. (10.14)

Die Winkel von s"~™ miissen sich also zu 7 plus Vielfache von 27 ergédnzen, um fiir
k — oo die Phasenbedingungen zu erfiillen, dass s auf der Wurzelortskurve liegt.

S y=—"""""" [=0,...,(n-m)—1 (10.15)
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® 4 gibt die Richtung der Asymptoten an. Die Asymptoten schneiden sich in einem Punkt
auf der reellen Achse. Der Schnittpunkt, der auch Schwerpunkt der Wurzelortskurve
genannt wird, liegt bei

i Re{s;} — i Re{soi}
o4 == — ;1 : (10.16)

Da Pole und Nullstellen nur als konjugiert komplexe Paare auftreten kénnen, muss o4
reell sein.

@ n—mzzl Jo @

al
=)
/d
Q
>
al

al
al

Bild 10.7: Zweige der Wurzelortskurve auf der reellen Achse

Ubertragungsfunktionen besitzen héufig Pole und Nullstellen auf der reellen Achse. Be-
trachtet man einen Punkt auf der reellen Achse, so ist die Phasenbeziehung fiir diesen
Punkt nur erfiillt, wenn rechts von diesem Punkt eine ungerade Anzahl von Polen und
Nullstellen liegt. Dabei brauchen die komplexen Pole und Nullstellen nicht gezéhlt wer-
den, da sie einerseits nur paarweise auftreten und andererseits sich die Winkel zu null
erganzen.

Alle Pole und Nullstellen links der betrachteten Stelle liefern einen Phasenbeitrag von
null und brauchen ebenfalls nicht beriicksichtigt werden. Pole und Nullstellen sind in
dieser Betrachtung gleichwertig, da sie jeweils 180° in die Phasensumme einbringen, wenn
sie jeweils rechts von der betrachteten Stelle auf der reellen Achse liegen. Sofern die
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Phasenbeziehung erfiillt ist, ldsst sich auch zu jedem Punkt ein positives k finden, das
die Betragsbedingung erfiillt.

jm@

o

X

X

Bild 10.8: Teile der Wurzelortskurve fir £ > 0

X jm@

X (¢

Bild 10.9: Teile der Wurzelortskurve fiir £ > 0, Doppelpol im Ursprung

Wurzelkurven mit Poliiberschuss (n > m) haben wie oben beschrieben Asymptoten fiir
den Uberschuss an Polen, die ins Unendliche laufen. An einigen Stellen der reellen Achse
gibt es Punkte, an denen sich die Wurzelortskurve von der reellen Achse 16st (Verzweigun-
gen) oder auf ihr zusammenlduft. Diese Verzweigungen und Vereinigungspunkte kénnen
auch abseits der reellen Achse auftreten, dann allerdings paarweise.

An den Verzweigungen oder Vereinigungen treten doppelte Nullstellen der Gleichung
(10.3) auf. Eine notwendige Bedingung fiir das Auftreten doppelter Nullstellen ist das
Verschwinden der ersten Ableitung in diesem Punkt. Also muss gelten:

dG%(S) |

—F—— =0 10.17

s (10.17)

Finden sich reelle Losungen fiir diese Gleichung, so gehoren sie entweder zu positiven
oder negativen Werten von k, was sich durch Einsetzen in die Ursprungsgleichung fiir die
Wurzelortskurve feststellen lasst.

Man kann fiir Zweige der Wurzelortskurve auf der reellen Achse folgende Regeln formu-
lieren:

e Liegt ein Ast der Wurzelortskurve zwischen zwei reellen Polen auf der reellen Achse,
so gibt es mindestens einen Verzweigungspunkt zwischen diesen Polen.

e Liegt ein Zweig der Wurzelortskurve auf der reellen Achse zwischen zwei Nullstellen,
so gibt es mindestens einen Vereinigungspunkt dazwischen.
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e Liegt ein Zweig der Wurzelortskurve zwischen einem Pol und einer Nullstelle auf
der reellen Achse, so treten Verzweigungs- oder Vereinigungspunkte nur paarweise
oder gar nicht auf.

Beispiel: Regelung einer instabilen Strecke

Ein Eisenkorper soll unter einem Elektromagneten frei schweben. Die Lage des Korpers
wird durch eine Lichtschranke beriihrungsfrei gemessen. Das Gewicht des Schwebekorpers
wird durch eine Magnetkraft kompensiert.

|
[ ]

oI I I I—v

———
——
——
——
——
——
——

Eisenkorper m

o

G

Bild 10.10: Prinzipskizze fiir Schwebekorper

Das System weist mehrere Nichtlinearitéiten auf.

e Bei konstant gehaltenem FErregerstrom ist das Magnetfeld stark inhomogen. Da-
durch ist die Magnetkraft auf den Korper stark vom Abstand zum Magneten ab-
héngig. Die Kraft steigt bei Anndherung an den Magneten aufgrund des kleineren
Luftspaltes stark an.

e Bei konstantem Abstand ist die Magnetkraft etwa proportional zum Quadrat des
Stromes (Vernachlissigung der Séttigung).

In einem Arbeitspunkt (/y,zo) kann das System fiir kleine Auslenkungen linearisiert
werden, indem die Differenzialgleichung formal nach den Ableitungen von Ausgang und
Eingang partiell differenziert wird. Diese Ableitungen werden dann nach Einsetzen des
Gleichgewichtspunktes als konstant angenommen.

d? x

oy =—megt Fla,4) (10.18)

m
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mit L 4L =42 > 0und L -4 =b> 0 entsteht die Differenzialgleichung

m dz

d2
Wj—cﬁ-Am:l%Az’ (10.19)

Das dazugehorige Blockschaltbild 10.11 weist eine Mitkopplung auf.

AXso I G}_> AX
e : > i

(2)
&/

\/

Bild 10.11: Blockschaltbild fiir Schwebekorper (linearisiert im Arbeitspunkt)

Die Ubertragungsfunktion lautet:

G(s) = b _ b (10.20)

s2—a? (s—a)(s+a)

Die zu regelnde Strecke besitzt einen reellen stabilen und einen reellen instabilen Pol im
Abstand a von der imaginaren Achse.

A V4
/N

N
e
a

T jo (8
Bild 10.12: Polverteilung der linearisierten Regelstrecke

Diese Strecke lésst sich nicht durch einen Proportionalregler stabilisieren.

Der Schwerpunkt der Pole liegt genau im Ursprung. Die Asymptoten liegen auf der ima-
ginéren Achse, die reelle Achse zwischen den Polen ist ebenfalls Teil der Wurzelortskurve.
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Bild 10.13: Wurzelortskurve fiir die linearisierte Strecke

Bei einer Gegenkopplung & - b > a? werden die Pole komplex und die Resonanzfrequenz
kann iiber den Faktor k eingestellt werden.

Axso I AX
A
- +

()
\&J/

Bild 10.14: Einstellung der Resonanzfrequenz iiber den Faktor k

Auch aus dem Blockschaltbild wird dieser Sachverhalt deutlich, weil fiir k- b > a? die
Mitkopplung durch die Gegenkopplung iiberkompensiert wird.

Die Regelung ist nur stabilisierbar, wenn ein Vorhalt den Schwerpunkt der Wurzelorts-
kurve zur linken s-Halbebene verschiebt. Ein parasitdarer Pol des PD-Reglers liegt dann
bei sehr hohen Frequenzen. Der einfachste Ansatz ist, den Pol in der linken Halbebene
durch einen Vorhalt zu kompensieren.
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jo

©,

Bild 10.15: Kompensation durch einen Vorhalt

Der parasitédre Pol bildet mit dem instabilen Pol der Strecke ein System zweiter Ordnung,
das bei mittleren Reglerverstirkungen stabil wird. Das gesamte System verhélt sich bei
hoher Verstiarkung dhnlich wie das PTo-System mit P-Regler. Die Dédmpfung nimmt ab,
bleibt aber immer gréfer als null. Der Pol wird nun zwar nicht mehr exakt kompensiert,
aber dennoch wird der Schwerpunkt der Wurzelortskurve verschoben, sodass die Pole in
der linken Halbebene zum Liegen kommen und das System stabilisiert werden kann.

jo

©,

Bild 10.16: Wurzelortskurve mit Kompensation durch einen Vorhalt

Es gibt einige regelungstechnische Programmpakete, die Wurzelortskurven unterstiitzen.
Mit ihnen kann schnell eine numerische Losung gefunden werden.
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11 Kaskadenregelung

11.1 Allgemeines

Bei den bisher vorgestellten Regelungsstrukturen wurde die Regelstrecke als ein dynami-
scher Block aufgefasst. Bei einigen Regelstrecken — z. B. in der Verfahrenstechnik, bei Hei-
zungsanlagen oder bei Antriebsregelstrecken — ist es hilfreich, die Strecke in Teilstrecken
zu untergliedern. Damit kann man bekannte Angriffsorte von Storungen darstellen oder
die regelungstechnische Analyse vereinfachen.

Wird durch diese Modellierung die physikalische Struktur wiedergegeben, so will man
héufig sicherstellen, dass die Zwischengrofien der Regelung auch bei plotzlichen starken
Storungen oder Fiithrungsanregungen bestimmte Grenzen nicht verlassen. Als Zwischen-
grofle der Regelung bezeichnet man die Ausgénge der Teilstrecken bzw. die Zustandsgro-
Ben (vgl. Kap. 3.4) der Strecke.

Bei einer Heizungsanlage kann die Heizleistung den Kessel beispielsweise aufgrund der
Enthalpieinderung sehr schnell aufheizen, wéhrend sich die Raumtemperatur erst nach
einer ldngeren Zeit verdndert (Verzogerungsverhalten). Wird ein einzelner Regler zur
Regelung der Raumtemperatur verwendet und dient die Heizleistung des Kessels als
Stellgrofe, so besteht die Gefahr, dass der Kessel bei schnellen Sollwerténderungen (z. B.
Anfahren) die Siedetemperatur erreicht, bevor der Regler auf das Ansteigen der Raum-
temperatur reagiert und die Stellgrofle reduziert.

Heizleistung Kesseltemp. Raumtemp.
P : ) : 9
p— K > N
Kessel Raum
T,=5 min T,= 60 min

Bild 11.1: Einfaches Streckenmodell einer Heizung

Es besteht der Wunsch, die Kesseltemperatur mit einem Sensor zu iiberwachen und bei
gefiahrlichen Werten die Heizleistung zu reduzieren. Fiir diesen Zweck kann ein zusétzli-
cher Regler verwendet werden, der die Kesseltemperatur regelt.
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Raumtemp. Kesseltemp.
Regler Regler

IRsoll ‘(%Ksoll V Px \/ S¢ Sr

Kessel Raum

Bild 11.2: Kaskadenregelung der Heizungsanlage

Durch eine geeignet niedrig eingestellte Begrenzung des Sollwertes fiir die Kesseltempera-
tur kann sichergestellt werden, dass keine Kesseliiberhitzung eintritt. In diesem Beispiel
liegt ein typisches Verhéltnis der Zeitkonstanten vor. Der innere Regelkreis, Kesseltem-
peraturregler und Kessel, besitzt eine sehr viel kleinere Zeitkonstante als der duffere
Regelkreis.

Die eben beschriebene Struktur einer Regelung bezeichnet man als Kaskadenregelung. Sie
ist dadurch gekennzeichnet, dass eine Strecke mit einem Stelleingriff in eine Reihenschal-
tung von dynamischen Bldécken, so genannte Teilstrecken, unterteilt wird. Nach Bild 11.3
ergibt sich die Ubertragungsfunktion der Strecke aus den Ubertragungsfunktionen der
Teilstrecken zu:

G(S) = G4(S) . Gg(S) . GQ(S) . Gl(S) (].].].)

K, KzTK3TK4—>G4 » G; |+ G, -+ G,

\ 4

Bild 11.3: Kaskadenregelung

Die Zwischengrofien zwischen den Blocken, also die Ausgangsgrofien der Teilstrecken, wer-
den durch Sensoren gemessen und der Regeleinrichtung zugefiihrt. Die Regeleinrichtung
besteht aus mehreren Reglern (Bild 11.3: K7, ..., Kj). Nur die Stellgréie des innersten
Reglers ist am Stelleingriff der Strecke angeschlossen. Die Stellgrofien der dufleren Regler
bilden die Fithrungsgréfien der nachstinneren Regelkreise. Der innerste Regelkreis hat den
Abgriff hinter der ersten Teilstrecke als Regelgrofle, der néchstauflere hinter der zweiten,
usw. Dieser Aufbau wird nach auflen fortgesetzt, bis der duflerste Kreis die Regelung des
Streckenausgangs {ibernimmt.
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Eine Kaskadenregelung ist in der Praxis einfacher zu dimensionieren als eine einschlei-
fige Regelung. Enthélt die Strecke mehrere Integratoren oder grofie Zeitkonstanten, so
sind zur Stabilisierung mehrere Vorhalte im Regler zur Phasenanhebung notwendig. Al-
lerdings verstédrkt die starke Anhebung hoher Frequenzanteile das Rauschen. Das Er-
gebnis ist meist unbefriedigend. Durch die Verwendung zusétzlicher Messgeber auf den
Streckenabgriffen der Kaskadenregelung kénnen die hochfrequenten Signalanteile mit gu-
tem Storabstand direkt gemessen werden.

Bei einer Kaskadenregelung kann die Regelung von innen nach auflien in Betrieb gesetzt
werden. So kann z.B. fiir obiges Beispiel der innere Regelkreis fiir die Kesseltempera-
tur bereits im Werk und anschliefend vor Ort der Regelkreis fiir die Raumtemperatur
eingestellt werden.

Vorteile einer Kaskadenregelung ergeben sich einerseits durch die Aufteilung der Strecke
in Teilstrecken, wenn wesentliche Storgréfen innerhalb der Strecke angreifen und Mess-
geber hierdurch die Stérungen erfassen konnen. Andererseits wird durch die Messung der
Zwischengroflen die Regelung unempfindlicher gegen Parametervariationen der Strecke,
da sie nur geringe Anderungen der Dampfung der inneren Kreise verursachen.

e HA -

Bild 11.4: Storangriff innerhalb einer Kaskadenregelung mit Stell-
groflenbegrenzung des duleren Regelkreises

Befindet sich wie im oberen Beispiel die grofie Verzogerung im zweiten Block hinter
dem Angriffspunkt der Storungen, so kann ein Geschwindigkeitsvorteil erzielt werden,
wenn die Regelung in Kaskadenstruktur aufgebaut wird. Der innere Regler wird fiir die
kleineren Zeitkonstanten des ersten Streckenteils dimensioniert. Die Storgrofie wird in
einem sehr schnellen Kreis ausgeregelt, bevor groflere Regelabweichungen im &ufleren
Kreis entstehen kénnen.
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11.2 Auslegung einer Kaskadenregelung durch eine

Naherungsrechnung

Eine Kaskadenregelung besitzt in ihrer Gesamtdynamik meist eine recht hohe Ordnung.
Eine analytische Berechnung scheitert daher sehr schnell an der hohen Ordnung der
Polynome in der Ubertragungsfunktion. Nur in Sonderfillen regulirer Strukturen lassen
sich allgemeine Aussagen ableiten. Eine gute Naherungslosung fiir die Auslegung stellt
das Verfahren der Ersatzzeitkonstanten zur Verfiigung. Gemafl Abschnitt 9.2.3 kann ein I-
Regler auf eine PT;-Strecke fiir eine vorgegebene Dampfung D, des geschlossenen Kreises
ausgelegt werden:

1

Gls) — 11.2

() = 7557 (112)
1

K(s) = T mit T; =4D-T, (11.3)

Die Ubertragungsfunktion des geschlossenen Kreises lautet dann

1
G —
) = e Tt
1
= 11.4
T24D2s2+4D2T, s+ 1 (114)
Fiir den geschlossenen Kreis ist damit die Ersatzzeitkonstante

T.=T,=4D:-T, (11.5)

Besteht die Regelstrecke aus einer Ersatzfunktion und einem PT;-Glied im innersten
Kreis sowie weiteren PT;-Gliedern in den dufleren Stufen, so kénnen PI-Regler verwendet
werden.

K1TK2TK3—>

Bild 11.5: Kaskadenregelung

V

Vs 2 1
T T

\ 4

D
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Beginnend mit dem inneren Kreis werden die Regler schrittweise dimensioniert. Der Vor-
halt wird verwendet, um die bekannten Zeitkonstanten zu kompensieren. Die Dampfung
D, wird meistens fiir alle Stufen gleich gewahlt.

Kols) = Vipe =2 (11.6)
Gsls) = (Teerl‘)/?TgSJrl)
Tiz = T3 (11.7)
Tes = %?Vm (11.8)
Vrs = V3_+53_T6 (11.9)

Die Ersatzzeitkonstante T.3 = 4D§ - T, wird fiir die Auslegung von K, verwendet. Der
Vorhalt von K5 kompensiert die Zeitkonstante 75 und die Verstiarkung Vze wird auf die
Ersatzzeitkonstante T,3 eingestellt.

T = 1o (11.10)

T,
A 11.11
T LD Ty (1-41)

Somit wachsen die Zeitkonstanten von innen nach auflen um einen gleichen Faktor

2
b=4-D2 (11.12)

Die Regelgeschwindigkeit wird nur durch die Ersatzzeitkonstante des innersten Kreises
bestimmt. Ubernimmt man das Kiirzen der Verzogerungen durch die Vorhalte der Regler
in das Blockschaltbild, so scheint es, als wiirden viele Regler bemiiht sein, einen gemein-
samen Ausgang zu regeln.

1 1 1 1
3 > 2
b Tgs b Tgs . bT.s Tos+1

—>

Y
\/

Bild 11.6: Kaskadenregelung
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Eine né&here Untersuchung zeigt, dass diese Anordnung fiir beliebige Stufenzahl stabil
bleibt, sofern fiir die Auslegung die Dampfung D, > 1/ V2 gewihlt wird.

h(t)

Strecke

1

0.81

0.6

0.4}

0.2L

0 50 100 150 200 ts]

Bild 11.7: Sprungantworten fiir D, = 1/\/§

Bild 11.7 zeigt die Fithrungsantwort fiir eine Wahl von D, = 1/ V2 mit dem Verlauf der
Streckenantwort und fiir eine ein- bis dreischleifige Kaskadenregelung (¢ = 1 bis 3). Das
Verhalten ist bis auf den Anfang der Sprungantworten sehr dhnlich.

h(t)
14 3

1.2 1 1

Strecke
\

0.2 4

0 % 50 100 150 200 t[s]

Bild 11.8: Sprungantworten fiir D, = 0.6
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Bild 11.8 zeigt die Fithrungsantwort bei D, = 0.6. Es findet eine starke Entddmpfung
statt.

Enthélt ein Streckenteil mehr als eine bekannte Verzogerung, so kann der zugehorige
Kaskadenregler auch als PID-Regler dimensioniert werden, indem die zwei dann zur
Verfiigung stehenden Vorhalte zur Kompensation der Verzogerungen verwendet werden.
Die sonstige Auslegung kann wieder nach dem oben beschriebenen Naherungsverfahren
durchgefiihrt werden.

Ein anderer Fall tritt ein, wenn ein Streckenabschnitt neben der Ersatzfunktion einen In-
tegrator enthélt. Dann kommt eine Dimensionierung nach dem symmetrischen Optimum
(Kapitel 9.2.5) zum Einsatz.

W K(s) U 1 1
. Tos+1 T4s

Y

Y
\/

Bild 11.9: Kaskadenstufe mit Integrator

Die entstehende Kreisiibertragungsfunktion der geschlossenen Kaskadenstufe

a’T,s+1
adT3s3+a3T?s2+a?T,s+1

Gy(s) = (11.13)
hat eine Regelflache gleich null und kann nicht zur Dimensionierung eventuell vorhande-
ner auferer Kreise verwendet werden. In diesem Fall wird zunéchst durch ein Fiihrungs-
filter mit der Zeitkonstanten a7, der Vorhalt der Ubertragungsfunktion beseitigt und
dann wie bisher weiterverfahren.

Vv 1 U 1 Y

W
—»| 2 —> K(s »
27T s+ T | T T T

Bild 11.10: Fiihrungsfilter bei Kaskadenstufen mit Integrator

A
\ 4

Die inneren Kreise einer Kaskadenregelung werden eingebaut, um bestimmte physikali-
sche Groien begrenzen zu konnen (z. B. Kesseltemperatur, Ankerstrom) oder eine robuste
Regelung mit weniger Vorhalten im Regler zu erhalten. Es ist fiir beide Zwecke nicht unbe-
dingt erforderlich, dass die inneren Regelkreise stationir genau arbeiten. Daher kann auf
integrierende Regler verzichtet werden, wenn mit Proportionalreglern eine ausreichende
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Kreisverstarkung bzw. kleine Regelabweichung erzielt werden kann. Durch die Propor-
tionalregler in den inneren Kreisen wird die Regelgeschwindigkeit erhéht. Dies soll mit
einem Beispiel verdeutlicht werden. Gleichzeitig soll an diesem Beispiel die Verwendung
einer Kaskadenregelung einer einschleifigen Regelung gegeniibergestellt werden.

D2 Gys) D1 Gys)

W u u Y
—>o > Ki(s) ALT_> Ky(s) |3 C C

Y
-«
\

\ 4

Bild 11.11: Vergleichsstrecke fiir Kaskadenregelung und einschleifige Regelung

1
) =TT D@s D (11.14)

mit 77 =80, T,=055

1
@) = Ty D @ms 1) (11.15)

mit Ty =30, Ty=15

Es handelt sich um eine Reihenschaltung von zwei PTs-Teilstrecken mit jeweils reellen
Polen. Der innere Streckenteil weist die kleinere Zeitkonstante auf. Zwei Storungen greifen
an den Teilstrecken an.

Als erstes wird eine Kaskadenregelung mit zwei PI-Reglern verwendet. Am Verlauf der
Stor- und Fiihrungssprungantworten erkennt man die schnelle Ausregelung der inneren
Storgrofien.
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h(t) ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
20t 1

1.5 1

1.0

0.5

0O 100 200 300 400 500 600 700 800 900 t

Bild 11.12: Fiihrungssprungantwort

h(t)
0.5 - 8
y
0
uy
-05+ :
u,
-10

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 t

Bild 11.13: Sprungantwort bei Sprung der inneren Storgréfe ds

h(t) ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
1.0 1

0.5 r N |

0
-0.5 q
-1.0 -

15| |

-2.0

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 t

Bild 11.14: Sprungantwort bei Sprung der d&ufleren Storgréfe d;
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Als zweite Variante wird eine einschleifige Regelung dimensioniert. Als Regler wird wieder
ein PI-Regler eingesetzt. Mit dem Vorhalt wird die gréfite Zeitkonstante 77 der Strecke
kompensiert, T; = T7. Die Reglerverstarkung berechnet sich dann mit einer Ersatzzeit-
konstanten fiir die verbleibenden drei Pole

T;
Sl 4 DX (T + T+ T (11.16)
Vi g
zZu
T
Vi ! — 0.4 (11.17)

CADATy + T3+ Ty)

h(t) | | | | | | | ‘ ‘
20 1

0O 100 200 300 400 500 600 700 800 900 t

Bild 11.15: Fiihrungssprungantwort

/U
-05 ¢ 8

10 |
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 ¢

Bild 11.16: Sprungantwort bei Sprung der Storgréfe d;
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h(t)
1.0

0.5 r 1

0
-0.5 A
-1.0 -

-15+ .

-2.0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 t

Bild 11.17: Sprungantwort bei Sprung der Storgrofle ds

Vergleicht man die Verlaufe der Signale fiir die einschleifige Regelung und die Kaskaden-
regelung mit PI-Reglern in beiden Stufen miteinander, so kann man folgende Eigenschaft
beobachten:

Bei der Kaskadenregelung werden Storungen, die der innere Regler mit seiner Regelgrofie
erfasst, mit der Dynamik des inneren Kreises und mit wesentlich kleineren Auslenkungen
ausgeregelt.

Als dritte Variante wird eine Kaskadenregelung mit einem P-Regler fiir den inneren Kreis
und einem PI-Regler fiir &ufleren Kreis dimensioniert.

KQ(S) = VRQ (1118)

This+1
Ki(s) = Vm'lT-T (11.19)

Der innere Kreis ist zweiter Ordnung und kann analytisch auf D, = 1/ V2 ausgelegt
werden (vgl. Gleichung (9.30)).

2
1 [T, [T,
T 4Dp2 ( T T3)

= 125 (11.20)

Der auflere Kreis wird wiederum mit der Ersatzzeitkonstante

T — T3+ Ty
14+ Vg

(11.21)
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und der Verstirkung

Vr2
1+ Vg

fiir den inneren Kreis ausgelegt. Die grofite Zeitkonstante dieses Kreises wird mit dem

‘/Ve:

(11.22)

Vorhalt kompensiert, T;; = 77 und aus den komplexen Polen des inneren Kreises und
dem weiteren Pol eine Ersatzzeitkonstante

T =T+ 1 (11.23)
gebildet.
Damit bestimmt sich die Reglerverstarkung des dufleren Kreises zu
T
Vil = ———. 11.24
DT, v, (11.24)

h(t)
2.0

1.5

1.0

0.5

0O 100 200 300 400 500 600 700 800 900 't

Bild 11.18: Sprungantwort bei Fiihrungssprung

-05 F \ 1

10
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 t

Bild 11.19: Sprungantwort bei Sprung der Storgréfe d;
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h(t) ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
1.0 1

0.5 |
0

-05 ) 1
-1.0 ¢+

-15 U .

-2.0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 t

Bild 11.20: Sprungantwort bei Sprung der Storgrofie dsy

Mit der PI-P-Reglerauswahl fiir die Kaskadenstruktur erhélt die Kaskade eine Dynamik,
die in der Fiihrungsanregung der einschleifigen Regelung nahe kommt. Die Stérausrege-
lung innerer Stérungen (dy) weist die gleiche Auslenkung auf, aber langsamere Dynamik.
AuBlerdem greifen auch bei inneren Stérungen beide Regler ein. Bei dieser Lage der Zeit-
konstanten wére es besser, als inneren Regler einen PD-Regler zu verwenden, der dann
hohere Verstirkungen erlauben wiirde.

Als vierte Variante wird hier daher die PI-PDT-Kaskade vorgestellt.

TUS+1 . T’U
K. = Vpg——— t I = — 11.2
2(5) R2 T, s+1 mi L 5 ( 5)
Els—f-l
K = Vp—— 11.26
1(s) R1 T s ( )

Der innere Kreis kann nach Kompensation von 75 durch den Reglervorhalt durch Pol-
vorgabe analytisch ausgelegt werden.

T, = T (11.27)

(T, +Ty)? 1
Vig = —1 11.28
2 T, T, 4D ( )

Zur Auslegung des dufleren Kreises wird der geschlossene innere Kreis und die kleinere
Zeitkonstante von G1(s) durch eine Ersatzzeitkonstante T, angenéhert.

Ty + Ty
T, = Ty +
2 14 Vg

Vo
_ 11.30
1+ Vio (11.30)

(11.29)
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Die grofere Zeitkonstante T wird durch den Vorhalt des PI-Reglers kompensiert.
T =T (11.31)

Damit ergibt sich Vg, durch Polvorgabe zu:

I

Vi = ———
M ap2T, Vv,

(11.32)

h(t)

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 t

Bild 11.21: Sprungantwort bei Fiihrungssprung
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Bild 11.22: Sprungantwort bei Sprung der Storgréfe d;
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h(t) ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
1.0 1

05 r A
0
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Bild 11.23: Sprungantwort bei Sprung der Storgrofle ds
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12 Realisierung von Reglern auf
Digitalrechnern

Die digitale Signalverarbeitung weist viele Vorziige gegeniiber der Anwendung der Ana-
logtechnik auf. Es sind allerdings auch einige Besonderheiten zu beriicksichtigen. Die
Vorteile der Digitaltechnik liegen in der leichten Rekonfigurierbarkeit, weiten Einstell-
barkeit der Parameterwerte, sowie der ausgezeichneten Langzeitkonstanz der Parameter.
Die einzige Drift kann im Analog-Digital-Wandlungsprozess angreifen (Verstérkungs-,
Offsetfehler). Die Zeitkonstanten kénnen quarzgenau eingestellt werden.

Die zu beobachtende Besonderheit liegt in der diskontinuierlichen Arbeitsweise begriin-
det. Alle dynamischen Signalverarbeitungsschritte werden durch zeitdiskret ablaufende
Rechenprogramme ausgefiihrt. Zur genauen Berechnung zeitdiskreter Rechenvorgéinge
wird eine spezielle Form der Laplace-Transformation, die so genannte Z-Transformation,
verwendet.

Die Hardware eines Mikrorechners fiir Regelungsanwendungen ist als Blockschaltbild in
Bild 12.1 dargestellt.

serieller Bus

A

A 4

Kommunikations- Prozess- j«—
CPU schnittstelle
schnittstelle A/D -
Tastatur . D/A
! I Wandler
|| oS 5| Digitale
Anzeige - Ein/Ausgabe ——>
Daten- Progr.-
Speicher Speicher Zeitgeber
RAM EPROM (Timer)

Bild 12.1: Mikrorechner fiir die regelungstechnische Anwendung

Neben der reinen Regelungsaufgabe, die oft nur einen kleinen Teil des Programms erfor-
dert, aber einen grofien Anteil der Rechenzeit, erlaubt der Rechner auch die Bedienung
iiber eine Tastatur, die Anzeige und Hilfsfunktionen zur Steuerung und Uberwachung des
angeschlossenen Prozesses (z.B. Anfahren eines zeitlichen Temperaturprofils bei einer
Ofentemperaturregelung). Viele Prozessregler besitzen eine Kommunikationsschnittstel-
le, um sie in Automatisierungssysteme einbinden zu kénnen.
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Damit der Rechner die verschiedenen Aufgaben entsprechend ihrer Dringlichkeit zeitlich
gestaffelt quasi parallel ausfithren kann, muss das Programm in Abschnitte, so genannte
Tasks, aufgeteilt werden. Diese werden zu bestimmten Zeiten durch einen programmier-
baren Zeitgeber (Timer) gestartet. Der Timer stot einerseits die Ein- und Ausgabe der
Prozesssignale an und 16st andererseits eine Unterbrechung eines Programms der CPU
durch Anstarten eines anderen Programms aus. In seiner einfachsten Ausfithrung besitzt
das Programm des Rechners zwei Programmebenen:

e Das Hintergrundprogramm, das weniger zeitkritische Vorgéange (Bedienung, Ablauf-
steuerung) ausfiihrt.

e Das Interruptprogramm fiir die zeitkritischen Regelungsaufgaben. Es besitzt die
hochste Prioritat und sollte nicht durch weitere Tasks unterbrochen werden.

Der Programmablauf zum Start des Rechners ist im Flussdiagramm 12.2 dargestellt.

Y

Y

e Einlesen
Initialisierung ProzeR}
der Hardware A/D

v Unterbrechung 4

o Regeltakt Berechnen
Initialisierung eines
der Software Abtastschrittes

v v
Freigabe der Agfgﬁggn
Unterbrechung D/A
'v /\v
Kooperatives Unterbrechbares
Multitasking Hintergrund- @
programm

Bild 12.2: Programmablauf

Nach Abschluss des Anlaufprogramms ist der zeitliche Ablauf der Programmebenen im
Bild 12.3 dargestellt.
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A/D D/A A/D D/A A/D D/A

| R 2 B |

nterrupt

Hintergrund |_| —
s T et t

Bild 12.3: Zeitlicher Programmablauf

In einem regelméfBigen Zeitraster mit der Periode T" wird das Hintergrundprogramm
unterbrochen und das Interruptprogramm gestartet. Zuerst wird der Status des unter-
brochenen Programms gesichert und dann die Prozesseingabe gelesen. Danach folgt die
Bearbeitung der Daten und zum Schluss die Ausgabe und die Wiederherstellung des Pro-
grammstatus des Hintergrundprogramms. Die Riickkehr in das Hintergrundprogramm
kann aufgrund von Programmverzweigungen leicht variieren. Schleifen variabler Lénge
sollten in Interruptprogrammen vermieden werden. Um die Echtzeiteigenschaft des Pro-
gramms zu erhalten, muss sichergestellt werden, dass die maximale Laufzeit des Inter-
rupts die Zeit zwischen zwei Unterbrechnungsanforderungen nicht iiberschreitet.

Im Hintergrundprogramm kann zusétzlich fiir die Ablaufsteuerungen, die Diagnose oder
die Kommunikation ein einfaches kooperatives Multitasking aufgebaut werden (vgl. Bild
12.4).

In einer Kette von Abfragen werden die Startbedingungen fiir die verschiedenen Tasks
iiberpriift und in diejenigen verzweigt, die abgearbeitet werden sollen. Innerhalb der Tasks
darf der Prozessor keine Warteschleifen oder wartende Abfragen ausfithren. Derartige
Abfragen miissen in Startbedingungen umgeformt werden nebst zugehoriger Tasks fiir
die Bearbeitung. Die Rechenzeit einzelner Tasks sollte nicht zu lang sein, damit das
Zeitverhalten anderer Tasks nicht nachhaltig gestért wird.

Der Austausch von Daten zwischen Tasks auf der gleichen Programmebene erfolgt iiber
globale statische Datenstrukturen oder objektorientiert durch Verpacken in Prozeduren.
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Task 1

Task 2

ja

Task n

nein

Bild 12.4: Kooperatives Multitasking

Der Datenaustausch zwischen den Programmebenen erfordert mehr Aufmerksamkeit.

Durch spezielle Synchronisation muss sichergestellt werden, dass Datenstrukturen voll-

stdndig in einem Abtastzyklus des Reglerprogrammes iibergeben werden und nicht gerade

eine Schreib- oder Leseoperation vom Interrupt unterbrochen wird. Dies kann durch be-

sondere Kommunikationsmechanismen des Betriebssystems erfolgen.
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13 Diskrete Signalverarbeitung durch
Digitalrechner

Wird ein Digitalrechner zur Signalverarbeitung eingesetzt, finden sich zwei Schnittstel-
len — der Analog/Digital(A/D)- und der Digital/Analog(D/A)-Wandler —, an denen die
Signale gewandelt werden.

y Takt
\ 4 \ 4
utt) A1 .| Rechen-| _ID y(t)
LD vorschrift| TLZAT

Bild 13.1: Schnittstellen bei diskreter Signalverarbeitung durch Di-
gitalrechner

In der Nachrichten- und Regelungstechnik findet sich diese Kettenstruktur (Bild 13.1) in
vielen Beispielen wieder.

13.1 Zeitdiskretisierung

Das Signal wird vom A/D-Wandler zu diskreten, dquidistanten Zeitpunkten gemessen
oder ,abgetastet”. Es wird also nicht der gesamte zeitliche Verlauf des Signals gewandelt,
sondern statt dessen nur einzelne abgetastete Werte.

13.2 Amplitudendiskretisierung

Da die Amplitudenauflosung des Wandlers begrenzt ist, findet gleichzeitig eine Ampli-
tudenquantisierung statt. Eine typische Quantisierungskennlinie ist in Bild 13.2 gezeigt.
Es handelt sich um die statische Kennlinie eines A/D-Wandlers mit einer Wortbreite von
3-Bit einschlielich Vorzeichen. Bei dieser geringen Wortbreite lassen sich die prinzipbe-
dingten Unsymmetrien und der Quantisierungsfehler besonders gut darstellen. Man legt
einen Quantisierungsschritt mittig auf die 0. Wegen der geraden Anzahl von darstellbaren
Inkrementen wird die Kennlinie dann unsymmetrisch. Man legt die Quantisierungskenn-
linie so, dass im Positiven 3 Inkremente und im Negativen 4 Inkremente darstellbar sind.

Fiir groflere Eingangssignale wirkt der A/D-Wandler begrenzend. In der unteren Kur-
ve ist der zugehorige Quantisierungsfehler eines idealen 3-Bit Wandlers dargestellt. In
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Digitalwert
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Bild 13.2: Amplituden-Quantisierungskennlinie

Datenblédttern von A/D-Wandlern wird nicht nur diese statische Kennlinie mit den auf-
tretenden Fehlern, sondern zusétzlich mit der Angabe der effektiven Wortbreite iiber der
Eingangsfrequenz (bzw. Stérabstand in dB) ein MaS fiir dynamische Ubertragungsfehler
angegeben.

Wiéhrend in der Nachrichtentechnik ein Beriihren der Begrenzung zunéchst nur zu einer
Erhohung des Klirrfaktors fiihrt, treten in regelungstechnischen Anwendungen Stabili-
tatsprobleme auf:

Bei Beriihrung der Begrenzung ist der Regelkreis offen, was zur Instabilitét fithren kann.
Daher muss die Auslegung so erfolgen, dass alle betriebsiiblichen Signalamplituden (ein-
schlieBlich Uberschwingungen) unbegrenzt iibertragen werden kénnen. Die Amplituden-
quantisierung und Begrenzung von Signalen durch den A /D-Wandler ist ein nichtlinearer
Vorgang, der hier zunéchst nicht weiter betrachtet werden soll.

Im Folgenden soll die Annahme getroffen werden, dass die Amplitudenquantisierung fein
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genug ist, um die Arbeitsweise des Regelkreises (Bild 13.3) nicht zu storen.

digitaler
Soliwert | oy aroke
| grofe grofe
~ JD 71 ,| Kont. >
— 20> _ Regler Al | strecke
Sollwert
DA <

Bild 13.3: Regelung einer kontinuierlichen Strecke mit diskretem Regler

Von entscheidender Bedeutung ist die zeitdiskrete Arbeitsweise des Digitalrechners, da
selbst bei hoher Abtastfrequenz in Relation zu den relevanten Streckenzeitkonstanten die
zeitliche Quantisierung meist nicht vernachléssigt werden kann.

13.3 Niherungsweise Beschreibung eines dynamischen
Systems durch eine Differenzengleichung

Wird ein dynamisches System durch ein Signal angesteuert, so lésst sich mit der Differen-
zialgleichung oder der Ubertragungsfunktion das Antwortsignal am Ausgang berechnen.
In die Berechnung geht der gesamte Signalverlauf ab einem Zeitpunkt, sowie der An-
fangszustand des Systems zu diesem Zeitpunkt ein, vgl. Bild 13.4. Werden die Signale
am Eingang und Ausgang als digitalisierte Werte (Abtastwerte) zu dquidistanten Zeit-
punkten gespeichert, so ist nur eine ndherungsweise Beschreibung des Systems durch
die Abtastwerte moglich, weil mit der Abtastung die Information iiber den Signalverlauf
zwischen den Abtastwerten verloren geht. Wird die Abtastperiode T sehr klein im Ver-
héltnis zur Dynamik — den dominierenden Zeitkonstanten — des Systems gewihlt, so ist
die N&herung recht gut.

Der Zusammenhang zwischen den Eingangs- und Ausgangswerten ist durch eine Diffe-
renzengleichung gegeben. Sie gilt exakt nur, wenn der Verlauf des Eingangssignals durch
einen Zahlenwert pro Abtastschritt exakt bestimmt ist. Dies ist beispielsweise der Fall,
wenn der zeitliche Verlauf des Eingangssignals sich nur in einem pro Abtastschritt kon-
stanten Amplitudenfaktor unterscheidet.

Eine einfache ndherungsweise Umsetzung einer Differenzialgleichung in eine Differen-
zengleichung zur Beschreibung der Abtastwerte besteht darin, die Differenziale in der
Differenzialgleichung durch Riickwérts-Differenzenquotienten iiber die Abtastperiode zu
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Bild 13.4: Zeitdiskrete Signalaufzeichnung

ersetzen.

dy
dt

t=vT

y(T) —y((v - DT)

A
~ Ary(vT) =

Hohere Ableitungen werden als Differenzen der Differenzen gebildet:

d?y

el ~ ALy(vT)

t=vT

d3y
—_ %A‘g T
I3 . ry(WT)

TAry(vT) —TAr y((l/ — 1)T)

y(wT) —2y((v — 1)T) +y((v — 2)T)

T2AZ y(vT) — T2A%y((y — 1)T)

T3

kont.- y t
A
D

\
= (13.1)
(13.2)

T2

(13.3)

y(wT) =3y((v—1T) +3y((v —2)T) — y((v — 3)T)

T3
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USwW.

Nach der Ersetzung entsteht eine Differenzengleichung, die eine Beziehung zwischen ei-
ner Anzahl n von zuriickliegenden Abtastwerten des Ausgangssignals und einer Anzahl
m von zeitlich zuriickliegenden Abtastwerten des Eingangssignals herstellt. Dabei sind
m und n die hochsten Ableitungen auf der Anregungs- bzw. Ausgangsseite der Diffe-
renzialgleichung. Anstelle des Ableitungsoperators in der Differenzialgleichung weist die
Differenzengleichung einen Verschiebeoperator auf, d. h. den Zugriff auf dltere Abtast-
werte.

ywT) +ony((v—1)T) +asy((v =2)T) 4+ -+ any((v —n)T) (13.4)
= Bou(wT)+fru((v—1)T)+ -+ Bou((v—m)T)

Die Koeffizienten lassen sich durch Einsetzen der Differenzenoperation in die Differenzial-
gleichung aus den Koeffizienten der Differenzialgleichung berechnen. Zwecks einer kurzen
Schreibweise ldsst man die Zeit T hdufig weg: vT — v; (v — 1)T — v — 1. Fiir das
rekursive Losen der Differenzengleichung mit je n Anfangswerten fiir y(v) und u(v) 16st
man die Differenzengleichung nach y(v) auf:

y(v) = Brulv —k) =Y ary(v — k) (13.5)

Fiihrt man den Verzogerungsoperator D ein, z(v) = D z(v+1), so ldsst sich beispielsweise
fiir ein System 2. Ordnung ganz analog zum Kontinuierlichen folgendes Blockschaltbild
zeichnen:

u(v)

Bild 13.5: Blockschaltbild einer Differenzengleichung 2. Ordnung
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Die Nummerierung der Koeffizienten a; und f; ist hier jedoch gerade entgegengesetzt.
Das Vorgehen zum Aufstellen einer Differenzengleichung aus einer Differenzialgleichung
verdeutlicht ein einfaches Beispiel:
Gegeben sei die Differenzialgleichung einer Verzégerung erster Ordnung:
d
Tld—gZ—i-y:u (13.6)

Einsetzen des Differenzenoperators liefert:

% [y(l/T) — y((u — 1)T)] +y(T) = u(T)
(o + D) = y((v = 1T) = u(wT)

aufgelost nach dem neuesten Ausgangselement entsteht eine Differenzengleichung:

1
y(VT) =T
?—i—l

u(vT) + %y((u —1)T) (13.7)

13.4 Faltungssumme

Bei kontinuierlichen Systemen wurde die Impulsantwort g(¢) zur Kennzeichnung des dy-
namischen Verhaltens und zur Berechnung von Einschwingvorgéngen im Zeitbereich ver-
wendet. Auch bei zeitdiskreten Systemen lésst sich eine Impulsantwort fiir einen zeitdis-
kreten Eingangsimpuls 64(v) definieren.

1 firv =0,

6a(v) = { (13.8)

0 fir alle anderen Werte von v

Wie bei kontinuierlichen Systemen wird angenommen, dass das System fiir v < 0 in Ruhe
war, also wird g(v) = 0 fiir v < 0 definiert. Damit l4sst sich die Impulsantwort fiir v > 0
aus der Differenzengleichung (13.5) berechnen.

y(0) =9(0) = 5o (13.9)
9(1) = pi— a1
9(2) = Br—ai(fi —a1fo) — a2

Jede Wertefolge u(v) lisst sich auch formal als Uberlagerung von zeitdiskreten Impulsen
unterschiedlicher Amplitude auffassen.

u(v) =Y u(k)dq (v — k) (13.10)

k=0
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Auf jeden der Impulse 6,(v — k) u(k) erzeugt das zeitdiskrete System eine Impulsant-
wort, die in gleicher Weise in der Zeit verschoben ist, wie der auslosende Impuls. Mit
der Linearitit des Systems lidsst sich das Ausgangssignal als zeitliche Uberlagerung der
Impulse darstellen.

y(v) = Zu(k)g(u — k)= Zu(k)g(u — k) dag(v)=0firv<0 (13.11)

Diese Art der Berechnung der Systemantwort im Zeitbereich wird Faltungssumme ge-
nannt.

13.5 Mathematisches Modell der zeitdiskreten
Signalverarbeitung
Wird in dquidistanten Zeitabschnitten von einem zur Signalverarbeitung eingesetzten

Mikrorechner ein Zahlenwert in einen Digital-/Analogwandler geschrieben, so entsteht
am Ausgang eine Stufenfunktion, vgl. Bild 13.6.

| T

Bild 13.6: Entstehung einer Stufenfunktion durch den D/A-Wandler

y(t) A
u(0)
u(2T)
u( u(vT) ofiT
— Gt-‘V+1)T)
oT2T t

Bild 13.7: Beschreibung dieser Stufenfunktion durch Sprungfunktionen

Das Signal an der Stelle v, Bild 13.7, kann formal in eine Folge diskreter Einzelimpulse
umgeschrieben werden.
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Mit
1 fir0<t<T
Sar(t) = ot) — ot — T) = Y= (13.12)
0 sonst
ergibt sich
y(t) => u(wT) [o(t —vT) - ot — (v+ 1)T)] (13.13)
v=0
mit o(t) als Sprungfunktion.
Fiihrt man eine Laplace-Transformation des Signals durch, so ergibt sich:
E{y(t)} _ iu(yT) 1 . efz/Ts - 1 X ef(qul)Ts
— 5 s
o 1 — —Ts
= > u(@l)e™"* {—e} (13.14)
s

[e=]

v=

Die eckige Klammer ist allen Summanden gemeinsam und kann vor die Summe gezogen

werden.
L{y() = 1% S u(T)e T (13.15)
S—— v=0
GH(S)

Gy bildet eine spezielle Ubertragungsfunktion, das Halteglied. Das Halteglied stellt das
mathematische Modell des D/A-Wandlers dar.

1— e—Ts

GH<S) S

(13.16)

Bild 13.8 zeigt das Blockschaltbild des Haltegliedes.

Y(s) _ 1-e "
u(t) U(s) S
T l* y(t)
I e 1l e
-Ts 1
e s

Bild 13.8: Blockschaltbild des Haltegliedes Gy
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Aus der Uberlagerung der beiden Kanile lisst sich die Impulsantwort des Haltegliedes
auf einen Impuls mit der Flache 1 berechnen, Bild 13.9.

at)t

\/

Bild 13.9: Impulsantwort des Haltegliedes G auf einen Impuls mit
der Fliche 1

Hat der Impuls jedoch die Fliache u(v T'), so entstehen gerade die Blocke, aus denen die
Funktion y(¢) in Bild 13.7 aufgebaut ist. Es liegt also nahe, dass die Abtastung von u(t)
durch flichenmodulierte Impulse beschrieben werden kann.

Die Summe in (13.15) ergibt in den Zeitbereich riicktransformiert eine Folge von Dirac-
impulsen, deren Flidche mit u(v7T") moduliert ist.

Impuls bei t = 0 mit Fldche 1: L{o(t)} =1
Impuls bei t = VT L{5(t —vT)} =e T
Impuls mit Flache u(vT): L{u(T)6(t —vT)} = u(wT)e ¥"*

Uberlagerung: L {Z u(vT) (t — VT)} - Z u<l/T)erTs

v=0 v=0

Die Rechenzeit und die Wandlungszeit des A /D-Wandlers wird zu 0 angenommen. Somit
kann man den Abtastvorgang durch den A/D-Wandler als Modulation einer Impulsreihe
auffassen. Diese Impulsreihe wird mit u*(t) bezeichnet. Sie stellt das mathematische
Modell des A/D-Wandlers dar.

w (t) =Y u(wT)d(t—vT) (13.17)

v=0
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Im Mikrorechner kénnen Impulse des A/D-Wandlers mit Hilfe eines programmierten
Algorithmus verformt werden, bevor sie in den D/A-Wandler geschrieben werden. Der
Algorithmus des Mikrorechners moduliert also einzelne Impulse der Impulsreihe in ihrer
Fléche.

13.5.1 Modell des D/A-Wandlers

Wenn man den zeitdiskret bearbeiteten Zahlenwerten in der digitalen Signalverarbei-
tung die Eigenschaften einer Impulsreihe zuschreibt, ist die Ausgabe als Analogsignal
iiber einen speichernden D/A-Wandler als lineare Ubertragung iiber ein Halteglied zu
modellieren, vgl. Bild 13.10.

ul®) i u*t) ') r5 y*(t)
—>17D > uR g/ \mma
u(t) A ou*(t)A y**(t) A
° y*(t) 4|_|—|_|—|_‘
t t t
—>»|lo—o GH(S) >

Bild 13.10: Graphisches Modell des D/A-Wandlers

13.5.2 Modell des A/D-Wandlers

Der Abtastvorgang eines analogen Signals durch einen A /D-Wandler entspricht der Mo-
dulation einer Impulsreihe von Dirac-Impulsen (Bild 13.11).

u(t) - i St —vT) =u"(t) (13.18)

V=—0o0
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St)A A A A A A

1<
U(t) A t' U*(t) A A A
§(t-vT)
u(t) i u*(t)
T T T T T T T » —> —> 1 1 >
t t

Bild 13.11: Graphisches Modell des A /D-Wandlers

Die Abtastung ist trotz der Multiplikation eine lineare Operation, da die zeitliche Gestalt
des Triagers (Impulsreihe von ¢ -Impulsen) sich von Abtastung zu Abtastung nicht dndert.

13.5.3 Schnittstelle zur Regelstrecke

Die Modellierung eines kontinuierlichen Systems durch die Verarbeitung von Zahlenrei-
hen, die die Werte von Signalen in den Abtastzeitpunkten enthalten, ist nur moglich,
wenn die Anregung des Systems durch einen Zahlenwert pro Abtastintervall vollstin-
dig beschreibbar ist. Der genaue zeitliche Verlauf muss bis auf die Amplitude fiir jeden
Abtastschritt gleich sein. Erlaubte Signalformen koénnen vielfdltige Gestalt haben, z. B.
flichenmodulierte Impulsreihen, Stufenfunktionen, amplitudenmodulierte Impulse kon-
stanter Breite oder amplitudenmodulierte Sinushalbschwingungen (Bild 13.12).
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Bild 13.12: Signalformen

Hingegen dndert sich bei der Pulsweitenmodulation mit der Signalamplitude die zeitliche

Gestalt des Signals. Diese Umwandlung fiihrt auf eine nichtlineare Transformation in

Verbindung mit der Ubertragung durch kontinuierliche Strecken.
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Zeitdiskrete Signale sind Zeitfolgen von Zahlenwerten. Die Schnittstelle zu kontinuierli-
chen Systemen bilden Digitalwandler. Man erhélt eine geschlossene mathematische Dar-
stellung des Verhaltens, indem die Zahlenfolge als Zeitreihe von flichenmodulierten Di-
racimpulsen (Abtastsymbol) und der D/A-Wandler als Halteglied mit der linearen Uber-
tragungsfunktion G (s) beschrieben wird.

Hat das kontinuierliche Signal die Zeitfunktion f(t), mit f(¢) = 0 fiir ¢ < 0, so entsteht
durch Abtastung eine Wertefolge f(vT') oder vereinfacht geschrieben f(v). Die modulierte
Impulsreihe der Abtastwerte schreibt sich als

=> fwT)s(t—vT) . (14.1)

Dies ist wiederum ein zeitliches Signal, das der Laplace-Transformation unterworfen wer-
den kann. Es entsteht

L{f* ()} = F*(s quT —Is (14.2)

Allgemein weisen alle Laplace-Transformationen von zeitdiskreten Signalen (Impulsrei-
hen) die Laplacevariable s nur innerhalb einer e-Funktion auf. Daher wird die Substitu-
tion

z=¢l" (14.3)

eingefiihrt. Es entsteht die Funktion F,(z)

=> fwT) = (14.4)
v=0
Die umgekehrte Substitution ist nicht eindeutig.

1
=7 (In z+jg-2m), ¢ ganzzahlig (14.5)

Die Funktion F*(s) bezeichnet somit:
F*(s) = F,(e) (14.6)

Diese spezielle Form der Laplace-Transformation fiir zeitdiskrete Signale bezeichnet man
als Z-Transformation und die Transformationsfunktion F,(z) als Z-Transformierte der
Folge f(vT).

Z{f(v)} = F.(2) (14.7)
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14.1 Eigenschaften der Z-Transformation

Die Z-Transformation geht aus der Laplace-Transformation von &dquidistanten Impuls-
reihen hervor und weist daher auch dhnliche Rechenregeln auf.

e Linearitiit (Uberlagerungsgesetz):
Za fi(v) +bfo(v)} = aZ{fi(v)} +bZ{f(v)} (14.8)
e Verschiebung um ganze p T (positive Laufzeit p > 0):

Z{f(v - )} = Z{/ )} = (14.9)

e Summenbildung:

z {Z f(k)} - — 2{f)} (14.10)

e Faltungssumme:

Es sei
fw) :Zfl(k’) fo(v = k), (14.11)

dann gilt:
Z{fw)} = Z{Hi(v)} - Z{f2(v)} (14.12)

Diese Faltungssumme wurde schon in (13.11) unter Verwendung der diskreten Im-
pulsantwort einer Differenzengleichung hergeleitet.

e Anfangs- und Endwert:

Falls die Grenzwerte existieren gilt:

F0) = lm Z{f(»)} (14.13)

lim f(v) = lim(z—1) Z{{()}

vV—00

14.2 Inverse Z-Transformation

Die Zuordnung einer Z-Transformierten zu einer Folge f(v) ist umkehrbar eindeutig. Es
existiert eine inverse Z-Transformation:

2 HF.(2)} = f(v) (14.14)
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Fiir die Durchfithrung der Transformation stehen verschiedene Verfahren zur Wahl. Die
Verwendung von tabellierten Korrespondenzen, vgl. Tabelle 14.1, kann erfolgen, wenn
F,(z) in Partialbriiche zerlegt wird. Dieses Verfahren ist analog zur Partialbruchzerlegung
(PBZ) fiir laplace-transformierte Signale. Als weiteres Verfahren kann die Polynomdivi-
sion durchgefithrt werden. Dazu werden Zéahler und Nenner mit 27" erweitert und der
Zahler abdividiert. Damit entsteht eine Potenzreihe in 27", die direkt der gesuchten Wer-
tefolge entspricht.

Eine weitere Moglichkeit ist die Auswertung des Ringintegrals,

1

f(V):?j

&lg F.(2) 2" tdz (14.15)

wobei der Integrationsweg so zu wéahlen ist, dass alle Singularitéten von F,(z) umschlos-
sen werden.
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Tabelle 14.1: Korrespondenzen zur £- und Z-Transformation

Nr. | Zeitfunktion f(¢) | £-Transformierte Z-Transformierte
F(s) = LLF(1)} F.(2) = Z{f(KT))
mit, f(KT) = f(t) s
1 d-Impuls 6(¢) 1 1
o 1 z
2 | Einheitssprung o(t) -
s z—1
1 T
3 t = c
s2 (z —1)2
A 2 2 T?2(2 +1)
53 (z—1)3
1
5 e~ < o= T
s+a z—c
1 T
6 te= _eF cc=e T
(s +a)? (z —¢)?
. 2ot 2 cT?z(z + ) ; T
(s+a)? (z—¢)?
8 | — emat v =9z
s(s +a) (z=1(z=¢)
9 ) y Wo z sinwy1’
sin w —
0 s2 4w 22 — 2z coswoT + 1
5 22 — z coswyT
10 t G S—
cos o s2 4+ wi 22 — 2z coswoT + 1
2
T
11| 1-(1+at)e S T
s(s+ a)? z—1 z—c¢ (z2—0¢)?
be=o — qe " ab z bz az
12 1+ + —
a—1>b s(s+a)(s+b) | z—1 (a—b)(z—¢c) (a—0b)(z—4d)
c=e T d=¢e"T
L wo cz sinwyT _
13 at t cc= aT
N (s +a)?+ wk 22 — 2cz coswyT + 2 c=°
s+a 2% — cz coswoT
14 —at t —_— o —aT
© ot (s +a)? + w? 22— 2cz coswol + 2 °
1 z
15 Z L
¢ s—(1/T)Ina z—a
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15 Die Impulsiibertragungsfunktion

Wie in Abschnitt 13.3 Gl. (13.5) gezeigt wurde, kann ein dynamisches System, das mit
Impulsen oder Stufensignalen angeregt wird, in seinen Ubertragungseigenschaften durch
eine Differenzengleichung beschrieben werden:

) = Beulv—K) = Syl —k)  (135) (15.)
oder

Z ary(v —k) = Z Bru(v — k), ap=1 (15.2)

Fithrt man fiir die Wertefolgen y(v) und u(v) die Z-Transformierten ein, so lasst sich der
Verschiebungssatz der Z-Transformation anwenden:

V. (2)(1+orz b anz 2+ anz™™) =U(2)(Bo + Brz ' + -+ Bmz™™) (15.3)

Weisen Zahlerpolynom und Nennerpolynom unterschiedliche Ordnungen auf, so lassen sie
sich trotzdem durch Einfiigen von Nullkoeffizienten auf die gleiche Ordnung n bringen.
Als Quotient der Signale entsteht wie bei kontinuierlichen Systemen eine Ubertragungs-
funktion:

_ Y(z2)  BoF Pz 4 Bre?

Boz" + Bz 4+ B
2+ a2 4

ezt + a1 2V iz 41y
2Pt 12" ez + o

mit T, = 671_1‘ und Ci = Qp—j.

Beide Schreibweisen der Impuls-Ubertragungsfunktion sind gleichwertig und kénnen ver-
wendet werden. Die Impuls-Ubertragungsfunktion ist die Z-Transformierte der Impuls-
antwort der Differenzengleichung auf den diskreten Impuls d4(v):

Sa(v) = {1 fir =0 (15.5)

0 sonst
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In Gln. (13.11) wurde gezeigt, dass mit der Faltungssumme die Systemantwort fiir belie-
bige Anregungen berechnet werden kann, wenn die Impulsantwort als Folge bekannt ist.

o

y(v) =Y u(k)g(v — k) (15.6)

k=0
Durch Einsetzen der Z-Transformierten ergibt sich
ABEDWOEREDY <Zu<k> o - k>> (15.7)
v=0 v=0 k=0

mit der Substitutionv=p+k = pu=v-—=~%k

oo 0

V()= 3 ) ulk) gl (158)

pn=—k k=0

Wegen g(p) = 0 fiir £ < 0 kann in der ersten Summe der Index ab 0 laufen, ohne das
Ergebnis zu &ndern. Die Summen konnen getrennt werden.

Vz) = D gln) ety ulk) o (159)

= G.(2)-U.()

Mit der Impuls-Ubertragungsfunktion kann ebenso gerechnet werden wie mit der kontinu-
ierlichen Ubertragungsfunktion. Es ist nur zu beachten, dass eine Impuls-Ubertragungs-
funktion die Beziehung zwischen Zahlenfolgen darstellt. Sind zwei zeitdiskrete Systeme
mit synchroner Abtastung in Reihe geschaltet, sodass die Ausgangsfolge der ersten Ein-
gangsfolge des zweiten Systems ist, so kann die gesamte Impuls-Ubertragungsfunktion
aus dem Produkt der Einzel-Ubertragungsfunktionen gebildet werden.

15.1 Berechnung der Impuls-Ubertragungsfunktion fiir
kontinuierliche Systeme

Damit fiir ein kontinuierliches System eine Impuls-Ubertragungsfunktion definiert werden
kann, muss es am Eingang durch eine Impulsfolge gespeist werden und am Ausgang ein
Abtaster vorhanden sein, der synchron zur Eingangspulsfolge Abtastwerte am Ausgang
entnimmt, vgl. Bild 15.1.
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e Gy(s) U G(s) MUR % M
[ (GHG)#(2) g

Bild 15.1: Entstehung einer Impuls-Ubertragungsfunktion

Da in realen Systemen keine Impulse auftreten, reale zeitdiskrete Signalverldufe viel-
mehr meist als Stufenfunktionen vorliegen, ist dem kontinuierlichen Streckenteil stets ein
Halteglied mit der Ubertragungsfunktion Gy (s) = % vorzuschalten. Das Halteglied
formt aus den (rein mathematischen) Impulsen Stufen deren Hohe durch die Impulsfléche
bestimmt ist und kann somit als Modell fiir die D/A-Umsetzung dienen. Die Amplituden-
quantisierung ist weiterhin vernachléssigt. Die Impulsantwort ¢(t) des kontinuierlichen
Streckenteils g(t) = L7 Gy(s) - G(s)} einschlieBlich des Halteglieds bildet die Basis zur
Gewinnung der Impulsfolge, deren Z-Transformierte die Impuls-Ubertragungsfunktion

1st.

o0

(Gu@)a(z) = Z{g0D)} = gwT)e ™" (15.10)

v=0

= > g(wT)=

Diese Z-Transformation der Impulsfolge g(vT") ist nur dann eindeutig umkehrbar, wenn
sichergestellt ist, dass alle Pole von G (s)-G(s) einen Imaginérteil aufweisen, der kleiner
ist als

Im{s;} < % (entspricht der halben Abtast-Kreisfrequenz). (15.11)

Verwendet man ein Halteglied mit der Ubertragungsfunktion Gg(s) = l_eszS um die

Impulsreihe am FEingang in eine Stufenfunktion zu wandeln, so ist die Impulsantwort
dieser Reihenschaltung zu beriicksichtigen.

gt) = £ {i : G(s)} (15.12)

S

= £t {@ — @G—Ts}

S S

o) O )
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Mit der Definition

q(t)=L" {&s)}

S

kann man die Abtastwerte der Impulsantwort g(t) schreiben als:

(GrG)a(2) = Z{gWD)} =) g(T)=

NE

(91 WT) =7 = g1 ((v = 1)T) =7"]

I
=)

1%

Mit dem Verschiebungssatz gilt:

(GuG)az) = D [0 (WD)z — g (vT) == +Y)]

o 11

_ (1 - %) 291 (WT) 2"

1M

NE

N
Il
=)

Zusammengefasst kann man schreiben:

GG = 2{et {Z)

2 0)
- 2 {e {90} M

Héaufig wird das Argument v7T" ausgelassen und vereinfacht geschrieben

@6, ()= Tz { e {EHL

S

obwohl dies den Vorgang nicht exakt wiedergibt.

(15.13)

(15.14)

(15.15)

(15.16)

(15.17)
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16 Anwendung der Z-Transformation

16.1 Exakte Z-Transformation

Fiir Regelungszwecke wird die StellgroBe eines Digitalreglers meist iiber einen D/A-
Wandler an eine kontinuierliche Strecke ausgegeben. Der Ausgang der Strecke wird durch
einen abtastenden A/D-Wandler erfasst. Die Aufgabe besteht darin, fiir eine gegebe-
ne gebrochen rationale Ubertragungsfunktion (16.1) erginzt durch ein Halteglied eine
Impuls-Ubertragungsfunktion fiir eine Abtastzeit T' zu berechnen.

b s™ + - 4+ b1s + by

G(s) = 16.1
(s) sttt a1s+ag ( )

Die gebrauchlichste Methode verwendet eine Partialbruchzerlegung, um fiir die Einzelter-
me auf tabellierte Korrespondenzen, vgl. Tabelle 14.1, zugreifen zu konnen. Dazu muss
G(s) im Nenner in Linearfaktoren zerlegt werden. Mit den Residuen R gilt bei Einfach-
polen:

G(s)=>_ fa(©) (16.2)

S— S
A=1 A

Bei einer Funktion mit m = n muss vorher noch der Durchgriff abdividiert werden. Wegen
der Linearitdt der Z-Transformation konnen die Summanden einzeln transformiert und
anschliefend zusammengefasst werden.

(GrG).(2) = = ; 2 {,c—l {zn: M}} (16.3)

— s(s —s»)

Fiir s, # 0 gilt geméf Tabelle 14.1:
_ o8\T
z{c—l {—R*(G) }} _ B (-e)e (16.4)
s

(s —s)) sy (z—=1)(z—enT)

Fiir sy = 0 entsteht ein Doppelpol bei s = 0 (Tabelle 14.1)
_ R,\(G) TR)\Z
zZLt = : 16.5
e {5 17 16:)

In jedem Summanden kann der Ausdruck (z—1) im Nenner mit dem Vorfaktor der Summe

gekiirzt werden. Ein z im Zé&hler kann ebenso gegen den Vorfaktor gekiirzt werden. Mit

T erhilt man fiir sy # 0:

der Abkiirzung z) = e
" RA\(G) 1 -2
(GuG). (2) = - S G Lo (16.6)

S Z—Zz
=1 A A
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16.2 Niherungsweise Z-Transformation

Die exakte Z-Transformation verwendet die Beziehung z = e?*. Also kénnte im Prin-
zip fiir die Umwandlung der Ubertragungsfunktion die Umkehrfunktion fiir s eingesetzt
werden s = %In z. Nur léasst sich diese Beziehung nach dem Einsetzen nicht zu einer
gebrochen rationalen Funktion auflésen. Daher werden einfachere Beziehungen gesucht,
die auf gebrochen rationalen Zuordnungen beruhen.

16.2.1 Integration nach der Rechteckregel

Dazu betrachtet man die Sprungantwort eines einzelnen Integrators (vgl. Bild 16.1).

h(t) 4 Kontinuierlicher
Integrator

Integration nach
der Rechteckregel
(Obersumme)

Integration nach
der Rechteckregel
(Untersumme)

»
’

| | | | | | |
T 2T 3T 4T
t

Bild 16.1: Vergleich der Sprungantworten: Kontinuierlicher Inte-
grator, Diskreter Integrator: Unter- und Obersumme

Die einfachste zeitdiskrete Integration erfolgt nach der Rechteckregel.

16.2.1.1 Obersumme

Fiir die Obersumme gilt:
y(v)=ylv—1)+Tu(v) (16.7)

In z geschrieben lautet der Zusammenhang:

Voz)(1-2) = TU.(2) (16.8)

V() = g UE)
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Um auch Systeme hoherer Ordnung berechnen zu kénnen, wird jeder einzelne Integrator
% nach der Rechteckregel in % umgesetzt:

1 Tz
-~ 16.9
S z—1 ( )
bzw.
1 z—-1
~ — 16.10
§ T =z ( )

Der Berechnung jedes einzelnen Integrators nach der Rechteckregel entspricht eine Sub-
stitution von s in der Ubertragungsfunktion geméaf (16.10). Im Blockschaltbild stellt sich
die Substitution gemafl Bild 16.2 dar.

UZ(Z—)> »(T )—»Z

1/z

Bild 16.2: Diskreter Integrator nach der Rechteckregel zur Bildung
der Obersumme

16.2.1.2 Untersumme

Bei einer Integration mit der Untersumme entsteht:

ylv) = ywv—-1)+Tu(v-1) (16.11)

()2 = 1T
V.e) = = TU.(2)

Die Substitutionsbeziehung lautet jetzt:

5 = % (z—1) (16.12)

Im Blockschaltbild wird der Integrator wie folgt ersetzt, vgl. Bild 16.3.
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Z(—>T—> 1/z >®—>
+

Bild 16.3: Diskreter Integrator nach der Rechteckregel zur Bildung
der Untersumme

16.2.2 Integration nach der Trapezregel

Diese beiden Transformationsbeziehungen stellen nur eine grobe Néherung des kontinu-
ierlichen Systems dar. Die Anwendung ist nur fiir sehr hohe Abtastraten anzuraten. Eine
genauere Approximation als die Rechteckregel bietet die Integration nach der Trapezregel
(vgl. Sprungantwort eines diskreten Integrators nach der Trapezregel in Bild 16.4).

h(t) A

3/2T}---
127

I I I I I g
T 2T 3T 4T
t

Bild 16.4: Sprungantwort eines diskreten Integrators nach der Trapezregel

y(v) = yw=-1+ = (u(w)+u(v-1)) (16.13)

Y.(2) <1 _ 1) _ g (1 + 1) U.(2) (16.14)



16.2 Néaherungsweise Z-Transformation 255

1
16.15
1 (16.15)

Dies liefert die Zuordnung

1NTz—|—1

P 16.16
5 2 z—1 ( )
entsprechend der Substitution:
2 z—1
N — 16.17
S T z+1 ( )

Im Blockschaltbild stellt sich ein diskreter Integrator nach der Trapezregel wie in Bild
16.5 dar.

—> 1/z

Bild 16.5: Diskreter Integrator nach der Trapezregel

Dasselbe Ergebnis erhélt man auch auf Grund einer anderen Uberlegung. Die Beziehung

1
s = Tlnz (16.18)

soll angenéhert werden, um eine Substitution durchfithren zu kénnen. Eine der Reihen-
entwicklungen des Logarithmus

2—1 1 [z—1\° 1 [/z—1\°
- — 16.19
z+1+3<z+1) +5(z+1) * ] ( )

fithrt bei Abbruch nach dem ersten Glied ebenfalls auf die so genannte Tustin-Formel:

Inz=2

(16.20)
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16.3 Grafische Gegeniiberstellung der exakten und
genidherten Transformationen

Bild 16.6: Exakte Transformation

Die exakte Z-Transformation (Bild 16.6) bildet Geraden parallel zur imaginéren Achse
auf Kreise um den Ursprung in z ab. Die imaginére Achse selbst wird auf den Einheitskreis
in z abgebildet. Parallelen zur reellen Achse werden auf Geraden durch den Ursprung in

z abgebildet.

@ s =% (z-1) @
/_\\
\\_/

z=1+Ts

Bild 16.7: Transformation nach der Rechteckregel — Untersumme

Die Abbildung nach der Rechteckregel mit der Untersumme liefert auch optisch die
schlechteste Anpassung (Bild 16.7).
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® o ®

Bild 16.8: Transformation nach der Rechteckregel — Obersumme

Die Abbildung nach der Rechteckregel mit der Obersumme wirkt optisch etwas besser,
weist aber noch erhebliche Verzerrungen auf (Bild 16.8).

Bild 16.9: Transformation nach der Trapezregel (Tustin-Formel)

Fiir kleine Abtastzeiten in Relation zur Lage der Pole liefert die Tustin-Formel (Trapez-
regel) relativ gute Abbildungseigenschaften (Bild 16.9).
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16.4 Ubersicht zur Z-Transformation

g ()= > gwDo —vI) O——8G (s) = > gwDe ™™ = > gwT)z™"
v=0 v=0 v=0

-1

Abgetastete | mpul santwort | mpuls-Ubertragungsfunktion

&
Rekonstruktion Abtastung Naherung
g~ 2Z= _2+Ts
Tz + T2 —Ts
&—1
I mpul santwort T, Ubertragungsfunktion

86 o—=o G(s)

Bild 16.10: Zeit- und Frequenzbereich, kontinuierlich und zeitdiskret
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17 Signalverarbeitung mit zeitdiskreten
und kontinuierlichen Signalen

In Systemen, die kontinuierliche und diskrete Signale verarbeiten, sind Besonderheiten bei
der Aufstellung der Systemgleichungen zu beachten. Die Impuls-Ubertragungsfunktion,
die einen zeitdiskret arbeitenden Systemteil beschreibt, ist nur fiir Systemteile definiert,
die unmittelbar zwischen Abtastern eingeschlossen sind (Bild 17.1).

, Synchron :

. P
B o 5 e PO o [FY
U(s) U,(z) Y(s) Y,(2)

- GZ(Z)4>|

Bild 17.1: Kontinuierliches System zwischen Abtastern

Dabei wird im Allgemeinen vorausgesetzt, dass die Abtaster synchron arbeiten, d. h. mit
gleicher Frequenz und Phasenlage. Falls nur die Phase abweicht, aber dieselbe Frequenz
vorliegt, kann mit einer Laufzeit in G(s) gerechnet werden. Dabei ist die Laufzeit kleiner
als die Abtastzeit. Eine modifizierte Z-Transformation kann angewendet werden, um
auch in diesem Fall den Zusammenhang zwischen den Impulsfolgen herzustellen.

Zwei zeitdiskrete Streckenteile konnen einfach in Reihe geschaltet werden (Bild 17.2).
Der abschlieffende Abtaster des ersten Teils ist gleichzeitig der eingehende Abtaster des
zweiten Streckenteils.



260 17 Signalverarbeitung mit zeitdiskreten und kontinuierlichen Signalen

Synchrone Abt.

A
\ 4
A
v

A
A

Bild 17.2: Reihenschaltung zeitdiskreter Systemteile

Die gesamte Impuls-Ubertragungsfunktion ergibt sich mit dem diskreten Faltungssatz als
Produkt der Impuls-Ubertragungsfunktionen der Teilstrecken.

Ganz anders sind die Verhéltnisse, wenn der mittlere Abtaster fehlt (Bild 17.3).

—» o~ o » G4(s)

Y

Gys) || oo >

; G,(2)=(G1Gy),(2) |

Bild 17.3: Reihenschaltung zweier kontinuierlicher Systemteile

Die Impuls-Ubertragungsfunktion ergibt sich zu:

G. (2) = (G1Ga). (2) (17.1)

Sie ist keineswegs gleich dem Produkt der Impuls-Ubertragungsfunktion der einzelnen
Teile. Oft greifen innerhalb von kontinuierlichen Streckenteilen Storsignale an. Diese kon-
nen durch Impulsfolgen nur angenéhert beschreiben werden.
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d(t) 64
D(s)
u(t) u*(t) y(®) y*(t)
» G \ >
uGs) o U,(2) 1 = ©2) Y(s) e 7;(z)

Bild 17.4: Mischung diskreter und kontinuierlicher Signale mit syn-
chroner Abtastung

Hier gilt:

Y.(2) = (G1Ga). (2) Un(2) + (GoGaD). (2) (17.2)

Der Term fiir die Storung (G2G4D), (z) bringt zum Ausdruck, dass der gesamte Signal-
verlauf von d(t) zwischen den Abtastzeitpunkten in das Ausgangssignal eingeht und nicht
nur Abtastwerte.

Eine Néaherungsrechnung fiir stetige Signalverldufe der Storung bei hoher Abtastrate

kénnte aus einem Abtaster auf der Storung mit nachgeschaltetem Halteglied bestehen
(Bild 17.5).

dt d*(t)
(l» o= » GH » Gy

D(s) D,(2)

u(t_)» - u*(tl G |+ s y(t) - _y:(t)
o > ‘ > o
uGs) Ve \ Y(s)
Bild 17.5: Zeitdiskreter Ansatz der Storung
Fiir diese Anordnung gilt:
Y. (2) = (G1G2): (2) U (2) + (Gu Ga Ga): (2) D= (2) (17.3)

Aus diesen Uberlegungen lésst sich ableiten, wie bei Regelkreisen vorzugehen ist, die eine
oder mehrere Abtastungen enthalten. Der haufigste Fall ist der, dass ein Mikrorechner
eine digitale Sollwertvorgabe (zeitdiskret) erhilt, die Regelgrole mit einem A /D-Wandler
abtastet und die Stellgréfie iiber einen D/A-Wandler ausgibt, vgl. Bild 17.6.
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D/A-Wandler
—N
w(v) e(v) K,(2) o Gs) o Gs) y(t)
W,(2) T Y(s)
y*(t) o
v, T °
A/D-Wandler

Bild 17.6: Zeitdiskreter Regler mit kontinuierlicher Strecke

Hier gilt:

K. (2)(GuG). (2)

W, (2) (17.4)
Die algebraische Auflésung der Gleichungen fithrt zu den aus dem Kontinuierlichen be-
kannten Strukturen und der dazugehédrigen Theorie.

In besonderen Fallen kommt es vor, dass nur ein einzelner Abtaster im Kreis zu modellie-
ren ist (Bild 17.7). Dieser Fall tritt auf, wenn ein kontinuierlicher Prozess ein zeitdiskretes
Element aufweist. Beispiele hierfiir sind:

e Probennahme und chemische Analyse in verfahrenstechnischen Anlagen

e Registerregelung von Druckmaschinen

- ==

IR

v

t : t *(t
w(t) e(t) o e ()> 5(s) y(t)
E_(2) :
- A I
:-—>I o~ o I-—y>(t)

' 1 Y4(2)

Bild 17.7: Regelkreis mit einem Abtaster

Fiir die zeitdiskrete Beschreibung in den Abtastzeitpunkten wird am Streckenausgang
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und auf den Fiithrungsgrofien je ein gedachter Abtaster eingefiihrt. Es gilt:

B.(2) = W.(2)-Y.(3) (175
V) = o W)

An diesen Beispielen ist zu erkennen, dass unter Beachtung einiger Sonderregeln mit zeit-
diskreten Systemen genauso komfortabel gerechnet werden kann wie mit kontinuierlichen
Systemen.
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18 Stabilitit zeitdiskreter Systeme

Ein kontinuierliches lineares System ist stabil, wenn bei einer betragsméflig beschrankten
Anregung eine obere Schranke fiir die Systemantwort existiert. Sie ist dann sichergestellt,
wenn die Impulsantwort fiir ¢ — oo verschwindet. Diese Aussagen sind auch auf zeitdis-
krete Systeme iibertragbar.

Ein zeitdiskretes System, das mit einer beschrankten Wertefolge |u(v)| < ¢ angeregt
wird, ist ein-/ausgangsstabil (BIBO-stabil), wenn die Impulsantwort fiir v — oo gegen 0
konvergiert:

lim g(v) =0. (18.1)

V—00

Die Impuls-Ubertragungsfunktion ist die Z-Transformation der Impulsantwort

G.(2) = Z{g(v)}. (18.2)

Die Impuls-Ubertragungsfunktion kann in Partialbriiche aufgespalten werden, wenn die
Nullstellen des Nenners bekannt sind. Bei Einfach-Polen ergibt sich:

G =Y f 2 (18.3)

Z— 2y
A—=1 A

Die Folge g(v) entsteht als Uberlagerung der Potenzfolgen der Einzelpole:
g(v) =) Ryz. (18.4)
A=1

Die Folge g(v) wird nur dann gegen 0 konvergieren, wenn jeder einzelne Summand gegen
0 konvergiert. Das ist offensichtlich nur moglich, wenn |z,| < 1 fiir alle A gilt.

Falls Mehrfachpole vorhanden sind, ldsst sich die Folge ¢g(v) wieder in Potenzreihen auf-
spalten, so gilt z. B. fiir z, 1 = 2,

—

g(v) = Ry + R,vz. (18.5)
1

3

>
Il

Auch hier gilt als Stabilitétsbedingung
23] < 1. (18.6)

Ein zeitdiskretes System ist stabil, wenn die Pole der Impuls-Ubertragungsfunktion in-
nerhalb des Einheitskreises liegen. Die stabilen Pole in der linken s-Halbebene werden in
den Einheitskreis der z-Ebene abgebildet. Diese Aussage ist auch plausibel, wenn man die
Abbildung eines kontinuierlichen Systems durch die z-Transformation z = e’ ® betrachtet
(vgl. Abschnitt 16.3).



266 18 Stabilitét zeitdiskreter Systeme

18.1 Beziehungen zwischen kontinuierlichen und diskreten
Systembeschreibungen

Wird ein kontinuierliches System mit zeitdiskreten Signalen, z. B. Impulsreihen oder Stu-
fenfunktionen, angeregt und am Ausgang abgetastet, so kann geméfl der Kapitel 14 bis
16 eine Zuordnung der Pole zwischen diskreter und kontinuierlicher Systembeschreibung
getroffen werden. Jeder Partialbruch der kontinuierlichen Ubertragungsfunktion

Gi(s) = (18.7)

wird auf einen Partialbruch

R
Gir:(2) = A2 mit  zy = 7 (18.8)
Z — Zx\
bzw.
R)\ 1— Z\ . . . . .
Gr.(z) = — fiir Anregung mit Impulsfunktionen mit Halteglied (18.9)
—S) 2 — 2\

abgebildet. Fiir Mehrfachpole gelten &hnliche Zuordnungen. Die Pole des kontinuierlichen
Systems werden nach der Beziehung

zy = el (18.10)

abgebildet. Stabile Pole des kontinuierlichen Systems Re{s,} < 0 werden in den Ein-
heitskreis abgebildet (|z)] < 1), vgl. Bild 18.1.
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Bild 18.1: Zuordnung von Polen zwischen kontinuierlichem und
diskretem System

In Bild 18.1 wird die Zuordnung durch die Abbildung mit einigen Spezialfiallen verdeut-
licht. Die imagindre Achse der s-Ebene wird auf den Einheitskreis abgebildet; Instabile
Pole entsprechend auf Punkte auflerhalb des Einheitskreises in z.

Durch die Abbildung auf z ist der Streifen zwischen j% und —j% parallel zur reellen
Achse bereits auf die gesamte z-Ebene abgebildet. Die parallelen Streifen, z. B. 5% bis
J 3%, werden ebenfalls auf die gesamte z-Ebene abgebildet. Wie bereits vorher erldutert,
ist die Umkehrabbildung von z nach s durch

1
T
nicht eindeutig. Die Mehrdeutigkeit bringt den Informationsverlust durch die Abta-
stung zum Ausdruck. Auch wenn ein Einschwingvorgang im kontinuierlichen Verlauf

s (In 2+ jq-2m), q ganzzahlig (18.11)
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der Impulsantwort mehrere Schwingungen zwischen zwei Abtastungen ausfiihrt, wird der
Wertefolge nach der Abtastung immer eine Frequenz unterhalb der halben Abtastrate
zugeordnet.

Bei der Zuordnung zwischen s und z ist zu beachten, dass nur die Pole durch zy = e’*
verkniipft sind. Fiir Nullstellen gilt diese Beziehung nicht. Oft entstehen durch die Ab-
bildung zusétzliche Nullstellen, die im Kontinuierlichen nicht existieren.

Die folgenden Bilder zeigen charakteristische Einschwingvorgénge anhand einfacher Sy-
steme 2. Ordnung in z. Die rechte Spalte von Bild 18.2 stellt in s nicht realisierbare
Systeme dar. Das gleiche gilt fiir Bild 18.3.-

RN .
N S/ L

10 10 20

1 @ 10 ) 1 / \@% 1

0\5" X 5 0\"\* 1 oI
0 1

-1 0 10 20 -1 0 1 0
1 2 1 1
| h(t)
x n h(t) x
of , | 1 or - 1 05
-1 0 1 0 10 20 -1 0 1 0 10 20

Bild 18.2: Sprungantworten charakteristischer Einschwingvorginge

1 x @ 1
/X h
or 4 0.5
\
-1 0 1 0 10 20

Bild 18.3: Alternierender Einschwingvorgang mit halber Abtastzeit
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18.2 Stabilititspriifung mittels w-Abbildung

Die iiblichen Stabilitédtskriterien kontinuierlicher Systeme konnen fiir diskrete Systeme
nicht angewendet werden, weil sie Pole anhand des Vorzeichens des Realteils klassifizieren,
aber nicht nach dem Betrag. Es gibt aber eine einfache Moglichkeit, die Verfahren durch
eine Polynomtransformation anwendbar zu machen.

Um das Nennerpolynom
N.(2) =) e, =1 (18.12)
k=0
zu iiberpriifen, wendet man die w-Abbildung

z—1 14+w
bzw. _ 18.13
z+1 ez 1—w ( )

w =

an, die eine umkehrbar eindeutige Abbildung zwischen w-Ebene und z-Ebene darstellt.
Die linke w-Ebene ist dem inneren Teil des Einheitskreises in z zugeordnet. Um die
Ausdriicke mit w im Nenner zu entfernen, wird noch mit (1 — w)” durchmultipliziert:

1+ w

Ny(w) = N, (—) L=w)" =) o (L w)k (1 —w)" ", (18.14)

1—w
k=0

Das neue Polynom in w ist wieder vom Grade n. Die Stabilitdt kann beispielsweise mit
dem Hurwitz-Kriterium gepriift werden.

18.3 Abtasttheorem

In diesem Abschnitt soll der Zusammenhang zwischen der Laplace-Transformierten kon-
tinuierlicher Signale und Abtastfolgen derselben Signale beleuchtet werden. Ein konti-
nuierliches Signal f(¢), das von einem Abtaster in eine flichenmodulierte Impulsreihe
umgewandelt wird, wird geméaf} (14.1) beschrieben durch:

1) = ft) > s(t—vT) (18.15)

V=—00
[e.e]

= > f(t)o(t—vT).

Dabei wird zur Anwendung der einseitigen Laplace-Transformation angenommen, dass
f(t) eine glatte Funktion ist und gilt f(¢) gleich null ist fiir ¢ < 0, wihrend die unmodu-
lierte Impulsreihe als unendlich ausgedehnt angesetzt werden kann. Die Impulsreihe im
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Zeitbereich lésst sich als komplexe Fourier-Reihe mit wy = 27 /T schreiben:

Y st—vD) = - Do vt (18.16)

1 o
= 7 Z cos(vwat) + j sin(rwat) (18.17)

1 o
= 7 Z cos(vwat). (18.18)

Eingesetzt in (18.15)
P =L S i LSS pyee (18.19)
T V=—00 T V=—00

Wendet man auf beide Seiten der Gleichung die Laplace-Transformation an, erhélt man

LY =F ()= > LA™, (18.20)

V=—0Q0

Wendet man darauf den Dampfungssatz der Laplace-Transformation an, so folgt:

oo

F*(s) = % > F(s—jrwa). (18.21)
Die Laplace-Transformation der modulierten Impulsreihe ist eine Uberlagerung der La-
place-Transformation des kontinuierlichen Signals mit periodischer Verschiebung entlang
der jw-Achse. Wenn f(t) ein Signal ist, dessen Fourier-Transformierte existiert, dann ist
sie gleich F'(jw). Die Fourier-Transformierte F*(jw) von f*(¢) entsteht dann durch Uber-
lagerung unendlich vieler frequenzverschobener Kopien von F(jw). Das Amplitudenspek-
trum | F'(jw)| wird entlang der Frequenzachse vervielféltigt. Das Amplitudenspektrum ist
eine gerade Funktion in jw. Sind darin Frequenzanteile oberhalb von w4 /2 enthalten, so
iiberlappen sich die frequenzverschobenen Kopien in F*(jw). Dies entspricht Frequenzan-
teilen, die durch das abgetastete Signal nicht mehr richtig wiedergegeben werden kénnen.

Bild 18.4 zeigt zwei Signale y(t) und y/(¢) unterschiedlicher Frequenz, die mit derselben
Abtastzeit T' abgetastet werden. Deutlich ist zu erkennen, dass y(vT') den Verlauf von
y(t) nicht représentiert. Die Abtastzeit 7" wurde in diesem Fall zu grofy gewahlt.
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Bild 18.4: Abtasttheorem

Ist das zu behandelnde Signal eine Impulsantwort eines kontinuierlichen Systems, so wer-
den durch die abgetastete Wertefolge nur die Pole der zugehérigen Ubertragungsfunk-
tion richtig wiedergegeben, deren Imaginérteile im Grundstreifen der z-Transformation
+j7 = £j5* liegen. Alle anderen Ausgleichsvorgénge werden seltener als 2 mal pro
Periode abgetastet und daher mit niederfrequenten Signalen verwechselt.
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19 Digitale Regelung

19.1 Vereinfachte Reglerauslegung in s

Die vereinfachte Reglerauslegung in s lauft nach folgendem Schema ab:

kontinuierlich zeitdiskret

_— ] G(S) - — (GHG)Z(Z) —

z-Transformation

Reglerausiegung des Reglers Reglerauslegung
in s (einfach) inz (kompliziert) y

‘T— K = G \_/ —T— K.(z) FH(GuG):

K.(2) = KO, s

_2:
Tz+1

Bild 19.1: Vereinfachte Reglerauslegung in s

Mit Kenntnis der Entwurfsmethoden kontinuierlicher Regler ist es zunéchst naheliegend,
die aus der klassischen Regelungstechnik bekannten Standard-Regler auf die zeitdiskrete
Signalverarbeitung zu iibertragen. Als Obermenge der Standardregler ist der PID-Regler
in Parallel-Struktur geeignet. Aus ihm lassen sich alle einfacheren Regler durch Nullsetzen
der entsprechenden Koeffizienten ableiten. Fiir die Ubertragung auf zeitdiskrete Systeme
kommen der ideale (gem&f DIN) und der reale (mit parasitirer Verzogerung) PID-Regler
in Frage.

Die Auslegung des Reglers als kontinuierlicher Regler und die anschlieBende Ubertra-
gung in eine zeitdiskrete Arbeitsweise ist in jedem Fall eine Néherung, die je nach Art
der Strecke und Wahl der Abtastrate im Verhéltnis zu den Streckenzeitkonstanten zu
entsprechenden Fehlern fiihrt. Wegen der zeitdiskreten Arbeitsweise des Reglers (Stufen-
funktion am Reglerausgang statt kontinuierlichem Signalverlauf) ist das Verhalten eines
zeitdiskreten Reglers an derselben Strecke immer anders als das eines kontinuierlichen
Reglers. Eine genaue Auslegung des Einschwingverhaltens des diskreten Reglers kann
nur fiir die Abtastzeitpunkte mit der Impuls-Ubertragungsfunktion der Strecke und des
Reglers erfolgen. Fiir die ndherungsweise kontinuierliche Auslegung und zeitdiskrete Um-
setzung ist es erforderlich, eine Abtastzeit T' zu verwenden, die deutlich kleiner ist als die
zur Auslegung beriicksichtigten Zeitkonstanten der Strecke, z. B. T' = T},,;,,/10.
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Eine gute Naherung ergibt sich durch die Transformation des PID-Reglers mit Hilfe der
Tustin-Formel. Beim idealen PID-Regler wird fiir den D-Anteil jedoch die Obersum-
me verwendet, da bei Transformation des D-Anteils des idealen PID-Reglers mit der
Tustin-Formel ein Pol bei z = —1 ensteht, der eine ungeddmpfte Schwingung der halben
Abtastrate in die Ubertragungsfunktion des Reglers einbringt.

Dass eine Umsetzung des idealen PID-Reglers moglich ist, liegt an der ,,Differenzbildung
in die Vergangenheit und der dadurch eingefiihrten parasitiren Zeitkonstante in der Gro-
Benordnung der Abtastzeit. Die Ubertragungsfunktion des kontinuierlichen PID-Reglers
in Zeitkonstantenform nach DIN lautet (vgl. Kapitel 9):

Ki(s) = K, (1 + TL + Tvs> (ideal) (19.1)

NS
Unter Beriicksichtigung einer parasitdren Verzogerung im D-Anteil ergibt sich:

1 T,
Kg(s) = K, (1 + Tos + Tos j_ 1) (mit Verzogerung) (19.2)

Die zugehorigen Impuls-Ubertragungsfunktionen lauten fiir den idealen PID-Regler mit
Umsetzung des I-Anteils mit der Tustin-Formel und D-Anteil nach der Rechteckregel
(Obersumme):

T z41 T, z—1
K =K, |1+ — — 19.
r=(2) p(+2TNz—1+T 2 ) (19:3)
bzw. fiir den realen PID-Regler (nur Tustin):
T z+1 2T, z—1
Kr.(2) =K, |1 194
7 (2) p<+2TNz—1+T+2Tv’Z+%> (19.4)

Gerade bei der in dieser Anwendung angestrebten kleinen Abtastzeit erzeugt der PID-
Regler ohne Verzogerung im D-Anteil starke hochfrequente Stelleingriffe. Im Grofisignal-
verhalten, z. B. schnelle Sollwertdnderungen, erreicht die Stellgréfie leicht die Ansteuer-
grenze. Daher ist oftmals der D-Anteil mit Verzogerung giinstiger, um die Verstérkung
fiir hochfrequente Signale auslegungsbedingt zu begrenzen.

Dadurch wird auch der Einfluss von Quantisierungseffekten auf den Messgréfien weni-
ger auffillig, da der D-Anteil nicht so stark auf die Stufen reagiert, die sich aus der
Quantisierungskennlinie bei der A/D-Wandlung der Regelgrofien (Messgrofien) ergeben.
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Bild 19.2: Diskreter idealer PID-Regler: D-Anteil nach der Ober-
summe, I-Anteil nach der Tustin-Formel
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Bild 19.3: Diskreter realer PID-Regler: D-Anteil nach der Tustin-
Formel, I-Anteil nach der Tustin-Formel

Die Umsetzung des D-Anteils mit parasitdrer Verzogerung in einen diskreten Regler mit
der Tustin-Formel liefert eine gute Anpassung an den kontinuierlichen Verlauf. Die Fehler
durch die Approximation gegeniiber dem exponentiellen Verlauf sind gering, vgl. Bild
19.4.
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h(t)

o 1 2 3 4 5 6 ,
T

Bild 19.4: Vergleich der Sprungantwort eines kontinuierlichen D-
Anteils mit der eines D-Anteils nach der Tustin-Formel

Fiir den zuverlissigen Betrieb eines diskreten PID-Reglers sind Uberlegungen zur Be-
grenzung der Stellgroflen sehr wichtig. Die Stellgréfle des Reglers wird mit einem durch
die Hardware festgelegten Wertebereich auf die physikalische Stellgrofie abgebildet. Auch
bei Rechenergebnissen im Regler, die auflerhalb dieses Bereiches liegen, muss sicherge-
stellt werden, dass keine Uberldufe auftreten kénnen. Dieser Zustand kann durch Uber-
steuerung des Regelkreises mit groflen Fiithrungsgréfien oder Storgroflen geschehen, die
zumindest voriibergehend nicht ausgeregelt werden koénnen.

Genauso wichtig — nur weniger offensichtlich — ist es, auch den Integratorzustand des
Reglers so zu begrenzen. Sonst kann es vorkommen, dass der Wert des Integrals im Uber-
steuerungsfall weit iiber die Ausgangsbegrenzung hinaus integriert. Der Integratoranteil
des Reglers speichert die Signalzeitfliche der Regelabweichung. Sein Ausgang kann beim
Fehlen weiterer Mafinahmen bei linger anhaltenden Ubersteuerungen nahezu beliebig
grofle Werte annehmen. Kehrt sich danach die Regelabweichung um, 16st sich der Reg-
lerausgang nicht sofort aus der Begrenzung, sondern muss erst den iiber die Begrenzung
hinaus reichenden Anteil herunterintegrieren, d.h. der Integralanteil muss durch eine
genauso grofle Signalzeitfliche an der Regelabweichung abgebaut werden.

Eine eigene Begrenzung des Integratorzustandes auf denselben Wert der Ausgangsbegren-
zung, vgl. Bild 19.2, verhindert diese nachteiligen Effekte, die sogar leicht die gesamte
Anlage gefihrden kénnen, weil iiber lange Zeit blind die volle Stellgréfie ausgegeben wird,
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obwohl die Regelabweichung schon das Vorzeichen gewechselt hat. Die Ausgangsgrofie des
I- Anteils setzt sich aus der additiven Uberlagerung des Eingangs und des Ausgangs des
1/z-Blocks zusammen. Um den I-Anteil auf denselben Wert wie den Ausgang des Reglers
zu begrenzen, tritt daher der Faktor 1/2 in der Begrenzung des I-Anteils auf. Mit den
beschriebenen Begrenzungen 16st sich der Reglerausgang bei Wegfall des Ubersteuerungs-
grundes durch den P- oder D-Anteil aus der Begrenzung, sobald die Regelabweichung das
Vorzeichen wechselt.

Der beschriebene Effekt der Regleriibersteuerung tritt in dieser Form nur bei programm-
technisch realisierten Reglern auf. Der Wertebereich von Gleitkommazahlen erlaubt das
Darstellen sehr groBer Zahlenwerte. Ist beispielsweise die D/A-Ausgabe so aufgebaut,
dass sie Werte zwischen +1.0 und —1.0 in analoge Spannungen wandelt, so kann der
Integrator bei einer Regelabweichung von 1 iiber lange Zeit leicht Werte von mehreren
Zehnerpotenzen erreichen. Der in Analogtechnik verfiighare Dynamikbereich ist wesent-
lich kleiner, sodass schon aus praktischen Griinden der Integrator héchstens den 2- bis
5-fachen Wert der Ausgangsbegrenzung annehmen kann. Daher sind die hier beschriebe-
nen Effekte des ,,Héngenbleibens“ in der Begrenzung in Analogtechnik weniger auffillig.

Fiithrt man die Reglerbegrenzung mit einer variablen Amplitude durch, so hat man zu-
sitzlich Eingriffsmoglichkeiten auf den Regler. Man kann je nach Betriebspunkt den
StellgroBeneinsatz des Reglers variieren und auf Besonderheiten des Prozesses Riicksicht
nehmen. Alle Ausfithrungen in diesem Abschnitt gelten nur fiir verschwindende Rechen-
zeit des Reglers. Andernfalls muss bereits fiir die kontinuierliche Auslegung eine Laufzeit
beriicksichtigt werden.

19.2 Reglerauslegung in s

Ein recht bewéahrtes Verfahren zur Auslegung von Reglern fiir diskrete Strecken ist die
Verwendung der Tustin-Formel. Im Unterschied zur im vorherigen Abschnitt beschrie-
benen Vorgehensweise wird jedoch jetzt nicht der Regler allein zeitdiskret approximiert,
sondern nur kontinuierliche Auslegungsverfahren fiir eine bereits diskretisierte Strecke
angewendet. Der grofle Vorteil dieses Verfahrens gegeniiber einer Reglerauslegung in z
liegt in der Anwendbarkeit aller aus dem Kontinuierlichen bekannten Auslegungsverfah-
ren. Auch Rechenlaufzeiten lassen sich elegant in die Auslegung einbeziehen. Nachfolgend
ist die Vorgehensweise beschrieben:

e Bestimme die zeitdiskrete Streckeniibertragungsfunktion (Gg Gs). (2), z. B. durch
Identifikation oder durch exakte Z-Transformation von (Gy Gy) ().

e Transformiere mit der bilinearen Transformation (Tustin-Formel) nach s.

e Lege kontinuierlichen Regler nach den bekannten Regeln aus. Problem: Bei der
Transformation der Strecke nach s entstehen in der Regel eine oder mehrere Null-
stellen in der rechten Halbebene.
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e Transformiere Regler mit der bilinearen Transformation nach z.

kontinuierlich (GHG)(s) = zeitdiskret
(GHG):@), _sur
— (GuG)(s) |—= —= (GuG):(2) —=
bilineare |
Reglerauslegung Transformation Reglerauslegung
in s (einfach) in z (kompliziert) y

‘T_ K@ H(GuG) \_/ AT— K.(z) F—(G4G).
K.(z) = K(s)|s

z—1
z+

_2
T

Bild 19.5: Reglerauslegung in s

19.3 Vergleich der vereinfachten Reglerauslegung in s,
Abschnitt 19.1, mit der Reglerauslegung in s,
Abschnitt 19.2

Das vorgestellte einfache Naherungsverfahren zur Diskretisierung eines PID-Reglers soll
an einer einfachen Strecke bei verschiedenen Abtastzeiten mit einem kontinuierlichen
Regler verglichen werden. Als Strecke wurde wieder die pneumatische Lageregelung aus
Kapitel 2.6 bzw. Kapitel 9.6.1 verwendet. Der PID-Regler wurde fiir eine Kompensation
der schwingungsfdhigen Pole durch komplexe Nullstellen dimensioniert. Die verbleiben-
den Pole der Strecke und des Reglers (Integratorpol und zwei reelle Pole) wurden mit
der Methode der Ersatzzeitkonstante auf eine Dampfung von ca. 0.7 eingestellt.

Die so gewonnenen Reglerparameter werden mit dem oben dargestellten Naherungsansatz
in Parameter fiir einen diskreten PID-Regler umgerechnet und die Verlaufe der Regelgro-
e und der StellgroBe bei Fithrungsanregung und verschiedenen Abtastraten in Bild 19.6
mit den kontinuierlichen Verldufen verglichen.
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Bild 19.6: Reglervergleich: Vereinfachte Reglerauslegung in s, Ab-
schnitt 19.1, und kontinuierlicher PID-Regler

Die Strecke hat ein Einschwingverhalten im Sekundenbereich. Eine Abtastrate von 100
Hz (10 ms) erzeugt Einschwingvorgénge, die einem kontinuierlichen Regler sehr nahe
kommen. Mit einer Vergréflerung der Abtastzeit findet eine Entdampfung des Regelkrei-
ses statt, die bei 100 ms als erheblich einzustufen ist. Dies ist darauf zuriickzufiihren,
dass durch die vereinfachte Umrechnung D- Anteil und Verstirkung zu grofi berechnet
werden. Dieser Effekt ist besonders durch Vergleich der kontinuierlichen und zeitdiskreten
Stellgrofle zu Beginn zu erkennen. Die diskrete Signal-Zeitfliche ist viel grofler, woraus
die groflere Kreisverstarkung bei kleiner Abtastrate resultiert. Auflerdem treffen die kom-
pensierenden Nullstellen die Pole nicht. Diese Effekte nehmen mait langsamer Abtastung
2.

Dem gegeniibergestellt sei ein mit Reglerauslegung in s ausgelegter Regler, bei dem ent-
sprechend der Abtastrate Verstirkung und D-Anteil richtig wiedergegeben werden. Hier
ist eine deutlich bessere Ubereinstimmung von diskreten und kontinuierlichen Reglerver-
halten zu sehen (Bild 19.7).
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Bild 19.7: Reglervergleich: Reglerauslegung in s, Abschnitt 19.2
und kontinuierlicher PID-Regler

Die Abtastrate darf allerdings auch nicht beliebig vergroflert werden, sonst verliert der
Regler den zeitlichen Bezug zur Strecke. Er fithrt dann praktisch nur noch stationére
Nachstellvorgéinge an einer eingeschwungenen Strecke durch.

19.4 Reglerauslegung in z: Kompensationsregler

Die bekannten Standardregler haben sich in vielen praktischen Anwendungen, beispiels-
weise in Form kontinuierlich arbeitender Regler mit Operationsverstiarkern bewéhrt. Sie
stellen eine fest vorgegebene Reglerstruktur bereit und bieten nur eingeschréinkte Mog-
lichkeiten, auf detailliert bekannte Regelstrecken einzugehen. Das liegt unter anderem
auch daran, dass mit den Mitteln der Analogtechnik Filter (bzw. Regler) héherer Ord-
nung nur schwer mit hinreichend genau einstellbaren und konstanten Parametern reali-
sierbar sind. Erst die digitale Signalverarbeitung bietet die Mittel, Filter héherer Ordnung
mit stabilen Eigenschaften und groflem Parametereinstellbereich zu implementieren. Die
Stabilitdt der Parameter ist nur von wenigen Einfliilssen abhéngig: Offset und Verstér-
kungsfehler in den Wandlern zwischen analogen und zeitdiskreten Signalen, sowie der
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Zeitbasis (Quarz), die den Rechnertakt vorgibt. Damit lassen sich auch Regler hoherer
Ordnung gut an die dynamischen Figenschaften der Strecke anpassen.

Die Idee des Kompensationsreglers lédsst sich auf kontinuierliche wie auf diskrete Systeme
anwenden.

w U
—»0—> K >

T_

Y

Bild 19.8: Einfacher Regelkreis

Fiir einen Regelkreis wird bei bekannter Streckeniibertragungsfunktion G das dynami-
sche Verhalten des geschlossenen Kreises durch eine Modellfunktion fiir das Fiihrungs-
iibertragungsverhalten M, von w nach y vorgegeben. Der geschlossene Kreis besitzt die

Ubertragungsfunktion:
KG
= =M 19.
71+ KG Y (19.5)
Aufgelost nach K
M, 1
K = - 19.
1-M, G (19.6)

Der erste Faktor 5 %@w entspricht der mit einer positiven Mitkopplung versehenen Mo-

dellfunktion, der zweite Faktor 1 /G ist die invertierte Strecken-Ubertragungsfunktion,
vgl. Bild 19.9.

Kompensation

> G

\

Bild 19.9: Regelkreis mit Kompensationsregler

Damit der Regler realisierbar (kausal) wird, sind einige Forderungen an M,, bzw. G zu
stellen. Weitere Forderungen ergeben sich daraus, dass der entstehende Kreis nicht nur
rechnerisch stabil sein soll, sondern auch mit beschréankter Stellgrofie auskommen muss.
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Folglich muss das kontinuierliche System G stabil und minimalphasig sein. Die Vorgabe
eines stationédr genauen Fiihrungsverhaltens erzeugt einen Regler mit Integralanteil.

Diese Aussagen sind auf zeitdiskrete Systeme iibertragbar: G, (z) darf keine Nullstellen
und Pole mit einem Betrag gréfler oder gleich 1 aufweisen. M,, muss so gewéhlt werden,
dass K realisierbar wird. Allerdings kommt bei zeitdiskreten Systemen erschwerend hinzu,
dass haufig auch bei ganz iiblichen kontinuierlichen Strecken durch den Abtastvorgang
Nullstellen auftreten, die im Bereich um z; & —1 liegen. Anschaulich ist dies dadurch
zu erkliren, dass alle Strecken, die eine gebrochen rationale Ubertragungsfunktion im
kontinuierlichen Modell aufweisen, einen Wert ¢g(7") # 0 bei der ersten Abtastung nach
t = 0 aufweisen, da sie keine Laufzeit enthalten. Das diskretisierte System besitzt also
einen Durchgriff, der nur durch zusétzliche Nullstellen realisierbar ist. bei Einsatz eines
Haltegliedes ist immer Wenn die kontinuierliche Ubertragungsfunktion nicht geniigend
Nullstellen aufweist, werden ,,abtastungsbedingte® Nullstellen ergénzt.

Bei der Wahl der Modellfunktion fiir die Fithrungsanregung miissen daher einige Beson-
derheiten anhand der Lage der Pole und Nullstellen der Strecken-Ubertragungsfunktion
beachtet werden. Pole und Nullstellen werden zunéchst anhand des Betrages |z| > 1 und
|z| < 1, sowie Pole bei z = 0 unterschieden:

B (z) B (z) =
Af(2) A7 (2

G.(2) = (19.7)

mit B (z), B, (z), Al (2), A, (z) Polynome in z.

Dabei haben Bf(z) und Af(z) Nullstellen innerhalb des Einheitskreises. Eine Laufzeit
um [ Abtastschritte wird durch z~! beriicksichtigt. Die Auslegung des Reglers erfolgt
nach (19.6). Mit der Beschrénkung auf stabile Strecken A; (z) = 1 ergibt sich:

A M)
Bf(z)B;(2)z7t 1= M,.(2)

z

K.(z) (19.8)
Das Modell fiir den geschlossenen Kreis muss speziell gewahlt werden, damit der ent-
stehende Regler realisierbar (kausal) wird und sowohl die Stellgrofie begrenzt bleibt, als
auch eine hinreichende Robustheit des Reglers gegeniiber Parameterschwankungen bzw.
-unsicherheiten der Regelstrecke gewiihrleistet ist. Hieraus folgt, dass die Laufzeit der
Strecke von [ Takten und ebenso die Zahler-Nullstellen aulerhalb des Einheitskreises ins
Modell iibernommen werden miissen. Sie fiihren sonst zu einem Regler mit instabilen
Polen, der eine aufklingende Stellgrofie zur Folge hat.

Um diese Bedingung in (19.8) zu erfiillen und zusétzlich stationdre Genauigkeit zu erzie-
len, M,.(1) = 1, muss gelten:

My1.(2) - B (2) 27

My-(2) = Mo (1) - ZB;(1

(19.9)
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Damit:

AF(z)  My1.(2) . 1
Bj(z) 11— sz(2> Mwlz(l) ' Bz_<1)

K.(z) = (19.10)

Durch die Wahl von M,,.(1) = 1 ergibt sich ein integrierender Regler mit einem Pol bei

z=1.
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20 Beriicksichtigung der Rechenlaufzeit
bei der Z-Transformation

Bisher wurde stillschweigend vorausgesetzt, dass die Impulse im zeitdiskreten Teil der
Signalverarbeitung (Rechner) keine Laufzeit aufweisen, d.h. dass die Rechenzeit zu null
angenommen werden darf, vgl. Bilder 20.1 und 20.2. Dies ist bei realen Systemen nicht
der Fall. Nur bei sehr langsamen Prozessen, wie beispielsweise verfahrenstechnischen
Anlagen mit Zeitkonstanten im Bereich von Minuten oder Stunden kann die Rechenzeit
vernachlassigt werden. Elektromechanische Regelstrecken weisen Zeitkonstanten deutlich
unterhalb einer Sekunde auf, sodass die Rechenzeit einen deutlichen Anteil (z.B. 30
bis 80%) der Abtastzeit ausmacht. Auch wenn ein schnellerer Rechner Abhilfe schaffen
konnte, wird dies aus Kostengriinden meist vermieden.

T

Bild 20.1: Synchrone Abtastung (A/D) und Ausgabe (D/A) und
Rechenzeit Null

Ausgabe D/A

A
A/D
Regleré_ Xq
Interrupt
Hintergrund >
T 2T 3T t

Bild 20.2: Zeit zwischen A/D- und D/A-Wandlung ohne Bertick-
sichtigung der Rechenzeit fiir den zeitdiskreten Regler
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Das Zeitverhalten eines Rechners mit endlicher Rechenzeit wird in Bild 20.3 verdeutlicht.

Ausgabe D/A

A
A/D endl. Rechenzeit der
A & zeitdiskreten Umsetzung
Regler =_| B ~
Interrupt
N B P |4~ Jitter
Hintergrund >
T 2T 3T t

Bild 20.3: Zeit zwischen A /D- und D/A-Wandlung mit Beriicksich-
tigung der Rechenzeit fiir den zeitdiskreten Regler

Das Einlesen der Regelgrofien geschieht unmittelbar zu Beginn des Regelungsprogramms,
die Ausgabe kurz vor Beendigung des Regelungsprogramms. Die mathematische Behand-
lung kann den Sachverhalt mit unterschiedlicher Genauigkeit modellieren. Das einfachste
Modell besteht darin, die Rechenzeit Tk zu vernachlédssigen. Dies ist nur eine gute N&-
herung, wenn die Rechenlaufzeit in Bezug auf die Abtastzeit tatsdchlich vernachlissigt
werden kann (z.B. Tr < 5%T'). Als pessimistischer Ansatz kann angenommen werden,
dass Tk eine ganze Abtastperiode betrdagt. Dann kann die normale Z-Transformation
benutzt werden, um das Verhalten der Strecke zu den Abtastzeitpunkten zu beschrei-
ben. Schlagt man der Strecke einen Faktor 1/z hinzu, so wird die Rechenlaufzeit als Teil
der Strecke betrachtet, und die Auslegung des Reglers kann fiir die modifizierte Strecke
erfolgen.

Synchron

Y Y

—» —C || 6y Ge-TS —7< >

Y
Y

Bild 20.4: Beriicksichtigung der Rechenzeit als Laufzeit der Liange
einer Abtastzeit T" im Streckenmodell

Die genaue Modellierung der Rechenlaufzeit, vgl. Bild 20.5, kann nur mit einer modifi-
zierten Z-Transformation geschehen, da bisher vorausgesetzt wurde, dass die Abtastung
synchron erfolgt.
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G(s) » o— o [

Y

—> o~ [ JR® || GH )

Bild 20.5: Beriicksichtigung der genauen Rechenzeit als Laufzeit
Tr im Streckenmodell

Gemif Bild 20.5 kann wieder mit einer synchronen Abtastung gerechnet werden, wenn
die Rechenlaufzeit als Laufzeit der Strecke aufgefasst wird. Die Berechnung der Impuls-
Ubertragungsfunktion gestaltet sich jedoch etwas schwierig, weil der erste Abtastwert der

neuen Impulsantwort
94(t) = L7H{Gr(s) G(s) e} (20.1)
immer null ist, siehe Bild 20.6.

a(t) g(t)

TeT 21 0 t ~Th o t

Bild 20.6: Verschiebung der Impulsantwort der Strecke um die Abtastzeit T’

Daher fiihrt man eine rechnerische negative Laufzeit T — T ein, die von einer Laufzeit
um eine ganze Abtastzeit T" kompensiert wird, vgl. Bilder 20.6 und 20.7.

Synchron

Y A4

— =5 [ T [ eHe [ STTRE o |

Bild 20.7: Zerlegung der Rechenzeit Ty in einfache Laufzeit 7" und
Laufzeit T'— Tg
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Die ganze Laufzeit um eine ganze Abtastzeit T" kann geméafl Bild 20.7 durch einen Faktor
1/z nach der Z-Transformation berticksichtigt werden. Mit der Impulsantwort der Strecke

g(t) = L7H{Gn(s) G(s)} (20.2)

entsteht eine in die Zukunft verschobene Impulsantwort g(t + 7' — Tg), vgl. Bild 20.8,
wenn die Laufzeit um 7 nach der Z-Transformation eingerechnet wird.

a(®)

O ~5—=0—0—

T T t
©
mT = T—Tg

Bild 20.8: Verschobene Impulsantwort

Mit dem dimensionslosen Anteil m von T'— Tr an T

T —Tg

m T s

m=0...1 (20.3)

kann die modifizierte Z-Transformation fir die Gesamtstrecke berechnet werden:

Gom(z) = Z{LYGu(s)G(s)e ™m°}}

= %Zg((u +1)T —Tg)z™"

v=0

— ég}«u+mwy” (20.4)

v=0

Die Z-Transformation von g((v+m)T) kann wie in Abschnitt 16.1 durchgefiihrt werden.
Enthilt G(s) nur Einzelpole, so gilt die Partialbruchzerlegung:

quz:R* (20.5)
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Die Z-Transformierte der Ubertragungsfunktion mit Halteglied berechnet sich dann zu:
—1 G
(Gu Q). (2) = %Z{E‘l {@}} (20.6)

Angewendet auf diese Problemstellung

(Com(x) =" 2 {cl {@em“}} | (20.7)

z s
Die Impulsantwort von @ e™Ts soll im Folgenden mit g,,(t) bezeichnet werden.
G
gm(t) = L7} {ﬂ est} (20.8)
s

Die Impulsantwort von @ ist durch

gty =>_ i (et —1) (20.9)

s
=1 A

gegeben. Der Ausdruck e™7® bewirkt lediglich eine Verschiebung um m 7. Die Impuls-
antwort von g, (t) ist daher

gm(t) = il (entmT —1) (20.10)

S
=1 A

In abgetasteter Schreibweise mit ¢ = v T erhélt man

gn(vT) =) ? (e Tttm) 1) (20.11)
A

(Q)om (2) = = Lz {zn: L0} (esrTlvtm) 1)} (20.12)

2
z o1 Sx
— 1l =R
= Z S P (20.13)
22 N
v=0 \=1
z—1 u A > ZK—Hn 1
= — - — 20.14
SYEY (AR (20.1)
A=1 v=0
z—1 " A m nd Z\Y > —u
) - (z/\ ) (;) -3 ) (20.15)
A=1 v=0 v=0
2—1 <= R, z z
= — | 2V — 20.16
z? L sy (z’\ z— 2\ z—l) ( )

-y ZT(Z—U_1> (20.17)

A=1
) Ry 2(20 1) — 20 + 2 (20.18)
Sx 2(z — zy) ’ '
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wobei 2z, = e 7T ist.

Die modifizierte Z-Transformation ist damit gegeben durch:

n

(@am (2) = > f—: A ;(i)__zf = (20.19)
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21 Zustandsdarstellung zeitdiskreter
Systeme

21.1 Ansteuerung kontinuierlicher Systeme durch
Stufenfunktionen

Die Betrachtung zeitdiskreter Systeme kann ohne weiteres auf Mehrgroflensysteme in
Zustandsdarstellung ausgedehnt werden. Da die Durchgriffsmatrix D durch die Betrach-
tungen nicht verdndert wird, kann D zunédchst vernachléssigt werden. In der Praxis sind
hauptséchlich kontinuierliche Systeme relevant, die durch Stufenfunktionen gespeist wer-
den (D/A-Wandler). Daher wird angenommen, dass u(t) abschnittsweise konstant ist:
u(t) =u(T) fir vT <t < (v+ 1)T.

—

u(t
= 1

[Xe
X<

=

I
(@)

>

Bild 21.1: Zustandsdarstellung kontinuierlicher Systeme

Das kontinuierliche System wird durch die Zustands- und die Ausgangsgleichung be-

schrieben:
i = Az+B-u (21.1)
y = C-z (21.2)

Zum Zeitpunkt vT sei der Systemzustand x(vT') fiir Zeiten t < T’ bekannt, danach gilt:

t
z(t) = e Ay (uT) +/ eé(t’T)é u(7)dr (21.3)

vT

Damit berechnet sich der neue Systemzustand im folgenden Zeitschritt (v + 1)7" zu:

z((v+1)T) =ed"2(vT) + /(VH)T eé((”l)T*T)é dr | u(vT) (21.4)

T
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Weil die Anregung in einem Abtastschritt konstant ist, kann u(v7T) aus dem Integral
ausgeklammert werden.

21.2 Diskretisierung kontinuierlicher Systeme

Im Integral kann die Zeit substituiert werden, sodass es nur iiber einen Abtastschritt
berechnet werden muss:

z(v+1)T)=e2Tz(vT) + [/OTe“T—T)ng} u (vT) (21.5)

Daraus entsteht unmittelbar ein diskretes Modell in Zustandsform:

z((v+1T) =

|BS

2z (VT)+ B u(T) (21.6)

g(l/T) =

@

1=

(vT) (21.7)

z

Die Matrizen lassen sich direkt aus (21.5) ablesen (Koeffizienten-Vergleich).

A, = &' (21.8)
T

B, = AT B dr (21.9)

L ; £

¢. = ¢ (21.10)

g bleibt unverandert.

Die Struktur der zeitdiskreten Zustandsgleichungen ist in Bild 21.2 dargestellt. Sie ist
graphisch der kontinuierlichen Darstellung sehr &hnlich.

u(v) () [T | x(v) y(v)
+
A,

Bild 21.2: Zustandsdarstellung zeitdiskreter Systeme
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Aufgrund der dhnlichen Struktur ist zu priifen, ob Grenziibergéinge z. B. fiir kleine Ab-
tastzeit bestehen, die die Matrizen beider Systeme ineinander iiberfithren. Das ist jedoch
nicht der Fall. Fiir kleine Abtastzeit &ndert sich der diskrete Zustand in einem Schritt
nur sehr wenig. Entsprechend klein sind die Anteile, die an der Summationsstelle je-
der Zustandsgrofle von der Eingangsmatrix bzw. iiber die Riickfithrmatrix von anderen
Zustandsgrofien eingekoppelt werden. Die Koeffizienten der A .-Matrix, die die eigene Zu-
standsgrofle betreffen, also die Hauptdiagonale, gehen hingegen nahezu auf den Wert 1.
Also gilt fiir den Grenziibergang fiir kleine Abtastzeiten:

T'—0= lmA, =1 lim B, =0 (21.11)

T—0 — T—0 —

Gleichzeitig ist hieraus abzulesen, dass die Eigenwerte von A , bei zunehmender Abtast-
frequenz in der Ndhe des Punktes z = 1 zu liegen kommen.

A

1
lim =
T->0 % °~
Z
A > lim B.=0
T>0 % ~

Bild 21.3: Eigenwerte von A, in der Néhe des Punktes z =1

Dies macht bei der numerischen Realisierung mit endlicher Wortlédnge Probleme.

21.3 Diskretisierung kontinuierlicher Systeme mit
Delta—Transformation

Die numerischen Probleme der Z-Transformation fiir kleine Abtastzeiten lassen sich
durch ein Rechnen in Delta-Groflien abmildern. Der Delta-Operator wird in diesem Ab-
schnitt im Unterschied zu Abschnitt 13.3 mit zukiinftigen Groflen gebildet:

z(v+1)—z(v)

Arz(v) = T

(21.12)

Er entspricht einer diskreten Differenzierung. Ar wird Delta-Operator genannt. Geht man
von einem diskreten System wie in Abschnitt 21.2 aus, wird jetzt die zeitliche Diskreti-
sierung nicht fiir den gesamten Systemzustand, sondern fiir die Anderung des Zustands
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pro Abtastschritt berechnet. Die Zustandsgleichungen fiir das Delta in Abhéngigkeit vom
Systemzustand sind definiert als:

z(v+1)—z(v)
T

Arz(v) =

Il
|5S

Az (V) +Bau(v) (21.13)

I

y() = Cz() (21.14)

Die Ausgangsgleichung bleibt wiederum unveréndert. Die Matrizen A und B, konnen

unmittelbar aus den vorherigen Uberlegungen zur Z- Transformation berechnet werden,

wenn die diskrete Zustandsgleichung umgestellt wird:

A.-1
T

Diese Art der Berechnung ,erbt* allerdings die numerischen Probleme der Z-Transfor-

Ba=%= (21.15)

An=

mation. Besser ist die direkte Berechnung mit:

éA:gé und éA:gé (2116)

1 T
Q= T/ A dr (21.17)
0

Mit der Delta-Transformation kann auch der gesamte neue Systemzustand z (v + 1)
berechnet werden:

z(v+1) = z(v)+TAsz(v) +TBau(v) (21.18)

y(v+1) = Cax(v+1) (21.19)

Wenn aus diesen Gleichungen das Blockschaltbild gezeichnet wird, fillt die Ahnlichkeit
des Rechengangs mit der Rechteckregel nach der Untersumme auf.

i x(\;)

g(\ggA >@>%

y(v)
—

10

éA C:

Bild 21.4: Zustandsdarstellung diskreter Systeme mit Delta-Transformation
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Im Unterschied zu dieser Nédherung ist die Berechnung nach der Delta- Transformati-
on jedoch in den Abtastwerten exakt und besonders fiir kleine Abtastzeiten geeignet.
Besonders angenehm ist die Konvergenz der Matrizen A Ao und B A gegen ihre kontinu-
ierlichen Aquivalente bei kleiner Abtastzeit. Also gilt fiir den Grenziibergang fiir kleine
Abtastzeiten:

T—0= lim Ax=A lim Bao=B (21.20)
T—0 — — T—0 — —

21.4 Normalformen fiir zeitdiskrete Filter

Im Wesentlichen unterscheidet man zwischen der Regelungsnormalform und der Beob-
achtungsnormalform.

Gegeben ist eine Impuls-Ubertragungsfunktion der Form:

C.()= 2B o anzi (21.21)
U)ot 2+ o '

1 1 1
}é(z) = |:7*n_|-rn1;_|_...+7"1 po + 79 Z_n:| U, (Z) (2122)
Cn—1 (&1 Co
_ ]y, 21.23
[ z Tt zn—1 + z"} (2) ( )

Daraus ergibt sich die Beobachtungsnormalform der Ubertragungsfunktion in z:
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N|—=
!

1
z|| z

N|—=

))
({8

Bild 21.5: Blockschaltbild in Beobachtungsnormalform

Die Regelungsnormalform folgt aus weiteren Umformungen:

e T T
Y, (2) = [rn—l— L +Zni1+z—2] Ut (2)
Cr— c c
Ui(z) = Ua(@) = [T 44 o+ 3] 0 (2)

U, (z)
1+ [ =]

T+ T2 b 27D fpg 2
Y, = U 21.24
- (2) l+cp gz 4+ ez fegzmn ° (2) ( )
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- )) - - YZ(Z)
+
-1 (o)
A
UZLAi,Z) 1 ERIR J 1
Y Z 1 z Z o z
\ 4
n

Uq,(2) (C ] D @
+
< )) v
N [4 4

4
«

Bild 21.6: Blockschaltbild in Regelungsnormalform

21.4.1 Sonderfille fiir Filter

21.4.1.1 Differenzierer

Differenzierend: Nullstelle bei z =1, > r; =0

21.4.1.2 Integrierer

Integrierend: Pol bei z =1, Y ¢; =0

21.4.2 Transversalfilter

Mittelwertbildende Filter alle ¢; = 0, nur 2" im Nenner
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U,(z) —* Transversal-Filterin BNF
7 : l

@ n-1

Y_(z
1 131_, 1 |,y 2@
4 4 Z Z
Y
- ) - - 2(2)

-1 @

2) 1 12
7 7

—>» Transversal-Filter in RNF

\4

N|—=

1
z

Bild 21.7: Transversalfilter in Beobachtungsnormalform (BNF)
und in Regelungsnormalform (RNF)

Transversal-Filter (engl. FIR-Filter, finite impulse response) sind nur zeitdiskret reali-
sierbar. Sie zeichnen sich durch eine Impulsantwort endlicher Lange aus. Die Impuls—
Ubertragungsfunktion lautet:

G.(2) = Bo+ Bz 4+ Bz (21.25)

I T R AR (21.26)
2" '

Die zugehorige Differenzengleichung lautet:
y(w) =Y Brulv—k) = rou(v—n+k) (21.27)
k=0 k=0
Durch geeignete Wahl der Koeffizienten lassen sich bei Transversal-Filtern verschiedenste
Filter-Eigenschaften einstellen.

Beispiel: Mittelwert-Bildner

Werden alle Koeffizienten gleich gewihlt, so entsteht ein Glattungsfilter. Fiir eine statio-
nére Verstarkung von 1 wahlt man alle Filter-Koeffizienten zu n+r1 Die Tiefpasswirkung
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kann anhand des Vergleichs mit einem diskreten Tiefpass 1. Ordnung beurteilt werden,
vgl. Bild 21.8. Beide Filter wurden fiir gleiche Abtastzeit und gleiche Regelfliche ausge-
legt.

4 3 2 1
G(Z)le + z +Z4 + z +1,I’l=4
5 z

gv) h(v)

09990 3 i

v v
G _ 1 _Z/‘L _ _T
e
I
g) h(v)
1_
l-7z0
T @)
?QOQOOO . -
14 14

Bild 21.8: Vergleich eines Mittelwertbildners mit einem diskreten
Tiefpass 1. Ordnung

Fiir die Auslegung aller anderen Filtertypen mit zeitdiskreten Filtern (sowohl rekursiv, als
auch nicht rekursiv) existiert eine umfangreiche Literatur, die auf die speziellen Probleme
der zeitdiskreten Realisierung eingeht.

21.5 Frequenzgang zeitdiskreter Systeme

Die Ubertragungsfunktion kontinuierlicher Systeme enthélt den Frequenzgang G (Jw), die
Fourier-Transformierte der Impulsantwort, als Sonderfall.

G(s) = L{g(1)} (21.28)
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Bei diskreten Systemen steht die Laplace-Variable nur innerhalb einer e-Funktion in der
Impuls-Ubertragungsfunktion

G*(s) = G, (') (21.29)

Der Frequenzgang ist daher periodisch mit wy = 2%, wie schon im Abschnitt 18.3 gezeigt
wurde. Im Gegensatz zu kontinuierlichen Systemen ist der Frequenzgang zeitdisketer Sy-
steme nicht so einfach strukturiert und daher weniger geeignet etwa einen Regler anhand

des Phasenabstandes auszulegen.

Ajlm{z}

Bild 21.9: Pol-/ Nullstellenverteilung

Die Impuls-Ubertragungsfunktion lisst sich in Linearfaktoren zerlegen:

T ﬁ (z = 2zon)
G (z) = —=1 (21.30)
/\];[1 (z—2y)

mit z,; als Nullstellen des Zahlers und z; als Nullstellen des Nenners. Betrag und Phase
von G,(z) ergeben sich aus den Einzelanteilen der Linearfaktoren, wie in Bild 21.9 ge-
zeigt. Der Aufpunkt z; = /1T bewegt sich mit der Variablen w; auf dem Einheitskreis
in der komplexen Ebene. Die Periodizitit wird aus dieser Konstruktion offensichtlich.
Die Beitrage der Linearfaktoren lassen sich auch durch eine logarithmische Darstellung
wie im Bode-Diagramm nicht auflosen. Einzig eine numerische Berechnung und lineare
Darstellung ist in der Praxis iiblich.

Der Betrag des Frequenzgangs dient in der Nachrichtentechnik gerne zur Spezifikation
von Filtereigenschaften, fiir die entsprechende Entwurfsverfahren existieren. Im Gegen-
satz zur Regelungstechnik sind in der Nachrichtentechnik Laufzeiten von untergeordneter
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Bedeutung. Haufig werden sogar zuséitzliche Allpassanteile zur Erzeugung eines linearen
Phasengangs (=konstante Gruppenlaufzeit) eingesetzt. Dadurch wird die Pulsverzerrung
minimiert, weil durch die zusétzliche Laufzeit auf ,,zukiinftige* Abtastwerte zugegriffen
werden kann.
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22 Entwurf von Abtastreglern endlicher
Einschwingzeit

Bei linearen kontinuierlichen Systemen sind alle Einschwingvorgéinge durch exponentielle
Ausgleichsvorgéinge gekennzeichnet. Bei der Diskussion der Normalformen zeitdiskreter
Systeme wurden die Filter mit endlicher Impulsantwort, die Transversalfilter, eingefiihrt.

Mit der Vorgabe einer Modellfunktion mit endlicher Einschwingzeit fiir das Fiihrungs-
verhalten eines Regelkreises lisst sich ein Kompensationsregler entwerfen, der fiir eine
bestimmte Fiihrungsanregung, meist eine sprungférmige Sollwertvorgabe, nach einer end-
lichen Zahl von Abtastschritten einschwingt, der als Dead-Beat-Regler bezeichnet wird.
Die geforderte Anzahl der Abtastschritte M, (z) = Bo + B1 27> + -+ + B, 27™ bis zum
stationdr genauen Einschwingverhalten muss mindestens der Ordnung der Strecke ent-
sprechen. Als zusétzliche Nebenbedingung ist es erforderlich, dass auch die Stellgroe des
Reglers stationér wird. Sonst wird die Strecke weiterhin angeregt, die Abtastwerte liegen
auf den geforderten Werten der Fithrungsgrofe.

Mit der Impuls-Ubertragungsfunktion der Strecke

Bl (2)B; (2)

N 1
BB T A B B + B2 4 4 B
= z (22.1)
I+opzt 4 a2z
ergibt sich der Regler zu
1 M, (2)
K, (z) = : 22.2
(2) G,(z) 1— My, (2) (222)
Die Impuls-Ubertragungsfunktion von w nach u berechnet sich zu
M, (%)
Gu: () = 22.3
() =g (223)

Gemif obigen Uberlegungen muss nicht nur M,,, (z) Transversalverhalten aufweisen,
sondern auch G,.. Dies lésst sich nur erreichen, indem das Modell M,,, (z) so gewé&hlt
wird, dass auch das Polynom B in M, (z) enthalten ist.

My (2) Bf (2) B; (2) 27

My (2) = (22.4)
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Nach dem Einsetzen erhélt man G, (2) als

= (22.5)

My, wird so gewéhlt, dass Moy, (1) = 1. Mit My, (2) als Polynom in 27! erreicht man
ein stationdr genaues Einschwingen in einer endlichen Zahl von Abtastschritten. Wird
Mo, so gewahlt, dass mehr als [ +n Schritte fiir die Einstellzeit vorliegen, so kénnen die
Amplituden der Stellgrofle variiert werden, um zusétzlich ein Giitekriterium zu erfiillen,
z. B. um hohe Stellamplituden zu vermeiden.

Die gesamte Rechnung macht keinen Gebrauch von der absoluten Dauer der Abtastzeit.
Der Einschwingvorgang kann auch bei kurzer Abtastzeit nach maximal n + [ Schritten
abgeschlossen sein. Allerdings steigt der Stellaufwand reziprok zur Abtastzeit.

Abschlieend wird anhand einer Simulation gezeigt, wie sich ein Dead-Beat-Regler ver-
halt.

'J1

Bild 22.1: Pol-/Nullstellenverteilung der Regelstrecke
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Bild 22.2: Regelgrofie mit Dead-Beat-Regler (q=n) bei dem nur B
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Bild 22.4: Dead-Beat-Regler mit minimierter Stellgrofie

Beschreibung zu Bild 22.4; ¢ entspricht der Anzahl der Schritte bis zum stationédren
Zustand.

e (1,1) Dead-Beat-Regler mit q=n

e (1,2) Dead-Beat-Regler mit q=n+1 und u(0)=3, ein zusitzlicher Freiheitsgrad =
Vorgabe der ,ersten” Stellgrofle moglich.
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e (2,1) Dead-Beat-Regler mit q=n+1 und u(0)=2

e (2,2) Dead-Beat-Regler mit g=n+1 und u(0)=1

e (3,1) Dead-Beat-Regler mit qg=n+2 und u(0)=1, c=1.5

e (3,2) Dead-Beat-Regler mit q=n+3, Mittelwertbildner als Fithrungsmodell
Zusammenfassend:

(a) Endliche Dauer des Einschwingvorgangs nur auf Fiihrungsanregung und nur fiir
gewiahlte Eingangsgrofle, hier: Sprung.

(b) Nur endliche Dauer, wenn Parameter exakt. Ansonsten unendlicher Einschwing-
vorgang; aber es ist eine gewisse Robustheit des Reglers vorhanden.

(c¢) Keine endliche Einschwingdauer bei Storungen.
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