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1Modellbasierte Regler

Die Auswahl von Reglern ist nicht auf die bekannten Standardregler beschréinkt. Die Reg-
leriibertragungsfunktion kann auch freiziigig an die Strecke angepasst werden, ohne eine
bestimmte Reglerordnung und/oder -struktur vorzugeben. Man kann sogar fordern, dass
der geschlossene Regelkreis eine bestimmte Solliibertragungsfunktion aufweist. Dabei ist
zu beriicksichtigen, dass der geschlossene Kreis stabil ist und der Regler eine physika-
lisch realisierbare Ubertragungsfunktion erhilt. Doch zuvor soll der Begriff der internen
Stabilitit eingefiithrt werden.

1.1 Interne Stabilitat

Interne Stabilitdt ist eine Erweiterung des Stabilititsbegriffs. Gegeben sei der folgende
Regelkreis (N (s) sei dabei das Messrauschen):

Die Ubertragungsfunktionen K (s), G(s) und G (s) bilden den Regelkreis. Damit ergeben
sich die Zustandsgrofien zu:

Xi(s) = W(s)—Gu(s) Xs(s)

Xo(s) = D(s)+ K(s)Xi(s)
X3(s) = N(s)+ G(s) Xa(s)
oder in Matrixform:
1 0 G (s) Xi(s) W(s)
—K(s) 1 0 Xo(s) | = | D(s) (1.1)
0 —G(s) 1 X3(s) N(s)
D
W X, v X Y

Gys) [~=——°=N

Bild 1.1: Geschlossener Regelkreis
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Nach X, X5 und X3 aufgelost ergibt sich:

X, 1 I -GGy —Gu W
X, |=——— | K 1 —KGy||D (1.2)
x, | TOuEG | o o 1 N

Hierbei wird der Faktor als Empfindlichkeitsfunktion S(s) definiert.

1
4Gy KG

Es gilt nun folgendes:

Der Regelkreis ist intern stabil, wenn jede der neun Ubertragungsfunktionen stabil ist

Interne Stabilitét ist eine schérfere Stabilitdtsbedingung als Stabilitéit beispielsweise der
Fiihrungsiibertragungsfunktion. Das wird daran deutlich, dass es rein rechnerisch mog-
lich ist, in einer der Ubertragungsfunktionen instabile Pole durch Allpassnullstellen zu
kompensieren. Dadurch treten bei einer praktischen Realisierung entsprechende Stabili-
tatsprobleme auf, die durch den Begriff der internen Stabilitat aufgedeckt werden. Dies
zeigt der folgende Abschnitt.

1.2 Kompensationsregler

Gibt man fiir die Ubertragungsfunktion des geschlossenen Regelkreises, Bild 1.2, eine
Modellfunktion M (s) vor,

L K(s)G(s)

M(s) = ————"— 1.3
&) = TR 66 (13)
so kann der Regler durch einfache Gleichungsumformung bestimmt werden:
M 1 M
K(s) (s) - (5) (1.4)

T G(s)—M(s)G(s) G(s) 1—M(s)

A

G(s)

\4

HT—v K(s)

Bild 1.2: Geschlossener Regelkreis

In der Regel steht nur ein Modell der Strecke CAJ(S) zur Verfiigung, so dass sich der Regler
aus (1.4) zu

1 M(s)

B =30 1T-M0)

(1.5)
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bestimmt. Zeichnet man den so gewonnenen Regler in das Blockschaltbild der Regelung
ein, siehe Bild 1.3, so erkennt man, wo die zu beachtenden Punkte des Verfahrens liegen:

Um die gewiinschte Modelliibertragungsfunktion des geschlossenen Kreises zu erzeugen,
ist im Regler ein multiplikativer Anteil 1/G(s) enthalten, der das dynamische Verhalten
der Strecke idealerweise vollstéindig kompensiert. Daher auch der Name Kompensations-
regler.

Y
\ 4

M(s) K —>  G(s)

Bild 1.3: Kompensationsregler

Die Reihenschaltung des inversen Modells der Regelstrecke 1/G(s) im Regler und G(s)
liefert die Ubertragungsfunktion G(s) - 1/G(s) &~ 1. Ubrig bleibt die gewiinschte Mo-
delliibertragungsfunktion mit einer inneren Mit- und einer dufleren Gegenkopplung, die
sich ebenfalls aufheben; es ergibt sich als Gesamtiibertragungsfunktion des geschlossenen
Kreises die gewiinschte Modelliibertragungsfunktion M (s).

Folgende Bedingungen sind an die Strecke und die Modelliibertragungsfunktion zu stellen,
damit das Verfahren anwendbar ist:

e Die Regelstrecke muss stabil sein. Bei diesem einfachen Verfahren wiirden instabile
Pole durch Allpass-Nullstellen mit positivem Realteil gekiirzt. In der Praxis wird
man aber die Pole nie exakt treffen, das Gesamtsystem bleibt folglich instabil.

e Die Regelstrecke muss aus dem gleichen Grunde minimalphasig sein, sonst wiirde
eine Allpass-Nullstelle der Strecke wiederum durch einen instabilen Pol des Reg-
lers kompensiert, was ebenfalls bei Anregungen ein unbeschrinktes Wachsen der
Stellgrofie zur Folge hat.

e Damit ein realisierbarer Regler entsteht, muss der Poliberschuss des geforderten
Modells mindestens so grofl sein wie der der Strecke, so dass der Regler K(s)
aufgrund der eingeschlossenen Invertierung der Strecke noch ein kausales System
ist.

Die Ordnung des Reglers K (s) ergibt sich maximal aus der Summe der Zahlerordnung
der Strecke G(s) und der Ordnung des Modells M (s), wenn keine Kiirzung moglich ist.



4 1 Modellbasierte Regler

Das Modell wird sinnvollerweise fiir stationér genaues Fiihrungsverhalten ausgelegt, d. h.
M (0) = 1. Bei einer proportional wirkenden Strecke ergibt sich aus der Rechnung dann
automatisch ein integrierender Regler.

1.3 Parametrierter Regler fiir stabile EingroBenstrecken

Im Gegensatz zu den Kompensationsreglern, die ein inverses Modell der Regelstrecke
beinhalten, ist in den parametrierten Reglern ein Modell der Strecke in einer Riickfithrung
verwendet. Die Grundidee besteht darin, eine Regelung fiir eine stabile Strecke mit den
Uberlegungen fiir eine Steuerung zu entwerfen. Durch den Ansatz einer Steuerung ist bei
Ubereinstimmung zwischen Modell und Strecke Stabilitéit garantiert und der Entwurf des
dynamischen Vorsteuerfilters, vergleiche Kapitel 2, ist wesentlich {ibersichtlicher.

Beim Ansatz einer modellbasierten Regelung wird dem Regler eine interne Struktur vor-
gegeben, die in Bild 1.4 dargestellt ist. Der Block CAJ(S) innerhalb des Reglers enthélt
ein Modell der Regelstrecke. Durch die positive Riickfithrung der Stellgrofie iiber das
Modell G(s) wird die Regelschleife bei Ubereinstimmung von G(s) und G(s) fiir K'(s)
aufgehoben.

\4

K'(s) > Gs)

Bild 1.4: Ansatz einer modellbasierten Regelung

Die Ubertragungsfunktion K’(s) kann in der offenen Kette aus K’(s) und einem stabilen
Modell der Strecke G/(s) entworfen werden, vergleiche Bild 1.5.
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Bild 1.5: Entwurf von K'(s) fiir G(s) = G(s)

Die Berechnung des Reglers ist in diesem Fall ebenso einfach wie beim Kompensations-

regler, Bild 1.4,
K/
K(s) (s)

1G5 K'(s)

(1.6)

~

K'(s) wird so gewihlt, dass die Kette K'(s) G(s) ein vorgegebenes, gewiinschtes dyna-
misches Verhalten aufweist. Vorzugsweise wird man auch hier stationdre Genauigkeit
anstreben, also K'(0) G(0) = 1 wihlen. Wie schon beim Kompensationsregler fithrt diese
Wahl bei proportionalen Strecken auf einen integrierenden Regler.

Da jedoch G(s) in der Regel kein exaktes Modell der Strecke G(s) ist, wird der Regler
K'(s) auf Modellabweichungen entsprechend reagieren. Ist die Auslegung des Reglers
nicht robust, d.h. empfindlich gegeniiber Parametervariationen der Strecke, so kann dies
zu Stabilitdtsproblemen fiihren.

Gleichzeitig ist diese Art den Regler zu beschreiben eine Moglichkeit, die Menge al-
ler Regleriibertragungsfunktionen zu spezifizieren, die die nominale Strecke stabilisieren:
Alle Ubertragungsfunktionen K (s), die sich bei einem Streckenmodell G(s) schreiben
lassen als Gleichung (1.6) mit einer stabilen Ubertragungsfunktion /&’(s) stabilisieren die
Strecke. Diese Art der Reglerdefinition wird auch als Q-Parametrierung bezeichnet — ein
Verfahren nach Youla von 1976.

1.4 Smith-Pradiktor

Ein weiteres modellbasiertes Regelverfahren ist unter der Bezeichnung Smith-Prddiktor
bekannt. Es wurde hauptséchlich fiir Regelstrecken mit groflen Laufzeitanteilen ent-
wickelt, wie sie in der Verfahrenstechnik héufig vorkommen.

Die Ubertragungsfunktion der Regelstrecke G(s) wird als eine Reihenschaltung eines
rationalen Teils Gr(s) (nur konzentrierte Energiespeicher) mit einem Laufzeitelement
aufgefasst,

G(s) = Gr(s)e Tr* mit z.B. Ggr(s) = Ggri(s) - Gra(s), (1.7)
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vergleiche auch Bild 1.6.

—>» Gri(s) >»o— L —>0—>| Ggo(s) [—>

Bild 1.6: Aufteilung der Regelstrecke in rationale Anteile und Laufzeit

Bei der Fiithrungsantwort der geregelten Strecke tritt bei einer konventionellen Regleraus-
legung ein sehr langsames Einschwingen auf, weil der Regler auf die grofle Laufzeit als
dominierende Zeitkonstante ausgelegt werden muss. Die Idee des Smith-Pradiktors be-
ruht darauf, zunéchst einen Regler nur fiir den schnellen rationalen Anteil der Ubertra-
gungsfunktion zu entwerfen, Bild 1.7. Die Laufzeit wird als nachgeschaltetes Element mit
der Verstarkung 1 aufgefasst, obwohl dies nicht der physikalischen Struktur der Strecke
entsprechen muss.

K"(s)

\4
@
B
»
~
\4
(0]

Bild 1.7: Idee des Smith-Pradiktors

Wie bereits erwdhnt, wird der Regler nur auf den rationalen Teil der Strecke ausge-
legt und kann entsprechend schneller reagieren. Allerdings gehen in dieser Variante die
Storungen nicht in die Regelung ein und werden nach Art einer Steuerung nicht beriick-
sichtigt. Nachteilig an diesem Konzept ist auch der Abgriff y; der Regelstrecke, der unter
Umsténden nicht vorhanden ist. Daher muss die Schéitzgréfe 7y durch ein Modell G r(s)
berechnet werden, Bild 1.8.
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W u Y : Y
——> Ks) »  Gg(s) [N eTLS >
A
= A Y1
> Gr(s)

Bild 1.8: Berechnung von 7; durch ein Modell Gg(s)

Dieses Schema lasst sich nach Art einer modellbasierten Regelung so ergénzen, dass der
Ausgang der Strecke auch beriicksichtigt wird. Es entsteht eine erste Darstellung der
Regelung mit Smith-Préadiktor, Bild 1.9.

A
®
S
(2]
~
\4
(¢}
-
[72]

—>»o—»o—»  K(s)

<
<>

Bild 1.9: Regelung mit Smith-Pradiktor

Es wird durch Berechnung einer geschdtzten Ausgangsgrdfie iy auf Basis der reinen Fiih-
rungsanregungen ein Vergleich mit der tatsédchlichen Ausgangsgroie y durchgefiihrt. Die
Differenz kann vor dem Regler als synthetischer Istwert aufgeschaltet werden. Die Sta-
bilitdt des urspriinglichen Reglers wird durch diese Mafinahme nicht gefahrdet, solange
die Modelle G r(s) und e~Trs der Strecke in Bild 1.9 gut mit der tatséchlichen Strecke
iibereinstimmen. Die gute Ubereinstimmung zeigt sich im verschwindenden synthetischen
[stwert. Nach einer weiteren Umzeichnung kann der Smith-Préadiktor wie ein Reglerblock
dargestellt werden, vgl. Bild 1.10.
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V-<

\4

(@)
—~

2]
~

Bild 1.10: Smith-Pradiktor als Reglerblock

Man kann den Smith-Priadiktor in dieser Darstellung auch als eine spezielle Art der
modellbasierten Regelung auffassen. Die Regleriibertragungsfunktion lautet
K//
K(s) = Ks) —
1+ K"(5) Gr(s) (1= e~Tov)

(1.8)

Bild 1.10 l&sst sich umzeichnen, so dass Bild 1.11 entsteht. Hier wird die Analogie zur
modellbasierten Regelung deutlich.

V-<

\ 4
L
()
~

—
=
w
A
O
o>
by
—~
»
<
A

Bild 1.11: Smith-Pradiktor als modellbasierter Regler

Der Smith-Pradiktor bietet eine sehr gute Moglichkeit, laufzeitbehaftete Strecken mit
einer kurzen Einschwingzeit der Fithrungsantwort zu regeln. Zur Demonstration des Ver-
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haltens einer Regelung mit Smith-Pradiktor wird an einer laufzeitbehafteten Strecke

1 1 —2s

. . 1.9
s+1 02s+1 ¢ (1.9)

G(s) =

eine Auslegung mit Smith-Prédiktor und ein einfacher PI-Regler gegeniibergestellt. Im
Smith-Prédiktor wird fiir die Regelung des rationalen Streckenteils wiederum ein PI-
Regler eingesetzt, bei dem jedoch wegen der kleineren Streckenzeitkonstanten eine sehr
viel hohere Verstdrkung eingestellt werden kann. Bild 1.12 zeigt das Einschwingverhalten
fiir Fiihrungs- und Stéranregung, w(t) = o(t), d(t) = o(t — 20). Man erkennt in beiden
Anregungen ein deutlich besseres Einschwingen des Smith-Pradiktors.

Fahrungsverhalten Storverhalten

, | ,
| mit PI-Regler und 8

15 Smith—Pradiktor

1+

05 mit PI-Regler iy
0 5 10 15 20 25 30 35 t

Bild 1.12: Vergleich Smith-Préadiktor / PI-Regler

Je grofler die Laufzeit gegeniiber der Einschwingzeit des rationalen Anteils ist, desto deut-
licher wird der Vorteil des Smith-Pradiktors gegeniiber einem Standardregler. Allerdings
nimmt gleichzeitig auch die Robustheit gegeniiber Fehleinstellungen der Zeitkonstanten
ab. Dieses zeigt Bild 1.13. Hier wurde im Modell des Reglers die Laufzeit fehlerhaft abge-
glichen gegeniiber der angeschlossenen Strecke mit 7, = 2. Abweichungen von fL um 10
Prozent fiithren in diesem Beispiel schon zu deutlich schlechteren Einschwingvorgéngen.
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12t

—>
.
A
==
(o]
;
\

0.8t

0.6

0.2}

Bild 1.13: Einschwingvorgénge bei Fehleinstellung der Zeitkonstanten
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2StorgroBenaufschaltung und
FiihrungsgroBBenvorsteuerung

2.1 Regelung mit StérgroBenaufschaltung

In der Praxis vorkommende Regelkreise weisen héufig eine dominierende Storgrofie d
auf, die wie in Bild 2.1 dargestellt, innerhalb der Strecke angreift. Der Regler ist in
der Lage, diese Storgrofle zu bekdmpfen. Jedoch ist zum wirkungsvollen Eingreifen des
Reglers zunéchst eine nennenswerte Regelabweichung notwendig, damit der Regler auf
die Storung anspricht. Der Streckenteil Go(s) weist haufig die grofiten Zeitkonstanten auf.
Dies fithrt dann zu verhaltnisméfig lang andauernden Regelabweichungen als Reaktion
auf die Storung.

w Ks) | Gy(s) i» G,(s) Y

\4

\{

Bild 2.1: Regelkreis mit dominierender Stérgrofie

Wenn die Stérung ohne grofien Aufwand messbar ist, so bietet sich die Moglichkeit, mit
einer dynamisch geformten Aufschaltung die Wirkung der Storung schneller zu neutra-
lisieren. Dazu wird in der offenen Kette nach Art einer Steuerung eine direkte Kom-
pensation der Storgrofle durchgefithrt. Hierbei ist zu beriicksichtigen, dass als einziger
Eingriffspunkt eine zusétzliche Aufschaltung nur an der ohnehin vorhandenen Stellgréfie
u moglich ist, Bild 2.2.
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Gp(s)

Gis) F>»o—» Gys) +—>

Bild 2.2: Stoérgrofenaufschaltung

Y(s) = Gals) D(s) + Gi(s) Ga(s) [U(s) + Gp(s) D(s)]

= Gi(s)Ga(s)U(s) + Ga(s) [1 + G1(s) Gp(s)] D(s). (2.1)

Offensichtlich kann der Einfluss der Stérung d vollstdndig unterdriickt werden, wenn

G1(s)Gp(s)+1=0 (2.2)
gilt, also
Gols) = — Gll(s) (2.3)

gewahlt wird.

Da jedoch der reale Streckenteil G(s) nicht ideal invertiert werden kann, ist die Funk-
tion Gp(s) nur angendhert realisierbar. Die Kompensation nach dieser Methode ist nur
durchfiihrbar, wenn G1(s) stabil und minimalphasig ist.

Beispiel: Fiir einen Streckenteil

Vi

Gl(S) - T18—|—1

(2.4)

lasst sich die Invertierung nicht ideal umsetzen, weil ein ideales PD-Element entsteht.
Mit
1 Tis+1

Gn(s) = “ViaTis+1

(PDT) (2.5)
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lasst sich eine gute Kompensation erzielen. Mit dem Parameter a lédsst sich ein Kompro-
miss zwischen der Geschwindigkeit der Kompensation und der eingesetzten Stellamplitu-
de einstellen. a = 0.1...0.2 stellt eine gute Wahl dar. Auch eine statische Vorsteuerung
a = 1 ist schon sehr wirkungsvoll fiir den gesamten Regelkreis, da dem Regler durch die
Vorsteuerung die Regelung der stationdren Groflen erspart bleibt.

Die Ubertragungsfunktion von d nach y; ist

Yi(s) 1 aTis
D(s) aTis+1 aTyis+1

Die Fliche unter der Sprungantwort dieser Ubertragungsfunktion ist ein MaB fiir die
verbleibende Signalintensitéit. Die Flache ist als Mafizahl fiir die Qualitdt des System-
verhaltens zu nehmen und das Systemverhalten als umso besser anzusehen, je kleiner
die Fléache ist. Sofern die Storgréfie d unabhéngig von anderen Groflen des Regelkreises
ist und keine weiteren Verkopplungen bestehen, hat die Einfithrung einer Storgroffenauf-
schaltung keine Auswirkung auf die Stabilitdt des Regelkreises.

Die Bilder 2.3 und 2.4 zeigen eine Simulation zur Verdeutlichung der Storgroflenauf-
schaltung. Dabei werden zwei in Reihe geschaltete PT2-Glieder mit jeweils reellen Polen
mit einem PI-Regler betrieben. Ein Stérgroflensprung wird bei t=20s zwischen den bei-
den Streckengliedern eingeleitet. Bild 2.3 zeigt die Ausgangsgréfle. Es fallt vor allem der
langsame Abfall bei nichtvorhandener Stéraufschaltung auf. Der Stellgrofienverlauf ist in
Bild 2.4 dargestellt. Hier ist die stationdre Abweichung der Stellgrofle ohne Storaufschal-
tung zu beachten, wihrend diese Abweichung in den anderen beiden Fillen gerade von
der Storaufschaltung iibernommen wird.
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2 StorgroBenaufschaltung und Fithrungsgréfenvorsteuerung

1.4

RegelgréBe

— G(s)=0
0 --- G(s)=1
..... GD(S)=-(Tv s+1)/(a Tv s+1)

02 | | | T
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Zeit

Bild 2.3: Verlauf der Regelgrofie bei Fiithrungs- und Stoérgréfensprung

..... GD(s)=-(Tv s+1)/(a Tv s+1)

StellgréBe

_05 i i i i i i i i
0 5 10 15 20 25 30 35 40
Zeit

Bild 2.4: Verlauf des Reglerausgangs mit und ohne Storgrofienaufschaltung
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2.2 Regelung mit Vorsteuerung

Genauso wie sich das Storverhalten durch eine Aufschaltung nach Abschnitt 2.1 verbes-
sern lasst, kann das Fiithrungsverhalten durch eine Fiihrungsgroffenvorsteuerung verbes-
sert werden, Bild 2.5.

Y

Gw(s)

—t K(s) > G(s)

\/

Bild 2.5: Fiithrungsgroflenvorsteuerung

In diesem Fall liegt die Idee auch darin, den Regler von den dynamischen Eingriffen zu
entlasten. Wenn es moglich ist, die invertierte Streckeniibertragungsfunktion (Vorausset-
zung fiir G(s): stabil und minimalphasig) als Vorsteuerung Gy (s) zu realisieren, ist der
Regler bei richtiger Einstellung der Vorsteuerung fiir Fithrungsanregung nicht notwendig
(ideal: Gy (s) = 1/G(s)).

In vielen Féllen, zum Beispiel proportional wirkender Regler an proportionaler Strecke,
ist auch eine rein statische Fiihrungsvorsteuerung geeignet, den statischen Regelfehler zu
reduzieren und das Einschwingen der Fithrungsanregung zu beschleunigen.

Bei einer praktischen Realisierung der Vorsteuerung muss man eine nicht vollstédndige
Kompensation aller Pole der Strecke sowie zusétzliche ,parasitéire”, zur Implementierung
notwendige Pole in Gy (s) in Kauf nehmen. Dies fiithrt dann dazu, dass die Ausgangsgro-
Be in der offenen Kette aus Gy (s) und G(s) der Fithrungsgrofie nur verzogert folgt, aber
bei korrekter Verstdarkung auf den richtigen Endwert einschwingt. Je nach Ausnutzung
des Betriebsbereichs des Stellgliedes kann der Regler diesen Vorgang nicht mehr we-
sentlich verbessern, wird aber trotzdem, da eine Regelabweichung auftritt, entsprechend
reagieren. Dies kann verhindert werden, wenn ein weiteres Filter in den Fiihrungszweig
eingefiigt wird, wie in Bild 2.6 gezeigt.
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> Gus)
w \Y, u Y
> Gy(s) K(s) G(s) =
Bild 2.6: Fiihrungsfilter
Wird jetzt das Fiihrungsfilter
Gu(s) = Gw(s)-G(s),  Gu(0)=1 (2.7)

gewihlt, so wird bei Fiihrungsanregung und korrekter Wahl G(s) = G(s) in Abwesenheit
von Storungen der Verlauf von v und y identisch sein. Der Regler wird durch diese
Struktur fiir Fiihrungsanregungen nicht verwendet, ist aber fiir Stérungen weiterhin voll
wirksam. Bei Modellfehlern, falls G (s) # G(s) ist, wird der Regler so eingreifen, dass der
Verlauf von y dem von v angenéhert wird.

2.3 Modellfolgeregelung

In den bisher vorgestellten Vorsteuervarianten wird immer versucht, eine Ubertragungs-
funktion zumindest angenéhert zu invertieren, um das Verhalten der Regelung zu ver-
bessern. Die dabei auftretenden Ungenauigkeiten werden entweder ignoriert oder in spe-
ziellen Filtern wie in der zuletzt beschriebenen Struktur beriicksichtigt.

Die explizite Invertierung kann jedoch auch vermieden werden, in dem ein eigener Regler
an einer simulierten Strecke diese Aufgabe {ibernimmt, Bild 2.7.

<>

v <

Kg(s)

Ks(s) G(s)

C
<
\4
o>

P-1q

2L
Y
\

Bild 2.7: Modellfolgeregelung
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Der Fithrungsregler Kr(s) regelt ein Modell der Strecke G (s) mit der Ausgangsgrofie .
Dabei erzeugt der Regler die Stellgrofie uy, die gleichzeitig auf die zu regelnde Strecke
G(s) als StellgroBe aufgeschaltet wird. Falls das Modell G(s) identisch mit der Strecke
G(s) ist und keine StorgroBlen angreifen, wird der Ausgang y unmittelbar gleich dem
Ausgang ¥ sein. Das Signal 3 kann als innerer Sollwert fiir einen Storgrifienregler Kg(s)
dienen. Dieser Regler reagiert nur bei Stérungen oder Modellabweichungen zwischen G (s)
und G(s).

Das Fiihrungsverhalten kann durch Einstellen von Kp(s) unabhéngig vom Storverhalten
vorgegeben werden. Der Fiithrungsregler K (s) muss nicht unbedingt eigene Zustandsgro-
Ben enthalten, da innerhalb des Reglers auch direkt auf die Zusténde von G (s) zugegriffen
werden kann. Der Vorteil der modellgestiitzten Vorsteuerung liegt in der Moglichkeit, Be-
grenzungen der Stellgrofle unabhéngig fiir Fithrung und Storung vorzugeben.

In einer Verallgemeinerung kann der Regler auch eine statische (evt. nichtlineare) Funk-
tion der Zustandsgréfen von G(s) sein.

2.4 FihrungsgroBengenerator

Das Verfahren der Modellfolgeregelung ldsst sich fiir Kaskadenregelungen so weiterent-
wickeln, dass neben dem gewiinschten Verlauf der Regelgrofie bei Fithrungsanregung und
der dazugehorigen StellgroBe auch die Verldufe der inneren Sollwerte der anderen Kas-
kadenstufen erzeugt werden, Bild 2.8.

% % v
3 é‘B P 2 é2 P 1 é1
Y K 4 K v+ K Y2 Y3
S3 S2 T S1 G, » G >

Bild 2.8: Fiihrungsgrofiengenerator

Die in Form einer als Kaskade zu regelnde Strecke besteht aus drei Teilstrecken Gy(s),
G2(s) und G3(s), denen die Reglerstufen Kg;(s), Kgo(s) und Kgs(s) einer Kaskadenre-
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gelung zugeordnet sind. Ein héufig nichtlinearer Reglerblock Kr(s) ohne eigene Dyna-
mik erzeugt ein Stellsignal u, das eine Kette von Modellen der Teiliibertragungsstrecken
él(s), @2(3) und 63(5) anregt. Die nur aufgrund der Fiihrungsanregung berechneten
Ausgangssignale ¥, ¥ und y3 der Modelle der Teiliibertragungsstrecken (/}\1(3), @2(3)
und @3(3) werden als Zusatzsollwerte auf die Reglerkaskade aufgeschaltet. Gleichzeitig
dienen Sie zusammen mit dem Sollwert dem Fiihrungsregler zur Erzeugung der Stell-
groBe. Bei Ubereinstimmung der Teiliibertragungsfunktionen mit ihren Modellen und
Abwesenheit von Storungen wird die gesamte Ubertragungsstrecke von 4 angesteuert.
Fiir die Regler heben sich die Vorsteuersollwerte und die Istwerte der Strecken jeweils
auf, so dass sie keine Regelabweichung erhalten und auch keine Stellgréfle erzeugen.

Die Regler Kg;(s) der Kaskade iibernehmen wie bei der Modellfolgeregelung die Funkti-
on von Storreglern, die nur auf Stérungen und Modellfehler reagieren. Das Thema Fiih-
rungsgroflengenerator wird im Zusammenhang mit nichtlinearen Reglerfunktionen und
zeitoptimalen Regelungen in einem spéteren Kapitel nochmals aufgegriffen.
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3Beobachtbarkeit und Steuerbarkeit

Bereits im Grundlagen-Skript wurde im Kapitel 3.4 die Zustandsdarstellung dynamischer
Systeme vorgestellt und erléautert.

3.1 Normalformen

Als eine wichtige Normalform fiir Eingroflensysteme (SISO — Single Input Single Output)
wurde die Regelungsnormalform dort im Kapitel 5.6 beschrieben, die nochmals in Bild 3.1
dargestellt ist.

»)
1 4

O
X

Bild 3.1: Regelungsnormalform

Als weitere gebrauchliche Normalform fiir Eingroflensysteme wird die Beobachtungsnor-
malform héufig verwendet, Bild 3.2.
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Bild 3.2: Beobachtungsnormalform

Von der Richtigkeit des Blockschaltbildes iiberzeugt man sich sehr einfach durch schritt-
weises Auflosen, indem alle Zwischengrofien auf die Summationsstelle am ersten Integra-
tor verschoben werden. Man findet als zugehérige Ubertragungsfunktion:
by s+ -+ b
G(S): s+ + 015+ 09 (31>

S* 4y ST+ ar s+ ag

Falls der Zahlergrad kleiner ist als der Nennergrad, sind die héchsten Koeffizienten b;
entsprechend zu Null zu setzen.

Mathematisch gesehen handelt es sich bei der Umformung eines Systems aus einer beliebi-
gen Zustandsraumdarstellung in eine andere Zustandsraumdarstellung um eine Transfor-
mation der Zustandsgroffen. Wahrend die urspriingliche Zustandsraumdarstellung eines
Systems in der Wahl der Zustandsgréfien in der Regel physikalisch motiviert ist, haben
die transformierten Zustandsgréfien meist keinerlei physikalische Bedeutung mehr.

3.2 Transformation von ZustandsgroBen

Gegeben sei ein dynamisches System in Zustandsraumdarstellung der Ordnung n:

18
I
[+ S
18
+
[iss
LQ
18

(0) = zg (3.2)

=
I
I
]
+
IS
=

(3.3)
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Dann erhélt man mit einer nichtsinguliren Matrix T’ der Dimension (n X n) einen neuen
Satz von Zustandsgréfien durch:

1N
ISX

Tz (3.4)

|82

=z bzw.

[l

Die Transformation gilt gleichermaflen fiir die zeitliche Ableitung der neuen Zustands-
grofen:

Tt (3.5)

|32
Il
1S)

= bzw.

[N
IS}

Diese Beziehungen ergeben eingesetzt in das Zustandsraummodell:

¢ = T7e=T"Az+T" Bu (3.6)
r = T"'ATz2+T'Bu (3.7)
< =5 = =
4 B
mit der Ausgangsgleichung

y=CT i+ D u. (3.8)
I

¢ D

Es entstehen damit neue Systemmatrizen:

A=1'AT (39)
B =1"'B (3.10)
¢ =cr (3.11)
D =D (3.12)

3.3 Jordan-Normalform

Die Systemmatrix A kann als Abbildung aufgefasst werden, die den n-dimensionalen
Vektorraum auf sich selbst abbildet. Dabei gibt es ausgezeichnete Vektoren v,, die bei der
Abbildung ihre Richtung beibehalten und nur in der Liange gedndert werden. Zu jedem
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dieser so genannten Figenvektoren gehort ein Streckungsfaktor A;, der als Eigenwert
bezeichnet wird. Es gilt:

Ay, = N\ v,. (3.13)

Es existieren maximal n verschiedene Eigenvektoren. Lost man (3.13) auf, so erhélt man:

(MI-A) =0 (3.14)
Sucht man nichttriviale Losungen dieser Gleichung, so muss gelten:
det(\i L —A) =0. (3.15)

Dieses ist die bereits bekannte Gleichung zur Bestimmung der Eigenwerte einer System-
matrix A.

Hat diese Gleichung n verschiedene Eigenwerte als Losung, so gibt es n verschiedene,
linear unabhéngige Eigenvektoren. Im Falle n linear unabhéngiger Eigenvektoren kénnen
diese fiir die weitere Losung direkt verwendet werden.

Sind unter den n Eigenwerten j gleiche vorhanden, so kénnen zu den gleichen Eigen-
werten noch gleiche oder unterschiedliche Eigenvektoren gehoren. Lésst sich zu einem
Eigenwert, der mit der Vielfachheit j auftritt nur ein linear unabhéngiger Eigenvektor
finden, so muss fiir die j vielfachen Eigenwerte auf verallgemeinerte Eigenvektoren zu-
riickgegriffen werden. Tritt der Eigenwert \; mit der Vielfachheit j auf, so bestimmt man
verallgemeinerte Eigenvektoren zu:

()\i £ - A) v,p = 0
(Ai i - é) (D) Uiq
(N L—A) Yi; = Y- (3.16)

Nach diesen Uberlegungen stehen n linear unabhiingige (verallgemeinerte) Eigenvektoren
v; zur Verfiigung.

Schreibt man diese Vektoren spaltenweise in eine Matrix

V11 V12 -+ Uin

Vo1 Va2 -+ U2p

<
[

= (g, - U,) (3.17)

Un1 Un2 *°° Unn
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als Spaltenvektoren, so entsteht eine nichtsinguléire Matrix, die als Transformationsmatrix
fiir eine Transformation des Zustandsraumes verwendet werden kann.

Wendet man diese Transformation auf das System an, so erhélt man fiir den Fall,
dass sdmtliche Eigenvektoren verschieden sind (nicht verallgemeinerte Eigenvektoren) als
transformierte Systemmatrix é eine Diagonalmatrix mit den Eigenwerten in der Haupt-
diagonalen:

[
I
I
i
I~
I
o
o
09
>
I

(3.18)

Wendet man eine Transformation mit verallgemeinerten Eigenvektoren an, so entste-
hen im Bereich der Eigenwerte, die zu verallgemeinerten Eigenvektoren gehoren in der
Nebendiagonalen noch Werte von 1:

[
I

||<‘

[bS

<<
I

(3.19)

Die weiteren Systemmatrizen werden ebenfalls geméf (3.10) und (3.11) transformiert.
Treten keine verallgemeinerten Eigenvektoren auf, so ldsst sich zusammenfassend das
Blockschaltbild in Bild 3.3 zeichnen.
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(C
J)
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Bild 3.3: Mehrgroflensystem in Modalform

Die iibersichtlichsten Verhéltnisse ergeben sich fiir ein Eingréfien-System.

(3.20)

1
I
[
S
+
1S
N

y = &z (3.21)

Die Matrizen E und g werden einspaltig b bzw .einzeilig ¢*. Sind zusitzlich alle Eigen-
werte reell und die Eigenvektoren verschieden, so entsteht ein Blockschaltbild wie in Bild
3.4.
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Bild 3.4: Eingroflensystem in Modalform

Anhand dieser Ausfithrung lassen sich jetzt die Eigenschaften Steuerbarkeit und Be-
obachtbarkeit veranschaulichen. Im Zuge der Eigenvektortransformation kénnen entweder
einzelne Werte b~z oder ¢; zu Null werden. Dann ist in diesem Blockschaltbild offensicht-
lich, dass ein Ausgleichsvorgang eines Eigenwertes nur dann iiber den Eingang beeinflusst
werden kann, wenn der zugehorige Koeffizient b; ungleich Null berechnet wurde. Ebenso
liefert ein Figenvorgang keinen Beitrag zum Ausgangssignal y, wenn der zugehorige Aus-
gangskoeffizient Null ist. Unter Eigenvorgang oder auch Eigenbewegung versteht man den
zu einem Eigenwert gehorigen Einschwingvorgang. Man bezeichnet das System als steu-
erbar, wenn der Eingang auf alle Eigenvorginge wirkt. Entsprechend heifit das System
beobachtbar, wenn alle Eigenvorgénge zum Ausgangssignal beitragen.

Diese knappe anschauliche Begriindung muss noch ergénzt werden, wenn gleiche Ei-
genwerte vorhanden sind. Dann muss zusétzlich gefordert werden, dass die zugehorigen
Koeffizienten verschieden sind. In der Erweiterung auf ein MehrgréfSensystem mit ver-
schiedenen Eigenvektoren entsteht ein Blockschaltbild geméf Bild 3.3.

Die Bedingungen fiir Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit miissen dann so erweitert wer-
den, dass die Matrix § keine Nullzeilen enthélt und dass die Zeilen, die zu gleichen
Eigenwerten gehoren, linear unabhéngig sind. Entsprechendes muss fiir Beobachtbarkeit
fiir die Q—Matrix gelten.
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3.4 Definition von Steuer- und Beobachtbarkeit

Nach der mehr anschaulichen Begriindung der Begriffe Steuerbarkeit und Beobachtbar-
keit miissen Kriterien fiir beliebige Systemdarstellungen eingefiihrt werden. Die Definition

nach Kalman lautet:

Ein System heifit steuerbar, wenn es zu einem beliebigen Anfangszustand
einen Verlauf der Eingangssignale gibt, die den Systemzustand in endlicher
Zeit zum Zustand 0 fithren.

Aus dieser Definition der Steuerbarkeit kénnen Anforderungen an die Systemmatrix A
und die Eingangsmatrix B abgeleitet werden, die die oben dargestellten speziellen Be-
dingungen an ein System in Modalform einschlieflen.

Ein System ist steuerbar, wenn die Steuerbarkeitsmatrix S_ den Rang n hat.

S.=(B AB A*B ... A"'DB) (3.22)

:S:_____

Die Eigenschaft der Steuerbarkeit heiflt bei linearen Systemen auch, dass jeder von 0 ver-
schiedene Zustand transient angesteuert werden kann, jedoch nicht, dass dieser stationér

gehalten werden kann.

Eine entsprechende Definition und ein Satz zur Priifung lassen sich fiir die Beobachtbar-

keit angeben:

Ein System heiflt beobachtbar, wenn aus dem zeitlichen Verlauf der
Ausgangs- und Eingangssignale in einem endlichen Zeitabschnitt der An-
fangswert des Systemzustandes zu Beginn des Zeitintervalls berechnet wer-

den kann.

Der zugehorige Satz zur Priifung der Beobachtbarkeit lautet: Ein System ist beobachtbar,
wenn die Beobachtbarkeitsmatrix S, den Rang n hat.

C

I

A
A® (3.23)



3.5 Realisierbarkeit und minimale Realisierung 27

Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit sind sofort erfiillt, wenn bereits die B bzw. C' Matrix
den Rang n aufweist. Im allgemeinen Fall geht jedoch die A-Matrix mit ein. Eine Matrix
A der Dimension n X n besitzt maximal n verschiedene Eigenvektoren. Damit in un-
mittelbarem Zusammenhang steht der Satz von Cayley-Hamilton, dass durch mehrfaches
Anwenden der Transformation A nur eine Uberlagerung von n verschiedenen Transfor-
mationen entsteht, d. h. jede k-te Potenz von A lésst sich als Linearkombination der
Potenzen 0 bis n — 1 darstellen.

n—1

AF=N" LA =I+L A+ 4l AT (3.24)

1=0

Der Begriff der Beobachtbarkeit offenbart die Tatsache, dass in einem zeitlichen Verlauf
eines Signals wesentlich mehr Information {iber ein System steckt als in einem Augen-
blickswert. Die Kriterien der Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit kénnen verwendet wer-
den, um ein dynamisches System in Teilsysteme zu untergliedern. Zunéchst transformiert
man die Zustandsgroflen in Jordanform oder Modalform — wenn moglich. Dann stellt man
anhand der Besetzung der transformierten Systemmatrizen fest, welche Zustandsgréfien
beobachtbar bzw. steuerbar sind. Es entstehen vier Gruppen von Zustandsgrofien:

Tgp steuerbar, beobachtbar;

Tgy steuerbar, nicht beobachtbar;

Zyp hicht steuerbar, beobachtbar;

Zyy hicht steuerbar, nicht beobachtbar.

3.5 Realisierbarkeit und minimale Realisierung

Bei linearen dynamischen Systemen stehen zwei Systembeschreibungen nebeneinander.
Das System kann einerseits durch die Systemmatrizen in der Zustandsdarstellung be-
schrieben werden oder durch eine Ubertragungsmatrix, die die Kopplung zwischen Ein-
giangen und Ausgidngen im Frequenzbereich beschreibt. Bleibt die Frage, inwieweit diese
beiden Beschreibungen dieselbe Information iiber ein System beinhalten und ohne In-
formationsverlust ineinander umrechenbar sind. Wird ein System in Zustandsform be-
schrieben, so kann die Wahl der Zustandsgroflen physikalisch motiviert sein. Aus der
Zustandsform

It
Il
[BS
It
+
[ise
S

(3.25)
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+
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I

(3.26)
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kann sofort durch die Anwendung der Laplacetransformation bei verschwindenden An-
fangsbedingungen die Ubertragungsmatrix berechnet werden (vgl. Kapitel 4.3 des Grundlagen-
Skripts):

G(s)=C(s L—A)"

[lse
IS

+ (3.27)

Bei dieser Vorgehensweise kann es vorkommen, dass man beim Aufstellen des Zustands-
modells Zustandsgroflen einfiihrt, die zwar physikalisch begriindbar sind, die aber nicht
unabhéngig voneinander in die Systemdynamik eingehen. Der einfachste Fall dieser Art
besteht aus zwei parallelen Zweigen mit jeweils einem Integrator, Bild 3.5. Als Zustands-
groflen sind die stetigen Ausgangsgrofien der Integratoren anzusehen.

Bild 3.5: Abhéngige Zustandsgrofien

L N R
T15 TQSi TlTQS'

(3.28)

Jede beliebige Kombination von Zeitkonstanten und Anfangsbedingungen lésst sich auf
einen einzelnen Integrator umrechnen. Insofern ist diese Systembeschreibung redundant.
Der Fall ist grundsétzlich anders gelagert, wenn einer der Integratoren mit seinem Aus-
gang unabhéngig vom anderen auf weitere Systemteile wirkt oder sein Eingang eine
weitere Aufschaltung erhélt.

Das Vorhandensein einer solchen Abhéngigkeit ldsst sich bei einem SISO-System daran
erkennen, dass die Ordnung der Ubertragungsfunktion nicht der Anzahl der Zustands-
grofen entspricht. Gleichzeitig entsteht ein Defekt in der Steuerbarkeits- oder Beobacht-
barkeitsmatrix oder in beiden.

Ein nicht so offensichtlicher Fall liegt vor, wenn in einer Reihenfolge von Ubertragungs-
gliedern ein Pol gegen eine Nullstelle gekiirzt werden kann und keine Signalpfade beste-
hen, die diese Kompensation nicht enthalten, Bild 3.6.
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Bild 3.6: Zustandsgroflen mit komplizierter Abhéngigkeit

Die Ubertragungsfunktion des obigen Beispiels lautet:

Vi(Tos+1) — (Tis+1) Vs
(T13+1)<T25+1)<T38+1)
VT, —=VoTy) s+ Vi =V,
S(Tys+1)(Tys+ 1)(Tzs + 1)
VT, —Vi'Th

Vi—V,
(T15+1)(T28+1)(T38+1)

G(s) = Vi

s+1
= (Vi -V)

(3.29)

Fiir den Fall, dass % zuféllig mit einer der drei Zeitkonstanten im Nenner zu-
sammenfillt, kann eine Nullstelle gegen einen Pol gekiirzt werden, und die Ordnung der
Ubertragungsfunktion fillt um eins. Auch hier ist das System nicht beobachtbar oder
steuerbar.

Generell ist die Beschreibung durch eine Zustandsdarstellung detailreicher, weil auch
ein bestimmter Satz von Zustandsgréfien mit festgelegt wird. Dadurch ist die innere
Struktur des Systems bekannt. Die Ubertragungsmatrix beschreibt nur das Ein-/Aus-
gangsverhalten des Systems und nicht den inneren Aufbau. Daher ldsst sich aus der
Ubertragungsmatrix zwar ein Satz von Matrizen rekonstruieren, der dem Ein-/Ausgangs-
verhalten entspricht. Dieser muss aber nichts mit der urspriinglichen Realisierung bzw.
der tatséichlichen physikalischen Struktur zu tun haben. Die Konstruktionsvorschriften
fiir Eingroflensysteme wurden bereits vorgestellt.

Wird eine Systembeschreibung als gebrochen-rationale Ubertragungsfunktion vorgege-
ben:

_bn8n+ +b18+b0

G(s) :
s+ ... Fars+ag

(3.30)
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so ist dieser Darstellung erst nach einer Faktorisierung von Zahler und Nenner die Lage
der Pole und Nullstellen zu entnehmen. Dabei kann sich herausstellen, dass auch die
urspriingliche Angabe der Ubertragungsfunktion nicht minimal war. Wird trotzdem die
nicht vereinfachte Ubertragungsfunktion durch die Regelungsnormalform oder Beobach-
tungsnormalform mit einem Satz von Zustandsgréfien realisiert, so stellt sich heraus, dass
bei gemeinsamen Nullstellen in Zéhler und Nenner das System in Regelungsnormalform
steuerbar aber nicht beobachtbar ist, wihrend das System in Beobachtungsnormalform
beobachtbar aber nicht steuerbar ist. Dies begriindet im Nachhinein die Wahl der Namen
sehr gut.
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4 Zustandsregelung

Das Prinzip der Zustandsregelung liasst sich am anschaulichsten an einer Eingroflenstrecke
erlautern. Man nimmt an, dass alle Zustandsgréfien direkt messbar sind. Stellt man die
Strecke in Regelungsnormalform dar, so ergibt sich bei einer Strecke 3. Ordnung ein

Blockschaltbild, wie in Bild 4.1 gezeigt.
> » y
éxa
w (%™ u x5 1, 2, 1 )
b C C g

el e e
+ + ©
g

»

+

Bild 4.1: Eingréf8enzustandsregelung in Regelungsnormalform

Die Ubertragungsfunktion der EingréBenstrecke lisst sich schreiben als:

6282+bl S+b0
s34+ as s+ ay s+ ag

G(s) =

(4.1)

Bei den Uberlegungen zu Zustandreglern wird zuniichst angenommen, dass die Strecke
nicht sprungfihig ist (bs = 0). Das Nennerpolynom ist gleichzeitig das charakteristische
Polynom und bestimmt die Eigenwerte und damit die Stabilitdt des Systems. In Bild
4.1 ist weiterhin grau hinterlegt eine Zustandsriickfithrung (rs...7o) eingezeichnet. Aus
dem Blockschaltbild ist ersichtlich, dass die Koeffizienten der Riickfiihrung direkt parallel
zu den Koeffizienten des Nennerpolynoms liegen. Die Ubertragungsfunktion des Systems
mit Riickfithrung lautet also:

~ b282+b13+bo
G(s) = 2
s34+ (ag +13) $2+ (a1 +71) s+ ap + ro

(4.2)

Uber die Koeffizienten der Riickfithrung lassen sich somit die Eigenwerte des Systems
beliebig verschieben oder durch entsprechende Vorgabe zuweisen. Einzige Voraussetzung
ist die vollstdndige Steuerbarkeit des Systems. Allerdings muss man beriicksichtigen, dass



32 4 Zustandsregelung

eine starke Verschiebung zu grofien Stellamplituden fithren kann, die in Abhéngigkeit des
Systemzustandes auftritt.

Bemerkenswert ist die Tatsache, dass man neben den messbaren Zustandsgrofien nur
einen Stelleingriff bendtigt, um Zugriff auf alle Eigenwerte zu erlangen. Fiir die freie
Festlegung aller Eigenwerte benttigt man alle Koeffizienten ag bis a,_; einschliellich ay.
Selbst wenn die Strecke vor der Polverschiebung eine stationédre Verstdarkung von 1 hat-
te, kann nach der Beschaltung mit den Riickfiihrkoeffizienten die stationdre Fiihrungs-
genauigkeit abhanden gekommen sein. Die Korrektur erfolgt durch einen Steuerfaktor
V = %, der die stationédre Fiihrungsgenauigkeit sicherstellt. Fiir stationédre Storun-
gen findet im Allgemeinen keine Ausregelung statt, da die Zustandsriickfithrung nur die
Lage der Pole modifiziert. Die Stérung ist nicht modelliert und kann deshalb auch nicht
kompensiert werden. An der Ubertragungsfunktion é(s) sieht man auch, dass die Zu-
standsriickfithrung keinen Einfluss auf die Nullstellen der Ubertragungsfunktion hat. Ein

Eingang und n Messstellen reichen aus, um alle Eigenwerte festzulegen.

4.1 Definition von Steuerbarkeit

Voraussetzung fiir die Anwendung eines Zustandsreglers ist die Steuerbarkeit des zu
regelnden Systemes. Die Steuerbarkeit ist dabei wie folgt definiert:

Ein System heifit steuerbar, wenn es zu einem beliebigen Anfangszustand
einen Verlauf der Eingangssignale gibt, die den Systemzustand in endlicher
Zeit zum Zustand 0 fithren.

Aus dieser Definition der Steuerbarkeit kénnen Anforderungen an die Systemmatrix A
und die Eingangsmatrix B abgeleitet werden, die die oben dargestellten speziellen Be-
dingungen an ein System in Modalform einschlielen.

Ein System ist steuerbar, wenn die Steuerbarkeitsmatrix S den Rang n hat.

Sy=(B AB A°B ... A"'D) (4.3)

Die Eigenschaft der Steuerbarkeit heiflt bei linearen Systemen auch, dass jeder von 0 ver-
schiedene Zustand transient angesteuert werden kann, jedoch nicht, dass dieser stationér
gehalten werden kann.



4.2 Zustandsriickfithrung fiir Mehrgréfiensysteme 33

4.2 Zustandsriickfithrung fiir MehrgroBensysteme

Das an einem Eingroflensystem gezeigte Prinzip der Zustandsriickfiihrung lésst sich auch
auf Mehrgrofiensysteme iibertragen. Auch in diesem Fall wird von einem nicht sprungfé-
higen System ausgegangen (D = 0).

Z:é + (4.4)

18
[isy
IS

(4.5)
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Bild 4.2: Mehrgroflensystem

Unter der Annahme, dass die Zustandsgrofien z wiederum vollsténdig messbar sind, kann
mit einer Riickfithrungsmatrix R der Zustand auf den StellgréBenvektor zuriickgefiihrt
werden. Auch im Mehrgroflenfall muss die stationédre Fiihrungsgenauigkeit durch eine
Matrix V angepasst werden. Das zustandsgeregelte System wird durch folgende Glei-
chungen beschrieben:

i=(A+BRz+BVw (46)
y=Cuz (4.7)

Die neue Systemmatrix
i=A+BR (1)

bestimmt die Eigenwerte.
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Unter der Voraussetzung der Steuerbarkeit konnen wiederum die Eigenwerte vorgegeben
werden. Es stehen im Allgemeinen aber mehr Stellgrofien zur Verfiigung als zur Ge-
wahrleistung der Steuerbarkeit erforderlich werden. Daher gibt es fiir einen geforderten
Satz von Eigenwerten oft mehrere Losungen zur Wahl der Matrix R. Die Eigenwerte des
riickgefiithrten Systems bestimmen sich als Nullstellen des charakteristischen Polynoms

det (sI—-A—BR)=0. (4.9)
Die Matrix-Ubertragungsfunktion von w nach y berechnet sich zu:

I

(s) =C (s

I~
[5S
[Isv
=

' BV (4.10)

Die Bedingung stationirer Genauigkeit ermittelt man aus der Matrix-Ubertragungsfunktion
und der Grenzwertbetrachtung fiir s = 0, die den stationdren Endwert ergibt:

I

(0)=1 (4.11)

Dieses liefert eine Gleichung zur Bestimmung des Fiihrungsfilters:

<

1~ (4.12)

—- |

I

A+BR)”

[isy

Bleibt also nur noch zu kléren, ob die oben angesprochenen Freiheitsgrade in der Wahl
von R sinnvoll zur Dimensionierung des Regelkreises genutzt werden kénnen.

Wenn das System vollstéandig steuerbar ist, geniigt eigentlich ein Eingang, um die Fi-
genwerte vollstandig festzulegen. Stehen mehrere Eingénge zur Verfiigung, so kénnen
zusétzliche Eigenschaften des Systems bestimmt werden. Damit kénnen nicht nur die
Eigenwerte, sondern auch mehrere oder alle Eigenvektoren vorgegeben werden.

4.3 Ausgangsvektorriickfiihrung

Fiir den Fall, dass die Zustandsgrofien z nicht messbar sind, kann in speziellen Fillen (
z. B. C invertierbar) anstelle der Zustandsriickfithrung geméf Bild 4.2 eine Ausgangs-
riickfithrung nach Bild 4.3 verwendet werden.
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Bild 4.3: Mehrgroflensystem

Durch die Invertierbarkeit von €' kann zu jedem Zeitpunkt der aktuelle Zustand z des
Systems berechnet werden. Damit kann mit den Ergebnissen aus Abschnitt 4.2 weiterge-
rechnet werden.

In der Regel ist es allerdings nicht mdglich C' zu invertieren, da hierzu die C' Matrix natiir-
lich zum einen quadratisch sein muss und zum anderen nicht singulér sein darf. Dies ist
aber nur in Ausnahmeféllen erfiillt, da meist die Anzahl der Ausgangsgrofien kleiner als
die Anzahl der Zustandsgrofien ist. Dies hat zur Folge, dass eine Ausgangsvektorriickfiih-
rung nur in seltenen Féllen moglich ist. Die Forderung nach Invertierbarkeit der Matrix
C ist allerdings zu weitreichend. Falls eine Zustandsriickfiihrung R gefunden wurde, muss
lediglich gelten, dass eine Matrix ﬁy existiert, fiir die gilt:

RC=R (4.13)

=y pum— =

Dies ist der Fall wenn gilt:

Rang { {% } = Rang {C} (4.14)

4.4 Praktische Anwendung der Polvorgabe

Der im vorherigen Kapitel sehr theoretische Ansatz ist allgemein giiltig. Im Anwen-
dungsfall gestaltet sich die Polvorgabe jedoch wesentlich einfacher. Das charakteristische



36 4 Zustandsregelung

Polynom eines Mehrgrofiensystems ist:
Pepar = det(sl — A — BR) (4.15)

Die Matrizen A und B sind {iber das System gegeben. Das Polynom weist als Variablen
nur die Reglerparameter auf, welche iiber die Polvorgabe bestimmt werden sollen. Die
gewiinschten Pole seien s; bis s,. Fiir die Polvorgabe ergibt sich damit:

n

Psoll = H (S - Si) (416)

=1

Durch Koeffizientenvergleich der beiden Polynome und Auflésen nach den Reglerparame-
tern erhélt man das Ergebnis. Die Wahl der Pole selber kann nach verschiedenen Mustern
erfolgen:

e Festlegung aller Pole als reeller Mehrfachpol. Damit ist garantiert, dass kein Uber-
schwingen stattfindet.

e Eine Auslegung nach Butterworth weist geringes Uberschwingen auf und hat die
kleinste Phasennacheilung.

e Fine Auslegung nach Bessel hat eine lineare Phase und die geringste Pulsverzer-
rung.

In jedem Falle muss der letzte verbleibende Parameter bei der Polplatzierung, die Eck-
frequenz des Standardfilters, geeignet in Relation zur Summenzeitkonstante d. h. Er-
satzzeitkonstante der Strecke gewéhlt werden. Bei einer Verschiebung zur sehr grofien
Frequenzen besteht die Gefahr, dass bei Fiihrungsanregung zu grofie Stellamplituden
erforderlich werden.
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5Beobachter

Fiir die Reglersynthese des Zustandsreglers wurde bisher davon ausgegangen, dass alle
Zustandsgrofen x; der Regelstrecke messbar sind. Bei realen Anlagen ist dies allerdings
héufig nicht der Fall, da Zustandsgroflen nicht zwangsldufig physikalisch messbare Grofien
sein miissen oder aber eventuell einer Messung nur sehr schwer zugénglich sind.

Als Beispiel sei hier die Biomassebestimmung bei einem bioverfahrenstechnischen Prozess
genannt. Der Anteil der Biomasse kann eventuell durch eine Triibungsmessung bestimmt
werden. Diese Messung kann allerdings leicht durch Quereinfliisse verfélscht werden. Als
Alternative bietet sich an, die Biomasse auszuwiegen. Diese Messung erfordert aber das
Ziehen von Proben und eine zeitaufwéandige Auswertung im Labor und erfolgt somit nicht
on-line. Man kann daher nicht von einer Messung im eigentlichen Sinne sprechen. Es ist
deshalb einfacher, die Biomasse iiber eine Schdtzung zu bestimmen.

Die Zustandsgrofien x; lassen sich nicht einfach aus den Ausgangsgrofien g; durch eine al-
gebraische Auflosung bestimmen, weil in fast allen Fallen die Anzahl der Ausgangsgrofien
wesentlich geringer als die Anzahl der Zustandsgrofien ist.

5.1 Zustandsrekonstruktion durch Parallelmodell

Die Schétzung erfolgt dadurch, dass der realen Strecke ein Modell der Regelstrecke par-
allel geschaltet wird, wie in Bild 5.1 gezeigt. Die Zustandsgrofien konnen dann aus dem
Modell abgegriffen werden.
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Bild 5.1: Parallelschaltung von Regelstrecke und Streckenmodell

Entspricht das Modell exakt der Strecke, so fiihrt es aufgrund der gleichen Anregung
u dieselbe Zwangsbewegung wie die Originalstrecke aus. Jedoch ergeben sich aus den
folgenden Griinden Unterschiede zwischen dem Ausgangsvektor y und dem geschétzten
Ausgangsvektor §:

e Unterschiedliche Anfangszustédnde des Modells £, und der realen Strecke z, fiihren
zu Abweichungen zwischen den Zustandsgroflen z und 2. Fiir den Fall einer stabilen
Regelstrecke klingen die Eigenbewegungen ab, so dass nach dem Einschwingvorgang
y = g und somit auch z = z gilt.

e Storungen d, die an der Regelstrecke angreifen, fithren zu Verdnderungen des Zu-
standes z, jedoch nicht zu Beeinflussungen des geschétzten Zustandes z.

Das Vorgehen nach Bild 5.1 ist daher nur auf stabile Systeme beschrinkt und aulerdem
nur auf ungestorte Systeme anwendbar.

5.2 Luenberger-Beobachter

Als Erweiterung der im vorherigen Abschnitt 5.1 vorgestellten Parallelschaltung eines
Modells zur Strecke, bietet sich die Moglichkeit einer Riickkopplung der Differenz der bei-
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den Ausgangsvektoren (y — g) iiber eine Matrix H auf den Modelleingang. Man spricht
hier von einem sogenannten Luenberger-Beobachter, der auch Identitdtsbeobachter ge-
nannt wird. Die Struktur zeigt Bild 5.2.

u X 7 | x y
:-:{>§ C .:>
g
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o
® A
5 H s
e
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O
o
()] . A
@ X X A y
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Bild 5.2: Luenberger-Beobachter

Aufgrund der Riickkopplung der Differenz der Ausgangsvektoren gilt im eingeschwunge-
nen Zustand des Beobachters

(5.1)

und g = ( identisch sind,

I
&

Y.

lISw>

[isy

Setzt man weiterhin voraus, dass die Matrizen éA =4,
dann gilt auch

(5.2)

&>
Q
18

Aus Bild 5.2 ldsst sich unmittelbar die Zustandsgleichung des Beobachters ersehen:
&+ Bu+H(y-9) (5-3)

-
[
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Mit der Ausgangsgleichung des Beobachters

y=C1x (5.4)
folgt hiermit
t=Aé+Bu+HC(z—2). (5.5)

Anhand dieser Gleichung erkennt man, dass bei Gleichheit von den tatsédchlichen und
den geschétzten ZustandsgroBen x = 2 die Beobachtergleichung in die Systemgleichung
iibergeht. Die Riickfihrungsverstirkung H ist also nur wirksam, wenn z # I gilt, was im
Allgemeinen die Folge von Stérungen ist.

Die Differenz zwischen dem wahren und dem geschétzten Zustandsvektor wird Schadtz-
fehler genannt und ergibt sich zu:

e=z—2 (5.6)
Somit gilt unter obiger Annahme der Ubereinstimmung der Matrizen:
¢ = %(z—@ =i—-2
= Az+Bu—-Ai—-Bu—-HC(z—2)
- (4-HO) @b
= A-HQ) e e(0) = 2o — & (5.7)

Dieser Beobachtungsfehler e kann als Zustand eines nicht steuerbaren Systems gedeu-
tet werden, da die Gleichung (5.7) unabhingig von der Stellgrofle u ist. Besitzen alle
Eigenwerte der Matrix (A — H C') negativen Realteil, dann gilt
lim e(t) =0 (5.8)
t—o0

und man erhilt im stationéiren Zustand eine Ubereinstimmung des geschéitzten Zustands-
vektors £ mit dem Zustandsvektor z.

In der Matrix (A — H C) ist die Verstarkungsmatrix H noch frei wéhlbar, und sie sollte
unter folgenden Gesichtspunkten bestimmt werden:

Die Eigenwerte der Matrix (A — H C) sollten in der s-Ebene links der Eigenwerte von
A liegen. Damit wird der Beobachter schneller als die Regelstrecke. Allerdings ist zu
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beachten, dass zu weit links gewihlte Beobachterpole sich ungiinstig auswirken, da sie
das Messrauschen von y im Beobachter stark vergroBern. Der Beobachter versucht dann,
die Zustandgrofen durch Differenzieren der Ausgangsgrofien zu bestimmen.

Ist das System (A, C) beobachtbar, kénnen durch eine geeignete Wahl von H die Eigen-
werte der Matrix (A — H C) beliebig verschoben werden, und H kann mit den bekannten
Entwurfsverfahren der Zustandsriickfithrung entworfen werden.

5.3 Zustandsriickfiihrung mit Beobachter

Verwendet man einen Beobachter zur Ermittlung der geschétzten Zustandsgrofien und
fithrt man anstelle des wahren Zustandsvektors x den Zustandsvektor & zuriick, so ergibt
sich folgendes Blockschaltbild:
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Bild 5.3: Zustandsriickfithrung mit Beobachter
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Anstelle des Regelgesetzes
u(t) = Rz +Vuw (5.9)
mit dem realen Zustandsvektor x ergibt sich mit dem geschéitzten Zustandsvektor 2

ult)=Ri+Vw . (5.10)

Das Gesamtsystem besitzt nun die Ordnung 2n. Die Zustandsraumdarstellung des Ge-
samtsystems ergibt sich direkt aus Bild 5.3:

i = Az+BRi+BVuw (5.11)

i = Aé+HC(z—1)+BR:+BVuw (5.12)
Mit dem Schétzfehler

é=i-i=A(x—3)-HCx—2)=(A-HC)e (5.13)
und Gleichung (5.11) folgt mit £ =z — e

t=(A+BR)z—BRe+ BV uw. (5.14)
Die Zustandsgleichung in Matrixform lautet folglich:

T A+BR —-BR x BV

Lﬂ] { 0 4—gg] {Q]JF{Q]Q 19
Und die Ausgangsgleichung ergibt sich (ohne Durchgriff) zu

y=[c ¢ H (5.16)
Da die angegebene Systemmatrix [é +O§§ A_—EHE C’] eine Blockdreiecksmatrix ist,

setzen sich ihre Eigenwerte aus denen der Matrizen (g—? B R) und (A~ H C) zusammen,
denn fiir die charakteristische Gleichung gilt:

A+BE -BR]) _
det{sé—{ 0 é_ég}}—O (5.17)

Formt man diese Gleichung um, so erkennt man die Zusammensetzung der charakteristi-
schen Gleichung aus den beiden Teilsystemen:

det{sl= A=BR}. det{sI-A+HC}~0 (5.18)
Syster; ohne Beob;chter
Beobachter

mit Riickfithrung
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Dies ldsst sich im sogenannten Separationstheorem zusammenfassen:

Sofern das durch die Matrizen A, B und C vorgegebene offene System voll-
sténdig steuerbar und beobachtbar ist, konnen die n Eigenwerte der charak-
teristischen Gleichung des Beobachters und die n FEigenwerte der charakte-
ristischen Gleichung des geschlossenen Systems (ohne Beobachter) separat

vorgegeben werden.

Unter der Voraussetzung der Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit der Regelstrecke, kann
die Zustandsriickfithrung voéllig unabhéngig entworfen werden, unabhéngig davon, ob
sie mit oder ohne Beobachter realisiert wird. Bei diesem Entwurfsschritt werden die
Eigenwerte von (A + B R) festgelegt.

Unabhéngig von der Riickfithrung kann man den Beobachter entwerfen, sofern die Re-
gelstrecke vollstandig beobachtbar ist. Man legt hierbei die Eigenwerte von (A — H C)
fest.

Aus dem Separationstheorem ist auch ersichtlich, dass die Eigenwerte eines Beobachters,
der zusammen mit einer Zustandsriickfiihrung betrieben wird, nicht in Bezug auf die
Eigenwerte der Regelstrecke, sondern in Relation zu den Eigenwerten der Systemmatrix
(A + B R) des zustandsriickgefithrten Systems gewihlt werden miissen.

5.4 StorgroBenbeobachter

Im Kapitel 2 wurde gezeigt, dass mit einer Storgroflenaufschaltung ein giinstigeres Sy-
stemverhalten erzielt werden kann, fiir den Fall, dass die Storungen messbar sind.

Hieraus leitet sich der Wunsch ab, einerseits auch in einer Zustandsregelung eine Verbes-
serung des dynamischen Verhaltens durch eine Storgroflenaufschaltung zu erzielen und
andererseits auch nicht messbare Storungen mittels eines sogenannten Stirgrioffenbeob-
achters zu rekonstruieren.

Fiir die allgemeine Zustandsbeschreibung erhélt man beim Vorhandensein einer Stérung
unter der Annahme, dass kein Durchgriff der Stellgrofle vorhanden ist, die Zustandsglei-
chung

u+d (5.19)

T =

|S

x +

lisy

und die Ausgangsgleichung

I
12
1]

Yy (5.20)
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Bild 5.4: Beobachter mit integriertem Storgroflenbeobachter

Der Stéorgrifienbeobachter schitzt aus dem Verlauf der Stellgréfle u und der Messgro-
e y die unbekannte Stérung d. Die Stérgréfien miissen beobachtbar sein, sonst hétten
sie auch keinen Finfluss auf die Regelgréfie. Daher kann diese Eigenschaft direkt voraus
gesetzt werden. Jedoch muss zusétzlich bekannt sein, um welche Klasse von Storungen
es sich handelt. Dabei werden konstante Storungen als offene Integratoren modelliert,
und sinusformige Storungen als ungedédmpfte Schwinger der entsprechenden Frequenz.
Der StorgroBenbeobachter schétzt im ersten Fall die Amplitude der konstanten Stérung,
dieses natiirlich auch mit einer gewissen Verzogerung, wenn sich die Hohe der Stérung
im Betrieb dndert. Bei einer Dauerschwingung entsteht ein Teilmodell zweiter Ordnung,
damit ermittelt der Beobachter dann Betrag und Phase der Schwingung. Die Frequenz
der Schwingung ist dabei im Modell sozusagen hart festgelegt und strenggenommen kann
der Beobachter nur Stérungen mit genau dieser Frequenz korrekt schiatzen. Falls nur ein
gewisser Frequenzbereich bekannt ist, in dem eine sinusférmige Stérung auftritt, so muss
das Modell mit einer Dampfung versehen werden, mit dem Effekt, dass die Schétzung
stationdre Fehler aufweist und die Stérung nicht exakt kompensiert werden kann. Das
Stormodell wird eingangsseitig nicht angeschlossen. Dadurch geht man implizit davon
aus, dass nur die Anfangszustinde vom Beobachter geschétzt werden miissen. Das Stor-
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groBenmodell
g = Agzqt),  z4(0) =24 (5.21)

generiert das Signal d.

Das Systemmodell wird um das Stérmodell erweitert

{f } B {fd} i % 8 (5.23)

Mit den Anfangswerten

[fd(?gj - [ffo] (5.24)

4 ¢,
0 4y

und der Ausgangsgleichung

y(t)=[C 0] [;—d} (5.25)

lésst sich das Gesamtverhalten der Regelstrecke beschreiben.

Fiihrt man den durch den Zustandsbeobachter geschétzten Zustandsvektor zuriick und
schaltet man zusétzlich die geschéitzte Storgrofle des StorgrofSenbeobachters auf den Ein-
gang des Systems, so erhédlt man das in Bild 5.5 dargestellte System.

Man erhélt damit folgende Zustandsgleichungen des Gesamtsystems:

B e | MR R e 520
d = [o g [fd] (5.27)

wobei die um die Storgroflenaufschaltung erweiterte Zustandsriickfiithrung durch
u=Ri+R;2q (5.28)

in die obige Gleichung eingeht.
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Bild 5.5: Zustandsriickfithrung und Storgrofienaufschaltung iiber einen Zustands- und
StorgroBenbeobachter

Die Matrix 2 muss so gewéhlt werden, dass die Wirkung der Stérung exakt kompensiert
wird, also gilt:

@d:_c

=4 (5.29)

5.5 Polvorgabe fiir Beobachter

Entsprechend der Vorgehensweise aus Kap. 4.4, kénnen auch die Pole des Beobachters
vorgegeben werden. Betrachten wir folgendes Beobachter-System ohne Riickfiihrung (sie-
he Luenberger-Beobachter):
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Bild 5.6: Luenberger-Beobachter ohne Riickfithrung

Aufgrund des Separationsansatzes gilt, dass das Beobachtersystem immer dann unab-
héngig vom Reglersystem betrachtet werden kann, wenn das Modell der Strecke exakt
im Beobachter implementiert ist. Das charakteristische Polynom des Beobachters ergibt
sich zu:

Pepar = det(sl — A+ HC) (5.30)

Dieses kann nun, genau wie im Fall des Reglers im vorherigen Kapitel, durch Koeffizi-
entenvergleich mit der Polvorgabe abgeglichen werden, woraus sich die gesuchten Werte
fiir H ergeben.
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60ptimale Regelung

Man erwartet von einer Regelung im Allgemeinen, dass sie einen vorgegebenen Sollwert in
kurzer Zeit genau einstellt und Stérungen weitgehend unterdriickt. Daher ist es nahelie-
gend, die zu bestimmenden Parameter im Rahmen einer Optimierung so zu bestimmen,
dass dieses Ziel bestmoglich erreicht wird. Dazu ist die mathematische Formulierung eines
Giitekriteriums erforderlich, das die Annéherung an den optimalen Zustand quantifiziert.
Die quadratische Abweichung zwischen dem stationdren Endwert der Regelgrofie und dem
Verlauf der Sprungantwort wird als Giitemafl verwendet. Dabei stellt sich jedoch schnell
heraus, dass das Problem so noch nicht wohldefiniert ist, da durch beliebig grofie Stel-
lamplituden bei einer linearen Strecke eine beliebig schnelle Annéherung erreicht werden
kann. Es ist ein Gegenspieler im Giitekriterium J erforderlich, der verhindert, dass iiber-
méfBig grofle Stellamplituden verwendet werden. Dabei kann wegen der Linearitédt der
Strecke statt eines endlichen Sollwertes immer ein Regelvorgang von einem Anfangswert
z, zum Sollwert 0 betrachtet werden. Wird mit J der Verlauf der Sprungantwort bis
zu einem willkiirlich gewshlten Endzeitpunkt ¢, gemif dieser Uberlegungen quadratisch
bewertet, so entsteht folgender Ausdruck:

te

e ) = 47 (0) S )+ [1470)

0

Quy(t) +u' (t) Qu u(t)] dt . (6.1)

Dabei sind S, @, und @, frei wéihlbare positive definite Wichtungsmatrizen, die in der

Regel nur auf der Haupt_diagonalen besetzt sind. Neben dem Verlauf der Sprungantwort
muss auch die Regelabweichung am Ende des Zeitraums extra bewertet werden.

Ziel der optimalen Regelung ist es, den Verlauf der Stellgrofie u(t) zu finden, bei dem das
Giitefunktional minimal wird. Man spricht auch von der Losung des Optimierungspro-
blems: miny ) Je(2g, w).

Wird das betrachtete Zeitintervall bis unendlich ausgedehnt, so kann auf die Bewertung
des Endwertes QT(te) verzichtet werden, weil das Giitefunktional nur konvergiert, wenn
der Endwert 0 exakt erreicht wird.

Dadurch schreibt sich das Funktional deutlich kompakter und man benotigt eine Wich-
tungsmatrix weniger:

oo

J(zo,u) = / T (OQu(t) + u" ()Quult)] dt . (6.2)

0

In der jetzt vorliegenden Form ist das Problem eigentlich gar kein Reglerentwurf mehr,
sondern eine Steuerungsaufgabe, bei der es darum geht, fiir eine gegebene lineare Strecke,
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die sich im Anfangszustand 0 befindet, einen Verlauf der Stellgrofie zu finden der die Re-
gelgroBe optimal zu 0 fithrt. Man bezeichnet es auch als LQ-Problem (linear-quadratisches
Optimierungsproblem:

win I (o, u) - (6.3)

In Bild 6.1 ist der Aufbau des Problems dargestellt. Eine optimale Steuereinheit generiert
fiir einen gegebenen Anfangszustand den Verlauf der Stellgrofie u(t), der das Giitefunk-
tional minimiert.

Opt.
Steuerung

L

dynamisches
System —

Bild 6.1: Steuerungssystem

6.1 Losung des LQ-Problems

(nach Lunze [4]) Die Losung des Steuerungsproblems kann verwendet werden, um ein Pro-
blem der optimalen Regelung zu l6sen. Daher wird das Steuerungssystem aus Bild 6.1 in
ein Regelungssystem umgeformt, indem die Stellgrole als Ergebnis einer Zustandsriick-
fithrung aus den Zustandsgrofien des Systems dargestellt wird:

u(t) = Rx(t) (6.4)

Die Stellgrofle u(t) wird aus dem zuriickgefiihrten Zustand und nicht mehr allein aus
dem Anfangswert berechnet. Weil das Funktional (6.2) quadratisch und die Regelstrecke
(6.4) linear ist, spricht man auch von linear-quadratischer Regelung (LQ-Regelung) oder
Optimaler Regelung.
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L

R(x) ﬁg dynamisches >

System

X,

X

Bild 6.2: Regelungssystem

Damit vereinfacht sich das Giitefunktional, weil die Ausgangsgréfie y = C'x wie auch die
Stellgrofie u = Rx aus dem Zustand berechnet werden. Damit héingt das Integral J nur
noch vom Anfangszustand ab:

(H%>=/Efgfygg+zT7“ Ra] dt . (6.5)
0

Q:=C'QyC+RQuR (6.6)

ergibt sich das vereinfachte Funktional J:

o0

J:/Qﬁﬂxgﬂﬁ. (6.7)

0

Dieses Integral soll zunéchst fiir ein stabiles System mit der Systemmatrix A ohne Anre-
geung ausgewertet werden. Das Ergebnis lédsst sich dann auf das geregelte System iiber-
tragen. Die Zustandsgrofle verlauft fiir homogene Einschwingvorgéinge nach der Funda-
mentalfunktion:

2(t) = zped (6.8)
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Hierbei ist z, der Anfangszustand.

J = /xo A" tQ ef'x, dt (6.9)
0
mit P = /eATtQ Al dt (6.11)

Uber partielle Integration ergibt sich:
J [eéTtQ A—leétro _/AT ATQ AN dt (6.12)
= 2= 0 £
0

Da die Matrix A ein stabiles System beschreibt und somit nur Eigenwerte mit negativem
Realteil aufweist, gelten die Grenzwerte:

lim e4! =0 und lim 4! =1 (6.13)

t—o00 t—0

I~
Il
|
R
Iltr>|
|
[5S
0\8
S
&
&
N

= _gé—l ATpAT (6.14)

Diese Beziehung von rechts mit A multipliziert und anschliefend umgestellt ergibt die
Ljapunov Gleichung;:
ATPiPA=Q (6.15)

Die Stabilitéitseigenschaft eines Systems ist dquivalent mit der Tatsache dass fiir die
Ljapunov Gleichung mit einer positiv definiten Matrix () eine Losung P existiert.

6.2 Anwendung der optimalen Regelung

Betrachten wir nun die Anwendung auf ein geregeltes System inkl. Riickfithrung:
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3
c

;

by

(————

L

Bild 6.3: MehrgroBensystem mit Riickfithrung

In unserem Fall sei die Eingangsgrofie w = 0. Mit é = A + B R stellt sich das System
folgendermafen dar, und entspricht damit Bild 6.2 aus dem vorherigen Kapitel:

—N

-

1>t

L

(@)

\'A
—

Bild 6.4: Vereinfachtes Mehrgroflensystem

Fiir das Giitefunktional

(" (1)Q z(t) +u" (1)Q w(t)) dt

—x —u

<
I
0\8

gilt mit u

Rz (siehe Bild 6.3):

J

/ 2'(0[Q +R'Q Rla(t)dt.

e —

|t

€T

Daraus folgt bei dquivalentem Vorgehen wie zuvor:

[e.9]

~T ~
J=zlPz, mit gz/e“1 ‘Q Al dt

0

(6.16)

(6.17)

(6.18)
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sowie die Ljapunow-Gleichung

AP+PA=-Q . (6.19)

Da sowohl é = A+ B R als auch Q =Q + ETQ R gelten, ergibt sich:

(A" +B'RP+P(A+BR)=-Q —~R'Q R. (620)

Die Reglermatrix R ist die zu bestimmende Groie. Sie muss so gewéhlt werden, dass J
minimal wird. Die notwendige Bedingung hierzu lautet:

dJ
=0. 21
d’l“ij 0 (6 )
Nach (6.10) ergibt sich:
dJ d o
= P 6.22
drij dTZ] |:£0 _—IO:| ( )

was dquivalent ist zu

dpP
= -0 (6.23)

drij

da die Optimale Regelung nach Voraussetzung unabhingig von z, ist. Die Ableitung der
Ljapunow-Gleichung stellt sich somit dar als:
iy - IR

—(Q@ R+B P)+(BQ +PB)-= =

drij —u = =u - drij

==

(6.24)

Wird R nach ry; abgeleitet, so ergibt sich eine (m x n)-Matrix, die fast nur aus Nullen
besteht. Lediglich an der Position (i, j) ist eine Eins zu finden. Es gilt:

Q R+B'P=0 (6.25)

= R=-Q'B'P (6.26)

Letzteres eingesetzt in (6.20) fithrt zu:
A'P+PA-PBQ'B'P+Q =0. (6.27)

Dies ist eine Matrix-Riccati-Gleichung, welche sich nach P auflosen lisst. Das Ergebnis
fiir P wird wiederum in (6.26) eingesetzt, wodurch sich die gesuchte R-Matrix berechnen
lésst.

Zusammengefasst ergibt sich zur Auslegung eines optimalen Reglers folgende Vorgehens-
welse:
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1. Wahl der Wichtungsmatrizen () und @ . Die Matrix () muss positiv definit, die
Matrix @ positiv-semidefinit Eeuin, in der Regel sind sie nur auf der Hauptdiago-
nalen besetzt.

2. Mittels der Wichtungsmatrizen muss die Riccati-Gleichung (6.27) gelost werden,
um die Matrix P zu erhalten

3. Uber (6.26) wird schlieflich die Reglermatrix R bestimmt.

Mit der Vorgabe der Wichtungsmatrizen kann ein fiir die gewéhlte Parametrierung op-
timaler Regler berechnet werden. Die Ubersetzung der Vorgaben fiir die Regelung in
die Parametrierung der Matrizen ist nicht einfach herzuleiten. Insbesondere die Wich-
tungsfaktoren abseits der Hauptdiagonalen sind in ihrem Einfluss auf das Regelverhalten
schwer einzuschitzen. Daher wird man in vielen Féllen eine iterative Vorgehensweise mit
Uberpriifung durch Simulationen nicht vermeiden kénnen.
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7 Zustandskurven

Zustandsgleichungen und die dazugehorigen Zustandskurven (auch Trajektorien genannt)
im n-dimensionalen Raum sind von grofler Bedeutung fiir regelungstheoretische Unter-
suchungen.

Ubersichtliche, verallgemeinerte und nicht nur numerisch verwertbare Ergebnisse las-
sen sich bis n = 2 gewinnen. Man spricht dann von ebenen Zustandskurven oder der
zweidimensionalen Phasenebene. Diese bereits von Poincaré (Mathematiker, 1854-1912)
eingefiihrte Beschreibungsform erlaubt eine anschauliche graphische Darstellung des dy-
namischen Verhaltens linearer und nichtlinearer Systeme zweiter Ordnung.

Sie dient neben der Beschreibung des Eigenverhaltens auch zur Ermittlung des Uber-
gangsverhaltens und ist stets anwendbar, wenn die das System beschreibende Differen-
zialgleichung zweiter Ordnung in zwei Differenzialgleichungen erster Ordnung iiberfiihrt
werden kann. Dies ist moglich, wenn die Zeit ¢ nicht explizit auftritt.

7.1 Trajektorien im zweidimensionalen Zustandsraum

Im Folgenden betrachtet man ein System, das durch eine Differenzialgleichung zweiter
Ordnung beschrieben wird, wobei vereinfachend angenommen wird, dass die Zustands-
integratoren in einer Kette angeordnet sind ohne zwischengeschaltete Additionsstellen.
Eine derartige Struktur ist in Bild 7.1 gezeichnet.

— V V y(t)

Y

Y

Bild 7.1: vereinfachte Struktur eines nichtlinearen Systems

Diese Struktur kann wie folgt beschrieben werden:

y - f(y7 ga u) = Oa (71)

wobei f(y, ¢, u) eine lineare oder nichtlineare Funktion sei. Die Differenzialgleichung soll
nicht explizit von der Zeit ¢t abhingen.
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Fiihrt man die Zustandsvariablen z; = y und x5 = gy ein, so kann man folgende Zu-
standsgleichung aufstellen:

Zi)l = X2 (72)
jl'g = f(l'l,l'g, U) (73)

Diese Differenzialgleichung kann man als ein Vektorfeld visualisieren, wie in Bild 7.2
gezeigt. Uber der Ebene der Zustandsgrofien (z1, 25) ist an jedem Punkt ein Vektor auf-
gezeichnet, der Betrag und Richtung der Ableitung (%1, @5) anzeigt. Eine Zustandskurve
(wie als Linie in derselben Grafik eingezeichnet) ergibt sich dann durch Nachzeichnen der
Pfeile.

X2
e SO N N N DY Y Y M N N SR R NS
R NN N N N AR N VT T R L N N R
B N N N A N N Y N A R R
P NN SN N A W N N F O N A W WY
VAP NS\ AN ) N N N VI VL W A AR W
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7777770 NNV VLY
7///////A\§V\\\xxx»x
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Bild 7.2: Vektorfeld einer Differenzialgleichung zweiter Ordnung

Wie bekannt beschreiben die Zustandsgrofien x; und x5 den Zustand des Systems in je-
dem Zeitpunkt vollsténdig. Trégt man nun in einem kartesischen Koordinatensystem x,
tiber z; auf, so stellt jede Losung y(t) der Systemgleichung (7.1) eine Kurve in dieser Zu-
standsebene dar, die der Zustandspunkt (z;, x2) mit einer bestimmten Geschwindigkeit
durchléuft. Dies ist durch die Zeitkodierung in Bild 7.3 dargestellt.
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AX2

I><

X1

Bild 7.3: Trajektorie mit Zeitkodierung in der Zustandsebene

Kennzeichnend fiir die Wahl der Zustandsvariablen ist hierbei, dass die zweite Zustands-
variable die zeitliche Ableitung der ersten ist. Zu jedem u(t) gehort eine eindeutige Trajek-
torie in der Zustandsebene. Zeichnet man fiir verschiedene Anfangsbedingungen (¢, x9)
die Trajektorien, so erhilt man eine Kurvenschar, das sogenannte Phasenportrdit, vgl.
Bild 7.4.

X2:X1 :y

X1 =y

Bild 7.4: Phasenportrit
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Nunmehr werde angenommen, dass u(t) eine stiickweise konstante Funktion sei. Dies
ist z. B. immer der Fall, wenn u die Ausgangsgrofie eines Kennliniengliedes mit Relais-
Charakter (Zweipunkt- oder Dreipunktglied) ist. Damit héngen die ZustandsDifferenzi-
algleichungen nicht explizit von ¢ ab und es ist moglich, die beiden Zustandsgleichungen

zusammenzufassen:
dxe dxo/dt  f(xy1, T9, u)
= = = t. 4
d[L'l dl‘l/dt T2 ’ b cons (7 )

Das ist eine Differenzialgleichung erster Ordnung, die eine eindeutige Losung bei gege-
benem Anfangspunkt (xg, x9) besitzt. Die Untersuchung der urspriinglichen Differen-
zialgleichung zweiter Ordnung reduziert und vereinfacht sich damit auf eine Behandlung
einer Differenzialgleichung erster Ordnung.

Diese Vereinfachung hat jedoch zur Folge, dass der zeitliche Ablauf des Vorgangs aus der
dargestellten Trajektorie nicht mehr unmittelbar zu entnehmen ist, sie lasst sich aber aus

d I
dt = o (7.5)
durch Integration bestimmen.
20
t=to+ dn (7.6)
L2

Z10

Hierbei ist z19 die Anfangsbedingung im Zeitpunkt ¢y und fiir zo muss die Gleichung der
Trajektorie xo = z5(x;) eingesetzt werden.

Abschlielend werden einige allgemeine Eigenschaften von Zustandskurven dargestellt.
(Gilt fiir die eingangs des Kapitels dargestellte Struktur des nichtlinearen Systems, bei
der die Nichtlinearitdt am Eingang einer Integratorkette ohne Zwischenadditionsstellen
angebracht ist.):

1. Jede Trajektorie verlduft in der oberen Zustandshalbebene (x5 > 0) von links nach
rechts, da wegen xo = @1 und x; > 0 der Wert von x; zunimmt.

2. Jede Trajektorie verlduft in der unteren Halbebene der Phasenebene (22 < 0) von
rechts nach links, da wegen xo = 1 und &7 < 0 der Wert von z; abnimmt.

3. Trajektorien schneiden die x1-Achse senkrecht. Dies ergibt sich unmittelbar aus den
beiden obigen Bedingungen aufgrund der Stetigkeit von Trajektorien. Damit folgt
auch, dass diese Schnittpunkte gewchnlich Extremwerte von z; darstellen, und dass
in der oberen oder der unteren Phasenhalbebene keine Bahnpunkte mit vertikaler
Tangente existieren.
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Ausnahme: Erfolgt der Schnitt der Trajektorie mit der x;-Achse nicht senkrecht,
dann liegt ein singuldrer Punkt vor.

4. Die Gleichgewichtslagen eines dynamischen Systems werden stets durch singuldre
Punkte gebildet. Wird wie eingangs dieses Kapitels angenommen, dass die Nichtli-
nearitit am Eingang einer Integratorkette konzentriert ist, so liegen die Gleichge-
wichtspunkte auf der z;-Achse, im allgemeinen Fall, wenn zwischen den Integrato-
ren Additionsstellen liegen, konnen Gleichgewichtslagen in der gesamten Zustan-
debene auftreten. Dabei unterscheidet man verschiedene singuléare Punkte: Wirbel-
punkte, Strudelpunkte, Knotenpunkte und Sattelpunkte (sie werden im Kapitel 7.2
ndher erlautert).

5. Im Phasenportrét stellen die in sich geschlossenen Zustandskurven Dauerschwin-
gungen dar.

6. Trajektorien fiir verschiedene Anfangsbedingungen mit gleicher Anregung schnei-
den sich nicht.

7.2 Zustandskurven linearer Systeme zweiter Ordnung

Bevor im Kapitel 8 die Einfiihrung und Untersuchung nichtlinearer Systeme beginnt,
soll zunéchst die lineare Differenzialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffi-
zienten betrachtet werden. Einerseits soll damit gezeigt werden, wie sich die bekannten
Verhéltnisse in der Zustandsebene abbilden, und andererseits werden die Ergebnisse fiir
die spétere Betrachtung der nichtlinearen Systeme benotigt.

7.2.1 Trajektorien eines zweifachen Integrators

Die Reihenschaltung zweier I-Glieder, die durch eine konstante Eingangsgréfie v ange-
steuert wird, stellt die einfachste lineare Strecke zweiter Ordnung dar (vgl. Bild 7.5).

u(t) V V y(t)
—> —>

Y

Bild 7.5: Zweifacher Integrator
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Die Differenzialgleichung lautet:

§(t) = u(?) (7.7)
Fiihrt man die Zustandsvariablen z; = y und o = y = &, ein, so erhélt man die folgenden

Zustandsdifferenzialgleichungen:

it'l = X2 (78)

Durch die Elimination der Zeit ¢ erhélt man die zusammengefasste Zustandsgleichung

dry dxo/dt w
_ _r 7.10
d&?l dl’l/dt i) ( )

Durch die Trennung der Verénderlichen in Gleichung (7.10) erhdlt man:

/arg dry = /udxl (7.11)

2

Mit u = ug = const. erhédlt man die Parabelgleichung:
x5 = 2uq (1 — C), (7.13)

deren Achse in die x;-Achse féllt und deren Scheitel bei z; = C' liegt, da dort x5 = 0 ist.
Die Integrationszeitkonstante C' ist durch den Anfangswert (z19,220) bestimmt. Dabei
ist C' = —%. Es ergeben sich die in Bild 7.6 gezeichneten Verldufe der Zustandstrajek-
torien.
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A

X2

X4

g <0 ‘kuo >0

Bild 7.6: Zustandskurven eines doppelten Integrators

Fiir den Fall, dass ug > 0 ist, sind die Parabeln nach rechts, fiir den Fall, dass uy < 0
ist, sind die Parabeln nach links gedffnet. Der Zustandspunkt (zq, x5) durchlauft die
Zustandskurven in Pfeilrichtung.

7.2.2 Zustandskurven eines verzégerten Integrators

Die Differenzialgleichung eines verzégerten Integrators I'T; lautet bekanntlich:
§(t) + a1 g(t) = bou(t) (7.14)

Das Bild 7.7 zeigt das dazugehérige Blockschaltbild.

u ) y
T, T,

Bild 7.7: Blockschaltbild einer IT;-Strecke

Y
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Geht man wiederum von einem konstanten Steuersignal u(t) aus, so kann man den kon-
stanten Faktor by multipliziert mit u(¢) als konstantes Steuersignal ug auffassen.

i) + a1 9(t) = uo (7.15)

Man erhdlt mit der Wahl der Zustandsvariablen z; = y und x5 = y die Zustandsglei-

chungen
iii‘l = X2 (716)
Ztg = Ug — a1 T2 (717)

und somit die auf die erste Ordnung reduzierte Zustandsgleichung

dl’g Ug — A1 T2
= ) 7.18
d.fl?l ) ( )

Die Losung der Zustandsgleichung erfolgt auch hier wieder durch die Trennung der Ver-

anderlichen:
T
do, = —2—duy (7.19)
Ug — A1 T2
Mit der Substitution
Z — Ug dz
2= 1Ug— a1 To, Ty = , dryg = ——
—a ay

erhilt man

1
day = (—2 - %) dz (7.20)

a; ajz
und schliefflich nach der Integration und Riicksubstitution

rN =—-——— —(2] 1I1|U,() — ZL‘2| + Cl . (721)

Das Bild 7.8 zeigt den prinzipiellen Verlauf der Zustandskurven. Fiir beide Vorzeichen
der StellgréBe u = = uy existieren je zwei Aste der Zustandskurve, die entlang den hori-
zontalen Asymptoten xo = + ug/a; ineinander miinden.
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Bild 7.8: Zustandskurven des I'T;-Gliedes

In Bild 7.9 sind den Zustandskurven aus Bild 7.8 einige typische zeitliche Verldufe ge-
geniibergestellt. Die Kurve A-B entspricht dabei der Sprungantwort eines verzogerten
Integrators, wihrend bei C-D und E-F nichtverschwindende Anfangsbedingungen zu-
grunde gelegt wurden.



64 7 Zustandskurven

y
D
B
Cc F
A
_(f
t
Ec

Bild 7.9: Zeitliche Verlaufe

7.2.3 Zustandskurven eines PT>-Gliedes

Die Differenzialgleichung eines Verzogerungsgliedes zweiter Ordnung lautet:
Yy+ary+ay=0 (7.22)

Der Einfachheit halber sei hier nur ein System ohne &dufiere Anregung u(t) = 0 betrachtet.
Die Auslenkung des Systems erfolge rein durch die Anfangswerte der Zustandsgrofien.
Lost man diese Differenzialgleichung im Zeitbereich, dann erhélt man in Abhéngigkeit
von den Eigenwerten die beiden folgenden Ansétze:

y(t) = kie™' +hye®™t fiir 51 # 5o (7.23)
y(t) = ki et + kgteslt fir s1 = s9 (724)

Hierbei stellen s; und sy die Losungen der charakteristischen Gleichung, also die Pole
des Systems dar.

s+ ays+ag=(5s—51)(s—5)=0 (7.25)
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Mit der Losungsformel fiir quadratische Gleichungen erhélt man:

—a; ++/aj —4ag
5 (7.26)

— — 2_
o — Ve~ (7.27)

2

Lineare Systeme, die durch die Gleichung (7.22) beschrieben werden, besitzen nur einen
singuldren Punkt, ndmlich den Ursprung. Trotzdem ergeben sich in Abhédngigkeit von a;
und ag, und damit der Eigenwerte des Systems, sehr unterschiedliche Formen der Tra-
jektorien um den Ursprung. Es kénnen folgende vier Félle auftreten. Mit der bekannten
Wahl der Zustandsgroflen x1 = y und x5 = ¢ erhélt man die angegebenen Zustandstra-
jektorien.

e 51 und s, sind beide reell und besitzen das gleiche Vorzeichen. Im Phasenportrét
ergeben sich je nach dem, ob die Pole positive oder negative Vorzeichen haben, die
folgenden Verlaufe:

A JQ) A X2
YV > X1
(0}
A J(;) A X2
)@F’ >
© 1

Bild 7.10: Zustandskurven eines PT5-Gliedes, reelle Pole, gleiches Vorzeichen

Wie man aus Bild 7.10 erkennt, streben die Trajektorien gegen die Ruhelage (x1, z5) =
(0, 0) fiir Pole mit negativem Vorzeichen (stabil) und von ihr weg fiir Pole mit po-
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sitivem Vorzeichen (instabil). Man bezeichnet die Ruhelage (x1, x2) = (0, 0) als
einen Knotenpunkt.

e s; und s, sind beide reell und besitzen unterschiedliche Vorzeichen. In diesem Fall
erhédlt man den folgenden Verlauf der Zustandskurven:

A JQ) A X2

_ \\// X1
S > //\\

Bild 7.11: Zustandskurven eines PT5-Gliedes, reelle Pole, unterschiedliches Vorzeichen

Man bezeichnet die Ruhelage 0 hier als Sattelpunkt. Sie ist instabil, da eine ge-
ringste Auslenkung aus der Ruhelage zu einer Zustandskurve fiihrt, die sich vom
Sattelpunkt entfernt.

e s; und s, sind konjugiert komplex, der Realteil ist ungleich Null. Besitzt das System
konjugiert komplexe Pole mit einem nichtverschwindenden Realteil, so erhilt man
Spiralen um den Ursprung. Bei negativem Realteil ziehen sich die Spiralen auf den
Ursprung zusammen, bei positivem Realteil bewegen sie sich vom Ursprung weg.
Man nennt die Ruhelage Strudelpunkt und erhélt in Abhéngigkeit der Lage der
Pole folgende Zustandskurven:
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A J(D A X2
X
- ( (D X1
(6)
o L/
A j(,) X9
 f
- X1
(@)
X

Bild 7.12: Zustandskurven eines PTy-Gliedes, konjugiert komplexe Pole, o # 0

e s; und s sind konjugiert komplex, der Realteil ist Null, d. h. sie stellen Pole auf der
imaginédren Achse dar. Wie das Bild 7.13 zeigt, sind die Zustandskurven in diesem
Fall Ellipsen bzw. Kreise (je nach Skalierung der Achsen) um den Ursprung. Man
spricht hierbei von einem Wirbelpunkt. Das System ist grenzstabil.

|

X

Ay

?R\M
NS

Bild 7.13: Zustandskurven eines PT5-Gliedes, konjugiert komplexe Pole, o = 0
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8Nichtlineare Systeme

Bisher wurden {iberwiegend lineare Systeme betrachtet. Nichtlineare Elemente in Regel-
kreisen wurden um den Arbeitspunkt linearisiert, so dass anschliefend das System wieder
mit den Methoden der ,linearen Regelungstechnik® untersucht werden konnte. Bei einer
Linearisierung von Nichtlinearitdten lassen sich die Eigenschaften des Systems jedoch
nur niaherungsweise erfassen. Bei vielen nichtlinearen Systemen, z.B. mit schaltenden
Gliedern, ist eine lineare Approximation nicht moglich, da es sich um sogenannte ,harte
Nichtlinearitaten handelt, fiir die die Methoden der ,linearen Regelungstechnik® nicht
oder nur sehr eingeschrinkt anwendbar sind.

Lineare Ubertragungssysteme oder auch nur einzelne lineare Ubertragungselemente sind
dadurch gekennzeichnet, dass das Verstarkungs- und Uberlagerungsprinzip gilt. Gilt die-
ses Superpositionsprinzip nicht, spricht man von nichtlinearen Ubertragungsgliedern.

lineares
dynamisches

- Exakte Linearisierung
- Linearisierung im Arbeits-
punkt (als Naherung)

Bildung zeitlicher
Mittelwerte fur
hohe Schalt-

frequenzen

schaltend
nichtlineares
System

Systeme durch

DGLs beschreibbar kontinuierliches

nichtlineares
System

Systeme nicht regelungstechnisch nutzbar

chaotische
Systeme

Bild 8.1: Zusammenhéinge unterschiedlicher Systemarten

Die Griinde fiir nichtlineares Verhalten kénnen vielfiltige Ursachen besitzen, denkbar

waren:

e Physikalische Phéanomene sind im Arbeitsbereich nichtlinear, z. B. Diodenkennli-



8.1 Nichtlineare Systeme in der Zustandsebene 69

nie, Magnetisierung ferromagnetischer Stoffe oder nichtlineare Reibung bei mecha-
nischen Systemen.

e Die technische Realisierung verursacht ein nichtlineares Verhalten, z. B. ist bei ei-
nem mehrgelenkigen Roboterarm der Zusammenhang zwischen Drehwinkeln und
Positionierung nichtlinear.

e An lineare Bereiche schlieflen sich Sattigungen oder Begrenzungen an. Diese konnen
beabsichtigt, z. B. Schutzbegrenzungen fiir Strome oder Spannungen, oder unbeab-
sichtigt aufgrund physikalischer Rahmenbedingungen sein, z. B. Maximalwert einer
Spannungsquelle, Ventilhub.

Fiir nichtlineare Systeme existiert keine einheitliche Theorie, die universell anwendbar ist.
Allerdings haben sich fiir Stabilitdtsuntersuchungen nichtlinearer Systeme verschiedene
Verfahren etabliert, die in spéateren Abschnitten vorgestellt werden. Auf Basis eines guten
Systemmodells lassen sich auf dem Rechner aber auch durchaus mit heuristischen Ansét-
zen gute Ergebnisse erzielen. Eine besandere Klasse stellen auch die Ereignis-diskreten
Systeme dar, die im weitesten Sinne unter den schaltenden nichtlinearen Systemen einge-
ordnet werden konnen. Hier ist der Zustandsraum diskretisiert und Zustandsiibergénge
finden augenblicklich statt.

8.1 Nichtlineare Systeme in der Zustandsebene

In Kapitel 7 wurde gezeigt, dass sich fiir Regelstrecken mit zwei Energiespeichern und
konstanter Anregung das dynamische Verhalten anschaulich in der Zustandsebene dar-
stellen lédsst. Diese Erkenntnisse sollen nun dazu verwendet werden, die Wirkungsweise
einfacher Regelkreise zu untersuchen, bei denen ein Zwei- oder Dreipunktregler {iber das
nachfolgende Schaltglied die Regelstrecke mit einer abschnittsweise konstanten Stellgrofie
ansteuert.

Zunéchst sollen allerdings noch einige Ergédnzungen zur Darstellung von Zustandskurven
fiir nichtlineare Systeme eingefiihrt werden.

8.1.1 Grenzzyklen

Existieren fiir die Zustandsdifferenzialgleichung

E(t) = flz(t), u(t)) (8.1)
mit dem Anfangszustand z(tg) = z, und u(t) = const Losungen mit der Eigenschaft

z(t, zy) =x(t + T, xy), fiir alle t > ¢, (8.2)
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so nennt man diese periodisch mit der Periodendauer T'. Sie stellen im Zustandsraum
geschlossene Trajektorien dar und werden Dauerschwingungen genannt. Allerdings ist
nicht jede geschlossene Trajektorie eine Dauerschwingung, da z.B. auf ihr Ruhelagen
liegen kénnen. Dann bewegen sich die Zustédnde nur von einer Ruhelage auf eine andere
zu, ohne den Umlauf zu vollenden.

Liegt in einer hinreichend kleinen Umgebung einer Dauerschwingung keine weitere pe-
riodische Losung, so nennt man die Dauerschwingung eine Grenzschwingung bzw. bei
Systemen 2. Ordnung einen Grenzzyklus.

Ruhelagen, auch stationdre Zustinde, Beharrungszustinde oder Gleichgewichtszustinde
genannt, sind dadurch charakterisiert, dass sich die Zustandsvariablen nicht &ndern:

18
Il
1o

AuBlerdem sind die Grenzzyklen dadurch gekennzeichnet, dass benachbarte Trajektori-
en in den Grenzzyklus einlaufen oder sich von ihm entfernen. Entsprechend Bild 8.2
unterscheidet man stabile (beidseitig stabil) semistabile (einseitig stabil) und instabile
Grenzzyklen.
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Bild 8.2: Grenzzyklen

8.1.2 Existenz von Grenzzyklen

Zum Nachweis der Existenz von Grenzzyklen gibt es mehrere Ansétze, die hier nur kurz
vorgestellt werden sollen.

Poincaré stellt hierfiir beispielsweise eine einfache Beziehung auf. Hierbei bezeichnet N
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die Anzahl der Summe der Strudel-, Knoten- und Wirbelpunkte, S die Anzahl der Sat-
telpunkte innerhalb eines Grenzzyklusses.

Satz 8.1 (Poincaré) FEuistiert ein Grenzzyklus in einem System zweiter Ordnung, dann
muss N =S+ 1 sein.

Betrachtet man das Asymptotenverhalten der Trajektorien, lédsst sich folgender Satz po-
stulieren:

Satz 8.2 (Poincaré-Bendixson) Bleibt eine Trajektorie eines Systems zweiter Ord-
nung innerhalb eines endlichen Gebiets (), dann gilt einer der folgenden Zusammenhdn-

ge:
o Die Trajektorie bewegt sich zu einem singuldren Punkt.

e Die Trajektorie lduft in einen Grenzzyklus ein.

e Die Trajektorie selbst ist ein Grenzzyklus.

Bendixson gibt weiterhin eine hinreichende Bedingung fiir die Nichtexistenz einer Grenz-
schwingung an.

Satz 8.3 (Bendixson) Fir ein nichtlineares System mit

&1 = fi(z1, x2) und @y = fo(x1, 22)

existieren keine Grenzzyklen innerhalb eines Gebiets () der Zustandsebene, wenn
on _oh
or; Oz

nicht verschwindet und nicht das Vorzeichen dndert.

Beispiel: Betrachtet man das nichtlineare System

i1 = g(z9) + 421 25
.I"g = h(lj) + 4ZL‘% T,
dann hat dieses System keine Grenzzyklen, da

afl afZ o 2 2
axl + 81,2 - 4(1’1 +ZE2)

mit Ausnahme im Ursprung immer positiv ist und das Vorzeichen nicht &ndert.
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8.2 Nichtlineare Ubertragungselemente

Im Folgenden werden einige idealisierte nichtlineare Ubertragungselemente, die in realen
Systemen auftreten kénnen, kurz vorgestellt.

8.2.1 Zweipunktglied

Das in Bild 8.3 dargestellte ideale Zweipunktglied wird mathematisch durch

T, = bsignz, =

{—b fir z.<0

b fir z.>0

beschrieben.

Bild 8.3: Zweipunktglied ohne Hysterese

Das folgende Bild 8.4 zeigt ein ideales Zweipunktglied mit Nullpunkt. Es wird mathema-
tisch beschrieben durch:

—-b fir z.<0
z, = bsignz, = 0 fir z.=0 (8.4)

b fir z.>0

Bild 8.4: Ideales Zweipunktglied mit Nullpunkt
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Das folgende Bild 8.5 zeigt ein Zweipunktglied mit Hysterese.

X b A*a X
“-a¥ Xa_ [I2

-b €

\

X

Bild 8.5: Zweipunktglied mit Hysterese

Das Verhalten lasst sich durch

—b fir Te < —a
T, =< bsign(x, —asignt,) fir —a<z.<a (8.5)
b fir Te > a

mathematisch beschreiben. Diese Beschreibung ist gut geeignet fiir sinusférmige Anre-
gungen, wie sie beispiellsweise bei Untersuchungen mittels Beschreibungsfunktion (siehe
Kap. 10) vorkommen. Eine exaktere Beschreibung geht von einer internen binéren Zu-
standsgrofe aus, die bei Uberschreiten der Hysteregrenzen gesetzt wird und im Bereich
dazwischen den Ausgangszustand speichert.

8.2.2 Dreipunktglied

Auch Dreipunktglieder gibt es mit und ohne Hysterese. Die mathematische Abhéngigkeit
des Ausgangssignals x, vom Eingangssignal z. fiir ein Dreipunktglied ohne Hysterese
lautet:
—b fir Te < —a
S 0 fir —a<z.<a (8.6)

b fur Te > a

Man erhélt folgendes Blockschaltbildsymbol:
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bllxa

Xo g
—> I__l >
--ba Xe

I

Bild 8.6: Dreipunktglied ohne Hysterese

Die mathematische Beschreibung fiir ein Dreipunktglied mit Hysterese ist relativ aufwen-
dig und wird daher hier nicht angegeben. Das Ein-/Ausgangsverhalten des hysteresebe-
hafteten Dreipunktglieds stellt sich wie folgt dar:

Bild 8.7: Dreipunktglied mit Hysterese

Wie auch schon beim Zweipunktglied mit Hysterese miisste fiir eine exakte Beschreibung
auch hier von einem inneren Zustand ausgegangen werden, der den Wert der Ausgangs-
groBe speichert, wenn das Eingangssignal sich innerhalb eines Hysteresebereiches befindet
und hart gesetzt wird aulerhalb dieses Bereiches.

8.2.3 Begrenzung

Begrenzungs- oder Sdattigungskennlinien treten in realen Anlagen haufig auf, da man prak-
tisch bei jedem Entwurf eines Regelkreises die Begrenzung der Stellgréfie beriicksichtigen
muss. Ursachen hierfiir kénnen z. B. mechanische Anschlidge oder die Eisenséttigung bei
elektrischen Maschinen sein. Das Element wird hiufig in Regelungen bewuflt eingesetzt,
um Sollwerte zu begrenzen.
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Bild 8.8: Begrenzung

Aus dem Blockschaltbildsymbol 8.8 lidsst sich direkt die mathematische Beschreibung
dieses Verhaltens ableiten:

—b fir Te < —a
Lo = é:ce fir —a<z.<a (8.7)
b fur Te > a

Auch Begrenzungen konnen mit Hysterese existieren, als Beispiel sei hier nur der Rever-
sierbetrieb eines Getriebes mit Zahnspiel genannt (Lose).

8.2.4 Totzone oder Lose

Die Totzone hat die Gleichung
(e +a) tana fir 1z, < —a
Ty = 0 fir —a<z.<a (8.8)
(. —a) tana  fiir Te > Q

und stellt sich als Blockschaltbildsymbol nach Bild 8.9 dar.

AXy

X X
=5 -a_@+ >
? a X

Bild 8.9: Totzone

Sie tritt beispielsweise bei elektrischen Systemen als Schwellwert auf, kann sich bei mecha-
nischen Systemen aus dem Ubergang Haft-/Gleitreibung bemerkbar machen oder stellt
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bei Messeinrichtungen die Ansprechzone dar. Auch dieses Element stellt haufig eine grobe
Vereinfachung dar. Fiir die Lose beispielsweise wird durch die iibertragenen Kréfte oder
Momente festgelegt, in welcher Richtung der Offset zur Ausgangsgrofie addiert wird.

8.2.5 Kennlinienglieder

Neben den in den vorherigen Abschnitten vorgestellten Kennliniengliedern mit stiick-
weise linearen Kennlinien gibt es noch beliebige ,krumme* Kennlinien. Sie werden im
Blockschaltbild als Nachbildung der realen Kennlinie angegeben. Als Beispiel sei hier nur
die Federkennlinie mit einem progressiven oder degressiven Verlauf genannt.

Der allgemeine Zusammenhang lautet:

Lq = f(*re)7 (89)

wobei f eine beliebige mathematische Funktion beschreibt. Haufig konnen diese allge-
meinen Kennlinienglieder auch noch hysteresebehaftet sein.

8.3 Schaltende Regler

Schaltende Regler sind aus dem industriellen Einsatz nicht wegzudenken, weil schaltende
Stellglieder im Vergleich zu kontinuierlichen Stelleinheiten zwei wesentliche Vorteile bie-
ten: Sie sind deutlich preiswerter und effizienter. Ein kontinuierliches Stellelement erzeugt
immer prinzipbedingt Verluste, deren Wéarmeabfuhr nicht unerhebliche Kosten verur-
sacht. Das Schalten als diskontinuierlicher Vorgang hat aber auch eine Reihe von Nach-
teilen. Zunéchst entsteht auler an den Stellbereichsgrenzen im normalen Betrieb immer
eine Schaltschwingung entweder durch eine bewusst eingefithrte Puls-Weiten-Modulation
oder der Regelkreis gerit von sich aus in einen periodischen Grenzzyklus mit einer be-
stimmten Frequenz und Amplitude auf der RegelgroBe. Daher ist zunéchst abzuschétzen,
wie grofl die Amplitude dieser Grenzschwingung ausfallt.
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—

—PWM ol u,

v

T

Bild 8.10: PWM-Signal an einem bidirektionalem Emitterfolger

8.3.1 Linearisierung durch periodisches Schalten

Puls Weiten Modulation wird gerne eingesetzt, um kompakte, preiswerte Stellglieder auf-
bauen zu konnen. Allerdings ist PWM eine nichtlineare Operation, weil sich die zeitliche
Gestalt der Impulse aussteurungsabhéngig éndert. Dies ist ein fundamentaler Unterschied
zur zeitdiskreten Signalverarbeitung, die als Z-Transformation eine lineare Modellierung
erlaubt. Die in der zeitdiskreten Signalverarbeitung auftretenden Impulsreihen oder Stu-
fenfunktionen haben in jedem Abtastschritt dieselbe zeitliche Gestalt; es dndert sich nur
die Amplitude des Impulses. Bei der PWM &ndert sich jedoch mit der Aussteurung der
zeitliche Verlauf innerhalb einer Periode, was zu den n ichtlinearen Effekten fithrt. Solan-
ge die Schaltfrequenz deutlich hoher ist als die domierende Streckenzeitkonstante ist eine
kleine Schaltschwingung auf der Regelgréfie zu erwarten und die nichtlinearen Effekte
bleiben klein, so dass man sie in vielen Fiéllen vernachléssigen kann. Man kann dann die
PWM vernachlédssigen und die Regler mit den Verfahren der linearen Regelungstechnik
auslegen, indem man einfach mit den zeitlichen Mittelwerten der pulsweitenmodulierten
Signale rechnet.

U,_QIU,Q:

1 [T t t t
T/ UQ(?f)dT = TUOI + ?UOQ = U(]2 + T(UOI - U(]Q) (810)
t

4 f(t)

0 T, t

Bild 8.11: PWM-Signal
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Auf der Regelgrofie verbleibt aber ein Rest der Schaltschwingung, dessen Gestalt und
Amplitude vom Verhéltnis der Schaltfrequenz zu den Polen und Nullstellen der Regel-
strecke und vom Aussteuergrad der PWM abhéngt.

Steuer- ut) y(t)
sign@ | C6)

Bild 8.12: PWM an Strecke

Fiir das Ausgangssignal des Pulsweitenmodulator wie in Bild 8.11, das als Eingangssignal
der Strecke dient, lasst sich eine Fourierreihe aufstellen:

27t 2
=—+4 - E — - sin(—— WTC cos(VTio) mit w= ?: (8.11)
Die Stellgrofle ergibt sich zu:
=50 = | F+ 235 (ven) .12
u(t) =Up - =Y —-sin(vw=) - cos(vw :
0 7r 2. 0 0

einsetzen der si-Funktion si(z) = “®) fiihrt auf

0, 2w
u(t) = U ;—0+;;W—§sz(uwog) cos(uwot)] (8.13)
= Uoﬁ i si(uwof)-ej(”“’ot) (8.14)
T Pt 2

Im stationdren Zustand kann jede Spektrallinie des Anregungssignals mit dem Frequenz-
gang G(jw) des linearen Systems bewertet werden und zum gesamten Signal der Schalt-
oberschwingungen im Ausgangssignal iiberlagert werden.

y(t) = Up= Z sz’(l/wog) eIt L G (Guw) (8.15)
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8.3.2 Typen von Regelkreisen mit schaltenden Reglern

Fiir die Anordnung von schaltenden Reglern lassen sich vier grundsétzliche Topologien
unterscheiden.

1) Der schaltende Regler wird ohne weitere dynamische Beschaltung mit der Regelstrecke
zu einem Regelkreis verschaltet. In diesem Bild wurde ein Dreipunktregler mit Hysterese
als Regler angedeutet, es ist im Prinzip auch jeder andere schaltende Reglertyp denk-
bar.

<

W o = T

AT G(s) -
schaltender Regler

Bild 8.13: Schaltender Regler mit einfacher Riickfiihrung

Diese Anordnung bietet keinerlei Moglichkeiten, mit einer Reglerdynamik auf die Dyna-
mik der Strecke einzugehen. Die Stabilitédt des geschlossenen Kreises ist praktisch nur fiir
Strecken 1.0rdnung zu erreichen. Die Amplitude und Frequenz der Schaltschwingung auf
der Regelgrofle ist nur durch die Streckeneigenschaften und die Wahl der Stellamplitude
zu beeinflussen. Daher ist die Anwendbarkeit auf Strecken erster Ordnung beschréankt.

2) Anstelle eines schaltenden Reglers wird ein Modulator fiir Pulsweitenmodulation ei-
nem linearen kontinuierlichen Regler verwendet. Als Modulator wird entweder in einem
Mikrorechner eine entsprechende Peripherieeinheit verwendet oder ein Modulator mit
Operationsverstiarkern und Komparatoren aufgebaut, der die Stellgrofle des analogen
Reglers mit einem dreieckférmigen Tréagersignal vergleicht und iiber den Komparator das
PWM-Signal erzeugt.

-] |
-
| linearer Regler

Bild 8.14: linearer Regler mit nachgeschalteter PWM

Als linearer Regler in dieser Schaltung kénnen alle iiblichen Reglertypen oder eigene Ent-
wiirfe verwendet werden. Die Schaltfrequenz kann durch die PWM-Einheit unabhéngig
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vorgegeben und ist nicht von den anderen Parametern der Strecke oder dem Arbeits-
punkt des Regelkreises abhéngig. Die Reglerauslegung kann bei geeigneter Wahl der
Schaltfrequenz rein mit den Mitteln der linearen Regelungstechnik anhand eines linearen
Streckenmodells erfolgen.

3) In dieser Variante wird der schaltende Regler mit einer Ubertragungsfunktion G'z(s),
die Tiefpassverhalten oder DT,,-Verhalten aufweist, gegengekoppelt. Dadurch entsteht
ein schaltender Regler mit dynamischem Verhalten fiir die Mittelwerte der Ein- / Aus-
gangssignale.

= e e e e e

A4

T | G(s)

schaltender Regler

Gr(s)

dyn. Ruckfihrung

Bild 8.15: Schaltender Regler mit dynamischer Riickfithrung

Die #quivalente Ubertragungsfunktion des Reglers fiir die Mittelwerte von Regelgrofe
und Stellgrofle kann man nach Bild 8.16 dadurch berechnen, dass man die nichtlineare
Reglerkennlinie einfach als ein lineares Element sehr hoher Verstarkung auffasst.

schaltender Regler \Vj

u e - >> u

Mittelwerte

Gg(s) Gk(s)

dyn. Ruckfihrung dyn. Ruckfihrung

Bild 8.16: Aquivalente Ubertragungsfunktion fiir riickgefithrten Regler

Damit berechnet sich die dquivalente Ubertragungsfunktion des Reglers zu:

u(s) V V2o 1
e(s) 14+ VGg(s) Gr(s)

(8.16)

Die Vorgehensweise nach Variante 3 ermdoglicht schon eine recht gute Parametrierung des
Reglers im Hinblick auf das Streckenmodell. Als Nachteil ist jedoch anzusehen, dass die
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mittlere Schaltfrequenz des Reglers im Wesentlichen durch die Riickfithrung des Reglers
bestimmt wird und damit nicht unabhingig von der Reglerauslegung eingestellt werden
kann. Weiterhin ist die Schaltfrequenz natiirlich auch vom Arbeitspunkt der Regelung
und damit vom stationiren und dynamischen Mittelwert der Stellgrofle abhéngig. Die
variable Schaltfrequenz kann aber auch als Vorteil angesehen werden, da sie dazu fiihrt,
dass an den Réndern des Aussteuerbereiches der Stellgrofie die Schaltfrequenz reduziert
wird. Wegen der kleinen Pulsbreiten der Stellgroe in diesem Bereich fithrt dies im All-
gemeinen nicht zu stérenden Schaltoberschwingungen auf der Regelgrofie und ist sogar
erwiinscht um die Wechselbelastung und damit den Verschleify des schaltenden Stellglie-
des zu reduzieren.

4) Mit der letzten Variante wird gerade der Punkt der unabhéngig einstellbaren Schalt-
frequenz addressiert. Der schaltende Reglerblock erhélt neben der Gegenkopplung durch
eine Ubertragungsfunktion zur Einstellung der Reglerdynamik eine dynamische Mitkopp-
lung mit hoheren Eigenfrequenzen, um eine hochfrequente Schaltschwingung in Relation
zu den Streckenzeitkonstanten zu erzeugen. Das Schaltelement erzeugt selbstédndig eine
hochfrequente Schaltschwingung mit einer mittleren Frequenz, die von der Aussteuerung
des Ausgangs abhéngt. Diese Schaltschwingung wird dann durch die Gegenkopplung und
die Regelabweichung in ihrem Mittelwert beeinflusst, um die Reglereigenschaften zu er-
zielen.

e — = | __Schaltschwingungserzeugung
I .//
! dyn. Riickfiihrung — |
| |
: v :
+
w e e K IL . My 1uv y
n_: ) O .‘ e >> : e G(S)
: Schaltglied :
1 1
| dyn. Riickfihrung ~ , —1 |
| [—————Reglerdynamik
b o o o e o e e e e e o e o

Bild 8.17: Schaltregler mit unabhéngiger Schaltschwingungserzeugung und Reglerdyna-
mik

Diese Vorgehensweise ist in der Industrietechnik recht verbreitet. Nicht nur analog auf-
gebaute Regler verwenden diese Systematik, sondern durchaus auch digital realisierte
Regler. Die beschriebenen Riickfithrungen lassen sich ohne Weiteres in einer digitalen
Signalverarbeitung implementieren.



8.3 Schaltende Regler 83

8.3.3 Zweipunktregler an P71 mit Laufzeitglied

Im Folgenden wird als Beispiel eine laufzeitbehaftete Verzogerungsstrecke erster Ordnung
mit einem einfachen Zweipunktregler mit unsymmetrischer Kennlinie zusammengeschal-
tet. Die Struktur des Regelkreises ist in Bild 8.18 erkennbar.

A X - -sT
w el b=1 R7Y| Ky e , X,
x: 1+ Ts

Bild 8.18: Regelkreis mit Zweipunktregler

Bei der Aufschaltung eines Sollwertsprunges w(t) = wy - o(t) und unter der Annahme,
dass y(t) = 0 fiir t < 0 ist, ergibt sich eine Regelabweichung:

e(t) = wo — y(t) (8.17)

Die Schaltbedingung fiir den Zweipunktregler lautet:

ug(t) = (8.18)

1 fir e(t)>0
0 fiir e(t) <0

Der qualitative Verlauf der Regelkreissignale w(t), y(t), e(t) und u(t) = ug(t) ist in
Bild 8.19 dargestellt.
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Bild 8.19: Signalverldufe des Regelkreises geméafl Bild 8.18

Die periodische Schwingung, die der Regelkreis vom Zeitpunkt ¢ = ¢; ab ausfiithrt, wird
als Arbeitsbewegung bezeichnet. Dabei kennzeichnet diese Arbeitsbewegung nicht, wie bei
linearen Systemen, ein grenzstabiles Systemverhalten, sondern ist typisch fiir nichtlineare
Regelkreise.

Die Laufzeit T; der Regelstrecke bewirkt hierbei, dass die Umschaltung des Zweipunkt-
reglers um die Laufzeit verzogert erfolgt. Eine kleine Laufzeit T; fithrt zu einem schnellen
Einschwingen, allerdings steigt die Schalthdufigkeit. Fiir T; — 0 geht die Schalthaufigkeit
gegen unendlich.

Im Weiteren werden die Kenndaten fiir die Arbeitsbewegung abgeleitet.
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RN v

Bild 8.20: Arbeitsbewegung des Regelkreises mit Zweipunktregler

Die periodische Arbeitsbewegung lisst sich durch stiickweise ansteigende (I, III, ...) und
stiickweise abfallende Zeitfunktionen (II, IV, ...) beschreiben. Fiir die Zeitfunktion I mit

ur(t) = wo+ (Ks —wo)(1— e /T)
= Ks+ (wo— Kg)e t/T (8.19)
Nach der Zeit T; wird der Umkehrpunkt mit dem Wert

yi = yi(Ty) = Ks + (wy — K)o /T (8.20)

erreicht.

Fiir die Zeitfunktion y;; erhédlt man in einem um die Zeit ¢, verschobenen Koordinaten-
system

() = gre T /T (8.21)
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und zum Zeitpunkt ¢* = T; den unteren Umkehrpunkt

y2 =y (1y) = wo BT (8.22)

Durch eine weitere Koordinatenverschiebung lésst sich die abfallende Zeitfunktion IT auch
durch

yrr(t™) = et /T (8.23)

beschreiben. Fiir t** = T} erreicht man gerade den Umkehrpunkt ys.

Durch Einsetzen der obigen Gleichungen in Gleichung (8.23) errechnet sich 73 zu

~TT

K _K :

T=Tn [ Kst o= Ks)e . (8.24)
Wy e_Tt/T

In analoger Weise erhélt man

-T)T _ g
Ty=T1n | 2° S (8.25)
(wy — Kg) e~ Le/T
und somit die Schwingungsdauer Ty der Arbeitsbewegung
TO == T1 -+ T2
(KS N + wy — KS> <—w0 + Kg eTt/T>
= Tln
wo(Ks — wo)
ngTt/T (1 — eTt/T> + wp (wg — Kyg)
= TIn (8.26)

Wo (wo - Ks)

Der Verlauf der Frequenz iiber dem Sollwert ist in Bild8.21 gezeigt.
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Frequenz
14

?

Sollwert

Bild 8.21: Schaltfrequenz

Die Schwingungsamplitude der Arbeitsbewegung errechnet sich zu:

Yo = %(yl )
— Ks (1 - e—Tt/T> (8.27)

Die mittlere Regelabweichung betragt:

_ Y1+ Yo
e = ZT—22 —w
2

1 _
- (5 Ks— w0> (1 e Tt/T> (8.28)
Die mittlere Regelabweichung kann je nach Groéfle von Kg positiv oder negativ sein,
dagegen ist sie fiir Kg = 2wq gleich Null. Aus Bild 8.19 wird auch ersichtlich, dass fiir
das Zustandekommen einer Arbeitsbewegung K, > w, gelten muss.

8.4 Analyse schaltender Regler im Zustandsraum

Wie aus Abschnitt 7.2.1 bekannt ist, ergeben Beschleunigungsstrecken (zwei Integratoren
in Reihe) sehr iibersichtliche Zustandskurven. Da diese Regelstrecken auch in der Praxis
vorkommen, sollen sie in Verbindung mit verschiedenen Zweipunktreglern untersucht
werden.
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8.4.1 Hysteresefreier Zweipunktregler

Bild 8.22: Regelkreis mit Zweipunktglied mit doppeltem Integrator

Aus der Differenzialgleichung
=K1 Kyu
ergibt sich, da u nur die beiden Werte b und —b annehmen kann,

u = ¢b, e==1,
y = K1K2b€:€K

Dies ist aber die bekannte Differenzialgleichung aus Abschnitt 7.2.1. Als ihre Losungen
ergeben sich die bereits bekannten Parabelscharen (Anfangszustandswerte x; # 0), die
im folgenden Bild 8.23 dem Leser in Erinnnerung gerufen werden sollen.

A

X

Bild 8.23: Trajektorien des linearen Teilsystems
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Da nur Stellgré8en mit + b auftreten kénnen, bewegen sich die Zustandspunkte der Regel-
strecke nur auf Kurven der beiden Scharen. Andert sich die Stellfunktion u(t) bei offenem
Regelkreis zu bestimmten Zeitpunkten, so wechselt die Trajektorie von einer Parabel der
einen Schar auf eine andere Parabel der anderen Schar (vgl. Verlauf A = B - C - D in
Bild 8.23).

Betrachtet man nun den geschlossenen Kreis, so ist

{—b falls e<0, also y >0
u =

b falls e>0, also y<0

Wenn z; = y durch Null geht, erfolgt die Umschaltung des Zweipunktgliedes. Die Gerade
x1 = 0, also die x5-Achse, wird als Schaltlinie oder Schaltgerade des geschlossenen Kreises
bezeichnet.

Ist die Fithrungsgrofie w # 0, dann verschieben sich die Trajektorien entsprechend dem
Betrag von w ldngs der x;-Achse.

Der Zustand durchléuft eine geschlossene Kurve, wie sie in Bild 8.24 dargestellt ist. Sie
setzt sich aus der Bewegung auf 2 Parabelédsten zusammen. Im Zeitbereich entspricht
dies einer Dauerschwingung.

X2

Bild 8.24: Trajektorien des geschlossenen Regelkreises

Die Periode der Dauerschwingung hangt vom Anfangszustand ab.
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Aus dem Trajektorienverlauf erkennt man auch das Stabilitdtsverhalten der Ruhelage
(x1, x2) = 0. Sie ist stabil, aber nicht asymptotisch stabil: Die Trajektorien bleiben in
einer beliebig engen Umgebung der Ruhelage, wenn sie hinreichend nahe bei ihr beginnen,
ohne jedoch fiir ¢ — oo gegen die Ruhelage zu streben.

Dieses Verhalten ist fiir eine Anwendung nicht wiinschenswert. Im folgenden Abschnitt
wird gezeigt, wie dennoch mit einer einfachen Riickfiihrung der Regelkreis stabilisiert
werden kann, damit er ein asymptotisch stabiles Verhalten aufweist.

8.4.2 Beschleunigungsstrecke mit Zweipunktregler und Riickfiihrung

Um die Schwingung zu dampfen, kann man daran denken, dhnlich wie bei einem linearen
Regelkreis eine differenzierende Riickfiihrung zu verwenden. Ist die Zustandsgrofie zo di-
rekt verfiigbar, eriibrigt sich die sonst nur ndherungsweise verwirklichbare Differenziation
der Regelgrofie. Man erhélt die folgende Anordnung:

w e br— ur / X9 > i > X{=Y
— -D

Bild 8.25: Idealer Zweipunktregler mit Riickfithrung

Bei der Annahme eines symmetrischen Zweipunktreglers mit x, = 4 b lautet die Diffe-
renzialgleichung

j(t) =bsign(w —y =V, - x2), (8.29)
die Umschaltung der Stellgréfe erfolgt jetzt bei
y—w—Vias, (8:30)

d. h. auf einer unter dem Winkel o = arctan V,. gegen die x5-Achse geneigten Schaltgerade,
vgl. Bild 8.26.



8.4 Analyse schaltender Regler im Zustandsraum 91

X1 ;W

Schaltgerade

Bild 8.26: Zustandstrajektorien mit Riickfiihrung

Der Vorhalt bewirkt also eine Umschaltung vor Erreichen des Abgleichs der Regelgrofie
y. Das Bild 8.26 lasst auch erkennen, dass der erzielte Dampfungseffekt mit der Erhohung
der Verstarkung V. zunimmt. Mit kleiner werdender Schwingungsamplitude erhéht sich
gleichzeitig die Frequenz, da zunehmend kiirzere Abschnitte der gleichen Zustandskurven
durchlaufen werden. Der zum Punkt P, symmetrisch liegende Punkt P| wird nicht mehr
erreicht, da bereits bei P, umgeschaltet wird.

In Bild 8.27 ist der aus Parabelbogen zusammengesetzte geddmpfte Verlauf von y iiber
der Zeit aufgetragen. Der Anstieg der Frequenz ist auch hier zu erkennen.
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Abldésebedingung
/ nicht mehr erflllt

-b i

Bild 8.27: Zeitlicher Verlauf von y und wu,

Aufgrund der senkrechten Tangente der Zustandsparabeln im jeweiligen Scheitelpunkt
nimmt der Neigungswinkel

der Zustandskurve nach der Umschaltung in P; mit sinkender Amplitude stédndig zu
(analog in P).

Nach einer endlichen Anzahl von Schwingungen tritt somit der Fall ein, dass 3 > § —avist
und die Zustandskurve sich nicht mehr von der Schaltgeraden 16st. Der Zustandspunkt
wird dann nach jeder Umschaltung sofort wieder auf die urspriingliche Seite der Schalt-
kurve zuriickgetrieben. Der Zustandspunkt gleitet entlang der Schaltgeraden aufgrund
der hohen Umschaltfrequenz in den Ursprung. Effekte dieser Art werden im Englischen
als Sliding Mode oder auch als Variabla Structure Control bezeichnet. Da dieser Gleit-
vorgang die Stellfunktion u zwischen den Werten b und —b oszillieren lésst, wird die
Stelleinrichtung in dieser Phase stark belastet. Der Gleitvorgang sollte sich daher nicht
zu lange ausdehnen, d. h. die Schaltgerade darf nicht zu stark gegen die xo-Achse geneigt
sein.

8.4.3 Beschleunigungsstrecke mit Zweipunktregler mit Hysterese

Reale Zweipunktregler haben immer eine mehr oder weniger stark ausgeprégte Hysterese.
Daher ersetzt man das ideale Zweipunktglied in Bild 8.28 durch ein Zweipunktglied mit



8.4 Analyse schaltender Regler im Zustandsraum 93

Hysterese. Man erhilt das folgende Blockschaltbild.

AX

e %}i——biuyhy X,

- -a'a

\A

lé

Bild 8.28: Hysteresebehafteter Zweipunktregler mit einer doppelt integrierenden Strecke

Das Besondere der Hysteresefunktion ist die Zweideutigkeit im Bereich —a < z, < a.
Die Ausgangsgrofie des Zweipunktgliedes x, ist dort nicht von xz. = e, sondern von
der Richtung abhingig, aus welcher e(t) zuletzt in diesen Bereich eingetreten ist. Die
Hysteresefunktion hat also die Eigenschaft eines elementaren Gedéchtnisses.

Die Umschaltbedingung lautet:

) w—y=e=a = u=+b

o w—y=e=—a = u=—b

Man erhélt also, wie in Bild 8.29 eingezeichnet, zwei Schaltgeraden parallel zur xo-Achse.
Die Hysterese hat zur Folge, dass die Umschaltung verspétet erfolgt. Dadurch entsteht
eine Schwingung, deren Amplitude in jeder Halbwelle um den Wert 2 a anwéchst, ande-
rerseits nimmt die Frequenz der Schwingung monoton ab.
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X4

w-a w+a

Bild 8.29: Trajektorien eines doppelten Integrators mit hysteresebehaftetem Zweipunkt-
regler

Eine solche Anordnung ist fiir die Anwendung aufgrund der aufklingenden Schwingungs-
amplitude vollig unbrauchbar.

8.4.4 Beschleunigungsstrecke mit Zweipunktregler mit Hysterese
und Riickfiihrung

Erginzt man den Regelkreis mit dem hysteresebehafteten Zweipunktglied nun zusétz-

lich um eine differenzierende Riickfithrung, unter der Voraussetzung natiirlich, dass die

Zustandsgrofle xo iiberhaupt gemessen werden kann, so erhilt man das in Bild 8.30 dar-
gestellte Blockschaltbild und den in Bild 8.31 dazugehorigen Trajektorienverlauf.

w e b E?
— u, X2 > » X1 :y
50 e

Bild 8.30: Doppelter Integrator mit hysteresebehaftetem Zweipunktregler und differen-
zierender Riickfithrung
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X2

X4

|
—

AX{%

w-a w+a

Bild 8.31: Trajektorienverlauf zum Blockschaltbild 8.30

Die Umschaltbedingung lautet y = w F a — V, x5. Dies sind zwei um den Winkel
a = arctan V. gegen die xo-Achse gedrehte parallele Schaltgeraden.

Bild 8.31 zeigt die Zustandskurven fiir zwei verschiedene Anfangszustéinde. Dabei ist zu
beachten, dass bei kleinen Schwingungsamplituden die Umschaltung spéter erfolgt, so
dass die Schwingung angefacht verlauft. Hier iiberwiegt also der Einfluss der Hysterese.
Bei groflen Amplituden ist der Verlauf umgekehrt. Hier schaltet der Regler infolge des
Vorhalts vorzeitig um, die Schwingung wird gedampft.

Beide Vorgénge konvergieren gegen eine stationédre Grenzschwingung, die dann erreicht
ist, wenn die beiden Umschaltpunkte G und G’ symmetrisch zur z;-Achse liegen. Nur
die Schaltgerade z1 = y = w erfiillt diese Bedingung. Die Wirkungen von Hysterese und
Vorhalt heben sich hier gerade auf.

Der Grenzzyklus trennt somit Bereiche der Zustandsebene, in denen die Vorgéinge ange-
facht bzw. gedampft verlaufen. Mogliche zeitliche Verldufe solcher Schwingungsvorgénge
sind im Bild 8.32 dargestellt.



96 8 Nichtlineare Systeme

X4

SAVAVAVAVAVAVAY

Bild 8.32: Ausbildung von Grenzschwingungen fiir zwei verschiedene Anfangszustéinde

8.5 Beschleunigungsstrecke mit Dreipunktregler

Bei der Verwendung von Dreipunktreglern kann die Stellgroie u(¢) neben den Werten + b
auch den Wert Null annehmen. Dies duflert sich im Zustandsdiagramm durch das zusétz-
liche Auftreten eines geradlinigen Astes. Die wesentlichen Eigenschaften des Regelkreises
bleiben jedoch unverédndert. Dies wird im folgenden gezeigt.

8.5.1 Dreipunktregler mit Hysterese

Ersetzt man in Bild 8.28 das Zweipunktglied durch ein Dreipunktglied mit Hysterese
erhélt man folgendes Blockschaltbild.
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> Xq=Y

Bild 8.33: Beschleunigungsstrecke mit hysteresebehaftetem Dreipunktregler

Die Einschaltbedingung lautet jetzt

e=w-—y==xa (8.31)
und die Ausschaltbedingung

e=w—y==d (8.32)

Man erhélt also 4 Schaltgeraden parallel zur zo-Achse, die in die Zustandsebene einge-
tragen werden, vgl. Bild 8.34.

Bild 8.34: Trajektorien einer Beschleunigungsstrecke mit Dreipunktregler

Fiir u = +b werden die bekannten Parabelbégen durchlaufen, wéhrend fiir u = 0 die
Losung

x9 = const., (8.33)
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d. h. die Gleichung einer zur zi-Achse parallelen Geraden entsteht. Die Ausgangsgro-
e bewegt sich im Unempfindlichkeitsbereich, also mit konstanter Geschwindigkeit. Wie
bild 8.34 zeigt, entsteht wieder eine aufklingende Schwingung, deren Amplitude je Halb-
periode um den Wert Az; = a — @’ zunimmt.

8.5.2 Dreipunktregler mit Hysterese und Riickfiihrung

Fiihrt man jetzt wiederum eine Riickfiihrung von x, ein, so erhélt man das Blockschalt-
bild 8.35.

Bild 8.35: Beschleunigungsstrecke mit Dreipunktregler und Riickfiihrung

Fiir den symmetrischen Dreipunktregler mit Hysterese lautet die Einschaltbedingung
jetzt

e=w—y—Viza==%a (8.34)

und die Ausschaltbedingung

e=w—y—Viwg==4d . (8.35)

Dem entsprechen 4 parallele und unter dem Winkel o« = arctan V,. gegen die x5-Achse
geneigte Schaltgeraden, vgl. Bild 8.36.
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X4

'y=w-V, Xota

O yEW-V xota!

Bild 8.36: Trajektorien zum Regelkreis 8.35

Infolge der Hysterese und des Vorhalts gibt es auch hier eine stationédre Grenzschwingung,
die durch die Umschaltpunkte G; — Gy — G} — G, gekennzeichnet wird. Schwingungen
mit groferer Amplitude verlaufen wieder gedampft, solche mit kleinerer Amplitude ange-
facht, so dass der Vorgang bei beliebigem Anfangszustand schlieflich in den Grenzzyklus
einmiindet.

Mit einer Beschleunigungsstrecke kommt also auch bei Verwendung eines Dreipunktreg-
lers die stationédre Schwingung normalerweise nicht zum FErliegen. Ein Ruhezustand ist
nur unter speziellen Bedingungen moglich, ndmlich wenn der Regler die Stellgrofie in
einem Punkt P, oder Fj, d. h. bei y = w £ d/, 25 = 0 abschaltet.
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9Zeitoptimale Steuerung/Regelung

In technischen Systemen ist es oftmals gewiinscht, ein dynamisches System in kiirzest
moglicher Zeit von einem Anfangszustand zu einem Zielzustand zu bewegen. Bei ei-
nem linearen System lésst sich durch Einsatz grofler Stellgroflen diese Zeit beliebig kurz
halten. Daher ist die Aufgabe nur in Verbindung mit einer begrenzten Stellgrofie sinn-
voll gestellt. Als Zusatzbedingung tritt hinzu, dass der Endzustand nicht voriibergehend
(im Vorbeiflug) erreicht wird, sondern dass das System im Zielzustand stationér einge-
schwungen und damit in Ruhe ist. Das zeitoptimale Steuerungs-Problem lésst sich damit
folgendermaflen formulieren: Gesucht ist der beschréankte Verlauf der Eingangsgrofie ei-
nes dynamischen Systems, der die Ausgangsgréfie in moglichst kurzer Zeit von einem
gegebenen Anfangszustand seinen stationéren Zielzustand iiberfiihrt.

Einen Ansatz zur Losung dieses Problems kann man am Besten anhand einer reinen
Tiefpassstrecke, die keine Zahlernullstellen aufweist, veranschaulichen.

Eine reine Tiefpassstrecke hat die Ubertragungsfunktion:

G(s) = bo (9.1)

S+ 18"+ ..+ as+ag

und das Blockschaltbild:

A\

u i Xn i Xn-1
—>
A

D O¢ - —O<

Bild 9.1: reine Tiefpass-Strecke

Wird auf den Eingang ein Sprung gegeben, so schwingt die letzte Zustandsgrofle, die ja
zugleich der Ausgangsgrofle entspricht, auf einen stationdren Endwert ein, der von Null
verschieden ist. Die einzelnen Zustandsgrofien bilden die Ableitungen der Ausgangsgrofie
und kehren nach einer transienten Bewegung wieder auf den Wert Null zuriick.
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X,...X, —> 0 flir t — oo

Bild 9.2: Sprungantworten der Tiefpass-Strecke

Der optimale Verlauf der Stellgrofle muss gleichzeitig mehrere Bedingungen erfiillen: Die
Ausgangsgrofie muss den gewiinschten stationdren Endwert erreichen und alle inneren Zu-
standsgrofen miissen wieder zu Null gefithrt werden. Bei der Suche nach diesem Verlauf
der Eingangsgrofe hilft das Pontryaginsche Mazimum-Prinzip. Danach ist der zeitliche
Verlauf der Eingangsgrofie so gestaltet, dass er zu jedem Zeitpunkt den maximalen Bert-
rag der Stellgrofie ausnutzt. Bei der zeitoptimalen Steuerung ist der Verlauf der Stellgrofie
in n Abschnitte geméf der Streckenordnung n unterteilt, in denen jeweils abwechselnd der
maximale positive oder negative Betrag verwendet wird. Am Ende des letzten Abschnitts
wird die Stellgroffe vom maximalen Betrag auf den stationdren Endwert umgeschaltet.
Der Vorgang startet mit dem positiven Maximalwert der Stellgrofie, dann folgen (n — 1)
Umschaltungen zwischen dem positiven und negativen Maximalwert der Stellgrofie und
anschlieflend eine letzte Umschaltung auf den stationdr notwendigen Endwert.

9.1 Zeitoptimale Steuerung eines PT1-Gliedes

Im folgenden Diagramm ist die zeitoptimale Steuerung am Beispiel eines P77} darge-
stellt.
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Endwert
fur u=u,,

T

SOlIWErt  mm - < <o e e y(t)

(Endwert flr u=u,,,),

Bild 9.3: Zeitoptimale Steuerung einer PT1-Strecke

Die zu steuernde Strecke ist erster Ordnung; daher ist nur ein Schaltblock notwendig.
Vom Einschalten an wird die maximale positive Stellgréfle so lange gehalten, bis die ge-
wiinschte Ausgangsgrofle erreicht ist. Dann wird auf den stationdren Endwert umgeschal-
tet. Damit wird die Eingangsgrofie des einzigen Integrators Null und die Ausgangsgrofie

bleibt konstant. Der stationédr notwendige Wert der Stellgréfle betrigt te,q = %

9.2 Zeitoptimale Steuerung eines doppelten Integrators

Auch fiir einen doppelten Integrator kann man den optimalen Verlauf der Stellgrofie
erraten. Die Bezeichnungen der Signale ergeben sich aus dem nachfolgenden Blockschalt-

bild:
y J/ y J/ y
—> —>

Bild 9.4: Doppelter Integrator

Y

Fiir die Stellgrofle u sind lediglich die Werte w42, Umi, und Null zuléssig. Das System
hat zwei Zustandsgrofien, die Ausgangsgrofien der beiden Integratoren, y und g.

Die Stellgréfie wird in der ersten Hélfte des Bewegungsvorganges auf den positiven Maxi-
malwert gesetzt. Dies fithrt zu einem zeitlich linearen Anstieg der Geschwindigkeit 3. In
der zweiten Hilfte wird die Eingangsgrofie auf den negativen Maximalwert gesetzt; dies
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fithrt die Geschwindikeit linear wieder zu Null, so dass der Zielpunkt genau beim Still-
stand erreicht wird. Der Verlauf der Stellgréfie und ZustandsgroBen sind in der folgenden

Grafik dargestellt:

£ 3(t)
max
> t
-maX -—
4 y(t)
> t
4 y(t)
> ¢

Bild 9.5: Zustandsgroflen einer I,-Strecke

Diese Verlaufe lassen sich genauso im Zustandsraum darstellen (Bild 9.6). Dabei ergeben
sich die Gréflen ¢y, ¢o und c3 als Umkehrpunkte der Ausgangsgrofle y. Sie stellen gleich-
zeitig unterschiedliche Integrationskonstanten dar, die wiederum aus unterschiedlichen
Anfangsbedingungen resultieren. Diese Zusammenhinge wurden bereits in Kap. 7.2.1)

hergeleitet.
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Bild 9.6: Trajektorien einer I-Strecke

An den Umkehrpunkten ¢, ¢; und c3 ist jeweils ein Gleichgewichtspunkt des Systems er-
reicht, der stationér gehalten werden kann, wenn die Stellgrofle auf Null geschaltet wird.
Man kann sie daher als Zielpunkte y,,; oder Sollwerte interpretieren. Fiir jeden Zielpunkt
gibt es fiir einen gegebenen Wert des Betrages der Stellgrofie genau eine Trajektorie fiir
konstante positive und negative Beschleunigung, die genau dort enden. Diese Trajektori-
en sind in Bild 9.7 veranschaulicht. Will man also von einem beliebigen Startpunkt yo, 9o
aus das Ziel y4o, y = 0 erreichen, kann dies in zwei Schritten erfolgen. Zunéchst muss das
Vorzeichen der maximalen Stellgrofle so gewéhlt werden, dass das Systems auf eine der
beiden Zieltrajektorien hin lauft, dann wird das Vorzeichen beim Erreichen der Zieltra-
jektorie umgeschaltet, um direkt auf der Zieltrajektorie in den Zielpunkt zu laufen. Dann
muss nur noch bei Geschwindigkeit Null im Zielpunkt auch die Beschleunigung auf Null
umgeschaltet werden. Man kann also beide Zieltrajektorien zusammen als eine Schaltlinie
auffassen, auf der die zugehorige Stellgrofle fiir den Zieleinlauf angelegt wird.
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j<o Y

. ysoll

>0

Bild 9.7: optimale Schaltlinie fiir Endwert .,

Die beiden Aste der Schaltlinie werden auch Bremsparabeln genannt. Von einem belie-
bigen Startpunkt aus muss immer erst die néchstliegende dieser beiden Bremsparabeln
angesteuert werden, um dann darauf in den Zielpunkt einzulaufen. In diesem Fall muss
fiir alle Startpunkte in der Zustandsebene, die links der Bremsparabeln liegen zunéchst
die positive Stellgrofie verwendet werden. Das fithrt das System auf die obere Bremspara-
bel, auf der dann mit negativer Beschleunigung ins Ziel eingelaufen wird. Fiir Startpunkte
rechts der Bremsparabeln wird mit negativer Beschleunigung die untere Bremsparabel
erreicht, die dann mit positiver Beschleunigung in den Zielpunkt einbremst.

Das vorliegende System eines doppelten Integrators ist zweiter Ordnung; also benotigt
man nach Pontryagin zwei Signal-Zeit-Blocke maximaler Amplitude, um das Ziel zu
erreichen.

Der Vorgang ist in Bild 9.8 dargestellt.
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A Y=X,
............ «— DBremsparabel firy =-y,,
ymax
B
X
y (y) ist Wurzelkurve
1 ' >y
A ) 9 * ysoll 1
y = +max y = -max '
Bremsparabel fliry = +y,_,

Sed
“o.

Bild 9.8: I,-Strecke im Zustandsraum

Falls der Anfangszustand sich im Bereich links unterhalb der Parabeln befindet, so muss
zuerst § = +upq, als StellgroBe angelegt werden. In Bild 9.8 mit Punkt A als Anfangs-
zustand ist dies der Fall. Die Zustandsgrofie y lduft entlang ihrer Zustandskurve fiir
U = +Unae (vgl. Bild 9.6). Dies wird solange beibehalten, bis die obere Bremsparabel
(und damit die Schaltlinie) erreicht ist. Dort wird auf § = w,,;, umgeschaltet, so dass
y auf der Bremsparabel in den gewiinschten stationdren Endwert lauft. Fiir den oberen
Bereich (z.B. ab Punkt B) gilt dieselbe Vorgehensweise mit umgekehrten Vorzeichen.

Die dargestellte Strategie kann in einen Signalflussplan fiir eine zeitoptimale Regelung
umgesetzt werden. Dabei wird allerdings von einigen stark idealisierten Annahmen aus-
gegangen, die in der Praxis in der Regel nicht erfiillt sind, so dass das erste vorgestellte
Konzept lediglich als prizipielle Moglichkeit betrachtet werden muss. Es werden zwei
nichtlineare Blocke innerhalb der Regelung verwendet. Zunéchst wird durch die erste
Summationsstelle der Abstand der Istposition vom Ziel berechnet und auf die optimale
Schaltkennline gegeben, die daraus die Geschwindigkeit berechnet, die bei diesem Ab-
stand auf der Bremsparabel vorliegt. Diese wird mit einem Zweipunktglied mit der tat-
séchlich vorliegenden Geschwindigkeit verglichen. Das Vorzeichen der Differenz bestimmt
das Vorzeichen der maximalen Stellgréfe. Im Zielpunkt sollte die Geschwindigkeit genau
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Null werden, so dass das verwendete Zweipunktglied mit Nullpunkt auch genau Null als
Stellgrofe ausgibt.

yso" ysoll b y N y y
) / ) j-b Z Z

Bild 9.9: zeitoptimale Positionierung als Regelung

Dieser Ansatz vernachléssigt die Tastsachen, dass die Beschleunigung nicht geschaltet
werden kann und dadurch immer Verzogerungen entstehen, so dass nicht auf der Schalt-
linie geschaltet wird, sondern immer zu spét. Damit wird iiber den Zielpunkt hinaus
geschossen und ein Grenzzyklus entsteht. Weiterhin ist natiirlich ein ideales Zweipunkt-
glied mit Nullpunkt technisch nicht darstellbar.

ysoll y soll j y i y i y

Y

Bild 9.10: zeitoptimale Positionierung als Regelung (verbesserte Version)

Bild 9.10 zeigt eine verbesserte Version der zeitoptimalen Regelung. Aufgrund der Modell-
fehler (weitere Verzogerungen gegeniiber reinem doppeltem Integrator) wird der einfache
Ansatz nach Bild 9.9 nicht zuverldssig funktionieren. Es ergeben sich in der Praxis immer
Schwingungen, weil im Zielpunkt sowohl die Bremsparabel als auch das Zweipunktglied
unendliche Verstarkungen aufweisen. Daher wird in diesem Ansatz die Bremsparabel mit
einem linearen P-Regler so erweitert, dass die eigentliche Bremsparabel auf einen Punkt
zielt, der vor dem Zielpunkt liegt. Kurz vor Erreichen dieses Punktes findet ein stof3frei-
es Umschalten auf den linearen P-Regler statt, der die letzte Differenz zum Zielpunkt
iiberbriickt. Die Geschwindigkeit wird in dieser Variante durch einen linearen PI-Regler
eingestellt, der dann auch fiir zusétzliche Verzogerungen (hier nicht dargestellt) nach dem
symmetrischen Optimum ausgelegt werden kann.
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9.3 Zeitoptimale Vorsteuerung mit
FiihrungsgroBengenerator

Das vorgestellte Verfahren wird iiblicherweise nicht direkt innerhalb eines Regelkreises
eingesetzt, sondern vielmaher an einer simulierten Strecke verwendet. Dann kann damit
ein zusammengehoriger Satz von Bahngréfen, bestehend aus y,ﬂ und Q, eine Trajektorie
erzeugt werden, die zur Vorsteuerung auf eine Lageregelungskaskade geschaltet wird.
Dies ist in Bild 9.11 gezeigt. Die zusétzlichen Verzogerungen sind hier als PT1-Glied
dargestellt. Es kann zur Verbesserung der Vorsteuerung in alle Pfade der Vorsteuerung
aufler der Beschleunigung verwendet werden.

. - ysol\
y soll

\
\

Bild 9.11: Lageregelung mit Fithrungsgrolengenerator

Da die Maschinen aus Stahl gebaut werden, der eine sehr geringe Eigenddmpfung auf-
weist, kommt es bei Verwendung von Bahnprofilen 2.0rdnung fiir die Lage, wie bisher
angenommen, immer zu relativ starken Anregungen von Maschinenschwingungen. Daher
werden in der Praxis meist ruckbegrenzte Trajektorien verwendet. Als Ruck bezeich-
net man die Ableitung der Beschleunigung. Dann ist die Beschleunigung als kiinstliche
Zustandsgrofe aufzufassen, die die Ordnung um eins erhoht. Die Berechnung einer ruck-
begrenzten Trajektorie benotigt sehr viele Fallunterscheidungen und soll an dieser Stelle
nicht im Detail angesprochen werden. Das Grundprinzip ist in Bild 9.12 gezeigt.
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y max y max ymax

L
o B Rz e

Bild 9.12: Fithrungsgréfengenerator fiir ruckbegrenzte Trajektorien

Die bei verschiedenen Fahrbewegungen entstehenden Zeitverlaufe zeigt Bild 9.13.

Bild 9.13: Trajektorien fiir ruckbegrenztes Verfahren
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10Beschreibungs-Funktion

Das Hilfsmittel der Beschreibungs-Funktion dient dazu, die Stabilitdt von nichtlinearen
Systemen abzuschétzen. Diese Systeme konnen, abhéngig von ihrem inneren Aufbau, sta-
bil bzw. instabil sein, wie man es von linearen Systemen gewohnt ist, oder als neue Syste-
meigenschaft Grenzzyklen aufweisen. Voraussetzung fiir die Anwendung des Verfahrens
der Beschreibungs-Funktion ist es, dass das nichtlineare System als Reihenschaltung zwei-
er Systemteile darstellbar ist: Eine nichtlineare Kennlinie K, die keine Dynamik aufweist
und augenblicklich wirkt und einen linearen Systemteil mit Tiefpasscharakter. Durch
das Verfahren der Beschreibungs-Funktion wird die Kennlinie durch einen dquivalenten
Verstarkungsfaktor fiir diese Grundschwingung ersetzt. Ausgegangen wird zunéchst von
einem System der Form in Bild 10.1.

A

w €, nichtlin. €, | G(S)

- Funktion

Bild 10.1: Nichtlineares System

Der Sollwert w wird fiir die Untersuchung auf 0 gesetzt. Fiir die Stabilitdtsuntersuchung
wird zunéchst der Kreis aufgetrennt und an der Stelle e; mit einer reinen Sinus-Funktion
angeregt: e (t) := é; sin(wt).

Der Augenblickswert e;(t) wird durch die Kennlinie K auf einen Augenblickswert es(t)
abgebildet.

&r(t) = K(ei(1)) (10.1)

Da angenommen wird, dass die lineare Strecke nach der konzentrierten nichtlinearen
Kennlinie K starke Tiefpasseigenschaften aufweist, so reicht es aus, am Ausgang der
nichtlinearen Strecke nur den Anteil der Grundschwingung zu betrachten. Man defi-
niert anstelle der Kennlinie einen #dquivalenten komplexen Verstirkungsfaktor, der die
Ubertragung der Grundschwingung nach Betrag und Phasenverschiebung beschreibt. Er
wird Beschreibungsfunktion N genannt und ist definiert als Verhéltnis der Grundschwin-
gungsamplitude und -phase zwischen e; und ey: N(é;) = 2—? Die Beschreibungsfunktion
ist aufgrund der Nichtlinearitat abhéngig von der Anregungsamplitude é;
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Die Beschreibungsfunktion wird wie ein linearer Verstiarkungsfaktor verwendet. Damit
ergibt sich fiir die Ubertragungsfunktion des geschlossenen Kreises:

__N@)GGs) Gl
Gl = T NEGE) ~ 7 + GO (10.2)

Damit das Verfahren der Beschreibungs-Funktion angewendet werden kann, miissen vier
Bedingungen erfiillt sein:

1. G(s) muss Tiefpasscharakter haben. Der Betrag des Frequenzganges muss mono-
ton fallend sein. Dies ist bei den meisten praktisch vorhandenen linearen Strecken
gegeben.

2. Die Kennlinie der nichtlinearen Funktion muss punktsymmetrisch zum Ursprung
sein und darf nur im 1. und 3. Quadranten verlaufen.

3. Die Kennlinie muss momentan wirkend sein, darf also keinerlei Dynamik enthalten.

4. Der Mittelwert des Eingangssignal des nichtlinearen Elements (hier e;) muss Null
sein, denn sonst wére indirekt wiederum die zweite Voraussetzung verletzt. Diese
Bedingung erfordert entweder w = 0 oder dass G(s) einen Integrator-Anteil auf-
weist, der dazu fiihrt, dass bei Stabilitiat des geschlossenen Kreises der Gleichanteil
durch den Integrator kompensiert wird..

Nimmt man zur Analyse wiederum an, dass die offene Kette aus der Nichtlinearitat und
dem linearerem Tiefpass an der Stelle e; durch einen Sinus angeregt wird

e1(t) = éysin(wt), (10.3)
so ldsst sich es(t) in eine Fourier-Reihe zerlegen:
es(t) = ,, sin(vwt) + b, cos(vwt) (10.4)
v=1,3,...

Da die Kennlinie ungerade ist, enstehen auch nur ungerade Oberschwingungen. Dabei
berechnen sich die Fourierkoeffizienten mit 7" = %’r Zu:

9 (T
a, = —/ eo(t) sin(vwt)dt (10.5)
T Jo

b, = %/OTeg(t)cos(uwt)dt (10.6)

Diese Darstellung kann man auch in Betrag und Phase, d. h. Polarkoordinaten, fiir die
einzelnen Oberschwingungen umschreiben. Es gilt:

es(t) = Z éoy sin(vwt + ¢,) (10.7)

v=1,3,...
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by
mit €9, = /a2 +0b2 und tan(p,) = —
a

Die hier gewahlten Voraussetzungen fiir die Anwendung des Verfahrens erzwingen, dass
e1(t) und damit wegen der ungeraden Kennlinie auch ey(t) keinen Gleichanteil haben
kann. Somit wird by = 0. Weiterhin wird nur noch die Grundschwingung der Fourier-
zerlegung von eq(t) weiter betrachtet, da G(s) Tiefpasscharakter aufweist und damit alle
Oberschwingungen gegeniiber der Grundschwingung stark bedampft werden. Es ergibt
sich angenéhert fiir eo(t):

es(t) & ay sin(wt) + by cos(wt) (10.8)

Darin sind a; und b; die Fourier-Koeffizienten der Grundschwingung;:

b = % /O " ealt) sin(wt) (10.9)
b = % /0T62(t)cos(wt)dt (10.10)

In der Darstellung nach Betrag und Phase ergibt sich:

62(t) ~ égl sin(wt -+ (,01) (1011)
Werden die Zeitfunktionen e;(¢) und es(t) mit Hilfe der komplexen Exponentialfunktion
geschrieben, so lassen sie sich folgendermaflen darstellen:

ei(t) = (667" — &1e77) (10.12)

1
27
L j(wit+e1) 5 —j(wtt+er)
es(t) = oF (60167 WHPV) — gy eI WHTRL)) (10.13)
Die Beschreibungsfunktion N(é;) wird als komplexer Verstarkungsfaktor fiir das Am-
plitudenverhéltnis und die Phasenverschiebung der Grundschwingung definiert. Sie ist
abhéngig von der Amplitude é;) aber nicht von der Frequenz w. N(é;) berechnet sich als
Verhiltnis der komplexen Zeiger é,e?@t%1) und é,e7**:

é216j(wt+901) 5

. 21
€21 €a1 .
= —cos(p1) + j— sin(pq) (10.14)
€1 €1
i by .
= —+j—=a+jh (10.15)

€1 €1
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b
da COS(QOI) = Z—; und sin(gpﬁ = é_;

Falls die Kennlinie der nichtlinearen Funktion eindeutig ist und keine Hysterese aufweist,
so ist by = 0 und damit N(é;) reell.

Setzt man die Kennlinie K'(e;) in die Berechnung fiir die Fourierkoeffizienten der Be-

schreibungsfunktion ein, berechnen diese sich zu:

9 (T
o = — / K (61 sin(wt)) sin(wt)dt (10.16)
T61 0
2 T
by = — / K (é; sin(wt)) cos(wt)dt (10.17)
T€1 0

Mit der Substitution wt = £ vereinfacht sich die Gleichung zu:

o= 1 [ (e sin(6)) sin(e)de (10.18)
™1 Jo
2

blzwzl /0 K (61 sin(€)) cos(€)dé (10.19)

10.1 Begrenzer

Betrachten wir das Beispiel eines Begrenzers fiir das nichtlineare Element in Bild 10.1.
Dessen Kennlinie, sowie die Ein- und Ausgangskennlinien sind im folgenden Bild dar-
gestellt. Solange die Amplitude die Begrenzungsschwelle nicht erreicht, ergibt sich eine

lineare Verstérkung von V' = 2.
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10 Beschreibungs-Funktion

Ae

Bild 10.2: Ein- und Ausgangssignale bei der Begrenzerkennlinie

Bei der Berechnung der Beschreibungs-Funktion N miissen aus Symmetriegriinden nur

zwei Bereiche betrachtet werden. Da die Kennlinie eindeutig ist und keine Hysterese

aufweist, gilt auf jeden Fall b; = 0.

e Bereich 1: €1 < ejg

K(e1)

= a1

(10.20)

2 T
T / Véy sin(wt) sin(wt)dt  Subst.: wt = & (10.21)
0

(10.22)

(10.23)

(10.24)
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e Bereich 2: é; > ejg
Hier wird der Zeitverlauf von eq(t) in 6 Abschnitte aufgeteilt, in denen jeweils eine
geschlossene Formel fiir die Teilintegrale des Fourierkoeffizienten aufgestellt werden
kann:
e,(t)

A

I II IIT IV v VI

Bild 10.3: Kennlinie fiir e; > eqp

In den Bereichen I, III, IV und VT gilt:

K(ey(t)) = Véy sin(wt) (10.25)
In IT und V befindet sich die Kennlinie in der Bergrenzung und es(t) ist konstant:

K(ei(t)) = e (10.26)
Damit ergibt sich fiir den Fourierkoeffizienten folgende Gleichung:

ar = |4 /0 Véy sin®(wt)dt + 2 /t 1 €20 sin(wt)dt] (10.27)

Mit der Substitution wt = £ vereinfacht:

&1 m—£1
a; = 1 {4/ Véy sin®(€)d¢ + 2/ €20 sin(ﬁ)dﬁ} (10.28)
0

@ &1
Dabei ist §; = arcsin(%2).
Als Endergebnis fiir N(é;) ergibt sich nach Auswertung der Integrale:

2 | ey . €10 | €20 . €10
N(é) = = | —arcsin— + ——cos arcsin— (10.29)
™ L€10 €1 €1 €1

An der Grenze zwischen Bereich 1 und 2 ist ein stetiger Ubergang der beiden
Gleichungen. Beide liefern den Wert N(é;) = V.
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Somit ergibt sich fiir die Beschreibungsfunktion iiber beide Bereiche:

V= 2%8 fir él S €10,
N(éy) = ) (10.30)
Z [”—Oarcsm?ﬂ + 2 cos aresinge €1 > €1
T | e1o0 €1 €1 €1

Bild 10.4 zeigt den Verlauf in grafischer Form. Zum Vergleich ist der Verlauf der Be-
schreibungsfunktion des idealen Zweipunktgliedes gestrichelt dargestellt.

A
N (&) \
\
\

N\ C |deales Zweipunkiglied

_ Bereich 1 Bereich 2

b
L |

v

Bild 10.4: Verlauf von N(é;) fiir die Begrenzerfunktion und das Zweipunktglied

10.2 Zweipunktglied

Das Zweipunktglied kann als Grenzfall des Begrenzers bei sehr kleinem Linearverstér-
kungsbereich e;p — 0 bei konstanter Ausgangsamplitude eoq = const aufgefasst werden.
Mit der weiterhin eindeutigen Kennlinie bleibt die Beschreibungsfunktion reell und damit
bl =0:

T
N(é) = alz%/o eo(t) sin(wt)dt
1 T 27 4
= UO €20 sin(g)d@r[r —egosin(g)dg] = 7210 (10.31)

Der grafische Verlauf ist bereits in Bild 10.4 als einfache Hyperbel gestrichelt darge-
stellt.
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10.3 Grafische Auswertung

Fiir die grafische Interpretation der Stabilitdtsuntersuchung kommen wir auf den Aus-
druck (10.2) vom Anfang des Kapitels zuriick. Gibt es ein Paar s und é,, fiir das die
Gleichung @ + G(s) = 0 gilt, so ist das untersuchte System grenzstabil. Dieser so-
genannte Gleichgewichtspunkt, auch Harmonische Balance genannt, lasst sich grafisch
@ und G(s) in der komplexen
Ebene in einem Diagramm aufgetragen werden. In Bild 10.5 ist dies fiir den Begrenzer

ermitteln, indem die beiden komplexen Funktionen —

und zwei IT,-Glieder mit unterschiedlicher Verstirkung dargestellt.

4 Im
1 Grenz-
N(é1) é1 schwmg:ng
= < » Re
w
Gi(jo) G,(jo)

Bild 10.5: G- und —%-Ebene

Die G(s) sind von folgender Form:

v
- Tys(Tys +1)(Tzs + 1)

G(s) (10.32)

Bei Gy(s) ist V grofer als bei Ga(s). Fiir Gy gibt es keine Grenzschwingung, da sich
die beiden Ortskurven nicht schneiden. D.h., dass die Strecke fiir alle w und é; stabil
ist. Die Ortskurve von G; wiederum hat einen Schnittpunkt mit der Ortskurve von —%.
Fiir die an diesem Punkt geltenden Variablen w; und é; kommt es im Regelkreis zu
einer Dauerschwingung, auch Harmonische Balance genannt. Fiir alle Punkte, die links

des Schnittpunktes liegen, ist das System stabil. Der Bereich der —%—Linie, der sich
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rechts vom Punkt der Grenzschwingung befindet, wird von der Ortskurve des linearen
Streckenabschnitts umschlossen, und ist somit instabil (vgl. Nyquist-Kriterium). Liegt
ein Startzustand in diesem Abschnitt, so klingen die Amplituden solange auf, bis sie den
Zustand der Grenzschwingung erreicht haben.

Bei einem Zweipunktglied (Beschreibungs-Funktion siehe Bild 10.4) und einem doppelten
Integrator als Strecke ergibt sich Bild 10.6.

A @@

8,20
1 3

Ao

v

gvY

Bild 10.6: Zweipunktglied und I

Beide Kennlinien verlaufen auf der reellen Achse. Es kommt fiir jedes beliebige Varia-
blenpaar w, und é, zur Dauerschwingung. Fiir hohe Frequenzen ergeben sich dabei kleine
Amplituden. Dieses Ergebnis wurde auch schon vorher durch die Analyse im Zustands-
raum erzielt.

10.3.1 Begrenzerkennlinie mit Tot-Bereich

Die bereits untersuchte Begrenzerkennlinie lésst sich erweitern, indem ein Totbereich vor-
gesehen wird. Er ist gilt fiir eine Amplitude von a fiir das Eingangssignal. Der Begrenzer-
einsatz ist wiederum als ejq definiert. Mit dieser Parametrierung kénnen die Ergebnisse
auch fiir das Dreipunktglied ohne Hysterese verwendet werden. In diesem Fall muss nur
a = ey gesetzt werden. Die Kennlinie und die Zeitverlaufe des Ausgangssignals sind in
Bild 10.7 dargestellt. Die Beschreibungsfunktion ist aufgrund der eindeutigen Kennlinie
wiederum reell und muss in zwei Abschnitten integriert werden, wobei aus Symmetrie-
griinden nur eine viertel Periode integriert wird.

13

N@y) = a = Tgél /O ea(#) sin(wt)dt
&2 5
_ 4 e / [(é1 sin € — a] sin(€)de + / Cespsin(E)de (10.33)

Te1 €10 — A Jgy &2
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mit & = arcsin(g), & = arcsz’n(@) (10.34)
€1 €1

Fiir kleinere Eingangsamplituden miissen noch einige Félle unterschieden werden. Fiir
é1 < agilt N(é1) =0, fiir a < é; < eyg ist die Obergrenze des ersten Integrals 5 und das
zweite entfallt.

4 e=K(e) Aeyt)

Bild 10.7: Begrenzerkennlinie mit Tot-Bereich und zugehoriges Ausgangssignal

N(é1) = ﬁ (262 — 261 + sin 2§; —sin 28] +
10 —
4 4
B - [cos& — cos&y] + 0 cos & (10.35)
mé1(en — a) Teq

Die zugehorige Beschreibungs-Funktion ist in Bild 10.8 zusammen mit den Verldufen
der bereits frither berechneten Elemente (Begrenzer, ideales Zweipunktglied) dargestellt.
Wahlt man a — ey so erhélt man im Grenzfall die Beschreibungsfunktion des idealen
Dreipunktgliedes, die ebenfalls mit dargestellt ist.



120 10 Beschreibungs-Funktion

N(&)h
\
\
\ Ideales Zweipunktglied
\
P Begrenzer \
e N

Begrenzer
mit Totbereich

f f -l
A
a €10 er

Bild 10.8: Beschreibungs-Funktion des Begrenzers mit Tot-Bereich

Die Ortskurven ergeben folgendes Bild (Strecke ist I7T5):

®©

A > Re

Grenzschwingungen

Bild 10.9: Ortskurven fiir obiges Beispiel

Hierbei ist das System fiir Werte, die zwischen den beiden Grenzschwingungen liegen,
instabil und stabil fiir die restlichen Abschnitte.

10.3.2 Zweipunktglied mit Hysterese

Hysteresebehaftete Elemente weisen eine Besonderheit auf: Die Grundschwingung in e,
ist gegeniiber der sinusféormigen Anregeung e; phasenverschoben, weil eine gewisse Am-
plitude iiberwunden werden muss, bevor der Ausgang reagiert. Die Phasenverschiebung
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entsteht rein aufgrund von Amplitudenverhéltnissen und ist nicht frequenzabhéngig. Da-
mit kommt eine weitere einschrinkende Bedingung zum Tragen: Bei hysteresebehafteten
Elementen muss als Ergebnis der Analyse immer eine stabile Grenzschwingung entste-
hen, von der dann Amplitude und Frequenz abgeschéitzt werden kann oder Instabilitét
nachgewiesen werden. Entsteht keine Grenzschwingung, die die Hysterese symmetrisch
durchlauft, so kann mit dem Verfahren der Beschreibungsfunktion zunéchst keine Aus-
sage gemacht werden und es muss iiberpriift werden, ob weitere Voraussetzungen zur
Anwendung des Verfahrens verletzt sind. Es sei folgendes Element gegeben:

A

N[ iy (I

al [ Ja >

Bild 10.10: Zweipunktglied mit Hysterese

Bei Anregung mit einer Sinusfunktion ergeben sich folgende Zeitverlaufe des Eingangs-
und Ausgangssignals (Bild 10.11).

A €,6

_e20 -

Bild 10.11: Eingangs- und Ausgangsignale beim Zweipunktglied mit Hysterese

Es ist deutlich erkennbar, dass das Ausgangssignal gegeniiber dem Eingangssignal pha-
senverschoben ist. Diese Verschiebung wird fiir ¢, = a maximal, unmittelbar vor dem
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Aussetzen des zyklischen Durchlaufs der Hysterese schleife. Das Ausgangssignal ist in
seiner Grundschwingung dann genau 90° (%)zur Anregung phasenverschoben.

Die Beschreibungs-Funktion lautet:

4 —j arcsin(%
N(é,) = —20 i aresin() (10.36)

’7Té1

Um die Ortskurve zeichnen zu kénnen, wird dieser Ausdruck nochmals umgeformt:

B 1 _ _élﬂ— jarcsin(i)
N(él) 4620
= —Z;—; Cos(arcsin(%))—|—jsin(arcsin(é%))
e . a Lam
= ———cos(arcsin(—)) — —— 10.37
. cos(arcsin( ) — - (10.37)

Der Imaginérteil ist also unabhéngig von é; und damit konstant. Im folgenden Bild ist
die Ortskurve dargestellt.

pim DO

Bild 10.12: Zweipunktglied mit Hysterese und PT}

In Bild 10.12 ist die Ortskurve der Strecke, eines PT}-Glieds, eingetragen. Sie hat kei-
nen Schnittpunkt mit der Ortskurve des Zweipunktgliedes mit Hysterese, die ebenfalls
eingetragen ist. Daraus konnte man vorschnell auf eine Konvergenz und damit einen
stabilen Endzustand Schliefen. Dabei wird aber vernachléssigt, dass bei einem Hysteres-
ebehafteten Element die Breschreibungsfunktion nur fiir Amplituden é; definiert ist, die
die Hysterese iiberwinden. Somit ist in diesem Fall mit der Methode der Beschreibungs-
funktion keine Aussage iiber die Stabilitdt moglich, da sich die Definitionsbereiche der
Ortskurven nicht {iberschneiden.
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10.3.3 Dreipunktglied mit Hysterese

Das Dreipunktglied mit Hysterese weist zwei Hystereseschwellen auf. Es wird meist in
Verbindung mit einem nachgeschalteten Integrator, z. B. ein Stellmotor, der auf Vorwérts-
oder Riickwirtslauf angesteuert wird. Eine andere typische Anwendung ist bei Tempe-
raturregelstrecken mit Heizen / Kiihlen.

e2
—>»|| -a-a’ >

Bild 10.13: Dreipunktglied mit Hysterese

Beim Dreipunktglied sehen Zeitverlaufe der Eingangs- und Ausgangssignale bei sinusfor-
miger Anregung folgendermaflen aus:

4 €,6

P I
a’ +----F--

S N
@ e o

Bild 10.14: Eingangs- und Ausgangssignale beim Dreipunktglied

Als Ortskurvendarstellung ergibt sich Bild 10.15.
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gim ®©

» Re

Grenz-

schwingung

Bild 10.15: Dreipunktglied mit Hysterese und PTj

Wie schon in einem der vorherigen Beispiele gibt es auch hier Bereiche der Stabilitdt und
der Instabilitdt. Der gestrichelt dargestellte Abschnitt ist in diesem Fall instabil.
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11Stabilitatsuntersuchung nach
Ljapunov

Die Stabilitatsanalyse nach Ljapunov geht von einem nichtlinearen dynamischen System
mit konzentrierten Zustandsgrofien aus, wie es in Bild 11.1 gezeigt ist.

u
ey f(x,u) —
— N
—)
X

\

Bild 11.1: nichtlineares System

Es wird beschrieben durch die nichtlinearen Vektorfunktionen f(z,u) und g(z,u), die
das Eingangssignal u mit dem innereren Systemzustand z und dem Ausgangssignal y

verkniipfen:
T = f(z,u) (11.1)
y = g(z,u) (11.2)

In einer Ruhelage up, zp hat die Funktion f(z,u) eine Nullstelle, so dass die Ableitung
des Systemzustandes & verschwindet. Sie ist folgendermaflen definiert:

f(zg,up) =0 (11.3)

Jeder Ruhelage ist ein Paar aus Systemzustand z ; und Eingangsvektor uy zugeordnet, fiir
die die Gleichgewichtsbedingung erfiillt ist. Die Menge der Ruhelagen eines nichtlinearen
Systems kann geschlossene Bereiche bilden oder diskrete Punkte umfassen. Es kann auch
vorkommen, dass Bahnen oder Teilriume des Zustandsraumes existieren, in denen die
Gleichgewichtsbedingung Gl. 11.3 erfiillt ist. Der Begrift Gleichgewicht oder Ruhelage
darf nicht mit Stabilitdt verwechselt werden, denn es existieren sowohl stabile wie auch
instabile Ruhelagen, wie im Folgenden gezeigt wird.
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11.1 Beispiel zu Ruhelagen

Als Beispiel zur Erlauterung der Ruhelagen wird ein synthetisches mathematisches Bei-
spiel erster Ordnung in Gleichung 11.4 betrachtet. Ein Integrator besitzt eine lineare
Gegenkopplung und auflerdem eine Mitkopplung mit einer Funktion 13

dy
= k- = 11.4
= v4+y=u (11.4)

Diese Gleichung ist als Signalflussplan in Bild11.2 dargestellt.

v

Bild 11.2: System mit Nichtlinearitét in der Riickfiihrung

Die Menge der Gleichgewichtspunkte (ug, o) wird beschrieben durch Nullsetzen der Ab-
leitung in der Differenzialgleichung bestimmt.

dy

i
A 11.
o =0 (11.5)

uy = —k -y + Yo mit
Die im Gleichgewichtspunkt linearisierte Differenzialgleichung lautet:
d 3 2
—(=k-y+y)| =-3ky;+1. (11.6)

dy Yo

Die Stabilitdt oder Instabilitdt im Gleichgewichtspunkt wird durch die Stabilitdt der
linearisierten Differenzialgleichung im betreffenden Arbeitspunkt entschieden.

—3ky*+1 > 0 (11.7)
v < sk (11.8)

k
ol < /5 (11.9)
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Einsetzen des Gleichgewichtspunktes fithrt auf die Menge der stabilen Gleichgewichts-

punkte:
Kk
< k-y\/= - 11.1
< ks (LL.10)
1 k
3/2

Die Verhéltnisse sind in der folgenden Grafik darstellt.

Ay
Integrator

A\

: >
/ : u

instabil
Stabilitatsbereich instabil

Bild 11.3: Ubertragungsfunktion zeigt stabile und instabile Punkte

Betrachten wir zuerst die Stabilitdt innerhalb kleiner Bereiche um die Ruhelage. Dazu
wird der Systemzustand minimal variiert: z = x + Az. Der Ansteuervektor uy bleibe
konstant. Die Ruhelage wird als stabil bezeichnet, wenn der Wert der Ableitung & =
flz + Az, up) der Bewegung Az entgegen gerichtet ist:

flzg+Az,up) =0 fir Az—0 (11.12)

Fiir kleine Anderungen des Systemzustands liuft das System immer wieder in die Ruhe-
lage zuriick. Das im Punkt der Ruhelage linearisierte System ist stabil. Dies fithrt direkt
auf die schwéchste von drei Definitionen fiir die Stabilitdt von Ruhelagen:

e Schwiichste Stabilitdtsbedingung:

Eine Ruhelage heifit stabil, wenn zu jeder Auslenkung |z, — x| < € ein ¢ existiert,
so dass |z(t) — xzp| < 0 gilt fiir alle £ > ¢
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e Schirfere Stabilitatsbedingung:

Eine Ruhelage heif3t asymptotisch stabil, wenn sie stabil ist und eine Umgebung
um die Ruhelage 2 existiert, so dass aus |z, — x| < v folgt, dass der Systemzu-
stand z(t) gegen x konvergiert.

e Schirfste Stabilitédtsbedingung:

Eine asymptotisch stabile Ruhelage heifit global asymptotisch stabil, wenn besagte
Umgebung v unendlich grof} ist. Damit ist der gesamte Zustandsraum Einzugsbe-
reich der Ruhelage.

11.2 Beispiel I: Mathematisches Pendel

Eine Punktmasse ist an einem Fixpunkt iiber eine feste Lange [ drehbar gelagert. Hier
werden nur ebene Bewegungen betrachtet: Die Auslenkung kann also durch einen Winkel
beschrieben werden.

o m-g-sin¢p

Bild 11.4: Mathematisches Pendel

Das mathematische Pendel besitzt keine Anregung und es ist keine Reibung modelliert.
Somit verzehrt es wiahrend der Bewegung keine Energie und schwingt einmal angeregt
unendlich lange nach. Daher sind die Trajektorieren des Systemzustandes ungedédmpfte
Schwingungen, die auch fiir ¢ — oo nicht abklingen.

Es gibt in dem System nach Bild 11.4 zwei diskrete Ruhelagen. Die erste befindet sich
bei ¢ = 0, die zweite bei ¢ = 7. Hierauf lédsst sich die o.g. schwichste Stabilitdtsbedin-
gung anwenden. Danach ist Ruhelage 1 stabil, da das Pendel fiir kleine Auslenkungen
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niemals einen eingeschréankten Bereich verlédsst. Bei Ruhelage 2 jedoch reicht eine kleine
Abweichung, um grofle Auslenkungen, die auflerhalb der unmittelbaren Umgebung der
Ruhelage liegen, hervorzurufen. Die Ruhelage 2 ist damit instabil.

Nach Bild 11.4 gilt folgendes Momentengleichgewicht (Es wird von einem System ohne
Anregung ausgegangen):

> =0 = mi?$ + mglsin(p) = 0 (11.13)
Momente
=3 @+ %sin(go) =0
. g
& p=-7 sin(yp) (11.14)

Hierbei sind ¢ und ¢ die Zustandsgréfien des Systems und es ergibt sich die Zustands-
gleichung:

=2 -] )

Die Zustandsdarstellung zeigt Bild 11.5

System “Uberfahrt” die Ruhelage (v#0)
s ¢ dies ist nur durch Energiezufuhr von
auBen (hier: durch Ansto3en) mdglich

N
N/

/\/\

Bild 11.5: Zustandskurven beim mathematischen Pendel

11.3 Ljapunov-Stabilitat

Eine mathematische Methode zur Stabilitdtskontrolle von Ruhelagen nichtlinearer Sy-
steme ist die Untersuchung nach Ljapunov. Sie ist durch eine Energiebetrachtung moti-
viert: Nimmt die Gesamtenergie eines dynamischen Systems kontinuierlich ab, so wird
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der Systemzustand gegen eine Ruhelage konvergieren und diese Ruhelage ist eine stabile
Ruhelage. Als allgemeinere Betrachtung kann mathematisch eine skalare Potenzialfunk-
tion V(x) definiert werden. Damit sie gleiche Eigenschaften wie die Energiebetrachtung
aufweist, muss gelten:

1. V(z) >0 firalle x# x, (=V positiv definit)
2. V(ie)=0 < z=ugz,

Sind diese Bedingungen erfiillt, so kann mittels V' (x) die Stabilitat der Ruhelage tiberpriift
werden. Hierbei sei z der Zustandsvektor und z, die Ruhelage des zu untersuchenden
Systems.

Wird V als der Energie eines mathematischen Pendels aufgefasst, so lassen sich die Be-
dingungen sehr anschaulich erkldren. Die Gesamtenergie des Pendels setzt sich aus poten-
tieller und kinetischer Energie zusammen. Betrachten wir die Ruhelage 2 aus Bild 11.4.
Dort gilt, dass sowohl die potentielle, als auch die kinetische Energie gleich Null ist.
Als Umkehrschluss liasst sich sagen, dass die Gesamtenergie grofler als Null ist, fiir alle
Zustande, die von der Ruhelage abweichen (1. Bedingung). Befindet sich das Pendel in
der genannten Ruhelage, so ist logischerweise die Gesamtenergie gleich Null (2. Bedin-

gung).

Das Theorem von Ljapunov besagt:

1. ist V(z) positiv definit, so ist die Ruhelage instabil.

2. ist V(z) < 0 fiir alle z e M, wobei M eine fest definierte Umgebung von z, sei, so
ist die Ruhelage lokal stabil.

3. gilt V(g) < 0 fiir alle z e M, x # z,, so ist die Ruhelage lokal asymptotisch stabil.

Auch diese Aussagen lassen sich am Beispiel der Energiefunktion sehr gut verdeutlichen:
Wenn die Ableitung der Funktion V nach der Zeit grofler als Null ist, so bedeutet das
einen Anstieg der Energie. Die Ruhelage eines System mit ansteigender Energie ist somit
instabil (1. Aussage). Sinkt die Energie jedoch, wie es in den drei anderen Aussagen der
Fall ist, so lauft das System unweigerlich auf eine Ruhelage zu. Dies ist dquivalent mit
Stabilitét.

Das Theorem von Ljapunov stellt eine hinreichende Bedingung fiir Stabilitat dar. Leider
ist die Methode nach Ljapunov nicht konstruktiv. Wird keine Potenzialfunktion gefunden,
mit der die Stabilitat bewiesen werden kann, heifit das nicht zwangslaufig, dass iiberhaupt
keine existiert. Es kann daraus also nicht auf Instabilitdat geschlossen werden. Im folgenden
soll das Vorgehen an einem Beispiel erldutert werden.
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11.4 Beispiel Il: Nichtlinearer Schwinger

L

c | d

m $x1

Bild 11.6: Feder-Dampfer-System

In Bild 11.6 ist ein schwingfihiges System skizziert. Die Kennlinie der Federkraft F,. kann
dabei beliebig nichtlinear sein. Es gibt drei Kraftgleichungen in diesem System:

1. Federkraft: F, = f(z1)
2. Dampfungskraft: F; = di
3. Tragheitskraft: F, = mi,

Die Zustandsgrofien seien xqp und z9 = 7.

Z =0 = miy +diy + f(z1) =0

Krafte
. d . 1
~ B = ——a1 — —f(21)
m m
d 1
m m

Fiir die Ruhelage gilt: z; = 0,20 =0 — 2y = 0,25 =0
Betrachten wir nun die Energien des Systems:

e Kinetische Energie der trigen Masse:

1 1
Eyin = Em:'cf = meg (11.17)
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e Potentielle Energie der Feder:

Epotz/0 f(z)dz (11.18)

Eine lineare Feder mit der Federkonstanten cp hétte die Energie I, = %CFZB%

Daraus ergibt sich die Gesamtenergie:

E = Ek:in"'Epot

1
= §mx§ + Epot > 0 (11.19)

Fiir die Gesamtenergie sind sdmtliche Voraussetzungen fiir eine Ljapunov-Funktion er-
fiillt. E ist also eine giiltige Potenzialfunktion. Deswegen kann mit der Stabilitdtsunter-
suchung fortgefahren werden. Die zeitliche Anderung der Gesamtenergie ist:

. dFE dEan dE ot . dE ot dl'l

E — _— p — —p—

@ dat Lol g @
Kettenregel

Werden hier die Zustandsgleichungen eingesetzt, ergibt sich:

E = Mo <—%1}2 — %f(ﬂ?l)) -+ f($1>$2

= —drd < 0 fiir alle 1,20 € R (11.21)

Es ist zu beachten, dass F(z) = 0 auch fiir z # 0 auftritt, z.B. fiir , = 0 und z; beliebig.
Daher ist die 2. Aussage von Ljapunov erfiillt und

= Die Ruhelage 1 = 0,25 = 0 ist lokal stabil.

Wir haben damit mittels der Stabilitdtsuntersuchung nach Ljapunov die Stabilitét der
Ruhelage nachgewiesen, ohne eine einzige DGL 16sen zu miissen.
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11.5 Auffinden einer Ljapunov-Funktion

Bisher waren sdmtliche betrachteten Ljapunov-Funktionen Energiefunktionen. Das muss
jedoch nicht so sein, denn die Aussagen aus Kap. 11.3 sind allgemein giiltig. In der Regel
werden Ljapunov-Funktionen so gewahlt, dass sie verallgemeinerte quadratische Terme
enthalten. Drei Ansétze sind dabei besonders verbreitet:

1. V=21 +23+... (kreisférmige Hohenlinien)
2. V = \x? + Mgz + ... (achsenparallele Ellipsen)
3. V= Zz w1 Pixizr, mit Py, = Py, (gedrehte Ellipsen)

Der letzte Ansatz soll noch etwas naher erlautert werden:

fir n=3 ergibt sich:
V = Plll’% + PQQ:U% + ngl'g + 2P12£L‘1$2 + P13[L'11133 —+ 2P23£U21’3

als Matrix geschrieben:

Py - Py
P = : .
Pnl o Pnn
=V = ngz (P positiv definit, damit V' > 0) (11.22)

Ansatz Nr. 3 kann auch auf lineare Systeme angewendet werden:

z = Ax
V = z'Pz
=V = 2"Pi+i"Px
= 2'PAz+a2"APz=2"(PA+AP)z:=2"(—Q)z
Allgemein gilt:
Zu einer Matrix Q —PA — AP, positiv definit, existiert eine Matrix P, ebenfalls

positiv definit, wenn alle Elgenwerte von A einen negativen Realteil haben.

Wenn diese Bedingung erfiillt ist, so ist gilt V < 0 fiir alle z und das System ist somit
nach Ljapunov stabil.
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11.6 Beispiel Ill: Anwendung eines Ljapunov-Ansatzes

Es sei das System in Bild 11.7 gegeben.

Fix) |——1/" [

Y2 2
Fo(x,X,) =

Bild 11.7: Beispielsystem

AuBerdem sei F1(0) = 0 und F5(0) = 0. Damit ist 0 die Ruhelage. Aus den Ubertra-
gungsfunktionen der PTi-Glieder ergeben sich folgende Zustandsgleichungen:

1

'_ZTj:l -+ 1 =Y IIlit Y1 = F1<l’1, .732) (1123)
1

1. .

77962 + X2 = Yo mit  yo = F2(951, 902) (11-24)
2

iy = =Tz, + TV Fi (21, 22)
N (11.25)
to = —Toxe + ToFy(xq, 2)

Hierauf wird nun der Ljapunov-Ansatz der achsenparallelen Ellipsen angewendet:

. av
=V = E = 2/\1[E1j71 + 2)\21’}@2 (1127)

Nach einsetzen der DGLs aus (11.25) ergibt sich:
V = —2)\1T11'1[1'1 - Fl(ZEl,,Ig)] - 2)\2TQ!L’2[{L’2 - FQ(CEl, ZL‘Q)] (1128)

F1(1’17$2)] — Tl — Fy(x1, 22)

= —2)\1T11'%[1 -
T T2

] (11.29)
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Die geringste Anforderung fiir Stabilitit nach Ljapunov ist, dass V negativ semidefinit
ist. Deswegen miissen in (11.29) die Ausdriicke in den Klammern > 0 sein.

Ja ! F. !
L Ble) Lo Blonm) L (11.30)

T )

Wenn diese Bedingungen erfiillt sind, so ist das System nach Ljapunov stabil.
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12Popov-Kriterium

Ein weiteres Kriterium zur Stabilitétskontrolle ist das Popov-Kriterium. Nehmen wir das
folgende System als gegeben an:

Bild 12.1: nichtlineares System

Es setzt sich aus einem nichtlinearen Teil, der keine Dynamik aufweist, und einem linea-
ren dynamischen Teil zusammen. Ein Beispiel fiir die nichtlineare Kennlinie f(e) ist in
Bild 12.2 skizziert.

a f(e)

Gerade mit
< Steigung k

Bild 12.2: Beispiel fiir f(e)

Die Kennlinie darf sich nur im 1. und 3. Quadranten befinden. Ihre Steigung muss ins-
gesamt kleiner sein als die Steigung k einer beliebigen Geraden. k sollte derart gewé&hlt
werden, dass f(e) durch ke beschriankt wird. Die beliebige Gerade hat damit eine begren-
zende Funktion. Da f(e) zeitvariant sein darf, sind die einzigen Bedingungen, die erfiillt
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werden miissen:

|

! !
0 < f(e) < ke im positiven Bereich (12.1)
! !
ke < f(e) <0 im negativen Bereich (12.2)

Die Ubertragungsfunktion G(s) aus Bild 12.1 muss stabil sein (Re{s;} < 0) und darf
keinen Integrator beinhalten. Sind all diese Voraussetzungen erfiillt, so kann das Popov-
Kriterium zur Feststellung der Stabilitdt angewendet werden:

Popov-Kriterium: ~ Re {(1 + qjw)G(jw)} + 7 >0 (12.3)

q ist dabei ein beliebiger aber reeller Faktor, dessen Funktion spéter noch erlautert wird.
Gl (12.3) kann folgendermafen umgeformt werden:

Re{G(jw)} + qRe{jwG(jw)}+ % >0 (12.4)

mit  JwG(jw) = jwRe{G(jw)} — wIm{G(jw)}
Re{G(jw)} — quIm{G(jw)} +% >0 (12.5)

Nun wird die Ortskurve von G(jw) leicht modifiziert zur Popov-Ortskurve:
Gp(jw) = Re{G(jw)} + jwIm{G(jw)} = X +jY (12.6)
Damit lédsst sich das Popov-Kriterium umformulieren zu:
1
X—qY+E>0 (12.7)

Fiir den Grenzfall ergibt sich:

1
X—qY+E:0 (12.8)

1 1
Y=(X+= 12.9
- Q( +k> (12.9)

Dies ist die Gleichung der Geraden, die die Ortskurve begrenzen muss, damit Stabilitét
gewahrleistet ist. Die Steigung der Geraden lasst sich durch den Faktor ¢ einstellen.
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Mathematisch formuliert ergeben sich aus (12.7) die Stabilitétsbedingungen:

1 1
y <> <X+E> fir ¢>0 (12.10)
q
1l 1 .
Y > - (X + E) fir ¢<0 (12.11)
q

Grafisch ist der Zusammenhang in Bild 12.3 dargestellt.

A Y

q>0

AV

—

==,

Bild 12.3: Stabilitdt nach Popov

Stabilitdt nach Popov bedeutet in dieser Darstellung, dass die Ortskurve G p die begren-
zende Gerade nicht beriihren darf.
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