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Vorlesung
Tutorium

Zielgruppe

Inhalt

wWww

Freitag 12-14 Uhr, GW1-HS H0070
Mittwoch 12-14 Uhr, MZH 1380/1400

Betriebswirtschaftslehre

Wirtschaftswissenschaft

Wirtschaftsingenieurwesen Produktionstechnik
Modelle, Methoden und Algorithmen mit besonderer
Bedeutung in Theorie und Praxis

http://www.dil.biba.uni-bremen.de/
education.html
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» Warum ist die Reihenfolge bei der Produktionsplanung so )
schwierig? Literatur

Leistungsnachweis

Quelle: www.planungstafel.net
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» Wie beldadt man ein Containerschiff, um den Aufwand fiirs
Entladen gering zu halten?

Termine
5 Inhalte
Literatur

Leistungsnachweis

Quelle: www.wikipedia.org
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» Welchen Nutzen hat der Leonhard Euler (1707—-1783) fur Google
Street View?

Termine
7 Inhalte
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Leistungsnachweis

Quelle: www.friderizianer.de
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8 Inhalte
Literatur

» Wie ernahre ich mich richtig und zugleich kosten-minimal bei Leistungsnachweis
Burger King?

» Wie simuliert man Warteschlangen in der Mensa und lasst sich
dadurch die Wartezeit verkiirzen?

» Drei Personen teilen sich ein Taxi, wie verteilt man die
Fahrtkosten fair?

» Wie berechnet man die kiirzeste Route, um alle
Sehenswiirdigkeiten Bremens zu besuchen?




Struktur dieser Vorlesung

1. Lineare Optimierung, 4 LV

2. Graphentheorie, 3 LV

3. Ganzzahlige Optimierung, 3 LV

4. Simulation/Spieltheorie, 2 LV

77777
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Vertiefende Lehrveranstaltungen

Operations Research

> Optimierung wirtschaftswissenschaftlicher Prozesse (Pannek) o Pannek

» Modeling, Analysis, and Control of Dynamics in Logistics (Becker, o

Freitag, Pannek) . :UM
» Komplexe Netzwerke in Produktion und Logistik (Becker)
» Modellbasierte Gruppenentscheidungen (Buer)

» Optimierung in Produktion und Logistik (Buer)

> Projekt Logistik I/l (Buer, Kopfer)

» Okologische Transportplanung (Kopfer)

» Modellierung von Logistiksystemen (Kopfer)

» Modelle und Verfahren zur Optimierung des
Container-Hinterlandtransports (Kopfer)
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Leitung Tobias Sprodowski

Terming
11 Inhalte

Termin

Mi 12-14 Uhr, MZH 1380/1400
Unterlagen  StudIP

)
Tobias Sprodowski

Bitte fur Tutorien eines der folgenden Programme installieren:
» Microsoft Excel (27,-) mit Solver Add-In oder
» Open Office Calc / Libre Office Calc (kostenlos) oder
» Google Drive — Tabellenkalkulation (kostenlos)

Vorinstallieren

Software zum ersten Tutorium notwendig J



https://www3.zfn.uni-bremen.de/software/lizenzen/
http://www.openoffice.org/de/
https://drive.google.com/

Literatur
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» Werners (2013) Grundlagen des Operations Research, 3.
Auflage, Springer.

nh:
12 Literatur

Leistungsnachweis

» Domschke, Drexl (2005) Einflihrung in Operations Research, 6.
Auflage, Springer.

» Gerdts (2001) Mathematische Optimierungsverfahren des
Operations Research, de Gruyter.

> Nickel, Stein, Waldman (2014) Operations Research, 2. Auflage,
Springer.

» Suhl, Mellouli (2013) Optimierungssysteme, 3. Auflage, Springer.

» Neumann, Morlock (2005) Operations Research, 2. Auflage,
Hanser Fachbuch.



http://dx.doi.org/10.1007/978-3-642-40102-2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-662-48216-2
http://www.degruyter.com/view/product/119402
http://www.degruyter.com/view/product/119402
http://www.springer.com/us/book/9783642543678
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-642-38937-5

Leistungsnachweis
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Termine

Klausur Dauer 90 Minuten o

13 Leistungsnachweis
Termin 24.02.2017
Hilfsmittel Alles auSSer Telefon- und Internetjoker

Vorleistungen  Keine

Vorbereitung

Bulimie Lernen sinnlos, besser kontinuierlich mitarbeiten J




Griinde fiir den Kurs
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Termine

nhalte
Operations Research ...

Literatur

14 Leistungsnachweis

> ist praxisrelevant

» hat viele Anwendungsfelder

> bietet einen Methodenbaukasten
> vertieft eigene Rechenkenntnisse

» trainiert Umgang mit Schnittstellenproblemen
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Teil |

Quantitative Entscheidungsunterstiitzung




Inhalt der Vorlesung
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15 Entscheidungsunter-
stlitzung

Entscheidungsunterstitzung




Entscheidungsunterstitzung

Schritte zur Erflllung von (Management-)Aufgaben:
1. Planung / Entscheidungsvorbereitung

2. Entscheidung

3. Durchfihrung

4. Kontrolle

Planen/Entscheiden:

> Ziel(e) identifizieren
» Alle Handlungsalternativen kennen

» Auswahl einer Handlungsalternativen, die das Ziel am besten
erfullt

16
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Entscheidungsunter-
stlitzung



Operations Research, Modelle und Algorithmen

Operations Research

J. Pannek

Ziele des Operations Research (OR) R,

1. Vorbereitung méglichst optimaler Entscheidungen durch SITERE
Anwendung mathematischer Methoden

2. Uberfilhrung eines realen Entscheidungsproblems durch ein
Optimierungs- oder Simulationsmodell

3. Anwendung bzw. Entwicklung eines Algorithmus zur Lésung des
Modells

Modell

Zweckorientiertes, vereinfachtes Abbild der Realitat welches
hinsichtlich der interessierenden Eigenschaften strukturdhnlich ist.

Algorithmus

Handlungsvorschrift zur L6sung eines Problems




Inhalt der Vorlesung
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17 Beispiel Produktion-
sprogrammplanung

Beispiel Produktionsprogrammplanung




Beispiel Produktionsprogrammplanung 1/3

Parameter:
Mdobeltyp Produktionsdauer (in Stunden) Gewinn [GE]
Maschine 1 | Maschine 2 | Arbeitszeit
Stuhl 3,5 4 11 35
Bank 6 5 15 45
Tisch 8 6 20 65

Restriktionen:

» Maschine 1 ist fiir 120 Stunden pro Woche verfiigbar.
» Maschine 2 ist fiir 100 Stunden pro Woche verfugbar.
» Es gibt 7 Tischler, die je 40 Stunden pro Woche arbeiten.

» Tische sollen héchstens die Halfte aller produzierten Mébel
ausmachen.

(losommic
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18 Beispiel Produktion-
sprogrammplanung




Beispiel Produktionsprogrammplanung 2/3

Frage

Wie viele Mdbelstiicke sollen wir (innerhalb einer Woche)
produzieren, um unseren Wochengewinn zu maximieren?

Entscheidungen:
> Wie viele Stlihle sollen produziert werden? (xs)
> Wie viele Banke sollen produziert werden? (xg)
> Wie viele Tische sollen produziert werden? (xr)

Gewinn:
Parameter
f 35 45 65
z_ = f(x) =35xs + 45 xg + 65 x7

Zielfunktionswert Entscheidungsvariable

Ziel: Sinnvolle Werte fiir xs, xg, xr bei Gewinnmaximierung

19
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Beispiel Produktionsprogrammplanung 3/3

Vollstandiges lineares Modell

Optimierungsvorschrift
max Z = 35xs + 45xg + 65x71
u.d.N. 3.5xs + 6xg + 8xr < 120 (Maschine 1)

{

Nebenbedingungen 4xs + 5xg + 6x7 < 100 (Maschine 2)
11xs + 15xg + 20x7 < 7 - 40 (Arbeitszeit)
XT < Xs+ Xs
Xs >0
XB > 0
XT > 0

20
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Inhalt der Vorlesung
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Mathemai

Lineares

Optimierungsproblem

Mathematische Optimierung
Mathematisches Modell

Mathematisches Optimierungsproblem
Lineares Optimierungsproblem




Mathematisches Modell
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Mathematisches Modell

Sammlung von Variablen und Beziehungen zwischen Variablen zur
Beschreibung wichtiger Eigenschaften eines gegebenen Problems.

21 Mathematisches Modell

Wie konstruiert man ein mathematisches Modell?

Realitat Modell
validieren bearbeiten
Resultate Konsequenzen




Mathematisches Optimierungsproblem
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Optimierung
Ermittlung derjenigen zuldssigen Handlungsalternative, die einem
vorgegebenem Ziel am besten von allen Alternativen entspricht.
Mathematisches Modell
. . . 22 Mat_hema(isches
Mathematisches Optimierungsproblem optmienngsprosiem
O erungsproblem
max{f(x) : x € S}
v

1. x heiSSt Vektor von Entscheidungsvariablen
— reprasentiert ein oder mehrere Alternativen
2. S enthélt alle erlaubten x
— wird durch Restriktionen eingeschrankt
3. f(x) heiSSt Zielfunktion
— erlaubt Suche nach optimalem x




Wichtige Begriffe mathematischer Optimierungsprobleme
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Lésung

Eine L&sung ist eine Zuweisung von Werten zu allen
Entscheidungsvariablen.

Mathematisches Modell

23 Mathematisches
Optimierungsproblem

Mobel-Beispiel: X = (8,0,5) oder X = (3, 6,27) Optimir

Zulassige Lésung
Eine Losung heiSSt zuléssig, falls sie alle Restriktionen erfillt. J

Mobel-Beispiel: x = (8,0, 5) ist zuléssig, dagegen ist X = (3, 6,27)
unzuléssig.




Wichtige Begriffe mathematischer Optimierungsprobleme
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Wert/Zielfunktionswert
Der Wert einer zuléssigen Losung X ist ihr Zielfunktionswert z = f(x). J

Mobel-Beispiel: Fur x = (8,0, 5) ist der Zielfunktionswert e
7 = f(X) = £(8,0,5) = 35-8+45-0+65-5 = 605 FR

Optimale Lésung

Eine zulassige Losung eines Maximierungsproblems heiSSt optimal,
wenn ihr Wert mindestens so groSS ist wie der jeder anderen
zuldssigen Lésung.

Mdobel-Beispiel: Die Losung x* = (9.03225, 0,9.03225) ist optimal,
ihr Zielfunktionswert lautet 903.225.




Lineares Optimierungsproblem / Lineares Programm (LP)
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Lineares Optimierungsproblem
Ein mathematisches Optimierungsproblem

max{f(x) : x € S}

heiSSt linear, wenn
» die Entscheidungsvariablen beliebig teilbar (x € R"), o
» die Parameter deterministisch, und Optmieringspropler
» Zielfunktion f(x) und Nebenbedingungen linear sind.

Spezialfall: Lineare Gleichung
Eine Gleichung wird als lineare Gleichung bezeichnet, wenn gilt

flax + By) = af(x) + Bf(y)  Va,B €R.

Warum Fokus auf LPs? es gibt effiziente Losungsverfahren, hohe
Verbreitung bei Unternehmen




Allgemeine Struktur eines LP

Lineares Programm
Als lineares Programm in allgemeiner Form bezeichnen wir
max f(X) =C1X1 + ... + CaXn
u.d.N. ainXy+...+anxn < bj, firi=1,...,m
ainXy+...+anxn > by, fUri=mi+1,...,me
anX1+...+ampxn=>nb;, fliri=me+1,....m

Xx; >0, fireinigeoderallej=1,...,n

Gegeben:

Zielfunktionskoeffizienten: Ci,C2y...,Cn

Kapazitéten (,rechte Seite"): by, by, ..., bn

Koeffizientenmatrix: AT = (gy),i=1,...,mj=1,...
Gesucht:

Entscheidungsvariablen:  xi, Xz, ..., X,

y

(losommic
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Mathematisches Modell

Optimierungsproblem
26 Lineares
Optimierungsproblem




Zusammenfassung & Ausblick

Operations Research
J. Pannek
Fragen zur Wiederholung:
» Was versteht man unter den Begriffen/Konzepten Operations
Research, Modell, Algorithmus,
Entscheidungsunterstiitzung?
> Welche Strukturen charakterisieren ein Lineares Programm?

27 Zusammenfassung

» Wodurch zeichnet sich eine optimale Lésung aus?

Klausurrelevante Literatur

Domschke/Drexl: Kapitel 1.1, 1.2 und 2.1, oder Neumann/Morlock
Kapitel 0 und 1.1

Ausblick
» Tutorium: Modellierung einfacher LP
> Wie lassen sich LP grafisch I6sen?
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Teil Il

Lineare Optimierung | — Graphisches Lésungsverfahren
und Normalform




Wiederholung 1/2
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Lineares Optimierungsproblem
Ein mathematisches Optimierungsproblem

29 Wiederholung

max{f(x) : x € S}

heiSSt linear, wenn
> die Entscheidungsvariablen beliebig teilbar (x € R"),
» die Parameter deterministisch, und
» Zielfunktion f(x) und Nebenbedingungen linear sind.

Spezialfall: Lineare Gleichung
Eine Gleichung wird als lineare Gleichung bezeichnet, wenn gilt

flax + By) = af(x) + Bf(y)  Va,B€R.

— Warum Fokus auf LPs?




Wiederholung 2/2

Lineares Programm
Als lineares Programm in allgemeiner Form bezeichnen wir

max f(X) =C1X1 + ...+ CaXn

u.d.N. ainXy+...+anxn < bj, firi=1,...,m
ainXy+...+anxn > by, fUri=mi+1,...,me
anX1+...+ampxn=>nb;, fliri=me+1,....m

Xx; >0, fireinigeoderallej=1,...,n

y

Gegeben:

Zielfunktionskoeffizienten: Ci,C2y...,Cn

Kapazitéten (,rechte Seite"): by, by, ..., bn

Koeffizientenmatrix: AT = (gy),i=1,...,mj=1,...
Gesucht:

Entscheidungsvariablen:  xi, Xz, ..., X,

(losommic
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Beispiel: Produktionsprogrammplanung 1/2

Problemstellung:

» Ein Unternehmen produziert zwei Produkte P; und Ps.
» Deckungsbeitrag (pro Stiick): Py liefert 3 GE, P. liefert 4 GE.

Restriktionen:
Ressourcen pro Stlick verfligbare
Produkt Py | Produkt P, | Ressourcen
Maschinestunden (h) 3 2 1200
Rohstoff (ME) 5 10 3000
Arbeitskraft (h) 0 0.5 125
Frage

Welches Produktionsprogramm maximiert den Gesamtgewinn?

vgl. Nickel/Stein/Waldman, Beispiel 1.2

(losommic
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Beispiel: Produktionsprogrammplanung 2/2
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1. Modellierung der Problemstellung als LP:

32 Beispiel Produktionspro-
grammplanung

maxz = f(X) = 3x1+ 4x ot
3x1+ 2x2 <1200 Maschinen (h) h
5x1+ 10x2 < 3000 Rohstoffe (ME)  (Il)
0.5x; <125  Arbeitszeit (h) (1
x1 >0 (V)
X2 >0 v)

2. Welche Anzahl x; von P; und x2 von P soll produziert werden?




Graphisches Lésungsverfahren — Uberblick

Algorithmus

Der Algorithmus (=Verarbeitungsvorschrift) sieht finf Schritte vor:

1.
2.

Bestimme die Menge M aller zuléssigen Losungen.

Zeichne eine Isogewinngerade.

. Verschiebe diese Isogewinngerade solange parallel in Richtung

des Gradienten von f(x) bis durch weiteren Verschub kein
weiterer zulassiger Punkt erreicht werden kann.

. Berechne die Koordinaten von x* = (X7, x3') durch Auflésen des

Gleichungssystems der aktiven Restriktionen.

Berechne z* = f(x{, x3), z* ist der optimale Zielfunktionswert.

(Qogbynamic

Operations Research

J. Pannek

Beispiel Produktionspro
grammplanung

33 Algorithmus

Beispiel




Schritt 1: Graphische Darstellung von Restriktionen

Operations Research
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Graphische Darstellung von Restriktionen

Flihre die folgenden Schritte fiir jede Restriktion des LP durch: P

1. Fasse Restriktion als Gleichung einer Geraden auf (d.h. mit =). s Agoritms

Beispie

2. Zeichne diese Gerade (z.B. Zweipunkt Methode).

3. Bestimme den relevanten Halbraum firr die Restriktion.

Erklarung

Punkte im relevanten Halbraum erflllen die ursprungliche Restriktion. )

Test

Wabhle Punkt, der nicht auf der Geraden ist. Ist die Ungleichung erfillt,
so ist der Punkt im relevanten Halbraum, andernfalls auSSerhalb.




Schritt 1: Beispiel 1/2
Darstellung der Restriktion (I) 3x1 4+ 2x2 < 1200

Operations Research

J. Pannek

Zeichne Restriktion (1): 3x; + 2x2 < 1200

1. Fasse (l) als Gleichung auf: 3x; + 2x,=1200 e

ammplanung
35 Algorithmus

2. Zeichne Gerade: Berechne z.B. zwei Punkte der Geraden: o
> Wahle x; = 0 = xp = 600 = Punkt 1 ist (0,600).
> Wihle x, = 0 = x; = 400 = Punkt 2 ist (400,0).

3. Bestimme relevanten Halbraum: Wahle einen beliebigen Punkt,
z.B. (0,0).

(0,0) erfillt (1), d.h. 3-0+ 2 - 0<1200, daher liegt (0,0) im
relevanten Halbraum.




Schritt 1: Beispiel 2/2

Darstellung der Restriktion (I) 3x; 4+ 2x, < 1200

X2

100 200 300 400 500 600 700

Problem
Es wird bislang nur eine Restriktion bertcksichtigt.

Xq

((chDynami(s

Operations Research

J. Pannek

Wiederholung
Graphische Losung
von LP

Beispiel Produktionspro-
grammplanung

36 Algorithmus

Beispiel

Eigenschaften
zuléssiger Lésungen

Normalform und Basis

Zusammenfassung



Schritt 1: Menge der zuldssigen Lésungen

Operations Research

J. Pannek

Definition (Menge aller zulassigen Lésungen)

Wir bezeichnen die Schnittmenge aller relevanten Halbrdume als die
Menge M aller zulédssigen Lésungen des LP.

Beispiel Produktionspro-
planung
37  Algorithmus
X2

Beispiel

600

500

400 Restriktion I, 11, 1ll, IV und V

300 Ps

200
100

Xq
Py 100 200 300 400 500 600 700




Schritt 2: Zeichne eine Isogewinngerade der Zielfunktion

Zeichne Isogewinngerade der Zielfunktion
> Ignoriere die Optimierungsvorschrift (min / max)
» Fasse Zielfunktion als Gleichung auf: z = ¢ x1 + c2x2

» Zeichne Isogewinngerade: Wahle einen beliebigen Wert z, flr
z und setze ein

Beachte: Alle Punkte auf einer Isogewinngeraden haben den
gleichen Zielfunktionswert.

Beispiel: Isogewinngerade fir Zielfunktion z = 3x; + 4x2
» Wabhle beliebigen Wert: z, = 600.

» Setze Gleichung: 3x; + 4x, = 600, d.h. alle Punkte haben
Zielfunktionswert 600.

» Bestimme Schnittpunkte: x;-Achse (200, 0); xo-Achse (0, 150).

(losommic
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Beispiel Produktion
rammplanun

38 Algorithmus

Beis




Schritt 2: Beispiel

Beispiel: Isogewinngerade flr Zielfunktion z = 3x; + 4x

X2

100

200 300 400

500 600

700

(chﬂynamits

Operations Research

J. Pannek

Wiederholung
Graphische Lésung
von LP

Beispiel Produktionspro
grammplanung

39 Algorithmus

Beispiel

Eigenschaften
zuléssiger Lésungen

Normalform und Basis

Zusammenfassung



Schritt 3: Verschiebe Isogewinngerade entlang Gradient

Operations Research
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Verschiebe Isogewinngerade S

» Bestimme die Steigung der Zielfunktion (Gradient) o Agoritmus

» Verschiebe die Isogewinngerade solange
» in Richtung des Gradienten (Maximierungsproblem), andernfalls

» in negative Richtung des Gradienten (Minimierungsproblem)

> bis die Isogewinngerade eine Lésung in einer Ecke tangiert und

> bei eine weiteren Verschiebung keine zulassigen Lésungen mehr
auf der Isogewinngeraden liegen wirden.




Schritt 3: Beispiel

Beispiel: Isogewinngerade flr Zielfunktion z = 3x; + 4x

X2

600

500

400 Gradient

300

200 Optimale Lésung

100 z3 = 1500

Xq
Py 100 200 300 400 500 600 700

M

(chﬂynamirs

Operations Research

J. Pannek

Wiederholung
Graphische Lésung
von LP

Beispiel Produktionspro
grammplanung

Algorithmus

Beispiel

Eigenschaften
zuléssiger Lésungen

Normalform und Basis

Zusammenfassung



Schritt 4: Ermittle Koordinaten einer optimalen Lésung

Operations Research

Beobachtung: Die gefundene optimale Lésung (Ecke) wird durch den

J. Pannek
Schnittpunkt (mindestens) zweier Restriktionsgeraden definiert.
Aktive Restriktion
Eine Restriktion ist fiir eine Lésung x aktiv, wenn x sie mit Gleichheit S
erfu”t 42 Algorithmus

Beispie

Theorem

Die optimale Lésung x* ist durch das Gleichungssystem der aktiven
Restriktionen gegeben.

Beispiel
Die Restriktionen (1) und (ll) sind aktiv. Es folgt:

3x7 + 2x5 = 1200 0
5x; + 10x3 = 3000 (I

Auflésen ergibt x; = 300 und x5 = 150.




Schritt 5: Berechne den optimalen Zielfunktionswert

Operations Research

J. Pannek

Auswertung: Setze optimale Lésung x in Zielfunktion f(x) ein.

Beispiel 5 s

X" = (X', x3) = (300, 150)

Einsetzen: z* = f(x{", x3) = (300, 150) = 3 - 300 + 4 - 150 = 1500

v

Ergebnis: Optimales Produktionsprogramm

Der maximale Deckungsbeitrag von z* = 1500 GE wird bei einer
Produktion von 300 Stlick von Produkt P; und 150 Stilick von Produkt
P, erreicht.

Damit ist ein gewinnmaximales Produktionsprogramm gefunden.




Graphisches Lésungsverfahren — Zusammenfassung

Algorithmus

1.
2.
3.

Bestimme die Menge M aller zuldssigen Losungen.
Zeichne eine Isogewinngerade.

Verschiebe diese Isogewinngerade solange parallel in Richtung
des Gradienten von f(x) bis durch weiteren Verschub kein
weiterer zulassiger Punkt erreicht werden kann.

. Berechne die Koordinaten von x* = (xj, x3') durch Auflésen des

Gleichungssystems der aktiven Restriktionen.

Berechne z* = f(x7, x3), z* ist der optimale Zielfunktionswert.

(Gogbynamic

Operations Research

J. Pannek

Beispiel Produktionspro
grammplanung
44 Algorithmus.

Beispiel




Mischungsproblem von Futtermittel in der Viehzucht

vgl. [DD, Kapitel 2.2]

Operations Research

Problemstellung: J Pk
» Ein Rind erhalt taglich eine Mischung aus zwei Futtersorten S;
und Sg.
» Die Tagesration soll den Tagesbedarf der Nahrstoffe I, Il und 11l o —
decken. e
Restriktionen: S
| Sorte Si | Sorte S; | Mindestbedarf
Nahrstoff | 29/kg 19/kg 6g
Nahrstoff Il 29/kg 4 g/kg 12g
Nahrstoff 111 09g/kg 4 g/kg 49
Preis 5 GE/kg | 7 GE/kg —
Frage
Welches Mischung ist bei Einhaltung der Nahrstoffmenge
kostenminimal?
des Mi: Neben Landwirtschaft auch Farben/Chemie (BASF), Metallurgie; &hnliche

Problemformulierung (kein LP) durch amerikanische Wissenschaftler als Erndhung von Soldaten vor WW2. Spater Nobelpreis. O
9



Mischungsproblem von Futtermittel — Lineares Optimie-

( LogDynamics
rungsmodell

Operations Research

J. Pannek

1. Modellierung der Problemstellung als LP: o T
min £(X) =5x1+7x, 5 e
2x1+ X2 > 6  Nahrstoff | (n
2x1+4x2 > 12 Nahrstoff Il (11
4x, > 4 Nahrstoff Il (1
X1 >0 (V)
X >0 (V)

2. Welche Anzahl x; von S; und x2 von S, soll verwendet werden?




Graphische Lésung des Futtermittel-Mischungsproblems

Operations Research

J. Pannek

Beispiel Produktionspro
grammplanung

Algorithmus
47 Beispiel
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Eigenschaften zulassiger Lésungen




Konvexitat und Linearkombination

Operations Research

J. Pannek

Linearkombination
Fir Vektoren x; € R" und Skalare \; ¢ R, i = 1,..., k, bezeichnet

K
y= Z AiX;
i=

48 Eigenschaften
zuléssiger Lésungen

eine Linearkombination.

Konvexe Linearkombination
Eine Linearkombination heiSSt konvex, wenn gilt

k
A>0Vi=1,... .k und Y N=1
i=1

Bei einer echten konvexen Linearkombination gilt zudem A; > 0.




Folgerung tiber die Menge zulissiger LP-Ldsungen

Operations Research

J. Pannek

Theorem
Fir jedes LP ist die Menge M der zuléssigen Lésungen konvex. J ) EE—

zuléssiger Lésungen

Ecke/Extrempunkt

Punkte einer konvexen Menge, die sich nicht als echte konvexe
Linearkombination darstellen lassen, heiSSen Ecke bzw.
Extrempunkt.

Satz — Eckensatz der linearen Optimierung

Wenn ein LP eine optimale Ldsung besitzt, dann ist auch mindestens
eine Ecke von M eine optimale Lésung.




Sonderfall 1 — Es existiert keine zulassige Lésung

Leere zulassige Menge

Ist die Menge M der zuldssigen Lésungen ist leer, d.h. M = (), so
existiert keine zuléassige Lésung.

Hintergrund: Die Restriktionen enthalten Widerspriiche.

X2
Ps

P>

X1
Py 1 2 Pag 4 5

Praxis: Prifen Modellierungsfehler? Alle Restriktionen wirklich nétig?

(chﬂynamic

Operations Research

J. Pannek

Wiederholung

Graphische Lésung
von LP

50 Eigenschaften

zuléssiger Lésungen
Normalform und Basis

Zusammenfassung



Sonderfall 2 — Unbeschrankter Lésungsraum

Operations Research

- - J. Pannek
Unbeschrénkter Lésungsraum e

Wiederholung

Ist die zuléssige Menge nichtleer, d.h. M # @, und unbeschrankt bzgl. T —
der Zielfunktion, d.h. sup z = co oder inf z = —o0, S0 existiert keine P
optimale Lésung.

@

Eigenschaften
zuléssiger Lésungen

Hintergrund: Die Restriktionen bilden kein Polyeder. e

Zusammenfassung

X2

Py 1 2 3 4 5

Praxis: Priifen Modellierungsfehler? Restriktionen vergessen?



Sonderfall 3 — Mehr als eine optimale Lésung

Duale Degeneriertheit
Das LP hat mehrere optimale Lésungen.

Hintergrund: Eine Restriktion ist parallel zur Isogewinngeraden.

X2

Gradient

Optimale Lésungen

X1
Py 1 2 3 4 5

Praxis: kein Handlungsbedarf

(chﬂynamia

Operations Research

J. Pannek

Wiederholung

Graphische Lésung
von LP

52 Eigenschaften

zuléssiger Lésungen
Normalform und Basis

Zusammenfassung



Sonderfall 4 — Redundanz von Restriktionen

Redundanz von Restriktionen

Mindestens eine Restriktion schneidet die zuldssige Menge nicht.

Hintergrund: Mindestens eine Restriktion ist Gberfllssig.

Xi+x <4

g +2% <

Py

1 Pa2 3 4 5

Praxis: Redundante Restriktion entfernen

(Qogbynamic

Operations Research

J. Pannek

53 Eigenschaften
zulassiger Lésungen




Sonderfall 5 — Primale Degeneriertheit

Operations Research

J. Pannek

Primale Degeneriertheit

Im n-dimensionalen Fall wird ein zulassiger Eckpunkt durch
mindestens n + 1 Hyperebenen definiert.

54 Eigenschaften
zulassiger Lésungen

Hintergrund: Mindestens eine Nebenbedingung ist Gberflissig.
X2

A

P, X1 +x <3

P3 Py

Xq

4
Y

Py 1 2 3 4 5

Praxis: kein Handlungsbedarf




Folgerungen

Operations Research

J. Pannek

Eckensatz der linearen Optimierung

Wenn ein LP eine optimale Lésung besitzt, dann ist auch mindestens
eine Ecke von M eine optimale Lésung.

55 Eigenschaften
zulassiger Lésungen

Konsequenz

Ein allgemeingliltiges (n > 2) Lésungsverfahren muss v.a. prifen, ob
die Sonderfalle 1 und 2 vorliegen und kann sich (im Wesentlichen) auf

die Berechnung von Ecken beschréanken. )

Erlauterung

Ist die zuldssige Menge weder leer noch unbeschrankt, dann existiert
in mindestens einer Ecke (Schnittpunkt zweier Restriktionsgeraden)
der konvexen L&sungsmenge eine Lésung.

Es kann sein, dass mehrere Lésungen optimal sind (Sonderfall 3)
oder dieselbe Lésung durch mehrere Ecken beschrieben wird
(Sonderfall 5).
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55 Normalform und Basis
Standardform

Normalform

Basis

Basislosung

Normalform und Basis
Standardform
Normalform
Basis
Zulassige Basislésung
Ecke




Standardform eines LP

Operations Research

J. Pannek
Lineares Programm in Standardform
Als lineares Programm in Standardform bezeichnen wir
max f(X) =CiX1 + ...+ CnXn 5 Standardform
u.d.N. anX1+...+apxn < b, firi=1,....,m pormeem

Basis

T Zulassige Basisldsung
x>0, furj=1,...,n

Ecke

Eigenschaften:
> Maximierungsproblem
» Nur Ungleichungsrestriktionen (kleiner gleich)

» Alle Entscheidungsvariablen sind vorzeichenbedingt




Regeln zur Transformation in Standardform

. Operations Research
» Ungleichungen: . Pannak

ainX1+...+anxn > b < —ainXy—...— anXn < —b
» Zielfunktion:
minz = f(X) <= max—z=—f(X)

» Gleichungen:

57  Standardform
Normalform
Basis

ige Basislosung

ainX1 + ...+ anXn > b;
anXi+...+apxn=b < ! nen =
ain Xt + ...+ anXn < b;

» Nichtnegativitat:
x €R
ist aquivalent zu den zwei neuen Variablen x’, x”" mit
X >0
X' >0

— x X"
X=X — X




Transformation in Normalform

Theorem

Jedes beliebige LP lasst sich in Normalform transformieren.

maxz = Ci1X1+ ...+ CnXn

u.d.N. ay X1+ ..+ apnXnt+ Xn41 = by
anXi+ ...+ apXnt Xn42 = b
amx1+ ...+  amnXn+ Xnim = bm
X1, e Xn, Xty  --- Xn+m > 0

@
&

(QogDynamic

Operations Research

J. Pannek

Standardform
Normalform

Basis

Zulassige Basislosung
Ecke



Interpretation der Schlupfvariablen

Operations Research

Schlupf J. Pannek

Eine Schlupfvariable x,.; misst den Schlupf der iten-Restriktion
ain Xy + ...+ anXn+Xnpi =bi = Xppi=bi—anxi —...— anXn

also den Umfang der nicht in Anspruch genommenen iten-Ressource.

Standardform

59 Normalform
Basis

Zulassige Basislosung

Beispiel: Maschinenstunden des Produktionsprogramms
3x1 + 2x2 <1200 Maschinen (h) (1
3x1 + 2x2 + x3 =1200 Maschinen (h) (I

Schlupfvariable misst die nicht verbrauchten Maschinenstunden.

Denomination:
> Xi,...,Xn nennt man Strukturvariablen.
» Xpid,-- -, Xnrm NENNt man Schlupfvariablen.




Basis eines LP-Modells 1/2

Operations Research

J. Pannek
Basis
Jede nichtsinguldre m x m-Matrix B eines LP in Normalform heiSSt
Basis und besteht aus den linear unabhéngigen Spalten von B.
Basis-/Nichtbasisvariablen - B
Die m Spalten von B definieren die Basisvariablen (BV). Zulassige Basiiosung

Ecke

Die restlichen n Variablen heiSSen Nichtbasisvariablen (NBV).

Beispiel — (I'), (II), (1I") des Produktionsprogramms

X3 21200—3X1 —2X2
X4 =3000—5x1 —10x2 = BV: x3, x4, x5, NBV: xq, X2
x5 = 125 —0.5x




Basis eines LP-Modells 2/2

Operations Research

Basislésung J. Pannek

Setze NBV auf 0. Dann nennen wir die erhaltene eindeutige Lésung
far eine Basis B Basislosung.

Beispiel (Fortsetzung)
NBV x; = 0, x» = 0 = Basislésung x = (0,0, 1200, 3000, 125). Standardiorm

Normalform

Basis

61 Zulassige Basislosung

Zuléssigkeit und Degeneriertheit
Eine Basislésung ist

> zulassig, falls alle BV der Basisldsung nichtnegative Werte
annehmen, sonst unzulassig;

» degeneriert, falls mindestens eine der BV in der Basislésung den
Wert 0 annimmt.

Beispiel (Fortsetzung)

Basisldsung x = (0, 0, 1200, 3000, 125) ist zulassig und
nicht-degeneriert.




Fir jede Ecke gibt es eine zulassige Basislésung

Theorem
Fir ein LP in Normalform sind die Ecken von M genau die zulassigen
Basislésungen.
X2
A
P2
600 4

Py

zuldssige Basislésung

100 200 300 400 500 600 700

>

Xq

(chﬂynamits

Operations Research

J. Pannek

Wiederholung

Graphische Lésung
von LP

Eig
Zulé

aften
Gsungen

Normalform und Basis
Standardform

Normalform

Basis

Zulassige Basisldsung

62  Ecke

Zusammenfassung



Zusammenfassung & Ausblick

Operations Research

Fragen zur Wiederholung: J. Pannek
» Wie kann ein LP mit zwei Variablen graphische gel6st werden?

» Wie kann ein beliebiges LP in Normalform transformiert werden?

» Wozu sind Schlupfvariablen zu erganzen?

63 Zusammenfassung

Klausurrelevante Literatur

Domschke/Drexl: Kapitel 2.2 und 2.3, oder Nickel/Stein/Waldman
Kapitel 1.4 und 1.5, oder Werner Kapitel 2.1 und 2.2.2, oder
Suhl/Mellouli Kapitel 2.2 und 2.3

Ausblick
» Tutorium: Graphische Lésung & Transformation

» Simplex-Verfahren: Domschke/Drex| Kapitel 2.4, oder Werner
Kapitel 2.2 und 3.1, oder Nickel/Stein/Waldman Kapitel 1.6 und
1.7, oder Suhl/Mellouli Kapitel 2.6




(Gogbynamic

Operations Research

J. Pannek

Teil 1l

Lineare Optimierung Il — Primales und Duales Simplex
Verfahren




Wiederholung 1/3 — Grafisches Lésungsverfahren

Problemstellung als LP:

maxZ = f(X) = 3x1+ 4xo

3x1+ 2x2 <1200 Maschinen (h)

5x1+ 10x2 < 3000 Rohstoffe (ME)
0.5x; <125  Arbeitszeit (h)

X2
A x; >0
Py
600 4 X2 >0
500 A
400 1 Gradient
300 7.
- ~
X Rg Pg
200 4 ) .
M NV Optimale Lésung
N ~
100 4 S 4 \\\ \\\ \\\ Z3 = 1500
~ ~ ~ ~
S S S P Pe X
> X

P 100 200 300 400 500 600 700

65

(losommic

Operations Research
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Wiederholung



Wiederholung 2/3 — 5 Sonderfélle

Mégliche Sonderfille:

1.

o M w0 D

Keine zulassige Losung, d.h. M =0

Unbeschrankter Losungsraum (mit Blick auf Zielfunktion)
Duale Degeneriertheit — mehrere optimale Lésungen
Redundante Restriktionen

Primale Degeneriertheit — Ecke durch mehr Restriktionen als
notig definiert

(losommic

Operations Research

J. Pannek

66 Wiederholung




Wiederholung 3/3 — Normalform

Theorem

Jedes beliebige LP Iasst sich durch Transformationsvorschriften in
Normalform mit n Strukturvariablen, m Schlupfvariablen sowie m
Restriktionen schreiben.

maxz = Ci1X1+ ...+ CnXn

u.d.N. aj X1+ ...+ apxnt+ X1 = by
a1Xy+ ...+ @pXnt Xnt2 = b
amxi+ ...+  amnxn+ Xnem = bm
X1, Sy Xn, Xnt1, .- Xn+m > 0

(Gogbynamic

Operations Research

J. Pannek

67 Wiederholung




Hintergrundfrage

LP aus der Praxis haben haufig sehr viele
Entscheidungsvariablen.

4

Wie kénnen wir LPs mit meht_‘_ als zwei
Entscheidungsvariablen l6sen?

(losommic

Operations Research

J. Pannek

68 Wiederholung
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Naiver Ansatz zur Berechnung einer optimalen Lésung

Beispiel fir Arbeitsweise des Simplex-Verfahrens




Uber LP wissen wir bereits . ..

Operations Research

J. Pannek

Optimale Lésung

69 Primales

Wenn eine optimale Lésung existiert, dann liegt auch in mindestens SIS

Basislosung und Ecke

einer Ecke des Lésungsraums M eine optimale Ldsung.

Basis-/Nichtbasisvariablen

Das Gleichungssystem eines LP in Normalform besteht aus n
Strukturvariablen und m Schlupfvariablen, aber lediglich aus m
Gleichungen.

Ecken und zulassige Basislésungen

Fir ein LP in Normalform sind die Ecken von M genau die zulassigen
Basislésungen.




Basisvariablen und Basisldsung

Operations Research

J. Pannek

Basis

Jede nichtsingulare m x m-Matrix B eines LP in Normalform heiSSt
Basis und besteht aus den linear unabhangigen Spalten von B.

70 Basislosung und Ecke

Naiver
Be

Basis-/Nichtbasisvariablen

Die m Spalten von B definieren die Basisvariablen (BV).
Die restlichen n Variablen heiSSen Nichtbasisvariablen (NBV).

Basislésung

Setze NBV auf 0. Dann nennen wir die erhaltene eindeutige Lésung
far eine Basis B Basislosung.

Zulassige Basislésung

Eine Basislésung ist zulassig, falls alle BV der Basislésung
nichtnegative Werte annehmen, sonst unzulassig.




Wie gelangt man von einer Ecke zur Basislésungen?

Operations Research

X2
J. Pannek
A
Py
600 1
max Z = 3x1 +4xo 500 1 71 Basisidsung und Ecke
st 38X +2x + X =1200 44 Bare
5x1 + 10x> + x4 = 3000 Ps st
0.5% + x5 = 125 SO P\ Ps
X17X27X37X47X520 200 1 Py Py
100
Ps Ps
T - - - + > + > Xq
Py 100 200 300 400 500 600 700
Frage: Wie lautet die Basislosung zu Py?
Ablesen: x; = 100, xo = 250 = Nichtbasisvariablen x4, x5
Einsetzen: x3 =400, x4 = x5 =0 Basisvariablen xq, X2, X3
Alle BV sind positiv, d.h. die Basislésung ist zulassig.




Wie kann man eine Basislésung berechnen?

Operations Research

J. Pannek

Problem
Ein LP in Normalform hat n + m Variablen und m Restriktionen, n »
Variablen sind nicht erklart. S

Idee

1. Setze nder n+ m Variablen x; gleich null.
2. Lése (falls méglich) das Gleichungssystem.

Produktionsprogrammplan vorherige Folie
Es gilt n = 2, m = 3. Setze z.B. x> und x4 auf den Wert 0.

Gleichungssystem auflésen ergibt x; = 600, xs = 125, x3 = —600.

Die Basislésung ist unzulassig (x3 < 0) und entspricht dem Punkt Ps.




Ein naiver Ansatz zur Berechnung einer optimalen Basis-

lsung 1/2

Operations Research

J. Pannek
Naiver Ansatz Basislosung und Ecke
1. Setze nder n+ m Variablen x; gleich null. - SZ‘lZiLlﬁSiLZ;;ﬁZI
optimalen Lésung
2. Lose (falls méglich) das Gleichungssystem. Eekpeliiyrisiiuae

3. Berechne fir jede Basislésung f(x).
4. Wahle ein optimales x aus.

Problem:

Es sind (”J;’”) mdgliche Basislésungen zu berechnen, flr die meisten
Praxisprobleme ist das viel zu aufwendig.

Onlinerechner flir Binomialkoeffizienten



http://jumk.de/kombinatorik/binomialkoeffizient.php

Ein naiver Ansatz zur Berechnung einer optimalen Basis-
: g einerop
I6sung 2/2

Operations Research

J. Pannek

Gegeben n = 2, m = 3: Dann existieren (*;°) = 10 mégliche

Basislésungen. Basisiosung und Ecke
74 Naiver Ansatz zur
NBV BV z = f(x) ey
Xy =X =0: | x3 =1200, x4 = 3000, x5 = 125 0 ot

Simplex-Verfahrens

X1 =x3=0: Xo = 600, x4 = —3000, x5 = —175 —
Xy = x4 = 0: Xo = 300, x3 = 600, x5 = —25 —
X1 = x5 =0: X = 250, x3 = 700, x4, = 500 1000
Xp = x3 = 0: x1 =400, x4 = 1000, x5 = 125 1200
Xo = x4 = 0: X1 = 600, x3 = —600, x5 = 125 —
X, = x5 = 0: | nichtésbar, da a', a%, a* lin. abhéngig —
X3 = x4 = 0: x; = 300, xo = 150, x5 = 50 1500
X3 = x5 = 0: Xy =2331/3,x, =250, x4 = —6662/3 —
X4 = x5 = 0: x1 = 100, xo = 250, x3 = 400 1300




Grafische Veranschaulichung von Basislésungen

Operations Research

J. Pannek

Wiederholung

Primales
Simplex-Verfahrens
Basislésung und Ecke
P2 75 Naiver Ansatz zur
600 1 Berechnung einer
optimalen Lésung

Beispiel fiir Arbeitsweise
500 des Simplex-Verfahrens

>

Das Simplex-Tableau

400 A Der primale
Simplex-Algorithmus

300 1

Der duale
Simplex-Algorithmus

200

Zusammenfassung &
Ausblick

100
Pe

Xq
Py 100 200 300 400 500 600 700




Exemplarische Arbeitsweise des Simplex-Verfahrens 1/4

Produktionsprogrammplanung — LP in Normalform:

maxz =3x1+ 4xo+0x3+0x4+0x5

3x1+ 2xo+x3 = 1200 (5]
5x1+ 10x2 +X4 = 3000 ()
0.5x2 +X5 = 125 nr)

X1, X2, X3, X4, X5 > 0 (IvV*)

Startpunkt:
x' = (0,0, 1200, 3000, 125) ist zulassige Basislésung mit NBV
X1 = X2 = 0und BV x3 = 1200, x4, = 3000, x5 = 125.
» Eine Erhdhung der Produktionsmenge x, um 1 flhrt zu einem
Anstieg des Zielfunktionswerts z um 4 GE (stdrkster Anstieg).

» Basierend auf x' kann die NBV x, um héchstens 250 Stiick
erhéht werden, andernfalls wird die Restriktion (I1I') verletzt. (I')
und (II') werden bei x. = 250 nicht verletzt.

» x5 wird von 125 auf 0 vermindert, damit (lII') eingehalten wird.

(losommic

Operations Research

J. Pannek

Basislosung und Ecke

optimalen Lésung
76 Beispiel fir Arbeitsweise
des Simplex-Verfahrens




Exemplarische Arbeitsweise des Simplex-Verfahrens 2/4

Operations Research

J. Pannek

» Der Wert von x, wird erhdht, der Wert von xs wird vermindert, d.h.
es erfolgt ein Basistausch, xs wird neue NBV, x, wird neue BV.

» Durch diesen Tausch gelangt man zu einer neuen Basislésung 2
bzw. zu einer neuen Ecke. = o

77  Beispiel fir Arbeitsweise

» Durchfiihrung des Basistausches: ceeSiplaSitiens

1. (IP) %xz + x5 = 125 wird nach x, = 250 — 2x5 umgeformt
2. Ergebnis wird ins Gleichungssystem z, (1)-(Ill) eingesetzt:

max Z = 3Xx4 —8x5+1000
33Xy  +X3 —4x5 = 700 ()]
5x4 +x4—20x5 = 500 ()
Xo +2x5 = 250 -y

Neue Basislésung: x? = (0,250, 700, 500, 0) mit z = 1000.




Exemplarische Arbeitsweise des Simplex-Verfahrens 3/4

Operations Research

J. Pannek

» Eine Erhéhung der Produktionsmenge x; um 1 flihrt zu einem
Anstieg des Zielfunktionswerts z um 3 GE (stdrkster Anstieg).

» Basierend auf x? kann die NBV x; um hdchstens 100 Stlick
erhéht werden, andernfalls wird die Restriktion (I1”) verletzt. (17)
worde erst bei xo > 233, 33 verletzt werden. o

78  Beispiel fiir Arbeitsweise

> x4 wird von 500 auf 0 vermindert, damit (l1”) eingehalten wird. cesbekitlciel ene
» Durchflihrung des Basistausches:
1. (") 5x1 + x4 — 20x5 = 500 wird nach x; = 100 — 1§X4 + 4xs
umgeformt
2. Ergebnis wird ins Gleichungssystem z, (I”)-(lII") eingesetzt:

maxZz = —3/5x4+4x5+1300
X3—3/5x4+8x5 = 400 ()]
Xq +1/5x4—4x5 = 100 (17
Xo +2x5 = 250 (ULS)

Neue Basislésung: x3 = (100, 250, 400, 0, 0) mit z = 1300.




Exemplarische Arbeitsweise des Simplex-Verfahrens 4/4

Operations Research

J. Pannek

» x5 kann um 50 erhdht werden (stédrkster Anstieg), wenn X3
vermindert wird.

» Durchfiihrung des Basistausches: s ‘

» . 1 3 - —
1. (I") X3 — 3/5x4 + 8x5 = 400 wird nach x5 = 50 — gx3 + z5X4 D S
umgeformt

2. Ergebnis wird ins Gleichungssystem z, (I”’)-(l1I"’) eingesetzt:

z=  —1/2x3+3/10x,  +1500
1/8x3—3/40x;+x5 = 50 &)
X1 +1/2x3—1/10x, =300 )
Xo—1/4x3+3/20x, = 150 )

Neue Basislésung: x* = (300, 150, 0,0, 50) mit z = 1500.




George Dantzig — Der 'Erfinder’ des Simplex-Algorithmus
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80  Beispiel fir Arbeitsweise
des Simplex-Verfahrens

George Dantzig'
1914 — 2005

Der Simplex-Algorithmus z&hlt zu den zehn einflussreichsten
mathematischen Verfahren des 20. Jahrhunderts.

Tamerikanische Mathematiker/Informatiker/Physiker
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Darstellung eines LP mit Hilfe eines Simplex-Tableaus 1/2

Gegeben: LP in Normalform mit Schlupfvariablen xz, x4, Xs:

maxZ =3xi+ 4xo+0x3-+0x4+0x5

3X1+ 2Xo-+X3 = 1200
5x1+ 10x +Xa = 3000
0.5x2 +Xs 125

X1, X2, X3, Xa, X5 > 0

Strukturvariablen  Schlupfvariablen
BV | x4 Xo X3 X4 X5 RS
x3 | 3 2 1 0 0 1200
X4 | 5 10 0 1 0 3000
xs | O 0.5 0 0 1 125
z | -3 -4 0 o0 0 0

Zielfunktion umformen: z = 3x; +4x> — z—3x;—4x =0
Basisvariablen bei Position der 1er in Einheitsvektoren

(losommic
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Darstellung eines LP mit Hilfe eines Simplex-Tableaus 2/2

Strukturvariablen

Schlupfvariablen

BV X1 X2 ... Xn | Xnp1 Xngo2 Xn+m
Xn+1 ai aiz ain 1 0 0 by
Xntm am amz amn 0 0 1 bm
z —Cc —C —Cn 0 0 0 0

Generierung des Tableaus

»> BV-Spalte: Variablen, die im aktuellen Tableau die Basisvariablen
bilden, definiert iber Einheitsvektoren

» Zelle rechts unten: Zielfunktionswert der aktuellen Basislésung

» z-Zeile: Umformung der Zielfunktion zu z — ¢1xy — ... — caxn = 0.
» Achtung: Es gilt x; > 0; wird nicht in Tableau vermerkt.

(losommic
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Interpretation eines Simplex-Tableaus

Operations Research

J. Pannek
Beantworten Sie unten stehenden Fragen fir das gegebene Tableau:
BV | x4 X X3 X4 Xs Xg X7 RS
X3 0 2 1 0 0 -20 4 35
X1 1 7 0 0 0 1 12 | 240 83 Das Simplex-Tableau
X4 0o -2 0 1 0 6 78 20
X5 0 4 0 0 1 2 5 90
z|5 B3 3 0 0 & 056

Welchen Wert hat die Zielfunktion?

Ist x; eine Basisvariable?

Ist xo eine Basisvariable?

Welchen Wert haben die Variablen x> und x4?

Wie heiSSen die Schlupfvariablen?

Wie lautet die Zielfunktion?

Wie verandert sich der z-Wert, wenn der Wert von x, um eins erhéht wird?

Wie verandert sich der z-Wert, wenn der Wert von x; um eins erhéht wird?

VVYyVYVYVVYVYYVYY

Bei Erhdhung welchen Variablenwertes andert sich der z-Wert am starksten?
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o B N =

Der primale Simplex-Algorithmus

Algorithmus 1: Primaler Simplex-Algorithmus

Input : zuldssige Basislésung flr ein LP in Normalform
Stelle Anfangstableau auf
while Abbruchbedingung (I oder 1) nicht erfillt do
Schritt 1: Wahle Pivotspalte t.
Schritt 2: Wéhle Pivotzeile s.
Schritt 3: Vollziehe Basistausch, d.h. erzeuge einen Einheitsvektor in
der Spalte t, sodass ay; = 1.
end
Output: optimaler Zielfunktionswert z* sowie eine optimale Lésung x*
oder Meldung Uber auf M unbeschrénkter Zielfunktion

(losommic
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Schritt 1: Wahle die Pivotspalte

Operations Research

J. Pannek

Primale Abbruchbedingung |

Falls in z-Zeile kein negativer Eintrag existiert, dann ist die optimale
Lésung gefunden und das Verfahren endet!

« 85 Der primale
Simplex-Algorithmus

Vollsténdiges Beispie

Primale Auswahlregel fir die Pivotspalte ¢

Betrachte z-Zeile und wahle die Spalte t in welcher der kleinste
negative Koeffizient steht.

(Falls es mehrere Spalten mit kleinstem negativen Koeffizienten gibt,
wéhle davon eine beliebige Spalte.)

» Die Spalte t heiSSt Pivotspalte.

» Die Variable x; ist NBV und soll in die Basis aufgenommen
werden.




Schritt 2: Wahle die Pivotzeile
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J. Pannek
Primale Abbruchbedingung Il
Sind in der Pivotspalte t alle Koeffizienten null oder negativ
(ar<0,i=1,...,m), dann endet das Verfahren. Der Lésungsraum ist
in diesem Fall unbeschrénkt (Sonderfall 2). 8 Der primale
o' Simplex-Algorithmus

Vollsténdiges Beispie

Primale Auswahlregel fir die Pivotzeile s

Betrachte alle positiven Koeffizienten a; der Pivotspalte t:
Wahle nun die Zeile s mit

bs o bj
— =minq —
ast ajt

» Die Zeile s heiSSt Pivotzeile. xs soll die Basis verlassen.

i:1,...,munda,-,>0}

» Das gemeinsame Element as; der Pivotzeile s und Pivotspalte t
heiSSt Pivotelement.




Schritt 3: Vollziehe Basistausch
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» Schritt 1 besagt, dass x; neue BV werden soll.
Schritt 2 besagt, dass daflir xs die Basis verlassen soll und NBV
wird.

87 Der primale
Simplex-Algorithmus

» Dies nennt man Basistausch. RIRETEEEREALE

» Zur Umsetzung des Basistausch ist in der Pivotspalte ¢ ein
Einheitsvektor mit ass = 1 zu erzeugen.

» Dazu verwendet man das GauSS-Jordan-Eliminationsverfahren
(alternativ: Dreiecksregel).

1. Dividiere alle Werte der Pivotzeile durch ag;.
Nun steht an der Position des Pivotelements eine 1.

2. Addiere das ap-fache der neuen Pivotzeile zur Zeile i (Vi, i # s).




Beispiel — Simplex-Tableau initialisieren

Gegebenes LP, liegt bereits in Normalform vor

maxZ =3xy+ 4xo+0x3+0x4+0x5

3X14— 2X2—FX3 = 1200
5x1+ 10x2 +Xy4 = 3000
0.5% Txs - 125

X1, X2, X3, X4, X5

Y

Initiales Tableau aufstellen (Algorithmus 1, Zeile 1):

BV | x Xo X3 X4 X5 RS
x3| 3 2 1 0 0] 1200
xs| 5 10 0 1 0| 3000
| 0 % 0 0 1 125

z|-3 -4 0 0 0 0

(losommic
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Beispiel — 1. Iteration primaler Simplex

Tableau vor 1. lteration:

by

BV | xq X2 X3 X4 Xs RS 3

x; | 3 2 1 0 0] 1200 20 =600

x| 5 10 0 1 0| 3000 3?30 300

11 125 _
xs | 0 11 0 0 1 125 435 =250
z| 3 44 0 0 O 0
Tableau nach 1. Iteration:
BV | x{ X2 x3 X4 X5 RS

() x3| 3 0 1 0 -4 700 (h-2-(0)
m x4/ 5 0 0 1 -20| 500 (l)y-10- ()
@ x| o 1 0 0 2| 250 2. (|||)
vy z[83 0 0 o0 8 | 1000  (IV) +4 - (1)

(losommic
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Beispiel — 2. Iteration primaler Simplex

Tableau vor 2. Iteration:

BV Xy Xo X3 Xa X5 RS %

X3 3 0 1 0 4] 700 730 =233]

X4 | 55 0 0 1 -20| 500 5% =100

X 0 1 0 0 2| 250 B0=o

z[-33 0 0 0 8] 1000
Tableau nach 2. Iteration:
BV | X1 Xx Xx3 X4 X5 RS

" x| 0 0 1 -3 8| 400 (I)-3-(I"
@ x| 1 0 0 i 4| 100 ()i
my x| 0 1 0 0 2| 250 (U)-0-(I"
vy z| o o o 2 -4]1300 (V)+3-(I"

90
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Beispiel — 3. Iteration primaler Simplex

Tableau vor 3. lteration:

BV | i X X3 Xq X5 RS a%"t

3| 0 o 1 -% 88| 400 2P=50

x| 1 0o o I 4] 10 —

| 0 1 0 0 2| 250 =125

z| o 0 o0 3 -44 | 1300
Tableau nach 3. Iteration:
BV | 1 xo X3 X4 X5 RS

m x| 0 0 g —z 1 50 (-1
@ x| 1 0 3 -4 0] 300 (IM)+4-()
my x| 0o 1 -1 2 0| 150 (WM)-2-(")
(Iv”) z| 0 0 3 2 0] 1500 (IV)+4- (")

91
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Beispiel — 4. Iteration primaler Simplex

Operations Research

J. Pannek

Tableau vor 4. Iteration:

BV | 1 x X3 X4 X5 RS
x| 0 0 3 -3 1 50
x| 1 0o § - o/ 300
1 3
X2 O 1 4 20 0 1 50 92 Vollstandiges Beispiel
z[ o o 5 3% 0] 1500

Alle ¢; > 0 = Primale Abbruchbedingung | erfillt
= Der Zielfunktionswert l&sst sich nicht mehr steigern.

Optimale Lésung aus 4. Tableau ablesen
» x* = (300, 150, 0, 0,50) mit einem maximalen Gewinn von 1500
GE