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Vorlesung
Tutorium

Zielgruppe

Inhalt

wWww

Freitag 12-14 Uhr, GW1-HS H0070
Mittwoch 12-14 Uhr, MZH 1380/1400

Betriebswirtschaftslehre

Wirtschaftswissenschaft

Wirtschaftsingenieurwesen Produktionstechnik
Modelle, Methoden und Algorithmen mit besonderer
Bedeutung in Theorie und Praxis

http://www.dil.biba.uni-bremen.de/
education.html

3

(losommic

Operations Research

J. Pannek

Termine

halte
Literatur
Leistungsnachwei


http://www.dil.biba.uni-bremen.de/education.html
http://www.dil.biba.uni-bremen.de/education.html

Fragestellungen der Vorlesung

(ngﬂynamic

Operations Research

J. Pannek
» Warum ist die Reihenfolge bei der Produktionsplanung so )
schwierig? Literatur

Leistungsnachweis

Quelle: www.planungstafel.net
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» Wie beldadt man ein Containerschiff, um den Aufwand fiirs
Entladen gering zu halten?

Termine
5 Inhalte
Literatur

Leistungsnachweis

Quelle: www.wikipedia.org
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» Welchen Nutzen hat der Leonhard Euler (1707—-1783) fur Google
Street View?

Termine
7 Inhalte

tur

Leistungsnachweis

Quelle: www.friderizianer.de
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8 Inhalte
Literatur

» Wie ernahre ich mich richtig und zugleich kosten-minimal bei Leistungsnachweis
Burger King?

» Wie simuliert man Warteschlangen in der Mensa und lasst sich
dadurch die Wartezeit verkiirzen?

» Drei Personen teilen sich ein Taxi, wie verteilt man die
Fahrtkosten fair?

» Wie berechnet man die kiirzeste Route, um alle
Sehenswiirdigkeiten Bremens zu besuchen?




Struktur dieser Vorlesung

1. Lineare Optimierung, 4 LV

2. Graphentheorie, 3 LV

3. Ganzzahlige Optimierung, 3 LV

4. Simulation/Spieltheorie, 2 LV

77777
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Vertiefende Lehrveranstaltungen

Operations Research

> Optimierung wirtschaftswissenschaftlicher Prozesse (Pannek) o Pannek

» Modeling, Analysis, and Control of Dynamics in Logistics (Becker, o

Freitag, Pannek) . :UM
» Komplexe Netzwerke in Produktion und Logistik (Becker)
» Modellbasierte Gruppenentscheidungen (Buer)

» Optimierung in Produktion und Logistik (Buer)

> Projekt Logistik I/l (Buer, Kopfer)

» Okologische Transportplanung (Kopfer)

» Modellierung von Logistiksystemen (Kopfer)

» Modelle und Verfahren zur Optimierung des
Container-Hinterlandtransports (Kopfer)
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Leitung Tobias Sprodowski

Terming
11 Inhalte

Termin

Mi 12-14 Uhr, MZH 1380/1400
Unterlagen  StudIP

)
Tobias Sprodowski

Bitte fur Tutorien eines der folgenden Programme installieren:
» Microsoft Excel (27,-) mit Solver Add-In oder
» Open Office Calc / Libre Office Calc (kostenlos) oder
» Google Drive — Tabellenkalkulation (kostenlos)

Vorinstallieren

Software zum ersten Tutorium notwendig J



https://www3.zfn.uni-bremen.de/software/lizenzen/
http://www.openoffice.org/de/
https://drive.google.com/

Literatur
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» Werners (2013) Grundlagen des Operations Research, 3.
Auflage, Springer.

nh:
12 Literatur

Leistungsnachweis

» Domschke, Drexl (2005) Einflihrung in Operations Research, 6.
Auflage, Springer.

» Gerdts (2001) Mathematische Optimierungsverfahren des
Operations Research, de Gruyter.

> Nickel, Stein, Waldman (2014) Operations Research, 2. Auflage,
Springer.

» Suhl, Mellouli (2013) Optimierungssysteme, 3. Auflage, Springer.

» Neumann, Morlock (2005) Operations Research, 2. Auflage,
Hanser Fachbuch.



http://dx.doi.org/10.1007/978-3-642-40102-2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-662-48216-2
http://www.degruyter.com/view/product/119402
http://www.degruyter.com/view/product/119402
http://www.springer.com/us/book/9783642543678
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-642-38937-5

Leistungsnachweis
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Termine

Klausur Dauer 90 Minuten o

13 Leistungsnachweis
Termin 24.02.2017
Hilfsmittel Alles auSSer Telefon- und Internetjoker

Vorleistungen  Keine

Vorbereitung

Bulimie Lernen sinnlos, besser kontinuierlich mitarbeiten J




Griinde fiir den Kurs
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Termine

nhalte
Operations Research ...

Literatur

14 Leistungsnachweis

> ist praxisrelevant

» hat viele Anwendungsfelder

> bietet einen Methodenbaukasten
> vertieft eigene Rechenkenntnisse

» trainiert Umgang mit Schnittstellenproblemen
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Teil |

Quantitative Entscheidungsunterstiitzung




Inhalt der Vorlesung
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15 Entscheidungsunter-
stlitzung

Entscheidungsunterstitzung




Entscheidungsunterstitzung

Schritte zur Erflllung von (Management-)Aufgaben:
1. Planung / Entscheidungsvorbereitung

2. Entscheidung

3. Durchfihrung

4. Kontrolle

Planen/Entscheiden:

> Ziel(e) identifizieren
» Alle Handlungsalternativen kennen

» Auswahl einer Handlungsalternativen, die das Ziel am besten
erfullt

16
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Entscheidungsunter-
stlitzung



Operations Research, Modelle und Algorithmen

Operations Research

J. Pannek

Ziele des Operations Research (OR) R,

1. Vorbereitung méglichst optimaler Entscheidungen durch SITERE
Anwendung mathematischer Methoden

2. Uberfilhrung eines realen Entscheidungsproblems durch ein
Optimierungs- oder Simulationsmodell

3. Anwendung bzw. Entwicklung eines Algorithmus zur Lésung des
Modells

Modell

Zweckorientiertes, vereinfachtes Abbild der Realitat welches
hinsichtlich der interessierenden Eigenschaften strukturdhnlich ist.

Algorithmus

Handlungsvorschrift zur L6sung eines Problems




Inhalt der Vorlesung
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17 Beispiel Produktion-
sprogrammplanung

Beispiel Produktionsprogrammplanung




Beispiel Produktionsprogrammplanung 1/3

Parameter:
Mdobeltyp Produktionsdauer (in Stunden) Gewinn [GE]
Maschine 1 | Maschine 2 | Arbeitszeit
Stuhl 3,5 4 11 35
Bank 6 5 15 45
Tisch 8 6 20 65

Restriktionen:

» Maschine 1 ist fiir 120 Stunden pro Woche verfiigbar.
» Maschine 2 ist fiir 100 Stunden pro Woche verfugbar.
» Es gibt 7 Tischler, die je 40 Stunden pro Woche arbeiten.

» Tische sollen héchstens die Halfte aller produzierten Mébel
ausmachen.

(losommic

Operations Research

J. Pannek

18 Beispiel Produktion-
sprogrammplanung




Beispiel Produktionsprogrammplanung 2/3

Frage

Wie viele Mdbelstiicke sollen wir (innerhalb einer Woche)
produzieren, um unseren Wochengewinn zu maximieren?

Entscheidungen:
> Wie viele Stlihle sollen produziert werden? (xs)
> Wie viele Banke sollen produziert werden? (xg)
> Wie viele Tische sollen produziert werden? (xr)

Gewinn:
Parameter
f 35 45 65
z_ = f(x) =35xs + 45 xg + 65 x7

Zielfunktionswert Entscheidungsvariable

Ziel: Sinnvolle Werte fiir xs, xg, xr bei Gewinnmaximierung

19

(losommic

Operations Research

J. Pannek

Beispiel Produktion-
sprogrammplanung



Beispiel Produktionsprogrammplanung 3/3

Vollstandiges lineares Modell

Optimierungsvorschrift
max Z = 35xs + 45xg + 65x71
u.d.N. 3.5xs + 6xg + 8xr < 120 (Maschine 1)

{

Nebenbedingungen 4xs + 5xg + 6x7 < 100 (Maschine 2)
11xs + 15xg + 20x7 < 7 - 40 (Arbeitszeit)
XT < Xs+ Xs
Xs >0
XB > 0
XT > 0

20
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Inhalt der Vorlesung
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Mathemai

Lineares

Optimierungsproblem

Mathematische Optimierung
Mathematisches Modell

Mathematisches Optimierungsproblem
Lineares Optimierungsproblem




Mathematisches Modell
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Mathematisches Modell

Sammlung von Variablen und Beziehungen zwischen Variablen zur
Beschreibung wichtiger Eigenschaften eines gegebenen Problems.

21 Mathematisches Modell

Wie konstruiert man ein mathematisches Modell?

Realitat Modell
validieren bearbeiten
Resultate Konsequenzen




Mathematisches Optimierungsproblem
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Optimierung
Ermittlung derjenigen zuldssigen Handlungsalternative, die einem
vorgegebenem Ziel am besten von allen Alternativen entspricht.
Mathematisches Modell
. . . 22 Mat_hema(isches
Mathematisches Optimierungsproblem optmienngsprosiem
O erungsproblem
max{f(x) : x € S}
v

1. x heiSSt Vektor von Entscheidungsvariablen
— reprasentiert ein oder mehrere Alternativen
2. S enthélt alle erlaubten x
— wird durch Restriktionen eingeschrankt
3. f(x) heiSSt Zielfunktion
— erlaubt Suche nach optimalem x




Wichtige Begriffe mathematischer Optimierungsprobleme
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Lésung

Eine L&sung ist eine Zuweisung von Werten zu allen
Entscheidungsvariablen.

Mathematisches Modell

23 Mathematisches
Optimierungsproblem

Mobel-Beispiel: X = (8,0,5) oder X = (3, 6,27) Optimir

Zulassige Lésung
Eine Losung heiSSt zuléssig, falls sie alle Restriktionen erfillt. J

Mobel-Beispiel: x = (8,0, 5) ist zuléssig, dagegen ist X = (3, 6,27)
unzuléssig.




Wichtige Begriffe mathematischer Optimierungsprobleme
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Wert/Zielfunktionswert
Der Wert einer zuléssigen Losung X ist ihr Zielfunktionswert z = f(x). J

Mobel-Beispiel: Fur x = (8,0, 5) ist der Zielfunktionswert e
7 = f(X) = £(8,0,5) = 35-8+45-0+65-5 = 605 FR

Optimale Lésung

Eine zulassige Losung eines Maximierungsproblems heiSSt optimal,
wenn ihr Wert mindestens so groSS ist wie der jeder anderen
zuldssigen Lésung.

Mdobel-Beispiel: Die Losung x* = (9.03225, 0,9.03225) ist optimal,
ihr Zielfunktionswert lautet 903.225.




Lineares Optimierungsproblem / Lineares Programm (LP)
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Lineares Optimierungsproblem
Ein mathematisches Optimierungsproblem

max{f(x) : x € S}

heiSSt linear, wenn
» die Entscheidungsvariablen beliebig teilbar (x € R"), o
» die Parameter deterministisch, und Optmieringspropler
» Zielfunktion f(x) und Nebenbedingungen linear sind.

Spezialfall: Lineare Gleichung
Eine Gleichung wird als lineare Gleichung bezeichnet, wenn gilt

flax + By) = af(x) + Bf(y)  Va,B €R.

Warum Fokus auf LPs? es gibt effiziente Losungsverfahren, hohe
Verbreitung bei Unternehmen




Allgemeine Struktur eines LP

Lineares Programm
Als lineares Programm in allgemeiner Form bezeichnen wir
max f(X) =C1X1 + ... + CaXn
u.d.N. ainXy+...+anxn < bj, firi=1,...,m
ainXy+...+anxn > by, fUri=mi+1,...,me
anX1+...+ampxn=>nb;, fliri=me+1,....m

Xx; >0, fireinigeoderallej=1,...,n

Gegeben:

Zielfunktionskoeffizienten: Ci,C2y...,Cn

Kapazitéten (,rechte Seite"): by, by, ..., bn

Koeffizientenmatrix: AT = (gy),i=1,...,mj=1,...
Gesucht:

Entscheidungsvariablen:  xi, Xz, ..., X,

y

(losommic
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Mathematisches Modell

Optimierungsproblem
26 Lineares
Optimierungsproblem




Zusammenfassung & Ausblick

Operations Research
J. Pannek
Fragen zur Wiederholung:
» Was versteht man unter den Begriffen/Konzepten Operations
Research, Modell, Algorithmus,
Entscheidungsunterstiitzung?
> Welche Strukturen charakterisieren ein Lineares Programm?

27 Zusammenfassung

» Wodurch zeichnet sich eine optimale Lésung aus?

Klausurrelevante Literatur

Domschke/Drexl: Kapitel 1.1, 1.2 und 2.1, oder Neumann/Morlock
Kapitel 0 und 1.1

Ausblick
» Tutorium: Modellierung einfacher LP
> Wie lassen sich LP grafisch I6sen?
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Teil Il

Lineare Optimierung | — Graphisches Lésungsverfahren
und Normalform




Wiederholung 1/2

Operations Research

J. Pannek

Lineares Optimierungsproblem
Ein mathematisches Optimierungsproblem

29 Wiederholung

max{f(x) : x € S}

heiSSt linear, wenn
> die Entscheidungsvariablen beliebig teilbar (x € R"),
» die Parameter deterministisch, und
» Zielfunktion f(x) und Nebenbedingungen linear sind.

Spezialfall: Lineare Gleichung
Eine Gleichung wird als lineare Gleichung bezeichnet, wenn gilt

flax + By) = af(x) + Bf(y)  Va,B€R.

— Warum Fokus auf LPs?




Wiederholung 2/2

Lineares Programm
Als lineares Programm in allgemeiner Form bezeichnen wir

max f(X) =C1X1 + ...+ CaXn

u.d.N. ainXy+...+anxn < bj, firi=1,...,m
ainXy+...+anxn > by, fUri=mi+1,...,me
anX1+...+ampxn=>nb;, fliri=me+1,....m

Xx; >0, fireinigeoderallej=1,...,n

y

Gegeben:

Zielfunktionskoeffizienten: Ci,C2y...,Cn

Kapazitéten (,rechte Seite"): by, by, ..., bn

Koeffizientenmatrix: AT = (gy),i=1,...,mj=1,...
Gesucht:

Entscheidungsvariablen:  xi, Xz, ..., X,

(losommic
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Beispiel: Produktionsprogrammplanung 1/2

Problemstellung:

» Ein Unternehmen produziert zwei Produkte P; und Ps.
» Deckungsbeitrag (pro Stiick): Py liefert 3 GE, P. liefert 4 GE.

Restriktionen:
Ressourcen pro Stlick verfligbare
Produkt Py | Produkt P, | Ressourcen
Maschinestunden (h) 3 2 1200
Rohstoff (ME) 5 10 3000
Arbeitskraft (h) 0 0.5 125
Frage

Welches Produktionsprogramm maximiert den Gesamtgewinn?

vgl. Nickel/Stein/Waldman, Beispiel 1.2

(losommic
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Beispiel: Produktionsprogrammplanung 2/2
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1. Modellierung der Problemstellung als LP:

32 Beispiel Produktionspro-
grammplanung

maxz = f(X) = 3x1+ 4x ot
3x1+ 2x2 <1200 Maschinen (h) h
5x1+ 10x2 < 3000 Rohstoffe (ME)  (Il)
0.5x; <125  Arbeitszeit (h) (1
x1 >0 (V)
X2 >0 v)

2. Welche Anzahl x; von P; und x2 von P soll produziert werden?




Graphisches Lésungsverfahren — Uberblick

Algorithmus

Der Algorithmus (=Verarbeitungsvorschrift) sieht finf Schritte vor:

1.
2.

Bestimme die Menge M aller zuléssigen Losungen.

Zeichne eine Isogewinngerade.

. Verschiebe diese Isogewinngerade solange parallel in Richtung

des Gradienten von f(x) bis durch weiteren Verschub kein
weiterer zulassiger Punkt erreicht werden kann.

. Berechne die Koordinaten von x* = (X7, x3') durch Auflésen des

Gleichungssystems der aktiven Restriktionen.

Berechne z* = f(x{, x3), z* ist der optimale Zielfunktionswert.

(Qogbynamic

Operations Research

J. Pannek

Beispiel Produktionspro
grammplanung

33 Algorithmus

Beispiel




Schritt 1: Graphische Darstellung von Restriktionen

Operations Research
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Graphische Darstellung von Restriktionen

Flihre die folgenden Schritte fiir jede Restriktion des LP durch: P

1. Fasse Restriktion als Gleichung einer Geraden auf (d.h. mit =). s Agoritms

Beispie

2. Zeichne diese Gerade (z.B. Zweipunkt Methode).

3. Bestimme den relevanten Halbraum firr die Restriktion.

Erklarung

Punkte im relevanten Halbraum erflllen die ursprungliche Restriktion. )

Test

Wabhle Punkt, der nicht auf der Geraden ist. Ist die Ungleichung erfillt,
so ist der Punkt im relevanten Halbraum, andernfalls auSSerhalb.




Schritt 1: Beispiel 1/2
Darstellung der Restriktion (I) 3x1 4+ 2x2 < 1200

Operations Research

J. Pannek

Zeichne Restriktion (1): 3x; + 2x2 < 1200

1. Fasse (l) als Gleichung auf: 3x; + 2x,=1200 e

ammplanung
35 Algorithmus

2. Zeichne Gerade: Berechne z.B. zwei Punkte der Geraden: o
> Wahle x; = 0 = xp = 600 = Punkt 1 ist (0,600).
> Wihle x, = 0 = x; = 400 = Punkt 2 ist (400,0).

3. Bestimme relevanten Halbraum: Wahle einen beliebigen Punkt,
z.B. (0,0).

(0,0) erfillt (1), d.h. 3-0+ 2 - 0<1200, daher liegt (0,0) im
relevanten Halbraum.




Schritt 1: Beispiel 2/2

Darstellung der Restriktion (I) 3x; 4+ 2x, < 1200

X2

100 200 300 400 500 600 700

Problem
Es wird bislang nur eine Restriktion bertcksichtigt.

Xq

((chDynami(s

Operations Research

J. Pannek

Wiederholung
Graphische Losung
von LP

Beispiel Produktionspro-
grammplanung

36 Algorithmus

Beispiel

Eigenschaften
zuléssiger Lésungen

Normalform und Basis

Zusammenfassung



Schritt 1: Menge der zuldssigen Lésungen

Operations Research

J. Pannek

Definition (Menge aller zulassigen Lésungen)

Wir bezeichnen die Schnittmenge aller relevanten Halbrdume als die
Menge M aller zulédssigen Lésungen des LP.

Beispiel Produktionspro-
planung
37  Algorithmus
X2

Beispiel

600

500

400 Restriktion I, 11, 1ll, IV und V

300 Ps

200
100

Xq
Py 100 200 300 400 500 600 700




Schritt 2: Zeichne eine Isogewinngerade der Zielfunktion

Zeichne Isogewinngerade der Zielfunktion
> Ignoriere die Optimierungsvorschrift (min / max)
» Fasse Zielfunktion als Gleichung auf: z = ¢ x1 + c2x2

» Zeichne Isogewinngerade: Wahle einen beliebigen Wert z, flr
z und setze ein

Beachte: Alle Punkte auf einer Isogewinngeraden haben den
gleichen Zielfunktionswert.

Beispiel: Isogewinngerade fir Zielfunktion z = 3x; + 4x2
» Wabhle beliebigen Wert: z, = 600.

» Setze Gleichung: 3x; + 4x, = 600, d.h. alle Punkte haben
Zielfunktionswert 600.

» Bestimme Schnittpunkte: x;-Achse (200, 0); xo-Achse (0, 150).

(losommic
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Beispiel Produktion
rammplanun

38 Algorithmus

Beis




Schritt 2: Beispiel

Beispiel: Isogewinngerade flr Zielfunktion z = 3x; + 4x

X2

100

200 300 400

500 600

700

(chﬂynamits

Operations Research

J. Pannek

Wiederholung
Graphische Lésung
von LP

Beispiel Produktionspro
grammplanung

39 Algorithmus

Beispiel

Eigenschaften
zuléssiger Lésungen

Normalform und Basis

Zusammenfassung



Schritt 3: Verschiebe Isogewinngerade entlang Gradient

Operations Research
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Verschiebe Isogewinngerade S

» Bestimme die Steigung der Zielfunktion (Gradient) o Agoritmus

» Verschiebe die Isogewinngerade solange
» in Richtung des Gradienten (Maximierungsproblem), andernfalls

» in negative Richtung des Gradienten (Minimierungsproblem)

> bis die Isogewinngerade eine Lésung in einer Ecke tangiert und

> bei eine weiteren Verschiebung keine zulassigen Lésungen mehr
auf der Isogewinngeraden liegen wirden.




Schritt 3: Beispiel

Beispiel: Isogewinngerade flr Zielfunktion z = 3x; + 4x

X2

600

500

400 Gradient

300

200 Optimale Lésung

100 z3 = 1500

Xq
Py 100 200 300 400 500 600 700

M

(chﬂynamirs

Operations Research

J. Pannek

Wiederholung
Graphische Lésung
von LP

Beispiel Produktionspro
grammplanung

Algorithmus

Beispiel

Eigenschaften
zuléssiger Lésungen

Normalform und Basis

Zusammenfassung



Schritt 4: Ermittle Koordinaten einer optimalen Lésung

Operations Research

Beobachtung: Die gefundene optimale Lésung (Ecke) wird durch den

J. Pannek
Schnittpunkt (mindestens) zweier Restriktionsgeraden definiert.
Aktive Restriktion
Eine Restriktion ist fiir eine Lésung x aktiv, wenn x sie mit Gleichheit S
erfu”t 42 Algorithmus

Beispie

Theorem

Die optimale Lésung x* ist durch das Gleichungssystem der aktiven
Restriktionen gegeben.

Beispiel
Die Restriktionen (1) und (ll) sind aktiv. Es folgt:

3x7 + 2x5 = 1200 0
5x; + 10x3 = 3000 (I

Auflésen ergibt x; = 300 und x5 = 150.




Schritt 5: Berechne den optimalen Zielfunktionswert

Operations Research

J. Pannek

Auswertung: Setze optimale Lésung x in Zielfunktion f(x) ein.

Beispiel 5 s

X" = (X', x3) = (300, 150)

Einsetzen: z* = f(x{", x3) = (300, 150) = 3 - 300 + 4 - 150 = 1500

v

Ergebnis: Optimales Produktionsprogramm

Der maximale Deckungsbeitrag von z* = 1500 GE wird bei einer
Produktion von 300 Stlick von Produkt P; und 150 Stilick von Produkt
P, erreicht.

Damit ist ein gewinnmaximales Produktionsprogramm gefunden.




Graphisches Lésungsverfahren — Zusammenfassung

Algorithmus

1.
2.
3.

Bestimme die Menge M aller zuldssigen Losungen.
Zeichne eine Isogewinngerade.

Verschiebe diese Isogewinngerade solange parallel in Richtung
des Gradienten von f(x) bis durch weiteren Verschub kein
weiterer zulassiger Punkt erreicht werden kann.

. Berechne die Koordinaten von x* = (xj, x3') durch Auflésen des

Gleichungssystems der aktiven Restriktionen.

Berechne z* = f(x7, x3), z* ist der optimale Zielfunktionswert.

(Gogbynamic

Operations Research

J. Pannek

Beispiel Produktionspro
grammplanung
44 Algorithmus.

Beispiel




Mischungsproblem von Futtermittel in der Viehzucht

vgl. [DD, Kapitel 2.2]

Operations Research

Problemstellung: J Pk
» Ein Rind erhalt taglich eine Mischung aus zwei Futtersorten S;
und Sg.
» Die Tagesration soll den Tagesbedarf der Nahrstoffe I, Il und 11l o —
decken. e
Restriktionen: S
| Sorte Si | Sorte S; | Mindestbedarf
Nahrstoff | 29/kg 19/kg 6g
Nahrstoff Il 29/kg 4 g/kg 12g
Nahrstoff 111 09g/kg 4 g/kg 49
Preis 5 GE/kg | 7 GE/kg —
Frage
Welches Mischung ist bei Einhaltung der Nahrstoffmenge
kostenminimal?
des Mi: Neben Landwirtschaft auch Farben/Chemie (BASF), Metallurgie; &hnliche

Problemformulierung (kein LP) durch amerikanische Wissenschaftler als Erndhung von Soldaten vor WW2. Spater Nobelpreis. O
9



Mischungsproblem von Futtermittel — Lineares Optimie-

( LogDynamics
rungsmodell

Operations Research

J. Pannek

1. Modellierung der Problemstellung als LP: o T
min £(X) =5x1+7x, 5 e
2x1+ X2 > 6  Nahrstoff | (n
2x1+4x2 > 12 Nahrstoff Il (11
4x, > 4 Nahrstoff Il (1
X1 >0 (V)
X >0 (V)

2. Welche Anzahl x; von S; und x2 von S, soll verwendet werden?




Graphische Lésung des Futtermittel-Mischungsproblems

Operations Research

J. Pannek

Beispiel Produktionspro
grammplanung

Algorithmus
47 Beispiel
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Eigenschaften zulassiger Lésungen




Konvexitat und Linearkombination

Operations Research

J. Pannek

Linearkombination
Fir Vektoren x; € R" und Skalare \; ¢ R, i = 1,..., k, bezeichnet

K
y= Z AiX;
i=

48 Eigenschaften
zuléssiger Lésungen

eine Linearkombination.

Konvexe Linearkombination
Eine Linearkombination heiSSt konvex, wenn gilt

k
A>0Vi=1,... .k und Y N=1
i=1

Bei einer echten konvexen Linearkombination gilt zudem A; > 0.




Folgerung tiber die Menge zulissiger LP-Ldsungen

Operations Research

J. Pannek

Theorem
Fir jedes LP ist die Menge M der zuléssigen Lésungen konvex. J ) EE—

zuléssiger Lésungen

Ecke/Extrempunkt

Punkte einer konvexen Menge, die sich nicht als echte konvexe
Linearkombination darstellen lassen, heiSSen Ecke bzw.
Extrempunkt.

Satz — Eckensatz der linearen Optimierung

Wenn ein LP eine optimale Ldsung besitzt, dann ist auch mindestens
eine Ecke von M eine optimale Lésung.




Sonderfall 1 — Es existiert keine zulassige Lésung

Leere zulassige Menge

Ist die Menge M der zuldssigen Lésungen ist leer, d.h. M = (), so
existiert keine zuléassige Lésung.

Hintergrund: Die Restriktionen enthalten Widerspriiche.

X2
Ps

P>

X1
Py 1 2 Pag 4 5

Praxis: Prifen Modellierungsfehler? Alle Restriktionen wirklich nétig?

(chﬂynamic

Operations Research

J. Pannek

Wiederholung

Graphische Lésung
von LP

50 Eigenschaften

zuléssiger Lésungen
Normalform und Basis

Zusammenfassung



Sonderfall 2 — Unbeschrankter Lésungsraum

Operations Research

- - J. Pannek
Unbeschrénkter Lésungsraum e

Wiederholung

Ist die zuléssige Menge nichtleer, d.h. M # @, und unbeschrankt bzgl. T —
der Zielfunktion, d.h. sup z = co oder inf z = —o0, S0 existiert keine P
optimale Lésung.

@

Eigenschaften
zuléssiger Lésungen

Hintergrund: Die Restriktionen bilden kein Polyeder. e

Zusammenfassung

X2

Py 1 2 3 4 5

Praxis: Priifen Modellierungsfehler? Restriktionen vergessen?



Sonderfall 3 — Mehr als eine optimale Lésung

Duale Degeneriertheit
Das LP hat mehrere optimale Lésungen.

Hintergrund: Eine Restriktion ist parallel zur Isogewinngeraden.

X2

Gradient

Optimale Lésungen

X1
Py 1 2 3 4 5

Praxis: kein Handlungsbedarf

(chﬂynamia

Operations Research

J. Pannek

Wiederholung

Graphische Lésung
von LP

52 Eigenschaften

zuléssiger Lésungen
Normalform und Basis

Zusammenfassung



Sonderfall 4 — Redundanz von Restriktionen

Redundanz von Restriktionen

Mindestens eine Restriktion schneidet die zuldssige Menge nicht.

Hintergrund: Mindestens eine Restriktion ist Gberfllssig.

Xi+x <4

g +2% <

Py

1 Pa2 3 4 5

Praxis: Redundante Restriktion entfernen

(Qogbynamic

Operations Research

J. Pannek

53 Eigenschaften
zulassiger Lésungen




Sonderfall 5 — Primale Degeneriertheit

Operations Research

J. Pannek

Primale Degeneriertheit

Im n-dimensionalen Fall wird ein zulassiger Eckpunkt durch
mindestens n + 1 Hyperebenen definiert.

54 Eigenschaften
zulassiger Lésungen

Hintergrund: Mindestens eine Nebenbedingung ist Gberflissig.
X2

A

P, X1 +x <3

P3 Py

Xq

4
Y

Py 1 2 3 4 5

Praxis: kein Handlungsbedarf




Folgerungen

Operations Research

J. Pannek

Eckensatz der linearen Optimierung

Wenn ein LP eine optimale Lésung besitzt, dann ist auch mindestens
eine Ecke von M eine optimale Lésung.

55 Eigenschaften
zulassiger Lésungen

Konsequenz

Ein allgemeingliltiges (n > 2) Lésungsverfahren muss v.a. prifen, ob
die Sonderfalle 1 und 2 vorliegen und kann sich (im Wesentlichen) auf

die Berechnung von Ecken beschréanken. )

Erlauterung

Ist die zuldssige Menge weder leer noch unbeschrankt, dann existiert
in mindestens einer Ecke (Schnittpunkt zweier Restriktionsgeraden)
der konvexen L&sungsmenge eine Lésung.

Es kann sein, dass mehrere Lésungen optimal sind (Sonderfall 3)
oder dieselbe Lésung durch mehrere Ecken beschrieben wird
(Sonderfall 5).
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55 Normalform und Basis
Standardform

Normalform

Basis

Basislosung

Normalform und Basis
Standardform
Normalform
Basis
Zulassige Basislésung
Ecke




Standardform eines LP

Operations Research

J. Pannek
Lineares Programm in Standardform
Als lineares Programm in Standardform bezeichnen wir
max f(X) =CiX1 + ...+ CnXn 5 Standardform
u.d.N. anX1+...+apxn < b, firi=1,....,m pormeem

Basis

T Zulassige Basisldsung
x>0, furj=1,...,n

Ecke

Eigenschaften:
> Maximierungsproblem
» Nur Ungleichungsrestriktionen (kleiner gleich)

» Alle Entscheidungsvariablen sind vorzeichenbedingt




Regeln zur Transformation in Standardform

. Operations Research
» Ungleichungen: . Pannak

ainX1+...+anxn > b < —ainXy—...— anXn < —b
» Zielfunktion:
minz = f(X) <= max—z=—f(X)

» Gleichungen:

57  Standardform
Normalform
Basis

ige Basislosung

ainX1 + ...+ anXn > b;
anXi+...+apxn=b < ! nen =
ain Xt + ...+ anXn < b;

» Nichtnegativitat:
x €R
ist aquivalent zu den zwei neuen Variablen x’, x”" mit
X >0
X' >0

— x X"
X=X — X




Transformation in Normalform

Theorem

Jedes beliebige LP lasst sich in Normalform transformieren.

maxz = Ci1X1+ ...+ CnXn

u.d.N. ay X1+ ..+ apnXnt+ Xn41 = by
anXi+ ...+ apXnt Xn42 = b
amx1+ ...+  amnXn+ Xnim = bm
X1, e Xn, Xty  --- Xn+m > 0

@
&

(QogDynamic

Operations Research

J. Pannek

Standardform
Normalform

Basis

Zulassige Basislosung
Ecke



Interpretation der Schlupfvariablen

Operations Research

Schlupf J. Pannek

Eine Schlupfvariable x,.; misst den Schlupf der iten-Restriktion
ain Xy + ...+ anXn+Xnpi =bi = Xppi=bi—anxi —...— anXn

also den Umfang der nicht in Anspruch genommenen iten-Ressource.

Standardform

59 Normalform
Basis

Zulassige Basislosung

Beispiel: Maschinenstunden des Produktionsprogramms
3x1 + 2x2 <1200 Maschinen (h) (1
3x1 + 2x2 + x3 =1200 Maschinen (h) (I

Schlupfvariable misst die nicht verbrauchten Maschinenstunden.

Denomination:
> Xi,...,Xn nennt man Strukturvariablen.
» Xpid,-- -, Xnrm NENNt man Schlupfvariablen.




Basis eines LP-Modells 1/2

Operations Research

J. Pannek
Basis
Jede nichtsinguldre m x m-Matrix B eines LP in Normalform heiSSt
Basis und besteht aus den linear unabhéngigen Spalten von B.
Basis-/Nichtbasisvariablen - B
Die m Spalten von B definieren die Basisvariablen (BV). Zulassige Basiiosung

Ecke

Die restlichen n Variablen heiSSen Nichtbasisvariablen (NBV).

Beispiel — (I'), (II), (1I") des Produktionsprogramms

X3 21200—3X1 —2X2
X4 =3000—5x1 —10x2 = BV: x3, x4, x5, NBV: xq, X2
x5 = 125 —0.5x




Basis eines LP-Modells 2/2

Operations Research

Basislésung J. Pannek

Setze NBV auf 0. Dann nennen wir die erhaltene eindeutige Lésung
far eine Basis B Basislosung.

Beispiel (Fortsetzung)
NBV x; = 0, x» = 0 = Basislésung x = (0,0, 1200, 3000, 125). Standardiorm

Normalform

Basis

61 Zulassige Basislosung

Zuléssigkeit und Degeneriertheit
Eine Basislésung ist

> zulassig, falls alle BV der Basisldsung nichtnegative Werte
annehmen, sonst unzulassig;

» degeneriert, falls mindestens eine der BV in der Basislésung den
Wert 0 annimmt.

Beispiel (Fortsetzung)

Basisldsung x = (0, 0, 1200, 3000, 125) ist zulassig und
nicht-degeneriert.




Fir jede Ecke gibt es eine zulassige Basislésung

Theorem
Fir ein LP in Normalform sind die Ecken von M genau die zulassigen
Basislésungen.
X2
A
P2
600 4

Py

zuldssige Basislésung

100 200 300 400 500 600 700

>

Xq

(chﬂynamits

Operations Research

J. Pannek

Wiederholung

Graphische Lésung
von LP

Eig
Zulé

aften
Gsungen

Normalform und Basis
Standardform

Normalform

Basis

Zulassige Basisldsung

62  Ecke

Zusammenfassung



Zusammenfassung & Ausblick

Operations Research

Fragen zur Wiederholung: J. Pannek
» Wie kann ein LP mit zwei Variablen graphische gel6st werden?

» Wie kann ein beliebiges LP in Normalform transformiert werden?

» Wozu sind Schlupfvariablen zu erganzen?

63 Zusammenfassung

Klausurrelevante Literatur

Domschke/Drexl: Kapitel 2.2 und 2.3, oder Nickel/Stein/Waldman
Kapitel 1.4 und 1.5, oder Werner Kapitel 2.1 und 2.2.2, oder
Suhl/Mellouli Kapitel 2.2 und 2.3

Ausblick
» Tutorium: Graphische Lésung & Transformation

» Simplex-Verfahren: Domschke/Drex| Kapitel 2.4, oder Werner
Kapitel 2.2 und 3.1, oder Nickel/Stein/Waldman Kapitel 1.6 und
1.7, oder Suhl/Mellouli Kapitel 2.6




(Gogbynamic

Operations Research

J. Pannek

Teil 1l

Lineare Optimierung Il — Primales und Duales Simplex
Verfahren




Wiederholung 1/3 — Grafisches Lésungsverfahren

Problemstellung als LP:

maxZ = f(X) = 3x1+ 4xo

3x1+ 2x2 <1200 Maschinen (h)

5x1+ 10x2 < 3000 Rohstoffe (ME)
0.5x; <125  Arbeitszeit (h)

X2
A x; >0
Py
600 4 X2 >0
500 A
400 1 Gradient
300 7.
- ~
X Rg Pg
200 4 ) .
M NV Optimale Lésung
N ~
100 4 S 4 \\\ \\\ \\\ Z3 = 1500
~ ~ ~ ~
S S S P Pe X
> X

P 100 200 300 400 500 600 700

65

(losommic

Operations Research
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Wiederholung



Wiederholung 2/3 — 5 Sonderfélle

Mégliche Sonderfille:

1.

o M w0 D

Keine zulassige Losung, d.h. M =0

Unbeschrankter Losungsraum (mit Blick auf Zielfunktion)
Duale Degeneriertheit — mehrere optimale Lésungen
Redundante Restriktionen

Primale Degeneriertheit — Ecke durch mehr Restriktionen als
notig definiert

(losommic

Operations Research

J. Pannek

66 Wiederholung




Wiederholung 3/3 — Normalform

Theorem

Jedes beliebige LP Iasst sich durch Transformationsvorschriften in
Normalform mit n Strukturvariablen, m Schlupfvariablen sowie m
Restriktionen schreiben.

maxz = Ci1X1+ ...+ CnXn

u.d.N. aj X1+ ...+ apxnt+ X1 = by
a1Xy+ ...+ @pXnt Xnt2 = b
amxi+ ...+  amnxn+ Xnem = bm
X1, Sy Xn, Xnt1, .- Xn+m > 0

(Gogbynamic

Operations Research

J. Pannek

67 Wiederholung




Hintergrundfrage

LP aus der Praxis haben haufig sehr viele
Entscheidungsvariablen.

4

Wie kénnen wir LPs mit meht_‘_ als zwei
Entscheidungsvariablen l6sen?

(losommic

Operations Research

J. Pannek

68 Wiederholung
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Naiver Ansatz zur Berechnung einer optimalen Lésung

Beispiel fir Arbeitsweise des Simplex-Verfahrens




Uber LP wissen wir bereits . ..

Operations Research

J. Pannek

Optimale Lésung

69 Primales

Wenn eine optimale Lésung existiert, dann liegt auch in mindestens SIS

Basislosung und Ecke

einer Ecke des Lésungsraums M eine optimale Ldsung.

Basis-/Nichtbasisvariablen

Das Gleichungssystem eines LP in Normalform besteht aus n
Strukturvariablen und m Schlupfvariablen, aber lediglich aus m
Gleichungen.

Ecken und zulassige Basislésungen

Fir ein LP in Normalform sind die Ecken von M genau die zulassigen
Basislésungen.




Basisvariablen und Basisldsung

Operations Research

J. Pannek

Basis

Jede nichtsingulare m x m-Matrix B eines LP in Normalform heiSSt
Basis und besteht aus den linear unabhangigen Spalten von B.

70 Basislosung und Ecke

Naiver
Be

Basis-/Nichtbasisvariablen

Die m Spalten von B definieren die Basisvariablen (BV).
Die restlichen n Variablen heiSSen Nichtbasisvariablen (NBV).

Basislésung

Setze NBV auf 0. Dann nennen wir die erhaltene eindeutige Lésung
far eine Basis B Basislosung.

Zulassige Basislésung

Eine Basislésung ist zulassig, falls alle BV der Basislésung
nichtnegative Werte annehmen, sonst unzulassig.




Wie gelangt man von einer Ecke zur Basislésungen?

Operations Research

X2
J. Pannek
A
Py
600 1
max Z = 3x1 +4xo 500 1 71 Basisidsung und Ecke
st 38X +2x + X =1200 44 Bare
5x1 + 10x> + x4 = 3000 Ps st
0.5% + x5 = 125 SO P\ Ps
X17X27X37X47X520 200 1 Py Py
100
Ps Ps
T - - - + > + > Xq
Py 100 200 300 400 500 600 700
Frage: Wie lautet die Basislosung zu Py?
Ablesen: x; = 100, xo = 250 = Nichtbasisvariablen x4, x5
Einsetzen: x3 =400, x4 = x5 =0 Basisvariablen xq, X2, X3
Alle BV sind positiv, d.h. die Basislésung ist zulassig.




Wie kann man eine Basislésung berechnen?

Operations Research

J. Pannek

Problem
Ein LP in Normalform hat n + m Variablen und m Restriktionen, n »
Variablen sind nicht erklart. S

Idee

1. Setze nder n+ m Variablen x; gleich null.
2. Lése (falls méglich) das Gleichungssystem.

Produktionsprogrammplan vorherige Folie
Es gilt n = 2, m = 3. Setze z.B. x> und x4 auf den Wert 0.

Gleichungssystem auflésen ergibt x; = 600, xs = 125, x3 = —600.

Die Basislésung ist unzulassig (x3 < 0) und entspricht dem Punkt Ps.




Ein naiver Ansatz zur Berechnung einer optimalen Basis-

lsung 1/2

Operations Research

J. Pannek
Naiver Ansatz Basislosung und Ecke
1. Setze nder n+ m Variablen x; gleich null. - SZ‘lZiLlﬁSiLZ;;ﬁZI
optimalen Lésung
2. Lose (falls méglich) das Gleichungssystem. Eekpeliiyrisiiuae

3. Berechne fir jede Basislésung f(x).
4. Wahle ein optimales x aus.

Problem:

Es sind (”J;’”) mdgliche Basislésungen zu berechnen, flr die meisten
Praxisprobleme ist das viel zu aufwendig.

Onlinerechner flir Binomialkoeffizienten



http://jumk.de/kombinatorik/binomialkoeffizient.php

Ein naiver Ansatz zur Berechnung einer optimalen Basis-
: g einerop
I6sung 2/2

Operations Research

J. Pannek

Gegeben n = 2, m = 3: Dann existieren (*;°) = 10 mégliche

Basislésungen. Basisiosung und Ecke
74 Naiver Ansatz zur
NBV BV z = f(x) ey
Xy =X =0: | x3 =1200, x4 = 3000, x5 = 125 0 ot

Simplex-Verfahrens

X1 =x3=0: Xo = 600, x4 = —3000, x5 = —175 —
Xy = x4 = 0: Xo = 300, x3 = 600, x5 = —25 —
X1 = x5 =0: X = 250, x3 = 700, x4, = 500 1000
Xp = x3 = 0: x1 =400, x4 = 1000, x5 = 125 1200
Xo = x4 = 0: X1 = 600, x3 = —600, x5 = 125 —
X, = x5 = 0: | nichtésbar, da a', a%, a* lin. abhéngig —
X3 = x4 = 0: x; = 300, xo = 150, x5 = 50 1500
X3 = x5 = 0: Xy =2331/3,x, =250, x4 = —6662/3 —
X4 = x5 = 0: x1 = 100, xo = 250, x3 = 400 1300




Grafische Veranschaulichung von Basislésungen

Operations Research

J. Pannek

Wiederholung

Primales
Simplex-Verfahrens
Basislésung und Ecke
P2 75 Naiver Ansatz zur
600 1 Berechnung einer
optimalen Lésung

Beispiel fiir Arbeitsweise
500 des Simplex-Verfahrens

>

Das Simplex-Tableau

400 A Der primale
Simplex-Algorithmus

300 1

Der duale
Simplex-Algorithmus

200

Zusammenfassung &
Ausblick

100
Pe

Xq
Py 100 200 300 400 500 600 700




Exemplarische Arbeitsweise des Simplex-Verfahrens 1/4

Produktionsprogrammplanung — LP in Normalform:

maxz =3x1+ 4xo+0x3+0x4+0x5

3x1+ 2xo+x3 = 1200 (5]
5x1+ 10x2 +X4 = 3000 ()
0.5x2 +X5 = 125 nr)

X1, X2, X3, X4, X5 > 0 (IvV*)

Startpunkt:
x' = (0,0, 1200, 3000, 125) ist zulassige Basislésung mit NBV
X1 = X2 = 0und BV x3 = 1200, x4, = 3000, x5 = 125.
» Eine Erhdhung der Produktionsmenge x, um 1 flhrt zu einem
Anstieg des Zielfunktionswerts z um 4 GE (stdrkster Anstieg).

» Basierend auf x' kann die NBV x, um héchstens 250 Stiick
erhéht werden, andernfalls wird die Restriktion (I1I') verletzt. (I')
und (II') werden bei x. = 250 nicht verletzt.

» x5 wird von 125 auf 0 vermindert, damit (lII') eingehalten wird.

(losommic

Operations Research

J. Pannek

Basislosung und Ecke

optimalen Lésung
76 Beispiel fir Arbeitsweise
des Simplex-Verfahrens




Exemplarische Arbeitsweise des Simplex-Verfahrens 2/4

Operations Research

J. Pannek

» Der Wert von x, wird erhdht, der Wert von xs wird vermindert, d.h.
es erfolgt ein Basistausch, xs wird neue NBV, x, wird neue BV.

» Durch diesen Tausch gelangt man zu einer neuen Basislésung 2
bzw. zu einer neuen Ecke. = o

77  Beispiel fir Arbeitsweise

» Durchfiihrung des Basistausches: ceeSiplaSitiens

1. (IP) %xz + x5 = 125 wird nach x, = 250 — 2x5 umgeformt
2. Ergebnis wird ins Gleichungssystem z, (1)-(Ill) eingesetzt:

max Z = 3Xx4 —8x5+1000
33Xy  +X3 —4x5 = 700 ()]
5x4 +x4—20x5 = 500 ()
Xo +2x5 = 250 -y

Neue Basislésung: x? = (0,250, 700, 500, 0) mit z = 1000.




Exemplarische Arbeitsweise des Simplex-Verfahrens 3/4

Operations Research

J. Pannek

» Eine Erhéhung der Produktionsmenge x; um 1 flihrt zu einem
Anstieg des Zielfunktionswerts z um 3 GE (stdrkster Anstieg).

» Basierend auf x? kann die NBV x; um hdchstens 100 Stlick
erhéht werden, andernfalls wird die Restriktion (I1”) verletzt. (17)
worde erst bei xo > 233, 33 verletzt werden. o

78  Beispiel fiir Arbeitsweise

> x4 wird von 500 auf 0 vermindert, damit (l1”) eingehalten wird. cesbekitlciel ene
» Durchflihrung des Basistausches:
1. (") 5x1 + x4 — 20x5 = 500 wird nach x; = 100 — 1§X4 + 4xs
umgeformt
2. Ergebnis wird ins Gleichungssystem z, (I”)-(lII") eingesetzt:

maxZz = —3/5x4+4x5+1300
X3—3/5x4+8x5 = 400 ()]
Xq +1/5x4—4x5 = 100 (17
Xo +2x5 = 250 (ULS)

Neue Basislésung: x3 = (100, 250, 400, 0, 0) mit z = 1300.




Exemplarische Arbeitsweise des Simplex-Verfahrens 4/4

Operations Research

J. Pannek

» x5 kann um 50 erhdht werden (stédrkster Anstieg), wenn X3
vermindert wird.

» Durchfiihrung des Basistausches: s ‘

» . 1 3 - —
1. (I") X3 — 3/5x4 + 8x5 = 400 wird nach x5 = 50 — gx3 + z5X4 D S
umgeformt

2. Ergebnis wird ins Gleichungssystem z, (I”’)-(l1I"’) eingesetzt:

z=  —1/2x3+3/10x,  +1500
1/8x3—3/40x;+x5 = 50 &)
X1 +1/2x3—1/10x, =300 )
Xo—1/4x3+3/20x, = 150 )

Neue Basislésung: x* = (300, 150, 0,0, 50) mit z = 1500.




George Dantzig — Der 'Erfinder’ des Simplex-Algorithmus

Operations Research

J. Pannek

optir 9
80  Beispiel fir Arbeitsweise
des Simplex-Verfahrens

George Dantzig'
1914 — 2005

Der Simplex-Algorithmus z&hlt zu den zehn einflussreichsten
mathematischen Verfahren des 20. Jahrhunderts.

Tamerikanische Mathematiker/Informatiker/Physiker
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Darstellung eines LP mit Hilfe eines Simplex-Tableaus 1/2

Gegeben: LP in Normalform mit Schlupfvariablen xz, x4, Xs:

maxZ =3xi+ 4xo+0x3-+0x4+0x5

3X1+ 2Xo-+X3 = 1200
5x1+ 10x +Xa = 3000
0.5x2 +Xs 125

X1, X2, X3, Xa, X5 > 0

Strukturvariablen  Schlupfvariablen
BV | x4 Xo X3 X4 X5 RS
x3 | 3 2 1 0 0 1200
X4 | 5 10 0 1 0 3000
xs | O 0.5 0 0 1 125
z | -3 -4 0 o0 0 0

Zielfunktion umformen: z = 3x; +4x> — z—3x;—4x =0
Basisvariablen bei Position der 1er in Einheitsvektoren

(losommic
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Darstellung eines LP mit Hilfe eines Simplex-Tableaus 2/2

Strukturvariablen

Schlupfvariablen

BV X1 X2 ... Xn | Xnp1 Xngo2 Xn+m
Xn+1 ai aiz ain 1 0 0 by
Xntm am amz amn 0 0 1 bm
z —Cc —C —Cn 0 0 0 0

Generierung des Tableaus

»> BV-Spalte: Variablen, die im aktuellen Tableau die Basisvariablen
bilden, definiert iber Einheitsvektoren

» Zelle rechts unten: Zielfunktionswert der aktuellen Basislésung

» z-Zeile: Umformung der Zielfunktion zu z — ¢1xy — ... — caxn = 0.
» Achtung: Es gilt x; > 0; wird nicht in Tableau vermerkt.

(losommic
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Interpretation eines Simplex-Tableaus

Operations Research

J. Pannek
Beantworten Sie unten stehenden Fragen fir das gegebene Tableau:
BV | x4 X X3 X4 Xs Xg X7 RS
X3 0 2 1 0 0 -20 4 35
X1 1 7 0 0 0 1 12 | 240 83 Das Simplex-Tableau
X4 0o -2 0 1 0 6 78 20
X5 0 4 0 0 1 2 5 90
z|5 B3 3 0 0 & 056

Welchen Wert hat die Zielfunktion?

Ist x; eine Basisvariable?

Ist xo eine Basisvariable?

Welchen Wert haben die Variablen x> und x4?

Wie heiSSen die Schlupfvariablen?

Wie lautet die Zielfunktion?

Wie verandert sich der z-Wert, wenn der Wert von x, um eins erhéht wird?

Wie verandert sich der z-Wert, wenn der Wert von x; um eins erhéht wird?

VVYyVYVYVVYVYYVYY

Bei Erhdhung welchen Variablenwertes andert sich der z-Wert am starksten?
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o B N =

Der primale Simplex-Algorithmus

Algorithmus 1: Primaler Simplex-Algorithmus

Input : zuldssige Basislésung flr ein LP in Normalform
Stelle Anfangstableau auf
while Abbruchbedingung (I oder 1) nicht erfillt do
Schritt 1: Wahle Pivotspalte t.
Schritt 2: Wéhle Pivotzeile s.
Schritt 3: Vollziehe Basistausch, d.h. erzeuge einen Einheitsvektor in
der Spalte t, sodass ay; = 1.
end
Output: optimaler Zielfunktionswert z* sowie eine optimale Lésung x*
oder Meldung Uber auf M unbeschrénkter Zielfunktion

(losommic
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Schritt 1: Wahle die Pivotspalte

Operations Research

J. Pannek

Primale Abbruchbedingung |

Falls in z-Zeile kein negativer Eintrag existiert, dann ist die optimale
Lésung gefunden und das Verfahren endet!

« 85 Der primale
Simplex-Algorithmus

Vollsténdiges Beispie

Primale Auswahlregel fir die Pivotspalte ¢

Betrachte z-Zeile und wahle die Spalte t in welcher der kleinste
negative Koeffizient steht.

(Falls es mehrere Spalten mit kleinstem negativen Koeffizienten gibt,
wéhle davon eine beliebige Spalte.)

» Die Spalte t heiSSt Pivotspalte.

» Die Variable x; ist NBV und soll in die Basis aufgenommen
werden.




Schritt 2: Wahle die Pivotzeile
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Primale Abbruchbedingung Il
Sind in der Pivotspalte t alle Koeffizienten null oder negativ
(ar<0,i=1,...,m), dann endet das Verfahren. Der Lésungsraum ist
in diesem Fall unbeschrénkt (Sonderfall 2). 8 Der primale
o' Simplex-Algorithmus

Vollsténdiges Beispie

Primale Auswahlregel fir die Pivotzeile s

Betrachte alle positiven Koeffizienten a; der Pivotspalte t:
Wahle nun die Zeile s mit

bs o bj
— =minq —
ast ajt

» Die Zeile s heiSSt Pivotzeile. xs soll die Basis verlassen.

i:1,...,munda,-,>0}

» Das gemeinsame Element as; der Pivotzeile s und Pivotspalte t
heiSSt Pivotelement.




Schritt 3: Vollziehe Basistausch

Operations Research

J. Pannek

» Schritt 1 besagt, dass x; neue BV werden soll.
Schritt 2 besagt, dass daflir xs die Basis verlassen soll und NBV
wird.

87 Der primale
Simplex-Algorithmus

» Dies nennt man Basistausch. RIRETEEEREALE

» Zur Umsetzung des Basistausch ist in der Pivotspalte ¢ ein
Einheitsvektor mit ass = 1 zu erzeugen.

» Dazu verwendet man das GauSS-Jordan-Eliminationsverfahren
(alternativ: Dreiecksregel).

1. Dividiere alle Werte der Pivotzeile durch ag;.
Nun steht an der Position des Pivotelements eine 1.

2. Addiere das ap-fache der neuen Pivotzeile zur Zeile i (Vi, i # s).




Beispiel — Simplex-Tableau initialisieren

Gegebenes LP, liegt bereits in Normalform vor

maxZ =3xy+ 4xo+0x3+0x4+0x5

3X14— 2X2—FX3 = 1200
5x1+ 10x2 +Xy4 = 3000
0.5% Txs - 125

X1, X2, X3, X4, X5

Y

Initiales Tableau aufstellen (Algorithmus 1, Zeile 1):

BV | x Xo X3 X4 X5 RS
x3| 3 2 1 0 0] 1200
xs| 5 10 0 1 0| 3000
| 0 % 0 0 1 125

z|-3 -4 0 0 0 0

(losommic
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Beispiel — 1. Iteration primaler Simplex

Tableau vor 1. lteration:

by

BV | xq X2 X3 X4 Xs RS 3

x; | 3 2 1 0 0] 1200 20 =600

x| 5 10 0 1 0| 3000 3?30 300

11 125 _
xs | 0 11 0 0 1 125 435 =250
z| 3 44 0 0 O 0
Tableau nach 1. Iteration:
BV | x{ X2 x3 X4 X5 RS

() x3| 3 0 1 0 -4 700 (h-2-(0)
m x4/ 5 0 0 1 -20| 500 (l)y-10- ()
@ x| o 1 0 0 2| 250 2. (|||)
vy z[83 0 0 o0 8 | 1000  (IV) +4 - (1)

(losommic
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Beispiel — 2. Iteration primaler Simplex

Tableau vor 2. Iteration:

BV Xy Xo X3 Xa X5 RS %

X3 3 0 1 0 4] 700 730 =233]

X4 | 55 0 0 1 -20| 500 5% =100

X 0 1 0 0 2| 250 B0=o

z[-33 0 0 0 8] 1000
Tableau nach 2. Iteration:
BV | X1 Xx Xx3 X4 X5 RS

" x| 0 0 1 -3 8| 400 (I)-3-(I"
@ x| 1 0 0 i 4| 100 ()i
my x| 0 1 0 0 2| 250 (U)-0-(I"
vy z| o o o 2 -4]1300 (V)+3-(I"

90
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Beispiel — 3. Iteration primaler Simplex

Tableau vor 3. lteration:

BV | i X X3 Xq X5 RS a%"t

3| 0 o 1 -% 88| 400 2P=50

x| 1 0o o I 4] 10 —

| 0 1 0 0 2| 250 =125

z| o 0 o0 3 -44 | 1300
Tableau nach 3. Iteration:
BV | 1 xo X3 X4 X5 RS

m x| 0 0 g —z 1 50 (-1
@ x| 1 0 3 -4 0] 300 (IM)+4-()
my x| 0o 1 -1 2 0| 150 (WM)-2-(")
(Iv”) z| 0 0 3 2 0] 1500 (IV)+4- (")

91
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Beispiel — 4. Iteration primaler Simplex

Operations Research

J. Pannek

Tableau vor 4. Iteration:

BV | 1 x X3 X4 X5 RS
x| 0 0 3 -3 1 50
x| 1 0o § - o/ 300
1 3
X2 O 1 4 20 0 1 50 92 Vollstandiges Beispiel
z[ o o 5 3% 0] 1500

Alle ¢; > 0 = Primale Abbruchbedingung | erfillt
= Der Zielfunktionswert l&sst sich nicht mehr steigern.

Optimale Lésung aus 4. Tableau ablesen
» x* = (300, 150, 0, 0,50) mit einem maximalen Gewinn von 1500
GE
» Produktion: 300 Py, 150 P
» Rest: 50 Arbeitsstunden




Grafische Veranschaulichung des Lésungsfortschritts

Tableau 1 — BV: x3 = 1200, x4, = 3000, xs = 125 — P;,z=0

Tableau 2 — BV: x, = 250, x3 = 700, x4, = 500 — P4,z = 1000
Tableau 3 - BV: x; = 100, xo = 250, x3 = 400 — Py, z = 1300
Tableau 4 — BV: x{ = 300, x; = 150, x5 = 50 — P7,z* = 1500

X2
A
P2
600 1

500 1

400 A
P

300 <\ Py Pg

1Py
200 Py

100
Ps Pe

> Xy

Py 100 200 300 400 500 600 700
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Welchen Zweck hat das duale Simplex-Verfahren?

Operations Research

J. Pannek

Primales Simplex-Verfahren erfordert zuldssige
BaSlSlOSUng 94 Der duale

Simplex-Algorithmus

Vollstandiges Beispie

4

Berechnung mit dem dualen Simplex-Verfahren




Der duale Simplex-Algorithmus

Algorithmus 2: Dualer Simplex-Algorithmus

Input : unzuldssige Basislésung flr ein LP in Normalform
Stelle Anfangstableau auf
while Duale Abbruchbedingung (I oder Il) nicht erfillt do
Schritt 1: Wahle Pivotzeile s.
Schritt 2: Wahle Pivotspalte t.
Schritt 3: Vollziehe Basistausch, d.h. erzeuge Einheitsvektor in
Spalte t, sodass aj; = 1.
end
Output: zulédssige Basisldsung oder Meldung Uber unlésbares
Problem wg. M =

Beachte: Primaler Simplex bestimmt erst Pivotspalte, dann Pivotzeile.

(losommic
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Schritt 1: Auswahl einer Pivotzeile

Operations Research
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Duale Abbruchbedingung |

Falls alle b} der RS positiv sind (b; > 0,i =1,..., m), so liegt bereits
eine zuléssige Basisldsung vor. Das Verfahren endet.

<" 96 Der duale
Simplex-Algorithmus

Vollsténdiges Beispie

Duale Auswahlregel Pivotzeile
Wahle Zeile s mit kleinstem negativen b! < 0,i=1,..., m.

(Falls es mehrere Zeilen mit kleinstem negativen Koeffizienten gibt,
wahle davon eine beliebige Zeile.)

» Die Zeile s heiSSt Pivotzeile. xs soll die Basis verlassen.




Schritt 2: Auswabhl einer Pivotspalte

Duale Abbruchbedingung Il

Sind alle Koeffizienten der Pivotzeile positiv (a’sj > 0,V)), so besitzt
das Problem keine zulassige Basislésung (Sonderfall 1, M = ().
Abbruch des gesamten Simplex-Verfahrens!

Duale Auswahlregel Pivotspalte

Betrachte in der der Pivotzeile s alle Spalten mit negativen
Koeffizienten ag; (j =1, ... ,j):
Wabhle eine Spalte t mit

/
ct G|\, /
— =max{ —|Vjund a5<0 ;.
a {a/ j st

/
st sj

97

» Die Spalte t heiSSt Pivotspalte.
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Dualer Simplex Schritt 3: Vollziehe Basistausch
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Beispiel dualer Simplex 1/4 - Ein Mischungsproblem

Operations Research
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Gegebenes LP:

maxz =2Xq + Xo

Xi+Xo>8 (I)
3x1 4+ x > 12 (I
Xi + X < 10 an 99 Volistandiges Beispiel
X1, X2 2 0

Transformation in Normalform:
» Multiplikation von (1) und (Il) mit (-1)
» Hinzunahme von drei Schlupfvariablen Xz, X4, Xs




Beispiel dualer Simplex 2/4 — Tableau initialisieren

maxz = 2x; + Xo

— X1 — Xo + X3 = -8
— 3)ﬁ — Xo + X4 = —12
X1 + Xo + x5 =10

X >0,j=1...5

Initiales Tableau:

BV | xx x x3 x2 xs | RS

X3 | -1 -1 1 -8
Xy | -3 -1 1 -12
X5 1 1 1 10

z| -2 -1 0O 0 ©O 0

Die Basislésung x = (0,0, —8, —12, 10) verletzt die
Nichtnegativitatsrestriktion, sie ist unzuléssig.
Primaler Simplex nicht anwendbar, daher dualer Simplex.

(losommic
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Beispiel dualer Simplex 3/4

Tableau vor 1. Iteration:

BV X1 Xo X3 X4 X5 | RS
X3 -1 -1 1 0 0 -8
X4 X4 -3 -1-1 0 1 0| -12
X5 1 1 0 0 1 10
z -2 -1 0 0 0 0
G | =2 =
ag; -3 A
Tableau nach 1. Iteration:
BV | x4 x x3 x4 x5 | RS
) X3 2 0 1 - 0 4 (4 ()
() Xo 3 1 0 -1 0 12 (1) (—1)
nry X5 | -2 0 0 1 1 -2 (I =y
(V) z 1 0 0 -1 0 12 (IV) +(II)

(losommic
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Beispiel dualer Simplex 4/4

Tableau vor 2. Iteration:

BV Xy Xo X3 x4 x5 | RS
X3 2 0 1 -1 0 4
X2 3 1 0 -1 0] 12
X5X5 22 0 0 1 1| -2
z i 0 0 -1 0] 12
S | L
ag; —2 -2
Tableau nach 2. Iteration:
BV | x{ x X3 X4 x5 | RS
(" x3 | 0 0 1 0 1 2 (=2
m x| 0 1 0 . 3 9 (=3
ay  x 1 0 0 -1 % 1IN (=3)
(Iv?) z| 0o 0o 0 -3 1Ay =)

Basisldsung (1,9, 2,0, 0) ist zuldssig (nicht zwingend optimal) / die
RS enthélt keine negativen Eintrage, der duale Simplex bricht ab.
Tableau 3 ist nun mit dem primalen Simplex zu lésen!

(losommic
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Wann verwendet man primalen/ wann dualen Simplex?
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J. Pannek

Schema:
Uberfiihre LP in Normalform und stelle Simplex-Tableau auf.
Aus Tableau ist Basislésung ablesbar.

v

>
» Falls Basislésung unzuldssig, verwende dualen Simplex.
. . - 103 Volistandiges Beispiel
» Dualer Simplex berechnet zuldssige Basislésung.
>

Falls Basislosung zulassig, verwende primalen Simplex.

Frage: Woran erkennt man im Tableau eine zulassige Basislosung?

» Alle b; der RS des Tableaus sind positiv.
» Negative b;-Werte bedeuten eine unzulassige Basislésung.




Zusammenfassung & Ausblick

Operations Research
Fragen zur Wiederholung: J. Pannek
» Wie kann ein LP mit zuldssiger Basislésung mit dem primalen
Simplex—Verfahren geldst werden?

» Wie kann mit dem primalen Simplex—Verfahren fir ein LP mit
unzuldssiger Basislésung eine zuldssige Basislésung berechnet
werden?

104 Zusammenfassung &

Klausurrelevante Literatur Ausbiick

Domschke/Drexl: Kapitel 2.2 und 2.3, oder Nickel/Stein/Waldman
Kapitel 1.4 und 1.5, oder Werner Kapitel 2.1 und 2.2.2, oder
Suhl/Mellouli Kapitel 2.2 und 2.3

Ausblick
» Tutorium: Primaler/Dualer Simplex

» Mehrkriterielle Optimierung: Domschke/Drex| Kapitel 2.7, oder
Nickel/Stein/Waldman Kapitel 2.3, oder Suhl/Mellouli Kapitel 4.8 )
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Teil IV

Lineare Optimierung Il — Mehrzieloptimierung




Wiederholung 1/3 — Basislésung

Operations Research
q J. Pannek
Basis
Jede nichtsinguldre m x m-Matrix B eines LP in Normalform heiSSt
Basis und besteht aus den linear unabhangigen Spalten von B.

106 Wiederholung

Basis-/Nichtbasisvariablen

Die m Spalten von B definieren die Basisvariablen (BV).
Die restlichen n Variablen heiSSen Nichtbasisvariablen (NBV).

Basislésung

Setze NBV auf 0. Dann nennen wir die erhaltene eindeutige Lésung
far eine Basis B Basislosung.

Zulassige Basislésung

Eine Basislésung ist zulassig, falls alle BV der Basislésung
nichtnegative Werte annehmen, sonst unzulassig.




Wiederholung 2/3 — Simplex Tableau aufstellen

Gegeben: LP in Normalform mit Schlupfvariablen xs, x4, Xs:

maxZ =3x1+ 4xo+0x3+0x3+0x5

3Xi+ 2Xo+X3 = 1200
5x1+ 10X +Xa = 3000
0.5x2 +Xs = 125

X1, X2, X3, X4, X5 > 0

Strukturvariablen  Schlupfvariablen
BV | x4 Xo X3 Xa X5 RS
x3 | 3 2 1 0 0 1200
X4 | 5 10 0o 1 0 3000
xs | O 0.5 0 O 1 125
z | -8 -4 0 o0 0 0

Zielfunktion umformen: z = 3x; +4x; — z—3xy—4x2 =0
Basisvariablen: Position der Einheitsvektoren
Achtung: Es gilt x; > 0; wird nicht in Tableau vermerkt.

(losommic
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Wiederholung 3/3 — Simplex-Algorithmus

Prinzip: Erzeuge neue Basisldsung durch Basistausch
» Pivotspalte: NBV, die in Basis aufzunehmen ist

» Pivotzeile: BV, die Basis verlasst

» Tableau-Update: Mittels GauSS-Jordan in Pivotspalte
Einheitsvektor konstruieren, das Pivotelement erhalt den Wert 1

Primaler Simplex:

Voraussetzung: Zuldssige Basislésung bekannt
Ablauf: Wahle zuerst Pivotspalte, dann Pivotzeile
Ergebnis: optimale Basislésung (sofern eine existiert)

Dualer Simplex:

Voraussetzung: LP in Normalform

Ablauf: Wahle zuerst Pivotzeile, dann Pivotspalte
Ergebnis: zulassige Basislésung (sofern eine existiert)

(losommic
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1. Beispiel: Fir welchen Job soll ich mich bewerben?

Operations Research
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Problemstellung: Bewerbung fiir ersten Job nach dem Studium e

lenrkriterielle
Entscheidungsprob-
leme

Méogliche Kriterien:
> Gehalt
Geographische Lage
Aufstiegsperspektiven

Gestaltungsmdglichkeiten

Persdnliche Freiheit

>

>

>

» Inhaltliche Zufriedenheit
>

» Verantwortung

>




2. Beispiel: Zusammenstellung Wertpapier-Portfolio

Problemstellung:
Eine Anlagesumme soll auf verschiedene Anlageméglichkeiten
aufgeteilt werden

Anlagemadglichkeiten: z.B. Aktien, Anleihen, Optionen, Fonds . ..

Die Rendite einer Anlagemdglichkeit ist unbekannt, da zuféllig.

hohe Rendite — hdheres Risiko;
niedrigere Rendite — geringeres Risiko;

Ein Portfolio-Optimierungsproblem:
max Rendite

min Risiko
u.d.N. Wert der ausgewahlter Anlagen = Anlagesumme

110
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3. Beispiel: Autokauf
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Problemstellung: Welches Auto soll man sich kaufen? Entscheidungsprob-

leme

Mégliche Kriterien:
> Preis
Design
Verbrauch

>
>

> Leistung
» Sonderausstattung
>




4. Beispiel: Fachliche Ausrichtung eines Krankenhauses

Problemstellung:
Resourcesnutzung eines Krankenhauses soll optimiert werden

Resourcen: Arzte verschiedener Fachrichtungen und Qualifikation,
Pflegepersonal, Medizinisches Geréat, Krankenzimmer,
Operationsséle

Beschrankungen:
» Neben zwingenden Notféllen auch viele geplante Behandlungen
» Geplante Behandlung erlaubt fachliche Spezialisierung
Zielfunktion:
> min Kosten
max Erlése
min Aufenthaltsdauer Patienten im Krankenhaus

>
>
» max Anzahl behandelter Patienten
>

12
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Zwei Typen mehrkriterieller Entscheidungsprobleme
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Bei Entscheidungen sind in der Realitat haufig mehrerer Zielkriterien 1 venrkriterielie
relevant: Entscheidungsprob-

leme

1. Aus einer gegebenen Menge von Alternativen ist die beste
Alternative auszuwéhlen. Fir jede Alternative ist bekannt,
inwieweit die Zielkriterien erflllt werden.

— Multi-Attribute Decision Making (MADM)

2. Restriktionen schréanken Werte von Entscheidungsvariablen ein.
Die Werte der Zielkriterien hdngen von den gewéhlten Werten
der Entscheidungsvariablen ab.

— Multiobjective (Linear) Optimization (MLP)

Wir betrachten nur MLP-Probleme; diese sind strukturell schwieriger.
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Ein Vektoroptimierungsproblem

Statt eines (skalaren) Ziels ist ein Vektor von Zielen zu optimieren.

maxzy = fy (X) = +3xq + X
u.d.N. —Xq + x < 3
+ X0 < 4
Xq + Xo < 6
Xq < 5
x = 0 j=1.2

z; sei der Wert der Zielfunktion f;(x) miti =1, 2.

Mehrkriterielles lineares Optimierungsproblem (MLP)

Wir nennen das Problem
f1(x)
max f(X) = : udN. Ax<b, x>0

fp(.x)

ein mehrkriterielles lineares Optimierungsproblem, also ein LP mit
vektorwertiger Zielfunktion.

(ngnynamic
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Veranschaulichung

Zielbeziehungen
Pareto-optimale Lésungen




Ein Vektoroptimierungsproblem — Grafische Darstellung

Operations Research

J. Pannek

Isogewinngeraden und Gradienten flr f; und £ Wiederholung

Mehrkriterielle
Entscheidungsprob-
leme

Vektoroptimierung

115 Graphische
Veranschaulichung

Schnittpunkt Iso-Geraden x Zielbeziehungen
Pareto-optimale Losungen
- —+ +— ++
KeQeI C ’ C ’ C ’ C Préaferenzbasierte
Lésungsansatze

von x in Richtung ...
Zusammenfassung &
C~7: zy und z, schlechter Ausblick

C**: z; und z besser

C—*: z; schlechter, z, besser

C*~: z; besser, z> schlechter

Xq




Beziehungen zwischen Zielen 1/3 — Zielerreichungsgrad

Operations Research

J. Pannek

Die Menge zulassiger Losungen eines MLP sei M.
Sei z; der Wert der Zielfunktion f;(x),x € M.

Sei z*" der optimale Wert des Ziels i, d.h. z* = f;(x*),x* € M.

i

Zielerreichungsgrad
Der Zielerreichungsgrad Z; des Ziels i ist gegeben durch
Zj

z,o”’

Zi:

Beispiel Krankenhaus

Optimale Nutzung des OP (unter Restriktionen): 327 Tage
Erreichte Nutzung des OP: 312 Tage
Zielerreichungsgrad: 32 = 95.4%




Beziehungen zwischen Zielen 2/3

Operations Research

J. Pannek

Zwei Ziele sind

... komplementar, wenn ein hoherer Zielerreichungsgrad des e

einen Ziels zu einem hoheren Zielerreichungsgrad des anderen ' e
Ziels fihrt.

...zueinander neutral, wenn sie sich in ihrem jeweiligen
Zielerreichungsgrad gegenseitig nicht beeinflussen.

... konkurrierend, wenn ein héherer Zielerreichungsgrad des
einen Ziels zu einem geringeren Zielerreichungsgrad des
anderen Ziels fuhrt.




Beziehungen zwischen Zielen 3/3 — Starke Zielkonflikt

Operations Research

J. Pannek
maxzy = 2X1 =F 5X2 maxzy = _2X1 + 5X2 Wiederholung

Entscheidungsprob-

leme
X2 X2 Vektoroptimierung
A A Graphische
Veranschaulichung
6 1 6 118  Zielbeziehungen
Pareto-optimale Lésungen
5 | ot 5 1 ctt
4 4 1
3 3
2 2
1 1
> X1 > X1
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
C™ Kegel weit C*™* Kegel schmal
geringer Zielkonflikt starker Zielkonflikt




Pareto-optimale Lésungen

Operations Research

J. Pannek

Pareto-optimale Losung

Ein Bewegung in Richtung des verbessernden Kegels ist nicht
moglich, ohne die Zulassigkeit einzubiSSen.

ielbeziehungen

119 Pareto-optimale Lésungen
Pareto Front

Die Menge aller Pareto-optimalen Zielfunktionsvektoren heiSSt
Pareto-Front.

Ziel des Vektoroptimierungs-Problems

Ziel eines Vektoroptimierungs-Problems ist die Berechnung der
Pareto-Front.




Pareto-optimale Lésungen — Beispiel

Operations Research

J. Pannek
W) = f1 (X) = +3X1 hix 2 Wiederholung
u.d.N. —X1 + X Mehrkriterielle

Entscheidungsprob-
leme

Vektoroptimierung

Graphische
Veranschaulichung

IVININININ
cuobhw

Zielbeziehungen
120 Pareto-optimale Lésungen

P1 ’ Pg: P(_aferevuba_swerte

Bessere und zuldssige Lésungen LMk e
isti Zusa enfass &

existieren Zusammentassung

Pa, Pio, P13, Pis:

Bessere Losungen sind stets
unzuldssig

Pareto Front: Gebildet durch Punkte
der Grenze Pg, P1o, P13, P15




Inhalt der Vorlesung

Praferenzbasierte Lésungsansatze
Skalarisierung der Zielfunktion

Lexikographische Zielgewichtung
Zieldominanz

Goal Programming

(QogDynamic

Operations Research

J. Pannek

120 Préferenzbasierte

Lésungsanséatze
Skalarisierung der
Zielfunktion

Zieldominanz

Goal Programming




Idee praferenzbasierter Lésungsansatze

Operations Research

J. Pannek

Praferenz
Vorliebe und Abneigung fur Zielkriterien werden Préferenzen genannt.J

Mittels Praferenzen des Entscheidungstréagers wird das Mehrziel- in
ein Einziel-Optimierungsproblem tberfiihrt.

121 Préferenzbasierte
Lésungsanséatze

S ung de

vektorwertige Zielfunktion —> skalarwertige Zielfunktion

Zieldominanz

Goal Programming

Vorteile:
» Anderungen nur auf Modellebene
» Simplex-Verfahren anwendbar

Nachteile:
» Praferenzen missen bekannt sein
» Préferenzen sind stets subjektiv

> Nur subjektiv optimale Lésung, keine Pareto-Front, keine
Trade-Offs zwischen Lésungen




Beispiel Fallmix-Optimierung in einem Krankenhaus 1/2

Operations Research

J. Pannek

Diagnosis-Related-Group (DRG)
Krankenkasse zahlt DRG-abhangigen Festpreis pro Patient

122 Préferenzbasierte

Wirtschaftliches Ergebnis hédngt von Behandlungskosten ab Losungsanséitze

Skalarisierung des
Zielfunktion

Bezeichne Anzahl Patienten in DRG /,i = 1,2, 3 mit x;.

Lineare Restriktionen:
10x1+ 4x0+ 4x3 < 3000 Pflegetage
5x1+ 4x>+ 6x3 < 1800 OP-Stunden
3.000x7+2.000x2+2.500x3< 904.000 Budget
x>0 i=1,2,3




Beispiel Fallmix-Optimierung in einem Krankenhaus 2/2

Zielfunktionen:
zy = fi(x): Max.
Zy = fr(x): Max.
z3 = f3(x): Max.

Z4 = fy(x): Max.

max f; (X)
max f(X)
max f3(X)
max f(X)

u.d.N.

Deckungsbeitrag
Anzahl behandelter Patienten
Anzahl behandelter Patienten in DRG-Fallgruppe 1

die Auslastung der Operationsséle

1.200x; + 800x2 + 1100x3
X1 + Xo + X3
X1
5x1 + 4x; + 6x3

Einhaltung der linearen Restriktionen, d.h.
Pflegetage, OP-Stunden, Budget, Nichtnegativitat.

(losommic

Operations Research

J. Pannek

123 Préferenzbasierte
Lésungsanséatze
Ske g de




Skalarisierung durch Zielgewichtung

Operations Research

J. Pannek

Skalarisierung

Fir jede der p Zielfunktionen f;(x) wird ein (subjektiver)
Gewichtungsfaktor \; > 0 bestimmt.

124 Skalarisierung der
Ziel

fi (%)
Ersetze f(x) = : durch f7(X) = A1 - f(X) 4+ ...+ Ap - fo(X)

fo(X)

= f9°"(x) ist skalarwertig, die Restriktionen unverandert

Vorteil: leicht verstandlich

Nachteil: Normierung der Ziele schwierig (etwa bei Kosten und
Kundenzufriedenheit)




Skalarisierung — Krankenhaus Beispiel

Operations Research

J. Pannek

Zielgewichte festlegen:
)\1 = 1;)\2 :4;>\3 20.5;)\4 =2

= Ziel 2 ist viermal so wichtig wie Ziel 1 und achtmal so wichtig wie
Ziel 3.

125 Skalarisierung der
n

Neues Einziel-Optimierungsmodell:

Zieldominanz

max 9% =1 fi(X) + 4 H(Xx)+ 0.5 f(x)+ 2 fs(x) contrronme
u.d.N.  Einhaltung der Restriktionen

Zur Erinnerung:
f; Deckungsbeitrag, f. Anz. Patienten, f; Anz. Patienten DRG 1, f; Auslastung OP




Beispiele flr lexikographische Ordnungen

Operations Research
J. Pannek

Beispiel Medallienspiegel
Goldmedaillen unendlich wichtiger als Silbermedaillen J

Aktueller Medaillenspiegel

e | [ N |

1 Vereinigte Staaten E s a6 29 29
2 Volksrepublik China [_Jn 38 27 23
Skalarisierung der
3 Vereinigtes Konigreich B Ger 29 17 19 ZETniR T
4, Russland - rus 24 26 32 126  Lexikographische
o Zielgewichtung
B Sudkorea ®] kor 138 7
Zieldominanz
6 Deutschiand - 11 14 €asl B
7 Frankreich TS oo 12
8 Itallen TN s 9 1
o Ungarn - 8 4 s
10 Australien B s 7 6 1
11 sapan ® oy 7 417
12 Kasachstan . 7 1 5

Beispiele Lexikon
Erster Buchstabe unendlich wichtiger als folgende J




Lexikographischer Zielgewichtung

Operations Research

J. Pannek
Lexikographischer Zielgewichtung

Ziele werden nach Wichtigkeit geordnet und sukzessive als
Nebenbedingungen eingefigt.

1. Schritt: Ziele werden nach Wichtigkeit geordnet

Zielfunktion
127  Lexikographische

2. Schritt: Lose LP f:ﬁ‘gewiih:u?g

3. Schritt: Existiert nur eine optimale Lésung, beende Verfahren.

4. Schritt: Flge neue Restriktion fi(x) > Z; ein, ersetze Ziel durch das
nachstwichtigste und gehe zu Schritt 2.

Vorteil: leicht verstandlich

Nachteil: Verschiedene Ergebnisse je Ordnung




Lexikographische Zielgewichtung — Krankenhaus Beispiel

Operations Research

J. Pannek

Start:
Rangfolge der Ziele festlegen, z.B. f3, i, f, f4

1. lteration:

Zz = f3(X) = max fz(x) u.d.N. Einhaltung Restriktionen

Skalarisierung des
Zielfunktion

128 Lexikographische

Zielgewichtung

2. lteration:

Zieldominanz

Zy = max fi(x) u.d.N. Restriktionen und f3(x) > Z3 Goal Programming
3. lteration:
Z, = max f(x) u.d.N. Restriktionen und f;(x) > Z1; f3(x) > z3

usw. bis das zu l6sende LP keine oder nur eine zulassige Lésung hat.

Zur Erinnerung:
f; Deckungsbeitrag, f, Anz. Patienten, f; Anz. Patienten DRG 1, f; Auslastung OP




Zieldominanz

Operations Research

J. Pannek

Zieldominanz

Bestimme aus den p Zielen ein alleiniges Hauptziel f,(x).
Ubrige Ziele werden zu Nebenzielen, die in Form von Restriktionen
ein unteres und/oder oberes Anspruchsniveau erfillen missen.

max  Hauptzielfunktion fy(x) E

u.d.N. allgemeine Restriktionen 129 ?‘9‘7?‘"3"1
fi(x) > unteres Anspruchsniveau 3i mit f;(X) % fx(X) -
fi(x) < oberes Anspruchsniveau  3i mit fi(x) # fa(X)

Vorteil: leicht verstandlich

Nachteil: Zu ehrgeizige Anspruchsniveaus kénnen die Menge der
zuldssigen Lésungen zu stark einschranken (keine zulassige Lésung).




Zieldominanz — Krankenhaus Beispiel

Operations Research

Schritt 1: Lege Hauptziel fest, z.B. f>(x) o Pannek

Schritt 2: Definiere obere/untere Anspruchsniveaus, z.B.
Deckungsbeitrag mindestens z; = 300.000 GE

Anzahl behandelter Patienten DRG 1 zwischen z; = 100 und
z3 = 150

Mindestauslastung OP z, = 80%

Neues Optimierungsproblem: s
Goal Programming

max  f(X)
u.d.N. Einhaltung der Restriktionen
fi(x) > 300.000
fz(x) > 100
f3(x) < 150
fs(x) > 0.80

Zur Erinnerung:
f; Deckungsbeitrag, f, Anz. Patienten, f; Anz. Patienten DRG 1, f; Auslastung OP




Goal-Programming — Zweck

Goal Programming

Goal Programming (GP) kombiniert die Ideen der
» Zielgewichtung und der
» Zieldominanz.

Die Modellierungstechnik unterstitzt
» klassischen max/min Zielen, aber auch

» das moglichst prazise Erreichen eines gegebenen Zielwerts
sowie

» weiche Restriktionen (im Unterschied zu klassischen, harten)
Restriktionen.

Vokabeln:
objective (function)  Zielfunktion
target value Zielwert, Anspruchsniveau

goal Zielmarke, Zweck - eher nicht i.S. einer Zielfunktion

(losommic

Operations Research

J. Pannek

Skalarisierung des

Zielfunktion

Zieldominanz

181 Goal Programming




Goal-Programming

Operations Research

J. Pannek

1. Schritt: Definiere fir jedes Ziel f; ein Anspruchsniveau (goal) g.

2. Schritt: Fiihre zwei Abweichungsvariablen (deviation) flr jedes Ziel
f; ein:

> d misst Unterschreiten des Anspruchsniveau

> d misst Uberschreiten des Anspruchsniveaus

ieldominanz

Zield
132 Goal Programming

Mit d;~ und d;* wird jedes Ziel als Gleichungs—Restriktion aufgefasst.

Neue Zielfunktion:

min » _ unerwiinschten Abweichungen vom Anspruchsniveau




Goal Programming — Krankenhaus 1/2

Definiere Anspruchsniveaus fir alle Ziele:
Deckungsbeitrag mindestens g; = 300.000 GE
Anzahl Patienten g. = 700
Anzahl Patienten in DRG 1 g3 = 125
Auslastung OP g4 = 80%

Goal-Programming Problem:

min unerwiinschte Abweichungen von Goals
u.d.N.  Einhaltung der Restriktionen
fi(x)+d; —d” = 300.000 Deckungsbeitrag
h(X)+d, —d = 700 Behandelte Patienten
f(x) +d; — d3+ = 125 Behandelte Patienten in DRG 1
fb(x)+d, —d = 0.80 Auslastung OP

(losommic

Operations Research

J. Pannek

Zieldominanz

133 Goal Programming




Goal Programming — Krankenhaus 2/2

Operations Research

J. Pannek
min unerwiinschte Abweichungen von Goals
ud.N.  Einhaltung der Restriktionen
fi(x)+d; —d = 300.000 Deckungsbeitrag
h(X)+d, —dy = 700 Behandelte Patienten
B(X) +d; — d; = 125 Behandelte Patienten in DRG 1
f(x)+d, —d = 0.80 Auslastung OP

Frage: Wie ist die Zielfunktion zu modellieren?
a) Alle vier Ziele sind zu maximieren: i
min d1_ + d2_ + d3_ + d4_ 134 Goal Programming
b) Maximiere f; und f3. Die Goals fur f, und f4 sind méglichst zu erreichen:
min d;” + (dy +dy) +d; +(d, +d)
c) Alle Goal-Abweichungen sind zu minimieren:
min (d;” +d;") + (dy +d)) + (dy +d3) + (d, +d))
Beispiel: Mit Normierung und Gewichtung
min Xy - dy 4+ X2 (0 +05) + A3 dy + M- (d + )




Goal-Programming fir weiche Restriktionen 1/2

Operations Research
Restriktionen J. Pannek
Eine harte Restriktion ist in jedem Fall einzuhalten (klassischer Fall).

Eine weiche Restriktion darf verletzt werden. Die Verletzung soll so
gering wie méglich sein.

In der Realitat sind viele Restriktionen weich, z.B.

> Anzahl Mitarbeiter — Uberstunden, Werkvertrage, Zeitarbeit

Zieldominanz

> Budget — Kunst des Rechnungswesen 135 Goal Programming

Modellierung weicher Restriktionen:

Eine harte Restriktion ist mit Hilfe von Abweichungsvariablen d~ > 0
und d* > 0 wie folgt umzuformen:

Situation | Formulierung Goal-Restriktion | Beitrag zur Zielfunktion
LS<RS o+ mind™

[S-R | LSt ~d"=AS mind- + o

LS > RS ’ = mind—

LS: linke Seite des Restriktionssystems; RS: rechte konstante/Goal Seite.



Goal-Programming fir weiche Restriktionen 2/2

Unterschreiten des Anspruchsniveaus — a;”
Uberschreiten des Anspruchsniveaus — d;"
Beispiel Budget-Restriktion

100 Euro kdnnen fiir Lebensmittel (x;) oder fiir Unterhaltung (xy)
ausgegben werden.

X+ xy <100 harte Restriktion
X+ Xy+d- —d =100 weiche / Goal Programming Restriktion
Unterschreiten des Budgets: x, = 60,xy =30 - d~ =10,d" =0
Uberschreiten des Budgets: x; = 70, xy = 50 — d* = 20,d~ =0

Budget;Uberschreitungen sollen so gering wie mdglich ausfallen,
daher Anderung Zielfunktion.

Gr6SSere Werte flir d* sind schlechter. In geeigneter Weise
berticksichtigen, z.B. min d*.

(losommic
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Zieldominanz
136 Goal Programming




Zusammenfassung & Ausblick

Operations Research

J. Pannek

Fragen zur Wiederholung:
» Was bedeutet der Begriff Vektoroptimierung?
» Wie sind die Begriffe Zielbeziehung, Pareto-Front,

lexikographische Zielgewichtung, Skalarisierung, Zieldominanz
und Goal-Programming einzuordnen und anzuwenden?

137 Zusammenfassung &
Ausblick

Klausurrelevante Literatur
Domschke/Drexl: Kapitel 2.7, oder Nickel/Stein/Waldman Kapitel 2.3

Ausblick
» Tutorium: Vektoroptimierung, Zieldominanz, Pareto Front

» Einfihrung Graphentheorie: Domschke/Drex| Kapitel 3.1 und 3.2,
oder Nickel/Stein/Waldman Kapitel 3.1 und 3.2, oder Werners
Kapitel 5




(Gogbynamic

Operations Research

J. Pannek

Teil V

Graphentheorie | — Kurzeste Wege in Graphen




Wiederholung Lineare Programmierung | — ll|

Modellierung

Operations Research

J. Pannek

Modelle fiir einige ausgewahlte Problemtypen:
139 Wiederholung

» Mischungsprobleme

» Produktionsprogrammplanung

Regeln zur Modelltransformation:
» Standardform

» Normalform

Mehrere Zielkriterien:
» Zielgewichtung (skalarwertig, lexikographisch)
» Zieldominanz

» Goal-Programming




Wiederholung Lineare Programmierung | — ll|
Algorithmen

Operations Research

J. Pannek

140 Wiederholung
Grafisches Losungsverfahren fiir LP:
» Einziel LP

» Mehrziel LP

Simplex-Algorithmus fiir beliebige LP
» Transformation
» Primaler Simplex

» Dualer Simplex




Struktur dieser Vorlesung

1. Lineare Optimierung, 4 LV

2. Graphentheorie, 3 LV

3. Ganzzahlige Optimierung, 3 LV

4. Simulation/Spieltheorie, 2 LV

77777

(losommic
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141 Wiederholung
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Beispiele fiir Netzwerkmodelle basierend auf Graphen

141 Beispiele fir
Netzwerkmodelle
basierend auf
Graphen




Modelle physischer Strukturen — Autobahnnetz

Operations Research

J. Pannek

142 Beispiele fr
Netzwerkmodelle
basierend auf
Graphen

Telefonnetz, Internet, Strom-/Gasnetz, Wasserversorgungsystem

Quelle: FireSoullHC

‘399’



Modelle physischer Strukturen

Netz von Haltestellen, Bus und StraSSenbahn Bremen
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Bestandteile:
Knoten: Haltestellen
Kanten: Verbindungsstrecken

Quelle: bsag.de
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Beispiele flr
Netzwerkmodelle
basierend auf
Graphen



Modelle logischer Strukturen
Beschaffungs- und Liefernetzwerk

Operations Research

J. Pannek

144 Beispiele fir
Netzwerkmodelle
basierend auf
Graphen

Bestandteile:
Knoten: Lieferanten
Kanten: Beziehungen/Vertrage

Quelle: gxsblogs.com
399



Modelle hierarchischer Strukturen
Gozintograph — goes into graph

Operations Research

J. Pannek
Erzeugnis
E
1
145 Beispiele fir
Netzwerkmodelle
1 basierend auf
Baugruppe — Lotz EEEE Graphen
A 1 ¢
S !
1
° |
E]
3 Baugruppe
D
3
I
4 1

Bestandteile:

Knoten: Erzeugnisse, Baugruppen, und Einzelteile
Kanten: Konstruktionszugehdrigkeiten

Quelle: derfernstudent.de




Modelle raumlich-zeitlicher Abhangigkeiten
Umlaufplanung im OPNV

Haltestellen 1-4

Einsetzfahrt

Wartezeitam

/ ‘' Bahnsteig
Fahrzeit ¢

Zeitachse

2DT4
Aussetzfahrt

usw.

Bestandteile:
Knoten: Ankunfts- oder Abfahrtsereignis
Kanten: Verbindungsweg/-zeit

Quelle: SkipHH

(QogDynamic
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146 Beispiele fir

Netzwerkmodelle
basierend auf
Graphen
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Definition Graph

Operations Research
J. Pannek

Graphen reprasentieren Beziehungen zwischen Objekten.

Definition Graph
» Ein Graph G ist ein Paar von zwei Mengen G = (V, E).
147 Grundlegende Strukturen

Repré
Grap

> V ={w,..., vy} ist eine nichtleere Menge deren Elemente man
als Knoten bezeichnet.

» E ={e,...,en} ist eine Menge deren Elemente man als Kanten
bezeichnet.

» Jeder Kante sind zwei Knoten zugeordnet (Inzidenzabbildung
w:E—=VxV).

Grundbegriffe — z.B. Domschke/Drexl, Kapitel 3.1




Ein ungerichteter Graph

Operations Research

J. Pannek

Beispiel ungerichteter Graph:

148 Grundlegende Strukturen
Reprasentation vor
Graphen mit Matrizen

Knotenmenge Vi={1,2,3,4,5,6}
Kantenmenge Ei ={e1,e2,63,64,65 65}

Inzidenzabbildung w: e; — {1,2},e — {1,3},
€3 — {274}7 €4 — {355}5
es — {4,6}, € — {5, 6}




Ein gerichteter Graph

Operations Research

J. Pannek

Beispiel gerichteter Graph:

149 Grundlegende Strukturen
Reprasentation vor
nm

Graphen mit Matrizer

Knotenmenge Vo ={1,2,3,4,5,6}
Kantenmenge E> = {e1,e2,63,€4,65,65,€7,63, 6}

Inzidenzabbildung w:e; — (1,2),e: — (2,4),




Bewerteter Graph

Operations Research

J. Pannek
Definition Bewerteter Graph

Ein bewerteter Graph ist ein Graph mit einer Bewertungsfunktion
c: V — R, die jedem Knoten bzw. jeder Kante eine reele Zahl
zuweist.

150 Grundlegende Strukturen

Beispiel bewerteter Graph: Re

Notation:
Kosten der Kante (i, j) bezeichnet man mit c;.




Nachbarschaftsbeziehungen in Graphen

Beispiel bewerteter Graph: OIS REECETET

J. Pannek
eq a

0 151 Grundlegende Strukturen

Re von

Bezeichnungen:
» Kante ey ist mit Knoten i und j inzident

Knoten i heiSSt Nachbar von j, j heiSSt Nachbar von i
Knoten i und j sind benachbart oder adjazent

Zahl der mit i inzidenten Kanten heiSSt Grad g(/)

N(i) heiSSt Menge aller Nachbarn von Knoten i

Knoten k ist isoliert

vV V. v v v VY

Kante e, heiSSt Schlinge



Vorganger- und Nachfolger in Graphen

Operations Research

Vorganger J. Pannek

In einem gerichteten Graph heiSSt der Ursprung einer Kante
Vorganger und der Abschluss der Kante Nachfolger. Es bezeichne
P(i) und S(i) die Menge der Vorganger und Nachfolger von Knoten i.

Para||e| 152 Grundlegende Strukturen
Reprasentation vor
Zwei ungerichtete Kanten sind parallel, wenn sie dasselbe B
Knotenpaar verbinden.

Schlichter Graph

Ein Graph, der weder Schlingen noch parallele Kanten bzw. Pfeile
besitzt, wird als schlicht bezeichnet.

Digraph

Ein schlichter gerichteter Graph mit endlicher Knotenmenge heiSSt
Digraph.




Wege und Kreise

Weg

Ein Weg bezeichnet eine Folge von Knoten, in der zwei
aufeinanderfolgende Knoten durch eine Kante verbunden sind.

Ein Weg in einem gerichteten Graphen erfordert, dass

aufeinanderfolgende Knoten durch gerichtete Kanten verbunden sind.

Kreis

Wenn erster und letzter Knoten eines Wegs Ubereinstimmen, nennen
wir den Weg einen Kreis.

Einen Graph ohne Kreis nennt man kreisfrei.

(losommic

Operations Research

J. Pannek

153 Grundlegende Strukturen
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Aufgabe (Wege in einem Graph)

Operations Research

Gegeben sei der folgende bewertete Graph:

J. Pannek

V2 )

154 Grundlegende Strukturen
Reprasentation vor
nm

Graphen mit Matrizer

. Geben Sie drei verschiedene Wege von Knoten V; zu Knoten Vg an.
. Geben Sie einen Kreis beginnend mit Knoten Vj an.
Welches ist der kostengiinstigste Weg von Knoten V4 zu Knoten Vg?

Welches ist der kostengtinstigste Weg von Knoten V4 zu Knoten Vg, falls
sich die Kosten ¢4, auf —5 andern?

H w0 D~




Darstellung eines Graph als Matrix 1/3

Operations Research

J. Pannek

Adjazenzmatrix (un)gerichteter Graph

Sei G = (V, E) ein (un)gerichteter, endlicher Graph ohne parallele
Kanten. Die zugehérige Adjazenzmatrix A = (aj) ist definiert mit

o)1 fals{ijeE 1 falls(i)€E
! 0 sonst. J 0 sonst. Grundiegende Strukturen

155  Reprasentation von
Graphen mit Matrizen

Merke: Adjazenzmatrizen ungerichteter Graphen sind symmetrisch.

Adjazenzmatrix mit Kantengewichten

Sei G = (V, E) ein gerichteter, endlicher Graph ohne parallele Kanten
mit Kantengewichten. Die zugehérige Adjazenzmatrix A = (aj) ist
definiert mit

oo sonst.

a {c,',- falls {i,j} € E (ungerichtet) bzw. (i, j) € E (gerichtet)
,'/' =




Darstellung eines Graph als Matrix 2/3 — Beispiel 1

Operations Research

J. Pannek

Der bewertete Graph G als Adjazenzmatrix A:

rundlegende Strukturen

0 3 0 O 158 Roorsonaton von

raphen mit Matrizen
A— 3 0 -2 7
o -2 0 1
0o 7 1 0

G und A sind strukturgleich, d.h. Eigenschaften von G sind in A
enthalten (und umgekehrt).




Darstellung eines Graph als Matrix 3/3 — Beispiel 2

Ein gerichteter Graph G als Adjazenzmatrix A: IR e

J. Pannek

rundlegende Strukturen

157  Reprasentation von
Graphen mit Matrizen

>

Il
oo <00
cocooo =
coco-—=o
coco-—=o
coooo

Nachfolger, Vorganger, Eingangs- und Ausgangsgrad von k

Anz. Nachfolger: |S(k)| = > ag(= g" (k)

j=1

n
Anz. Vorganger: |P(k)| = Z ax(= g~ (k))
=
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Wie funktioniert ein Navigationsdienst?

FINDORFF, -

OVB-Arena A

Yurfiirstenafiae

'S
"Harnks?‘,me

() Das Viertel
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Varianten des kiirzesten Wege Problems

Operations Research

J. Pannek

Problemstellung

Gesucht ist in einem Graphen ein kirzester Weg . ..

1. von einem Startknoten s zu einem Endknoten t
(single-pair shortest path problem)

2. einem Startknoten s zu allen anderen Knoten eines Graphen
(single-source shortest path problem)

3. von allen Knoten eines Graphen zu einem Endknoten ¢
(single-destination shortest path problem)

4. jeweils zwischen allen Knotenpaaren
(all-pairs shortest path problem).

159  Problem

Der Dijkstra-Algorithmus I8st das single-source shortest path problem.




Idee der Funktionsweise des Dijkstra-Algorithmus

Operations Research

Minimalitat

J. Pannek
Ein minimaler Weg besteht aus minimalen Teilwegen. J

Problem
160  Funktionsprinzip

Annahme: minimaler 1-5-Weg ist 1,2,4,6,5
Folgerung: minimaler 1-6-Weg ist 1,2,4,6

Dreiecksungleichung

Falls d,v die kiirzeste Distanz zwischen Knoten v und v ist, dann gilt
fir einen beliebigen Knoten x

dUV S dUX ar dXV-




Informeller Ablauf des Dijkstra-Algorithmus

Operations Research

J. Pannek

Gegeben: Gerichteter Graph G = (V, E, ¢) mit nichtnegativen
Kantengewichten und einem Startknoten, z.B. 1 € V.

Problem
Funktionsprinzip
161 Losung mittels
Dijkstra-Algorithmus
Losur
Sim

Anmerkung Handout-Version: die relevanten Details sind nur im
animierten Foliensatz erkennbar.




Notation fir den Pseudocodes des Dijkstra-Algorithmus

vV vV.v. vY

Graph G = (V, E, ¢) mit nichtnegativen Kantengewichten

Ein Startknoten s € V

Die Anzahl der Knoten im Graph sei n = |V/|

S(i) = {j|(i,)) € E} ist die Menge der Nachfolger von Knoten i

d ist ein n-Vektor von Distanzen. Die Distanz d(/) ist die bislang
bekannte kirrzeste Distanz von Startknoten s zu Knoten J.

R ist ein n-Vektor fir Knoten. Der Knoten R(/) ist der direkter
Vorganger von Knoten i auf dem kirzesten Weg von s zu i.

M ist eine Menge von Knoten. Fur jeden Knoten i in M ist bereits
ein Weg (nicht zwingend der kiirzeste) von s nach i bekannt.
(M enthélt die blauen Knoten).

162
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Problem
Funktionsprinzip
Lésung mittels
Dijkstra-Algorithmus
Lésung mittels
Simplex-Algorithmus



Pseudocode des Dijkstra-Algorithmus

Operations Research

J. Pannek
Algorithmus 3: Dijkstra-Algorithmus
Input : Digraph G = (V, E, ¢) mit |V| = nund ¢; > 0 fur alle (i,j) € E,
Startknoten s € V
1 begin
2 M= {a}, d(a) :=0,d(i) := oo flrallei # a
3 while M # () do
4 Bestimme h = arg min d(/)
iem
5 M= M\ {h}
6 foreach j € S(h) do e Agartmus
7 if d(j) > d(h) + cy; then
8 | d(j):=d(h)+cy, R(G):=h M:=Mu{j}
9 end
10 end
1 end
12 end

Output: d(i) ist die kiirzeste Weglange von s nach i, R(/) ist der direkte
Vorganger von i auf einem kirzestem Weg von s nach i.




Beispiel Dijkstra-Algorithmus 1/8 )
Pseudtgode: Ze#e Input 9

Operations Research

J. Pannek

Input: gerichteter Graph G = (V, E,c) mit¢; > 0,V(i,j) € E
Der Startknoten sei s.

20 10

Problem

Funktions

orinzip
164 Losung mittels

10 Dijkstra-Algorithmus
Lé

10 20

Gesucht: Kiirzeste Wege von Knoten s zu allen Knoten in V' \ {s}.




Beispiel Dijkstra-Algorithmus 2/8

Pseudocode: Zeile 2 (Initialisierung)

Operations Research

J. Pannek
Startknotens=1 = M ={1},d(1)=0
Furalle i € V\ {1}, setze d(i) = +oo.

Funktionsprinzip
165 Losung mittels
Dikstra-Algorithmus
Lésung miltels
Simplex-Algorithmus

dii) | 0




Beispiel Dijkstra-Algorithmus 3/8

Pseudocode: Zeilen 3 bis 11 (1. Iteration, markierter Knoten h = 1)

Zeile 4: Welcher Knoten h aus M = {1} soll rot markiert werden? h = 1
Zeile 5: Entferne h = 1 aus M, h wird markiert, M =0
Zeilen 6-10: Betrachte alle direkten Nachfolger von h = 1 (hier Knoten 2, 3)

i 2 3
d(i) 40 20
R(/) T 1

Von Zeile 11 zurlick zu Zeile 3: Beginne neue lteration, falls M nichtleer

M=1{2,3}

(Qogbynamic

Operations Research

J. Pannek

Problem

Funktionsprinzip

166 Losung mittels

Dikstra-Algorithmus
Lésung els
Simplex-Algorithmus




Beispiel Dijkstra-Algorithmus 4/8

Pseudocode: Zeilen 3 bis 11 (2. Iteration, markierter Knoten h = 3)

Operations Research

J. Pannek

Zeile 4: Wahle zu markierenden Knoten h aus M = {2,3}

Allgemein: h = argmin;_ ,, d(/)
Im Beispiel: 3 = argmin, (, 5,{d(2), d(3)}

Problem
Funktionsprinzip
167  Losung mittels
Dikstra-Algorithmus
Lésung mittels
Simplex-Algorithmus

i [1 2 3 4 5 &6
di) |0 40 20 o~ 380 oo
R(/) 11 3

M = {2,5)




Beispiel Dijkstra-Algorithmus 5/8

Pseudocode: Zeilen 3 bis 11 (3. Iteration, markierter Knoten h = 5)

Operations Research

J. Pannek

Problem
Funktionsprinzip

168 Losung mittels
Dijkstra-Algorithmus

Lésung mittels.
Simplex-Algorithmus

i |1 2 3 4 5 6
d(i) [0 40 20 ~ 30 oo
R(/) 11 3

M= {2}




Beispiel Dijkstra-Algorithmus 6/8

Pseudocode: Zeilen 3 bis 11 (4. Iteration, markierter Knoten h = 2)

Operations Research

J. Pannek

Problem
Funktionsprinzip

169  Lésung mittels
Dijkstra-Algorithmus

Lésung mittels
Simplex-Algorithmus

i |1 2 3 4 5 6
d(i) [0 40 20 50 30 o
R(/) 1 1 2 3

M= {4}




Beispiel Dijkstra-Algorithmus 7/8

Pseudocode: Zeilen 3 bis 11 (5. Iteration, markierter Knoten h = 4)

Operations Research

J. Pannek

Problem

Funktionsprinzip

170  Lésung mittels

Dijkstra-Algorithmus
i 1 2 3 4 5 6 S
d(i 0 40 20 50 30 o0
(1) M=1{}
R() 1 1 2 3

Zeile 7: Von Knoten 4 aus gibt es keinen neuen kirzesten Weg zu
Knoten 6. M bleibt daher unveréandert.

M = () — Abbruchbedingung in Zeile 3 erfillt, keine weitere lteration.




Beispiel Dijkstra-Algorithmus 8/8

Pseudocode: Zeile Output — Interpretation Ergebnis

Die Vektoren d und R enhalten nun folgende Werte:

i [1 2 3 4 5 6
di) | 0 40 20 50 30 oo | M=0
R(/) 1 1 2 3

Ablesen der kiirzesten Weglangen von s = 1:

d(5) = 30 — kuirzeste Distanz von s nach 5 ist 30, etc.

Beachte: d(6) = co — es existiert kein Weg von s = 1 zu Knoten 6.

Ablesen des kiirzesten Weges von s = 1 nach 5:

1. R(5) = 3 (Knoten 3 wird unmittelbar vor Knoten 5 besucht)

2. Vorganger von 3? R(3) = 1 (Kn. 1 wird unmittelbar vor Kn. 3
besucht)

3. Vorganger von 1? R(1) ohne Wert, da Startknoten.
Der kiirzester Weg von 1 nach 5 lautet: 1, 3, 5

17
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Verhalten bei negativen Kantengewichten

Startknoten: s = 1

Addiere 10 zu allen Kantengewichten

Kirzester Weg von 1 nach 2: Weg 1, 3, 2 mit Distanz +1
Dijkstra findet: Weg 1,2 mit Distanz +2

Vorsicht: Kantengewichte erhéhen keine Lésung
— Unterschiedlich Kantenzahl klrzester Wege

Abhilfe: Bellman-Ford-Algorithmus

(Gngbynamics

Operations Research

J. Pannek

Funktionsprinzip

172 Lésung mittels

Dikstra-Algorithmus
Losur els
Simplex-Algorithmus




Formulierung als lineares Optimierungsmodell

Operations Research
J. Pannek
Idee: d(i) mit Entscheidungsvariable x; abbilden
— X; bezeichnet kirzeste Entfernung Startknotens zu Knoten i

Zielfunktion: maxxg — X3
pro Kante (/, ) eine Restriktion

—Xi +X <4 Pfeil (1,2)
—Xi+X <3 Pfeil (1,3) o
> > —Xo+ x4 <3 Pfeil (2,4) «

—Xo+ x5 <1 Pfeil (2,5) e
: ; . —X3+ x5 <3 Pfeil (3,5)
Allgemeines Modell fir Digraph Xyt <2 Pfeil (4,6)
max X —X5 + Xg < 2 Pfeil (5,6)
x;>0 firalleieV

udN. x—xi<c; V(i,j)€E
Xs = O




Inhalt der Vorlesung

Operations Research

J. Pannek

178 Anwendungsméglichkei
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Reiseplanung im Tir-zu-Tur-Service

Minimiere z.B. Umsteigevorgénge, Reisedauer

4 Wirzburg Hof Do, 19.11.15  ab  20:30
Bremen Hbf Do, 191115 an 2887
BahnhofiHaltestelle Datum
Wirzburg Hof Do, 19.11.15
Bremen Hbt Do, 19.11.15
|1 2zwischenhalte einblenden
fahrt icht taglich, 17. Nov bis 12. Dez 2015 Mo - Sa

§. AmBanhot @ Karteanzeigen £

4 Wirzburg Hof Do, 19.11.15  ab  21:31

Bremen Hbf Fr,201145  an 0147

BahnhoffHaltestelle  Datum Zeit

Wairzburg Hbf Do, 10.1115 &b 2131

Fulda Do, 191145  an 2202
|| umsteigezeit win.

Fulda Do, 19.1145 &b 2211

Hannover Hbf Fr,201145  an  00:02
‘ Umsteigezeit 19 Min.

Hannover Hof FL201115 b 0021

Bremen Hof FL20M45 e 0147

[L] zwischenhalte einblenden

fahrt nicht taglich, 17. Nov bis 11. Dez 2015 Mo - Fr

. AmBahnhot

@ Karte anzeigen

67,00 EUR 106,00 EUR
327 0 ICE S Zur Buchung > Rickfahrt hinzufigen
Zeit Glels Produkte
ab  20:30 7 ICE 732 Intercity-Express Richtung: Oldenburg(Oldb)
an 2357 3 Bordrestaurant
(1] Verspétungs-Alarm ¢ Merken ' In Kalender eintragen =, Druckansicht
Aktuelle Alternativen
57,00 EUR 106,00 EUR . -
416 2 ICE, RE > Zur Buchung > Zur Buchung > Ruckfahrt hinzufigen
Gleis  Produkte
6 ICE580 Intercity-Express Richtung: Kassel-Wilhelmshdhe
6 Bordrestaurant
> Umsteigezeit anpassen
6 ICE272  Intercity-Express Richtung: Hamburg-Altona
8 Bordrestaurant
> Umsteigezeit anpassen
11 RE 4400 Regional-Express Richtung: Bremen Hbf
6 it begrenzt méglich , ife vorhanden

¥_ Aktuelle Alternativen

(1] Verspatungs-Alarm ¢ Merken  : In Kalender eintragen s, Druckansicht

174
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Kunstliche Intelligenz (Wegfindung)

(losommic

Operations Research

J. Pannek
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http://www.adityaravishankar.com/projects/games/pathfinding-javascript-rts-demo/

Zusammenfassung & Ausblick

Operations Research

J. Pannek

Fragen zur Wiederholung:
» Was bedeutet die Begriffe Digraph, Weg, Adjazenzmatrix?

> Wie funktioniert das Dijkstra-Verfahren?

Klausurrelevante Literatur

Domschke/Drexl| Kapitel 3.1 und 3.2, oder Nickel/Stein/Waldman
Kapitel 3.1 und 3.2, oder Werners Kapitel 5

176 Zusammenfassung &
Ausblick

Ausblick
» Tutorium: Dijkstra, Graphentheoretische Begriffe

» Vorlesung: MaximalfluSS-Problem, Problem des kostenminimalen
FluSSes sowie Lésungsverfahren, Suhl/Mellouli Kapitel 6.8




(QogDynamic
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Teil VI

Graphentheorie || — Netzflussprobleme




Ein gerichteter Graph

Beispiel gerichteter Graph:

Knotenmenge Vo ={1,2,3,4,5,6}
Kantenmenge E> ={e1,e2,63,€4,65,65,€7,68}
Inzidenzabbildung w: e; — (2,4),e — (2,5),
63—>( )64—>(35),
65—>( ) ee—)(4,6)7
— (5,6),68 — (5,6)
Nachbarn N(1 ): 0, N(2) = {4,5},

N(3) = {4,5}, N(4) = {2,3,5},
N(5) = {27376}1 N(6) = {4,5,6}

(losommic

Operations Research

J. Pannek

178 Wiederholung




Idee der Funktionsweise des Dijkstra-Algorithmus

Operations Research

M'r”ma“tat J. Pannek
Ein minimaler Weg besteht aus minimalen Teilwegen. J 179 Wiederholung

Annahme: minimaler 1-5-Weg ist 1,2,4,6,5
Folgerung: minimaler 1-6-Weg ist 1,2,4,6

Dreiecksungleichung

Falls d,v die kiirzeste Distanz zwischen Knoten v und v ist, dann gilt
fir einen beliebigen Knoten x

dUV S dUX ar dXV-




Informeller Ablauf des Dijkstra-Algorithmus

Operations Research

J. Pannek

180 Wiederholung
Gegeben: Gerichteter Graph G = (V, E, ¢) mit nichtnegativen
Kantengewichten und einem Startknoten, z.B. 1 € V.

Anmerkung Handout-Version: die relevanten Details sind nur im
animierten Foliensatz erkennbar.




Inhalt der Vorlesung

Operations Research

J. Pannek

180 Fliisse in Netzen
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Ein Flussnetz

Operations Research

J. Pannek

» Ein Digraph G = (V, E)
Zwei besondere Knoten s (Quelle) und t (Senke)

» Quelle: ein Knoten ohne Vorganger aber mit mind. einem
Nachfolger

» Senke: ein Knoten ohne Nachfolger aber mit mind. einem
Vorganger
> Jede Kante e € E hat eine Kapazitat u(e) (bzw. u; > 0, (i,j) € E)

181 Flisse in Netzen

v




Was ist ein Fluss in einem Flussnetz? 1/2

Operations Research

S't'FIUSS J. Pannek
Ein s-t-Fluss (engl. flow) ist eine Funktion, die jeder Kante
e = (I,f) € E einen Flusswert x; > 0 zuweist und folgendes erfiillt: 182 Fiisse in Netzen

» Kapazitatskonform: Der Flusswert einer Kante ist hdchstens so
groSS wie die Kapazitat der Kante, d.h. 0 < x; < uj, V(i,j) € E

» Flusserhaltung: In jeden Knoten mit Ausnahme von Quelle s und
Senke f muss genau so viel hineinflieSSen wie herausflieSSt, d.h.

veV\{sth: Y = Y X

enach v e verlasst v




Was ist ein Fluss in einem Flussnetz? 2/2

Operations Research

J. Pannek
Wert eines Flussses
Der Wert z eines Flusses X ist

z(x) =) x5

ieVv

183 Flisse in Netzen

Der Wert entspricht dem (Netto-)Fluss, der aus der Quelle s abflieSSt.
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Problemstellung
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Das Max-Flow-Problem (Maximalflussproblem)

Operations Research

J. Pannek

Maximalflussproblem

Wie viele Flusseinheiten kdnnen maximal von einem Startknoten zu
einem Zielknoten transportiert werden?

184  Problemstellung

Anwendung bei Kapazitdtsuntersuchung in Netzen, z.B:
» Petroleum Produkte in einem Netz aus Pipelines
» Nachrichten/Datenpakete in einem Telekommunikationsnetz
> Autos in StraSSennetz

Weitere Anwendungen:
» Projektauswahl
» Bildverarbeitung

» Einsatzplanung von Flugzeugen (Airline Scheduling)

> ...



Das Max-Flow-Problem (Maximalflussproblem)

Frage

Welche Auswirkung hat eine zusatzliche Baustelle auf den
Verkehrsfluss / auf die Kapazitat eines OPNV Netzes?

Netz des OPNV = gerichteter Graph
Knoten = Haltestelle, Kante = StraSSe/Schiene
Gewicht einer Kante = Kapazitat des Verkehrsflusses pro Periode

(QogDynamic

Operations Research

J. Pannek

185 Problemstellung

Verfahren




Formulierung des Max-Flow-Problems 1/3

Operations Research

J. Pannek

Gegeben
» Graph G = (V,E) mit Quelle s € V und Senke t € V, s # t
» Jede Kante (i, j) € E besitzt eine maximal zulssige Kapazitét u; | g con

Gesucht
Maximaler Fluss x in G von s nach t, so dass

» flr alle Knoten mit Ausnahme von s und t die
Flusserhaltungsbedingung gilt, und

> die Kapazitdtsbeschréankung jeder Kante eingehalten wird.

Fluss und Kapazitatsbeschrankung

Fur jede Kante (i,j) € Aist der Fluss x; mit 0 < x; < uj festzulegen.

4




Formulierung des Max-Flow-Problems 2/3

Operations Research

Flusserhaltungsbedingung flr einen Knoten i J. Pannek

Die Summe des in einen Knoten i einflieSSenden Flusses (inflow(i))
ist gleich der Summe des aus Knoten /i ausflieSSenden Flusses
(outflow(i)), d.h.

187  Problemstellung

inflow(i) — outflow(i) = 0.

Maximaler Fluss

Der Wert z eines Flusses x ist das, was an der Senke t{ ankommt,
ohne von dort wieder weggeleitet zu werden. Der maximale Fluss ist
der Fluss mit maximalem Wert.




Formulierung des Max-Flow-Problems 3/3

Formulierung als Lineares Optimierungsproblem

Gesucht

Maximaler Fluss x von s nach ¢, der die oberen Flussschranken u;
erflllt

(QogDynamic

Operations Research

J. Pannek

188

Entscheidungsvariablen
xj Flusseinheiten auf der gerichteten Kante (i, )

Lineares Optimierungsproblem

max X
x firi=s
st Y - > x= 0 firie V\({s,t}
J:(i))EE Ji(if)eE —x fori=t

0 < x; < uj v(i,j) e E

Verfahren




Lésungsverfahren von Ford & Fulkerson 1/2

Operations Research

J. Pannek

Technische Voraussetzung: ein symmetrisches Flussnetz (Graph)

Symmetrischer Graph Problemstelung

189 Verfahren

Ein Graph heiSSt symmetrisch, wenn gilt
(i,j) € E< (j,i) € E,

d.h. zwischen zwei Knoten gibt es entweder keine Kante oder aber
zwei entgegengesetzte Kanten.

In asymmetrischen Graphen erganze fehlende Kanten:
Falls (i,j) € E und (j, i) ¢ E, dann flige (j, /) mit u; =0 in E ein.

Bei Handrechnung kann auf diese Schritte i.d.R. verzichtet werden.




1

2
3
4
5
6
7

Lésungsverfahren von Ford—Fulkerson 2/2

Algorithmus 4: Ford—Fulkerson Algorithmus

Input : Symmetrischer Graph G = (V, E, ¢) mit Initialfluss x°
begin
while 3P do
Identifiziere flussvergréSSernden Weg P von s nach ¢
Definiere Hilfsnetz mit Restflusskapazitaten (Residualnetz)
VergréSSere Fluss x um minimale Restflusskapazitat entlang P
end
end
Output: Maximaler Fluss x von s nach ¢

Notation: x; = Fluss von Knoten i zu Knoten j
X = Fluss auf (i, j) im Initialzustand
xj = Fluss in erster lteration
xj = Fluss in k-ter lteration.

(losommic
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Problemstellung
190  Verfahren




Was ist ein flussvergroSSernder Weg?

Operations Research

J. Pannek

Flussvergr6SSernder Weg

Ein Weg von s nach t heiSSt flussvergroSSernd, wenn die
Kapazitaten jeder verwendeten Kante positiv (> 0) sind.

Problemstellung
191 Verfahren

Der Weg P = ((s, a), (a, ¢), (c, t)) ist flussvergr6SSernd.

Um wie viel wird durch P der Fluss vergroSSert?

Es gilt das Flaschenhals-Prinzip! Auf dem Weg P kann der Fluss um
héchstens § = min{10, 2,4} = 2 Einheiten erh6ht werden.




Wie ist das Residualnetz zu konstruieren?

Operations Research

ReSIdUametZ J. Pannek

Ein Residualnetz G(x) fir Fluss x zeigt die noch unverbrauchten
Flusskapazitaten des urspriinglichen Flussnetzes G an.

Problemstellung

192 Verfahren

Gegeben: Weg P, liber den ein zusétzlicher Fluss in Hohe von § von
s nach tim Graph G = (V, E) geschickt wird.

Konstruktion Residualnetz
Fir jede Kante (i,j) € P:

» Der zusétzliche Fluss beansprucht auf Kante (i, j) die Kapaziat ¢,
die Restkapazitatist r; = u; — ¢

» Kapazitdtsverringerung auf (i, j) induziert
KapazitatsvergroSSerung fir (J, /) (Gegenrichtung /
Rickwartskante): rj = uj + ¢

Hinweis zur Notation:
u; = obere Flussschranke von (i, j) im urspriinglichen Flussnetz G
rj = verbleibende Kapazitat im Residualnetz G(x)




Wie ist das Residualnetz zu konstruieren?

Beispiel

Operations Research

Gegeben: Flussnetz G mit Nullfluss x° sowie flussvergréSSernder
Weg P = ((s, a),(a,c),(c, 1))

Flussnetz G(x°): Residualnetz G(x):

J. Pannek

Problemstellung
193 Verfahren

Fluss x° wird um ¢ = min(; ;ep{10,2,4} = 2 erhdht.

Restkapazitat
Pfeile mit Restkapazitat Null werden i.A. nicht gezeichnet.

Zweck Ruckwartskanten

Rickwartskanten (j, /) erlauben Reduktion auf Kante (i, ).
— Entscheidungen reversibel




Augmenting-Path-Algorithmus von Ford & Fulkerson

Algorithmus 5: Augmenting-Path-Algorithmus

Input : Symmetrischer Graph G = (V, E, ¢) mit Initialfluss x°
1 foreach (/,j) € E do

2 L rj = (Uj = X0) + (X — )

3 while G(x) hat gerichteten Weg von s nach t mit Kanten (i, j)|rj > 0 do
4 Identifiziere flussvergroSSernden Weg P
5 Seid = min(,-yj)ep T

6 foreach (i,j) € P do

7 I’,'j = I’,'j )

8 ni=ri+46

9 foreach (/) € E do

10 if u; — rj > I then

1 ‘ Xjj = Ujj — Tjj

12 else

13 L X,‘j = /ij

Output: Maximaler Fluss x auf G von s nach t der Gr6SSe
z = oultflow(s) — inflow(s)

(losommic

Operations Research

J. Pannek

194 Verfahren
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194 Min-Cost-Flow-
Problem
Pr

tellung

Min-Cost-Flow-Problem
Problemstellung
Verfahren




Min-Cost-Flow-Problem (Minimalkostenflussproblem)

Operations Research

Unterschied zum Max-Flow-Problem:
»> Gegeben: Obere Flussschranken uj und Kosten ¢; > 0 firr jede
Kante (i, )
» Gegeben: Transportmenge b; (Bedarf Knoten t)
» Gesucht: Kostenminimaler Fluss (von s nach t) der Starke by

° (cij» uip) 0 195 Problemstellung
.—>' Verfahren

J. Pannek

Restkapazitat
Pfeile mit Restkapazitat Null werden i.A. nicht gezeichnet. J




1
2
3

N o o »

Das Successive-Shortest-Path Lésungsverfahren (SSP)

SSP funktioniert &hnlich wie das Augmenting-Path-Verfahren fir das
Max-Flow-Problem.

Algorithmus 6: Ford & Fulkerson-Algorithmus

Input : Symmetrischer Graph G = (V, E, ¢) mit Initialfluss x°,
gesuchte Flussstarke b;
begin
while 3P und x < b; do
Identifiziere kostenminimalen flussvergr6SSernden Weg
Pvon snacht
Definiere Residualnetz mit Restflusskapazitaten
VergroSSere Fluss x um minimale Restflusskapazitat in P
end
end
Output: Maximaler Fluss x von s nach t

(losommic

Operations Research

J. Pannek

Problemstellung
196 Verfahren




Wie ist das Residualnetz zu konstruieren?

Gegeben: Weg P, lber den ein zuséatzlicher Fluss in Héhe von ¢ von Operations Research
s nach tim Graph G = (V, E) geschickt wird. . Pannek

Konstruktion Residualnetz
Fir jede Kante (i,j) € P:

> Verringerung der Kapazitat auf Kante (i,j) um é: rj = uj — ¢ 197 Vertatren

» Kapazitdtsverringerung auf (i, ) induziert
KapazitatsvergrdSSerung fir Riickwértskante (j,i): rj = uj + ¢

» NEU: Die Kosten c; auf der Riickwértskante (j, /) entsprechen
den negativen Kosten von (i, /), d.h.: ¢; = (—1) - ¢j

Zweck Residualnetz
Entscheidungen kénnen bei Bedarf rickgéngig gemacht werden.

Hinweis zur Notation:

uj = obere Flussschranke

rj = verbleibende Kapazitat im Residualnetz G(x)

cjj Kosten fiir den Transport einer Flusseinheit auf (i, )




Wie ist das Residualnetz zu konstruieren?

Beispiel

Gegeben: FlussvergroSSernder Weg P = ((s, a),(a,t)) mitd =7 im Cnelatcpelicsearch
Flussnetz G J. Pannek
(Achtung: P ist nicht der kostengiinstigste Weg!)
(0,7, u,;)
o7

Problemstellung
198 Verfahren

(1,8)

Residualnetz: (8,10)




1

Successive-Shortest-Path-Algorithmus

Algorithmus 7: Successive-Shortest-Path-Algorithmus (SSP)

Input : Symmetrischer Graph G = (V, E, c¢) mit Initialfluss ,x°

foreach (i, j) € E do
r;,- = u,-/ — X

while G(x) hat gerichteten Weg von s nach t mit Kanten (i, j)|r; > 0 A x < by do
Identifiziere kiirzesten flussvergréSSernden Weg P

Sei § := mi”(i,j)eP rij

if X+ & > b; then

‘ §:=bt —x
X := bt
else
L x:=x+94
foreach (i, j) € Pdo
rj=rj—29
rjj = rjj + &

foreach (i, j) € E do
Xjj = Uj — I

if x < b; then Es existiert kein Fluss der GréSSe by; x ist maximal

Output: Kostenminimaler Fluss (oder maximaler Fluss) x auf G von s nach t der Gr6SSe x = by

(losommic

Operations Research

J. Pannek

Problemstellung
199  Verfahren




Suche kostenminimalen flussvergr6SSernden Weg

Operations Research
Successive-Shortest-Path-Algorithmus, Zeile 6 bis 8 S TS
6 while G(x) hat gerichteten Weg von s nach t mit Kanten (i, j)|rj > 0 A x < by do

7 Identifiziere kiirzesten flussvergréSSernden Weg P
8 Sei & := min(; jep rj

Problemstellung

Kiirzester flussvergréSSernder Weg P Uber die Pfeile 200 Verahren
(s,b),(b,a),(a,t)

Erhéhung Flussstérke § = min( jcp rj = min{8,5,7} =5

(cjj, uj)
i Ui

O—0




14
15

16

Konstruiere Restflussnetz

Successive-Shortest-Path-Algorithmus, Zeile 14 bis 16

foreach (i, j) € P do

rj=1rj—25
i =1+ 6

P =((s,b),(b,a),(a,t)), Restkapazitdt § = 5

(¢, uj)
i Ui

(losommic

Operations Research

J. Pannek

Problemstellung
201 Verfahren




Unterschiede bei der Lésung von Max-Flow vs. Lésung )
von Min-Cost-Flow

Operations Research
J. Pannek

Fragestellung
Max-Flow: Wie viel Fluss kann durch ein Netz maximal flieSSen?

Min-Cost-Flow: Welches sind die geringsten Kosten fiir einen festen
Fluss mit Wert b; durch ein Netz? Protlemstellung

202 Verfahren

Unterschiede bei der Lésung von Min-Cost-Flow zu Max-Flow:

1. Jede Kante ist mit Kosten und Kapazitat bewertet. Muss im
Residualnetz beachtet werden.

2. Statt irgend einen flussvergréSSernden Weg zu suchen, ist nur
der jeweils kostenguinstigste Weg erlaubt.

3. SSP endet, sobald die geforderte Flussstarke b; (gegeben!)
erreicht ist. Gibt es keinen Fluss mit Starke by, ist das Problem
nicht l6sbar.




Zusammenfassung & Ausblick

Operations Research

Fragen zur Wiederholung:

» Was bedeutet die Begriffe Fluss, flussvergroSSernder Weg,
Residualnetz?

J. Pannek

» Was ist das Max-Flow-Problem?

» Was ist das Min-Cost-Flow-Problem?
203 Zusammenfassung &

> Wie funktionieren Augmenting-Path-Verfahren und Ausblick
Successive-Shortest-Path-Verfahren?

Klausurrelevante Literatur
Suhl/Mellouli Kapitel 6.8

Ausblick
» Tutorium: Max-Flow, Min-Cost-Flow Problem

» Vorlesung: Varianten des Min-Cost-Flow-Problems bzw.
Transshipmentproblems, Suhl/Mellouli Kapitel 6.5 — 6.9 und
Anwendung OPV Suhl/Mellouli Kapitel 7




(Qogbynamic

Operations Research

J. Pannek

Teil VII

Graphentheorie Ill — Modellierungstechniken flr
Netzflussprobleme




Inhalt der Vorlesung

Ausgewahlte Flussprobleme
Das Zuordnungsproblem
Das Transportproblem
Das Umladeproblem

204
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J. Pannek

Ausgewdhlte
Flussprobleme




Problem: Schwimmer fiir die 4x200m Lagenstaffel

Operations Research

J. Pannek

Das Schwimmsportteam der Uni nimmt an den Unimeisterschaftenin ./ ~ "=
der Disziplin Lagenstaffel (4x200m) teil. Das Transportprobl

Das Umladeproblem

Der Trainerin sind die folgenden Bestzeiten ihres Teams bekannt:

Zeit (min)
Ricken | Brust | Schmetterling | Freistil
Christine 2.56 3.07 2.90 2.26
Janine 2.63 3.01 3.12 2.35
Larissa 2.71 2.95 2.96 2.29
Laura 2.60 2.86 3.08 2.41

Welche Schwimmerin soll in der Lagenstaffel welche Disziplin
schwimmen, damit die Siegchance maximal wird?




Das lineare Zuordnungsproblem
Linear Assignment Problem, LAP

Operations Research

J. Pannek

Ricken

206 Das Zuordnungsproblem

Brust BesTrareies:

Das Umladeproblem

Schmetterling

Freistil

Larissa |
|

Lo !

Der gerichtete Graph G = (V, E, c) ist bipartit, d.h.

» die Knotenmenge V ist in zwei Teilmengen V, und Vg partitioniert
(V=VauVegmit Van VB:Q));

» Kanten von G beginnen stets mit einem Knoten aus V4 und endet
mit einem Knoten aus Vg (E C V4 x Vp).

Beim LAP gilt auBerdem: | Va| = | Vg ~



Das lineare Zuordnungsproblem als Min-Cost-Flow

Riickfiihrung des LAP auf ein Min-Cost-Flow-Modell:
1. Fuhre kiinstliche Quelle und Senke s und { ein

2. Wahle geeignete Kantengewichte (¢ = ¢y = 0,i € V,
uj=1,{i,j} e Vu{st})
3. Berechne einen kostenminimalen Fluss mit by = 4

(c15=2.56,u 5 = 1)

(losommic

Operations Research

J. Pannek

207 Das Zuordnungsproblem

Das Transportproble
Das Umladeproblem



Das lineare Zuordnungsproblem als Lineares Programm

Matchingproblem — Stable Marriage Problem

Operations Research

J. Pannek

Gegeben: bipartitier gerichteter Graph G = (V, E, ¢).
208 Das Zuordnungsproblem

Das Umladeproblem

min Z Z Cij Xij

i€eVyjeVg
st. Y xj=1, VieVy
JEVB
ZX,‘I‘:‘I, Vje Vg
i€V,

x>0 VijeV

Gesucht: kostenminimale Zuordnung je eines Elements aus V4 zu
genau einem Element aus Vp

i.A. gilt beim Matching: | Va| # | Vg|




Weitere Anwendungsméglichkeiten des LAP

Operations Research

J. Pannek

209 Das Zuordnungsproblem
Das Transportproblem

Das Umlade

Zuordnung von
» Studierenden zu Studienprojekte (Kosten: Praferenz fiir Projekt)
» Projektleitern zu Projekten (Kosten: Eignung fir Projekt)
» Key-Account-Kundenbetreuer zu Kunde

» Maschinen zu Produktionsauftrdgen (Kosten: Arbeitsstunden)




Problem: Repositionierung leerer Container

Transportproblem TPP

Operations Research

Hintergrund: Reederei miissen regelmaBig ihre leeren Container

J. Pannek
zwischen Héfen repositionieren.
Angebotsknoten (b; > 0,i € V4) «— Nachfrageknoten (b; < 0,/ € Vp) Das Zuordnungsprobl
Kantengewicht = Transportkosten / Opportunitatskosten s

Das Umladeproblem

Der Bedarf eines Hafens kann durch mehrere Hafen gedeckt werden. )

Va

Gesucht: kostengunstigster Transportplan fir Nachfrage



Das Transportproblem als Min-Cost-Flow

Operations Research
Riickfithrung des TPP auf ein Min-Cost-Flow Modell: e
1. Flhre kiinstliche Quelle und Senke s und f ein
2. Wihle geeignete Kantengewichte (csj = ¢t = 0,i € V, e
Usi=bi, i € Vaund uy = |b|, i € Vg )und uj = |bj|,i € Va,j € Vp
3. Berechne einen kostenminimalen Fluss mit b; = Z,evs |bi| =15




Interpretation einer Flusslosung des Transportproblems

Operations Research

J. Pannek
Sei die kostenminimale Min-Cost-Flow Lésung z.B.:

Das Zuordnungsproble
212 Das Transportproblem

Das Umladeproblem

Interpretation Losung: x;s = 6 — Transport von 6 leeren Container
von Rotterdam (Hafen 1) nach Shanghai (Hafen 5), ...
Xsi und x; ohne besondere Bedeutung flr reales Problem.

Kosten Transportplan: 2¢i3 + 2¢14 + 6¢i5 + 3Co6 + 2C24




Das Transportproblem als Lineares Programm

(losommic

Operations Research

J. Pannek

Gegeben: bipartitier gerichteter Graph G = (V, E, ¢).

Das Zuordnungsprobler
213 Das Transportproblem

Das Umladeproblem

min Z Z C,']'X,‘j

ieVyjeVp
s.t. Z Xjj = b;, Vie Va
SZ:]
Z Xjj = |b/|, Vje Vg
i€V

x>0 VijeV

Vy

Gesucht: kostenminimaler Transportplan fir Nachfrage b;,j € Vg




Das mehrstufige Transportproblem

Erweiterung des TPP:

» nur indirekte Verbindungen zwischen Angebots- und
Nachfrageknoten iber Umladeknoten

> V=V,uVguU Vs

» Bedarf der Umladeknoten ist Null

Anwendungen:

» Einstufiges TPP: Transport der Glter von Fabrik zu Kunde

» Zweistufig TPP: Transport der Giter von Fabrik zu
Distributionszentrum zu Kunde

» Zwei- und mehrstufige TPP: Intermodale Transporte

(losommic

Operations Research

J. Pannek

Das Zuordnungsproble

214 Das Transporiproblem

Das Umladeproblem



Das Umladeproblem
Transshipment-Problem

Operations Research

J. Pannek

NEU: untere Flussschranke (FS) Jj
Kantenbewertung: (cj, lj, uj) ~ (Kosten, untere FS, obere FS).

NEU: Umladeknoten (b; = 0), neben Angebots- bzw.
Nachfrageknoten (b; > 0 bzw. b; < 0).

Das Zuordnungsproble
Das Transportproblem
215 Das Umladeproblem




Das Umladeproblem als lineares Programm

Operations Research

Annahme: Gesamtangebot = Gesamtnachfrage, d.h. >,., bi =0 J. Pannek

Umladeproblem

Das Umladeproblem ist gegeben durch S —
minz =% CjX; (Gesamtkosten des Flusses x)

(i,))eE
s.t. outflow(i) — inflow(i) = b; VieV (Flusserhaltung)

li < x5 < uj V(i,j) € E (Flussschranken)
mit

outflow() := Y x; inflow()) := Y x;
J:(i.)eE J:U,NEE

Falls b; > 0, dann ist i ein Angebotsknoten und outflow(i) > inflow(i)

Falls b; < 0, dann ist i ein Nachfrageknoten und outflow(i) < inflow(i)

Falls b; = 0, dann ist i ein Umladeknoten und outflow(i) = inflow(i)



Inhalt der Vorlesung
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J. Pannek

216 Modellierungstechniken
fir Flussprobleme

Untere Flussschranken

Node Spliting

Modellierungstechniken fir Flussprobleme
Untere Flussschranken
Mehrere Quellen und/oder mehrere Senken
Zirkulationsfluss
Antisymmetrisches Netz
Node Splitting




Zweck der folgenden Modellierungstechniken

Generisches Flussmodell meist einfach aufstellbar
Aber: Lésung des generischen Flussmodells (haufig) schwierig

Daher:

» Umformung generisches Flussmodell in

» Min-Cost-Flow-Modell
> Max-Flow-Modell

> Nutzung von Lésungsverfahren wie Successive-Shortest-Path

Notation:
> x; Fluss (in Flusseinheiten, FE) auf gerichteter Kante (/, j)

> ¢; Kosten je FE auf Kante (/, /)

» J; und uj sind untere (lower) und obere (upper) Flusschranken auf Kante (i, /) (in
FE)

» b; Angebots- (b; > 0) bzw. Nachfragemenge in FE (b; < 0) von Knoten i

(losommic

Operations Research

J. Pannek
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fir Flussprobleme

Untere Flussschranken

re Quellen und/oder
Senken




Modellierungstechnik 1/5 — Untere Flussschranken

Graphtransformation fiir Schranken

Der Graph eines Flussmodells I&sst sich so transformieren, dass

positive untere Flussschranken (/; > 0) entfallen, d.h. alle [; = 0.

Idee: Fir jede Kante mit /; > 0
> Setze X,-;- = Xj — /,'j
> Wandle /; < xj < ujumin 0 < xj < u; — I
> Einsetzen in Flusserhaltungsbedingungen: bj = b; — I; bzw.
bj{ =bj+

(I ui) 0, uj —
b b b b+

ij

x; misst den (ber J; hinausgehenden Fluss.

(losommic

Operations Research

J. Pannek

218  Untere Flussschranken

Mehrere Quellen und/oder
mehrere Senken

Zirkulationsfluss
metrisches Netz
Node Splitting




Modellierungstechnik 2/5 — Mehrere Quellen/Senken

Operations Research

J. Pannek
Graphtransformation fiir Quellen/Senken
Ein Graph mit mehreren Quellen und/oder Senken kann in einen
Graphen mit nur einer Quelle s und Senke { transformiert werden.
Idee: Einfilhrung einer Superquelle s und Supersenke ¢ 20 crrare oo "

Zirkulationsfluss

metrisches Netz

Kante von s zu Angebotsknoten i mit Gewicht (0, 0, b;)
Kante von Nachfrageknoten i zu Supersenke t mit Gewicht (0, 0, |b;|)

Node Splitting

(0,0,b

by = 30

(cjj, lj, uj) = (Kosten, untere, obere Flusschranke)




Modellierungstechnik 3/5 — Hinzufligen einer Zirkulation

Operations Research

J. Pannek

Graphtransformation fiir Zirkulationsfluss

Sollen alle Quellen und Senken eliminiert werden, entsteht ein
Zirkulationsflussproblem; hier gibt es nur noch Umladeknoten.

Untere Flussschranker
Mehre

Eignet sich zur Modellierung periodischer Sachverhalte. e
Erganze neue Kante von Senke t zu Quelle s

Antisymmetrisches Netz

Node Splitting

(0, bs, [b¢])

(c,-/, l;j, u,-j) = (Kosten, untere, obere Flusschranke)

Ein zuléssiger Fluss hat immer die auf der (t, s) geforderte Starke bs
(Starke Min-Cost-Flow = bs, Stérke Max-Flow = bs).




Modellierungstechnik 4/5 — Symmetrische Kanten

Operations Research
J. Pannek
Graphtransformation fir Symmetrische Kanten
Symmetrische Flussgraphen (aus (i, ) € E folgt (j, i) € E) kénnen in
antisymmetrische Flussgraphen tberflhrt werden (aus (i,j) € E
folgt (j, /) & E).

Idee: Neuer Knoten ji firr jedes Paar (i, j), (j,i) € E. .

221 Antisymmetrisches Netz

Node Splitting

(Gji» lji» Uji)
b, U b b (cji, lj> uj) (0, i, uip) b

(cijs > uj)

(Gji, Iy, ujj) = (Kosten, untere, obere Flusschranke)

Kante (/, ) unverandert

Aber Kante (j, i) wird durch (j, ji) und (ji, /) ersetzt.
Flusschranken bleiben im Prinzip erhalten, Kosten werden angepasst
Zweck: manchen Algorithmen wird die Arbeit erleichtert




Modellierungstechnik 5/5 — Kapazitaten/Kosten fir Knoten

Operations Research

J. Pannek

Graphtransformation durch Node—Splitting

Sollen Kosten oder Kapazitatsrestriktionen beim DurchflieBen eines Untere Flusssctvanken
Knoten statt auf Kanten bertiicksichtigt werden, dann kann man die Venere o

mehr

Technik des Node-Splitting anwenden. PR

222 Node Splitting

Idee: Knoten i durch zwei Knoten i’ und i ersetzen und neue Kante
(7', i") einfigen

(cijs lj» uy)

@D

(cijs lj» ujp)

(ci, Ii up)

(12

(ci, I, up) by bjr1

Kosten ¢; bzw. Flussschranken J;, u; werden auf Kante lbertragen
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Fallbeispiel: Umlaufplanung im OPV




Produktionsplanung- und steuerung im OPV 1/2

Nachfrageprognose

Welche Produkte sollen produziert werden?

Dispositive Kontrolle
Wie wird der Produktionsprozess tberwacht?
Wie soll im Fall von Stérungen
der Plan aktualisiert werden?

Planung und -steuerung
Wann und wie viel soll von
jedem Produkt produziert werden?

Ressourcenzuordnung

Welche Ressourcen sollen fir die einzelnen
Produktionsschritte verwendet werden?

(Qoguynamlc

Operations Research

J. Pannek
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Umlaufplanung im
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Produktionsplanung- und steuerung im OPV 2/2

Operations Research

J. Pannek

1. Nachfrageprognose 3. Ressourcenzuordnung
> Passagieraufkommen, A%Js.lastung > konkrete Fahrzeuge/Personen 224 Fallbeispiel:
> Entwurf Transportnetz: Linien, werden Fahrten zugeordnet L
Kapazitaten, Takt, Saison > Fahrzeuge:
» Produkt = Fahrten/Fliige mit Wartungsanforderungen
gleicher Linie, Startzeit, > Personal: Urlaub, Flugsimulator
Wochentag
2. Planung und -steuerung 4. Dispositive Kontrolle
> Flottenzuordnung > Bewertung Ist-Situation

> Umlaufe > Storungen antizipieren

> Diensteinsatzplanung > Reaktion auf Stérungen




Das Umlaufplanungsproblem

Operations Research

J. Pannek

Ein Fahrplan ist gegeben.

Umlauf
Folge von Fahrten (bzw. Flligen), die zeitlich und raumlich durch ein | zs raieispie:

Umlaufplanung im

Fahrzeug (bzw. Flugzeug) bedient werden kénnen. o

Leerfahrt = Bewegung des Transportmittels ohne Fahrgaste

Leerfahrten sind erlaubt und auch sinnvoll

Umlaufplanung

Ausgehend von einem gegebenen Fahrplan sind Umlaufe fir die
Fahrzeuge zu bilden, so dass

» alle Planfahrten bedient werden und

> die Gesamtkosten (Fixkosten Fuhrpark, variable Kosten fir
Leerfahrten) minimiert werden.




Netzwerkbasierte Modellierung der Umlaufplanung

Fluss = Fahrzeuge ,flieBen” im Netz
Fluss soll Planfahrten geeignet ,iberdecken*

Fahrtverkniipfungen bzw. Anschllsse fur Fahrzeuge, d.h.
» Fahrzeug beendet eine Fahrt, mit welcher Fahrt geht es weiter?
» Analog zu Passagieranschliissen

Modellierung:
Planfahrt (Ankunftsereignis, Abfahrtereignis) ~ Knoten

Anschliisse (Fahrtverknipfungen) ~ Kanten

226
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Fallbeispiel:
Umlaufplanung im
OPV



Fallbeispiel 1/6

Operations Research

J. Pannek

Fir den folgenden Fahrplan sollen Umlaufe geplant werden.

Abfahrt Ankunft
Fahrt | Ort | Zeit | Ort | Zeit = Ulauimanung im
F1 A 8:00 | B 9:30 OPV
F2 c 815 | B 9:15
F3 B 10:00 | A 11:30
F4 o] 11:45 | A 12:45
F5 A 12:00 | C 13:00

Dauer Leerfahrten (in Minuten) zwischen den Orten:

|A B ¢
Al- 30 30
B - 2
C —




Fallbeispiel 2/6

Abfahrt Ankunft

Fahrt | Ort | Zeit | Ort | Zeit

= Anschluss an gleicher Station F A 800 | B 9:30
9 F2 c 815 | B 9:15

== Anschluss an verschiedenen Stationen F3 B 10:00 A 11:30
F4 c 1145 | A 12:45

F5 A 1200 | C 13:00

Fi1 F4
AnachB | = Cnach A
>
D 8:00 9:30 \ 11:45 12:45

. F3
IE' .................... > | BnachA
K 10:00 11:30
— /
P
CnachB |[F== >
8:15 9:15

F5
A nach C
12:00 13:00

s wird nicht erreicﬁA \
rt-dauert 80 Minute» .

AR

(QogDynamic

Operations Research

J. Pannek

22Fallbeispiel:

Umlaufplanung im
OPV



Fallbeispiel 3/6

Operations Research
J. Pannek

Erlauterung zur vorherigen Folie:

» Knoten entsprechen (Plan-)Fahrten F1, F2, F3, F4

» Kante (i, j): Fahrtverknlipfung mdglich, d.h. Fahrt j kann mit ZZﬁﬂgeuif;:;ung -
dem gleichen Fahrzeug durchgefiihrt werden wie Fahrt J; PV

» blau Kante (/, j): Ankunftsort von i identisch mit Abfahrtsort von j,
keine Leerfahrt notig, z.B. (F3,F5)

» grine Kante (/,/): Ankunfts- und Abfahrtsort der Planfahrten i
und j verschieden, Leerfahrt notig, z.B. (F1,F4)

» graue Kante: von Fahrzeugdepot (Quelle t) zu Planfahrt bzw. von
Planfahrt zu Fahrzeugdepot (Senke s)

> keine Kante, z.B. von F3 nach F4, weil F4 nicht rechtzeitig
erreicht wird.




Fallbeispiel 4/6 — Erweiterung um Kosten (variable, fix)

= Anschluss an gleicher Station
== Anschluss an verschiedenen Stationen

10‘ F1 F4 20
. AnachB |ge= 20 > Cnach A .
27| 800 930 \ 11:45 12:45
S N,
15 aN
i F3
E---zo -------------- D = BnachA | .- 8 - ---. 15
. 10:00 11:30
107. o L4
DN F2 e 20 F5
’ CnachB |F= 30 =>> Anach C
15 8:15 9:15 12:00 13:00
=
1000

(QogDynamic

Operations Research

J. Pannek

23Fallbeispiel:

Umlaufplanung im
OPV



Fallbeispiel 5/6 — Erweiterung um Kosten (variable, fix)

Erlduterung zur vorherigen Folie:

> Kilometerabhangige (variable) Kosten auf Kanten
» Fixkosten flr Fahrzeugeinsatz, verschiedene Mdglichkeiten:

a) Depot-Planfahrt auf (s, i) und (i, t) Kanten oder

b) Kante von Senke t nach Quelle s mit Fixkosten pro Fahrzeug als
Kantengwicht c¢;s — Zirkulationsfluss;

> Jede Flusseinheit muss durch (¢, s) Kante flieBen. Warum? Das
Netz ohne (t, s) ist in jedem Fall azyklisch wegen Abfahrtzeiten

> Flusswert auf (¢, s)-Kante = Anzahl benétigter Fahrzeuge

(losommic

Operations Research

J. Pannek
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Fallbeispiel 6/6

Noch liegt kein klassisches Min-Cost-Flow Modell vor. Warum?

» Fluss muss lber jeden Planfahrtknoten flieBen, d.h.
Flussschranke auf Knoten und nicht wie erforderlich auf Kante

» Anwendung der Modellierungstechnik Node-Splitting

~ F3 ~ F3 |(1,1)| F3
BnachA [mmd —> B — A =
=¥ | 10:00 11:30 = | 10:00 11:30

genau eine Flusseinheit soll durch F3 flieBen, d.h.
mindestens eine und héchstens eine (1,1)

Nun ist Lésung mittels Successive-Shortest-Path-Verfahren méglich

(losommic

Operations Research

J. Pannek
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Fallbeispiel — Wer noch nicht genug hat...

Vom Min-Cost-Flow-Modell zum Quasi-Assignment-Modell

Eliminiere untere Flusschranke auf allen Node-Splitting-Kanten:

F1

B
9:30

F2

915

+1

F1

9:30

+1

F2

B
9:15

~
7

S~
_

F5

12:00

F3 | (1,1) | F3
B A
10:00 11:30
—1 +1
F3 0 F3
T T
10:00 11:30

F5

12:00

(losommic

Operations Research

J. Pannek
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Fallbeispiel — Wer noch nicht genug hat...

Vom Min-Cost-Flow-Modell zum Quasi-Assignment-Modell

(Qogbynamic

Ankunft Abfahrt

+1 —1

F3 F1

A A
11:30 | 8:00

+1

F1

9:30

+1

F2

9:15

Jeder Ankunftsknoten ist mit der Senke t verbunden.
Die Quelle s ist mit jedem Abfahrtsknoten verbunden.

Das Problem entspricht ,quasi“ einem Zuordnungsproblem, es hei3t daher in

der Literatur Quasi-Assignment-Problem.

-

Es sind nicht alle

Ankunfts-/Abfahrtsknoten gezeichnet

J

Operations Research

J. Pannek

23#allbeispiel:
Umlaufplanung im
OPV




Zusammenfassung & Ausblick

Operations Research

Fragen zur Wiederholung: J. Pannek

» Was bedeutet die Begriffe Zuordnungs-, Transport-, und
Umladeproblem?

» Wie funktionieren untere Flussschranken?
» Wozu dient Node-Splitting?

28Yusammenfassung &
Ausblick

Klausurrelevante Literatur
Suhl/Mellouli Kapitel 6.5 — 6.9 und Suhl/Mellouli Kapitel 7

Ausblick
» Tutorium: Max-Flow, Min-Cost-Flow Problem

» Vorlesung: Modellierung ganzzahliger Optimierungsprobleme
Domschke/Drexler Kapitel 6.1, 6.2, 6.5 oder
Nickel/Stein/Waldman Kapitel 5.1, 5.2 oder Suhl/Mellouli Kapitel 4
(ohne 4.6, 4.8)

V.
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J. Pannek

Teil VIII

Ganzzahlige und kombinatorische Optimierung | —
Modellierung
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Wiederholung




Wiederholung Graphentheorie | — llI

Modellierung

(losommic

Grundstrukturen von Graphen
» Knoten, Kanten, Pfeile
» Nachbar-/Vorgéanger-/Nachfolger-Beziehung
» Digraphen, Wege

Standardprobleme auf Graphen
» Lineares Zuordnungsproblem
» Transportpoblem
» Umladeproblem
» Maximalfluss-Problem
» Kostenminimaler-Fluss-Problem (Min-Cost-Flow)

Netzplane
» \organgspfeilnetzplane
» \organgsknotennetzplane
» Kostenplanung

Operations Research

J. Pannek

238Wiederholung




Wiederholung Graphentheorie | — IlI

Algorithmen

(Qogbynamic

> Dijkstra-Verfahren zur L6sung des Kirzeste—~Wege—Problems

» Augmenting—Path Verfahren von Ford & Fulkerson fur das
Maximalfluss—Problem

» Successive—Shortest-Path—Algorithmus fir das
Min—Cost—Flow—Problem

Operations Research

J. Pannek

238Viederholung




Struktur dieser Vorlesung

(Gngbynamics

1. Lineare Optimierung, 4 LV

2. Graphentheorie, 3 LV

3. Ganzzahlige Optimierung, 3 LV

4. Simulation/Spieltheorie, 2 LV

77777

Operations Research

J. Pannek
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Ein Dieb auf Beutezug — Das Rucksackproblem 1/2

Operations Research

J. Pannek

Wiederholung

24@anzzahlige Entschei-

Goldbarren (1 kg, 160 T€) dungsvariablen

Logische Verkniipfung
von Restriktionen

MengenmaéBige
Verkniipfung von
Restriktionen

Au ahlte
kombinatorische Opti-
mierungsprobleme

Zusammenfassung &
Ausblick

Rucksack, max 4 kg

Bild von Picasso (2.4kg, 700 T€)
Bild von Banksy (3kg, 500 T€)




Ein Dieb auf Beutezug — Das Rucksackproblem 2/2

Operations Research

Stehle die Gegensténde, die den Gesamtwert der Beute maximieren, J. Pannek
ohne dass die Kapazitét des Rucksacks von 4kg Uberschritten wird.

24Ganzzahlige Entschei-
dungsvariablen

max  160XGoid + 30XRing + 500XBanksy + 1000Xpicasso + 100XRolex

u.d.N. 1xgo + 0~05XRing + 3XBanksy 4 2.4Xpicasso + 0-7XRolex < 4 (Kapazitat)

x; € {0,1} fur i € {Gold, Ring, Banksy, Picasso, Rolex}

Die Entscheidungsvariablen x; sind im Rucksackproblem binar:

N — 1, stehle Gegenstand J,
"7 10, stehle Gegenstand i nicht.




Ein Modell des Rucksackproblems

Operations Research

J. Pannek

Das Rucksackproblem - engl. Knapsackproblem NS

dungsvariablen
Aus n Objekten mit Gewichten w; > 0 (i = 1,...,n) und ’
Nutzenwerten u; > 0 (i = 1,. .., n) soll eine nutzenmaximale Auswahl

getroffen werden, so dass eine maximale Gesamtkapazitat C nicht
Uberschritten wird.

Anwendung: Auswahl Einheiten bei begrenzter Kapazitat

Bedeutung: In vielen
umfangreicheren
Problemen als
Teilproblem enthalten

n
max E ujXj
i=1

n
st. Y wx<C
p

Kellerer, Pferschy, Pisinger

Xt xn € {01} 546 Seiten




Ganzzahlige Optimierungsmodelle (IP)

Operations Research

J. Pannek
Bislang: Lineare Optimierungsmodelle (LP) mit kontinuierlichem
Wertebereich aller Entscheidungsvariablen, meist x € R™

248anzzahlige Entschei-
dungsvariablen

Erweiterung:

Ganzzahliges Optimierungsproblem

Hat mindestens eine Entscheidungsvariable y einen diskreten
Wertebereich, z.B. y € Ny, dann liegt ein ganzzahliges (linearen)
Optimierungsmodell (integer program, IP) vor.

a) Gemischt-ganzzahlige Optimierungsmodelle besitzen diskrete
und kontinuierliche Variablen (mixed integer programs, MIP)

b) Kombinatorische Optimierungsmodelle besitzen ausschlieBlich
Variablen mit diskreten Wertebereichen, d.h. es gibt nur endlich
viele zulassige Lésungen.




Wann sind ganzzahlige Entscheidungsvariablen nétig?

Operations Research

J. Pannek

» Betrachtete GréBen sind unteilbar

z.B. Produktion von 3.3 Flugzeugen oder Behandlung von 20.7 24anzzahiige Entsche-
Patienten kaum sinnvoll dungsvariablen

» Modellierung logischer Abhéngigkeiten
z.B.wenn ..., dann ... Zusammenhange

» Linearisierung nicht-linearer Modelle

z.B. bei sprungfixen Kosten, alternativen Restriktionen,
Skaleneffekten

Hintergrund

Ganzzahliger Variablen erlauben umfangreichere und realitdtsnéhere
Modellierung




IP erfordern neue Lésungsverfahren

Operations Research
Beispiel ganzzahliges Problem: J. Pannek
max Xy + Xo
s.t. 0.011x; +x < 1.01 24?5:552‘?;‘i§;§1nt5che\—
—0.011x; +x2 < —0.021

<[

Wie lautet eine optimale Lésung?
X2

X1

Ganzzahlige Optimierungsmodelle kénnen im Allgemeinen nicht mit dem
Simplex-Algorithmus geldst werden. J




Inhalt der Vorlesung

Operations Research

J. Pannek

243 ogische Verknlpfung
von Restriktionen

Logische Verknlpfung von Restriktionen




Logische Aussagen

Operations Research

J. Pannek

Logische Aussagen

Aussagen sind Satze, die einen Sachverhalt beschreiben, dem man
einen Wahrheitswert (wahr/falsch) zuordnen kann. 246.0gische Verknipfung

von Restriktionen

,In Bremen schneit es gerade.” — Aussage kann wahr oder falsch sein.

»Schneit es in Bremen?“ — Frage, keine Aussage. Nicht beurteilbar, ob
Satz selbst wahr oder falsch ist .

Mathematisch lassen sich Aussagen mit binaren Variablen
modellieren:

1, falls die Aussage i wahr ist,
Xj =
0 andernfalls.

X; ist Entscheidungsvariable, die nur zwei Werte annehmen kann.




Logische Beziehungen in Optimierungsmodellen 1/3

(Qogbynamic

Im Rucksackproblem des Diebs kénnen etwa Sachverhalte als
zusatzliche Restriktionen modelliert werden (alle x; binér):

1. Stehle héchstens 3 Gegenstande:
X1+ Xe+Xg 4+ X+ X5 < 3
2. Stehle den Ring und die Rolex:
XRing + XRolex = 2
3. Stehle den Picasso und/oder die Rolex (mind. einen):

XPicasso + XRolex > 1

Operations Research

J. Pannek

24Togische Verknipfung
von Restriktionen




Logische Beziehungen in Optimierungsmodellen 2/3

Operations Research

J. Pannek

4. Stehle weder das Gold noch den Ring:

XGold + XRing = 0 (4)  2ogische Verknipiung

von Restriktionen

5. Wenn das Bild von Banksy gestohlen wird, dann stehle auch das
Bild von Picasso:

XPicasso > XBanksy ~DZW.  Xpicasso — XBanksy > O (5)

Fall 1: Banksy gestohlen (Xganksy = 1), dann Xpicasso — 1 > 0.
Um die Restriktion zu erflillen, muss Xpicasso = 1 gelten.

Fall 2: Banksy nicht gestohlen (Xganksy = 0), dann Xpicasso — 0 > 0
Die Restriktion ist sowohl flir xpicasso = 0 als auch flr Xpicasso = 1
erfllt.




Logische Beziehungen in Optimierungsmodellen 3/3

Operations Research
J. Pannek
6. Stehle das Gold dann und nur dann, wenn auch der Ring
gestohlen wird:

XGold = XRing bzw. XGold — XRing = 0 (6) 249 ogische Verkniipfung

von Restriktionen

Fall 1: Gold gestohlen (xgow = 1), dann 1 — xging = 0.
Um die Restriktion zu erfillen, muss xring = 1 gelten.

Fall 2: XGold = 0, dann 0 — XRing = O, d.h. XRing = 0.

7. Die Rolex wird genau dann gestohlen, wenn der Ring nicht
gestohlen wird:

Xrolex = 1 — Xming  DZW.  XRolex + XRing = 1 @)

Fall 1: XRing = 1,dann Xgolex + 1 = 1, d.h. Xrolex = 0.
Fall 2: XRing = 0, dann Xrelex + 0 = 1, d.h. XRolex = 1.




Verknlpfung logischer Aussagen als Restriktionen

Operations Research

J. Pannek

Die Entscheidungsvariable x; wird auch als bindre Indikatorvariable
bezeichnet. 25 ogische Verkntipfung

von Restriktionen

1, falls Aussage A; wahrist |
Xi = i=1,2
{O, andernfalls.

Aussage | Logische Verkniipfung
Aq¢ und/oder A, ist wahr X1+ Xo > 1

Aq und A, sind wahr X1+ X0 =2
Weder A; noch A, sind wahr X1+ x=0
Wenn A; wabhr ist, dann ist auch A, wahr X1 < X

Ay ist genau dann wahr, wenn A, wabhr ist X1 = Xo

Aq ist genau dann wahr, wenn A, nicht wahr ist X1=1—X




Inhalt der Vorlesung

Operations Research

J. Pannek

250lengenmaBige
Verknipfung von
Restriktionen

MengenmaBige Verknipfung von Restriktionen




Mengenbeziehung

Operations Research
Erweiterung: Beriicksichtige zwei oder mehr bin&ren Variablen J. Pannek
Folgerung: Es kdnnen nicht nur logische Beziehungen zwischen
mehreren binaren Variablen modelliert werden.

Beispiel

Falls eine neue Smartphone-Variante zusétzlich produziert werden 25Mengenmanige
soll, dann muss die Fabrik erweitert werden. In der erweiterten Fabrik verkprng von
kénnen maximal 300 Smartphones pro Tag zusatzlich produziert

werden.

Zusatzliche Produktionsmenge: x € R™ mit x < 300.

Indikatorvariable fiir Fabrikerweiterung:

)1, x>0, d.h. Fabrik ist zu erweitern,
Y=o andernfalls, d.h. x = 0.

X — 300y <0




Mengenbeziehung

Operations Research

J. Pannek

Fortsetzung Beispiel

Der Deckungsbeitrag pro Smartphone sei 25 GE, die Kosten flr die
Fabrikerweiterung betragen 2.000 GE (Abschreibung pro Tag).

250lengenmaBige
Verknipfung von
Restriktionen

Beriicksichtigung der Fixkosten in der Zielfunktion:

—_

max 25x — 2.000y

(1)

X —300y <0 2
x < 300 (3)

x>0 4)
y€{0,1} (%)

Frage: Welche Werte auBBer 300 kann der Koeffizient von y in (2)
annehmen, damit der gewiinschte Effekt eintritt?




Mengenbeziehung — Modellierung mittels Big-M 1/3

Operations Research
. . i J. Pannek
Um solche Beziehungen unabhéangig von konkreten Parameterwerten
schreiben zu kénnen verwendet man die Big-M Notation.
max 25x — 2.000y
x—M-y<0

X 2 0 25Meng?nmé8ige

X <300 Restiionen

ye{0,1}

Big—M
M (sprich ,Big M) ist ein konstanter Koeffizient, der eine bekannte
obere Schranke fir x darstellt, d.h. x € [0, M].

Eigenschaft

M ist eine hinreichend gro3e Zahl.




Mengenbeziehung — Modellierung mittels Big-M 2/3

Allgemein soll modelliert werden:

Grundproblem
Aus x > 0folgty =1 (y € {0,1},x € RT).

J

Weitere Werte von Modellparametern sind nicht bekannt.

Modellierung mit Big-M

Flhre einen hinreichend groBen konstanten Parameter M (Big-M)
ein.
x<M-y

Falls y = 0 dann muss x = 0, falls y = 1 darf x zwischen 0 und M
liegen.

Der tatsachliche Wert von M hangt von den konkreten Werten der
Uibrigen Modellparameter ab. Solange M hinreichend grof3 ist, spielt
der tatsachliche Wert fiir das Modell keine Rolle.

(losommic

Operations Research

J. Pannek

250MengenmaBige

Verknipfung von
Restriktionen



Mengenbeziehung — Modellierung mittels Big-M 3/3

(Qogbynamic

Grundproblem
Aus x > Ofolgty =1 (y € {0,1},x > 0).

Operations Research

J. Pannek

J

Alternative, aber ungeniigende Modellierungsideen:
a) x<y
Positiv: nur bei y = 1 kann x > 0 gelten.
Negativ: x kann keine Werte gréB3er 1 annehmen.

by (1—y)-x=0
Positiv: bei y = 1 sind fUr x beliebige Werte mdglich.
Negativ: Multiplikation von Entscheidungsvariablen —
nichtlineares Modell.

25%/engenmaBige

Verknipfung von
Restriktionen




Mengenbeziehung — Wahl eines Wertes fir M

Operations Research

J. Pannek

Gegebenes Modell mit Mengenbeziehung ,wenn x > 0, dann y = 1*

0<2x<20
xX<M-y
y S {07 1} (3) 258/engenmaBige

Verknipfung von
Restriktionen

— —~
nN =
— —

Wie groB muss M mindestens gewéahlt werden?
Aus Restriktion (1) folgt, dass zulassige Werte von x in [0, 10] liegen.

Restriktion (2) darf dieses Intervall nicht einschrénken. Korrekt sind
demnach alle Werte fir M > 10.

Einschrankung des Lésungsraums

Zur Lésung des Modells sollte M so groB3 wie nétig, aber so klein wie
moglich gewahlt werden.




Mengenbeziehungen — x zwischen zwei Schranken

Operations Research

J. Pannek

Problem

Eine Variable x soll entweder den Wert 0 haben oder zwischen einer
unteren Schranke m und einer oberen Schranke M liegen.

25MengenmaBige
Verknipfung von

Anwendung Big-M Verfahren, aber fiir obere und untere Schranke. Restriktionen

MIP-Modell

_J1, falls x € [m,M]
~]o, fallsy=0
xX<M-y y = 0 erzwingt x = 0, sonst x < M

X>m-y y =0 erzwingt x = 0, sonst x > m

v

Bei vorherigen Beispielen galt stets m = 0.




Beispiel — Aufteilung landwirtschaftlicher Nutzflache 1/3

Operations Research

J. Pannek

Beispiel
In welchem Umfang soll ein landwirtschaftlicher Betrieb seine 100 Hektar Land
far
> die Rinderzucht,
> den Getreideanbau und Shtengenmarige
» den Anbau von Biogemiise Verknilpfung von

Restriktionen

nutzen, so dass er seinen Gewinn maximiert?

Restriktionen und Daten:

» Rinderzucht erfordert einen Stall zu Kosten von 200 GE/Periode.

> Getreideanbau erfodert den Kauf von Maschinen fir 100 GE/Periode
> Rinderzucht und Biogemiiseanbau kénnen nicht gleichzeitig erfolgen.
>

Mangels Personal kénnen héchstens 20 Hektar fiir den Biogemiseanbau
verwendet werden.

v

Fir jeden Hektar, der flr die Viehzucht genutzt wird, fallt ein
Deckungsbeitrag von 17 GE an (Getreide 14 GE, Biogemise 23 GE)

Suhl/Mellouli 2009, S. 101f




Beispiel — Aufteilung landwirtschaftlicher Nutzflache 2/3

(losommic

Kontinuierliche Entscheidungsvariablen:
> xg fir Rinderzucht verwendete Hektar
» xg flr Getreideanbau verwendete Hektar
> xg flr Biogemuseanbau verwendete Hektar

Binére Entscheidungsvariablen:
» yr = 1 Rinderzucht wird betrieben, yg = 0 sonst.
» ys; = 1 Getreide wird angebaut, ys = 0 sonst.
» yg = 1 Biogemise wird angebaut, yg = 0 sonst.

Operations Research

J. Pannek

25%lengenmaBige
Verknipfung von
Restriktionen




Beispiel — Aufteilung landwirtschaftlicher Nutzflache 3/3

(Qogbynamic

Zielfunktion
maxz = 17xg + 14xg + 23xg — 200y — 100y
Restriktionen

Xp + Xg + x5 < 100 Gesamtflache
Xr < Mg - yr
X6 <Mg-ya
xg <20-yp
Yr+ys <1 Rinder und Biog. nicht gleichzeitig
Xx; >0 i=R,G,B

Sinnvolle Werte fiir Mg, Mg und Mg:
Mg = Mg = 100 wegen Beschrankung Gesamtflache

Operations Research

J. Pannek

260lengenmaBige
Verknipfung von
Restriktionen
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kombinatorische Opti-
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Packen, Z

Ausgewahlte kombinatorische Optimierungsprobleme
Packen, Zerlegen und Uberdecken von Mengen
Traveling-Salesman-Problem




Klassifikation kombinatorischer Optimierungsprobleme

Operations Research

J. Pannek

» Zuordnungsprobleme
lineares und quadratisches Zuordnungsproblem,
Stundenplanungsprobleme

» Reihenfolgeprobleme
Traveling Salesman Problem, allg. Tourenplanung, 26Rusgewite

kombinatorische Opti-
mierungsprobleme
Packen, Zerlegen und

Maschinenbelegungsprobleme

» Gruppierungsprobleme
Zuschnitt- und Packprobleme, FlieBbandabstimmung,
LosgréBenplanung, Clusteranalyse

» Auswahiprobleme
z.B. Rucksack-, Set-Partitioning- und Set-Covering-Problem




Mengentberdeckungsproblem — Set-Covering-Problem

Beispiel Allokation von Rettungswagen

Beispiel

Wo sollen Rettungswagen positioniert werden, sodass séamtliche
Ortsteile von Bremen innerhalb von 5 Minuten von mindestens einem
Rettungswagen erreicht werden kénnen?

Ortsteil Stellplatz
1 2 3 4 5 6 7

Burgerpark 1 1
Neustadt 1
Ostertor 1
Horn 1 1

Lehe 1 1

Lehesterdeich 1

Schwachhausen | 1 1 1
Aberseehafen 1 1

(Gogbynamic

Operations Research
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26®acken, Zerlegen und
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Mengeniberdeckungsproblem — Set-Covering-Problem

(Cooosmamis

D H L
S@.,Ce =3
C (G K\
I
B F 6327 Co|= 5 J
~
S uberdeckt A und E [A Si,c1 44 E] |
Ss, 03)=2 Su,C4)=7 Ss, C5 )=

Menge U = {A, B, C, D, E,F, G, H, I, J, K, L}

Menge S = {Sy, Sz, S3, 84, S5, S}, mitz.B. S, = {G, K, F,J}undc, =5

Operations Research

J. Pannek

26Packen, Zerlegen und
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Problem




Mengenlberdeckungsproblem — Set-Covering-Problem

Operations Research
Mengeniiberdeckungsproblem (Set-Covering-Problem) e
Gegeben sind eine Menge U von m Objekten sowie n mit Kosten ¢;
bewertete Teilmengen S; von U. Gesucht ist eine kostenminimale
Auswahl von Teilmengen S;, sodass jedes der m Objekte in
mindestens einer der ausgewéhlten Teilmengen enthalten ist.

Parameter: a; = 1, falls Objekt / € U in Teiimenge S; enthalten ist, 0 sonst.

26Packen, Zerlegen und

n
min E C/' Xj Ut]’e‘rdeckiﬁ \iok‘nwlflengen
=1 )

n

st Y apx>1 furi=1,....m
=
X{,...,Xn €{0,1}

(Gewichtetes) Mengeniiberdeckungsproblem (Set-Covering-Problem)
Minimierung und nur >-Restriktionen; rechte Seite nur 1; ibrige
Matrixkoeffizienten nur 0 oder 1




Mengenzerlegungs- und Mengenpackproblem

Operations Research

J. Pannek

Mengenzerlegungsproblem (Set-Partitioning-Problem)

Gegeben sind eine Menge U von m Objekten sowie n mit Kosten c;
bewertete Teilmengen S; von U. Gesucht ist eine kostenminimale
Auswahl von Teilmengen S;, sodass jedes der m Objekte in genau
einer der ausgewahlten Teilmengen enthalten ist.

26Packen, Zerlegen und
Uberdecken von Mengen

Mengenpackproblem (Set-Packing-Problem)
Gegeben sind eine Menge U von m Objekten sowie n mit Nutzen u;
bewertete Teilmengen S; von U. Gesucht ist eine kostenminimale
Auswahl von Teilmengen S;, sodass jedes der m Objekte in hchstens
einer der ausgewahlten Teilmengen enthalten ist.




Traveling-Salesman-Problem (TSP)

Operations Research

Traveling-Salesman-Problem (TSP) 4. Pannek

Welches ist die kiirzeste Tour, so dass der Handelsreisende jeden Ort
genau einmal besucht und schlieBlich am Startort wieder ankommt?

Gegeben:

Bremen

» V ={1...n} Menge von Knoten,
z.B. Kundenorten

» G = (V,E,c) vollstdndiger Graph Packen

Uu‘h decken M
> bewertete Kanten, z.B. ¢ BT (G S
. roblem
Entfernung zwischen dem Knoten
i und dem Knoten j

> symmetrisches TSP: ¢; = ¢;i

> asymmetrisches TSP: ¢ # ¢j;
Frankfurt

Mdinchen



Traveling-Salesman-Problem — Zulassige Tour

Operations Research

J. Pannek

Bremen Berlin

Packen.

Uberdec

267raveling-Salesman-
Problem

Frankfurt

Mulnchen




Traveling-Salesman-Problem — Anwendungen

Operations Research

J. Pannek

» Lagerhaus — Routing eines Pickers zum Einsammeln der Ware
> Genetik — DNS-Sequenzierung

» Raumfahrt — Treibstoffeinsparung bei der Repositionierung von
Satelliten

» Halbleiterindustrie — Design von Schaltkreisen auf Chips

» Telekommunikation — Einsammeln von Miinzen aus et
268raveling-Salesman-

Miinztelefonen Problem

» Telekommunikation — Routing in ringférmigen Glasfasernetzen
» Energie — Design von Stromnetzen, insb. letzte Meile

» Teilprobleme komplexerer Tourenplanungsprobleme




Traveling-Salesman-Problem — Anwendungen

H B o] \il R h
Deutschlandtour Integrierte Schaltkreise "e'aJ '°:5 eiea'c
. Pannel

Packen, Ze
Uberdecken von Mengen

269raveling-Salesman-
Problem

85.900 Knoten, Optimale Lésung
gefunden 2006,
136 CPU-Jahre Rechenzeit

15.112 Stédte, Tourlange ca. 66.000km,
Optimale Lésung gefunden am 20.4.2001,
110 CPUs, 22 CPU-Jahre Rechenzeit

Geschichte, Anwendungen, Google-Maps
TSP-Planer, iPhone App fiir TSP:
http://www.tsp.gatech.edu/apps/




Traveling-Salesman-Problem — Modellierung

(losommic

x;j = 1, wenn in der Tour Knoten j
unmittelbar auf Knoten i folgt, 0

sonst. Unerwiinschte Subtour

n
Sxj=1, viev Bremen Berlin
Jj=1

n
dxi=1, VieV
j=1

Subtour Eliminierung:

In einer zulé&ssigen Tour dirfen flir

jede echte Teilmenge S der Menge

aller Knoten V héchstens |S| — 1 Frankfurt
Kanten verwendet werden.

Dresden

Minchen

Operations Research

J. Pannek

Packen, Z nd
Uberd enge

270raveling-Salesman-
Problem




Traveling-Salesman-Problem — Modellierung

Entscheidungsvariablen: x; = 1, wenn j auf i in der Tour folgt, 0 sonst.

n n
min ZZC,! X,'j

i=1 j=1
n
s.t. ST oxp=1 fari=1,...,n
j= g
n
> oxi=1 fari=1,...,n
A
SOS X < IS -1 fﬂrSC{1,...,n}und2§|Sl§g
icS jes

xj€{0,1} furijj=1,...,n

Bei n = 50 Knoten mehr als 33 Millionen Restriktionen zur
Subtour-Eliminierung.

(QogDynamic

Operations Research

J. Pannek

Packer
Uberd engen

27Traveling-Salesman-
Problem



Zusammenfassung & Ausblick

Fragen zur Wiederholung: IR e

J. Pannek
» Was bedeutet die Begriffe logische Abhangigkeiten und
Mengenbeziehungen mit Big-M?

» Was bezeichnen die kombinatorischen Optimierungsprobleme
Knapsack-, Set-Covering-, Set-Partitioning-, Set-Packing-,
Traveling-Salesman-Problem?

Klausurrelevante Literatur

Modellierung ganzzahliger Optimierungsprobleme Domschke/Drexler | ".z,c.omentassung &
Kapitel 6.1, 6.2, 6.5 oder Nickel/Stein/Waldman Kapitel 5.1, 5.2 oder RIS
Suhl/Mellouli Kapitel 4.1-4.4, 4.7

Ausblick

» Tutorium: Modellierung ganzzahliger Optimierungsprobleme

» Vorlesung: Lésung von IP/MIP mit Branch & Bound, siehe
Domschke/Drexler Kapitel 6.4, 6.5 oder Nickel/Stein/Waldman
Kapitel 5.4.1 oder Suhl/Mellouli Kapitel 5.3




(Qogbynamic

Operations Research

J. Pannek

Teil IX

Ganzzahlige und kombinatorische Optimierung Il —
Branch-and-Bound




Inhalt der Vorlesung
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Verknlpfung logischer Aussagen als Restriktionen

Operations Research
J. Pannek
274\iederholung
Die Entscheidungsvariable x; wird auch als binére Indikatorvariable
bezeichnet.

{1 , falls Aussage A; wahrist

Xi = i=1,2

0, andernfalls.

Aussage Logische Verknilpfung
Ay und/oder Ay ist wahr X1+ X2 > 1

Ajq und Ay sind wahr X1+ X0 =2
Weder Ay noch A, sind wahr X1+ x =0
Wenn A; wabhr ist, dann ist auch A, wahr X1 < Xo

Ay ist genau dann wahr, wenn A, wabhr ist X1 = Xo

Aq ist genau dann wahr, wenn A, nicht wahr ist Xx1=1—X




Mengenbeziehung — Modellierung mittels Big-M

(losommic

Allgemein soll modelliert werden:

Grundproblem
Aus x > 0folgty =1 (y € {0,1},x € RT).

Weitere Werte von Modellparametern sind nicht bekannt.

Modellierung mit Big-M

Flhre einen hinreichend groBen konstanten Parameter M (Big-M)
ein.
x<M-y

Falls y = 0 dann muss x = 0, falls y = 1 darf x zwischen 0 und M
liegen.

Der tatsachliche Wert von M hangt von den konkreten Werten der
Uibrigen Modellparameter ab. Solange M hinreichend grof3 ist, spielt
der tatsachliche Wert fiir das Modell keine Rolle.

Operations Research

J. Pannek

27%Viederholung




Traveling-Salesman-Problem (TSP)

Operations Research

Traveling-Salesman-Problem (TSP) 4. Pannek

Welches ist die kiirzeste Tour, so dass der Handelsreisende jeden Ort | [ Viederholung
genau einmal besucht und schlieBlich am Startort wieder ankommt?

Gegeben:

Bremen

» V ={1...n} Menge von Knoten,
z.B. Kundenorten

» G = (V,E,c) vollstandiger Graph

> bewertete Kanten, z.B. ¢
Entfernung zwischen dem Knoten
i und dem Knoten j

> symmetrisches TSP: ¢; = ¢;

» asymmetrisches TSP: ¢ # ¢ji
Frankfurt y 17

Mdinchen



IP erfordern neue Lésungsverfahren

Operations Research

Beispiel ganzzahliges Modell: J. Pannek

max X{ + Xo 27INiederholung
s.t. 0.011x; +x < 1.01
—0.011x1 +xo < —0.021
X1, X2€ Ny

Wie lautet eine optimale L6sung?
X2

(1, Xo) = (5.95455; 0.445)
7 = 6.3995

Problem

Ganzzahlige Probleme kdnnen im Allgemeinen nicht mit dem
Simplex-Algorithmus geldst werden.
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Vollstédndige Enumeration




Modell des Rucksackproblems

Operations Research

J. Pannek

Rucksackproblem Z78jolstandige
Enumeration

Aus n Objekten mit Gewichten w; > 0 (i = 1,...,n) und

Nutzenwerten u; > 0 (i = 1,..., n) soll eine nutzenmaximale Auswahl

getroffen werden, sodass ein maximales Gesamtgewicht C nicht
Uberschritten wird.

Ein Dieb auf Beutezug — Beispiel fir Probleminstanz

max 1OXGoId+9XPicasso+12XFir'ng +5XBanksy +9XRolex
s.t. 5XGoId+6XPicasso+1 2XRing+1 0XBanksy+1 2XRoIeX < 25
% €{0,1} V)

v




Vollstandige Enumeration fir das Rucksackproblem

(losommic

Fir jeden der n = 5 Gegenstande gibt es zwei Zusténde.

XGold = 0 @ XGold =1
Xpicasso = 0 e Xpicasso = 1 @
g =0 P =1 (P (Ps) (Pe)

XBanksy = 0

XRolex = 0

— 25 = 32 Lsungen (Blattknoten)

Operations Research

J. Pannek

279%/olIstandige
Enumeration




Vollstandige Enumeration nicht sinnvoll

(losommic

Rucksack-Problem mit n Objekten: 2" Lésungen

Traveling-Salesman-Problem mit n Stadten: (n — 1)! Lédsungen

n log n n? 2" n!

10 | 3.32 100 1.02-10° 3.6-10°
100 | 6.64 10.000 1.27-10®°  9.33.10'%
1000 | 9.97 1.000.000 1.07-10%° 4.02.102%

Falls ein PC 108 TSP-L8sungen pro Sekunden berechnet, dauert die
Lésung mittels vollstindige Enumeration bei

23 Knoten 0.82 Milliarden Jahre und bei
24 Knoten 19.67 Milliarden Jahre.

Alter des Universums: ~13.8 Miliarden Jahre

Operations Research

J. Pannek

280/olistandige
Enumeration
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Branching — Verzweigen in Teilprobleme




Verzweigen von Problemen 1/3

X2
+~ 2x;y — Xp =0
~
| N
~
E o Isogewinngerade z, = 6
XN N 9 g 0
~
E ~
~
~

. . o
u

X1

Po: max x;+1.5x

st xq <3
Xo < 2

X1 +x <4
X1, X2 > 0

Optimale Lésung von Py: x* = (2,2) mit z* = 5.

Das Problem Py kann durch Hinzunahme einer zusétzlichen

Restriktion, z.B. 2x; — x2 = 0, in zwei Teilprobleme Py, P> verzweigt

(to branch) bzw. zerlegt werden:

P1 : Po ZZg|. 2X1 — Xo > 0

Po ZZg|. 2x1 — X2 <0

(Gngbynamics

Operations Research

J. Pannek

28Branching —

Verzweigen in
Teilprobleme



Verzweigen von Problemen 2/3

(Qogbynamic

Keine zulassige Lésung geht verloren, d.h. M(Py) = M(P1) U M(P>).
Der optimale Wert z* von Py ist z*(Po) = max{z*(P;), z"(P2)}.

X2

X2

N

N

~N

2xy —xp <0

N
X :?1’%2 (P)=4

~N
N
1 1 1 1 1 \\A
X1
N 2x1 —x 2 0
N
N
N
X (2,2); 2% (Pp) = 5

Pi: max Xxi+1.5x

st X <3
X2 < 2

Xy +xe <4

2X4 —XZS 0

X1, X >0

P, : max Xxqi+1.5%

s.t. X1 <3
Xp < 2

x4 <4

2X4 —Xp > 0

X1, X2 >0

Operations Research

J. Pannek

28Branching —
Verzweigen in
Teilprobleme




Verzweigen von Problemen 3/3

Operations Research
. J. Pannek
Branching
Die Menge M(P,) der zuléssigen Lésungen von Py wird durch
Hinzunahme weiterer Restriktionen partitioniert.

28Branching —
Verzweigen in
Teilprobleme

Verzweigen bei ganzzahligen Variablenwerten, z.B. x1, xo € Np.

Durch Verzweigung gehen keine Informationen verloren. Anhand welcher
Variablen/Werte zu verzweigen ist, hdngt vom konkreten Verfahren ab.
Zerlegung in mehr als zwei Teilprobleme auch mdglich.
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Bounding — Verwerfen von Teilproblemen
Lower Bound
Upper Bound und Relaxierung




Bounding

Operations Research
Bound|ng J. Pannek
Mittels Bounding wird fiir jedes Teilproblem gepruft, ob dieses zu
verzweigen ist oder nicht.

DaZU berechnet man 288ounding — Verwerfen

von Teilproblemen
» untere Schranken (lower bound, LB) fiir den optimalen
Zielfunktionswert von P, und

» obere Schranken (upper bound, UB) fiir den optimalen
Zielfunktionswert eines Teilproblems P; und

> entscheidet anhand dieser Schranken, ob ein Teilproblem P; zu
verzweigen ist oder nicht (Auslotung).

Sinn des Bounding

Teilprobleme identifizieren, deren zuléssiger Bereich keine
Optimallésung des Ausgangsproblems P, enthalt




Untere Schranke eines Maximierungsproblems 1/2

Operations Research

J. Pannek

Untere Schranke (lower bound, LB)

Eine untere Schranke LB eines Maximierungsproblems P ist ein
Wert, der stets kleiner-gleich dem maximalen Zielfunktionswert * von
Py ist,d.h. f* > LB

28%ower Bound
Upper Bound und
Relaxierung

Eine LB bezieht sich auf das (globale) Ausgangsproblem FP,.

Wie berechnet man eine LB?
a) Der kleinste (schlechteste) Zielfunktionswert fir ein
Maximierungsproblem ist stets —oo, d.h. LB = —cc gilt immer.
b) Der Wert jeder zuldssigen Lésung eines Maximierungsproblems
Py ist eine untere Schranke, d.h. LB = f(x), falls x fir P, zulassig
ist.




Untere Schranke eines Maximierungsproblems 2/2

(Qogbynamic

Wie lautet eine untere Schranken (LB) fir das folgende MIP?

max  5xq +X2

X1 < 5

2X4 +x2 <75

Xq € Ng
X2 > 0

Wie lautet eine obere Schranken (UB) fir das folgenden
Zuordnungsproblem (Minimierungsproblem!)?

| Ricken Brust Schmetterling  Freistil

Christine 2.56 3.07 2.90 2.26
Janine 2.63 3.01 3.12 2.35
Larissa 2.71 2.95 2.96 2.29

Laura 2.60 2.86 3.08 2.41

Operations Research

J. Pannek

28&ower Bound

Upper Bound und
Relaxierung




Obere Schranke eines Maximierungsproblems

Operations Research

J. Pannek

Obere Schranke (upper bound, UB)

Eine obere Schranke UB(P;) eines Maximierungsproblems P; ist ein
Wert, der stets groBer-gleich dem maximalen Zielfunktionswert f*(P;)
von P; ist, d.h. f*(P;) < UB(P;) s

28Tpper Bound und
Relaxierung

UB werden fiir (lokale) Teilprobleme P; berechnet.

Wie berechnet man einen UB fiir ein Teilproblem P;?

Vereinfache das Teilproblem P;, z.B. durch Weglassen von
Restriktionen, und 18sen das so relaxierte Problem P!




Wie funktioniert die Relaxierung eines Problems?

Operations Research

J. Pannek

Idee Relaxierung

Ersetze ein schwierig zu I6sendes Optimierungsproblem P durch ein
leichter zu l6sendes Optimierungsproblem P, dessen optimaler Wert
aber mindestens so groB3 wie der von P ist: z*(P) < z*(PF).

Lower Bound
288pper Bound und

Wie relaxiert man ein Optimierungsproblem? Relaxierung
1. VergréBerung des Lésungsraums, sodass M(P) C M(P"?) oder

2. Ersetzen der Zielfunktion f(x) durch ff(x), sodass f(x) > f(x)
fur alle x € M(P) (Lagrange Relaxierung, hier nicht weiter
betrachtet)

M(P) steht fur die Menge der zulassigen Lésung von Problem P




LP-Relaxierung — Verzicht auf Ganzzahligkeit

Operations Research
LP-Relaxierung 4. Pannek

Entscheidungsvariablen mit ganzzahligem Wertebereich werden
durch Variablen mit einem kontinuierlichen Wertebereich ersetzt.

Ausgangsproblem Py: LP-Relaxierung von Py:
Po : maxf(x) =4x —x P§ . maxf(x) =4x —x

Lower Bound

X —2x < 14 Tx1—2x < 14 289pper Bound und
Relaxierun

Xo S 3 o S 3 elaxierung
2n—2x < 3 2% —2% < 3
SIS 7 X1, % >0

Lésung der LP-Relaxierung P(’f mittels Simplex: x* = (?, 3),
f(x*) =% ~8.42

Folgerung

Der Wert einer optimalen Lésung von Py kann nicht gréBer als 8.42 sein, d.h.
UB(Py) = 8.42; wg. Ganzzahligkeit gilt sogar UB(Py) = 8




Kombinatorische Relaxierung — Verzicht auf Restriktionen

Operations Research

J. Pannek

Kombinatorischen Relaxierung
Ignoriere fiir ein Problem Py, ein oder mehrere Restriktionen. J

Das relaxierte Problem P§ muss einen mindestens gleich guten
Zielfunktionswert wie P, haben, da das Weglassen von Restriktionen e

29pper Bound und

nur zu einer Verbesserung flihren kann. Relaxirung

Beispiele:
» Traveling-Salesman-Problem — Verzicht auf Restriktionen zur
Vermeidung von Subtouren

» Lineares Zuordnungsproblem fir Schwimmteam (VLO7), ordne
jeder Schwimmerin genau eine Disziplin zu. Relaxierung: ordne
eine Disziplin keiner, einer oder mehr als einer Schwimmerin zu.




Muss ein Teilproblem verzweigt werden? 1/3 — Fall a

(losommic

Ein Teilproblem P; muss nicht mehr verzweigt werden, wenn . ..

Falla: UB(P) < LB

... die obere Schranke UB(P;) des Teilproblems P; kleiner ist als die
beste untere Schranke LB des Ausgangsproblems Py.

Wir kennen bereits eine Losung, die besser als die bestmdgliche
Lésung von P; ist. P; muss nicht verzweigt werden und heif3t daher
ausgelotet.

UB(P)
| > max f(x)
—00 1 00
LB

Notation: P bzw. P, — originéres Problem

P; — durch Verzweigung entstandenes Teilproblem i, P,-R — Relaxierung von P;
LB — untere Schranke von Py, UB; = UB(P;) — obere Schranke von Teilproblem P;

Operations Research

J. Pannek

Lower Bound

29Upper Bound und
Relaxierung




Muss ein Teilproblem verzweigt werden? 2/3 — Fall b

(losommic

Ein Teilproblem P; muss nicht mehr verzweigt werden, wenn . ..

Fallb: UB(P;) > LB und Zulassigkeit fir Py

...die obere Schranke UB(P;) des Teilproblems P; gr6Ber als der
beste bekannte LB ist und die Lésung x* fiir P auch fiir P; (und
damit auch flr Py) zuldssig ist.

Wir haben eine bessere Lésung fiir Py gefunden, der LB ist zu
aktualisieren, LB := UB(P;). P; ist ausgelotet.

UB(P;) und x* von PP erfiillt auch
die Restriktionen von Py

| = max f(X)
| +o0

LB

Notation: P bzw. P; — originares Problem
P; — durch Verzweigung entstandenes Teilproblem /, PIE — Relaxierung von P;
LB — untere Schranke von Py, UB; = UB(P;) — obere Schranke von Teilproblem P;

Operations Research

J. Pannek

Lower Bound

292Jpper Bound und
Relaxierung




Muss ein Teilproblem verzweigt werden? 3/3 — Fall ¢

(losommic

Ein Teilproblem P; muss nicht mehr verzweigt werden, wenn . ..

Fallc: M(PF)=0

...das relaxierte Problem P/ keine zuldssige Lésung hat.

Existiert fir das weniger strikte Restriktionssystem von P keine
L&sung, gibt es auch keine fir das striktere P;.

Keine zulassige Lésung fiir P = P; ist nicht 18sbar.

| > max f(x)
0 I oo
LB
Verzweigen

Die Falle a, b, ¢ schlieBen einander aus. Falls keiner der drei Falle
vorliegt, ist das Teilproblem P; zu verzweigen.

Operations Research

J. Pannek
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29%pper Bound und
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Zusammenfassung Auslotung

Operations Research

J. Pannek
Problem P; heif3t ausgelotet und muss nicht verzweigt werden, falls:

a. UB(P;) < LB(P,) — Ausloten wg. Bound

Der optimale Wert von P; ist schlechter als der beste bislang
gefundene Wert
b. UB(P;) > LB(P,) und x*(P) € M(Py) — Ausloten wg. i
Optimalitét R
Das Teilproblem P; wurde optimal geldst, zugleich ist die
gefundene Lésung besser als die beste bislang bekannte
Ldsung.

c. M(Pf) = 0 — Ausloten wg. Unzulassigkeit

Fir das relaxierte Problem P gibt es keine zuldssige Lésung,
daher gibt es auch flr P; keine.
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Ablauf Branch-and-Bound Verfahren




Ein Allgemeines Branch & Bound (B&B) Verfahren

HW N =

o ua

Branch & Bound Verfahren

Input : Ganzzahliges Problem P,

Bestimme LB anhand initialer Lésung (optional)
Lose die Relaxierung Pg von Py
if Py ist ausgelotet then
L:=10 // L ist eine Liste mit aktiven
Teilproblemen
else
L L:= {Po}
while L # () do
Wahle ein aktives Problem Py aus L, setze L := L\ {Px}.

Lése die Relaxierung P,’f von Py

if Py ist ausgelotet then
| L:=L\{Px}
else

hinzu.

Oatput: Optimale Lésung x* und optimaler Wert LB von P,

L Verzweige Py und flige die entstehenden Teilprobleme zu L

(losommic

Operations Research
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Einige Komponenten des B&B sind zu spezifizieren

(losommic

Welches Teilproblem soll als nachstes verzweigt werden?

» Last-in, first-out (LIFO-Regel): das zuletzt der Liste L
hinzugefugte Problem wird verzweigt.

» Maximum-upper-bound (MUB-Regel): das aktive Problem P; mit
dem gréBten UB(P;) wird verzweigt.

Wie soll ein Problem verzweigt werden? Bei LP-Relaxierung:
> Verzweige beliebige nicht-ganzzahlige Variable x7, mit x; < | xf|
bzw. x; > [x]

> Verzweige Variable mit kleinsten nicht-ganzzahligen Anteil

Beispiel: Variable mit kleinstem nicht-ganzzahligen Anteil

Ein LP-relaxierte Lésung eines rein ganzzahligen Problems Py sei

xR =(7,0,0.5,4,3.2,4,0.8). Verzweigt wird anhand von x5 = 3.2, mit 0.2. hat
sie den kleinsten nicht-ganzzahligen Anteil. Verzweige in zwei Probleme mit
zusatzlichen Restriktionen xo < 3 bzw. xo > 4.

Operations Research

J. Pannek

29¢\blauf
Branch-and-Bound
Verfahren
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Maschinenbelegungsproblem als Zuordnungsproblem

Operations Research

J. Pannek

Es gibt vier Auftrage A1 bis A4 sowie vier Maschinen M1 bis M4.
» Jede Maschine muss genau einen Auftrag bearbeiten.
» Jeder Auftrag muss auf genau einer Maschine bearbeitet werden.

(Relaxierung!)
Bearbeitungsdauern in Stunden:

M1 M2 M3 M4
A1l 9 5 4 5

29B&B fiir ein

A2 4 3 5 6 Zuordnungsproblem
A3 3 1 3 2
Ad | 2 4 2 6

Problem

Wie miissen die Maschinen mit Auftrdgen belegt werden, damit die
gesamte Produktionszeit minimal ist?




B&B flir ein Zuordnungsproblem

My -

My -

My :

My -
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298&B fiir ein

Zuordnungsproblem
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Rucksackproblem zur Auswahl von Investitionsprojekten

In welche Projekte soll investiert werden, um bei einem Investitionsbudget von
25 Mio. € den erwarteten Gewinn zu maximieren?

Projekt j
1 2 3 4 5
erw. Gewinn (Mio. €) y; ‘ 10 9 12 5
Investition (Mio. €) w; 5 6 12 10 12

Formulierung als Rucksackproblem

max  10x1+9x+12x3 +5x4 +9x5
s, 5xy+6x0+12x3+10x4+12x5 < 25
x; €{0,1} i=1,...,5

(Gogbynamic

Operations Research
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Spezifizierung des verwendeten B&B-Verfahrens

Operations Research
J. Pannek

»> Relaxierung: LP-Relaxierung

D.h. die Restriktion x; € {0, 1} wird zu 0 < x; < 1 relaxiert.
» Auswahl des zu verzweigenden Problems: LIFO-Regel
> Verzweigungs-Variable: beliebige Variable x; mit

nicht-ganzzahligem Wert. Fixiere einmal x; = 0 und einmal e

xi=1 LP-Relaxierung fir ein

"/ . Rucksackproblem



LP-Relaxierung zur Berechnung eines UB

(losommic

Ublicherweise: Lose LP-relaxiertes Problem mit Simplex.

Ausnahmsweise ist es hier einfacher, da nur eine Restriktion:

> Berechne fir jedes j den Nutzen
pro Gewichtseinheit (%f/'_)

Operations Research

J. Pannek

Projekt j
> Weise in monoton absteigender 1 3 4 5
Reihenfolge von < den y | 10 12 5 9
. M w; 5 12 10 12
zugehdrigen Variablen x; den u 5 15 1 05 075
Wert 1 zu, solange das Budget 7 ’ ’ ’
nicht erschopft ist. Plane das
erste nicht mehr voll aufnehmbare =
. I i
Projekt anteilig ein. LP-Relaxierung fir ein
Rucksackproblem
Werte
Reihenfolge ‘ 1. 2. 3. 4. 5.
Wert Variablen x1=1 X=1 x3=1 x5=% x=0
Ausnutzung Budget 5 11 23 25 25




Bearbeitung von Py

(losommic

Liste aktiver Probleme: L = (Py)

| 1 2 3 4 5

uj 10 9 12 5 9

w 5 6 12 10 12
i

W 2 15 105 075

Bearbeitetes Problem: P, wegen LIFO-Regel

> Lose Relaxierung PiT mit0 < x; < 1,Vi:
x*(P('f) =(1,1,1,0,1/6) mit z*(ng) =32.5,d.h. UB(Py) = 32.5
> (Optional:) Lower Bound? Wert von xs kann auf 0 abgerundet werden,

LB =f(1,1,1,0,0) = 31

» Priife Auslotung von Py: UB(Py) > LB (daher nicht Fall a) und Lsg
(1,1,1,0,1/6) ist zulassig fur P(’f (daher nicht Fall ¢) aber nicht fir Py
(daher nicht Fall b). Py ist zu verzweigen und zwar anhand von xs.

UB(Py) = 32.5
LB =31

x5 =0 x5 =1

o}

Liste aktiver Probleme L =

®

Pz, P1 ) (Reihenfolge bei Handrechnung nicht eindeutig!)

Operations Research
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Bearbeitung von Teilproblem P;

Operations Research

1 2 J. Pannek
uj 10 9 12 5 9
wj 5 6 12 10 12
Llj/Wj 2 1.5 1 0.5 0.75

Liste aktiver Probleme: L = (P., P;)
Bearbeitetes Problem: P;, wegen LIFO

> Lose Relaxierung P (Py mit x5 = 0):
x*(PR) = (1,1,1,1/5,0) mit z*(PF) = 32.0, d.h. UB(P;) = 32.0

> Priife Auslotung: P; ist nicht auslotbar, weil UB(Py) > LB und x*(Pf)
unzuléssig fur Py. Verzweige P; anhand von xg4.

32.5
31 30B&B mit
LP-Relaxierung fiir ein

Rucksackproblem
x5 =0 x5 =1 = P!

X =0 x4 =1

®

Liste aktiver Probleme L = (P, Py, P3)




Bearbeitung von Teilproblem P3

12 3 4 5
7 T 9 12 5 9
W; 5 6 12 10 12
uy/wi 2 15 1 05 075

Liste aktiver Probleme: L = (Ps, P4, P3)
Bearbeitetes Problem: P; (Py mit x5 = 0, x4 = 0), wegen LIFO
> Lose Relaxierung Pf :
x*(P§)=(1,1,1,0,0) mit z*(Pf) = 31.0, d.h. UB(P;) = 31
> Prife Auslotung: UB(P3;) > LB und Lsg (1,1,1,0,0) ist ganzzahlig (d.h.

zuldssig fir Py. Fall b trifft zu, das Teilproblem P5; wurde optimal gelést
und ist auslotbar. (LB aktualisieren)

@ 32.5
o%

x5 =0 x5 =1

ot

X =0 x4 =1

&

(losommic
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Bearbeitung von Teilproblem P4

1 2 3 4 5
uj 10 9 12 5 9
w; 5 6 12 10 12
uj/w; 2 1.5 1 0.5 0.75

Liste aktiver Probleme: L = (Ps, Py)
Bearbeitetes Problem: P, (Py mit x5 = 0, x4 = 0), wegen LIFO-Regel
> Lose Relaxierung PL:
x*(Pf) = (1,1,1/3,1,0) mit z*(Pf) = 27, d.h. UB(P,) = 27.0

> Prife Auslotung: UB(P4) < LB gilt, d.h. Py ist auszuloten, da es keine
bessere Lésung als die bislang beste Lésung enthalten kann (Fall a).

@ 32.5
o%

x5 =0 x5 =1

ot

X =0 x4 =1

RN

(losommic
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Bearbeitung von Teilproblem P,

1 2 3 4 5
uj 10 9 12 5 9
w; 5 6 12 10 12
uj/w; 2 1.5 1 0.5 0.75

Liste aktiver Probleme: L = (P,)
Bearbeitetes Problem: P, (Py mit x5 = 1), wegen LIFO-Regel

> Lose Relaxierung PJ:
x*(Pf) =(1,1,1/6,0,1) mit z*(Pf) = 30.0, d.h. UB(P;) = 30.0
> Priife Auslotung: P, ist auslotbar, weil UB(P,) < LB (Fall a).
@ 325
&
X5 =0 x5 =1 . . :
Es gibt nun keine aktiven Proble-
e 82 30 me mehr. Die bislang beste Lésung
x*(P3) = (1,1,1,0,0) muss optimal

in!
=0 x =1 sein!

RN

(losommic
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Zusammenfassung & Ausblick

Operations Research

Fragen zur Wiederholung:
» Wie wird ein IP/MIP mittels Branch-and-Bound Verfahren gelést?

J. Pannek

» Was funktioniert die Zerlegung in Teilprobleme (Branching) und
die Bestimmung einer Untersuchungsreihenfolge der
Teilprobleme (Bounding), insb. Auslotung?

Klausurrelevante Literatur

Branch-and-Bound-Verfahren Lésung von IP/MIP mit Branch &
Bound, siehe Domschke/Drexler Kapitel 6.4, 6.5

AUSbl ICk 30Zusammenfassung &
» Tutorium: Modellierung ganzzahliger Optimierungsprobleme i
» Vorlesung: Heuristische Verfahren zur Lésung von
kombinatorischen Optimierungsproblemen, siehe

Domschke/Drexler Kapitel 6.2, 6.6.1 oder Nickel/Stein/Waldman
Kapitel 6 oder Suhl/Mellouli Kapitel 8.1, 8.2, 8.4




(Qogbynamic
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Teil X

Ganzzahlige und kombinatorische Optimierung Il —
Heuristische Verfahren
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Branch & Bound (B&B) Verfahren

(losommic

Branch & Bound Verfahren

Input : Ganzzahliges Problem P,

Bestimme LB anhand initialer Lésung (optional)

Lose die Relaxierung Pg von Py

if Py ist ausgelotet then

L:=10 // L ist eine Liste mit aktiven
Teilproblemen

HW N =

else

L L:= {Po}

7 while L # () do

8 Wahle ein aktives Problem Py aus L, setze L := L\ {Px}.

9 Lése die Relaxierung P,’j von Py

10 if Py ist ausgelotet then

1 | L:=L\{Px}

12 else

13 L Verzweige Pj und fluge die entstehenden Teilprobleme zu L
hinzu.

o ua

Oatput: Optimale Lésung x* und optimaler Wert LB von P,

Operations Research

J. Pannek

309Viederholung




Auslotung

Operations Research

J. Pannek

Problem P; heif3t ausgelotet und muss nicht verzweigt werden, falls: s1aviederholung

a. UB(P;) < LB(P,) — Ausloten wg. Bound

Der optimale Wert von P; ist schlechter als der beste bislang
gefundene Wert

b. UB(P;) > LB(Py) und x*(Pf) € M(P,) — Ausloten wg.
Optimalitat
Das Teilproblem P; wurde optimal geldst, zugleich ist die
gefundene Lésung besser als die beste bislang bekannte
Ldsung.

c. M(Pf) = 0 — Ausloten wg. Unzulassigkeit

Fir das relaxierte Problem P gibt es keine zuldssige Lésung,
daher gibt es auch flr P; keine.




Komponenten Spezifikation des B&B

Operations Research

J. Pannek

31Wiederholung

Welches Teilproblem soll als nachstes verzweigt werden?

» Last-in, first-out (LIFO-Regel): das zuletzt der Liste L
hinzugefugte Problem wird verzweigt.

» Maximum-upper-bound (MUB-Regel): das aktive Problem P; mit
dem gréBten UB(P;) wird verzweigt.

Wie soll ein Problem verzweigt werden? Bei LP-Relaxierung:

> Verzweige beliebige nicht-ganzzahlige Variable x7, mit x; < |xf|
bzw. x; > [x/']

» \erzweige Variable mit kleinsten nicht-ganzzahligen Anteil
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Terminologie der Tourenplanung

Operations Research

J. Pannek

31Das kapazitierte

Tourenplanungsprob-
s

Depot: Knoten, an dem Fahrzeuge stationiert sind. Im Depot beginnt
und endet eine Fahrt.

Tour: Menge aller Kunden, die in derselben Fahrt anzufahren sind.
Route: Reihenfolge, in der die Kunden einer Tour zu bedienen sind.

Tourenplan: Menge aller Touren und zugehdriger Routen, die alle
Restriktionen erflllen = zulassige Lésung eines
Tourenplanungsproblems.




Das kapaziterte Tourenplanungsproblem
Capacitated Vehicle Routing Problem (CVRP)

> Knoten 1, ..., nsind Kunden(-standorte) i/ mit einer Nachfrage q; > 0.
> |Im Depot (Knoten 0, gy = 0) stehen ausreichend viele identische

Fahrzeuge mit Fahrzeugkapazitat Q bereit.

> Die Nachfrage eines Kunden ist durch genau ein Fahrzeug zu bedienen.
> Eine Fahrzeugtour startet und endet im Depot; die in einer Tour bediente

Kundennachfrage darf Q nicht Gibersteigen.

> Bediene alle Kunden und minimiere Gesamtwegstrecke aller Touren.

Distanzmatrix (c;j):

gz =1
(@
@ 07 11 2 3

T T 56
0 — [ 20 | 30 | 30 | 20 | 50 | 35
g =08[7 — 130 | 45 | 3 | 65 | 45
@ @ 2 — 130 [ 45 | 75 [ 5
g6 =1 3 — 35 [ 70 | 60
@ gs =1 4 — 35 | 25
@ 5 — 5
3

@75 =0.9

(losommic
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Anwendung
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Auslieferung von Gitern zu Kunden
» Biroartikel

> Auslieferung neuer PKW zum Autohandler

» Weihnachtsgeschenke durch Weihnachtsmann (zur Not auch
DHL, UPS, ...)

» Essen-auf-Radern

» Telekom-Techniker zur Freischalten des DSL-Anschlusses

Einsammeln von Giitern
» Einsammeln von Milch

> Entleerung Dixi-Toiletten

Mullabfuhr? Brieftrager? StraBenreinigung? — kantenorientierte
Modelle

Operations Research

J. Pannek

31Pas kapazitierte
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Mégliche Erweiterungen des CVRP
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31Pas kapazitierte
Tourenplanungsprob-
» Heterogener Fuhrpark lem (CVRP)

v

Zeitfenster, in denen Belieferung erfolgen muss

v

Einsammeln und Ausliefern gleichzeitig (Pickup-and-Delivery)

v

Rechtsabbiegen bevorzugen

v

Minimierung Treibstoffverbrauch

v

Arbeitszeit Fahrer, Lenk- und Ruhezeiten
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Was sind Heuristiken?

Operations Research

J. Pannek

Heuristiken berechnen flr ein Optimierungsproblem i.d.R. gute aber
nicht notwendigerweise optimale Lésungen. J

31¢euristische
Lésungsverfahren
» Im Gegensatz zu einem Branch-and-Bound-Verfahren

> garantiert eine Heuristik weder das Finden einer optimalen Lésung,
> noch erfolgt ein Optimalitatsbeweis.
> Zudem sind Heuristiken problemspezifisch.

» Bei Heuristiken handelt es sich lediglich um plausible und
erfolgsversprechende Vorgehensregeln.

» Heuristiken erfreuen sich bei Unternehmen groB3er Beliebtheit.

Heuristiken berechnen in der Regel
KEINE optimale Lésung!




Das Bin-Packing-Problem
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Fragestellung

Wie viele Fahrzeuge benétigt man im CVRP mindestens, um alle Kunden zu

bedienen?

Gegeben: Eine Menge J = {1, ..., n} von n unteilbaren Objekten mit einer 3THeuristische
individuellen GroBe von w;, (i = 1,..., n) sowie m Behéltern (bins) mit LTS
identischer Kapazitat ¢ > w;, (i = 1,...,n).

Gesucht: Die minimale Anzahl von Bins, so dass jedes Objekt aus J in einen
Behalter gepackt ist, wobei die Gesamtlange aller Objekte in einem Bin die
Bin-Kapazitét nicht ubersteigen darf.

Beispiel-Probleminstanz
c=12,n=14,w = (8,8,5,3,5,5,5,6,6,8,8,4,4,2)

IHII.I

2x 4x 2X 1x 1 2 3 -+ m




Eine Heuristik flir das Bin-Packing-Problem

Next Fit Decreasing

Operations Research

J. Pannek

Gegeben:

Bins der Léange 12, vierzehn Objekte der Langen 8, 8, 5, 3, 5, 5, 5, 6,

6,8,8,4,4,2. »
Sortiere Objekte in nicht-aufsteigender Reihenfolge ihrer Lénge: N -
8,88,8,6,6,55,5,5,4,4,3,2

5 3
SNy S ) N O ) ) [
— 4
sllel|8| |8 —
515 |4] L
2
9




Rechtfertigung flr den Einsatz von Heuristiken
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Heuristiken garantieren keine optimale Lésung, warum werden sie
dennoch eingesetzt?

1. Berechnung von Bounds in Branch-and-Bound-Verfahren a1%ieuristische

Lésungsverfahren

2. Komplizierte Realitat wird durch vereinfachtes Modell abgebildet.
Ist die optimale Lésung eines vereinfachten Modells eine besser
Lésung der realen Problemstellung als eine Naherungslésung?

3. Die im Modell verwendeten Parameterwerte sind haufig ungenau
oder unbekannt.

4. Die in der Realitat verfigbare Zeit zur Berechnung einer
optimalen L&sung ist zu kurz. Naherungsldsung besser als gar
keine Lésung.




Klassifikation von Heuristiken
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Eréffnungsverfahren / Konstruktionsheuristiken
» Greedy-Heuristiken
» \orausschauende Heuristiken

32Heuristische
Lésungsverfahren

Verbesserungsverfahren / Nachbarschaftssuchverfahren
> r-opt (2-opt, 3-opt, ...)
> r-exchange
> ..

Metaheuristiken
» Genetische Algorithmen
» Variable Nachbarschaftssuche
» Matheuristiken
>
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Konstruktionsheuristiken o
Nachster-Nachbar-Heuristik fiir das TSP
Sukzessives-Einfligen fur das TSP
Savings-Verfahren fiir das CVRP

Sweep-Verfahren fir das CVRP




Greedy-Konstruktionsheuristik 1/2

Operations Research
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engl. greedy = gierig, hier auch kurzsichtig

Charakteristika:
Den Entscheidungsvariablen werden sukzessive Werte zugewiesen.

Bei jeder Wertzuweisung wird jedesmal die gréBtmdgliche
Verbesserung (Maximierung) bzw. kleinstmégliche Verschlechterung
(Minimierung) der Zielfunktion angestrebt (daher gierig).

Einmal erfolgte Wertzuweisung an Variablen werden nicht revidiert.

Vorteil: schnelles und meist einfach nachvollziehbares Verfahren

Nachteil: meist nur maBige Lésungsgiite




Greedy-Konstruktionsheuristiken 2/2 — Ablauf
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Ublicher Ablauf einer Greedy-Konstruktionsheuristik:

1. Beginne mit einer unzulassigen Lésung x, i.d.R. x = 0.

2. Wiederhole 2.1 und 2.2 solange, bis x zulassig ist:

2.1 Bewerte jede Komponente mit einem Greedy-Kriterium
2.2 Wabhle die gierigste Komponente (gréBtmdglichen
Lésungsverbesserung) und fiige diese x hinzu

Problemspezifische Entwurfsentscheidungen:

Was ist eine Komponente?
Wie misst man die Gier einer Komponente?

Operations Research
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32Xonstruktionsheuristiker

Néchster-Nachbar-
r SP




Nachster-Nachbar-Heuristik fiir das TSP 1/2 — Beispiel

Distanzmatrix D flir n = 5 Stadte.

0 3 5 8 4
3 0 7 5 2
D=5 7 0 10 8
8 5 10 0 7
4 2 8 7 O

Ablauf Nachster-Nachbar-Heuristik:

lteration | Vorlaufige Rundreise

1 (17271)
2 (1727571)
3 (1?2757471)
4 (1,2,5,4,3,1)

Lange gefundene Tour: 27
minimale Tourlange: 26

(Gngbynamics

Operations Research
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32lachster-Nachbar-
Heuristik fir das TSP

Einfiigen fiir

Verfahren fiir das




Nachster-Nachbar-Heuristik fir das TSP 2/2
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Verfahren des né&chsten Nachbarn fiir das TSP
Input : Symmetrisches Traveling Salesman Problem mit n
Stadten und Distanzmatrix D
1 begin B
2 Wahle sy := s, € {1,..., n} beliebig als Start und Ziel der S
Rundreise Sain
3 fori:=1ton—1do Sweep Verfahren irchs
Bestimme s; als diejenige Stadt, die am n&chsten an
si—1 liegt und noch nicht in der Rundreise enthalten
ist.

Verfahren fiir da

Output: Rundreise (So, St ..., Sn) Mit So = Sp




Vorausschauende Heuristiken
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Analogie zu Greedy-Heuristiken:
» Sukzessive Zuweisung von Werten zu Entscheidungsvariablen.

Abweichung von Greedy-Heuristiken:

» Die Konsequenzen einer Entscheidung, d.h. setzen eines Wertes
fUr eine Variable, auf zuklinftige Entscheidungen werden
abgeschatzt.

» Entscheidungen kdnnen revidiert werden, d.h. ein einmal
zugewiesener Wert zu einer Entscheidungsvariable kann sich im
Verfahrensverlauf wieder andern.

Vorteil: bessere Losungen als reines Greedy-Vorgehen

Nachteil: héherer Rechenaufwand als Greedy-Verfahren

Operations Research
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Savings-Verfahren fiir das




Sukzessives-Einflgen fur das TSP 1/2

1
2

Verfahren des sukzessiven Einfligens fir das TSP

Input : Symmetrisches Traveling Salesman Problem mit n
Stéadten und Distanzmatrix D
begin
Wahle zwei Stadte sy und sq, die am weitesten
voneinander entfernt sind und setze S := (s, S1, So)
fori:=2ton—1do
Bestimme s; als diejenige Stadt, deren kleinste
Entfernung zu einer Stadt in S am grdéBten ist.
Flge si soin S ein, dass die Lange von S am
wenigsten zunimmt.

OIItput: Rundreise S

(losommic
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Néachster-Nachbar-
Heuristik fir das TSP

326ukzessives-Einfugen fr
das TSP

Savings-Verfahren fiir da




Sukzessives-Einfiigen fiir das TSP 2/2 — Beispiel
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2
4 Siehe animierte Folie!

8 Distanzmatrix wie bei Nachster-Nachbar-Bsp.:
0 3 5 8 4
5 3 0o 7 5 2
5 p=|p5 7 o0 10 8
10 8 5 10 0 7 et tacbar
z 2 8 7 0 32Bukzessives-Einfiigen fiir
das TSP

ngs-Verfahren fiir das

p-Verfahren fir das

Iteration | Gewahlter Knoten s; Einflgetest Lange

1 % =5 (35,4.3) 25
(3,4,5,3) 25

2 55 =1 (3,1,5,4,3) 26
(3,5,1,4,3) 29

(3.5,4,1,3) 28

3 s =2 (3,2,1,5,4,3) 31
(3,1,2,5,4,3) 27

(3,1,5,2,4,3) 26

(3,1,5,4,2,3) 28




Savings-Verfahren fir das CVRP 1/3
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Savings-Verfahren — Idee

Berechne die durch Vereinigung von zwei Touren eingesparte
Wegstrecke (saving)

Einsparung durch Vereinigung der beiden Touren: s; = cjp + coj — Cj

» Zwei Touren (0, e, d,i,0) und
(0,J, ¢, b,0) mit Kanten {0, i}
und {0, j}

> Entferne Kante {0, i} und
{0,j} und fige Kante {i, }
hinzu

» Kombination der Touren nur
mdglich, falls Kundenbedarf
der Tour < Fahrzeugkapazitat




Savings-Verfahren nach 2/3 — Pseudocode

1. Berechne Savings-Werte s; fiir alle Kundenpaare i, :

Sjj = Cio + Coj — Cjj
Konstruiere Pendeltouren (0,i,0), i=1,...,n
2. Betrachte (und I6sche) Kundenpaar i, j mit gréBtem Saving s;.

3. Bediene Kunde i/ und Kunde j in einer neuen, einzigen Tour, falls:

» Beide Kunden i und j sind Endkunden verschiedener Touren. Die

eine Tour enthalt also die Kante (0, /) und die andere Tour enthalt
die Kante (0, ).
> Gesamtbedarf der neuen Tour < Q.

Weiter mit Schritt 2, bis alle s; > 0 betrachtet wurden.

(losommic
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Néchster-Nachbar-
r SP

32%avings-Verfahren fir das
CVRP




Savings-Verfahren fur das CVRP 3/3 — Beispiel

Operations Research

J. Pannek
Distanzmatrix (c;j)
0 1 2 3 4 5 6
0 — 20 | 30 | 30 | 20 | 50 | 35
1 — 30 45 35 65 45
2 — |30 | 4 | 75 | 5% Nt
3 - 3 | 70 | 60 Sukzessives-Einfigen fir
4 — 35 [ 25
5 — 25 33@avings-Verfahren fiir das
5 — CVRP
Verfahren fiir das

Savingsmatrix (s;;)

Fahrzeugkapazitat Q = 3
Gesamtlange der Touren: 370, Anzahl der Touren: 6




Sweep-Verfahren fiir das CVRP

Operations Research
g =2 J. Pannek

Qo =1

Fahrzeugkapazitat Q = 10

s-Verfahren fiir das

CVRP

33Bweep-Verfahren fiir das
CVRP

g =4

1. Wahle beliebigen Startknoten.

2. Fuge nachsten Kunden (entgegen Uhrzeigersinn) zu Cluster hinzu, falls
Kapazitat < Q. Beginne andernfalls neuen Cluster.

3. Lose fir Knoten jedes Clusters ein TSP, z.B. mit Nachster-Nachbar
Heuristik oder Branch-and-Bound.
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Nachbarschaftssuchverfahren




Nachbarschaftssuche fiir ein Minimierungsproblem 1/2

Begriff des lokalen Minimums

Operations Research

J. Pannek

zulassige Losung x

Erzeuge alle benachbarten
Losungen N (x) von x

|

Gibt es eine Losung
y € N(x), so dass
fly) < f(x)?

33Nachbarschaftssuchver

X heiBt lokales Minimum, d.h.
vy € N(x) : f(x) < f(y)




Nachbarschaftssuche fir ein Minimierungsproblem 2/2

Operations Research

J. Pannek

» Synonyme: Lokale Suche oder Verbesserungsverfahren

» Voraussetzung: eine bekannte zulassige Lésung
X =(Xt,...,Xn)

» Alle Lésungen, die durch Anwendung eines Zugs auf x
entstehen, heiBen Nachbarschaft A/(x) von x.

33Nachbarschaftssuchver
» Ein Zug (engl. move) ist eine Vorschrift, wie die Werte von
(x1,...,Xn) zu &ndern sind.

» Ein Zug andert nur wenige Werte von (xi, ..., Xp), daher nennt
man die entstehenden Lésungen Nachbarn von x.

» Gibt es in der Nachbarschaft A/(x) von x eine bessere Lésung,
wird diese als neue Ausgangslésung gewahit.

» Gibt es keine bessere Lésung, dann hei3t x lokales Minimum und
die Suche stoppt.




Ein einfacher Zug fiir das Rucksackproblem 1/2

Operations Research

J. Pannek

max  f(x) =3x1+6x0+3x3+4x4+2Xs5
st Xx{+4xo+2x3+3x4+2x5 <8 xi€{0,1} i=1,...,5
Die zuléssigen Startlésung sei x = (1,0,1,1,0).

33Nachbarschaftssuchver

Zug A: Andere den Wert genau einer biniren Variable

| Xt X2 X3 X2 X5 f(x)
Ausgangsloésung x 1 0 1 1 0 10
X! o o0 1 1 0 10-3=7
x| 1 1 1 1 0 10+6=16 unzulassige Lsg!
P 0 0o 1 0 10-3=7
x* | 0o 1 0 0 10-4=6
L1 0 1 A 1 10+2=12

Die Losung x hat folgende Nachbarschaft: A/(1,0,1,1,0) = {x", x3, x*, x5}.




Ein einfacher Zug fir das Rucksackproblem 2/2

max  f(x) =3x1+6x2+3x3+4x4+2x5
st Xqy+4xo+2x3+3x4+2x5 <8

Die zul&ssigen Startlésung sei x = (1,0,1,1,0).

xi€{0,1} i=1,...,5 J

Zug B: Tausche einen Gegenstand mit x; = 1 gegen einen mit x; = 0

X4

f(x)

Ausgangslésung x

1
1
1
1
1
0

X% R X XX

= = = algig) =X
O a0 a o ao
- =200 = = =&
= Ola O o oo

0

Die Lésung x hat foI%ende Nachbarsohaft
N(1,0,1,1,0) = {x°, x3, x*, x5, x8}.

10
10-3+6=13
10-3+2=9
10-3+6=13
10-3+2=9
10-4+6=12
10-4+2=8

unzuléssige Lsg!

(Qogbynamic

Operations Research
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Die 2-opt Nachbarschaft fir das TSP 1/2

(losommic

2-opt Zug
1. Wahle zwei beliebige Pfeile, z.B. (i, i+ 1) und (j,j + 1)

2. Bilde daraus zwei neue Pfeile, namlich (i,j) und (i + 1,j + 1) (Endknoten
des 1. Pfeils wird zu Startknoten des 2. Pfeils)

3. Kehre die Richtung aller Pfeile zwischen Knoten i + 1 und Knoten j um.

Pfeilpaar (3,4) und (6,7) wird zu (3,6) und (4,7)
Umkehrung Pfeilrichtungen, d.h. (4, 5) — (5, 4), (5,6) — (6,5)

Operations Research

J. Pannek

33®achbarschaftssuchver




Die 2-opt Nachbarschaft fir das TSP 2/2

2-opt.

Distanzmatrix D wie
Né&chster-Nachbar-Beispiel:

RO
N
@
‘\\e

0 3 5 8
3 0 7 5
5 7 0 10
8 5 10 0
4 2 8 7

Iteration i J Anderung Lange Rundreise
1 1 3 4+5-83—7=-1 (1,5,2,4,3,1)

2 1 3 3+7—-4-5=1 unverandert

1 4 8+8—-10—-4=2 unveréndert

1 5 5+4—-4-5=0 unverandert

2 4 747-2-10=2 unveréndert

2 5 8+3-2-5=4 unveréndert

3 5 7+48-5-5=5 unverandert

O ~NoooN B

5,4,3,1) als Startlésung fir

(Qogbynamic

Operations Research
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Eine Heuristik fiir das CVRP

Operations Research

Eine Heuristik zur L6sung des CVRP kénnte aus folgenden - Pannek
Bausteinen bestehen:

Konstruktion einer ersten zuldssigen Lésung:
» Savings-Verfahren

» Fur jede Tour: Versuche die Lange der Routen mit der
Nachster-Nachbar-Heuristik zu verkirzen. asMachbarschaftssuchver

Nachbarschaftssuche zur Verbesserung der konstruierten Lésung:

» Fur jede Tour: Anwendung von 2-opt bis lokales Minimum
erreicht.

Weitere Verbesserung im Rahmen der Nachbarschaftssuche:
Vertausche Kunden zwischen zwei Touren

Umfangreiche Probleme werden h&ufig durch Kombination mehrere
Basisheuristiken bearbeitet. J




Zusammenfassung & Ausblick

Operations Research

Fragen zur Wiederholung:

» Wie funktionieren Konstruktionsheuristiken und
Nachbarschaftssuche?

J. Pannek

» Was bedeuten die Begriffe Lokales Minimum, Nachbarschaft,
Nachster-Nachbar, Sukzessives Einfligen (TSP), Savings und
Sweep (CVRP)?

Klausurrelevante Literatur Fusammentassung &

Ausblick
Heuristische Verfahren zur Lésung von kombinatorischen
Optimierungsproblemen, siehe Domschke/Drexler Kapitel 6.2, 6.6.1
oder Nickel/Stein/Waldman Kapitel 6 oder Suhl/Mellouli Kapitel 8.1,
8.2,84

Ausblick
» Tutorium: Heuristische Verfahren

» Vorlesung: Simulation, sieche Domschke/Drexler Kapitel 10 oder
oder Werners Kapitel 7




(QogDynamic

Operations Research

J. Pannek

Teil Xl

Simulation
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Wiederholung Ganzzahlige Optimierung | — Il

Modellierung

(Gngbynamics

Grundstrukturen
» Lineares Problem
» Ganzzahlige Variablen

> Logische/MengenmaBige Verknupfungen

Standardprobleme
» Zuordnungsproblem
» Reihenfolgeproblem
» Gruppierungsproblem

» Auswahlproblem

Operations Research

J. Pannek

34Wiederholung




Wiederholung Ganzzahlige Optimierung | — IlI _
Algorithmen g 9 P g

Operations Research

J. Pannek

342Niederholung

v

Branch—and—-Bound Verfahren

v

Nachster—Nachbar—Heuristik

v

Sukzessives—Einfligen

v

Savings—Verfahren

v

Sweep—Verfahren




Struktur dieser Vorlesung

(Gngbynamics

1. Lineare Optimierung, 4 LV

77777

2. Graphentheorie, 3 LV

3. Ganzzahlige Optimierung, 3 LV

4. Simulation, 1 LV

Operations Research

J. Pannek

34%Viederholung
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Simulation: Experimentieren mit Modellen realer Systeme

Operations Research

J. Pannek

Idee:
> Modellieren von Prozessen realer Systeme P
» Durchfiihren von (Stichproben-)Experimenten enderSimuto
Zweck:

» Systemverhalten erklaren oder gestalten, insbesondere falls es
von umfangreichen stochastischen Einfliissen gepragt ist

Beispiele fiir den Einsatz von Simulation

Windkanal Automobilbau

Flugsimulator zur Pilotenausbildung

Tierversuche zur Untersuchung der Wirkung von Medikamenten
Mathematisches Modell eines Lagerhauses oder Produktionssystems




Wann bietet sich Simulation an?

Operations Research

J. Pannek

» Ein vollstéandiges mathematisches Optimierungsmodell ist nicht o
verflgbar oder die Kosten zur Entwicklung sind zu hoch Arten der Simulato

» Analytische Methoden, sofern vorhanden, erfordern zu stark
vereinfachende Annahmen, sodass der Kern des Problems
verfalscht wird

» Analytische Methoden zu kompliziert bzw. so aufwandig, dass
Einsatz nicht praktikabel erscheint

» Reale Experimente, z.B. mit Prototypen (Flugzeug,
Lagersystem), zu kostspielig

» Beobachtung reales System zu geféhrlich (Reaktorverhalten)
oder zu zeitaufwandig (Konjunkturschwankungen)




Arten zu simulierender Systeme und Simulationsmodelle

Operations Research

. . J. Pannek
statisch dynamisch
geschlossen keine Umweltbeziehung
offen mit Umweltbeziehung
346Vesen
Arten der Simulation
unveranderlicher Systemzustand
Systemzustand andert sich

Besonders relevant: offene & dynamische Systeme (Warteschlangen,
Produktion, Warenhaus . ..)

Deterministische Simulationsmodelle
EingangsgréBen und Parameter bestimmen eindeutig Ausgangsgrofien. J

Stochastische Simulationsmodelle

Zufallseinfliisse treten im System auf, welche durch Zufallsvariablen mit
Verteilungfunktionen charakterisierbar sind.




Arten der Simulation 1/3 — Monte-Carlo-Simulation

(losommic

Name: Roulette in einem Spielkasino in Monte Carlo

Eigenschaften des Roulette und der Monte-Carlo-Simulation:

» Wahrscheinlichkeit flr eine bestimmte Zahl a priori bekannt und
fur alle Zahlen gleich grof3

» Wahrscheinleichkeit fir ein bestimmte Zahl ist unabh&ngig von
vorherigen Wirfen der Kugel

Anwendung:

> Lésung von Integralen oder komplizierten Integral- und
Differentialgleichungen

» Kiinstliche Erzeugung von Stichproben

Mit Monte-Carlo-Simulation lassen sich auch deterministische
Probleme lésen!

Operations Research

J. Pannek

347Arten der Simulation




Arten der Simulation 2/3 — Diskrete Simulation

Operations Research

J. Pannek

Eigenschaften: s
» Zustand wird durch zeitabhangige Variablen beschrieben

» Zustandsvariablen andern sich bei Eintritt bestimmter Ereignisse

Typen:
» Periodenorientierte Zeitfiihrung

» Ereignisorientierte Zeitfihrung




Arten der Simulation 3/3 — Kontinuierliche Simulation

Eigenschaften:
» Zustandsvariablen &ndern sich kontinuierlich mit der Zeit

» Modellierung typischerweise mit Differentialgleichungen

Beispiel diskrete vs. kontinuierliche Modelle

» Geschwindigkeit eines PKW &ndert sich kontinuierlich bei Druck
auf Gaspedal

» Kontinuierlicher Verkehrsfluss an einer Ampel aus
Vogelperspektive

» Diskreter Verkehrsfluss an einer Ampel aus
FuBgéangerperspektive

» Diskrete Warteschlange bei Essensausgabe in einer Mensa

(losommic
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Ein Maschinenbelegungsproblem 1/2

Es gibt zwei Maschinen M, M, und vier Auftrage A1, Az, As, As.

Bearbeitungsdauern von Auftragen auf Maschinen:

Maschine Auftrag

‘ Al A A3 A
My 2 1 3 4
Mo ‘ 4 2 A1 2

Ein Auftrag A; muss zuerst mit M; und danach mit M. bearbeitet
werden.

Lager L; vor und nach jeder Maschine

(Gogbynamic

Operations Research
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Simulation zur
Maschinenbelegung



Ein Maschinenbelegungsproblem 2/2

(losommic

Mittels Simulation soll das dynamische Verhalten des
Produktionssystems untersucht werden:

» Variable EingangsgroéBen: Reihenfolge, in der die Auftrédge zu
bearbeiten sind, z.B. A1, A2, A3, Ay

» Parameter: Bearbeitungsdauer, z.B. Tabelle vorherige Folie

» AusgangsgroBe: Zeitdauer Gesamtdurchlauf, Auslastung
Maschinen, durchschnittliche Wartezeit eines Auftrags vor einer
Maschine

Operations Research

J. Pannek

35Deterministische
Simulation zur
Maschinenbelegung




Diskrete Simulation mit periodenorientierter Zeitfihrung

Periode L4 M, Lo M, Lj
Initialz. Aq ,Ag,Ag,A4

1 Az, As, Ay Ay

2 Az, Az, Ay Ay

3 Ag, Aq Ay A

4 A A Ay A

5 A A Ar A

6 A Ay A A

7 Ar Ay A Ay

8 A A Ao Ay

9 A Ag A, Ay

10 Ay Ay, Az, Az

11 Ay Aq, A2, Ag

12 Ay A1, A2, Ag
Endez. A1, A2, Az, Ag

Dauer 11 10 5 9 13

(Qogbynamic

Operations Research
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Auswertung des Simulationslaufes

Operations Research

Gesamtdurchlaufzeit: 12 Perioden

J. Pannek
My | A I As |A3 | | A I D Auftragsbearbeitung
35Deterministische
Simulation zur
My |A2 | Az | Ay | | I:l Leerstand Maschinenbelegung
| | | | | | | | | | |
T T T T T T T T T T T
0o 1 2 3 4 6 7 8 9 10 11 12
j

Auslastung M;:

Il

T

5
19— 831% und Mp: S = 75%
@ Wartezeit: vor My: 11 =

= 2.75 Perioden; M,: 2 7=125

Bestand
4 1 - — Lager 1
3 ——— Lager2
2+ b= et e Lager 3
17,
|
T +—
0 1 2 3 4 5 12




Bestimmung einer Bearbeitungsreihenfolge 1/2

Operations Research

J. Pannek
Aufgabe

Maschinen M;, M» und Auftrage A1, Az, As, A4 wie bisher. Die
Bearbeitungsreihenfolge der Auftrége erfllle jedoch nun: TR sl
imulation zur
Maschinenbelegung

Der Auftrag mit der kiirzesten Bearbeitungsdauer (Operationszeit)
wird als néchstes bearbeitet (KOZ-Regel).

Skizzieren Sie ein Maschinenbelegungsdiagramm und geben sie die
Auslastung von My und M, an.




Bestimmung einer Bearbeitungsreihenfolge 2/2

Bearbeitungsreihenfolge: Der Auftrag mit der jeweils kiirzesten
Gesamtbearbeitungsdauer wird zuerst bearbeitet.

Mo

M

I As I IA3 | | Af | Aq I I:' Auftragsbearbeitung
Az I As I A | Ay | | [] vLeerstand
1+
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Auftragsreihenfolge: minimale Gesamtdurchlaufzeit (mittels
Branch-and-Bound bestimmt): Az, A1, As, Az

Mo

M

[

0

Aq | A4 | | As I |:| Auftragsbearbeitung
Az I A | A, I As | | [] Leerstand
———t———t——t—1—
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

(losommic
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Bemerkung zu Maschinenbelegungsproblemen

Operations Research

J. Pannek

» Simulation eignet sich vor allem zur Erklarung bzw. zur Analyse
von Systemen (Analyse-/Erklarungsmodelle).

35@eterministische

Simulation zur
> Interessiert lediglich die Bearbeitungsreihenfolge mit der R
kirzesten Durchlaufzeit, sollten Verfahren der ganzzahligen

Optimierung verwendet werden.

» Komplexitat realititsndherer Maschinenbelegungsprobleme
deutlich héher als dieses Beispiel

» In der Praxis meist konkurrierende Zielfunktionen:
»> min Durchlaufzeit
> max Termineinhaltung (min maximale TerminUberschreitung)
> max Kapazitatsauslastung
> min Zwischenlagerbestand
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Stochastische Simulation

Zufallsgeschehen des realen Systems wird durch Zufallsvariable
erfasst, z.B.

» Ausfallhdufigkeit von Maschinen
> Eingang neuer Auftrédge
» Zeitpunkt und Dauer von Anrufen im Call Center

Beschreibung des Verhaltens einer Zufallsvariable X mittels:

Dichtefunktion: f(x) = P(X = x) = {p/ falls X' = x
0 sonst

Verteilungsfunktion: F(x) = P(X < x) = >_, -, f(x;)

1. Wie kann das Verteilungsgesetz ermittelt werden, welches das

Verhalten einer Zufallsvariable beschreibt?

2. Wie kénnen kénnen entsprechende Zufallswerte erzeugt werden?

(losommic
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Ermittlung einer Verteilungsfunktion

(losommic

Verteilungsfunktion von Zufallsvariablen i.A. unbekannt, daher zwei
Vorgehensweisen:

1. Zusatzinformationen rechtfertigen die Annahme einer bestimmten
theoretischen Verteilung.
Bsp.: die Lebensdauer von Bauteilen meist exponentialverteilt.

Lediglich Verteilungsparamter aus Stichprobe ableiten, z.B.
Erwartungswert, Standardabweichung bei Normalverteilung.

2. Ohne Zusatzinformationen Beschrankung auf empirische
Verteilung.

Statistische Hypothesentests zur

» Uberpriifung der getroffenen Annahmen Uber eine Verteilung
sowie

» Ermittlung von Konfidenzintervallen von Verteilungsparametern.

Operations Research
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358/erteilungsfunktion
Erzeugung von

Zufallszahler




Bestimmung einer empirischen Verteilungsfunktion

Beobachtungswerte kdnnen naherungsweise mit einer empirschen

Verteilungsfunktion beschrieben werden.
1. Erfasse Stichprobenwerte in Klassen
2. Ermittle Klassenhaufigkeiten
3. Berechne Verteilungsfunktion

Ausfallverhalten eines Zahnkranzpaares in einer Maschine

Laufzeit: Zeit von Einbau des Zahnkranzpaars bis Ausfall
Klassen: bis 3749h, von 3750h bis 4249h, von 4250h bis 4749h, ...

Laufzeitin 1000h | 3.5 4 4.5 5) 5.5 6 6.5 7

Ausfélle 200 400 600 800 600 520 480 200
rel. Haufigkeit 0.05 0.10 0.5 020 0.15 0.13 0.12 0.05
Verteilungsfkt. 0.05 0.15 030 050 065 078 0.90 0.95

Ein Zahnkranzpaar hat mit einer Wahrscheinlichkeit von 30 Prozent eine

Laufzeit von weniger als 4749 Stunden.

(losommic
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Woher kommt eine Zufallszahl?

Operations Research
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Echte Zufallszahl: Ziehen von Kugeln aus einer Urne, Wiirfeln
Verteilungsfunktion
Unechte oder Pseudo-Zufallszahl: 36 Erzeugung von

Zufallszahlen

> Ausnutzen von unregelmaBigen Ziffernfolgen von =, v/2 oder e
» Arithmetischer Zufallszahlengenerator




Ein arithmetischer Zufallszahlengenerator

(Gngbynamics

Linearer Kongruenzgenerator nach Lehmer

Xit1 = (a-xi+b) mod m

Die (i + 1)-te Zufallszahl x;,1 wird aus i-ten Zufallszahl x; erzeugt.

Vorzugebende Parameter: a, b, m ganzzahlig mita,m > 0und b > 0
sowie a, b < m; ein Startwert x; (Saatwert, engl. seed)

Der Operator mod gibt den Rest bei Ganzzahldivision an, z.B. 10
mod 3 =1 (10/3 = 3 Rest 1) oder 22 mod 6 = 4 (22/6 = 3 Rest 4).

Berechnung einer Standardzufallszahl z;, die im Intervall (0, 1)
Xi

gleichverteilt ist: z; = 1.

Operations Research
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Beispiele flr die Erzeugung von Zufallszahlen

Operations Research

Zufallszahlengenerator: x4 = (a- X; +b) mod m J 3 (Rt

1. Variante: a=4,b = 0, m = 5, Saatwert xo = 4

Xo=4,X=(4-4) mod5=1,%=(4-1) mod5=4,x = (4-4)
mod 5 = 1, ... Periodenlange ist 2

Verteilungsfunktior

36Erzeugung von
Zufallszahlen

2. Variante: a=3,b =2, m = 8, Saatwert xo = 7
Xo=7,%X=(3-74+2) mod 8=7,...— Periodenlange ist 1

Aufgabe

Wie lautet die generierte Zufallszahlensequenz mit Startwert xo = 4
und Parameterna=5,b =3, m=8?

Xo=4,X=(5-44+3) mod8=7,x=(5-7) mod 8 =6,
X3=1,X%=0,%5=8,X%=2,x7=5Xxa=4,...

— Periodenlange ist 8 (= m) und damit maximal.




Anforderungen an gute Zufallszahlengeneratoren

Operations Research
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> Mdglichst genaue Annéherung der Pseudo-Zufallszahlen an die
gewiinschte Verteilungsfunktion

» Zufallszahlenfolge soll reproduzierbar sein, um
(Computer-)Experimente mit Zufallszahlen reproduzieren zu
kbnnen P

Zufallszahlen

» Effiziente Berechnung
» Zahlenfolge soll groB3e Periodenlange aufweisen

» Zufallszahlenfolge soll im Intervall (0, 1) eine hohe
Besetzungsdichte haben, d.h. durchschnittliche und maximale
Absténde zwischen den Zahlen sollen mdglichst gering sein.




Transformation von (0,1)-Zufallszahlen

Ableitung von Zufallszahlen

Zufallszahlen, die beliebigen Verteilungen genligen, lassen sich aus
(0,1)-Zufallszahlen ableiten (z.B. Werners Kapitel 7.2.2 oder
Domschke/Drechsler Kapitel 10.3)

Transformation einer empirischen Verteilung:

Nachfragemenge | 2 3 4 5 6

(losommic
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ilungsfunktior

1
Haufigkeit (3> =50) | 5 10 20 4 5 6
relative Haufigkeit 01 02 04 008 0.1 0.12

Unterteilung des Intervalls (0, 1) geman relativer Haufikeiten in

disjunkte Abschnitte:

10,0.1[,[0.1,0.3[,[0.3,0.7[, [0.7,0.78], [0.78,0.88[, [0.88, 1.0]

0 0.1 0.3 0.7 0.78 0.88 1.0

gleichverteilt z;: |— | R |

Nachfragex,—:| 1 | 2 3 |4| 5 | 6 |

von
Zufallszahlen
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Risikoanalyse eines Investitionsprojekies
Wiederholung Kapitalwert

Vorteilhaftigkeit eines Investitionsprojektes mittels Kapitalwert
Kapitalwert: Abzinsung aller Ein- und Auszahlungen auf den
Startzeitpunkt der Investition

-
Kx)=> x-(1+i)"
t=0
» j Kalkulationszins
» T Laufzeit (Perioden) des Projekts
» x; Einzahlungen minus Auszahlungen in Periode t
> Interpretation:

K(x) > 0 — Projekt lohnenswert
K(x) < 0 — Projekt nicht lohnenswert

(losommic

Operations Research

J. Pannek

36Btochastische

Simulation zur
Risikoanalyse von
Investitionsprojekten



Risikoanalyse eines Investitionsprojektes

Wiederholung Risikoprofil

Operations Research

J. Pannek
» Zahlungen x; unterliegen zufélligen Einflissen
» Verschiedene Zahlungsreihen werden ermittelt, z.B. durch

Expertenbefragungen
> F(x) ist Verteilungsfunktion des unsicheren Kapitalwertes K(x)
> 1 — F(x) ist Risikoprofil
36&tochastische
1— F(X) Simulation zur

Risikoanalyse von
Investitionsprojekten

A
1,0
0,8
0,6
0,4
0,2

0 T T T —> Kapitalwert

0 1000 2000 3000 4000

K(x) hier stets positiv




Beispiel — Zahlungsreihe eines Investitionsprojekts

Operations Research
J. Pannek
Aufgabe: Ermittlung des Risikoprofils fur Investitionsprojekt:
Zeitpunkt | t=0 t=1 t=2 t=3
Zahlung -2100 [900;1100] [850;1150] [830;1230]
Rickzahlung in t = 1 zuféllig (gleichverteilt) im Intervall [900; 1100] et
Simulation zur
Annahmen: Risikoanalyse von

Investitionsprojekten
» Kalkulationszins i = 10%
» Zufallszahlungen jeder Periode sind unabhangig voneinander
» Zufallszahlungen sind im angegebenen Intervall gleichverteilt

Frage: Wie kann man Simulation zur Ermittlung eines Risikoprofils
einsetzen?




Zufallszahlen, Transformation, Kapitalwert 1/2

(losommic

Vorgehensweise:

1. Berechne Zufallszahlen und leite [0, 1] gleichverteilte
Zufallszahlen ab

2. Bestimme Transformationsfunktion fiir gegebene Intervalle
3. Berechne Kapitalwert fiir jede Zufallszahl

Beispiel

zu 1) Zufallszahlengenerator: ux = (5ux—1 +3) mod 64, Uy = 4

Es sollen 10 Realisationen betrachtet werden, dazu benétigt man 30
Zufallszahlen: 4,23,54,17,24,59,42,21,44,31, ...

[0, 1[-Zufallszahlen (gerundet):
0.06;0.37;0.86;0.27;0.38; 0.94; 0.67;0.33;0.70; 0.49; . ..
zu 2) Transformationsfunktionen:

[900; 1100] — z;(u) = 900 + 200u

[850; 1150] — z»(u) = 850 + 300u

[830; 1230] — z3(u) = 830 + 400u

Operations Research

J. Pannek

36Btochastische
Simulation zur
Risikoanalyse von
Investitionsprojekten




Zufallszahlen, Transformation, Kapitalwert 2/2

(losommic

Beispiel (Fortsetzung) — zu 3) Zahlungen und Kapitalwerte

K1
K2

Realisation k X1 Xo X3 K¥(x)
1 912.70 992.86 1083.97 364.67
2 973.02 969.05 899.84 261.49
3 1071.43 850.00 1198.25 476.77
4 593.97 864.29 1064.92 281.62
5 976.19 935.71 1210.95 470.57
6 1087.30 988.10 1128.41 552.86
7 1033.33 94524 1122.06 463.61
8 966.67 1035.71 1090.32 453.92
9 1039.68 878.57 931.59 271.17
10 998.41 1007.14 950.63 354.22

—2100 +912.70-1.1-1 +992.86 - 1.1=2 + 1083.97 - 1.1—3 = 364.67
—21004+973.02-1.11 +969.05-1.172 4+ 899.84 - 1.1-3 = 261.49

Operations Research

J. Pannek

36Btochastische
Simulation zur
Risikoanalyse von
Investitionsprojekten




Risikoanalyse mittels Simulation

3 | 2 9 4 10 1 8 7 5 3 6
KK 26149 27117 28162 35422 36467 45392 46361 47057 47677 55286
F(x) 04 02 03 04 05 06 07 08 09 10
12 Fx) | o9 08 07 06 05 0.4 03 0.2 0.1 0.0
1 — F(x)
A
1,0
0,8 -
0,6 -
0,4
0,2
0 — T T T T T T T T T 1> Kapitalwert
0 100 200 300 400 500

Risikoprofil kann nun mittels statistischem und finanzwirtschaftlichen
Instrumentarium eingehender analysiert werden.

(losommic

Operations Research

J. Pannek

37@tochastische
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Risikoanalyse von
Investitionsprojekten



Zusammenfassung & Ausblick

(Gogbynamic

Fragen zur Wiederholung:

> Wie funktioniert Maschinenbelegung mittels deterministischer
Simulation?

» Was ist eine stochastische Simulation und wie wird sie zur
Risikianalyse eingesetzt?

Klausurrelevante Literatur
Domschke/Drexler Kapitel 10 oder Werners Kapitel 7

)

Ausblick
» Tutorium: Simulation

)

Operations Research

J. Pannek

37Zusammenfassung &

I Ausblick
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Taxifahrt

J. Pannek

37%otivation und
Problemstellung

. [ TAXI1 ) O
l| Il

Drei Personen mit verschiedenen Fahrtzielen teilen sich ein Taxi. Wie
sollen die anfallenden Kosten auf die drei Personen verteilt werden?




Beispiel: Cash Group

Operations Research

J. Pannek

37Motivation und

| Problemstellung

Kunden der kooperierenden Banken kénnen an Geldautomaten
kostenlos Bargeld abheben.

Geldautomatennetze der Mitglieder stark heterogen (regionale
Verteilung, Anzahl)

Wie soll der Kooperationsnutzen auf die Mitglieder einer Kooperation
verteilt werden? J

399




Beispiel: Wasserwerk fir zwei Stadte

Ein Kostenaufteilungsspiel (Young 1994)

Operations Research

J. Pannek

37%/otivation und

Stadt A (36.000 Einwohner) und Stadt B (12.000 Einwohner) planen AT
je ein Wasserwerk.

Kosten Stadt A: 11 Mio. €, d.h. 138850 ~ 306 €/Einwohner

Kosten Stadt B: 7 Mio. €, d.h. 2-X%%0 ~ 583 €/Einwohner

Kosten eines gemeinsamen Wasserwerks fir A und B: 15 Mio. €

Problemstellung
Wie sollen die gesamten Kosten auf die Stadte verteilt werden? J




Beispiel: Wasserwerk fir zwei Stadte — 4 Lésungen

(Gogbynamic

1. Jede Stadt tragt dieselbe Last.
Stadt A: 7,5 Mio Stadt B: 7,5 Mio

2. Jeder Einwohner tragt dieselbe Last

15.000.000 ~ q
a0 ZI000 ke 312 €/Einwohner

Stadt A: 11,25 Mio Stadt B: 3,75 Mio

3. Jede Stadt realisiert die gleiche Ersparnis.

Ersparnis 11+7-15 = 3 Mio; 1,5 Mio je Stadt;
Stadt A: 11 - 1,5 = 9,5 Mio. StadtB: 7 - 1,5 = 5,5 Mio.

4. Jeder Einwohner realisiert die gleiche Ersparnis.
Stadt A: 11.000.000 _ 3.000.00036 000 = 8, 75 Mio.

36.000 48.000

Stadt B: 09000 _ 3.000.000 15 (0 — 6, 25 Mio.

12.000 48.000

Operations Research

J. Pannek

378/ otivation und

| Problemstellung




Nichtkooperative und kooperative Spieltheorie

Operations Research

J. Pannek

(Nichtkooperative) Spieltheorie i)
Wie soll sich ein Spieler verhalten, um seinen Nutzen zu maximieren? I

> strategieorientiert

» Aktionen, Strategien, Auszahlungen, Informationsmengen

» Ldsung: Nash-Gleichgewicht

Kooperative Spieltheorie

Wie soll der Nutzen eines kooperativen Spiels auf die Spieler verteilt
werden?

» auszahlungsorientiert

» Ldsung: Auszahlung je Spieler, meist basierend auf Axiomen

> Es werden keine strategischen Spiele mit Absprachen zwischen
Spielern betrachtet!
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Grundbegriffe
Gewichtete Abstimmungsspiele




Grundbegriffe der kooperativen Spieltheorie 1/2

Koalitionen

(Gngbynamics

» Betrachtet wird stets eine Menge von Spielern oder Agenten
N={1,2,...,n}

> Spieler mussen keinesfalls gleichberechtigt sein.
> Eine Koalition K ist eine Teilmenge von N, K C N.

Welche/wie viele Koalitionen enthélt die Menge N = {a, b, c}?

2" = {0, {a},{b},{c}. {a b} {a C} {b C} {a b c}}

Anz. Koalitionen: [2V| = |2{ab:c}t| —

> Die Menge aller Koalitionen ist 2" (jeder Spieler kann Mitglied
oder nicht Mitglied sein).

> N heiSSt groSSe Koalition.

Operations Research

J. Pannek

37&rundvegrifie




Grundbegriffe der kooperativen Spieltheorie 2/2

Koalitionsfunktionen und Koalitionsspiele

(losommic

» Ein Koalitionsspiel (N, v) besteht aus
» einer Menge N von 1,..., n Spielern sowie
» einer Koalitionsfunktion v : 2% — R mit v()) = 0.

Die Funktion v ordnet jeder Koalition K den Nutzen (eine reele Zahl
v(K)) zu, der gemeinsame von den Mitgliedern in K geschaffen
werden kann.

Der Wert v(K) kann auf die Mitglieder in K aufgeteilt werden; wie dies
erfolgt ist Gegenstand von Lésungskonzepten (Shapley, Kern)

Operations Research

J. Pannek

37Brundbegrifie
G tete




Gewichtete Abstimmungsspiele

Operations Research

J. Pannek
» Flr n Spieler Iasst sich ein Abstimmungsspiel als Tupel
[q; g1, gn] Grundberife
38Gewichtete

Abstimmungsspiele

angeben. q ist die erforderliche Quote, g; das Stimmgewicht von
Spieler i.
» Erreicht eine Koalition die erforderliche Quote?

(K) = 1, falls 7,0 >q K ist siegreich
)0, falls 3.9 <q  Kistunterlegen

Mehrheitsregel




Gewichtete Abstimmungsspiele
Beispiel UN-Sicherheitsrat

» Sicherheitsrat: 5 standige Mitglieder (USA, Russland, China, GB,
F) 10 nicht-stédndige Mitglieder

» Resolutionen missen alle 5 stédndigen Mitglieder zustimmen und
mindestens 4 nicht-standige.

89;7,7,7,7,7,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1]

Wie lautet die Koalitionsfunktion des Sicherheitsrates?
Sei S die Menge der standigen Mitglieder.

- >
V(K) = 1,SCKund|K|>9
0, sonst.

(Qogbynamic

Operations Research

J. Pannek

Grundbegriffe

38Gewichtete
Abstimmungsspiele
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Der Shapley-Wert als ein Lésungskonzept
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Anwendung der Shapley-Formel




Was ist eine Lésung fiir ein Koalitionsspiel (N, v)?

Operations Research

J. Pannek
» Eine Losung fir (N, v) ist ein Auszahlungsvektor x = (x1, ..., Xn)

» Jedem Spieler i aus N wir eine Auszahlung x; zugeordnet (x wird
auch Nutzenvektor genannt).

38Punktwertige
Losungskonzepte

» Je nach Spiel: Nutzen x; den Spieler i erhalt bzw. Kosten, die i
Ubernehmen muss

Bsp. Auszahlungsvektor

Wasserwerk-Spiel (Kosten Stadt A & Stadt B: 15 Mio. €)
(xa, x8) = (7.5,7.5) oder (14, 1) oder (5, 20) oder (5, 5)

Lésungskonzepte:
» mengenwertig, d.h. eine Menge von Auszahlungsvektoren
» punktwertig, d.h. genau ein Auszahlungsvektor




Punktwertige Lésungskonzepte

(Qogbynamic

Punktwertiges Lésungskonzept

Ein punktwertiges Lésungskonzept ¢ ordnet jedem Koalitionsspiel
genau einen Auszahlungsvektor zu.

1. Spieler i € N erhélt alles:
g1 i (v) = v(N), falls j = i, andernfalls O

2. Jeder Spieler i € N erhélt z:

d]j;‘eder erhéltz(v) —zieN
3. Egalitar:

w?galitér(v) _ @’ ieN
4. Marginaler Beitrag zu N:

w;narginaler Beitrag zu N(V) — V(N) = v(N\ {i}),i e N

Operations Research

J. Pannek

38Punktwertige
Losungskonzepte




Punktwertige Lésungskonzepte
Ubung

(QogDynamic

Operations Research

J. Pannek
Unter welchen Umstanden gilt
1. qallesfiri _ egalitar i T

D ¢alles fari _ wjeder erhaltz nqar
3 ,(/}egalitér _ 1pjeder erhalt z9

zu 1 entweder v(N) = 0 oder N = {i},

zu 2 sowohl N = {i} als auch v(N) = z,
zu 3 falls v(N)/n = z.




Die Shapley-Lésung in axiomatischer Definition

Operations Research

J. Pannek

Lloyd Shapley und Alvin Roth — Nobelpreis 2012 ’for the theory of
stable allocations and the practice of market design’

Shapley-Lésung
Die Shapley-Lésung ¢ ist dasjenige Lésungskonzept, das die
folgenden Axiome erflllt (Shapley 1953):

> Pareto-Axiom

» Symmetrie-Axiom

» Axiom Uber den unwesentlichen Spieler

> Additivitats-Axiom




Axiome — Pareto-Axiom

(QogDynamic

[

Pareto-Axiom] Die Auszahlung vi(v),Vi € N verteilt die maximal
mogliche Nutzensumme:

> hi(v) = v(N).

ieN

Aufgabe: Welches der vier Konzepte ygles firf, ypledereméliz,

wegalitér wmarginaler Beitrag zu N
; , U;

; ; erfullt das Pareto-Axiom?

i oalles firi ) egalitér
Ja' 1/’/ ’ 1/’,'

marginaler Beitrag zu N
i

, yiecerematz ietzteres ja, falls z = AN,

n

nein: ¢

Operations Research

J. Pannek

Punktwertige
sungskonzepte
38Ghapley Axiome




Axiome — Unwesentlicher Spieler

Definition
Ein Spieler i, der zu jeder Koalition genau v(/) beitragt,
v(KU{i})=v(K)+v({i}),i € K,K C N,

heiSSt unwesentlich. Ein Spieler i, der zu keiner Koalition etwas
beitragt,
V(KU {i}) = v(K),K C N,

heiSSt Nullspieler.

Axiom (Unwesentlicher Spieler)

Jeder unwesentliche Spieler erhalt genau den Wert seiner
Einerkoalition:

Yi(v) = v({i}).

(Qogbynamic

Operations Research

J. Pannek




Axiome — Additivitats-Axiom

Axiom (Additivitats-Axiom)

Wenn v und w Koalitionsfunktionen sind, dann soll fiir jeden Spieler
i € N die Auszahlung bei v + w gleich der Summe der Auszahlungen

bei v und w sein:

Yi(v 4+ w) = Pi(v) + Pi(w).

Die Gesamtauszahlung ist unabhangig davon, ob
» zwei Koalitionsfunktionen zuerst addiert werden und danach das
Lésungskonzept angewendet wird, oder

> ob zuerst das Lésungskonzept auf jede der Koalitionsfunktionen
einzeln angewendet wird und die Zahlungen danach addiert

werden.

(losommic

Operations Research

J. Pannek

Punktwertige
nzepte
388hapley Axiome

Die Sha orme




Axiome — Symmetrie-Axiom

Operations Research

J. Pannek
Axiom (Symmetrie-Axiom)
Die Auszahlungen héngen nicht von der Benennung der Spieler ab, pumverige
sondern nur davon, was diese zu den Koalitionen beitragen. 388haploy Axiomo

Di pley-Forme

Falls fiir jede Koalition K, die die Spieler i und j(i # j) nicht enthalt,

V(KU {i}) = v(KU{j})

gilt, soll
Yi(v) = ¢;(v)
gelten.




Shapley-Formel — Idee

Operations Research

J. Pannek

apley-Formel

Jeder Spieler erhalt den Durchschnitt seiner marginalen Beitrédge zu
allen mdéglichen Koalitionen.




Herleitung 1/3 — Alle Koalitionen bzw. Beitrittsreihenfolgen

Operations Research

J. Pannek

> p bezeichnet eine Reihenfolge (p1, ..., pn) der Spielerin N
> bei N ={1,2,3,4} z.B.
p'=(3,1,2,4),0° = (2,4,3,1),0° = (1,3,2,4),....
> Ki(p) bezeichnet die Koalition bestehend aus den Spielern
P, p2, - - -, pi (@lso ohne die Spieler pj.1, ..., pn)-

Beispiele
Reihenfolge p = (3, 1,4,2) und Spieler i = 1:
Ki((3,1,4,2)) = {1,3}
Reihenfolge p = (2,3, 1,4) und Spieler i = 4:
Ks((2,3,1,4)) =1{2,3,1,4}

Reihenfolge p° und Spieler i = 3: Ka(p®) = Ka((1,3,2,4)) = {1,3}




Herleitung 2/3 — Marginaler Beitrag zu einer Koalition

(Qogbynamic

» Welchen Wert hat eine Koalition K mit / und welchen ohne i?
» Marginaler Beitrag eines Spielers i zur Koalition K:

MBf(v) = v(K U {i}) — v(K \ {i}).
» Alternative Schreibweise bei gegebener Beitrittsreihenfolge p:

MB; (v) = v(Ki(p) U{i}) — v(Ki(p) \ {i})-

Bestimmen Sie die marginalen Beitrage MBEA’B) und MB,(BB’A)
im Wasserwerk-Spiel

(c(A, B) = 15,¢(A) = 11,¢(B) = 7, ¢({}) = 0).

MBS® =15 - 11 =4

MBSA =7 -0=7

Operations Research

J. Pannek

Lés epte

Shapley Axiome

39Die Shapley-Formel
Anwendung der




Herleitung 3/3 — Gewichtung

Operations Research

J. Pannek

> Addiere fur alle méglichen Beitrittsreihenfolgen (bzw. fiir alle
Koalitionen) die marginalen Beitrage des Spielers i und dividiere
durch die Anzahl méglicher Beitrittsreihenfolgen.

> Firn=|N|gibtes n' =n-(n—1)-...-1Beitrittsreihenfolgen. Punverze
Beispiel: Shapley-Zahlung ps(c) fir Stadt B im
Wasserwerk-Spiel N = {A, B}, Shapiy Form

(A, B) = 15,¢c(A) = 11,¢(B) = 7,¢({}) = 0
1. Reihenfolgen: (A,B), (B,A)
2. Summe marginaler Beitrage Spieler B fir alle Reihenfolgen:

MBg = MBY*® + MBPA = 4 +7 = 11

3. Shapley-Zahlung fiir Spieler B: ps(c) = X - MBg = } - 11




Die Shapley-Formel

Operations Research

J. Pannek

Die Shapley-Formel lautet
o7 (0) = (V)

pilv) = 1 37 MBI(v)

" pERF

= % > [v(Ki(p) = v(Ki(p) \ {i})]-

" pERF

Die Shapley-Lésung fiir ein Koalitionsspiel (N, v) lautet

e(v) = (pi(V);- -5 en(V)).




Shapley-Lésung des Wasserwerk-Spiels

(Gogbynamic

Anwendung Shapley-Formel entweder direkt auf

Kostenaufteilungsfunktion ¢ oder auf Kostenersparnisfunktion v.

c({A}) =11
c({B}) =7
c({A,B}) =15

Wie lauten die Shapley-Zahlungen ¢, ¢5?

Reihenfolgen p MB, MB{
(AB) 11 4
(B,A) 8 7
Summe 19 11
Shapley-Zahlungen ¢; 3 3

Operations Research

J. Pannek

39Bnwendung der
Shapley-Formel




Shapley-Formel fiir ein Eisenbahnkoalitionsspiel 1/2

(losommic

Drei Bergbaukonzerne férdern in Brasilien Eisenerz. Zum Abtransport des
Erzes aus den Minen hin zu mehreren Seehéafen unterhalten die drei
Bergbaukonzerne ein gemeinsames Eisenbahnnetz. Gegeben ist die
nachfolgende Kostenfunktion, welche jeder Teilkoalition die jéhrlich zu
tragenden Gesamtkosten (in Geldeinheiten GE) des Eisenbahnnetzes
zuordnet.

c(1) =400, c¢(2) =500, c(3) =500
c(1,2) =750, ¢(1,3) =750, c(2,3) =900
c(1,2,3) = 1050

Die drei Bergbaukonzerne suchen nach einer geeigneten Aufteilung der
jahrlichen Gesamtkosten in Héhe von 1050 GE.

Welche Kosten miissen die drei Bergbaukonzerne (Spieler 1, 2 und 3)
jeweils gemaSs der Shapley-Formel tragen?

Operations Research

J. Pannek

Die Shapley-Forme
39@nwendung der
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Shapley-Formel fiir ein Eisenbahnkoalitionsspiel 2/2

(losommic

Reihenfolgen p MB; MBS MBS

(1,2,3) 400-0=400 350 300
(1,3,2) 400-0=400 300 350
(2,1,3) 750-500=250 500 300
(2,3,1) 1050-900=150 500 400
(3,1,2) 750-500=250 300 500
(3,2,1) 1050-900=150 400 500
Summe 1600 2350 2350
Shapley-Zahlung o; 0 267 20392 20392

Operations Research

J. Pannek
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Shapley-Formel fur ein Abstimmungsspiel

Vergleichen Sie die Shapley-Auszahlung der beiden
Abstimmungsspiele [70; 50, 25, 25] und [70; 55, 35, 10] fur
Spieler 1

a)p1 = &

b)% = %

Trotz Erh6hung des Stimmgewichts von Spieler 1 sinkt dessen
Shapley-Auszahlung, weil sein marginaler Beitrag zu allen Koalitionen
(insb. mit Spieler 3) sinkt.

(Gogbynamic

Operations Research

J. Pannek

Die Shapley-Formel

39@nwendung der
Shapley-Formel



Zusammenfassung & Ausblick

Operations Research

J. Pannek

Fragen zur Wiederholung:

> Was bedeutet der Shapley Wert als punktwertiges SFUsammeniessung &
Lésungskonzept fiir Koalitionsspiele? I
» Was ist ein Kooperationsspiel und eine Kooperationsfunktion?

Literatur
Wiese 2004 (klick mich), Kapitel C1-C4, F1 bis F6 J



http://www.wifa.uni-leipzig.de/fileadmin/user_upload/itvwl-vwl/MIKRO/Lehre/CGT-applications/KooperativeSpieltheorie_2004_09_24_pdf2010.pdf
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