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Rahmen Septemberakademie

3 Kursdaten
Termin 05.10.2016 — 14.10.2016 -
Ablauf Vorlesung 12—14 Uhr, Ubung 14—16 Uhr

Zielgruppe  Produktionstechnik
Systems Engineering
Wirtschaftsingenieurwesen Produktionstechnik
Berufliche Bildung

Ziel Versténdnis- und Wissensliicken in mathematischen
Grundlagen zum Studienbeginn schlieBen

www http://www.dil.biba.uni-bremen.de/
vorkurs_mathematik.html
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Zeitplan

MI DO FR DI MI DO FR
05.10. 06.10. 07.10. 11.10. 12.10. 13.10. 14.10.
v 12-14 12-14 12-14 8-10 12-14 12-14 12-14
alle GW1 H0070 | GW1 H0070 | GW1 H0070 | HS 2010 || GW1 H0070 | GW1 H0070 | NW1 H1 H0020
14-16 14-16 14-16 12-14 14-16 14-16 14-16
Gruppe 1 | IW30200 | IW30200 | IW30200 | IW30200 | IW30200 | IW30200 IW3 0200
Gruppe2 | IW30390 | IW303%0 | IW30390 | IW30390 | IW30390 | IW30390 IW3 0390
U | Gruppe 3 | IW30210 | IW30210 | IW30210 | IW30210 | IW30210 | IW30210 W3 0210
Gruppe 4 | IW30330 | IW30330 | IW30330 | IW30330 | IW30330 | IW30330 IW3 0330
Gruppe 5 | SFG1080 | SFG1080 | SFG1080 | SFG 1080 | SFG 1080 | SFG 1080 SFG 1080
Gruppe 6 | SFG1070 | SFG1070 | SFG1070 | SFG 1070 | SFG 1070 | SFG 1070 SFG 1070

http://www.dil.biba.uni-bremen.de/vorkurs_mathematik.html
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Literatur

Vorkurs Mathematik

J. Pannek

Biicher -
» Bosch, Briickenkurs Mathematik, Oldenbourg o t“”ﬁ'ﬁﬂ
Erven/Erven/Hérwick, Vorkurs Mathematik, Oldenbourg '
Kemnitz, Mathematik zum Studienbeginn, Vieweg
Marti/Gréger, Briickenkurs Mathematik, Peikert Verlag
Schéafer/Georgi/Trippler, Mathematik-Vorkurs, B.G. Teubner
Schirotzek/Scholz, Starthilfe Mathematik, B.G. Teubner
van de Craats/Bosch, Grundwissen Mathematik, Springer
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Online Mathematik Briickenkurs
» http://www.om-bridge.de/omb/public/index.html



http://www.om-bridge.de/omb/public/index.html

Organisation und Mitwirkende

Koordination
Ubungen

Tutoren

Dr. Sabine Kuske
Elham Behmanesh

Pascal Rink

Marcella Bernado Papini
Paul Haak

Berat Arifi

Timur Schéfer

Christina Moor

Bettina da Rocha
Tobias Sprodowski

Fabian Falke

Jonathan von Schroder
Arne Wacker

Hilke Behrends
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Zu meiner Person

Jiirgen Pannek
Fachgebiet Dynamics in Logistics

BIBA — Bremer Institut fir Produktion und Logistik
Universitat Bremen, Hochschulring 20, 28359 Bremen

Biiro Gebaude BIBA — Raum 1090
Telefon +49 (0) 421 218-50190
E-Mail pan@biba.uni-bremen.de

www http://www.dil.biba.uni-bremen.de
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Bezeichnungen
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Summenzeichen
n 10 Rechenregeln
Klammern
Zak:a1+a2+a3+...+an .
k=1 Briiche
y Ungleichungen
Potenzen
Logarithmen
Produktzeichen R——
n
Hak:a1 -@-az-...-an
k=1
o
Absolutbetrag
la = +a fira>0
—-a fira<o0
v




Grundlegende Rechenregeln
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Punktrechnung vor Strichrechnung

a+b-c=a+(b-c) S
a—b:c=a—(b:c) e
Potenzrechnung vor Punktrechnung ot
a-b*=a. (b2>
Es gilt also ab® # (ab)®.
Beispiele
a:b>—-3.2°= (1)
4.5°_7.42 = 2




Grundgesetze der Addition und Multiplikation

Assoziativgesetz

(a+b)+c=a+(b+c)=a+b+c
(a-b)-c=a-(b-c)=a-b-c

Distributivgesetz

a-(b+c)=a-b+a-c
(a+b)-c=a-c+b-c

Neutrales Element

at+0=0+a=a
1.-a=a-1=a

Kommutativgesetz

at+tb=b+a
a-b=>b-a

(Qognynamic

Vorkurs Mathematik

J. Pannek

Rechenregeln
Kiammern
Binome
Briiche
Ungleichungen
Potenzen
Logarithmen

Sonstiges



Grundregeln der Klammerrechnung

Wichtige Regeln der Klammerrechnung

+(@a+b)=a+b
—(a+b)=-a-»>
—(a—b)=-a+b

Vorzeichenregeln

Beispiele
(3+5-2)+(5+8) =
(4+7)—(-6+3-8)=
3a— (4b+2c—6d)+(3a—5¢c) — (Ba+3b—d) =

(Qoguynamic
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Grundregeln der Klammerrechnung
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Multiplikation und Division mit Klammern
a-(b+c)=ab+ac
(a—b):c=a:c—b:c
(a+ b)(c+ d) = ac+ ad + bc + bd
(a—b)(c—d)=ac—ad — bc+ bd

Esgiltalso(a-b) - ¢ # ac - bc und (a+ b)? # & + b°.
Klammern auflésen

a(b+c(d+e))=a(b+cd+ ce) = ab+ acd + ace
Beispiele

(x+2)(x=5) = (x=3)(x=7) = (1)
5(x —2(x—y—3y—6x—3y)+2y) = 2




Binomische Formeln

1. Binomische Formel
(a+ b =a +2ab+b°

Geometrie

Bilder: Mikue — Lizenz: Creative Commons by-sa 3.0 de
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Binomische Formeln

2. Binomische Formel

(a—b)®> =& —2ab+b°

Geometrie

Bilder: Mikue — Lizenz: Creative Commons by-sa 3.0 de
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Binomische Formeln

3. Binomische Formel

(a+b)a—b)=4& — b°

Geometrie

Bilder: Mikue — Lizenz: Creative Commons by-sa 3.0 de
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Binomischer Lehrsatz
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0l =1
k!'=1....-k firjede positive ganze Zahl k Re

Klar

16 Binome
Briiche

Binomialkoeffizienten

Binomischer Lehrsatz

(a+ b)n _ zn: (Z) an—kbk

k=0

Beispiele

(2x — 5y)* = (1)
(8x+4y)(3x —4y) = (2)




Bruchrechnung
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Bruch
m
F_mn’ n¢0 17 Briiche
& — Bruch (Quotient), m — Zahler (Dividend), n — Nenner (Divisor)
Begriffe

Echte Briiche: m < n

Unechte Briiche: m > n
Stammbriiche: m = 1

Gemischte Briiche (!)
Kehrwert

n
m

SIE{IEN




Bruchrechnung

Erweitern und Kiirzen

a-c ac
= o’ b,c#0

Tl Ol
[\ G“
olo O

=25 pc#0

4

Hinweise
» Vorzeichen von Zahler und Nenner stets beachten
» Niemals aus Summen kiirzen

Beispiele
a-b+c a
a ’'a-b+c

a-b+a-c_a-(b+c) b+c
Aber G~ ad ~ d

~  Kuirzen nicht méglich!

(losommic
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Addition und Subtraktion

Gleichnamige Briiche

a,b_azb .y

c ¢ c
Ungleichnamige Briiche

a, b _i-axj-b

Eia_ik , ¢,d#0

k ist das kleinste gemeinsame Vielfache (kgV), schlimmstenfalls
k=c-d,i=d,j=c. GgT und kgV kann man Uber die

Primfaktorzerlegung der beiden gegebenen Zahlen bestimmen, z.B.:

3528 =2%.32.72

—_— 2 . 2 . 1 =
780 _ 229551 71~ 8ET(3528,3780) = 2° . . 7' = 252

(losommic
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Multiplikation und Division

Fir b,c,d #0
ac_ac_ac
b d b-d  bd
b a-b ab
a-—= — =
c c c
Beispiele
&—-1 12b
2b ac-c

ol

W)

ol

ol Qlo

(9]

W)

ol

[\

22ax%y® 66x°%y
27brs?2 " 18r2s
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Ungleichungen*
(a= bodera< bodera > b)

Eigenschaften

>
>
>

a < a (Reflexivitat)
a<bund b<c = a< c(Transitivitat)
a<bund b<a = a= b (Antisymmetrie)

Rechenregeln

>

vVvyyvyyvyy

a<b<=b>a

a<b — a+c<b+c

a<bundc<d = a+c<b+d
a<b,c>0 = ac<bc

a<bc<0 — ac>bcla<b — —a>->b)
a<b = 1>1

(QogDynamic
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Lésungen der Beispielaufgaben
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(1) (2) €)
Seite 9 | 3 — 24 338 2 g
Seite 11 | 19 22 —7b—7c—-7d
Seite 12 | 7x — 31 55x + 80y
Seite 16 | 4x? — 20xy + 25y | 9x% — 16y2
Seite 20 | &atl) 2ary

c

9bs




Potenz- und Wurzelrechnung

Potenz
Firr Zahlen a und n bezeichnen wir

a’=a-a-a- ..-a
—_——

n Faktoren, n € N

als Potenz, a als Basis und n als Exponent.

(Qogbynamic
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Rechenregeln
Klammern
Binome
Briiche
Ungleichungen
23  Potenzen
Logarithmer

Hinweis
> Fir x € Nist & nur fir a € R definiert.
> Fir x € Rist & nur fir a € R definiert.
Rechenregel

b
q

a1 =c<=3a& =




Potenzrechnung
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Negative Exponenten PGS T

Klammern

1 Binome
—-n __ ' Briiche

a - an Ungleichungen

24  Potenzen

Exponenten 1 und 0 SR

1 0
a=a a=1 (a#0)

Spezielle Potenz, n € Z

(1) =

+1 falls ngerade
—1 falls nungerade




Regeln der Potenzrechnung
(Seien a, b, p,q € R,m,n € N.)
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Rechenregeln

ba"=b-(a")

Klammern

Potenzrechnung vor Punktrechnung J

Binome

Briiche

Es gilt ba" # (ba)". Unglichungen
25  Potenzen

Logarithmen

Sonstiges

Addieren und Subtrahieren

p-a'tq-a'=(p+q)-a’

Multiplizieren und Dividieren bei gleicher Basis

am . an _ am+n
im = amfn
an




Regeln der Potenzrechnung

Multiplizieren und Dividieren bei gleichem Exponenten

a-b"=(a-b)
5 =5

(&) -3y

Es gelten (iA.) & - b # (ab)?", & # 2, (a+ b)" # (a- b)".

Potenzieren einer Potenz

(Qognynamic
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Beispiele l@@ﬁ.
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3m—1 _m+1

XM = (1)
8% . 5° .
82+ 62 @ =
5a8 Y pPtv 5¢c* _ @) -
7c? T 28ay—xpv-au
507" \ ¢
(j%?) = (4)

2 4 1 2
(§X 73x) <3x fgx)




Wurzelrechnung
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Wurzel
Fir Zahlen a > 0 und n > 1 bezeichnen wir

Va=x+<—=x"=a (x>0) = ?’”%
Sonstiges

als Wurzel, a als Radikand und n als Wurzelexponent.

Bemerkungen

1. Nach Definition der Wurzel: & = |a|, a € R. Aber die Gleichung
x? = ahat die Lésungen x; = vaund x; = —/a.

2. Fur ungerade n kann die n-te Wurzel auch fur negative Zahlen a
eindeutig definiert werden, z.B. ¥/—27 = —3.




Regeln der Wurzelrechnung

(Seiena,b € R, m,n € N.)
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Addieren und Subtrahieren
pva+qiva=(p+q)Va P
v
s
Multiplizieren und Dividieren bei gleichem Radikanden e
Logarithmen
\fyé . ’\77/5 _ H,W Sonstiges
Va _ nyomn
Ya

Multiplizieren und Dividieren bei gleichem Wurzelexponenten
Va- Vb= ab




Regeln der Wurzelrechnung
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Radizieren und Potenzieren einer Wurzel
Rechenregeln
{va=va=1{/va -
Briiche
(Va)" = Vam = Vakm | B
Rationalmachen des Nenners
a _a vb_avb
vb vb vb b |
Speziell
a% — am7 a—% _ 1
n am




Beispiele

w
N
~

5 o

I\
+

W\
I

B

i

©

w

‘

(5)
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Logarithmen
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Logarithmus
Fir Zahlen a > 0 und b > 0 bezeichnen wir

log,(b) =x <= a =b

als Logarithmus b zur Basis a, a als Basis und b als Numerus. -

Folgerungen
loga(@) =1 log,(1) =0
Spezielle Basen
logio(b) = Ig(b)  log,(b) = In(b)  logy(b) = Id(b)

Eulersche Zahl e = limn_o (1+ 1)" = 2,7182818284 ...

n




Regeln der Logarithmusrechnung
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Rechenregeln
|Oga(U V)= Ioga(u) + loga(v)
u
log, (/) = loga(u) — loga(V)

|Oga (Ur) =r- Ioga(u) 33 [;g:_a‘r;;r‘nen
. 1 Sonstiges

log, (Vu) = n log,(u)

log, (ar) =r

o8, () = - tow(v

Zusammenhang von Logarithmen mit verschiedenen Basen

_ log,(u) e, _ 1
= og.(a) Spezialfall: log,(b) = NE)

log,(u)




Beispiele
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log,(8) = (1)
log,(81) = @) | v
ld(v/2) = (3) g oo
Ig(0,01) = (4)
logs(V/5) = (5)
log,(V64) = (6)

log,(10000) = @)




Graphische Veranschaulichung
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loga (x)

In (9 Rechenregeln
Klammern

Binome

Briiche

Ungleichungen
10gus () Potenzen
35  Logarithmen

. Sonstiges

e




Mittelwerte*

Arithmetisches Mittel

Geometrisches Mittel

Harmonisches Mittel

Quadratisches Mittel

Xg =
— n
Xh= =51 7
D)
n
)—( — Ek:1 ai
i n

36
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Absolutbetrag*
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Eigenschaften
|—al =|al
la| > 0; laj=0<=a=0
|a. b‘ - |a| . |b| Logarithmen
37  Sonstiges
lal 1
1= f —|=-firb#0
‘b’ b] ir b #0; b |b| ur b #
. 1
|a"| = |a|" fur n € N; 7 |a|nfurneN a0

Dreiecksungleichung
la+ bl < |a| +|b] J




Lésungen der Beispielaufgaben

Seite 27 Seite 31 Seite 34
(1) | x*m 2 3
(2) | 16 =4 4
(3) 432yc%u+zv % f/xTy %
(4) | 2z, g -2
(5) | 2x*+ 5 -8 | 1V25.3% | &
(6) 2
(7) 4

(Qogbynamid
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Arkusfunktionen
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Definition der trigonometrischen Funktionen

a = Gegenkathete von «
a = Ankathete von g

b = Gegenkathete von
b = Ankathete von «

¢ = Hypotenuse

Bei rechtwinkligen Dreiecken mit den Winkeln «, 5 und v = 90° gilt:
a+ 8 =90°

sin(a) = cos(a) = tan(a) = cot(a) =

Ol oln
oOlm ol
[ e ke
Tl vlio

sin(B) = cos(f) = tan(B) = cot(B) =

(Qoguynamic
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Exkurs: Typische Anwendungen

Geometrie: Gegeben sind Héhe des Turms t
und «, 3, gesucht ist Hohe des Bergs h.

Kréaftezerlegung: Gegeben sind F und «, ge-
sucht sind Fy und Fy:

Fx = Fcos(aw), Fy = Fsin(a)

<N

4
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Spezielle Werte fur trigonometrische Funktionen
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BogenmaBB b | O 5 7 3 5
GradmaB« | 0° 30° 45° 60°  90°
sin 0 % %\/é %\@
cos 1 %\fS %\/é % 0
tan 0 V3 1 V3 -
cot - V3 1 W3 0

Berechnung via Satz des Pythagoras mdoglich ...

a4+ b =c?




Exkurs: Maf3e im Kreis
Kreiszahl w = 3,1415926535 . . .
Vorkurs Mathematik

J. Pannek

KenngroéBen

Umfang U=2r7-r

43 Funktionen

Fléche A =T - I’2 Winkelbeziehunger:
. . 7T~f'2-a AU
Kreisausschnitt A= 3600
. m-r-o
Kreisbogen b= 180° b
Umrechnung: (2rrad = 360°) ‘
Grad: a=3. 180°
™

Radiant: s=-——_ .1




Trigonometrische Funktionen fur beliebige Winkel

(QogDynamic

Vorkurs Mathematik
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[~ 05
Yy }sin o
& 4 : £ .

(=10) x | : A : 44 Funkiionen
Winkelbeziehungen
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COosS a

. sin(a) %, cos(a) = ;,
/ tan(a) = %, cot(a) = }{/
i ) ~ r=1+/X2+y? «a=arctan (%)




Trigonometrische Funktionen am Einheitskreis

cota

COos

tan a

sin a

Bild: Lars H. Rohwedder

(QogDynamirJ
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Graphen der trigonometrischen Funktionen

sin(z)

/\ 1+
— : : : : -
-2 —%W —TN 5T in s %7r 2m

=1+

cos(x)
27 7%7r - 7%7r . %‘N/%'W 2m

Bilder: Geek3 — Lizenz: Creative Commons by-sa 3.0 de

(QogDynamic
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Graphen der trigonometrischen Funktionen

(QogDynamic
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47 Funktionen
Winkelbeziehungen

Arkusfunktionen

tan(x)
tan(z)
3t
2 s
2
1
24
[4 T —+
2 4w T 3T i ™ 3 o % H
-1
1+
-2
14
2
cot(x) -ir -ir / ir 1n
1
2
~1+
! 34
2
21 3w\ -7 —i7 n T 3 or T —94
1
_3
2
,3 L

Bilder: Geek3 — Lizenz: Creative Commons by-sa 3.0 de




Einige Beziehungen fir trigonometrische Funktionen
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Komplementwinkel

sin(a) = cos(90° — a), cos(a) = sin(90° — ), tan(a) = cot(90° — «)

Umrechnungsformeln

Arkusfunktioner

cos?(a) + sin?(a) = 1 tan(a) cot(a) =1
__sin(a) _ cos(a)
tan(a) = cos(c) cot(a) = sin(a)
Negative Winkel
sin(—a) = —sin(a), cos(—a) = cos(a), tan(—a) = —tan(a)
Periodizitéat

sin(nm) =0, cos(m/24 nm) =0, sin(x+7/2)=cos(x) VneZ




Additionstheoreme

Summe zweier Winkel
sin(a & B) = sin(a) - cos(B) =+ cos(a) - sin(B)
cos(a &+ B) = cos(ax) - cos(B) F sin(a) - sin(B)

_ tan(a) £ tan(B)
tan(a £ ) = T tan(a) - tan(fB)

Summe zweier Funktionen

Q
H
=

sin(@) % sin(8) = 2sin ( 2 )
cos(a) + cos(B) = 2 cos (a 5 ﬂ) 1o (a 2 ﬂ>
B

cos(a)—cos(mz_zsin( : ).sin(a;ﬂ)

(Qoguynamic
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Arkusfunktionen

Gegeben: Funktionswert einer trigonometrischen Funktion
Gesucht: zugehdriger Winkel

Arkussinus
x =arcsin(y) <= y=sin(x) und xE¢€ [—g %] , ye[-1,1]
Arkuscosinus

X =arccos(y) <= y=cos(x) und xe€][0,n], yec[-1,1]
Arkustangens

x =arctan(y) <= y=tan(x) und x¢€ [—% g} , ¥ € [—00,x]

(losommic
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J. Pannek

50  Arkusfunktionen




Graphen der Arkusfunktionen

Vorkurs Mathematik
J. Pannek
¥
arctan(z) ‘ +
z \ arccos(z)
\ 3 Funktionen
\\ T Winkelbeziehungen
- \\ 51 Arkusfunktionen
v N\,
1M
2T,
\\
N\,
1 \,
+
\
\
\
[ 1
-1 0. 05 1 %
~lrt
arcsin(z)
T
~irt
Bilder: Geek3 — Lizenz: Creative Commons by-sa 3.0 de




Schiefwinkliges Dreieck*

Flacheninhaltsformel
Die Flache eines ebenen Dreiecks ist gegeben durch

1, 1 _ 1 ns
A= észm(a) = écasm(ﬂ) = 2absm('y)

(QogDynamic
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Funktionen
Winkelbeziehungen

52 Arkusfunktionen




Schiefwinkliges Dreieck*

Vorkurs Mathematik
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Funktionen
Winkelbeziehungen

53 Arkusfunktionen

Sinussatz
Im ebenen Dreieck gilt stets

a b ¢
sin(e) ~ sin(B)  sin(y)




Schiefwinkliges Dreieck*

Vorkurs Mathematik

J. Pannek

Funktionen
Winkelbeziehungen

54 Arkusfunktionen

Cosinussatz (Verallgemeinerter Satz von Pythagoras)
Im ebenen Dreieck gilt stets

a = b? + ¢® — 2bc cos(a)

b? = & + ¢® — 2ac cos(B)

¢® = b° + & — 2abcos(v)
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Gleichungen

Arten von Gleichungen

Wir unterscheiden die Gleichungsarten
> |dentitdtsgleichung, z.B. a(b + ¢) = ab + ac
» Bestimmungsgleichungen, z.B. x +2 =3
» Funktionsgleichungen, z.B. y = 2x + 1

Aquivalente Umformungen

X—a=b<—x=b+a

X+a=b<—x=b-a
£:b<:>x:b-a
a

b

ax:b<:>x:5

(Qogbynamic
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56 Gleichungen




Lineare Gleichungen

Vorkurs Mathematik

J. Pannek

Spezialfall: Lineare Gleichung

Eine Gleichung wird als lineare Gleichung bezeichnet, wenn sie in die
Form f(x) = y gebracht werden kann und

flax + By) = af(x) + Bf(y) e

Quadratische Gleichungen

fur alle o, 8 € R gilt. Die Gleichung

ichunger

ax+b=0, a#0

heiB3t lineare Gleichung in allgemeiner Form.

Normalform




Beispiele fiir lineare Gleichungen

Vorkurs Mathematik

J. Pannek

15x — 33 =42 (1)

78 —3x =24 (2)

5(x —7)+48 =73 (3) 56 Linar hcungen
11(5x — 2) = 4(5 + 12x) @
5x —6 =29 (5)

5x —20 =60 — 11x (6)

3(x +2) =5(—2x +9) (7)

5 5+4x

4~ x ®)

gleichungen




Beispiele fiir lineare Gleichungen

Vorkurs Mathematik

J. Pannek

15x — 33 =42 (1)

78 —3x =24 (2)

5(x —7)+48 =73 (3) 56 Linar hcungen
11(5x —2) = 4(5 + 12x) 4)

5x —6 =29 (5)

5x —20 =60 — 11x (6)

3(x+2) =5(—2x+9) 7)

5 b5+4x

4~ x ®

Lésungen:

X1:5,X2=18,X3:12,X4=6,X5=7,X5:5,X7:3,Xg:20




Quadratische Gleichungen

Vorkurs Mathematik

J. Pannek

Spezialfall: Quadratische Gleichung
Die allgemeine Form einer quadratischen Gleichung lautet

Lineare Gleichungen

59  Quadratische Gleichungen

ax® +bx+c=0, a#0.

Normalform
b c
X¥+px+9=0 p=_,q="_

Lésung: ((p, q) oder Mitternachtsformel)

_ P PP
X1,2 = 2:|: 2 q




Quadratische Ergénzung

Vorkurs Mathematik

J. Pannek

Ablauf der quadratischen Ergénzung:

X 4+px+qg=0
X2 + px = —q Lineare Gleichungen
2 2 60 Quadralisché Gleichungen
e (5) <o ()
PV _ P
(x+3) =% -a
X1,2 + g == ? -
> Lineare Ungleichungen
X12 = —g + % —
Rezept: Addition der Halfte des Vorfaktors von x




Quadratische Gleichungen

Vorkurs Mathematik

J. Pannek

Diskriminante der Normalform

2
D:'%—q

61 Quadratische Gleichungen

Biquadratische
Gleichunger

» D > 0~ zwei reelle Lédsungen x1, xo
> D =0~ eine reelle Lésung (Doppellésung x; = Xxz)
> D < 0~ keine reelle Lésung

Zerlegung in Linearfaktoren ~» Produktform

ax®+bx+c=a(x—x)(x—x)=0




Biquadratische Gleichungen

Vorkurs Mathematik

Spezialfall: Biquadratische Gleichung et
Die allgemeine Form einer biquadratischen Gleichung lautet

ax*+bx* +¢c=0, a#0.

Gleichung (Normalform) Quadra

62 Biquadratische
Gleichungen

x*+sx*+u=0

Gleichungen
Substitution x° = z

isgleichung

Z2+sz+u=0
Lésungen

s s2
Zip=—5z X\ —U
1,2 2 4

Lésungen der biquadratischen Gleichung

X1,2 = i\/Z1, X3,4 = +V2z




Algebraische Gleichungen héheren Grades

Vorkurs Mathematik

J. Pannek

Spezialfall: Kubische Gleichungen
Die allgemeine Form einer kubischen Gleichung lautet

ax* +bx®+cx+d=0,a#0

Spezialfall: Gleichungen vierten Grades =
Die allgemeine Form einer Gleichung vierten Grades lautet

ax* +bx®+cx*+dx+e=0, a#0.

Gleichung n-ten Grades

Die allgemeine Form einer Gleichung n-ten Grades lautet

anX" + a1 X" +apox"?+ . +axP+ax+a =0, a#0.

Loésung: Cardanische Formeln (kubisch), Reduktionsmethode




Polynomdivision

Vorkurs Mathematik
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Begriffe

> Polynom P,(x) = 3 axx”
k=0

> Division PP;((’;)) = Px(x), n > m verlauft ganz analog dem

schriftlichen Dividieren von Dezimalzahlen

> xo hei3t Nullstelle von P,(x), wenn Py(xo) = 0

Algebraische Gleichungen

64 Lineare Gleichungen

> m heiB3t Vielfachheit der Nullstelle xo von P,(x), wenn
Pn(x) = (x — x0)™ - P(X)

Beispiel: (  x° —6x*+11x—6): (x —2) =x* —4x+3

— x%+2x2
—4x% 4+ 11x
4x> —8x
3x —6
—3x+6

0



Beispiele fir weitere Bestimmungsgleichungen

Bruchgleichungen

x+2  4x-—1 :>X71X71
2x -1 x b R=g

Wurzelgleichungen
11—-vVx+3=6 = x =22
Exponentialgleichungen

2x+3 _ ex—4 X=—-7

e
Logarithmische Gleichungen
Ig(6x +10) —Ig(x —3) =1 = x=10
Trigonometrische Gleichungen

sinf(x) —1=-0,5 = x=+45°

(losommic
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Algebrai
65  Lineare Gleichungen

e Gleichungen




Funktionsgleichungen
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J. Pannek

"
Wie bestimmt man die
Gleichung der Geraden?

Lineare Gleichungen
f(X) 2?2? Quadratische Gleichungen
st Biquadratische

Gleichungen

Algebraische Gleichungen
Lineare Gleichungen
/ Stei gung sdreieck 66 Geradengleichungen

Parabelgleichung
Lineare Gleichungen
Kreisgleichung
Lineare
Gleichungssysteme

b Determinanten

rfahren

re Ungleichungen

Y-Achsen-Abschnitt




Geradengleichung

Vorkurs Mathematik
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2

Fay
Y1 |-

_—T° A Zweipunkteform:
}/ZH(X—XO-F%
1 X X Punktsteigungsform:
Grundform: y=m(x—x)+y
y=mx+b Achsenabschnittsform: e
:ﬂf}’z—}ﬁ i+l:1 .

AX X2 — X1 Xo Yo




Grundgleichung einer Parabel
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Grundform:

y=ax*+bx+c

Berechenbar durch drei Punkte:

i =ax? +bxi +c¢

gleichungen

Vo =axs+bxe+cC

2
ys=axz +bxs+c
Bild: Ag2gaeh — Lizenz: Creative
Commons by-sa 3.0 de




Bestimmung einer Parabel

Vorkurs Mathematik
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Beispiel
Wie |&Bt sich eine Parabel durch die Punkte P, = (0,0), P> = (L, 0)
und P; = (5, f) beschreiben?

~ Gleichungssystem mit drei Unbekannten:

@
3

0=a0®+b0+c
0O=al’+bL+c

—a(t) +5(Y) o

2 L2 AN y—4f<5_"2>

L L2




Nullstellen einer Parabel
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70  Lineare Gleichungen

Kreisgleichung

fahrer

ngleichungen

Bild: Ralf Pfeifer — Lizenz: Creative Commons by-sa 3.0 de o

Zur Erinnerung: Diskriminante der Normalform

2
D:'%—q




Kreisgleichung
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Kreisgleichung
Wir bezeichnen die Gleichung

xX* +y?+2ax+2by+c=0

als Kreisgleichung in allgemeiner Form.

e Gleichungen

Mittelpunktsform oder Grundform

(x = X0 + (= ya)? = ° e

71 Kreisgleichung

Parameterdarstellung

X=Xm+rcos(t), y=ym+rsin(t), 0<t<2r

Mittelpunktsform der Ellipsengleichung

(X = Xm)®

(y*ym)2 =1
a2 o

b2

+




Lineare Gleichungssysteme

Zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten

Beispiel

x +4y =23
2x -3y =19

Lésungsmdéglichkeiten
> Gleichsetzungsverfahren
» Einsetzungsverfahren (Substitutionsverfahren)
> Additionsverfahren
» (Determinantenverfahren)
» Eliminationsverfahren nach Gauf3

Hinweis: Probe in den Ausgangsgleichungen durchfiihren!

(Qoguynamic

Vorkurs Mathematik
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Kreisgleichung

Lineare
Gleichungssysteme




Lésungsmdglichkeit 1: Gleichsetzungsverfahren

Beispiel
23 -4y
Tx+4y=23 X="77 1943y 234y
——4 =
2x -3y =19 19+ 3y 2 7
X=—7

Vorgehensweise
» Beide Gleichungen nach derselben Variable auflésen
» Terme gleichsetzen
» Lineare Gleichung mit einer Variablen l6sen
» Einsetzen in eine der Ausgangsgleichungen
> Lineare Gleichung mit der anderen Variablen I6sen

Lésung: x =5,y = -3

(losommic
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Parabelgleic

Lin ichungen
Kreisgleichung
Lineare
Gleichungssysteme

Determinanter




Lésungsmaglichkeit 2: Einsetzungsverfahren

Vorkurs Mathematik
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Beispiel
7X+4y=23:>X:@:>223—4y 3y — 19
2x — 3y =19 — 7 V=
— 2x—3y=19 LreE )
Vorgehensweise : : '

» Eine der beiden Gleichungen nach einer Variablen auflésen

Term in die andere Gleichung einsetzen e
Gleichungssysteme

Lineare Gleichung mit einer Variablen l16sen Delerminanic

>
>
> Einsetzen in eine der Ausgangsgleichungen e U hingen
>

Lineare Gleichung mit der anderen Variablen I6sen

Lésung: x =5,y = -3




Losungsmaglichkeit 3: Additionsverfahren
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Beispiel
3-7x+3-4y=3-23
+ — 21x+8x=69+76
2x -3y =19

4.2x—4.3y=4-19

Vorgehensweise
> Beide Gleichungen mit einem Faktor multiplizieren, so dass bei
anschlieBender Addition der Gleichungen eine der Variablen
wegfallt e
> Lineare Gleichung mit einer Variablen |6sen S
Einsetzen in eine der Ausgangsgleichungen
» Lineare Gleichung mit der anderen Variablen |6sen

v

Lésung: x =5,y = -3




Zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten

Allgemeine Form

aix+ by = ¢y
aX + by =
Lésung
. b>ci — bic a1t — a0k

x=="1 "= — dix2 T G
aib, — axby y aiby — axby

Fallunterscheidung
1. ayby — axby # 0 ~ genau eine Lésung (homogenes
Gleichungssystem, d.h. ¢; = ¢; = 0 ~ nur triviale Lésung)
2. ayb, — axby = 0, aber (mindestens) b.ci — by, # 0 oder
aico — ax¢y # 0~ keine Lésung
3. Nenner = 0 und zudem beide Z&hler = 0 ~» unendliche viele
Lésungen

(losommic
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sichung

Algebraische Gleichungen

Lineare

Gleichungssysteme
Determinanten



Graphische Veranschaulichung

1. Lésung bildendes Zahlenpaar ist das Koordinatenpaar des
eindeutigen Schnittpunktes der beiden Geraden
(Koordinatenursprung ~ triviale Lésung)

2. Keine Lésung; Graphen der beiden Gleichungen sind parallele
Geraden

3. Unendlich viele Lésungen; Graphen der beiden Gleichungen sind
gleich

(losommic
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ung:

Algebraische Gleichungen

77 Lineare
Gleichungssysteme

Determinanter




Lésungsmdglichkeit 4: Determinantenverfahren

aix+by=c <a1 b1> (X> <C1)
~ . =
ax+by=0 a b y (o
e —— N N——
= Matrix A = Vektor x = Vektor ¢

Determinanten und Unterdeterminanten

b
det(A) = Z; b; = aiby — ax by,

e b B _lar e _ B
detx(A) = & b = bscy — bicy, dety(A) = 2 O = a1Cy — @
Lésung (Cramersche Regel)

— detx(A)  b:ci — bice _dety(A)  aic — acy

T det(A)  abs—ab’ YT det(A)  aibs — ab

(losommic
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Determinanten
Gaussverfahrer

Lineare Ungleichungen



(Qoguynamic
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Drei Gleichungen mit drei Unbekannten

J. Pannek

a X + agy + aisZ = ¢
a X + apy + axsz=~C
az X + azy + asZz=:=Cs

Regel nach Sarrus

anr a2 ais a1 - gz - A3z + a1z - Ae3 - A3t
det(A) = |@21 @z ap3| = +ai3- a1 - a2 — @13 - A2 - A31
az1 ds2 as3 —ai1 -8z -as — a2+ dzq - dass

det; (A), detz(A) und dets(A) analog (Ersetzen der x—, y— bzw. 7 .
z—Spalte durch die c-Spalte) Gaussveriahre
Lésung
5 — deti(4) _deto(A)  _ dets(A)
Tdet(A) YT det(A) T det(A)




Lésungsmdglichkeit 5: Gausssches Eliminationsverfahren
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Lineares Gleichungssystem

ai X1 + aeXe + ai3xXs = by
a1X1 + aoXo + a23Xz = by
a31X1 + @z Xz + asszXs = b

Algorithmus
1. Vorwértselimination
2. Rickwartseinsetzen (Ricksubstitution)

1. Schritt: Stufenform, d.h. pro Zeile wird eine Variable eliminiert
80 Gaussverfahren

a11X1 + a12X2 + 813X3 = by Lineare Ungleichungen
a2 X2 + a23Xz = b2

333Xz = bs



Gausssches Eliminationsverfahren
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Elementare Zeilenumformungen: Transformation des
Gleichungssystems in ein neues mit derselben Lésungsmenge

1. Eine Zeile oder das Vielfache einer Zeile zu einer anderen
addieren

2. Zwei Zeilen vertauschen

2. Schritt: Ruckwaértseinsetzen: Ausgehend von der letzten Zeile die
Variablen ausrechnen und in die dartberliegende Zeile einsetzen

Allgemeines
» Standardlésungsverfahren fir allgemeine lineare 81 Gaussvertahren
Gleichungssysteme

» Teil aller wesentlichen Programmbibliotheken fiir numerische
lineare Algebra (mit kleinen Modifikationen)




Beipiel: Gausssches Eliminationsverfahren

Aufgabe

+7x1
— X
—4x4

+3x2
72X2
+Xo

1. Vorwartselimination

+7x4
— X+
—4X1

+7x4

+3X2
—2X2
+Xo

+3X2
—11 Xo
1 9X2

—5X3
+4x3
—3X3

— 5X3
+4x3
— 3X3

*5X3
+23X3
—41 X3

-12
+5
+1

(QogDynamic
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Ling
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Determinanten
Gaussverfahren

Lineare Ungleichungen



Beipiel: Gausssches Eliminationsverfahren

+7x1  +3x2
—-11 Xo
+19x>

+7x1  +3x2
—-11 Xo

2. Riickwartssubstitution

—11x; +23 =23
+7x1+0-5=-12

—5X3
+23x3
—41 X3

*5X3
+23X3
—1 4X3

—12
+23
—41

—12
+23
—14

—14x; = —14

= —11x =0

== +7Xx1 = -7

| - 11 +

— x3=1
— X =0
2X1:—1

(QogDynamic
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Kreisgleichung
Ling
Gle

Determinanten
83 Gaussverfahren

Lineare Ungleichungen



Lineare Gleichungssysteme

Vorkurs Mathematik
Allgemeln J. Pannek
» Unterbestimmte Gleichungssysteme, d.h. mehr Unbekannte als
Gleichungen ~ nie eindeutig l6sbar

» Uberbestimmte Gleichungssysteme, d.h. mehr Gleichungen als
Unbekannte ~ im Allgemeinen nicht l6sbar e

atische Gleichunger
Biquadratische

» Erweiterung auf reduzierte Stufenform ~
Gauss-Jordan-Algorithmus flashraene Seehingen

) e
Aufgaben Py
+1x —2x —3x3 = -5 ‘ -
+3x; +3x% +1x3 = +6 Determinanten
126t % = 0 el
+3z; +152 +823 = 410
-5z +10z0 +12z3 = —1
+2z1 +7z22 +1zz = +1

Lasungen: X= (27 _173)! z= (37 _172)



Lineare Ungleichungen*
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Lineare Ungleichungen mit einer Variablen

ax+b<0, a>0 ~ ]Lz(—oo,—%)

ax+b>0, a>0 ~ Lz{—%,—oo)
Lineare Ungleichungen mit zwei Variablen
Ungleichung ax+by+c<0 (b> 0)
Lésungsmenge L= {(x y)‘x ER,y< ——x - }

Gaussverfahrer

85 Lineare Ungleichungen

Beispiel

X—y<-1 ~ L={(xy)xeR,y>x+1}
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86 Funktionen
Definition
Eigenschaften

Umkehrfunktion

Funktionen




Funktionen

Abbildung oder Funktion
Eine Funktion
f:D— W, X — f(x)

ordnet jedem Punkt x des Definitionsbereichs D C X einen Wert y
aus dem Wertebereich W C Y zu. Die Menge f(D) C W wird als
Bildmenge bezeichnet.

f Darstellung der
e Funktionsgleichung

> Explizit: y = f(x)
1 > Implizit: F(x,y) =0

Bild: Jim.belk — Lizenz: > Parametrisiert: x = (1),
Creative Commons by-sa 3.0 de y =1(t)

(Qoguynamic
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Umkehrfunktion




Darstellung von Funktionen

Vorkurs Mathematik
J. Pannek
Graph einer Funktion — Bild, das man erhélt, wenn man die
geordneten Zahlenpaare (x, y) = (x, f(x)) mit x € Din ein
Koordinatensystem eintragt

y

A 88 Definition
Eigenschafter

Umkehrfunktion

Graph von f
Yop------- P(Xo,Yo)

P X

Bestimmung: Kurvendiskussion und Wertetabelle




Eigenschaften von Funktionen
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Injektivitat
Eine Funktion f : D — W heiBt injektiv, wenn gilt:
X1 # Xo = f(x1) # f(x2) VX1, % € D

Definition
89  Eigenschaften

Umkehrfunktion

Surjektivitat
Eine Funktion f : D — W heiBt surjektiv, wenn gilt:

f(D) =W

Bijektivitat
Ist eine Funktion injektiv und surjektiv, so wird sie als bijektiv

bezeichnet.
Bijektive Funktionen besitzen Umkehrfunktionen.




Funktionsklassen

Vorkurs Mathematik

Monotone Funktionen J. Pannek
Wir nennen eine Funktion
» monoton wachsend, wenn x; < x2 = f(x1) < f(x2),
» streng monoton wachsend, wenn x; < x» = f(x1) < f(x2),
» monoton fallend, wenn x; < x» = f(xy) > f(x2), und

Definition

» streng monoton fallend, wenn x; < X2 = f(x1) > f(x2). J o coomonaten

Symmetrische Funktionen
Eine Funktion heif3t
> gerade, d.h. symmetrisch zur y-Achse, wenn f(x) = f(—x), und

» ungerade, d.h. symmetrisch zum Koordinatenursprung, wenn
—f(x) = f(—x)

Beschrankte Funktionen

Falls Werte a, b € R existieren mit a < b, so dass a < f(x) < b fir alle
x € D, dann heif3t die Funktion f : D — W beschrankt.

V.




Verhalten von Funktionen

Umkehrfunktion
Fir eine bijektive Funktion f : D — W bezeichnet

W=D, x—f'(x)

die Umkehrfunktion, wenn gilt =" o f = Id.

Berechnung:
1. Auflésen von y = f(x) nach x: x = f~'(y)
2. Vertauschenvon x und y: y = f~'(x)

,//

Bild: Jim.belk — Lizenz: Creative Commons by-sa 3.0 de

(QogDynamic
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De
Eigenschafter
Umkehrfunktion




Ubersicht tiber Funktionen
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» Rationale Funktionen
> Gebrochenrationale Funktionen
» Ganzrationale Funktionen
» Lineare Funktionen
» Quadratische Funktionen
» Potenzfunktionen
Definition

» Irrationale Funktionen ErpEEi
> Wurzelfunktionen R
> Trigonometrische Funktionen

P Sinusfunktion

»  Cosinusfunktion

» Tangensfunktion

»  Arkusfunktionen
> Exponentialfunktionen
> Logarithmusfunktionen

» Spezielle Funktionen

> konstante Funktion
> Betragsfunktion
> Impulsfunktion
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938 Differentialrechnung
Ableitung

Geometrie

Regeln

Maxima/Minima

Kurvendiskussion

Differentialrechnung




Ableitung einer Funktion

Definition
Existiert fir eine Funktion y = f(x) mit dem Definitionsbereich D der
Grenzwert

(%) = lim f(x) — f(x)

X—Xg X — Xo

(xo € D)

dann nennt man f'(xo) die Ableitung der Funktion f(x) an der Stelle
X = Xo. Die Funktion f(x) hei3t dann differenzierbar in xo.

Schreibweisen
: oy of
y'(x0) oder a(Xo) oder a(xo)

Differenzenquotient

f(x) — f(x)
X — Xo

(losommic

Vorkurs Mathematik

J. Pannek

Ableitung

Maxima/Minima



Geometrische Deutung

Vorkurs Mathematik

J. Pannek

» Differenzenquotient
T ‘ ~» Steigung der
agngente Sekante (Tangens

f(x)
A Sekante des
P Steigungswinkels) \beitng

f(x) /FT— h 95 Geometrie
unkionsaraPh . Grenzwert f'(xo) o
1(x)-f(xo) ~- Steigung der crerissan
Po Tangente in xo an den
f(xo) Graphen von f(x)

X-Xo

/ > x » Existenz der
// Ableitung

~ Kurvenverlauf glatt




Differentiationsregeln

Summenregel

(Fx) £g(x)" = f'(x) £ g'(x)
Faktorregel

(cf(x)) = cf'(x), ¢ = const.
Produktregel

(f(x) - g(x))" = F'(x)g9(x) + f(x)g'(x)

Quotientenregel

0\ FOg0) — )G (%)
(g(x)) = ) 1900 #0

Kettenregel

(f(9(x)) = f'(9(x)) - 9'(x)

(losommic

Vorkurs Mathematik
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Regeln
Maxima/Minima



Differentiationsregeln

Vorkurs Mathematik

J. Pannek
Ableitung der Umkehrfunktion
1\ - 1
(f ) ) = 7700

Hohere Ableitungen

0= (1) )= 2Ee0. 0= (1 =S,

Maximay

Kurvendiskussion

Sekante durch die Punkte Py = (x1, f(x1)) und Pz = (X2, f(x2))
_ f0e) — f(x1)

Xo — Xy

(x = x1) + f(x1)

Tangente von f(x) in dem Punkt P = (a, f(a))
y =f'(a)(x — a) + f(a)




Einige Grunddifferentiale

Vorkurs Mathematik
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f(x) (%) f(x) (%)
c 0 sin(x) cos(x)
x" nx"1 cos(x) —sin(x)
1 1 Ableitung
\/} 2v/x tan (X) cos?(x) Geometrie
98 egeln
exp(x) exp(X) arcsin(Xx) 11 - .
—X Kurvendiskussion
exp(ax) aexp(ax) arccos(X) —%
—x
a“ =exp(xIn(a)) | a“In(a) arctan(x) 1+17

In(x)
In(x™)

x| x|=




Extremwerte von Funktionen

Vorkurs Mathematik

J. Pannek
Maximum
Ein Punkt a € D heif3t absolutes Maximum, falls gilt:

f(x) < f(a) fir x#a.

Wir bezeichnen a € D als absolutes Minimum, falls

f(x) > f(a) fur x# a. Regen

Notwendige Bedingung fir Extrema
Ist a € D ein Extremum einer differenzierbaren Funktion f, so gilt

f'(a) = 0.

Geometrische Bedeutung
f(x) hat eine zur x-Achse parallele Tangente in P = (a, f(a))




Extremwerte von Funktionen

Vorkurs Mathematik

Hinreichende Bedingung fur Extrema J. Pannek
Erflllt a € D die notwendige Bedingung f'(a) = 0 und

f’(a) #0, oder

f'(a)=0, f(a)=...=f""@ =0, f”a)#£0 (ngerade),

dann ist a ein Extremum.

Relatives/absolutes Minimum

f'(a)>0, f"a)>0
Relatives/absolutes Maximum

f'(a)y<0, f7a)<0
Krimmungsverhalten von Funktionen

100 Maxima/Minima

f'(x) >0 f(x) nimmt mit wachsendem x zu
f'(x) <0 f(x) nimmt mit wachsendem x ab
f’(x) >0 f(x) ist linksgekrimmt (konvex)

f’(x) <0 f(x) ist rechtsgekrimmt (konkav)



Wendepunkte von Funktionen

Vorkurs Mathematik
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Konvex/Konkav
Eine Funktion f : D — W heif3t konvex bei a € N C D, falls gilt

ftx + (1 = t)y) < tf(x) + (1 = Df(y) VYx,y € N, t €[0,1].

Die Funktion heif3t konkav an der Stelle a € N C D, falls gilt

f(tx + (1 — t)y) > tf(x) + (1 — Hf(y) Vx,y €N, te [0,1].

Wendepunkt

Ist eine Funktion f : D — W konvex/konkav auf (a, b] und
konkav/konvex auf [b, ¢), dann wird b als Wendepunkt bezeichnet.




Wendepunkte von Funktionen

Vorkurs Mathematik
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Notwendige Bedingung fir einen Wendepunkt
Ist a € D ein Wendepunkt einer zweimal differenzierbaren Funktion f,
so gilt

f"(a) = 0.

Hinreichende Bedingung fir einen Wendepunkt
Gilt fir ein a € D die notwendige Bedingung und AR

f///(a) # 0
f"(a)=0, f(a)=...=f"""a) =0, f”a)#0 (nungerade),

so ist a ein Wendepunki.

Sattelpunkt
a € D ist Wendepunkt und zudem gilt f'(a) = 0




Beispiel
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v =f(x) f(x)=—;x3—2x2+3x
3 f'(x)=2x-4
Hochpunkt von f(x)
2F Ableitung
Wendepunkt von f(x) Geometrie
Regeln
* ) 103 Maxima/Minima
1t Kurvendiskussion
0, x
Nullstelle yon f(x)
/ f = 2 4x+3 Tiefpunkt von f(x)
Nullstelle von f(x)

Bild: Honina; Vektorisierung von LoKiLeCh — Lizenz: Creative Commons by-sa 3.0 de




Kurvendiskussion

Ablauf

1.

® N AN

9.

Bestimmung von Definitionsbereich
Untersuchung auf Symmetrie

Bestimmung von Nullstellen

Bestimmung von relativen/absoluten Extrema
Untersuchung auf Monotonie

Untersuchung des Krimmungsverhaltens
Bestimmung von Wendepunkten

Verhalten an den Grenzen des Definitionsbereichs
(Unstetigkeitsstellen und Asymptoten)

Skizze des Funktionsgraphen

Beispiel

f(x) = %x(x —2)°

(losommic
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Maxima/Minima

104 Kurvendiskussion




Beispiel
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s
3h
AL Ableitung
Geometrie
Regeln
Maxima/Minima
- 105 Kurvendiskussion
/
" n L L
-05 05 10 20 25 30
\

Graph der Funktion f(x) = $x(x — 2)°
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Stammfunktion
Regeln
Bestimmtes Integral

Hauptsatz

Eigenschaften

Integralrechnung




Stammfunktion

Vorkurs Mathematik
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Stammfunktion
Sei f: D — W gegeben und F auf D differenzierbar. Falls fur alle
x € D qilt
F'(x) = f(x)
dann hei3t F Stammfunktion von f. 107 Stammidon
Eigenschaften -

Eigenschatten

» f hei3t integrierbar

> F(x) + c eine Stammfunktion

» {F(x) + c|c € R} —Menge aller Stammfunktionen
Zusammenhang

Integralrechnung ist Umkehrung der Differentialrechnung




Beispiele
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1. Funktion f(x) = x* —2x — 3
Stammfunktion F(x) = 3x* —x* —3x+¢
2. Funktion f(x) = sin(x)
Stammfunktion F(x) = — cos(x) + ¢
3. Funktion f(x) = x*, k e R\ {-1}
Stammfunktion F(x) = %1 + ¢ s
4. Funktion f(x) =x"=1
Stamfunktion F(x) In(x) +c

5. Funktion f(x) = exp(x)
Stammfunktion F(x) = exp(x) + ¢




Unbestimmtes Integral
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Unbestimmtes Integral
Die Menge aller Stammfunktionen {F(x) + c|c € R} hei3t
unbestimmtes Integral und wird dargestellt durch
/f(x) dx = F(x)+c.
Bezeichnungen () S
> [ - Integralzeichen s
> f(x)— Integrand Eigenschatten

» x — Integrationsvariable
» ¢ — Integrationskonstante

Beispiele

/xs dx = %x"’ +c, /cos(X) dx = sin(x) + ¢




Integrationsregeln
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Faktorregel
/cf(x)dx =c /f(x) dx, ceR
Potenzregel
/x”dx:nj'_1 "ye tgrafec
Summenregel
/(f(x)ig(x)) dx:/f(x)dxi/g(x)dx -
Spezialfall

/ ’:((:)) dx =In|f(x)]+ ¢




Integrationsregeln
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Partielle Integration

/ F(x)g'(x) dx = F(x)g(x) - / £ (x)g(x) dx

/In(x)dx:... (1)

Substitutionsmethode Bestimmes ntegr
Wahle Substitution s.d. x = ¢(t) nach t differenzierbar \

/f ()¢ dt—/fx)dx
/(1 +x)"dx = ... )

Beispiel

Stammfunktion

Beispiel




Integrationsregeln

Vorkurs Mathematik

Spezialfall '
n+1
Jrearregac=T o 0y
Beispiele Y”
/(4x3—3x2+5)dX:... (1)
/(x4—3X2+1)dx:.., )

/(2x—4x3)dx:... (3)
/27r(r27x2)dX: (4)




Einige Grundintegrale (ohne Integrationskonstanten)

f(x) F(x) f(x) F(x)
c cx, ¢ = const. sin(x) — cos(x)
x" %, n+#—1 cos(x) sin(x)
% In [x| (x—a)1(x—b) a5 N[5
o In|x — & (xja)z —5a
exp(x) exp(x) Vax+b | Z/(ax+ b)?
In(x) xIn(x) — x — 2Vax+b

Beachte Ist F(x) eine Stammfunktion von f(x), so ist F(x) + c fir alle

¢ eine Stammfunktion von f(x).

13
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Stammfunktion
Regeln
Bestimmtes Integra
Hauptsatz

Eigenschatten



Bestimmtes Integral
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Bestimmtes Integral

Ist f : D — W eine beschrankte Funktion auf einem abgeschlossenen
Intervall | = [a, b] C D, dann ist das bestimmte Integral von f(x)
definiert durch

Stammfunktion

/b f(x)dx = lim > " f(&)Ax
a n—oo =1

falls dieser Grenzwert existiert und unabhéngig von der Wahl der e
Zahlen x; und &; ist. e

114 Bestimmtes Integral

Bezeichnungen
> a=Xxy < Xy < X2 < --- < Xn = bist eine Einteilung des Intervalls
I=la,b]
> AXi = Xit1 — X und f/ S [X,',X,'+1], i= 0,1,2,...,n—1
bezeichnen Teilintervalle und Werte daraus




Bestimmtes Integral

Vorkurs Mathematik
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> f(x) heiBt dann im Intervall I = [a, b] integrierbar

Stammfunktion
Regeln
115  Bestimmtes Integral
Hauptsatz

3

Eigenschaften

\

o™

e N

X Xi+1 x

Bild: Helder, Marcos Antonio Nunes de Moura — Lizenz: Creative Commons by-sa 3.0 de




Bestimmtes Integral
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> f(x)>0
~ [ f(x)dx ist gleich dem
Flacheninhalt des von der Kurve
(Graph der Funktion y = f(x)) und
der x-Achse zwischen x = a und fx)
x = b berandeten Fléache. o

116  Bestimmtes Integral

> f(X) SO S Hauptsatz
~» negativer Flacheninhalt EEEED

> y = f(x) besitzt Nullstellen a b
~» Differenz der Flacheninhalte Bild: 4C — Lizenz:
ober-/unterhalb der x-Achse Creative Commons by-sa 3.0 de

=Y




Bestimmtes Integral

Existenz

Jede in einem Intervall / = [a, b] stetige Funktion ist dort auch
integrierbar.

Alternativer Zugang
» Streifeneinteilung des Intervalls [a, b]
> Obersumme S;:= Y"1, MiAX;
> Untersumme s := 37, miAx;
> I :=inf(Sr) > I, == sup(sy)
> Tr=1,= 1~ I:= [P f(x)dx

17

(Qogbynamic

Vorkurs Mathematik

J. Pannek

Stammfunktion
Regeln

Bestimmtes Integral
Hauptsatz

Eigenschatten



Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Zusammenhang zwischen bestimmtem und unbestimmtem Integral einer Funktion

Vorkurs Mathematik
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Hauptsatz

Ist die Funktion y = f(x) mit D = [a, b] im Intervall [a, b] integrierbar
und besitzt f(x) eine Stammfunktion F(x), so gilt

/b f(x)dx = F(b) — F(a).

Schreibweisen

x=b b b
F(b) — Fl@) = F()| = F()| = [F(0)

a




Eigenschaften des bestimmten Integrals

Vertauschung der Integrationsgrenzen

’ f(x)dx = — ) f(x)dx
J J

Zusammenfassen der Integrationsintervalle

/:f(x)der/bCf(x)dx:/:f(x)dx

Gleiche untere und obere Grenze
a
/ f(x)dx =0
a

Beispiele

b 1
/ xdx = = x?
a 2

b

a

N —

(b2 - az) , /07T sin(x)dx = —cos(X)‘;r =2

(losommic

Vorkurs Mathematik
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Stammfunktion

Bestimmtes Integ
Hauptsatz

119 Eigenschaften




Lésungen der Beispielaufgaben
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Seite 112 Seite 113

(1) | xIn(x) —x+c¢ x*—x34+5x+c

2) | (1 +x)""e,n# -1 | X —x¥+x+c Regeln
1+n 5 Bestimmtes Integral
Hauptsatz

(3) X2 _ X4 +c 120  Eigenschaften

(4) 2r (rPx—ix%) +c¢
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Vektoren
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Vektoren
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Vektor
» gerichtete und orientierte Strecke
» charakterisiert durch Betrag, Richtung und Orientierung
> Beispiele: Kraft, Geschwindigkeit, Beschleunigung

B

oy

122 Vektoren

A

Bild: Markus A. Hennig — Lizenz: Creative Commons by-sa 3.0 de
Skalar
» charakterisiert durch einen einzigen reellen Zahlenwert
» Beispiele: Temperatur, Arbeit, Masse, Energie




Vektoren
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Bezeichnung
Betrag

Gleichheit 123 Vekioren
Darstellung

d=b<— gleicher Betrag, gleiche Richtung, gleiche Orientierung ——

ukt
Spatprodukt

Spezielle Vektoren
» Ortsvektoren o_A> kénnen nicht verschoben werden
> Nullvektor 0 ~ Betrag 0, unbestimmte Richtung
> Einheitsvektor &, |é| = 1




Regeln der Vektorrechnung
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Multiplikation eines Vektors & mit einem Skalar )\ ¢ R
> Vektor &, Betrag |\d| = || - ||
> )\ > 0~ Adund & haben gleiche Richtung und Orientierung

> )\ < 0~ Adund & haben gleiche Richtung und entgegengesetzte
Orientierung

Addition und Subtraktion zweier Vektoren ) R

Darstellung

alarproduk

Bild: Jacek FH — Lizenz: Creative Commons by-sa 3.0 de




Regeln der Vektorrechnung
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Addition und Subtraktion zweier Vektoren

—

c=a+b ¢=a-b=23&+(-b)
Kommutativgesetz

25 Regeln

Darstellung

Assoziativgesetz

Distributivgesetz

A-(B+b)=X-d+A-b (AeR)




Komponentendarstellung von Vektoren in der Ebene
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Wahle im kartesischen Koordinatensystem der Ebene die beiden
Einheitsvektoren &; und &, mit Richtung und Orientierung wie die
positive x-Achse und die positive y-Achse

Eindeutige Darstellung als Linearkombination der Basisvektoren
a= a1é1 -I—agég (31,82 c R)

Identifizierung via Spaltenvektor

126 I;ar;lellung
= a Skalarprodu
a = ektorpi ukt
<a2> Spatprodukt
Betrag (Lange des Vektors)

i = £+ 2




Komponentendarstellung von Vektoren in der Ebene

Addition von Vektoren

2, R (& b\ _ [ai+ b
5= (2)(5) - (G5)

Subtraktion von Vektoren

2 R_[(a) b _ ai — by
-5-(2)-(6)-("2)

Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar

i (2)-(2)
as Aa»

(Qoguynamic
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Regeln
127 Darstellung




Komponentendarstellung von Vektoren im Raum
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Wahle im kartesischen Koordinatensystem des Raums die drei
Einheitsvektoren &;, & und €; mit Richtung und Orientierung wie die
positive x-Achse, die positive y-Achse und die positive z-Achse

Eindeutige Darstellung als Linearkombination der Basisvektoren
d=2a161 + @6 + a36; (ai,a,a83 €R)

Identifizierung via Spaltenvektor

ay 128 Darstellung
produl

é: a2 ‘7 rprodukt
as Spatprodukt




Komponentendarstellung von Vektoren im Raum

Addition von Vektoren

. a by ai + by
d+b=|a|+|b]|=|a+b
as bs as + bs

Subtraktion von Vektoren

R a b1 a — b1
da—-b=|al|l-|b|=|a—>b
as bs asz — bs

Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar

aj A&y
A-d=\- a | = | da
as Aas

(losommic
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Vektore
I

129 Darstellung

Skalarproduki




Skalarprodukt
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Skalarprodukt

ai b1
Fiir die beiden Vektoren & = (a2> und b = (bz) heif3t

as b3
. a4 b1
a-b=[a | -|b| =abi + ab:+ asbs
as b3 :;,f‘f
Skalarprodukt oder inneres Produkt. 190 S

y /ektorprodukt

Das Skalarprodukt zweier Vektoren ist ein Skalar.

Interpretation

> stellt das Produkt des Betrags von & und des Betrags der
senkrechten Projektion von b auf & dar




Skalarprodukt

Geometrie

ba

MartinThoma — Lizenz: Creative Commons by-sa 3.0 de

(QogDynamic
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Vektoren
Regeln
Darstellung

131 Skalarprodukt




Skalarprodukt

Rechenregeln

» 3.-b=b-3
(A\-3)-b=3-(\-b)=X-(3-b)
» (3+b)-6=3-6+b-C
» 3. b=0<=31hb
> |3 =V3-a
Beispiel
Fir welchen Wert von ¢ sind die beiden Vektoren
2 . 1
d=| 3 und b= {2
-4 c

orthogonal?

Lésung

(Qoguynamic

Vorkurs Mathematik
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Darstellung
132 Skalarprodukt




Vektorprodukt

Vektorprodukt

aj b1
Fur die beiden Vektoren & = <32> und b = (bz) im Raum heif3t
as bs

. a b axbs — asb
dxb=|a | x[b| = | ab —aibs
as bs aib, — axb

Vektorprodukt oder Kreuzprodukt oder duBeres Produkt.

Geometrie
> 3 x b steht senkrecht auf 3 und b

> |3 x B\ ist gleich dem Flacheninhalt des von @ und b
aufgespannten Parallelogramms

> Falls 3 auf dem kiirzesten Weg nach b gedreht wird, zeigt 3 x b

in Richtung der Bewegung einer Schraube mit Rechtsgewinde

(losommic
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133 Vektorprodukt




Vektorprodukt
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Merkregel
é1 ai b1
éxb:det ég ao bz
€ a bs
Vektoren
Regeln
Darstellung
Skalarprodukt
134 Vektorprodukt
Spatprodukt

Acdx — Lizenz: Creative Commons by-sa 3.0 de




Vektorprodukt
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Rechenregeln
> bxd=-dxb

0 oder & parallel zu b

> (@) x

> (3+b)xE=dxE+bx¢&

> 4 x b steht senkrecht auf den Vektoren 4 und b B
> |d@x b| = |3|-|b| - sin(6), 6 = <(3,b) i
> 3, b, 3@ x bbilden in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem




Spatprodukt
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Spatprodukt
Fir die drei Vektoren &, b und & heift
[3,b,6] = (3 x b)- &

Spatproduk.

Geometrie

» Betrag des Spatprodukts ist orientiertes Volumen des
aufgespanntes Spats S

» falls Reihenfolge der Vektoren ein Rechtssystem ist, dann ist ey

ukt

Volumen pOSitiV 136 Spalpr;dukt
» liegen Vektoren in einer Ebene, dann ist Spatvolumen Null

Berechnung
R a b1 Cq
[8,b,C]=det|a b o

a bs o3




Spatprodukt

Vorkurs Mathematik
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Rechenregeln
> [év Bv 5] = _[57 a, 6]1 [
[

— S proc
5,4l

N 137 Spatprodukt

vV v.v Yy




Kontakt

Vorkurs Mathematik

J. Pannek

BIBA | Universitat Bremen
Fachbereich 4 — Produktionstechnik
Fachgebiet 28 — Dynamics in Logistics
Hochschulring 20

28359 Bremen

Name Jirgen Pannek

Telefon +49 (0) 421 218-50190 e
126 Spapradie

E-Mail pan@biba.uni-bremen.de

www http://www.dil.biba.uni-bremen.de
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