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FOREWORD

Im Sommersemester 2025 habe ich die Veranstaltung Regelungstechnik 1 (Control Engineering 1)
an der Technischen Universitit Braunschweig gehalten. Zur Strukturierung der Veranstaltung so-
wie zur Unterstiitzung der Studierenden beim Erlernen der Inhalte habe ich diese Unterlagen
erstellt. Die Unterlagen entwickle ich im Rahmen der Veranstaltung sowie nach den Bediirfnis-
sen und Anforderungen der Studierenden weiter. Daher werden fortlaufend Anmerkungen und
Korrekturen im Laufe des Semesters erfolgen.

Das Ziel des Moduls Regelungstechnik 1 ist es, den Studierenden grundlegenden Strukturen, Be-
griffe und Methoden der Regelungstechnik zu vermitteln sowie sie zu befdhigen, diese auf alle
einfachen technischen bzw. physikalischen Systeme anzuwenden. Im Fokus der Veranstaltungen

wird
® die Analyse linear zeitinvarianter Systems in
® Zustandsraum und

®m Frequenzgang

stehen. Mit Laplace Transformation, Ubertragungsfunktion und der Beschreibung mathemati-
scher Systeme erlernen die Studierenden das Aufstellen der Gleichungen fiir unbekannte dy-
namische Systeme. Darauf aufbauend erlernen die Studierenden die Konzipierung, Auslesung
und Anwednung von Reglern hinsichtlich Stabilitit. Anhand von theoretischen Beweisen und
anschaulichen Beispielen konnen die Studierenden aus vielseitigen Disziplinen die regelungs-
technische Problemstellung abstrahieren und behandeln.

Die Vorlesung wird durch theoretische und praktische Ubungen ergiinzt. Das Modul ist auf 5
ECTS ausgelegt.

Eine elektronische Version des Skripts ist abrufbar unter

https://www.tu-braunschweig.de/itl/lehre/skripte


https://www.tu-braunschweig.de/itl/lehre/skripte

II
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KAPITEL 1

ZIELE UND SYSTEMEIGENSCHAFTEN

Generiert mit deepai.org

Any teacher that can be replace by a computer should be replaced by a computer.

Isaac Asimov

Zu Anfang der Veranstaltung fragen wir uns, was wollen wir eigentlich mit Regelungstechnik
erreichen. Was sind also Ziele? Was sind Strategien, um diese Ziele zu erreichen? Und insbeson-

dere, wie setzen wir das in der Praxis um?



Die Regelungstechnik umfasst die Analyse, den Entwurf und die Implementierung von Vorgin-
gen, die dazu befédhigt sind bzw. werden, um spezifische Groflen auf vorgegebene Sollwerte zu
bringen. Dabei kann ein Sollwert und ein System etwas einfaches wie eine Winkeleinstellung am
Lenkrad, etwas dynamisches wie eine Motordrehzahl einer Produktionsmaschine, etwas komple-
xes wie die Wegplanung einer Rakete sein, oder auch etwas softwaretechnisches wie die Wertebe-
legung von Parametern oder Variablen. Die Regelungstechnik ist also ein Hilfsmittel und findet in
einer Vielzahl von Bereichen Anwendung, darunter die Automobilindustrie, die Prozesssteuerung

sowie die Luft- und Raumfahrt.

1.1 Ziele der Regelungstechnik

Um das Ziel der Regelungstechnik zu erreichen, schauen wir uns folgenden Satz aus der Einlei-

tung nochmal genauer an:

Die Regelungstechnik umfasst die Analyse, den Entwurf und die Implementierung
von Vorgingen, die dazu befdhigt sind bzw. werden, um spezifische Groflen auf

vorgegebene Sollwerte zu bringen.

In der Regelungstechnik betrachten wir also Vorgiénge, fiir die die gewiinschte Eigenschaft nach-
gewiesen, erhalten, oder hergestellt werden soll. Hiermit konnen wir unterscheiden, ob Fahigkeit
vorliegt oder wir aktiv eine Befidhigung herstellen miissen. Die Eigenschaft ist dabei ,,spezifische
GroBen auf vorgegebene Sollwerte zu bringen®. Diese Eigenschaft ist typischerweise nicht direkt
zu erreichen, sondern wir brauchen eine Strategie, die sich auch weiteren Eigenschaften zusam-
mensetzt. Diese Eigenschaften werden wir im folgenden Kapitel 1.2 definieren. Ideen, Methoden
und Algorithmen, um diese Eigenschaften nachzuweisen, zu erhalten oder herzustellen, werden
uns im Rest der Veranstaltung beschiftigen.

Generell fokussieren wir uns also auf die folgenden Aspekte:
= Analyse: Beschreiben des Systemverhaltens und analysieren von Systemeigenschaften
m Entwurf: Konstruieren von fundierten Methoden zur Berechnung von Eingriffen
= Implementierung: Verstehen und Umsetzen von realisierbaren Zielen dieser Methoden

Hierzu werden wir Vorgange als Systeme angeben. Wir unterscheiden zwischen einem Prozess
als Durchfiihrung eines Vorgangs und einem System, das die Verbindungen unterschiedlicher
miteinander interagierender Teile bildet, um einen Vorgang umzusetzen. Schematisch konnen wir
den Zusammenhang wie in Abbildung 1.1 gezeigt auffassen.

Ein zentrales Problem der Regelungstechnik liegt darin, dass die Wirkung einer Eingabe auf die

Ausgabe nicht unmittelbar erfolgt, sondern es zu einer zeitlichen Verzégerung zwischen einer
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Prozess

ul —_— [ yl
System

unu R —— I ——— y}’ly

Abbildung 1.1: Illustration System und Prozess

Eingabe und Ausgabe kommt. Wenn wir also eine bestimmte Ausgabe generieren wollen, miis-
sen wir uns mit der Dynamik zwischen Ein- und Ausgabe auseinandersetzen und Eingriffe so
auslegen, dass Uberreaktionen oder Unterreaktionen vermieden werden.

Beachte, dass der Begriff eines Systems in einzelnen wissenschaftlichen und nichtwissenschaft-
lichen Fachgebieten unterschiedlich genutzt wird. Gleiches gilt leider fiir viele Begriffe wie bei-
spielsweise Beschreibungen ,,Problem* und ,,Modell“, aber auch fiir Aktivititen wie ,,messen‘
oder ,,optimieren‘. Im folgenden Kapitel 1.2 definieren wir daher die Begriffe, wie wir sie inner-

halb dieser Veranstaltung nutzen werden.

1.2 Grundlegende Begriffe

Fiir diese Veranstaltung orientieren wir uns an der DIN IEC 60050 [1] und nutzen folgende For-

malisierungen:

Ein Signal ist eine physikalische Grofe, die mit Hilfe eines oder mehrerer ihrer

Parameter Informationen iiber eine oder mehrere variable Grofen iibermittelt.

DIN IEC 60050-351 (2014)

Signale kdnnen wir nun nutzen, um diese zu einem grofleren Ganzen zusammenzusetzen:

Ein System ist eine Reihe von miteinander verbundenen Elementen, die in einem
bestimmten Kontext als Ganzes betrachtet werden und sich von ihrer Umgebung

unterscheiden.

DIN IEC 60050-351 (2014)




In der Regelungstechnik wird fiir uns neben dem System an sich auch der Ablauf interessant sein,

wofiir wir den Begriff des Prozesses einfiihren:

Ein Prozess ist die Gesamtheit der Beziehungen und interagierenden Elemente
in einem System, durch die Materie, Energie oder Information umgewandelt,

transportiert oder gespeichert wird.

DIN IEC 60050-351 (2014)

Formal definieren wir fiir diese Veranstaltung folgendes:

Definition 1.1 (System und Prozess).

Gegeben seien zwei Mengen U/ und )/, wobei U als Eingangsmenge und ) aus Ausgangsmenge
bezeichnet wird. Dann nennen wir eine Abbildung X : &/ — ) ein System. Die Anwendung der
Abbildung auf einen Eingang u € U zur Gewinnung eines Ausgangs y = X(u) € ) nennen wir

einen Prozess.

In dieser Definition umfasst die Eingangsmenge U/ alle Kombinationen einzelner moglicher Ein-

ginge und die Ausgangsmenge ) alle Kombinationen einzelner moglicher Ausginge.

Aufgabe 1.2

Ein Fahrzeug steht an einem Hiigel. Gib ein Beispiel einer Ein- und Ausgangsmenge an.

Losung zu Aufgabe 1.2: Die Eingangsmenge konnte definiert werden als U = Uj X Uy,
wobei U die Beschleunigungsfihigkeit des Fahrzeugs und U, die Steigung des Hiigels an-
gibt. Die Ausgangsmenge konnte definiert werden als ) = )7 X ), X V3, wobei ) der

Energieverbrauch, ), die Geschwindigkeit und )’; der Materialverlust am Reifen ist.

Mit den Mengen U, ) beschreiben wir noch keine Realisierungen, sondern Moglichkeiten. Eine
Realisierung ist eine ausgewéhlte Kombination u € U bzw. y € ). Dementsprechend bezeich-
nen wir mit einem Eingang u € U/ eine Variable, die aus der Umgebung des Systems auf dieses
einwirken und nicht vom System selbst oder von Systemeigenschaften abhingt. Ein Ausgang
y € Y hingegen ist eine Variablen, die durch das System generiert wird und auf die Umgebung

des Systems wirkt.
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Bemerkung 1.3

Beachte, dass die Eingangs- und Ausgangsmengen hier als Mengen und nicht als Korper ange-
geben sind. Daher konnen wir z.B. sowohl reellwertige Korper als auch den Ring der ganzen
Zahlen darunter fassen. Ganze Zahlen sind dahingehend anders, dass es kein multiplikatives In-
verses gibt. In Anwendungsbeispielen brauchen wir diese Moglichkeiten etwa bei Schaltvorgdnge
(ganzzahlig) oder Kridften (reellwertig). Wie schon in Aufgabe 1.2 konnen die Mengen Dimensio-
nen grofier 1 aufweisen, so dass Ein- und Ausgangswerte vektorwertig sein konnen. Dementspre-

chend sind gleichzeitige Eingdnge (z.B. Beschleunigen und Schalten) umsetzbar.

Die Losung von Aufgabe 1.2 verrit bereits, dass wir fiir Eingangswerte w = (uy,...,u,,)| € U

unterscheiden miussen zwischen Variablen, die
m absichtlich zur Manipulation des Systems genutzt werden (StellgroBen), und
® nicht absichtlich auf das System einwirken (Stérungen).

Die technische Realisierung einer absichtlichen Manipulation wird als Stellglied bezeichnet.

Analog unterscheiden wir bei Ausgangswerten'y = (y1, ..., yny)T € ) Variablen, die
m gemessen werden (konnen) (Messgrofen), und
® nicht gemessen werden (kdnnen)

Wie bei Eingingen wird die technische Realisierung einer Messung als Messglied bezeichnet.

Bemerkung 1.4
Da jedes Mess- oder Stellglied Sensoren bzw. Aktoren benotigt, versucht man die Anzahl mog-
lichst gering zu halten. Daher werden im Allgemeinen weder alle messbaren Variablen gemessen

noch alle stellbaren Variablen manipuliert.

Um unser eingangs aufgestelltes Ziel zu erreichen, miissen wir mit Systemen umgehen und sie
analysieren konnen. Hierzu existieren mehrere Moglichkeiten, die sich in Beschreibungsmittel,
Methoden und Werkzeuge (BMW) unterteilen lassen. Um mit Systemen umgehen zu konnen,

fiihren wir zunéchst das Konzept der Zeit ein.

Definition 1.5 (Zeit).
Eine Zeitmenge T ist eine Untergruppe von (IR, +).




Warum ist diese Definition wichtig? In dieser Veranstaltung werden wir uns mit den systemischen
Eigenschaften auseinandersetzen, die in der Natur der Anwendung liegen und insbesondere nicht
in der Art, ob wir mit Computern oder sonstigen Schaltungen auf eine Anwendung Einginge
erstellen. Der Unterschied liegt darin, dass ein Algorithmus (typischerweise) in einer Zeit auf
Basis natiirlicher Zahlen Z, d.h. j = 1,2,3,..., operiert. Ein Computer hingegen arbeitet mit
einer festgelegten Taktzahl auf Basis rationaler Zahler Q. Es gilt also

Lemma 1.6 (Untergruppen von (R, +))
Es gilt (Z,+), (Q,+) und ([a,b], +) mit [a,b] C R, a < b sind Untergruppen von (R, +).

Beweis. Wir nutzen, dass eine nichtleere Menge M von G genau dann eine Untergruppe (M, +)
von (G, +) bildet, wenn

VmeM,ge G\M: m+g & M.

Nun zeigen wir per Widerspruch, dass (Z, +) Untergruppe von (Q, +) ist:
Angenommen, es existieren z € Z und g € Q \ Z, so dass z+q € Z ist. Wir konnen g
umschreiben zu g = |g| + (9 — |g]). Daraus erhalten wir

z+g=z+[q]+(q—[q])

Daz € Zund |q| € Zsind,istz+ [q] € Z.Dag € Q\ Z ist, gilt aber (9 — |g]) ¢ Z und
wir erhalten einen Widerspruch zu z + ¢ € Z.

Analog folgt, dass (Q, +) Untergruppe von (IR, 4 ) ist, indem wir nutzen, dass fiir ein 7 € R \ Q
ein ¢ € Q mit minimalem Abstand existiert, jedoch immer gilt |[r — g| > 0.

Im Fall ([a,b],+) Untermenge zu (IR, 4+) konnen wir r € R\ [a, b] wihlen mitr = b —a + 1.
Dadurch erhalten wir den Widersprucha +r=a+b—a+1=0b+1 ¢ [a,b]. O

Definition 1.5 erlaubt uns also sowohl analytisch zu arbeiten, als auch gleichzeitig das Verhal-
ten von Computern und Algorithmen zu betrachten. Gleichzeitig konnen wir damit ein Signal

mathematisch formulieren:

Definition 1.7 (Signal).
Sei S eine Menge und 7 eine Zeitmenge. Dann bezeichne eine Abbildung s : 7 — S ein Signal.

Mit der Menge S bezeichnen wir dabei die Moglichkeiten der Signalwerte. Daraus konnen wir

ableiten:
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Korollar 1.8 (Eingangssignal und Ausgangssignal)
Fiir eine Zeitmenge T und gegebene Mengen U, ) sind die Funktionen u : T — U und y :
T — Y Signale. Wir bezeichnen diese als Eingangs- und Ausgangssignal.

Beweis. Folgt aus Definition 1.7. [

Ebenso konnen wir direkt erhalten:

Korollar 1.9 (Digitale Eingangs- und Ausgangssignale)
Fiir gegebene Menge U, Y sindu : Q — U undy : Q — ) Signale. Wir bezeichnen diese als
digitale Eingangs- und Ausgangssignal.

Beweis. Nach Lemma 1.6 ist (Q, +) Untergruppe von (IR, +). Somit sind u(-) und y(-) nach
Korollar 1.8 Signale. [l

Uber die Eingangs- und Ausgangssignale erhalten wir die Moglichkeit, zeitlich aufgeloste Ein-
ginge an das System zu senden und Ausginge aus dem System zu erhalten. Im einfachsten Fall
konnen wir uns das als Tabellen mit Zeitstempeln vorstellen, die wir mathematisch als Zeitreihen
bezeichnen wiirden.

Zusitzlich erlaubt uns die Zeit aus Definition 1.5, die Wirkung von Eingéngen zeitlich von Aus-

gingen zu trennen. Dies ist notwendig, wenn Eingiinge nicht direkt auf Ausgénge wirken:

Aufgabe 1.10 (Statischer und dynamischer Schaltkreis)
Stelle die Systemgleichungen fiir die Schaltkreise aus Abbildung 1.2 auf.

Abbildung 1.2: Beispiel eines statischen und dynamischen Schaltkreises




Losung zu Aufgabe 1.10: Fiir die Schaltung mit dem elektrischen Widerstand R erhalten wir
y(t) =U(t) =R-I(t) = R-u(t) (1.1)
mit Eingangssignal u(t) = I(t) als Stromstirke und Ausgangssignal y(t) = U(t) als die

abgefallene Spannung zwischen den Messpunkten.
Im Fall der Kapazitit C ergibt sich die Integralgleichung

die wir bei gegebener Anfangsspannberechnen konnen durch

=C / dT+C/ 0)+%/u(r)dr. (1.2)

ll(to)

berechnen konnen.

An Beispiel 1.10 sehen wir, dass die Anfangsspannung U (t) kein Signal ist, auch nicht gemessen
wird, und dennoch das System in seinem Verhalten zwischen Eingangssignal und Ausgangssignal
massiv davon abhiingt. Um dies in unserem Systembegriff erfassen zu kénnen, definieren wir den

sogenannten Zustand:

Definition 1.11 (Zustand).

Gegeben sein ein System X : &/ — ). Wenn das Ausgangssignal y(#) eindeutig vom Eingangs-
signal u(t) fiir fp < T < t und einem x(¢¢) abhéngt, dann bezeichnen wir die Variable x(t) als
Zustand.

Um unser System aus Definition 1.1 mit Zustinden nach Definition 1.11 im Zeitbereich nach
Definition 1.5 darzustellen, nutzen wir Differentialgleichungen. Im Kontext dieser Veranstaltung

beschrianken wir uns zudem aus sogenannte linear zeitinvariante Systeme.

Definition 1.12 (LTI System).
Wir bezeichnen ein System X : U/ — ) als linear zeitinvariant (LTI), wenn es in die Form

x(t) = A-x(t) + B-u(t),  x(0) = x (1.32)
y(t) = C-x(t) + D - u(t). (1.3b)
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gebracht werden kann.

In dieser Definition sind zwei Begriffe, die der Linearitiit und die der Zeitinvarianz eines Systems,
enthalten. Vereinfacht heift dies, dass die Systemzustinde durch Matrizen A, C und die Eingéiinge
durch B, D linear kombiniert werden, wobei die Eintrdge von A, B, C, D nicht von der Zeitt € T
abhéngen.

Korollar 1.13 (Linearitit)
Gegeben sei ein LTI System (1.3). Dann gilt fiir alle Eingangssignale u(-), alle Zeiten ty > 0 mit

zugehorigem Zustand xo, dass das Ausgangssignal die Gleichungen

y(leXO/l -+ 0C2X0,2, 0, f) = 061Y(X0,1, O, t) = Dézy(X()lz, 0, t) (1.4&)
y(0, Bius + Bouy, t) = B1y(0,uy, t) + B2y (0, up, ) (1.4b)
y(xo,u,t) = y(x0,0,t) +y(0,u,t) (1.4c)

mit &1, Ky, ‘31, ‘32 € R fiir alle t > tg erfiillt.

Beweis. Folgt direkt aus Linearitit. [
In Korollar 1.13 nennen wir

m Gleichung (1.4a) Nulleingangs-Linearitdit,

m Gleichung (1.4b) Nullzustands-Linearitdit und

® Gleichung (1.4c) Superpositionsprinzip.

Gerade der letzte Punkt, das Superpositionsprinzip, wird uns die Losbarkeit derartiger Probleme

erleichtern.

Bemerkung 1.14

LTI Systeme sind in der Praxis sehr relevant, obwohl sie typischerweise ein vorliegendes System
nicht korrekt beschreiben. Diese sind meist nichtlinear in der Form x(t) = f(x(t),u(t)), y(t) =
h(x(t),u(t)). Wir konnen aber durch Linearisierung ein LTI System daraus ableiten mit

0 0

A= fxu), Bi=o f(xu)
0 0

C = &h(X,U), D := ﬂh(x,U)
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Nun kommen wir zuriick auf unser Ziel, eine spezifische Gro3e auf einen vorgegebenen Sollwert

zu bringen. Das bringt uns zu folgender Definition:

Definition 1.15 (Arbeitspunkt).
Gegeben sei ein LTI System (1.3). Wenn fiir das Paar (x*, u*) gilt

A-xX*+B-u" =0, (1.5)

dann nennen wir x* einen Arbeitspunkt des Systems. Wenn (1.5) bei gegebenem x* fiir alle u € U

gilt, dann nennen wir den Arbeitspunkt stark bzw. robust.

Warum ist die Definition des Arbeitspunkts wichtig, wenn es doch das Ziel ist, eine spezifische

GroBe auf einen Sollwert zu bringen. Das riihrt daher, dass

m die spezifische GroBe nicht unbedingt ein Ausgang sein muss sondern auch ein Zustand

sein kann, und

m wir durch das richtige Eingangssignal zwar eine Ausgangssignal erzwingen, diese potentiell

aber nicht halten konnen.

Aufgabe 1.16
Gegeben sei der Doppelintegrator X(t) = u(t) mit x(0) = 0, x(0) = 0. Zeige, dass fiir die
Wahl u(t) = 1, t € [0,1] der Punkt x(1) = 1 erreicht wird, dieser aber kein Arbeitspunkt

ist.

Losung zu Aufgabe 1.16: Wir erhalten direkt
1 11
#(1) = %( +/u Hdt=1 und x( +//u(t)dtdt:1
0 00

wodurch der Punkt erreicht wird. Fiir x = (x, %) | ergibt sich das LTI System

01 undB:O.
00 1

Mit x* = (1,1) " konnen wir nun u* = 0 wihlen und die zweite Komponente zu Null brin-

A=

gen. Die erste Komponente von x* ist nicht beeinflussbar und damit auch kein Arbeitspunkt.
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Bemerkung 1.17
Beachte, dass in Aufgabe 1.16 spezielle Eingdnge gewdhlt wurde. Es existieren Eingdinge, fiir die

der Punkt ein Arbeitspunkt wiire.

Die Eigenschaft, ob ein Arbeitspunkt gehalten werden kann oder nicht, wird als Stabilitiit be-

zeichnet. Formal gliedern wir diese Eigenschaft wie folgt:

Definition 1.18 (Stabilitit und Kontrollierbarkeit).

Fiir ein System nennen wir x*

m starken oder robust stabilen Arbeitspunkt, wenn fiir alle ¢ > 0 ein § > 0 existiert, so dass

fiir alle Eingéinge u(-) gilt

Ixo = x*|| <6 = ||x(f) —x*|| <e Vt>0. (1.6)

m stark oder robust asymptotisch stabilen Arbeitspunkt, wenn er stabil ist und ein r > 0

existiert, so dass fiir alle Eingéinge u(-)

lim ||x(f) —x*|| =0 (1.7)

t—00

gilt fiir alle Anfangswerte ||xg — x*|| < r. Kann zudem r beliebig gewihlt werden, dann

nennen wir den Arbeitspunkt global stark oder global robust asymptotisch stabil.

m schwach stabiler oder kontrollierbarer Arbeitspunkt, wenn fiir alle ¢ > 0 ein 6 > 0 exis-

tiert, so dass fiir alle x¢ ein Eingang u(-) existiert mit

Ixo = x*|| <6 = ||x() = x*|| <e  Vt>0. (1.8)

m schwach asymptotisch stabiler oder asymptotisch kontrollierbarer Arbeitspunkt, wenn er

schwach stabil ist und zusétzlich ein r > 0 existiert, so dass gilt

lim [[x(t) —x*|| =0 ¥|xo—x*]| <. (1.9)

t— o0

Ist r beliebig wihlbar, dann heifit der Arbeitspunkt global asymptotisch stabil.

Bemerkung 1.19 (BIBO)
In der Literatur wird die Eigenschaft eines stabilen Arbeitspunkts auch als BIBO fiir bounded
input bounded output bezeichnet.
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Warum unterscheiden wir die beiden Fille stark und schwach? In der Praxis sind viele Systeme
bereits in sich stabil. So kommen etwa Motoren ohne die Zufiihrung weiterer Energie durch die
Reibung irgendwann zu einem Stillstand, was einen Arbeitspunkt darstellt. Um beim gleichen
Beispiel zu bleiben kann ein Motor auch bei einer konstanten Drehzahl betrieben werden. Dies
ist ebenfalls ein Arbeitspunkt. Jedoch ist die Erreichung von Arbeitspunkte auf unterschiedliche
Arten moglich. Daher konnen Eingéinge genutzt werden, um das Verhalten bis zu Arbeitspunkt
(transientes Verhalten) zu verbessern.

Schwache Arbeitspunkte hingegen erfordern es, dass wir die Eingédnge aktiv nutzen.

In beiden Fillen stellt sich die Frage, wie wir eine Einginge berechnen und wie wir die Qua-
litdat der Eingiinge bewerten konnen. Hierzu wird zwischen zwei Konzepten unterschieden, der
sogenannten Steuerung und der Regelung. Diese unterscheiden sich insbesondere in ihrem Defi-
nitionsraum.

Bei einer Steuerung wird eine Eingangsstrategie entworfen, so dass die uns interessierende Grofle

iber die Zeit hinweg auf einen Sollwert gebracht wird. Formal definieren wir:

Definition 1.20 (Steuerung).

Wir nennen einen Eingang u : 7 — U eine Steuerung.

Anschaulich stellt Abbildung 1.3 dies noch einmal dar.

t u y
——  Steuerung System e

Yy

Abbildung 1.3: Schaltbild einer Steuerung

In der Praxis kann man sich die Steuerung wie das Navigationssystem im Auto vorstellen. Es stellt
einen Plan dar, wie wir vom derzeitigen Istwert zu einem Sollwert kommen. Ahnlich wie bei einer
Autofahrt kennt die Steuerung auch keine potentiell noch aufkommenden Staus und weif3 auch
nicht, wann auf welcher Spur ein anderes Fahrzeug mit welcher Geschwindigkeit fahrt. Um auf
derartige Storungen reagieren zu konnen, bietet es sich an, den Eingang auf Basis des derzeitigen

Zustands zu entwerfen. Das bringt uns zum Konzept der Regelung:

Definition 1.21 (Regelung).
Ist der Eingang gegeben durch eine Abbildung u : X — U/, so nennen wir diese Regelung.

Um eine Regelung analog zur Darstellung einer Steuerung zeichnen zu konnen, miissen wir den

Sollwert einbringen. Formal definieren wir diesen wie folgt:
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Definition 1.22 (Referenz).

Wir nennen eine Funktion w : 7 — ) eine Referenz.

Wie in Abbildung 1.4 gezeigt konnen wir nun iiber die Differenz zwischen der Referenz und dem

Istwert des Ausgangs eine Regelung entwerfen.

bl Regelung LN System y v

Abbildung 1.4: Schaltbild einer Regelung

Die Regelung ist somit in der Lage, auf Stérungen im Istwert zu reagieren. Jedoch ist die Stra-
tegie bereits festgelegt, eine Regelung kann also nicht mehr auf Alternativen umschwenken. Am
Beispiel der Autofahrt konnten wir so in einer Sackgasse landen und das Ziel nicht erreichen.

Im Rahmen der Vorlesung werden wir uns insbesondere mit den Eigenschaften von Regelungen
niher auseinandersetzen. Den entsprechenden Vor- und Nachteile greifen wir mit Tabelle 2.1

bereits vor.

Tabelle 1.1: Vorteile und Nachteile von Steuerung und Regelung

Methode Vorteile Nachteile
Steuerung Integriert externes Wissen Kann unzulédssig werden
Plant voraus Benotigt Modell
Adressiert KPIs
Regelung Garantiert Stabilitéit Evtl. ungewollte Arbeitspunkte
Reagiert auf Storungen Benotigt theoretisches Wissen
Adressiert Systemeigenschaften

Um diese Eigenschaften herauszuarbeiten werden wir in den folgenden Kapitel die Darstellun-
gen von Systemen im Zeitbereich und im Frequenzbereich untersuchen. Aufbauend auf den Ei-
genschaften werden wir anschlieBend Methoden herleiten, wie Regelungen konzipiert werden

konnen.







KAPITEL 2

SYSTEME IM ZEITBEREICH

Generiert mit deepai.org

A system is never the sum of its parts its the product of their interaction.

Russel Ackoff

In diesem Kapitel fokussieren wir uns auf den Zeitbereich, d.h. wir sind daran interessiert, wie
sich Zustdande eines Systems iiber die Zeit hinweg entwickeln. Wir betrachten hier nur LTI Sys-

teme, fiir die wir Losungen berechnen wollen. Um zu zeigen, dass unsere Berechnungen Sinn
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machen, weisen wir Existenz und Eindeutigkeit nach. Um Losungen effektiv zu berechnen, wer-
den wir sogenannten Normalformen einfithren. Manche sind aus Berechnungen heraus motiviert,
andere aus systemischen Eigenschaften, die wir in folgenden Kapiteln nutzen werden.

Vorab machen wir uns aber Gedanken, wie ein System anschaulich beschrieben werden kann.
Hierzu nutzen wir den Signalfluss, um eine graphische Schreibweise einzufiihren. Diese wird uns

bei weiteren strukturellen Eigenschaften niitzlich sein.

2.1 Blockschaltbild

Zur Beschreibung und Veranschaulichung von Systemen wird in der Praxis oft das sogenannte
Blockschaltbild genutzt. Wir definieren dies wie folgt:

Definition 2.1 (Blockschaltbild).
Gegeben sei ein System ¥ : &/ — ). Dann bezeichnen wir eine Darstellung aus Blocken und
Pfeilen als Blockschaltbild, wenn

m Blocke die riickwirkungsfreien Rechenoperationen und
m Pfeile die Signale mit eindeutiger Wirkungsrichtung

darstellen.

Somit ist bereits unsere Systemdarstellung aus Abbildung 1.1 ein Blockschaltbild. Fiir LTI Syste-
me verwenden wir insbesondere die Blocke, die in Abbildung 2.1 enthalten sind. Hieran knnen
wir bereits erkennen, dass die Summen-, Verstirkerblocke und Signalverzweigungsblocke hinrei-

chend sind, um die rechte Seite der LTI Systeme beschreiben zu kénnen.

Korollar 2.2 (LTI Blockschaltbild)
Jedes LTI System in Form (1.4) kann durch die Blocke Summe, Verstdirker, Signalverzweigung und
Differential dargestellt werden.

Beweis. Die linke Seite von (1.4) erfordert den Block Differential. Fiir die rechte Seite stellt
jede Multiplikation mit einem Matrixelement einen Verstdrker und jede Linearkombination eine

Summe dar. Parallele Linearkombinationen sind durch Signalverzweigungen realisierbar. ]

Im weiteren Verlauf werden wir zusétzliche Blocke kennenlernen, die fiir die Generierung von

Eingiéngen fiir uns interessant sein werden.




us
Hyl
+
ul;éiy u%y U —
_ S
up

y(t) = ur(t) —ua(t) +us(t) ku(t)

(a) Summe

y(tO)l
=0

y() = y(to) + [ u(x)d

fo

(d) Integrator

y(t)
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(b) Verstarker

(e) Differential

vi(t) = u(t); ya(t) = u(t)

(c) Signalverzweigung

(f) Funktion

Abbildung 2.1: Standardelement eines Blockdiagramms

2.2 Losung von LTI Systemen

Um uns Gedanken iiber die richtige Beeinflussung von Systemen, also die Generierung von

Steuer- und Regelstrategien zu machen, miissen wir zunichst das Verhalten von LTI Systemen

an sich verstehen. LTI Systeme haben die schone Eigenschaft, dass wir eine Losung direkt be-

rechnen und angeben konnen. Die Losung wird uns dann erlauben, Eigenschaften direkt an der

Systemgleichung (1.3) abzulesen.

Verweis: Fiir nichtlineare Systeme ist eine allgemeine Losung typischerweise nicht bekannt.

Daher ist es besonders wichtig, dass die Losung nicht notwendig ist, um Eigenschaften des

Systems angeben zu konnen. Auf nichtlineare Systeme werden wir in den Veranstaltungen

Control Engineering 2/3 eingehen.

Zur Losungsdarstellung fithren wir die Transitionsmatrix ein. Diese beruht auf der Idee, dass wir

den homogenen und inhomogenen Anteil der Losung eines LTI Systems voneinander trennen

konnen. Beachte, dass wir das bereits im Superpositionsprinzip (1.4c) nachgewiesen haben.
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Definition 2.3 (Transitionsmatrix).

Fiir ein System der Form
x(t)=A-x,  x(t) = xo, 2.1)

nennen wir
O(t) :=exp(A - t) = (i Aft,—]> 2.2)

die Transitionsmatrix des Systems.

Da in der Systemgleichung (2.1) kein Eingang vorkommt, wird das System auch als autonom

bezeichnet.

Bemerkung 2.4

Fiir uns sind autonome Systeme eigentlich uninteressant, da wir hierfiir keine Eingdnge konstru-
ieren konnen. Die Eigenschaften von autonomen Systemen hingegen entsprechen denen eines LTI
Systems mit Regelung. Beachte, dass eine Regelung eine Abbildung u : X — U darstellt. Da-
durch kann der Eingang durch eine Abbildung ersetzt werden, die rein vom Zustand x abhdngt.

Damit erhalten wir ein autonomes System.

Die Transitionsmatrix erlaubt uns nun, den homogenen Teil der Lésung eines LTI Systems kom-

pakt auszudriicken. Hierzu brauchen wir noch folgende Zwischenerkenntnis:

Lemma 2.5
Fiir eine beliebige Matrix A € IR™*"x gjlt

d
7; &P (A-t)=A-exp(A-t). (2.3)
Beweis. Folgt aus Linearitidt von A. O

Theorem 2.6 (Losung autonomer LTI Systeme).

Die Losung eines autonomes LTI Systems (2.1) ist gegeben durch

x(t) = ®(t) - xp. 2.9
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Beweis. Da die Matrix A konstant ist, ist A - x linear und damit Lipschitz stetig. Daher existiert
(lokal) eine eindeutige Losung des Systems (2.1) [3, §12, Satz 3]. Nun konnen wir die Tayler-
Reihe mit Lemma 2.5 fiir die Losung der Systemdynamik (2.1) bilden und die Picard-Lindel6f

Fixpunktiteration [3, §12, Satz 5] anwenden. Daraus erhalten wir

, 5 12 -t >t

x())=lm ([d+A-t+ A=+ ...+ A~ |xog= [ Y A= | xo=D(t) - xo
j—oo 2 ]' =0 ]'

als eindeutige Losung und die Behauptung folgt. O]

Aufbauend auf der homogenen Losung kénnen wir die inhomogene Losung fiir LTI Systeme

konstruieren. Hierfiir miissen wir eine Annahme an den Eingang u(f) treffen:

Annahme 2.7 (Stiickweise stetiger Eingang)
Der Eingang u(f) ist stiickweise stetig.

Der Hintergrund fiir diese Annahme ist erstmal mathematischer Natur: Wenn wir uns die Glei-
chungen des LTI Systems (1.3) ansehen, so miissen wir dieses fiir die Losungsberechnung in-
tegrieren. Dazu muss der Eingang u(t) integrierbar sein, was durch Annahme 2.7 gegeben ist.
Zum anderen ist Annahme 2.7 kaum einschrinken, da wir neben stetigen Funktionen auch etwa
digitale Funktionen (stiickweise konstant) oder dhnliches zulassen konnen.

Mit dieser Annahme erhalten wir folgende Gesamtlosung:

Theorem 2.8 (Losung LTI Systeme).
Gegeben sei ein LTI System (1.3) mit zugehoriger Transistionsmatrix ® des autonomen LTI An-

teils mit Eingang u = 0. Dann ist die Losung des LTI Systems gegeben durch

t
x(t) = D(t) - xo + /(ID(t —7)-B-u(t)dt (2.5)
0

y(f) = C-x(t) + D - u(t). (2.5b)

Beweis. Wir rechnen nach, dass (2.5a) eine Losung des LTI Systems (1.3) und erhalten

d

at <I><t>-xo+0/<1><t—r>~B~u<r>dr

t
d d
= ECD(t) -Xo—i—EO/q)(t—T)-B-u(T)dT
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d d |
(Ziz)%exp(A-t)-x0+%/eXP(A'(t—T))'B'“(T)dT
0

A exp (A1) xo+ [exp(A- (t=T)) - B-u(7)],

J/

-~

B-u(t)

+/A-exp(A-(t—T))-B-u(T)dT
0

=A exp(A-t)-xo—l—/A-exp(A-(t—T))-B-u(T)dT + B -u(t)
0

@2 A x(t) + B u(t)

und die Dynamik damit nachgewiesen. Auflerdem erhalten wir

0
expA-(0—0) -xo-l—/CI)(t—T) -B-u(1)dT = X
—1d 0

N J/
-~

=0

die Anfangswertbedingung. Fiir Eindeutigkeit betrachten wir zwei Losungen xq (), xo(#) mit

gleichem Eingang u(-) und Anfangswert x und bilden deren Differenz X(t). Es gilt

Xl
—~
=
~—
I

x1(t) —X2(t) = Ax1(t) + Bu(t) — Axp(t) — Bu(t) = A (x1(f) — x2(t)) = AX(¢)
x1(0) —x2(0) = xo — xp = 0.

x|
~~

o
N—

I

Folglich ist die Differenz X(#) die Losung des autonomen Systems und es gilt
X(t) =exp(A-t)-0=0.

Folglich miissen alle Losungen identisch und die Losung damit eindeutig sein. Weiter folgt (2.5b)
direkt aus der Losung von x (). O

Die Losungen von LTI Systemen konnen sich drastisch voneinander unterscheiden. Dabei weisen
die Visualisierungen der Losungen selbst fiir autonome LTI Systeme sehr unterschiedliche Ei-
genschaften auf. Einen Einblick hierzu erhalten wir aus dem sogenannten Poincaré Diagramm. In
Abbildung 2.2 sehen wir in diesem Diagramm die Phasenportraits unterschiedlicher autonomer
LTI Systeme.

Die in Abbildung 2.2 beobachtbaren Eigenschaften lassen sich auf die Determinate und die Spur
von A zuriickfithren. Um diese auch in der Systemmatrix an sich zu sehen, gibt es geschick-
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det(A) det(A)

e

(tr(A))?

Spirale Senke Spirale Quelle

gleichméaBige @

Bewegung
\\ | Kreis )

Senke . _/ Quelle w(A)

Linie stabiler Arbeitspunkte Sattel Linie instabiler Arbeitspunkte

degenerierte Senke degenerierte Quelle

Abbildung 2.2: Poincaré Diagramm in der (det(A), tr(A) Ebene

tere Schreibweisen. Diese sogenannten Normalformen erlauben uns zusitzlich, die Lésung (2.5)

einfacher zu berechnen.

2.3 Normalformen

Geschickte Schreibweisen konnen viele Vorteile bringen. Wir miissen uns aber iiber die Ziele im
Klaren sein, fiir die wir derartige Transformationen durchfiihren wollen. Dazu orientieren wir uns

an den folgenden Punkten:

1. Die Wahl der Zustandsvariablen ist nicht eindeutig. Daher brauchen wir eine Methodik,
wie wir zwischen diesen Wahlen — oder Koordinatensystemen im groberen Sinn — wechseln
konnen.

2. Wenn wir wechseln konnen, dann sollten wir den Wechsel so wihlen, dass

a) wir die Losung moglichst einfach berechnen kénnen, und

b) wir das Verhalten der Losungen einfach analysieren konnen.

Grundlage bildet eine Folgerung aus der Transitionsmatrix:

Lemma 2.9 (Transformation)

Seien A € R"*"x ynd eine invertierbare Matrix T € IR"™*"x gegeben. Dann gilt

exp <T*1-A-T-t> =T lexp(A-t)-T (2.6)
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fiir alle t € R.

Beweis. Betrachte das autonome System

x(t) =T 1 A-T-x(t)
x(0) = Id.

Dann existiert nach Theorem 2.6 eine eindeutige Losung und aus (2.4) folgt die Aussage. ]

Auf Basis dieser Aussage konnen wir also zwischen Koordinatensystemen hin- und herwechseln
und haben eine Antwort auf die erste der obigen Fragen.
Darauf aufbauend wollen wir nun Transformationen suchen, fiir die wir die Losung des LTI Sys-

tems moglichst einfach berechnen konnen. Hierzu sehen wir uns zuerst folgenden Spezialfall an:

Definition 2.10 (Kanonische Normalform).
Ein LTI System (1.3) ist in kanonischer Normalform, wenn A = diag()\j), j=1,...,ny eine

Diagonalmatrix ist.

Nun wollen wir Lemma 2.9, um diese Diagonalform aus einer Matrix A zu berechnen, sofern

diese denn diagonalisierbar ist.

Theorem 2.11 (Kanonische Normalform).
Gegeben sei ein LTI System (1.3). Wenn die Matrix A diagonalisierbar ist mit diag(/\]-), j =
1,...,ny, dann gilt

exp (A1t) ... 0
O(t) = exp (diag(Ajt)) = : : = diag (exp (Ajt)). (2.7
0 cooexp (A, t)

Wenn T die zugehorige Transformationsmatrix ist, dann ist das resultierende System

X)) =T 1 A-T-x(t)+T ' -B-u(t) (2.82)
y(t) = C-T-X(t) + D - u(t) (2.8b)

in kanonischer Normalform.

Beweis. Da A diagonalisierbar ist, existiert nach Lemma 2.9 eine invertierbare Matrix T. Nach

Definition der Transitionsmatrix in (2.2) folgt aus (2.6) die Behauptung. ]
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Der Fall aus Theorem 2.11 ist deswegen so interessant, weil er technisch bedeutet, dass alle
Zustinde des Systems entkoppelt voneinander betrachtet werden konnen. Entsprechend kdnnen
wir hierzu jeweils einzelne Eingénge bestimmen.

Etwas komplizierter wird der Fall, wenn die komplex konjugierte Eigenwerte A;;1 1 = a = if5

auftauchen. Hier gilt Folgendes:

Korollar 2.12 (Komplexe kanonische Normalform)
Weif3t ein LTI System (1.3) komplex konjugierte Eigenwerte A1 = a =+ i auf und ist ansonsten
diagonalisierbar, so heifst das System (2.8) mit

A0 0
0 0 O
0
T-1.A.-T= v F 2.9)
0 - a O
0 O :
0 . An,
in komplexer kanonischer Normalform.
Beweis. Folgt direkt aus Theorem 2.11 mit der Wahl der Transformationsmatrix. ]

Bemerkung 2.13
Beachte, dass die transformierte Systemgleichung (2.9) nicht direkt in die Transitionsmatrix ein-
gesetzt werden kann, sondern die Bewegungsgleichungen fiir die beiden komplex konjugierten

Eigenwerte gemeinsam gelost werden miissen.

Noch allgemeiner wissen wir, dass eine Zerlegung in Jordan-Normalform immer moglich ist und

beweisen das nicht separat.

Theorem 2.14 (Jordansche Normalform).
Gegeben sei ein LTI System (1.3). Dann existiert eine invertierbare Transformationsmatrix T, so

dass

i ... 0
J=T1'A-T=|: .. : (2.10)
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gilt, wobei die Teilmatrizen J; Jordanblocke zu den Eigenwerten A heifien und die Struktur

A1 0
0 A; .
i=|. 7 2.11)
T |
0 0 A

mit Blockldnge der geometrischen Vielfachheit aufweisen. Die Gesamtdimension der Jordanblo-
cke eines Eigenwerts A; ist seine algebraische Vielfachheit. Die Transformationsmatrix ist durch
die Haupt- und Nebenvektoren der Eigenwerte bestimmit.

Die Transitionsmatrix zu einem Jordanblock ist bei geometrischer Vielfachheit k durch

exp (Ajt) texp (Ajt) ... ,t{—k!exp (At)
o(t) = O eXP. (At) : 2.12)
: . . texp (Ajt)
0 . 0 exp(Ajt)

gegeben.

Beweis. Die Jordanblocke sind analog zur kanonischen Normalform aus Theorem 2.11 unabhin-
gig. Die Superdiagonalen fiihren zu einer Integratorkette, deren Vorfaktoren durch die Taylor-

Reihe gegeben sind und die Behauptung zeigen. [

Mit der Jordanschen Normalform konnen wir also die Transitionsmatrizen beliebiger LTI Syste-
me berechnen. Neben dieser generalistischen Herangehensweise gibt es weitere Normalformen,
die statt auf die Losung des LTI Systems auf dessen Eigenschaften abzielen. Hier wollen wir kurz

die Regelungsnormalform erwéhnen.

Definition 2.15 (Regelungsnormalform).

Ein LTI System (1.3) ist in Regelungsnormalform, wenn

0 1 0 0 0

0o o0 1 . @ 0
A=|: =+ -~ -~ o |,B= §,C:(10”.®,D=0QB)

1 0

—ap —ap ... ... —lp.1
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gilt. Die Dynamik ist folglich durch

gegeben.

Das besondere an der Regelungsnormalform ist, dass wir aus der Dynamik die Matrix und umge-
kehrt ablesen konnen. Zudem gibt die Regelungsnormalform ein System an, bei dem der Eingang
iiber mehrere Integrationsebenen auf den Ausgang wirkt. Insbesondere haben hier Eingang und
Ausgang die Dimension eins. Zudem sind die Koeffizienten in der letzten Zeile der Systemma-
trix auch die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms det (AId — A). Dessen Nullstellen
wiederum sind die Eigenwerte der Systemmatrix A, die wir in Theoremen 2.10, 2.14 genutzt
haben.

Zum Abschluss des Kapitels konnen wir die Ergebnisse wie folgt zusammenfassen:

Tabelle 2.1: Vorteile und Nachteile von Blockschaltbildern und Normalformen

Methode Vorteile Nachteile
Blockschaltbild| Veranschaulicht System Bildet keine Zustinde ab
Kanonische Vereinfacht Losung mit Eigenwer- | Erfordert Diagonalisierbarkeit
Normalform ten
Jordansche Generalisiert Ansatz auf Jordan- | Benotigt Jordanzerlegung
Normalform blocke
Regelungs- Zielt auf Eigenschaften charakte- | Limitiert auf einen Eingang
normalform ristisches Polynom







KAPITEL 3

SYSTEME IM FREQUENZBEREICH

Bode-Diagramm
_ Amplitudengang eines PT;-Systems

)
2
—
g
o)
(=)

!0910(§) [rad/s)

Oq;_\‘iasengang

; N
nnw—wmmm*wmm-m‘h

i : >

Generiert mit chatgpt.com

Aha, heute kreje mer die Dampfmaschin. Also, wat is en Dampfmaschin? Da stel-
le mer uns janz dumm. Und da sage mer so: En Dampfmaschin, dat ist ene jrofle
schwarze Raum, der hat hinten un vorn e Loch. Dat eine Loch, dat is de Feuerung.

Und dat andere Loch, dat krieje mer spdter. Wat tut nu der Dampf?

Heinrich Spoerl [6]

Wie wir im vorausgehenden Kapitel gesehen haben, konnen wir Systeme mathematisch iiber

Differentialgleichungen darstellen, die das zeitliche Verhalten von Ein- und Ausgangssignalen
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miteinander verkniipfen. Diese Darstellung ist grundsitzlich korrekt, aber im praktischen Um-
gang oft unhandlich — insbesondere wenn es darum geht, Systeme zu analysieren, miteinander
zu verkniipfen oder Regler zu entwerfen. Grundstidndiger und ohne zuviel und unnétige Einsicht
(wie Prof. Bommel in [6] eine Dampfmaschine erklédrt) konnen wir hierzu Methoden der Sys-
temtheorie im Frequenzbereich anwenden.

Hierzu werden wir uns zuerst mit dem Konzept der Ubertragungsfunktion auseinandersetzen.
Diese entsteht durch die Anwendung der Laplace Transformation auf die Differentialgleichung
und stellt das System im sogenannten Frequenzbereich bzw. s-Bereich dar. Um diese zu 16sen,
miissen wir nicht langwierige Rechnungen wie im Zeitbereich durchfiihren, sondern kdnnen eine
einfache algebraische Gleichung l6sen — ein enormer Vorteil in der Praxis.

Die Ubertragungsfunktion liefert uns nicht nur eine kompakte Beschreibung des Systemverhal-
tens, sondern ermdoglicht uns auch eine einfache Analyse von Stabilitdt, Dynamik, Frequenzver-
halten und das Zusammenschalten mehrerer Teilsysteme. Als Hilfsmittel zur Analyse werden wir
die graphischen Methoden des Bode-Diagramms, des Nyquist-Kriteriums oder der Wurzelorts-
kurve kennenlernen. In den folgenden Kapiteln werden diese Hilfsmittel uns auch die Auslegung

von Reglern erlauben.

3.1 Ubertragungsfunktionen

Die Ubertragungsfunktion ist ein fundamentales Werkzeug in der Regelungstechnik, das uns den
Ubergang von der physikalischen Beschreibung eines Systems zur graphischen Analyse und zum

systematischen Reglerentwurf ermoglicht. Hierzu nutzen wir die Laplace Transformation:

Definition 3.1 (Laplace Transformation).

Gegeben sei eine Funktion f(t), die
m kausal ist, d.h. f(t) = 0 fiir t < 0,
m stiickweise konstant auf jedem endlichen Intervall ¢t > 0 ist, und
m beschrinkt ist durch |f(¢)| < M exp(<t) mit entsprechenden Konstanten 7, M > 0.

Dann nennen wir
£(s) = LIF(t)) = /exp(—st) F(Hdt,  s=atiw 3.1)
0

Laplace Transformation der Funktion f(t) und die Menge C, = {s € C | Re(s) > -y} nennen

wir Existenzbereich von f(s).
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Aus dieser abstrakten Definition ergeben sich fiir uns drei ganz essentielle Fragen:
m Was bedeutet die Definition eigentlich physikalisch?
® Was niitzt uns diese Definition?
® Wie wenden wir die Definition an?

Die Laplace-Transformation (3.1) gewichtet die Funktion f(#) mit einer exponentiell abklingen-
den Schwingung. Dafiir nutzen wir die komplexe Grofle s = a + iw. Der Vorteil liegt fiir uns
darin, dass wir von auBen und ohne in die Funktion f(t) zu schauen unterscheiden kénnen zwi-

schen
m der Diampfung bzw. Verstirkung eines Signals, die dem Realteil a entspricht, und
m der Reaktion auf eine harmonische Anregung, die durch Imaginérteil v dargestellt ist.

Wenn wir statt der Funktion f () unser System einsetzen, dann kénnen wir das System also scan-
nen, indem wir verschiedene Signale als Eingédnge stellen und die Ausgéinge aufnehmen. So kon-
nen wir das System unter verschiedenen Frequenzen und zeitlichen Abklingverhalten abtasten.
Dabher riihrt auch der Name Frequenzbereich bzw. Frequenzgang.

Nun fragen wir uns, was uns die Definition niitzt. Zum einen konnen wir die Darstellung im Fre-
quenzbereich nutzen, um eine Losung zu berechnen. Auflerdem konnen wir die Laplace Trans-
formation umkehren, um aus der Losung im Frequenzbereich die Losung im Zeitbereich zu be-

stimmen. Hierfiir nutzen wir die inverse Laplace Transformation.

Definition 3.2 (Inverse Laplace Transformation).

Fiir eine auf C., wohldefinierte Funktion f(s) : C,, — C nennen wir

r—+ioco

£(5) = L(F(s)) = % [ ) eplstyds, 120, 7€R (32)

r—ioco

inverse Laplace Transformation.

Damit erhalten wir ein Losungsverfahren, das eine Alternative zur Losung von Differentialglei-
chungen im Zeitbereich darstellt. Die Bestimmung der Transitionsmatrix fiir LTI-Systeme in
Theorem 2.8 ist damit vermeidbar. Abbildung 3.1 veranschaulicht die Wirkungskette dieses Vor-
gehens.

Das Losungsverfahren macht natiirlich nur dann Sinn, wenn es wirklich einfacher ist als die Lo-
sung im Zeitbereich. Diese Einfachheit muss fiir die drei Komponenten Laplace Transformation,

Losung im Frequenzbereich, und inverse Laplace Transformation gelten.
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Losung Differentialgleichung

Darstellung im Zeitbereich

Losung im Zeitbereich

Y

Theorem 2.8

A

Laplace | Definition 3.1

Definition 3.2 | Inverse Laplace

\ 4

] ] Theoreme 3.4, 3.6
Darstellung im Frequenzbereich .

Losung im Frequenzbereich

Losung algebraische Gleichung

Abbildung 3.1: Schematisches Vorgehen zur Nutzung von Laplace Transformationen

Fiir die (inverse) Laplace Transformation nutzen wir sogenannte Aquivalenztabellen. Dadurch
miissen wir nicht mehr die Losung von (3.1) berechnen, sondern zerlegen die Funktion f(t)

in Komponenten gemél der Tabelle 3.1 und ersetzen die Komponenten durch das zugehorige

Aquivalent im Frequenzbereich. Dazu kénnen wir Tabelle 3.2 heranziehen.

Tabelle 3.1: Wichtige Sétze zu Laplace transformierter Funktionen

Differentiationssatz in s
Hohere Ableitungen
Differentiationssatz in ¢

Hohere Ableitungen

Integrationssatz in s

H(t)

tf(t)
f1(#)
f8)
Hf(®)

Eigenschaft Zeitbereich Frequenzbereich
Uberlagerungssatz c1f1(t) + cafa(t) lel (s) + CZfZ(S)
Ahnlichkeitssatz f(at) %f ( )

wird auf der nichsten Seite fortgesetzt
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Tabelle 3.1 — fortgesetzt von der vorherigen Seite
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Eigenschaft Zeitbereich Frequenzbereich
Integrationssatz in f bff(r)dr = (= f)(t) 1£(s)
Dimpfungssatz exp(at) - f(t) f(s—a)
Verschiebungssatz f(t—a)-n(t—a) exp(—as) - f(s)
Multiplikationssatz f(t)-g(t) = ]113(}0 Hj}T f(o)-g(o)do

r—iT
Faltungssatz f(t)xg(t) = ff(r) g(t—T1)dt f(s)-4(s)
0
Tabelle 3.2: Aquivalenztabelle zur Laplace Transformation'
Zeitbereich Frequenzbereich Voraussetzung
o(t) 1 Re(s) >0
o(t—T) exp (—sT) T cR
n(t) L Re(s) >0
Slz Re(s) >0
t" S% Re(s) >0
exp (—at) L Re(s) > —Re(a)
texp (—at) (s+1u)2 Re(s) > —Re(a)
t" exp (—at) (s+Z§"+1 Re(s) > —Re(a)
bexp (=4) Re(s) > —
L(1—exp (—at)) s(s}&—a) Re(s) > max{0, —Re(a)}
7 (exp (—at) —exp (—bt)) (era)lTb) Re(s) > max {—Re(a), —Re(b)}
o (7o) e (74 b | Rel) > max{—4,— &)

wird auf der nichsten Seite fortgesetzt
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Tabelle 3.2 — fortgesetzt von der vorherigen Seite

Zeitbereich Frequenzbereich Voraussetzung
mtexp (= 1) e Re(s) > —1
8 4 b exp (—bt) ((S+ b)) Re(s) > max {0, —Re(b)}
1+1 T1 exp (—%) El+siTF)) Re(s) > max {0 - 1}
alZ (exp (—at) — 1+ at) sz(sl+a) Re(s) > max {0, —Re(a)}
Texp(—%)+t—T m Re(s) > max {O,—%}
lz (1—(at+1)exp(—at)) S(Sia)z Re(s) > max {0, —Re(a)}
1— THexp (- 1) s(lisT) Re(s) > max{ , —%}
4L (% exp (—at) — 3 exp (—bt)) m Re(s) > max {0, —Re(a), —Re(b)}
14 L2 - 1T>2:;j o (-4) s(+sTy %(1+st) Re(s) > max {O' ~1 _le}
Lsin(at) g Re(s) > 0,4 € R
cos(at) g Re(s) > 0,4 € R
exp (at) sin(bt) (Sia)% Re(s) > —Re(a),b € R
exp(at) cos(bt) % Re(s) > —Re(a),b € R
»-tsin(at) (52+Sa2)2 Re(s) > 0,a € R
tcos(at) ﬁ Re(s) > 0,a € R

Hierzu sehen wir uns unser LTI-System (1.3)

x(0) = xo

'Beachte, dass die Laplace Tranformation nur fiir positive Zeiten + > 0 definiert ist, daher formal immer die
Multiplikation mit der Heaviside Funktion # () mitgedacht werden muss.
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genauer an und erhalten aus Tabelle 3.1 mit dem Differentiationssatz und dem Uberlagerungssatz

s-X(s) —xg=A-%X(s) + B-1(s)
y(s) =C-x(s) + D -1af(s).

Da jetzt X(s) direkt vorliegt, kénnen wir das in die zweite Zeile einsetzen und erhalten

§(s)=C-(s:1d=A) ' xg+ (C:(s1d = A)"-B+D) -afs) (3.3)

-

inhomogener Anteil

homogener Anteil

Beim homogenen Anteil spricht man auch vom sogenannten Ubergangsverhalten des Systems
bzw. dessen (freie) Eigenbewegung. Der inhomogene Anteil wird auch als stationdires Verhalten
bzw. erzwungene Bewegung bezeichnet. In der Regelungstechnik interessiert uns insbesondere
die erzwungene Bewegung, d.h. der Teil des Systems, den wir mit Eingangssignalen direkt be-
einflussen konnen. Zusammen konnen wir jetzt die sogenannte Transferfunktion (oder im mehr-

dimensionalen Fall Transfermatrix) einfiihren:

Definition 3.3 (Transferfunktion).
Fiir ein LTI System (1.12) mit Startzustand xg = 0 nennen wir G : C — C"v*™ Transferfunktion

des System, wenn
y(s) = G(s) - a(s) (3.4)

fiir alle s € C gilt.

Fiir den LTI Fall konnen wir die Transferfunktion G(s) genau angeben und auch in den Zusam-

menhang zur Transitionsmatrix ®(t) stellen. Hier gilt folgendes:

Theorem 3.4 (LTI Transferfunktion).
Gegeben sei ein LTI System (1.12) mit Startzustand xq = 0. Dann gilt

G(s)=C-(s-ld—A)"' B+D=C-®(s)-B+D. (3.5)

Beweis. Aus Theorem 2.8 kennen wir die Losung

t
x() = ®(t) - xo + /(ID(t —7)-B-u(t)dt
0

y(t) = C-x(t) + D -u(t)
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des LTI Systems mit Transitionsmatrix ® (). Durch Anwendung der Laplace Transformation und

des Faltungssatzes ergibt sich
§(s) =C-D(s) - xg+C-P(s)-B-a(s) +D-a(s).

Durch den Vergleich mit (3.3) und xo = 0 ergibt sich &(s) = (s -Id — A) ', Weiter konnen wir

0 (s) ausklammern und erhalten damit die Aussage. O

Bemerkung 3.5

Beachte, dass auf Grund der Nicht-Kommutativitdiit der Matrixmultiplikation die Reihenfolge der
Transferfunktionen wichtig ist und nicht getauscht werden darf. Im eindimensionalen Fall, das
heif3t bei genau einem Eingang und einem Ausgang, kann die Reihenfolge getauscht werden.

Nichtsdestotrotz hat es sich bewdhrt, bei der Multiplikationsreihenfolge zu bleiben.

Zum Abschluss benotigen wir noch eine Moglichkeit, wie wir Tabelle 3.2 umgekehrt nutzen
konnen. Dazu miissen wir die Losungskomponenten von (3.5) in Bestandteile zerlegen, die aus
der Tabelle bekannt sind. Das Hilfsmittel der Wahl ist die Partialbruchzerlegung, die allgemein

wie folgt angewandt werden kann:

Theorem 3.6 (Partialbruchzerlegung).

Gegeben sei eine (Transfer-)Funktion

G(s) = 289 (3.6)

wobei 2(s) und ii(s) reelle teilerfremde Polynome sind mit grad(2(s)) < grad(7i(s)) = n. Weiter

sei 11(s) transformierbar in die Form

h m .
A(s) = H(S—/\j)kjl—]l:<(s—lxj)2+‘3]2~>l] (3.7)
]:

j=1
h m

mit grad(fi(s)) =n = Y kj+2 Y l;. Dann kann G(s) eindeutig zu der Partialbruchzerlegung
j=1 j=1

> 1-
1 ((s—a)*+ )

& Py A eyE
G =cot+ )y —F 4 i

AE -4

(3.8)

m
=1

umformuliert werden mit cp = lim 2(s)
§—y00 A(s)

und reellwertigen Koeffizienten cj;, dji/ eji € R.
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Beweis. Da 7i(s) reellwertig ist, existiert eine Zerlegung in lineare und quadratisch irreduzible
Terme auf Basis der existierende Nullstellen bzw. der komplex-konjugierten Paare. Damit folgt
(3.7). Analog gilt dies fiir den Zahler Z(s). Aufgrund der Teilerfremdheit konnen in der Kom-
bination nur Briiche auf Basis der linearen Faktoren oder der quadratisch irreduziblen Faktoren

entstehen, woraus (3.8) folgt. ]

Somit haben wir eine komplette Alternative zur Losung von Differentialgleichungen geschaffen.
Da die beiden Moglichkeiten dquivalent sind, d.h. auf gleiche Losungen fiihren, stellt sich die Fra-
ge, ob wir statt der Differentialgleichung auch direkt die Systemdarstellung in Frequenzbereich
analysieren konnen. Hierauf wollen wir uns im Folgenden konzentrieren. Vorneweg miissen wir

ein technisches Detail analysieren, ndmlich die Ausblendung der Zeit im Frequenzbereich.

3.2 Realisierbarkeit und Sprungfahigkeit

In der vorherigen Diskussion haben wir fiir ein System im Zeitbereich ein System im Frequenz-
bereich hergeleitet und fiir den LTI Fall auch zeigen konnen, dass dies immer moglich ist. Umge-
kehrt stellt sich die Fragen, ob wir fiir ein System im Frequenzbereich auch eines im Zeitbereich
finden konnen. Diese Frage ist deswegen relevant, weil wir Zeit im Frequenzbereich vollig aus-
blenden und rein auf algebraische GroBen abstellen. Daher kann es passieren, dass wir Systeme
konstruieren, die physikalisch nicht realisierbar sind. Dazu brauchen wir den Begriff der Sprung-
fahigkeit.

Definition 3.7 (Sprungfihigkeit).

Gegeben sei eine Transferfunktion G(s), die das System

9(s) = G(s) - a(s)

definiert. Dann heift das System sprungfdhig, wenn ein Sprung im Eingangssignal unverzogert

auf einen Sprung im Ausgangssignal tibertragen wird.

Die Sprungfihigkeit bzw. eigentlich die Nichtsprungfahigkeit ist fiir Realisierbarkeit von Syste-
men eine relevante Eigenschaft. Die Sprungfihigkeit ist ein Grenzfall. Unterhalb dieses Grenz-
falls wirken vergangene Eingangssignale auf den derzeitigen Systemzustand und damit auf den
aktuellen Ausgang, auch Kausalitit genannt. Oberhalb des Grenzfalls hingegen wirken zukiinf-
tige Eingangssignale auf den aktuellen Ausgang, man spricht von Nicht-Kausalitidt. Dies macht
physikalisch keinen Sinn, ist mathematisch aber formulierbar. Diese Formulierbarkeit werden wir
im weiteren Verlauf der Veranstaltung sehen, da es aus regelungstechnischer Sicht wiinschenswert

sein konnte, eine derartige Regelung zu entwerfen.
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Im Details wollen wir nun noch einmal auf die Nicht-Sprungfihigkeit eingehen:

Theorem 3.8 (Nicht-Sprungfihigkeit und Realisierbarkeit).

Eine Transferfunktion
G(s) = @ (3.9)
mit Polynomen z(s) und n(s) ist nicht sprungfiihig genau dann, wenn
grad(z(s)) < grad(n(s)). (3.10)
Eine Transferfunktion nennen wir realisierbar, wenn

grad(z(s)) < grad(n(s)). (3.11)

Beweis. Da das Zihlerpolynom eine kleineren Grad hat als das Nennerpolynom, existiert im
Zeitbereich eine Integratorkette. Somit kann ein Sprung am Eingang keinen Sprung am Ausgang
zur Folge haben sondern muss zeitlich integriert werden. In der Umkehrung gehen wir davon
aus, die Transferfunktion ist sprungfihig und dennoch gilt (3.10). Da wieder ein Integratorkette

existieren muss, ergibt sich ein Widerspruch. (]

An Theorem 3.8 erkennen wir einen Sonderfall, ndmlich die Mdoglichkeit einer realisierbaren

Sprungfihigkeit genau dann, wenn die Grade von Zahler- und Nennerpolynomen gleich sind.

Korollar 3.9 (Realisierbare Sprungfihigkeit)
Gilt fiir eine Transferfunktion (3.9), dass

grad(z(s)) = grad(n(s)), (3.12)

so ist diese sprungfdhig und realisierbar.

Beweis. Folgt aus Theorem 3.8. ]

Somit haben wir alle realisierbaren Transferfunktionen erfasst. Beachte, dass auf Grund der

Nicht-Kausalitit es nicht moglich ist, hohere Zihler- als Nennergrade zu erhalten.
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3.3 Darstellung
3.4 Charakterisierung von Systemen
3.5 Klassifikation von Ubertragungselementen

3.6 Frequenzganganalyse






LITERATURVERZEICHNIS

[1] DEUTSCHES INSTITUT FUR NORMUNG E.V.: DIN IEC 60050-351 Internationales Elek-
trotechnisches Worterbuch Teil 351: Leittechnik (IEC 60050-351:2014-09). Beuth, 2014.
http://dx.doi.org/10.31030/2159569

[2] FOLLINGER, O.: Regelungstechnik. 13. iberarbeitete Auflage. VDE-Verlag, 2022

[3] FORSTER, Otto: Analysis 2. Vieweg+Teubner, 2010. http://dx.doi.org/10.1007/
978-3-8348-8103-8_12

[4] LUNZE, J.: Regelungstechnik 1: Systemtheoretische Grundlagen, Analyse und Entwurf ein-
schleifiger Regelungen. 11. iberarbeitete und erginzte Auflage. Springer, 2016

[5] LUNZE, J.: Regelungstechnik 2: Mehrgrofiensysteme, Digitale Regelung. 9. liberarbeitete
Auflage. Springer, 2016

[6] SPOERL, Heinrich: Die Feuerzangenbowle: Eine Lausbiiberei in der Kleinstadt. Albert
Langen / Georg Miiller Verlag, 1933

[7] UNBEHAUEN, H.: Regelungstechnik I. Vieweg / Teubner, 2007

[8] UNBEHAUEN, H.: Regelungstechnik II. Vieweg / Teubner, 2007


http://dx.doi.org/10.31030/2159569
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-8348-8103-8_12
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-8348-8103-8_12

Jurgen Pannek

Institut fir Intermodale Transport- und Logistiksysteme
Hermann-Blenck-Str. 42

38108 Braunschweig




	Inhaltsverzeichnis
	Tabellenverzeichnis
	Abbildungsverzeichnis
	Verzeichnis von Definitionen/Theoremen
	1 Ziele und Systemeigenschaften
	1.1 Ziele der Regelungstechnik
	1.2 Grundlegende Begriffe

	2 Systeme im Zeitbereich
	2.1 Blockschaltbild
	2.2 Lösung von LTI Systemen
	2.3 Normalformen

	3 Systeme im Frequenzbereich
	3.1 Übertragungsfunktionen
	3.2 Realisierbarkeit und Sprungfähigkeit
	3.3 Darstellung
	3.4 Charakterisierung von Systemen
	3.5 Klassifikation von Übertragungselementen
	3.6 Frequenzganganalyse

	Literaturverzeichnis

