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AUFGABEN 1

Aufgabenstellungen

Aufeabe 1: Lage- und Streuungsparameter

Die Korpergroe L von 16 Personen wurde experimentell ermittelt. Dabei wurden die in Tabelle

1.1 zusammen gefassten Einzelmesswerte erhalten:

1,60 1,78 1,67 1,73 1,70 1,84 1,68 1,81

L/m

1,72 1,72 1,67 1,67 1,75 1,88 1,70 1,76

Tabelle 1.1: Korpergrofe L der untersuchten Personen

a) Bestimmen Sie zu obiger Messreihe die Lageparameter Modalwert, Median und
Mittelwert!

b) Bestimmen Sie zu obiger Messreihe die Streuungsparameter Spannweite, Quartilsabstand,

empirische Varianz und empirische Streuung!

Aufeabe 2: Histogramm

Im Rahmen einer Stichprobe werde eine ZufallsgroBe x 30-mal gemessen. Dabei werden die in

Tabelle 2.1 zusammen gefassten Einzelmesswerte beobachtet:

4,621 4,625 4,625 4,620 4,574 4,639
4,642 4,631 4,616 4,607 4,641 4,622
X 4,640 4,651 4,601 4,609 4,620 4,634
4,599 4,619 4,627 4,593 4,589 4,611
4,613 4,608 4,614 4,630 4,628 4,612

Tabelle 2.1: Stichprobe einer Zufallsgréfe x
a) Zeichnen Sie das Histogramm der Verteilung. Wihlen Sie dazu Klassenbreite und Klassen-
anzahl sinnvoll.

b) Zeichnen Sie basierend auf dem unter Aufgabenteil a) erstellten Histogramm die relative

Summenhiufigkeit der Verteilung.

¢) Schitzen Sie ausgehend von der obigen Stichprobe den Erwartungswert und die Standard-

abweichung der zugrunde liegenden Grundgesamtheit ab.

Aufeabe 3: Normalverteilte Messgrof3en

Bei der Untersuchung einer Population von Pantoffeltierchen der Art Paramecium biaurelia

wurde durch umfangreiche Messreihen festgestellt, dass die Linge L der Einzeller einer
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Normalverteilung mit einem Erwartungswert von g = 133,2um und einer Standard-
abweichung von o; = 4,6 pum geniigt.

a) Geben Sie an, wie viel Prozent aller Pantoffeltierchen bei der oben angegebenen

Verteilung eine Linge von L; < 145 pm aufweisen.

b) Geben Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dass bei einer Stichprobe die Lénge L eines

einzelnen Pantoffeltierchens im Bereich 130 pum < L; < 140 pm liegt!

c) Geben Sie an, wie viel Prozent aller Pantoffeltierchen bei den oben angegebenen

Parametern eine Lange im Bereich 128,6 ym < L; < 137,8 um aufweisen!

d) Welchen Wert miisste die Standardabweichung annehmen, damit bei gleichem

Erwartungswert 4, mindestens 80% der Pantoffeltierchen eine Lénge im Intervall

128,6 ym < L; < 137,8 um aufweisen?

e) Es werden nacheinander 20 Messreihen vom Stichprobenumfang n = 4 unter gleichen
Randbedingungen durchgefiihrt. Mit welcher Wahrscheinlichkeit fallen die dabei

errechneten Mittelwerte in den unter Aufgabenteil b) genannten Bereich?

Hinweis: Fiir alle Messgrofien kann eine Normalverteilung vorausgesetzt werden!

Aufeabe 4: Konfidenzintervall

Es werden 10 Wiederholungen einer Messung der Lange L durchgefiihrt. Dabei ergeben sich

die in Tabelle 4.1 aufgefiihrten Einzelmesswerte.

C e s e s e ] e s ]

L/ mm 117 ‘ 119 ‘ 116 ‘ 117 ‘ 115 ‘ 121 ‘ 132 ‘ 118 ‘ 125 ‘ 126

Tabelle 4.1: Stichprobe der Linge L
a) Schitzen Sie den Erwartungswert und die Standardabweichung der obiger Messreihe
zugrunde liegenden Grundgesamtheit ab!
b) Schiétzen Sie mit den Ergebnissen aus Aufgabenteil a) den Erwartungswert 4, mit einer
Aussagewahrscheinlichkeit von P = 95% (Signifikanzniveau a = 0,05) ab!

c) Wie viele Wiederholungen der Messung wéren erforderlich, um fiir das Konfidenzintervall

+3 mm eine statistische Sicherheit von 95% zu erreichen?

d) Angenommen, es wire bekannt, dass die Standardabweichung der zugrunde liegenden
Grundgesamtheit o= 5,5 mm betrdgt. Wie viele Wiederholungen der Messung werden
dann bendtigt, um fiir das Konfidenzintervall +3 mm eine statistische Sicherheit von 95%

zu erreichen?

Hinweis: Fiir alle Messgrofien kann eine Normalverteilung vorausgesetzt werden!
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Aufeabe 5: Abweichungsfortpflanzung

Es soll die Flidche A eines Rechtecks mit den Kantenldngen a und b ermittelt werden. Hierzu
werden a und b jeweils in mehreren Messungen bestimmt und das Konfidenzintervall ermittelt.

Es ergeben sich folgende vollstindige Messergebnisse fiir die Kantenldngen a und b:

a=15mm+ 0,2 mm; P =95%
b=10mm+ 0,1 mm; P = 95%

a) Geben Sie das vollstindige Messergebnis der Fliche A des Rechtecks einschlieflich der
wahrscheinlichen Abweichungsgrenzen fiir eine Aussagewahrscheinlichkeit von P = 95%

an!

Hinweis: Fiir alle Messgrofien kann eine Normalverteilung vorausgesetzt werden!

Aufeabe 6: Abweichungsfortpflanzung

In einem Unternehmen soll der Radius eines Zylinders mit einem Nenndurchmesser von
100 mm bestimmt werden. Dem Messtechniker des Unternehmens stehen hierzu zwei
Messmittel zur Verfligung. Zum einen kann der Durchmesser des Zylinders mit einem digitalen
Messschieber bestimmt werden, zum anderen kann eine spezielle Messvorrichtung mit einer 3-

Punkt-Antastung genutzt werden.

Der Messschieber ist in Abbildung 6.1 a
schematisch dargestellt. Da ein Messschieber

prinzipbedingt anfillig fiir den Abbefehler ist, i S—

da Messlinie und Antastlinie nicht fluchten,
fiihrt ein Winkelfehler des beweglichen b

Antastelements zu einer zuséitzlichen Mess-

unsicherheit. r

Fir kleine Winkel a ist der zu messende o

Radius r in guter Ndherung durch folgenden

Zusammenhang definiert: Abbildung 6.1: Messschieber

1
r=z(a—b-tana)
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Das Messgerit mit 3-Punkt-Antastung ist in
Abbildung 6.2 dargestellt. Die eigentliche

Antastvorrichtung  besteht aus  zwei

feststehenden, punktformigen Auflagern, die
zueinander den Abstand L haben. In der Mitte
zwischen diesen Auflagern befindet sich ein
Messtaster, der zur Messung auf die
Oberfldche abgesenkt wird. So kann das Mal3

h ermittelt werden, das den vertikalen

Abbildung 6.2: 3-Punkt-Antastung

Abstand zwischen der Verbindungslinie der

Auflager und dem Antastpunkt darstellt.
Der Radius 7 ist dabei durch folgenden Zusammenhang gegeben:

_h, 12
"T378n

Mit beiden Messmitteln wird der Radius bestimmt.
Die folgenden Werte fiir die Messung mit dem Messschieber sind bekannt:

Der Winkel a wird vom Hersteller mit @ = 0° + 0,05° mit P = 98% und sehr grolem n
angegeben. Die Léinge b entspricht etwa dem Radius r und betrdgt hier 50 mm % 0,5 mm bei
P = 98%. Die Liange a wurde in insgesamt 10 Messungen ermittelt. Es liegen die in Tabelle

6.1 dargestellten Einzelmesswerte vor.

e s e s e | ] e ] o]

a/mm| 100,02 ‘ 100,01 ‘ 99,98 ‘ 99,97 ‘ 100,01 ‘ 100,00 ‘ 99,98 ‘ 99,99 ‘ 100,02 ‘ 99,99

Tabelle 6.1: Messwerte der Linge a

Die folgenden Werte fiir die Messung mittels 3-Punkt-Antastung sind bekannt:

Der Abstand L wurde in 10 Messungen zu L = 25 mm % 0,004 mm bei P = 95% ermittelt.
Die Hohe h wird vom Messgerit ausgegeben und betrdgt h = 1,588 mm + 0,002 mm bei
P = 98%.

a) Untersuchen sie mittels einer Abweichungsrechnung, unter Verwendung welches
Messmittels sich der Radius des Zylinders zuverlédssiger — also mit geringerer Unsicherheit
— messen ldsst! Geben Sie fiir beide Messmethoden das vollstindige Messergebnis des
Radius r einschlieBlich der wahrscheinlichen Abweichungsgrenzen fiir eine Aussage-

wahrscheinlichkeit von P = 98% an!

Hinweis: Fiir alle Messgrofien kann eine Normalverteilung vorausgesetzt werden!
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Aufeabe 7: t-Test fiir Erwartungswert

Auf dem Miinchner Oktoberfest wird Wiesnwirt Alois verdédchtigt, die MaBkriige
(Nennmafl = 1000 ml) nicht ordnungsgemall auszuschenken. Daher wird von einem
Mitarbeiter des Ordnungsamtes anhand von 20 MaBkriigen eine Stichprobe der Fiillmenge V

durchgefiihrt. Es ergeben sich die in Tabelle 7.1 zusammen gefassten Messwerte.

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

V / ml 995 990 955 1005 980 975 1010 985 1000 980

i 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

V / ml 985 1020 | 965 1005 | 970 985 1000 | 1010 | 985 1000

Tabelle 7.1: Messwerte der Fiillmenge V

Aus langjahriger Erfahrung setzt der Mitarbeiter des Ordnungsamtes voraus, dass die Inhalte

der MaBlkriige normalverteilt sind.

a) Nach dem Grundsatz ,,im Zweifel fiir den Beklagten* wird folgende Hypothese formuliert:
,»Wirt Alois schenkt im Mittel mindestens 1000 ml je Mal} aus.” Ist anhand dieser
Stichprobe die Aussage mit einer statistischen Sicherheit von 95% gerechtfertigt?

Der Sohn von Wirt Alois studiert Wirtschaftsmathematik und mochte zur Ertragsoptimierung
im Bierzelt beitragen. Von seinem Vater erfahrt er, dass

= das Ordnungsamt bei Uberpriifungen stets eine Stichprobe vom Umfang n = 20 nimmt

und

= ein Bullgeld féllig wird, wenn mit statistischer Sicherheit von 97,5% der Erwartungswert
nicht bei 1000 ml oder dariiber liegt.

Seine eigene Beobachtung zeigt ihm, dass selbst bei routinierten Zapfern die

Standardabweichung stets > 20 ml ist.

Aus diesen Daten berechnet er seinem Vater die mittlere Fiillmenge je MaBkrug, bei der dieser

weniger ausschenkt als gefordert, aber gerade noch einer Strafe entgeht.

b) Wie groB ist dabei im Mittel die Fehlmenge je Mallkrug?

Hinweis: Fiir alle Messgrofien kann eine Normalverteilung vorausgesetzt werden!

Aufeabe 8: t-Test fiir Vergleich zweier Erwartungswerte

In einem Versuch wurden zwei Gruppen von jeweils n = 10 Schweinen gleicher Rasse mit
Futter unterschiedlichen Proteingehalts gemistet. Durch regelméfBige Messungen iiber einen
Zeitraum von drei Monaten wurde fiir jedes Tier die mittlere tigliche Gewichtszunahme Am

ermittelt. Dabei wurden die in Tabellen 8.1 und 8.2 eingetragenen Werte erhalten.
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c e s | s s e |8 o] w

Am /g | 707 ‘ 670 ‘ 677 ‘ 619 ‘ 648 ‘ 670 ‘ 622 ‘ 701 ‘ 626 ‘ 662

Tabelle 8.1: Gewichtszunahme Am in Gruppe 1 bei Futter mit hohem Proteingehalt

c e s | s s e |8 o] w

Am /g | 580 ‘ 665 ‘ 604 ‘ 677 ‘ 609 ‘ 627 ‘ 595 ‘ 638 ‘ 636 ‘ 625

Tabelle 8.2: Gewichtszunahme Am in Gruppe 2 bei Futter mit normalem Proteingehalt

a) Uberpriifen Sie, ob die mittlere tigliche Gewichtszunahme Am der Schweine in Gruppe 1,
welche Futter mit hohem Proteingehalt erhalten haben, statistisch signifikant
(Signifikanzniveau a = 0,025) hoher ist, als die Gewichtszunahme der Schweine in
Gruppe 2! Geben Sie hierbei explizit an, welche Art von t-Test durchzufiihren ist und wie

die Hypothese H, sowie die Gegenhypothese H; lauten!

Hinweis: Fiir alle Messgrofien kann eine Normalverteilung vorausgesetzt werden!

Aufeabe 9: t-Test fiir verbundene Stichproben

Es soll die Wirkung zweier Schlafmittel miteinander vergleichen werden. Dazu wurde die
schlafverlingernde Wirkung AT (in Stunden) der Schlafmittel A und B an n = 10 Probanden
in zwei aufeinanderfolgenden Néachten untersucht. Die Urliste in Tabelle 9.1 enthilt die

Messwerte der n = 10 Testpersonen.

Testperson i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
AT, /h 1,9 0,8 1,1 0,1 -0,1 4,4 55 1,6 4,6 3,4
ATg / h 0,7 -16 | 0,2 | 1,2 | -0,1 3,4 3,7 0,8 0,0 2,0

Tabelle 9.1: Schlafverlingernden Wirkungen der Mittel A und B

Es soll gepriift werden, ob sich die schlafverldingernde Wirkung der beiden Schlafmittel auf

einem Signifikanzniveau von @ = 0,05 unterscheidet.

a) Welcher Test ist geeignet, das Problem zu 16sen?

b) Miissen wir eine einseitige oder zweiseitige Hypothese stellen? Warum?
¢) Priifen Sie die Hypothese durch Anwendung des Tests!

Hinweis: Fiir alle Messgrofien kann eine Normalverteilung vorausgesetzt werden!

Aufeabe 10: Chi2-Test auf Normalverteilung

Aus einer laufenden Fertigung fiir Rundstédbe wird eine Stichprobe vom Umfang n = 125

entnommen, um die Lange der Rundstébe zu ermitteln.
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Die 125 Einzelmesswerte wurden zu dem Histogramm in Tabelle 10.1 zusammengefasst.

Klasse, x / mm Haufigkeit
221,0<x <2211 1
221,1 <x<221,2 1
2212 <x <2213 2
221,3<x <2214 9
2214 <x <2215 15
221,5 <x <2216 22
221,6 <x <2217 30
221,7 < x <2218 27
2218 <x <2219 9
2219 <x <2220 6
222,0 <x 3

Tabelle 10.1: Histogramm der Linge von n = 125 Rundstdben

Der Mittelwert der Stichprobe betrdgt: x = 221,63 mm

Die Streuung der Stichprobe betrégt: S =0,183 mm

a) Priifen Sie, ob die Linge der gefertigten Rundstédbe mit einer statistischen Sicherheit von

95% normalverteilt ist!

Aufeabe 11: Chi2-Test auf Gleichverteilung

Ein sogenannter ,fairer Wiirfel” zeichnet sich dadurch aus, dass alle Augenzahlen mit der
gleichen Wahrscheinlichkeit geworfen werden. Da Sie in der letzten Zeit beim ,,Mensch-
Argere-Dich-Nicht“-Spiel etwas das Gliick verlassen hat, mdchten Sie iiberpriifen, ob ihr
sechsseitiger Wiirfel denn auch ein ,,fairer Wiirfel* ist. Hierzu filhren Sie 300 Wiirfe aus und

erhalten die in Tabelle 11.1 zusammen gefassten Haufigkeiten fiir die Augenzahlen 1 bis 6.

Augenzahl

1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘ 5 ‘ 6

Héiuﬁgkeit| 42 ‘ 51 ‘ 56 ‘ 48 ‘ 52 ‘ 51
Tabelle 11.1: Gewiirfelte Haufigkeiten der Augenzahlen 1 bis 6

a) Untersuchen Sie mittels eines geeigneten statistischen Tests, ob der Wiirfel auf einem

Signifikanzniveau von a = 0,05 als ,,fair* bezeichnet werden kann!
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Aufeabe 12: Lineare Regression

Die Kapazitit handelsiiblicher Kondensatoren ist in nicht unerheblichem Malle von der
Umgebungstemperatur T abhéngig. Die tatsdchliche Kapazitit C ergibt sich aus der Nenn-
kapazitit Cy bei T, = 20°C, dem Empfindlichkeitskoeffizienten a, und der Umgebungstempe-

ratur T gemiB folgendem Zusammenhang:
C=Co-(1+a. (T—Typ)

Um diesen Effekt bei der Auslegung von Schaltungen in angemessener Weise beriicksichtigen
zu konnen, soll nachfolgend der Empfindlichkeitskoeffizient a. fiir eine bestimmte Kondensa-
torbauart experimentell ermittelt werden. Hierzu wird eine Messreihe vom Umfang n = 8
durchgefiihrt, bei welcher in einem geregelten Warmeschrank bestimmte Temperaturen ange-
fahren und die sich einstellenden Kapazititen C gemessen werden. Hierbei ergeben sich die in
Tabelle 12.1 aufgefiihrten Einzelmesswerte.

T /°C | 0 | 5 | 10 | 15 | 20 | 25 ‘ 30 ‘ 35

C/nFl 71,34 ‘ 70,51 ‘ 69,72 ‘ 68,84 ‘ 68,05 ‘ 67,19 ‘ 66,34 ‘ 65,42

Tabelle 12.1: Anderung der Kapazitit C in Abhdingigkeit der Temperatur T

Der untersuchte Kondensator weist eine Nennkapazitidt von Cy = 68 nF auf. (Anm.: Dieser

Wert kann als exakt angesehen werden.)

a) Bestimmen Sie mittels linearer Regression den Empfindlichkeitskoeffizienten a,. des
untersuchten Kondensators einschlieBlich der wahrscheinlichen Abweichungsgrenzen auf

einem Signifikanzniveau von = 0,05!

b) Zum Aufbau eines Schwingkreises wird ein baugleicher Kondensator (identische Tempe-
raturabhéngigkeit wie unter Aufgabenteil a) ermittelt) mit einer Nennkapazitit von
Co = 47 nF bei Ty = 20°C (Anm.: Dieser Wert kann als exakt angesehen werden) in ein
temperaturstabilisiertes Gehduse eingebaut, in welchem sich nach ldngerem Betrieb eine
Temperatur von T = 27,5°C einstellt. Geben Sie die unter diesen Bedingungen
resultierende Kapazitit C des Kondensators einschlieBlich des zugehdrigen Vertrauens-

bereichs fiir eine Aussagewahrscheinlichkeit von P = 98% an!

Hinweis: Fiir alle Messgrofien kann eine Normalverteilung vorausgesetzt werden!
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Aufeabe 13: Einfache Varianzanalyse (ANOVA)

Im Rahmen eines Feldversuchs soll die Wirksamkeit zweier Fungizide A und B gegen den
pflanzenpathogenen Pilz Septoria nodorum untersucht werden. Hierzu wurde auf jeweils 8
Parzellen entweder kein Fungizid (Behandlungsindex 1), das Fungizid A (Behandlungsindex 2)
oder das Fungizid B (Behandlungsindex 3) ausgebracht und nach der vorgesehenen Wachs-
tumsdauer fiir jede Parzelle die mittlere Anzahl der Sporenlager pro cm? Blattfliche ermittelt.

Dabei wurden die in nachfolgender Tabelle 13.1 zusammengefassten Daten ermittelt.

Parzelle

1 2 3 4 5 6 7 8

2
s | Sporenlagerprocm®l s o | 54 | 34 | 5o | 38 | 62 | 47 | 50
ohne Fungizid

2
Sporenlagerprocm*| 45 | 54 | 35 | 38 | 33 | 55 | 29 | 31
mit Fungizid A

Behandlung
N

2
3 Sporgnlager_ pro cm 34 2.3 26 42 2.0 4,8 2,9 3,1
mit Fungizid B

Tabelle 13.1: Mittlere Anzahl der Sporenlager pro cm? Blattfliche

a) Untersuchen Sie mittels einfacher Varianzanalyse, ob auf einem Signifikanzniveau von
a = 0,05 davon ausgegangen werden kann, dass mindestens eines der Fungizide eine

Wirksamkeit gegeniiber dem Wachstum von Septoria nodorum aufweist!
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Kurzfragen

1.

10.

11.

Erldutern Sie den Unterschied zwischen intensiven und extensiven Gréfen! Nennen Sie
jeweils eine intensive und eine extensive Grundgrofle des SI-Systems!

Nennen Sie alle GrundgroBen des SI-Systems sowie ihre Einheiten und Einheitenzeichen!

Erldutern sie die drei nachfolgend genannten Begriffe und nennen Sie zu jedem davon ein
Beispiel!

a) direkte Messmethode im engeren Sinne

b) direkte Messmethode im erweiterten Sinne

c) indirekte Messmethode

Auf einer zukiinftigen Marsmission soll den Astronauten eine Waage mitgegeben werden,
um vor Ort die Masse von fiir den Transport zur Erde bestimmten Gesteinsproben ermitteln
zu konnen. Im Auftrag der ESA sollen Sie analysieren, welche Grundprinzipien von
Waagen fiir diesen Zweck einsetzbar sind. Thre GroBmutter schldgt vor, hierfiir eine
Balkenwaage und einen Satz kalibrierter Massestiicke einzusetzen, wie sie dies noch aus
ihrer Jugend vom Wochenmarkt kennt. Geben Sie an, ob eine derartige Wégeanordnung
auf dem Mars bei sachgeméfBer Verwendung eine prizise Massebestimmung erwarten
lasst! Begriinden Sie Thre Antwort!

Woran kann man die Sprungantwort eines linearen Systems 1. Ordnung sicher von der
eines linearen Systems 2. Ordnung unterscheiden?

Skizzieren Sie in einem gemeinsamen Diagramm fiir die drei nachfolgend genannten Fille
a) bis c) eines linearen Systems 2. Ordnung jeweils qualitativ die Sprungantwort! Achten
Sie dabei auf eine eindeutige Zuordnung der Kurven zu den genannten Fallen!

a) Die Dampfung D ist deutlich groBer als 1.
b) Die Ddmpfung D ist gleich 1.
c) Die Dampfung D ist deutlich kleiner als 1.

Erlautern Sie den Begriff Reprisentativititsfehler und nennen Sie ein Beispiel!
Erldutern Sie, was unter der Hysterese eines Messgerdtes zu verstehen ist!

Skizzieren Sie das allgemeine Blockschaltbild eines fehlerbehafteten Messsystems und
benennen Sie die verschiedenen Storeinfliisse!

Die Wechselwirkung zwischen Messeinrichtung und Messobjekt fiihrt stets zu
Messabweichungen. Wir haben drei Moglichkeiten diskutiert, mit der Abweichung
umzugehen. Welche sind das?

Geben Sie die verschiedenen Storungsarten an, die von auflen auf ein Messsystem
einwirken kdnnen.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

Bei einer Kompensationswaage wird mit einem Elektromagneten eine Kraft auf die
Waagschale ausgeiibt, die entgegengesetzt gleich der Gewichtskraft des Massenstiickes ist.
Die dazu erforderliche Stromstirke ist ein Mal} fiir die Kraft. Man stellt fest, dass das
Messergebnis vom herrschenden Luftdruck abhingt.

a) Was ist die Ursache?
b) Um welche Art Storeinfluss handelt es sich?

Ist die Aussage ,,Die Messunsicherheit kann beliebig klein gemacht werden, wenn man
geniigend viele Wiederholungen der Messung durchfiihrt™ richtig? Begriinden Sie Thre
Aussage!

Formulieren Sie das Abtasttheorem nach Shannon!

Erldautern Sie, was darunter zu verstehen ist, dass es sich bei dem Abtasttheorem nach
Shannon um eine hinreichende, aber nicht notwendige Bedingung handelt!

Skizzieren Sie anhand eines Sinussignals exemplarisch, wie es durch Verletzung des
Abtasttheorems nach Shannon zu einer fehlerhaften Rekonstruktion des Ursprungssignals
kommen kann!

Ein Rechtecksignal mit einer Periodendauer von 5 ms werde mit einer Abtastrate von
1 kHz digitalisiert. Geben Sie an, ob in diesem Fall das Abtasttheorem nach Shannon
erfiillt ist! Begriinden Sie Ihre Antwort!



LOSUNGEN 13

Losungen

Losung zu Aufgabe 1: Lage- und Streuungsparameter

a) Lageparameter:
Zunichst werden die gegebenen Messwerte in aufsteigender Reihenfolge sortiert:

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
L/m 1,60 1,67 1,67 1,67 168 1,70 1,70 1,72 1,72 1,73 1,75 1,76 1,78 1,81 1,84 1,88

Der Modalwert oder Modus ist der Wert oder sind die Werte mit der grofiten Hdufigkeit.

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

L/m 1,60 | 1,67 1,67 1,67 ] 168 1,70 1,70 1,72 1,72 1,73 1,75 1,76 1,78 1,81 1,84 1,88

Im vorliegenden Fall hat der Wert 1,67 m mit n = 3 die grof3te Haufigkeit.
= Modalwert: 1,67 m

Der Medianwert halbiert die Stichprobe, d.h. mind. 50% aller Werte sind kleiner oder gleich
dem Medianwert und mind. 50% aller Werte sind grofser oder gleich dem Medianwert.

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
L/m 1,60 1,67 1,67 167 1,68 1,70 1,70 1,72 ¢ 1,72 1,73 1,75 1,76 1,78 1,81 1,84 1,88

Im vorliegenden Fall betragen die Werte unterhalb und oberhalb der Mitte je 1,72 m.
= Median: 1,72 m

Der arithmetische Mittelwert stellt den Durchschnitt der betrachteten Werte dar. Fiir den

Mittelwert X von n Messwerten gilt der folgende Zusammenhang:

Z?=1 Xi

n

X =

Mit den vorliegenden Werten ergibt sich:

n=16

16

le- = 27,68 m

i=1

27,68 m

X = T =173 m

= Mittelwert: 1,73 m
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b) Streuungsparameter:
Die Spannweite ist die Differenz zwischen dem kleinsten und grofsten Wert.

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

L/m | 160 ] 1,67 1,67 167 168 1,70 1,70 1,72 1,72 1,73 1,75 1,76 1,78 181 184 ] 1,88

Im vorliegenden Fall betrdgt der kleinste Wert L,,;, = 1,60 m und der grofite Wert betrigt
Linax = 1,88 m.
AL = Liax — Liin

= Spannweite: 0,28 m

Bei Quartilen handelt es sich um jene drei Werte, die jeweils ein Viertel einer Verteilung
abtrennen. Der Quartilsabstand ist der Abstand zwischen dem ersten und dem dritten Quartil.

In ihm liegen die mittleren 50% der Messwerte.

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
L/m 1,60 1,67 1,67 1,67 168 1,70 1,70 1,72 § 1,72 1,73 1,75 1,76 § 1,78 1,81 1,84 1,88
1. Quartil 2. Quartil 3. Quartil

Im vorliegenden Fall ist es zweckmifBig, jeweils die Mitte zwischen den angrenzenden Werten

als Quartile zu verwenden.

1,67 m+ 1,68 m

1. Quartil: > = 1,675 m
3. Quartil: 270 m;r L78m 77 m

AL =177 m— 1,675 m = 0,095 m

= Quartilsabstand: 0,095 m

Die empirische Varianz ist ein Maf fiir die Abweichung der FEinzelwerte von ihrem

gemeinsamen Mittelwert. Fiir die empirische Varianz S* von n Messwerten gilt der folgende

Zusammenhang:
SZ — Z?:l(xl - f)z
n—1

Mit den vorliegenden Werten ergibt sich:
n=16

Xx=173m (siche oben)
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16
Z(xi —%)2 =0,077 m?
i=1

0,077 m?
15

52 = 0,00513 m?

= empirische Varianz: 0,00513 m?

Die empirische Streuung S ist die Wurzel der empirischen Varianz S*:

S = +4/52

Mit dem oben berechneten Wert der empirischen Varianz S? ergibt sich:

S =+4/0,00513 m? ~ 0,07165 m

= empirische Streuung: 0,07165 m

Losung zu Aufgabe 2: Histogramm

a) Histogramm der Verteilung:
Zunichst werden die gegebenen Messwerte in aufsteigender Reihenfolge sortiert:

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
x 4,574 4,589 4,593 4,599 4,601 4,607 4,608 4,609 4,611 4,612 4,613 4,614 4,616 4,619 4,620
i 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
x 4,620 4,621 4,622 4,625 4,625 4,627 4,628 4,630 4,631 | 4,634 4,639 4,640 4,641 4,642 4,651

Damit ein Histogramm aussagekrdftig wird, muss die Klassenbreite geeignet gewdhlt werden.
Als Richtwert sollte man den Wertebereich in mindestens \'n gleich grofe Teile aufieilen.

Damit ergibt sich fiir die Klassenanzahl k die Forderung:
k>+n

Mit n = 30 lautet diese Forderung im vorliegenden Fall also:
k =30 ~ 5,477

Da die Klassenanzahl k ganzzahlig sein muss, wird also gefordert:
k>6

Der von den Klassen des Histogramms umfasste Wertebereich muss alle Einzelwerte der
Messreihe einschlieBen. Eine Abschidtzung der Klassenbreite Ax kann daher mit Hilfe der
minimalen Klassenanzahl k sowie der Spannweite der Verteilung als Differenz von kleinstem

Wert x; . und grofitem Wert x; _ gemaB folgender Gleichung vorgenommen werden:
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Ax < ximax B ximin
- k

Aus den vorliegenden Messwerten ergibt sich:

X, = 4,574
X, = 4,651

4,651 — 4,574 ,
Ax < - =0,01283

Um die Erstellung des Histogramms zu erleichtern, ist es sinnvoll, die so berechnete

Klassenbreite auf einen sinnvollen Wert zu runden. Im vorliegenden Fall wihlen wir:
Ax = 0,01
Als Anfangswert x, des Histogramms, d.h. als Untergrenze der ersten Klasse, wird ein Wert
gewihlt, fiir den gilt:
Xo < X,
Im vorliegenden Fall bietet es sich an, den Wert von x; . auf den Wert x, = 4,57 abzurunden.

Nun werden alle Messwerte x; jeweils jener Klasse m zugeordnet, innerhalb deren
Klassengrenzen sie ihrem Wert nach liegen. Ein Messwert x; wird also der Klasse m
zugeordnet, wenn gilt:

Xm < Xi < X1
Die Klassengrenzen ergeben sich dabei ausgehend vom Anfangswert x, zu ganzzahligen
Vielfachen der Klassenbreite Ax:

Xy = Xo +m-Ax mit m € {0,1,2, ..., k}
Es ergeben sich somit die in der 1. Spalte der Tabelle 2.1 aufgefiihrten Klassengrenzen sowie
die in der 2. Spalte aufgetragenen absoluten Haufigkeiten An,,.
In dem zu erstellenden Histogramm soll die Fldche der einzelnen Balken als MaB fiir die relative
Haufigkeit MT’" innerhalb der jeweiligen Klasse m dienen.
Daher werden die ermittelten absoluten Héufigkeiten An,, zunichst auf den Gesamtumfang

n = 30 der Messreihe bezogen, wodurch sich die in der 3. Spalte der Tabelle 2.1 eingetragenen

Zahlenwerte ergeben.
Die fiir die Erstellung des Histogramms benétigte Balkenhohe ergibt sich, indem die relative
Haufigkeit durch die Klassenbreite Ax dividiert wird. Das so erhaltene Mal} % wird als

relative Haufigkeitsdichte 4, bezeichnet. Die entsprechenden Zahlenwerte sind in der 4. Spalte

der Tabelle 2.1 eingetragen.
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Tabelle 2.1: Daten zur Erstellung des Histogramms

m
A A An
Klasse An,, 2ltm fim —
n n-Ax e~ N
4,57 < x; < 4,58 1 0,033 3,33 0,033
4,58 < x; < 4,59 1 0,033 3,33 0,066
4,59 < x; < 4,60 2 0,066 6,66 0,133
4,60 < x; < 4,61 4 0,133 13,33 0,266
4,61 < x; < 4,62 8 0,266 26,66 0,533
4,62 < x; < 4,63 7 0,233 23,33 0,766
4,63 < x; < 4,64 4 0,133 13,33 0,9
4,64 < x; < 4,65 2 0,066 6,66 0,966
4,65 < x; < 4,66 1 0,033 3,33 1
> 30 !
Das resultierende Histogramm ist nachfolgend dargestellt:
30
T 25 /
5 20 ///
2
5 15 -
[ 10 // /
4,57 4,58 4,59 4,60 4,61 4,62 4,63 4,64 465 4,66

Klassen ——

Wie anhand der in Tabelle 2.1 aufgefiihrten Werte tiberpriift werden kann, ist die Flache unter

dem Histogramm, also die Summe der relativen Haufigkeiten, stets gleich 1.
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Prinzipiell ist es nicht erforderlich, dass alle Klassen des Histogramms die gleiche Breite Ax

aufweisen. Ist dies jedoch wie in obigem Beispiel der Fall, ist die relative Haufigkeitsdichte der
absoluten Haufigkeit proportional, da der Faktor ﬁ konstant ist. Abgesehen von der

Beschriftung der y-Achse zeigt das Histogramm daher dasselbe Erscheinungsbild, wenn die
absoluten Haufigkeiten innerhalb der einzelnen Klassen als Balkenhdhen aufgetragen werden
(vgl. obige Abbildung).

b) relative Summenhiufigkeit der Verteilung:

Die relative Hdufigkeit aller Messwerte x; mit X; < X141 Wird als relative Summenhdufigkeit
S bezeichnet:

m mA
n
5,,,=th-Ax= S

Die Summation liefert fiir die vorliegende Verteilung die in der 5. Spalte der Tabelle 2.1
eingetragenen Zahlenwerte. Eine grafische Darstellung der relativen Summenhaufigkeit liefert
nachfolgende Abbildung.

1,2

-
I

0,8

0,6

0,4

4,57 4,58 4,59 4,60 4,61 4,62 4,

Klassen —

relative Summenhaufigkeit —»

-
_
-

-

-]
-}
@

»
-3
&
S
-2}
3
Y
o

,66

¢) Schitzung von Erwartungswert und Standardabweichung der Grundgesamtheit

Bei der obigen Messreihe handelt es sich um eine Stichprobe vom Umfang n. Eine Stichprobe
wird stets aus einer groferen Menge von Entititen, der sogenannten Grundgesamtheit,
entnommen. In Abhéngigkeit vom Stichprobenumfang n wird die Stichprobe ein mehr oder
weniger prazises Abbild der Verteilung der Grundgesamtheit liefern. Bei hinreichend grof3
gewidhltem Stichprobenumfang n wird die Stichprobe reprédsentativ fiir das statistische

Verhalten der zugrundeliegenden Grundgesamtheit. Im Histogramm &uflert sich dies
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beispielsweise dadurch, dass sich bei einer weiteren Erhohung des Stichprobenumfangs n die
Form des Histogramms nur noch geringfiigig dndert.

Entsprechend kann eine Stichprobe dazu genutzt werden, die Lage- und Streuungsparameter
der Verteilung der ihr zugrundeliegenden Grundgesamtheit abzuschitzen. Zu den Parametern
Erwartungswert u und Standardabweichung o der Grundgesamtheit stellen der arithmetische
Mittelwert X und die empirische Streuung S einer aus ihr entnommenen Stichprobe die besten

Schatzwerte dar.

Der arithmetische Mittelwert X von n Messwerten errechnet sich gemdys:

Z?=1 Xi

n

X =

Die empirische Streuung S von n Messwerten errechnet sich gemdfs:

oy [BaCn =D
n—1

Im vorliegenden Fall ergibt sich:
X = 4,6187
S ~0,01709

Da es sich bei den so berechneten Werten wie erwihnt nur um Schétzwerte fiir 4 und o handelt,
stellt sich die Frage nach der Giite bzw. Unsicherheit dieser Schitzung. Ein Mal} fiir die
Unsicherheit dieser (besten) Schiatzwerte liefert das sogenannte Konfidenzintervall, welches
unter anderem vom Stichprobenumfang n abhéngt. Die Bestimmung dieses Konfidenz-

intervalls wird im Rahmen nachfolgender Ubungsaufgaben behandelt.

Losung zu Aufgabe 3: Normalverteilte Messgrofien

a) Anteil der Pantoffeltierchen mit L; < 145 pm:

Die Wahrscheinlichkeit P(x; < x < x,) dafiir, dass ein Messwert x im Intervall x; < x < x,
liegt, kann durch das Integral
X2

no° n

*2 ~ An
P(x; <x<xy) = f h(x)dx = lim —
X1

X1

berechnet werden. Dies ist die Fldche unter der Kurve h(x) im Intervall (x; < x < x5).

Die Fliche unter der gesamten Kurve ist wie die Fldche unter dem Histogramm gleich 1, d.h.:
P(—oo<x <) =1

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion oder Verteilungsfunktion P(x) gibt die Wahrscheinlichkeit

dafiir an, dass ein Messwert x4 kleiner oder gleich einer Schranke x ist.
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P(x) =P(x,<x) = fx h(x,)dx,

Im vorliegenden Fall handelt es sich bei der Verteilungsdichtefunktion um eine Gaul3sche
Normalverteilung mit einem  Erwartungswert von x4 =133,2pum und einer

Standardabweichung von o = 4,6 pum.
In Aufgabeteil a) ist nun die Wahrscheinlichkeit fiir den Fall gesucht, dass ein Messwert x,

kleiner oder gleich der Schranke x = 145 pm ist. Entsprechend obiger Notation suchen wir
also die Wahrscheinlichkeit P(x) fiir den Fall x = 145 pm:

P(145 uym) = P(x, < 145 ym) =7

Die nachfolgende Abbildung veranschaulicht die Problemstellung. Die schraffierte Fliche
kennzeichnet darin das Integral unter der Verteilungsdichtefunktion der gegebenen GaulB3schen

Normalverteilung in den Grenzen von —oo bis x = 145 pm.

0,09

0.08- %
= / _ Ny

115,00 120,00 125,00 130,00 135,00 140,00 145,00 ., 150,00
X —>

o o

o o

(o] ~
| |

Verteilungsdichte h(x) —»
(=}
(=)
T

U

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion P(x) der Gaufisschen Normalverteilung ist nicht als
geschlossene Funktion darstellbar. Sie ist als grafische Darstellung bzw. tabellarisch in

statistischen Handbiichern zu finden.

Entsprechende Tabellen liegen naturgemif jedoch nicht fiir die jeweilige Normalverteilung mit
speziellen Werten von Erwartungswert und Standardabweichung vor. Stattdessen geben diese
Tabellen die Wahrscheinlichkeitsfunktion P(x) in normierten Koordinaten an. Die
entsprechend normierte Gau3sche Normalverteilung weist die Parameter ¢ = 0 und o = 1 auf

und wird als standardisierte Normalverteilung bezeichnet.

Um anhand einer derartigen Tabelle Aussagen iiber die in dieser Aufgabe betrachtete
Verteilung treffen zu konnen, muss also eine entsprechende Normierung vorgenommen
werden. Anschaulich entspricht dies der Anwendung einer Berechnungsvorschrift, welche die

gegebene Normalverteilung der GréBe x in eine standardisierte Normalverteilung der Grofe z
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transformiert. In nachfolgender Abbildung sind die beiden Verteilungen — die standardisierte
Normalverteilung mit 4 = 0 und o = 1 sowie die betrachtete spezielle Normalverteilung mit

1 = 133,2und 0 = 4,6 — in einem gemeinsamen Diagramm aufgetragen.

0,45 1
0,4 -
0,35
. 0.3 7 u=0;0=1
£3 e
e
o 0,254
<
S
©
@ 02
c
3
L 0,151
()
>
0,1 -
u=133,2;6=4,6
0,05
0 J I k |

| I I | I I I | I I | I | I I I

20 -10 O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160

z—» X — »
Um nun die spezielle Normalverteilung in eine standardisierte Normalverteilung zu
transformieren, muss erstens eine Verschiebung um —u und zweitens eine Stauchung um den
Faktor 1/0 vorgenommen werden. Die transformierte Koordinate z der standardisierten
Normalverteilung ergibt sich aus der Koordinate x der speziellen Normalverteilung also gemal
folgendem Zusammenhang:

X—H

7 =
o

Im vorliegenden Fall wird also zu der, der x-Koordinate entsprechenden, oberen Lénge L; =
145 pm die entsprechende, auf die standardisierte Normalverteilung bezogenen z-Koordinate

gesucht. Mit den bekannten Parametern u = 133,2 und o = 4,6 der vorliegenden Verteilung

ergibt sich daher:
_ 145-133,2 256522
zZ = 4,6 ~ &,

Da in der uns zur Verfiigung stehenden Tabelle der Summenfunktion der standardisierten
Normalverteilung (sieche Ubungsskript S. 78) die Schrittweite der eingetragenen z-Werte Az =

0,01 betrégt, ist es sinnvoll, die berechneten z-Werte auf zwei Nachkommastellen zu runden.
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Es folgt somit:
z =257

Zu diesem z-Wert gilt es nun, aus der besagten Tabelle die relative Summenhéufigkeit ®(z) zu
ermitteln. Die von uns genutzte Tabelle weist in Zeilenrichtung eine Schrittweite von Az = 0,1
und in Spaltenrichtung eine Schrittweite von Az = 0,01 auf. Der gesuchte Wert ®(z) befindet
sich an der Position innerhalb der Tabelle, fiir welche die Summe aus dem am Zeilenanfang
und dem am Spaltenanfang verzeichneten z-Werten dem vorliegenden z-Wert entspricht

(vergleiche hierzu auch das Ablesebeispiel im Kopf der Tabelle).

Im vorliegenden Fall finden wir den Wert ®(z = 2,57) am Schnittpunkt der Zeile mit dem
Wert 2,5 und der Spalte mit dem Wert 0,07. Der dort verzeichnete Wert der Summenfunktion

lautet:
®d(z = 2,57) = 0,994915

Dieser Zahlenwert gibt wie eingangs erldutert eine Wahrscheinlichkeit an. Als prozentuale

Wabhrscheinlichkeit ausgedriickt, entspricht dieses Ergebnis daher:
®d(z =2,57) =99,4915%
Die Antwort auf die eingangs gestellte Frage lautet somit:

Bei den vorgegebenen Verteilungsparametern weisen rund 99,49% aller
Pantoffeltierchen eine Léinge von L; < 145 pm auf!

b) Wabhrscheinlichkeit fiir ein Pantoffeltierchen mit 130 pm < L; < 140 pm:

In Aufgabeteil b) ist nun die Wahrscheinlichkeit fiir den Fall gesucht, dass ein Messwert x,
groBBer oder gleich einer unteren Schranke von x,, = 130 pm und kleiner oder gleich einer

oberen Schranke von x, = 140 pm ist:
Pxy <xq<x,)=7?

oder mit den vorliegenden Zahlenwerten:
P(130 pm < x; < 140 um) =?

Wie anschaulich nachvollziehbar ist, ldsst sich die gesuchte Wahrscheinlichkeit dadurch
ermitteln, dass zunichst separat die Wahrscheinlichkeiten fiir die beiden Fille ermittelt werden,
dass ein Messwert x, kleiner oder gleich der oberen Schranke bzw. kleiner oder gleich der
unteren Schranke ist und anschliefend die Differenz dieser beiden Wahrscheinlichkeiten

ermittelt wird. Wir konnen also allgemein schreiben:
P(xy < xq < x,) = P(x,) — P(xy,)
Mit den vorgegebenen Zahlenwerten ergibt sich also:

P(130 pm < x,; < 140 um) = P(x, < 140 pm) — P(x, < 130 pum)
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Die nachfolgende Abbildung veranschaulicht diesen Ldsungsansatz. Die blau schraffierte
Flache kennzeichnet darin das Integral unter der Verteilungsdichtefunktion der gegebenen
Gauf3schen Normalverteilung in den Grenzen von —oo bis x, = 140 pm, die rot schraffierte

Flache entspricht dem Integral in den Grenzen von —oo bis x,, = 130 pm.
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Die Berechnung der Wahrscheinlichkeiten P (x,) und P (x, ) erfolgt analog zu Aufgabenteil a).
Fiir die obere Schranke x, = 140 um ergibt sich daher:

X, — 140 — 133,2
= =
o Zo 46

~ 1,48

Fiir die untere Schranke x,, = 130 pm gilt entsprechend:

X, — U 130 — 133,2
= = "
o Zu 46

-0,67

Aus der Tabelle der Summenfunktion der standardisierten Normalverteilung erhalten wir die

zur oberen Schranke z, gehorige Summenhéufigkeit:
®(z, = 1,48) = 0,930563

Zu der unteren Schranke finden wir in der Tabelle zunichst keinen passenden Wert, da die
Tabelle nur die Summenhéufigkeiten fiir z-Werte im Bereich von 0 bis 2,99 auflistet. Da es
sich bei der zugrundeliegenden Verteilungsdichtefunktion der standardisierten Normal-
verteilung jedoch um eine zur Koordinate Null symmetrische Funktion handelt, lassen sich
durch Ausnutzung der Symmetrie daraus auch die Summenhaufigkeiten fiir z-Werte im Bereich

von - 2,99 bis 0 ableiten. Wie im Kopf der Tabelle aufgefiihrt, gilt die Symmetriebedingung:
D(z2)=1—-D(—2)
Fiir den vorliegenden Wert von z,, = —0,67 gilt also:

®(—0,67) =1 — (0,67)
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Mit Hilfe der Tabelle ergibt sich somit:
®(z, = —0,67) =1-10,748571 = 0,251429
Die gesuchte Wahrscheinlichkeit P(130 pm < x, < 140 um) ergibt sich damit zu:

P(130 pm < x, < 140 pm) = ®(z,) — P(z,)
= 0,930563 — 0,251429
=0,679134
=6791%
Die Antwort auf die eingangs gestellte Frage lautet somit:

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass bei einer Stichprobe die Linge eines einzelnen
Pantoffeltierchens im Bereich 130 pm < L; < 140 pm liegt, betrigt rund 67,91%!

¢) Anteil der Pantoffeltierchen im Bereich 128,6 pm < L; < 137,8 pm:

Prinzipiell ldsst sich Aufgabenteil ¢) rechnerisch analog zu Aufgabenteil b) 16sen. Bei den
gegebenen Werten bietet sich jedoch eine ,.elegantere Losung an, welche eine explizite

Berechnung iiberfliissig macht.

Es féllt auf, dass das betrachtete Intervall [128,6 um; 137,8 um] symmetrisch zum
Erwartungswert der vorgegebenen Verteilung von x# = 133,2 um liegt, und dass ferner die
Intervallgrenzen um den Betrag der Standardabweichung von o = 4,6 um gegeniiber dem

Erwartungswert verschoben sind.

[128,6 um; 137,8 um] = [133,2 um — 4,6 pum; 133,2 um + 4,6 pm]
Allgemein ldsst sich das Intervall also wie folgt ausdriicken:

[128,6 pm; 137,8pm]| = [u —0; u + 0]

Wie nun aus der Vorlesung bekannt ist (vgl. Vorlesungsskript, Tabelle 2.2), liegen bei einer
normalverteilten Grofe in einem Intervall von ¢ um den Erwartungswert u stets 68,3% aller
Werte.

Die Antwort auf die eingangs gestellte Frage lautet somit:

Bei den vorgegebenen Parametern weisen 68, 3% aller Pantoffeltierchen eine Linge im
Bereich von 128,6 pm < L; < 137, 8 pm auf!

Anmerkung: Da in der Praxis meist Konfidenzintervalle angegeben werden, die eine Breite von
to0, +20 oder £30 symmetrisch zum Erwartungswert u aufweisen, ist es lohnend, sich die

zugehorigen Wahrscheinlichkeiten zu merken:
u—0o;, u+a] - 683%
[ —20; u+20] - 9545%

[u—30; u+3c] - 99,73%
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d) Benotigte Standardabweichung fiir mindestens 80% der Pantoffeltierchen im Bereich
128,6 pm < L; < 137,8 pm:

Da, wie bereits unter Aufgabenteil c) festgestellt, das betrachtete Intervall symmetrisch zum
Erwartungswert u liegt, kann auch hier die Berechnung vereinfacht werden, wenn die dadurch

bedingte Symmetrie ausgenutzt wird.

Wenn innerhalb des Intervalls 80% aller Messwerte liegen sollen, liegen also 20% aufB3erhalb
des Intervalls. Aufgrund der Symmetrie bedeutet dies zugleich, dass 10% der Werte kleiner als
die untere Schranke von L,;, = 128,6 um und ebenfalls 10% groBer als die obere Schranke
von L.y = 137,8 um sind. Nachfolgende Abbildung veranschaulicht diese Uberlegung.

90% X
R

4

X, = 128,6 um X, = 137,8 um

)

%

Verteilungsdichte h(x) —»
2

>~

K

0,
A 0‘4 ? 10%
XX 7
KRR
// o 4’000004 |
133,2 x Hm

Wir konnen im vorliegenden Fall daher die Betrachtung auf eine der beiden Grenzen des
Intervalls beschrinken. Da die vorliegende Tabelle positive z-Werte auflistet — also Grenzen,
die groBer als der Erwartungswert sind — wéhlen wir der Einfachheit halber die obere Grenze

von L.y = 137,8 pm.

Aus unserer oben angestellten Betrachtung wissen wir nun, dass die Summenhéufigkeit dieser
oberen Grenze ® = 0,9 betrigt, dass also im Intervall von - oo bis L4, 90% aller Werte
liegen. Zundchst miissen wir den zu dieser Wahrscheinlichkeit gehorigen z-Wert ermitteln. Wir

suchen also ein z, flir das gilt:

O(2) = 0,9

Eine Moglichkeit, diesen Wert zu bestimmen, besteht darin, die bereits zuvor verwendete
Tabelle der Summenfunktion riickwérts abzulesen, also in der Tabelle den ®-Wert zu suchen,
welcher am nidchsten an dem vorliegenden Wert von 0,9 liegt und aus der Zeilen- und

Spaltenposition den zugehorigen z-Wert zu ermitteln.
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Einfacher ist es im vorliegenden Fall jedoch, die kleine separate Tabelle am Fu} der
Haupttabelle zu nutzen. Dort sind fiir einige glatte Werte von ®(z) die zugehdrigen z-Werte
aufgefiihrt. Dort finden wird die Zuordnung:

D(z)=90% - z=1,282
Um nun auf die gesuchte Standardabweichung zu kommen, nutzen wir die oben eingefiihrte
Gleichung:

X —p
Z:
(2

Da im vorliegenden Fall die GréBen z, ¢ und x bekannt sind, formen wir nach der gesuchten

GrofBe o um:

xX—u
O':
Z

Mit den gegebenen bzw. berechneten Grofen
X = Lpax = 137,8 um
4= 133,2 um
z =1,282
ergibt sich fiir die gesuchte Standardabweichung ¢ somit:

_ 137,8 um — 133,2 pum
o= 1,282

~ 3,5881 um

Die Antwort auf die eingangs gestellte Frage lautet somit:

Damit bei gleichem Erwartungswert 4 mindestens 80% der Pantoffeltierchen eine Linge
im Intervall 128,6 pm < L; < 137, 8 pum aufweisen, diirfte die Standardabweichung o
nicht grofier als rund 3, 588 pum sein!

e) Betrachtung der Mittelwerte aus Stichproben vom Umfang n:

Fiihrt man bei einer mit den Parametern x# und o normalverteilten Messgrof3e nacheinander

viele Messreihen vom Umfang n unter gleichen Randbedingungen durch, so kann man

feststellen, dass deren Mittelwerte X; eine um den Faktor \/% kleinere Streuung Sz aufweisen,

als die Einzelmesswerte. Dieser Sachverhalt ldsst sich — wie im Vorlesungsskript eingefiihrt —
mit Hilfe der Abweichungsfortpflanzung fiir zuféllige Abweichungen herleiten. Allgemein gilt

fiir den Erwartungswert und die Standardabweichung des Mittelwertes:

Uz =
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Man beachte hierbei den Einfluss der Anzahl der Messungen auf die Standardabweichung.
Misst man zum Beispiel viermal statt einmal so halbiert sich die Standardabweichung des
Mittelwertes.

Im vorliegenden Fall, bei einer Messgro3e x mit einer Standardabweichung von o = 4,6 um,
ergibt sich fiir die Standardabweichung des Mittelwertes von Stichproben vom Umfang n = 4

somit;

_ 4,6 um
V4

Die Berechnung der Wahrscheinlichkeit, dass die aus Stichproben vom Umfang n errechneten

Oz ~ 2,3 um

Mittelwerte in das Intervall [130 um; 140 pm] fallen, erfolgt analog zu Aufgabenteil b), nur
mit dem Unterschied, dass die betrachtete ZufallsgroBe hier der normalverteilte Mittelwert mit

den Verteilungsparametern uz = 133,2 um und oz = 2,3 pm ist.

Es folgt daher:
Xo — Uz 140 — 133,2
= = =———— =296
%o =T %o 2,3
Xy — Ug 130 — 133,2
= = =— =~ —1,39
= “u 2,3

Mit Hilfe der Tabelle der Summenfunktion der standardisierten Normalverteilung erhalten wir:
d(z, = 2,8) = 0,998462
®d(z, =-2,1)=1-0917736 = 0,082264

Die gesuchte Differenz dieser beiden Wahrscheinlichkeiten ergibt sich somit zu:

P(130 pm < x; < 140 pm) = ®(z,) — P(z,)
= 0,998462 — 0,082264
=0,916198
=91,62%

Die Antwort auf die eingangs gestellte Frage lautet somit:

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die aus Stichproben vom Umfang n = 4 errechneten
Mittelwerte der Linge im Bereich 130 pm < L; < 140 pm liegen, betrigt rund 91, 62%!

Losung zu Aufgabe 4: Konfidenzintervall

a) Abschiatzung von Erwartungswert und Standardabweichung:

Wie bereits in Ubungsaufgabe 2 eingefiihrt, stellen der Mittelwert und die Streuung einer
Stichprobe die besten Schétzwerte fiir den Erwartungswert und die Standardabweichung der
zugrunde liegenden Grundgesamtheit dar.
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Der arithmetische Mittelwert X von n Messwerten errechnet sich gemdfs:

Z?=1 Xi

n

X =

Die empirische Streuung S von n Messwerten errechnet sich gemdfs:

oy [Baln =D
n—1

Im vorliegenden Fall ergibt sich fiir die Messgrof3e L:
Xx=L=120,6 mm

S, = 5,4406 mm

b) Konfidenzintervall des Erwartungswerts:

Da es sich bei dem unter Aufgabenteil a) ermittelten Mittelwert L, bedingt durch zufillige
Abweichungen der Messgrofle, nur um einen Schitzwert fiir den Erwartungswert pu; der
zugehorigen Grundgesamtheit handelt, stellt sich die Frage nach der Unsicherheit dieser

Schatzung.

Diese Unsicherheit ldsst sich durch Berechnung des sogenannten Konfidenzintervalls
quantifizieren. Anschaulich stellt das Konfidenzintervall ein symmetrisch um den besten
Schitzwert X angeordnetes Intervall dar, innerhalb dessen der tatsdchliche, uns unbekannte,

Erwartungswert der Grundgesamtheit mit einer vorgegebenen Wahrscheinlichkeit liegt.

Wir unterscheiden bei normalverteilter Grofse X den Fall einer bekannten Standardabweichung
und den Fall, dass die Standardabweichung unbekannt ist. Fiir diese beiden Fdlle ergibt sich

eine unterschiedliche Vorgehensweise zur Bestimmung des Konfidenzintervalls.

In Aufgabenteil b) wird zundchst davon ausgegangen, dass der Erwartungswert und die
Standardabweichung unbekannt sind und daher, wie oben geschehen, durch den Mittelwert und

die Streuung einer Stichprobe abgeschitzt werden.
In diesem Fall errechnet sich das Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert gemal:

X —— a, X +—

\/_nll—— \/_nll——

Das Konfidenzintervall liegt also symmetrisch zum Mittelwert X, wihrend die Breite des
Konfidenzintervalls von der Streuung S, dem Stichprobenumfang n und dem p-Quantil ¢, der
Student’schen t-Verteilung abhingt.

Wihrend uns Mittelwert, Streuung und Stichprobenumfang im vorliegenden Fall bereits
bekannt sind, muss das p-Quantil ¢, der Student’schen t-Verteilung erst noch bestimmt
werden. Das p-Quantil ¢, hdngt von zwei Parametern ab — zum einen von der Zahl der

Freiheitsgrade s und zum anderen von der statistischen Sicherheit p.
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Die Zahl der Freiheitsgrade s betrdgt im vorliegenden Fall der Abschdtzung des
Erwartungswertes einer normalverteilten Messgrole s = (n —1). Mit n = 10 ergibt sich
daher:

s=(10-1)=9

Die statistische Sicherheit p wird im Allgemeinen je nach Erkenntnisinteresse geeignet

gewihlt. In unserem Fall ist die statistische Sicherheit durch die Aufgabenstellung vorgegeben.

Laut Aufgabenstellung wird fiir das Konfidenzintervall eine Aussagewahrscheinlichkeit von
P =95% (entsprechend 0,95) gefordert. Eine alternative Moglichkeit zur Angabe der
Aussagewahrscheinlichkeit stellt das sogenannte Signifikanzniveau o dar. Wihrend,
anschaulich  betrachtet, die Aussagewahrscheinlichkeit P  angibt, mit welcher
Wahrscheinlichkeit der tatsdchliche Erwartungswert innerhalb des Konfidenzintervalls liegt,
kennzeichnet das Signifikanzniveau « hingegen, mit welcher Wahrscheinlichkeit dieser
aufserhalb des Konfidenzintervalls liegt. Die Summe dieser beiden Wahrscheinlichkeiten
betragt offensichtlich 1 bzw. 100%. Fiir den Zusammenhang von Aussagewahrscheinlichkeit

P und Signifikanzniveau « gilt daher allgemein:

P=1—-a«a
Die beiden in der Aufgabenstellung gemachten Angaben P = 95% und « = 0,05 sind daher
dquivalent.
Die fiir die Bestimmung des p-Quantils ¢, bendtigte statistische Sicherheit p ergibt sich geméf
obiger Darstellung des Konfidenzintervalls zu:

a
=1——
p 2

Dass hier mit dem halben Signifikanzniveau gerechnet wird, ist anschaulich so zu deuten, dass
unsere Forderung einer Aussagewahrscheinlichkeit von 95% bedeutet, dass zwar mit einer
Wabhrscheinlichkeit von insgesamt 5% der Erwartungswert au3erhalb des Intervalls liegt, dass
jedoch wegen der Symmetrie der Verteilung davon jeweils die Hélfte auf den Bereich oberhalb
bzw. unterhalb der Intervallgrenzen entfillt. Das p-Quantils ¢, gilt jedoch (&dhnlich wie die
bereits in Ubungsaufgabe 3 eingefiilhrte Summenfunktion der standardisierten

Normalverteilung) fiir das Intervall von - oo bis tg,,, (vgl. Vorlesungsskript).
Im vorliegenden Fall mit o = 0,05 ergibt sich die statistische Sicherheit p zu:

0,05
P = 1- T = 0,975

Das zu bestimmende p-Quantil ¢, lautet in unserem Fall damit:

tn_1;1_% = t9, 0,975 mit n=10, a=0,05
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Den zugehdrigen Zahlenwert lesen wir aus der im Anhang des Ubungsskiptes zu findenden
Tabelle 2 ab. Am Schnittpunkt der Zeile s = 9 und der Spalte p = 0,975 finden wir:

to,0,975 = 2,262

Die Unsicherheit unseres Schitzwertes des Erwartungswertes betrdgt somit:

S . _ 5,4406 mm
\/ﬁ n—1;1—% - \/ﬁ

Das Konfidenzintervall des Erwartungswertes y; fiir eine Aussagewahrscheinlichkeit von P =

959% lautet somit:

2,262 =~ 3,892 mm

[120,6 mm — 3,892 mm; 120,6 mm + 3,892 mm)]

Im Allgemeinen wird flir die Angabe eines vollstindigen Messergebnisses folgende

Darstellung gewahlt:
L =120,6 mm+ 3,892 mm; P =95%
oder alternativ
L=120,6 mm =+ 3,892 mm; «a = 0,05
Wichtig ist, zu beachten, dass ein vollstindiges Messergebnis stets aus folgenden Komponenten
besteht:
a) dem eigentlichen Messwert
b) der quantitativen Angabe der Unsicherheit
c) der Einheit des Messergebnisses

d) der Angabe der statistischen Sicherheit

¢) Anzahl der erforderlichen Wiederholungen bei unbekanntem o:

Wihrend in Aufgabenteil b) aus einer vorliegenden Stichprobe das Konfidenzintervall des
Erwartungswertes berechnet werden sollte, steht man in der Praxis im Vorfeld einer
Stichprobenentnahme hdufig zunédchst vor der umgekehrten Fragestellung, ndmlich welchen
Umfang eine Stichprobe mindestens aufweisen muss, um mit einer geforderten statistischen

Sicherheit den Erwartungswert mit einer bestimmten Unsicherheit abschidtzen zu konnen.

In Aufgabenteil c) bestimmen wir daher unter der Annahme, dass uns — ebenso wie unter
Aufgabenteil b) — Erwartungswert und Standardabweichung der Grundgesamtheit unbekannt
sind, den mindestens bendétigten Stichprobenumfang, um fiir den Schitzwert des
Erwartungswertes bei einer statistischen Sicherheit von P = 95% eine maximale Unsicherheit

von ¢ = £3 mm zu erhalten. Unsere Forderung lautet also:

S !
a < 3 mm

ﬁtn—m—?
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Da sowohl der Nennerausdruck vn als das p-Quantil t vom gesuchten Stichproben-

n—-1;1-
umfang n abhingen, konnen wird obige Ungleichung nicht nach n auflésen und daher auch
nicht analytisch 16sen. Stattdessen muss die Ldsung hier iterativ oder durch geschicktes

»Ausprobieren‘ erfolgen.

Wir berechnen daher zunichst testweise das Ergebnis fiir einen Stichprobenumfang von n =
15. Mit n =15 und a = 0,05 sowie unter Verwendung der Tabelle des p-Quantils der

Student’schen t-Verteilung erhalten wir:

t = t14;0975 = 2,145

a
n—1,1—7

Setzen wir weiterhin das ermittelte p-Quantil, die unter Aufgabenteil a) berechnete Streuung

sowie den getesteten Stichprobenumfang in obige Ungleichung ein, erhalten wir:

>/4406 mm 2,145 ~ 3,013 <3
_— 2, = 3, mm < 3 mm
V15

Wie wir erkennen, ist fiir einen Stichprobenumfang von n = 15 unsere Forderung knapp noch

nicht erfiillt. Wir erhdhen den getesteten Stichprobenumfang daher auf n = 16 und erhalten

damit:
tn—l;l—% = ly5,0,975 = 2,131
5,4406 mm 2131 ~ 2898 s
- = 4 = 4, mm s mm
V16

Fiir einen Stichprobenumfang von n = 16 unterschreitet die berechnete Unsicherheit also den

geforderten Wert von +3 mm. Die Antwort auf die gestellte Frage lautet somit:

Um den Erwartungswert mit einer statistischen Sicherheit von P = 95% mit einer
Unsicherheit von hochstens +3 mm abschéitzen zu konnen, ist ein Stichprobenumfang

von mindestens n = 16 erforderlich!

d) Anzahl der erforderlichen Wiederholungen bei bekanntem o:

Wenn iiber den Prozess, dessen Erwartungswert mit Hilfe einer Stichprobe ermittelt werden
soll, zusidtzliche Informationen vorliegen (etwa aus einer langfristigen Beobachtung), so kann
die Standardabweichung des Prozesses moglicherweise bekannt sein und muss daher nicht erst
aus der Stichprobe selbst abgeschétzt werden. Durch diese zusédtzliche Information verringert
sich die Unsicherheit unserer Abschitzung des Erwartungswertes, wodurch bereits ein
geringerer Stichprobenumfang ausreichend ist, um eine vergleichbar geringe Unsicherheit zu

erzielen.
Fiir den Fall einer bekannten Standardabweichung o lautet das Konfidenzintervall:
k-o _ 4 k-o
;X
Vn Vn

X —
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Im direkten Vergleich mit dem oben betrachteten Konfidenzintervall fiir unbekanntes o, tritt an
die Stelle der empirischen Streuung S die nun bekannte Standardabweichung ¢ und an die Stelle
des p-Quantils tg,, der Erweiterungsfaktor k. Der Erweiterungsfaktor k stellt eine auf die

Standardabweichung normierte Intervallbreite dar:
Kk = Cpyy
o

Diesen Faktor konnen wir fiir spezielle Werte der Tabelle 2.2 des Vorlesungsskripts entnehmen.

Alternativ konnen wir jedoch auch die Tabelle des p-Quantils ty,, der Student’schen t-
Verteilung verwenden, da der Erweiterungsfaktor k den Grenzwert des p-Quantils t.,, fiir den

Grenzfall n — oo darstellt:

=g o102
Fiir den von uns bendtigten Faktor k zu einer statistischen Sicherheit von 95% gilt daher:
k(a = 0,05) = t,. 9975
Den zugehdrigen Zahlenwert entnehmen wir der Tabelle des p-Quantils t.,, der Student’schen
t-Verteilung:
tw; 0975 = 1,96
Unsere Forderung fiir das vom Stichprobenumfang n abhingige Konfidenzintervall lautet im

vorliegenden Fall fiir bekannte Standardabweichung o

k-o!
— < 3 mm
n

Da der gesuchte Stichprobenumfang n hier nur noch an einer Stelle auftaucht, konnen wir die
Ungleichung nach n umstellen und erhalten:

k-o
N

~ 3 mm

k-o\*
=>n2( )
3 mm

Mit dem oben ermittelten Erweiterungsfaktor k und der in der Aufgabenstellung als bekannt
vorgegebenen Standardabweichung von ¢ = 5,5 mm fiihrt das Einsetzen der Zahlenwerte zu:
1,96 - 5,5 mm

> (L2055 mn

2
) =12,91204
3 mm

Da der Stichprobenumfang naturgemdf nur ein ganzzahliger Wert sein kann, runden wir den
berechneten Wert auf die nidchste ganze Zahl auf. Die Antwort auf die gestellte Frage lautet
somit:
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Um unter der Annahme einer bekannten Standardabweichung von ¢ = 5,5 mm den
Erwartungswert mit einer statistischen Sicherheit von P = 95% mit einer Unsicherheit
von hochstens +3 mm abschétzen zu konnen, ist ein Stichprobenumfang von mindestens
n = 13 erforderlich!

Losung zu Aufgabe 5: Abweichungsfortpflanzung

a) Vollstindiges Messergebnis der Fliche A des Rechtecks mit den abweichungs-
behafteten Kantenlingen a und b:

Viele Messgroffen werden indirekt gemessen, d.h. um einen Messwert zu ermitteln werden
mehrere Einflussgrofien gemessen und mittels einer Formel die gewiinschte Grofse errechnet.
Die Abweichungs- bzw. Fehlerfortpflanzung beschreibt die Auswirkungen abweichungs-
behafteter Einflussgrofsen auf das Gesamtergebnis.

Im vorliegenden Fall sei die Fliche A eines Rechtecks die eigentlich interessierende Messgrof3e.
Eine naheliegende Moglichkeit zur messtechnischen Bestimmung dieser Flidche stellt die
Messung der beiden Kantenldngen a und b dar. Das Messergebnis der Fliche A wird demnach
nicht direkt erfasst, sondern indirekt aus der Kenntnis der beiden Kantenlingen a und b
ermittelt. Fiir die Bestimmung der Fldche A werden jedoch nicht nur die Kantenlédngen benétigt,
sondern es muss dariiber hinaus auch ein funktionaler Zusammenhang bekannt sein, welcher
fiir den speziellen Fall eines Rechtecks die bekannten Kantenlingen a und b und die zu
bestimmende Flache A zueinander in Beziechung setzt. Dieser funktionale Zusammenhang A =

f(a, b) lautet im vorliegenden Fall offensichtlich:
A=a-b

Die MessgroBle A ist also von den beiden EingangsgroBen a und b abhdngig. Es ist daher
einsichtig, dass Abweichungen der Eingangsgrofen a und b sich auf das Ergebnis der
Ausgangsgrofle A auswirken. Die quantitative Bestimmung des Zusammenhangs zwischen den
Abweichungen der Eingangsgréflen und der resultierenden Abweichung der — aus diesen

zusammengesetzten — Messgrofle ist Gegenstand der Abweichungsrechnung.

Bevor wir mit Hilfe der aus der Vorlesung bekannten Berechnungsvorschriften das vollstindige
Messergebnis der Fliche A des Rechtecks rechnerisch ermitteln, wollen wir anhand einer
grafischen Darstellung des vorliegenden, einfachen Problems ein Verstindnis fiir das
Grundprinzip der Abweichungsrechnung entwickeln. Hierzu gehen wir zunichst vereinfachend
davon aus, dass die tatsdchlichen Kantenléngen sich jeweils aus den Nennwerten a bzw. b und
den Abweichungen Aa und Ab zusammensetzen. Wenn wir fiir diese Kantenldngen a + Aa und

b + Ab das resultierende Rechteck grafisch darstellen, gelangen wir zu nachfolgender
Abbildung:
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a Aa

b*Aa

a*Ab
Der Nennwert der Fldche, hier grau hinterlegt, betrdgt demnach a-b. Weiterhin entstehen durch
die Abweichungen Aa und Ab drei weitere Teilflichen, welche in die Gesamtfliche des
abweichungsbehafteten Rechtecks einflieBen. Betrachten wir zunéchst die in obiger Abbildung
blau hinterlegte Teilfldche, so stellen wir fest, dass diese einerseits von der Abweichung Aa der
ersten Kantenldnge abhéngt und andererseits vom Nennwert b der zweiten Kantenléinge. Wie
grof} der Einfluss der Abweichung Aa auf das Gesamtergebnis ist, hingt also nicht nur vom
Betrag der Abweichung selbst ab, sondern auch von einem zugehdrigen Empfindlichkeits-
faktor, welcher hier den Wert b aufweist. Ebenso verhélt es sich fiir den aus der Abweichung
Ab resultierenden Beitrag zur Gesamtfliache, welcher sich hier zu a-Ab ergibt und in obiger

Abbildung griin hinterlegt ist.

Bei der rechnerischen Bestimmung der Abweichungsfortpflanzung gilt es daher nicht nur, die
einzelnen Abweichungen zu identifizieren und zu quantifizieren, sondern es sind dariiber
hinaus auch die jeder abweichungsbehafteten Eingangsgrofle zuzuordnenden Empfindlichkeits-

faktoren zu ermitteln.

Betrachten wir schlief8lich die letzte, in obiger Abbildung rot hinterlegte, Teilflache, so stellen
wir fest, dass diese nur noch von den Abweichungen Aa und Ab selbst abhdngt und verglichen
mit den anderen Teilflichen nur einen geringen Beitrag zum Gesamtergebnis liefert. Bei dieser
Abweichung handelt es sich um eine sogenannte Abweichung hoherer Ordnung, welche unter
der Annahme, dass die Einzelabweichungen Aa und Ab klein sind im Verhiltnis zu den
Nennwerten a und b vernachldssigbar klein ist. Tatséchlich handelt es sich bei dem
Standardverfahren zur Bestimmung der Abweichungsfortpflanzung um einen linearen Ansatz,
bei welchem derartige Abweichungen hdéherer Ordnung vernachldssigt werden. An obiger
grafischer Darstellung 14sst sich im Umkehrschluss anschaulich nachvollziehen, weshalb dieses
Standardverfahren auch nur bei kleinen Abweichungen (gemessen an den Nenn- bzw.
Mittelwerten) sinnvolle Ergebnisse liefert — wéren im vorliegenden Beispiel die Abweichungen
Aa und Ab groBler als die Nennwerte a und b, so hitte die rot hinterlegte Teilflache den grof3iten

Anteil an der Gesamtfldche und diirfte folglich auch nicht vernachlissigt werden.
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Nachdem wir oben anschaulich herleiten konnten, dass die beiden relevanten
Abweichungsbetrdage b-Aa und a-Ab betragen, stellt sich noch die Frage, welchen Wert dann
die Summe beider Abweichungen aufweist. Die Antwort darauf héngt von der statistischen
Verteilung der Abweichungen Aa und Ab ab. Da die von uns im Bereich der Messtechnik
betrachteten zufilligen Abweichungen in der Regel normalverteilt sind und demnach nicht nur
threm Betrag nach variieren, sondern zudem sowohl positiv als auch negativ sein kdnnen,
konnen sich einzelne Abweichungsanteile bei entgegengesetztem Vorzeichen gegenseitig
zumindest teilweise aufheben. Die resultierende Gesamtabweichung ergibt sich daher

offensichtlich nicht einfach als Summe der Einzelabweichungen. Wie genau die Berechnung

der Gesamtabweichung fiir den von uns betrachteten Fall normalverteilter, zufalliger
Abweichungen erfolgt, sehen wir im Zuge der rechnerischen Bestimmung der Abweichungs-

fortpflanzung weiter unten.

Die laut Aufgabenstellung geforderte Angabe eines vollstindigen Messergebnisses fiir die
gesuchte Fliche A erfordert, wie bereits in vorangegangenen Ubungsaufgaben kennengelernt,
die Bestimmung eines Konfidenzintervalls fiir eine vorgegebene Aussagewahrscheinlichkeit,
bestehend aus dem Mittelwert der Fliche A sowie einer zugeordneten Unsicherheit ¢4, welche

die Breite des Konfidenzintervalls angibt.

Da es sich bei der gesuchten Ergebnisgrofle allgemein um eine von n EingangsgroBen x; bis x,,
abhéngige Funktion f(x4,..., x;;) handelt, lautet das Konfidenzintervall laut Vorlesungsskript

allgemein:

[f(flf '"lfn) - Cf ) f(fl,--.,.fn) + Cf]

Im vorliegenden Fall der Flachenberechnung eines Rechtecks existieren nur die zwei bereits

oben diskutierten Eingangsgroflen x; und x,, fiir die hier gilt:

X1 =a

xz = b
Die Funktion f (x4, x,) lautet damit wie bereits oben eingefiihrt:
fxpx)=A=a-b

Wie aus der oben aufgefiihrten allgemeinen Notation des Konfidenzintervalls zu ersehen, ergibt
sich der Mittelwert der Fliche A einfach durch Einsetzen der Mittelwerte der Eingangsgrofen

in die Bestimmungsgleichung fiir A. Es gilt hier also:
A=a-b
Einsetzen der in der Aufgabenstellung gegebenen Zahlenwerte liefert:

A=15mm-10 mm = 150 mm?
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Im néchsten Schritt gilt es, die zugehdrige Unsicherheit ¢f zu berechnen. Unter der Annahme,
dass die abweichungsbehafteten Eingangsgroflen x; bis x,, statistisch unabhéngig sind, also

nicht miteinander korrelieren, ergibt sich diese Unsicherheit laut Vorlesungsskript geméB:

n 2
= z(af )
f = Py X

: 0x; T1yerXn

i=1
Betrachten wir diesen Ausdruck niher, so erkennen wir, dass innerhalb der Klammer jeweils

das Produkt aus der partiellen Ableitung der Bestimmungsgleichung nach einer der
Eingangsgrofien % und der zugehorigen Unsicherheit dieser Eingangsgrofie ¢, gebildet wird.
Dies spiegelt die bereits oben aus der Anschauung abgeleitete Erkenntnis wider, dass der
Unsicherheitsbeitrag einer einzelnen Eingangsgrofe sich jeweils aus der Unsicherheit dieser

Eingangsgrole sowie einem durch den funktionalen Zusammenhang definierten

Empfindlichkeitsfaktor zusammensetzt.

Die Gesamtheit all dieser Unsicherheitsbeitrige der Einzelgrofen ergibt sich fiir den Fall
zufilliger, normalverteilter GroBen, wie aus der Gleichung zu ersehen, als Wurzel aus der

Summe iiber Quadrate aller Unsicherheitsbeitrige.

Fiir den vorliegenden Fall der zusammengesetzten Messgrofle A in Abhdngigkeit von den

abweichungsbehafteten Eingangsgroflen a und b lautet die Gleichung zur Berechnung der
Unsicherheit ¢, folglich:

(04 ’ L (24 ’
“= dalgp ‘a dblazp “

Die Empfindlichkeitsfaktoren in Form der partiellen Ableitungen an der Stelle @, b ergeben

sich zu:
0A _
—_— =bhb=10 mm
aa a,B
0A =1t
3b 155 =q= mm

Die Unsicherheiten ¢, und c; der abweichungsbehafteten EingangsgréBen a und b miissen im
vorliegenden Fall nicht gesondert berechnet werden, da diese bereits in der Aufgabenstellung
in geeigneter Weise angegeben sind. Die Unsicherheiten der GroBen a und b fiir eine
Aussagewahrscheinlichkeit von P = 95% lauten danach:

¢, = 0,2 mm

¢, = 0,1 mm
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Einsetzen der partiellen Ableitungen und der Unsicherheiten der EingangsgroBen liefert:

ca =+/(10 mm - 0,2 mm)2 + (15 mm - 0,1 mm)?2 = 2,5 mm?

Das vollstindige Messergebnis der Rechteckfliche A lautet damit im vorliegenden Fall:

A =150 mm?+ 25 mm? ; P =95%

Losung zu Aufgabe 6: Abweichungsfortpflanzung

a) Vollstindige Messergebnisse fiir Radiusmessung mittels zweier verschiedener
Messmittel und Identifizierung des zuverlissigeren Verfahrens:

Es soll fiir die beiden in der Aufgabenstellung beschriebenen Messmittel jeweils das
vollstindige Messergebnis flir den Radius des zu untersuchenden Werkstiicks berechnet
werden, um auf diese Weise feststellen zu konnen, mit welchem der beiden Messmittel unter
den gegebenen Randbedingungen das Ergebnis zuverldssiger, also mit der geringeren
Unsicherheit bestimmt werden kann.

Da bei beiden Verfahren der zu messende Radius indirekt aus mehreren abweichungsbehafteten
Eingangsgroflen ermittelt wird, ist zur Bestimmung des vollstindigen Messergebnisses in
beiden Fillen eine Abweichungsfortpflanzungsrechnung durchzufiihren. Das Grundprinzip der
Abweichungsfortpflanzung wurde bereits in Ubungsaufgabe 5 am Beispiel der
Flachenbestimmung eines Rechtecks erldutert. Dasselbe Grundprinzip ist auch auf die
vorliegende Fragestellung anwendbar. Neben der hoheren Komplexitdt liegt der wesentliche
Unterschied zwischen der vorliegenden und der vorangegangenen Ubungsaufgabe darin, dass
die Unsicherheiten der EingangsgroBen teilweise zunédchst aus empirisch ermittelten Daten

errechnet bzw. auf die korrekte Aussagewahrscheinlichkeit umgerechnet werden miissen.

Wir bestimmen zunéchst das vollstindige Messergebnis fiir die Messung mittels des in der
Aufgabenstellung beschriebenen Messschiebers. Die Bestimmungsgleichung fiir den Radius r

lautet in diesem Fall:
1
T =E(a—b ‘tan a)

Der gesuchte Radius 7 ist also von den drei Eingangsgrof3en a, b und « abhéngig. Den Angaben
der Aufgabenstellung ist zu entnehmen, dass alle drei EingangsgroBen mit einer Abweichung
behaftet sind. Wir bendtigen also fiir die Abweichungsfortpflanzungsrechnung zunéachst fiir alle
drei Eingangsgrofien x; ein vollstindiges Messergebnis, bestehend aus dem Mittelwert X; und
der Unsicherheit ¢, , jeweils bezogen auf die laut Aufgabenstellung fiir den Radius r geforderte

Aussagewahrscheinlichkeit von P = 98%.
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Fiir die Lange a liegen 10 Einzelmessungen vor. Aus dieser Messreihe ist ein vollstindiges
Messergebnis der Liange a fiir eine Aussagewahrscheinlichkeit von P = 98% zu berechnen.

Hierzu berechnen wir zunédchst den Mittelwert und die Streuung der Messreihe:
a = 99,997 mm
Sq = 0,01767 mm

Die Unsicherheit ¢, betrdgt allgemein:

— Sa
Ca =0 tn—l;l—%

Aus der Angabe der Aussagewahrscheinlichkeit von P =98% ergibt sich ein
Signifikanzniveau von @ = 0,02. Der Stichprobenumfang betrdgt n = 10. Es gilt hier fiir das

gesuchte p-Quantil der Student’schen t-Verteilung demnach:
tn—1;1—% = t9;0,99

Aus der Tabelle des p-Quantils der Student’schen t-Verteilung entnehmen wir:
t9.099 = 2,821

Die Unsicherheit der Lange a errechnet sich somit zu:

_ 0,01767 mm
v10

Das vollstaindige Messergebnis der Linge a lautet folglich:

Ca 2,821 = 0,01576 mm

a =99,997 mm + 0,01576 mm ; P = 98%

Fiir den Winkel « ist in der Aufgabenstellung bereits ein vollstindiges Messergebnis fiir die

betrachtete statistische Sicherheit von P = 98% angegeben. Dieses lautet:
a=0°%+0,05°; P=98%

Wie eine Betrachtung der Einheiten weiter unten zeigt, muss diese in der Einheit Grad (°)
vorliegende Winkelangabe in eine einheitenlose Winkeldarstellung umgerechnet werden. Eine
einheitenlose Darstellung von Winkeln stellt das Bogenmall dar. (Bei der hierbei oftmals
angegebene Einheit Radiant (rad) handelt es sich nicht um eine Einheit im eigentlichen Sinne,
sondern um eine Hilfseinheit.) Im Bogenmal lautet das vollstindige Messergebnis des Winkels

a:
a=0rad+8,727-10"%*rad ; P = 98%

Das fiir die Lange b in der Aufgabenstellung angegebene vollstindige Messergebnis kann in

unverdnderter Form fiir die weiteren Berechnungen eingesetzt werden und lautet:

b=50mm+05mm; P=98%
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Mit den oben aufgefiihrten Eingangsgroflen und dem bekannten funktionalen Zusammenhang
fiir den zu ermittelnden Radius 7 kann zunéchst der Mittelwert des Radius 7 berechnet werden.

Hierzu werden die Mittelwerte der Eingangsgrof3en in die gegebene Funktion eingesetzt:
I _
T =§(a—b-tana)

Einsetzen der bekannten Werte liefert:

1
(99,997 mm — 50 mm - tan 0)

TZE
1

2
= 49,9985 mm

Als nichstes werden die partiellen Ableitungen der Funktion an der Stelle @, b, @ gebildet:

ﬁ 1
dalgpa 2
or
ab ab,a
ar

Ja ab,a

[EnN

= —25 mm

cos?a

Nun kann die Gleichung fiir die Unsicherheit ¢, des Radius aufgestellt werden. Dabei wird nach

der bereits frither eingefiihrten allgemeinen Gleichung

n 2
= z(_af )
f = Xi

: 0x; T1yerXin

i=1
fiir jede abweichungsbehaftete Eingangsgrofe ein entsprechender Unsicherheitsbeitrag in Form

des Produkts aus partieller Ableitung und Unsicherheit der Eingangsgrofle bestimmt. Die
Quadrate dieser Unsicherheitsbeitrige werden aufsummiert und aus dieser Summe die Wurzel
gezogen. Fiir den vorliegenden Fall mit den abweichungsbehafteten EingangsgroBen @, b und

a ergibt sich die Unsicherheit der zusammengesetzten Messgrofle 7 somit zu:

_ ar 2 N or 2 N ar 2
= da ab,a ‘a ob ab,a b Jda ab,a Ca
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Das Einsetzen der oben aufgefiihrten Zahlenwerte liefert:

1 2
Cr = \/<§ .0,01576 mm> + (00,5 mm)? + (—25 mm - 8,727 - 107*)?

= \/(0,00788 mm)? + (0 mm)? + (—0,0218175 mm)?
~ 0,0232 mm

An dieser Stelle ldsst sich nun auch erkennen, weshalb das vollstindige Messergebnis des
Winkels a in das Bogenmall umgerechnet wurde. Da alle Unsicherheitsbeitrdge dieselbe
Einheit aufweisen miissen — in diesem Fall Millimeter — hétte im dritten Term eine

Produktbildung der Einheiten Millimeter und Grad zu einem falschen Ergebnis gefiihrt.

Weiterhin ist zu erkennen, dass der Unsicherheitsbeitrag der Lange b hier zu Null wird, da die
partielle Ableitung Null ist. Rein rechnerisch wére also der Unsicherheitsbeitrag der Liange b
auch dann Null, wenn die Abweichung der Lénge b sehr grofl wére. An diesem Umstand, der
nicht mit unserer Anschauung iibereinstimmt, zeigt sich, dass es sich bei dieser rechnerischen
Herangehensweise aufgrund des linearen Ansatzes nur um eine Ndherungslosung handelt.
Dariiber hinaus sei nochmals daran erinnert, dass dieser Ansatz aufgrund der Linearisierung

auch nur fiir kleine Abweichungen der Eingangsgroen sinnvoll anwendbar ist.

Das sich aus obigen Teilergebnissen ergebende vollstindige Messergebnis fiir die
Radiusbestimmung mittels eines Messschiebers lautet:

r=49,9985 mm + 0,0232 mm ; P =98%

Analog zur obigen Vorgehensweise erfolgt nun die Berechnung des vollstandigen

Messergebnisses fiir den Radius r bei Einsatz der Messeinrichtung mit Dreipunktantastung.

Fiir den Abstand L ist in der Aufgabenstellung ein vollstindiges Messergebnis angegeben,

allerdings bezieht sich dieses auf eine statistische Sicherheit von P = 95%:
L =25 mm+ 0,004 mm; P=95%

Da das vollstindige Messergebnis fiir die zusammengesetzte Messgro3e r bezogen auf eine
statistische Sicherheit von P = 98% angegeben werden soll, miissen auch die vollstdndigen
Messergebnisse aller Eingangsgrof3en bezogen auf diese statistische Sicherheit vorliegen. Es ist
daher erforderlich, das vollstindige Messergebnis des Abstands L auf eine statistische

Sicherheit von P = 98% umzurechnen.

Da der Mittelwert der Gréf3e unabhingig von der gewéhlten statistischen Sicherheit ist, muss
lediglich die Unsicherheit c¢; umgerechnet werden. Allgemein gilt fiir die Breite ¢ des

Konfidenzintervalls zum Signifikanzniveau a:

S

¢= ﬁ ’ tn—1;1—%
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Zwei spezielle Konfidenzintervalle zu den Signifikanzniveaus a; und a, lauten somit:

Da die Streuung S und der Stichprobenumfang n fiir eine konkrete Messreihe identisch sind,

kann folgende Gleichsetzung vorgenommen werden:

Ca1 Ctxz

t

t

—1.1-%1 —1.1-%22
n-1,1-= n-1,1-=

Wenn wir im Weiteren davon ausgehen, dass das mit a; bezeichnete Signifikanzniveau das
bekannte und das mit a, bezeichnete Signifikanzniveau das gesuchte ist, konnen wir die
gesuchte Unsicherheit ¢,, zum Signifikanzniveau a, wie folgt berechnen:

t

:Cal-t

—1.1-22
n-1;1-=

Ca,

n-1;1-%

Im vorliegenden Fall sind folgende Werte fiir «; und a, vorgegeben:
a; =005 = P=95%
a, =002 = P=98%

Ferner ist der Aufgabenstellung zu entnehmen, dass das angegebene vollstindige Messergebnis
mit einem Stichprobenumfang von n = 10 ermittelt wurde. Die p-Quantile der Student’schen

t-Verteilung ergeben sich damit auf bekannte Weise wie folgt:

tn—1;1_% = to,0,975 = 2,262
tn—1;1—% = lg,0,99 = 2,821

Die Unsicherheit des Abstands L zur statistischen Sicherheit von P = 98% ergibt sich damit

Zu:

)

1
CLogy, = 0,004 mm - 2262 ~ 0,00499 mm

Das vollstdndige Messergebnis des Abstands L zur statistischen Sicherheit von P = 98% lautet

damit;
L =25 mm=+0,00499 mm ; P =98%

Das in der Aufgabenstellung angegebene vollstindige Messergebnis der Hohe h kann in

unverianderter Form verwendet werden und lautet:

h=1588 mm+ 0,002 mm; P=98%
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Nun kann zunéchst die Berechnung des Mittelwertes des Radius wie folgt vorgenommen
werden:
72

+—
8-h

r =

NS

Einsetzen der bekannten Werte liefert:

1,588 mm N (25 mm)?
2 8-1,588 mm
=~ 49,9911 mm

r =

Als nichstes werden die partiellen Ableitungen der Funktion an der Stelle /, L gebildet:

or = 1 r 30,4805
oh 7,‘5_2 8.7 N ’

or = L 3,9358

oL hL_4'f_l~ ’

Die Gleichung zur Berechnung der Unsicherheit des zusammengesetzten Messergebnisses in

Abhingigkeit der abweichungsbehafteten Eingangsgroflen h und L lautet im vorliegenden Fall:

B or 2 N or 2
= J\anl;; aLl;;

Das Einsetzen der oben aufgefiihrten Zahlenwerte liefert:

¢, = /(=30,4805 - 0,002 mm)? + (3,9358 - 0,00499 mm)?

= \/(—0,060961 mm)? + (0,019639642 mm)?
~ 0,06405 mm

Das sich aus obigen Teilergebnissen ergebende vollstindige Messergebnis fiir die

Radiusbestimmung mittels Dreipunktantastung lautet:
r=49,9911 mm + 0,06405 mm ; P = 98%

Fiir die Beantwortung der Frage, unter Einsatz welches Messmittels der Radius zuverlassiger,
also mit der geringeren Unsicherheit, bestimmt werden kann, miissen wir nun die Breite der
beiden berechneten Konfidenzintervalle miteinander vergleichen. Fiir die Messung mittels
eines Messschiebers erhalten wir eine Unsicherheit von ¢, = 0,0232 mm = 23,2 pm, fiir die
Messung mittel Dreipunktantastung erhalten wir ¢, = 0,06405 mm = 64,05 um. Wir
erkennen also: Die Benutzung des Messschiebers ermoglicht im vorliegenden Fall die

zuverlassigere Bestimmung des Zylinderradius.

Dieses Resultat mag auf den ersten Blick iiberraschend erscheinen, da die Eingangsgrof3en bei
der Dreipunktantastung mit Unsicherheiten von wenigen Mikrometern vorliegen, wéahrend bei

der Messung mit dem Messschieber die Eingangsgrofen vergleichsweise grofle Abweichungen
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aufweisen. Dies verdeutlicht, dass der Einfluss einer Abweichung auf der Eingangsseite nicht
nur von der GroBle der Abweichung selbst abhingig ist, sondern ganz entscheidend auch davon
abhéngt, welche Empfindlichkeit gegeniiber Variationen dieser Eingangsgrof3e besteht. Diese
Empfindlichkeit hingt zudem nicht nur vom funktionalen Zusammenhang selbst ab, sondern
auch von den Mittelwerten der EingangsgroBBen. Wie sich unschwer iiberpriifen lisst, wiirde im
vorliegenden Fall fiir kleinere Radien unterhalb von etwa 30 mm die Dreipunktantastung die

geringere Unsicherheit liefern.

Losung zu Aufgabe 7: t-Test fiir Erwartungswert

Statistische Tests dienen dazu Hypothesen abzusichern oder begriindet zu verwerfen.
Hypothesen entstehen aus experimentellen Beobachtungen oder formalen Uberlegungen, die
einer Priifung unterzogen werden miissen. Im Allgemeinen kann man sie in experimentellen
Wissenschaften weder beweisen, noch widerlegen. Aber mit Hilfe statistischer Test kénnen sie

abgesichert oder begriindet verworfen werden.

Betrachten wir eine Messgrofie X als Zufallsvariable, so kann die Hypothese zum Beispiel eine
Aussage tiber den (unbekannten) Erwartungswert oder die (unbekannte) Standardabweichung
oder die zugrunde liegende Verteilungsfunktion sein. Die zu untersuchende Hypothese wird als

Nullhypothese H, bezeichnet. Zur Nullhypothese existiert stets eine Alternativhypothese H, .

Es wird eine Testgroffe T = T (x4, ..., Xy, ... ) definiert, die so konstruiert wird, dass T einer
bestimmten Verteilungsfunktion entspricht (zum Beispiel: y?-Verteilung oder Student’sche t-
Verteilung). Die Messwerte werden in die Gleichung fiir T eingesetzt und die Testgrofie wird
berechnet. Der Wert der Testgroffe wird mit einem Schwellenwert verglichen, der sich aus der
Verteilungsfunktion von T ergibt. Aus diesem Vergleich folgt die Entscheidung, ob H,

verworfen oder beibehalten wird.

Anschaulich entspricht diese Vorgehensweise der Berechnung der Wahrscheinlichkeit p, dass
unter Annahme der Giiltigkeit der Hypothese H das tatsdchlich beobachtete Ergebnis auftritt.
Diese Wahrscheinlichkeit heifit Signifikanzniveau a oder p-Wert. Wenn der p-Wert klein ist,
also das Eintreten des tatsdchlich beobachteten Ereignisses unter der Annahme der Giiltigkeit

von Hy klein ist, wird die Hypothese H, verworfen.

Bei der Entscheidung muss stets mit einer Fehlentscheidung gerechnet werden. Folgende

Situationen sind moglich:

Tatséichlich: H richtig Tatsdichlich: H falsch
. richtige Entscheidung Fehlentscheidung 2. Art
Nichtablehnung von Ho mit Wahrscheinlichkeit 1 — a mit Wahrscheinlichkeit 8
Fehlentscheidung 1. Art richtige Entscheidung
Ablehnung von Ho mit Wahrscheinlichkeit a mit Wahrscheinlichkeit 1 —

a: Irrtumswahrscheinlichkeit oder Signifikanzniveau, typische Werte sind 5%, 1%, 0,1%
1 — B: Giite des Tests
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Beide Fehler sind in der Praxis unvermeidbar und lassen sich im Allgemeinen nicht unabhdngig
voneinander beeinflussen. Verkleinern von o hat im Allgemeinen eine VergrofSerung von 8 zur

Folge. Die Giite des Tests kann durch Vergrofiern des Stichprobenumfangs erhéht werden.

a) Werden mit einer statistischen Sicherheit von 95% mindestens 1000 ml
ausgeschenkt?

Bei der vorliegenden Aufgabe soll iiberpriift werden, ob die von Wirt Alois ausgeschenkte
Biermenge je MalBlkrug signifikant geringer ist, als die geforderte Fiillmenge von 1000 ml. Es
gilt also, den mittels einer Stichprobe experimentell bestimmten Schétzwert fiir den
Erwartungswert der vorliegenden Verteilung mit dem vorgegebenen Referenzwert von
1000 ml zu vergleichen. Diese Fragestellung kann mit einem t-Test fiir den Erwartungswert
beantwortet werden:

Der t-Test fiir den Erwartungswert testet anhand einer Stichprobe, ob der Mittelwert dieser
Stichprobe von einem vorgegebenen Testwert in der Grundgesamtheit signifikant verschieden
ist. Dabei sei X normalverteilt und p und o seien unbekannt. Der Erwartungswert wird als [
vermutet, woraus die Hypothese Hy: U, = U folgt. Zur Berechnung der Testgroffe werden aus

den Messwerten xq, ..., X, Mittelwert und Streuung berechnet.

Die Formel zur Berechnung der t-verteilten Testgrofe lautet im Falle des t-Tests fiir den
Erwartungswert wie folgt:
X — Ho
tO = S

Vn

Hierin ist X der aus den experimentell erhobenen Messwerten berechnete arithmetische

Mittelwert als bester Schitzwert fiir den Erwartungswert der Verteilung, p, ist der vorgegebene

Vergleichswert, S ist die empirische Streuung der Messwerte und n der Stichprobenumfang.
Wir berechnen zunéchst den Mittelwert X und die Streuung S der vorliegenden Messwerte:
X =990 ml
S = 16,623 ml
Ferner wissen wir, dass der Stichprobenumfang n = 20 betrigt.
Die Testgrofle t, ergibt sich daher zu:

~ 990 ml — 1000 ml
b= "16623 ml
V20

Den Wert dieser TestgroBBe miissen wir nun mit einem kritischen Wert vergleichen. Die

—2,689

Bestimmung dieses kritischen Wertes sowie die Testregel hdngen von der interessierenden
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Alternativhypothese H; ab. Prinzipiell konnen wir zwischen den folgenden drei Varianten

unterscheiden:
1)  Hy:p, = 1o gegen Hy: p, < Yo (einseitige Hypothese)

Ist tg < —tp—1.1—a> Wird Hy auf dem Signifikanzniveau a abgelehnt.
2)  Hy:uy = po gegen Hy: py, > U (einseitige Hypothese)

Ist ty > ty—1,1-q, Wird Hy auf dem Signifikanzniveau a abgelehnt.
3)  Hy:py = po gegen Hy: pu, # Uo (zweiseitige Hypothese)

Ist |ty >t wird H, auf dem Signifikanzniveau a abgelehnt.

a
—_11—-—=?
n-1;1 2

Wie zu erkennen, ist die Nullhypothese H, in allen drei Fallen identisch. Der Unterschied liegt
in der Alternativhypothese H;. Bei den Fillen 1 und 2 wird jeweils eine einseitige
Gegenhypothese iiberpriift, das heil3t, es interessiert nur der Fall, dass der zu testende Wert p,,
kleiner als der Vergleichswert p, (Fall 1) bzw. groBBer als der Vergleichswert p (Fall 2) ist. Im
Fall 3 wird hingegen eine zweiseitige Alternativhypothese getestet, bei der sowohl
Abweichungen nach unten als auch nach oben von Interesse sind und die Alternativhypothese
daher Hy: i, # ug lautet.

Im vorliegenden Fall besteht das Interesse des Mitarbeiters des Ordnungsamtes darin, zu
bestitigen oder auszuschlieBen, dass Wirt Alois weniger als die geforderten 1000 ml je
MalBkrug ausschenkt, da dies eine Ordnungswidrigkeit darstellen wiirde. Der umgekehrte Fall,
dass der Wirt mehr als die geforderten 1000 ml ausschenkt ist fiir den Priifer hingegen nicht
von Interesse, da dies rechtlich zuldssig wire.

Vergleichen wir das so formulierte Interesse mit den drei oben unterschiedenen Féllen, so
stellen wir fest, dass fiir uns der Fall 1 der relevante ist, in dem die Gegenhypothese Hy: p, <

Uo lautet. Die in diesem Fall anzuwendende Testregel lautet:
Ist ty < —tp_1.1-q, Wird Hy auf dem Signifikanzniveau a abgelehnt.

Der kritische Wert, mit dem unsere oben berechnete Testgrofe t, verglichen werden muss,
lautet demnach —t,,_;.1_,. Den Zahlenwert von t,_;.;_, bestimmen wir wie gewohnt mit
Kenntnis des Stichprobenumfangs n und des Signifikanzniveaus a aus der Tabelle der
Student’schen t-Verteilung. Mit n = 20 und a = 0,05 erhalten wir:

tn-1;1-a = t19,095 = 1,729
Die auszuwertende Testbedingung lautet damit:

—2,689 < —-1,729

Diese Bedingung ist offensichtlich erfiillt. Die Testregel besagt nun weiter, dass fiir den Fall,
dass obige Bedingung erfiillt ist, die Nullhypothese H, auf dem Signifikanzniveau «

abzulehnen ist.
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Wir schlief3en also:

Die Nullhypothese Hy: u,, = py wird auf dem Signifikanzniveau a = 0,05
abgelehnt!

Inhaltlich besagte unsere Nullhypothese, dass Wirt Alois mit einer statistischen Sicherheit von
P =95% im Mittel mindestens die geforderten 1000 ml je MaBkrug ausschenkt. Die
Ablehnung der Nullhypothese bedeutet daher im vorliegenden Fall:

Es kann nicht mit einer statistischen Sicherheit von P = 95% davon ausgegangen werden,
dass Wirt Alois im Mittel 1000 ml oder mehr je MaB} ausschenkt!

b) Mittlere Fehlmenge je Krug bei ,,ertragsoptimiertem* Zapfen?

Um ein Bullgeld wegen zu geringer Fiillmenge zu vermeiden, darf der Test der Nullhypothese
Hy:p, = po mit der Alternativhypothese Hy:p, < py nicht zu einer Ablehnung der
Nullhypothese fiihren. Eine Ablehnung der Nullhypothese wiirde fiir den Fall erfolgen, dass
gilt:

to < —th-1;1-a
Unsere Forderung, diesen Fall zu vermeiden, konnen wir daher wie folgt formulieren:

!

to 2= th-1,1-a

Mit den in der Aufgabenstellung gegebenen Parametern, n = 20 und a = 0,025, ergibt sich
fiir den kritischen Wert —t,,_.1_4:

—th-1,1-a = —t19;0975 = —2,093
Fiir die Testgrofe ty fordern wir daher:
!
to =— 2,093
Die Formel zur Berechnung der Testgrof3e lautet wie bereits oben eingefiihrt:

X — o
t0: S

Vn

Im vorliegenden Fall sind folgende Zahlenwerte durch die Aufgabenstellung vorgegeben:

Uo = 1000 ml
S =20 ml
n =20

Anmerkung: Bei der Annahme, dass die Standardabweichung mindestens 20 ml betrdgt,
handelt es sich um eine Abschdtzung des fiir den Wirt ungiinstigsten Falls. Denn je grofer die

Standardabweichung ist, desto schwieriger wird es, den Nachweis zu fiihren, dass eine



LOSUNGEN 47

Abweichung vom Erwartungswert tatsdchlich statistisch signifikant ist. Bei einer kleineren
Standardabweichung steigt hingegen die Signifikanz einer Abweichung vom Erwartungswert.
Fiir den Grenzfall einer Standardabweichung von Null wdire jede Abweichung automatisch

signifikant.
Fiir die TestgroBe t, gilt folglich:

_ X —1000 ml
b= ""20ml
V20
Setzen wir dies in unsere obige Forderung fiir die TestgroBe t, ein, erhalten wir:
X — 1000 ml '> 2093
20ml =~
V20

Diesen Ausdruck konnen wir nach der gesuchten mittleren Fiillmenge X auflésen und erhalten:

X '> 2,093 20 ml + 1000 ml =~ 990,64 ml
X = -2, — ml ~ ,64 m
V20

Die mittlere Fiillmenge je MaB, bei der gerade noch ein Buigeld vermieden wird, betrégt also
ungefahr x = 990,64 ml. Da in der Aufgabenstellung nach der mittleren Fehlmenge Az je Mal}

gefragt ist, berechnen wir weiter:
Az = 1000 ml — 990,64 ml = 9,36 ml
Die mittlere Fehlmenge je Maflkrug, bei der ein Bufigeld gerade noch vermieden wird,

betrigt etwa 9,36 ml.

Losung zu Aufeabe 8: t-Test fiir Vergleich zweier Erwartungswerte

a) Ist die mittlere tigliche Gewichtszunahme der Schweine in Gruppe 1 signifikant
(ax = 0,025) hoher, als die jener in Gruppe 2?

Bei der vorliegenden Aufgabe wurde in zwei Gruppen von jeweils n = 10 Schweinen durch
regelméfiges Wiegen die mittlere tdgliche Gewichtszunahme jedes einzelnen Schweins
ermittelt. Der Unterschied zwischen Gruppe 1 und 2 besteht im Proteingehalt der verfiitterten
Nahrung. Aus den experimentell ermittelten Daten ldsst sich fiir beide Gruppen von Schweinen
jeweils getrennt der Erwartungswert der tdglichen Gewichtszunahme ermitteln. Es soll nun
mittels eines t-Tests liberpriift werden, ob die mit proteinreicherem Futter erndhrten Schweine
der Gruppe 1 eine signifikant hohere tigliche Gewichtszunahme aufweisen, als jene der Gruppe
2.

Im Unterschied zur vorangegangenen Ubungsaufgabe 7 sollen also nicht der anhand einer
einzelnen Messreihe abgeschitzte Erwartungswert mit einem festen Referenzwert verglichen

werden, sondern es liegen zwei aus experimentellen Daten abgeschétzte Erwartungswerte vor,
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die miteinander verglichen werden sollen. Diese Fragestellung kann mit einem t-Test fiir den

Vergleich zweier Erwartungswerte beantwortet werden:

Fiir den t-Test zum Vergleich zweier Erwartungswerte werden zwei Stichproben gemessen mit
n, Messungen von X und n, Messungen von'Y.

Dabei sei X (U, 0)-normalverteilt und Y sei (U, 0)-normalverteilt und py, i, und o seien
unbekannt. Es wird vermutet, dass sich die Erwartungswerte der beiden Stichproben gleichen,
daraus ergibt sich die Nullhypothese Hy: Uy = [dy.

Fiir den hier vorliegenden Sonderfall, dass die Stichprobenumfiange n, und n,, identisch sind

(ny = n, = n), vereinfacht sich die Berechnung der TestgroBe t, zu folgendem Ausdruck:

-y
JSZ+S2

Hierin sind X und y die aus experimentell erhobenen Messwerten berechneten arithmetischen

t0=\/ﬁ'

Mittelwerte als beste Schitzwerte fiir die Erwartungswerte der Verteilungen der beiden

ZufallsgroBen X und Y, S, und S,, sind die empirischen Streuungen der beiden Messreihen und

n ist der fiir beide Messreihen identische Stichprobenumfang.

Um eine eindeutige Zuordnung zwischen unseren Messreihen und den allgemein mit X und Y
bezeichneten Messgroflen vornehmen zu konnen, miissen wir noch eine geeignete Festlegung
treffen. Im Weiteren bezeichnen wir daher die fiir Gruppe 1 erhaltenen Messdaten als Am, und

entsprechend jene flir Gruppe 2 als Am, und treffen folgende Zuordnung:
X = Am1
Y = Amz

Entsprechend gelten fiir die zur Berechnung der TestgroBBe t, bendtigten Groflen folgende

Zuordnungen:

Sy = SAmz

Wir konnten diese Zuordnung ebenso gut umgekehrt vornehmen. Da wir im weiteren Verlauf
mit einer einseitige Alternativhypothese testen werden, ist es lediglich wichtig, tiberhaupt eine

eindeutige Zuordnung vorzunehmen.
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Wir berechnen zunéchst die Mittelwerte X und ¥ und die Streuungen S, und S,, der vorliegenden

Messreihen:

Ferner wissen wir, dass der Stichprobenumfang beider Messreihen n = 10 betrégt.

Die Testgrof3e t, ergibt sich daher zu:
660,2 g— 6256 g

'\/(31,28 g)? + (30,21 g)2

~ 2,516

t0:

Den Wert dieser Testgrole miissen wir nun mit einem kritischen Wert vergleichen. Die
Bestimmung dieses kritischen Wertes sowie die Testregel hdangen von der interessierenden

Alternativhypothese H; ab.

Prinzipiell konnen wir beim t-Test fiir den Vergleich zweier Erwartungswerte zwischen den
folgenden drei Varianten unterscheiden:

1) Hp:pyx = Uy gegen Hy:p, < py, (einseitige Hypothese)

Ist to < —tn,+ny—2;1-a> wird H, auf dem Signifikanzniveau a abgelehnt.
2)  Hy:py, = uy gegen Hy:p, > py, (einseitige Hypothese)

Istto >ty +ny,—2;1-a> wird H, auf dem Signifikanzniveau a abgelehnt.
3)  Ho:pyx = py gegen Hy: e # U, (zweiseitige Hypothese)

Ist |to| > t, 4ny-21-% wird H, auf dem Signifikanzniveau a abgelehnt.

2;1

Laut Aufgabenstellung sollen wir iiberpriifen, ob die Gewichtszunahme in Gruppe 1 grofBer ist,
als jene in Gruppe 2. Mit unserer oben eingefiihrten Bezeichnung der Gewichtszunahmen und
der vorgenommenen Zuordnung zu den Variablen X und Y ergibt sich, dass wir mit der
einseitigen Alternativhypothese Hy: u, > u,, testen miissen, in obiger Aufzéhlung also der Fall
2.

Die in diesem Fall anzuwendende Testregel lautet:
Istto >ty +ny,—2;1-a> wird H, auf dem Signifikanzniveau a abgelehnt.
Der kritische Wert, mit dem unsere oben berechnete Testgrofe t, verglichen werden muss,

lautet demnach tnytn,—2;1-a- Den Zahlenwert von tntny 21— bestimmen wir mit Kenntnis

der beiden (hier identischen) Stichprobenumfénge n, und n,, und des Signifikanzniveaus a aus

der Tabelle der Student’schen t-Verteilung.
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Mitn, = n, =n=10 und a = 0,025 erhalten wir:
tn+ny,-21-a = ti0+10-2;0975 = l1g;0,975 = 2,101
Die auszuwertende Testbedingung lautet damit:

2,516 > 2,101

Diese Bedingung ist offensichtlich erfiillt. Die Testregel besagt nun weiter, dass fiir den Fall,
dass obige Bedingung erfiillt ist, die Nullhypothese H, auf dem Signifikanzniveau «
abzulehnen ist. Wie schlieBen also:

Die Nullhypothese Hy: p,, = i, wird auf dem Signifikanzniveau a = 0,025
abgelehnt!

Inhaltlich besagte unsere Nullhypothese, dass sich die Erwartungswerte der Gewichtszunahmen
Am; und Am, nicht unterscheiden. Die Ablehnung der Nullhypothese bedeutet daher im

vorliegenden Fall und bezogen auf die Fragestellung im Aufgabentext:

Es kann mit einer statistischen Sicherheit von P = 97,5% davon ausgegangen werden,
dass die Gewichtszunahme der Schweine in Gruppe 1 hoher ist, als die Gewichtszunahme

der Schweine in Gruppe 2.

Losung zu Aufgabe 9: t-Test fiir verbundene Stichproben

Unterscheidet sich die schlafverlingernde Wirkung zweier Schlafmittel A und B?

Auch der t-Test fiir verbundene Stichproben vergleicht — dhnlich wie der in Ubungsaufgabe 8
behandelte t-Test fiir den Vergleich zweier Erwartungswerte — zwei aus experimentellen Daten
abgeschitzte Erwartungswerte. Allerdings ist er darauf ausgelegt, dass die Stichproben
miteinander verbunden sind. Zwei (oder mehr) Stichproben sind immer dann miteinander
verbunden, wenn zwischen den Elementen der Stichproben ein paarweiser Zusammenhang
besteht. Daraus folgt auch, dass bei verbundenen Stichproben stets die Nebenbedingung n, =

n, = n erfullt ist.

y
Ein Beispiel fiir verbundene Stichproben ist etwa, dass zwei Schlafmittel verglichen werden,
indem n Probanden zuerst Schlafmittel A probieren und zwei Wochen spiter das Schlafmittel
B. Es wird jeweils ermittelt, wie viel linger die Schlafdauer im Vergleich zur mittleren
Schlafdauer ohne Schlafmittel ist. Durch diese Versuchsanordnung ist jeweils ein Datensatz
aus der ersten Messreiche (Medikament A) mit einem Datensatz aus der zweiten Messreihe

(Medikament B) verbunden, da beide Messwerte an demselben Probanden ermittelt wurden.

Die TestgroBBe wird bei verbundenen Stichproben mit Hilfe einer zusdtzlich eingefiihrten
Variablen berechnet, ndmlich der Differenz d; der jeweils miteinander verbundenen Messwerte

x; und y;:

d; = x; = Y
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Da diese Differenz d; ihrerseits wieder eine normalverteilte Zufallsvariable ist, konnen wir

deren Mittelwert und Streuung wie gewohnt berechnen:

CZ — Z?=1 di
n
2
S, = ?zl(di B d)
d n—1
Die TestgrofB3e t, berechnet sich dann gemal:

B d
ty = S
Vn

a) Welcher Test ist geeignet, die Frage zu beantworten.

Da die Messung der schlafverlangernden Wirkung nacheinander jeweils an denselben Patienten
erfolgte, sind die Ergebnisse paarweise miteinander verbunden. Wir miissen also einen t-Test

fiir verbundene Stichproben durchfiihren.
b) Miissen wir eine einseitige oder zweiseitige Hypothese stellen?

Laut Aufgabenstellung soll {iberpriift werden, ob sich die Wirkung der beiden Schlafmittel
unterscheidet. Da nur nach einem Unterschied gefragt ist, nicht jedoch danach, ob eines der
Medikamente besser oder schlechter wirkt, testen wir mit einer zweiseitigen

Alternativhypothese.
¢) Anwendung des Tests

Um die TestgroBBe t, berechnen zu kdnnen, miissen wir zunichst die Differenzen d; der
paarweise verbundenen Messwerte ermitteln. Dafiir definieren wir zundchst folgende

Zuordnung zu den Medikamenten A und B:
X=A
Y=B

Die Differenzen d; ergeben sich damit zu:

di = ATAi - ATBi
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Wir ergédnzen entsprechend unsere Tabelle der vorliegenden Messwerte um eine Zeile fiir die

Differenz d und erhalten:

Testperson i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
AT,/ h 1,9 0,8 1,1 0,1 | -0,1 | 4,4 5,5 1,6 4,6 3.4
ATg/h 0,7 | -1,6 | -0,2 | -1,2 | -0,1 3.4 3,7 0,8 0,0 2,0

d/h 1,2 2,4 1,3 1,3 0 1 1,8 0,8 4,6 1,4

Daraus ergeben sich Mittelwert und Streuung der GroB3e d zu:

d=158h
S;~123h

Die Testgrofe t, errechnet sich geméf obiger Formel mit den Zahlenwerten fiir Mittelwert und

Streuung sowie dem bekannten Stichprobenumfang von n = 10 zu:

__1s8h
=953 &%

V10
Den Wert dieser TestgroBBe miissen wir nun mit einem kritischen Wert vergleichen. Die
Bestimmung dieses kritischen Wertes sowie die Testregel hdngen von der interessierenden
Alternativhypothese H; ab. Prinzipiell konnen wir beim t-Test fiir verbundene Stichproben

zwischen den folgenden drei Varianten unterscheiden:
1) Hy:ug =0 gegen Hy: uy < 0 (einseitige Hypothese)

Ist tg < —tp—1.1—a> Wird Hy auf dem Signifikanzniveau a abgelehnt.
2)  Hy:pg = 0gegen Hy: ug > 0 (einseitige Hypothese)

Ist tg > ty—1,1-q, Wird Hy auf dem Signifikanzniveau a abgelehnt.
3)  Hy:pug =0 gegen Hy: uy # 0 (zweiseitige Hypothese)

Ist |ty >t wird H, auf dem Signifikanzniveau a abgelehnt.

a
—_11—-—=?
n-1;1 2

Wie bereits oben erldutert, testen wir im vorliegenden Fall mit einer zweiseitigen

Alternativhypothese H;: uyz # 0, also gemiB Fall 3 der obigen Auflistung.

Die in diesem Fall anzuwendende Testregel lautet:

Ist |to| > t,_,.,_a, wird Hy auf dem Signifikanzniveau a abgelehnt.
2

1;1

Der kritische Wert, mit dem unsere oben berechnete Testgrofe t, verglichen werden muss,

lautet demnach ¢, _,.,_«. Den Zahlenwert von t,_,,_a bestimmen wir mit Kenntnis des
T2 T2

Stichprobenumfangs n und des Signifikanzniveaus a aus der Tabelle der Student’schen t-

Verteilung.
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Mitn = 10 und a = 0,05 erhalten wir:

t a=1 = to,0975 = 2,262
n-1,1-3 10_1;1_0'705 9;0,975 )

Die auszuwertende Testbedingung lautet damit:
[4,062| > 2,262

Diese Bedingung ist offensichtlich erfiillt. Die Testregel besagt nun weiter, dass fiir den Fall,
dass obige Bedingung erfiillt ist, die Nullhypothese H, auf dem Signifikanzniveau «
abzulehnen ist. Wie schlieBen also:

Die Nullhypothese Hy: g = 0 wird auf dem Signifikanzniveau o = 0,05
abgelehnt!

Inhaltlich besagte unsere Nullhypothese, dass sich die schlafverlingernde Wirkung der beiden
getesteten Medikamente nicht unterscheidet. Die Ablehnung der Nullhypothese bedeutet daher

im vorliegenden Fall:

Es kann mit einer statistischen Sicherheit von P = 95% davon ausgegangen werden, dass
sich die schlafverlingernde Wirkung der beiden Medikamente A und B voneinander

unterscheidet.

Losung zu Aufgabe 10: Chi?-Test

Hdiufig wird bei der Bearbeitung statistischer Daten eine bestimmte Verteilung vorausgesetzt.
Um zu iiberpriifen ob die Daten tatsciichlich der Verteilung entsprechen, wird ein y?-Test
durchgefiihrt. Dabei sei X eine Zufallsgroffe mit unbekannter Verteilungsdichtefunktion.
Aufgrund von Messdaten oder Vorabinformationen wird vermutet, dass X durch eine

Verteilungsdichtefunktion h(x) beschrieben wird.

Die hierzu formulierte Nullhypothese H lautet: X wird durch die Verteilungsdichtefunktion
h(x) beschrieben! Etwaig beobachtete Abweichungen von der angenommenen Verteilung

wdren in diesem Fall rein zufdlliger Natur.
Weiterhin wird eine Stichprobe mit n Messwerten x4, ..., X, aufgenommen.

Aus dieser Messreihe wird einerseits ein empirisches Histogramm erstellt und aus der

Verteilungsdichtefunktion h(x) wird ein theoretisches Histogramm berechnet.

Als Testgrdf3e wird eine normierte Differenz zwischen beiden Histogrammen berechnet. Wenn

die Hypothese zutrifft, miisste diese Testgrofse hinreichend klein sein.

Anhand nachfolgender Abbildungen soll die grundsétzliche Vorgehensweise zundchst
nochmals anschaulich dargestellt werden, bevor im zweiten Teil dieses Dokuments die

rechnerische Durchfiihrung des y2-Tests erfolgt.
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Abbildung 1: Empirisches Histogramm der Messdaten
Im vorliegenden Fall der Ubungsaufgabe 11 wurden die aufgenommenen Messwerte bereits zu
einem Histogramm zusammengefasst. Die entsprechenden Klassengrenzen sowie die absoluten
Haufigkeiten in den einzelnen Klassen konnen der Tabelle in der Aufgabenstellung entnommen
werden. Abbildung 1 zeigt dieses empirische Histogramm, wobei hier wie auch in den
nachfolgenden Abbildungen jeweils die Fldche der Histogrammbalken der relativen Héaufigkeit
proportional ist. (Das heilt, die absoluten Héaufigkeiten lassen sich aus der Balkenhohe durch
Multiplikation mit dem Stichprobenumfang von n = 125 sowie mit der Klassenbreite von

0,1 mm errechnen.)

Das in Abbildung 1 dargestellt Histogramm weist zundchst noch Klassen einheitlicher Breite
auf. Da fiir diinn besetzte Klassen die oben erwdhnte Berechnung der normierten Differenzen
von empirischem und theoretischem Histogramm zu unsinnig groBen Zahlenwerten fiihren
kann, sollten die Histogrammklassen so gewihlt werden, dass in jede Klasse mindestens 5
Messwerte entfallen. Bei diesem Zahlenwert handelt es sich allerdings nur um einen Richtwert,
man findet mitunter auch die Empfehlung, dass jede Klasse mit mindestens 10 Messwerten
besetzt sein sollte. Am einfachsten lédsst sich diese Bedingung dadurch einhalten, dass in dem
bereits vorliegenden Histogramm solche diinn besetzten Klassen mit benachbarten Klassen
zusammengelegt werden, bis eine entsprechende Mindestbesetzung erreicht ist. Im
vorliegenden Fall werden daher die ersten vier Klassen zu einer dann von 221,0 mm bis
221,4 mm reichenden Klasse zusammengefasst, sowie die beiden letzten Klassen zu einer dann
von 221,9 mm bis 222,1 mm reichenden. Die grafische Darstellung dieses empirischen

Histogramms mit zusammen gefassten Klassen findet sich in Abbildung 2.
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4 theoretisches Histogramm ‘ ‘_ Normalverteilung
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Abbildung 4: Theoretisches Histogramm mit zugrunde liegender Normalverteilung
Vergleich man nun das empirische Histogramm aus Abbildung 2 mit dem theoretischen
Histogramm aus 4bbildung 4, stellt man fest, dass sich zwischen tatsidchlicher Besetzungszahl
der Klassen und theoretisch erwarteter Besetzungszahl Unterschiede ergeben. Eine grafische
Darstellung dieser Gegeniiberstellung von empirischem und theoretischem Histogramm zeigt
Abbildung 5.

‘ Tempirisches Histogramm ‘ ‘ [ theoretisches Histogramm

2,8

relative Haufigkeitsdichte h

221,0 2214 2215 221,6 2217 221,8 221,9 2221
x/mm —>

Abbildung 5: Vergleich von empirischem und theoretischem Histogramm

Die zu kldrende Frage ist nun, ob die beobachteten Unterschiede so gering sind, dass man mit
hinreichender statistischer Sicherheit davon ausgehen kann, dass sie lediglich zufélliger Natur
sind, oder ob die Unterschiede so grof3 sind, dass die Hypothese von der Normalverteilung der
erhobenen Messdaten verworfen werden muss. Hierzu wird aus den Differenzen der beiden
Histogramme eine normierte Gesamtdifferenz yZ berechnet und diese mit einem kritischen

Wert verglichen. Ist die errechnete Differenz kleiner als der kritische Wert, wird die
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Nullhypothese, die Messdaten seien normalverteilt, angenommen, andernfalls wird sie

verworfen.

Zur rechnerischen Bestimmung des yg-Wertes dient Tabelle 10.2. In der ersten Spalte dieser
Tabelle sind die Obergrenzen x; der in der Aufgabenstellung gegebenen Histogrammklassen
eingetragen, in der zweiten Spalte finden sich die absoluten Haufigkeiten n; innerhalb dieser

Klassen.

Tabelle 10.2: Daten zur Durchfiihrung eines y?-Tests auf Normalverteilung

1 2 3 4 5 6 7 8
X n | B | (xi—w/o | ®((xi—w/o) i E; = np; (BL;—EL)Z
i
2211 1
221,2 1
2213 5 13 -1,26 0,103835| 0,103835 12,9794 0,00003
221,4 9
221,5 15 15 -0,71 0,238852| 0,135017 16,8771 0,2088
221,6 22 22 -0,16 0,436441 0,197589 24,6986 0,2949
221,7 30 30 0,38 0,648027| 0,211586 26,4483 0,4770
221,8 27 27 0,93 0,823814| 0,175787 21,9734 1,1499
221,9 9 9 1,48 0,930563| 0,106749 13,3436 1,4139
222,0 6
- 3 9 (oS 1,000000| 0,069437 8,6796 0,0118
¥2 3,5563

Zunichst werden nun wie oben beschrieben diinn besetzte Klassen mit benachbarten Klassen
zusammengefasst. Wie zu erkennen, sind die ersten drei Klassen nur mit Haufigkeiten von 1
bzw. 2 besetzt. Da auch nach Zusammenfassung dieser drei benachbarten Klassen noch nicht
die Mindestanzahl von 5 erreicht ist, miissen wir die ersten vier Klassen zusammenfassen.
Ebenso muss die letzte Klasse (Besetzungszahl 3) mit der vorletzten Klasse zusammengefasst
werden. Die empirisch ermittelten absoluten Haufigkeiten B; innerhalb der verbleibenden
Klassen sind in der dritten Spalte der Tabelle 10.2 eingetragen. Die Berechnung des
theoretischen Histogramms erfolgt im vorliegenden Fall unter Zuhilfenahme der bereits aus
vorangegangenen Aufgaben bekannten Tabelle der Summenfunktion der standardisierten
Normalverteilung. Dazu berechnen wir zunéchst aus den x;-Werten der Klassenobergrenzen
die korrespondierenden, auf die standardisierte Normalverteilung bezogenen z-Koordinaten.
Hierfiir benétigen wir jedoch zundchst den Erwartungswert 4 und die Standardabweichung o

der anzunehmenden Normalverteilung. Die besten Schitzwerte fiir diese beiden Parameter
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stellen der Mittelwert X und die Streuung S der vorliegenden Messdaten dar. Beide Werte sind

bereits in der Aufgabenstellung angegeben und lauten:
X = 221,63 mm
S

0,183 mm

Fiir die erste Klasse mit der Obergrenze von x; = 221,4 mm lautet die Berechnung des z-
Wertes daher:

Xp—H 221,4 mm — 221,63 mm
o 0,183 mm

Z1 = ~ —1,26

Dieser Zahlenwert, sowie die analog hierzu berechneten Werte fiir die folgenden Klassen finden
sich in der vierten Spalte der Tabelle 10.2. Fiir die letzte Klasse, deren Obergrenze hier mit co

gewihlt wurde, ergibt sich ohne Berechnung auch fiir den z-Wert oo.

Die zu den berechneten z-Werten gehorigen Werte der Summenfunktion der standardisierten
Normalverteilung ®(z;) kénnen nun nach bekanntem Schema aus der entsprechenden Tabelle
abgelesen werden. Hierdurch erhilt man die in der fiinften Spalte eingetragenen Zahlenwerte.
Der Wert in der letzten Zeile, fiir z = oo, kann zwar nicht aus der Tabelle abgelesen werden,
ergibt sich jedoch logischer Weise zu 1, da zwischen —oo und +oo stets 100% aller Messwerte
liegen.

Die bislang ermittelten, in Spalte 5 eingetragenen Werte geben nun an, mit welcher
Wahrscheinlichkeit ein Wert zwischen —oo und der jeweiligen Klassenobergrenze liegt. Da wir
jedoch an der Wahrscheinlichkeit interessiert sind, mit welcher ein Wert innerhalb der
Klassengrenzen liegt, miissen wir die entsprechenden Differenzen bilden. Fiir die erste Klasse
koénnen wir den Wert von @(z;) = 0,103835 unveriandert iibernehmen. Fiir die zweite Klasse

erhalten wir das Ergebnis, indem wir ®(z;) von ®(z,) subtrahieren. Wir erhalten also:
®(z,) — d(z,) = 0,238852 — 0,103835 = 0,135017

Die nach diesem Schema errechneten und in Spalte 6 der Tabelle 10.2 eingetragenen Werte
geben nun an, mit welcher Wahrscheinlichkeit p; unter Annahme der geschitzten
Normalverteilung ein Messwert innerhalb einer bestimmten Klasse liegt. Da unser empirisches
Histogramm die absoluten Héufigkeiten B; innerhalb der Klassen angibt, miissen wir fiir den
Vergleich von empirischem und theoretischem Histogramm die Wahrscheinlichkeiten p; aus
Spalte 6 in absolute Haiufigkeiten E; umrechnen. Hierzu multiplizieren wir die
Wahrscheinlichkeiten mit dem Umfang der Stichprobe, welche den empirischen Daten
zugrunde liegt. Dieser Stichprobenumfang betrdgt n = 125. So errechnen wir beispielsweise

die absolute Haufigkeit innerhalb der ersten Klasse des theoretischen Histogramms wie folgt:
E,=n-p; =125-0,103835 = 12,9794

Bevor wir nun mit Hilfe der 3. und 7. Spalte der Tabelle 10.2 die normierte Differenz von

empirischem und theoretischem Histogramm berechnen, iiberpriifen wir, ob auch fiir das
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theoretische Histogramm die Bedingung erfiillt ist, dass die absolute Haufigkeit in keiner der
Klassen den Wert 5 unterschreitet. Sollte dies fiir einzelne Klassen der Fall sein, fassen wir —
wie bereits anhand des empirischen Histogramms erldutert — benachbarte Klassen zusammen.

Im vorliegenden Fall ist jedoch keine weitere Zusammenlegung von Klassen erforderlich.

Die normierte Differenz y32 errechnet sich nun aus den empirischen Hiufigkeiten B; und den

theoretischen Haufigkeiten E; gemal folgender Gleichung:

,r*

- Z (B; — E)*

X0 ' —Ei
=1

Wir errechnen hier zunédchst die normierten Differenzen jeweils flir einzelne Klassen und
erhalten damit die in Spalte 8 der Tabelle 10.2 eingetragenen Zahlenwerte. Fiir die erste Klasse

lautet die Berechnung beispielsweise:

(B — E1)* _ (13 —12,9794)°

~ 3,27 -1075
E, 12,9794

Bilden wir nun tiber diese klassenweisen normierten Differenzen die Summe, erhalten wir den

gesuchten yg-Wert fiir den damit gilt:
x2 = 3,5563

Die im Weiteren auszuwertende Testbedingung lautet:
2 2
Xo > Xri—s—1;1-a

Wir miissen demnach zunichst den kritischen Wert y 2. ermitteln. Hierfiir bendtigen wir

-s-1;1-«a
neben dem gewéhlten Signifikanzniveau a die beiden Parameter r* und s. r* steht hierbei fiir
die Anzahl der auswertbaren Klassen des Histogramms. Auswertbar meint hierbei, die Zahl der
Klassen nach einer etwaigen Zusammenlegung benachbarter Klassen. Im vorliegenden Fall

erhalten wir durch Auszihlen:
r* =7

Der Parameter s steht flir die Anzahl der aus der untersuchten Stichprobe abgeschétzten
Parameter der Verteilungsdichtefunktion, die dem jeweiligen Test zugrunde gelegt wird. Im
vorliegenden Fall war dies die Verteilungsdichtefunktion der GauBschen Normalverteilung.
Diese lautet:

ho) = e 2T

2102

Die Verteilungsdichtefunktion der GauBBschen Normalverteilung hingt also von den zwei
Parametern u und o ab. Beide Werte wurden in Form des Mittelwerts X bzw. der Streuung S

aus den Daten der untersuchten Stichprobe abgeschitzt. Die gesuchte Anzahl s betrégt daher:

s=2
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Das Signifikanzniveau « betrigt laut Aufgabenstellung o = 0,05. Fiir den kritischen Wert

XP+_g_1,1-¢ gilt daher im vorliegenden Fall:

X?*—s—l;l—a = X;—2—1;1—0,05 = Xﬁ;o,gs
Der zugehorige Zahlenwert kann nun aus der Tabelle der p-Quantile st;p der y2-Verteilung mit
s Freiheitsgraden abgelesen werden. Wir erhalten somit:

Xﬁ;o,gs = 9,49
Die auszuwertende Testbedingung lautet mit den errechneten Zahlenwerten folglich:

3,5563 > 9,49

Wie zu erkennen, ist diese Testbedingung nicht erfiillt. Da fiir den Fall, dass die Testbedingung
erfiillt ist, die Nullhypothese abgelehnt wird, schlieBen wir aus der Nichterfiillung der
Testbedingung:

Die Nullhypothese wird nicht abgelehnt!

Da unsere Nullhypothese lautet, dass die vorliegenden Messdaten einer Gaullschen

Normalverteilung gentigen, schliefen wir aus dem Testergebnis weiterhin:

Die Messdaten sind mit einer statistischen Sicherheit von P = 95% normalverteilt!

Losung zu Aufgabe 11: Chi?-Test auf Gleichverteilung

Die grundsitzliche Vorgehensweise beim y?-Test, welche bereits in Ubungsaufgabe 11 anhand
der Uberpriifung auf Vorliegen einer Normalverteilung ausfiihrlich erldutert wurde,
unterscheidet sich fiir unterschiedliche Verteilungsfunktionen nicht. Stets gilt es, eine normierte
Differenz zwischen dem tatsichlich beobachteten Histogramm und einem unter Annahme der
Giltigkeit der jeweiligen Hypothese berechneten, theoretischen Histogramm zu bestimmen.
Der wesentliche Unterschied bei Uberpriifung auf verschiedene Verteilungsfunktionen besteht
lediglich in der Herkunft der Daten des theoretischen Histogramms, also der Frage, wie diese

berechnet oder wo diese abgelesen werden konnen.

Im vorliegenden Fall soll iiberpriift werden, ob ein Wiirfel tatséchlich das als ,,fair* bezeichnete
Verhalten aufweist, dass alle Augenzahlen mit derselben Wahrscheinlichkeit geworfen werden.

Mathematisch wird dieses Verhalten durch eine diskrete Gleichverteilung beschrieben.

Die fiir den Test bendtigten theoretischen Hiufigkeiten E; ergeben sich durch die Uberlegung,
dass bei gleicher Auftretenswahrscheinlichkeit fiir alle sechs moglichen Augenzahlen die
Wahrscheinlichkeit fiir jede einzelne Augenzahl bei 1/6 liegt. Fiir die Wahrscheinlichkeiten p;
fiir jede der Augenzahlen gilt also:

1
Pi=¢ firie {1, 2, 3, 4, 5, 6}
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Mit dem Stichprobenumfang von n = 300 ergibt sich fiir die absoluten Héufigkeiten E; = n -
p; folglich:

1
E; =€-300=50 firi €{1, 2, 3, 4, 5, 6}
Die TestgroBe g ergibt sich auf Grundlage der B; und E; gemiB folgender Tabelle 11.3:

Tabelle 11.3: Daten zur Durchfiihrung eines y?-Tests auf Gleichverteilung

Augenzahl B; E; @

1 42 50 1,28
2 51 50 0,02
3 56 50 0,72
4 48 50 0,08
5 52 50 0,08
6 51 50 0,02

) 2,2

Die Testgrofe betrdgt somit:
X5 =22

Zur Feststellung des kritischen Wertes )(f* mit welchem die berechnete Testgrofle zu

-s—-1;1-a

vergleich ist, wird zunéchst die Zahl der Freiheitsgrade benotigt, fiir welche wie zuvor gilt:

FG =r"—s-—1
Die Anzahl r* der auswertbaren Klassen betragt entsprechend der Anzahl der mdglichen
Augenzahlen:

r' =6
Die Zahl s der Parameter der Verteilungsfunktion, welche aus der Stichprobe abgeschitzt
wurden, betrdgt im vorliegenden Fall

s=0 ,

da kein Parameter aus der Stichprobe abgeschitzt werden musste. Die Eigenschaften der zu
iiberpriifenden Verteilungsfunktion — einer diskreten Gleichverteilung mit sechs moglichen
Merkmalsausprigungen — wurden durch theoretische Uberlegung aus der Fragestellung selbst

und dem Verstdndnis des Verhaltens eines fairen Wiirfels abgeleitet.

Es gilt somit:
r'—-s—1=6—-0—-1=5
Die Irrtumswahrscheinlichkeit o betrdgt laut Aufgabenstellung:

a = 0,05
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Fiir den kritischen Wert y2 _ s—1;1-¢ gilt im vorliegenden Fall also:
sz'*—s—l;l—a = XEZ,;0,95 =111 (aus Tabelle)
Die auszuwertende Testbedingung lautet damit:

X8 > Xéoos ?
Mit den zuvor ermittelten Zahlenwerten fiir Testgrofe und kritischen Wert ist also {iberpriifen,
ob gilt:

2,2 > 111
Die Testbedingung ist offensichtlich nicht erfiillt. Da fiir den Fall, dass die Testbedingung

erfiillt ist, die Nullhypothese abgelehnt wird, schlieBen wir aus der Nichterfiillung der
Testbedingung:

Die Nullhypothese wird nicht abgelehnt!

Da unsere Nullhypothese lautet, dass der getestete Wiirfel ein als fair bezeichnetes Verhalten
aufweist, dass also die mit thm gewiirfelten Augenzahlen einer diskreten Gleichverteilung

geniigen, schliefen wir aus dem Testergebnis weiterhin:

Der Wiirfel kann auf einem Signifikanzniveau a = 0, 05 als fair angesehen werden!

Losung zu Aufgabe 12: Lineare Regression

Bei der Anwendung der linearen Regression wird durch eine Menge von Wertepaaren (x;, y;)
nach der Methode der geringsten quadratischen Abweichungen eine Gerade gelegt. Die

allgemeine Ansatzfunktion einer Geraden lautet:
y=bx+a

Darin ist b der sogenannte Regressionskoeffizient, welcher die Steigung der Geraden angibt
und a ist der Achsenabschnitt. Da eine nach der Methode der kleinsten Fehlerquadrate
ermittelte Ausgleichsgerade stets durch den Schwerpunkt (x, y) der Einzelpunkte verlduft, kann
bei Kenntnis des Regressionskoeffizienten b der Achsenabschnitt durch Einsetzen des

Schwerpunktes berechnet werden:
a=y—bx

Ersetzen wir in der allgemeinen Ansatzfunktion der Geraden den Achsenabschnitt a
entsprechend, so erhalten wir die gdngige Darstellung der Regressionsgeraden, bei welcher der

Achsenabschnitt nicht explizit, sondern implizit durch den Schwerpunkt (X, y) dargestellt wird:
(y—y)=bx—x)
Der beste Schitzwert fiir den Regressionskoeffizient b wird wie folgt berechnet:

?:1(951' )i —y)
Yz (x; — %)?
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Es ist sinnvoll, diese Berechnung mit Hilfe des in den meisten wissenschaftlichen
Taschenrechnern verfiigbaren Statistikmodus vorzunehmen. Mdchte man die Berechnung
hingegen ohne diese Unterstiitzung vornehmen, reduziert die folgende, mathematisch
aquivalente Darstellung der Gleichung den Rechenaufwand erheblich:

Yis1 Xiy; — NXy

b =
n 2 _ 52
L1 Xi —nx

Dass es sich bei der so errechneten Geraden nur um einen Schitzwert handelt, verdeutlicht
nachfolgende Abbildung. Da sowohl die Berechnung des Steigungsmalles b als auch der
Schwerpunkt (X,y) basierend auf abweichungsbehafteten Messdaten erfolgt, sind iiber die
Abweichungsfortpflanzung sowohl die Position als auch die Steigung der Geraden mit
Abweichungen behaftet. Das resultierende Konfidenzintervall weist, wie in der Abbildung
eingetragen, im Bereich des Schwerpunktes (X, y) seine geringste Breite auf und erweitert sich

zu beiden Seiten mit zunehmendem Abstand.

d

X Messpunkt
— Regressionsgerade
-------- 95% Konfidenzintervall

R

X
Es stellt sich daher, dhnlich wie bei anderen bereits behandelten statistischen Verfahren, die
Frage nach der Unsicherheit dieser Schitzung. Ziel der vorliegenden Aufgabe ist daher
zundchst, zu dem nach obiger Gleichung berechneten Regressionskoeffizienten b ein
zugehoriges Konfidenzintervall zu berechnen. Das Konfidenzintervall fiir den Regressions-

koeffizienten b zur statistischen Sicherheit P = 1 — o betrégt:

B Otn_21-ay2 b+ Otn_21-ay2
vnS, VnS,
Neben dem p-Quantil der Student’schen t-Verteilung t;,_5.1_4 /2, der empirischen Streuung der

x-Werte S, sowie dem Stichprobenumfang n hingt das Konfidenzintervall demnach von der

sogenannten Restvarianz 62 ab, welche wie folgt berechnet wird:
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1
n—2

n
PN _ _ 2
6% = Z(yj—y+b(x—xj))
j=1
Bei dem darin enthaltenen Term (yj —y+b(x— xj)) handelt es sich anschaulich jeweils um
die Differenz zwischen einem beobachteten y-Wert y; und dem Funktionswert der

Regressionsgeraden an der Stelle x;.

a) Bestimmung des Empfindlichkeitskoeffizienten a. mittels linearer Regression

In der vorliegenden Aufgabe soll die lineare Regression genutzt werden, um auf der Basis von
Messdaten den thermischen Empfindlichkeitskoeffizienten a, eines Kondensators zu ermitteln.
Hierzu wird folgender funktionaler Zusammenhang angegeben, welcher die tatsdchliche
Kapazitit ¢ mit dem Empfindlichkeitskoeffizienten a., der Nennkapazitit C, sowie der

Temperatur T und einer Referenztemperatur T in Bezug setzt:
C=Co-(1+a.-(T—Tp))

Um die weitere Berechnung moglichst einfach zu gestalten, ist es sinnvoll, obige Gleichung
derart umzustellen, dass wir eine Struktur erhalten, bei welcher der Koeffizient a,. formal
identisch mit dem Regressionskoeffizienten b ist. Im vorliegenden Fall bietet sich folgende

Umformung an:

C

C_0_1 =ac'(T_T0)
Vergleichen wir diese Struktur mit der allgemeinen Geradengleichung erkennen wir folgende
Zusammenhénge:

C 1=

G =7

T — TO =X

a.=b

Prinzipiell sind auch davon abweichende Umformungen der gegebenen Gleichung méglich und
sinnvoll. Es ist jedoch darauf zu achten, dass die neu konstruierte x-Grofle von der
unabhingigen Grofe im Rahmen der Versuchsdurchfiihrung abhédngt. Aus der
Versuchsbeschreibung ergibt sich im vorliegenden Fall, dass es sich bei der Temperatur T um
die unabhdngige x-Grofe handelt, da diese jeweils gezielt eingestellt wird. Die zugehdrige
Kapazitit des Kondensators stellt in diesem Fall folglich die von x abhéngige y-GroBe dar.
Nach obigen Zusammenhingen kénnen wir nun aus den in der Aufgabenstellung gegebenen
Werten unsere x-y-Wertepaare fiir die nachfolgende Regressionsberechnung ermitteln. Mit
Co = 68 nF, Ty = 20°C und den Messwerten flir T und C aus der Tabelle erhalten wir folgende
x-y -Wertepaare:
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i 1 2 3 4 5 6 7 8

x/°C -20 -15 -10 -5 0 5 10 15
y/1 | 0049118 | 0,036912 | 0,025294 | 0,012353 | 0,000735 | -0,011912 | -0,024412 | -0,037941

Um aus diesen Werten den Regressionskoeffizienten berechnen zu kénnen, bestimmen wir

zundchst die Mittelwerte x und y:
X =—2,5°C
y ~ 6,268 - 1073

Mit diesen Werten ergibt sich der Regressionskoeffizient zu:

1
b~ 2474107

Die Unsicherheit ¢;, dieser Schitzung, also die Breite des Konfidenzintervalls ergibt sich geméal3

obiger Gleichung mit:

_ Oltyp_21-a/2

Cp =
b Jns.

Um das Konfidenzintervall des Regressionskoeffizienten bestimmen zu kdnnen, berechnen wir

zunichst die Restvarianz 62:

6% ~ 3,283-1077
Damit ergibt sich die fiir das Konfidenzintervall bendtigte Standardabweichung & zu:
6 ~573-107*
Das dariiber hinaus benétigte p-Quantil der Student’schen t-Verteilung t,,_5.1_4/, ergibt sich
mitn = 8und a = 0,05 zu:
th—2;1-a/2 = te;0,975 = 2,447
Weiterhin bendtigen wir noch die Streuung S, der x-Werte. Diese errechnet sich zu:
Sy = 12,2475°C
Damit konnen wir die Unsicherheit c; berechnen:

573-107%.2,447 s 1
cp = ~4,05-107°—

V8- 12,2475°C °C

Das vollstindige Messergebnis fiir den Empfindlichkeitskoeffizienten a., welcher identisch ist

mit dem hier berechneten Regressionskoeffizienten b, ergibt sich damit zu:

1 1
a.=b=-2474- 10_3¥ + 4,05 - 10_5¥ ; P=95%
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b) Resultierende Kapazitit bei einer bestimmten Temperatur T einschlieBlich

Vertrauensbereich

Die in Aufgabenteil a) mittels linearer Regression berechnete Gerade ordnet einem beliebig

gewihlten x-Wert x* einen entsprechenden y-Wert y* zu, fiir den gilt:
y' =3 +b(x" = %)
Aufgrund der Unsicherheit der Geraden selbst ist auch die auf dieser basierende Zuordnung von

x-und y-Werten mit einer Unsicherheit behaftet. Ein Konfidenzintervall fiir y* zur statistischen
Sicherheit P = 1 — a betragt:

- Otn-_21-a/2 1+ (x* —X%)2 v+ Gtn_2;1-a/2 1+ (x*—x)2
Vn sz Vn Sz

In der Aufgabenstellung wird der spezielle x-Wert x* nicht direkt angegeben, sondern indirekt
tiber die Temperatur T* = 27,5°C. Fiir unsere Regressionsberechnung hatten wir x-Werte

zugrunde gelegt, die mit der Temperatur T wie folgt zusammenhéangen:
x=T-T,

Fiir den gesuchten Wert x* ergibt sich daher:
x*=T"—-T,=27,5°C—20°C =7,5°C

Der zugehorige y-Wert y* errechnet sich damit zu:
1
y*=9y+b(x*—%)=6268-10"3— 2,474 10‘3¥- (7,5°C + 2,5°C) = —0,01847

Fiir die Berechnung des zugehdrigen Konfidenzintervalls bendtigen wir noch das p-Quantil der
Student’schen t-Verteilung zu den Parametern n = 8 und a = 0,02. Hierfiir gilt:

th—2;1-a/2 = te;0,99 = 3,143

Die Unsicherheit c,,- ergibt sich mit den vorliegenden Zahlenwerten zu:

~ 8,22-107*

5,73 - 1074 - 3,143] (7,5°C + 2,5°C)?
Cy* =

V8 (12,2475°C)?

Das vollstandige Messergebnis fiir y* lautet damit:
y*=—0,01847 +8,22-107* ; P=98%

Da in der Aufgabenstellung nach einem vollstindigen Messergebnis fiir die
Kondensatorkapazitit C gefragt ist, handelt es sich hierbei jedoch noch nicht um das
Endergebnis. Wie wir in Aufgabenteil a) festgestellt haben, gilt fiir y und C folgender

Zusammenhang:
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y_Co

Der Mittelwert der von y* abhingigen Kapazitit C* kann zundchst einfach durch Umstellen
obiger Gleichung und Einsetzen der Zahlenwerte bestimmt werden. Fiir den in Aufgabenteil b)

betrachteten Kondensator mit einem Nennwert von C, = 47 nF gilt:
C*=Cy-(y"+1) =47 nF-(-0,01847 + 1) =~ 46,132 nF

Da es sich bei der Nennkapazitdt C, um eine Konstante handelt, hiangt die gesuchte Unsicherheit
der Kapazitdt nur von der Unsicherheit von y ab. Formal kénnen wir diesen Zusammenhang
durch eine Abweichungsfortpflanzungsrechnung mit nur einer abweichungsbehafteten

Eingangsgrofle ermitteln.

Fiir die zugehorige Unsicherheit co+ gilt gemdB den bekannten Zusammenhdngen fiir die

Fortpflanzung zufilliger Abweichungen allgemein:

ac 2
Ccx = EL’* . Cy*

Die partielle Ableitung von C nach y an der Stelle y* ergibt sich zu:

ac

y*

Damit ergibt sich die Unsicherheit ¢+ zu:

Ccr = \/(47 nF-8,22-107%)2 = 0,0386 nF

Das vollstindige Messergebnis der Kondensatorkapazitit C bei einer Temperatur von T =
27,5°C betragt somit:

C* = 46,132 nF £ 0,0386 nF ; P=98%

Losung zu Aufeabe 13: Einfache Varianzanalyse (ANOVA)

Mit der Varianzanalyse kann gepriift werden, ob verschiedene Stichproben zu einer
Grundgesamtheit gehoren. Dazu werden von einer Zufallsgroffe X k Stichproben untersucht,
wobei die Anzahl der Messwerte in der j-ten Stichprobe n; betrdigt. Die Gesamizahl n der
Messwerte ergibt sich zu:

k
n=2nj

J=1
Die Messwerte n;; innerhalb jeder Stichprobe seien normalverteilt mit jeweils gleicher

Standardabweichung .
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Die Nullhypothese Hy lautet: Alle Stichproben haben den gleichen Erwartungswert.

Die Alternativhypothese Hq lautet: Es gibt mindestens zwei Stichproben a, b mit g + .

Der Test erfolgt, indem die mittlere Streuung der Messwerte innerhalb der Stichproben mit der
Streuung der Mittelwerte zwischen den Stichproben verglichen wird. Ist die Streuung zwischen
den Stichproben erheblich groffer als die Streuung innerhalb der Stichproben, liegt die
Vermutung nahe, dass die Erwartungswerte der Stichproben unterschiedlich sind bzw. die

Stichproben nicht alle einer gemeinsamen Grundgesamtheit angehéren.

Im ersten Schritt gilt es gemall Hilfsmittelsammlung, die Summe der Abweichungsquadrate

SQI innerhalb der Stichproben zu berechnen gemal:

kT

SQI'= Z Z(xij—fj)z

j=1i=1
Hierin steht der Index j in unserem Fall fiir die Anzahl der Behandlungsmethoden, es gilt also
j €{1,2,3} und entsprechend k = 3. Der Index i steht fiir die Anzahl der Parzellen pro
Behandlungsmethode, so dass hier fiir alle drei Behandlungsmethoden gilt i€
{1,2,3,4,5,6,7,8} und entsprechend fiir alle j gilt n; = 8.

Fiir die weitere Berechnung von SQI wird zunéchst fiir jede Behandlungsmethode j der
Mittelwert der iiber jeweils n; = 8 Parzellen ermittelten durchschnittlichen Sporenlagerzahl

pro cm? Blattfliche ermittelt. Anhand der Werte aus Tabelle 13.1 ergibt sich:
X, =49
X, = 3,5625
X3 = 3,1625
Mit diesen Mittelwerten sowie den Rohwerten aus der Tabelle ergibt sich SQI damit zu:
SQI =5,94 + 6,07875 + 6,29875 = 18,3175

Im néchsten Schritt ist die mittlere Quadratsumme M QI innerhalb der Stichproben zu berechnen
gemaf:
SQI
MQI = ——
¢ n—k

Hierin steht n fir die Summe aller n;, es gilt alson = Z?zl n;. Es ergibt sich somit:

n=8+8+8=24
Ferner steht k wie bereits weiter oben festgestellt fiir die Anzahl der Behandlungsmethoden, so
dass gilt:

k=3

Die mittlere Quadratsumme M QI kann somit berechnet werden zu:
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M 1—18’3175 0,87226
QF'= 24—-3

Im Weiteren ist die Summe der Abweichungsquadrate SQZ zwischen den Stichproben zu
berechnen gemal:

k
SQZ = Z n(% - x)°
=1

Hierin steht x fiir den Mittelwert iiber alle Behandlungsmethoden und alle Parzellen, welcher

sich aus den bereits berechneten Mittelwerten pro Behandlungsmethode als gewichteter

Mittelwert der X; ergibt, so dass gilt x = %Z?zl n;x;. Damit ergibt sich:

1
x = ﬁ(8 4,94 8-3,5625 4+ 8-3,1625) = 3,875

Nur fiir den Fall gleicher Stichprobenumfange innerhalb aller Datenreihen, hier also fiir n; =

n, = nz = 8 ist dies identisch mit dem ungewichteten Mittelwert der X;, so dass auch gilt:

1
% =2 (49 +3,5625 + 3,1625) = 3,875

Damit kann SQZ errechnet werden zu:
SQZ =8-(4,9 —3,875)% + 8- (3,5625 — 3,875)? + 8- (3,1625 — 3,875)% = 13,2475

Die Berechnung der mittleren Quadratsumme MQZ zwischen den Stichproben erfolgt

anschlieend gemaB:

MOZ = SQz
0z =
Mit den zuvor ermittelten Werten ergibt sich:

13,2475
MQZ = ———— = 6,62375
3—-1
Damit kann nun die Testgro3e F berechnet werden gemaf:
_ MQZ
-~ MQI

Es ergibt sich:

Diese Testgrofe F gilt es nun, mit dem kritischen Wert zu vergleichen, um festzustellen, ob die
Nullhypothese H, angenommen oder abgelehnt werden muss. Der kritische Wert ergibt sich
aus der F-Verteilung, wobei diese von drei Parametern, nimlich den zwei Freiheitsgraden f;

und f, sowie dem gewahlten Signifikanzniveau a, abhingig ist.

Fiir den vorliegenden Test betragen die Freiheitsgrade f; = k — 1 und f, = n — k. Mit den

bereits zuvor ermittelten Werten n =24 und k=3 sowie dem vorgegebenen
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Signifikanzniveau a = 0,05 ergibt sich der gesuchte kritische Wert flir das vorliegende

Problem somit zu:

Fr-1m-k1-a = F3-1,24-3;1-005 = F2;21,0,95
In der entsprechenden Tabelle im Anhang des Skripts ist kein Wert fiir f, = s = 21 aufgefiihrt,
jedoch kann stattdessen der angrenzende Wert fiir f, = s = 20 herangezogen werden. Es ergibt
sich somit:
F2,21,095 = F2;20,0,95 = 3,49
Zum Vergleich: Der korrekte F-Wert fiir f, =s =21 betrigt F,.,1.005 ~ 3,4668; die
Abweichung des oben ermittelten Naherungswertes ist somit fiir die vorliegende
Entscheidungssituation unerheblich.
Die auszuwertenden Testbedingung lautet nun: Die Nullhypothese H, ist abzulehnen, falls gilt:
F>Fe1n-ki-a
Mit den oben ermittelten Zahlenwerten lautet unsere Testbedingung daher:
7,594 > 3,49
Diese Bedingung ist offensichtlich erfiillt. Wir schlieBen daher: Die Nullhypothese H, wird auf
dem Signifikanzniveau @ = 0,05 abgelehnt!
Inhaltlich besagte die Nullhypothese, dass die Wirksamkeit der drei untersuchten
Behandlungsmethoden sich nicht unterscheidet, dass also weder Fungizid A noch Fungizid B

einen Vorteil gegeniiber dem Verzicht auf eine Behandlung darstellen. Diese Hypothese haben

wir jedoch verworfen. Wir kénnen daher schlussfolgern:

Auf einem Signifikanzniveau von a = 0,05 kann davon ausgegangen werden, dass
mindestens eines der Fungizide einen Einfluss auf das Wachstum des Pilzes Septoria

nodorum ausiibt!
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Losung zu Kurzfragen

zu 1.

zu 2.

zu 3.

zu 4.

zu 5.

zu 6.

Der Unterschied zwischen intensiven und extensiven Groflen besteht darin, dass
intensive GroBen von der Stoffmenge des Systems unabhingig sind, wihrend der Wert
extensiver GroBen sich bei Teilung des Systems ebenfalls teilt.

intensive Grundgrofe des SI-Systems: Temperatur (die einzige intensive Grundgrof3e)

extensive GrundgroBe des SI-Systems: Lénge (oder: Masse, Zeit, Stromstérke,
Stoffmenge, Lichtstérke)

Masse (Kilogramm, kg), Liange (Meter, m), Zeit (Sekunde, s), elektrische Stromstérke
(Ampere, A), Stoffmenge (Mol, mol), Lichtstirke (Candela, cd), Temperatur (Kelvin,
K)

a) Direkte Messmethoden im engeren Sinne: Der gesuchte Messwert einer Messgrof3e
wird durch unmittelbaren Vergleich mit einem Normal derselben Messgrof3e gewonnen,
z.B. Lingenmessung mit Malstab, Wigung durch Vergleich mit kalibrierten
Massestiicken, ...

b) Direkte Messmethoden im erweiterten Sinne: Der Messwert wird direkt auf einer
kalibrierbaren Anzeige angezeigt, z.B. Stromstirkemessung mit Drehspulinstrument,
Temperaturmessung mit Fliissigkeitsthermometer, ...

¢) Indirekte Messmethoden: Der gesuchte Messwert wird auf andersartige Messgroflen
zurlickgefiihrt und muss aus diesen unter Verwendung bekannter physikalischer
Prinzipien ermittelt werden, z.B. Druckmessung aus Kraft- und Flichenmessung, ...

Eine Balkenwaage und ein Satz kalibrierter Massestiicke sind auch fiir die Messung auf
dem Mars geeignet, da es sich um ein Kompensationsmessverfahren handelt und sowohl
das Wégegut als auch die Massestiicke von der herrschenden Schwerkraft (die sich von
der auf der Erde unterscheidet) betroffen sind.

lineare Systeme 1. Ordnung haben eine Anfangssteigung > 0, bei linearen Systemen 2.
Ordnung ist die Anfangssteigung = 0

b)

a)
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zu7.

zu 8.

zu 9.

zu 10.

zu 11.

zu 12.

zu 13.

zu 14.

zu 15.

Die tatsdchlich gemessene GroBe entspricht (z.B. bedingt durch eine ungeeignete
Versuchsanordnung) nicht der GroBe, die man eigentlich messen will.
Beispiel: Bestimmung der Stromungsgeschwindigkeit eines Flusses mittels eines in
Uferndhe befestigten Stromungssensors

Die Hysterese eines Messgerites ist das Merkmal eines Messgerétes, dass aus ein und
demselben Wert der Eingangsgrof3e verschiedene Werte der Ausgangsgrof3e resultieren
konnen, je nachdem wie die Abfolge der vorhergehenden Werte der Eingangsgrof3e war.

auBere Storeinflisse
auf Messsignal  auf Ubertragungsverhalten

Messeinrichtung

Ausgabe
A,
MessgréBe Ubertragungs-
———»
verhalten
—
i ] A Ruckwirkung
Riickwirkung | vom Empfanger

innere Storeinflisse

1) vernachldssigen der Abweichung, wenn die geforderte Toleranz das zuldsst
2) rechnerische Abweichungskorrektur

3) dndern der Messeinrichtung zur Kompensation der Abweichung
deformierende &dulere Storung, superponierende dulere Stérung

a) der Auftrieb in Luft

b) superponierender dulerer Storeinfluss

nein, durch wiederholte Messung kann nur die zuféllige Abweichung reduziert werden,
nicht jedoch die systematische Abweichung

Wird ein bandbegrenztes Signal mit einer dquidistanten Folge von Stiitzstellen
abgetastet, so ist die Rekonstruktion des Signals ohne Informationsverlust moglich,
wenn die Abtastfrequenz grofer als das Doppelte der maximalen Signalfrequenz ist.

Hinreichende Bedingung: Wenn das Abtasttheorem eingehalten wird, wird bereits allein
dadurch eine verlustfreie Rekonstruktion des Ursprungssignals ermoglicht.

Nicht notwendige Bedingung: Auch wenn das Abtasttheorem nicht eingehalten wird, ist
prinzipiell noch eine verlustfreie Rekonstruktion des Ursprungssignals moglich,
beispielsweise unter Einbeziehung von Zusatzinformationen.
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zu 16. rekonstruiertes Signal

VARV

Ursprungssignal

+ : Abtastzeitpunkte

zu 17. nein, ein Rechtecksignal ist nicht bandbegrenzt, die Einhaltung des Abtasttheorems ist
daher nicht moglich
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Elementare statistische MaBzahlen

n .
. . e — i=1 xl
Arithmetisches Mittel: ¢ = ————
n
n AY
i—1(X;i — X
Empirische Varianz: ~ §2 = M
n—1

Streuung: S = ++/52

Konfidenzintervall

Die MessgroRe X sei normalverteilt, o sei bekannt:

BRGREN

Die MessgroRe X sei normalverteilt, o sei unbekannt.

[_ k-co k-o
x_

X ——t a, X +—

[ \}S‘—nll—— \/—nll ]

Lineare Regression

Wenn durch eine Anzahl von Wertepaaren (x;,y;) nach der
Methode der kleinsten quadratischen Abweichung eine Gerade
gelegt wird, geht diese stets durch den Schwerpunkt (X, y) der
Punkte:

(y—y)=b(x—x)
(geschatzter) Regressionskoeffizient b (Steigung der Geraden)
Yi=1(x; — %) (i — ¥)
ie (g — X)?

n _

_ XimX%y; — nxy

- n 2 _ 2
nx?—nx

b=

Ein Schatzwert fir o2 ist die Restvarianz 62

—y+b(E-x))

n—1

-S2(1-12)

Bestimmung der Vertrauensgrenze fir diese Schatzung des
Steigungsmales:

n_

1. Festlegen der geforderten statistischen Sicherheit P (z.B.
95%)

2. Berechnen der Streuung S, aus den Messwerten X, ..., X,

3. Der Vertrauensbereich fir den Regressionskoeffizienten b
zur statistischen Sicherheit P = 1- « betragt:

o a
n-2;1-= n—2,1—5
VnS,

4. Der Erwartungswert £ fir den Regressionskoeffizienten b
liegt mit der statistischen Sicherheit P in diesem Intervall

5. Durch die berechnete Gerade wird einem beliebig
gewahlten x-Wert x* der y-Wert

y'=y+blx"—x)

zugeordnet. Der Vertrauensbereich fiir y* zur statistischen
Sicherheit P = 1- o betragt:

Abweichungsfortpflanzung

f sei f(xq, ..., x,). Das Konfidenzintervall fir f mit statistischer
Sicherheit P = 1- o

[f &1y s %) = 5 f (R, woes ) + €]

fur den Fall zufalliger, normalverteilter Abweichungen mit:

n
Cr = af C C, = —Lt a
= Xi | rExp T Ny, —1;1—=%
et axl P /nxi i 2

t-Test
t-Test fiir Erwartungswert
Die TestgroRe:
X — Ho
5/
Vn

Test der Nullhypothese bei vorgewahltem Signifikanzniveau «a:

t0=

df =n-1)

1. Ho:p, =y, gegen Hy: i <y (einseitige Hypothese)
Ist
to < —th-1;1-a »
wird Hy auf dem Signifikanzniveau « abgelehnt.
2. Ho:p, = p,9egen Hy: g > p (einseitige Hypothese)
Ist
to > th—1;1-a »
wird Hy auf dem Signifikanzniveau « abgelehnt.
3. Ho:p, = 1y 9egen Hy: p # 1, (zweiseitige Hypothese)
Ist

lto] > tn—l;l—% )

wird Hy auf dem Signifikanzniveau « abgelehnt.
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t-Test fiir Vergleich zweier Erwartungswerte

Die TestgroRe (einfachere Form, wenn n, = n,, = n):

£-y
o = Vi
° JSZ+S2

Test der Nullhypothese bei vorgewahltem Signifikanzniveau a:

(df = 2n — 2)

1. Hy: M, = pi, gegen Hi: u, < u, (einseitige Hypothese)
Ist
tO < _tnx+ny—2;1—a )
wird Hy auf dem Signifikanzniveau « abgelehnt.
2. Hpip, = 4, gegen Hyip, > u,, (einseitige Hypothese)
Ist
to > tnx+ny—2;1—a ’
wird H, auf dem Signifikanzniveau « abgelehnt.
3. Hoip, = #,, gegen Hyip, # ,, (zweiseitige Hypothese)
Ist
ltol >t

a,
2

wird H, auf dem Signifikanzniveau « abgelehnt.

nx+ny—2;1—

t-Test fiir verbundene Stichproben

Die TestgroRe:
d
h=g7—  (@df=n-1)
d
Vn
mit:
d; = X; — Vi
d— _ Zzl:l di
n
=2
S, = ?zl(di — d)
d n—1

Test der Nullhypothese bei vorgewahltem Signifikanzniveau o

1. Ho: sy = 0 gegen Hy: p, < 0 (einseitige Hypothese)
Ist

to < —th-1,1-a »
wird Hy auf dem Signifikanzniveau « abgelehnt.

2. Ho: u,; = 0gegen Hy: py > 0 (einseitige Hypothese)
Ist

to > th-1,1-a »
wird Hy auf dem Signifikanzniveau « abgelehnt.

3. Ho: u,; = 0gegen Hy: p; # 0 (zweiseitige Hypothese)
Ist

Itol > tn—l,l—% ’

wird Hy auf dem Signifikanzniveau « abgelehnt.

Der y*-Test fiir Verteilungsfunktionen

X sei eine ZufallsgroBe mit unbekannter Verteilungsdichte-
funktion. Aufgrund von Messdaten oder Vorabinformationen
wird vermutet, dass X durch die Verteilungsdichtefunktion h(x)
beschrieben wird. Um dies zu priifen, kann ein y2-Test
durchgefihrt werden.

Nullhypothese Hy: X wird durch die Verteilungsdichtefunktion
h(x) beschrieben.

Es wird eine Stichprobe von n Messwerten x4, ..., x,, aufge-
nommen.

Der Test erfolgt, indem zu dieser Messreihe ein empirisches
Histogramm erstellt wird. Aus der Verteilungsdichtefunktion
h(x) wird ein theoretisches Histogramm berechnet.

Als TestgréfRe wird eine normierte Differenz zwischen beiden

Histogrammen berechnet. Wenn die Hypothese zutrifft, miisste
diese Differenz hinreichend klein sein.

Vorgehensweise:
1. Aufteilen des Wertebereichs in r nicht Uberlappende
Klassen T;, so dass jede Klasse wenigstens 5 Werte der

Stichprobe x4, ..., x;, enthalt. Die Intervalle kénnen auch
ungleich breit sein.

2. Bestimmen der Anzahl B; von Messwerten in der Klasse T;

3. Falls die Verteilungsdichtefunktion h(x) Parameter enthalt
(z.B. £ und o bei der Normalverteilung), so werden diese
Parameter erforderlichenfalls aus den Messdaten x4, ..., X,
abgeschatzt.

4. Berechnen der Wahrscheinlichkeit p;, mit der bei Annahme
der hypothetischen Verteilungsdichte h(x) unter Annahme
der unter 3. geschatzten Parameter ein Messwert im
Intervall T; zu erwarten ist.

5. Berechnen der Produkte E; = np;, die die theoretischen
Besetzungszahlen der Klasse T; bei Annahme der
Verteilungsdichte h(x) darstellen.

6. Prifen, ob fir alle Klassen gilt: E; = 5. Klassen mit E; < 5
werden mit benachbarten Klassen zusammengelegt. Nach
diesem Schritt liegen r* Klassen vor mit r* < r.

7. Berechnen der TestgroRe:

r*
2 _ Z (B; — E;)?
Xo : —Ei
=1

8. Bestimmung der Zahl der Freiheitsgrade:

= r* ist die Zahl der auswertbaren Klassen (Beset-
zungszahl > 5)

= s ist die Zahl der aus der Stichprobe abgeschatzten
Parameter der Verteilungsdichtefunktion

= Die Zahl der Freiheitsgrade istdf =r*—s—1

9. Festlegen der Irrtumswahrscheinlichkeit

H, ist abzulehnen mit Signifikanzniveau ¢, wenn:

2 2
Xo > Xr*—s—l,l—a
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Varianzanalyse

Mit der Varianzanalyse kann gepriift werden, ob verschiedene
Stichproben zu einer Grundgesamtheit gehoren.

Die Nullhypothese Hy, lautet: Alle Stichproben haben den

gleichen Erwartungswert.
Die Alternativhypothese H; lautet: Es gibt mindestens

zwei Stichproben a, b mit , # 11,

Summe der Abweichungsquadrate:

SQtotal = SQZ + 5QI

kK T k k™
Z Z(xij —%) = Z (% %) + Z Z(xii %)’
== = =11

1. k: Anzahl Stichproben

2. m;: Anzahl Wiederholungen innerhalb der Stichproben

3. n= 2?:1 n;: Gesamtanzahl der Messwerte

Berechnung der Summe der Abweichungsquadrate SQI
innerhalb der Stichproben:

k T
j=1i=1

Berechnung der mittleren Quadratsummen MQ! inner-
halb der Stichproben:

SQI
n—k

Analog zur Berechnung der Streuungen wird auf die An-
zahl der Freiheitsgrade Bezug genommen. Bei bekannten

MQI =

Mittelwerten sind das n — k unabhangige Elemente.

Berechnung der Summe der Abweichungsquadrate SQZ
zwischen den Stichproben:

k
SQZ = Z n(% - x)°
=1

mit

n:x

X = j

S|r
~.

k

j=1

Berechnung der mittleren Quadratsumme M QZ zwischen
den Stichproben:

SQZ
k—1

Analog zur Berechnung der Streuung wird auf die Anzahl
der Freiheitsgrade Bezug genommen. Bei bekanntem

MQZ =

Mittelwert sind das k — 1 unabhéngige Elemente.

5.  Berechnung der TestgroRe:
MQZ
MOQI
Die TestgroRe F soll bei Zutreffen der Hypothese H,, einer
F-Verteilung geniigen. Die Anzahl der Freiheitsgrade ist
fi=k—1undf, =n—k.

6. Bestimmung der Grenze anhand der F-Verteilung zum
Signifikanzniveau o

Fk—l;n—k;l—a
Dieser so genannte kritische Wert wird aus Tabellen
entnommen.

7.  Hgy wird abgelehnt sobald gilt:
F> Fk—l;n—k;l—a

Anderenfalls besteht kein Anlass, H, zu verwerfen.
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Tabelle 2: p-Quantile t,, der Student’schen t-Verteilung mit s Freiheitsgraden

s 0,9 0,95 0,975 0,98 0,99 0,995
1 3,078 6,314 12,706 15,895 31,821 63,657
2 1,886 2,920 4,303 4,849 6,965 9,925
3 1,638 2,353 3,182 3,482 4,541 5,841
4 1,533 2,132 2,776 2,999 3,747 4,604
5 1,476 2,015 2,571 2,757 3,365 4,032
6 1,440 1,943 2,447 2,612 3,143 3,707
7 1,415 1,895 2,365 2,517 2,998 3,499
8 1,397 1,860 2,306 2,449 2,896 3,355
9 1,383 1,833 2,262 2,398 2,821 3,250
10 1,372 1,812 2,228 2,359 2,764 3,169
11 1,363 1,796 2,201 2,328 2,718 3,106
12 1,356 1,782 2,179 2,303 2,681 3,055
13 1,350 1,771 2,160 2,282 2,650 3,012
14 1,345 1,761 2,145 2,264 2,624 2,977
15 1,341 1,753 2,131 2,249 2,602 2,947
16 1,337 1,746 2,120 2,235 2,583 2,921
17 1,333 1,740 2,110 2,224 2,567 2,898
18 1,330 1,734 2,101 2,214 2,552 2,878
19 1,328 1,729 2,093 2,205 2,539 2,861
20 1,325 1,725 2,086 2,197 2,528 2,845
21 1,323 1,721 2,080 2,189 2,518 2,831
22 1,321 1,717 2,074 2,183 2,508 2,819
23 1,319 1,714 2,069 2177 2,500 2,807
24 1,318 1,711 2,064 2,172 2,492 2,797
25 1,316 1,708 2,060 2,167 2,485 2,787
26 1,315 1,706 2,056 2,162 2,479 2,779
27 1,314 1,703 2,052 2,158 2,473 2,771
28 1,313 1,701 2,048 2,154 2,467 2,763
29 1,311 1,699 2,045 2,150 2,462 2,756
30 1,310 1,697 2,042 2,147 2,457 2,750
40 1,303 1,684 2,021 2,123 2,423 2,704
50 1,299 1,676 2,009 2,109 2,403 2,678
60 1,296 1,671 2,000 2,099 2,390 2,660
70 1,294 1,667 1,994 2,093 2,381 2,648
80 1,292 1,664 1,990 2,088 2,374 2,639
90 1,291 1,662 1,987 2,084 2,368 2,632
100 1,290 1,660 1,984 2,081 2,364 2,626
200 1,286 1,653 1,972 2,067 2,345 2,601
0 1,282 1,645 1,960 2,054 2,326 2,576
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Tabelle 3: p-Quantile yZ, der y*-Verteilung mit s Freiheitsgraden

< p 0,90 0,95 0,975 0,99 0,995

1 2,71 3,84 5,02 6,63 7,88
2 4,61 5,99 7,38 9,21 10,6
3 6,25 7,81 9,35 11,3 12,8
4 7,78 9,49 11,1 13,3 14,9
5 9,24 11,1 12,8 15,1 16,7
6 10,6 12,6 14,4 16,8 18,5
7 12,0 14,1 16,0 18,5 20,3
8 13,4 15,5 17,5 20,1 22,0
9 14,7 16,9 19,0 21,7 23,6
10 16,0 18,3 20,5 23,2 25,2
11 17,3 19,7 21,9 24,7 26,8
12 18,5 21,0 23,3 26,2 28,3
13 19,8 22,4 24,7 27,7 29,8
14 21,1 23,7 26,1 29,1 31,3
15 22,3 25,0 27,5 30,6 32,8
16 23,5 26,3 28,8 32,0 34,3
17 24,8 27,6 30,2 33,4 35,7
18 26,0 28,9 31,5 34,8 37,2
19 27,2 30,1 32,9 36,2 38,6
20 28,4 31,4 34,2 37,6 40,0
21 29,6 32,7 35,5 38,9 41,4
22 30,8 33,9 36,8 40,3 42,8
23 32,0 35,2 38,1 41,6 44,2
24 33,2 36,4 39,4 43,0 45,6
25 34,4 37,7 40,6 44,3 46,9
26 35,6 38,9 41,9 45,6 48,3
27 36,7 40,1 43,2 47,0 49,6
28 37,9 41,3 44,5 48,3 51,0
29 39,1 42,6 45,7 49,6 52,3
30 40,3 43,8 47,0 50,9 53,7
40 51,8 55,8 59,3 63,7 66,8
50 63,2 67,5 71,4 76,2 79,5
60 74,4 79,1 83,3 88,4 92,0
70 85,5 90,5 95,0 100,4 104,2
80 96,6 101,9 106,6 112,3 116,3
90 107,6 113,1 118,1 1241 128,3
100 118,5 124,3 129,6 135,8 140,2
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Tabelle 4: p-Quantile der F-Verteilung mit s Freiheitsgraden
90%-Quantile Fr,s, 090 der F-Verteilung

s 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 15 20
1 39,86 | 49,50 | 5359 | 5583 | 57,24 | 5820 | 58,91 | 5944 | 59,86 | 60,19 | 61,22 | 61,74
2 853 | 900| 916 | 924 | 929 | 933| 935| 937 | 938 | 939| 942 | 944
3 554 | 546 | 539 | 534| 531 528 | 527 | 525| 524| 523| 520 | 518
4 454 | 432 | 419 | 411 | 405| 401 | 398| 395| 394 | 392| 387 | 384
5 406 | 378 | 362 | 352| 345| 340| 337 | 334| 332| 330| 324| 321
6 378 | 346 | 329| 318| 3,11 305 | 301| 298| 29 | 294 | 287 | 284
7 359 | 326| 307 | 29 | 28 | 28| 278| 275| 272| 270| 263| 259
8 346 | 311 | 292 | 281 273 | 267 | 262| 259| 256 | 254 | 246 | 242
9 336 | 301 | 281 | 269| 261 255 | 251 | 247 | 244| 242| 234 230

10 329 | 292| 273 | 261 252 | 246 | 241 | 238 | 235| 232| 224| 220
12 318 | 281 | 261 | 248 | 239 | 233| 228| 224| 221| 219| 210 | 206
14 310 | 273 | 252 | 239| 231 224 | 219 | 215| 212| 210 | 201 1,96
16 305 | 267 | 246 | 233| 224 218| 213 | 209 | 206 | 203 | 19| 189
18 301 | 262| 242| 229| 220| 213| 208 | 204| 200| 19| 189 | 184
20 297 | 259 | 238 | 225| 216 | 209 | 204 | 200| 19 | 194 | 184 | 179
30 288 | 249 | 228 | 214| 205| 198| 193| 18 | 185 | 18 | 172| 167
40 284 | 244 | 223| 209| 20| 193| 187 | 18| 179| 176 | 166 | 161
50 281 | 241 | 220| 206 | 197 | 19 | 184| 18 | 176 | 173| 163 | 157
100 276 | 236 | 214 | 200 | 1,91 183 | 178 | 173| 169 | 166 | 156 | 1,49
© 271 | 230 | 208 | 19| 18 | 177 | 172| 167 | 163 | 160 | 149 | 142
95%-Quantile Fr, 5,095 der F-Verteilung
s 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 15 20
1 | 161,45 | 199,50 | 215,71 | 224,58 | 230,16 | 233,99 | 236,77 | 238,88 | 240,54 | 241,88 | 245,95 | 248,01
2 1851 | 19,00 | 19,16 | 1925 | 19,30 | 19,33 | 19,35 | 19,37 | 19,38 | 19,40 | 1943 | 19,45
3 1013 | 955 | 928 | 912 | 901 894 | 889 | 88 | 881| 879 | 870 | 866
4 771 | 694 | 659 | 639| 626| 616| 609 | 604 | 600| 59 | 586 | 580
5 6,61 | 579 | 541 519 | 505 | 495 | 488 | 482 | 477 | 474 | 462 | 456
6 599 | 514 | 476 | 453 | 439 | 428| 421 | 415| 410 | 406 | 394 | 387
7 559 | 474 | 435| 412| 397 | 387 | 379| 373| 368 | 364 | 351 3,44
8 532 | 446 | 407 | 384| 369 | 358| 350| 344 | 339 | 335| 322| 315
9 512 | 426 | 38| 363| 348 | 337 | 329| 323| 318 | 3,114 | 3,01 2,94
10 49 | 410 | 371 348 | 333 | 322| 314 | 307 | 302| 29| 28| 277
12 475 | 389 | 349 | 326 | 3,11 300 | 291| 28| 280 | 275| 262 254
14 460 | 374 | 334| 3,11 296 | 285| 276| 270 | 265| 260 | 246 | 239
16 449 | 363 | 324 | 301 285 | 274| 266 | 259 | 254 | 249| 235| 228
18 441 | 355 | 316 | 293 | 277 | 266 | 258 | 251 246 | 241 227 | 219
20 435 | 349 | 310 | 287 | 271 260 | 251 | 245| 239 | 235| 220 | 212
30 417 | 332 | 292 | 269 | 253 | 242| 233| 227 | 221| 216 | 201 1,93
40 408 | 323 | 284 | 261 245 | 234 | 225| 218 | 212| 208 | 192| 184
50 403 | 318 | 279 | 256 | 240 | 229| 220| 213 | 207 | 203| 187 | 178

100 394 | 309| 270 | 246 | 231 219 | 210| 203 | 197 | 19| 1,77 | 168

o 384 | 300| 260 237| 221 2,10 | 2,01 1,94 | 18 | 18| 167 | 1,57
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97,5%-Quantile Fr, s, 0,975 der F-Verteilung

s 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 15 20
1 | 647,79 | 799,50 | 864,16 | 899,58 | 921,85 | 937,11 | 948,22 | 956,66 | 963,28 | 968,63 | 984,87 | 993,10
2 38,51 | 39,00 | 39,17 | 39,25 | 39,30 | 39,33 | 39,36 | 39,37 | 39,39 | 39,40 | 39,43 | 3945
3 17,44 | 16,04 | 1544 | 1510 | 14,88 | 14,73 | 14,62 | 14,54 | 14,47 | 1442 | 1425 | 14,17
4 12,22 | 1065 | 998 | 960 | 936 | 920| 907 | 89| 89 | 884| 866 | 856
5 1001 | 843 | 776 | 739 | 715| 698 | 68| 676| 668 | 662| 643 | 633
6 8,81 726 | 660| 623| 59| 58 | 570| 560| 552| 546 | 527 | 517
7 807 | 654 | 58 | 552| 520 | 512 | 499 | 490 | 482 | 476 | 457 | 447
8 757 | 606 | 542 | 505| 482 | 465| 453 | 443 | 436 | 430 | 410 | 4,00
9 7,21 5,71 508 | 472 | 448 | 432| 420| 410| 403 | 39 | 377 | 367
10 694 | 546 | 483 | 447 | 424| 407 | 395| 38| 378 | 372| 352| 342
12 655 | 510 | 447 | 412| 38| 373| 361 3,51 344 | 337 | 318 | 3,07
14 630 | 486 | 424 | 389| 366 | 350 | 338| 329 321 315 | 295 | 284
16 612 | 469 | 408 | 373| 350 | 334| 322| 312 | 305| 299 | 279| 268
18 598 | 456 | 395 | 361 338 | 322| 310 3,01 293 | 287 | 267 | 256
20 587 | 446 | 386 | 351 329 | 313 | 301 | 2091 284 | 277 | 257 | 246
30 557 | 418 | 359 | 325| 303 | 287 | 275| 265| 257 | 251 | 231 2,20
40 542 | 405| 346 | 313 | 290 | 274| 262| 253| 245| 239| 218 | 207
50 534 | 397 | 339| 305| 28| 267| 255| 246 | 238 | 232| 211 1,99
100 518 | 383 | 325 | 292| 270 | 254 | 242| 232| 224| 218| 197 | 185
© 502 | 369| 312| 279 | 257 | 241| 229| 219 | 211 | 205| 183 | 171

99%-Quantile Fr,s, 099 der F-Verteilung

s 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 15 20
1| 4052,2 | 4999,5 | 5403,4 | 5624,6 | 5763,7 | 5859,0 | 5928,4 | 5981,1 | 6022,5 | 6055,9 | 6157,3 | 6208,7
2 98,50 | 99,00 | 99,17 | 99,25 | 99,30 | 99,33 | 99,36 | 99,37 | 99,39 | 99,40 | 99,43 | 99,45
3 3412 | 30,82 | 29,46 | 28,71 | 2824 | 27,91 | 27,67 | 2749 | 27,35 | 27,23 | 26,87 | 26,69
4 21,20 | 18,00 | 16,69 | 1598 | 1552 | 1521 | 14,98 | 14,80 | 14,66 | 14,55 | 14,20 | 14,02
5 16,26 | 1327 | 12,06 | 11,39 | 10,97 | 10,67 | 1046 | 10,29 | 10,16 | 10,05 | 9,72 | 9,55
6 1375 | 1092 | 978 | 915| 875 | 847 | 826 | 810| 798| 787 | 756 | 740
7 1225 | 955 | 845 | 785 | 746| 719 | 699 | 684 | 672| 662 | 631 6,16
8 1126 | 865 | 759 | 701 663 | 637 | 618 | 603 | 5091 5,81 552 | 536
9 1056 | 802 | 699 | 642 | 606| 580 | 561 547 | 535| 526 | 49 | 4381
10 1004 | 756 | 655| 599 | 564 | 539 | 520 | 506| 494 | 485 | 456 | 441
12 933 | 693| 595 | 541 506 | 482 | 464 | 450 | 439| 430 | 4,01 3,86
14 8,86 | 6,51 556 | 504 | 469 | 446 | 428 | 414 | 403 | 394| 366 | 351
16 853 | 623| 529 | 477 | 444| 420| 403 | 389 | 378 | 369 | 341 3,26
18 829 | 601| 509| 458 | 425 401 384 | 371 3,60 | 3,51 323 | 3,08
20 810 | 585 | 494 | 443| 410| 387 | 370| 356 | 346 | 337 | 309| 294
30 756 | 539 | 451 | 402| 370 | 347 | 330 | 317 | 307 | 29| 270| 255
40 731 | 518 | 4,31 383 | 351 329 | 312| 299 | 289 | 28 | 252 237
50 717 | 506 | 420 | 372| 341 319 | 302| 289 | 278| 270 | 242 | 227
100 6,90 | 482 | 398 | 351 3,21 299 | 282 | 269 | 259| 250 | 222 | 207
© 6,63 | 4,61 378 | 332 | 302| 280 | 264 251 241 | 232 | 204| 1,88




