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Aufgabe 1: Abweichungsrechnung

a)  Vollstindiges Messergebnis fiir p; = f(g, ps, pr, AR, p3) mit P =99%:

Die gegebene Gleichung lautet:

p1 =9 (ps—pr) - Ah +p, (1.1)

Abweichungsbehaftete Einflussgroflen: Ah, p,
Als exakt anzusehenden GroBlen: g, ps, pr

Da das Endergebnis in der Einheit Pascal angegeben werden soll, ist es zweckmaiBig, auch die als
exakt anzusehenden GréBen g, ps und pp unter ausschlieBlicher Verwendung von SI-
Basiseinheiten auszudriicken:

g = 9,813 m/s? (keine Umrechnung der Einheit erforderlich)
ps = 13,546 g/cm3 = 13546 kg/m3
pr = 0,998 g/cm3 = 998 kg/m3

Gegebenen Referenzdruck p, von P = 95% auf P = 99% umrechnen:

allgemein:

th-1;1-a

-4 1= 1/2
Ug; = Ugy "7 —
n-1;1-ay/2

Mit sehr groen Stichprobenumfang (n,,, — o) folgt:
tn—l;l—a1/2 = too;0,995 = 2,576
th—1;1-ay/2 = Looj0,075 = 1,960

)

6
1960 ~ 131,43 Pa

= upz;gg% = 100 Pa -

p, = 1,013-10° Pa + 1,3143 - 10% Pa ; P = 99%

Berechnung des vollstaindigen Messergebnisses der Hohendifferenz Ah aus der gegebenen
Messreihe:

Mittelwert: Ah = 87,083 mm = 8,7083 - 1072 m
Streuung: S,, ~ 0,87731 mm = 8,7731-10"*m

Vertrauensbereich:



Upp = % “th-1;1-a/2
Vn
mit: n =6
o = 0,01
folgt:
th-1;1-a/2 = ts;0,095 = 4,032

8,7731-10 % m .
Uy, = 7 - 4,032 ~ 1,4441-103m

Ah =8,7083-10 > m+ 1,4441-103m; P = 99%

Berechnung des Mittelwertes p:

p1 =9 (ps—pr) DR+ Dy
m kg kg _ _, s
= 9,813 = 13546 — 998 — - 8,7083-10“m + 1,013 - 10° Pa
S m m

~ 112022,88 Pa

Partielle Ableitungen:
9Py =g (p.— )—9813E-<13546§—998§)
0Ah TP P T 2 m? m?
g1p5'pF'Ahvp2
k
~ 1,23134 - 10° zgz
m-s
]
ap1 =1
Palg psppain,

Vertrauensbereich up, :

Finsetzen der oben berechneten Werte liefert:

2
up, =J(1,23134-105-1,4441-10‘3) +(1-1,3143-10%)" Pa
~ 221,12 Pa

Vollstindiges Messergebnis des Drucks p;:

p; = 112022,88 Pa + 221,12 Pa;P = 99%



2. Aufgabe: Normalverteilte Messgrofien

Erwartungswert und Standardabweichung der Grundgesamtheit werden durch die gegebenen
Werte von Mittelwert und Streuung abgeschétzt. Es gilt also:

u=L=181cm
c=§5 =7cm

Es soll ermittelt werden, bei welchem Anteil der Grundgesamtheit die KorpergroBe L innerhalb
des Intervalls [170 cm; 190 cm] liegt. Es gilt also x,,;, = 170 cm und x4, = 190 cm.

Die Wahrscheinlichkeit P;y,;,.p, fiir ein Auftreten innerhalb des Intervalls betrédgt folglich:
Pinnen = P(Xmax) — P(Xmin)

Losung mit Hilfe der Summenfunktion der standardisierten Normalverteilung:

allgemein:
X—U
7 =
o

hier:

170 cm — 181 cm
Zmin = T em ~ —1,57

190 cm — 181 cm
Zmax = - ~ 1,29
¢ (Zmin) = d(—2zZpmin) =1 —0,941792 = 0,058208 (aus Tabelle)
G (Zmar) = 0,901475 (aus Tabelle)

Innerhalb des Intervalls [Z,in; Zmax] liegen folglich:
b (Zmax) — ¢ (Zmin) = 0,901475 — 0,058208 = 0,843267 ~ 84,33%

Etwa 84,33% aller Studenten weisen eine Korpergrofle innerhalb des gegebenen Intervalls
auf!



3. Aufgabe: t-Test

Vergleich der Erwartungswerte py, und py,, der Termitenanzahl N anhand der Daten aus
Messreihen A und B.

Es sollen zwei anhand experimentell ermittelter Daten abgeschétzte Erwartungswerte
miteinander verglichen werden. Da die beiden Messreihen A und B unabhéngig voneinander
durchgefiihrt wurden, gibt es keinen Grund zu der Annahme, dass die beiden Stichproben
verbunden sein konnten.
=  t-Test fiir Vergleich zweier Erwartungswerte
Es soll iiberpriift werden, ob die Erwartungswerte in beiden Messreihen A und B identisch sind
(Nullhypothese Hy) oder ob alternativ die Termitenanzahl in Messreihe A signifikant hoher ist
als in Messreihe B (Alternativhypothese H;)!
Mit der Zuordnung der Groflen X und Y zu den Messgréflen Ny und Ny wie folgt:

X=N A und Y=N B

Die Nullhypothese H, sowie die Alternativhypothese H; lauten damit:

Ho: py = py gegen Hy: pye > iy,

Testgrofe:
P
N A
JSE+ S
mit

x=N,= 6,8
y=Ng= 54
Sy = Sy, = 1,55

6,8 — 5,4
to = V10 ~ 2,0
V(1,55)2 + (1,58)2

Auszuwertende Testbedingung:

to 2> lny4ny,—251-a ?
Kritischer Wert:
tnytny—2;1-a mit: n =10



> t1g.0095 = 1,734
Test:
2,0> 1,734
=  Die Bedingung ist erfiillt!
=  Die Nullhypothese H, wird abgelehnt!
= Auf einem Signifikanzniveau von @ = 0,05 kann davon ausgegangen werden, dass

die Anzahl der pro Versuch geangelten Termiten bei den Weibchen in Messreihe A
hoher ist als jene der Méinnchen in Messreihe B!



4. Aufgabe: Chi*-Test

a)  Uberpriifung auf konkrete Verteilung auf Signifikanzniveau a = 0, 1:

Es soll tiberpriift werden, ob das Ergebnis der insgesamt n = 100 Wiirfe mit zwei vierseitigen
»Wiirfel“ (W4) als zufillig anzusehen ist, ob also die beobachtete Verteilung durch eine den
Randbedingungen des Versuchs entsprechende Verteilung beschrieben wird. Die Uberpriifung
erfolgt mittels eines y2-Tests.

Die theoretischen Wahrscheinlichkeiten der neun moglichen Ergebnisklassen aus der Menge der
Zahlen {1, 2,3,4,6,8,9,12, 16} lassen sich aus der Betrachtung aller moglichen Kombinationen der
Augenzahlen zweier W4 ermitteln. Da jeder W4 fiir sich betrachtet vier mogliche Ergebnisse liefern
kann, existieren 4 - 4 = 16 mogliche Kombinationen. Da die Wiirfel zudem alle Ergebnisse mit
derselben Wahrscheinlichkeit liefert (diskrete Gleichverteilung mit p; = 1/4 fiir einen W4), treten
die beim Wurf mit zwei W4 moglichen 16 Kombinationen mit denselben Wahrscheinlichkeiten auf.
Fiir die Bestimmung der Wahrscheinlichkeiten der Ergebnisprodukte ist nun zu ermitteln, wie viele
der mdglichen 16 Kombinationen jeweils zu den einzelnen Ergebnisprodukten fithren. Dies kann z.B.
durch Auszihlen anhand der in Tabelle 4.2 gegebenen tabellarischen Ubersicht der mdglichen
Ergebniskombinationen und ihrer jeweiligen Produkte erfolgen. Der Ergebnisraum kann bei zwei W4
Form einer 4x4 Matrix dargestellt werden.

w4
1,23 |4
111723 |4
212|468
w4
3136|912
4148|1216

Tabelle der moglichen Wiirfelergebnisse zweier W4 sowie ihrer jeweiligen Produkte.

Durch Auszéhlen in obiger Tabelle ergeben sich damit die folgenden Wahrscheinlichkeiten p; fiir die
moglichen Ergebnisklassen aus der Menge der Zahlen {1, 2, 3,4, 6,8,9,12,16}:

p1 = 1/16 =0,0625
p2 = 2/16=0,125
p3 = 2/16=0,125
ps = 3/16=0,1875
ps = 2/16=0,125
ps = 2/16=0,125
po = 1/16 =0,0625
pi2 = 2/16=0,125
pis = 1/16 = 10,0625

Die fiir den Test benétigten theoretischen Héufigkeiten E; ergeben sich aus den oben ermittelten
Wabhrscheinlichkeiten durch Multiplikation mit dem Stichprobenumfang n = 100.

Eine Aufstellung der beobachteten Haufigkeiten B;, der theoretischen Wahrscheinlichkeiten p; sowie
der theoretischen Héufigkeiten E; sind in nachfolgender Tabelle zusammengefasst.

Da die erste sowie die letzte Ergebnisklasse jeweils nur eine empirische Besetzungszahl von 4
aufweisen, ist ein Zusammenlegen von Klassen erforderlich. Es wird daher die erste Klasse mit
der zweiten Klasse sowie die letzte Klasse mit der vorletzten Klasse zusammengelegt.



B. — E.)?
i B; D Ei=n-p; B; E{ BB
E;
1 4 1/16 100/16 = 6,25
15 18,75 0,75
2 11 2/16 200/16 = 12,5
3 12 2/16 200/16=12.5 12 12,5 0,02
4 16 3/16 300/16 = 18,75 16 18,75 0,4033
6 12 2/16 200/16 =12.5 12 12,5 0,02
8 14 2/16 200/16 =12.5 14 12,5 0,18
9 12 1/16 100/16 = 6,25 12 6,25 5,29
12 15 2/16 200/16 =12.5
19 18,75 0,0033
16 4 1/16 100/16 = 6,25
> 6,667

Mit den so ermittelten B{ und E; kann der y§-Wert berechnet werden:

¥2 ~ 6,667

Bestimmung der Zahl der Freiheitsgrade:

Zahl der auswertbaren Klassen:

Zahl der Parameter der Verteilungsfunktion:

= r*-s—1=7—-0—-1=6

Irrtumswahrscheinlichkeit gemél Aufgabenstellung:
gegeben: a =0,1
Vergleichswert ermitteln:

2 — 2 _
Xrs—s—1;1-a = X6:00 = 10,6

Test:

2 2
X6 > X609 ?

hier:

6,667 > 10,6

=  Die Bedingung ist nicht erfiillt!

=  Die Hypothese H, wird nicht abgelehnt!

r* =17

s=0

(aus Tabelle)

(nach Zusammenlegen von

Klassen)

(es wurden keine Parameter
aus der Stichprobe abgeschitzt)



=  Auf einem Signifikanzniveau von ¢ = 0,1 kann das beobachtete Ergebnis als zufillig
angesehen werden, da es der anhand der Randbedingungen der Versuchsdurch-
fithrung zu erwartenden Verteilung geniigt.



Kurzfragen:

10.

Erliautern Sie die Begriffe direkte Messmethode im engeren Sinne sowie direkte Mess-
methode im weiteren Sinne! Nennen Sie fiir beide Arten von Messmethoden je ein
Beispiel!

Als direkte Messmethoden im engeren Sinne werden Messmethoden bezeichnet bei denen der
gesuchte Messwert einer Messgrof3e durch den unmittelbaren Vergleich mit einem Normal der
gleichen Messgrof3e ermittelt wird.

Beispiel: Langenmessung mit einem MalBstab

Direkte Messmethoden im weiteren Sinne sind Messmethoden bei denen der Messwert direkt
auf einer kalibrierbaren Anzeige angezeigt wird.

Beispiel: Temperaturmessung mittels eines Fliissigkeitsthermometers

Sie mochten die mittlere Stromungsgeschwindigkeit in einem von Wasser durchstromten
Rohr ermitteln, um in Verbindung mit der bekannten Querschnittsfléiiche den Volumen-
strom zu bestimmen. Hierzu montieren Sie an der Innenwand des Rohres einen Sensor,
welcher die Stromungsgeschwindigkeit in Nihe der Rohrwandung mit hoher Genauig-
keit erfasst. Bei Vergleich des so ermittelten Volumenstroms mit dem tatsichlichen Volu-
menstrom stellen Sie fest, dass IThr Messergebnis grob abweicht. Geben Sie an, welche
Art von Fehler bei der beschriebenen Vorgehensweise auftritt!

Reprisentativitétsfehler

Geben Sie an, woran man die Sprungantwort eines linearen Systems 1. Ordnung sicher
von der eines linearen Systems 2. Ordnung unterscheiden kann!

Bei einem linearen System 2. Ordnung ist die Anfangssteigung der Sprungantwort stets gleich
Null, bei einem linearen System 1. Ordnung ist die Anfangssteigung der Sprungantwort stets
grofBer Null.

Erliautern Sie, was darunter zu verstehen ist, dass es sich bei dem Abtasttheorem nach
Shannon um eine hinreichende, aber nicht notwendige Bedingung handelt!

Hinreichende Bedingung: Wenn das Abtasttheorem eingehalten wird, wird bereits alleine
dadurch eine verlustfreie Rekonstruktion des Ursprungssignals ermdglicht.

Nicht notwendige Bedingung: Auch wenn das Abtasttheorem nicht eingehalten wird, ist prin-
zipiell noch eine verlustfreie Rekonstruktion des Ursprungssignals moglich, beispielsweise
unter Einbeziehung von Zusatzinformationen.

Bei der Beobachtung eines Zufallsprozesses stellen Sie fest, dass zwischen dem
Erwartungswert pn und der Standardabweichung ¢ der Zusammenhang ¢ = /1 besteht.
Um welche Art von Verteilungsfunktion handelt es sich?

Poissonverteilung
Von der Qualititssicherung Thres Unternehmens wird mittels eines statistischen Tests

iiberpriift, ob die produzierte Ware der geforderten Spezifikation entspricht. Dabei wird
als Nullhypothese angenommen, dass die Ware die Spezifikation erfiillt. Fiir die Durch-



fiihrung des Tests wird eine Irrtumswahrscheinlichkeit von aa = 0, 05 vorgegeben. Auf-
grund von Kundenbeschwerden mochten Sie die Zahl der trotz Verletzung der Spezifi-
kation ausgelieferten Teile reduzieren. Geben Sie an, ob die Irrtumswahrscheinlichkeit
o zu diesem Zweck erhoht oder verringert werden muss! Begriinden Sie Ihre Antwort!

Die Irrtumswahrscheinlichkeit a muss erhoht werden, da diese die Wahrscheinlichkeit fiir eine
Fehlentscheidung 1. Art angibt, also den Fall, dass ein Bauteil das tatséchlich die Spezifikation
erfiillt falschlich als Ausschuss deklariert und nicht ausgeliefert wird. Bei dem von den Kunden
bemingelten Fall, dass ein fiir gut befundenes und ausgeliefertes Teil in Wirklichkeit fehlerhaft
ist, handelt es sich um eine Fehlentscheidung 2. Art, die mit der Wahrscheinlichkeit (3 auftritt.
Wird nun die Irrtumswahrscheinlichkeit a erh6ht, reduziert sich im Gegenzug die Wahrschein-
lichkeit (3.



