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Hinweise zur Priifung

Bearbeitungsdauer: 60 Minuten

Als Hilfsmittel sind ausschlielich Taschenrechner ohne vorgefertigte Programme und ohne drahtlose
Kommunikationsschnittstelle, einschlieBlich deren Bedienungsanleitung in gedruckter Form, zugelassen.
Sonstige schriftliche Unterlagen sowie Bild-, Ton- und Videodokumente sind ausdriicklich nicht zuge-
lassen. Die Verwendung elektronischer Gerdte mit drahtloser Kommunikationsschnittstelle, gleich zu
welchem Zweck, ist wahrend der Klausur untersagt. Dieses Verbot gilt insbesondere auch fiir sogenannte
Smartwatches. Nach allgemeinem Priifungsrecht und aktueller APO stellt bereits das Mitfiihren eines nicht
erlaubten Hilfsmittels im Priifungsraum eine Téuschung dar. Verstde dagegen bzw. andere Tauschungs-
versuche werden geméB der Priifungsordnung geahndet.

Auf das Deckblatt sind der Name, der Vorname, die Matrikelnummer und die Bezeichnung des Raumes, in
welchem die Priifung abgelegt wird einzutragen. Auf allen anderen abgegebenen Blittern ist zumindest der
Name zu vermerken. Das Deckblatt ist als oberes Blatt der Klausur abzugeben. Der Rest der Aufgaben-
stellung muss nicht abgegeben werden, sofern er keine fiir die Losung relevanten Eintragungen enthélt.

Zur Teilnahme an der Priifung ist auf dem Deckblatt die Priifungsfédhigkeit durch Unterschrift zu bestétigen.

Der Studierendenausweis ist zusammen mit einem Lichtbildausweis und dem ausgefiillten Deckblatt der
Aufgabenstellung sichtbar auszulegen.

Alle zur Losung der gestellten Aufgaben bendtigten nichttrivialen Gleichungen und Konstanten sowie alle
notwendigen Tabellen und Diagramme sind der folgenden Formelsammlung, der Aufgabenstellung selbst
oder dem Anhang auf den Seiten 7 bis 11 zu entnehmen.

Formelsammlung:
Produktregel: (uv) =u'v+uv’
Quotientenregel: (E) _ U Tuv
v v?
dy .
Kettenregel: i ' @)v'(x) mit y=u(v(x))
Dichte: 1kg/m3 =1g/l =10"3kg/l = 1073 g/cm3
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1. Aufgabe: Abweichungsrechnung

Die Dichte eines fliissigen Mediums kann unter Ausnutzung des Archimedischen Prinzips ermittelt
werden. Hiernach taucht ein Korper so weit in eine Fliissigkeit ein, bis die Gewichtskraft der
verdriangten Fliissigkeit der Gewichtskraft des eingetauchten Korpers entspricht.

Fiir entsprechende Messungen verwendete Priifkdrper heillen d
Ardometer und bestehen vereinfacht aus einem zylindrischen
Glaskorper, wie in Abbildung 1.1 skizziert. Damit der
Priifkorper in der Fliissigkeit in aufrechter Lage stabil
schwimmt, ist er in seinem unteren Teil mit einem meist aus
Blei bestehenden Gewicht beschwert. Der zylindrische Glas-
korper tridgt eine Skala, an welcher die Eintauchtiefe des
Priifkdrpers abgelesen werden kann.

Flussigkeitsspiegel

Im vorliegenden Fall weise der Glaskorper die Gesamtmasse

m auf. Die Eintauchtiefe, gemessen von der Unterkante des
zylindrischen Priifkorpers bis zum Spiegel der Fliissigkeit, h
wird von der Skala angezeigt und sei mit h bezeichnet. Der
zylindrische Priifkdrper weise liber die gesamte Linge den
Durchmesser d auf. Die Dichte p des zu untersuchenden
Mediums ist dann nidherungsweise durch folgenden formel-
maifigen Zusammenhang definiert:

m Abbildung 1.1: Schematische
p = 1 . Darstellung eines Ardometers

Zn-.dz.h

L—m

Im Folgenden soll die Dichte p auf der Grundlage von Messergebnissen fiir die Groflen m, d und
h einschlieBlich der wahrscheinlichen Abweichungsgrenzen ermittelt werden.

Die Masse m wird mittels einer elektronischen Prézisionswaage ermittelt und betrigt m = 42 g.
Dieser Wert kann als exakt angesehen werden.

Der Durchmesser d des Glaszylinders wurde in n; = 12 Wiederholungen mittels einer Biigel-
messschraube gemessen. Das vollstindige Messergebnis des Durchmessers betrdgt d = 14 mm +
0,007 mm bei einer Aussagewahrscheinlichkeit von P = 90%.

Die Eintauchtiefe h wird in insgesamt n; = 6 Wiederholungen von der Skala abgelesen. Dabei
werden die in Tabelle 1.1 zusammengefassten Einzelmesswerte ermittelt.

i|1|2|3|4|5|6
W/ mm | 216.9 | 217.3 | 216,3 | 216.5 | 216,4 | 215.6

Tabelle 1.1: Messwerte der Eintauchtiefe h

a) Berechnen Sie die gesuchte Dichte p und geben Sie das vollstindige Messergebnis in der
Einheit kg/m3 mit einer Aussagewahrscheinlichkeit von P = 98% an!

Hinweis: Fiir alle Messgrofien kann eine Normalverteilung vorausgesetzt werden.
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2. Aufeabe: Normalverteilte Messgrofien

Sie mochten die Masseverteilung von Haselmiusen niher untersuchen. Im Rahmen einer
Recherche finden Sie Daten einer empirischen Untersuchung, gemal derer die mittlere Masse
von Haselmdusen m = 27,1 g und die Streuung S,,, = 3,8 g betragen. Sie gehen davon aus,
dass diese empirischen Daten mit Erwartungswert und Standardabweichung der Gesamt-
population iibereinstimmen. Ferner gehen Sie davon aus, dass die Masse der Haselmause einer
Gaullschen Normalverteilung geniigt.

a) Geben Sie ausgehend von obigen Annahmen an, welcher Anteil der Haselméduse eine
Masse aufweist, welche auBerhalb des Intervalls 20 g < m < 35 g liegt!

3. Aufoabe: t-Test

Gurken gehoren zu den sogenannten Dunkelkeimern, was bedeutet, dass die Samen bei der
Aussaat mit einer diinnen Schicht Erde bedeckt werden miissen. Um die optimale Dicke der
Erdschicht zu ermitteln, haben Sie n = 15 Gurkensamen mit einer Erdschicht von 1 cm Dicke
abgedeckt (Messreihe A) und weitere n = 15 Samen mit einer Schicht von 2 cm Dicke
(Messreihe B). Durch regelmifBige Beobachtung der Pflanzung ermitteln Sie fiir jeden
ausgebrachten Samen die Keimzeit in Stunden.

Aus den Rohdaten haben Sie fiir beide Messreihen A und B die mittlere Keimzeit T sowie die
jeweiligen Streuungen S der Keimzeit in Stunden berechnet. Dabei haben Sie die in Tabelle
3.1 aufgefiihrten Werte erhalten.

Mittelwert T /h | Streuung S / h

Messreihe A 267 10
Messreihe B 278 11

Tabelle 3.1: Mittelwerte und Streuungen der Keimzeit T

a) Ermitteln Sie mittels eines geeigneten statistischen Tests, ob auf einem Signifikanzniveau
von a = 0,01 die Keimzeit in Messreihe A kiirzer ist als jene in Messreihe B!

Hinweis: Fiir alle Messgrofien kann eine Normalverteilung vorausgesetzt werden.
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4. Aufegabe: Chi?-Test

Da Sie in Threr Freizeit gerne Pen-&-Paper-
Rollenspiele spielen, befassen Sie sich derzeit
ndher mit der Wahrscheinlichkeit bestimmter
Wiirfelergebnisse. Fiir die gingigen Pen-&-
Paper-Rollenspiele werden in der Regel nicht
nur klassische sechsseitige Wiirfel verwendet,

sondern auch ,,Wirfel“ mit anderen Seiten- Abbildung 4.1: Zwei vierseitige ,, Wiirfel * (W4),
anzahlen. hier mit Ergebnis 2 (links) und 3 (rechts)

Ein Standard-Wiirfeltyp ist hierbei der vierseitige ,,Wiirfel“ — nachfolgend als W4 bezeichnet —
welcher die Form eines Tetraeders aufweist (vergleiche Abbildung 4.1). Mogliche Ergebnisse
beim Wurf eines einzelnen W4 sind die Zahlen 1, 2, 3 und 4.

Bei dem von Thnen untersuchten Spielzug werden jeweils zwei W4 gemeinsam geworfen und
die Summe der geworfenen Zahlen der beiden W4 gebildet. Mogliche Ergebnisse der Summe
der geworfenen Zahlen liegen folglich im Bereich 2 bis 8. Ihnen ist ferner bekannt, dass die
Wahrscheinlichkeit, mit der bei einem einzelnen W4 die Zahlen 1 bis 4 geworfen werden
gleichverteilt ist, dass also bei einem einzelnen Wiirfelwurf alle Zahlen 1 bis 4 mit derselben
Wabhrscheinlichkeit fallen.

Fiir Thre statistische Untersuchung haben Sie iiber insgesamt n = 200 Spielziige hinweg Thre
Wiirfelergebnisse protokolliert und fiir die moglichen Ergebnisklassen die aufgetretenen
Haufigkeiten ermittelt. Die dabei erhaltenen Daten sind in Tabelle 4.1 zusammengefasst.
Ergebnis | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8

Haufigkeit | 10 | 31 | 34 | 45 | 30 | 23 | 18

Tabelle 4.1: Ermittelte Hdufigkeiten der Summe der mit zwei W4 geworfenen Zahlen

Um die Wahrscheinlichkeiten der moglichen Wiirfelergebnisse zu ermitteln, haben Sie
nachfolgende Tabelle 4.2 erstellt, welche alle 16 Kombinationsmdglichkeiten der Einzelwiirfel
sowie die daraus resultierenden Summen enthalt.

Wirfel 1
1 2 3 4
1 2 3 4 5
N
E 2 3 4 5 6
= 3 4 5 6 7
4 5 6 7 8

Tabelle 4.2: Kombinationen von Wiirfelwerten 1 bis 4 und resultierende Wiirfelsummen 2 bis 8

a) Uberpriifen Sie mittels eines Chi-Quadrat-Tests, ob die in Tabelle 4.1 angegebene
Verteilung auf einem Signifikanzniveau von a = 0,05 als zufdllig angesehen werden kann,
ob also die beobachtete Verteilung der aus den Randbedingungen der Versuchs-
durchfiihrung zu erwartenden Verteilung geniigt!
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Kurzfragen:

5.

Erlautern Sie den Unterschied zwischen intensiven und extensiven Groflen! Nennen Sie
jeweils eine intensive und eine extensive Grundgrofle des SI-Systems!

Erldutern Sie, was unter der Hysterese eines Messgerites zu verstehen ist!

Geben Sie an, ob die Aussage ,,Die Messabweichung kann beliebig klein gemacht werden,
wenn man ausreichend viele Wiederholungen der Messung durchfiihrt zutreffend ist!
Begriinden Sie Thre Aussage!

Erldutern Sie, was darunter zu verstehen ist, dass es sich bei dem Abtasttheorem nach
Shannon um eine hinreichende, aber nicht notwendige Bedingung handelt!

Bei der Durchfithrung eines statistischen Tests stellen Sie fest, dass wiederholt der Fall
eintritt, dass die Nullhypothese infolge des Testresultats abgelehnt wird, obwohl weiter-
fiihrende Untersuchungen zeigen, dass die Nullhypothese tatséchlich zutrifft. Wie wiirden
Sie das Signifikanzniveau o des Tests verdndern, um die Wahrscheinlichkeit fiir das
Auftreten einer derartigen Fehlentscheidung zu reduzieren? Begriinden Sie Thre Antwort!

Ende der Kurzfragen
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Elementare statistische MaBRzahlen

n
. . . _ i=1 xl
Arithmetisches Mittel: 3 — ———~ -

n
Z?=1(xi - f)z
n—1

Streuung: S =+ 152

Konfidenzintervall

Empirische Varianz: ~ §2 —

Die Messgrofie X sei normalverteilt, o sei bekannt:
[_ k-o k-o
X———, X+ ——

Vn Vn

Die Messgrofie X sei normalverteilt, o sei unbekannt.

S
[x_Ttn 11—Zx+\/— n—1;1- ]
Lineare Regression

Wenn durch eine Anzahl von Wertepaaren (x;,y;) nach der
Methode der kleinsten quadratischen Abweichung eine Gerade
gelegt wird, geht diese stets durch den Schwerpunkt (X, y) der
Punkte:

(y=y) =bx—-x)
(geschatzter) Regressionskoeffizient b (Steigung der Geraden)
i=1(xi —%) (i = y)
Xt (g — X)?
_ Limi Xiyi — Xy
n L x? —ni?

b =

Ein Schatzwert fur o2 ist die Restvarianz 62

n

1 2

52 :n_ZZ(yj—ym(f—xj))
=1

n—1
— . C2 2
- n—2 S)’(]‘ rX}’)
Bestimmung der Vertrauensgrenze fir diese Schatzung des

Steigungsmales:

1. Festlegen der geforderten statistischen Sicherheit P (z.B.
95%)
Berechnen der Streuung S, aus den Messwerten xq, ..., X,
Der Vertrauensbereich fiir den Regressionskoeffizienten b
zur statistischen Sicherheit P = 1- « betragt:
Ol _21-% Ol _2,1-%
bh— 2 2

b+
VnS, VnS,

4. Der Erwartungswert S fur den Regressionskoeffizienten b
liegt mit der statistischen Sicherheit P in diesem Intervall

5. Durch die berechnete Gerade wird einem beliebig
gewahlten x-Wert x* der y-Wert

y'=y+b(x"=x)
zugeordnet. Der Vertrauensbereich fiir y* zur statistischen
Sicherheit P = 1- « betragt:

gt a X =\2
. n-2,1-% (x*=x)? |
- 1+ , V' +
G sz 7

Abweichungsfortpflanzung

f sei f(xq, ..., x,). Das Konfidenzintervall fir f mit statistischer
Sicherheit P = 1- o

[f &1y s %) = 5 f (Fay oo ) + €]

fur den Fall zufélliger, normalverteilter Abweichungen mit:

o= (5

2
Xi
Cxi ) 6 = /_ nx 1——
i=1 X1pXn Xi :

t-Test
t-Test fiir Erwartungswert
Die TestgroRe:
X — Uo
ty=<— (df=n-1)

>/
Vn
Test der Nullhypothese bei vorgewahltem Signifikanzniveau a:
1. Ho:p, = p, 9egen Hy: p, < (einseitige Hypothese)
Ist
to < —th-1;1-a »
wird Hy auf dem Signifikanzniveau a abgelehnt.
2. Ho:p, = p,9egen Hy: p >y, (einseitige Hypothese)
Ist
to > th-1;1-a »
wird Hy auf dem Signifikanzniveau a abgelehnt.
3. Ho:p, = 1y 9egen Hy: p, # 1, (zweiseitige Hypothese)
Ist
lto] > tn—l;l—% )
wird Hy auf dem Signifikanzniveau a abgelehnt.
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t-Test fiir Vergleich zweier Erwartungswerte

Die TestgrofRe (einfachere Form, wenn n,, = n,, = n):

Test der Nullhypothese bei vorgewahltem Signifikanzniveau a:

1.

to = Vi——2_  (df=2n-2)

Ho: p, = 4, gegen Hyip, < u, (einseitige Hypothese)
Ist

tO < _tnx+ny—2;1—a )
wird Hy auf dem Signifikanzniveau a abgelehnt.
Hy: M, = i, gegen Hi: o, > u,, (einseitige Hypothese)
Ist

to > tnyiny—2i1-a -
wird Hy auf dem Signifikanzniveau a abgelehnt.
Ho: g, = #,, gegen Hytp, # ,, (zweiseitige Hypothese)
Ist

[tol >t

a,
2
wird Hy auf dem Signifikanzniveau a abgelehnt.

nx+ny—2;1—

t-Test fiir verbundene Stichproben

Die Testgrofie:
d
th=57—  (df=n-1)
d
/v
mit:
di =x; —
a — Z?=1 dl
n
2
S, = ?—1(di d)
d n—1

Test der Nullhypothese bei vorgewahltem Signifikanzniveau a:

1.

Hy: 11, = 0 gegen Hy: p, < 0 (einseitige Hypothese)
Ist

to < —th-11-a »
wird Hy auf dem Signifikanzniveau a abgelehnt.
Hy: 11, = 0 gegen Hy: u, > 0 (einseitige Hypothese)
Ist

to > th-1,1-a »
wird Hy auf dem Signifikanzniveau a abgelehnt.
Hy: 11y = 0 gegen Hy: p, # 0 (zweiseitige Hypothese)
Ist

[tol >t

n—1,1—% ’

wird Hy auf dem Signifikanzniveau a abgelehnt.

Der y*-Test fiir Verteilungsfunktionen

X sei eine ZufallsgroBe mit unbekannter Verteilungsdichte-
funktion. Aufgrund von Messdaten oder Vorabinformationen
wird vermutet, dass X durch die Verteilungsdichtefunktion h(x)
beschrieben wird. Um dies zu priifen, kann ein y2-Test
durchgefiihrt werden.

Nullhypothese Hy: X wird durch die Verteilungsdichtefunktion
h(x) beschrieben.

Es wird eine Stichprobe von n Messwerten x4, ..., x,, aufge-
nommen.

Der Test erfolgt, indem zu dieser Messreihe ein empirisches
Histogramm erstellt wird. Aus der Verteilungsdichtefunktion
h(x) wird ein theoretisches Histogramm berechnet.

Als TestgréfRe wird eine normierte Differenz zwischen beiden

Histogrammen berechnet. Wenn die Hypothese zutrifft, miisste
diese Differenz hinreichend klein sein.

Vorgehensweise:

1. Aufteilen des Wertebereichs in r nicht Uberlappende
Klassen T;, so dass jede Klasse wenigstens 5 Werte der
Stichprobe x4, ..., x,, enthalt. Die Intervalle kénnen auch
ungleich breit sein.

Bestimmen der Anzahl B; von Messwerten in der Klasse T;

Falls die Verteilungsdichtefunktion h(x) Parameter enthalt
(z.B. £ und o bei der Normalverteilung), so werden diese
Parameter erforderlichenfalls aus den Messdaten x4, ..., x,,
abgeschatzt.

4. Berechnen der Wahrscheinlichkeit p;, mit der bei Annahme
der hypothetischen Verteilungsdichte h(x) unter Annahme
der unter 3. geschatzten Parameter ein Messwert im
Intervall T; zu erwarten ist.

5. Berechnen der Produkte E; = np;, die die theoretischen
Besetzungszahlen der Klasse T; bei Annahme der
Verteilungsdichte h(x) darstellen.

6. Prifen, ob fir alle Klassen gilt: E; = 5. Klassen mit E; < 5
werden mit benachbarten Klassen zusammengelegt. Nach
diesem Schritt liegen r* Klassen vor mit r* < r.

7. Berechnen der TestgroRe:

r*
2 _ Z (B; — E;)?
Xo : —Ei
=1

8. Bestimmung der Zahl der Freiheitsgrade:

= r* ist die Zahl der auswertbaren Klassen (Beset-
zungszahl > 5)

= s ist die Zahl der aus der Stichprobe abgeschatzten
Parameter der Verteilungsdichtefunktion

* Die Zahl der Freiheitsgrade ist df =r* —s —1

9. Festlegen der Irtumswahrscheinlichkeit a

H, ist abzulehnen mit Signifikanzniveau a, wenn:

2 2
Xo > Xri—s—11-a
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p-Quantile ts, der Student’schen t-Verteilung mit s Freiheitsgraden

s p 0,9 0,95 0,975 0,98 0,99 0,995
1 3,078 6,314 12,706 15,895 31,821 63,657
2 1,886 2,920 4,303 4,849 6,965 9,925
3 1,638 2,353 3,182 3,482 4,541 5,841
4 1,533 2,132 2,776 2,999 3,747 4,604
5 1,476 2,015 2,571 2,757 3,365 4,032
6 1,440 1,943 2,447 2,612 3,143 3,707
7 1,415 1,895 2,365 2,517 2,998 3,499
8 1,397 1,860 2,306 2,449 2,896 3,355
9 1,383 1,833 2,262 2,398 2,821 3,250
10 1,372 1,812 2,228 2,359 2,764 3,169
11 1,363 1,796 2,201 2,328 2,718 3,106
12 1,356 1,782 2,179 2,303 2,681 3,055
13 1,350 1,771 2,160 2,282 2,650 3,012
14 1,345 1,761 2,145 2,264 2,624 2,977
15 1,341 1,753 2,131 2,249 2,602 2,947
16 1,337 1,746 2,120 2,235 2,583 2,921
17 1,333 1,740 2,110 2,224 2,567 2,898
18 1,330 1,734 2,101 2,214 2,552 2,878
19 1,328 1,729 2,093 2,205 2,539 2,861
20 1,325 1,725 2,086 2,197 2,528 2,845
21 1,323 1,721 2,080 2,189 2,518 2,831
22 1,321 1,717 2,074 2,183 2,508 2,819
23 1,319 1,714 2,069 2177 2,500 2,807
24 1,318 1,711 2,064 2,172 2,492 2,797
25 1,316 1,708 2,060 2,167 2,485 2,787
26 1,315 1,706 2,056 2,162 2,479 2,779
27 1,314 1,703 2,052 2,158 2,473 2,771
28 1,313 1,701 2,048 2,154 2,467 2,763
29 1,311 1,699 2,045 2,150 2,462 2,756
30 1,310 1,697 2,042 2,147 2,457 2,750
40 1,303 1,684 2,021 2,123 2,423 2,704
50 1,299 1,676 2,009 2,109 2,403 2,678
60 1,296 1,671 2,000 2,099 2,390 2,660
70 1,294 1,667 1,994 2,093 2,381 2,648
80 1,292 1,664 1,990 2,088 2,374 2,639
90 1,291 1,662 1,987 2,084 2,368 2,632
100 1,290 1,660 1,984 2,081 2,364 2,626
200 1,286 1,653 1,972 2,067 2,345 2,601
0 1,282 1,645 1,960 2,054 2,326 2,576
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2 2
p-Quantile Xs,p der X -Verteilung mit s Freiheitsgraden

s p 0,90 0,95 0,975 0,99 0,995
1 2,71 3,84 5,02 6,63 7,88
2 4,61 5,99 7,38 9,21 10,6
3 6,25 7,81 9,35 11,3 12,8
4 7,78 9,49 11,1 13,3 14,9
5 9,24 11,1 12,8 15,1 16,8
6 10,6 12,6 14,5 16,8 18,6
7 12,0 14,1 16,0 18,5 20,3
8 13,4 15,5 17,5 20,1 22,0
9 14,7 16,9 19,0 21,7 23,6
10 16,0 18,3 20,5 23,2 25,2
11 17,3 19,7 21,9 24,7 26,8
12 18,6 21,0 23,3 26,2 28,3
13 19,8 22,4 24,7 27,7 29,8
14 21,2 23,7 26,1 29,1 31,3
15 22,3 25,0 27,5 30,6 32,8
16 23,5 26,3 28,9 32,0 34,3
17 24,8 27,6 30,2 33,4 35,7
18 26,0 28,9 31,5 34,8 37,2
19 27,2 30,1 32,9 36,2 38,6
20 28,4 31,4 34,2 37,6 40,0
21 29,6 32,7 35,5 38,9 41,4
22 30,8 33,9 36,8 40,3 42,8
23 32,0 35,2 38,1 41,6 44,2
24 33,2 36,4 39,4 43,0 45,6
25 34,4 37,7 40,6 44,3 46,9
26 35,6 38,9 41,9 45,6 48,3
27 36,7 40,1 43,2 47,0 49,6
28 37,9 41,3 44,5 48,3 51,0
29 39,1 42,6 45,7 49,6 52,3
30 40,3 43,8 47,0 50,9 53,7
40 51,8 55,8 59,3 63,7 66,8
50 63,2 67,5 71,4 76,2 79,5
60 74,4 79,1 83,3 88,4 92,0
70 85,5 90,5 95,0 100,4 104,2
80 96,6 101,9 106,6 112,3 116,3
90 107,6 113,1 118,1 1241 128,3
100 118,5 124,3 129,6 135,8 140,2
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