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I. Allgemeines

Im Zuge der Entwicklung der probabilistischen Betrachtungsweise
des Sicherheitsproblems im Bauwesen ergibt sich in verstdrktem
MaBe auch die Frage, wie die Festlegung von Sicherheitselementen
aus Versuchsergebnissen in solch einem Rahmen zu betrachten sei.
Bei der Festlegung von solchen Sicherheitselementen oder Bemes-
sungswerten liegen z. Z. keine festen und eindeutigen Regeln vor,
obwohl sich in der letzten Zeit - bedingt durch die Arbeiten in
/13/ und /14/ - eine einheitliche Vorgehensweise abzeichnet. Des-
weiteren ergibt sich die Schwierigkeit, daB8 bei zerstdrender Prii-
fung der Stichprobenumfang i. allg. schon aus Kostengrinden klein
zu sein hat, eine solch kleine Stichprobe jedoch keine zuverléssi-
ge Aussage iliber die zugrunde liegende Grundgesamtheit zuldft. Die-
ser Zustand trifft nun in verstdrktem MaBe auf dem Gebiet des bau-
lichen Brandschutzes zu, da die Priifvorschriften hier von besonders

kleinen Stichprobenumféngen ausgehen.

Andererseits sollte jedoch nicht vergessen werden, da8 Priifergeb-
nisse, welche im Laufe der Jahre gewonnen wurden, ja auch schon
einen gewissen Informationsstand darstellen, besonders wenn sie
an &hnlichen PriifkSrpern ermittelt wurden. Aus diesem Grunde ist
es durchaus wiinschenswert, bei der Beurteilung von Bauteilversu-
chen auch Vorinformationen jeglicher Art mit einbeziehen zu k&n-
nen. Die M&glichkeit hierzu bietet die "Bayes'sche Statistik",
nidmlich Vorinformationen iiber einen oder mehrere mégliche Zustdn-
de kénnen in der Form von "a priori"-Verteilungen mit in die Be-
urteilungen eingehen und stellen so den schon bestehenden Infor-
mationsstand dar. Nach der Durchfiihrung des Experimentes (Versu-
ches), d. h. einer VergrbBerung des Informationsstandes, kdnnen
dann unter Beriicksichtigung des schon bestehenden Wissensstandes
neue Aussagen sozusagen "a posteriori" {iber die Verteilung des

entsprechenden Parameters gemacht werden. Die so gewonnene Ver-
teilung wird die "a posteriori”-Verteilung genannt.

In der Literatur findet man nun die entsprechenden Grundlagen fiir
die jeweilige Fragestellung meist schon dargestellt /1/ - /7/.
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Bei Durchsicht dieser Unterlagen hat es sich jedoch gezeigt, da8
die meist sehr kurze Darstellung dem noch nicht so mit der Mate-
rie vertrauten Leser oft erhebliche Verstd&ndnisschwierigkeiten
bereitet, so daB bei dem Versuch einer zusammenfassenderen Dar-
stellung auch etwas mehr Wert auf die Ableitung der entsprechen-
den Grdfen gelegt wurde. Desweiteren soll auch eine einheitliche
Diktion das Verstdndnis erleichtern helfen.

Diese vorliegende Zusammenstellung soll keinen Anspruch auf Voll-
stdndigkeit erheben, sondern stellt nur die Grundlagen dar. Wei-
tergehende Fragestellungen kdnnen dann z. B. aus /1/ entnommen
und entsprechend behandelt werden.

Weiterhin wird hier von normalverteilten Grundgesamtheiten ausge-
gangen, deren einzelne Beobachtungen in dem Beobachtungsvektor X

zusammengefaBt sein sollen. Da jedoch sehr oft auch von log.-nor-
malverteilten Grundgesamtheiten ausgegangen werden kann, sind die
gemachten Angaben bei der Transformation Y = 1ln (X) auch weiter-

hin unverdndert gililtig.

1. Grundlagen

1.1 Der Satz von Bayes flir stetige Verteilungen

Mit dem Parameter © werde irgendein Zustand bezeichnet, iiber des-
sen Eintreten wir, wie schon zu Anfang erwidhnt, Aussagen in der

Form der Dichte ‘
£ (®) AR D

machen k&nnen.

' + bezeichnet den "a priori"-Zustand.

+ bezeichnet den "a posteriori"-Zustand.

£ (

/«..) + bedeutet: unter der Bedingung, daB ... vorliegt.
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Werden nun Experimente durchgefiihrt mit dem Ziel, zus&dtzliche In-
formationen i{iber den zu untersuchenden Parameter 0 zu gewinnen,
werden die Versuchsergebnisse in dem Stichprobenvektor X zusam-
mengefaBt. Als Ergebnis ist nun die neue a-posteriori-Verteilung
des betrachteten Parameters © unter Einbeziehung der durch den
Versuch zusd@tzlich gewonnenen Informationen gesucht (1.2).

u
# (@9/25) L.l (L2
Nach dem Satz von Bayes gilt nun:

; LB - fix/e)
{(®/x)= 2 %)

In (1.3) stellt f (x/0) die sogenannte Likelihood-Funktion des

oder der unbekannten Parameter dar.

e el (1.3)

L(B/x)= ‘ﬁﬁ[xz/@/ ... (1
AL4

Der Ausdruck f (x) wird als Randverteilung bezeichnet und ergibt

sich aus
,e(.’s)=//’(@/'f/@/£)d@ < e- (1.5)
&®

Mit diesen Angaben 1l&8t sich der vollstdndige Satz von Bayes fiir
stetige Verteilungsdichten wie folgt anschreiben:

v (1.6)

Yo~ 2706) - £(8/x)
- J 2le) - b(@/x) @

Dabei stellt die Likelihood-Funktion sozusagen die MutmaBlichkeit
dar, eine Stichprobe zu erhalten, die gerade aus den Werten X

besteht, und die Randverteilung die Summe aller mdglichen Kombi-
nationen von f' (9) und 1 (9/x).

Mit der Dichtefunktion f" (0/x) k&nnen nun die iiblichen Operatio-
nen zur Bestimmung von oberen oder unteren Grenzwerten (Fraktilen)
etc. durchgefihrt werden. Diese Aussagen beschrinken sich jedoch
nur auf den gegenwdrtigen , 4. h. durch die a-priori-Information
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schon bekannten und den durch das Experiment hinzugewonnenen
Wissensstand.

1.2 Prediktor-Verteilung

In vielen Fdllen mag es auch von Interesse sein, bei bekanntem
Beobachtungsvektor X Aussagen liber die zuklinftige GrdBe eines Pa-
rameters machen zu kénnen.Natilirlich k&nnen {iber den unbekannten
Parameter wiederum nur Wahrscheinlichkeitsaussagen in Form einer
Dichte oder Verteilung gemacht werden. Hierzu denkt man sich ei-
nen Vektor X der noch unbeobachteten Werte. Die gemeinsame Dichte
der zukiinftigen Grdg8e x und des Parameters 0 unter der Bedingung,
daB der Stichprobenvektor X vorliegt, ist:

P(x8/x)= p(x/B) - £'(6/x) RNUNTI?

Durch die Bildung der Randverteilungsdichte, d. h. durch Integra-
tion ilber alle 0 ergibt sich die Dichte der GrdBe x unter der Be-~
dingung X: (Die Dichte der daraus resultierenden Prediktorvertei-
lung soll im folgenden mit g bezeichnet werden.)

8"‘/51=f,€fx/@/ -plasx)ode | .. .08
®

Damit liegen eigentlich alle Grundlagen zur Behandlung der Pro-
bleme fest. Flir die wichtigsten Fdlle soll im folgenden die Auf-
18sung der Integrale und Gleichungen (1.6) bzw. (1.8) angegeben
werden. Wie schon erwédhnt, soll hierbei zum besseren Verstindnis

auch etwas mehr Wert auf die Herleitung der einzelnen Ausdriicke
gelegt werden.

2. Anwendungen - Berechnungen der a-posteriori- und Prediktordichten

2.1 Bekannte Standardabweichung o der a-posteriori-Verteilung;
priori-verteilung als N {u', o'}

Der wohl gilinstigste Fall der Schétzung eines Parameters kann dar-
in gesehen werden, wenn die Parameter u' und ¢' der priori-ver-

http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00062093 15/12/2015



teilung bekannt sind oder aus einer fritheren umfangreichen Stich-
probe gewonnen werden kénnen. Desweiteren sei ein Parameter der
a-posteriori-Verteilung - hier die Standardabweiéhung g - z. B.
auch aus friiheren Beobachtungen bekannt. '

Damit ergeben sich folgende Ausgangsfunktionen: (Parameter © 2 4")

a) a-priori-Dichte

gl(#)zﬁ——,;s' [ / )] cee (2.1

b) Likelihood-Dichte

m' e =p)R
f(p/ﬁ) =£.7,Z-V2——ﬂ':'; &P[' %(—)s-@"!—‘)] .. .(2.2)

Bei dem Umfang m' der Stichprobe ergibt sich ein Stichprobenmit-
telwert von:

X = = ZXL ... (2.3

i=o

und eine Stlchprobenvarlanz Yvon:
2_ ' .
$ [m ) Z (xi - x) e .. (2.9)

{7
Werden die Beziehungen (2.3) und (2.4) in (2.2) eingesetzt, er-

gibt sich die Likelihood- Dichte zZu: -]

4(/4/5)'-*{;,3;;:& m . exp -—ZP—‘-‘—'—'#

C=1
. 7%y X
Egu ) (5) " explzgzLlm-a em @ pi1 ] 2.5

Aus Gleichung (1.6) ist jedoch ersichtlich, daB8 die Randvertei-
lung nur einen normierenden Faktor darstellt, zu welchem auch die
konstanten Anteile von (2.5) hinzugezogen werden k&nnen. Dann er-
gibt sich, daB8 die posteriori-Dichte 2zu

f”{,u/i() ~£tp[—% /ﬁgf] up[-f(%#’)z] ve. (2.6)

proportional ist. Das Produkt zweier Normalverteilungen ergibt
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wiederum eine Normalverteilung, und nach Ausmultiplikation des

Exponenten ergibt sich:

2. ad’
m'x * §é7*5;

4 # mireie 2
- ¥R T\ e e

o

(2.7

Das heiBt, der Mittelwert und die Standardabweichung der a-poste-

riori-Verteilung von u sind g%ﬁich:l
; - ¢,
.5 1 ._____1322___
“ = m x G.I
M m'+ct/6'2%

6" =6/ Vm +G3"?

Setzt man o' = d//mo, wobei m,

probe aufzufassen ist, 148t sich der Mittelwert u" 2zu

“ rn’-j?l+ 1110'/4!

/l’ m'+ o

und die Standardabweichung ¢" zu

6 - G/ T E s

berechnen.

Mit diesen Werten und dem Ausdruck

pew = 2 oop| - £ o]

kann die Dichte der a-posteriori-vVerteilung von p zu

Piptsr 2oLt

angegeben werden.
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2.1.1 Prediktordichte

Die Prediktordichte ist durch Ausintegration von (1.8) mit

) —-Ac )2
{(X/,u.) =V7%§: &’{J_- %(—&6‘7&)] c . .(2.14)

- w2
1 A A -
#(lulé) = e uf’_’ z("%ﬂ#)] - . .(2.15)
zu ermitteln.
Nach Einsetzen und Ausmultiplizieren der Exponenten ergibt sich:
(x/x)= R . S
9 Vzer'6 [27m°G

/ap[{[,u ""'") 2'“(0"*5”&)* ez }] ... (2.18)

<c

Bei den auch spdter folgenden Berechnungen kann das Normalintegral
+ 00
4 - Z
/M[-T{&l—(—@)]o&'vzﬂ"‘( . L (2.17)
-

immer wieder mit herangezogen werden.

Mit den Bezeichnungen A, B und C ld8t sich (2.16) auch zu (2.18)
umformen.

§0l) /u,,[ a0 B PG e e

Zieht man nun den konstanten Anteil und wendet auf den Rest das
Normalintegral an, ergibt sich:

o) - AL - § 24E]

A « -~ e ©\3
4010 = gy o0 - ] e
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Dies bedeutet, daB8 der Mittelwert x der Prediktordichte gleich u"
und die Standardabweichung Oy

c. = G )22 s 62/6°2
x

m' +6c/6'% oder
I
m' +mo +1
6x = 6’-V m,“fno ist. .. .(2.21)

Dann 188t sich die Prediktordichte analog (2.13) zu

[J
8,(x/>_t)= -Gi-f -L(é,-:&-) .. .(2.22)

angeben.

pamit liegen alle Parameter zur Behandlung des am Beginn skizzier-

ten Problems fest.

2.2 Bekannte Standardabweichung o der a-posteriori-Verteilung;

Gleichverteilung von y als a-priori-verteilung

In Abschnitt 2.1 wurde angenommen, daB der Kenntnisstand liber die
a - priori - Verteilung relativ gut ist, n&mlich die Form der Ver-
teilung sowie die ersten beiden Momente u' und o' bekannt sind.
Ist nun der Erkenntnisstand iiber die a-priori-Verteilung nicht
mehr so gut, liegt es nahe, einen Bereich zu definieren, der auch
aus der Erfahrung heraus bekannt sein kann, in welchem z. B. Ver-
suchsergebnisse {(Mittelwerte) aufgetreten sind. Als einfachste
Verteilung bietet sich dann eine Rechteckverteilung des entspre-
chenden Parameters in der Form

fip) =A/(b-a); acs o (2.23)

Fir die bedingte Dichte gilt dann nach (1.6) und (2.5)
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{"(,&4./5)’ v ch[- (G’/ ) ] C L2029

wobei alle konstanten Faktoren der Likelihood-Verteilung, die
Randverteilung und die a-priori - Verteilung im Faktor k zusam-
mengefaBt sind. Obwohl aus der Form der Verteilung eine "gestutzte"
Normalverteilung zu erwarten ist, sollen die wichtigsten Ablei-
tungen hier noch einmal mit aufgenommen werden /3/.

Der Faktor k ergibt sich aus der Bedingung:

L bl .
/Z(ﬁ‘/f)’/’ kg-@'_/ Pv) odv . . .(2.25)
* 7
Mit
. Box b-x
Va® 6/m" und Ve = G’/’ O .. .(2.26)

Die Dichte der standardisierten Normalverteilung & (v) ist:
v

f(v)= / Y v olv .. (2.27)

Dann 188t sich der Faktor k zu

b=

A
VZ_-'G' f(%) P20 .. (2.28)

bestimmen. Zur Vereinfachung wird im folgenden die Bezeichnung
¢ (vy) = &, und Y(vz) =f2 usw. weiterverwendet.

Damit liegt die Dichte der a~posteriori-verteilung fest:

/”(/4./3)3’,% ﬁ‘?}; ”P[‘ f(ﬁ%}z} .. .(2.29)
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Der Mittelwert dieser Verteilung ergibt sich allgemein als erstes
Moment zu:

6
/‘v"(/"’/j)zfl"“{'(/b(/i() 0‘/4- . . .(2.30)
a

Wird (2.29) in (2.30) eingesetzt, ergibt sich mit den Ausdriicken
analog (2.26):

2
faulx )= Rfepl £r(R- EX)- 7%..— dv .. 2o
1]

Weiterhin gilt: v
pGpix)= R-2r /¢(v} G X v

=xX wegen (22/3‘)
+R- V"’/ w482y

M/Vf(v) ov

.(2.32)

Setzt man
pevI= = 4— up[— v)
—> plv)=- vecp{ ’/) ==V W)= olp/dv
ergibt sich das Integral
Vs, va
/v pev) dv Eu-fa(,y =-E;0(Vz)- 50(\/4)] .. (2233
Va

Va
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Der Mittelwert der a-posteriori-Dichte ergibt sich dann zu:

u(l“/,()g X - V_., % .. .(2.34)

Die Varianz 0"2 als zweites zentrales Moment der Verteilung ist
dann:

6’"z(/L~/L<) =?(,U--,u."12"f'(/4/x) olm . . .(2.35)
=7 fu P ulx) nlpa
“%//*l’ (palx) dpe = =2p" g (2o
*/4.'2/1? (puls) dpa = pu nach (2.25)

Wiederum mit (2.26) und (2.29) wird (2.35) zu

vz
2
6'“(/4/3)-'-'};—:}; 'J(x_ +'!m;.6-) Pv) olv .. .(2.36)

umgeformt. Dieses Integral 148t sich wiederum in seine Bestand-
teile aufl8sen und auf z. T. schon bekannte Terme =zuriickfiihren.
Es ergibt sich:

A

2]
(236)= =75 - /5(‘2 PCv) dv =X%  yegen (2.25)
Va

Ve
256 4 / 256 2~ ¥y
+ T35 [vptVIolv = - .
fr Tk [ - P F
Ve \ N <
wegen (2.32) und (2.33)
x Gt P
+[ . /Vz plv) dv . . (2.37)
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Das letzte Integral in (2.37) 148t sich aufldsen, wenn man

P =~ vrxv) = df/dv setzt. Es ergibt sich dann:

V& Vl Vz V&
fv”tfcwatvv/voly =-v;oj + / @ olv . . (2.38)
Va4 Va Va va

==Valh *Var ¥, 7 P~ $a

Werden die einzelrnen entwickelten Terme aus (2.35), (2.37) wd (2.38)
wieder zusammengesetzt, erhilt man als Varianz

o 2 ‘2 =V - 2
6 2(#/’_‘):%'9'%3@ - (‘%:‘f:—) d .. .23

und daraus die Standardabweichung:

Die abgeleiteten Ausdriicke pu" und ¢" sind,wie schon vermutet, die
Mittelwerte sowie die Standardabweichung einer gestutzten Normal-
verteilung und rechnerisch schon etwas umstdndlich zu handha-

ben. Bezliglich eines Beispieles wird hier auf Abschnitt 3.2
verwiesen.

http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00062093 15/12/2015



- 13 -

2.2,1 Prediktordichte zu 2.2

Die Prediktordichte ist wiederum durch Ausintegration von (1.8)
mit der Dichte der a-posteriori-vVerteilung nach (2.29) und (2.41)

f(xl,u)=v2—’;-’6, -l [- -;:’-(—’g.:ﬁ-‘-)z] .. o(2.41)

zu berechnen. Es ergibt sich:

gonare 122 ol A
A7 6 ﬁif yer

/‘”1’[-—{{6' ) (—"‘&)}]0‘1‘& .(2.42)

Das Integral in Gleichung (2.42) 148t sich nach Ausmultiplikation

des Exponenten in folgende Form iUberfilhren:
"

Q(X/-’S)""af)[ z G%(-V-':;_?—‘_ ]/&P[. —(6"/-\/"_';:;" )zog.‘f(z.m

Mittels der Substitution

oo R
t= o und dt’*o(/.&'l'm’-fd/G’ .. .(2.44)
“"/fm’-l-'f'
und
- Mmixex b - ImiX+X
b = * miss und £ = m .. .(2.45)
e” G/ /Vimntae’ b T e Vmtea
analog (2.26) ergibt sich Integral in (2.43) zu:
& t/z r_'c' )
sy 275 . [t !
) = Blte,x) . .(2.46)
=y / s (flan)-
fa

- =/~ '/ 6("‘) 'fg,(X’) .o f2.46)
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Werden die nach (2.43) und (2.46) ermittelten Terme wieder zusam-
mengesetzt, ergibt sich die Prediktordichte in der Form:

| X)= Fa (%) -x \V
gocisr s 5 ol 4 (Bl | oo

Wegen der Abhdngigkeit von @b(x)'und ¢a(x) vom Integrationspara-
meter X entzieht sich (2.47) praktisch einer weiteren Integration
zur Ermittlung von x und O~ Werden diese Parameter gesucht, muB
(2.47) numerisch ausintegriert werden. Ein entsprechendes Pro-
gramm ist am Ende der Zusammenstellung mit angegeben.

2.3 Schdtzung von y und g der a-posteriori-Verteilung bei '"gerin-
gen Vorinformationen" {iber p und o der a-priori-Verteilung

Bei den vorausgegangenen Anwendungen der Gleichung (1.6) waren bezlig-
lich der a-priori-Verteilung

1. Mittelwert u' und zugehdrige Standardabweichung o' bekannt
bzw. 2. der Mittelwert gleichverteilt im Bereich a - b.

Dies bedeutet, da8 der Informationsgehalt bezliglich der a-priori-
Verteilung immer mehr abgenommen hat. Die StandardabWeichung o der
posteriori-verteilung war auBerdem auch als bekannt vorausgesetzt
worden. Bei kleinen Stichproben fiir Eignungspriifungen etc. er-
scheint es nun angebracht, auch von einer unbekannten Standard-
abweichung o fiir die a-posteriori-Verteilung auszugehen. Dies be-
deutet, daB hier der Parametervektor 0 = (u", o") zu schidtzen

ist. Beziiglich der a-priori-Verteilungen befindet man sich in ei-
ner sogenannten "knowing little"-Situation.

Y

Zu solch einem Fall wird der Ansatz:

£f'(u) » € = const
A

ala

(2.48)
f' (o) ~ /g

gemacht. Beziliglich der Rechtfertigung dieses Ansatzes muB hier
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z. B. auf /5/ verwiesen werden.

In allgemeiner Form ergibt sich dann die Dichte der a-priori-ver-
teilung nach (1.6): (Auf die Unterscheidung von o' und ¢" kann
hier verzichtet werden.)

Pouoizye L) Loro) o,

L) £ s 1) dpucs

Wird nun eine erste Stichprobe vom Umfang m, gezogen, ergeben
sich die Stichprobenstatistiken

e -
Xo = ;':T,Z X ‘ und . . .(2.50)
<4
2. . - .. .(2.51)
/‘ (’m’_4) Z [X x)
i=a

Die Likelihood-Funktion fiir die nun unbekannten Parameter p und o
nimmt nach (2.5) folgende Form an:

L 51 %)+ (F5) ~ eep[ s [(m,-4) 2
e (pt - i',)z]] . (2.52)

Da der Nenner von (2.49) wiederum nur eine normalisierende Kon-
stante darstellt, 148t sich der Ausdruck (2.49) folgendermaBSen
hinschreiben:

Fpslx)- B o 2l 55w (mo-1) L T
',&(Pl:i%(/-rz)z] . . .(2.53)

Dabei sind alle konstanten Anteile in k zusammengefaBt. Der Fak-
tor k ist nun aus der Bedingung

!
/ f"//u.,@'/:‘f)d/‘dw = 4 (2.54)
pE

2u ermitteln,
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Ein niitzliches Hilfsintegral bei der Integration von (2.54) wurde
mit (2.17) schon angegeben. Ein weiteres Hilfsintegral stellt
(2.55) dar. Dabei ist T' die sogenannte Gammafunktion.

fX-(PM)e-ax dx= % M%) . s

~ o

Die Integration ist bezliglich i von + « bis - = und beziiglich o
von O bis = « zu fihren.

Nach der ersten Integration Uber yu erhdlt man:

gu(f“"o—/.’.‘:)= L{h_éﬁ'q‘m?u‘)[_ /_g%rp_.;zfz 6_-2]

. .(2.56)
und die gweite Integrafion iber ¢ fiihrt schlieBlich zu:
. mo~v
2
u T 2 m_’ . Mo -1 !
( 6'/_"5):&—@:-&-L——-" /7:. )'—{ .. (2.57)
(adl 20 | 2

pamit 148t sich der Faktor k zu

Me~4

A= (F «{ / m.-4 .. .(2.58)

bestimmen mit der Abkiirzung

/‘l
='I°’{""0"”) . . «(2.59)

Wird (2.58) und (2.59) in (2.53) wieder eingesetzt, ergibt sich
die Dichte der a-posteriori-Verteilung zu:

_!%6‘/_’5):,&-6’

Will amn nun den Informationsgehalt erhBhen, kann eine zweite
Stichprobe vom Umfang m' gezogen werden. Damit wird (2.60) sozu-

(mosa)

eplHe - e iz 26N . (2.60)
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sagen zur Dichte der a~priori-vVerteilung, und die a-posteriori-
Verteilung (2.64) nimmt dann die gleiche Form wie (2.60) an, Jje-

doch mit den Parametern:

m'= m, + m’ oo l(2.62)

— &

<"a (Mo e + M-X')[ m"”

“l ¢ 2 =2 -t} ot ?
A =L.((m~4)~/s +m'%?) + ((mo 1) Ao
¥ o KE)~m*"%“%]/(m"~1) | (2.63a)

{2.63)

Dabei gilt flr x!' und s’ (2.50) und (2.5%) analog.

{"f/u.,é’/g)'uﬁ 'G:(m.“')up['lﬁ:z* “,"2'?"((/4-‘ ;”)/6")11 . .(2.64)

)

mi~1
nmit _B= [.Zm"/zr)l/{// 2 )/F(""z”" . . .(2.65)
I " =
und K= S (m'-1) =g/2 . . (2.66)

mit $ =/S'2[m” --1). .. (2.67)

An dieser Stelle soll noch einmal erwdhnt werden, dad (2.64) die
gemeinsame Dichte der Verteilung von u und o darstellt. Dies be-
deutet, daB von nun an auch flir ¢ nur noch Wahrscheinlichkeits~
aussagen gemacht werden k&nnen. Fiir die weitere Nutzung von (2.64)
ist es sinnvoll, (2.64) einmal voll auszuschreiben und in die ein-

zelnen Terme aufzuldsen. Yo g
me

~(m"s1) uzf o) 2 m =z
‘ -2 4 £l (A ) = -
{ {/“'16\'/3-(-/ 2("‘_ z,"_"}.[-r(ln;‘»f) uP 2 6 ]

A £ (5] e

; . 2 : .
Die obige Gleichung sieht wie ein Produkt einer x“-Verteilung mit
einer N{0,1}-Verteilung aus, und es zeigt sich, das /4/

.
- A% mZ1) | 4—7{- . (2.69)
1?“ G G
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xz-verteilt mit Freiheitsgrad £ = m" - 1 und
(-5
f 6 /rm"™

; (’53/4) - normalverteilt ist. .. .(2.70)

AuBerdem kann nachgewiesen werden, das £ und n voneinander unab-
héngig sind; dies bedeutet, daB8 die Funktionaldeterminante

I pm %G’
7 7
Iu gc'
§ f ungleich Null sein muB.

Wegen 3u/6n = O brauchen nur die Ausdriicke

_.._ =ﬂ" A% z(-"/,g,) und L4207
7
F% = G’/}’m" betrachtet zu werden.

Die Multiplikation ergibt:
”

D= ) .lp% 7.2# 0 (2.73)

Damit ist der Nachweis erbracht, daB § und n voneinander unabhin-
gig sind. Diese Tatsache wird bei einer spdteren Anwendung von
wesentlichem Nutzen sein.

In den bisherigen Anwendungen konnte immer ein Vertrauensbereich
fix y angegeben werden. In (2.64) liegt jedoch die gemeinsame
Verteilung von u und ¢ vor; d. h., durch Ausintegrieren von o
ist die Randverteilung von y zu bilden. Dazu ist es sinnvoll,

(2.64) in etwas verinderter Form auszuschreiben: «
mt-4

I/_——'?‘/S”[m -1) (m 4)( ~(m"+4)
P olx) = T (=) 6

- e FL‘[/’""”);”'./,}"-;'?)GQ (2.74)
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Bei der Integration von (2.74) iber 0 - » kann das Hilfsintegral

(2.55) angewandt werden; man erhdlt:

: '""‘)
’ [ AN
§ (e Is)= g /*(""“)

{,s" (" 4)+m (p-X" )—”%

. A2

.75)

Nach einigen Umrechnungen kann der Ausdruck auf die Form (2.75)

gebracht werden.
-m"

Pluix) = grﬂf_’;é:;) ( (w" —4)(4"//"'))

Dieser Ausdruck sieht wie eine Student'sche t-Verteilung aus
(vgl. auch Seite 21) und kann mittels der Substitution

t- WL M Ay = %:"dt . .2

A me
und f = m" - 1 auf die standardisierte Form der Student'schen
t-Verteilung mit dem Freiheitsgrad f = m" - 1 gebracht werden.

e (59
Felp” iy

Wegen E(t) (Erwartungswert) = O ergibt sich

[ i e . {2,
/u, = X (
“Z
und G = N -
M m"/f-z)
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00062093
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Durch Bildung der Inversen dieser Verteilung kann nun ein Ver-

trauensbereich (Fraktilwert) zu einem vorgegebenen e-Wert berech-
net werden. Es ergibt sich x. aus (2.77) zu:

F (Tst]f) i[#(ulﬂ) olu

= |xg=t-LVm" +x"

(2.81)

Inversen der Student'schen t~Verteilung werden in /1.16/ angege-
ben. Da jedoch sehr oft auch Zwischenwerte gebraucht werden, sind
am Ende der Zusammenstellung zwei Programme zur Berechnung der
standardigierten t-Verteilung und der Inversion dazu angegeben.

2.3.1 Ableitung der Dichte der Prediktorverteilung

Zur Ableitung der Dichte der Prediktorverteilung wird wiederum
- wie bei der Ableitung der Dichte der a-posteriori-Verteilung -

eine zweifache Integration iiber y und o erforderlich. Der Ausdruck
(1.8) nimmt dann folgende Form an:
m'-4

g g( -(m"+2)
g{x/x)= //7'2{“ iy Yz -6

'U M/-‘;"C’T;(X ,u,)z)
-up/—z%r@*'n'cu';" z))017'»“"6"...(2.82)

Die beiden Exponenten lassen sich zusammenfassen, so daB8 das In-
tegral (2.82) folgende Form annimmt:

g(xix)ff-¢ T, -eepl oz o ormmt) (=)
‘/116'

+/-;-’£:,,‘(x->?")z}]oy.¢occ' . . .(2.83)

olae (R “m" +x)
(A+m") ‘

mit
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Die Integration von (2.83) kann wiederum unter Anwendung der bei-
den schon erwdhnten Hilfsinteqgrale (2.17) und (2.55) durchge fiihrt
werden.

Nach der ersten Integration {iber u ergibt sich:
VZr =(me)
3’("/3)'/6{‘ Virm= )

*&*P[G’ [2. {?* misq (X“x))}]d-G' .. .(2.84)

Die zweite Integration tiber ¢ liefert schlieBlich die gesuchte

Prediktordichte; der Wert C wurde auch wieder mit eingesetzt.
- m"

L") __. 5
3(x/3)-’;’_, /.,,,,._,)z',——. At (m"r»t) ) ] . . -(2.85)

Vergleicht man diesen Ausdruck mit /5/, Seite 366 - 367, zeigt

sich, daB (2.85) einer Student'schen t-Verteilung mit £ = m* ~ 1
Freiheitsgraden folgt. Mit der Substitution
"
m -
hs ——n wma EVh(x-X") .. .2.86

{rnu+4)$4uz

und v7 =T (1/2) geht (2.85) in die allgemeine Form der standar-
disierten Student'schen t-Verteilung iber (2.87).

-(44)

Flpr0/27 £?
gff/f)z ,7/"/%)/’/;%) {’/" )

L v(2.87)

Die Verteilungsfunktion lautet dann:

F (T s€/4)= _/#(a./,?) dw .. .(2.88)

2u beshmmens i )
Um den Wert t der bei einer vorgegebenen Fraktile ¢ die Bedingung

(2.88) erfiillt, ist also Umkehrfunktion der Funktion (2.87) zu
bilden. Nach Bestimmung von t kann der eigentlich gesuchte Wert X,
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nach (2.89) berechnet werden.

xg = f//;' -7 (2.89)

Wird (2.86) in (2.89) eingesetzt, ergibt sich die bekanntere Form
(2.90).

r 1] peq ="
Xg = 4 'Al“‘ i 1T X (2.90)
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3. Beispiele und Anwendungen

3.1 Beispiel zu Abschnitt 2.1

Die in dem o. a. Abschnitt dargestellte Situation stellt sozusa-
gen einen Idealfall dar, der eigentlich nur bei laufender Uberwa-—
chung und Stichprobenentnahme in den Vorbedingungen voll zu er-
flillen ist.

Es miissen a) die augenblicklichen Mittelwerte p' der Stichproben
und deren Standardabweichung o' iliber l&ngere Zeit
beobachtet und damit bekannt sein und

b) die Standardabweichung o der Einzelwerte beziiglich
des jeweiligen Mittelwertes.

Gerade bei stichprobenartiger Priifung ist dies in den seltensten
Fdllen mdglich. Aus diesem Grund kommt dem folgenden Beispiel
auch mehr ein Demonstrationscharakter zu, um die Wirksamkeit des

Verfahrens zu zeigen.

In den Jahren 1975 und 1976 wurden am SFB 148 zahlreiche Stahlbe-
tonstiitzenversuche unter Brandeinwirkung durchgefiihrt. Diese Ver-
suche sind mehr oder weniger als Versuche an Einzelbauteilen auf-
zufassen; drei Stiitzen hatten jedoch annihernd gleiche Parameter,
S0 daB sie hier zusammen betrachtet werden kdnnen. Es ergaben
sich flir die getesteten Stiitzen folgende Feuerwiderstandsdauern:

63, 69 und 80 min.

Aus einer M-C-Studie (Monte~Carlo~) mit einem getesteten Stiitzen-
programm zur Berechnung von Feuerwiderstandsdauern konnten unter
Beriicksichtigung der wichtigsten EinfluBparameter folgende Werte
der Verteilung der Feuerwiderstandsdauern - ohne Berilicksichtigung

einer evtl. streuenden Auflast - ermittelt werden.

79' (4,369)
10' (0,127)

Mittelwert
Standardabweichung

(Klammerwerte ergeben sich bei Annahme einer Log.-Normalverteilung
und sind in diesem Abschnitt als Beispiel mit aufgenommen.)
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Der sO errechnete Mittelwert von 79' soll hier als a-priori-
Mittelwert u' gelten und die Standardabweichung von 10' als Stan-
dardabweichung ¢ der Einzelwerte beziiglich des jeweiligen Mittel-
wertes. Die Schwierigkeit besteht darin, o' zu bestimmen. Mit
dem Ausdruck o' = o//ﬁg 148t sich nun iiber einen angenommenen Um-
fang einer a~-priori-Stichprobe ¢' ermitteln, wobei der angenomme-
ne Wert von m, sozusagen das Vertrauen in die a-priori-Werte dar-
stellt. In diesem Beispiel soll mo/m' = 9/3 angenommen werden.
Dann ergibt sich:

g' = 10/V/9 = 3,33 (0,042)

Der Stichprobenmittelwert und die Stichprobenstandardabweichung
nach (2.3) und (2.4) ergeben:

X = 70,7 (4,253)

8,62 (0,121)

]

s

[}

Mit diesen Werten 148t sich nach (2.10) und (2.11) der a-posteriori-
Mittelwert p" und dessen Standardabweichung o" zu

3 - 70,

" o 7 + 79
| 3+

g 76,93 (4,34)

und o"

L}

10/V3 + 9 2,88 (0,0366)

berechnen. Bezliglich des Mittelwertes ergibt dies schon eine Ver-
besserung von ca. 6'.

Gesucht ist nun der nach unten abgegrenzte a-posteriori-Vertrau-
ensbereich fiir u, welcher nur mit der Wahrscheinlichkeit € = 5 %

unterschritten wird. Mit U _ = 1,645 ergibt sich:

X, = (76,93 - 1,645 - 2,88) = 72,2 (4,78 2 72,24 )

Dies bedeutet, daB der Mittelwert mit 95-%iger Wahrscheinlichkeit
gréger als 72,2' ist. Bei klassischer Schitzung mit bekannter
Standardabweichung hdtte sich fiir den Vertrauensbereich ergeben:

x. = (70,7 - 1,645 + 10//3) = 61,2 (4,1323 2 62,3 )
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Damit ergibt sich hier eine Verbesserung bei der Abschédtzung des
Vertrauensbereiches von p von ca. 11' und somit ein nicht uner-
heblicher wirtschaftlicher Vorteil. Man erkennt jedoch, da8 die
Verbesserung im wesentlichen durch den grtBeren Mittelwert der

a-priori-Verteilung herbeigefiihrt wurde.

Im folgenden Bild 1 sind die beiden Dichten der jeweiligen Ver-
teilungen nochmals dargestellt; dabei kommt die durch die Beob-
achtungen verbesserte "steilere" a-posteriori-Dichte anschaulich

besser zur Geltung.

F'lulx)
=4

015

g

-posteriori

RN

011+ \ *
/ “a-priori”
005 / ’ .

180 85 90 95

Bild 1
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3.1.1 Beispiel zu Abschnitt 2.1.1

Die vorgenannten Ergebnisse stellen sozusagen die Schitzung des
Mittelwertes dar. Will man jedoch Fraktilwerte x* der Verteilung
der Feuerwiderstandsdauern bestimmen, z. B. bei Einhaltung einer
vorgegebenen Versagenswahrscheinlichkeit, muB8 an dieser Stelle
die Prediktordichte herangezogen werden. Zielt man wiederum auf

die 5-%-Fraktile ab, ergibt sich bei

o= = 10 -

3+9 +1
X 3+

9 = 10,4 (0,134)

nach (2.21) die S5-%-Fraktile zu:

x* = (76,9 - 1,645 « 10,4) = 59,8 (4,122 2 61,7 )

Ohne jegliche Vorinformationen hitte man,bei jedem Vorbehalt aus
solch einer kleinen Stichprobe Aussagen ableiten zu wollen,

x" = (70,7 - 1,645 - 8,62) = 56,5 (4,054 2 57,6 )

geschdtzt. Auch hier ergibt sich die Verbesserung im wesentlichen
durch den hoheren Mittelwert, wdhrend sich die etwas hShere Stan-
dardabweichung "ungiinstig" auswirkt. Trotzdem wird immer noch ei-
ne Verbesserung von ca. 3' erreicht, was hier z. B. dazu filihren
kann, die Probe noch nach F 60 einzuordnen.

3.2 Beispiel zu Abschnitt 2.2

Fiir das folgende Beispiel sollen wiederum die schon im 1. Bei~
spiel herangezogenen drei Versuchswerte an Stahlbetonstiitzen die-
nen. Es fehlen aber noch die Bereichsgrenzen der a-priori-Gleich-
verteilung der Mittelwerte, d. h. die Vorinformation. Um die Aus-
wirkungen der Vorinformation auf die a-posteriori-Verteilung auf-
zuzeigen, sollen eine glinstige und eine ungiinstige Einschrinkung
beispielhaft berlicksichtigt werden.
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Als Versuchsmittelwert und —standardabweichung ergaben sich:

X = 70,7
s = 8,62

AuBerdem war die Standardabweichung ¢ = 10' der Einzelwerte be-
zliglich des jeweiligen Mittelwertes bekannt.

Bei der Festlegung der Werte A und B der a-priori-Verteilung soll
von folgenden Uberlegungen ausgegangen werden:

1. Die Versuchswerte dhnlicher Bauteile lagen im Bereich von ca.
60' - 90'. Dies ist ein relativ weiter Bereich und damit eine

Sehr vage Vorinformation.

2. Bus den Berechnungsergebnissen ist ein Mittelwert von ca. 79°'
bekannt, Die Grenzen der Gleichverteilung sollen ungefihr bei
+ 10' gezogen werden, d. h. A = 70', B = 90'. Man erkennt, dag
damit der untere Bereich in bezug auf die Versuchswerte ziem-

lich eingeengt wurde.

Berechnung der a-posteriori-Mittelwerte, -standardabweichungen

und -vertrauensbereiche

1 2

Nach (2.26) ergibt sich:

it

-0,1212
+3, 34

(70-70,7)/(10/Y3)
(90-70,7)/(10//3)

(60-70,7)/(10//3)
(90-70,7)/(10/v3)

1,85 | v,
+3, 34 V2

vy
v

"
]
[}
(

2

Die Werte ¢1'2 bzw.’91'2 sind aus einer Tabelle der standardi-
sierten Normalverteilung zu bestimmen. Da zum Teil immer wieder

sehr umstdndlich interpoliert werden mu8, sind am Ende der Zusam-
menstellung kleine Programme in Basic bzw. Fortran angegeben,

welche es erlauben, die hier geforderten Verteilungen bzw. deren
Inversen sehr bequem auf kleinen Tischcomputern berechnen zu kdnnen.

i 15/12/2015
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Aus Programm NORMBAL ergibt sich:
(P (x) + & (x);

<I>1 = 0,0322
r.l = 0,072
¢, = 0,9996

502 = 1,5110-—3

Damit lassen sich jeweils die Erwartungswerte der Verteilungen

nach (2.34) zu:

u" (u/x) =

10 1,1510—3 - 0,072

/3  0,9996 - 0,0322

70,7 -

berechnen. Die Standardabweichungen ergeben sich nach (2.4):
(ohne Angabe der Zahlenrechnung)

g" (u/x) = 5,113

Z (x) + Px))

¢, = 0,4518
¥, = 0,3960
?, = 0,9996
Py = 151,573

o" (u/x) = 2,47

{(gegeniiber 10/¥3 = 5,77 )

Aus diesen Ergebnissen l&Bt sich folgendes ableiten: Die erste
a-priori-Information hat wegen ihres relativ weit gefaBSten Be-

reiches nur eine relativ geringe Verbesserung beziliglich des Stich-
probenergebnisses gebracht. Die zweite Annahme bringt wegen der
Festlegung des unteren Grenzwertes bei 70' eine wesentliche Ver-

besserung. Diese Zusammenh#nge sind anschaulich in Bild 2 dar-

gestellt., Man erkennt, wie die Gleichverteilungen der a-priori-
Information in die gestilitzten Normalverteilungen umgewandelt wer-
den. Dies ist bei der Annahme 2 besonders extrem.
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Widhrend die Versuchswerte bei solch einer unsymmetrischen Vertei-
lung den sogenannten mode-Wert (Maximum der Dichte) darstellen,
entsprechen die Werte u" (u/x) dem sogenannten mean-Wert (Exrwar-
tungswert, Schwerachse). Interessant wdre nun noch, den Wert
festzustellen, welcher mit gleicher Wahrscheinlichkeit unter-
bzw. {iberschritten wird (median-Wert). Dazu mu8 der Zusammenhang
urspriinglicher Verteilung ¢ analog (2.29) (ohne 1/(<l>2 - @1)) und
der gestutzten Verteilung ¢" hergestellt werden.Es ergibt sich:

¢(u) - ¢
() = —e—1 (3.1)
P
Daraus folgt:
¢(ue) = 4’1 + 9" (u) - (°2 - @1) (3.2)
und u, = ' (¢(u_)) (3.3)

Der gesuchte median-Wert ergibt sich dann zu:

I =x+ u, - o//m (3.4)
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zur Invertierung von ¢ muB entweder wiederum eine Tafel der stan-—
dardisierten Normalverteilung herangezogen werden,oder es kann

das angegebene Programm INVNORMAL benutzt werden.

Bei ¢"(u) = 0,5 ergeben sich folgende Werte:

o(ue) = 0,5159 o(ue) = 0,7257
+ U = + 0,03986 oo = 0,59976
¥ = 70,93 i = 74,16

Die Werte ¥ wurden mit in Bild 2 aufgenommen. Der o. a. Zusammen-—
hang kann nun wiederum zur Berechnung der eigentlich interessie-
renden Vertrauensbereiche von i herangezogen werden. Soll die
5-%-Fraktile berechnet werden, gilt ¢"(u) = 0,05. Dann ergeben
sich folgende Werte:

d(ue) = ©0,08057 d(ue) = 0,47919
u,  =- 1,401 w, ~=- 0,05218
X = 62,61 X = 70,4

Gegeniiber der Schitzung x, = 61,2' (siehe Seite 24) ergibt der
erste xe-Wert von 62,61 keine wesentliche Verbesserung; dies liegt
- wie schon erwdhnt ~ an der relativ schlechten Vorinformation.
Der zweite xe—Wert von 70,4' stellt eine wesentliche Verbesserung
dar, sollte hier jedoch mit einiger Vorsicht behandelt werden, da
er durch die enge Abgrenzung des unteren Bereiches der a-priori-
Information zustande gekommen ist. Dieses Beispiel zeigt jedoch,
daB die a-posteriori-Aussagen durchaus subjektiv beeinfluBt wer-
den k&nnen und somit auch einen gewissen Grad von "Glauben" bein-
halten. Aus diesem Grund sollten derartig giinstige Vorinformatio-
nen nur nach sehr sorgfdltiger vorheriger Abschidtzung mit in die
Rechnung einbezogen werden.
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3.2.1 Beispiel zu Abschnitt 2.2.1 (Anwendung der Prediktordichte)

Im o. a. Abschnitt wurde gezeigt, da8 die Berechnung von x und

Tx nach Gleichung (2.47) praktisch nur noch numerisch erfolgen

kann. Ein entsprechendes Programm ist am Ende der Zusammenstel-
lung mit angegeben.

Da {iber die Form der Verteilung keine zusdtzlichen Untersuchungen
mehr durchgefilhrt werden sollen und die Invertierung von (2.47)

zu in der hier durchgefiihrten Untersuchung zu aufwendig erscheint,
wird zur Berechnung der Bemessungswerte wiederum eine Normalver-
teilung angenommen. Mit den Werten

70,7 {aus Versuchen)
10
= 3

g8 a %I
i

a) b)

A = 60; B = 90 - A = 70; B = 90

ergeben sich mit Hilfe des angegebenen Programmes folgende Werte

fiilr x und 04t

X =711 x = 74,9

Op = 11,3 Oy 10,6

Daraus ergeben sich die folgenden S5-%-Fraktilen:

52,5
57,5

a) x* = 71,1 - 1,645 - 11,3
b) x* = 74,9 - 1,645 - 10,6

Vergleicht man diese Ergebnisse mit denen von Abschnitt 2.1.1,
zeigt sich, daB die erste a-priori-Information praktisch wertlos
war, ja sogar wegen der vergr8Berten Standardabweichung - im Ver-
gleich zu dem ohne jegliche Vorinformationen (56,5') - noch einen
etwas schlechteren Wert liefert. Erst die Vorinformation b) bringt
eine kleine Verbesserung. Hier zeigt sich noch einmal, daB8 eine
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wirksame Verbesserung der Versuchsergebnisse erst bei einem schon

sehr weit eingeschrénkten a~priori-Bereich erreicht wurde.

3.3 Anwendung von Abschnitt 2.3

In Abschnitt 2.3 wurde gezeigt, daB (2.64) die gemeinsame Dichte
von p und o darstellt. Dies bedeutet, daB nun auch fiir ¢ nur noch
Wahrscheinlichkeitsaussagen gemacht werden k&nnen. Im folgenden
wird sich das Bestimmungsproblem daher immer in der Form

P (xE > xe) =w (3.5)

stellen; 4. h., mit der Wahrscheinlichkeit w ist der gesuchte
Wert %0 (XE = Zufallswert) fiir die e-Fraktile grdBer oder gleich
dem Wert X = oder mit anderen Worten: Es wird ein Schitzwert *
gesucht, der noch mit groBSer Wahrscheinlichkeit unter dem Wert
xe,o liegt (Zitat /4/). Nur bei der im folgenden Abschnitt zu be-
handelnden Prediktorverteilung ergibt sich die M&glichkeit, den
Zielwert p* (einzuhaltende Versagenswahrscheinlichkeit) direkt
anzusteuern,

Bisher sind immer nur Vertrauensbereiche fir y oder bei den Pre-
diktorverteilungen ein bestimmter einzuhaltender, von der vorge-
gebenen Versagenswahrscheinlichkeit abhédngiger Fraktilwert be-

stimmt worden. Flir die Bestimmung von sogenannten Bemessungswerten
x* soll nun allgemein gelten:

* =0 o (-a - m] =0 (5 (3.6)

Dabei stellt ¢ das Normalverteilungsintegral, 8 den fiir erforder-
lich erachteten Sicherheitsindex 8 /13,14/ und Oy den sogenannten
Empfindlichkeitsbeiwert dar. Hinweise zur GrdB8enordnung von oy

(v 0,9 = 0,9) gibt /13/; fir einige brandbeanspruchte Stahlbeton-
bauteile finden sich auch o-Werte in /15/. In diesem Abschnitt
sollen mit Hilfe von (3.5) bestimmt werden:

a) Bei einem pu-Wert ist eine vorgegebene e~%$-~Fraktile mit der
Wahrscheinlichkeit w einzuhalten bzw. analog /4, 6/.
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b) Ein norgegebener B-Wert ist mit der Wahrscheinlichkeit w ein-
zuhalten bzw. analog /2, 6/.

Hierzu ist jedoch noch folgendes vorauszuschicken. In (2.69) -
(5.73) war gezeigt worden, daBs n, 52 voneinander unabhingig und

X" bzw. N {0,1} verteilt waren. Nach /8/ ergibt sich nun folgen-
der Zusammenhang; die zufdllige Variable

T (£, 8) = (3.7)

n/E
folgt einer nichtzentralen t-Verteilung, wobei § den sogenannten
Nichtzentralititsparameter und f den Freiheitsgrad darstellt. Be-
zliglich der Dichte- und der Verteilungsfunktion muB8 hier auf /8/
Verwiesen werden. Im Anhang ist ein entsprechendes Fortranpro-
gramm zur Berechnung dieser Verteilung bzw. der Inversion angegeben; das
Programm wurde /12/ entnommen; ausgewdhlte Werte finden sich
in /16/.

3.3.1 Berechnung des unteren Toleranzintervalles fiir eine Fraktile X,

Bei Annahme einer Normalverteilung geht (3.5) idber in:

. = 3.8
Plu+u, +02X)=w (3.8)

Dies bedeutet nichts anderes als die Festlegung einer e-%$~Fraktile
(z. B. 5 %) mit einer Aussagewahrscheinlichkeit von w (z. B. 90 %),
wobei ug die entsprechende e-$-Fraktile der standardisierten Nor-
Malverteilung darstellt. Nach (2.69) und (2.70) nahmen & und n

die Werte

(u = &) - /A"
£ = ry

n_snz.f
02

an.,
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ynol )
Aufgeldst nach u und oYeingesetzt findet man:

. L /—, —_ "

{"1? +"é§;K;;r‘ 'g? - ‘ =
p (4 = > (%, Zs) = w

Daraus folgt:

p(ﬁ;7°“—"£'7>m7'-()<e->?")/5”)=w .. .(3.10)

Dieser Wert entspricht (3.7)!

Da im allgemeinen g-Werte < 0,5 zur Anwendung kommen und bei der
Berechnung einer Fraktile der Integralwert bis zur Grenze t von
Interesse ist, gilt:

Ue= = WUia-g)

wno P(T2t/fd)= A-PLT<E[fd) =w
/—P[T<-=t/#, J)
= P(7T>!)=P(T<-t/f,-) =w

Dann ergibt sich:

P{!*‘U(WI’Q'W <- /”76‘(5 ‘)?,?/S”)=.°:); (3.11)

mit § = u(l-g) - /m". L(3.12)

¢«

Zur endgiltigen Bestimmung von X, 1st also durch Inversion der
nichtzentralen t-Verteilung der Wert t der w-%-Fraktile zu be-
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stimmen; X, folgt dann aus:

o2 5"— Ll ba-g VM) u
€= — . v W(3.13)

3.3.2 Berechnung des Toleranzintervalles x* beli vorgegebenem

Sicherheitsindex 8

Analog der in 3.3.1 gezeigten Ableitung kann auch fiir den Sicher-

heitsindex B geschrieben werden:
< )
i """1££ w (3.14)
(. 6 £

d. h., es soll mit der Wahrscheinlichkeit w ein B8-Wert bestimmt
werden, welcher kleiner als der vorgegebene B-Wert ist. Werden
in (3.14) nun wiederum (2.69) und (2.70) fiir £ und n eingesetzt,

ergibt sich:

/s”-/—' << A_£
P{X-y.-g-_,—/?—:.— /5 ) W .. .(3.15)

( -f@r%ﬁ“/;'—"’f< (7o ) e

(./Zj;[—' [J[: F( ) =W, .(3:16)

oder

und mit der schon in Abschnitt 3.3.1 vorgenommenen Umformung er-

h&lt man schlieBlich:

- V,-_;‘ .){ZEE: - = (3.17)
P/LE_#’uA, (®=x) 2w o
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mit § = - 8 - /@". (Beachte: B ist im allgemeinen negativ.)
Auch hier ist wiederum die Inverse der nichtzentralen t-Vertei-
lung zur Eintretenswahrscheinlichkeit w mit dem Nichtzentralitdts-

parameter § zu bestimmen. Der gesuchte Bemessungswert x* 148t
sich dann zu

t:—C”'. (‘;?’-x"‘) .. (3.18)

A “ ’
o
[ t"/‘
=} X =X - = (3.19)
L]
berechnen.

Man beachte die Ybereinstimmung von (3.19) und (3.13); dies ist
auch nicht verwunderlich, da es sich formal um dasselbe Problem
handelt. Zuverlidssigkeitsaussagen sollten jedoch nicht auf der
Grundlage dieser Ansdtze ermittelt werden; denn hier wird sozu-
sagen "die Wahrscheinlichkeit des Eintretens einer Wahrscheinlich-
keit" abgesch&tzt. Diese wird naturgemdB besonders bei kleinen
Stichproben sehr konservativ ausfallen. Bei gr&B8eren Stichproben,
d. h., wenn der Informationsgehalt gesteigert wird, ndhert sich
der so ermittelte Wert immer mehr dem "wahren" Wert an. Bei der
Ermittlung von Bemessungswerten aus der Prediktorverteilung wird
erwartet, da8 der gesuchte Wert "im Mittel" eingehalten wird; der
entsprechende englische Ausdruck “"Tolerance region of B-expecta-
tion" beschreibt das Problem zutreffender.

3.4 Beigpiele zu Abschnitt 2.3

3.4.1 Abschédtzen eines Fraktilwertes X, fir yp nach (2.81)

Es sollen wie in den vorangegangenen Beispielen die 3 Proben mit
63, 69, 80 min betrachtet werden. Als Vorinformation soll eine
fiktive Stichprobe vom Umfang m' = 9 als a-priori-Information
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79
10

mit x m

und
T%

sl

mit einbezogen werden. Es ergibt

I:l = r-(.\o = 3
x" = x, = 70,7
S = SO = 8'62

sich:
m'" =m, +m =12
X" = (3 - 70,7+ 9 - 79)/12
= 76,93
s*? = [(2 - 8,622 + 3 - 70,7%)
+ (8 - 102 + 9 . 79%)
- 12 - 76,93%7/11 = 99,49
s" =9,97
. A
nach (2.62) - (2.63a)

Es ist nun der t-Wert der 5-%-Fraktile der Student'schen t-Ver-

teilung mit dem Freiheitsgrad f
Es ergibt sich:

1

t ~ 2,92

Daraus
x€= *»&,92‘ &‘l+ ?0’?

V3~
S$62

= 2 und f2 = 11 zu bestimmen.

t = - 1,796
folgt:
-4 296 -997
X5 S —rmr— * ? 513
& v é
=- 74,8

Aus diesen Werten 138t sich ablesen, daB der Informationsgehalt

der ersten Stichprobe sehr gering eingeschdtzt wurde und sich da-
mit nur ein geringer Wert fiir den Vertrauensbereich angeben l4Bt.
Der auf der Grundlage von 12 Werten ermittelte Vertrauensbereich
kommt dem in Abschnitt 3.1 ermittelten Wert von 72,2‘ schon sehr

nahe!
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3.4.2 Abschitzung eines Toleranzintervalles fir X nach 3.3.1

Mit den vorgenannten Werten soll nun die Grenze des unteren Tole-
ranzintervalles fir X berechnet werden. Als Aussagewahrschein-
lichkeit wird i. allg. 90 % angesetzt. Fiir die zwel Stichproben
ergeben sich folgende Werte:

§ = 1,645 + /3 = 2,849 § = 1,645 + /T2 = 5,698
t =9,2 bei f =2 = 8,481 bei £ = 11
e =70,7-9,2 - 8,62/V/3 x, = 76,93 - 8,41 - 9,97//12

24,9 52,52

Mit diesen Werten bestitigt sich der zuvor schon festgestellte
Tatbestand. Der Informationsgehalt der ersten Stichprobe wird als
zu gering eingeschédtzt; als Ergebnis bekommt man die Aussage, das
mit einer Wahrscheinlichkeit von 90 % die 5-%-Fraktile gr&Ber als
ca. 25 min ist - kein sehr positives Ergebnis! Der bei der zwei-
ten Stichprobe ermittelte Wert von 52,5 min liegt immer noch un=
ter dem Wert von 59,8 min; die mangelnde Vorinformation beziiglich

der Standardabweichung mu8 hier noch mit einem etwas geringeren
Fraktilwert bezahlt werden.

3.4.3 Abschiitzung eines Toleranzintervalles fiir x% bei gegebenem
Sicherheitsindex 8o nach 3.3.2

In /15/ wurden die erforderlichen BO-Werte fiir Bauteile analog
/14/ ermittelt. Fir eine mittlere Brandabschnittsfliche und Auf-
tretenswahrscheinlichkeit eines Brandes ergibt sich ein B-Wert
von ca. 2,4. Der dazugeh8rige a-Wert kann auch in Anlehnung an
/15/ abgeschitzt werden; es ergibt sich ay, v 0,80 (a-Wert fiir die
Auflast ~ 0,6 vgl. Seite 79 in /15/ + a_ = /T = 0,6% = 0,80).

X
Daraus folgt der erforderliche S-Wert von 0,8 - 2,4 =-1,92.

Der Bemessungswert soll wiederum fiir beide Stichproben bestimmt
werden.
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=1,92 - /3 = 3,325 § =1,92 - /T2 = 6,65

+t =+ 10,607 bei f = 2 =9,762 bei f = 11

x¥ =70,7 - 10,607 - 8,62//3 x* = 76,93 - 9,762//9,57//73 =
= 17,9 min = 48,8 min

Auch bei diesen Ergebnissen zeigt sich die gleiche Tendenz, so
das sich ein weiterer Kommentar dazu erilibrigt.

3.4.4 Bestimmung von x* mittels der Prediktorverteilung nach 2.3.1

Um die Bemessungswerte ermitteln zu kdnnen, wird zuerst die zu
B = - 1,92 zugehbrige Versagenswahrscheinlichkeit bestimmt. Aus
NORMAL ergibt sich: Pg = 0,02743.

Damit 148t sich der zugehdrige t-Wert der Student'schen t-Vertei-
lung mit dem Freiheitsgrad £, = 2 und £, = 11 berechnen.

t = - 4,092 t = - 2,148
Daraus folgt mit:
3 12
h= ————— = 0,0100936 h= ——————— = 9,28641,,,"3
4 - 8,62 13 - 9,97
x* = - 4,092//F + 70,7 x® = - 2,148//h + 76,93

54,64 min

i
W

29,97 min

Auch hier ergibt sich durch den als gering eingeschédtzten Infor-
mationsgehalt der ersten Stichprobe ein sehr geringer Bemessungs-
wert. Erst unter Einbeziehung der fiktiven "a priori"-Information
erh§lt man einen annehmbaren Bemessungswert. Dieser liegt dber

dem zuvor ermittelten Wert von 48,8' (Abschnitt 3.4.3), da der

hier errechnete Wert sozusagen nur "im Mittel" eingehalten wird.

Zum SchluB sollen die Werte der 5-%-Fraktile analog Abschnitt
3.4.2 noch einmal ermittelt werden. Mit den zuvor berechneten
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h-Werten und t-Werten nach Abschnitt 3.4.2 ergibt sich:

- 2,92/v/h + 70,7 x - 1,796//h + 76,93
41,64 min 58,25 min

»®
1

(gegeniiber 24,9 und 52,52 min)

i
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4. Abnahmekennlinien

Bei der Aufstellung von Abnahmekennlinien (oder spédter Einstufungs-
kennlinien) soll gezeigt werden, mit welcher Wahrscheinlichkeit
angebotene oder hergestellte und durch Stichprobenentnahme zu prii-
fende Grundgesamtheiten richtig eingestuft werden. Als einfachstes
Abnahmekriterium gilt i. allg., da8 die durch den Abnahmefaktor k'
ermittelte PriifgrdBe Z grdBer als eine vorgegebene untere Schranke Tu
sein soll; 4. h.

x - . 4.1

x - k' s > T, et )
Wie schon erwdhnt, stellt k' den Abnahmefaktor dar (z. B. k' =1,645
bei einer 5-%$-Fraktile), X den Stichprobenmittelwert und s die
Stichprobenstandardabweichung. Die Priifgrdse Tu kann nun als Frak-
tile des in der angebotenen Grundgesamtheit vorhandenen Schlecht-
antejles p interpretiert werden (4.2).

=y - . . .(4.2)

Ty =¥ 7 Y1-p) ¢
Die Fragestellung ist nun, mit welcher Wahrscheinlichkeit werden
Grundgesamtheiten mit vorgegebenem Schlechtanteil angencmmen, und welches Her-
stellerrisiko besteht, daB8 die gesamte Charge bei geringerem
Schlechtanteil nicht abgenommen wird, bzw. welches Abnehmerrisiko
besteht, daB eine Charge mit hohem Schlechtanteil doch noch ange-

nommen wird.

4.1 Unbekannter Mittelwert und unbekannte Standardabweichung

Sind nun X% und s unbekannt - d. h., sie missen durch eine Stich-
probenentnahme bestimmt werden -, stellt sich das in Abschnitt 4
dargestellte Problem in folgender Form dar. Die Annahmewahrschein-

lichkeit W( ) bei einem in der Probe vorhandenen Schlechtanteil p
ist: P
W(p) =P (x-k' .+ 8> Tu) oder

Py ] - . ...(4-3)
Wpy =1 =P (x=k' -8 <u=uyy 0
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Diese Fragestellung erinnert sehr an die des Abschnittes 3.3.1
und kann auch ebenso behandelt werden. Es wird wiederum auf die
Ausdriicke (2.69) und (2.70) zurlickgegriffen, wobei jedoch zu be~
denken ist, daB in (2.70) nun x zur Variablen wird. Dann ergibt
- sich (2.70) zu

= x-w .. o(4.4)
o/vm

Nach dem Einsetzen von (2.69) und (4.4) in (4.3) erhdlt man den
folgenden Ausdruck (4.5):

u - s -/t
w()=1—9(§—§+£'s"/f+ -p) <k' - s)
P &/ /n
£+u(1_)-¢fﬁ
W, =1-P ———2 <k . /W) . . [(4.5)
) T

Dies bedeutet, daB die Berechnung der Annahmewahrscheinlichkeit
auf die schon bekannte nichtzentrale t-Verteilung mit dem Frei-
heitsgrad £ = m - 1 und dem Nichtzentralitdtsfaktor

$ = Ui_ey vm zuriickgefilhrt werden kann. Dabei definiert U(1-p)
den durch die untere Schranke Tu definierten Schlechtanteil der
angebotenen Charge oder Grundgesamtheit.

4.2 Bekannte Standardabweichung der Probe

Fir den Fall, daB die Standardabweichung ¢ aus vorhergehenden Un-

tersuchungen oder anderweitig bekannt sein sollte, vereinfacht
sich (4.3) zu:

W(p) =1-P(x-%k'-0<y- Uiiop) o) . . .(4.8)

Aus (4.4) folgt

.(4.7)

p=x-&£-0
/m

und eingesetzt in (4.6) ergibt nach kurzer Umrechnung den folgen-
den Ausdruck (4.8)
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W =1-P (£ < (k" - u vm) .. . (4.8)

(p) (1-p)’

In diesem Fall konnte die Berechnung der Annahmewahrscheinlich-
keit auf die Normalverteilung zurilickgefiihrt werden. Soll z. B,
noch 10 % Schlechtanteil toleriert werden, miiBte k' zu 1.28 ge-

wdhlt werden, und u definiert wiederum den in der angebote-

(1-p)
nen Charge vorhandenen Schlechtanteil.

Die Auswirkungen bzw. der Unterschied zwischen den Abnahmekenn-
linien soll im folgenden Beispiel verdeutlicht werden. In Bild 3
sind neben der idealen Abnahmekennlinie die Abnahmekennlinien fiir
je 3 und 12 Proben bei bekannter und unbekannter Standardabwei-

chung aufgetragen.

1
\ ‘ {DEALE ABNAHMEKENNLINIE
N e
a) 3Proben 6 bekannt
b)i2 -« & —u«— _
a5 ™ ) 3 —*+— G unbekannt -~ - -
- ‘\\\\ d)12 —e= 6 —s—
~— o el
5 10 15 20 25 30
Bild 3
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Aus den Vorliufen der Abnahmekennlinien ist ersichtlich, daB bei
kleiner Probenanzahl mit geringem Schlechtanteil ein hohes Her-
stellerrisiko besteht, wihrend bei gréBerem Schlechtanteil das
Abnehmerrisiko steigt; d. h., es werden noch Chargen mit einer
grofen Wahrscheinlichkeit angenommen, die eigentlich zurlickgewie-
sen werden miiiten. Ist eine Vorinformation vorhanden, verringert
sich das Herstellerrisiko - wie nicht anders zu erwarten - bei
guten Chargen, und das Abnehmerrisiko kann auch bei steigendem
Schlechtanteil erheblich verringert werden. Dieses Beispiel soll-
te kurz dazu dienen, den durchaus nicht unbetr&dchtlichen wirt-
schaftlichen Vorteil,der sich bei der Berlicksichtigung von Vor-
informationen ergeben kann, einmal bildlich darzustellen.

4.3 Einstufung in Klassen

4.3.1 Unbekannter Mittelwert und unbekannte Standardabweichung

Bei der Beurteilung von Stichproben besteht oft die Notwendig-
keit, diese nicht nur anzunehmen oder abzulehnen, sondern auch

in eine bestimmte Klasse K (z. B. Feuerwiderstandsdauern) mit

der unteren Grenze Tu und der oberen Grenze To einzuordnen. Diese
Fragestellung kann analog den in den Abschnitten 4.1 und 4.2
aufgezeigten L&sungswegen behandelt werden.

Es gilt

(K)=P()-<—k'-s>Tu) und

P (x-k'-s<T) . .(4.9)
ZusammengefaBt:
Wgy =P (T, < X -k' » s < T,) . .(4.10)
Aus (4.7) mit (2.69) folgt
- _ - g - JF
X=y+e8: L. (41
& - ..

sodaB8 sich nach dem Einsetzen von (4.11) in (4.10) folgender Aus-—
druck anschreiben 148t.
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Wi = P (Tg, <“*_V£Tn-:$_-;’?’@ -R-x<7,)

p(LEp) e 3 E (g
=P . m e t
( T >h-Im > A )

B en) L 5 BTy
P( Voit ) > & Vm> Vn/Z )...#.42)

\ - /
N

~A-PCT<tIf)=FH _ N

3
z
4

X
E
[}

\ -

= A8

=D W B L) -F (€14 ..

Auch in diesem Fall konnte das gestellte Problem auf die nicht-
Zentrale t-Verteilung mit dem Freiheitsgrad f = m - 1 und dem
Nichtzentralititsfaktor 6 = /@ (u - Tu’o)/o zuriickgefiihrt werden.
Die Aussage besteht nun darin, daB festgestellt wird, mit welcher
Wahrscheinlichkeit eine Charge mit vorhandener Standardabweichung o
in die vorgegebene Klasse K eingeordnet wird, wenn der durch die
StiChProbenprﬁfung ermittelte Wert 2. B. mit k' = 1.28 eine 10-%-
Fraktile darstellen soll. Dies bedeutet jedoch, daB der Varia-~
tionskoeffizient konstant bleibt und die Standardabweichung mit
wachsendem Mittelwert stindig zunimmt, was bei grofen Mittelwer-
ten etwas auf der sicheren Seite liegende Werte ergeben kann.

4.3.2 Bekannte Standardabweichung

Der Ansatz (4.10) kann hier analog verwendet werden, und zwar
9ilt nun bei bekannter Standardabweichung o:
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Aus (4.7) folgt
(4.15)

X =nq+
/m

Wird (4.15) in (4.14) eingesetzt, ergeben sich

wiy = P (7 < gt = -{——— -k <To) L. a6
; P(W(‘é‘*“#n&k f(ﬁ(@‘%*ﬁ))...uJﬂ

=&, N -
wig = Fo-Fe ... 2

In Bild 4 sind die Abnahmekennlinien fiir den folgenden Fall dar-

gestellt:
W)
I DEALE EINSTUFUNGSKENNLINIE
1+
“' Vr. 3 0‘2
’ Ty =60'und Toz 90’
m=3, k'=‘,645
= Az 894’
B=134,1"
A \
05"‘_‘” /j T
W G bekannt
/ unbek & unbekannt ™ |
/ \
/ 1
B - r s e BASa - - Y
70 90 10 130 150 170 [min]
Bild 4

15/12/2015
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Aus den Kurvenverldufen des Bildes 4 zeigt sich ganz deutlich,
daB durch die Beriicksichtigung einer Vorinformation bei kleiner
Probenanzahl die Einstufungswahrscheinlichkeit wesentlich verbes-
sert werden kann. Die Diskrepanz wird im mittleren Kurvenbereich
besonders deutlich, wo einer Einstufungswahrscheinlichkeit von
ca. 0,77 bei Beriicksichtigung einer Vorinformation eine Einstu-
fungswahracheinlichkeit van nur ca. 0,57 chne Beriicksichtigung

einer Vorinformation gegeniibersteht.

Im Vergleich dazu soll einmal der EinfluB8 einer "groBen" Stich-
probenanzahl (m = 30) in Bild 5 dargestellt werden.

$Wk)
/ DEALE EINSTUFUNGSKENNLINE
11 =
/r‘\
——’T' / \\ G bekannt
)
0.5‘“‘“[-——*—1‘—
G unbekannt _J \
I
/ \
¥ / 'A" - 'B' - ‘\ e R —
° 70 - 90 110 130 150 170 [min]

Bild 5

Aus Bild 5 148t sich ablesen, da8 sich die Kurvenverldufe schon

sehr dem der idealen Einstufungskennlinie nihemn. Dies ist bei
bekannter Standardabweichung noch mehr der Fall., Es muB jedoch
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bemerkt werden, daB trotz der relativ groBen Probenanzahl immer
noch ein betrichtlicher Unterschied zwischen den beiden Einstu-
fungslinien besteht, so daB8 auch bei einer groBen Stichproben-
anzahl die Mitnahme einer Vorinformation durchaus noch erhebliche
Vorteile einbringen kann.

5. Unterschreitenswahrscheinlichkeit bei vorgegebenem Abnahmefaktor

Im vorangegangenen Abschnitt wurde auf der Basis von Abnahmekenn-
linien gezeigt, mit welcher Wahrscheinlichkeit im allgemeinen bei
der Abnahme von Chargen oder deren Einstufung die auf der Basis
von Abnahmefaktoren k' ermittelten Fraktilwerte einen der Einstu-
fung entsprechenden zutreffenden Wert wiedergeben. Bei vielen
Bauteilversuchen werden nun die "nominellen" Bemessungswerte auf
der Basis der Gleichung (5.1) ermittelt,

X = Xx- A s RNCRY
@)

Je nachdem, ob s aus der Stichprobe ermittelt wurde oder als ¢
aus Vorinformationen bekannt ist.

Nach (2.22) oder (2.90) ergab sich fiir die jeweilige Verteilung
von x als Normalverteilung

a) 8(x/_»y)=N[/u”,G;' t!,';,”—f.i) .. .(5.2)

oder

b) §(xIx)= A, s™ V%";"—) L (5.3)

Die Wahrscheinlichkeit, daB Werte kleiner als der ermittelte no-

minelle Bemessungswert Xy sind, ist dann wiederum auf die stan-
dardisierte Form gebracht:
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P(X £x,IX,8,p) =

FEF= ()
G; mh . . -(5.4)
——— x—;" ” A
oder 7‘-( A ‘p mm: ) . . A5.5)
Wird der nominelle Wert eingesetzt,.ergibt sich:
ry f “4pq '
p”'f(-«&'l/-&,;..— . . u(5.6)
— / ‘
po s F (- & EZT)

g
Qg

?!Oﬂlqosu"m
NLpi

oder

Im konkreten Beispiel bedeutet dies folgendes: Im Beispiel 3.4.4

wurden folgende Werte ermittelt:

%"= 76,93

s"= 9,97
5-%-Fraktile aufgrund eines Annahmefaktors von k' = 1,645 =
X, = 76,93 - 1,645 - 9,97 = 60,53

gegenlber X, = 58,25

Damit ergibt sich mit dem so ermittelten Wert eine Unterschrei-~

tungswahrscheinlichkeit von

F (- Ab%s -YA2/437) = Qo ?a

4. h. 7,1 %.
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HILFSPROGRAMME
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20 CLS: INPUT"FUNKTIONSWERT X~";X

30 IX=1

40 ZX=EXF (-X¥X/2) /SOR(8%ATN (1))

S50 IFX=0THENOX=0.%:G0TO210C

60 IFX<COTHENXN=X: X=ABS (X) : IX=0

70 Al=1:A0=0:B1=0: RO=1:F=0

BO FORN=1TOD100

20 IFX»=2THENB=XELSER= (2XN~-1)

100 IFX>=2THENGOTO110 ELSEGOTOL120

110 IFNX1THENA=N-1:G0T0O1320 ELSEA=1:60TO1Z0
120 IFN>1THENA= ( (N~1) XX¥X) ¥ (~1)A (N+1)ELSEA=X
130 AN=BXAO+AKAL

140 BN=B¥BO+A%XEB1

150 FM=AN/EN

160 IFARS (F~FM) < 1E-11THENZOO

170 A1=A0: Ri=RO

180 AO=AN: RO=BN:F=FM

190 NEXTN

200 IFX:=2THENQX=ZXKFMELSEQX=Q.5-ZX¥FM

210 FX=1-QX

220 IFIX=0THENA=FX:FX=0X:0X=Az X=XN

230 CLS:PRINT"~—~NORMALVERTEILUNG=~-" s FRINT
240 PRINT"ERGEENISSE FUER X="gX

230 PRINT"PU(X) wuvnreensnea="3FX

260 PRINT"®(X) vawvevnnurw.="30X

270 PRINT"Z(X) cuaunneansea="32ZX
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PROGRAMM: INVNORMAL

CLS: INFUT"VERSAGENSWAHRSCHE INLICHEEIT=""3 FF
IFPF >0, STHENDX =G, SELSEDX=~0.5

X=0

GOSURL OO0 YA=FX~FPF

0 X=X+DX

40 GUSURL000: YN=FX-FF

70 IFYAXYNI=0THENGGTA?C

B0 YA=VYN: GOTOS0

0 REM NULLDURCHGANG GEFUNDEN!

- F E 6 A5 U S —-ALGORITHMUS-
XN=X1-Y1k(X2-X1)/(Y2~Y1)
FRINT"NAEHERLNGSWERT F. BETA-"j;XN:X=XN:BOSURLQO0: YN=FX-FF
PRINT"DIFFERENZ=”;YN:IFABS(YN){IE—4*PFTHENET=X:GOT0230
IFYZ¥YNZOTHENXL=X2
IFYZXYNSOTHENY 1=Y2ELSEY 1=Y 1 XY2/ (Y2+YN)
Xa=XN
Y2=YN
» GOTA140
CLS: PRINT"~—INVERSE DER NORMALVERTEILUNG--":FRINT
FRINT"DER INVERSIONSWERT X=";BT

250 FRINTYBEI FF VORGEGEEEN =" FF

260 FRINT"UND PF EBEI X ="3FX

270 END

1000 REM EINGANGSWERT X=BETAWERT -—3 FF IN FX
1010 IX=1

1020 ZX=EXF(-X%XX/2) /50OR(B¥XATN (1))
10320 IFX=0THEN@X=0,5: 30T01190
1040 IFX<OTHENXN=X: X=ARSG (X} : IX=0C
1050 A1=1:A0=0:1R1=0: BO=11F=0

LO&G FORN==1TO100
1070 IFX »=2THENE=XELSEER= (2¥N—1)

1080 IFX:=2THENGOTO1090 ELSEGOTO1100

1090 IFN>1THENA=N-1:G60T01110 ELSEA=1:60TO1110
1100 IFN}lTHENA=((N*l)*X*X)X(—l)A(N+1)ELSEA=X
1110 AN=BXAO+AXA1

1120 BN=BXERO+A%XE1

1130 FM=AN/BN

1140 IFABS(F-FM)<1E-11THEN1180

1150 Al=A0:R1=BQ

11460 AO=AN: RO=EN: F=FM

1170 NEXTN

1180 IFX}=2THENQX=ZX*FMELSEQX=O.5"ZX*FM

1190 PX=1-0X

1200 IFIX=OTHENA=FX:PX=0X: QX=A:; X=XN

1210 RETURN
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PROGRAMM: STUDENT

.(Jl L4/ CAHRTD
A T/Z"'-'FJ </ F4+TET )

+24 NEATE

1 GOSURL Q140 FR
OTHENS=(

2 :PRf

T, SHEOAKZERE BUTO L0

#f(ﬂ*l}*;ﬂ( 2y kG
TS T ETL. UI\IF e PRINT
o - ,F
3T

FRINTFUNMET TONSW

GRALWE

iE?if) FRINT"INTE
1940 END

s FR

10170
Il TE=BENIZ)
88(1)-IF 2:1 Z=1/2a11=1
D77 THEN 10070
¥7+1:GOSUR 10180 Z=22/(Z35+1)
=J0O+1: GOTO 100640

-11 2 BGOSR

10200

(ZE4+Z/23) /23 RETURN

I2:7=74: RETURN
GN BUBROUTINE *%%
T2y GTERP 2:272=80MN(I3)XZIxZI2
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LA-Z i DEFINTI, K

NPUT "WERSAGENSWAHRSCHE INL ICHKEEI T~ s FF
INFUT"ANZAHL DER FREIHEITSGRADE .....-"3F
A0 IF FF . GHTHEND 7=, S#ELSEDT=—. 5#
50 T=0

=18
7 I
80 GBCSURIOOO 3 YN=PR-FF

GG IFYAXYD OTHENGOTO110

100 Yh=YN: BOTO70O

110 H-H NULL. DURCHGANG GEFUNDEN!

PROGRAMM: INVSTUDENT

EL1O000 : YA=FR-~FF

Y2=YN: (L8
D REM -~ P E G A8 U S ALBORITHMUS -~
POTMET L ~Y 1K (T2-T1) /7 (Y2-Y 17

FRINT "NAEHERUNGSWERT FUER T=";TN: T=TN: GOSURLIQ0Q & YN=FR~FF
FRINTYDIFFERENZ w.iaauvuae. ="3YN:s IFABS (YN) < 1. E-4¥FPFTHENBT=T : GOTORSG
IFY2¥YNSOQTHENT1=T2

IFY2RYNCOTHENY 1=Y2ELSEY1=Y1XY2/ (Y2+YN)

T2=TM

Y2=YN
GOTO170
CLE: PRIMT "=~ INVERSE DER STUDENT T-VERTEILUNG--":FRINT
FRINTYDER INVERSIONSWERT T =" s BT
FPRINT"BEI FF VORGEGEREN = PE

FRINT"UND FF BEL T =" 3 FR
PRINT"ANZAHL DER FREIHEITSGRADE=":F

END

REM EINGANGSWERTE T UND ANZHL DER FREIHEITSGRADE F

Z=14: GOSURLIOOQO: Gl=1#/ (44X 22

g FD¢UB1ﬂ14H A= T/ZT'H =F/AF+TRT)

Lana ~EXINT (F/2
1080 8=1:C=1:KB=2+1E: FH=KS
1050 IF(II~2)aOTHEN1090
1060 =k GTOTISTER?R

1O70 C= Tk ( Ry -

1080 S=G+0: FH=FR+2#: NEXTH
1090 THENZ =Ez: GOSUEB10140: PR=. SH+. S#KAKZTI¥S: GOTO1 120
1100 IF (F—1) < =0THENS=0
1110 7=£A: BOSURIQQO0: FRe=, G4+ (AXEXS+Z2) XG1
1120 RETURN
10000 REM ARCUSTANGENS
1001u GOSUR 10170
: 10=0; T1=0; 12=86N(2)
Z=ARS(Z): IF Zx1 I=1/Z:11=1
1004u IF Z<.077 THEN 1Q070
10050 72=7:7=2%Z+1:GOSUR 101501 Z=Z2/(Z3+1)
14060 10=10+1:6G0TO 10040
10070 2Z=Z: 13=-11:G0SUR 10200
10080 IF 10=0 GOTO 10100
10090 FOR I=1 TQ I0:Z=Z+ZsNEXT
10100 23=7
10110 IF 11=1 Z22=19~12
10120 722=72%12
10130 RETURN
10140 REM WURZELBERECHNUNG
10150 Z3=SQR(Z):I3=(23+Z/13) /2: Z5=1{23+2/ 23) /2: RETURN
10160 REM x¥x 29 = FI/2 ¥XX
10170 IF z9<»0 RETURN
10180 74=7:7:=1:G0SUR 10020: ZI9=72+22: Z=24: RETURN
10190 REM xkkx POWER EXPANSION SUBROUTINE ¥¥X
10200 72=Z%Z:FOR I=3 TO ABS(I3) STEF 2:Z3=SGN(I3) KZ3IKZZ
10210 2=7+73/1:NEXT: RETURN
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; 10 INFUT "ABR"; AS5,BS PROGRAMM ZUR BERECHNUNG DER
B3 ]

15 INPUT "M"; M% PARAMETER DER PREDIKTORVER-
20 INFUT "X-QUER,SIGMA"; XM,SI ITT 2.2.1
S5 INPUT “ANZAHL DER STUETZPUNKTE (EMPF, 5-9)"; N TEILUNG NACH ABSCHN
25 DIM T(N)
30 INPUT "DRUCKER(J/N)"; F$
20 IF NOT F$="J" THEN 100
60 LPRINT"EINGAEEWERTE 3" ]
70 LPRINT USING "A = ####.#, B = ####.4, M = ##8#"; AS,B5,M%
80 LPRINT USING "X-QUER = ###.##, SIGMA = ###.##"; XM,SI
90 LPRINT " ¥
. 100 PRINT:FRINT “EINGABEWERTE :" _
110 PRINT USING "A = ####.%, B = ####.%, M = ####"; AS5,B5,M%L
120 PRINT USING "X~QUER = ###.#%, SIGMA = ###.##"; XM,SI:PRINT
130 ZF = &.28319
140 X = (BS-XM)XSOR(MZ)/S1: GOSUB 5000
150 X = (AS—XM)¥SOR (M%) /SI: GOSUE 5000
160 M1% = M7+1 :
' 180 INPUT "INTEGRATIONSGRENZE ANFANG"; A
| 190 INFUT "INTEGRATIONSGRENZE ENDE"; B
200 REM INTEGRATION NACH ROMBERG -ERWARTUNGSWERT-
210 H=E-A:L=0: XX=A: GOSUB2000 :F1=F:XX=B: GOSUB2000 :F2=F
220 T{1)=(F1+F2) XH/2
230 FORI=2TON
280 H=H/2:L=L¥2+1:T (1) =0
250 FORJ=1TOLSTEF2
260 XX=A+H¥J: GOSUB2000 :T(1)=T(1)+F
270 NEXTJ
28O T(1) =T (I-1) /2+HXT (1) :NEXT1
290 H=1 .
300 FORI=2ZTON:H=4%H: L=N-I+1
310 FORJ=1TOL: T(J)=(HXT (J+1)=T(J))/ (H-1) :NEXTJ
320 T(L+1)=T (1) :NEXTI
330 EG=T (1)
340 CLS:PRINT"X¥XKKEXXXXXKKERGEENISKXXXKXKEEXXKKKKK" s PRINT
350 PRINT"ANZAHL DER STUETZPUNKTE N=*j;N:PRINT
360 PRINT" INTEGRATIONSANFANG A="; A1 PRINT
370 PRINT" INTEGRAT IONSENDE B=";B: PRINT
380 PRINT"DAS INTEGRAL HAT DEN NAEHERUNGSWERT —->"3;EG
382 EX = EB
384 IF F$="J" THEN LPRINT USING "ERWARTUNGSWERT 1 RERH. B3 EX
540 REM INTEGRATION NACH ROMBERG —-STANDARDABWEICHNUNG-
550 H=E-A:L=0:XX=A:BOSUB 3000:F1=F3:XX=B;BGOSUB 3000:F2=F
560 T(1)=(F1+F2) kH/2
570 FORI=2TON
580 H=H/2:L=Lx2+1:T(I)=0
590 FORJ=1TOLSTEP2
600 XX=A+HXJ:GOSUB 3000:T(I)=T(I)+F
610 NEXTJ
620 T(I)=T(I~1) /2+HKT (1) 1NEXTI
630 H=1
640 FORI=2TON:H=4XH: L=N-I+1
650 FORJ=ITOL:T (3)=(HT(I+1)=T(3)) / (H-1) NEXT]
560 T(L+1)=T (1) :NEXTI
670 EG=T(1) -
680 CLS:PRINT" XXX KKKXKXEXXSKERGEBNISKKRXRXXKERXKXKKE" s PRINT
490 PRINT"ANZAHL DER STUETZPUNKTE N='"jN:PRINT
700 PRINT"INTEGRAT IONSANFANG A="3 A3 PRINT
710 PRINT" INTEGRAT IONSENDE B="§ Bt PRINT
720 PRINT"DAS INTEGRAL HAT DEN NAEHERUNGSWERT —>";EG

740 IF Fa="J" THEN LPRINT USING “STANDARDABWEICHUNB 3 NN 8 SQR(EB)
770 END

2000 X = (BS—(M/.tXM*XX)/MiX)iBQR(HIV.)/SI
. 2010 GOSUE 5000 1 Z = PX .

NN
NN

FX
NN-FX
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2030

Z000

[000
5010
S0G20
SOT0
3C4G
DOH0
SO0
070
5080
jslat-o}
F100
9110
3120
S1E0
S140
5150
31460
3170
5180
5190
SB200

- P7 -

LA RMEX KD AR KERR (LY /8T
7 = I-FX

= BORMA/MLIL)
EXF (~. 3% ((XX=~¥M)¥Y1/81)42)

F FRY L/ (STXSER (ZF))
F XX KX &F

RETURN

)4

= (BS— (MU XM+XX7 /MLI%) $SORMLYZ) /BT
GOSUE 5000 ¢ 7 = FX

X o= (AS- (MEKXM+XX) /ML%) ¥BAR(MLYL) /5T
GOSUE S0006 1 2 = Z-FX

HX = Z/NN

Y1 = SORML/MLA)

Fo= EXF(~.T3% ((XX-XM1XY1/81)A)

F o= FRYL/(SI¥SOR (ZF) )

Fro= (XX-EX)AZKHX AF

RETURN

IX=1:REM INTEGRAL DER NORMALVERTEILUNG
ZX=EXF(-X3¥X/2) /SOR(BXATN(1))
IFX=0THENQX=0. S: GOTO3180

n
iy
k1
-
-
~8
i
<

FORN1=1TD10¢

THENES:=XEL SEBF= (ZXN1~1)
ZTHENGOTOS08G ELSEGOTOSOD

AMN=BPXkA0+AF %A1

BN=BYXEO+APKEL

FHi=an/ BN .

IFABRS (F9-FM) < 1E—~11THENS170

Al=AC: Ki=R0

AD=AN: BO=5N: F9=FM

NEXTN1

IFX »=2THENQX=Z X kFMELBERA =, - ZXKFM
=1-0X

IF I X=0THENAS=PX : PX=0X: BX=A%: X=XN

RETURN
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MESTER RENK
18 = 2
It =3

T - THE VALUE 0¢ TC

[N alNeNalal

111 CONTINUE

REASCIE,S9) N,IBF,U
59 FURMAT(Z15,F1C.4)

IF(N.LT.D)Y 6070 112
PC 1 I= 1,i
REAGCIE,T00) 7T

100 FORXATCEID.6)
WRITECIA,101)7,IDF,D

101 FORMAT(IHO,12K VARIAMLE T=,F10.4,7,
128K ANZAHL DER FREIKEITSGRADE=,15,/,
2224 NICHTLZENT. PARAFETER=,F10.4)

F=PRNCST(T,1LF, D)

<y

WeITECLIA,T102) ¢

- P§ -

Berechnuhg der nicht zentralen

t-Verteilung.

I0F - THE DEGFE:S OF FKREEDOM
D = ThE NOM=CFNTRALITY FARAMETER

172 FUGRMATCTHC, 34 P=,F15.5,/4/1)

1 CONTINULE
6CTC 111
112 CONTINUE
sTop
EMD

SECMENT, LEN(TH 90, KNAHE HENK
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s R Na Nl

«y

(&)

SG

LSy

101

(VL

wn

112

-~ P9 -
MESTER HENK

1 = 2 Inversion der nicht zentralen

16 =2 t-Verteilung.

T - THE VALUE CF TC
ICF - ThE LEGEREES GF fhEeDOM
L - THE NCnN-CENTRALITY PARAMETER

CONTINUE

REPDCIE,9S) N,ICF,D
FOENAT(215,F10.4)

IF(NLLT.CY GOTOL 112

e 1 I= 1%

PECLCIE,1GT) FF

FCRMATCF1G.4)

WEITEC1R,101)PF,IDF,D

FOR“AT (IR, 13H VORGESIE BF=,F10.4,/,
12k ANZAKL DFR FREI®FITSGRADE=,15,/,
227k NICHTZENT. PARAMETER=,F10.4)

IF(PF .6T.D.5) E0TO2
pT==.5
ceT02
pT1=0.5
CONTINUE
T=0
ER=PRACSTCT, ECF, D)
Yi=eR-PF
T=1+D T
PR=FRKCST(T,IDF, D)
YN=ER=FF
TEAYA*YN LE.U.02GOTLA
YESYN
¢eT0S

CONTINUE
NULLDUPCHGANG GEFUNDLL !
Yi=YA
T1=T7-57

oy

YestM
PEECASU S ALGORITHALS
INSTI-Y1%(T2=T1) 7{¥2-Y 1)
T=Th
PE=FRNCST(T,ITF,D)
YNEBR=PE
IFCABS(YN) LT .V E-4*FFIECTOIN
TECY2*YNLT. 0.0 T1=T2
TH(Y2*#YN.LT.D.0) 6CTUl1
YISY14YZ/(YZ+YN)

GCTG12
Yi=y2

CONTINUE
TP=TN

yZ=YN
€CTO13
KCNVERGENZ GEFUNDEN
WRITECIA,102)T,PR

FORMAT (1HO,4H T0=,F10.3,50 BEY PF=, F1C.4,/11)

CONTINUE
6070 111
CONTINUE
sT0P
END
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-~ P10 ~
FLNCTIGH PRNCSTC(ST,IF, L)

[ FLGCRITEM »S 5 COMPULIES LOWER TAIL ARESR

C OF STUDENTS NON - CE~THAL T-CISTRIEBEUTION.
DETE CAI0.2GrCLZ28040, €2 /01591549420, G2/ bl et 2746/
LATA EFS/C.O0D0LUNY

C

F=1F

ICE=s IF = (¢x(1F/2)
F= ST/SQRTCE)

F o= F /J (F48T*x7)

Feo= SGRTC(E)
DA = [ixd
bFEF = BARE

Dike = m*xDEE
CiLL MORMALCLF#RL ,P,G,7)
Frkvg = A & b » EXP(-C . S2LRPXLRAP)Y % P x G1
FresT = B * (LP*xFMKMS + FxZ*EXP(-(L5%0%D))
Sur = T.C
IFCIFLEGLT) €0TL 9
1IFCICEY11,19,7
11 Sum = FNKIME
CeTC 2
SUM = F¥KMT
IFCIF.LTL4) G670 1
TPy = 1F - ¢
FK = 1.0
Fk = T .U
£C 1G4 x=2,1f"¢,2
FX¥1 = FK - 1.0
Fokerg = B % (CAAKAFIIEMT + FVKMeg) * FEKFT1 / FK
Pk = .07/ (AKXFRG 1)
FAKIY = B * (Cr+AKHFYKEZ 4 FMKNRT) % FK [/ (FK+1.0)
1F(10E)%,5,4
SUFM = SLM + Frypwv?
TV 7
6 SLM = SLY % FrKeq
7T oFx = 1,.07(eKxTY)
Fv = Fx ¢+ 2,0
176 CONTINLE
1 IfF (1CE) E,&,€
9 CALL PORMALC(-DE™,F,6,7)
FINCST = P 4 2,0 % (CUNCTCDRL,A,LFFS) + SUN)

BNV N

[V,

[S6h SVIR B ¥
e LILL NORWMALCG=L ¢ ,G,2)
FEALST = F & Sy & G
W FOTURY
ELT

SELMEANT, LEN Tk 2&e¢, NPFE  PINCET
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C
o
C
C
¢
c
c
1
c
¢
¢
10
12
13
15
c
C
C
14
16
18
17
26
21
22
7

- p11 -
SULZOUTINE NCEMEL(X, ¥ ,6,2)

ALGCRITnM £S2 CCMFUTES NORMAL AREAS AND
CREINATES FOK AN AKRAY CF X VALUES

PIFENSICN £(5)

DIVENSICN COMNUT (17)
CATE CONNGF

1/ 2.032735G1¢48-47, 1.4483064c44E-1T,
4 2.95566951¢648-13, S.947764C176E-12,
3 1.08%22e10%7¢e~9, 1.312c532564E~8,

4 1.645891690(1¢8 -6, 1.3227513¢2 8e-5,

5 7.5757575758v -4, 4.6296296266E-2,

¢ 2eZ3133322%%E-1/

CETA PRTZPY /0.35986940202040

X

5%

F(S) 106,11,1z2
RETLPI

6.5

&= G.S

GCTO 31

TN g A
wn

AL ]

SERIES APPROXIMATION

-
RETzPIXEXF(-0.54Y)
C=2.5) 13,14 ,14
=C.5%Y
CONNOK ()
S L=g,17
PxY + CONNOH (L)
(PxY + 1.0) * X *» EKRTZPI + (.5
1.C -+
0 21

-
W~ nn
‘

]

g

1

MO TH DT~y NN
o

-

~Houn

CONTINUED FRECTIiON F FRCrINATION

A(2) = 1.0

R(S) = 1.0

£(3) = 1.C

Y = 1.07Y

(LY = 1.0 + Y
R =2.C

DC 17 L = 1,3,2
pec 18 J = 1,2

K =L +J

¥l =7 - K

A(K) = ALKA) + A(K)*F#Y

F = R + 1.7
TE(AC2)IACR) - (5)/H(6)) 19,20,19
F = CACSY/P(L)) * 2/Xx
TEC(X) 21,11,%¢

P = -p

¢ =1.C - P

6GTO 21

¢ =P

p =10 ~7F

CCNTINUE

FETURN

EiD

SECRENT, LENGTH 290, NAYE NORMAL
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- P 12 -
FUNCTION FUNCT(H, A, EFC)
ALCGRITENM AS4 — COMPUTATION OF T(K,A) AS CEFINED EY

D.B. CWEN (195¢&). USHS EIVARIATE NORRAL VALUES ArD
NON-CENTRAL T AREAS.

[a NN ole Nal

DATA G1/C.1591549431/7

(o

FUNCT = 0.0
1E(A) 100,100,158
16 ATA = ATAN(A)

THEIS SESTIGK GF CODE 1S NCT NECESSARY IF VALUES CF ¥ AND 8
SATISFYING H»& CREATEN TwAN 4.0 AKE NOT ALLCWED.

DY D

§ IF(W*h.LE.L.D) EOTC 7
CALL NORMAL(H,P,FJ, Fd)
FUNCT = GI*(ETA+ATANCI.C/P)) = 0.S*(P-0.5)

€oTG 100

7 HEGI=(Q.h#h#ag
EXPHZ = EXP(~HSUL2)

ESE = AXA

AL = PpSL*RESG

He = HSug*HSG¢

RLHL = [ &b 4

ERJ = AxHSG2

Ed = A*pRb&xD_ 5

F4 = 1.0

SUM = L.G

Pd = Fd + 7.0
11 FJ = bJ

SEF = 0.0

TER™ = kI

12 SEF = SER 4 Ti4w
TFCTERM.LE.SEEXHPS) &CTC 14
Tik¥ = TEwRM*HSG@I/EJ
ES = EJ +1.0

GCTO 12

1 EOMNTRT = (SER4EFJIIIFY
CONTRZ = SER*FSQ/(FU42.1)
CENTR CONTR T - CONTRE

SuM =SUi¥ + CONTH
= ATA = SUM*EXPhC
ErSa = CPS*FULCT
FEJ = RBJ*rLud/ ((DI=T1.0)%DJ)
FIRALESLS (DIX(DY+T.0))
FJ 4+ 4.0
$J = td + 2.0
TFCCOMTRZ*EXPEE LGE.EFSA) GOTG 11
FUNCT = FUNCT * G1
100 KETURN
eEmMp

=
e
non

STOMENT, LENETH 26T, NRrE FUNCY
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