INSTITUT FUR BAUSTOFFKUNDE UND STAHLBETONBAU
DER TECHNISCHEN UNIVERSITAT BRAUNSCHWEIG

Amtliche Materialprifsteile fir das Bauwesen
Prof, Dr. - Ing. K, Kordina - - Prof.Dr.-1Ing. G.Rehm

DIE TRAGLAST VON OFFENEN | KREISFORMIGEN
STAHLBETONQUERSCHNITTEN

BRAZIER - EFFEKT
von

GYORGY IVANY!

aus Szeged/Ungarn

arsitétsbibliothek
nischen Universitat
-aunschweig

Fa
559

(’l 1 ) : BRAUNSCHWEIG : JUL.I 1968

https://doi.org/10.24355/dbbs.084-201811161408-0



https://doi.org/10.24355/dbbs.084-201811161408-0



BBBBBBBBBBBBBBB



https://doi.org/10.24355/dbbs.084-201811161408-0



INSTITUT FUR BAUSTOFFKUNDE UND STAHLBETONBAU
DER TECHNISCHEN UNIVERSITAT BRAUNSCHWEIG

Amtliche Materialprifstelle fur das Bauwesen
Prof, Dr. - Ing. K, Kordina - Prof, Dr. - Ing. G, Rehm

DIE TRAGLAST VON OFFENEN | KREISFORMIGEN
STAHLBETONQUERSCHNITTEN

BRAZIER - EFFEKT
von

GYORGY IVANYI
aus Szeged/Ungar‘n

HEFT 11 . BRAUNSCHWEIG . JuUL! 1968

https://doi.org/10.24355/dbbs.084-201811161408-0



https://doi.org/10.24355/dbbs.084-201811161408-0



-3 -

Inhaltsverzeichnis

Zusammenfassung

Literaturverzeichnis

Einleitung

1.1
1.2
1.3

1.4

Problemstellung
Annahmen

Allgemeines Uber das Tragverhalten der
untersuchten Balken

Zusammenfassung

Uberblick iiber die Ergebnisse der elastischen
Stabilitdtstheorie hinsichtlich des unter-
suchten Schalenbalkens

2.1
2.1.1
2.1.2

2.4.1
2.4.2

2.4.3

Allgemeines; geschichtlicher Uberblick
Beulen unter Axialdruck

Stabilitdtsverlust unter reiner Biege-
beanspruchung

Die nichtlinearen Differentialgleichungen
flacher Schalen

Bestimmung der Beullast unter gleichméB8igem
Axialdruck

Bestimmung der kritischen Beulspannung

Bestimmung der kritischen Druckspannung
nach der nichtlinearen Theorie

Energetische Betrachtung der Ergebnisse

Stabilitdtsverlust unter reiner Biege-
beanspruchung

Erlduterung des Brazier-Effektes

Herleitung der Differentialgleichung
und lhre LYsung

Ndherungsverfahren zur Bestimmung des
kritischen Biegemoments

https://doi.org/10.24355/dbbs.084-201811161408-0

Seite

12

12

13
14

16

17
17
18

19
21

21
22

28

29

29
31

35



-4 .

Seite
2.5 Stabilitidtsverlust unter verdnderlicher 39
Biegebeanspruchung. Die Wirkung der End-
scheiben
2.6 Zusammenfassung und kritische Bestrachtung 42
der Ergebnisse nach der Elastizititstheorie
Berechnungsmethode zur Ermittlung der Traglast
eines "Schalenbalkens" unter Berilicksichtigung
der Deformationen
3.1 Annahmen 45
3.2 Herleitung der Deformationsglelchungen 46
3.3 Einfiihrung von dimensionslosen Parametern 5
3.4 Auswertung der gewonnenen Ergebnisse 54
3.4.1 Querschnitt ohne Randglieder 54
3.4.2 Querschnitt mit Randgliedern 58
Die Auswirkungen auf die Traglast von Neben-
einflissen
41 Berﬁcksichtiéung der Nichtlinearitdt der 58
Arbeitslinie von Beton
4.1.1 Annahmen 61
4,1.2 Bestimmung der Deformationsgleichungen 62
4.1.3 Auswertung der gewonnenen Ergebnisse 66
4,2 Anfangsdeformationen 69
4.3 Der EinfluB des Kriechens 71
Versuchsergebnisse
5.1 Zielsetzung der durchgefilhrten Versuche 73
5.2 Asbestzement-Schalen 75
5.3 Mortelbeton-Schalen 78
5.4 Zusammenfassung der Versuchsergebnisse 84
Kritische Betrachtungen 84

https://doi.org/10.24355/dbbs.084-201811161408-0



ZUSAMMENFASSUNG

In der vorliegenden Abhandlung werden Stahlbetonbalken mit diinn-
wandigem, flachem, kreiszylindrischem Querschnitt auf ihre Trag-
fdhigkeit untersucht. Da solche Balken, bedingt durch ihre Quer-
schnittsausbildung, deformationsempfindlich und stabilitdtsgefihn
det sind, werden zunichst Stabilit#tsuntersuchungen auf Grund

der Theorie endlich groBer Deformationen elastischer Schalen
durchgefiihrt. )

Es werden zwel mSgliche StabilitHtsf#lle, nimlich das Ausbeulen
der Druckzone unter axialem Druck und die Verflachung der Zuer-
schnitte unter Biegebeanspruchung - in der Literatur Brazier-Ef-
fekt genannt - n#her untersucht. Aus einer kritischen Gegeniiber-
stellung dieser Ergebnisse ist ersichtlich, daB die grdfere Re-
deutung dem Brazier-Effekt zukommt. Im Falle eines Stabilitits-
verlustes infolge konstanter Biegebeanspruchung betrfgt nimlich
die kritische Druckspannung im Scheitelpunkt des Kreisauer-
schnitts nur rund ein Drittel der zum Ausbeulen der Druckzone
unter Axialdruck gehdrenden kritischen Beulspannung.

Auf Grund dieser Erkenntnisse werden die Untersuchungen an Stahl-
betonbalken unter besonderer Beachtung der Querschnittsverfla-
chung durchgefiihrt. Hierfir wird ein NHherungsverfahren entwik-
kelt, das unter vereinfachenden Annahmen auch die Beriicksichti-
gung der gerissenen Zugzone ermdglicht. Die Zul#dssigkelt der an-
gesetzten Vereinfachungen wird einerseits durch Verwendung Hhn-
licher Annahmen fiir eine Rechenmethode nach der Elastizitdts-
theorie und Vergleich mit den genauen Ergebnissen, andererseits
durch Versuchsergebnisse iiberprift. Beide Kontrollen ergeben eine

gute Ubereinstimmung.

Die Rechenergebnisse zur Untersuchung praktischer Fdlle sind in
Form von Kurvenscharen wiedergegeben. Hierbei ist es mdglich,
durch Einfilhrung dimensionsloser RechengrtBen im Einzelfall die
maximal mdgliche Ausnutzung des Querschnitts einfach zu ermit-
teln. Den Diagrammen ist auBerdem zu entnehmen, ob der unter-
suchte Fall im stabilitdtsgefdhrdeten Bereich liegt oder das
Versagen infolge Uberschreitens der Festigkeitsgrenzen des Be-
tons bzw. Stahls erfolgt.
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EINLEITUNG

Problemstellung

Die Bauindustrie fordert vom konstruierenden Ingenieur in
stets groSerem MaBe die Anwendung von schlankeren und wirt-
schaftlicheren Bauteilen. Diesem natiirlichen Verlangen ent-
sprechend finden z.B. Flidchentragwerke, dile frither nur sel-
ten gebaut wurden, heutzutage oft serienmiBlge Verwendung.

Diese Entwicklung verlangt u.a. nach einer Verfeinerung der
Berechnungsmethoden. Eine besondere Bedeutung kommt hierbei
dem Studium des Tragverhaltens im Bruchzustand zu, dessen
Ergebnisse oft eine bessere Ausnutzung vorhandener hoher

Tragreserven ermdglichen.

Aus diesem Grunde werden in der nachfolgenden Abhandlung
Stahlbetonbalken mit fl&chenartigem, flachem Querschnitt
im Bruchzustand untersucht, um das Tragverhalten dieser
Tragwerke besser erfassen zu kfnnen.

Von den zahlrelchen MSglichkeiten zur Querschnittsausbildung
wurde den Untersuchungen der flache Kreisguerschnitt wegen
seiner hiufigen baupraktischen Verwendung zugrunde gelegt.
Die allgemelnen Aussagen gelten jedoch fir alle flachen,
dinnwandigen, offenen Querschnitte.

Aus der Theorie der Tonnendidcher ist bekannt, daf Flichen-
tragwerke mit solchen Querschnitten im Gebrauchszustand oh-
ne besonderen Rechenaufwand zu erfassen sind. Experimentel-
le Versuche bestdtigen auBerdem, daB dile gebrduchlichen ver-
einfachten Rechenmethoden auch bei Stahlbeton-Tonnenschalen
ausreichend genaue Ergebnisse bieten.

Da solche Tragwerke, bedingt durch ihre Querschnittsform,
stabilitdtsgefdhrdet sind, muB8 die Sicherhelt gegen Stabili-
tdtsverlust ebenfalls bestimmt werden. In dieser Richtung
weisen Experiment und Theorie keineswegs die vorher erwdhn-
te gute Ubereinstimmung auf. Genauso ungeklirt sind die Aus-
wirkungen der Plastizitdt von Stahl und Beton auf das Trag-
bzw. Stabilititsverhalten.

https://doi.org/10.24355/dbbs.084-201811161408-0
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Nachstehend wird versucht, diese Fragen fiir kreiszylindri-
sche Schalenbalken zu beantworten. Die theoretischen Unter-
suchungen werden zum Schluf mit den im Institut fiir Bau-
stoffkunde und Stahlbetonbau der Technischen Hochschule
Braunschwelg gewonnenen experimentellen Klein- und GroBmo-
dell-Versuchsergebnissen verglichen.

Annahmen

Der den Untersuchungen zugrunde gelegte "Schalenbalken'" ist

aus Bild 1 ersichtlich.

LANGSSCHNITT QUERSCHNITT
Bingerscheibe
— X
| i ~
L Al P R R
bown 7.4 I " ot -+
e R [ S
DRAUFSICHT LASTFALLE
+ -
o N —— T 'id M
F ;' N
|
1
! ! O @
th =3 . /- a— N
— ——
Bild 1

Nachstehend werden Annahmen getroffen, die die Grenzen der

Untersuchungen festzulegen.

a) Der schalenfdrmige Balken hat gleichbleibenden, kreisfodr-
migen Querschnitt mit oder ohne Randglied.

b) Die Belastung der Schale erfolgt entweder durch an beiden
Balkenenden angreifende Biegemomente (Lastfall 1, reine
Biegung) oder durch gleichmdBig verteilte FlHchenlast
(Lastfall 2, Biegung + Schub).

¢) Die Lingsridnder der Balken sind sowohl in vertikaler als
auch in horizontaler Richtung frei verschieblich.

Um diese Bedingungen auch bei Querschnitten mit Randglie-
dern erfiillen zu k®nnen, wird eine Randtrigerhthe, die
grofer als die zweifache Scheitelhdhe des Schalensegmentes

ist, ausgeschlossen.

https://doi.org/10.24355/dbbs.084-201811161408-0
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d) Der stdrende EinflufB der Endscheiben (siehe Bild 1) wird
auler acht gelassen.

e) Der Balken besteht aus Stahlbeton, wobei die Aufnahme
der Zugspannungen der Stahlelnlage voll zugewiesen
wird. Eine evtl. vorhandene Druckbewehrung wird vernach-

ldssigt.

f) BEs gilt das Gesetz ebenbleibender Querschnitte (Ber-
noulli-Hypothese).

Entgegen den Aussagen der Elastizitdtstheorie (vgl.[}],
[39], @1], @8], IEO]) wird nachfolgend die Bernoulli-
Hypothese als gliltig angenommen, wenn im maB3gebenden
Querschnitt des Schalenbalkens noch vor Erreichen des
Bruchzustandes balkenartige RiBbildung auftritt.

g) Der Gebrauchszustand wird als bekannt vorausgesetzt und
nicht ndher untersucht. Es wird "Kurzzeit-Beanspruchung'
zugrunde gelegt, dennoch wird auf die Moglichkeit der
Berlicksichtigung von zeitabhingigen Einfliissen, wie z.B.
Kriechen und thwinden, verwiesen.

Allgemeidines iber d as Tragver -

halten der untersuchten Balken

Untersuchunigen liber die Traglast fragen, ob ein Bauwerk die
erforderliche Sicherheit gegen Bruch besitzt @6}, BQ]. Da
im allgemeinen bei jeder Konstruktion verschiedene Ursachen
zum Versagen fiihren konnen, 1st eine gleichmdfiige Sicher-
heit gegen alle diese Versagensmdglichkeiten anzustreben.
Nimmt man als Beispiel den vollwandigen Balken, so ist die
Aufgabe bekanntlich nur dann als konstruktiv richtig geldst
zu betrachten, wenn der Balken fiir Biegung und Schub eine
gleich groBe Sicherheit aufweist.

Im Falle eines Balkens gemdB Bild 1 sind die im Bruchzu-
zustand maBgebenden Beanspruchungen die Lingsdruck- und zug-
spannungen und dle die Querbiegung hervorrufenden Spannun-
gen. Alle anderen SchnittgrdBen, wie Schubspannungen an den
Auflagern, Lingsbiegespannungen an den Endscheiben, iiben

https://doi.org/10.24355/dbbs.084-201811161408-0
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nur einen geringen EinfluB8 auf die Tragfihigkeit des Bal-
kens aus, d.h. sie sind im Bruchzustand ohne Bedeutung Bi}

By, Bol.

Betrachtet man den Balken im Gebrauchszustand, stellt man
fest, daB im Gebrauchszustand die Querbiegungsspannungen

im allgemeinen unwesentlich sind, d.h. daB die der Bemes-
sung zugrunde gelegte Biegebeanspruchung meistens mit einer
Mindestbewehrung abgedeckt werden kann. Wenn man beriicksich-
tigt, daf das Querbiegemoment infolge des biegeweichen Quer-
schnittes bis zum Erreichen des Bruchzustandes nicht linear
mit der Last anwdchst und oft sogar das Vorzeichen wechselt,
kann man leicht den SchluB8 ziehen, da8 die Forderung nach
gleichmédBiger Sicherheit nur ausnahmsweise erfiillt wird.

Nimmt man Jenen Fall an, bel dem in Querrichtung infolge
des anwachsenden Querbiegemomentes ein vorzeltig eintreten-
der Plattenbruch nicht zu erwarten ist, tritt der Erschdp-
fungszustand des Balkens in der Haupttragrichtung ein, und
zwar
a) durch Versagen der Druck- bzw. der Zugzone infolge
Spannungsiiberschreitung im Beton oder Stahl:

b) durch Stabilitdtsverlust.

Im Falle a) handelt es sich um ein Spannungsproblem, bei
dem zu bemerken ist, daBl die behandelten Balken in der Re-
gel Dachelemente und demzufolge unterbewehrt sind, so da8
ein Versagen der Druckzone kaum zu erwarten ist. Die Unter-
suchung des Spannungsproblems kann mit Hilfe der Plastizi-
titstheorie oder des mit vereinfachenden Annahmen arbeiten-
den Traglastverfahrens (1limit analysis) durchgefiihrt werden
[15], [25]. [31]. In peiden Fillen sind hinreichende mate-
rialkundliche Kenntnisse liber Stahl und Beton erforderlich.

Im Palle b) liegt ein Stabilitdtsproblem vor: unter gewdhn-
lichen Umstidnden versteht man darunter das Ausbeulen der
Druckzone. Weniger bekannt ist, daB ein Balken mit schalen-
formigem Querschnitt seine Stabilitdt auch unter reiner
Biegung zu verlieren vermag. Diese Erscheinung ist in der
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Literatur als Brazier-Effekt bekannt [39]. Fir belde erwdhn-
ten Stabilitdtsfdlle stehen LOsungen bisher lediglich nach
der Elastizitdtstheorie zur Verfiigung.

Zusammenfassung

In der nachfolgenden Abhandlung wird ein Schalenbalken mit
flachem, kreisffrmigem, diinnwandigem Querschnitt auf seine
Tragfdhigkeit untersucht. Die Notwendigkelt einer solchen
Untersuchung wurde in 1.1 erdrtert. Durch allgemeine Annah-
men wurde in 1.2 das Untersuchungsgebiet abgegrenzt. Als
Wesentlichstes wurde vorausgesetzt, daB die Bernoulli-Hypo-
these gelte. In 1.3 1st das Tragverhalten des zugrunde ge-
legten Balkens qualitativ behandelt. Es wurde festgestellt,
da8 der Balken mit kreisfdrmigem Querschnitt stabilititsge-
fdhrdet ist, wobei fiir mdgliche Stabllitdtsfdlle das Ausbeu-
len der Druckzone bzw. das Verflachen des Querschnitts in-
folge des Brazier-Effektes zu untersuchen ist.

Auf Grund dieser allgemeinen Uberlegungen wird nun im Kapi-
tel 2 eine Stabilitétsuntersuchung nach der Elastizitidts-
theorie durchgefiihrt. Da die zu erdrternden Ergebnisse zum
groBen Teil bekannt sind, werden die Ausfithrungen kurz ge-
halten. Die besondere Aufmerksamkeit wird dabel folgenden
Fragen gewidmet:

a) Der bisher noch nicht behandelten Tatsache, nach der dle
Grundgleichungen bel Beulen unter Axialdruck denen der
Querschnittsverflachung unter reiner Biegung (Brazier-
Effekt) gleich sind.

b) Dem Vergleich eines Iterationsverfahrens mit der genauen
LSsung fiir den Brazier-Effekt, um dile Giite des Verfah-
rens, das spiter in Kapitel 3 fiir den Stahlbetonbalken
entwickelt wird, zu zeigen.

c) Den Besonderheiten, die aus einer entlang der Balkenach-
se verdnderlichen Momentenlinie bzw. aus der Wirkung der
Endscheiben folgen.
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Die Untersuchungen werden an Hand der Theorie groBer Defor-
mationen durchgefiihrt. Die gewonnenen Ergebnisse der zwei

untersuchten Stabilitdtsfdlle werden Kritisch betrachtet
und miteinander verglichen.

UBERBLICK UBER DIE ERGEBNISSE DER ELASTISCHEN STABILITATS-
THECRIE HINSTCHTLICH DES UNTERSUCHTEN SCHALENBALKENS

es ; geschichtlicher

Allgemedin
Uberblick

Beulen unter Axialdruck

Die ersten Losungen fir das Beulproblem einer geschlossenen
Kreiszylinderschale unter axialem Druck nach der linearen
Stabilititstheorie der Schalen gaben LORENZ [38] (1908) und
TIMOSHENKO B6] (1910) an. TIMOSHENKO entwickelte unter glei-
chen Annahmen eine ISsung fir das zylindrische Schalenfeld.
Die nach der linearen StabilitZtstheorie vollstidndige Losung
fiir den Fall gleichzeitigen axialen und radialen Druckes
stammt von FLUGGE ﬁ6] (19%2). Seine vervollstidndigte Beul-
theorie beriicksichtigt die Anderung der kritischen Last mit
der Schalenlinge, wodurch sich Grenzfdlle, wie das Knick-
problem eines Kreisringes bzw. das Ausknicken eines Stabes
mit kreiszylinderfdrmigem Querschnitt, ergeben.

Die Ergebnisse der linearen Stabilititstheorie, die das
Problem als Verzweigungsproblem behandelt, konnten in kei-
nem Falle mit Versuchsergebnissen nachgewiesen werden. Da
aus den Versuchen festgestellt werden konnte, da8 Stdref-
fekte, besonders Abweichungen von der genauen geometrischen
Porm, eine bedeutende Rolle spielen, wurde 1934 von DONNELL
ﬁQ] versucht, diesen EinfluB n#herungsweise zu berlicksich-
tigen. Den wesentlichsten Fortschritt brachte jedoch die
erste Studie von v. KARMAN und TSIEN im Jahre 1941 [2§].
Sie behandelt den Fall einer geschlossenen Zylinderschale
unter Axialdruck nach der Thecorie der groBen Deformationen
mit einem I&sungsansatz von 4 frelen Parametern mittels

der Energiemethode. Die Ergebnisse zeigen mit den MeBwer-
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ten eine wesentlich bessere Ubereinstimmung als die der
linearen Theorie.

Dieselbe Untersuchung fiir ein zylindrisches Schalenfeld
wurde von WOIMIR zum ersten Male 1944 durchgefithrt und
durch eigene Versuchsergebnisse bestitigt [59].

Selt dilesen ersten Versuchen erschienen zahlreiche weitere
Arbeiten, die sich im wesentlichen mit dem gleichen Problem
befassen. Unter diesen sind besonders zwel hervorzuheben,
die von KEMPNER [30] (1954) und von AIMROTH [2] (1963). Ih-
re¢ Ergebnisse weisen ganz deutlich darauf hin, da8 mit wach-
sender Zahl der angenommenen Ansatzglieder die Ergebnisse
von V. KARMAN und TSIEN noch weiter verfeinert werden kon-
nen. Im unglinstigsten Fall ergibt sich nach AIMROTH mit ei-
nem neungliedrigen Ansatz nur rund ein Zehntel des Wertes
der linearen Theorie, was einem Dr;ttel des Rechenwertes
von KARMAN-TSIEN entspricht.

Stabilitdtsverlust unter reiner Biegebeanspruchung

Mit der "Ovalisation” eines Rohrquerschnitts unter kleiner
Biegebeanspruchung (linearisiertes Problem) befaBte sich
zuerst v. KARMAN [27] 1911.

BRAZIER [8] (1927) fiihrte zum ersten Male Modellversuche mit
geradachsigen Rohren durch, stellte unter hSheren Laststufen
den Stabilitdtsverlust fest und gab eine Niherungsldsung fiir
die Stabilitidtslast an. Seine Ergebnisse wurden von CHWALLA

BQ] (1933) verfeinert.

FUr gerade Achse und offenen Querschnitt stellten BELUZZI[}]
(1933-35) und FUNK ﬁQ] (1951) mittels Energiemethode weite-
re NiherungslSsungen auf. Eine exakte IOsung fir kreisfdrmi-
ge Lingsachse und flache Kreisbogen-Querschnitte erbrachte

WEINEL {ﬁ?] (1937); seine LBsung ist jJedoch fiir andere Quer-
schiittsformen ungeeignet. Die allgemeine Differentialglei-
chung fir beliebige Achsen- und Querschnittsformen stellte

KoLLAR [3]. [35] (1960) auf.
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n

Die nichtli earen Differential-
gleidchungen flaecher Schalen

Die Theorie grof8er Deformationen bei flachen Schalen geht
von einer geometrischen Nichtlinearitidt aus und fiihrt - ir
Hauptkriimmungs-Koordinatensystem dargestellt - zu folgendem
nichtlinearen Differential-Gleichungssystem:

ot iwn +4 2L+ L TE L g

(1a-b) yx 892 .g/ 6%2
- 1 1 v 1w
£V mp i) g Gy gaw

KOORDINATENSYSTEM  MEMBRAN-  BIEGEKRAFTE

My
M’ My Myy

Bild 2
wobei auBer den im Bild 2 erlduterten Bezeichnungen

F die Spannungsfunktion

4;%?VV9 die Plattensteifigkeit

E der Elastizitdtsmodul

sz nichtlineare Differentialoperator
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o B . Fn) o1
OK(H'B) 3!‘ 9_(/2'#9_92.5452—

_2 28 2B

o oy 5%y

R=filuy i B=fuY)

574 linearer Differentialoperator vierter Ordnung

(ba-b)  V¥A) = 9‘(9)4_2 Z(g)f o%H)
9=}FC&50

ist.

Uber die gewShnlichen Annahmen der technischen Bilegetheorie
hinaus wurde hierbel vorausgesetzt, daB infolge groBer De-
formationen

a. GréBen zweiter Ordnung in w und

b. Die RUckwirkung des deformierten Zustandes auf

das Kraftspiel

beriicksichtigt werden miissen. Da Gln. (la - b) nur flir fla-
che Schalen gelten sollen, wurde die Nichtlinearitidt der
Verschiebungskomponente u und v auBler acht gelassen und
die Krimmungsbeziehung welterhin als linear angesetzt.

Vernachlédssigt man die nichtlinearen Glieder in Gln.(la -b)
und nimmt man glelchmédB8ig verteilte Randangriffe (er, Nyr’
) an, so lassen sich fiir den Fall Kreiszylinderschale
(fy=R) die 2 simultanen Differentialgleichungen zu einer
Differentialgleichung achter Ordnung zusammenfassen:

Do GGt (ZE) -

“2”%‘74(%)'/\@‘74(%)

wobel der Index r auf die Randangriffe hinweist. Die so ge-
wonnene Differentialgleichung ist die Ausgangsgleichung der

(5)
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linearen Stabilitdtstheorie flacher Kreiszylinderschalen.

| o

g der Beullast unter

B stimmun
g elichmiB1igen Axi1aldruck

Bestimmung der kritischen Beulspannung nach der linearen

Stabillit&tstheorie

Angenommen wird ein Lastfall nach Bild 3, wobeil entlang der
Erzeugenden die Navier'schen Randbedingungen gelten. Aus der
linearisierten Gl. (5) ergibt sich fiir diesen Randangriff
folgende Differentialgleichung:

(6) Dy + Q}g%“ Ner 74(%2%)=&

Wihlt man den Ansatz in Form der nachfolgenden Doppel-Fou-

rierreihe:

N wey Zamsw”-zﬂ‘ sin ALY
m "

ergivbt sich dann folgende Gleichung fiir die Randspannung
xr’ 2
(8) 6,2,,=——f9427/“02+

€ _b°
R,z 7]»4261

wobei
(9} ¢ = rZb 1&) Jé
‘ ' (> %) m
Y
RANDLAST Gy, - h =Ny,
Bilid 3 ist. Die kritische Spannung

erhilt man, wenn in 31. (8) nach 4 differenziert und dessen
Extremwert in dieselbe 3leichung wieder einsetzt, woraus
sich

Y A
(10) @/,zr= W/_—'_z(/’_pz) Ei
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ergibt. Flr Stahlbeton setzt man V = O:

(11) Bgue=0577& %

Diese kritische Spannung nach TIMOSHENKO [56] gilt nur fir
Fdlle, bei denen der Zentriwinkel der Schale

(12) _ 27 A
& 1\742(4-92) \/ R

ist.

Bestimmung der kritischen Druckspannung nach der nicht-

linearen Theorie

Zur L&sung der Gl. (la - b) wdhlt man einen zweckmiBigen
Ansatz flr die Verschiebung w. Da Untersuchungen mehrfach
ergaben, daB Ansdtze mit einem Glied nur flir ganz flache
Schalen, die baupraktisch nicht m8glich sind, eine befrie-~
digende NZherung darstellen, wird nun ein Ansatz mit zwei
Gliedern in folgender Form angenommen ﬁQJ:

- o MTE o/, ATY A2 X o 2 AT
(13) W a,suu-——-t sz,bzi+a25m—2—5mz#

Im Ansatz (13) wird zunichst die Halbwellenzahl in beiden

Richtungen als gleich grof8 angenommen. Diese Annahme sefzt
o~

guadratische Beulfelder voraus, so daB W7€= ”Ab ist.

Setzt man nun diesen Ansatz in Gl. (1b) ein., so ergibt sich
fiir die Spannungsfunktion eine inhomogene Differentialglei-
chung vierter Ordnung, flir die sich eine partikuldre L&sung

auf einfachem Wege gewinnen 1lHB3t:

2
r’-‘=%(c@52m+cosap)+ %(C@ZMmL

—+ mZAg;) - %[@4&%+0¢54m/@)+

Zz

+——‘§Z (Cosdmwsz;\ﬁ+@52/u<_cc54/uﬁ)—
i ,

- % CO5 AR COs Ing +
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_ _3_5_%!_0@2 (SMnxs&u?)Ap%&c}\,ﬁM(samﬁ)_
| Eaa onp - Bz B
y; S AKX suuu/@ i R cosre +
(1%) La, B s, ., :
+ Tk CO&Z/L&(COﬁZAﬁ + szswusw,%
wobei

X . 7
x- s

Da diese PFunktion die Randbedingungen nicht befriedigt, mu8
die homogene IOsung entsprechend gewdhlt werden.

Der einfachste Ansatz ist hierflir:

- fud

(15) 2

Dieser Ansatz erfiillt nur Jjene Bedingung, nach der die
Randspannungen an beiden Enden des Schalenfeldes der dufe-
ren Last entsprechen miissen. Weitere Ansatzglieder miiten
die die Randbedingungen nicht befriedigenden Randkrifte der
inhomogenen Ldsung zum Verschwinden bringen. Solche Glieder
vergroBern jedoch den Rechenaufwand. Den Fehler, der durch
Vernachldssigung dieser Glieder entsteht, kann man verrin-
gern, wenn man Energieanteile an den #uBeren Réndern nur
aus solchen KraftgrdBen berlicksichtigt, die den Jeweili-
gen Randbedingungen entsprechen. In diesem Falle gelangt
man dann zu folgendem Ausdruck:

Ehnab Mt‘ al | smaf , f1e8ala
IT- =% / 1280 T Boo Z/

al | 9ak _ sad ATt Saia, ACTE
* 22 T e G BE T TeR bP

(16) _@_M.ﬁtﬁ_@aﬁ_/f?}
2f " oz i el |7t

——D(an m;) ,, 7 b
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wobel /7die potentielle Energie des Schalenfeldes bezeich-
net.

Nach Differentiation

ern _,. 21
o) pa; =9 oa, =7

erhdlt man folgende zwel Gleichungen, die die Beziehung
zwischen vorgegebener Randlast und Durchbiegung herstellen:

¥ b4 x4
— / /.
Orr = BCIN + oy + 1 (193,256 ¥4) 17~ 06z5ny)
(18a-b) 0 =1 47,&52 w3 a,gaz',fv/z_

—(3,220%5°~ 0047 4 + 45218 ¥ + O3 4p

)
wobei x,, = E/f ; W _%
(192-4) Sy o
J=7 “=RK

Betrachtet man Gl. (18a), kann man feststellen, daB die er-
sten zweli Glieder durchbiegungsunabhidngig sind und mit der
Annahme m = n und Z: b das Ergebnis der linearen Theorie

wiedergeben:

* 2, &
20) By, = 36287 + —=
( Leg, lin 7 4752

Aus Gl. (18b) ergibt sich ¥ identisch Null, so lange keine
Durchbiegungen vorhanden sind. Um die Ergebnisse fiir ein
bestimmtes Krimmungsverhdltnis darzustellen, variiert man
die VerschiebungswerteAf von Null ab in Richtung der grédBe-
ren positiven Werte, wobei die Halbwellenzahl zunidchst noch
konstant zu halten ist. Fiir jeden Wert von }'ist dann G1.
(18b) aufzuldsen und die kleinste Wurzel in Gl. (18a) ein-
zusetzen, wodurch sich bezogene SpannungsgrdBen Cs;r bestim-
men lassen. Wiederholt man den gleichen Vorgang fiir andere
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Werte der Halbwellenzahl, so kann aus den zu den verschie-
denen Halbwellenzahlen gehSrenden 5;P—Kurven in jedem Be-
reich die maBgebende ausgewzZhlt werden (s. Bild 4).

1
H 1' T
k=140
p
O o \L——“
P Nood
N’ n=HalmaenzaM
4 ! ! - i
Okr,

Bild &4

Filhrt man die obige Untersuchung filr verschiedene Kriimmungs-
verhdltnisse durch, dann kSnnen die Ergebnisse flir obere und
untere kritische Spannungen mit zugehdrigen Halbwellenzahlen
in Abhingigkeit von der Kriimmung dargestellt werden (s. Bild
5).

Or* %“ﬁ’f

Bild 5

Aus dieser Darstellungsweise ergibt sich filir die Tangente
der Wellenkurven (V= 0,3)

*
6;0;0 = 0/605k/

bzw.
(21a-b) %ua 0,370 K
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Gl. (21b) stellt eine erste Niherung einer zu berlicksichti-
genden Abminderung der kritischen Spannung dar.

Erginzt man den Ansatz (13), um Fdlle m £ n studieren zu kdn-
nen, ergibt sich dann flr die untere kritische Spannung ein
noch weiter verminderter Betrag von

Die angegebenen Werte beziehen sich auf eine absolut form-
treue Schale. In praktischen Fillen ist Jjedoch von grofBier
Wichtigkeit zu wissen, wle Abweichungen von der genauen geo-
metrischen Form das Stabilitdtsverhalten der Schale beein-
flussen. Im allgemeinen wird bei solchen Untersuchungen an-
genommen, daB die Formabweichung zur Beulfigur konform ist

[e]. S Bl

Bild 6
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Auf dieser Grundlage beruhen die in Bild 6 wiedergegebenen
Ergebnisse. Aus ihnen geht hervor, daB8 Anfangsdeformationen
eln sehr starkes Herabsetzen der oberen kritischen Spannung
bewirken. Demgegeniiber wird die untere kritische'Spannung
erst bei betrdchtlichen Formabweichungen, die praktisch
nicht mehr als "Formuntreuheiten” zu bezeichnen sind, be-
merkbar beeinfluBt.

Der Vollstdndigkeit halber wurde in Bild 7 die "stdrende
Wirkung" von Flichenlast auf das Beulverhalten der Schale
fiir verschiedene Lastintensitdten wiedergegeben. Wie aus
physikalischen Griinden zu erwarten ist, &ndert die Flichen-
last das Deformationsverhalten des Schalenfeldes in &hnli-
cher Form als wenn eine Anfangsdeformation vorhanden wire.

Ot os7/ 10 15 20 2530735 40
5 +100

Bild 7

https://doi.org/10.24355/dbbs.084-201811161408-0



- 28 -

2.3.3 Energetische Betrachtungen der Ergebnisse

Um feststellen zu kénnen, welche kritische Spannung einem

a)

b)

Sicherheitsnachwels von beulge~
fdhrdeten Xonstruktionen zugrun-
de gelegt werden sollte, ist es
zweckmidfig, dle gesamte potenti-
elle Energie des Systems zu stu-
dieren. Im einfachsten Fall ver-

\:” lduft die charakteristische Last-
Ny 3 durchbiegungskurve entsprechend
- Sehniltfl . .
Y e, , il Bild 8. Untersucht man die zu den
e D e
L? verschiedenen im Bild dargestell-
p ¢ >0, Schnitt . "
”::ijfg L“"”mj ten waagerechten Schnitten geht-
% T it v rende Funktion der potentiellen

4
e, X . - .
ki:;\\\\l / Energie, kann man drei voneinan-
-~ der abweichende Bereiche unter-
scheiden:

Biid 8
Unter der unteren kritischen Spannung ist eindeutig nur
eine einzige stabile Lage mdglich, die dem urspringli-
chen Zustand der Schale entspricht (Schnitt I).

Uber der unteren kritischen Grenze (Schnitt III-IV) sind
% Gleichgewichtslagen mdglich, von denen die urspringli-
che und die am tiefsten ausgebeulte stabil sind, wihrend
diejenige, zu der nur kleine Verschiebungen gehSren, la-
bil ist. Von den zweil stabilen Lagen wird nach Erreichen
einer gewissen Spannungsgrenze (vgl. Schnitt III) die
ausgebeulte ein kleineres Energieniveau besitzen. Von
dieser Grenze ab ist eine schlagartige Durchbiegung zu
erwarten.

Im Schnitt an der oberen kritischen Spannung gehdrt zu
dem urspriinglichen Zustand eine indifferente und zu dem
jetzt schon einzigen ausgebeulten eine stabile Gleich-
gewichtslage (vgl. Schnitt V).
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Den vorstehenden Betrachtungen entsprechend existieren drei
verschiedene Auffassungen, um elne der Bemessung bzw. dem
Nachwels zugrunde zu legende kritische Spannung anzugeben:

a) Obere kritische Spannung: Da dieser Wert in Abhdngigkeit
von einem Storeffekt sehr stark schwankt, wire es zu auf-
wendilg, ihn von Fall zu Fall zu ermitteln. Legt man den
Wert ohne Stdrungen zugrunde - mit einem entsprechend
groBen Sicherheitsbeiwert - so besteht kein richtiger
Zusammenhang zwischen der ermittelten Sicherheitszahl
und der Wirklichkeit. Trotzdem wird heute dieses Verfah-
ren praktiziert.

b) Spannung, bei der zu den zwei mSglichen Gleichgewichts-
lagen gleich groBe potentielle Energile gehdrt (s.Bild 8,
Schnitt III):

Dieses Verfahren wire zwar theoretisch das beste, erfor-

dert aber einen sehr groBen Rechenaufwand. Vorgeschlagen
7 ré

wurde diese Methode von v. KARMAN-TSIEN.

c) Die untere kritische Spannung: Da dieser Wert auch bei re-
latilv groBlen Storeffekten ziemlich stabil bleibt, wire
es zweckmidBig, ihn den Berechnungen zugrunde zu legen. In
diesem Falle ist natlirlich ein wesentlich kleinerer Si-
cherheitsbeiwert notwendig.

Stabililitédtsverlust unter reiner
Biegebeanspruchung

Erlduterungen des Brazier-Effektes

Zur ErlH3uterung des Verflachungseffektes - in der Fachlite-
ratur [34], [39] als Brazier-Effekt genannt - nimmt man ei-
nen Balken mit flachem, dlinnwandigem, offenem Kreisquer-
schnitt {s. Bild 9) und 1#8t an beiden Enden des Balk:zns

Biegemomente wirken. Es wird dabei angenommen, daf sich das
Biegemoment als Momentensumme aller linear iiber die HBhe des
kreisfSrmigen Querschnitts verteilten Lingskrifte ergibt.
Diese Annahme erlaubt. fiir jeden beliebigen Zuerschnitt die-
selbe Spannungsverteilung vorauszusetzen.
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Auf Grund der Biegung wird die Lingsachse des Balkens ge-
kriimmt; im gegebenen Falle wird der Kriimmungsradius entlang
der ganzen Balkenlinge konstant bleiben (reine Biegung). Be-
trachtet man das Gleichgewicht eines herausgeschnittenen
Elementes dx = 1 im deformierten Zustand (s. Bild 9), so

NI

= :ﬂE‘" =)

Bild 9

kkann man feststellen, daB die Wirkungslinien der aus den in-
neren Schnittkrdften resultierenden Druck- und Zugkomponen-
te miteinander einen Winkel einschlieBen. Uber diesen Winkel
kann man aus dhnlichen Dreiecken hestimmen, daB erzitygleich
ist. Das Gleichgewlcht stellen dann die nach oben (AZ) bzw.
nach unten (AD) gerichteten, den Querschnitt in seiner Ebe-
ne verbiegenden Umlenkkrdfte her (vgl. Bild 9, Vektordrei-
eck).

Eine Querbiegung des Querschnitts fiihrt Jedoch zur Vermin-
derung der Steifigkeit und dadurch zum Kriimmungszuwachs;
gleichzeitig werden die Spannungen vergrd8ert: ihr Wert
hingt mit dem angreifenden Biegemoment nicht mehr linear
zusammen. Erhdht man das Biegemoment, so wird bei dessen
bestimmter Grofe der Zustand erreicht, in dem das Gleich-
gewicht infolge der groB8en Querblegung nicht mehy herzu-
stellen ist: der Querschnitt schldgt durch.
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2,4.2 Herleltung der Differentialgleichung; ihre I8sung

Nachfolgend wird das in 2.2 eingefiihrte Differentialglei-
chungssystem (la - b) fiir den speziellen Fall reiner Bie-

gung umgeformt und mit den Ableitungen von KOLLAR Bh] ver-
glichen.

Im vorliegenden Falle gilt dann

(22) g =0

bzw.

Ney =—h 25 -
(22a-c) & x?y 0
ol

My =hGh=0 i Fneo

da diese SchnittgrdBen vertikale Komponenten enthalten, die
nach der Annahme (22) ausgeschlossen sind.

Die Randmomente werden - wie im erliduternden Beispiel nach
2.4.,1 - als Resultierende eines iiber die Querschnittshdhe
linear vertellten Lingskraftsystems Nx in den Balken einge-
leitet, woraus sich fir die Lingskriimmung

Z
1 . % _
(24a-p) S = 9)62 = bonst. / 9,(" %

ergibt. SchlieBlich folgt aus den Randbedingungen am Rande
x=0und x =¢ , daB die Querdeformationen in jedem Quer-
schnitt gleich, d.h. nur von y abhingig sind:

7y
Zusammenfassend kann festgestellt werden, daB beide gesuch-

ten Gréfen rund F nur Funktionen von y sind, so daB statt
partieller die einfache Differentiation genligt. Aus Gln.
(1a - b) erhilt man dann die folgenden stark vereinfachten
Differentialgleichungen:
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(26a-b) /vdy" 3’@7‘

1

£

Integriert man die zweite Gleichung zwelmal und setzt man
den erhaltenen Wert von 67; in die erste Gleichung ein,
sc bekommt man eine einzige Differentialgleichung vierter
Ordnung. Sie lautet:

(27) _/ﬁuf”/: l[._ﬂ_i_y_f ./.b]
12 s [ S
wobel k eine Integrationskonstante ist. Die zweite Inte-
grationskonstante kann im Hinblick auf die Symmetrie im
gewShlten kartesischen Koordinatensystem {vgl. Bild 10)
zu Null gesetzt werden. PFlhrt man nun die folgende Be-
zeichnung nach KOLLAR I}{] ein:

; 4 12
( 3 =
(28) 4p°= e
HAUPTKRUMMUNGS -KOORDINATEN: SO erhdlt man die Diffe-
rentialgleichung:

e e
n / 4,
(—792%_ W 455w =
Z b (29) 4 V4
‘ = ]
4 [ zz * 7

KARTHESISCHE - KOORDINATEN:
rabel-

Statt des Klammerausdrucks

/
’175 abschnilt findet man bei KOLLAR
.7 )
Ruconst. z,(y) (vgl. Bild 19)
p 2 Nimmt man wie KOLLAR an,
* * da8
(30} Zo= bz )
Bild 10

ist und errechnet man nach zweimaligen Differentiationen
den Wert R’ so ist ersichtlich da8 der Klammerausdruck
von Gl. (29) dem von KOLLAR identisch gleich ist.
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Wahrend der durchgefilhrten Vereinfachungen an Gl. (la-b)
entstand eine scheinbare Linearisierung des Problems:
Gl. (29) ist eine gewShnliche lineare Differentialglei-
chung. Um auf die immer noch bestehende Nichtlinearitit
deutlich hinweisen zu kdnnen, untersucht man am zweckmi-
Bigsten das innere Biegemoment eines Querschnitts:

(1) M =//\425&/
(F)

wobei
(32) A/x=%z~= ?Z—EA,

und
(33) Z= 22+

ist. Setzt man Gln. (32). (33) in Gl. (31) wieder ein, so
ergibt sich folgende Beziehung

(34) M=f€/u.}zjzdy - —?—,’l’f(g,Lw)Z@
@ ®

die zeigt, daB zwischen Biegemoment und Verschiebungen
ein nichtlinearer Zusammenhang besteht.

Die Differentialgleichung (29) ist in ihrem Aufbau gleich
der des elastisch gebetteten Balkens. Deren allgemeine
ISsung lautet bekanntlich wie folgt:

Wy, = Achdycospy + Bshby s by +
+Cehpysapy + Dby cospy

wobel die vier Konstanten aus den Randbedingungen zu er-

(35)

mitteln sind. Die partikuldre Ldsung ist einfach zu fin-
den, sie ist Jedoch von der Querschnittsform abhingig.

Bestimmt man die partikulidre ILSsung fir den Fall flachen
Kreisquerschnitts und ermittelt die Konstanten A - D aus

https://doi.org/10.24355/dbbs.084-201811161408-0



- 3 -

Gl. (35) mittels Symmetrie- und Randbedingungen, so kann
man die gewonnene LSsung in Gl. (34%) einsetzen und die In-
tegration durchfithren. Hieraus ergibt sich DS]:

Z z
s 2 Tk - (%)

wobei fiir ?% mit guter Ndherung

_ 1
OGN h= 57 0160(blz )*+ 0084 (Bb/zF

gilt[?SJ. Gl. (36) ist in Bild 11 graphisch wiedergegeben.
Betrachtet man den Verlauf der dargestellten Kurve, so ist
eindeutig festzustellen, daB sich der Querschnitt weicher
verhdlt als ein vollwandiger Querschnitt und nach Errei-

chen einer gewissen Langskriimmung versagt. Aus den in Bild
11 eingetragenen Zahlenwerten lassen sich fiir beliebige
geometrische Verhdltnisse das kriti sche Moment sowie die
kritische L8sungskriimmung (und daraus die Durchbiegung)

errechnen.

10

——09126

i

10 2.0 30 40 (pb/2)?

Bild 11
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Zu einem spdteren Vergleich mit den Ergebnissen 2.3.2
(s. 2.6!) ist es interessant, die kritische Druckspannung
im Scheitelpunkt des Querschnitts zu kennen:

5

h
(38) xkrit = 0,086 E g

Niherungsverfahren zur Bestimmung des kritischen
Biegemomentes

Um das kritische Biegemoment fiir einen Stahlbetonbalken
unter Berlicksichtigung versagender Zugzone zu ermitteln,
schien eine geschlossene Losung #hnlich der von KOLLAR
(vgl. 2.42) wenig geeignet. Fiir dieses Problem wurde ein
NZherungsverfahren entwickelt, das in 3. im einzelnen wie-

dergegeben wird.

Es ist jedoch von groBer Wichtigkeit zu wissen, mit wel-
cher QGenaulgkeit bel dieser Niherung gerechnet werden darf.
Diese Untersuchung wurde im Rahmen dieser Arbeit auf zwel
Wegen durchgefihrt.

1) Unter Verwendung des gleichen Niherungsverfahrens
fiir homogenes, elastisches Material;

2) durch Uberpriifung der speziellen "stahlbetonartigen"
Annahmen an Hand von Versuchsergebnissen.

Nachfolgend wird die erste Untersuchung durchgefihrt; die

/7
gewonnenen Ergebnisse werden mit denen nach KOLLAR vergli-
chen.

Es gelten die Annahmen mit Ausnahme von e) nach 1.2; an
Stelle Annahme f) tritt filir elastische Balken mit End-
scheiben:
f£) Zur Giiltigkeit der Bernoulli-Hypothese wird die
Erfiillung folgender geometrischer Bedingung gefor-
dert:

Z
(39} B = 6,0
(vgl. hierzu: 2.5
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Zwecks Vereinfachung der Rechenarbeiten werden folgende
zwel NdZherungen getroffen:

1) Im beliebigen, deformierten Zustand kann der ur-
spriinglich kreisfdrmige Querschnitt zur Bestimmung
der Jjeweiligen Steifigkeit - und nur zu diesem
Zweck - welterhin als kreisfdrmig angenommen werden;

2) wihrend der Bestimmung der Scheiteldurchblegung kann
die in Wirklichkeit stetlge Quermomentenlinie durch
eine geradlinige ersetzt werden.

Der den Untersuchungen zugrunde gelegte Balken ist in
Bild 12 dargestellt. Es wird das kritische Biegemoment
gesucht. Die GrodBen ohne Index beziehen sich auf einen
beliebigen, deformierten Zustand; der Index O bezeichnet

den Ausgangszustand.

——b

Langsschnitt { Ansicht)

Querschnit!,
pe -
[ &
Q! 1 g Durchbiegung
% | g der Scheitet
U
g B INE
gl 12
i <
S § &
Y []
Grundrif3
Bild 12

Um die Gesamtdruckkraft zu erhalten, ermittelt man zu-
ndchst das statische Moment der Druckzone und das Trdgheits-
moment des Gesamtquerschnitts. Hierbei wird der flache

Kreisbogen durch eine Parabel ersetzt.
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Z
(o) I = BALL _ hogasp2p

(1) Seo= 0,58k £ % 012064

Unter der Einwirkung eines konstanten Biegemomentes ent-
steht folgende Druckkraft:

w2) p= S0 s
J f

Die vertikalen Resultierenden, die den Querschnitt in Quer-

richtung deformieren, erhdlt man nach Bild 9 (vgl. 2.4.1),

indem man die Ahnlichkeit zwischen dem Vektordreieck und

einem Element der Schale in Ansatz bringt:

3 aD _ 1 _ M
D ¢ &

Setzt man nun die Verteilung der den Querschnitt biegenden
Krdfte der Lingsspannungs-

74 D e——. — % verteilung gleich, - d.h.
23 1~ e Q;: 2

bl 1Oz entlang der Bogenldnge pa-
00836 0108b 2 o0s3b rabelfrmig - so kann man
H die aus der Querbiegung

=5 resultierende Scheitel-

w’—b— durchbiegung ermitteln.

2 | Dabei wird der Verlauf der
o2
M° krummlinigen Biegelinie

= mit Geraden abgegrenzt (s.

<r——i-——ﬁﬁ Bild 13, vgl. Annahme 2),
T2 12

woraus sich die Durchbie-

M7 gung des Scheitelpunktes

zZu:
~_ o ¥ (k) A{=0,7745%(%}3

ergibt. Ersetzt man in Gl.
Bild 13 (44) AD durch Gl.(42) und
Gl.(43), erhdlt sie dann
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folgende Form:

MZE(bY 1
—
Fiir das Verh#ltnis Afyﬁ, wird P¢ - bezogene Durchbiegung -

eingefiihrt, woraus sich das Trigheitsmoment eines deformier-
ten Querschnitts unter Ausnutzung Annahme 1 ermitteln 1H8%:

(46) 7 = J,(1~x)*

Der Parameter i kann ebenso in Gl. (45) eingefithrt werden.
Mit der gleichzeitigen Berlicksichtigung von Gl. (46) sowie
durch Multiplikation der rechten Gleichungsseite mit 5%4@
erhdlt man dann:
2 .4
z MV L5 L
4 1-x)= y ( ) ]
wr oz ) 0/0225—530- T
Da auf der rechten Seite Gl. (47) ﬁ%? durch A ausgedriickt

werden kann, erhdlt man nach weiteren Umformungen die end-
gliltige Formel fir das kritische Biegemoment:

2 .
g -%;‘/—z= 2,89 (1-%)?

wobei auf der linken Seite Gl. (48) derselbe Ausdruck wie
nach KOLLAR [35] (vgl. Gl. (36)) steht.

(48)

Um das Maximum zu bestimmen, differenziert man Gl. (48)
nach X :

0 (s GE) 2ol i Pt

ie Aufldsung von Gl. (49) ergibt die Maximumstelle bel
(50) 7C= 0,25

Das zu dieser Stelle gehdrende kritische Biegemoment wird

dann:

z
(51) ’—g’%% = 0935
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Die Abweichung vom genauen Wert nach KOLLAR (vgl. Bild 11)
betrigt:

(s2) d = 092/59;20%- foo ~ 2,57,

Dieser geringfiigige Unterschied zwischen dem genauen und
angendherten Wert des kritischen Biegemoments rechtfer-

tigt die eingefiihrten Rechenannahmen 1 und 2 im Falle des
Stahlbetonquerschnitts.

Stabilitidtsverlust unter ver dnn-
derlicher Biegebeanspruchung :

Fiir die untersuchten Balken ist der baupraktisch hdufigste
Lastfall die gleichm#Big verteilte Fliachenlast. Da bei
diesem Lastfall keine Biegelinie mit konstanter, sondern
jene mit veridnderlicher Kriimmung auftritt, werden nach-
stehend die daraus resultierenden Besonderheiten betrach-
tet. Der wesentliche Unterschied zur reinen Biegung be-
steht darin, daB die verin-

q derliche Bilegebeanspruchung
[0 T T N W U T N A -
INX _ Biegeschubkrédfte hervorruft,
o \‘\\\‘44; die in der ersten Ndherung
- A (vgl. WLASSOW [58], LUNDGREN

[39]) die ganze Fldchenlast

nach Lunagren
4(//¢{:f%§S§\\‘79” in Querrichtung abtragen.

T nach Schaten-Theorie Nimmt man einen nicht defor-

mierbaren Querschnitt an
(siehe Balkenanalogie), so
entsteht ein Querbiegemo-

Bild 14

mentenverlauf nach Bild 14,
woraus ein dem Brazier-Effekt entgegengesetzter Deforma-
tionszustand resultieren wiirde. Da Querschnittdeformatio-
nen Jjedoch unter geringer Belastung auftreten, wird diese
entgegengesetzte Tendenz zum Teil abgebaut, d.h. es ent-
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steht nach der Schalentheorie ein kleineres negatives Bile-
gemoment als nach der Balkenanalogie. Immerhin bleibt aber
der EinfluB betrdchtlich.

Wie in 2.4 beschrieben, hidngt dile Or&B8e des kritischen Bie-
gemomentes unter reiner Bilegung lediglich von den Quer-
schnittsgrdfen ab, da sich bel dieser Beanspruchung jeder
Querschnitt im gleichen Zustand befindet. Entsteht das
Biegemoment aus einer Flichenlast, dann wird es von der
Intensitdt der Fldchenlast abhidngig sein. Angenommen, die
Deformationen aus den Schubkridften sind vernachlidssigbar
klein oder sogar Null, dann entspricht dieser Annahme ein
unendlich langer Balken mit unendlich kleiner Flichenlast-
Intensltdt. Je kleiner die Balkenlinge wird, eine um so
grofere Flachenlast ist erforderlich, um das kritische
Biegemoment zu erreichen. Zur gr&Beren Flichenlast gehSren
aber stets gridBere Schubdefqrmationen, die durch ilhre ent-
gegengesetzte Wirkung auf den Brazier-Effekt das kritische

Biegemoment erhdhen.

Als sekunddre Einfllisse sind dabei folgende zu beachften:

a) die direkte Wirkung der Flidchenlast auf die Quer-
schnittsdeformation, die zumindest als Stdrung in
der Nihe des kritischen Moments miteinzubeziehen
ist;

b) der unterschiedliche Deformationszustand zweier
benachbarter Querschnitte infolge der Krimmung

der Momentenlinie.

Fir einen Balken mit schalenfdrmigem Querschnitt 1ist es
unbedingt erforderlich, daB er an beiden Enden mit starren
Scheiben versehen 1st, um die Auflagerkridfte richtig ein-
zuleiten. Da die Endscheiben eine Behinderung der seitli-
chen Deformationsfihigkeit des Balkens bedeuten, 1ist ge-
nau wie bei den Auswirkungen der Schubdeformationen zu
erwarten, daB sie das kritische Moment nach 2.4 erhshen.
Ebenso ist lelcht einzusehen, daB auch die Wirkung der
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Bild 15

QU%RﬁCHNITT
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Endscheiben von der Balkenlinge abhingig ist, da bei einem
unendlich langen Balken die Endscheiben keinerlei Einfliis-
se ausiiben k&nnen.

Um die vorgenannten Probleme strenger zu behandeln, wire
es notwendig, 1lt. Gl. (la - b) die vollstindige Differen-
tialgleichung zu 1l8sen. Da die Ldsung eine Vielzahl von
Ansatzgliedern erfordert, wobel die elnigermafen genaue
Berlicksichtigung der Randbedingungen weiterhin groBe
Schwierigkeiten mit sich bringt, schien es zweckmdBiger,
diese Wirkungen experimentell zu studieren.

Die experimentellen Versuche wurden im Institut fiir Bau-
stoffkunde und Stahlbetonbau der TH Braunschweig durchge-
fiihrt. Der Versuchsaufbau ist aus Bild 15 ersichtlich.
Einzelheiten {lber die Versuche sind 1n B6Jbehandelt,
nachfolgend werden lediglich dile fiir das vorliegende Pro-
blem interessanten Endergebnisse wiedergegeben.

Es wurden zZwel Lastfidlle gepriift: reine Biegung mit End-
scheiben und gleichmiBig verteilte Flichenlast.

Beide durchgefﬁhrten Serien ergaben mit einem geringen Un-
terschied dieselbe GesetzmidBigkeit fir die Erhdhung des
kritischen Moments mit der Abnahme der Balkenlinge. Der
gewonnene Zusammenhang ist in Bild 16 dargestellt. Daraus
ist zu ersehen, daB bei einem Seitenverhiltnis von 1 : 6
weder die Endscheiben noch die Flidchenlast eine Abminde-
rung des kritlschen Momentes verursachen.

Selbstverstdndlich dienen diese Ergebnisse nur der allge-
meinen Ubersicht, da wihrend der Untersuchungen ein wich-
tiger Parameter - das Schalendicke-Krimmungsradius-Ver-
h#ltnis - konstant 1 : 250 gehalten wurde.

S
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Im vorangegangenen Kap. 2 wurden - nach einem geschicht-
1

ichen Uberblick (2.1) sowie der Erliuterung der geome-
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trisch nichtlinearen Grundgleichungen fiir die Stabilitits-
theorie flacher Schalen (2.2) - die flir das vorliegende

Problem in Frage kommenden zwei Arten des Stabilititsver-
lustes, namlich

1. Beulen unter Axialdruck (2.3) und

2. Verflachung des Querschnitts unter reiner Biegung
(2.4, Brazier-Effekt)

auf Grund der Elastizitdtstheorie behandelt. Dabei wurde
die fiir den 2. Fall giiltige, stark vereinfachte Differen-
tialgleichung entgegen der Methode von KOLLAR direkt aus
Gln. (la - b) gewonnen und nachgewiesen, daB den 2 genann-
ten Randwertproblemen dieselbe allgemeine Differential-
gleichung zugrunde liegt.

Weiterhin wurde in 2.43 die Glite eines vom Verfasser ent-
wickelten Ndherungsverfahrens am elastischen Schalenbalken
untersucht und festgestellt, daB8 bei Verwendung einer scl-
chen Ndherung der begangene Fehler innerhalb baupraktisch
vertretbarer Grenzen bleibt. Dieses Verfahren wird dem-
ndchst fiir Stahlbetonbalken ausgedehnt und an Hand von
Versuchsergebnissen liberpriift.

In 2.5 wurde schlieSlich der Fall behinderter Deformations-
zustinde (durch Schub oder durch Endscheiben) betrachtet.
Flir diesen Fall wurden lediglich qualitative Versuchser-

gebnisse angegeben.

Es bleibt nun die Frage zu kl&dren, welche Stabilititsun-
tersuchung 1n Abhingigkeit von der Querschnittsausbildung
durchzufiihren wdre, d.h. welcher Fall der Bestimmung eilnes
geeigneten Sicherheitsbeiwertes zugrunde gelegt werden
sollte. Diese Prage ist sicherlich eindeutig zu beantwor-
ten fiir den Balken mit Querschnitt ohne Randglied. Ver-
gleicht man hierzu die kritische Druckspannung beim Beu-~
len unter gleichmi#Big verteiltem Axialdruck (Gl. (21))

mit der beim Stabilititsverlust unter reiner Biegebean-
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spruchung (Gl. (38)), stellt man fest, daB8 zum Ausbeulen
der Druckzone das Dreifache der kritischen Spannung unter
reiner Biegung gehSrt, d.h. daB dieser Fall nicht maBgebend
ist. Diesen groBen Unterschied der kritischen Spannungen
gleicht eine Behinderung des freien Deformationszustandes
auch nicht aus (vgl. 2.5).

Ausgehend von dem Fall Querschnitt ohne Randglieder Zndere
man nun gedanklich die Randtrdgerhdhe von Null ab in Rich-
tung grodBerer Werte. Damit Hndert sich auch die Beanspru-
chung des stabilitdtsgefdhrdeten Schalensegmentes: Der ur-
spriinglich nur gebogene Schalentell wird exzentrisch ge-
driickt. L3Rt man gedanklich die nach Erreichen gewisser
Randtridgerhthen sicherlich eintretende Scheibenwirkung

- die in Wirklichkeit das ganze Segment entlastet - auBer
acht, so wlirde thecretisch bei unendlich hohen Randtridgern
ein axialer Druckzustand eintreten (Plattenbalken). Um eine
"kritische Spannung” zur beliebigen Randtrigerhdhe zu de-
finieren, sollten dementsprechend jedesmal zwei Durchschlag-
probleme superponiert werden. Zu einer Superposition darf
jedoch der DUNKERLEY'sche Satz nicht verwendet werden;
dies gilt nur fiir lineare Probleme {(vergl. ﬂﬁ]\. Streng
genommen sind dabei die FZlle zwischen reiner Blegung und
axialem Druck nach der Elastizititstheorie keine echten
Stabilitdtsprobleme. Ein totaler Scheitelverlust des Seg-
ments bringt nicht unbedingt das Versagen mit sich. Eben-
falls verliert der axiale Druck den Charakter eines Stabi-
litdtsverlustes, wenn eine Stdrung - in diesem Falle durch
Fldichenlast - gleichzeitig vorhanden ist (vgl. 2.3.2).

Von diesen Uberlegungen ausgehend, wird demnidchst mit
Hilfe des in 2.4.3 angefiihrten Iterationsverfahrens nicht
die Ermittlung einer "kritischen Spannung" angestrebt,
sondern ein Ldsungsweg angegeben, nach dem das Deforma-
tionsverhalten des Balkens zu beschreiben ist. Der Begriff
der "kritischen Spannung", der fiir den Beton von Natur aus
nicht ganz eindeutig ist, wird dann durch einen Faktor er-
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setzt, der die Verminderung der Tragfihigkeit infolge der
aufgetretenen Deformationen beziiglich des nicht deformier-
ten Zustandes ausdriickt. Stabilit&ts- und Spannungsprobleme
werden ebenfalls in Abhi#ngigkeit von dem so eingefiihrten
Faktor zu unterscheiden sein.

BERECHNUNGSMETHODE ZUR ERMITTLUNG DER TRAGLAST UNTER
BERUCKSICHTIGUNG DER DEFORMATIONEN

Annahmen

Uber die allgemeinen Annahmen nach 1.2 sowle iiber die Re-
chenannahmen nach 2.4.3 hinaus wird die Erfiillung folgen-
der weiterer Bedingungen vorausgesetzt:

a) Die maBgebenden Querschnitte im mittleren Bereich des
langen, gleichméfBig belasteten Balkens sind vom Beginn
der laststeigerung an im gerissenen Zustand.

Diese Annahme trifft fiir das Anfangsstadium nicht zu;
der Gebrauchszustand wird hier jedoch nicht niher un-
tersucht (vgl. 1.2).

b) Der Erschépfungszustand stellt sich bel niedrigeren
Betonspannungen der Druckzone eln, so da8 der E-Modul
des Betons als konstant angenommen werden darf.

Unter dieser Bedingung bleiben alle Gleichungen relativ
einfach. Eine Ldsung unter Berlicksichtigung des plasti-
schen Verhaltens des Betons wird in 4.1 erbracht.

¢) Der Schalenteil des Querschnitts ist flach genug, um
die Annahmen
é? y’ﬁs~5¢A/f’ﬂs P
und
Sxb
zu erfillen. Demzufolge braucht zwischen flachem Kreis-
bogen und Parabel kein Unterschied gemacht zu werden.
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Den nachfolgenden Betrachtungen liegt stets ein freier,
unbehinderter Deformationszustand zugrunde. Uber das Ent-
stehen des HuBeren Bilegemomentes wird zunichst noch nichts
ausgesagt. Untersuchungen hinsichtlieh Schubdeformationen
und Behinderung des freien Deformationszustandes durch
Endscheiben - vgl. mit dhnlichen Untersuchungen an elasti-
schem Material in 2.5 ~ werden erst in 5. an Hand von Ver-
suchsergebnissen durchgefihrt.

Ermittlung der Deformatdions -
gleilchungen

Die in den nachstehenden Ableitungen vorkommenden Bezeich-
nungen sind in Bild 17 erklirt. Der Index ¢ bezeichnet den
ursprilnglichen Zustand. GréBen ohne Index gelten fiir belie-~
bige, deformierte Zustiinde.

Syo & _bao

7—\__0';"__,4,:\ b \ 2o/

i INCALTY

M o‘D[ - Vzm

di=——= ]

20, | c 5ﬁ£::::::$£’z.o,z~
Fd ¥4 ! 4 ﬂ' ¢

Biid 17

Unter Ausnutzung des Gesetzes ebener Querschnitte sowie
Annahme a) und b) kann in einem beliebigen, deformierten
Zustand die Lage der Nullinie aus der Gleichheit der sta-
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tischen Momente von Druck- und Zugzone ermittelt werden:

5)0 =-5xz
(53a-c)
a-c Sxo /\,f‘

sz=z;\,@ (f-frd)

Im folgenden wird als Unbekannte y‘?‘ gewdhlt. Driickt man
die GrdBen f bzw. fx mit den zugehdrigen Zentriwinkeln

bzw. ﬁ aus, so gilt nach Annahme ¢) (vgl. Bild 18):

b.poypr: 2
(%) £.R=zf: L

b/2 ¥
woraus sich
s = Ry?
(55) f=F
ergibt.
B1il4 18

Unter Ausnutzung von Gl. (55) ergibt sich nun Gl. (53a)
wie folgt:

(56) %R+ MERY —AE (2d+RYP) =0

Aus Gl. (56) karnn die einzige unbekannte GroSe ¥, bestimmt
werden. Um das Trigheltsmoment des Querschnitts zu bestim-
men, benutzt man fir das Teiltrdgheltsmoment der Druckzone

folgenden, fiir flache Parabel- und Kreisbogenquerschnitte
geltenden Ausdruck:

s1) Jp = & bf%

Das zu der in Gl. (56) ermittelten Nullinienlage gehdrende

Trigheitsmoment lautet dann:
(58) J = 0,1784f 2 20 4 2y R Afﬁ +
+ IAB(f~f +d)?
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oder mit den Zentriwinkeln ausgedriickt:

z z
(s9) J = 0267R%N "+ 2075 (B~ Bf vl

Sind yz und~7 bekannt, dann kann dle Zugkraft bestimmt
werden:

(60) N~ (RE-RE dt)rn

Die vertikalen Resultierenden ( A N), die den Querschnitt
in seiner Ebene verbiegen, sind von der Lingskriimmung des
Balkens abhingilg. Die Ahnlichkeit zwischen dem Vektordrei-
eck und dem ABC A (im Lingsschnitt des Balkens, vgl. Bild
17) ergibt:

(61) AN N = I:SD

Fiir die rechte Seite gilt bekanntlich:

1. M
EJ .
so daB8” sich AN aus Gl. (61) wie folgt ausdriicken 1l#8t:
(62) (62) AN-%%

Nachdem somit die auf den
Schalenquerschnitt in
Querrichtung wirkenden
Biegekridfte bekannt sind,
kann nunmehr die von dile-
sen erzeugte Verminderung
der Scheitelhshe ( Af)
ermittelt werden. Hierzu
schneidet man aus dem
Balken einen Streifen mit
der Breite 1 heraus und
betrachtet dlesen als
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Balken mit flach gekriimmter Achse. Da die Verteilung der
vertikalen Krifte gleich denen der Lingskrifte ist, k&nnen
die Vertikalkomponenten der Zugkraft als Reaktionskrifte
der aus den Druckkriften entstehenden Last aufgefalt wer-
den (siehe Bild 19). Entsprechend der linearen Lingskraft-
vertellung entlang der Querschnittshdhe entsteht eine para-
belfdrmige Lastverteilung im Bereich der Druckzone.

Die daraus resultierende Momentenlinie ist in Bild 19 wie-
dergegeben; ihre maximale Ordinate betrigt in der Mitte
des Querschnitts

(63) My = AR [y~

Nimmt man nun statt des aus Geraden und einer Parabel
vierter Ordnung bestehenden Verlaufes niherungsweise eine
mit Geraden begrenzte trapezfdrmige Momentenlinie an, so
kann die Durchbiegung in der Mitte des Querschnitts aus
nachfolgendem, bestimmtem Integral errechnet werden:

7
A As —
(64) f /2/ &7
= A;J/X4 M@‘{y
~bz

Nach Durchfiihrung der Integration sowie einigen Umformun-
gen erhdlt man dann:

3
o) af= L8 (- 5P e plv-s5) - %6) |

Die aufgefiihrten Formeln ermdglichen es, die Deformation
eines Querschnitts bel vorgegebener GréBe des angreifenden
Biegemoments zu ermitteln. Das Ergebnis wird Jjedoch nur
fir kleine Biegemomente genau genug sein, da unter

einem groBen Biegemoment die Deformationen ebenfalls grof
werden und ihre Rickwirkung auf den urspriinglichen Zustand
nicht mehr zu vernachlidssigen ist. Dies bedeutet, daB in
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diesem Falle der Rechengang mehrmals wiederholt werden muB,
um eine bessere Niherung zu erreichen. Eine solche Itera-
tion 14Bt sich auch verallgemeinern, wenn die Gleichungen
dimensionslos dargestellt werden.

Nachfolgend werden die Gin. (53) - (65) entdimensioniert
und demnach in ihrer allgemeinen Form ausgewertet.

uneg von dimensions1losen
ern

Eint hr
Para e t

i
m

Wie bereits in 2.6 darauf hingewiesen wurde, erscheint es
bel dem untersuchten Problem zweckmdBiger, an Stelle der
kritischen Spannung die Abminderung der Traglast infolge
Querschnittsdeformationen anzugeben. Dies 148t sich u.a.
damit begriinden, daB Stabilit#tsfHlle - soweilt die Auswer-
tungen ergaben - praktisch seltener sind; die Traglast
wird Jjedoch in Jedem Falle durch die Deformationen herab-
gesetzt. Diese Verminderung kdnnte mit einer "kritischen

Spannung" nicht wiedergegeben werden.

Dementsprechend wurde fir die nachfolgende dimensionslose
Darstellung der Abminderungsfaktor - Lastparameter - wie

folgt gewdhlt:

M
(66) o = mEEéElEE Z1,0
Grenz

M

wobei Brazier das maximal aufnehmbare Biege-

moment unter Berlicksichtigung
der Deformationen,
Marenz das Bruchmoment des nicht de-
formierten Querschnitts ist.
Da nach Annahme b) - 3.1 - der Bruch durch FlieBen der
Stahlelnlage eintritt, lautet dann die Bedingung hierflir:

A
(67) Mirenz = 2 62;
(géji - R ,L:¢#)/p

2 2
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In Gl. (67) wurde dabei eine Erhdhung der Tragfdhigkeit
durch Plastifikation der Betondruckzone auBer acht gelas-

sen.

Flihrt man nun filir die geometrischen und physikalischen
GrdBen die in Tafel I zusammengestellten Parameter ein,

so lassen sich Gln. {53) - (65) entdimensionieren. Weiter-
hin wurden der Ubersichtlichkeit halber die in Tafel II
definierten HilfsgrdBen verwendet.

Tafel I

Bezeich- Inhalt des Bemerkung
nung Ausdruckes
I Ro/h, Kriimmungsparameter
d~ 644; bezogene RandtridgerhShe
s "JEVZAJ Bewehrungsgehalt
n E%é% -
£ @6/55 FlieBdehnung des Stahls
¢ %/}ﬂ bezogene Nullinienlage
X Afzg bgzogene Scheiteldurch-
biegung

Wie sich aus Tafel II ergibt, sind sidmtliche HilfsgrdBen
nur von<¢ bzw. A abhdngig, so daB8 in Kenntnis der Parame-
ter - elnschlieBlich - nur 2 Gleichungen zur Bestimmung

der Unbekannten notwendig sind.
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Die erste Gleichung ergibt sich aus der Gleichheit der
statischen Momente von Druck- und Zugzone (vgl. G1.(56):

@ 6 worulds )0

wihrend man die zweite Gleichung aus Gl. (65) - aus der
Deformationsgleichung -~ gewinnt:

(69) 2 (1-%f = szetefi §F [ X () wilda) X))

wobei die auBer den eckigen Klammern stehenden Grdfen Kon-

https://doi.org/10.24355/dbbs.084-201811161408-0



- 53 -

stante sind. Gibt man nun & s jd-und £, vor, so kann man
zum beliebigen Wert von « aus Gleichungssystem (68) - (69)
Aund ¢ ermitteln. Hierbei dient ¢ hauptsichlich zur
Kontrolle, da die vorgefiihrten Gleichungen nur fiir den
Fall gelten, wenn die Nullinie im Schalensegment bleibt:

(70a) £, &f

Es muB auBerdem gesichert werden, daB8 die Stahleinlage
zum FlieB8en kommt. Nimmt man nZherungsweise an, daB Be-
ton und Stahl bei etwa gleich groBSen Dehnwerten zu flie-
8en beginnen, (z.B. Stahl III),so gilt:

(7o0) £, £ ?’ (F+d)

Drilckt man Gln. (70a-b) in dimensionsloser Form aus, er-
hdlt man folgende zwel Grenzwerte fiir ¢ :

£ a707Y 4@

(71a-v) @ _ ‘o
= /

Um diese Werte auf Bewehrungsprozente zu beziehen, setzt
man sie in Gl. (68) ein. Nach einigen Umformungen erhilt

0,29\ 1+

1
55

Die bezogenen Stahl- und Betonspannungen lassen sich aus
den nachfolgenden Gleichungen bestimmen:

(73 G = -4—;0—;? X82

man dann:

[EN

(72a-b) Moo,

IN

6é:
e

() = Gop = K XN
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Auswertung der gewonnenen

Ergebnisse

Bel der Auswertung von Gln. (68) - (69) kann man zwischen
2 Fdllen unterscheiden:

1. Querschnitt ohne Randglieder (<= 0). In diesem Falle
enthidlt Gl. (68) nunmehr eine Unbekannte ¢ , deren
Wert unverdndert bleibt, wihrend ¢« von 0 bis C%max an-
wichst, Diese Tatsache folgt unmittelbar aus Annahme 1
nach 2.4.3, wonach die Querschnitte wihrend der Verfla-
chung geometrisch #hnliche, flache Kreisbogenabschnit-

te bleiben.

Querschnitt mit Randgliedern (£ ©). PFiir den allgemei-
nen Fall muB jeweils das nichtlineare Gleichungssystem
(67) - (68) aufgeldst werden. Dies geschieht am besten
iterativ unter Zuhilfenahme elnes elektronischen Rech-

N

ners.

Nachfolgend werden dile aufgefithrten zwei Fdlle im einzel-

nen behandelt.

Querschnitt ohne Randglieder (d = 0)
Wie bereits erwdhnt, bleibt in diesem Falle ¢5= gi = kon-
stant, so dafB sich die HilfsgrtiBen vereinfacht - nach Ta-

fel III - errechnen lassen.

Auf Grund dieser Vereinfachung ist Gl. (68) nur einmal
aufzulSsen, um ¢, zu bestimmen; danach sind X.cound A
nach Tafel III zu bestimmen und in Gl. (69) einzusetzen.

Gl. (69) lautet dann:
(75) w(1-x)® = Ax?

wobel A lediglich von AusgangsgrdBen abhingig ist. Gl.
(76) gibt einen unmittelbaren Zusammenhang zwischen Last-
parameter und bezogener Durchbiegung; eine Iteration er-
{ibrigt sieh.
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Tafel IIT

Bezeichnung abhingig von

Inhalt des Ausdrucks

X - 10
w ¢° /1@2
A _ o2} (1-Gys)r & (1- BaX1-44)
G2 — 10
A 4 b

Um den groB8tmdglichen Wert von A062

renziert man nach % :
d(ﬁoc‘) ‘ 3 z
- (1-x)-3x(1-%
T ( (1-x)
woraus sich eine Maximumstelle bei

(76) X=025

ergibt. AX° betrigt an dieser Stelle

(77) Aot~ 01055

Gl. (75) wurde in Bild 20 dargestellt

zu bestimmen, diffe-

. Vergleicht man nun

den Kurvenverlauf mit dem nach Gil. (36), kann man die Ahn-
lichkeit beilder Kurven sofort erkennen. Nach Gln. (76) und
(77) kann Ao(.2 nur bis zu einer bestimmten Grenze (bel X=
= 0,25) anwachsen; diese Grenze gibt den oberen Grenzwert

auch fiir o¢ an, da A eine vorgegebene Konstante ist.
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Die Maximumstelle der in Bild 20 wiedergegebenen Kurve
stellt gleichzeitig die Stabilititsgrenze dar. Danach
ist flr jeden Querschnitt die Stabilitidtslast eindeutig
zu bestimmen. Ob nun diese Grenze niedriger oder hdher
als dile Traglast liegt, kann man nur mit Uberpriifung der
Stahlspannung entscheiden. Flir den vorliegenden Fall
( F= 0) 14Bt sieh Gl. (73) wie folgt vereinfachen:

*
(78) 6= 2
Erreicht ein Querschnitt seine Traglast, so ist in Gl.
(78) 6;2 1,0 zu setzen. Daraus ergibt sich das Kriterium
fir Traglastfidlle:

(79) K =1-%

An Hand von Gln. (76) und (79) kann dann festgestellt
werden, in welchen FZllen die Stabilitidtslast oder die
Traglast maBgebend ist:

a) X=1-«x=1- 0,25 = 0,75
In diesem Falle sind Traglast und Stabilitdtslast
gleichzeitig erreicht.

b) o > 0,75
Das FlieBlen der Stahleinlage tritt eher ein als die
zum Durchschlagen des Querschnitts erforderliche
Deformation = 0,25: Traglast-Fall.

c) x<0,75

Der Stabilitdtsverlust des Querschnitts erfolgt vor
dem FlieBen der Stahleinlage: Stabilitdts-Fall.

Flir eine einfache Ermittlung des Abminderungsfaktors wur-
de Gl. ( 75) fiir verschiedene Bewehrungsprozente in Ab-
héngigkeit von dem Krﬁmmungsparameter_g ausgewertet. Den
Berechnungen wurde eine FlieB8dehnung von £= 2,5 %o zu-
grunde gelegt. Vergleichsrechnungen ergaben, daB8 die An-
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derung dieses Wertes nur einen geringen EinfluB auf den
Abminderungsfaktor X auslibt.

Die Rechenergebnisse sind in Bild 21 aufgetragen. Da die
Bewehrungsprozente A in einem grofSen Bereich streuen,
wurden sie im logarithmischen MaBSstab dargestellt. Als
Scharparameter wurde der Krimmungsparameter gewdhlt. In
der Kurvenschar wurde die Stabilitidtsgrenze bei X= 0,75
mit gestrichelter Linie eingetragen.

Querschnitt mit Randgliedern (d # 0)

Fir den allgemeinen Fall (d # 0) mu8 das vollstindige

Gleichungssystem aufgeldst werden:
1
31¢3+/,L¢Z——//o(/—_gi +)=0
s (130 = 320t g X (¢ ) () ()]

Dies geschieht am besten iterativ: aus der ersten Glei-
chung wird jeweils qb bestimmt: in Kenntnis von qﬁ kdnnen
die HilfsgrdBen und danach A aus der zweiten Gleichung
errechnet werden. Ist & nun flir mehrere & -Werte bekannt,
so Kann die Deformationskurve (Zhnlich wie im Bild 20)
dargestellt werden. Um zu entscheiden, ob der untersuchte
Fall Stabilitdts- oder Traglast-Fall ist, muB die Stahl-
spannung Uberpriift werden.

Da die Durchfithrung einer solchen Untersuchung zu umfang-
reichen Rechenarbeiten fithrt, wurde sie fiir mehrere Werte
von d~mittels Computer durchgefithrt. Die Ergebnisse sind
in dhnlicher Form wie beil cr= 0 in den Bildern 22 - 25
dargestellt.

DIE AUSWIRKUNGEN VON NEBENEINFLUSSEN AUF DIE TRAGLAST

s

ie t -
b e t s -

ksichtigung der N
ritat der Betonar

[ L[]
il | @
3o
Hel
olw|o

In Kapitel 3 wurde ein Verfahren enﬁwickelt, nach dem bei
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der Bestimmung der Traglast von Balken mit flachem, kreis-
zylindrischem Querschnitt der durch die Deformation ent-
stehende Abminderungseffekt berilicksichtigt werden kann.
Eine Analyse der gewonnenen Gleichungen ergab, daf die An-
nahmen hinsichtlich der Linearitidt der Spannungsverteilung
in der Betondruckzone zu den errechneten kritischen bzw.
Traglast-Spannungen nicht im Widerspruch stehen, da in den
meisten baupraktischen Fdllen die maximalen Spannungen un-
ter 100 kg/cm2 lagen. Es gibt jedoch Fdlle, vor allem bei
kleineren‘f - bzw. gr&Beren chWerten, bei denen die er-
mittelten Spannungen - allerdings bel nicht baupraktischen
Bewehrungsprozenten - der Annahme vom linearen Stoffgesetz
fiir Beton widersprechen. Nachfolgend werden flir diese F&dl-
le unter Beriicksichtigung einer nichtlinearen Arbeitslinie
des Betons die Bestimmungsgleichungen hergeleitet. Der
Einfachheit halber wird dabei den Berechnungen ein Quer-
schnitt ohne Randglieder zugrunde gelegt.

Annahmen

Es gelten sinngem&B8 die Annahmen nach 1.2 und 3.1; Annah-
me b) nach 3.1 wird wie folgt ersetzt:

Die Arbeitslinie des Betons kann mit ausreichender Genau-
igkeit durch eine Parabel II. Ordnung beschrieben werden:

(80) 6} = fp(2 - Z%)é:p

wobel die Prismenfestigkeit
P
Ep die zur f%p gehtrende Dehnung

ist. Es wird welterhin angenommen, daB sich das Versagen
des Querschnitts durch FlieBSen der Stahlbewehrung ein-
stellt.

Um die Ableitungen in analytisch einfacher Form zu hal-
ten, wird der flache Kreisbogenquerschnitt durch folgende
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Parabel (s. Bild 26) festgelegt:

(81) = =f(§_4g§)

Bestimmung der Deformationsgleichungen

Die fir die nachstehenden Ableitungen ndtigen Bezeichnun-
gen sind in Bild 26 enthalten.

Aus dem Gesetz der ebenen Querschnitte geht hervor, daB
die Dehnung in einer beliebigen Faser der Druckzone

(82) &= —‘S?;’%

ist. Setzt man £ nach Gl. (82) in das Stoffgesetz nach
Gl. (80), dann erhilt man die in beliebiger Faser der
Druckzone herrschende Spannung unter Berilicksichtigung der
Querschnittsform:

(83) ﬁp[ (e~ bz)gp 5&(@ bf)cfp 53

Die Gesamtdruckkraft ergibt slch aus dem Integral liber
der Druckzone:

% ' Ys
N =2k [ Gods 24 [o,y =

(%) Z 4 o
= 2hbpE | 5 En — 75 &

wobel

(85) & =2

o

die relative Randspannung in der Druckzone bedeutet.

Nun bestimmt man die Zugkraft in der Stahleinlage:

(86) Z — 2K 62
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ARBEITSLINIEN
Beton Stahl
% %
Bp Ps
G 6 b £ be
dbe npfz-gg)g Op=E€, wenn gp 2fig
Léngsschnitt Querschnitt

Bild 26

https://doi.org/10.24355/dbbs.084-201811161408-0



- 64 -
Mit Einfiihrung von‘/Z

(87) @=—ﬁ—

bzw. unter Beriicksichtigung des aus Bild 26 hervorgehen-
den Zusammenhanges

® ana(fg

kann geschrieben werden:

Z - 2R -258E-
= Z/zbh&(;ﬁ——ﬁ&ép

Fiihrt man 7} wie folgt ein

(90) 7=%§f

wobei/fg die Streckgrenze des Stahles ist, erhilt Gl. (89)
ihre endgliltige Form :

(01)  Z =2 bh& Y4 J?*;

(89)

Fiir die unbekannten gz‘ und 5 -Werte ergibt sich die erste
Bestimmungsgleichung aus dem Krédftegleihgewicht:

Z=N

g2a-
(92a-b) ’ /-

#a[__;tégz
/2%Lﬂ@ 3 = J §
Um die zweite Glelchgewichtsgleichung zu erhalten, be-
stimmt man die Momentenanteile von Beton und Stahl, bezo-
gen auf die Nullinie

%
03y Ms = Zhof@jzdg=
- 2ifbapsf [ £ - 55
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und
MC=Z7£(4‘§) =
z, z
= 2fbh &y 8 i%‘ﬁ
Daraus ergibt sich das innere Moment zu

M=Mp+Me =

= 2fbhE[ 70 (%j S UACEE Y

Aus (Gln. (92) und (94) kann £pund eindeutig ermittelt
werden. Ist 5zund bekannt, so kdnnen auch die Lings-
krimmung und Umlenkkrédfte bestimmt werden:

(93b)

(9%)

(95) Ef—= E—?&:Ep%

bzw. analog zu Gl. (61)

(96) AN = T?—

Um die Querblegung des Querschnitts zu erfassen, mull der

Hebelarm der Druckkraft, der zur halben Druckzone (s.Bild
26) gehdrt, bestimmt werden. Errechnet man das statische

Moment aus folgendem Integral:

S -k [ G yey -
= Ab'ep B % [g’ ~ z%]

so erglbt sich der Hebelarm zu

N _S _blf 5 3-&

(97)

Setzt man die zwei 5renzwerte fiir & in G1. (©8) ein,
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(99a-b)
&mto k=g ET

kann man feststellen, daB der Unterschied in den Hebelar-
men héchstens 13 % betrigt, was aber fir das Biegemoment
nur 4 - 5 % Abweichung bedeutet. Demzufolge kann angenom-
men werden, daB die weiteren Ableitungen flir die Bestim-
mung der Querdeformaticnen nach 3.2 gelten (s. hierzu Gln.
(63) und (65)).

Auswertung der gewonnenen Ergebnisse

Ein Vergleich der Gleichungen nach 4.1.2 mit denen nach
3.3 ergibt folgende Unterschiede zwischen beiden Methoden:

a) Wihrend nach Kapitel 3.3 lediglich Gl. (68) aufzuldsen
war, aus der die einzige Unbekannte fﬁbestimmt werden
konnte, miissen nach 4.1.2 aus Gln. (S2) und (94) zweil
Unbekannte(jeunq f eliminiert werden, um den Spannungs-~
zustand zu erfassen.

b) Der Wert hdngt von der Randspannung ab, im Gegensatz
zZu )& , der nur vom Bewehrungsgehalt und geometrischen
GroBen abhdngig ist.

¢) Das Biegemoment-Kriimmungs-Verhdltnis ist nach 4.2.3
selbst bel Vernachlédssigung der Querschnittsdeformatio-
nen bereits nicht linear, da das Arbeitsdiagramm des
Betons durch eine nichtlineare Funktion beschrieben
wird.

Es wird nachfolgend untersucht, welche Einfliisse die oben-
genannten Unterschiede auf die Verflachung des Querschnitts
bzw. dle Abminderung der Traglast haben.

Den EinfluB der Randdehnung auf die Nullinienlage kann man
nach Gl. (92) studieren. Bestimmt man den -Wert aus den
zwel Grenzféllen ( &p= O und &= 1,0), so ergeben sich
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folgende zugehSrige Nullinienlagen:

&1:1,0 §=0/74§‘%/Z

Die ermittelten Koeffizienten setzen jedoch voraus, das

(100a-b)

die Betondruckzone vor dem FlieBen der Bewehrung die maxi-
malen Spannungen bzw. Dehnungen erreichen kann, was einem
sehr hohen Bewehrungsgehalt entspricht. Dieser Fall ist
bel Dachkonstruktionen kaum denkbar., Erreicht nun die Be-
wehrung die Fliefgrenze eher als die Druckzone, wird die
Lage der Nullinie in umgekehrter Richtung, d.h. nach oben
wandern. Diese Tatsache hebt dann die Wirkung des ersten
Einflusses auf.

Um den EinfluB der nichtlinearen Arbeitslinie des Betons
auf’ die LiAngskriimmung festzustellen, leitet man den ent-
sprechenden Ausdruckfiir das bezogene Biegemoment nach bei-
den Methoden her.

Das Biegemoment kann nach 3.2 aus folgendem Ausdruck er-
rechnet werden:

>
(101) M= €
(z - %2,}“

Finrt man auch hierbei die entsprechenden Abkiirzungen ein,

erhdlt man den gesuchten Zusammenhang wie folgt:

R

Mit geringen Umformungen gelangt man zur zweiten Gléi-
chung (vgl. Gl. (94)):
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(103) —=m (;g——— ) +/LL(4 -¢)

Gln. (102) und {103) haben einen #hnlichen Aufbau, wobei
Jedoch zu bemerken ist, daB8 {iber formelle Unterschiede
hinaus auch Unterschiede in der Ermittlung von bestehen.
Legt man einem Vergleich die gesamten rechten Seiten bei-
der Gleichungen zugrunde, ergeben sich folgende Vergleichs-
werte, wenn/zﬂvs % betrigt:

1. &Eap= 0, §= 0,64 (vgl. Gl. (100a))

Daraus folgt nach Gl. (103)

myp = 0, 0665

und nach Gl. (102) ebenfalls
my = 0,0665, wenn n ¥ 10,0
gewdhlt wird.

2. & =10 g=07h (vgl. Gl. (100b))
Nach Gl. (103) betrigt
myp = 0, 0685

und nach Gl. (102) ebenfalls

m. = 0,0685, wennn ¥ 10,0 ist.

I

Die Ergebnisse stimmen vollkommen mit Zhnlichen Untersu-
chungen fir andere Querschnitte liberein, wonach die Biege-
moment-Verdrehungs-Diagramme im Falle starker Bewehrung
mit ziemlicher Genauigkeit gerade verlaufen und dem Sta-
dium II entsprechen. Betrdchtliche Kriimmungen in diesen
Linien sind nur im Falle schwacher Bewehrung zu erwarten;
diese F#lle haben Jedoch keine Bedeutung fUr das behandel-
te Problem, da hierbei die kritische Spannung (oder Trag-
lastspannung) entsprechend niedrig liegt.
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Anfangsdeformationen

In 2.3.2 wurde auf den groBen EinfluB von Anfangsdeforma-
tionen, die zur Beulfigur Zhnlich sind, im Falle zentri-
schen Druckes hingewiesen. Es liegt dort dasselbe Problem
wie bei einem Knickstab mit Anfangsexzentrizitdt vor. Wiz
bekannt, fiihrt eine solche Anfangsausbiegung zur nicht-
linearen Beschleunigung des Stabilitdtsverlustes. Beim
Beulen unter Axialdruck treten z.B. infolge Formabweichun-
gen Storungsmomente in der Schale auf, die sonst erst im
Moment des Durchschlaéens auftreten wilirden.

Um Aussagen {iber die Wirkung von Anfangsdeformationen im
Falle des Brazier-Effektes machen zu kSnnen, muBl man zwi-
schen 2 MBglichkeiten von Formabweichungen unterscheiden:
a) Abweichung von der vorgegebenen Lingskrimmung

- im vorliegenden Fall von der geraden Achse;

b) Abweichung von der genauen geometrischen Querschnitts-
form - im behandelten Problem vom flachen Kreisbogen-
querschnitt.

Der Fall a) kann auf Grund der Arbeiten von KOLLKR stu-
diert werden. KOLLAR fand, daB der Zusammenhang zwlschen
kritischem Biegemoment und Kriimmung der Liéngsachse wie
folgt lautet:

M B _ 012
E7.  4h 1 +0,488(Pbh) +00195(40%)*

(104)

Hierbei ist A nach Gl. (28) definiert. Nach Gl. (104) er-
gibt sich fir das folgende Beispilel:

Stitzweite: & = 10,0
Querschnittsbreite b
Schalendicke h = 0,06 m

=

2,0m

das kritische Biegemoment des urspringlich geradachsigen
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Balkens zu?
MLQ VJ 2
_._._;_._}i%_= 0/9/2

Betrdgt die ungewollte Durchbiegung in der Balkenmitte

7 = 005m (= ¢/40)

so0 betragt das kritische Biegemoment

Mw FTH _
£5 4k ~ O8ee

was einer Abminderung von

02 - 0,860
= Ym0 A
0(\ 09 foo =~ 5,5/

entspricht. Legt man nun den Betrachtungen eine Quer-
schnittsbreite von

b=40m
zugrunde, so wird bei derselben anfinglichen Durchbiegung
die Abminderung

= GH2=07% 4.0 o 2000

0,942 ’ 7

erreichen. Aus diesem einfachen Beisplel ist ersichtlich,
daB ein baulicher Fehler besonders bei "kurzen'" Balken
rasche Abminderungen des kritischen Moments ergeben kann.
Um solche Erscheinungen auszuschlieBen, empfiehlt sich
eine Uberhshung der Balkenmitte.

Sind Formabweichungen gemidB b) vorhanden, so k&nnen sie
nach den Diagrammen 21 - 25 beriicksichtigt werden. Hier-
fiir kann allgemein festgestellt werden, daB einer linearen
Anderung des Krilmmungsparameters §1 eine lineare ZAnderung
des Abminderungsfaktors & entspricht - selbstverstidndlich
nur im kleinen Bereich, iiber den jedoch bauliche Fehler
{iblicherweise nicht hinausgehen. Ein Beispiel soll diese
GesetzmiBigkeit zeigen: Besitzt ein Querschnitt ohne Rand-
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glied ( ot: 0, vgl. Bild 21) bei einem Bewehrungsgehalt
von U= 0,76 (n = 10) eine Anfangskriimmung vonj% = 220
und ist infolge eines Ausfiihrungsfehlers die tatsdchlich
erreichte Kriimmung g’: 240 - was einem Fehler von 9,1 %
entspricht - so wird der urspriingliche Wert 06220 = 0,32
auf 0(240 = 0,29 vermindert, der Fehler betrdgt also 9,4 %

Zusammenfassend kann festgestellt werden, daB eine unge-
wollte Ldngskrimmung des geradachsigen Balkens, die zur
raschen Verminderung des kritischen Biegemomentes fiihrt,
mit relativ einfachen Mitteln vermieden werden kann; bau-
liche Fehler in der Querkirmmung beeinflussen das kriti-
sche Moment nur geringfiigig.

Der Einflus8 de s Kriechens

Wie bekannt, treten in Stahlbeton-Konstruktionen unter
Dauerlast infolge Kriechens und Schwindens zeitabhingilge
Deformationen auf. Diese Deformationen sind in erster Li-
nie durch die Ausnutzung des Querschnitts bedingt, Jjedoch
spielen Querschnittsform, Betonqualitidt, Bewehrungsgehalt
und Anordnung der Bewehrung auch eine wesentliche Rolle.

Flir einfach bewehrte Rechteckquerschnitte kann im allge-
meinen vorausgesetzt werden, daB8 die Stahlspannungen in
der Zugbewehrung durch das Kriechen nicht beeinfluBit wer-
den. Daraus folgt, daB sich in der Druckzone eine Span-
nungsumlagerung abspielt, wobei in der GroBe der Gesamt-
druckkraft bzw., des Hebelarmes keine wesentlichen Veridn-
derungen auftreten. Bezeichnet man die Verdrehung des
Querschnitts unter kurzzeltiger Belastung durch é% und
die endgililtige Verdrehung in t =€ durch fi (s. B114 27),
lautet der Zusammenhang zwischen 12 und L% in allgemeiner

Form:
g@_ =1+ f(d 1. 70)

(105)
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wobel P(t‘ das Kriechmas bezeichnet. Der Wert von

f Q%/L&V(t) kann bedingen, dafB 14@ doppelt so groB wie
b@ wird. Versuchsergebnisse ET} zeigten folgenden empi-

rischen Zusammenhang:

(106)  £(, u, P(6) ~ f

£s MEs
- 5 -0
i .

2N 2 i
A <
< ady” w

Fe }
— L
‘ €e Zz

ad =m5, m=3 .(nach[H_?)
Biid 27

Diese einfache Form gibt selbstverstindlich nur einen An-
halt fiir die GrdBenordnung der zu erwartenden Deformatio-
nen.

Flir den behandelten Balken mit flichenartigem Querschnitt
wurde 1n 3.3 festgestellt, daB die Querschnittsdeformatio-
nen von der Lingskrlimmung quadratisch abhingen.Dies gilt
aber nur fiir den Fall, wenn die Kriimmungs&nderung aus
duBerem Biegemoment resultiert. Im Falle eines Kriechein-
flusses bleibt das angreifende Biegemoment konstant, und
nur die Kriimmung wird infolge zeltabhingiger Einfliisse
groBer werden. Um diese Wirkung niherungsweise zu ermit-
teln, drilickt man die Krimmung fir einen deformierten Zu-

stand dimensionslos aus:

M HE 086 -
(107) T _/LLA(l—¢Z) Vac(1-a0)3

Nach geringen Umformungen kann Gl. (107) auf dieselbe Form
gebracht werden wie Gl. (75)
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ist. Geht man nun von (£7), auf (éi?%zﬁber, so wird
ebenfalls

(09)  p¢, = EDe . x,

werden. Aus Gl., (109) geht hervor, daB die Kriechdeforma-
tionen in der ersten Niherung einer linearen VergrdSerung
der Querschnittsausnutzung entsprechen. Sind die Kriech-
deformationen jedoch sehr groB8, so muB eine genauere Un-
tersuchung durchgefiihrt werden, deren Umfang iiber den Rah-
men der vorllegenden Arbeit hinausgeht.

VERSUCHSERGEBNTSSE

Zielsetzung der durchgefidihr -
ften Versuche

Das in Kap. 3 gezeigte Berechnungsverfahren enthilt eini-
ge Annahmen, deren Richtigkeit an Hand von Versuchsergeb-
nissen bestdtigt werden sollte. Besonders wichtig er-
schien es dabei, folgende Probleme zu klHren:

a) Nach der Blastizititstheorie wire die Annahme der
Bernoulli-Hypothese fiir Balken mit derart flachem,
diinnwandigem Querschnitt i{iberhaupt nicht méglich. Be-
riicksichtigt man jedoch, da8 bei Stahlbetonbalken in-
folge RiBbildung die Zugkrifte allein von der Stahl-
einlage aufgenommen werden, bleibt im Falle eilner
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nichtgeradlinigen Dehnungsverteilung diese Wirkung
nur flir die Druckzone von Einflu8. Da Vergleichsbe~
rechnungen erwiesen haben, daB die aus dem Umlenk-
kraftsystem resultierende Quermomentenverteilung nihe-
rungswelse geradlinig abgegrenzt werden darf (vgl.
2.4.3), konnte man annehmen, da8 die nicht genau er-
faBte Spannungsverteilung in der Druckzone Abweichun-~
gen innerhalb vertretbarer CGrenzen mit sich bringt.

Unter 2.5 wurde filir elastische Balken mit schalenfdr-
migem Querschnitt die Wirkung der Schubdeformationen
und der EinfluBl der Endscheiben untersucht. Auf eine
direkte mathematische LOsung muBte dabeil verzichtet
werden; die Ergebnisse wurden auf experimentellem We-
ge gewonnen. Es hat sich gezelgt, daB Schubdeformatio-
nen genauso wie Endscheiben etwa von einem Seitenver-
hdltnis von 1 : 6 (Breite : Linge) an die Wirkung des
Brazier-Effektes erheblich herabsetzen, so da8 bei ei-
nem Seltenverhdltnis von 1 : 2 das kritische Biegemo-
ment beinahe das Zweifache des unendlich langen Bal-
kens betrdgt. Ausgehend von Modellvorstellungen wurde
jedoch angenommen, daB dieser den Brazier-Effekt ver-
mindernden Wirkung bei Stahlbetonschalen eine weit ge-
ringfiigigere Bedeutung zukommt. Diese Vorstellung be-
ruht darauf, daB8 im mittleren Querschnitt, wo das ma-
ximale Bilegemoment auftritt, infolge der RiBbildung
eine sprunghafte Anderung im Trigheltsmoment des Ge-
samtbalkens eintritt. Dies bedeutet, daB sich eine
"Gelenkwirkung" einstellt, die die Wirkung der End-
scheiben offensichtlich vermindern mu8. Dabei kann
eine dhnliche Schubwirkung, wie in 2.5 beschrieben,
nur in der Druckzone auftreten.

Es ist demnach unbegriindet, flir Stahlbetonbalken die
bei Zugrundelegung der Elastizitdtstheorie gefundene
Wirkung von Endscheiben und Schubdefcrmationen in
Rechnung zu stellen.
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Um die obigen Fragen zu kliren, wurden zwei Versuchsserien
durchgefiihrt:

1) Versuche an bewehrten Asbestzementschalen,

2) GroBversuche an bewehrten Mdrtelbetonschalen.

Nachfolgend werden dile wichtigsten Versuchsergebnisse wie-
dergegeben. Eine ni#her elngehende Beschreibung dieser bzw.
anderer an Schalenbalken durchgefiihrten Versuche kann in

Heft 12 der Schriftenreihe des Instituts flir Baustoffkunde
und Stahlbetonbau der TU Braunschweig studiert werden Bé}

i

Kle nmodellversuche an bewehr-
ften Ashbhestzementschalen

Um Kosten und Versuchseinrichtungen kleinzuhalten, wurden
zundchst Modellversuche an bewehrten Asbestzementschalen
durchgefithrt. Man hoffte, daB sich wegen der niedrigen
Spaltzugfestigkelt des Modellwerkstoffes Asbestzement ein
stahlbetondhnliches Tragverhalten der Modelle einstellen
werde.

Die Querschnittsanordnung der
Modelle zeigt Bild 28. Die
Randbalken wurden aus 2 Teilen

Querschnitt der Asbestzemenischale

_ S8 zusammengeklebt, um die Lings-
Y§~ bewehrung der Schale einzubet-
ten. Wegen dér besseren Haft-
festigkelt wurden Gewindestan-

Bild 28 gen verwendet. Auf eine Beweh-

rung des Schalensegments konnte

wegen der hohen Biegezugfestigkeit des Asbestzementes ver-

zichtet werden.

rsteliungstuge |

’tf Sy 29mm (Gewindestange) g

w._

350mim ~——

Die Linge des Schalenbalkens betrug einheitlich 1 m. Dar-
aus resultiert ein Seitenverh#ltnis Breite : Ldnge von
1 : 2,9. Es wurden Schalen mit Stichhdhen von 2 bzw. 3 cm
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hergestellt, demzufolge betrug der Kriimmungsparameter 225
bzw. 150.

Die Belastung der Schale erfolgte durch 34 angehingte
Blichsen auf einer Slhydraulischen Biihne, die angehoben
und abgesenkt werden konnte.

Gemessen wurden d ie Deformationen mit mechanischen MeBuh-
ren bzw. die Dehnungen mit DehnungsmeBstreifen.

Wdhrend des Versuchsablaufes konnte eine stahlbetondhnli-
che RiB8bildung bei sd@mtlichen Modellen festgestellt wer-
den. Die Schalen mit einer Stichhthe von 3 cm erlitten je-~
doch bei der RiBbildung durch die entstehende dynamische
Beanspruchung eine so groBe Uberlastung, da8 sich der Ver-
bund zwlschen Gewindestange und Asbestzement 1dste und

das Modell schlagartig zusammenbrach. Demgegeniiber waren
die Schalen mit 2 cm Stichh®he nach der RiBbildung noch
weiter belastbar, so daB jedesmal die Verflachung des
Querschnitts beobachtet werden konnte.

Die Durchbiegungsmessungen in Abhingigkeit von der Bela-
stung finden sich in Bild 29,

Am Scheitel AmRand _
E-Modul C/f e
Bei C R230000kp/cm® C/24——a &——-8
Bei & ‘120000‘w/cm’ E/5 e O—--0

— S S

L

0 5 10 15 20 25 30 35 40 fimm)

Bild 29
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Versuchsschaole Nr. ]
hi=702

Versuchsschaole Nr 2

R
b =102

- 45 — o, -~ 45 =

-6 e 80,5 © - =G -
- —166,5 -

Versuchsschale Nr. 3

R
=167

Bild 30
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Hierzu sei bemerkt, daB das Diagramm der Schale E/5 von
Anfang an den gerissenen Zustand darstellt. Wie aus dem
Belastungsdiagramm ersichtlich ist, stellte sich der Sta-
bilitdtsverlust zwischen Q = 76,9 - 85,6 kp ein. Eine Ver-
gleichsrechnung, bei der auch die ungewollten Anfangsde-
formationen bzw. Abweichungen in der Schalendicke beriick-
sichtigt worden sind, ergab im Mittel § = 78,4 kp. Nach
den Berechnungen ergab sich, daB die Schalenmodelle im
stabilitédtsgefdhrdeten Bereich lagen. Dies resultiert aus
dem hohen Bewehrungsgehalt bzw. aus dem groBen Xrimmungs-

parameter.

Versuche an bewehrten Mortel-
betonschalen

Die an Kleinmodellen gesammelten Erfahrungen sollten zum
AbschluB an GroBmodellen mit wirklichkeitsnahen Abmessun-
gen nachngepriift werden. Hierfiir wurden 3 Versuchskdrper
aus bewehrtem Mdrtelbeton hergestellt. Die Querschnitts-
anordnungen zeigt Bild 0. Um die ‘ibrigen Schalenabmessun-
gen moglichst kleinzuhalten, wurde die Schalendicke mit
1,5 cm festgelegt. Diese Scollabmessung wurde beil Schale
Nr. 1 noch nicht erreicht. Durch Verwendung eines geeig-
neten Riittelbrettes wurden dann die Abweichungen bei Scha-
le Nr. 2 bzw. 3 auf 0,5 mm herabgesetzt.

Wegen der kleinen Schalendicke wurde die max. KorngriBe
des Mdrtelbetons mit 7 mm festgelegt. Die erzielten Fe-
stigkeitswerte sind in Tafel 1 zusammengefaft.

Die Schalenmodelle wurden im Alter von 28 Tagen belastet.
Die Belastungseinrichtung ist aus Bild 31 2zu ersehen.
AuBer den mechanisch gemessenen Durchbiegungen wurden die
Betonstauchungen bzw. die Stahldehnungen mit DehnungsmeB-
streifen registriert. Die wichtigsten Ergebnisse sind in
Bild 32 - 34 wiedergegeben.

Nachfolgend werden die einzelnen Versuche niher beschrie-

ben:
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100 x 100 x 10
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Bild 31
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Schale iir. 1

Bei dieser Schale sollte die Belastungs- und MeBeinrich-
tung erprobt werden. Bel dem vorgegebenen Krimmungspara-
meter ji: 102 wurde der Bewehrungsgehalt so gewidhlt, dasB
sich ein Traglastfall einstellen sollte. Der rechnerische
Abminderungsfaktor betrug &« = 0,96. Nach dem Versuch er-
gab sich eine Momententragfdhigkeit von MBruch = 3,07 Mpm.
Das rechnerische Grenzmoment - ohne Deformationen, wie in
Punkt 3.3 definiert - betrigt MGrenz = 3,05 mpm, woraus
sich ein tatsdchlicher Abminderungsfaktor von c<Versuch

= 1,01 errechnen 1ldBt. Der Bruch erfolgte durch FlieBen

der Lingsbewehrungsstébe.

Schale Nr. 2

Hierbei wurde die Wirkung einer gleichmidBig verdnderli-
chen Schalenverdickung erprobt. In diesem Falle werden
ndmlich die Schubdeformationen betridchtlich grofer als
bei gleichbleilbender Schalendicke. Es war daher anzuneh-
men, da8 der rechnerische Abminderungsfaktor & = 0,87
durch die Schubdeformationen vergrofSert wird.

Der Bruch erfolgte tatsichlich vollkommen "biegebalken-
artig". Das Bruchmoment betrug Mpruch = 212 Mpm, woraus
Versuch=1’18
ergibt. Der Bruch trat durch FlieSen der Bewehrungsein-
lage ein; gleichzeitig war festzustellen, daB sich die
Plastifikation der Biegedruckzone beim FlieBen der Stahl-
einlage deutlich ausbilden konnte.

sich ein gemessener Abminderungsfaktor von &

Schale Nr., 3

Als AbschluB der Serie wurde ein Stabilitdtsfall kon-
struiert, bei dem eine sehr deutliche Abminderung der
Tragfdhigkeit ohne FlieBen der Lidngsbewehrung zu erwarten

war.

Der rechnerische Abminderungsfaktor betrug X = 0,56 - 0,54
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Der Bruch erfolgte bel einem Biegemoment von MP =
2,4 Mpm, das Grenzmoment ergab sich zu M =

Grenz
woraus eine tatsdchliche Abminderung von CKVQ = 0,55

zZu errechnen ist,

Z
e

B
109 [t

a nfassung der Versuchs -
e S s e

mme
bni

Zusammenfassend kann festgestellt werden, da die in Pkt.
5.1 gestellten Fragen durch die Versuchsergebnisse beant-
wortet werden kdnnen. Es hat sich gezeigt, daB bei versa-
gender Zugzone im Vergleich zu einem elastischen Material
die Wirkung der Endscheiben bzw. der Schubdeformationen
erheblich herabgesetzt wird, so daB man bei der Beurtei-
lung der vorhandenen Sicherheit beide Wirkungen auBer acht
lassen darf. Weiterhin hat sich ergeben, daB im Falle ei-
nes unterbewehrten Querschnitts, wie das bei Schale Nr. 1
der Fall war, die Definition des Grenzmomentes nach Sta-
dium IT als BezugsgrdBe richtig ist.

Besonders beachtenswert sind die EBrgebnisse von Schale
Nr. 2. Hierbei zeigte sich, daB eine einfache Schalenver-
dickung am Rande bereits genligt, den Brazier-Effekt durch
die sich einstellende Schubdeformation zu verhindern.

Damit kdnnte auf einfache Welse die Stabilitidtsgefahr bei
ganz flachen, heute kaum noch Ublichen Zylinderschalen
entscheidend herabgesetzt werden.

KRITISCHE BETRACHTUNGEN

In Kapitel 3 wurde ein neuartiges Rechenverfahren zur Be-
stimmung der Traglast eines Stahlbetonbalkens mit schalen-
formigem Querschnitt entwickelt. Auf Grund der in 2.6 zu-
sammengefaBten Ergebnisse der eiastischen Stabilitits-
theorie wurde dabei beriicksichtigt, daB wegen der gewdhl-
fen Querschnittsform bis zum Erreichen des Bruchzustan-
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des betrdchtliche Deformationen auftreten, die gegebe-
nenfalls zum Stabilitdtsverlust des Balkens - Brazier-
Effekt - filhren ktnnen. Nachfclgend werden einige spe-
zielle Fragen des vorgeschlagenen Verfahrens sowle der
Sicherheit erdrtert.

Stahlbetonbalken mit fl&ichenartigem Querschnitt werden
in der Regel fiir den Gebrauchszustand nach der elasti-
schen Schalentheorie behandelt. Stabilitdtsurtersuchun-
gen werden ebenso mit Hilfe der Elastizititstheorie (ge-
miB der in 2.3 wiedergegebenen Ergebnisse) durchgefiihrt,
wobel die neue DIN-Vorschrift (Neufassung DIN 1045, Fas-
sung Dezember 1966) nach 27.1.2 eine Sicherheitszahl von
P = 5 gegeniiber der "wirklichkeitsnah" nachgewiesenen
Stabilitdtslast vorsieht.

Da eine solche Untersuchung in den meisten Fdllen eine
rechnerische Sicherheit gegen das Ausbeulen der Druckzo-
ne in der GréBenordnung von 8 - 20 (s. BO], Seite 271,
280, 288, 302, 320) ergibt, sagt das erzielte Ergebnis
relativ wenig iber das tatsdchliche Tragverhalten des
Bauteils aus. Dabel entspricht der dem Nachwels zugrunde
gelegte Lastfall (zentrischer Druck) nur in wenigen Fil-
len der wirklichen Beanspruchungsart (vgl. die Ausfiihrun-

gen in 2.6).

Einen dem Stahlbeton besser entsprechenden Nachweils
schldgt LUNDGREN D9] vor, indem er empirisch die maxima-
le Druckspannung wie folgt festlegt:

oy = —Pr—
{+—gs;

Bei einem Faktor von 0,2 fiir die kritische Spannung (un-
tere kritische Grenze vgl. Gl. (2lc)) ergibt sich:
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Gegen diese zulidssige Spannung fordert aber LUNDGREN ei-
ne vierfache Sicherheit, die wahrscheinlich noch als iiber-
trieben angesehen werden kann, wenn sie als echte Beul-
sicherheit aufzufassen 1ist.

Wie bereits erwdhnt, wurde unter StabilitHtsverlust in
Kapitel 3 nicht das Ausbeulen der Druckzone infolge der
Nermalkrdfte verstanden, sondern derjenige Zustand, bei
dem das lnnere Gleichgewicht in dem maximal beanspruch-
ten Balkenquerschnitt infolge der aus der Lingskrimmung
resultierenden Umlenkkrifte nicht mehr herzustellen ist.
Stellt sich der Erschpfungszustand ohne "Gleichgewichts-~
unmdglichkelt"”, d.h. mit dem FlieBen der Stahlbewehrung
ein, wird die zu diesem Zustand gehSrende Last als Trag-
last bezeichnet. Auch in diesem Falle bringt die Reriick-
sichtigung der Deformaticnen einen Abminderungseffekt
hinsichtlich des nichtdeformierten Zustandes mit sich;
dem Stabilitdtsverlust gent Jedoch das FlieBen der Be-
wehrung voran,

Die Ermittlung der Bruchsicherheit sollte nach dem vor-
geschiagenen Verfahren wie folgt vor sich gehen:

Man bestimmt das maximale Blegemoment (Ml) im Gebrauchs-
zustand und das Grenzmoment {Mg) nach Gl. (€7}. Aus die-
sen errechnet man die vorhandene Ausnutzung ©%s unter Ge-

brauchslast:
My

&= “Hg
Die maximal mSgliche Ausnutzung ( o) ld8t sich nach
Ermittlung der nStigen Parameter den Diagrammen 21 - 25
entnehmen. Die vorhandene Sicherhelt betrigt dann:

v~ X

oy

Fiir die GrdBe des Sicherheitsfaktors sollte man dann
a) im Falle, wenn odg im Traglast-Berelch liegt,

vZ 20

&3
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b) im Stabilitdtsfall

Y 22,5
verlangen. Die unterschiedlichen Sicherheitsbeiwerte be-
grindet die Tatsache, nach der der Querschnitt im Stabi-
litdtsfall - wie auch Versuchsergebnisse ergaben - schon
unter geringerer Last deformationsempfindlicher ist als
der nicht stabilitdtsgefihrdete Querschnitt.

Eine Uberpriifung der Ergebnisse durch mehr als tausend
gerechnete Beispiele (diese Ergebnisse sind z.T. in den
Bildern 21 - 25 dargestellt) ergab, daB die vorgeschla-
gene Rechenmethode etwa bis zu Randtridgerhdhen, die dop-
pelt so greB wie die Spheitelhhe sind, sinnvoll verwen-
det werden kann. Diese Verh#ltnisse entsprechen denen
der Baupraxis. Uber diese Grenze hinaus ergibt sich bei
Traglastfdllen nur ein unwesentlicher Abminderungsefrfekt,
beli Stabilititsfillen aber eine sehr hohe Druckspannung
im Scheitel, die ein &rtliches Ausbeulen bzw. das Versa-

gen der Druckzone erwarten 1H8t.

Eine theoretische Untersuchung iiber den EinfluB der Bal-
kenldnge auf die Querschnittsdeformation wurde nicht ange-
stellt. Um diese Frage zu kldren, wurden die in 5. be-
schriebenen Klein- und GroB8modellversuche durchgefiihrt.

Eine beruhigende Ubereinstimmung zwischen Annahmen

und dem wirklichen Tragverhalten der Modellschalen stell-
te sich schon bei den Asbestzementschalen heraus: die
MeBwerte streuen innerhalb 10 £ um die errechnete Stabi-

litstslast (s. Bild 20).

Absichtlich wurden die M&rtelbeton-Versuche ebenso in
einem geometrischen Bereich durchgefiihrt, in dem das
Tragwerk unter Gebrauchslast keineswegs als Balken zu
betrachten widre. Die gewonnenen Ergebnisse zeigen je-
doch, daB die Endscheiben im Falle der Schale Nr. 3,

bei der ein Stabilit#tsfall konstruiert wurde, kaum eine
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Abweichung von der errechneten Stabilititslast verursach-
ten. Geringere Abwelchungen werden durch die Streuung in
den Materialkennwerten hinreichend erklirt.
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