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1. Elastizitätstheorie

1.1 Dehnung
εx = ∂u

∂x ; εy = ∂v
∂y ; εz = ∂w

∂z

2εxy = γxy = ∂u
∂y +

∂v
∂x ; 2εyz = γyz = ∂v

∂z +
∂w
∂y ; 2εxz = γxz = ∂w

∂x +
∂u
∂z

(i) Transformation

εξ =
εx + εy

2
+

εx − εy

2
cos2ϕ + 1

2γxy sin2ϕ

εη =
εx + εy

2
− εx − εy

2
cos2ϕ − 1

2γxy sin2ϕ

1
2γξη = − εx − εy

2
sin2ϕ + 1

2γxy cos2ϕ

(ii) Hauptdehnungen

ε extremal:

tan2ϕ∗ =
γxy

εx − εy
; ε1,2 =

εx + εy

2
±

√(
εx − εy

2

)2

+
(

1
2γxy

)2

1.2 Spannung
(i) Transformation

ηξτ
τξη σξ

ση

σx

σy
τyx

τxy ξ

η

ϕ

y

x

σξ =
σx +σy

2
+

σx −σy

2
cos2ϕ + τxy sin2ϕ

ση =
σx +σy

2
− σx −σy

2
cos2ϕ − τxy sin2ϕ

τξη = − σx −σy

2
sin2ϕ + τxy cos2ϕ

(ii) Hauptspannungen

τ

σσx

τ xy

σM

σy

τ xy

P

r

2ϕ∗

P’

σ extremal:

tan2ϕ∗ =
2τxy

σx −σy
; σ1,2 =

σx +σy

2
±

√(
σx −σy

2

)2

+ τ2
xy

τ extremal:

tan2ϕ∗∗ = − σx −σy

2τxy
; τmax = ±

√(
σx −σy

2

)2

+ τ2
xy

= ±1
2(σ1 −σ2)
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1.3 Elastizitätsgesetz
• 3D Dehnung aus Spannung

εx = 1
E [σx −ν(σy +σz)] ; εy = 1

E [σy −ν(σz +σx)] ; εz = 1
E [σz −ν(σx +σy)]

γxy = 1
Gτxy ; γyz = 1

Gτyz ; γzx = 1
Gτzx

• 3D Spannung aus Dehnung

σx = E
(1+ν)(1−2ν) [(1−ν)εx +ν(εy + εz)] ; σy = E

(1+ν)(1−2ν) [(1−ν)εy +ν(εz + εx)] ;

σz = E
(1+ν)(1−2ν) [(1−ν)εz +ν(εx + εy)]

τxy = Gγxy; τyz = Gγyz; τzx = Gγzx;

mit G = E
2(1+ν) ·

Mit Lamé-Konstanten

σ = 2με+λ(ε1 + ε2 + ε3)

1.4 Ebene Zustände

– Ebener Spannungszustand: σz = τyz = τzx = 0.

– Ebener Verzerrungszustand: εz = γyz = γzx = 0.

2. Stäbe

• Normalspannung

σ = N
A

• DGL der Verschiebung

EAu′ = N(x),

(EAu′)′ =−p(x)

• Längenänderung

Δ�= F · �/EA, EA und F konstant.

3. Balken
3.1 Geometrische Eigenschaften des Querschnittes

• Statisches Moment: Sy =
∫

Az dA , Sz =
∫

Ay dA

• Flächenträgheitsmoment: Iy =
∫

Az2dA

Iz =
∫

Ay2dA

Iyz = −∫
Ay z dA

• Polares Moment: IS =
∫

A r2dA

= Iy + Iz

• Satz von Steiner: Iȳ = Iy + z̄2
SA

Iz̄ = Iz + ȳ2
SA

Iȳz̄ = Iyz − ȳSz̄SA

IS̄ = IS + r̄2
SA
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Rechteck Dreieck Kreis dünner Kreisring Halbkreis
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8
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12
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72π
(9π2 −64)

Iyz 0
bh2

72
(2a−b) 0 0 0

• Transformation: Siehe 1.2 (mit σx = Iy, σy = Iz, τxy = Iyz)

3.2 Balken unter Biegung
• Normalspannung

(i) Gerade Biegung: σ = M
I z

(ii) Schiefe Biegung + Normalkraft:

σ = N
A + 1

Δ

[
(−MzIy +MyIyz)y+(MyIz −MzIyz)z

]
,

mit Δ = IyIz − I2
yz·

• DGL der Biegelinie

EIw′′ =−M(x); (EIw′′)′ =−Q(x); (EIw′′)′′ = q(x).

• Schubspannung infolge Querkraft

τ(z) = QzS∗y(z)
Iyb(z) ; S∗y(z) =

∫
A∗ z dA·

• Dünnwandige Querschnitte

τ(s) = QzS∗y(s)
Iyt(s) ·

3.3 Torsion

• Schubspannung:τmax =
MT

WT
;

• DGL der Verdrehung

GIT ϑ′ = MT ;

(GIT ϑ′)′ = −mT ·
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Querschnitt WT IT

dünnwandiges Kreisrohr

t

Rm 2πR2
mt 2πR3

mt

dickwandiges Kreisrohr

Ra

Ri

α =
Ri

Ra

πR3
a

2
(1−α4)

πR4
a

2
(1−α4)

Vollkreisquerschnitt

r
R πR3

2

πR4

2

dünnwandige geschlossene Hohl-

querschnitte

mint

2Am · tmin

Am: die von der

Profilmittellinie

eingeschlossene

Fläche.

(2Am)
2

∮
ds
t

schmales Rechteck

1
3ht2 1

3ht3

zusammengesetzte Profile

≈ 1
3

∑hit3
i

tmax
≈ 1

3 ∑hit3
i

3.4 Knickung

• DGL

wIV +λ2w′′ = 0,

mit λ2 = F/EI, EI Konstant

Ansatz

w = Acosλx+Bsinλx+Cλx+D

•Fkrit = π2 EI
�2

k
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4. Energiemethoden

4.1 Äußere Arbeit und gespeicherte Energie

• Äußere Arbeit

W =
∫

Fdu =
1

2
Fu ; W =

∫
Mdϕ =

1

2
Mϕ

• Formänderungsenergie pro Längeneinheit

dΠ =
1

2

N2

EA
(Stab unter Zug/Druck) dΠ =

1

2

M2

EI
(Balken unter Biegung)

dΠ =
1

2

Q2

GAS
(Balken unter Querkraft) dΠ =

1

2

M2
T

GIT
(Stab in Torsion)

4.2 Satz von Castigliano

∂Π
∂Fi

= ui ;
∂Π
∂ui

= Fi ;
∂Π
∂Mi

= ϕi ;
∂Π
∂ϕi

= Mi

4.3 Satz von Betti

Fju ji = Fiui j

ui j: Verschiebung an Stelle i aufgrund einer Kraft an Stelle j

Entsprechendes für Momente und Verdrehungen.

4.4 Arbeit virtueller Kräfte

1u =
∫ NN̄

EA
dx+

∫ MM̄
EI

dx+
∫ QQ̄

GAS
dx+

∫ MT M̄T

GIT
dx

N,M,Q,MT : Schnittgrößen aufgrund äußerer Lasten

N̄,M̄, Q̄,M̄T : Schnittgrößen aufgrund virtueller Kraft 1
Entsprechendes für virtuelle Momente und Verdrehungen.
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4.5 Koppeltafel zu 4.4
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