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Hausaufgabe 4.1: Homomorphismen [3 Punkte]
Gegeben sei der folgende NFA A tiber Alphabet X = {a, b, c}, sowie Homomorphismen h, g mit

A— W b X hz_){071}
h(a) =€ h(b) =10 h(c) =01
a b a b
g:{d.ef}->%
¢ y . @ g(d)=bab gle)=cca g(f)=¢.

a) [1 Punkt] Zeigen Sie, dass 1001011010100110 € h(L(A)) und dfedf € g~'(L£(A)) gelten, indem
Sie jeweils einen entsprechenden Lauf durch A angeben.

b) [1 Punkt] Konstruieren Sie den Bild-Automaten h(A) mit £(h(A)) = h(L(A)).
¢) [1 Punkt] Konstruieren Sie den Urbild-Automaten g~ (A) mit £(g™' (A)) = g~ (£(A)).

Hausaufgabe 4.2: Satz von Myhill & Nerode [6 Punkte]
EsseiL € =" und =, die aus der Vorlesung bekannte Nerode-Rechtskongruenz mit

uz, v gdw. VYweItuwelovwelL.

a) [2 Punkte] Beweisen Sie, dass =, tatsachlich eine Aquivalenzrelation und Rechtskongruenz ist.
Letzteres bedeutet, dass fiir alle u, v mitu =, vund alle x € X" gilt: u.x =, v.x.

Es seien L € X eine regulire Sprache mit Index(=,) = k € Nund A = (Q, go, —, Q) ein DFA
mit L = £(A) und |Q| = k. Es sei A, = (Q,, go1, =1, Qr ) der Aquivalenzklassenautomat zu L mit
L(A)) = Lund uy, ..., u,die Reprasentanten fiir die Aquivalenzklassen von =,.
Im Folgenden sollen Sie Satz6.11 aus der Vorlesung zeigen: A und A, sind isomorph. Der Isomor-
phismus 8 : Q, = Q sei dabei wie folgt gewahlt: B([u;]-,) = g mit g, N ginA.

b) [1 Punkt] Betrachten Sie die Aquivalenzrelation =4. Zeigen Sie, dass Index(=,) = Index(=,) gilt.
Zusammen mit =, € =; aus der Vorlesung wadre damit =, = =, gezeigt.
¢) [1 Punkt] Zeigen Sie, dass 3 wohldefiniert ist.

Hinweis: Die Abbildung B8 wurde auf Aquivalenzklassen definiert. Man muss zeigen, dass 8 un-
abhangig von der Wahl der Reprasentanten uy, . . . , u, ist. Dazu nimmt man ¢; =, u; an und zeigt,

dass B([ui]-,) = B([uil-,) folgt.
d) [1 Punkt] Beweisen Sie, dass  eine Bijektion zwischen Q; und Q ist.

e) [1 Punkt] Zeigen Sie, dass B ein Isomorphismus ist. Man muss noch zeigen, dass B(qo;) = qo,
B(Qq) = Qrundfiralle p,p’ € Q, und a € X giltpp >, p' gdw. B(p) = B(p') .



Hausaufgabe 4.3: Nerode-Rechtskongruenz mit nicht-reguldre Sprachen [3 Punkte]
Sei ¥ = {a, b} ein Alphabet. Betrachten Sie L = {a"ba" | n,m € N,n = m }. Beweisen Sie, dass

[a"]

[a"b]. ={a"" b’ | ¢ eN}firallen e N

L

n .
L ={da"} furallen e N

gilt. Mit unendlich vielen Klassen ist L nach dem Satz von Myhill & Nerode nicht regular.
Geben Sie alle weiteren Aquvialenzklassen beziiglich =, an.

Hausaufgabe 4.4: Table-Filling-Algorithmus [3 Punkte]
Betrachten Sie den folgenden DFA A.

a) [2 Punkte] Nutzen Sie den Table-Filling-Algorithmus, um den minimalen DFA A, mit
L(Amin) = L(A) zu finden. Zeichnen Sie den Zustandsgraphen von A n.

Hinweis: Notieren Sie in jeder Zelle die Nummer der Iteration, in der Sie das Paar zuerst unter-

schieden haben.

b) [1 Punkt] Geben Sie alle Aquivalenzklassen der Nerode-Rechtskongruenz von £(A) mit jeweils
mindestens einem Reprasentanten an.

Hausaufgabe 4.5: Pumping-Lemma fiir reguldre Sprachen [3 Punkte]
Sei X = {a, b} ein Alphabet. Beweisen Sie unter Verwendung des Pumping-Lemmas, dass die

folgenden Sprachen nicht regular sind.

a) L, = {w € {a,b}" | wenthilt genau 3 a’s mehrals b’s }

b) L, ={ad"b" |n<42oderm<n}

o) L3 = {w € {a, b}" | w enthilt nicht genau so viele a’s wie b's }

Hinweis zu c): Uberlegen Sie sich folgendes: fiir eine gegebene Zahl n € N, welche Zahlist durch
jede Zahl < n teilbar?



Definition: Endlicher Transduktor: Ein endlicher Transduktor T = (Q, qo, =, Qf) Uiber einem
endlichen Eingabe-Alphabet = und einem endlichen Ausgabe-Alphabet I' besteht aus

1. einer endlicher Menge an Zustanden Q,

2. einen initialen Zustand g, € Q,

3. eine Transitionsrelation » € Q x (T U {e}) x (T U {e}) x Q,

4. und eine Menge akzeptierender Zustande Qr € Q.

Im Folgenden werden weitere Notationen und wichtige Definitionen aufgelistet:
1. {p,a,x,q) € - wird durch p 2, g ausgedriickt. Wenn im Zustand p ein a gelesen wird,
gibt der Transduktor ein x aus und wechselt in Zustand g. Intuitiv konsumieren die Transi-
tionen mit a=¢ kein Eingabesymbol und die Transitionen mit x=¢ erzeugen keine Ausgabe.

wi [04 w/0; Wn-1/0p-1 Wy /0

2. Eine Berechnung gq g Gn- g, kdnnen wir auch schreiben

als g, W—/O> gn, wobei w € ¥ und o € I'"* die jeweiligen Konkatenationen ohne & darstellen.
3. Fiir eine Sprache L ¢ 3” sei die Ubersetzung unter T definiert als

TL)={oel|Iwel g e go—> g

Ubungsaufgabe 4.6:

Man kann sich einen Transduktor als einen NFA mit spontanen Transitionen vorstellen, welcher
nicht nur Eingabeworter akzeptiert, sondern dabei auch Worter in einer Ausgabe hinterlasst. Es
libersetzt die Eingaben aus X" in Ausgaben aus I'".

, H@ ale @ b/c
b/e
gfe ale
T@ b/c @

a) Betrachten Sie den obigen Transduktor A Uber X = {a, b} und T = {c, d, e}. Finden Sie jeweils
einen regulédren Ausdruck fiir A(X*), A((ab)*), A(a*b") und A((abbab™)*).

g/c

b) Konstruieren Sie einen Transduktor T, der in einem Wort w € {a, b, c}" ein b vor jedes Vorkom-
men von a vorhangt und jedes zweite ¢ I6scht. Geben Sie einen reguldren Ausdruck fur
T((ac)™) an. Ein Korrektheitsbeweis ist nicht nétig.

c) Konstruieren Sie einen Transduktor U, der in einem Wort w € {a, b}" jedes Vorkommen von
der Teilsequenz aba 16scht und b’s, die nicht in solch einer Sequenz auftauchen, beliebig
vervielfachen (aber nicht I6schen!) kann. Geben Sie einen reguldren Ausdruck fiir U(a* (ba)*)
an. Ein Korrektheitsbeweis ist nicht nétig.

d) Wir nennen einen Transduktor deterministisch, wenn es in jedem Zustand zu jeder Eingabe
genau eine mogliche, und damit auch eindeutige, Transition gibt; diese darf auch spontan
sein. Beispielsweise darf ein Zustand mit einer a-Transition keine weitere a-Transition oder
spontane Transition besitzen. In beiden Fallen wiirde es 2 mogliche Transitionen geben, die
der Transduktor beim Lesen eines a’s nehmen kdnnte.

Zeigen Sie, dass es nicht mdglich ist Transduktoren zu determinisieren, d.h. es gibt nicht zu
jedem Transduktor T einen deterministischen T mit T(L) = T'(L) fiir alle Sprachen L ¢ ¥*.



Ubungsaufgabe 4.7:

Zeigen Sie, dass jede Sprachklasse genau dann unter Ubersetzungen unter Transduktoren
abgeschlossen ist, wenn sie unter Schnitten mit regularen Sprachen, Homomorphismus-Bildern
und -Urbildern abgeschlossen ist.

a) Seih : Y* — I'" ein Homomorphismus zwischen Sprachen. Konstruieren Sie einen Transduk-
tor T,, sodass T,(L) = h(L) fiir jede Sprache L ¢ X" gilt. Beweisen Sie die Korrektheit ihrer
Konstruktion.

b) Zeigen Sie nun, dass es auch einen Transduktor T, gibt, sodass T, (L) = h™' (L) fralle L € T*
gilt. Beweisen Sie die Korrektheit ihrer Konstruktion.

) Zeigen Sie, dass es zu jeder reguldren Sprachen M einen Transduktor T, gibt mit Ty,(L) = LnM.

d) Zeigen Sie nun, dass die Ubersetzung unter eines Transduktor T als Kombination der drei oben
beschriebenen Operationen dargestellt werden kann.

Ubungsaufgabe 4.8:

Essei= € 3" x X" eine Aquivalenzrelation auf Wértern. Wie tiblich schreiben wir u = v (statt
(u,v) € =), um auszudriicken, dass u und v gemaB = dquivalent sind. Beweisen Sie formal die
folgenden grundlegenden Eigenschaften von Aquivalenzrelationen:

- Jedes Wort ist in seiner Aquivalenzklasse enthalten: u € [u]-.
- Die Aquivalenzklassen von dquivalenten Wortern sind gleich: u = v = [u]. = [v]-.

- Die  Aquivalenzklassen ~ von  nicht-dquivalenten ~ Wértern  sind  disjunkt:
ut(v = [ul.n[vl:=@.

Ubungsaufgabe 4.9:
Sei X = {a, b} ein Alphabet. Betrachten Sie die Sprache L = X*.{aab, abb}.x*. Bestimmen Sie alle
Aquivalenzklassen von =; und geben Sie den Aquvialenzklassenautomaten A, an.

Ubungsaufgabe 4.10:

Hier wollen wir zeigen, dass sich manche Sprachen mit einem kleinen NFA beschreiben lassen,
jeder DFA dafiir jedoch zwangsweise riesig ist.

EsseiX = {a, b}. Betrachte fiir jede Zahl k € N, k > 0 die Sprache L, = >*.a.5*" der Worter, deren
k-ter Buchstabe von rechts ein aist.

a) Zeigen Sie, wie man zu jedem k € N, k > 0 einen NFA A, = (Qy, go, =, Fi) mit L(A,) = L, und
|Q«| = k + 1 konstruiert. Geben Sie diesen Automaten formal als Tupel an.
Sie mussen die Sprachgleichheit nicht beweisen.

b) Zeichnen Sie A; und seine Determinisierung P(Asz) nach Rabin & Scott.

c) Zeigen Siefirallek e N,k >0undu,v € ¥ mitu # vdie Aussage u #;, V.
Welche Konsequenz konnen Sie fiir die Grol3e jedes DEAs fiir L, schlieBen?



Ubungsaufgabe 4.11:

Betrachten Sie den folgenden DFA A. Bestimmen Sie dessen Aquivalenzklassen-Automat A4
nach Myhill & Nerode mit dem Table-Filling-Algorithmus und geben Sie alle Aquivalenzklassen
der Nerode-Rechtskongruenz an.

ab

a—(s) b % <
N/
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Ubungsaufgabe 4.12:
Betrachten Sie den folgenden DFA A.

a
a
ubéb

Zeigen Sie, dass A minimal ist, indem Sie den Table-Filling-Algorithmus anwenden. Fiillen Sie

()

Q
Q

()

Zellen mit 0, wenn das jeweilige Zustandspaar initial zu trennen ist, und ansonsten mit der Num-
mer der Iteration, in welcher das Paar erstmals getrennt wird.

Hinweis: Notieren Sie, wahrend Sie lhre Tabelle fiillen, in welcher Reihenfolge Sie Zustéande un-
terscheiden, z.B. werden zu Beginn finale Zustande abgetrennt: {s,t,u, v} #, {w,x,y,z}, undin
Iteration 1 kdnnen deshalb {s, u} £, {t, v} getrennt werden, usw.

Ubungsaufgabe 4.13:
Zeigen Sie unter Benutzung des Pumping-Lemmas, dass die folgenden Sprachen nicht regular
sind.

a) Lo:={we{a,b} | |wl, = wly}
b) Ly :={w € {a,b}" | |wl, < |wl, oder 2|w], < |wl, }

Q) Ly:={d"b" |n,meNund(n#1oder3¢ e N: m=¢°)}.



