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1 Syntax und Semantik

Ziel: Verifikation von While-Programmen. D.h. wir wollen nachweisen, dass ein gegebenes Programm
keine Fehler enth#lt. Dazu miissen wir iiber alle moglichen Ausfithrungen des Programms argumentieren.
Um dies tun zu kénnen, studieren wir in diesem Kapitel Formalismen zum Fassen des Programmverhaltens,
also die Semantik von Programmen.

1.1 While-Programme

Definition 1.1 (Syntax)
Die Syntazx von beschrifteten While-Programmen ist durch folgende BNF! gegeben:

ax=k | x| a+az | a1 —az | a;*xas
~~ Arithmetische Ausdriicke iiber ganzen Zahlen
b=t | a1 = asg | ay > as | —b | b1 N bs | by V by
~> Boolsche Ausdriicke
cu= [skip]' | [z:=a]' | [assume b]' | c1;co
| if [b]l then c; else ¢y end
| while [b]' do ¢ end
~ Befehle (Commands) mit Beschriftung (Label) [

mit k € Z, t € B, und « € Var. Wir nehmen an, dass alle Labels in Programmen verschieden sind.

Beschriftete Befehle werden Bldcke genannt. O

Bemerkung
Vorerst ist die Beschriftung der Blocke irrelevant. Sie wird in den Kapiteln 4 und 3 wieder aufgegriffen.[]

Definition 1.2 (Kontrollflussgraphen)
Programme lassen sich als Kontrollflussgraphen G = (B, E, F) darstellen, dabei ist

B = Blocke im Programm
E = Menge an extremalen Blicken (initial oder final — je nach Analyse) C B
F C B x B = Flussrelation |

Beispiel 1.3

Typischerweise reprasentieren Kontrollflussgraphen die Struktur eines Programms

1Backus-Naur-Form, mehr Infos hier: https://de.wikipedia.org/wiki/Backus-Naur-Form


https://de.wikipedia.org/wiki/Backus-Naur-Form

[z:=1]! initialer Block

c = [z := 1]1;
while [x > 0]2 do [z > 0]? finaler Block
[z := z+y13; gibt
[x := x-11%; [z =2z +y]?
end



1.2 Strukturelle Operationelle Semantik (SOS)

Ziel: Definiere operationelle Semantik.

Idee:

e Zustinde eines Programmes haben (syntaktische) Struktur: Ein Programm ist Komposition atomarer
Elemente mittels einer Menge von Operatoren

e Damit lassen sich Beweissysteme (Kalkiile) nutzen, um das Verhalten von Zustéinden zu definieren:
Transitionen existieren gdw. sie im Beweissystem herleitbar sind.

e Technisch nutzt das Beweissystem Induktion nach der Struktur von Zustinden:
— Aziome definieren Transitionen von atomaren Elementen.

— Beweisregeln definieren die Transition zusammengesetzter Zusténde {iber die Transitionen der
Operanden.

e Vorteile:
— Einfachheit und Eleganz

— Moglichkeit Eigenschaften von Transitionen iiber Induktion entlang der Ableitung herzuleiten.

Ansatz: Zwei Arten der strukturellen Semantik.
o Small-Step Semantik: spezifiziert den Effekt jeder einzelnen Operation.

e Big-Step Semantik: fasst den Effekt einer kompletten Programmausfithrung zusammen.

Die Semantik ordnet jedem syntaktischen Ausdruck eine Bedeutung zu. Dabei ist die Bedeutung ein
Element eines semantischen Bereichs. Formal ist der semantische Bereich gegeben als Sig-Struktur.

Definition 1.4 (Signatur, Struktur)

Eine (logische) Signatur ist ein Tupel Sig = (Func, Pred) mit
o Funktionssymbolen Func, und
o Prddikatssymbolen Pred.

Jedes Funktions- und Pridikatssymbol hat eine Stelligkeit n € N. Dementsprechend schreiben wir
f/n € Funcbzw. p/,, € Pred, falls Funktionssymbol f bzw. Pridikatssymbol p Stelligkeit n hat. Funktionen
und Préidikate mit Stelligkeit 0 heiflen Konstanten.

Eine (logische) Struktur der Signatur Sig, auch Sig-Struktur genannt, ist ein Tupel S = (D,Z) mit
e ciner Wertemenge D, und
e ciner Interpretation Z, welche jedem Funktions- und Préadikatssymbol eine tatséchliche Funktion

zuordnet:

Z(f): D" = D fiir alle f/,, € Func
I(p): D" — B fiir alle p/,, € Pred O



Bemerkung (Sig-Struktur von While-Programmen)

Die Signatur von While-Programmen ist Sig = (Func, Pred) mit Func = {+/2,—/2,%/2 }U{k/o | k € Z},
und Pred = {> /2 }.

Die Sig-Struktur von While-Programmen ist S = (Z,Z), wobei Z(+), Z(—), Z(x), und Z(>) die natiirliche
Interpretation der Symbole ist.

Beachte: Das Pradikat = ist nicht in Pred enthalten. Dies folgt der Konvention der Prddikatenlogik mit
Gleichheit: Wir definieren die Semantik von = fest als Identitét auf der Wertemenge, lassen also keine
Interpretation des Symbols = zu. Diese Konvention findet man auch in Programmiersprachen: In Java,
zum Beispiel, entspricht == immer Identitdt auf Objekten, wobei in C++ der Operator == {iberladen werden
kann, und somit eine beliebige Bedeutung erhalten kann.

Ebenso werden die Junktoren #, A, und V nicht interpretiert. Dies liegt allerdings daran, dass sie boolsche
Ausdriicke, und nicht wie die Funktions- bzw. Priadikatssymbole arithmetische Ausdriicke, verkniipfen.[]

Das Verhalten eines Programmes hingt von der Belegung der Variablen ab, auch Zustand oder State
genannt, also einem o € State := ZV**, Wir kénnen o somit als Belegung fiir Variablen auffassen:

o:Vars - 7.

Wir schreiben o[z — k], mit 2 € Vars und k € Z, um die Belegung von z in ¢ zu k zu #ndern:

o(z') fallsa’ #x
k sonst

ol — k|(z") = {

Die Semantik von arithmetischen Ausdriicken beziiglich der Sig-Struktur S fiir while-Programme ist eine
Funktion

Sla]:zV*s -7
die wie folgt induktiv definiert ist:

S[z](o) =0o(x) falls © € Vars
S1f(ar,..an) (o) = TS [k (@), ., S [F](an)) fir f/n € Punc

Analog ist die Semantik fiir boolsche Ausdriicke beziiglich S eine Funktion
S[b]:ZV° - B
wie folgt:

Slar =az2](0) =1 <= S[a1](0) =S[az](o)

) =
(

Sp(ar.....a)1(0) = ZE)S [a 1), ... S [a,]1(0)) fiir p/, € Pred
§[-b](o) =1 - S[b](o)
b1 Abz1(0) = min(S [b11(0), S [b2](0))
861V ba](0) = maz(S [b11(0), S [b21(0))

1.2.1 Small-Step Semantik

Ziel: Definiere die Semantik des Programms fiir jede einzelne Anweisung.

Ansatz:

e Definiere Beweisregeln, die auf Konfigurationen angewendet werden, bis ein finaler Zustand abgeleitet
ist.



e Wir schreiben Regelanwendungen als Transition zwischen Konfigurationen:
— ¢f — c¢f’ bedeutet, dass cf’ in einem Schritt aus cf abgeleitet werden kann,

— ¢f =" ¢f’ bedeutet, dass cf’ in genau n Schritten aus cf abgeleitet werden kann (fiir n = 0
erhalten wir ¢f = ¢f’), und

— ¢f =* ¢f’ bedeutet, dass es ein n gibt sodass ¢f =" ¢f’ gilt.
e Verwenden spezielle Konfiguration ¢ um finale Zustédnde zu kennzeichnen.

Definition 1.5

Eine Konfiguration ist ein Paar (c¢,0) € Prog x State, wobei
e ¢ das (noch) auszufithrende Programm ist, und

e ¢ der Zustand des Programms ist. |

Definition 1.6

Die Small-Step Transitionsrelation zwischen Konfigurationen
— C (Prog x State) x ( (Prog x Stat tat
C (Prog x State) x ( (Prog x State) U State, )
nicht final final

ist die kleinste Relation, die folgenden Regeln geniigt:

——  (SKIP
(skip, o) > o ( )

(x=a, 0) = olz— S[a](0)] (ASSIGN)

(c1,0) = o

(01;627 0’) - (027 O'/) (SEQ].)
(c1, 0) = (¢}, o)
(c1;¢2, 0) = (ch;ca, 0) (SEQ2)
S[b](o) =1 S

(if b then ¢ else 3 end, 0) — (c1, 0

S[b](e) =0

(if b then ¢y else cp end, o) — (co, O

(IF_FALSE)

S[b](o) =1
(while bdo cend, o) — (¢;while b do c end, o)

(WHILE_TRUE)

S[bl(e) =0
(whilebdocend, o) — o

(WHILE_FALSE)

S[b](o) =1

ASSUME
(assume(b), 0) = o ( )




Bemerkung

e Aus Griinden der Kiirze, verzichten wir auf die Labels von Blocken.
e Die Definition der Transitionsrelation benutzt Regeln der Form

P

C
wobei die Schlussfolgerung C' nur gezogen werden kann, falls die Vorbedingung P gilt.
e Regeln ohne Vorbedingung heiflen Aziome.

e Ein assume Statement hat nur eine Regel, ndmlich fiir den Fall, dass die Bedingung erfiillt ist. Falls
die Bedingung nicht erfiillt ist, kann das assume nicht abgeleitet werden, blockiert somit also jegliche
weitere Ausfiihrung.

e Man hitte auch folgende, dquivalente Regeln benutzen kénnen, welche allerdings zu léngeren
Ableitungen fiihren:

(z =a, o) = (skip, o[z — S[a](0)]) (AssIGN')

. . ‘ . (WHILE')
(while bdo cend, o) — (if b then ¢;while b do ¢ end else skip end, o)

S[b](o) =1

(assume(d), o) — (skip, o)

(ASSUME)

e Der Einfachheit halber haben wir die Labels von Anweisungen weggelassen.

Beispiel 1.7

Betrachte folgendes Programm:

c = z=x+1; loop
= zr=2+1; whilez >0Ay<ldoy=y+1end

Wir schreiben Zustédnde o des Programms wie folgt: o = (¢, j) bedeutet o(x) =4 und o(y) = j.
Dann liefern die obigen Regeln folgende Ableitungen:

(1) (x==x+1,(0,0)) — (1,0) nach (ASSIGN)

(2) (x =x+ 1;loop, (0,0)) — (loop, (1,0)) nach (SEQ1) zusammen mit (1)
(3) Sz >0]((1,0) = >(1,0) =
(4) Sy < 11((1,0) = <(0,1) = 1
(5) S[x>0Ay < 1]((1,0)) = min(1,1) = 1 nach (3) und (4)
(
(
(
(

7
8
9) S[y<1]((1,1)) = <(1,1) =0
(10) Sz >0Ay < 1]((1,0)) = min(-,0) = 0 nach (9)
(11

(y=y+1,(1,0)) = (1,1) nach (ASSIGN)

)
)
)
)
6) (loop, (1,0)) — (y =y + 1;loop, (1,0)) nach (WHILE_TRUE) zusammen mit (5)
)
) (y =y + 1;loop, (1,0)) — (loop, (1,1)) nach (SEQ1) zusammen mit (7)

)

)

)

(loop, (1,1)) — (1,1) nach (WHILE_FALSE) zusammen mit (10)



Oft stellt man die Ableitung als Transitionssystem ((Prog x State) U State, —, init) dar, wobei init die
initial Konfiguration ist. Fiir gewohnlich stellt man nur die tatséchlich erreichbaren Konfigurationen dar.
Obiges Beispiel liefert:

init = (x = x + 1; loop, (0,0))
— (loop, (1,0)) nach (2)
— (y =y + L loop, (1,0)) nach (6)
— (loop, (1,1)) nach (8)
— (1,1) nach (11) 0

Beispiel 1.8
Betrachte folgende Modifikation

c = x=x+1; loop
= xrx=x2+1; whilex >0doy=y+1end
des obigen Programmes, sodass es nicht terminiert.

Dann erhalten wir einen unendliche/nicht-terminierende Ableitung wie folgt:

x =+ 1;loop’, (0,0))
', (1,0))
y =y + L loop’, (1,0))
", (1,1))

it =

—~ o~~~
—
8
=

-~
=)
S

bS]

(loop’, (1,k))
(y =y +1;loop’, (1,k))
(loop’, (1,k + 1))

A

Lemma 1.9

Die Small-Step Transitionsrelation ist deterministisch: Fiir alle Ableitungen (¢, o) — ¢f’ und (¢, o) — ¢f”
gilt of = ¢f”. O

1.2.2 Big-Step Semantik

Ziel: Definiere die Semantik des Programmes, sodass die gesamte Ausfithrung zusammen gefasst wird.

Definition 1.10

Die Big-Step Transitionsrelation zwischen Konfigurationen
I C (Prog x State) x State 0
ist die kleinste Relation, die folgenden Regeln geniigt:

R

@=a,0) Fole s Sajie)] AN



(c1,0) o (co, 0') | o”
(c15¢2,0) L o”

(BSEQ)

S[ol(e) =1 (c1,0) {0

(if bthen ¢y elsecp end, o) || &

(BIF_TRUE)

S[bl(e) =0 (ca, 0) | o

(if bthen ¢y else cpend, o) |} o

(BIF_FALSE)

S[b](e) =1 (c,o) o’ (while bdo cend, o) | o
(while bdo cend, o) | o”

(BWHILE_TRUE)

S[bl(o) =

(wvhile bdo cend, o) | o

(BWHILE_FALSE)

S[bl(o) =
(assume(d), o) || o

(BASSUME)

Beispiel 1.11

Betrachte wieder folgendes Programm:

c = x=x+1; loop
= z=2+4+1; whilex >0Ay<ldoy=y+1end

Dann liefern die obigen Regeln folgende Ableitungen:
(1) (x=2x+1,(0,0)) § (1,0) nach (BASSIGN)
(2) w=y+1,(1,0)) 4 (1,1) nach (BASSIGN)
(3) (loop, (1,1)) § (1,1) nach (BWHILE_FALSE) und Sz >0Ay < 1]((1,1)) =0
(4) (loop, (1,0)) J (1,1) nach (BWHILE_TRUE) wegen Sz > 0Ay < 1]((1,0)) =1, (2), und (3)
(5) (¢, (0,0)) I (1,1) nach (BSEQ) zusammen mit (1) und (4)

Wir kénnen die Ableitungen als Beweisbaum darstellen:

Slz>0Ay <1]((1,1)) =
S[z>0Ay<1)((L0) =1 (y=y+1, (1L,0) 4 (L1 (loop, (1,1)) 4 (1,1)
(@=2+1(0,0) ¥ (1,0 (loop, (1,0)) ¥ (1,1)
(¢, (0,0)) ¥ (1,1)

O

Beobachtung

In der Big-Step Semantik kann Divergenz (Nicht-Terminierung) nicht erkannt werden — es gibt lediglich
keinen finalen Zustand, da der Beweisbaum nicht abgeschlossen werden kann. Im Gegensatz dazu ist
Divergenz in der Small-Step Semantik erkennbar, da die Zwischenkonfigurationen sichtbar sind — man
erhilt einen unendlichen/nicht-kreisfreien Konfigurationsgraphen. |

Satz 1.12 (Zusammenhang Small-Step und Big-Step Semantik)
Fiir alle ¢, o gilt: (¢, o) =* ¢’ gdw. (¢, o) | o'. O



Beweis (Idee)
”=" Fiihre eine Induktion nach der Linge n der Ableitung durch. Zeige:

V¢ € Prog Vo,o' € State. (¢, 0) »" o' = (c,0) | o’

Induktionsanfang: Betrachte Ableitungen der Lange n < 1. Nach Definition, trifft dies auf die Regeln
(SKIP), (ASSIGN), (WHILE_FALSE), und (ASSUME) zu. Diese haben Entsprechungen in der Big-Step
Semantik.

Induktionsschritt: Betrachte eine Ableitung der Lénge n + 1: (cp, 09) — (¢, o) =™ o’. Nach
Induktion existiert (¢, o) | o’. Fithre nun eine Fallunterscheidung iiber die Moglichen Transition
(co, 00) = (¢, ), um die Aussage zu zeigen.

7« Ahnlich zum ersten Fall. Fiihre eine Induktion nach der Hohe n des Beweisbaums durch. Zeige: Falls
(¢, o) | o’ mittels eines Beweisbaums der Héhe hochstens n nachgewiesen werden kann, so existiert
eine Ableitung der Form (¢, o) —* o’. |

Bemerkung (Vergleich von Small-Step und Big-Step Semanitk)
Small-Step Semantik:

o Komplexe Programmkonstrukte sind einfach zu modellieren. Z.B.: Nebenldufigkeit, Speicher, Lauf-
zeitfehler, Divergenz (Nicht-Terminierung).

e Potenziell aufwindig Eigenschaften von Programmen nachzuweisen.
Big-Step Semantik:
e Typischerweise einfacher Programmeigenschaften nachzuweisen.

e Information iiber Zwischenzustéinde wird nicht explizit dargestellt. Dadurch sehen Programme ohne
Endzusténde alle gleich aus (Schleifen, Fehler, Deadlocks).

e Kinige Programmeigenschaften kénnen nicht nachgewiesen werden. ]



1.3 Axiomatische Semantik

Ziel: Zeige, dass Programme einen gewiinschten Effekt erzielen, bzw. korrekt sind. Dazu miissen alle
moglichen Eingaben betrachtet werden (nicht wie bisher nur einzelne Startzusténde).

Ansatz:
e Zeige Aussagen der Form:

Falls © < 1 vor der Ausfithrung von Programm c gilt, dann erhalten wir > 2 nach der
Ausfithrung von ¢ — vorausgesetzt das Programm terminiert.

e Diese Aussage stellt partielle Korrektheit dar, wobei partiell hier die Tatsache beschreibt, dass das
Programm nicht terminieren muss und in einem solchen Falle keinerlei Garantien gegeben werden.

e Um Terminierung mit einzubeziehen, macht man Aussagen iiber totale Korrektheit. Diese sind von
der Form:

Falls z < 1 vor der Ausfithrung von Programm c gilt, dann terminiert ¢ garantiert und
wir erhalten > 2 nach der Ausfiithrung.

(In dieser Vorlesung werden wir nicht auf totale Korrektheit eingehen.)

e Aussagen der partiellen Korrektheit werden als Hoare Triple (nach Sir Tony Hoare) dargestellt
{x<1l}ec{x>2}
mit
— Vorbedingung (Precondition) x < 1, die die Startzustinde o von Interesse charakterisiert.

— Programm c.

— Nachbedingung (Postcondition) x > 2, die angibt, welche Eigenschaften die Endzusténde o/,
(c,0) | o', erfiillen.

Vor- und Nachbedingungen werden auch Zusicherungen (Assertions) genannt.

Bemerkung

e Dieser Ansatz ist die Alte Schule der Programmverifikation und geht zuriick bis zu Turings Paper
Checking a large routine aus dem Jahre 1949. Popularitit erlangt der Ansatz erst spéter durch die
Arbeiten von Robert Floyd und Tony Hoare.

e Urspriinglich war der Ansatz nicht zum Nachweis von Eigenschaften von Programmen entwickelt
worden, sondern um die Bedeutung von Programmkonstrukten zu erklidren. Die Bedeutung ist dabei
beschrieben durch Axiome und Regeln, dhnlich zur SOS-Semantik. Daher der Name aziomatische
Semantik. (]

Definition 1.13

Assertions sind Formeln der Pridikatenlogik erster Stufe {iber der Signatur von While-Programmen:
A=true | false | a1 <ag | "A | AxNAy | i A
mit
e ¢ ist eine ganzzahlige Variable iiber Z, die von den im Programm vorkommenden Variablen unter-
schiedliche ist,

e a; und ay sind arithmetische Ausdriicke, die neben Programmvariablen auch ganzzahlige Variablen
enthalten diirfen, und

e Assertions sind abgeschlossen beziiglich ganzzahligen Variablen (d.h. diese treten nur quantifiziert
auf).

10



Wir schreiben S,0 F A, falls S[A](0) = true. Da es sich bei § immer um die Struktur von While-
Programmen handelt, schreiben wir auch o £ A — sprich o erfillt A. |

Definition 1.14
Ein Hoare Triple hat die Form { A} ¢{ B} wobei A, B Assertions sind und c ein Programm ist.

Ein Hoare Triple ist giiltig (bzgl. S), geschrieben F { A} ¢ { B}, falls gilt

Vo,0' € State. o E AN (c,0) o/ = o' EB. 0

Beispiel 1.15

e Betrachte ¢ = while true do skip end. Dann gilt F { true } ¢ { A} fiir alle Assertions A, da ¢ nicht
terminiert.

e Fiir c =while x < 2 do skip end gilt F { true } ¢ {x > 2}, da ¢ nur fiir x > 2 terminiert.

) {s:O,nzl}whilen<101dos:s—|—n;n:n—i—lend{s:zggi O

1.3.1 Der Hoare Kalkiil

Ziel: Priife die Validitdt von Hoare Tripeln algorithmisch.

Ansatz: Benutze ein Beweissystem (also mit Regeln syntaktischer Natur), welches genau die validen
Hoare Tripel (Eigenschaften semantischer Natur) fasst.

Definition 1.16
Die Regeln des Hoare Kalkiils sind die Folgenden:

(AYskip(a] K

{Alzr —»a}z=a{A} (ASSIGN)

{Ata{C} {Cle{B}
{A}ei; e {B}

(SEQ)

{A/\b}Cl{B} {AA_‘b}CQ{B}
{A}if bthenc; elsecy end { B}

(1)

{AANbYc{A)}

[A}while bdocend (AA 5} )

A= A {A}e{B}Y B = B
{A}c{B}

(CONSEQUENCE)

Falls es einen Beweis in obigem Kalkiil fiir { A} ¢ { B} gibt, so schreiben wir - { A} ¢ {B}. O
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Bemerkung

e Die Regel (ASsIGN) ist die Gewiinschte. Betrachte @ = x + 2. Welche Vorbedingung bendtigen wir,
um x > 2 nach der Ausfithrung zu garantieren? Der Regel zufolge:

{@>z—c+2}x=ax+2{z>2}
Tatséchlich:
(r>2)x—ax+2=2+2>2 < >0
e In Regel (WHILE) wird A auch Schleifeninvariante genannt, da die Voraussetzung { AANb} c{ A}
der Regel verlangt, dass das Ausfithren des Schleifenrumpfes die Assertion A bewahrt.
e Das Finden von Schleifeninvarianten ist schwer!
e Intuitiv gilt Regel (CONSEQUENCE), da
— die Vorbedingung verstirkt wird (sodass sie von weniger Zustéinden erfiillt wird), und
— die Nachbedingung abschwiicht wird (sodass sie von mehr Zustidnden erfiillt wird).

e Die Regeln des Hoare Kalkiils sind syntaktischer Natur. D.h., dass wir in Regelanwendungen keine
Formeln durch logisch dquivalent ersetzen diirfen. Um solche Ersetzungen durchzufiihren, bedarf es
einer Anwendung von (CONSEQUENCE). O

Beispiel 1.17
Betrachte das folgende Programm:

c=whilex > 0do

Yy=y*xx
r=x—1;

end

Wir wollen nachweisen, dass ¢ die Fakultét n! berechnet, mit nl =nx(n—1)* (n —2)%---*2% 1 und
0! = 1. Genauer bedeutet dies, dass wir die Validitét des folgenden Hoare Triples nachweisen wollen:

F{z=nAn>0Ay=1}c{y=n!}
Dazu gehen wir wie folgt vor:
e Da c eine Schleife enthélt, benttigen wir eine addquate Schleifeninvariante I:

I=yxzl=nlAz>0

Um zu zeigen, dass es sich bei I tatsédchlich um eine Schleifeninvariante hélt, miissen wir
F{IAz>0}y=y*xz;z=x—1; {I}
nachweisen. Dazu:

— Regel (AssIGN) liefert
F{lx—az—-1}z=2—-1{I}

— Eine weitere Anwendung von (ASSIGN) gibt

F{Ilz—ax-1y—yxz|}y=yxa{llz—z—1]}

— Damit folgt
F{Ilz—ac—-1]ly—yxz]ty=y*xzza=ax—-1{I}

aus (SEQ)
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— Es gilt:
Io—ao—1y—y*a] = (yx(@—D=nlAa—1>0)[y—yx*az]
=yszx(z—1)l=nlAz—-1>0

— Ferner gilt:

INe>0 = yxax!l=nlAx>0Az>0
= yxzx!l=nlAx>1
= yxzr*x(z—1)!=nlAz—-1>0
— Iz—x—1y— yxuz

— Also folgt mit (CONSEQUENCE) das Gewiinschte:

F{IANz>0}y=y*xzz=2—1; {I}

e Eine Anwendung von (WHILE) liefert

F{IYe{IA—(z>0))}

Es gilt:
r=nAn>0Ay=1 = yxz!l=nlAx>0 <= I

e Des Weiteren gilt:
IN=(z>0) = yxzl=nlAz>0A=(z>0)
= yxzl=nlAz=0
= y* 0! =n!
= y=n!

Damit lasst sich Vorbedingung des obigen Hoare Triples verstdrken und die Nachbedingung ab-
schwiichen, sodass wir mit (CONSEQUENCE) erhalten:

F{z=nAn>0Ay=1}c{y=nl} 0

1.3.2 Volistandigkeit und Korrektheit des Hoare Kalkiils

Ziel: Zeige, dass der Hoare Kalkiil (1) vollstdndig und (2) korrekt ist. Das bedeutet, dass (1) die Validitét
eines jeden Hoare Tripels im Kalkiil nachweisbar ist, und dass (2) jedes im Kalkiil ableitbarer Hoare Tripel
tatsachlich valide ist.

Problem: Um die Vollstéandigkeit des Hoare Kalkiils zu zeigen, miissen wir fiir jedes giiltige Hoare
Triple { A} ¢ { B} zeigen, dass es sich im Kalkiil herleiten lidsst. Typischerweise bietet es sich an, einen
solchen Beweis per Induktion nach der Struktur der Programme zu fithren. Wenn man in einer solchen
strukturellen Induktion den Fall

F{A}ci;e2{B}

betrachtet, benttigt man, um die Induktionsvoraussetzung anwenden zu kénnen, eine Assertion C' mit
F{A}a {C} und E{C}cw{B}.

Existiert ein solches C, so wiirde man iiber die Induktionsvoraussetzung
F{A}e {C} und F{C}e{B}

erhalten und die Behauptung mittels (SEQ) folgern.

Wie konnen wir die Existenz eines solchen C' nachweisen?

13



Loésung: Zeigen, dass fiir jedes Programm ¢ und jede Nachbedingung B diejenige Menge an Zustdnden
e von denen aus die Ausfithrung divergiert, oder
e von denen aus die Ausfithrung in einem B-erfiillenden Zustand terminiert

mittels der zuvor definierten Assertions ausdriickbar ist.

Definition 1.18

Sei ¢ ein Programm und B eine Nachbedingung. Die weakest liberal precondition (wlp) ist die Menge an
Zusténden definiert durch:

wlp(c, B) := {0 € State | Vo' € State. (c,0) |} 0’ = o'EB}.

Der Ausdruck liberal gibt hier an, dass es sich um partielle Korrektheit handelt. Fiir totale Korrektheit
nennt man die entsprechende Definition weakes precondition (wp). O

Bemerkung

Es ist nicht klar/offensichtlich, dass die von uns definierten Assertions fiir jedes beliebige ¢ und B ein
Element enthalten, welches wip(c, B) charakterisiert. |

Definition 1.19

Eine Assertion-Sprache L ist ausdrucksmdchtig, falls es fiir alle ¢ € Prog und B € L eine Assertion A € £
gibt mit
wip(e, B) =S[A] :={0 € State |c F A} 0O

Lemma 1.20

Sei S[A] = wlp(c, B). Dann gilt:

(1) Das Hoare Triple { A} ¢ { B} ist giiltig, also = { A} c¢{B}.

(2) FallskF{ A"} c{ B} gilt, so gilt auch A’ = A.

Intuitiv bedeutet Aussage (1), dass es sich bei A um eine Vorbedingung handelt, und Aussage (2), dass es

sich bei A um die schwéchste Vorbedingung handelt (beziiglich logischer Implikation = ; faktorisiert
nach logischer Aquivalenz <= ). |

Satz 1.21 (Dijkstra’76)

Die obige, von uns definierte Assertion-Sprache ist ausdrucksmichtig. (]

Bemerkung

Der Satz zeigt, dass die schwéchste Vorbedingung in der Assertion-Sprache fassbar ist.

Der Satz zeigt noch mehr, ndmlich wie man wip(-, -) berechnet. Wir beschrénken uns auf Schleifen-freie
Programme, und definieren die Funktion pred(c, B) wie folgt:
pred(skip, B) := B
pred(z := a, B) := B[z — a]
pred(cy;ce, B) = pred(cy, pred(ce, B))
pred(if b then c¢; else cg end, B) := (b A pred(c1, B)) V (=b A pred(ca, B))
pred(assume(b), B) :==b = B

Man kann zeigen
Vo € State. o F pred(c, B) <= o € wip(c, B)

und somit S [ pred(c, B) ] = wip(c, B). Aus diesem Grunde schreiben wir zumeist einfach wip(c, B) und
meinen damit pred(c, B). O
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Mit der gezeigten Ausdrucksstirke des Hoare Kalkiils kann man nun die Vollsténdigkeit zeigen. Das
folgende Lemma spielt dabei eine zentrale Rolle.

Lemma 1.22
Fiir alle Programme ¢ und Assertions B gilt: b { pred(c, B) } ¢{ B }. O

Beweis (Idee)
Induktion nach der Struktur von c.

Induktionsanfang: Fiir skip und Zuweisungen folgt die Behauptung direkt aus den Beweisregeln des Hoare
Kalkiils.

Induktionsschritt: Fallunterscheidung iiber die zusammengesetzten Anweisungen, dann Induktionsvoraus-
setzung plus Regeln des Hoare Kalkiils. |

Alternativ kann man statt der schwéchsten Vorbedingung auch mit starksten Nachbedingungen arbeiten.

Definition 1.23

Sei ¢ ein Programm und A eine Vorbedingung. Die strongest postcondition (sp) ist die Menge an Zustédnden
definiert durch:
sp(A, ¢) := {0’ € State | o € State. cE AN (¢c,0) o’} . 0

Lemma 1.24

Sei S[B] = sp(c, A). Dann gilt:

(1) Das Hoare Triple { A} ¢ { B} ist giiltig, also E { A} c¢{B}.
(2) Falls E {A} c{ B’} gilt, so gilt auch B = B'.

Intuitiv bedeutet Aussage (1), dass es sich bei B um eine Nachbedingung handelt, und Aussage (2), dass
es sich bei B um die stiarkste Nachbedingung handelt. O

Bemerkung

Der obige Satz (Satz 1.21) zeigt auch wie man sp(-, -) berechnet. Wir beschriinken uns auf Schleifen-freie
Programme, und definieren die Funktion pred’(A, c¢) wie folgt:

pred’ (A, skip

Alz = 2’| ANz = alz — 2] wobei ' unbenutzt

A
pred (A, x:=a 3o’
pred’ (pred (4, 1), ¢2)
pred’
AN

) :
) :
pred' (A, c1;c2) :
) :
) :

(A/\b c1) V pred (A A —b, co)

pred’' (A, if b then ¢; else ¢ end

pred' (A, assume(b)

(]
Satz 1.25 (Dijkstra’76)
Fiir alle Programme ¢ und alle Assertions A, B gilt: pred’(A, ¢) E B <= AF pred(c, B). |
Satz 1.26 (Vollstindigkeit, Cook’74)
Fiir alle A, B,c gilt: ausF { A} c{ B} folgt - {A}c{B}. O
Beweis
Nach Lemma 1.22 gilt - { pred(c, B) } ¢ { B }. Satz 1.21 liefert S [ pred(c, B)] = wip(c, B). Damit ergibt
sich A = pred(c, B) aus Lemma 1.20. Mit (CONSEQUENCE) folgt dann - { A} c¢{ B }. |
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Satz 1.27 (Korrektheit)
Fiir alle A, B,c gilt: aus-{A}c{B} folgt F{A}c{B}.

Beweis (Idee)

Standardinduktion nach der Hohe des Beweisbaums.
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1.4 Verification Condtions

Ziel: Zeige Korrektheit von Programmen, also Validitit von Hoare Tripeln, (vollstindig) automatisch.

Idee:
e Wir haben bisher gezeigt, dass F { A} ¢ { B} dquivalent ist zu F A = pred(c, B).
e Beachte, dass es sich bei A = pred(c, B) um eine logische Formel handelt, die komplett frei vom
Programm c ist.
e Wir hoffen, dass Solver (Theorem Prover, SAT-Solver, SMT-Solver, Constraint-Solver, ...) die

Validitdt solcher Formeln automatisch zeigen kénnen.

Ansatz: Annotiere das Programm mit Schleifen-Invarianten und ggf. mit weiteren Assertions, um die
Aufgabe des Solvers zu vereinfachen. (Wir haben bereits gesehen, dass das Finden von Schleifen-Invarianten
nicht trivial ist.)

Definition 1.28

Die Syntax von annotierten While- Programmen ist durch folgende BNF gegeben:

c:= skip | z:=a | assumed | ¢15¢2 | e1;{ D}
| if b then ¢; else ¢y end
| whilebdo {D }cend

wobei D eine Assertion ist, und die arithmetischen und boolschen Ausdriicke wie bisher definiert sind.

Wie bisher schreiben wir E { A} ¢ { B} fiir annotierte While-Programme c. Dieses Hoare Triple ist giiltig,
falls das entsprechende Hoare Triple ohne Annotationen giiltig ist. O

Bemerkung

Beachte, dass Schleifen-Invarianten annotiert werden miissen. Annotationen in Sequenzen sind dagegen
optional.

Der Einfachhalt halber fithren wir keine Annotationen in If-Then-Else-Blocken ein. Um eine Annotation
zu erhalten, kann eine Sequenz mit skip verwendet werden. O

Beispiel 1.29

c=whilex > 0do
{yxaz!l=nlAz>0}
Yy=y*xz
r=x— 1
end O

Ansatz (im Detail): Wir wollen jedem Hoare Triple { A} ¢ { B}, wobei ¢ ein annotiertes Programm
ist, eine Menge an Zusicherungen zuordnen, deren Validitéit die Validitéit des zugehorigen Hoare Triples
impliziert. Wir nennen diese Menge an Zusicherungen Verification Conditions, geschrieben ve({ A}c{ B}).

e Betrachte das Hoare Triple { A} ¢1;¢2 { B }, wobei ¢; und ¢ Schleifen-frei sind. Dann kénnen wir
eine Annotation generieren:

{A}ci;{D}e2{B} mit D =pred(ce, B) .
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e Somit annotieren wir das gesamte Programm, und miissen nur noch die Validitédt der einzelnen
{ A} c{ B} priifen, wobei ¢ primitive Anweisungen sind. (Wie diese Validitit zu priifen ist, wird
sofort aus dem Hoare Kalkiil klar.)

e Problematisch sind allerdings Schleifen.
(1) Wie generieren wir Verification Contions fiir Schleifen?

(2) Wie generieren wir Annotationen fiir nicht-annotierte Sequenzen, die Schleifen enthalten?

ad 1) Betrachte { A} while bdo { D } c end { B }. Dabei soll D eine Schleifeninvariante sein. Das heifit,
es soll gelten:
E{DAb}c{D}.

Wenn nun zusétzlich gilt:
A= D und DA-b = B

dann erhalten wir mit (CONSEQUENCE)
F{A}whilebdocend{B}.
Dementsprechend sollte die Verification Condition fiir While-Schleifen wie folgt lauten:
ve({A}whilebdo {D}cend {B})
=vc({DAb}c{D}) U{A = D} U{DA-b = B}
ad 2) Betrachte nun { A} ¢;w { B }, wobei w eine While-Schleife mit Invariante I ist. Wie zuvor suchen

wir eine Annotation D, so dass F { A} ¢;{ D } w{ B} gilt. Nach obiger Diskussion wissen wir, dass
falls E ve({ D } w{ B}) gilt, dann

e ist [ eine Schleifen-Invariante, und

oD — |
Wihlen also schwichste Annotation, ndmlich D := 1.
Anschaulich:

e Teile das Programm in sogenannte Basic Paths auf.

e Ein Basic Path enthilt keine Schleifen (keine Kreise im Kontrollflussgraphen; If-Blocke sind
erlaubt).

e Genauer: ein Basic Path geht von Start/Invariant nach Ende/Invariante

e Illustration:

e Im Bild sind die Basic Paths:

(1)A—81—I
(2)I7wb7I
(3)]*62*3

e Wenn wir diese als Hoare Triple notieren, nehmen wir die Schleifenbedingung mit auf (vgl.
Assume-Statement-Konstruktion statt Bedingungen in While-Schleifen und If-Then-Else-
Blocken).

(1) {A}ea {1}
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(2) {INb}wp {1}
(3) {IN=b}ea{I}
e Diese Methode erlaubt es uns, die unendlich vielen Pfade durch das Programm aufzuschneiden,

in endlich viele Basic Paths.

Definition 1.30

Die Funktion vc generiert zu jedem annotiertem Hoare Triple { A} ¢ { B} eine Menge an Verification
Conditions wie folgt.

vc({A}skip{B}) ={A = B}
ve({A}z:=a{B})={A = Bz ad]}
vc({A}assume b{B}):={b = B}

ve({Afe {D}Uvc({D}e2 {B})

vec({ANbYear {B})Uvc({AN-b}ca {B})
ve{DAb}Ye{D})U{A = D}U{DA-b = B}
ve({ A} er; { pred”(cz, B) }ea { BY)

ve({ A} if bthen ¢y else cy end { B}
ve({A}whilebdo {D}cend{B}
ve({A}cr;e0{B}

):
)
):
ve({A}te;{D}ea{B}):
):
):
):

mit
pred”(c, B) = D , falls c=while _do { D} _end 0
pred(c, B) , sonst
Satz 1.31 (Korrektheit)
Fuc({A}c{B}) impliziert E{ A} c{ B} O

Beweis (Idee)
Induktion nach der Struktur von Programmen. ]
Beispiel 1.32
Betrachte folgendes Programm
c=vwhilexz > 0do
{yxzl=nlAz >0}
Yy=y*x
r=x—1;
end
und
A=z=nAn>0Ay=1
I=yxx!l=nlAz>0
B=y=n!
Dann liefert vc folgende Verification Conditions:
ve({A}e{B})
ve{INz>0}y=yszo=c—-1{I}H) U{A = I} U{INz2<0 = B}
=vc({INz>0}y=yxz;{I[z—x—1}x=x—-1;{1})

U{A = T}U{IANz<0 = B}
=vc({Inz>0}ty=yxax{Illz—z—-1}) Uvec{I[z—az—-1}z=2-1;{1})
U{A = T} U{IA2<0 = B}

{INz>0 = Iz—z—-1|ly—yx*xz]} U{Ilz—z—-1] = Iz—z—-1]}
U{A = T}U{IAnz<0 = B}
Es gilt also E ve({ A} ¢ { B }). Mit obigem Satz dann auch E { A} ¢ { B} (vgl. Beispiel 1.17). O
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Bemerkung (Vorteile von Verification Conditions)
Die Validitét von Verification Conditions lésst sich mit SAT/SMT Solvern (z.B. rise4fun.com/z3) zeigen.

Das Generieren und Priifen der Verification Conditions ist somit automatisierbar. O
Lemma 1.33

Aus E { A} c{ B} folgt nicht unbedingt F vc({ A} c{B}). O
Beweis

Betrachte  { true } while false do { false } skip end { true }. Es gilt:

ve({ true } while false do { false } skip end { true })
= vc({ false A false } skip { false }) U { true = false } U { false A —false = true}

Da true = false keine valide Formel ist, ist die generierte Verification Condition nicht valide, also
H ve({ true } while false do { false } skip end { true }), obwohl das dazugehérige Hoare Triple valide ist.H
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2 Verbande und Fixpunke

In diesem Abschnitt studieren wir die formalen Grundlagen der statischen Programmanalyse: Verbinde
und Fixpunkte. Wir werden im Laufe der Vorlesung verschiedene Verfahren diskutieren, die Fixpunkte auf
solchen Verbéinden ausfiihren. Warum diese Verfahren auf Verbénde zuriickgreifen, wollen wir in folgendem
Beispiel motivieren. Anschliefend folgt eine formale Betrachtung.

2.1 Verbdnde in der Programmanalyse

Es folgt ein motivierendes Beispiel, welches ein grundlegendes Problem der statischen Programmanalyse
aufdeckt: Berechenbarkeit. Wir skizzieren, wie wir trotz dieser Hiirde korrekte Analysen durchfithren
konnen.

Ziel: Eine typische Aufgabe bei der Programmanalyse ist es, die Menge der Zusténde zu ermitteln, die
an einem Programmpunkt eingenommen werden koénnen. Diese Zusténde ergeben sich gegebenenfalls
auf Grund verschiedener Ausfithrungen. Diese Aufgabe ist insofern relevant, als dass der Zustand eines
Systems Aufschluss iiber sein Verhalten gibt.

Ansatz: Betrachte alle Ausfithrungen und bilde die Vereinigung iiber die Zustéinde, die an einem Punkt
erreicht werden.

Beispiel 2.1

Betrachte folgendes Programm: Es gibt nur eine Ausfithrung des Programms. Diese erreicht
folgende Zusténde:

1 p = 5;

2 q = 2 e in Punkt 5: {(6,2),(7,4),(8,6) }

3 while (p > q) {

4 p = p + 1; e in Punkt 6: { (6,2),(7,4), (8,6),(8,8) }

’ ) a:=a*2 Damit ist gezeigt, dass nur gerade Werte ausgegeben werden.
6

7 print q;

O
Problem: Vereiningung iiber alle Zusténde ist nicht berechenbar (Satz von Rice).

Ansatz: Abstraktion

e Fiihre das Programm auf abstrakten Zustanden aus. Dazu interpretiere die Befehle in der abstrakten
Domaéne. Ziel ist es, das gewiinschte Resultat in der abstrakten Doméne auszurechnen.

e Die konkreten Zustinde an einem Punkt werden durch die abstrakten Zustinde an diesem Punkt
darstellt.

e Ein abstrakter Zustand beschreibt typischerweise mehrere (unendlich viele) konkrete Zustéinde.

e Bilde den Join (L) der abstrakten Zustdnde Join-over-all-paths (JOP) (in der Literatur auch
Meet-over-all-paths)

e Falls die abstrakten Zusténde einen wvollstindigen Verband bilden, existiert der Join.
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Beispiel 2.2 (Fortsetzung)
Vollstdndiger Verband der abstrakten Werte:

Dabei reprisentiert der abstrakte Zustand (o, 0e) alle konkreten Zusténde mit
e p hat einen ungeraden Werte (odd),
e g hat irgendeinen Wert (odd oder even).

Der Join iiber alle abstrakten Ausfithrung, die zu Punkt 5 fiihren, ist:

L u (ee) = (ee)
(e;e) U (oe) = (oee)
(oe,e) U (oe,e) = (oe,e)

Dementsrechend erhalten wir fiir Punkt 6 den abstrakten Wert (oe, ¢). Damit haben wir also ebenso einen
Nachweis erbracht, dass lediglich gerade Werte ausgegeben werden. ]

Warum benétigen wir Fixpunkte?
e Anstelle des JOP, berechne Fixpunkt von Funktionen auf dem Verband.
e Unter weiteren Annahmen ist garantiert, dass der Fixpunkt JOP iiberapproximiert.

e Satz von Knaster-Tarski sagt aus, wann Fixpunkte existieren, und in diesem Fall konnen sie mit
Kleene-Iteration berechnet werden.
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2.2 Partielle Ordnungen und Verbande

Beobachtung

e (N, <) ist total geordnet: jeweils zwei Elemente sind in der Ordnung vergleichbar

e Einige Doménen sind nur partiell geordnet ]

Beispiel 2.3 (Teilmengen von {1,2,3}, Teiler von 12)
Teilmengen von {1,2,3 } beziiglich C Teiler von 12 beziiglich | (Teilbarkeit)

{1,2,3} 0 12

o S 4l.//\@6
t <L>{\§<f/<g> (3) 2 \?/ 3

%)
2 und 3 sind unvergleichbar.

{1,2} und { 2,3} sind unvergleichbar. 0

Definition 2.4 (Partielle Ordnung)

Eine partielle Ordnung (D, <) besteht aus einer Menge D # & und einer Relation < C D x D mit
folgenden Eigenschaften

o reflexiv:Vd e D : d < d
e transitiv: Vdy,do,d3 € D :dy < ds Ndy < d3 = di < d3

° antisymmetrisch: Vdi,do € D:dy <ds Ndy < dy = dy =dso |

Binére Relationen lassen sich als gerichtete Graphen auffassen, z.B.

Q/_\

{(a,a), (a,b), (b,c), (b,d),(d,c)} = a—b—d—c

Partielle Ordnungen liefern besondere Graphen:
e Reflexivitéit ~» Schleifen an Knoten
e Antisymmetrie ~+ keine nicht-trivialen Kreise

e Transitivitidt ~» Transitivitit der Kanten
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Beispiel 2.5 (Teiler von 12)

Das Hasse-Diagramm (rechts) ldsst Schleifen und induzierte Kanten des gerichteten Graphen (links) weg.

f
O 12 O 12

o e Y
T L
. N

2
1 1 0

Definition 2.6 (Join und Meet)
Sei (D, <) eine partielle Ordnung und X C D eine Menge.

e Ein Element o € D heifit obere Schranke von X falls x < o fiir alle z € X.
e Ein Element o € D heiflt kleinste obere Schranke bzw. Join von X falls
— o ist obere Schranke und
— o0 < ¢ fiir alle oberen Schranken o’ von X.
Wir schreiben den Join wie folgt: o = | | X.
e Ein Element u € D heifit untere Schranke von X falls u < z fiir alle x € X.
e Ein Element u € D heifit grifite untere Schranke bzw. Meet von X, falls
— wu ist obere Schranke und
— o/ < wu fiir alle unteren Schranken v’ von X.

Wir schreiben: v =[] X. O

Aus der Definition folgt, dass Join und Meet eindeutig sind, falls sie existieren. Angenommen sowohl o als
auch o’ sind kleinste obere Schranken. Dann gilt nach der zweiten definierenden Eigenschaft o < o’ und
o' < o. Mit Antisymmetrie folgt 0 = o'.

Beispiel 2.7
a und b haben

C)/ \) d e c und d als obere Schranken

c

g)><é e aber keine kleinste obere Schranke
a b

Definition 2.8 (Verband)

Ein Verband ist eine partielle Ordnung (D, <) in der fiir jedes Paar a,b € D von Elementen Join allb
und Meet aMb existieren. Dabei ist a U b Infixnotion fiir | |{a,b}.

O

Ein Verband heifit volistindig, falls fiir jede Teilmenge X C D von Elementen Join | | X und Meet [ X
existieren. ]
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Beispiel 2.9

a () Ob kein Verband

20
1 g} kein vollstédndiger Verband

0 g)
Lemma 2.10

(1) Ein vollstdndiger Verband (D, <) hat ein eindeutiges kleinstes Element (Bottom):
1= |_| g = I_l D

(2) Ein vollstdndiger Verband hat ein eindeutiges grofites Element ( Top):

T=[le=||D

(3) Jeder endliche Verband (D, <) (mit D endlich) ist bereits vollsténdig.
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2.3 Monotone Funktionen und der Satz von Knaster& Tarski

Definition 2.11 (Monotone Funktionen, Fixpunkte)
Sei (D, <) eine partielle Ordnung.

e Eine Funktion f: D — D heifit monoton, falls fiir alle x,y € D gilt:
v<y = f(x) < f(y)

e Sei f: D — D eine Funktion auf (D, <)
— Ein Fizpunkt von f ist ein Element x € D mit f(z) = .
— Ein Pre-Fizpunkt von f ist ein Element € D mit z < f(x).
— Ein Post-Fizpunkt von f ist ein Element € D mit f(z) < x. a

Beispiel 2.12

»é g postprefix

pre

pre post fix 2

b °
O

Satz 2.13 (Knaster&Tarski ’55)
Sei (D, <) ein vollstdndiger Verband und f : D — D monoton.
(1) Dann besitzt f einen (eindeutigen) kleinsten Fixpunkt, gegeben durch

Ifp(f) := [ |Postfix(f)
(2) Ferner besitzt f einen (eindeutigen) grdfiten Fixpunkt, gegeben durch

gfp(f) := || Prefix(/) O

Beweis

Zeige die Behauptung fiir Ifp(f).

Dazu sei

l:= |_| Postfix(f)

Zeige zunéchst

f) <i

Da I < fiir alle I’ € Postfix(f) und da f monoton, folgt
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F() < f(I') <1 fiir alle " € Postfix(f)

Da [ = [|Postfix(f) folgt

f) <l (%)
Zeige nun

1< f)
Mit (x) gilt:

FUW) < F)
Damit gilt
f (1) € Postfix(f) und so I < f(I) (%)

Mit Anti-Symmetrie folgt aus (%) und (x)

L= f()

Damit ist gezeigt, dass [ ein Fixpunkt ist. Beachte, dass jeder Fixpunkt von f auch ein Postfixpunkt ist
und daher in Postfix(f) enthalten ist. Da [ als kleinste untere Schranke aller Postfixpunkte definiert war,
ist [ insbesondere kleiner als jeder andere Fixpunkt und damit der kleinste Fixpunkt.

Der Beweis fiir gfp geht analog. |
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2.4 Ketten und der Satz von Kleene

Sei (D, <) eine partielle Ordnung.
e Fine Teilmenge K C D heifit Kette wenn sie total geordnet ist:

Vki,ky € K : k1 < kg oder ko < ky

e Eine Folge (k;);en heilit aufsteigende Kette, falls

ki < ]fi—&-l fir allei € N

Eine Folge (k;);en heifit absteigende Kette, falls

ki Z ki+l fir alle 7 € N

Eine auf-/absteigende Kette (k;);en wird stationdr, falls

dneN:Vi>n: k;, =k,

e (D, <) hat endliche Hihe, falls jede Kette K in D endlich viele Elemente hat.

e (D, <) hat beschrinkte Héhe, falls es n € N gibt, so dass jede Kette hochstens n Elemente hat.

Beispiel 2.14
1. In (N, <) wird jede absteigende Kette stationiir.

2. Die rot markierten Knoten bilden eine Kette.

Q 12

ey
g
N

Definition 2.15 (Kettenbedingung)
Eine partielle Ordnung (D, <)

o erfiillt die aufsteigende Kettenbedingung (ACC)*, falls jede aufsteigende Kette kg < k1 < -+

stationdr wird. (Man sagt auch (D, <) ist Artinsch, nach Emil Artin.)

e erfiillt die absteigende Kettenbedingung (DCC)?, falls jede absteigende Kette ko > ki > -

stationéir wird. (Man sagt auch (D, <) ist Noethersch, nach Emmy Noether.)

Beachte: ACC und DCC sind unabhéngig von den Verbandsbedingungen.

Lemma 2.16
Eine partielle Ordnung hat endliche Hohe gdw. (ACC) und (DCC) erfiillt sind.

Lascending chain condition

2descending chain condition

in D

in D



Definition 2.17 (Stetigkeit)
Sei (D, <) ein vollstdndiger Verband. Eine Funktion f : D — D heifit

(1) U-stetig (aufwirtsstetig), falls fiir jede Kette K in D gilt

r (LK) =)
=| [{f(o)Ik € K}

(2) M-stetig (abwirtsstetig), falls fiir jede Kette K in D gilt

r (1K) =T 7x)
=[N k)lk € K O

Satz 2.18 (Monotonie impliziert Stetigkeit)
Sei (D, <) ein vollstindiger Verband und f : D — D monoton.

(1) Falls (D, <) (ACC) erfiillt, dann ist f L-stetig.
(2) Falls (D, <) (DCQ) erfiillt, dann ist f M-stetig. O

Beweis

Wir zeigen (1). Der Beweis von (2) geht analog.
Sei K eine Kette in D. Es ist zu zu zeigen: f (| | K) = || f(K).

7<7” Firalleke K: k<||K.
Wegen Monotonie damit auch f(k) < f(| | K).
Da dies fiir alle k gilt, gilt auch | | f(K) < f(J K).

7 > 7 Wir zeigen zuniichst, dass es in K ein grofites Element gibt, d.h. es existiert k' € K, so dass fiir alle
ke K gilt: k<Fk.

Angenommen dies ist nicht der Fall, d.h. fiir alle ¥’ gibt es ein k" € K, so dass kK’ und k" unvergleichbar
sind oder k" > k gilt. Da alle Elemente einer Kette vergleichbar sind, kann der erste Fall nie eintreten.
Unter der Annahme, dass es zu jedem Element ein echt grofieres gibt, kénnen wir aber eine unendliche
echt aufsteigende Kette konstruieren. Dies ist ein Widerspruch zur aufsteigenden Kettenbedingung

(ACC).

Es gibt also ein groBites Element &’ in der Kette. Damit gilt: f(| | K) = f(k') <] f(K). |
Lemma 2.19
Sei (D, <) ein vollstdndiger Verband und f : D — D monoton.
Die Folge , . 4

(F (1)), mit 0 (1) 1= Lund f41 (1) = £ (£ (1))

ist eine aufsteigende Kette. |
Beweis

Wir zeigen fi(L) < fi+1(1) fiir alle i € N.
IA: fO(L)=1<f(Ll),da L =nD.

IV: Gelte fi(L) < fiT1(L) fiir ein 1.
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IS:  fHi(L) = FFH)
IV 4+ Monotonie

< FUTHL)) = 2L

Satz 2.20 (Kleene)
Sei (D, <) ein vollstandiger Verband und f : D — D monoton.

(1) Ist f U-stetig, dann gilt: Ifp(f) = U{f(L)|i € N}
(2) Ist f M-stetig, dann gilt: gfp(f) = N{f*(T)|i € N}

Beweis (Beweis von (1))
Zeige: | |{f"(L)|i € N} ist Fixpunkt.

RS (L) e N}
(f L-stetig) L{F (L)l € N}
(L=nD) = {f(L)ieN}

Zeige: | |{f?(L)|i € N} ist kleinster Fixpunkt.
e Betrachte d € D mit f(d) = d und zeige | J{f*(L)|i € N} ist kleiner
e Induktion nach i € N gibt fi(L) < d fa.ieN.

IA: f9(1)=1<d,da L =1D
IV:  Angenommen fi(1) < d fiir ein i.

V: 1 =141
IV+Mon. Vor

FRL =) = fd)=d
e Da fi(L) <dfa.ieN folgt

LJ{ri(lieNy <d
Der Beweis der zweiten Aussage funktioniert analog.
Satz 2.21
Sei (D, <) ein vollstdndiger Verband mit (ACC) und (DCC). Sei f : D — D monoton.
Dann ist
lfp(f) = L{f (D e N}
= /L) mit f"(L) = f*(L).
gfp(f) [ (T)li € N}
= /(M mit f*(T) = f"+1(T).
Beweis

Aus Monotonie folgt Stetigkeit wegen (ACC) und (DCC). Dann Satz von Knaster.
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3 Intraprozedurale Datenflussanalyse

In diesem Abschnitt diskutieren wir Datenflussanalysen, die es erlauben, effizient Eigenschaften von
Programmen nachzuweisen. Wir werden Analysen besprechen, wie sie in jedem Compiler zum Einsatz
kommen.

Ziel: Analysiere das Verhalten von Programmen statisch, d.h. zur Compile-Zeit, nicht zur Laufzeit.

Ansatz: Fixpunktberechnung auf einer abstrakten Doméne.

3.1 Monotone Frameworks

Monotone Frameworks nutzen einen vollstéindigen Verband als abstrakte Datendoméne und imitieren die
Befehle des Programms durch monotone Funktionen.

Definition 3.1 (Datenflusssystem)
Ein Datenflusssystem ist ein Tupel S = (G, (D, <), 4, f) mit
e G = (B, E,F) ein Kontrollflussgraph
e (D, <) ein vollstindiger Verband mit (ACC)
e | € D ein Anfangswert fiir Extremalblocke
e f={fy: D— D |be B} eine Familie von Transferfunktionen, eine fiir jeden Block, die alle

monoton sind. O

Annahme

Fiir Kontrollflussgraphen wird — je nach Analyse — angenommen, dass
e der initiale Block keine eingehenden Kanten
e die finalen Blocke keine ausgehenden Kanten

haben. Diese Form ldsst sich duch Hinzufiigen von skip-Befehlen immer herstellen. ]

Bemerkung

Falls man einen vollstdndigen Verband (D, <) benutzen mochte, in dem (DCC) gilt, kann man den dualen
Verband (D, >) verwenden, in dem dann (ACC) gilt. O

Die Datenflussanalyse induziert ein Gleichungssystem

x, ) ,falls be E
" L for (Xor) | (0',0) € F'}, sonst

in dem Extremalblécke durch den spezifizierten Initialwert représentiert werden und alle anderen Blocke
durch den Join der Werte, die man durch die eingehenden Kanten erhilt.

Ein Vektor (di,...,dg|) € DBl heit Lisung von S, falls

PR  falls be E
"7 o () | (0, B) € F ), sonst '
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Um den Zusammenhang zwischen den Losungen des Gleichungssystems von S sowie Fixpunkten herzu-
stellen, definiere die Funktion

gS:DlB‘ — DIPI

(d1a~~~7d\B|) — (dll,7 fB\)
durch
J - i ,fallsbe E
"\ fr(de) | (,0) € B}, sonst '
Satz 3.2
Vektor d = (dy,...,dp|) € DBl 15st das Gleichungssystem von S gdw. gs(d) = d, d.h. d ist Fixpunkt von
9s (Il
Bemerkung

Mittels Kleene-Iteration kann der Kleinste Fixpunkt gefunden werden. Dieser liefert die préziseste
Information. ([l

Beispiel 3.3

Es soll eine Programmanalyse definiert werden, die die Menge an Variablen berechnet, die an einem
Programmpunkt geschrieben worden sind. Betrachte das Programm mit

G=|[y:=1]"
c = [yr:= 115
while [y, >01% do
L 3.
Lyz:= 21°; [y2 > 02
end
lys == 2J*

Das zugehorige Datenflusssystem ist

S = (G, P ({y1, 92,93}, S), 2, {f1, f2, [3})
mit

f1, fas f3 2 P ({y1, v2, y3}) = P ({y1, v2,93})

[i(X) =X U{n}
fg(X) =X
f3(X) == X U{ys}
Das Datenflusssystem induziert das Gleichungssystem
X1=0
Xo=XjU {yl} UXsU {yg}
—_— —
=f1(X1) f3(X3)
X3= Xo
~~
J2(X2)
Eine Losung ist (2, {y1,y3}, {y1,93}). 0
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3.2 Beispiele zu intraprozeduraler Datenflussanalyse

Datenflussanalysen lassen sich anhand von vier Parametern klassifizieren:

1.

Richtung der Analyse
Vorwdirts Berechne Information iiber die Vergangenheit von Daten.

Riickwdrts Berechne Information iiber das zukiinftige Verhalten von Daten.

. Approximation der Information

May Uberapproximiere die Information iiber Daten.

May-Analysen spiegeln jede Information wider, die (méglicherweise) in einem realen Ablauf
eintreten kann. Damit kénnen May-Informationen nicht verletzt werden. Allerdings ist nicht
garantiert, dass eine Information auch in einem realen Ablauf erreicht wird.

Must Unterapproximiere die Information iiber Daten.

Must-Analysen spiegeln nur Information wider, die definitiv in jedem realen Ablauf eintritt. Damit
liefern Must-Analysen verlisslich eintretende Informationen. Allerdings geben Must-Analysen
nicht alle eintretenden Informationen wieder.

. Beriicksichtigung von Prozeduren

Intraprozedural Analyse einer einzelnen Prozedur, typischerweise main. Um Programme intraprozedural
zu analysieren, nutze Inlining. Inlining ist bei Rekursion nicht méglich. Intraprozedurale Analysen
unterstiitzen keine Rekursion.

Interprozedural Analyse eines ganzen Programms mit Rekursion.
Beriicksichtigung des Kontrollflusses

Control-flow sensitive Beriicksichtige die Anordnung der Befehle im Programm. Die Analyse berechnet
separate Information fiir jeden Block.

Vorteil: prizise. Nachteil: ineffizient.

Control-flow insensitive Vergiss die Anordnung der Befehle im Programm. Die Analyse berechnet eine
Information fiir alle Blocke.

Vorteil: effizient. Nachteil: unprézise.

Wir betrachten vier klassische Analysen, die alle vier Kombinationen aus Richtung und Approximation
abdecken. Allerdings sind alle vier Analysen conrol-flow sensitiv und intraprozedural. Folgende Tabelle
zeigt die Analysen und den Zusammenhang zwischen:

Richtung <> Wahl des Kontrollflussgraphen mit Extremalknoten

Approximation <> Wahl des Verbandes mit Join und Bottom.
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Instanz H Reaching-Definitions Available-Expr. Live-Var. Busy-Expr.
Richtung vorwarts riickwérts
Extremal (E) initaler Block finale Blocke
Fluss. (F) in Programmordnung gegen Programmordnung
Approx. may must may must
Verband (P(Vars x Blocks U{?}),C) (P(AEzp), 2) (P(Vars),C) | (P(AExp),2)
Join (L) U N U N
Bottom (L) 1%} AEzxp (%] AEzxp
Anfangsw. (i) {(z,?) |z € Vars } %) Vars %)
Transferf. (f) fo(X) := (X \ kill(b)) U gen(b)

3.2.1 Reaching-Definitions-Analyse

Ziel: Berechne fiir jeden Block die Zuweisungen, die es gegeben haben kénnte (nicht iiberschrieben), wenn
eine Ausfiihrung den Block erreicht.

Klassifikation: Vorwéirtsanalyse, May-Analyse.
Idee:

] ]
NN /N1
+ X=NiUN,

N = (X \ kill) U gen

Anwendung: Berechnung von Use-Definition-Chains, die angeben, welche Zuweisungen (Definitions) von
einem Block genutzt werden. Use-Definition-Chains sind die Grundlage fiir Code-Motion-Optimierungen.

Beispiel 3.4

Betrachte ein Programm mit Variablen Vars und Blécken Blocks.
Definiere das Datenflusssystem S = (G, (D, <X),i,{ fo : D — D | b € Blocks }) mit:

e Kontrollflussgraph G = (B, E, F):
B = Blocks, E = initialer Block, F' = Kontrollfluss in Programmordnung.

e Verband (D, =) = (P(Vars x (Blocks U{?})), Q).
Es handelt sich um einen Potenzmengenverband. (ACC) gilt, da der Verband endlich ist.

e Elementen aus Vars x (Blocks U {?}) mit folgender Bedeutung:

(z,7) = x ist moglicherweise noch nicht initialisiert.

(z,b) = x hat moglicherweise die letzte Zuweisung von Block b erhalten.

e Anfangswert i = { (x,?) |z € Vars }.
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e Transferfunktionen f, : D — D mit

fo : P(Vars x (Blocks U {?})) — P(Vars x (Blocks U {?}))
X — (X \ kill(b)) U gen(b)
Die Mengen kill(b), gen(b) C Vars x (Blocks U {?}) sind

HIL(B) = {{ (z,7)}U{(2,1) | ¥ € Blocks}, fallsb= [z :=a]’

~ Zuweisungen, die von Block b iiberschrieben werden.

, sonst.

gen(b) == {{ (x,b)}, falls b= [z:=a]’

o, sonst.

~ Zuweisungen, die von Block b generiert werden.

Die Transferfunktionen sind monoton.

Betrachte folgendes Beispielprogramm und den dazugehorigen Kontrollflussgraphen:

112
[X:=5]1; [yfl]

[y:=11%;

while [x > 112 do
[y:=xyl*;
[x:=x-171%;

end

Die Transferfunktionen sind

Block Kill(b) gen(b) fo(X)
[z = 5]" {(@,7),(z,1),(2,5)} | {(z1)} || (X\{(7),(z,1),(z,5)}
ly == 1]? {7, ,2), w49} [ {2} | X\{(7),¥2),(y4)
[z > 1] @ @ X
ly:=zy* || {7, (2,4} | {(y4) X\ { (), (¥,2), (y,4)
[z:=a 1P || {(z,7),(2,1),(2,5) } | {(2,5)} || ( z,7),(z,1),(z,5)
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In der Tabelle sind die kill(b) Mengen auf die Blocke eingeschrinkt worden, die eine Zuweisung auf die
jeweilige Variable durchfiihren.

Das vom Datenflusssystem induzierte Gleichungssystem ist:
Xl = {(.’17, ?)7 (y7 7)}
—_———

=1

Xo = (X4 \E(x, ?), (x,1), (x,5)}) U{ (1)}

=f1(X1)
Xz = ((X2\{(,7),(5,2), (y, )} U{(y,2) H U (X5 \ {(,?), (2, 1), (x,5)}) U{(2,5) })
=f2(X2) =f5(Xs)

X4 = X3
X5 = (X4 \ {(y7 7)7 (y’ 2)7 (y74)}) U { (y74) }

Durch Vereinfachen erhalten wir:

X1 ={(z,7),(y. ")}

Xo = (X \{(z,7), (z, 1), (2,5)}) U{(z,1) }

Xa = ((X2\{(%: "), (¥,2), (v, D} U{(¥.2) }) U (X5 \ {(,7), (2,1),(z,5)}) U{(2,5) })
X4 = X3

X5 = (X4 \ {(ya ?)a (yv 2)7 (y74)}) U { (y’4) }

Berechne eine Losung des Gleichungssystems durch Iteration von
gs : P(Vars x (Blocks U {?}))® — P(Vars x (Blocks U {?}))®

auf L von (P(Vars x (Blocks U {?}))5, C®) bis zum kleinsten Fixpunkt:

Iter. (d1 d2 ds dg ds)

g%(L) (2 o o o o)

9s(L) | ({7, (y7)} {(= 1)} {(#,2),(=,5)} 2 {(w,9})
(L) | @2, {@.(@)} {(=1),(%2),(y,4),(z,5)} {(#,2),(=,5)} {(y,9)})
(L) | @D} {@D. (@)} {(@1), (42,4, (5} {(@1).(%2) (4),(5)} {(z,5)(y, )}
gs(L) | @2, {@.(@)} {1, (42,44 @5} {1, (2.4, (5} {(@1)(5),54})
95(L) | (@7, w0} {w) (@D} {(1),#2),%4, (@5} {(1),2), %4, (@5} {(1), (@5, (549}

Es gilt gs(g&(L)) = g&(L). Also ist g&(L) der kleinste Fixpunkt.

Die kleinste Losung des Gleichungssystems ist

X1 :{(x’?)7(y7?>} Xo :{(y7?)’(xa1)}
X3 = { (CL‘, 1)7 (y7 2)7 (y»4)7 (.%', 5) } Xy = { ($7 1)7 (yv 2)7 (ya4)v ('Tv 5) }
X5 = { (xv 1); (:L'a 5)7 (y74) }

Die kleinste Losung ist die gewiinschte Information. Groflere May-Information bedeutet Informationsver-
lust. (|
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3.2.2 Available-Expressions-Analyse

Ziel: Berechne fiir jeden Block die Ausdriicke, die auf allen Pfaden zu dem Block definitiv berechnet
worden sind (nicht zwischendurch geéndert).

Klassifikation: Vorwértsanalyse, Must-Analyse.
Idee:

O

O
NN »/N1
X =Ni NNy

L]
N = (X \ kill) U gen

Anwendung: Vermeide erneute Berechnung bekannter Werte.

Beispiel 3.5

Betrachte ein Programm mit Teilausdriicken A Exp und Blocken Blocks. Mit AFzp(a) bezeichnen wir die
Teilausdriicke von a € AExp. Mit Vars(a) bezeichnen wir die Variablen von a € AEzp.
Definiere das Datenflusssystem S = (G, (D, <X),i,{ fo : D — D | b € Blocks }) mit:

e Kontrollflussgraph G = (B, E, F):
B = Blocks, E = initialer Block, F' = Kontrollfluss in Programmordnung.

e Verband (D, <) = (D, <) = (P(AEzp), 2).
Es handelt sich um einen (dualen) Potenzmengenverband. (ACC) gilt, da der Verband endlich ist.
e Anfangswert i = @.

e Transferfunktionen f, : D — D:

fo : P(AExp) — P(AExp)
X = (X \ kill(b)) U gen(b)

Die Mengen kill(b), gen(b) C AExp sind

Kill(h) = {{a’ € AExp |z € Vars(a')}, falls b= [z :=a]’
a, sonst.
~> Teilausdriicke, die = enthalten und daher von Block b geéindert werden.
{a" € AEzp(a) |z ¢ Vars(a')}, fallsb= [z :=a]®
gen(b) := < AFzp(cond), falls b = [cond]®

g, sonst.

~> Teilausdriicke, die von Block b genutzt werden.

Beachte, dass bei einer Zuweisung, deren rechte Seite den zugewiesenen Wert beinhaltet, die
entsprechenden Ausdriicke nicht available werden, da sich ihr Wert dndert (z.B. dndert sich durch
die Zuweisung a := a + 1 der Wert von a + 1). Daher ist die Einschréinkung = ¢ Vars(a’) oben nétig.

Die Transferfunktionen sind monoton.
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Betrachte folgendes Beispielprogramm:

[x:=a+b]1; [y ::ab]2

[y:=abl?;

while [y > a+b]3 do
[a:=a+11%;
[x:=a+b]%;

end

Die Transferfunktionen sind

Block kill(D) gen(b) fo(X)
[r:=a+0]! 1) {a+b} XU{a+b}

[y := ab]? %) {ab} XU{ab}
ly >a+b? 1%} {a+0b} XU{a+b}
[a:=a+1]* || {a+b,abja+1} %) X\{a+b,aba+1}
[r:=a+0b]° 1) {a+b} XU{a+b}

Das vom Datenflusssystem induzierte Gleichungssystem ist

X, = o
~—

=i

X2:X1U{a+b}
N——

=f1(X1)
X;=(XaU{ab})N(XsU{a+b})
=f2(X2) =f5(Xs)

X4=XsU{a+b}
Xs=X4\{a+babja+1}

Durch Vereinfachen erhalten wir:

X1 =0

Xo=X,U{a+b)}
Xy=(XpU{ab})N(XsU{a+b})
Xy =XzU{a+0b}
Xs=Xys\{a+baba+1}
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Berechne eine Losung des Gleichungssystems durch Iteration von
gs : P(AEzp)® — P(AEzp)®
auf | von (P(AEzp)®, 2°) bis zum kleinsten Fixpunkt:

Iter. (d1 do ds dg d5)

g2(L) | {a+b,abja+1} {a+baba+1} {a+baba+1} {a+baba+1} {a+baba+1})

gs(L) (o {a+b,abja+1} {a+b,abja+1} {a+b,abja+1} )
g2(1) (o {a+0b} {a+0b} {a+b,ab,a+1} )
g3 (L) (o {a+0b} {a+0b} {a+0b} )
g (L) (@ {a+b} {a+b} {a+b} )

Es gilt gs(g2(L)) = g2(L). Also ist g5 (L) der kleinste Fixpunkt.

Die kleinste Losung des Gleichungssystems ist

X1=®:X5 X2:{a+b}:X3:X4.
Die kleinste Losung ist die gewiinschte Information. Gréflere (bzgl. 2) Must-Information bedeutet
Informationsverlust. |
Bemerkung

Wir haben hier den grofiten Fixpunkt auf dem Potenzmengenverband (P(AEzp), C) berechnet. Durch
Dualisierung des Verbandes zu (P(AExzp), 2) konnten wir eine kleinste Fixpunktberechnung und so unser
Framework mit (ACC) nutzen. O

3.2.3 Live-Variables-Analyse

Definition 3.6 (Liveness)

Eine Variable heifit lebendig (live) am Ausgang eines Blocks, falls es einen Ablauf von diesem Block
zu einem anderen Block geben konnte (nicht iiberschrieben), der die Variable in einer Bedingung oder
Zuweisung (rechte Seite) nutzt. O

Ziel: Berechne fiir jeden Block die Variablen, die am Ausgang lebendig sind.

Klassifikation: Riickwirtsanalyse, May-Analyse.

Idee:
N = (X \ kill) U gen
X =N UNs
O O
Ny Ny
Anwendung:

(1) Register-Allocation: Falls x lebendig ist, wird die Variable vermutlich bald genutzt und sollte ein
Register erhalten. Ist = nicht mehr lebendig, kann das Register neu vergeben werden.
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(2) Dead-Code-Elimination: Ist  am Ausgang einer Zuweisung (zu ) nicht lebendig, kann die Zuweisung
entfernt werden. Auf dhnliche Weise lassen sich Variablen zusammenfassen: sind x und y nie gemeinsam
lebendig, verwende eine Variable z.

Beispiel 3.7
Betrachte ein Programm mit Blocken Blocks und Variablen Vars. Ferner sei Vars(a) die Menge der

Variablen in einem Ausdruck a.
Definiere das Datenflusssystem S = (G, (D, <),i,{ fo : D — D | b € Blocks }) mit

e Kontrollflussgraph G = (B, E, F):
B = Blocks, E = finale Blocke, F' = Kontrollfluss gegen die Programmordnung.

e Verband (D, =) = (P(Vars), Q).
Es handelt sich um einen (Potenzmengen)verband. (ACC) gilt, da der Verband endlich ist.
e Anfangswert ¢ = Vars (am Ende des Programms sind per Definition alle Variablen lebendig).
e Transferfunktionen f, : D — D:
fo : P(Vars) — P(Vars)
X = (X \ kill(b)) U gen(b)

Die Mengen kill(b), gen(b) C Vars sind

Kill(b) = {{x}7 falls b = [z := a)’

J, sonst.

~~ Variablen, die von Block b iiberschrieben werden.

Vars(a), falls b = [z := a]®
gen(b) := < Vars(cond), falls b= [cond)]®
a, sonst.

~» Variablen, die von Block b genutzt werden.

Die Transferfunktionen sind monoton.

Betrachte folgendes Beispielprogramm:

[x:=2]1';
[y:=41%;

[x:=113; [z:=1]?

if [y>01* then

[z:=x]°
else
[z:=yy1%; [y > 0]*
endif;
[x:=217; /;’ k\\ -
(e=aP] (lz:=w))
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Die Transferfunktionen sind

Block || kill(b) | gen(b) Fo(X)
[z:=2]" | {=z} @ X\{z}
ly:=4 || {y} @ X\{y}
[z:=1] | {z} @ X\{z}
[y > 0]* @ {y} Xu{y}

{z} | {=} | X\{zphu{z}
[=yyl® || {2} | {w} | &X\{zH)u{y}
T Ay | {2} | E\{zhu{z}

[ := z]

Das vom Datenflusssystem induzierte Gleichungssystem ist

X1 =X2\{y}

Xo = X35\ {z}

Xs=X,U{y}

Xa=((Xs\{zHhu{zHhu((Xe\{z}HU{y})
=f5(X5) =f6(Xes)

X5 = (X7 \{z}Hhu{z}

Xo= (X7 \{z})u{z}

X7:{x,y,z}
\—\/-—/

=1

Durch Vereinfachen erhalten wir:

X1 =X\ {y}

Xo = X3\ {7}

X3 =X,U{y}
Xy=((Xs\{zHu{zHhu((Xe\{z})U{y})
X5 =X\ {z})u{z}
X=X\ {2z} u{z}

X7 ={zy,2}

Berechne eine Losung des Gleichungssystems durch Iteration von
gs : P(Vars)" — P(Vars)”

auf 1 von (P(Vars)”,C") bis zum kleinsten Fixpunkt:

Tter. | (di  da d3 dy ds ds dr)
g2(L) | (o @ @ 1] @ @)
g5(L) | (@ {y} w2} {=z} {z} A=zy2})
gz | @ Ay} A{wzy {yz} {2} {y.z} {zy.2})
gs(L) | @ Ay} A{wz} {yz} {2} {yz} {zy2})

Es gilt gs(g%(L)) = g%(L). Also ist gZ(L) der kleinste Fixpunkt.
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Die kleinste Losung des Gleichungssystems ist

X1:® XQZ{y}
X3={Q,$}=X4 X5:{y,z}:X6
X7:{x,y,z}.

Die kleinste Losung ist die gewiinschte Information. Gréflere May-Information bedeutet Informationsverlust.

Block [z := 2]! kann entfernt werden. O

3.2.4 Very-Busy-Expressions-Analyse

Definition 3.8

Ein Ausdruck heifit very busy am Ausgang eines Blocks, falls der Ausdruck auf jedem Pfad, der von
diesem Block ausgeht, verwendet wird, bevor eine der enthaltenen Variablen neu geschrieben wird. [

Ziel: Berechne fiir jeden Block die Ausdriicke, die am Ausgang very busy sind.
Klassifikation: Riickwirtsanalyse, Must-Analyse.

Idee:

N = (X \ kill) U gen
V NN N,

]

Ny

Anwendung: Hoisting-Expressions: Betrachte eine Schleife mit einem Block x := (a + b)y, wobei a 4+ b
von der Schleife nicht gedndert wird. Dann ldsst sich eine Zuweisung ¢ := a + b vor der Schleife einfiigen
und z := (a + b)y durch z := ty ersetzen.

N,

Beispiel 3.9

Betrachte ein Programm mit Teilausdriicken AFzp und Blocken Blocks. Nutze AFEzp(a) fir die Teilaus-
driicke von a € AFEzp. Nutze Vars(a) fiir die Variablen von a € AExp.

Definiere das Datenflusssystem S = (G, (D, <X),i,{ fo : D — D | b € Blocks }) mit

e Kontrollflussgraph G = (B, E, F):
B = Blocks, E = finale Blocke, F' = Kontrollfluss gegen die Programmordnung.

e Verband (D, <) = (P(AEzxp), 2).
Es handelt sich um einen (dualen Potenzmengen)verband. (ACC) gilt, da der Verband endlich ist.
e Anfangswert i = @.

e Transferfunktionen f, : D — D:

fo : P(AExp) — P(AExp)
X — (X \ kill(b)) U gen(b)
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Die Mengen kill(b), gen(b) C AExp sind

: {a" € AEzp |z € Vars(a')}, falls b= [z :=a]®
Kill(b) = {@ .

~ Teilausdriicke, die = enthalten und daher von Block b geéindert werden.

AFEzp(a), falls b = [z := a]®
gen(b) :=< AExp(cond), falls b= [cond]®
g, sonst.

~ Teilausdriicke, die von Block b genutzt werden.
Die Transferfunktionen sind monoton.

Betrachte folgendes Beispielprogramm:

[a > b]!
if [a>b]! then
[x:=b-al2; / \
[y:=a-b]?® (w=b—a?) (ly:=b—a
else
[y:=b-a]‘5*; T
endiEX::a_b] [Uy iz}b—b]g']} [[[x :z}z—b]")]

Die Transferfunktionen sind:

Block || kill(d) | gen®) | fu(X)
[a > b]! I} %) X
[#:=b— a]? %) {b—a} || XU{b—0a}
[y :=a— b3 %) {a=b} || XU{a-0b}
[y:=b—a]* %) {b—a} || XU{b—0a}
[v:=a—b]° 1) {a=0b} || XU{a—-b}

Das vom Datenflusssystem induzierte Gleichungssystem ist

Xi=(Ulb—a)N(XsUu{b—a))

=f2(X2) =fa(Xa)
XQ = Xg @] {a - b}
Xs= o
~~—

X4:X5U{a—b}
Xs= o
—~—

=i
Durch Vereinfachen erhalten wir:

X1 =(XUu{b—a})N(XgU{b—a})
X2:X3U{a7b}

X;=0
X4:X5U{a—b}
Xs=0
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Berechne eine Losung des Gleichungssystems durch Iteration von
gs : P(AEzp)® — P(AEzp)®

auf | von (P(AEzp)®, 2°) bis zum kleinsten Fixpunkt:

Iter. (dr ds ds da ds)
0%(1) | {a—bb—a} {a—bb—a} {a—bb—a} {a—bb—a} {a—bb—a})
oL(1) | {a—bb—a} {a—bb—a} @ {a—bb—a} 2)
g2(1) | {a—bb—a} {a—b} @ {a—b} @)
g3(L) | {a—bb—a} {a—b} o {a—b} @)

Es gilt gs(g%(L)) = g%(L). Also ist g%(L) der kleinste Fixpunkt.

Die kleinste Losung des Gleichungssystems ist:
Xlz{a—b,b—a} ng{a—b}:X4 X3 =2 =X;5.

Die kleinste Losung ist die gewiinschte Information. Gréflere (bzgl. 2) Must-Information bedeutet
Informationsverlust. |

Bemerkung

Wir haben hier den grofiten Fixpunkt auf dem Potenzmengenverband (P(AFEzp), C) berechnet. Durch
Dualisierung des Verbandes zu (P(AExp), 2) konnten wir eine kleinste Fixpunktberechnung und so unser
Framework mit (ACC) nutzen. O

3.2.5 Distributive Frameworks

Definition 3.10 (Distributive Funktionen)
Eine Funktion f auf einem Verband (D, <) heifit distributiv, falls fiir alle a, b € D gilt: f(a)U f(b) = f(alld).

(Beachte, dass ” <” fiir monotone Funktionen immer gilt.) |
Satz 3.11
Sei f eine Funktion auf einem Verband (D, <). Falls f distributiv ist, so ist f auch monoton. O

Werden Datenflusssysteme S = (G, (D, =),4,{fs : D — D | b € Blocks }) betrachtet, deren Transfer-
funktionen f; nicht nur monoton sondern distributiv sind, dann spricht man von einem distributiven
Framewortk.

In den obigen vier Beispielen nutzten alle Verbéinde die Doméne (P(A), C) iiber einer endlichen Menge A
und mit C € { C, 2 }. Ferner waren die Transferfunktionen f;, : P(A) — P(A) definiert durch

)
fo(X) := (X \ kill(b)) U gen(b) mit kill(b), gen(b) C A.

Werden nur Datenflusssysteme der Form S = (G, (P(A),C), 4, f) mit f bestehend aus Gen/Kill-Transferfunktionen
betrachtet, spricht man von einem Bitvektor-Framework. Der Grund fiir den Namen ist, dass sich die
Datenflussmengen in P(A) als Bitvektoren darstellen lassen.

Satz 3.12

Bitvektor-Frameworks sind distributive Frameworks. O
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3.2.6 Effizientere Fixpunktberechnung

Beobachtung

Die Fixpunktberechnung bestimmt den Wert von X} in jedem Schritt neu — auch wenn sich die Belegung
der Variablen der Vorgingerblocke nicht gedndert hat. O

Idee: Modifiziere die Fixpunktberechnung, so dass Variablen X, nur bei Anderung der Eingabe neu
berechnet werden.

Ansatz: Fiihre Worklist in die Fixpunktberechnung ein.

Algorithmus: Worklist-Algorithmus fiir Ifp

Eingabe: Datenflusssystem S = (G, (D, X),4, f) mit G = (B, E, F)
Variablen: X, fiir Blocke b € B, initial X, = L

W <« €; // Worklist, initial leer
forall (b,b') € F do W + W.(b,b);
forall b € E do X, + 1;
while W # ¢ do
pop (b,V') from W;
if fb(Xb) ﬁ Xb/ then
Xy <+ Xp U fo(Xp);
forall (V/,b") € F do
‘ if (',b0")¢ W then W := W.(b,b");
end
end

end
Ausgabe: X, fiir jeden Block b € B

Satz 3.13
Sei das Datenflusssystem S die Eingabe fiir obigen Algorithmus. Der Algorithmus terminiert und berechnet
ifp(gs)- O

Beispiel 3.14

Available-Expressions-Analyse am Beispielprogramm mittels Worklist:

Nach Initialisierung:

W = (1,2).(2,3).(3,4).(4,5).(5,3)

X1 =0

Xo = AExp
X3 =AExp
X, = AExp
X5 = AFExp

Es gilt f1(X1) ={a+b} 2 AExp = Xy, also X3 := AFEzp N {a + b}.
Die Kante (2,3) ist noch in der Worklist enthalten.
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Nach Iteration 1:
W =(2,3).(3,4).(4,5).(5,3)

X =9
Xo={a+0b}
X3 = AFExp
X, =AExp
X5 = AExp

Es gilt fo(X3) ={a+b,ab} 2 AExp = X3, also X3 := AFEzp N {a+ b,ab}.
Die Kante (3,4) ist noch in der Worklist enthalten.

Nach Iteration 2:
W = (3,4).(4,5).(5,3)

X1 =0
Xo={a+0b}
Xs={a+bab}
X, =AExp
X5 = AExp

Es gilt f3(X3) ={a+b,ab} 2 AExp = X4, also X4 := AEzp N {a+ b, ab}.
Die Kante (4, 5) ist noch in der Worklist enthalten.

Nach Iteration 3:

W = (4,5).(5,3)
X1 =0
X2 = {a+b}

Xs={a+bab}
Xs={a+bab}
X5=AE1:p

Es gilt f4(X4) =@ 2 AFEzp = X5, also X5 := AExp N 2.
Die Kante (5,3) ist noch in der Worklist enthalten.

Nach Iteration 4:

W = (5,3)
X, =9
ng{a+b}

Xs={a+bab}
Xys={a+bab}
X; = o

Es gilt f5(X5) ={a+b} 2 {a+b,ab} = X3, also Xg:={a+bab}Nn{a+b}.
Die Kante (3,4) wird der Worklist hinzugefiigt.
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Nach Iteration 5:

W = (3,4)
X1=0
Xo={a+0b}
Xs={a+0b}
Xys={a+bab}
X; =@

Es gilt f3(X3) ={a+b} 2 {a+b,ab} =Xy, also Xy:={a+bab}N{a+b}.
Die Kante (4,5) wird der Worklist hinzugefiigt.

Nach Iteration 6:

W = (4,5)
X1=0
Xo={a+0b}
Xs={a+0b}
Xy={a+0b}
X:=0

Es glh} f4(X4) =g 2 g = X5.
AuBlerdem ist die Worklist nun leer.

Damit terminiert der Algorithmus.
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3.3 Join-Over-All-Paths

Bisher haben wir die Datenflussanalyse durch Losen des Gleichungssystems, das von einem Datenflusssystem
S induziert wird, durchgefiihrt.

Problem:
e Die Fixpunktlésung ist manchmal unprézise.

e Sie bildet den Join der Datenflussinformationen in jedem Berechnungsschritt

LFP,iter2 __ LFP,iterl LFP,iterl
Xk = I (X5, U fn (X, )

e Damit sind die zukiinftigen Berechnungen von dieser zwischenzeitlichen Abstraktion betroffen und
werden ebenfalls unprizise (und durch weitere Abstraktion noch unpriziser).

Idee: Abstrahiere (Join) nur am Ende der Berechnung.

Definition 3.15

Sei S = (G, (D,<),i, f) mit G = (B, E, F) ein Datenflusssystem. Fiir jeden Block b € B sei
paths(b) = {71' =by...b,_1 € B* | k>1,bp € E, b, = b,(bi,bi+1> cFV1iI<i< k}

die Menge der Pfade, die von einem Extremalknoten zu b fiithren.

Gegeben einen Pfad m = by ...b;_1 € paths(b), definieren wir die Transferfunktion f; : D — D mittels

fo = Jfoo_,0...0fp, 0id .
(Dementsprechend also f. = id.) O

Definition 3.16
Die join-over-all-paths (JOP)-Léisung von S ist

JOP(S) = (X0, ..., X5 9")

mit

Xi/OF :=|_[{ f=(i) | = € paths(b) } . 0

Beispiel 3.17 (Fixpunktlésung vs. JOP-L&sung)

Betrachte das Programm ¢

if [z>0]! then

[x:=2]1%;
[y:=3]3;
else
[x:=31%;
[y:=21°;
end
[z:=x+y]5;
[skip]”;

Wir fithren eine Constant-Propagation-Analyse durch.

Sei S das Datenflusssystem.
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Die Fizpunktlésung von S lautet

XEFP — (1 1, 1)
XEFP — (1,1, 1)
XEEP — (2,1, 1)
LFP (J_ 1,1)
XLFP ( )
Xg' =2, ) (3,2, 1)
(T T 1)
XEEP — (T, 7,7

Die JOP-Losung von S fiir Block 7 liefert:

X7OP = fubababs (Ls Ly L) U Forbabape (Ls Ly L)
=(2,3,5)U(3,4,5)
=(T,T,5) O

Bemerkung

Typischerweise ist paths(b) unendlich. Es ist daher nich klar, ob X% berechnet werden kann.

Tatséchlich ist JOP oft zu gut, um berechenbar zu sein. O

Satz 3.18 (Kann, Ullman 1977)
Die JOP-Losung fiir Constant-Propagation ist nicht berechenbar. O

Beweis

Reduktion (einer modifizierten Version) von Posts Korrespondenzproblems auf die Berechnung der JOP-
Losung.

Eingabe von PCP: Paare (uj,v1),..., (s, v,) von Worten iiber {0,...,9}

Frage:

e Gibt es eine Indexfolge i; ...4x in {1,...,n} mit 47 = 1 (dies macht das Problem nicht leichter), so
dass u;, ... U, =iy ... 05, gilE?

Zur Reduktion sei |u| fiir die Lénge des Wortes u € {0,...,9}* und [u] die von u dargestellte
natiirliche Zahl.

Betrachte folgendes Programm:

X = Uy,
y = U1;
while (true) do

if (true) then
xx10lul 4 [ J;
yx1eltl 4 [u ;

X

y
else

// analoger Code fuer wuy bis wu,_1
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if (true) then

x = xx10luel 4 [u, |;

y = yx1elvnl v, ];
else

skip;

end // endif zu u,

end // endif zu wu
end // zu while
[z:=sign((x-y)2)1® // 1 wenn z#y, @ sonst
[skip1?

e Beachte: Constant-Propagation ist eine syntaktische Analyse, d.h. die Schleifenbedingungen und die
If-Bedingungen spielen keine Rolle.

e Falls PCP eine Losung hat, dann gibt es einen Pfad, der an Block b x = y liefert und damit bei &’
z = 0 liefert

e Ansonsten ist z konstant 1 bei b'.

e Beachte: wir miissen mit 2; = 1 beginnen, und dementsprechend x und y im Programm initialisieren,
da die Constant-Propagation Analyse ansonsten Block b immer mit 2 = z erreichen kann (also nicht
nur in den Fillen, in denen PCP eine Losung hat).

Es gilt also X/ = (T, T,1) gdw. PCP hat keine Losung. |

Allerdings ist X bLF P immer eine sichere Approximation von X l;] or,
Satz 3.19 (Zusammenhang zwischen LFP und JOP)
Sei S = (G, (D, <),i, f) ein Datenflusssystem mit G = (B, E, F).

Sei lfp(gs) = (XEFF, ... 7Xlﬁf;P) die Fixpunktlosung und sei JOP(S) = (X,‘)JIOP,...,X,;]lglP) die JOP-
Losung.

(1) Fiir alle b € B gilt X;/9F < XLF'P

(2) Falls alle Transferfunktionen distributiv sind (distributive Frameworks), gilt sogar

JOP _ yLFP
Xb - Xb

Beweis
Zu (1): Definiere
X0 = U{f2(0) | 7 € paths(®) mit || < n}

Dann gilt:

XJOF = u{x]7P" | n e N}
Zeige nun:

X/ < XEFPP fa.neN
Dann folgt

L{X]OP" | n e N} < XEFP

Zeige: XI;IOP’" < X[FFFP fa. n € N durch Induktion nach n (simultan fiir alle Blocke b).
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IA: Falls es keinen Pfad der Lénge 0 gibt, so ist XZ;IOP’" =g =1< XbLFP.

Falls es einen Pfad der Lénge 0 gibt, gilt b € Extremalknoten und somit

feo(i) =id(i) =i = XFFP .

IV: Angenommen die Behauptung gilt fiir Xl;] OPn

IS: Dann gilt
X[EP
= U{fy (Xy"") | (¥/,0) € F}
(IV und Monotonie) > L{ fu (X;°F™) | (v',b) € F}
(Def. JOP) = U{fy (U{fx(i) | |7| <n,m € paths(t')}) | (V',b) € F}
F@)U F(b) < FaUb) = U{U{fy (Fa(0)) | |7l < mo € paths(¥)} | (¥,b) € F}
=U{fr (i) | |7'| <n+1,7" € paths(b)}

Zu (2): Hausaufgabe.
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4 Interprozedurale Datenflussanalyse

In diesem Abschnitt erweitern wir die bisherige Analysemethode so, dass auch Programme mit Funktionen
behandelt werden koénnen.

Ziel:

Datenflussanalyse fiir rekursive Programme.

Problem: Beriicksichtigung der Call-Return-Beziehung bei Prozeduraufrufen (Return zum richtigen
Call-Block im Kontrollflussgraphen).

Idee: Berechne JOVP-Lésung (join-over-all-valid-paths). Dazu betrachten wir zwei Techniken:

4.1

Procedure-Summaries: Berechne den Effekt f, : D — D einer Prozedur p.

Call-Strings: Fiithre eine abstrakte Version des Stacks als Datenflussinformation mit.

Rekursive Programme

Definition 4.1 (Rekursives Programm)

Ein rekursives Programm ist definiert als Folge von Prozeduren:

prog == proc [main()]*"""Y begin c [end]*""*
| prog proc [p()]*""¥ begin c [end]“*"

call

Ci= [p()]return
| ... Befehle wie bisher

wobei main der Eintrittspunkt des Programms und p eine Prozedur ist.

Es gilt:

Prozeduren haben keine Parameter und keine Return-Werte.

Alle Variablen in main() sind global, d.h. auch sichtbar innerhalb anderer Prozeduren. (Damit lassen
sich Parameter und Return-Werte nachbilden.)

Prozedur main() kann nicht explizit aufgerufen werden, sondern wird zu Beginn des Programms
implizit ausgefiihrt.

Prozeduren kénnen lokale Variablen definieren.

Es wird angenommen, dass alle Prozeduren verschieden heiflen.

Entry- und Exit-Blocke garantieren, dass es einen Anfangs- und Endblock gibt.

Blocke [p()]¢,... haben zwei Label. O

return

Auch rekursive Programme werden als Kontrollflussgraph dargestellt:

Fiir jede Prozedur p in prog, sei
Gp = (By, Ep, Fp)

der Kontrollflussgraph, welcher wie bisher konstruiert wird.
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e Dann ist

Gprog=( 1 By, I E,. | Fo1F)

pEprog pEprog pEprog

der Kontroliflussgraph von prog.

Dabei ist der interprozedurale Flow IF definiert als

IF = {(call7 entry, exit, return) | eine Prozedur von prog enthilt
[p()] et mit proc [p()]"™ begin ¢ [end] " }
Beispiel 4.2

Warum brauchen wir die 4-Tupel als interprozeduralen Flow?

procLmain()]! begin
if[(x)1? then
[p(O1%;

else
CYOREE ()
end

[end]” 5 3
proc[p()1® begin

[end]? ° <:>;>7i,/**'<§>

o 123894 ist gultiger Pfad
e 123896 ist kein giiltiger Pfad

e dhnliche Probleme treten mit dem Riicksprung aus geschachtelten Rekursionen auf:

callq
e

main

falsch
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Definition 4.3 (Giiltige Pfade)
Sei G = (B, E, F,IF) ein Kontrollflussgraph.

Dann ist die Menge der giiltigen Pfade von Iy zu la, definiert durch die kontextfreie Grammatik (CFG)

I'= ({Nu/ | l,l/ c Lab}, Lab ,P, Nll,lrz )

Terminale

nicht-Terminale Startsymbol
mit Produktionen
Nl,l — 1
Ny — 1 Np g mit (1, l/) €eF
Neaitg — call - Nentry eit - Nreturn, mit (call, entry, exit, return) € IF ]

Definition 4.4 (JOVP-Lésung)
Sei S = (G, (D, <),1, f) ein (rekursives) Datenflusssystem.

Die join-over-all-valid-paths JOVP Lésung ist
JOVP(S) = (X{°VF, ..., x{5"F) € D'
mit
XJOVP — |_| {f=(@)|7 € validpaths (entry (main),b)} O

Korollar 4.5
1. JOVP(S) < JOP(S)

(Hier werden alle Pfade betrachtet, Call-Return-Beziehungen nicht beriicksichtigt.)
2. JOVP(S) ist nicht berechenbar, da die intraprozedurale Analyse ein Spezialfall ist. O
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4.2 Der funktionale Ansatz

Ziel: Fixpunktgleichungen, die ungiiltige Pfade vermeiden.

Idee:
e Berechne Transferverhalten von Prozeduren (Procedure-Summary).

e Vermeide dann Analyse innerhalb von Prozedurriimpfen

Idee (genauer):

e Jeder gewohnliche Block b = [z := a]' hat eine Transferfunktion
fb :D—D

welche die Datenflussinformation dndert.

e Angenommen fiir Prozedur p hétten wir eine Transferfunktion
fp:D—=D

welche das Verhalten von p zusammenfasst.
e Dann liefle sich ein Block
b= [pO)iéturn
durch die Transferfunktion
fb(X) = fretum(Xa fp(fcall(X) ))
darstellen.
e Sowohl f.q; als auch frepurn sind als Teil des Datenflusssystems gegeben.

e Intuition der Funktionen:

ca X )
X ) p())entr
PO éturn p
[end] exit
f’return (X7 fp (fcall(X))) fp (fcall(X)) —

= fear: D — D
* Initialisiere Datenflusswert bei Eintritt in die Prozedur
x abhingig vom aktuellen Datenflusswert
— freturn : D XD — D
*x Kombiniere Datenflusswert am Ende der Prozedur (2ter Parameter)

+ mit Datenflusswert bei Prozedureintritt.

e Warum ist X Parameter von fresurn?

— X

fcall(X) { Z 1 fp (fcall(X))
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— Call berechnet neuen Top-of-Stack
— iibliche Operationen éndern den nur obersten Stackinhalt.

— Return kombiniert den aktuellen Top-of-Stack mit vorherigen Top-of-Stacks.

Problem:
e f, vor der Analyse nicht bekannt

e Bestimme f, so, dass f, > fr fiir alle 7 € validpaths(entry, exit)
Ansatz: Fixpunktberechnung auf dem vollstéindigen Verband der monotonen Funktionen in D — D

(MonFun(D — D), <) mit f <g, falls f(d) < g(d) fiir alle d € D

Definition 4.6

Sei S = (G, (D, <),i, f) das Datenflusssystem eines rekursiven Programms. Dann induziert S das folgende
Summary-Gleichungssystem:

Yentry =1id
Yy =U{fy oYy | (V',b) € F}
Zp = fem't o Yem’t

mit
for = callret(Z,), falls b = [q()]5etim
for = wie in Familie f von S angegeben, sonst
und
callret(Z): D — D
callret(Z)(d) = freturn(dy Z(feau(d))) O
Bemerkung

Man beachte, dass das Summary-Gleichungssystem eine Variable Y, fiir jeden Block b und eine Variable Z,
fiir jede Prozedur enthilt. Eine Variable Y; fasst dabei den Effekt der Prozedur, in der Block b vorkommt,
vom entry Block bis b zusammen. Dementsprechend, spiegelt Z, den Transfereffekt der gesamten Prozedur
wieder.

Satz 4.7

Sei (Yi,...,Y%, Z1,...,2Z,) € (MonFun(D — D))¥*" kleinste Losung des Summary-Gleichungssystems,
wobei k die Anzahl der Blocke und n die Anzahl der Prozeduren ist.

(1) Sei b Block der Prozedur p, dann gilt Y}, > f fiir jeden giiltigen Pfad von entry(p) bis zu b.
(2) Z, > fr fiir alle m € validpaths (entry (p) , exit (p)). O

Problem: Monotone Funktionen miissen effektiv dargestellt werden.
e Falls D endlich: nutze Wertetabelle.

e Falls D unendlich: problematisch.
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Bemerkung (Modellierung Summary-Gleichungssystems)

Blocke mit Prozeduraufrufen haben zwei Labels, allerdings fithren wir nur eine Variable fiir diesen Block
ein. (Vgl. bisher: eins-zu-eins Korrespondenz zwischen Labeln und Variablen im Gleichungssystem.)

Im folgenden diskutieren wir eine alternative Modellierungsméglichkeit und zeigen die Aquivalenz zur
gewihlten Definition des Summary-Gleichungssystems.

Dazu betrachte folgendes Programm:

proc [p()]1! begin

[x := 21%;

[a()1F;

[z := al%;
[en&j;

Seien fear, freturn die Transferfunktionen, die b = [¢()]3 zugeordnet sind.

Summary-Gleichungssystem Die oben gewihlte Definition fiihrt fiir einen Prozeduraufruf nur eine Variable
Y}, ein, welche wir mit dem Call-Label identifizieren.

Im Beispiel also: Y, = Y3 und Y5 = f3 0 Y3 = callret(Z,) o Ys.

Alternative (dquivalent) Es werden zwei Variablen zu Blocken, die Funktionsaufrufe darstellen, assoziiert.
Fiir Y3 erhilt die Transferfunktion

f3 =240 feanl -

Fiir Yy erhalt man also
YZL:fBOYYS :ZqofcallOYS .

Als Transferfunktion fiir Y; erhélt man fy = freturn. Damit ergibt sich fiir Block 5 folgende Gleichung
Y5 = freturn (Y3()7Y4())

- fretu'rn (YB()a Zq(fcall(}/?)('))))
= callret(Z;) o Y3

und somit das selbe Ergebnis wie im vorherigen Fall. |

Beispiel 4.8 (Reachable-Values-Analyse)

Betrachte die Prozedur pos(), welche eine globale boolsche Variable 2 manipuliert, und den vollstindigen
Verband der Wertemengen fiir x.

proc [pos()]1! begin
if [x = 012 then

[assume x = 0]13; {0,1}
[x := —=x1%; N
[pos ()13; {0} {1}
else NS
[assume x = 117; %)
end
[end]8;

Wir verwenden folgende Transferfunktionen:

flzid f4:f7lm;ert f7:fget1
f2 =id fcallpos =id fS =id
f3 = fget[) freturnpos (dI» d2) = d2 fe;m't =id
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Dabei driickt fgesp aus, dass nach einem assume x=0, der Wert fiir « nicht 1 sein kann. Analog fiir fges.
Die Funktion finer kehrt den Wert um. Des Weiteren definieren wir die Hilfsfunktionen fraker, finverto,
und f, Die Werte all dieser Funktionen sind durch die folgende Tabelle gegeben.

X [idx) | 10X | FyetoX) | Foers (X) | Finwert(X) | Frnaer (X) | Finverio (50

%] %]
0 | o}
m |
{0,1} || {o,1}

@ o @ o @
{0} 2 {1} {1} {1}
@ {1} {0} {1} 2
{0} {1} {0,1} {1} {1}

%)
6]
%)
%)

Beachte, dass die folgenden Beziehungen gelten:

fin'uert © fgetO = finvertO fget] o fin'ue'rt() = fim)ert()

fmakel o finvert[) = finveTtO finvertO U fgetl = fmakel

Das Summary-Gleichungssystem lautet:

Y =id
Yo=fioV1 =V
Y3=faoYa=Y,
Yi=f30Y3= fget00Y3
Ys = fao Yy = finvert 0 Ya
Yr=faoYs =Y,
Ys = (callret (Zps) 0 Y5) LI (f7 0 Y7)
= (Zpos OYS)'—'(fgetl oY7)
Zpos = fexit © Ys = Y3

Lose das Gleichungssystem durch Fixpunktiteration:

Tteration | Vi | Yo | v3 | 72 ., |v| % Zpos
0 fo| fo | fo] fo fL fL fi fL

id | fo | fo| fo fi fi fL i
id | id | fo| fo fi fi fi fi
id | id | id | fo fL id fi fi
id | id | id | feeto Ji id Joet1 fL

id | id | id | fgeto | finverto | id fget1 fget1
id | id | id | feeto | finverto | 1d | frmaker ' | foets
id | id | id | fgeto | finverto | id | frmaker | frmaker
id | id | id | feto | finverto | id | frmaker 2 | finaker

N N|lo|lo |k |w|[o |~

1fget1 o finverto U fgetl oid = finverto U fget] = fmake1
2fmr1.ke] o finvertﬂ u fgetl = fin,vertﬂ u fgct] = fmakel
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Beobachtung

Sind die Transferfunktionen f, fiir alle Prozeduren p berechnet, so lésst sich auch fiir rekursive Daten-
flusssysteme ein Gleichungssystem aufstellen. Sei dazu S = (G, (D, <), i, f) mit G = (B, E, F, IF). Das
Gleichungssystem zur Datenflussanalyes ist:

X, =L {fb’(Xb’> | (b/,b) S F}, falls b ¢ E
X, = U {fcallp(Xb’) ‘ (b/7 b, *, *) c IF}, falls b € Ep \ FEoin
Xy =1, falls b € Epuin

mit

wie in f angegeben, falls b’ gewohnlicher Block

( Xy ) =
i) {fremﬂxbz,fp<fmup<Xb/>>>, falls &' = [Py

Beachte hier, dass der Datenfluss innerhalb der Prozeduren berechnet wird. Mit den zuvor berechneten
Summaries haben wir lediglich das Transferverhalten berechnet. Die aktuellen Datenflusswerte innerhalb
der Prozeduren konnen erst jetzt berechnet werden. (Falls nur Datenflusswert innerhalb der Prozedur
main von Interesse ist, kann man das Gleichungssystem entsprechend vereinfachen.) |

Satz 4.9 (Sharir & Pnueli ’81)
Sei S = (G,(D,<),i, f) ein rekursives Datenflusssystem. Sei lfp(gs) = (X7, ... ,X‘%ITF) die Fix-

punktlésung des assoziierten Gleichungssystems und sei JOVP(S) = (X{°VF ..., X |{30‘VP ) die JOVP-
Losung.

(a) Fiir alle b € B gilt X;/OVF < XEFP.

(b) Falls alle Transferfunktionen distributiv sind, gilt sogar X;/9VF = XLFP fiir alle b € B. g
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4.3 Der Call-String-Ansatz

Beobachtung

Der funktionale Ansatz ist kontextinsensitiv, d.h. er beriicksichtigt keine Information {iber den Kontext,
in dem eine Prozedur aufgerufen wird. Das macht die Analyse gegebenenfalls unprézise.

Zum Beispiel, falls p() von ¢() aus aufgerufen wird, kénnte x immer 1 sein. O

Ziel: Entwickle eine kontextsensitive interprozedurale Datenflussanalyse.

Ansatz: Reichere die Doméne der Datenflusswerte um Informationen iiber den Stackinhalt an.

Sei dazu (D, <) der vollsténdige Verband der Datenflusswerte, und I'" die Menge der Prozedurnamen im
zu analysierenden Programm. Nutze die neue Domdne:

(' — D, <%)

mit cs; <* ¢sg, falls cs1(a) < csa(a) fiir alle o € T'*. Es werden Call-Strings also Datenflussinformationen
zugewiesen.

Es ldsst sich priifen, dass (I’ — D, <*) wieder ein vollstdndiger Verband ist.

Ansatz (formal): Um ein gegebenes Datenflusssystem S = (G, (D, <), 1, f), unter Beriicksichtigung von
Call-Strings zu analysieren, modifiziere (1) den Initialwert, und (2) die Transferfunktionen.

ad 1) Ausi € D wird
cs; : I — D mit

csi(€) := 4 und
csi(a):=Lfire#£Aael™

ad 2) Aus f, : D — D wird

fo:(IT*—=D)— (I —= D)

mit

ﬁ; (cs) = froecs fiir gewohnlichen Block b
fcaup (cs) (v.p) := fe ally, (es (7))
fcall (cs)(a) := L fir yp#acl*
Freturn, (¢5) (3) = freturn, (¢s (7.))

Definition 4.10
Sei S = (G, (D, <),i, f) ein rekursives Datenflusssystem.

Dann ist das induzierte Call-String-Gleichungssystem
Xy :=cs;, falls b € Epin
Xy =L {ﬁ,/(x,,,) | (V',b) € F oder
(%,%,0',0) € IF und fiy = freturn, oder
(t/,b,%,%) € IF und fyy = fm”p} O
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Satz 4.11
Die Call-String-Losung iiberapproximiert JOVP(SS). d

Problem: I'* ist unendlich.

Ansatz:
e Bounded Call-Strings:
— Stelle nur obersten n Elemente des Stacks dar, nutze also Call-Strings aus I'S" := U?_ T,
— Es gibt Sétze iiber ausreichende Call-String-Lénge, die exakte Analyse garantiert.

o Regular Abstraction: Anstelle von I'S™, nutze endliche Automaten AS™ der Gréfle < n um den
Stack-Inhalt darzustellen.
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5 Abstrakte Interpretation

Ziel: Entwickle eine Theorie der korrekten Approximation der Semantik von Programmen. Die bisherigen
Datenflussanalysen haben die Semantik von Programmen nicht beriicksichtigt (bestenfalls intuitiv).

Idee (Cousot&Cousot):
e Fiihre Programm auf abstrakten Werten aus
e Beispiele: P ({ —,0,+ }) anstatt Z
e Beriicksichtige alle konkreten Eingaben

e FErsetze konkrete Operationen durch abstrakte Operationen. Dabei miissen alle konkreten Werte
beriicksichtigt werden, die durch den abstrakten Wert dargestellt werden.

Beispiel 5.1

Fiir eine konkrete Operation op(x) = x — 2 erhalten wir, zum Beispiel, folgende abstrakte Operation:

op*({+}) ={-0,+}
op?({0}) ={~}=op"({~})

Wir schreiben typischerweise op# fiir diejenige abstrakte Operation, die der konkreten Operation op
entspricht. O

Bemerkung
Vorteile:

o Mdchtigkeit:
— Abstrakte Interpretation ist unabhdngig vom Kontrollflussgraphen

— Funktioniert fiir viele Klassen von Programmen (if/while, parallel, Objekt-orientiert, Aktoren,
funktional, ...)

e Korrektheit: durch Theorie garantiert.
e Balance zwischen Prézision und Komplexitdt: wiahlbar durch Granularitéit der abstrakten Doméne.
Nachteile:

o Komplexitdt: bei abstrakter Interpretation oft hcher als bei Datenflussanalysen. O

Um ein solches Framework zu verstehen, miissen wir zunéchst die abstrakten Doménen studieren, die sich
fiir eine korrekte Abstraktion eignen.
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5.1 Galois-Verbindungen

Ziel:

e Beschreibe geeignete Abstraktionsfunktionen o« : L — M, die jedem konkreten Wert in L einen
abstrakten Wert in M zuordnet.

e Definiere neben a auch Konkretisierungsfunktion v : M — L, die jedem abstrakten Wert alle
konkreten Werte zuordnet, fiir die er steht.

Definition 5.2 (Galois-Verbindung)
Seien (L, <p) und (M, <,s) vollstindige Verbénde.

Ein Paar (a,~) von monotonen Funktionen « : L — M,~ : M — L heiit Galois- Verbindung, falls
(G1) vie L. I <t ~(a)

(G2) VmeM. a(y(m)) <um m

Wir schreiben (L, <p) €= (M, <r). O

Bemerkung (Galois-Verbindungen anschaulich)

Seien L = P(A) und M = P(B), wobei A die Menge der konkreten und und B die Menge der abstrakten
Werte ist.

A B A o B
- [ph—
I
(87 |
o
(G1) 1 € y(a(l)): (G2) a(y(m)) Cm
a erzeugt Uberapproximationen. Kein Prézisionsverlust durch Abstraktion

nach Konkretisierung.

Bemerkung
Typisch ist:
e [ # v(a(l)), d.h. Prizisionsverlust durchs Abstrahieren von [.

e m = a(y(m)), d.h. kein Prizisionsverlust durch erneutes abstrahieren nach konkretisieren von m (in
diesem Fall nennt man die Galois-Verbindung auch Galois-Insertion). 0

Satz 5.3

Sei (L,<p) % (M, <ps) eine Galois-Verbindung. Seien ferner [ € Lym € M, L’ C L, M’ C M. Dann
gilt:

(1) al) <y mgdw. I < y(m)
(Aus dieser Aquivalenz folgt auch wieder, dass es sich um eine Galois-Verbindung handelt.)

(2a) Die Konkretisierung « ist eindeutig durch « bestimmt durch:

vm)=w{l € L|a(l) <y m}.

63



(2b) « ist eindeutig durch v bestimmt durch:
a(l) =r{me M |l <p~(m)} .
(3a) « ist vollstindig distributiv:
a(UL") = Ua(L) .
(Diese Eigenschaft wird auch wvollstindig additiv genannt.)

(3b) ~ ist wollstindig multiplikativ:
Y(MM') = y(M') .

(4a) Zu jeder vollsténdig distributiven Funktion o’ : L — M gibt es ein 7' : M — L, so dass

(L,<1) <L—/> (M, <pr) eine Galois-Verbindung ist.
«

(4b) Zu jeder vollstindig multiplikativen Funktion v : M — L gibt es ein o’ : L — M, so dass
(L, <1) VE/ (M, <ps) eine Galois-Verbindung ist.

Beweis

(1) Es gelte a(l) <pr m. Dann folgt wie gewiinscht:

(G1) Mon. v
L <p y(a(l) <p ~(m)

Also gilt a(l) <prm = 1 <, y(m).

Die verbleibende Richtung, I <; v(m) = «(l) <ps m folgt analog.
(2a) Zeigen: yv(m) =U{l € L | a(l) < m} fir jede Galois-Verbindung.

<r: Falls a(l) < m, dann I <j, v(m) nach (1.) Damit folgt:

u{t e Lfa(l) <m} <~(m)

>1: Da a(y(m)) <y m, gilt
v(m) efl e L] a(l) <m}

Also
v(m) <p U{l € L] a(l) <y m}

(2b) analog
(3a) > Fiirl e L/, gilt I <; UL'. Mit der Monotonie von « folgt

Ua(L') =u{a(l) |l e L'} < a(UL')
<y Um a(UL") <pr Ua(L') zu zeigen nutze (1.) und zeige
UL <p ~y(Ua(L))

Damit gilt dann
a(UL") <y Ua(L')

(3b) analog
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5.2 Konstruktion von Galois-Verbindungen

Ziel:
1. Definiere zwei elementare Galois-Verbindungen: Intervallabstraktion und Kongruenzabstraktion.
2. Definiere Galois-Verbindungen mittels Extraktionsfunktionen.

3. Komponiere bestehende Galois-Verbindungen.

5.2.1 Elementare Galois-Verbindungen
Intervallabstraktion
Intervallabstraktionen erlauben Aussagen iiber die absolute Gréfie von Datenwerten. Allerdings lésst sich

mit abstrakten Intervallwerten nur unprézise rechnen.

Beispiel 5.4
Sei (L, C) mit L = P (Z) die konkrete Doméne der Teilmengen von Z.

Sei (M, C) mit
M= ((ZU{-00})x(ZU{+o0}))U{@}

die abstrakte Doméne der Intervalle.

Wir definieren eine Galois-Verbinung (L, C) % (M, C) durch

a:L—-M
o} falls Z = @
a(Z): =" an
[MZ,uZ], sonst
und
y: M — L
a, falls I = &
()=
{2€Z |2 <z<2}, falls I=]z,z2)]

Zum Beispiel gilt
o v(a({1,3,5...} =~([1,00]) =1{1,2,3,...} €{1,3,5,...}
b a(’}/([_lvl})) :a({_lvovl}) = [_171] U

Bemerkung

Intervalle benotigen immer noch unbeschrénkt viel Information, um die untere und obere Grenze zu
speichern. (Beides sind beliebig grofie ganze Zahlen.) Daher wird in der Praxis oft

M = (({kl,...,kn}u{—oo}) X ({kl,...,kn}u+oo)) u{o}
verwendet. D.h. es werden nur endlich viele Werte werden exakt gespeichert; alle kleineren Werte werden

durch —oo und alle gréfleren durch +oco représentiert. |

Mehrdimensional: Eine Menge 3 C R" lisst sich zu ihrer konvexen Hiille conv(X) C R™ abstrahieren,
also dem kleinsten Polyeder, der ¥ enthilt. Dieser Polyeder lisst sich endlich darstellen (z.B. durch ein
Ungleichungssystem, oder durch Eckpunkte und Strahlen).
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Kongruenzabstraktion

Die Intervallabstraktion gibt die absoluten Grofie der Datenwerte an. Alternativ kann man die absolute
Grofle der Werte vergessen, und erhélt eine Galois-Verbinung, bei der man mit den abstrakten Werten
sehr schnell Rechnen kann.

Beispiel 5.5

Seien (L, C) und (M, C) Verbénde mit L =P (Z) und M =P ({0,...,k—1}), wobei k € N\{0}.

Wir definieren eine Galois-Verbinung (L, C) % (M, C) durch

a:L—-M
a(Z):={z modk|zeZ}
und
y: M — L
yI):={z€Z|z=m modk, fiir ein m € M}
(Beachte: —3 mod 5 = 2.) O

5.2.2 Galois-Verbindungen aus Extraktionsfunktionen

Ferner sei 5 : V — D eine Funktion. Dann ist (P (V),C) &—= (P (D), <) mit

a:P((V)—P(D)
a(V'):=B(V')={B) lveV'}
und
v:P(D)—=V
(D)= B7D) = {v eV | Au) € D'}

B,

eine Galois- Verbindung.
Beobachtung
Die oben definierte Kongruenzabstraktion ergibt sich aus der Extraktionsfunktion z — z mod k. ]

Oft ist P (V) = P (State), wobei wie bisher State = ZVa*. Ist nun 3 : Z — D als Extraktionsfunktion
bekannt, ergibt sich eine Abstraktionsfunktion fiir ganz P (State).

Definition 5.6 (Liften von Extraktionsfunktionen)

Sei State = ZV* die Menge aller Variablenbelegungen und sei 8 : B — D. Durch Liften von 3 auf State
entsteht die Abstraktion

a: P (State) — P (DV*)
aX):={pooloceX}

Es ldsst sich zeigen, dass « vollstéindig distributiv und damit eine Galois-Verbindung definiert. (]

5.2.3 Komposition von Galois-Verbindungen
Sequentielle Komposition:
Idee: Fiihre Abstraktionsfunktionen nacheinander aus.

Seien (L1, <1) <7_—1> (L2, <2) und (Lg, <s) <W_—2> (L3, <g) Galois-Verbindungen. Dann erhalten wir durch
« a2

1
sequentielle Komposition die Galois-Verbindung: (L1, gl)%(Lg, <3).

@00

Wir schreiben: (ag,72) o (a1,71) := (@2 © aq,71 © ¥2)-
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Parallelkomposition von Galois-Verbindungen

Idee: Fiihre zwei Abstraktionen auf demselben Element aus.

Es gibt zwei Produkte.

a) Unabhingiges (direktes) Produkt Seien (L,<) <Z_—11> (My,<p,) und (L,<p) <7_—2> (M, <)

zwei Galois-Verbindungen. Dann ist das direkte Produkt ’

(a1,71) % (a2,72) == (a,7)
mit
a: L — My x M, v: M x My — L
a(l) : = (e (l), az(l)) Y((ma,me)) = = y1(ma) Ny (ma)
wieder eine Galois-Verbindung, und zwar zwischen L und M; X Ms.
Das unabhéngige Produkt ist schnell berechenbar, dafiir aber ggf. unprézise.

b) Abhingiges (Tensor-) Produkt Seien (P (V),C) <1:> (P(D;),9Q),i = 1,2, zwei Galois-Verbindungen.

Dann ist auch das Tensorprodukt
(a1,71) ® (@2,72) = (o, 7)
mit
a:P (V)= P(Dy x Dy) ~v:P (D1 x D) — P(V)
a(V'):= |J ex({v}) x as({v}) VD) :={veV]a({v}) xa({v}) C D}

veV’
eine Galois-Verbindung, und zwar zwischen P (V) und P (Dy x D3).
Das Tensorprodukt beriicksichtigt das Zusammenspiel der Abstraktionfunktionen.

Beispiel 5.7 (Direktes Produkt vs. Tensor-Produkt)

Wir definieren die Extraktionenfunktionen sign und parity durch

sign : Z—{—,0,+} parity : 7 — {o,e } = { odd, even }
falls z > 0
gn(z) g fausx 0 ty(z) = ¢ fallse =0 mod2
sign(z) : = = arity(zx) : =
' il e o, fallsx=1 mod 2

—, fallsz <0

Diese Funktionen induzieren Galois-Verbindungen:

(P(Z),C) =25 (P({+0,-}),C) wd (P (Z),C) =5 (P ({e,0}), ).

y =
Qsign Aparity

Wir erhalten neuen Galois-Verbindungen

Yprecise Yimprecise

P(Z) —= P ({+,0,—} x{e,0}) bzw. P (Z)

Qprecise Qimprecise

P ({+707 _}) x P ({670})

durch

(aprecise ) /Yprecise) = (asig'rn Vsign) & (aparity7 P)/parity)

bzw.
(aimprecisev 'Yimprecise) = (O[sz'gna 'Ysign) X (Oépam'tw 'Ypam‘ty)~
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Sei die Menge {—4, 3} C Z gegeben. Wir erhalten

Qimprecise ({—4,3}) = Asign ({—4,3}) x Qparity ({—4,3})
= {_a+} X {670}
= {(_» 6), (+a e)’ (_v 0)7 (+’ O)}
precise ({—4,3})
= (@sign ({—4}) X aparity ({—4})) U (@sign ({3}) X @parity ({3}))
={— x{eh u{{+} x{0})
={(—,e),(+,0)} O

Komponentenweise Kombinationen von Galois-Verbindungen

Oft ist die Zustandsmenge eines Programms als kartesiches Produkt vollstandiger Verbande gegeben
(verschiedene Variablen). Sind nun auf den Komponenten Galois-Verbindungen definiert, lass sich diese zu
neuen Galois-Verbindungen fiir das kartesische Produkt verkniipfen.

Wir erhalten wieder zwei verschiedene Produkte.

a) Direktes Produkt Seien (Ll, SLQ) —)<’Y1 (Ml, SMI) und (Lg, SLQ) —><’Y2 (MQ, SMZ) zwei Galois-
a1 Q2
Verbindungen. Dann ist das direkte Produkt

(041,71) (a2,72) = (a,7)
mit
OéIL1XL2—>M1><M2 ’}/IM1XM2—>L1XL2
a((l1,12)) : = (a1(ly), az(l2)) Y((m1,mz)) : = (y1(m1),v2(m2))

wieder eine Galois-Verbindung, und zwar zwischen L X Lo und M; x Ms.

b) TensorProdukt Seien (P (V;),C) <%—1> (P(D;),9Q), i = 1,2, zwei Galois-Verbindungen. Dann ist

auch das Tensorprodukt
((11, /71)@(0[27 72) = (O{, ’Y)

mit
a:P (Vi x Vo) = P(Dy X Ds)
aV):i= | a{u})xas({v})

(v1,02)EV’
’)/IP(Dl XDQ)‘)’P(Vl XVQ)
(D) i = {(v1,v2) € Vi x Vol ar({v1 }) x aa({v2}) € D"}

eine Galois-Verbindung, und zwar zwischen P (V; x V) und P (D; x Ds).
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5.3 Abstrakte Semantik

Ziel: Imitiere die konkrete Semantik auf einer abstrakten Datendomaéne.

Definition 5.8 (Sichere Approximation von Funktionen)
Sei (L, <p) % (M, <jr) eine Galois-Verbindung. Sei ferner f : L — L eine Funktion.

e Dann heiBt f# : M — M sichere Approzimation von f, falls
aofoy< f#
dh. a(f(y(m))) <ar f#(m) fiir alle m € M.
e Funktion f# heifit genaueste sichere Approximation von f, falls o f oy = f#.

lllustration:
+(m) ! Fx(m))
7 a(f(y(m)))
Al
#
m-------- ‘f ******** » f# (m)
Bemerkung

Oft sind f und f# monoton.

Lemma 5.9

Falls f und f# monoton, dann
aofoy<py f* gdw. aof< ffoa
Beispiel 5.10 (Sichere Approximation)
Betrachte die Vorzeichenabstraktion (P (Z), C) % (P({—,0,+}),9) .
e Sei f_5 die Substraktion von 2:
fo2:P(Z)—>P(Z)
fo(Z):={z—-2|2€Z}

e Definiere eine sichere Approximation von f_s mittels

fi&Q:P({_’07+}>_>P({_707+})

, falls A =@
f(A):={{—0,+}, falls+€ A
{-1} sonst
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e Es ist zu zeigen, dass fiir alle A C {—,0,+} gilt:
a(f-2(1(4))) € 17,5(4)

Zum Beispiel:
a(f;?(/y({oa +))) = a(f;?({ov 1,2,3,.. }))
= Oé({72ﬂ 717 Oa 13 < })
= {_7 0, +} = f#Q({Ov +})
Als nichstes definieren wir nun die operationelle Semantik von While-Programmen auf einer abstrakten
Datendoméne. Beachte dabei, dass die Transitionsrelation nicht-deterministisch wird:
(if 2 = 0 then ¢; else ¢ end, { (x = even) })
Hier kann die Bedingung sowohl wahr als auch falsch sein.

Die abstrakte Semantik soll eine sichere Approximation der konkreten Semantik sein. Dazu miissen wir
die konkrete Semantik als Funktion auf P (State) auffassen (also als State Transformer), wie folgt:

post, .., post, : P (State) — P (State)
fiir alle ¢, ¢’ € Prog
post. . (S) : ={0o' € State | 3o € S. (¢,0) = (',0") }
post (S) : = {0’ € State | 3o € S. (¢,0) = o'}
Definition 5.11 (Abstrakte Semantik)
Betrachte die Galois-Verbindung (P (State), C) %) (M, <pp).
e Eine abstrakte Semantik ist gegeben durch eine Familie von Funktionen (fiir alle ¢, ¢’ € Prog):
postﬁc,,postf M- M
mit
aopost, oy <pm postfc,
aopost. oy <y postf’E
e Sind alle postfc,, post# genaueste sichere Approximationen (d.h. in der obigen Ungleichung gilt
immer Gleichheit), spricht man von der genauesten abstrakten Semantik.
e Die abstrakte Semantik induziert die abstrakte Transitionsrelation:
=C (Prog x M) x (Prog xM) U M)
zwischen abstrakten Konfigurationen (¢, m) € Prog x M mittels
(e,m) = (c',postfc, (m))

(¢, m) = post? (m)

Beispiel 5.12 (genaueste abstrakte Semantik)

Betrachte (P (Z), Q) % (P ({n =odd,n =even}),C). Es gilt:
( n:=3*xn+1 , {(n=o0dd)} ) = {(n=-even)}
( n:=3xn+1,{(n=o0dd) , (n=even)} ) = {(n=odd),(n=even)}
( whilen#1docend , {(n=o0dd)} ) = {(n=o0dd)}
( whilen#1docend , {(n=o0dd)} ) = (¢;whilen # 1docend,{(n=o0dd)})
( whilen#1ldocend , {(n=even)} ) =# {(n=-even)}
( whilen#1docend , {(n=even)} ) = (c¢;whilen # 1docend, {(n=even)})
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Lemma 5.13

Die genaueste abstrakte Semantik ist im Allgemeinen nicht berechenbar. (Ungenauere abstrakte Semantiken
lassen sich immer herleiten.) O

Beweis (Idee)
e Betrachte die Galois-Verbindung (P (State) , C) <l:g> (P({—,0,+}),9)

sign

e Sei die abstrakte Konfiguration: (if n > 2V 2" + 3" = 2" then n := 1 else n := —1 end, {(n =
+Hr=+y=+.z2=+)}

e Um zu entscheiden, ob n auf 4+ oder — gesetzt wird, muss man entscheiden, ob es Belegungen von
n,x,y,z in N\{0} gibt, die Bedingung erfiillt. (Letzter Satz von Fermat: nein.)

Allgemein: Es ist unentscheidbar, ob eine Diophantische Gleichung
p(a1,...,2n) =0

mit p einem Polynom mit Koeffizienten in Z eine Lésung in Z hat. (Hilberts 10. Problem 1900, Unentscheibar
nach Matijassewitsch 1970.) [ |
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5.4 Herleitung einer abstrakten Semantik

Ziel: Berechne abstrakte Semantik fiir Galois-Verbindung (ag,v3), die durch Liften einer Extraktions-

funktion 3 : Z — D definiert ist. Also (P (ZV?"*),C) <:——Z> (P (DVars) Q).

Problem:
e Werte Boolesche Ausdriicke auf der abstrakten Doméne aus P (D).

e Benotigt sichere Approximation von Pridikaten.

Losung: Werte Approximation in 3-wertiger Logik (nach Kleene) aus: (P (B) \{@}, A3, V3, —3) .

Dabei identifizieren wir

{0} = 0 (definitiv 0)
{1} 1 (definitiv 1)
{0,1} = 1 (wir kennen den genauen Wert nicht)

Die logischen Operatoren sind wie folgt definiert:

mfofifs wfofr[s =]
0l0oj0]O0 00|1]3 0 |1
1]o|1]3 L1]1]1 1|0
s 0zl 2 fzfl]es 2]z

Definition 5.14 (Sichere Approximation von Pridikaten)

Sei p: Z™ — B ein n-stelliges Priadikat, das auch auf Mengen verstanden werden kann:
p:P(Z)" —P(B) .
Dann heit p* : P (D)" — P (B) sichere Approzimation von p, falls
pog <p*
wobei 5 die komponentenweise Konkretisierung ist. O

Definition 5.15
Sei § = (Z,7) und (P (Z),C) 'y<:>ﬁ (P (D), Q) die Galois-Verbindung, welche als Lift von 8 :Z — D

definiert ist. aﬁ

Dann heiBt eine Struktur Saps(P (D), I7) abstrakte Sig-Struktur falls:
. f# : P(D)" — P (D) ist sichere Approximation von f7 : Z"™ — Z fiir alle Funktionssymbole f, und
. pﬁ# : P(D)" — P (B) ist sichere Approximation von pz : Z™ — B fiir alle Pridikate p.

Die Semantik Boolscher Ausdriicke in 3-wertiger Logik ist dabei wie folgt gegeben (o : Vars — P (D)):

Savs [plai, ... an)](0) = p#(sAbs[[alﬂ(g),--wSAbs[[an]](U))
Sabs [01 Vb2 ](0) Sabs [01](0) V3 Sans [b2](0) 0
Sabs [01 Ab2](0) = Saws[b1](0) A3 Sabs [b2](0)
Saps[0](0) = —3Saps[0](0)
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Eine mogliche Definition fiir ff# ist dabei:

74 (D1, .Dn) = ag (fz (v8(D1), -, 78(Dn)))

Lemma 5.16
Es gilt:
ap(S[al(0)) € Savs[a](o’)
S[b](0) € Sans [b](0")
mit o’ (z) := { B(o(x)) }. O
Lemma 5.17

Ist eine abstrakte Sig-Struktur gegeben, erhélt man die abstrakte Transitionsrelation
= C (Prog xP (D)) x ((Prog xP (DV**)) UP (DV**))

mittels folgender Regeln:

(skip, Abs) = Abs

(z = a, Abs) = {7lz = d] | 7 € Abs,d € Saps [a](7) }

(c1, Abs) = Abs'
(c1;co, Abs) = (co, Abs')

(c1, Abs) = (¢}, Abs')
c1;ca, Abs) = (c};ca, Abs’
1

(if b then c¢; else cp end, Abs) = (c1, Abs\{ 7 | Saps [0](7) ={0}})

(if b then ¢; else c2 end, Abs) = (co, Abs\{7 | Sans [0](7") ={1}})

(while b do c end, Abs) = (¢;while b do c end, Abs\{7 | Saps [0](7/) ={0}})

(while b do c end, Abs) = Abs\{7 | Saps [0](7) ={1}}

Beachte

e Bei bedingten Anweisungen werden die abstrakten Zustidnde entfernt, die auf jeden Fall die andere
Verzweigung ausgefiithrt hatten.

o Saps[b] erwartet eine Belegung in P (D)¥*™, d.h. vom Typ Vars — P (D), wir haben jedoch
7 € Abs C P (DV*) gegeben, d.h. 7: Vars — D. Wir konstruieren daher 7/ : Vars — P (D) via

() = {7(2)}. O
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Definition 5.18

pOSst

c,c’

Abs', falls (¢, Abs) = (¢, Abs’)
: (Abs') i= {@ sonst
Abs’, falls (¢, Abs) = Abs'

o, sonst

post™ (Abs) := {

Satz 5.19

Die Familie von Funktionen postf’éc,7 posti ist eine abstrakte Semantik, also

#

c,c’

ap 0 post, . 0 yp < post
und ag o post, oy < postf .
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6 Pradikatenabstraktion und
Abstraktionsverfeinerung

Bisher haben wir Abstraktionen betrachtet, die pro Programmvariable agieren (z.B. Intervall- und
Kongruenzabstraktion). Mit solchen Abstraktionen kann schwer sein, gewiinschte Eigenschaften zu zei-
gen. Ein Grund dafiir ist, dass solche Abstraktionen keine prézisen Aussagen iiber Entscheidungen im
Kontrollfluss (If/While-Anweisungen) zulassen. Dementsprechend wollen wir Prddikate zur Abstraktion
verwenden, die Aussagen iiber mehrere Variablen machen kénnen. Dazu werden wir uns als erstes mit
der Prddikatenabstraktion im Allgemeinen beschéftigen, und mit gegebenen Pradikaten arbeiten. Spéter
werden wir dann ein Verfahren betrachten, mit dem wir Prédikate automatisch generieren konnen, sodass
wir ein vollstdndig automatisches Verfahren erhalten.

6.1 Pradikatenabstraktion

Idee:

e Seien Pridikate pq,...,p, iiber Vars gegeben. Abstrahiere Zustéinde o : Vars — Z auf Boolesche
Kombinationen von pq,...,p,

e Verwendung beliebiger Boolescher Kombinationen (V, A, —) skaliert nicht.

e Nutze kartesische Abstraktion, d.h. nur Konjunktionen (A)

Definition 6.1

e Ein Pridikat ist ein Boolescher Ausdruck b (siehe Syntax von Programmen).
e Ein Zustand o : Vars — Z erfillt b, falls S [b] (o) = true. Schreibe: o E b.
e Pidikat q ist schwdicher als p falls

Vo € State. o E p impliziert o F ¢

Wir schreiben p F ¢ und sagen auch: p ist stirker als q.
e Pridikate p und q heilen (logisch) dquivalent, falls p E ¢ und ¢ F p. Schreibe: p H g.

e = definiert eine Quasiordnung auf der Menge der Booleschen Ausdriicke. Problem: Diese Ordnung
ist reflexiv und transitiv, aber nicht antisymmetrisch, da es logisch dquivalente Formeln gibt. Wir
16sen dieses Problem, in dem wir logisch dquivalente Formeln mit einander identifizieren.

e Sei P ={pi,...,pn} eine endliche Menge von Pridikaten und =P := {-py,..., P, }.

Der Prdadikatenabstraktionsverband ist

Abs(P) :== ({AQ | Q € (PU—P)},F)

(Modulo logischer dquivalenz.)
Schreibe true := AD, false := AN{p;, —p; .. .}.
Elemente in Abs(P) heilen Cubes O
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Lemma 6.2
Abs(P) ist ein vollstéindiger Verband. O

Beweis

o | = false, T =true
® qi1l1g2 =q Ng2

s U=V B
Dabei ist zu einer Formel b (die eventuell nicht in Abs(P) ist) b die stiirkste Formel in Abs(P), die
aus b folgt. Sie ist eindeutig bestimmt und wir kénnen sie wie folgt berechnen:

b H Nfge Abs(P) | bF q}
H A\{le@Pu-P)|bEIL} ]
Beispiel 6.3

Sei P = {p1,p2,p3}
1. Fiir g1 = p1 A p2 sowie g2 = p1 A —p2

G Tlqge = p1Ap2Ap1A—p2
H false
qUqg = (p1Ap2)V(p1A-p2)
H  piAp2V-p2)
H P
H m
2. Fiir q1 := p1 A —p2 und g5 := —ps A p3 gilt:
q111g2 = p1A—-p2 A=paAps
= Pp1ATp2Aps3
Glg = Vg

= (p1 A—p2)V (—p2 ADp3)

Angenommen p; = (z > 4) und p3 = (z > 6).
Dann: p; V ps | p1 und damit ¢; U g2 H —p2 A p1. O

Definition 6.4
Die Galoisverbindung zur Prédikatenabstraktion ist definiert durch
a: P (State) — Abs(P) und ~: Abs(P) — P (State)
mit
v(q) := {o € State | 0 E ¢}
Was ist die Abstraktionsfunktion?

Gegeben o € State, definiere
%= N\{le(PU-P)|ocF1}
Dann gilt fiir State’ C State:
a(State') = |_|{q(, | o € State'} 0
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Beispiel 6.5
Betrachte P = {p1,p2,p3} mit

p=<y), p=(@=y), p3=@@>Y),

op={z—1ly—2}, oco={zx—2,y—2}

Dann ist

a({or,02}) = ¢o, Udo,
= (p1 A—p2 A—p3) U (p1 Ap2 A —p3)
= (p1 A—p2 A=p3) V (p1 Ap2 A —p3)
= p1AD3
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6.2 Abstrakte Semantik zur Pradikatenabstraktion

Ziel:
e Sei Abs(P) fest.
e Bestimme posszfc,,postj:‘7£ mit
a(post.,. (1(a)) < post] . (a)
a(post.((q))) < postf ()
fiir alle ¢ € Abs(P).
Idee:

e Sei x := a der Befehl, der von ¢ zu ¢’ fiihrt

e Die Menge post,. ..(7(q)) ist gegeben durch die stérkste Nachbedingung:

post, .(v(q)) = {0 € State | o & sp(q, z:=a) } .

e Dann gilt
a(post, (7(q)))
= a({o € State | 0 F sp(q, z:=a) })
= | [{4r € Abs(P) | 0 F sp(q, =) }
H splg, ©:=a)
a(poste(1(a)) = al{o € State | o F sp(g,z = a)})

= Wqo |oFsplg,z:=a)}

H  splg,z:=a)
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