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0 Einleitung

Dieser Arbeit liegt eine spezielle Gleichung aus der Stromungstechnik zugrunde, die stationére
und turbulente Strémungen in pordsen Medien beschreibt. Die Gleichung ist unter dem Na-
men nichtlineares DARCY-Gesetz bekannt und modelliert den Zusammenhang zwischen der
vektoriellen Geschwindigkeit v des Stromungsmittels und dem Druck p. Wir werden im ersten
Kapitel genauer auf die physikalischen und stréomungsmechanischen Grundlagen eingehen und

zeigen, daf} sich das DARCY-Gesetz in der Form

gradp + av + b |vjv = 0,
dive = 0

schreiben l483t, wobei ¢ und b im einfachsten Fall positive Konstanten sind. Auflerdem werden

wir geeignete Randbedingungen fiir die Gréflen v und p festlegen.

Das Ziel dieser Arbeit ist es, mit geeigneten funktionalanalytischen Hilfsmitteln eine Losungs-
theorie fiir das DARCY-Gesetz zu entwickeln. Aulerdem wollen wir Wege aufzeigen, wie eine
Losung approximativ berechnet werden kann. Wir werden dazu im zweiten Kapitel grund-
legende Sitze aus den Theorien der monotonen Operatoren und der monotonen Potential-

operatoren zusammenstellen.

Im dritten Kapitel werden wir die Eigenschaften von integrierbaren Funktionen untersuchen,
deren Divergenz im Distributionensinne auf einem berandeten Gebiet verschwindet. Wir
werden zeigen, dafl diesen Funktionen, die ja im allgemeinen keine Spur auf dem Gebietsrand
besitzen, in sinnvoller Weise eine Normalenspur auf Teilstiicken des Gebietsrandes zugeordnet

werden kann.

Mit Hilfe des dritten Kapitels wird im vierten Kapitel eine adédquate schwache Formulierung
des DARCY-Gesetzes als Randwertproblem gelingen. Durch eine geeignete Umformulierung
konnen die beiden Unbekannten v und p getrennt werden. Wir werden dazu zwei konjugierte
Gleichungen mit jeweils einem monotonen Potentialoperator angeben, von denen die eine nur
v, die andere nur p als Unbekannte enthélt. Schlieflich wird sich die eindeutige Losbarkeit

der schwachen Formulierung des DARCY-Gesetzes ergeben.

Im fiinften Kapitel werden wir Niherungsverfahren fiir unser Randwertproblem angeben.
Wir werden dazu zuniichst auf Standardverfahren zuriickgreifen. Anschliefend stellen wir
ein speziell angepafites Projektions-Iterationsverfahren vor. Auflerdem werden wir Fehler-

abschétzungen herleiten, mit denen die Giite einer Naherungslosung berechnet werden kann.

Ich mochte mich an dieser Stelle ganz herzlich bei Prof. Dr. K. Groger fiir die sehr gute

und intensive Betreuung dieser Arbeit bedanken.



1 Das physikalische Problem

In diesem Kapitel werden die physikalischen Grundlagen dieser Arbeit zusammengefafit. In
allen verwendeten Gréflen, Bezeichnungen und physikalischen Gesetzen folgen wir weitest-
gehend den Biichern [7] und [8] von HACKESCHMIDT.

In vielen praktischen Anwendungen treten Stromungen von Gasen oder Fliissigkeiten durch
pordse Medien (Filter) auf, wobei das Medium vergleichsweise feinkornig (etwa Bodenfilter)

oder grobkérnig (etwa Schiittungen von Riiben) sein kann. Typische Beispiele sind

- die Beliiftung von Silos,

die Durchstromung von Kontaktkorpersaulen,

Sickerstromungen von Wasser durch Boden und

- Gasstromungen durch Erz-Kohle-Schiittungen in Hochéfen.

Das dieser Arbeit zugrundeliegende Modell stammt aus der Theorie der Filterstromungen. Es
beschreibt den Zusammenhang zwischen der vektoriellen Geschwindigkeit v des Stromungs-
mittels und dem herrschenden Druck p (genauer dem sogenannten Gesamtdruckverlust).
Dabei wird von einem inkompressiblen Stromungsmittel mit konstanter Massendichte p
ausgegangen. Auflerdem werden nur stationdre, also zeitunabhingige Stromungsvorginge be-
trachtet. Unter diesen Voraussetzungen fithrt das Gesetz vom Erhalt des Massenstroms zu

der Kontinuitditsgleichung
dive = 0. (1)

In der Stromungsmechanik stellt man sich oft eine Stréomung aus vielen Stromrdohren zusam-
mengesetzt vor, wobei eine Stromréhre die Bahn eines sich mit der Stromung mitbewegenden,
infinitesimal kleinen Volumenelements darstellt. Diese Stromrohren koénnen etwa durch Zu-
gabe von Farbstoff sichtbar gemacht werden, wodurch die bekannten Stromlinienbilder ent-

stehen.

Eine zentrale Rolle bei der Beschreibung von Stromungsvorgingen spielt der Begriff des

Druckes. In der Stromungstechnik unterscheidet man zwischen verschiedenen Druckarten:

- Der Druck pyo entsteht durch die Wirkung duflerer Volumenkrifte wie Gravitations-
oder Zentrifugalkrafte. Er heifit auch hydrostatischer Druck, da er unabhéngig von der

Bewegung des Stromungsmittels existiert.

- Der dynamische Druck pay, (oder auch Staudruck genannt) entspricht den Trégheits-
kréften, die in einer Stromung entstehen. Er berechnet sich aus der Geschwindigkeit v

und der Massendichte ¢ geméfl der Formel

Pagn = 07
yn ) .



- Der statische Druck pstqr beschreibt die Druckkréfte innerhalb des Stromungsmittels.

Ist in der Literatur von dem Druck p die Rede, so ist i.a. der statische Druck gemeint.
- Der Gesamtdruck pges ist die Summe aus statischem und dynamischem Druck.

Bei einem idealen Stromungsmittel treten weder zwischen Filter und Strémungsmittel noch
innerhalb des Stromungsmittels Reibungskrafte auf. Es gilt die BERNOULLI-Gleichung, nach
der sich ldngs jeder Stromrohre der Gesamtdruck wie der hydrostatische Druck &ndert:

0
Pges — Pvol = §'U2 + Dstat — Pvol = konst. (2)

Bei realen Stromungsmitteln treten aufgrund der Bewegung des Stromungsmittels zwischen
Filter und Strémungsmittel bzw. innerhalb des Stromungsmittels Reibungskrifte auf, die zu
einem zusétzlichen Abfall des Gesamtdruckes léngs jeder Stromrohre fithren. Daher wird in
Gleichung (2) ein zusétzlicher Druckterm py.;, der sogenannte Gesamtdruckverlust, aufge-
nommen, der den Druckverlust im Vergleich zu einer idealen Stromung modelliert. Man erhélt
die BERNOULLI-Gleichung mit Verlustglied:

0
Pges — Pvol + Dreib = 5”2 + Dstat — Pvol + Preib = konst. (3)

Die Gleichungen (2) und (3) lassen sich als Energieerhaltung ldngs jeder Stromrohre inter-

pretieren (vgl. dazu [7], Seite 102).

Um Filterstromungen zu beschreiben, abstrahiert man von der ohnehin nicht bekannten Fein-
struktur des Filters und seiner Poren und geht zu lokal gemittelten Grolen (Geschwindigkeit,
die verschiedenen Driicke usw.) iiber. Der Filter selbst wird lediglich durch den dquivalenten
Kugeldurchmesser dy, dem sechsfachen Verhiltnis von Filtervolumen und benetzter Ober-
fliche des Filters, und durch das relative Porenvolumen e, dem Verhéltnis aus Poren- und

Gesamtvolumen, beschrieben.

Wie experimentelle Ergebnisse zeigen, hingt der Zusammenhang zwischen Geschwindigkeit
und Gesamtdruckverlust entscheidend davon ab, ob die Stromung turbulent oder laminar
verlauft, d.h. ob viele oder praktisch keine Wirbel auftreten. Als Kriterium fiir das Maf3 an

Turbulenz einer Stromung kann die REYNOLDS-Zahl Re verwendet werden, die sich gem&f

|v| dy o
n

Re

berechnet, wobei die dynamische Zdihigkeit n eine druckunabhéngige Materialkonstante des

Stromungsmittels ist. Die Stromung ist bei REYNOLDs-Zahlen
- kleiner 10 praktisch laminar,
- zwischen 10 und 103 teils laminar, teils turbulent,

- groBer 103 iiberwiegend turbulent.



Fiir laminare Stromungen verwendet man den Ansatz

175(1 — ¢)2n

v, (4)
e2d?

gradpreib =
wobei die auftretenden Terme durch plausible Annahmen und Analogieverfahren motiviert
werden konnen (vgl. dazu [7]). Die Gleichung (4) besagt, dafi bei laminarer Strémung in

hinreichend kleinen Stromrohren der Linge L die Proportionalitét
Apreib ~ L "U’

besteht. Dieser Zusammenhang wurde Mitte des vorigen Jahrhunderts experimentell von
DARCY gefunden. Daher nennt man die Gleichung (4) auch lineares DARCY-Gesetz. Bei tur-
bulenter Stromung hat sich experimentell der Ansatz

()

175(1 — )2
aradpyey = L) fe )

1 [
22 ( Tl =9/"

bewéhrt, den man auch nichtlineares DARCY-Gesetz nennt. Gelingt es, die Grofien py.e;, und
v anhand des DARCY-Gesetzes (5), der Kontinuitétsgleichung (1) sowie gewisser Randwert-
vorgaben zu bestimmen, so kénnen alle anderen Druckarten aus der BERNOULLI-Gleichung
(3) und dem Gesetz des hydrostatischen Druckes (das in praktischen Fillen als bekannt vor-

ausgesetzt werden darf) berechnet werden.

Diese Gleichung (5) kénnen wir auch in der Form
gradp+av+b|vfv =0 (6)

schreiben, wobei a und b zwei ortsabhéngige Funktionen sind, die sowohl von den Eigen-
schaften des Filters als auch von den Parametern des Stromungsmittels abhéngen. Die Grofie
p steht fiir den Term payn + Pstat — Pvot, Welcher fiir kleine Geschwindigkeiten und kleine

hydrostatische Driicke als gute Néherung fiir den statischen Druck betrachtet werden kann.

Man erhélt die Gleichung (6) auch dadurch, daf man in der stationdren NAVIER-STOKES-
Gleichung fiir inkompressible Stromungsmittel den Tragheits- und den Z#dhigkeitsterm streicht
und den Term —av — b | v | v als die vom Filter auf das Stromungsmittel ausgeiibten
Reibungskrifte interpretiert. In diesem Fall beschreibt die Gleichung (6) das Gleichgewicht

zwischen den inneren Druckkriften und den dufleren Reibungskréften.

Wir werden im folgenden die GréBe p in Gleichung (6) einfach nur Druck nennen. Um
die Gleichung (6) in einem beschriankten Gebiet zu losen, bedarf es noch geeigneter
Randbedingungen. Dabei ist die Vorgabe von Randwerten sowohl fiir den Druck als auch fiir
die Normalenkomponente der Geschwindigkeit (und damit fiir die hinein- oder hinaustrans-

portierte Stoffmenge je Zeiteinheit) sinnvoll. Wir formulieren das physikalische



Problem 1.0.1 In einem gegebenen, N -dimensionalen Raumbereich Q) seien die Funktionen
a und b aus Gleichung (6) bekannt. Der Rand von Q zerfalle in zwei Teile: Auf dem einen
sei der Druck, auf dem anderen die Normalenkomponente der Geschwindigkeit vorgegeben.
Gesucht sind eine Druckverteilung p und ein divergenzfreies Geschwindigkeitsfeld v auf €2, so

daf$ die Gleichung (6) und die vorgegebenen Randbedingungen erfillt sind.

Im Laufe dieser Arbeit wird dieses Problem weiter spezifiziert werden. Insbesondere werden
wir festlegen, welche Eigenschaften die bekannten Groflen haben miissen, und in welchen

Funktionenrdumen wir unsere Losungen suchen werden.

2 Theoretische Grundlagen

Dieses Kapitel fafit die theoretischen Grundlagen dieser Arbeit zusammen und klirt die
verwendeten Bezeichnungen und Notationen. Dabei wird kein Anspruch auf Vollsténdigkeit
erhoben; Begriffe und Notationen, die Standard in der einschligigen Literatur sind, werden

z.T. benutzt, ohne weiter erklédrt zu werden. Die kleinste natiirliche Zahl sei stets 1.

2.1 Einige Funktionenrdume

Im folgenden seien 1 < r < oo ein Exponent und 2 ein beschrianktes L1PSCHITZ-Gebiet des
RY. Fiir eine RY-wertige Funktion v auf ) bezeichnen wir die Komponentenfunktionen mit
vi, © = 1..N. Ein bzgl. des Oberflichenmafiles meBbares Randstiick I' von ) nennen wir

normal, falls eine der drei folgenden Bedingungen erfiillt ist:
1. I' =09,
2. T =10,
3. I'und 90 \ T haben jeweils positives Oberflichenma$.

Insbesondere ist I' genau dann normal, wenn 992 \ T normal ist.

Mit L"(€2) bezeichnen wir den LEBESGUE-Raum
L7(Q) = {U:QHRN L, eLT(Q),izl..N},
den wir mit der Norm
lollr) = vl @

versehen, wobei | .| die euklidische Norm in RY meint. Sofern keine Verwechslung méoglich
ist, schreiben wir fiir p € L"(Q2) bzw. v € L"(Q2) auch

Ipllr statt [[pllzr@  bzw.
vl statt [[v L) -

6



Abweichend von der Standardbezeichnung sei le ""(02) der Raum

Wl () k_{pewﬂqg):/p_o}

Q

den wir mit der zur Standardnorm &quivalenten Norm

1ty = leradplir)

auszeichnen.

Fiir jedes normale Randstiick I" von € existiert ein linearer und stetiger Operator
Or: Wh"(Q) — L"(I),
so da8 fiir alle Funktionen p € WhH7(Q) N C>®°(RY) die Gleichung
Orp = plr

gilt, wobei L" () = {0} und p|g= 0 verabredet sei. Wir nennen den Operator O die I'-Spur

von p und schreiben generell
plr statt Orp.
Fiir I" # () definieren wir den Raum
WIE’T(Q) = ker©Op
und versehen ihn mit der Norm
Iplyrr@ = lleradpllo) -

Im folgenden seien I' und A zwei normale Randstiicke von Q2. Wir definieren den Operator

Or.a: Wy () — L'(T)

als die Einschriankung von ©rp auf WX’T(Q). Die Bildrdume von ©r bzw. O A wollen wir

mit

T4([) = imOr bzw.
T(?A(I’) ‘= imOr A

bezeichnen. Als Norm wihlen wir

Ipllzgay = inf{ lallwsr@ :q € W (), glr=plr } baw.

Iple gy sy = it { lallyyro :a € WAT(Q), alr=plr }-

7



Alle bisher in diesem Abschnitt definierten Rdume sind mit den jeweiligen Normen BANACH-

Réaume.

Fiir eine beliebige offene Menge U C RY sei C®(U) die Menge aller auf U unendlich oft
differenzierbaren Funktionen mit Werten in RY. C°(U) sei die Menge aller Funktionen aus
C>(U), die auBerhalb einer in RY kompakten Teilmenge von U verschwinden.

2.2 Monotone Operatoren

Im folgenden sei X stets ein reflexiver BANACH-Raum. Ein i.a. mehrdeutiger und nicht {iberall

definierter Operator M C X x X* mit Definitionsbereich D(M) heifit

monoton, falls
(x* =y, x—y) >0 Vz,y € DIM), z* € Mz, y* € My,
strikt monoton, falls
(" —y*,z—y) >0 Va,y € D(M)mit x #y, 2* € Mz, y* € My,
stark monoton, falls eine positive Konstante m derart existiert, dafl
(#* =y, z—y) >mlz—y|> Va,y € DM), 2" € Mz, y* € My,

koerzitiv bzgl. & € D(M), falls fiir jede Folge (z,, 7)) € X x X* mit x} € Mz,, Vn, und
|25 || — oo die Konvergenz
1

[ ]

(x), Ty, — &) — 00 gilt,

koerzitiv, falls M koerzitiv bzgl. irgendeines & € D(M) ist, und

maximal monoton, falls M monoton ist, und falls jedes Paar (y, y*) € X x X* mit
(y*—a*,y—x) >0 Vo € D(M), z* € Mz

im Graphen von M enthalten ist. Ein eindeutiger Operator M C X x X™* heif3t
demistetig, falls aus x, — x die schwache Konvergenz Mx, — Mz in X* folgt, und

radialstetig, falls D(M) linearer Unterraum von X ist, und fiir je zwei fixierte Elemente
x1, va € D(M) die reelle Funktion

s~ (M(x1+ sxe), z2)



stetig auf [0, 1] ist.

Wir sagen, ein Operator M : X — X* besitzt die S-Eigenschaft, wenn fiir jede Folge (z,,)
in X aus z,, = z in X und (Mx,, — Mz, x,, —x) — 0 die starke Konvergenz =, — = in X
folgt.

Satz 2.2.1 FEin mazimal monotoner und koerzitiver Operator ist surjektiv. Ist er auflerdem

strikt monoton, so ist er auch injektiv.

Lemma 2.2.2 Jeder monotone und radialstetige Operator M : X — X* ist mazximal

monoton.

Lemma 2.2.3 Jeder radialstetige, strikt monotone und koerzitive Operator M : X — X* ist

bijektiv.

Satz 2.2.4 Fir jeden BANACH-Raum X existiert ein iberall definierter, maximal monotoner
und koerzitiver Operator Jx C X x X*, so dafs

(x*, x) = ||z]*= || 2* | Ve e X, a* € Jxu.
Ist X™* strikt konvez, so ist J, eindeutig. Ist X strikt konvex, so ist J, injektiv.
Die Abbildung Jx heifit die Dualititsabbildung von X.
Lemma 2.2.5 Es seien 1 < r, s < oo zwei konjugierte Exponenten. Die Dualitdtsabbildung
Jr : LN(Q) — L%(Q)
von IL"(Q) ist bijektiv. Mit 0~1 =0 gilt
Jof o= IFIFTI2F Vel (9).

Lemma 2.2.6 Sei X ein BANACH-Raum mit bijektiver Dualititsabbildung Jx, und set Y
ein weiterer BANACH-Raum, der via einer linearen Isometrie K : Y — X in X eingebettet

ist. Dann ist die Dualitdtsabbildung Jy von'Y ebenfalls bijektiv und gegeben durch

Jy = K*JxK.

2.3 Monotone Potentialoperatoren

Unter einem Funktional auf einem reflexiven BANACH-Raum X verstehen wir eine Abbildung
F von X nach (—o0, co]. Nimmt F iiberall bzw. in mindestens einem Punkt einen endlichen

Wert an, so sprechen wir von einem endlichen bzw. nichttrivialen Funktional.



Ein endliches Funktional ' auf X heifit GATEAUX-differenzierbar, falls es einen Operator
M : X — X* derart gibt, dafl

hm%(F(w—i—ty)—F(x)) = (Mz,y) Vuz,yelX.

t—0

Wir nennen F auch Potential fiir M bzw. M Gradient von F. Existiert fiir einen Operator

M ein Potential F', so sagen wir auch, M sei Potentialoperator.

Lemma 2.3.1 Sei M : X — X* radialstetiger (bzw. stetiger) Potentialoperator mit dem Po-
tential F': X — R und sei K :' Y — X linear und stetig. Dann ist auch K* M K radialstetiger
(bzw. stetiger) Potentialoperator mit dem Potential FoK .

Aus der GATEAUX-Differenzierbarkeit eines Funktionals kann auf dessen klassische Differen-
zierbarkeit auf allen eindimensionalen, affinen Unterrdumen von X geschlossen werden. Es

gilt daher die folgende Variante des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung;:
Lemma 2.3.2 Sei M : X — X* radialstetiger Potentialoperator mit dem Potential F'. Dann
gilt

1
F(z)—F(y) = /(M(y—l—t(x—y)),:c—y)dt Va,yeX. (7)
0

Ein Funktional F' auf X heifit konvez, falls die Menge
det FF := {(l‘, a) € X xR : F(x) §a}
konvex ist; F' heifit schwach unterhalbstetig, falls det F' schwach abgeschlossen ist.
Lemma 2.3.3 FEin endliches Funktional F' auf X ist
1. genau dann konvex, wenn fir alle x, y € X und alle0 < A <1
Fa+(1=Ny) € AF(@@)+(1—NF()
gilt.
2. genau dann schwach unterhalbstetig, wenn aus x, — x in X die Abschdtzung
F(z) < liminf F(z),)
n—00
folgt.
Lemma 2.3.4 Fin nichttriviales, konvexes und schwach unterhalbstetiges Funktional F mit
Hdl\igloo F(z) = o

nimmt auf jeder nichtleeren, konvexen und abgeschlossenen Menge sein Minimum an.

10



Lemma 2.3.5 Jedes konvexe, GATEAUX-differenzierbare Funktional ist schwach unterhalb-

stetig.

Fiir stetig differenzierbare Funktionen f : R — R sind bekanntlich die Konvexitét von f und
das monotone Wachstum der Ableitung f’ dquivalent. Dieser Zusammenhang besteht auch

in allgemeineren Situationen:

Lemma 2.3.6 Das Funktional F besitze den Gradienten M : X — X*. Dann sind folgende

Aussagen dquivalent:
1. F ist konvex.
2. M ist monoton.
3. F(y) > F(x) + (Mx,y—z) firalex,y € X.

Satz 2.3.7 Sei F konvezes Funktional mit dem Gradienten M : X — X*. Dann ist jeder
globale Minimalpunkt von F eine Losung der Aufgabe Mx = 0 und umgekehrt.

Dieser Satz enthilt die Grundidee der Theorie der monotonen Potentialoperatoren: Ein

Extremalprinzip wird &quivalent in eine Operatorgleichung umgeformt. Die Gleichung
Mz =0
ist nichts anderes als die EULER-Gleichung des Minimalproblems

min F(z) = a.
reX

Wir definieren fiir ein beliebiges, nichttriviales Funktional F' auf X das zu F konjugierte
Funktional F* auf X* durch

F*(x*) := jgg{(m’*, x) — F(a:)} Va* e X*.

Dabei ist der Wert 400 zugelassen.

Lemma 2.3.8 Das zu einem beliebigen Funktional F' konjugierte Funktional F* ist konvex

und schwach unterhalbstetig.

Lemma 2.3.9 Fliir ein nichttriviales Funktional F' sind folgende Aussagen dquivalent:
1. F ist konvex und schwach unterhalbstetig.
2. Es gilt F = F™**.

Das folgende Lemma motiviert die Einfithrung der konjugierten Funktionale.

Lemma 2.3.10 Sei M : X — X* monotoner und invertierbarer Potentialoperator mit dem
Potential F. Dann ist auch M~ : X* — X monotoner Potentialoperator mit dem Potential
F*.

11



Lemma 2.3.11 Jeder monotone und invertierbare Potentialoperator ist radialstetig und

demistetig.
Lemma 2.3.12 Ist F' konvezres Funktional mit dem Gradienten M : X — X*, so gilt
F(z)+ F*(Mz) = (Mz,z) VuzeX.

Fiir monotone Potentialoperatoren kann, sofern der inverse Operator existiert und bekannt

ist, das zum Potential konjugierte Funktional direkt berechnet werden:

Lemma 2.3.13 Ist M : X — X* monotoner und invertierbarer Potentialoperator mit dem
Potential F', so gilt

FX(z*) = (2", M7'2*) —F(M~'z*) Vz* e X*

3 Normalenspuren divergenzfreier L"-Funktionen

In diesem Kapitel seien © ein beschrinktes LipscHITZ-Gebiet des RV mit Rand 99, T ein

normales Randstiick von 2 und 1 < 7, s < 0o zwei zueinander konjugierte Exponenten.

3.1 Definition der Normalenspur

Wir werden in diesem Abschnitt zeigen, dafl jeder divergenzfreien LL"-Funktion in sinnvoller
Weise eine Normalenspur auf I zugeordnet werden kann. Den auf 0f) fast iiberall existieren-

den dufleren Normalenvektor wollen wir generell mit v bezeichnen.

Wir betrachten die Differentialoperatoren grad und div wie folgt:

grad : Wy (Q) — L3(Q)
div. - L7(Q) — Was ()
Dabei ist Gradient im Sinne der schwachen Ableitung und Divergenz im Sinne von

Distributionenableitung zu verstehen. Die Operatoren grad und —div sind lineare Isome-

trien und zueinander adjungiert. Der Raum
vin() :=={u € L"(Q) : divu =0} (8)
ist gerade der Kern von div.
Satz 3.1.1 Fir jedes normale Randstiick I' von ) existiert ein linearer stetiger Operator
P Ly, () — Tfi BQ\F(F)*a

so daf$ fir w € L], () und p € W(;hs’\F(Q) die Formel

(Bru, plr) = / w-grad p (9)
Q
gilt.
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Beweis: Sei u € Lj, (©2) gegeben. Um zu zeigen, dafl Formel (9) den Operator ®r korrekt
definiert, wihlen wir eine Folge (u,) aus C*(RY), so da u, — wu in L"(£2), und zwei Funk-
tionen p, ¢ € W(;QS\F(Q) mit p|r= ¢|r. Dann ist p — ¢ € Wéhs(Q), und aufgrund des Satzes

von GAUSS gilt:

/u- (gradp —gradq) = lim [ wu,-(gradp — gradq)
Q Q
= lim — [ (divu,)(p —q)
Q
= lim —(divuy,, p—q)

= —(divu,p—¢q) =0.

®pu ist also korrekt definiertes Funktional und offensichtlich linear (in p|p). AuBerdem er-

halten wir

[(@ru, pr) | = |/U'gradp\ < ullLr @) lleradpllLs ) = vl HpHW;hS\F(Q)
Q

und damit

[{®(u), pIr) |

IN

inf { Jullerio lalhwys @ 4 € Wainp(@): ale=plr }
= |lullLro llplr HT&BQ\F(F) .

Es ist also ®ru € T BQ\F(F)* mit || @ru || <[| u[|pr(@). AuBerdem ist @r linear (in u) und
stetig mit || ®p| < 1. O

Fiir alle divergenzfreien Funktionen u € L"(Q) N C*®(RY) gilt

(Pru, plr) :/u-gradp:/u-l/p,

Q r

d.h. oben definierter Operator ®r ist eine Verallgemeinerung der Normalenspur, und
Gleichung (9) entspricht dem Satz von GAuss. Wir wollen ®ru generell I'-Normalenspur

von u nennen und schreiben
u-v|p statt Pru.
Der Raum
div,r () = {u € Lg;,(Q) - uw-v|r=0} (10)

ist als Kern von ®r ein BANACH-Raum. Da der Spurraum 75 4, (0) nur die Null enthélt, ist
die (-Normalenspur fiir jede Funktion u € L/, (€) selbst Null. Es ist also

Ziv, (Z)(Q) = Ziv (Q)
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Wir werden sehen, daf die Rdume L, 1-(2) und W(;QS\F(Q) in gewissem Sinne zueinander

passen. Wir betrachten dazu das

Diagramm 3.1.2

r 1 r d* ,S

L0 1() _d L"(Q) gra Woinr (2)*
r * id* s d , S

L () i L*(Q2) era Wainr (@)

Lemma 3.1.3 Im Diagramm 3.1.2 gelten folgende Aussagen:
1. im (id) = ker (id*)* und im (grad ) = ker (grad *)*.
2. im (id) = ker (grad ™) und im (grad ) = ker (id*).

Beweis:

1. Die Operatoren grad und id besitzen als Isometrien abgeschlossene Bilder. Daher folgt

die zweite Behauptung aus einem wohlbekannten Satz der linearen Funktionalanalysis.

2. Fir allew € L"(Q) und p € WBIQS\F(Q) gilt

(grad *u, p) = (u, gradp) = /u-gradp.
Q
Sei nun u € im (id) = L}, p(£2). Dann gilt

0= (uvr, plr) = /u'gradp = (grad *u, p) Vp e Walg’;\r(ﬁ),
Q

also u € ker (grad ™). Ist umgekehrt u € ker (grad ™), so gilt

(u, gradp) =0 Vp eCX(Q) C W(;S’]S\F(Q),

also divu = 0. Es gilt aber auch
0= (u, gradp) = (u-vlr, plr)  Vp € Wyl (),

also u € L7, (©2). Damit haben wir im (id) = ker (grad )* gezeigt. Mit der ersten

Aussage dieses Lemmas finden wir

im (grad ) = ker (grad*)* = im (id)* = ker (id*).
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Folgerung 3.1.4 Fir u € L"(Q) sind die folgenden Aussagen dquivalent:
1. Divergenz und I'-Normalenspur von u verschwinden.

2. Die Funktion uw annulliert alle Gradienten von Funktionen aus WBQ\F(Q)

3.2 Eigenschaften der Normalenspur

In diesem Abschnitt werden wir weitere Figenschaften der Normalenspur beweisen. Alle
aufgefithrten Resultate sind aber fiir das Verstédndnis der folgenden Kapitel nicht notwen-

dig.

Fiir eine integrierbare Funktion p auf 2 sei

1 /
Q)"
Q
Lemma 3.2.1 Sei Q ein Gebiet mit Q C Q. Dann ist jede Funktion u € L7, 90(€2), wenn

sie in \ Q zu Null fortgesetzt wird, divergenzfrei auf ganz Q.

Beweis: Fiir p € C(Q) gilt

/u grad p /u gradp = /u-grad(p—p@) = (u-vl|an, (p —pp)lon) = 0.
Q

Die 0€2-Normalenspur enthilt die vollstindige Information iiber alle Normalenspuren auf

Teilrandstiicken, denn es gilt
Lemma 3.2.2 Firu €L}, () und p € WBQ\F(Q) gilt
(uvlp, plr) = (u-vloq, (p—pp)loq) - (11)

Beweis: Nach Definition gilt

(u-vlan, (p — pp) loa) Z/u‘grad(p—p@) Z/u'gradpz (u-v|r, plr) -
Q Q

Die I'-Normalenspur haben wir als Funktional auf dem Spurraum 73 89\1“( ) definiert. Der
folgende Satz zeigt, dal der Bildraum richtig gew&hlt wurde.

Satz 3.2.3 Der Operator ®r ist surjektiv.
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Beweis: Sei f € T DT (T')* gegeben. Wir definieren einen Operator

1, 1, *
W s Woes () = Wait ()

durch

(Up, q) := (grad *Jsgradp, q) —(f, q|r) Vp,q € Walgf\p(ﬁ)-
Dabei sei J; : L*(2) — L"(2) die Dualitétsabbildung von L*(€2), und der Operator grad
sei wie in Diagramm 3.1.2 betrachtet. Nach Lemma 2.2.6 ist der Operator grad*.Jsgrad
gerade die Dualitdtsabbildung von W(;QS\F(Q) Die maximale Monotonie und Koerzitivitat
von grad *Jsgrad iibertragen sich auf W. Nach Satz 2.2.1 existiert ein py € W;QS\F(Q) mit
Upg = 0. Fiir up := Jegradpy € L"(Q) gilt
0= (Upo, q) = (uo, gradg) — (f, qlr) ¥ q € Wyl ().

Es folgt divug = 0 und ®rug = f. ]

Fiir die Definition der I'-Normalenspur als Funktional auf einem Spurraum war es wichtig
(vgl. den Beweis von Satz 3.1.1), dafl nur Spuren von Funktionen zugelassen wurden, die auf
ON\T verschwinden. Diese Obstruktion kann fallen gelassen werden, wenn die Normalenspur

von u auf 9Q \ T' verschwindet.
Satz 3.2.4 Fir jedes normale Randstiick I' von € existiert ein linearer stetiger Operator
O : Ly, oo\r (@) = T3 ()
so daf$ fiir u € L], aQ\F(Q) und p € Wh5(Q) die Formel
@ ple) = [ u-grady (12

Q
gilt.
Beweis: Seienu € L7, 8Q\F(Q) und p, ¢ € W1 3(Q) mit p|r= ¢|r. Dann ist p—q € W;S(Q)
Es gilt also

/u'gradp—/u'gradqz/U'grad(p—Q) = (u-v|po\rs (P — @) loavr) = 0.
) ) )

Die Linearitéit und Stetigkeit von ®f.u bzw. @ lassen sich analog zum Beweis von Satz 3.1.1

zeigen. O

dru ist fiir jedes u € LY, C(,Q\F(Q) eine natiirliche Erweiterung von ®ru. Wir wollen daher

beide Funktionale miteinander identifizieren und schreiben wiederum
w-v|p statt ®ru.
Fiir glatte und divergenzfreie Funktionen verschwindet das Randintegral der 0{2-Normalen-

spur. Diese Eigenschaft iibertrigt sich auf unsere Verallgemeinerung:
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Bemerkung 3.2.5 Firu € L], aQ\F(Q) annulliert ®Lu alle Konstanten.
Diese Restriktion fiir die Bildfunktionale von ®f. ist jedoch die einzige:

Lemma 3.2.6 Fiir jedes Funktional f € TS(T)*, das alle Konstanten annulliert, existiert
ein u € L, go\r(€), so dafs Pru = f.

Beweis: Wir betrachten einen Operator

U Wy (Q) — W, ()

(Up, q) = (grad*Jsgradp, q) — (f, qlr) Vp, q € Wy *(Q),

wobei Js wieder die Dualitatabbildung von L*(2) sei, und f in natiirlicher Weise als Funktio-
nal auf T ,(I') aufgefat wird. Analog zum Beweis von Lemma 3.2.3 1dt sich die Existenz
eines py € W(,)ls(Q) mit Upg = 0 zeigen. Sei ug := Jsgrad pg. Fiir beliebiges p € W1 3(Q)

finden wir die Formel

/uo-gradp—/uo-grad (p—po) = (¥po, (p —pp)) = (f, plr) —po(f, LIr) = (f, plr)-
Q Q

Es folgt ug € Ly, yo\r(€2) und PlLug = f. 0

Wir wollen im folgenden nur noch einfach zusammenhéngende Gebiete untersuchen.

Lemma 3.2.7 Sei Q ein weiteres beschrinktes LIPSCHITZ-Gebiet mit Q C Q. Dann gibt es

eine lineare und stetige Abbildung
b1 T G(00) — TH00),
so daf3 in L*(00) gilt:
Y(plon) = plaa  Vp e WHHQ\ Q). (13)
Beweis: Es existiert ein linearer und stetiger Fortsetzungsoperator
T Wh(Q\ Q) —» Whs(RY).

Jede so fortgesetzte Funktion konnen wir auf ) einschrdnken. Wir erhalten einen linearen

und stetigen Operator
Wb\ Q) - wh(Q).
Nach Konstruktion gilt ¥'p|go= p|sq. Die Zuordnung
plaa ~ ¥'plaa
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definiert also einen linearen Operator
P TS:;\Q((?Q) — T5(09),

der die Eigenschaft (13) erfiillt. Die Stetigkeit von 1 ergibt sich aus der Abschétzung

1% 12 o0 lzs o) = | V|| inf {[|qllyr,s@nay s @ € WHHQ\Q), qloa= ploa}
> inf {||Wqllwrsq): ¢ € WHHQN\Q), qlo= plan}
= nf {|¥qllwreq): ¢ € WHHQN\Q), ¥qloa= ¥'plon}
> inf {|lqllwrs@ : ¢ € W), ¢lan= ¥'plon}

| 'p log HT@(&Q)

= [[¥(plan) HTg(@Q) .

Lemma 3.2.8 Sei Q wieder ein weiteres beschrinktes LIPSCHITZ-Gebiet mit Q C Q. Dann
().

existiert fir jede Funktion aus 1L, (Q) eine Fortsetzung aus H"le‘v,aﬁ

Beuweis: Sei u € LT, (Q) fixiert und ' := Q\ Q. Q' ist ebenfalls beschriinktes LIPSCHITZ-
Gebiet. Es gilt
() =00UdQ und QN IN = 0.

Wir wollen in diesem Beweis unter Normalenspur immer die Verallgemeinerung aus Satz 3.2.4
verstehen. Das Gebiet, bzgl. dessen die Normalenspurbildung erfolgt, sei durch einen Index
gekennzeichnet. Mit dem Operator 1) aus Lemma 3.2.7 definieren wir ein Funktional f auf
T5/(09) durch

(fs dlon)er == —(uvlon, Y(alon)le ¥ aqloo € Tg (0Q).
Da f nach Bemerkung 3.2.5 alle Konstanten annulliert, existiert mit Lemma 3.2.6 ein
u e H“le,afl (Q) mit
u'-v)on= f.

Wir setzen u und u’ zu einer Funktion @ auf Q zusammen. Sei nun 5 € W' 5(Q) gegeben,

und seien p bzw. p’ die Einschrinkungen von p auf Q bzw. Q'. Wir erhalten

/ﬂ~gradﬁ = /u~gradp+/u"gradp'

& 0 Y
= (u-vlan, plan)a + (u'-v|aq, ' lac) o
= (uwvloq, plan)a + (f, v'loa)e
= (u-v|aa, plan)a — (u-vlaq, (0 o))
= (u-vlaq, pla)a — (w-vlaq, plaa)a = 0.
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Es folgt @ € H“:lmafz(g)' O

Wir beschrinken unsere weiteren Betrachtungen auf den Fall, dafl die folgende Voraussetzung
erfiillt ist:

Voraussetzung 3.2.9 Q ist sternformig. T' bzw. A := 0Q \ T bestehen aus jeweils endlich

vielen, requldren und in 082 abgeschlossenen bzw. offenen Zusammenhangskomponenten.
Fiir eine beliebige Menge U € RY und € > 0, a # 0 seien wie iiblich

U. = {z eRY : dist(z, U) < 5},

aU = {z eRN :alz ¢ U}.

Dabei seien sowohl af) als auch ). wieder die leere Menge. Fiir o # 0 definieren wir formal

einen Operator 7, durch
(1ad)(z) = ¢la”tz) Vz eRY,
wobei fiir ¢ Funktionen auf RY mit Werten in R oder in RY zugelassen sind.
Lemma 3.2.10 Sei ) sternformig bzgl. 0. Mit den natiirlichen Einbettungen
L"(Q) — L"(RY) bzw. L"(Q) — L"(RY)
gelten fiir 0 < a <1 die folgenden Aussagen:

1. Der Operator 14 bildet die Raume L"(2) bzw. L"(Q2) linear und stetig in sich ab. Eine
Stetigkeitskonstante ist dabei aN vt

2. Firq € L™(Q) bzw. u € L"(Q) und o T 1 gilt 74q — q bzw. Tou — w in L"(Q) bzw.
L"(Q).

3. Fir alle u € Ly, 1(Q) ist Tou € Ly, r(af2).
Beweis:

1. Sei ¢ € L"(9). Es folgt supp (7aq) C af) C Q. Die Linearitit von 7, bzgl. ¢ gilt nach

Konstruktion. Auflerdem finden wir

/ gl = / lga~'2) [ dz = o / lq(@)|" da.
Q af) Q

Vollkommen analog beweisen sich die entsprechenden Aussagen fir v € L"(Q).

2. Sei zunichst ¢ € L™(Q) N C>®(RY). Dann ist fiir jedes z € RY die Abbildung
a ~ 1uq(z), a>0,
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stetig differenzierbar mit der Ableitung —a~2z-grad ¢(a~'xz). Fiir a < 1 gilt

1
/q(m)—Taq(az) " de = /‘/ —a%grad q(a 1) -z da "dx
Q Q «a

< (diam Q)" //a_QT |grad ¢(a™'z)|" da dx

1
_ (diam Q) / " || 1a(grad ) [}, (o) da

«
1

= (diam Q)" [|grad q||f (g /aN_zrda

[0}

= (diam Q)" [|grad q||j (o) (1 —a) max{ozN_QT, 1}.

Der Grenziibergang « 1 1 liefert die behauptete Konvergenz. Sei nun ¢ € L"(2) beliebig
und € > 0 gegeben. Dann existiert ein glattes ¢. € C°(RYN) derart, daf

lg—allzr@ < e

Insgesamt erhalten wir damit

A

lq—Taqllzr@) < la—llir@) + 16 — Tatelor @) + [ Tate — TagqllLr (@)

IN

1+ ™) g = gelltr) + 16 — Tate 1@
Die Grenziiberginge o T 1 und € — 0 liefern

l' - s - O

lim {lg = 7aq (|- ()

Sei nun v € L"(Q) gegeben. Dann gilt (tqu); = Tqu;, ¢ = 1..N. Also konvergiert
Tou fiir @ T 1 komponentenweise in L"(€2) gegen u. Es folgt auch hier die behauptete

Konvergenz.

3. Seien u € Ly, r(Q)undp € wh o (af)) gegeben. Wie eine einfache Rechnung zeigt, ist
Tau € L"(af2) und 7,-1p € VVA *(Q). Wir finden

/(Tau)'gfadp = OzN/u(x)-gradp(ax)dx

af) Q
= ozN_l/u grad (7,-1p)
Q
= o Huvlr, (,-10)[r) = 0.

Insbesondere ist Tou € L, ,r(af2). O
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Wir fixieren nun einen positiven Faltungskern o € C°(RY) mit
supp ¢ C B1(0), /QZ 1,
RN
und schreiben fiir ¢ > 0 wie iiblich g. := e Np(e71.) sowie
-+ 0)@) = [ode—wol)dy Vo eRY.
RN

Dabei kann ¢ durch jede auf RY lokal integrierbare Funktion mit Werten in R oder RY
ersetzt werden. Wie in Voraussetzung 3.2.9 sei A = 0Q \ I

Lemma 3.2.11 Fiir jedes u € ]LZMU’F(Q) und jedes € > 0 ist die Funktion gz *u divergenzfrei
auf RN\ A..

Beweis: Sei ¢ € C°(RY) beliebig mit kompaktem Triger in RV \ A.. Mit den Rechenregeln
der Faltung finden wir o, * u € L"(R™) und weiter

/ (0c xu)-gradq = /(QE*U)'gradq
RM\A. RN
= /gradq(m)-/gs(:v—y)U(y) dy dx

RN RN
= /u(y)-/gg(x—y)gradq(x) dz dy
RN RN

= /U(—y)-/@e(y—m)gradQ(—fc) dz dy

RN RN
- / u(—y)- / 0(y — ) (grad 7—19)(x) dz dy
RN RN
= —/u(—y)-(gg*gradTM)(y) dy
RN
B _/“(—y)-grad(ae *7-19)(y) dy
RN
= (—1)N/u-grad(T_1(Qe*T—1q))
RN
= (—1)N u-grad (7-1(0s * T-1q))-
/

Dabei gelten fiir A # () die folgenden Trigerabschitzungen:
supp7_19 C RV \ (=1)A,

supp 0c * -1 C RV \ (=1)A,

supp 7_1(ge * 7-19) C RV \ A,
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Insgesamt erhalten wir

/ (0c *u)-gradg = (—1)N/u-grad(r_l(ga*T_lq))
RN\AL Q
= (~D)N(urlr, (1o *710) 1) = 0.

Es folgt die Behauptung. O

Wir kénnen nun folgende Dichtheitsresultate beweisen:
Satz 3.2.12 Der Raum

L () = {U\Q s u € CRRY), dive =0, suppu C Q}
liegt dicht in Ly, 50($2).

Beweis: O.B.d.A. sei 2 sternformig bzgl. 0. Der Raum £, (€2) ist trivialerweise in Ly, 56(52)
enthalten. Seien u € Ly, 5o(2) und § > 0 gegeben. Nach Lemma 3.2.10 existiert ein 0 <
a < 1 derart, dafl

IN

[ Taw — |- (a) )
Es gilt Tou € Ly, 490(c2). Wir wiihlen ein hinreichend kleines € > 0, so daf}
dist (a2, 0Q2) > 2e.
Durch Verkleinern von e kénnen wir erreichen, dafl
| 0c * Tau — Tou|ir) < 0.
Nach der Variante von Lemma 3.2.11 fiir das Gebiet af2 und das Randstiick 9(af?) ist

U5 = 0c * Tl

divergenzfrei in ganz R™. AuBerdem ist us glatt in ganz RY und besitzt einen kompakten
Triger in 2, d.h. us € Ly, (). Schliefilich gilt

lus —ullr@) < Il e * Tatt — Tat|lLr) + (| Tau — ullr@) < 20

Da u und ¢ beliebig gewéhlt waren, folgt die Behauptung. O

Satz 3.2.13 Der Raum
Lai(Q) = {UIai u € C*(RY), divu:o},

liegt dicht in L), (©).
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Beweis: Der Raum L, (§2) ist trivialerweise in L], (€2) enthalten. Sei u € L}, (Q) gegeben.
Wir wiihlen eine hinreichend groBe Kugel K, so dafl 2 C K. Nach Lemma 3.2.8 und Lemma
3.2.12 existieren eine Funktion @ € L[, 5, (K) als Fortsetzung von u und eine Folge (y)

aus Ly, .(K), die in L}, (K) gegen @ konvergiert. Die Folge der Einschréinkungen (i, |q)

div, c

konvergiert dann in L], (£2) gegen w. O

Wie eine Durchsicht des Beweises zeigt, gilt Satz 3.2.13 fiir jedes einfach zusammenhéngende
LipscHITZ-Gebiet €.
3.3 Stromfunktionen zweidimensionaler, divergenzfreier L"-Funktionen

Wir betrachten im folgenden den Fall N = 2. Ziel dieses Abschnitts ist eine andere, fiir be-
stimmte Zwecke praktischere, Beschreibung des Raumes Lin,F(Q)- Fiir das Verstdndnis der
folgenden Kapitel ist dieser Abschnitt allerdings nicht erforderlich. Wir setzen wieder voraus,
daBl Q, I' und A = 92\ I' der Voraussetzung 3.2.9 geniigen.

Wir definieren den Operator o, : R> — R? und formal den Differentialoperator curl durch
() = ()
o = ,
X9 T
curl := oograd.
Lemma 3.3.1 Der Operator curl bildet W57 () linear und stetig in L7 (Q2) ab.

Beweis: Die Behauptung folgt unmittelbar aus den Definitionen von ¢ und curl. O

Fiir I # () definieren wir den Raum
er,’zroc(Q) = {q € W@LT(Q) . q|r lokal konstant auff}.

Dabei heifit ¢ |r lokal konstant auf I', wenn ¢ |r konstant auf jeder Zusammenhangskomponente

von I' ist. Ist I = (), so sei

Wy Q) = Wy (Q).

Der Raum Wp/ () ist in jedem Fall abgeschlossener Unterraum von WIZ)l Q).

Wir werden nun zeigen, daf}, unter unseren Voraussetzungen an 2, I' und A, fiir jede Funktion
u € Ly, p(Q2) eing € WI};O () derart existiert, daf sich u in der Form

u = curlgq (14)

schreiben 1i8t. Jede Funktion ¢ € W17 (Q), die die Gleichung (14) erfiillt, nennen wir
Stromfunktion von u. Zwei verschiedene Stromfunktionen von u unterscheiden sich nur um

eine Konstante.
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Satz 3.3.2 Der Operator curl bildet Wllfoc(Q) isometrisch in Ly, (€2) ab.

Beweis: Zunéchst gilt nach dem Satz von SCHWARZ
divocurlg = 0 Vg € C®R?.

Mit einem Dichtheitsargument folgt die Giiltigkeit dieser Gleichung fiir alle ¢ € W17 (€2). Sei
nun ein ¢ € erlroc(Q) fixiert und u := curlg € L}, (Q). I'1 ..T',, seien die Zusammenhangs-
komponenten von I'. Durch Addition einer geeigneten Konstanten zu ¢ finden wir fiir jedes

i=1..nengqg € WEZT(Q) derart, dal u = curlg;. Fiir p € W;QS\F(Q) gilt

(u-vlr, plr;) Z/Curlqz--gradpz —/curlp-gradqi = —(cwlp-v|r;; ¢ilr,) =0.
Q Q

Es gilt also
wvlp, = 0 Vi=1l.n

Da die Mengen T'; in 9Q (und damit in R?) abgeschlossen sind, existiert fiir jedes i = 1..n
eine Funktion ¢; € C°(R?) derart, daf

¢i|1"i — ]-a
ilr, = 0 Vi#i

Firp € WalQS\F(Q) sei

= 1,s
po= D 0w € Wr(9).
i=1
Dann gilt p|r= p|r und
6ip € Wy (Q) Vi=1.n.

Wir erhalten damit
(w-vlr, plr) = (u-v|r, plr) = Z/u-grad (6ip) =Y _(u-vr,, diplr,) = 0.
i=1¢ i=1

Die Isometrie von curl folgt direkt aus

lgradql, = [curlg] .

Satz 3.3.3 Der Operator curl bildet WIEZ"OC(Q) auf Ly, +(Q) ab.
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Beweis:

1. O.B.d.A. sei Q sternférmig bzgl. 0. Fiir 0 < § < 1/2 sei
AS = {m L2 €00NAs, t € (1, 1)}.

Dabei ist #° = . In jedem Fall ist Q \ A% wieder sternférmig bzgl 0.

Ist A = 0 oder A = 99, so sei &y := 1/2. Andernfalls besteht die Menge I' N A nur
aus endlich vielen Punkten, und es existiert ein hinreichend kleines dy < 172, so dafl
fir alle 6 < dp und jede Zusammenhangskomponente I'; von T' gilt: Die Menge A%
itberdeckt T'y nicht vollstindig, und die Menge I'; \ A% ist wieder zusammenhéngend.

Sei o wieder ein positiver Faltungskern wie im letzten Abschnitt.

2. Seien nun ein u € LY, (2) und ein 6 < dy fixiert. Es existiert ein a hinreichend nahe

bei 1, so dafl die beiden folgenden Bedingungen erfiillt sind:

[Tau —ullpr@) < 6,
aA C A

Da [ gc * Tau — Tau ||pr@2y— O fiir € — 0, existiert auch ein hinreichend kleines ¢, so
dafl

| 0c * Tt — Tou||r@) <9

Verkleinern wir ggf. dieses €, so kénnen wir erreichen, dafl zusétzlich gilt:
dist (aA, R2\ A5) > %,
1
dist (aQ, (% + 5)89) > 2e.

Nach Lemma 3.2.10 und der Variante von Lemma 3.2.11 fiir das Gebiet af) mit dem

Randstiick al ist
Tat € Ly, or(af2) und  g- * Tou € L5, (R%\ (aA).).

Nach Konstruktion ist (aA). C A®. Mit us := o, * 7, und Q0 := Q \E finden wir
daher us € L7, (Q7). AuBerdem gilt

1
suppus C ( +§)Q C Q,

| Q

d.h. us verschwindet in einer Umgebung von 0f2. Schliellich gilt
| us — U||U(Q) = || 0 * Tou — Tou H]LT(Q) + [ Tau — UH]LT(Q) < 24.
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Die Funktion u; ist glatt und divergenzfrei auf dem sternformigen Gebiet ©°. Insbe-
sondere erfiillt cug dort die Integrabilititsbedingung. Daher existiert fiir us eine glatte

Stromfunktion g5 auf Q°, und es gilt

|| curl gs — uHLT(Qa) < |Jus — UHLT(Q) < 26.

. Es sei eine monoton fallende Nullfolge (6,,) mit 6; < &y und eine kleine Kugel K C Q\A%
gegeben. Wir schreiben u, bzw. g, bzw. A" bzw. Q" fiir us, bzw. ¢s, bzw. A% bzw.

Q% und vereinbaren fiir T' = ()

X" = whrQmy . =0
frewm - funo

bzw. fiir T # ()

X" = {q e whrQn : /q:O7 ¢q lokal konstant aufF\A"}.
K

Die Rdume X" sind mit den Normen
[ llxn == [lcwrl. |Lran

jeweils BANACH-Raume. Nach Konstruktion gelten fiir n > m die Inklusionen
A" C A™ und Q™ C Q"

Wir betrachten zuniichst I' # () und wihlen eine Zusammenhangskomponente I'y von
I'. Fiir jedes n verschwindet u, in einer Umgebung von I'; \ Al € 99\ A™. Deshalb
sind alle ¢, konstant auf I'; \ A'. Durch Addition geeigneter Konstanten (wobei diese

Konstanten von I'y abhingen diirfen) kénnen wir erreichen, dafl
Gnlrpar = 0 Vn €N.
Im Raum Y := W27, (Q') mit der Norm || . ||y:=| curl . -1y gilt

r\Al

lan = amlly < lleurlgn —ullir @) + [[curlgm — ullir @)

N

< lewrlgn — ullLr@ny + [leurlgm — ullprom)

< 205 + 20p,.

Es existiert also q] € Y als Grenzwert der Folge (g,). Die Funktion ¢f ist Stromfunktion

fiir die Einschrinkung von u auf Q!, denn es gilt

leurlgy — u i) < T}Ll"g@( lai = anlly + || curlgn —ullmm)) =0

Diese Konstruktion kénnen wir mit jeder anderen Zusammenhangskomponente I'y von

I ebenfalls durchfiihren. Wir erhalten dann eine Stromfunktion ¢3 € WII,2< A1(Ql)- Da
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sich ¢f und ¢i auf Q! nur um eine Konstante unterscheiden, ist ¢ konstant auf I'y\ Al
Da I's beliebig gewiihlt war, ist ¢i lokal konstant auf I' \ A!. Nach Addition einer ge-
eigneten Konstanten finden wir eine Funktion ¢' € X!, die in Q' Stromfunktion von u

ist.

Sei nun I' = (). Dann kénnen wir 0.B.d.A voraussetzen:

/qn—O vVn eN.
K

Analog zu oben kann gezeigt werden, da die Folge (¢,) im Raum X' gegen eine

Funktion ¢' konvergiert, die auf Q' Stromfunktion von w ist.

Sei nun I' wieder beliebig. Wir kénnen die eben beschriebene Konstruktion wieder-
holen, indem wir aus der Folge (d,) das erste Element streichen. Die so entstehende
Stromfunktion von u auf Q2 sei ¢2. Durch iterative Fortsetzung erhalten wir schlielich
eine Folge (¢"), so da$ fiir alle m € N die Funktion ¢™ € X™ eine Stromfunktion von
u auf Q™ ist. Nach Konstruktion gilt

g am: = " |gm2 V¥V my > ma,

lg™ lxm < [luller@) ¥ m.

Setzen wir jedes ¢ auf A™ zu Null fort, so liefert das Lemma von FATOU die Existenz
eines ¢ € L"(Q) als punktweiser Grenzwert der Folge (¢™). Durch elementare Rechnun-

gen kann gezeigt werden, daBl ¢ € W17 (Q) und daB curl ¢ = u auf ganz €.

Sei noch einmal T" # (). Insbesondere ist ¢ lokal konstant auf alle Mengen I'™ := T"\ A™.
Da die I'™-Spuren von ¢ fiir m — oo punktweise fast iiberall auf I' gegen die I'-Spur

konvergieren, ist ¢ lokal konstant auf I'.

Sei I wieder beliebig. Durch Addition einer geeigneten Konstanten finden wir schlief3-
lich ein ¢ € Wll’ (Q), das Stromfunktion von u auf € ist. O

r
loc

4 Analytische Losung der Aufgabe

4.1 Funktionalanalytische Formulierung des Problems

In diesem Kapitel werden wir das in Kapitel 1 formulierte physikalische Problem mathema-
tisch exakt formulieren und 15sen. Sei € ein beschrinktes Lipschitz-Gebiet des RY und seien

I'y, Ty, I's drei paarweise disjunkte, normale Randstiicke von € mit I'y UT's U T3 = 0.
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Unter Q wollen wir das Gebiet (etwa einen Silo) verstehen, in dem wir den Druck p und
die Geschwindigkeit v suchen. Wahrend I'y bzw. I's Locher im Rand von € représentieren, in
die das Stromungsmittel hineingepumpt wird bzw. aus denen es entweichen kann, entspricht

I’y einer undurchlissigen Wand von €). Seien weiterhin
pr € WH(Q) sowie v, € LY, 1, ()
gegeben. Im folgenden werden
vpv|ryur,  bzw. prlr,

als vorgegebene Randwerte der Normalenspur der Geschwindigkeit auf I'y UT'y bzw. der Spur

des Druckes auf I's interpretiert. Weiterhin seien zwei Funktionen
a, b € L>*(Q)
und vier positive Konstanten a, @, b, b € R derart gegeben, daf

0 <
0 <

a(x)

b(x)

Syl
IA IA
IA A
SIS

’ } fiir fast alle x € Q.

Wir formulieren die

Aufgabe 4.1.1 Gesucht sind eine Geschwindigkeit v € L3(Q) und ein Druck p € W1’3/2(Q)
mit den folgenden Figenschaften:

1. gradp+ (a+b|v|)v =0,
2. dive =0,

8. v-V|rur,= Ur V|1 urs,
4- plrs=prrs-

Jede Losung der Aufgabe 4.1.1 nennen wir schwache Ldsung des physikalischen Problems
1.0.1. Im néchsten Schritt werden wir diese Aufgabe zu einer Operatorgleichung ohne explizite

Rand- und Nebenbedingungen umformulieren. Wir definieren dazu zwei Operatoren
N, M : L3(Q) — L¥*(Q)
durch

Nv = av+b|v|ov,

Vo e L¥(Q). 15
Mv = N(U—i—w)—i—gradpr} ) (15)

Die Korrektheit der Definition ergibt sich aus
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Lemma 4.1.2 Fiir u, v € L3(Q) gilt:
1. u € L¥(Q) mit [|ullye < Q[P uls,

2. Julv € L¥(Q) mat |||u] vllze < [lulls|v]s.

Beweis: Die Behauptungen folgen unmittelbar aus der HOLDER-Ungleichung.

Im folgenden wollen wir K fiir
id Lgiv,rlurz(m - LB(Q)
und L fiir
grad : W (9) — L¥(q)
schreiben. Mit Lemma 3.1.3 ergibt sich die
Folgerung 4.1.3 Die Operatoren K und L besitzen folgende Eigenschaften:
1. K und L sind lineare Isometrien.
2. Es gilt im K = ker L* und im L = ker K*.
Damit formulieren wir die
Aufgabe 4.1.4 Gesucht sind v € inv,rlurg (Q) undp € Wgw(ﬁ), so daf
Lp+ MKv=0.

Die Aufgaben 4.1.1 und 4.1.4 sind dquivalent, denn es gilt:

(16)

(v, p) ist Losung von 4.1.4 <= (v +v,, p+ p,) ist Losung von 4.1.1.

Definieren wir noch die Operatoren

A:= K*MK und B:=L*M'L,

wobei M ~! zunsichst nur als formal inverser Operator existiert, ergéinzt sich Diagramm 3.1.2

zu

Diagramm 4.1.5

Lgiv,rluI‘g(Q) K L3(€2) L WFI;?’/Z(Q)*
A O M O B
* * 1,3
L0, ryur, () K L¥(Q) L Wi ¥ ()
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Diagramme dieser und &hnlicher Bauart wurden von GAJEWSKI und GROGER in [4]
untersucht. Dort wird auch der Begriff konjugierte Operatoren fiir A und B eingefiihrt. Wir
werden sehen, dafl damit die Aufgabe 4.1.4, die sowohl v als auch p als Unbekannte enthilt,
in zwei unabhéngige Teilaufgaben umformuliert werden kann, von denen die eine nur noch
v, die andere nur noch p als Unbekannte enthélt. Entscheidend werden dabei, neben den
Eigenschaften von M und M ™!, die in Folgerung 4.1.3 zusammengefaften Eigenschaften von
K und L sein.

Wir werden im folgenden auch
V  statt L, pop, () und
I statt W7 ()

schreiben.

4.2 Eigenschaften der eingefiihrten Operatoren

Satz 4.2.1 Der Operator N besitzt folgende Eigenschaften:
1. Fiir alle vy, vy € L3(Q) gilt

(Nvi — Nvg, v1 —v9) > allv — v ||%, (17)
(Nvy = Nz, o1 —wa) > b(|lorlls = oz ll)*(lvr [l + [lv23) (18)
und
INoy = Noall < (@192 45 [log = valla 428 w2z ) llen = wall, (19)
[ Nvi — Nvzllzp < (5 1% 4D Jvr I3 4D [[v2 3 > o1 — a3 (20)
2. N ist stetiger und beschrinkter Potentialoperator mit dem Potential
Gv) ;z/(g 0] +§ v]3 ) Vo e L3(Q). (21)
Q)

3. N ist strikt monoton, mazimal monoton und koerzitiv bzgl. jeder Funktion v € 1L3(Q).
4. N besitzt die S-Figenschaft.

Beweis: Im folgenden seien vy, vy € L3(Q).

1. Es gilt
(lor| vi—[va] va)(v1 —w2) = [vr] v+ [va] va® — (Jvr| + [va])1-v2
> o+ 2P =(lor | + va]) o1 | v2]
= Ju P + v = v P|og| = o1 [[oa]?
= (Jur] = lv2)*(Jor| + [v2])
> 0
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und weiter mit HOLDER-Ungleichung und Lemma 4.1.2

/b(vllvl—lvz\vz)(vl—W) > b/|vlr3+\v2|3—|v1\2|v2|—\v1|rv2|2
Q QO

v

(Nor 3+ el = lor 13llvzlls = o lsli vz 3 )

(v lls = vz l13) (vt s + [Jvz2 1)

> 0.

b
b

Insgesamt finden wir
(Nvl—NUQ, 1)1—1)2) = a<v1—02)2+/b(|01‘01—"1)2”1)2)(’[)1—1]2)
Q
2+ [0

/
/

> a(vy — )24 [ b(|vi| vi— |v2| v2)(v1 — v2)
Q Q
> allvi—v2l3 +b(vills — [[v2ll3)*(Jvrlls + [Jvzls)-
Mit der Abschéitzung
|v1 | v1— [v2| v2 ) < ’ |v1] (v1 — v2) ‘Jr‘ (Jvr] = v [)ve ‘

< ‘\U1|(U1—U2)‘+‘|01—U2102)
< (Jur] + [v2]) v — w2 (22)
< (Jvr —v2| +2[v2]) [v1 — va (23)

und der HOLDER-Ungleichung ergibt sich

[Nvi = Nwzlli < @ llvr —valli +0|[[o1| vi— |v2| vz ]l
< @ flor —w2lli +0 | (Jor —va| +2 [v2]) [o1 — w211
< @ flor —wv2lli +0 o —va| +2 [vz]ll2 o1 —va 2
< @l Qv = valla +5 (fvr = v2llo +2 val2 ) llor = valls -

Mit Lemma 4.1.2 und der Abschitzung (22) erhalten wir auflerdem

[Nvi = Nugllse < @ lor —v2llsp +0 || [or| vi— |va] vall3e

IN

allvr —v2llze +0 [l ([o1] + [v2]) [v1 = v2]ll3e
@ |2 —valls +B (onlls + ozlls ) llor = vals

IN

2. Die Stetigkeit und die Beschrianktheit von N folgen direkt aus Ungleichung (20). Um
zu zeigen, dafl N Gradient von G ist, muf} die Giiltigkeit der Gleichung

1
<NU1, 1)2> = 7151(1) ;(G(’Ul + tUQ) — G(’Ul))
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nachgewiesen werden. Es gilt

a

%(G(m i) = G)) = [ (5

b
(o1 +tvg | — \U1|2)+§(\v1+“)2!3— lo12)).

D

Fiir t — 0 konvergiert der Integrand auf der rechten Seite punktweise fast {iberall gegen
die Funktion

avy-vg + b vy | v1-v9
und wird fiir |¢|< 1 majorisiert durch die integrierbare Funktion

1 - 1
a(lvrlloz] +5 [v2 ) + b (JorPlva] + |or[[va [* +5 o2 ).

/avl-vg+b|v1\v1-v2 = <N1}1,v2>,
Q

ist G GATEAUX-differenzierbar mit dem Gradienten V.

. Die strikte Monotonie von NV ist schon bewiesen. Mit der Stetigkeit folgt nach Lemma
2.2.2 auch die maximale Monotonie. Die Koerzitivitét (bzgl. v2) ergibt sich aus folgender

Abschitzung mit HOLDER-Ungleichung und Lemma 4.1.2:

(Nvy, v1 —vg) = /(avl-vl — avy-vg+b|vp|vivg — b v | vrvg)
Q
> 0—a [lvrllsllvallge +b lvr 3 =0 [[lor | vrllsel vz 3

~a |lor[lsllvzlle + 0 llorll5 =0 [lor 3] vzl - (24)
. Sei (v,) Folge aus L3() mit

v, = v in L3(Q) und (Nw, — Nv, v, —v) — 0 fiir n — oo.
Dann gilt mit (18) auch

lonlls = [lvlls-
L3(Q) ist aber uniform konvex. Deshalb folgt (vgl. [3], Kapitel I, Satz 5.12)

v, — v in L3(Q).
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Satz 4.2.2 FEs gelten die folgenden Aussagen:

1. Es existiert der zu N inverse Operator N~! : L3¥2(Q) — L3(Q). Fiir u € LY?(Q) ist

N~y = (7 a(2b |u) "t 4+ Va2(2b [u])=2 + (b |u|)*1)u (25)
Dabei gelte 071 = 0.

2. N~ ist beschrinkt, strikt und mazimal monoton sowie koerzitiv bzgl. jeder Funktion
u € L¥(Q).

3. N~ ist stetiger Potentialoperator mit Potential G*.
4. Firu € L3?(Q) ist

G (u) = %G(2N‘1u). (26)

5. N71 besitzt die S-FEigenschaft.

Beweis:

1. Die Existenz von N~! liefert Lemma 2.2.3; die Formel (25) erhalten wir durch Nach-

rechnen.

2. Da N und N~! bijektiv sind, iibertragen sich strikte und maximale Monotonie von N
auf N1, Fiir v € L32(Q) sei v := N~ u. Mit Lemma 4.1.2 finden wir

3 3 32
lulfy = 1N = [ (alol+b]of?)
Q

[@rr)”

3 —
= B lolvlly = 5% vlf = 6% N ul}

v
2

und damit die Beschréinktheit von N~!. Nach Lemma 4.1.2 gilt die Abschiitzung

lullye = [INvlze < @llvllse +0 vl vlse
a | vlls +0 |lvll3
= a|QPIN " ulls +5 | N3 (27)

IN

und damit
IN"tulls — oo fiir [Jullzn — oo.
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Sei nun u # 0, & € L¥(Q) eine weitere Funktion. Mit Formel (27) und Lemma 4.1.2
ergibt sich

1 1

HU”3/2<N 1u,u—u> = W(v,NU—u)
2 g (0 ) = ol )
> (allvlB +b 10 l3 ~ Nalselvls )
Tullys
L Blwl = hallols
= a1 ols+5 o]
L BINTul — [ Nl

a| QBN Tulls +b || N"tu|3
Es folgt die Koerzitivitit von N~! bzgl. .

. Aufgrund von Lemma 2.3.10 und Lemma 2.3.11 ist N~! demistetiger Potentialoperator
mit Potential G*. Wir zeigen nun die Stetigkeit von N~!. Sei dazu (u,,) eine Folge mit
U, — U Iin ]L?’/Q(Q). Sei auBerdem v, := N tu,, n € N, und v := N~lu. Aufgrund der
Demistetigkeit von N1 gilt

vp=N"tu, =~ N lu=v
und
(Nvp, — Nv, vy, —v) = (up — u, vy, —v) — 0.

Die S-Eigenschaft von N impliziert schlielich v, — v in L3(2) und damit die Stetigkeit
von N1,

. GemiB Lemma 2.3.13 gilt fiir u € LY?(Q)
G*(u) = (u, N"'u) — G(N"tu).
Mit v := N1y € L3(Q) erhalten wir:

G*(u) = (Nv,v) —G(v)
— /(a|v\2+b\v13) — /(;Iv\2+g!v|3)
Q

Q
_ a, 9 20 3
= [GloP+T1er)
Q
1 a b
= 2% 9p2 £ 2 193
1 [ GlzoP 3 120
Q
1
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5. Sei (u,) Folge in L3(Q) mit u, — uw und (N~lu, — N~'u, u, —u) — 0. Mit

Up = N"lu,, n € N, und v := N~ !y finden wir
(Nv, — Nv, v, —v) = (N u, — N7lu, u, —u) — 0.
Mit (17) sowie (18) gilt
lon —vlla = 0 und [lonfls = flvlls -

Insbesondere ist die Folge (v,) beschrinkt in L3(Q) und schwach konvergent in L2((2).
Da L2(Q) dicht in L¥?(Q) eingebettet ist, folgt (vgl. [3], Kapitel I, Satz 5.5)

v, = v in L3(Q).

Die S-Eigenschaft und die Stetigkeit von N liefern u, — u in L¥?(Q). O

Satz 4.2.3 Der Operator M besitzt folgende Eigenschaften:
1. Fiir alle vy, vo € L3(Q) gilt

(Mvy — Mua, v1 — v2) allvr —va |3, (28)
(Mv; — Mvg, v —va) > +b(|vr+ w3 — [Jva +vrl|3)% o1 +orllz +
+ (v +orlls = vz +or[13)* [Jvz +vr |3 (29)

v

und

| Moy — Mg |1

IN

o1 —v2l5.(31)

(@191 +8 o1 = val2 + 25 o2 + vy 2 ) [log = v2 ]2, (30)
| Mvr = Mup gy < (@121 4+ [lonlls +5 o2 lls +25 [|v, |3 )
Insbesondere ist M LIPSCHITZ-stetig auf allen beschrinkten Mengen von L3(Q).

2. M ist stetiger und beschrinkter Potentialoperator mit dem Potential

F(v) :=G(v+v,)+ (v, gradp,) Vv €L3Q). (32)
8. M ist strikt monoton, maximal monoton und koerzitiv bzgl. 0.
4. M besitzt die S-FEigenschaft.

Beweis:

1. Die Ungleichungen (28), (29), (30) und (31) ergeben sich direkt aus den entsprechenden
Ungleichungen fiir den Operator N (vgl. (17), (18), (19) und (20)).
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2. Die Stetigkeit und die Beschrinktheit von M folgen aus Ungleichung (31). Durch Nach-

rechnen sehen wir, dafl F' ein Potential fiir M ist.

3. Mit Abschétzung (28) ist M strikt monoton und aufgrund der Stetigkeit auch maximal

monoton. Fiir v € L3(Q), v # 0, v # —v,, und w := v + v, finden wir

1 1 1
(Mv, v} = (Nw, w —v,) + (grad p,, v)
1
- mww’ w = vr) — [lgrad pr |3
[wlls 1
[v]ls Hw||3<Nw’ w —vy) — |l gradp; || .

Da || v+ v, ||3— oo fiir || v |s— oo, und da N koerzitiv bzgl. v, ist, ergibt sich die
Koerzitivitat von M bzgl. 0.

4. Sei (vy) eine Folge mit v, — v und
(Mv, — Mv, v, —v) = (N(v, +v.) = Nw+uv), (vn +v,) — (v+0v.)) — 0.

Dann gilt v, + v, — v 4+ v, und mit der S-Eigenschaft von N auch v, + v, — v + v,

bzw. v, — v. O

Satz 4.2.4 Es gelten folgende Aussagen:

1. Es existiert der zu M inverse Operator M~' als stetiger Potentialoperator mit
Potential F*.

2. Fiiru € L¥?(Q) gilt:
M~y =N~ (u—gradp,) — v, (33)
und

F*(u) = iG(2N‘1(u —gradp,)) — (u — grad p,, v,) . (34)

3. M~ ist beschrinkt, strikt monoton und mazimal monoton.
4. M~V ist koerzitiv bzgl. 0 und besitzt die S-FEigenschaft.
Beweis:

1. Aufgrund der Lemmata 2.2.3, 2.3.10 und 2.3.11 existiert M ! als radialstetiger Poten-
tialoperator mit Potential F*. Durch Nachrechnen erhalten wir die Formel (33), aus

der zusammen mit der Stetigkeit von N~! die Stetigkeit von M ! folgt.
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2. Aufgrund der Definition von F* und mit Gleichung (32) finden wir fiir u € L¥?(Q):

F*(u) = w3£m<““w>‘F“”>

= swp ((ww—v,) — Flw—uv,))
w €L3(£)

= sw ((ww-v,) ~Gw) - (v, gradp,) )
w eL3(Q)

= s ((u—gradp, w) = Gw)) — (u, v,) + (v, gradp,)
w €L3(Q)
= G*(u—gradp,) — (u— grad p,, v,).
Zusammen mit Gleichung (26) ergibt das Gleichung (34).

3. Da M und M~ bijektiv sind, iibertragen sich strikte und maximale Monotonie von M
auf M~!. Die Beschrinktheit von M~! ergibt sich durch einfache Rechnung aus der
Formel (33) sowie der Beschrinktheit N 1.

4. Die S-Eigenschaft und die Koerzitivitit (bzgl. 0) von M~! folgen mit Formel (33) aus
der S-Eigenschaft und der Koerzitivitit (bzgl. —gradp,) von N~!. Zur Begriindung
sei auf den Beweis von Satz 4.2.2 verwiesen, wo eine analoge Aussage fir M und N

bewiesen wird.

Satz 4.2.5 Die Operatoren A bzw. B sind
1. stetige Potentialoperatoren mit den Potentialen FoK bzw. F*oL,
2. bijektiv, strikt monoton und koerzitiv bzgl. 0,
3. beschrinkte Operatoren mit der S-Eigenschaft.

Auflerdem ist A LIPSCHITZ-stetig auf allen beschrinkten Mengen von V. Ist U ein endlich-
dimensionaler Unterraum von 11, der auch in W12(Q) enthalten ist, und ist I die Einbettung
von U in 11, so bildet der Operator I* BI den Raum U LIPSCHITZ-stetig nach U* ab.

Beweis:
1. Die erste Behauptung folgt aus Lemma 2.3.1.
2. Fiir v, vo € V mit vy # vo gilt

<A’01—AU2, vl—v2> = <MKU1—MKU2, K’Ul—K’02> > 0.
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AuBerdem finden wir fiir 0 £v € V

1 1 ..
m(Av, vy = m(MKU, Kv) — oo fir ||v|=] Kv|— oc.

Vollkommen analog iibertragen sich strikte Monotonie und Koerzitivitét (bzgl. 0) von
M~1 auf den Operator B. Die Bijektivitit von A bzw. B ist gerade die Aussage von
Lemma 2.2.3.

. Sei (v,) Folge aus V mit v,, — v und (Av,, — Av, v, —v) — 0. Dann gilt
(Av, — Av, vy, —v) = (M Kv, — MKv, Kv, — Kv) — 0.
Fiir f € L¥(Q) ergibt sich
(f, Kv, — Kvy = (K*f, v, —v) — 0.

Insbesondere gilt Kv, — Kv in L3(). Die S-Eigenschaft von M liefert Kv, — Kwv
und damit v, — v. Analog beweist sich die S-Eigenschaft von B. Die Beschrénktheit
von A bzw. B folgt direkt aus der Beschrinktheit von M bzw. M1,

. Die behauptete Stetigkeitsaussage fiir A ergibt sich aus der entsprechenden Aussage fiir
Operator M.

. Fiir uy, ug € L3?(Q) N1L2(Q) finden wir mit Ungleichung (28) die Abschiitzung

a ||M_1U1 — M_1u2 ||% < <M_1U1 — M_IUQ, Uy — UQ>
< M7 rur = M g ol un —uz s -
Insbesondere gilt
-1 -1 -1
[ M7 ur = M ugfl < am flur —uz2.

Seien U und I wie in der Voraussetzung. Fiir q, q1, g2 € U ergibt sich

|(I*Blgy — I"Blgz, q) | = [(M™'Lg — M~ 'Lgy, Lq) |
< | M 'Lg — M7 'Lga 2| Lq|2
< a ' Lqi — Laa ||2| Lq||2 -

Da auf U die Normen || L .[[35 und || L. |2 quivalent sind, existiert eine Konstante C,
so daf3

[(I*Blqy —I"Blqz, q) | < a 'C?®||Lqy — Laz |30/l Lq|l3s -

Es folgt die behauptete LipscHITZ-Stetigkeit von I*BI. U
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4.3 Umformulierung und Lésung der Aufgabe
Wir betrachten die
Aufgabe 4.3.1 Zu losen sind folgende Teilaufgaben:

1. Gesucht ist v € V als Lisung der Gleichung

Av = 0. (35)

2. Gesucht ist p € Il als Lésung der Gleichung
B(~p) = 0. (36)
Die Teilaufgaben 4.3.1.1 und 4.3.1.2 heiflen auch konjugierte Aufgaben.
Satz 4.3.2 Es gelten folgende Aussagen:
1. Die Aufgaben 4.1.4 und 4.3.1 sind dquivalent.
2. Die Teilaufgaben 4.3.1.1 und 4.3.1.2 und sind jeweils eindeutig ldsbar.
Bewets:

1. Sei (v, p) Losung von 4.1.4. Wenden wir auf Gleichung (16) den Operator K* an, so
erhalten wir mit Folgerung 4.1.3 die Gleichung (35). Es gilt aber auch

M~L(—p) = 0. (37)

Hieraus erhalten wir durch Anwendung des Operators L* die Gleichung (36), d.h (v, p)
ist auch Losung der Aufgabe 4.3.1.
Sei umgekehrt (v, p) Losung von 4.3.1. Dann gilt

MKv € ker K*.
Nach Folgerung 4.1.3 existiert ein p’ € L32(Q) derart, daf
MEKv = L(—p).

Das Paar (v, p') ist also Losung von 4.1.4 und p’ ist, wie wir schon gesehen haben,
Losung von 4.3.1.2. Aufgrund der Injektivitdt von B ist die Losung 4.3.1.2 eindeutig,
d.h.

p =D

2. Die zweite Behauptung folgt aus der Bijektivitit von A bzw. von B. O

39



Folgerung 4.3.3 Die Aufgaben 4.1.4 und 4.5.1 sind beide eindeutig losbar und besitzen eine

gemeinsame Lésung.

Damit haben wir Existenz und Eindeutigkeit einer Losung gezeigt. Wir betrachten noch zwei

Spezialfille:

Im Fall I'y = () kénnen wir v, = 0 wihlen. Ist zusiitzlich p, konstant, so ist, wie wir nun
wissen, die triviale Losung v = 0 und p = 0 der Aufgaben 4.1.4 und 4.3.1 auch die einzige
Losung. Die eindeutige Losung der urspriinglichen Aufgabe 4.1.1 ist dann Geschwindigkeit
Null und Druck wie vorgegeben (etwa Luftdruck). Dies entspricht unseren physikalischen
Erwartungen, denn wenn keine Luft hineingepumpt oder abgesaugt wird, kann weder eine

Stromung entstehen, noch kann der Druck sich &ndern.

Auch der Fall T's = () ist in unserer Betrachtung zugelassen; der Ansatzraum II fiir den
Druck in den Aufgaben 4.1.4 und 4.3.1 ist VVQ1 2 (©). Die fehlende Randbedingung wird also
durch die Forderung nach Mittelwertfreiheit ersetzt, wodurch konstante Lésungen fiir den
Druck ausgeschlossen werden. Wiirden wir IT = W %2(Q) wihlen, so wire, da in diesem Fall

nur der Gradient des Druckes in die Aufgaben eingehen wiirde, die Losung nicht eindeutig.

Zum Abschluf3 dieses Abschnitts untersuchen wir noch, inwieweit sich Symmetrien in den
Ausgangsdaten €2, v,, p, auf die Losung der Aufgaben 4.1.4 und 4.3.1 iibertragen. Sei dazu
T eine Bewegung im Raum RY. Wir sagen, das Gebiet Q ist invariant unter der Wirkung

von T, wenn
TQ=Q und T[]=T;,i=1..3.

Eine Funktion p : @ — R bzw. v : Q — R nennen wir invariant unter der Wirkung von T,
falls

p=poT™ ! bzw. v=TovoT L

Satz 4.3.4 Sei T eine Bewegung im Raum RN und seien Q, v, und p, invariant unter der
Wirkung von T'. Dann sind auch vg und py invariant unter der Wirkung von T, wobei (vg, pg)
die Losung der Aufgabe 4.5.1 bezeichnet.

Beweis: Durch Nachrechnen finden wir
grad (pyoT ™) + M(Tov,oT 1) = To(grad p, + Mv,)oT ' = To0oT ! = 0.
Aufgrund der Eindeutigkeit der Losung der Aufgabe 4.1.4 gilt damit
Pg = pgonl und vy = Tovgonl.
O

Damit ist gezeigt, dafl sich Spiegel- und Rotationssymmetrien von Q, v,, p, auf vy, pg

iibertragen.

40



4.4 Eine andere Betrachtung des Operators B

In diesem Abschnitt wollen wir die Aufgaben 4.1.4 und 4.3.1 in anderen Riéumen betrachten.

Wir fordern dazu mehr Regularitidt der Randwertvorgaben: Im folgenden gelte
Pr € WI’Q(Q) und v, EL;U’FQ(Q).
Lemma 4.4.1 Der Operator M bildet den Raum L*(Q) surjektiv auf den Raum L2(Q) ab.

Beweis: Eine einfache Rechung zeigt, da8 M den Raum L*(Q) in L2(2) abbildet. Sei nun
Mv € L23(Q) fiir ein v € L3(Q). Da auch a(v + v,) € L?(Q), gilt

blv+uv| (v+v) = Mv—a(v+v,)—gradp, € L*(Q)

Wir finden
2 ) 4
ooz/‘b|v+v7«](v+vr)’ z/b v+ |
Q Q
Es ist also v + v, € L*(Q) bzw. v € L*(Q). Es folgt die behauptete Surjektivitiit. O

Wir erhalten einen surjektiven, dicht definierten Operator

M :12(Q) D LY(Q) — L%(Q),

der elementweise durch

Mv = Mv Vv ecLiQ)

gegeben ist.

Lemma 4.4.2
1. Der Operator M ist stark monoton mit der Monotoniekonstanten a.
2. Es existiert der inverse Operator M~' : L2(Q) — L2(Q). Dabei gilt

MYty = Muw VYuelL?Q).

M~ ist Potentialoperator, wobei die Einschrinkung von F* auf L2(Q) als Potential

gewdhlt werden kann.
3. M1 st LIPSCHITZ-stetig mit Konstante a™'.
Beweis:
1. Die starke Monotonie von M beinhaltet gerade die Abschitzung (28).

2. Die Aussagen des zweiten Punktes gelten nach Konstruktion und Lemma 4.4.1.
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3. Die dritte Behauptung folgt direkt aus der starken Monotonie von M. O

Wir wollen nun weitere Bezeichnungen einfithren. Es sei

II der Raum Wllf(Q),
L der Differentialoperator grad : IT — L2(€2),
B der Operator L*M L.

Folgerung 4.4.3 Der Operator B ist LIPSCHITZ-stetiger Potentialoperator mit Potential

F*oL und der LipscHITZ-Konstanten a1

Wir werden im nichsten Kapitel sehen, da der Operator B im Vergleich zum Operator B

bessere Approximationsverfahren zur Losung der Aufgabe 4.3.1.2 ermdglicht.

5 Approximative Losung der Aufgabe

In diesem Kapitel untersuchen wir, wie die Losung der Aufgaben 4.1.4 und 4.3.1 approximativ
berechnet werden kann. Wir werden dazu Né&herungsverfahren angeben, bei denen nur
Gleichungen in endlichdimensionalen BANACH-Raumen zu losen sind. Auflerdem sind wir

an Fehlerabschétzungen fiir die Giite einer approximativen Losung interessiert.

Eine Folge (X,,) von aufsteigenden und endlichdimensionalen Unterrdumen eines BANACH-
Raumes X heiffit GALERKIN-Schema fiir X, falls fiir jedes x € X eine Folge (z,,) existiert, so

dal z, € X;,, Vn € N, und z,, — z in X fiir n — oo.

Im folgenden Kapitel sei

(Vy,) ein GALERKIN-Schema fiir V,
(IL,) ein GALERKIN-Schema fiir II.

Wir wollen dabei IT,, ¢ W12(Q), Vn € N, voraussetzen. Fiir n € N bezeichne

K, die Einschrinkung von K auf V,,,
L, die Einschrankung von L auf II,,
A, den Operator K} MK,,

B,, den Operator LxM~1L,,.

AuBlerdem wollen wir mit
(vg, pg) € V <11

die gemeinsame Losung der Aufgaben 4.1.4 und 4.3.1 bezeichnen.
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5.1 Die RiTZ- und die GALERKIN-Approximation
In diesem Abschnitt wollen wir uns zwei wohlbekannten Approximationsverfahren zuwenden.

Voraussetzung 5.1.1

1. Sei X ein strikt konvexer und reflexiver BANACH-Raum mit strikt konvexem Dualraum

X*, und sei (X,,) ein GALERKIN-Schema fiir X.

2. Sei D: X — X™* ein stetiger, strikt monotoner und bzgl. 0 koerzitiver Potentialoperator
mit Potential H : X — R.

3. Der Operator D besitze die S-Figenschaft.
4. Fiir jedes n € N sei mit I, die Finbettung von X,, in X bezeichnet.
Wir stellen nun einige Aussagen iiber monotone Potentialoperatoren zusammen.

Satz 5.1.2 Unter der Voraussetzung 5.1.1 und mit den dort eingefiihrten Bezeichnungen

gelten fiir fiziertes f € X* und beliebiges n € N folgende Aussagen:
1. Es existiert eine eindeutige Losung x4 der Aufgabe
Dx = f. (38)
2. Es existiert genau eine n-te GALERKIN-Ldsung ©,, € X,, der Aufgabe (38), d.h. es gilt
(Dzn,y) = (fiy) Vy e X (39)
3. Die n-te GALERKIN-Ldsung ist auch n-te R1Tz-Ldsung der Aufgabe (38), d.h. es gilt
H(xy) = (f.2n) = min {H@)~(f.9) .
4. Es gilt xy, — x4 fiir m — oo.
5. Das Element x,, ist Losung der Aufgabe
I'Dl,x = If. (40)
Zum Beweis dieses Satzes sei auf die einschligige Literatur verwiesen (vgl. etwa [3], Kapitel
III, Satz 3.2 und Lemma 4.13). Die Folge (x,,) heift GALERKIN- oder RITZ-Approximation

des Elements z,. Die Aufgabe (40) wollen wir auch n-te GALERKIN-Aufgabe (von (38))

nennen.

Wie wir im letzten Kapitel gesehen haben (vgl. Satz 4.2.5), geniigen die Operatoren A und
B der Voraussetzung 5.1.1. Wir erhalten damit folgenden

Satz 5.1.3 Firn € N seien v, bzw. p, die jeweils eindeutige Lisung der Aufgaben
Apv=0 bzw. B,(—p)=0. (41)

Dann konvergiert die Folge (v, pp) in 'V x II gegen (vg, pg).
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5.2 Gradienten- und Projektions-Iterationsverfahren

Neben der im letzten Abschnitt vorgestellten R1Tz- bzw. GALERKIN-Approximation gibt es
noch weitere Standard-Approximationsverfahren fiir Gleichungen mit nichtlinearen Potential-
operatoren in BANACH-R&umen: das Gradientenverfahren und die sogenannten Projektions-
Iterationsverfahren. Wir wollen zunéchst wieder der Darstellung in [3] folgen und zitieren die
dort vorgestellten Verfahren (vgl. [3], Kapitel III, Satz 4.2 und Satz 4.3).

Voraussetzung 5.2.1 Es mdgen die Voraussetzung 5.1.1 und die dort eingefiithrten Bezeich-
nungen gelten. Zusdtzlich sei D beschrdnkt LIPSCHITZ-stetig, d.h. es existiere eine monoton

wachsende Funktion p: R — R, so dafs

| Dz1 — Dzaf[x+ < M(maX{Hfﬂl x, [lz2 Hx}> [21 —22llx Vi, 22 €X.
Mit J sei die Dualitdtsabbildung von X bezeichnet.
Wir formulieren zunichst das Gradientenverfahren:

Satz 5.2.2 Es mdgen die Voraussetzungen 5.1.1 und 5.2.1 sowie die dort eingefihrten
Bezeichnungen gelten. Sei auflerdem x1 € X ein beliebiger Startwert, f € X* und «

etne positive Konstante. Dann konvergiert die durch

Tng1 = an = dazn, A= 2 max {2, ok ([ |+ || D — 1)} )
Jzp = Dz, — f, n=1,2, ...

definierte Folge (xy,) aus X stark gegen die Losung x4 der Aufgabe Dz = f.

Die Zahl A, nennen wir auch die n-te Schrittweite und den Vektor z, die n-te Schrittrichtung
des Gradientenverfahrens (42).

Beim Gradientenverfahren (42) ist in jedem Schritt die Aufgabe Jz, = Dx,, — f im Raum X
selbst zu losen. Ist X ein endlichdimensionaler BANACH-Raum, so kann durch den Ubergang
zu einer dquivalenten Norm erreicht werden, daff X, ausgestattet mit dieser neuen Norm,
ein HILBERT-Raum wird. Auch bzgl. dieser neuen Norm ist der Operator D ein beschrankt
LipscHITZ-stetiger, strikt monotoner und koerzitiver Potentialoperator mit der S-Eigenschaft.
Die Dualitéitsabbildung J’' von X bzgl. dieser neuen Norm ist aber linear. In jedem Schritt
ist die nun lineare Aufgabe J'z, = Dx, — f zu lésen. Fiir unendlichdimensionale Rdume X
kann die Losung der i.a. nichtlinearen Gleichung Jz, = Dz, — f genauso schwierig wie die
Losung der urspriinglichen Aufgabe sein. In diesem Fall kann man das Gradientenverfahren

mit dem RITZ-schen Verfahren zu einem Projektions-Iterationsverfahren vereinen:

Satz 5.2.3 Es mdgen wieder dieselben Voraussetzungen und Bezeichnungen wie in Satz 5.2.2

gelten. Dann konvergiert fiir jeden Startwert x1 € Xy die durch

Tni1 = T = AnZn, A= 2 max {2, a+ pll| @ | + || Daw = 1D

In+12n = Dpp1x, — fn+1a JIp = In*JITw (43)
Dy, = I,*DI,, Jn = 1,"f,

n=1,2, ...
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definierte Folge (x,,) aus X stark gegen die Lisung x4 der Aufgabe Dx = f.

Bei diesem Verfahren ist in jedem Schritt die Aufgabe J,112n, = Dp+1Tn — fae1 im dem
endlichdimensionalen Raum X, 1 zu losen. Diese Aufgabe ist allerdings i.a. wieder nicht-

linear.

In unserem Fall kénnen wir die eben beschriebenen Verfahren zur Losung der Aufgabe Av = 0

anwenden. Als Funktion 4 = pa aus Voraussetzung 5.2.1 kann dabei
w(T) = a|QB+2b ||z +2bT VT €R

gewéhlt werden, da fiir A eine zu (31) analoge Abschitzung gilt.

Wir konnen aber das Gradientenverfahren zur approximativen Losung der (GALERKIN-
Aufgaben (41) einsetzen, denn die Operatoren A,, bzw. B,, sind auf jedem Unterraum V,
bzw. II,, beschrénkt LiPSCHITZ-stetig. Fiir alle Operatoren A,, kann wieder pt = p14 5, wie oben
gewéhlt werden. Fiir jedes B, kann p = up , als eine, von n und II,, abhéngige, Konstante
gewdhlt werden. Wihlen wir auf den Réumen V,, bzw. II,, geeignete, zur ihrer natiirlichen
Norm &quivalente Normen (wobei dann natiirlich auch die Funktionen p4 , bzw. pp , ab-
gedndert werden miissen), kénnen wir erreichen, dafl jede GALERKIN-Aufgabe durch lineare
Gleichungen approximiert werden kann. Zusammenfassend kénnen wir den folgenden Satz

formulieren:
Satz 5.2.4

1. Zur approximativen Lésung der Aufgabe Av = 0 kann sowohl das in Satz 5.2.2
beschriebene Gradientenverfahren als auch das in Satz 5.2.8 angegebene Projektions-
Iterationsverfahren verwendet werden. Die entstehenden Approximationsfolgen konver-

gieren in 'V gegen vg.

2. Die GALERKIN-Aufgaben (41) kénnen mit dem Gradientenverfahren aus Satz 5.2.2

approrimativ gelost werden.

Das bisher vorgestellte Projektion-Iterationsverfahren fithrt zu Approximationsaufgaben, die
zwar endlichdimensional, aber, sofern X kein HILBERT-Raum ist, wiederum nichtlinear sind.
Naturgeméif ist man aber besonders an endlichdimensionalen, linearen Approximationsauf-
gaben interessiert. Wir wollen daher ein weiteres Projektions-Iterationsverfahren angeben,
bei dem die Approximationsaufgaben durch die Dualitdtsabbildung eines anderen BANACH-

Raumes gegeben sind.

Voraussetzung 5.2.5 Es mdgen wieder die Voraussetzung 5.1.1 und die dort eingefiithrten

Bezeichnungen gelten. Zusdtzlich fordern wir:

1. X sei ein weiterer, strikt konvezer und in X dicht eingebetteter BANACH-Raum mit
strikt konvexem Dualraum X*. In dieser Konstellation ist der Raum X* dicht in X*

eingebettet.
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2. (X,) sei ein GALERKIN-Schema fiir X .

3. Der Operator D sei beschrinkt und auflerdem hinreichend requldr in dem Sinne, dafs

er den Raum X LIPSCHITZ-stetig (mit Konstante m) nach X* abbildet.

4. Mit D sei die FEinschrinkung von D auff( bezeichnet, wobei X* als Bildraum von D

gewdhlt sei.

5. J sei die Dualititsabbildung von X. Fiir jedes n € N sei I, die Einbettung von X, in
X und
Jn = LI,
D, := I'DI,.
Satz 5.2.6 Es mdgen die Voraussetzungen 5.1.1 und 5.2.5 sowie die dort eingefiihrten Be-
zeichnungen gelten. Sei auferdem f ein fiziertes Element aus X*, X\ < 2m~! eine positive
Konstante und z, € X1 ein beliebiger Startwert. Dann beschreibt die folgende, induktive

Definition von k-Zyklen (k =0, 1, 2, ..), bestehend aus jeweils o), vielen Schritten, ein wohl-

definiertes Verfahren:
1. Im nullten Zyklus sei o9 := 0 und :C8 = Ts.
2. Im k-ten Zyklus (k > 0) wird ein Gradientenverfahren in X, fiir die Aufgabe
Dyx=I}f

mit konstanter Schrittweite A gestartet, wobei als Startwert x,(g das letzte Element

mz(_kfl) S X’k,l des (k — 1)-ten Zyklus verwendet wird:

.%'Z—H = a;k” — )\an, jkz,? = Dkxz — f~k, (44)
fo=1If, n=0,1,2, ..
Nach o, < 0o vielen Schritten gilt
ok ok 1
[(Daph — faph) x| < x (45)

und der k-te Zyklus wird beendet.

Die so konstruierte Folge (x7F) konvergiert stark in X gegen die Losung x4 € X der Aufgabe
Dx = f.

Beweis:

1. Auch der Operator D — f ist stetiger Potentialoperator, wobei
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ein Potential ist. Nach Satz 2.3.7 ist x, globaler Minimalpunkt von Hy. Sei zunéchst
k > 0 fixiert. Der Operator Jj ist nach Lemma 2.2.6 und Satz 2.2.4 gerade die bijek-
tive Dualitétsabbildung von Xj. Insbesondere ist die in (44) formulierte Aufgabe fiir
die Schrittrichtung 27’ stets eindeutig losbar. Nach Konstruktion gelten fiir beliebiges
reX 1 die Formeln

(Dz,y)x = (Dz,y) 3 VyeX,

@377 Yx = (l?jfv, Y, Vizk Vye Xg (46)
(o, v) 5 = jmy)x, YVizk VyeX,

(g = oy VizkV, yeX;

. Wir werden in diesem und dem folgenden Beweisschritt zeigen, dafl die Abbruchbedin-
gung (45) fiir den k-ten Zyklus tatséchlich nach endlich vielen Schritten erreicht wird.
Dazu untersuchen wir die Folgen (x})7%, und (2}})22, die entstehen wiirden, wenn der
Iterationsschritt (44) des k-ten Zyklus unendlich oft wiederholt wiirde. Es ist

Ao = Ml—A%)>(l

Unter Beriicksichtigung von Lemma 2.3.2 und der Formeln (44) bzw. (46) finden wir
fiir den k-ten Zyklus

Hy(ap) = Hy(ap™) = [ (D2 aaf = ap™h) = £, aft = ap ™) xat

/1
0
1
= /(Dk (mZ‘H + t(x) — a;ZH)) — fr, xR — apth %, dt
0
_I_

5 z 1
(Drxy, — fr, z) — -TZJF >5(k +

_l’_

1
/ (Dy, (a:Z“ +t(xf — wZH)) — Dy}, aff — ) %,

1
+f <D( b — o)) - D, af - o) g e
0
= Al
/ 1D (™ + t(af — ™)) — Daf |l — ™ g e
1
> AR —m laf — 2R / (1—t)dt
0
m
> M R = Ao 1% > o (47)
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Die Folge (Hf(x}))n ist also monoton fallend. Sie ist aber auch durch Hf(x4) nach

unten beschrénkt. Daher existiert der Grenzwert lim, ... (H¢(z})) und es gilt
m s = o
3. Nach Lemma 2.3.2 gilt im k-ten Zyklus auch

Hp(x) — Hp(0) = [ (Dtag — [, xy) x dt

(Dtxy — DO, tay) x dt + (DO — f, z}) x

1
;(Dtxﬁ — DO, ta}) x dt + (D0 — f, x}) x

Il
\H O\H O\H
o~ | =

112
1

1
= /(Dtﬂfz, xp) x dt + <§DO —f,z) x

n n
Tk Tk

D
<2’2

1
) x +{5D0— f, ap) x, (48)
wobei wir fiir die letzte Abschiatzung das monotone Wachstum der reellen Funktion
t ~ (Dtx}, z), t €0, 1],

ausgenutzt haben. Aufgrund der Koerzitivitat von D ist die Folge (2}}), in der X-Norm
beschriankt, denn im gegenteiligen Fall wéren die rechte und damit auch die linke Seite
der Abschitzung (48) unbeschrankt, und wir héitten einen Widerspruch zur Konvergenz
der Folge (Hf(x}))n. Da in dem endlichdimensionalen Raum X, die X- und die X-Norm

dquivalent sind, ist die Folge (), auch in der X-Norm beschriinkt, und wir finden

T [(Daf — f, o) x| = lim [(Dyaf — i of) 5, |

Tim | (Jief of) 5, |
= lm |(J2f. o) |
< lim |2l g}z = o.
Die Abbruchbedingung (45) fiir den k-ten Zyklus wird also nach endlich vielen (gemé&f

Vereinbarung nach oy, vielen) Schritten erreicht. Insgesamt haben wir damit gezeigt,

dafl durch die k-Zyklen ein wohldefiniertes Verfahren beschrieben wird.

4. Wir wollen die Folgen

0 o1—1 0 or—1

Ty, X7,y T bzw
0 o1—1 0 or—1
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mit (2;)52, baw. ()52, bezeichnen. Da z7* = 2}, fiir alle k gilt, existiert fiir alle i ein

k(7), so dafl x;, z; und x;41 zum k(i)-ten Zyklus gehoren und die Gleichung

Ji(iy%i = Driyi — fre (49)
gilt. Die Abschétzung (47) liest sich dann wie folgt:

Hyp(xi) — Hp(zig1) > Do llzill% -
Analog zu oben folgt die Existenz des Grenzwertes

'lim Hf («Tz)

1—00

und die Konvergenz
lim |12i]| ¢ = 0.

Betrachten wir noch einmal die Abschitzung (48), so ergibt sich aus der Koerzitivitit
von D die Beschrianktheit der gesamten Folge (x;) bzgl. der X-Norm. Die Beschrénktheit
von D impliziert nun die Beschrianktheit der Folge (Dx;) bzgl. der X*-Norm.

5. Seien j € Nund y € Xj beliebig. Fiir jedes ¢ existiert, wie wir schon wissen, ein k(%)
derart, daf die Gleichung (49) gilt. Fiir hinreichend grofe i gilt zusétzlich k(i) > j, und

wir erhalten

|(Dzi — £, y) x| = | {Dy@y®i — frgi)» ¥) S | = | (Triiyzi Y) %o | S zillxllyllg - (50)
Der Grenziibergang ¢ — oo liefert

lim (Dx; — f, y) x = 0.

1—00

Sei nun y € X beliebig und § > 0 gegeben. Dann existiert ein j und ein y; € X'j mit
ly — ;|| x< 6. Wir finden

|(Dxi — f,y) x| < [(Dxi—f,y—yj) x|+ [{(Dx; — f, y5) x|
< (sup || Dzi — fllx) o+ [{(Dzi — f, yj) x| -

Die Grenziibergéinge ¢ — oo und d — 0 liefern auch hier
lim (Dz; — f, y) x = 0. (51)
1—00
Damit haben wir die schwache Konvergenz Dx; — f — 0 in X* gezeigt.
6. Wir definieren nun die Teilfolgen (z*)2°., bzw. (2*)2, der Folgen (z;) bzw. (z;) durch

¥ =z ot =2) und P i=2) VEk=23, ...
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Nach Konstruktion gilt

. R . 1
zf 2 e Xy, Jp2¥ = Dpa® — fi und |<Da:k - f, xk>X\ < 1

Mit Lemma 2.3.6 ergibt sich fiir jedes y € X und jedes k > 1 die Abschéitzung

Hy(y) > Hyp(a")+(Da¥ — f,y—2ab) x
= Hy(a") +(Da* — f, y) x — (Da* — f, 2%) x.

Der Grenziibergang k — oo liefert

Hy(y) > lim Hy(z). (52)

~ k—oo

. Sei 2o, schwacher Grenzwert einer Teilfolge (2%¢) von (z*) bzgl. der schwachen Topologie
in X. Aufgrund der schwachen Unterhalbstetigkeit von Hy (vgl. Lemmata 2.3.5 und
2.3.3) und Abschitzung (52) gilt

Hy(y) > lim Hyp(2") > Hp(veo) Vy € X,

1— 00

d.h. 7 ist Minimalpunkt von Hy. Nach Lemma 2.3.6 ist Dz, — f = 0. Da D injektiv
ist, gilt

Too = Tg.

Damit haben wir gezeigt, daB die in X beschrinkte Folge (x*) hochstens den Haufungs-
punkt v, besitzt. Dies impliziert die schwache Konvergenz zF — zg in X. Denn unter
der Annahme, dies gelte nicht, existiert eine Teilfolge (z¥) von (2¥) und ein z* € X*

so daf3

liminf |(z*, 2% —2,) | > 1. (53)

i—00
Aufgrund der schwachen Folgenkompaktheit beschriankter Mengen in einem reflexiven
BANACH-Raum (Satz von EBERLEIN-SHMULYAN) muf aber eine Teilfolge von (z*i)
schwach konvergieren. Der Grenzwert dieser Teilfolge kann, wir wie gezeigt haben, nur
x4 sein, was einen Widerspruch zu (53) darstellt. Damit ist die schwache Konvergenz

zF — zg in X gezeigt. Auflerdem gilt

lim (Da® — Dy, 2% —x,) =
k—oo

lim (Da® — f, 2F —2,) = 0.
k—o0

k

Die S-Eigenschaft von D liefert schliellich die starke Konvergenz 2% — z, in X. O
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Satz 5.2.6 besagt, dafl die Aufgabe Dx = f unter gewissen Voraussetzungen durch Aufgaben
in einem kleineren Raum X approximiert werden kann. Der Vorteil dieser Approximation
liegt auf der Hand, wenn X ein HILBERT-Raum ist. Denn in diesem Fall sind die zu l6senden

Approximationsaufgaben (44) endlichdimensional und linear.

Wie eine Durchsicht des Beweises von Satz 5.2.6 zeigt, sind folgende ergéinzende Bemer-

kungen moglich:

1. Auf die Forderung, D moge die S-Eigenschaft besitzen, kann verzichtet werden, wenn
in den Behauptungen von Satz 5.2.6 die starke Konvergenz der Folge (z*) durch die

schwache Konvergenz in X ersetzt wird.

2. In der Abbruchbedingung (45) fiir den k-ten Zyklus kann die rechte Seite % durch

irgendeine Funktion g(k) von k mit limy_. g(k) = 0 ersetzt werden.

3. Ist D selbst LIPSCHITZ-stetig, so kann X = X gewihlt werden. In diesem Fall sind
beliebige Abbruchbedingungen fiir die k-Zyklen moglich, denn es kann allein aus
der Beschrinkung der Folge (z;) bzgl. der X-Norm und aus der Konvergenz
lim; o0 || 2zi||x+ = 0 auf die Konvergenz lim; .. (Dz; — f, z;) x = 0 geschlossen
werden. Es kann dann sogar gezeigt werden, dafl die volle Approximationsfolge (z;)
stark in X gegen x4, konvergiert. Das angegebene Verfahren ist in diesem Fall nur eine
Variante des in Satz 5.2.2 angegebenen Verfahrens, die eine verzogerte Dimensions-

erhdhung ermoglicht.

4. Ist D : X — X* selbst koerzitiv bzgl. 0, so erfiillen der Operator D, der Raum X und
das GALERKIN-Schema (X},) alle die in 5.1.1 und 5.2.1 aufgefiihrten Voraussetzungen
mit Ausnahme der S-Eigenschaft. Insbesondere ist D nach Satz 2.2.1 bijektiv und be-
sitzt eine Losung z, € X der Aufgabe Da = f. Wie eine einfache Uberlegung zeigt,
gilt T, = x4. Betrachten wir also von vornherein D, X und (X 1) und die entsprechen-
de Version des Satzes 5.2.6, so erhalten wir (vgl. die erste Bemerkung) die schwache
Konvergenz der Folge (z*) gegen Zg in X. Ebenso wie im Fall der vorangegangenen
Bemerkung sind beliebige Abbruchkriterien fiir die k-Zyklen moéglich. Auflerdem kann
gezeigt werden, daB die volle Approximationsfolge (x;) schwach in X und stark in X

gegen x4 konvergiert.
In unserem Fall ergibt sich folgende Anwendung:

Satz 5.2.7 Sind die Randwertvorgaben v, bzw. p, aus Léw’rz () bzw. WH2(Q) und wdihlen

wir in den Voraussetzungen 5.1.1 und 5.2.5
X=1I,X=1I, D=8, 1~7:1_f3,m:1
a

sowie ein GALERKIN-Schema (X,,) = (II,) fiir II, so kann das in Satz 5.2.6 beschriebene Ver-
fahren zur approximativen Losung der Aufgabe B(—p) = 0 verwendet werden. Die entstehende

Approzimationsfolge aus II konvergiert in der II-Norm gegen Dg-
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5.3 A-posteriori Fehlerabschitzungen

Die vorgestellten Approximationsverfahren miissen, sofern sie praktisch realisiert werden,
nach endlich vielen Schritten abgebrochen werden. Daher stellt sich nach jedem Approxima-
tionsschritt die Frage, wie ,,gut“ die berechnete Ndherung ist. In diesem Abschnitt wollen wir

nun a-posteriori Fehlerabschétzungen fiir v, und p, angeben.

Satz 5.3.1 Fir jedes v € V gilt:

lo=vele < \[2(F)+Pr-gadn)  vpem (54
Auferdem gilt die Implikation

(Un, Pn) = (vg, pg) NV xII = F(v,)+ F*(—gradp,) — 0.
Beweis: Seien v € V und p € II beliebig. Mit Lemma 2.3.2 und Folgerung 4.1.3 ergibt sich

F(Kv)+ F*(—Lp) > Kv) + (=Lp, Kvg) — F(Kvg) = F(Kv) — F(Kuvy)

(M(Kvg 4+ t(Kv — Kvy)), Kv— Kuvg) dt
(K*M(Kvg + t(Kv — Kvg)), v —vg) dt

(K*M(Kvg + t(Kv — Kvg)) — K*MKuvg, v —vg) dt

~ | =

(M(Kvg+t(Kv — Kvg)) — MKuvg, t(Kv — Kvyg)) dt.

I
T e— e T T— - T T— Y~ T

Setzen wir die Abschéitzung (28) aus Satz 4.2.3 ein, so erhalten wir
F(Kv)+ F*(—Lp) > [ at|Kv— Kv,|3dt

I Kv — Ky -

[NCRiS] O\H

Daraus folgt unmittelbar (54). Betrachten wir nun zwei Folgen (v,) C V und (p,) C II mit
v, — vg und p, — pg. Aufgrund der Stetigkeit von F' bzw. F* und mit Lemma 2.3.12 sowie

Folgerung 4.1.3 finden wir

lim (F(Kvn)+F*(—Lpn)> = F(Kvy) + F*(—Lpy) = (—Lpg, Kvg) = 0.

n—oo
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Wir werden nun auch fiir p, eine a-posteriori Fehlerabschiitzung angeben. Da wir fiir M !
bzw. B nur wesentlich schwéichere Monotonieaussagen als fiir M bzw. A zur Verfiigung haben,

miissen wir prinzipiell anders argumentieren.

Satz 5.3.2 Fir jedes p € 11 gilt

lgradp —gradpy 1 < p(v,p) Vo eV, (55)
p(o,p) = (@12 £, p) + 25| M~ (~gradp) + v, | A, D),
_ 2
Ao, p) = [lo— M"Y (—gradp) [ + \/a<F(U)+F*(—gradp)>.

Dariiber hinaus gilt die Implikation

(Uns Pn) — (vg, pg) NV xII = u(vy, pn) — 0.

Beweis: Sei p € Il beliebig. Mit Lp, + Mv, = 0, —Lp = M9, % :== M~ (—Lp) und beliebigem
A > || — vg |2 sowie mit Abschétzung (30) aus Satz 4.2.4 erhalten wir

| Lp — Lpg |1

| M5 — Mo, |y
(@11 +8 115 —vgllz +28 15 +vr ]2 ) 15— v, l2

IN

IN

(@11 +5x + 285+ 0.2 )
Fiir beliebiges v € V gilt nach Satz 5.3.1

[0 =vgll2 < o =vll2 + [lo—uvgl2

< o=l +/2(F@) + Fo(-L2)
= Aou, p).

Durch Einsetzen folgt die Ungleichung (55). Seien (v,) C V und (p,) C II zwei Folgen mit

vp, — vy und p, — pg. Im Beweis von Satz 5.3.1 hatten wir bereits gesehen, dafl

lim (F(Kvn)—l—F*(—Lpn)) = 0.

n—oo
Andererseits gilt aufgrund der Stetigkeit von M ~! auch
lim v, — M_l(—Lpn) = Vg — M_l(_Lpg) = 0.
n—oo

Fiir n — oo gilt also A(vy, pn) — 0 und damit p(vy,, pn) — 0. O

Wir haben nun sowohl fiir v, als auch fiir p, a-posteriori Fehlerabschétzungen gefunden.
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Thesen zur Diplomarbeit

Dieser Arbeit liegt eine spezielle Gleichung aus der Stromungstechnik zugrunde, die stationére
und turbulente Stréomungen in pordsen Medien beschreibt. Die Gleichung ist unter dem Na-
men nichtlineares DARCY-Gesetz bekannt und modelliert den Zusammenhang zwischen der
vektoriellen Geschwindigkeit v des Stromungsmittels und dem Druck p. Das DARCY-Gesetz

148t sich in der Form

gradp + av + blv|v = 0,
dive = 0

schreiben, wobei a und b im einfachsten Fall positive Konstanten sind.

1. These: (Divergenzfreie Funktionen besitzen eine Normalenspur)

Seien Q ein beschrinktes LipscHITZ-Gebiet des RY, 1 < r, s < oo zwei konjugierte Expo-
nenten und I' ein hinreichend gutes Randstiick von 2. Dann kann jedem divergenzfreien,
RN -wertigen Vektorfeld auf €2, dessen Komponentenfunktionen in L"(§2) enthalten sind, in
sinnvoller Weise eine Normalenspur auf I' zugeordnet werden. Fiir ein divergenzfreies Vektor-
feld verschwindet diese Normalenspur auf I' genau dann, wenn das Vektorfeld alle Gradienten

von W1 5(Q)-Funktionen, die auf 0 \ T' verschwinden, annulliert.

2. These: (Schwache Formulierung und Trennung der Unbekannten)

Das DARCY-Gesetz ermdglicht unter Hinzunahme geeigneter Randbedingungen eine addquate
schwache Formulierung als Operatorgleichung. Es konnen zwei zueinander konjugierte
Formulierungen des Problems gefunden werden, von denen die eine nur den Druck und die
andere nur die Geschwindigkeit als Unbekannte enthilt. Die dabei auftretenden Operatoren
sind monotone Potentialoperatoren. Fiir die beiden konjugierten Teilprobleme existieren

dquivalente Minimalprobleme.

3. These: (Existenz und Eindeutigkeit der Losung)

Die schwache Formulierung des DARCY-Gesetzes besitzt eine eindeutige Losung (v, p).

4. These: (Existenz von Approximationsverfahren)

Die schwache Losung des DARCY-Gesetzes kann durch geeignete Approximationsverfahren
néherungsweise berechnet werden. Insbesondere sind das RiTz-Verfahren, das Gradienten-
verfahren und speziell angepafite Projektions-Iterationsverfahren geeignet. Die Giite einer

N&herungslosung kann durch a-posteriori Fehlerabschitzungen kontrolliert werden.
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