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Kapitel 1

Grundlagen

Vorlesung 01: 04. April

1.1 Aussagenlogik

Motivation Sauberes Schliefsen und fehlerfreies Argumentieren sind zentral in allen
Wissenschaften.

Definition Mathematische Aussagen sind Sétze, die wahr/richtig oder falsch sind
(obwohl wir die Antwort vielleicht nicht kennen).

Bezispiele
1. 2 ist eine Primzahl. (richtig)
2. Der Umfang eines Kreises von Radius r ist 7r2. (falsch)
3. Mein Zug hatte gestern Verspéatung. (je nach Kontext)

4. Es gibt unendliche viele Primzahlzwillinge. (nicht bekannt)

Gegenbeispiele
1. Der Film war spannend. (Das ist nur eine Meinung.)

2. Morgen wird es regnen. ( Wir kénnen nur eine Wahrscheinlichkeit schdtzen.)

Notation Aussagen werden meist mit Grokbuchstaben (A, B, ...) bezeichnet und fiir
den Wahrheitswert einer Aussage schreiben wir

w(A) =0 falls A falsch ist, w(A) =1 falls A wahr ist.

Verkniipfungen von Aussagen

—-A nicht A Negation
ANB A und B Konjunktion (von A und B)
AV B A oder B Disjunktion bzw. Alternative
A= B aus A folgt B Implikation
(mit Préamisse A und Konklusion B)
A< B A genau dann, wenn B Aquivalenz

5



6 1. Grundlagen
w(A) | w(B) | w(-A) | w(AANB) | w(AV B) | w(A= B) | w(A < B)
0 0 1 0 0 1 1
0 1 1 0 1 1 0
1 0 0 0 1 0 0
1 1 0 1 1 1 1

Tabelle Die Wahrheitswerte der logischen Grundoperationen.

Bemerkung

1. Das mathematische ODER ist nicht exklusiv: A V B ist auch dann wahr, wenn

sowohl A als auch B wahr sind.

2. Eine Implikation mit falscher Préamisse ist immer richtig bzw. aus einer falschen

Aussage folgt alles.

Beuspiel: Wenn 4 eine Primzahl ist, so ist auch 8 eine Primzahl.

Bezispiele

1. Konjuktion: 3 ist eine Primzahl und 6 ist gerade.

2. Alternative: 2 ist eine Primzahl oder 3 ist eine Primzahl.

3. Implikation: Jede durch 4 teilbare Zahl ist gerade. (A = B mit A =n ist durch

4 teilbar und B =,n ist gerade")

Definition Tautologien sind Aussagen, die immer wahr sind.

AV -A

—(AN—-A)

ﬁ(ﬁA) & A

~(AVB) & (-4) A (-B)
_|(A/\B) = (ﬁA)\/(ﬁB)
AN(BVC) & (AAB)V(AAQ)
AV (BAC) & (AVB)A(AVO)

(Satz vom ausgeschlossenen Dritten)
(Satz vom Widerspruch)
(Negation der Negation)

(1. Regel von de Morgan)
(2. Regel von de Morgan)

(Distributivgesetz)
(Distributivgesetz)

(Kontraposition)
(modus ponens)
(modus tollens)
(modus barbara)

Die de Morganschen Regeln besagen insbesondere, dass die Negation einer UND-
Aussage eine ODER-Aussage ist und dass die Negation einer ODER-Aussage eine
UND-Aussage ist. (Wie vieles andere in der Mathematik entspricht dies dem gesunden

Menschenverstand).

Michael Herrmann: Analysis fir ET [@)srsa |
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1.1. Aussagenlogik 7

Beispiel Uberpriifung der Kontraposition mittels einer Wahrheitswerttabelle

A|B|A= B|-A|-B | -B= —A | Kontraposition
00 1 1 1 1 1
01 1 1 0 1 1
110 0 0 1 0 1
111 1 0 0 1 1

Bemerkung Die Kontraposition ist die Grundlage des indirekten Beweises.

Definition Aussageformen sind Aussagen, die von einer Variablen abhédngen. Der
Wahrheitswert von A(x) hdngt dabei vom Wert der Variablen x ab.

Beispiel: Die Aussage
A(n) = n ist gerade
ist fiir n = 2 richtig, fiir n = 3 aber falsch.

Aussagen mit Quantoren

Aussage Bedeutung

Vo : Alx) (Allaussage) Fiir jedes x ist A(x) wahr.

Jx: A(z) (Existenzaussage) Es existiert (mind.) ein z, so dass A(x) wahr ist.

Bemerkung

1. Die Ausdriicke .V = : A(x)“ und .,V y : A(y)* beschreiben beide dieselbe
mathematische Aussage. Analoges gilt fir ,3x : A(x)“ und , 3y : A(y)“.

2. Es gelten die folgenden zwei Tautologien der Negation
~(Vz:A(@) & Fz: -A)
und
—(Fz:Alx) & Va: -Ax).

Insbesondere ist die Negation einer Allaussage immer eine Existenzaussage und
die Negation einer Existenzaussage immer eine Allaussage.

Beispiele

1. Um die Aussage ,,Alle Primzahlen sind ungerade zu widerlegen, brauchen wir
nur ein Gegenbeispiel anzugeben (némlich die 2).

2. Um die Aussage ,,Es gibt eine gerade Primzahl grofser 2 zu widerlegen, miissen
wir zeigen, dass jede Primzahl grofer 2 ungerade ist (was nicht sonderlich
schwierig ist).

Michael Herrmann: Analysis fir ET [(cc Version vom 10. Juli 2024



8 1. Grundlagen

Achtung

1. Benutzen Sie beim Aufschrieb der Hausaufgaben keine Quantoren, sondern
argumentieren Sie verbal. Erfahrungsgeméfs kommt sonst sehr schnell sehr viel
Unsinn zustande. Aus demselben Grund sollten sie auch Pfeile wie = oder <
nicht wahllos benutzen.

2. Ganz allgemein gilt: Das Quintessenz der Mathematik besteht nicht darin,
moglichst komplizierte Formeln zu benutzen, sondern logisch zu denken und
seine Gedanken klar und moglichst einfach auszudriicken. Formeln kénnen
dabei sehr hilfreich sein, aber sie konnen auch verwirren und vom Wesentlichen
ablenken.

1.2 Mengenlehre
Motivation Die fundamentalen Konzepte der Mathematik sind nicht — wie die

meisten Leute meinen — Zahlen, sondern Mengen und Abbildungen. Diese Begriffe
sind zum einen sehr einfach zu verstehen, aber zum anderen auch extrem niitzlich.

Definition FEine Menge ist eine Zusammenfassung von unterscheidbaren Elementen
der gleichen Art.

Bezispiele
1. Alle Studierenden, die heute an der Vorlesung teilnehmen.
2. Meine Freunde auf Facebook (zu einem Stichtag).

3. Zu jedem Text gibt es die Menge seiner Wort. Es gibt auch die Menge seiner
Buchstaben.

4. Die Menge aller Dreiecke in der Ebene.
5. Die Menge der natiirlichen/rationalen/reellen/komplexen Zahlen.

6. {0,1}, {2,3}, {6,7,8,9} (drei Mengen von Zahlen).

J

. {{0,0}, {0,1}, {1,0}, {1,1}} (eine Menge von Mengen von Zahlen).

Notation Es gibt verschiedene Moglichkeiten, eine Menge anzugeben:

Art Beispiel
verbale Beschreibung Die Menge M, bestehend aus ...
Auflistung der Elemente M = {1,6,9}

M ={2,4,6,8,...}

durch Aussageform M ={z : A(z) ist wahr}
M ={x: A(x)}
M = {x|A(z)}

Wir schreiben m € M (bzw. m ¢ M), sofern m ein (bzw. kein) Element von M ist.

Michael Herrmann: Analysis fir ET [@)srsa | Version vom 10. Juli 2024



1.2.

Mengenlehre 9

Definition M wird Teilmenge von M genannt (wir schreiben dann MCM ), wenn

jedes Element von M auch Element von M ist, d.h. wenn die logische Implikation
me M = m e M gilt.

Bemerkung

1.

Die Elemente einer Menge miissen unterscheidbar sein, d.h. sie diirfen nicht
doppelt vorkommen. Die Zeichenfolge {1,2,2,3} beschreibt — im Gegensatz zu
{1,2,3} — also keine Menge.

Zwei Mengen sind genau dann gleich, wenn sie dieselben Elementen enthalten.
Insbesondere beschreiben {1,2,3,4} und {1, 3,2,4} dieselbe Menge.

. Es gibt die leere Menge (), die gar kein Element besitzt.

. Fiir jede Menge M gilt ) € M und M C M.

Gilt M C M, sowie M # M, so schreiben wir M C M. Da sist ganz analog zu
den ordnungszeichen < und < bei Zahlen.

. Die Anzahl der Elemente einer Menge M wird mit #M bezeichnet und auch

Méchtigkeit von M genannt. Sie kann den Wert 0 annehmen (fiir die leere
Menge), eine natiirliche Zahl sein (fiir endliche Mengen) oder den symbolischen
Wert co annehmen (fiir unendliche Mengen).

. Es diirfen immer nur Elemente derselben Art zu einer Menge zusammengefasst

werden, d.h. es gibt zum Beispiel keine Menge, die Personen, Dreiecke, und Zahlen
als Elemente enthélt.

. Konstrukte wie ,,Die Menge aller Mengen* fiihren zu logischen Widerspriichen,

siche Russellsche Antinomie auf WIKIPEDIA.

elementare Mengenoperationen

MyUM, = {m :me M Vme M} (Vereinigung)
MiNMy = {m:meM Ame My}  (Durchschnitt)
My\ My = {m:meM Am¢ My}  (Differenz)

Zwei Mengen M, und M, mit M; N M, = () heifen disjunkt.

weitere Mengenoperationen

My x My = {(mq, ma) : my € My, ms € My} (Kreuzprodukt, Menge von Paaren)

P(M)={N : Nc M} (Potenzmenge, Menge aller Teilmengen von M)

Michael Herrmann: Analysis fir ET [(cc Version vom 10. Juli 2024



10 1. Grundlagen

Beispiel Mit
M, ={1,3,5}, M, ={1,2,3}
gilt
My UM, ={1,2,3,5}, MiNM,={1,3}, M \M={5}, M\ M ={2}
sowie

My x My ={(1, 1),(1, 2),(1, 3),(3, 1), (3, 2), (3, 3), (5, 1), (5, 2), (5, 3)}

und
P(M;) = {0,{1},{3},{5},{3.5},{1,5},{1,3},{1,3,5} } .
Bemerkungen
1. Es gilt

R?2=R x R,

wobei R die Menge der reellen Zahlen (und damit die Menge der Punkte auf
einer Geraden) bezeichnet und R? = {(z1, z3) : 7, € R, zy € R} die Standard-
bezeichnung fiir die Zahlenebene ist.

2. Fiir jede endliche Menge M gilt #P(M) = 2#M,

’Vorlesung 02: 05. April

Definition Eine Abbildung von einer Menge D in eine Menge Z ist eine Vorschrift,
die jedem Element von D genau ein Element aus Z zuordnet. Je nach Kontext wird
eine Abbildung auch Funktion genannt.

Beispiele
1. Polynome sind Abbildungen der Menge der reellen Zahlen (R genannt) in sich,
d.h.esgilt D=7 =R.
2. Ordnet man jedem Dreieck seinen Flicheninhalt zu, so entsteht eine Abbildung

mit D = {Dreiecke} in Z = R.

3. Man kann jede Menge von Personen in die Menge der Datumsangaben abbilden,
indem man jeder Person ihren Geburtstag zuordnet.

Notationen Man schreibt meist f : D — Z fiir eine Abbildungen f zwischen zwei
gegebenen Mengen D und Z. Es gibt mehrere Moglichkeiten, eine solche zu definieren
bzw. anzugeben, zum Beispiel:

1. Verbale Beschreibung.

2. Bei endlichen Mengen D konnen wir eine Tabelle benutzen, zum Beispiel

zeD [1 234567389
fle)eZ|1 23253723

3. Oftmals wird eine Formel angeben, zum Beispiel
fR—=>R mit f(z) =22 fiir r e R.

Michael Herrmann: Analysis fir ET [@)srsa | Version vom 10. Juli 2024



1.2. Mengenlehre 11

Definition Sei f: D — Z eine beliebige Abbildung.

1. D ist Definitionsbereich von f und Z wird der Zielbereich von f (oder der
Wertebereich von f) genannt.

2. f heift injektiv, wenn verschiedene Elemente aus D auf verschiedene Elemente
aus Z abgebildet werden. Oder abstrakt gesagt: f ist genau dann injektiv, wenn

Vay,o9€ D 2y #x9 = f(x1) # f(22).

3. f heift surjektiv, wenn jedes y € Z das Bild von einem z € D unter f ist, d.h.
wenn

VyeZ3dzxeD:y=f(z).

4. f heikt bijektiv, falls f sowohl injektiv als auch surjektiv ist. In diesem Fall gibt
es eine Abbildung ¢ : Z — D mit
g(f(x)) ==z firalle z€D, flgly)) =y firalle yeZ.

Die Abbildung ¢ wird die Umkehrabbildung von f (oder die Inverse von f)
genannt und mit f~! bezeichnet.

5. Bijektive Abbildungen heifsen auch invertierbar.

o %0 o v® >
o\?én L N 9 o e
o; e o o [ X e
o ‘e ' 4 e
D Z D Z D Z
nicht injektiv injektiv nicht injektiv
surjektiv nicht surjektiv nicht surjetiv
o o
o v® ® ®
o\zn o o
e ® [
D A D 7
injektiv
surjektiv

Abbildung Beispiele und Gegenbeispiele fiir die Injektivitdt und Surjektivitat von Abbildungen. Ist
eine Abbildung sowohl injektiv als auch surjektiv (links unten), so existiert die inverse Abbildung
(rechts unten)

Definition Fiir zwei Abbildungen f: D — Z und g : Z — P wird die Abbildung
f:D—P  mit (gof)(x)=g(f(x))

als die Komposition von g und f bezeichnet.

Michael Herrmann: Analysis fir ET [(cc Version vom 10. Juli 2024



12 1. Grundlagen

Bemerkung

1. g o f ist nur definiert, wenn der Definitionsbereich von g eine Teilmenge des
Zielbereichs von f ist.

2. Fiir invertierbare Abbildungen f : D — Z gilt immer
fho f=idp foft=idg,

wobei fiir jede Menge M die Abbildung idy, : M — M mit idy(2) = z die
sogenannte Identitét ist.

3. Sind f,g : D — D zwei Funktionen, so ist die Aussage gof = fogim Allgemeinen
falsch.

4. Sind f,g,h : D — D drei Funktionen, so gilt stets (h o g) of =ho (g o f).

1.3 Reelle Zahlen

Zahlbereiche
natiirliche Zahlen N = {1, 2,3,4,... }
No=1{0,1,2,3,4,...}

ganze Zahlen 7 = {...,—3,—2,—1,0,1,2,3,...}

rationale Zahlen Q={p/qg : p€Z,qeN}

reelle Zahlen R

komplexe Zahlen C (néchstes Kapitel)

Notationen FEs gibt viele Arten, Zahlen zu schreiben:

1. Briiche fur rationale Zahlen:

1 7
- - = 4/5
2 3 /
Zahler und Nenner sollten teilerfremd sein.
2. Dezimalzahlen fiir reelle Zahlen:
2,4567 1,3333 ... — 67,34255476456 ...

Rationale Zahlen haben endlich viele oder sich periodisch wiederholende Kom-
mastellen. Irrationale Zahlen (Elemente von R\ Q) haben unendlich viele, nicht-
periodische Dezimalstellen.

Achtung: Im Englischen (und daher oft auch in der Wissenschaft) schreibt man
Punkt statt Komma.

3. Symbolische Schreibweise:
V2 (x1.414) Kreiszahl 7 (= 3,142) Eulerzahl e (& 2,718)
4. Gleitkommazahlen (mit Mantisse und Exponent):
1,345E+06 = 1,345 - 10° = 1345000, —4,02E—4 = —4,02-10"* = —0, 000402
5. Dualzahlen:
3=11=1-2"+1-2°, 17=1001=-2"+1-2

6. Hexadezimalzahlen, p-adischen Zahlen (siehe die Ubungen).

Michael Herrmann: Analysis fir ET [@)srsa | Version vom 10. Juli 2024



1.3. Reelle Zahlen 13

Erinnerung Jede reelle Zahl kann als Dezimalzahl (mit vielleicht unendlich vielen
Nachkommastellen) oder als ein Punkt auf der Zahlengeraden betrachtet werden.

— >

-2 -1 0 1 2

Abbildung Die Zahlengerade. Es gilt x < y genau dann, wenn y rechts von z liegt.

Wichtige Eigenschaften - Axiome

Vorbemerkung Wir fassen noch einmal die wichtigsten Rechenregeln und sonstigen
Eigenschaften der reelle Zahlen zusammen, wobei wir die meisten Aussagen bereits in
der Schule kennengelernt haben.

(I) Regeln der Addition

(I1) z4+(y+2) = (x+y) +=z2 (Assoziativgesetz)

(1.2) z+y = y+ux (Kommutativgesetz)

(L3) =z+0 = (0 ist neutrales Element)

(I4) z+(—x) =0 (—x ist inverses Element zu x)

(II.1) z-(y-2) = (x-y)-= (Assoziativgesetz)

(I.2) z-y = y-x (Kommutativgesetz)

(II.3) z-1 = x (1 ist neutrales Element)

(I14) z-(1/z) = 1 (1/x ist fiir x # 0 inverses Element zu x)

Achtung Wir diirfen niemals durch die Zahl 0 teilen!

(IIT) Distributivgesetz

(Ill.1) z-(y+2)=z-y+x-=z

(IV) Ordnungseigenschaften

(IV.l) z<ux

(IV2) z<y VvV y<z

(IV3) z<y N y<z = z=y

( ) <y N y<z = x<z

(IVh) <y = x+z2<y-+z

(IV6) z2<y AN 2>0 = z-z2<y-z (Multiplation mit positiver Zahl)

( ) <y A z2<0 = z-z>y-z (Multiplikation mit negativer Zahl)

Achtung Wird eine <-Ungleichung mit eine negativen Zahl multipliziert, so ensteht
eine >-Ungleichung (und umgekehrt).

Beispiel: Es gilt 2 < 4 sowie (+3) - 2 < (43) - 4, aber auch (=3) -2 > (=3) - 4.

Michael Herrmann: Analysis fir ET [(cc Version vom 10. Juli 2024



14 1. Grundlagen

Notationen
1. z <y meint ,,z kleiner oder gleich y*
2. x < y meint ,,x kleiner y
3. x > y meint ,,x grofer oder gleich y “ bzw. y < x
4. x>y meint y < z.

5. x heilt positiv bzw. nichtnegativ, falls x > 0 bzw. x > 0.

(V) Vollstandigkeit R ist vollstdndig, d.h. es gibt keine , Liicken* in R.

Bemerkungen Die Vollstandigkeit von R ist ausgesprochen wichtig, aber das Kon-
zept ist nicht ganz so einfach zu verstehen. Wir wollen hier mit vorlaufigen Erklarungen
fortfahren; ein tiefes Verstdndnis von Vollstandigkeit werden wir erst spéter erreichen.

1. Q ist nicht vollstindig, denn jede irrationale Zahl (zum Beispiel v/2 oder )
beschreibt eine ,,Liicke” in Q.

2. Formale Beschreibung™ : Zerlegt man R in zwei Mengen A und B mit

AUB=R, ANB=10 A,B#0, x<y firalle z€ AyeB,
so gibt es stets genau eine reelle Schnittzahl s € R mit

r<s<y firalle z€ AyeB.

Beispiel: Ein spezielle Schnittzahl ist s = v/2, wobei die Mengen
A={r : 2<0 oder z* <2}, B={r : x>0 und 2* > 2}

zugrunde liegen.

Nriitzliche Tatsachen

1. Fiir jede reelle Zahl x > 0 existieren zwei natiirliche Zahlen n,m € N, so dass
0<1/n<x<m. (Satz von Archimedes)

2. Fiir je zwei reelle Zahlen a < b existieren unendlich viele rationale Zahlen ¢ € Q
mit a < ¢ < b und unendlich viele irrationale Zahlen z mit a < z < b..

Notation Doppelungleichungen wie a < z < b oder b > x > a kodieren immer
zwei Ungleichungen (ndmlich ¢ < z und z < b bzw. a < x und = < b).

Wir schreiben niemals a < z > b oder b > x < a, da dies nur Verwirrung stiftet.
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1.3. Reelle Zahlen 15

Rechnen mit Ungleichungen und Betragen

Intervalle Seien a, b zwei reelle Zahlen mit a < b.

1. offenes Intervall: (a, ) :={z € R : a <z < b}

2. abgeschlossenes Intervall: [a, b] :={zx € R : a < x < b}

3. halboffene Intervalle gibt es in zwei Varianten:

[a, b) :={x eR :a<x<b}, (a, b ={r eR :a<x<b}

4. Es gibt auch die unbeschriankten Intervalle (a, +00), [a, +00) sowie (—o0, a),
(—o0, al.

5. Man schreibt oftmals auch R = (—o0, +00), aber niemals R = [—o0, +00] oder
Q = (—o0, +00) .

Weitere Ordnungseigenschaften (die man alle aus den obigen Axiomen ableiten
kann).

(IV.8) 22>0
(IV.9) 1 <20 AN y1<ys = z14+y1 <x2+y
(IV10) 0<z1 <2y AN 0<y; <y = 0< a1 -y1 <29-¥2

Beispiele
1<2, 2:1<2-2 (-1)-1>(-1)-2 1+3<2+45, 1-3<2-5
-2<1, 2-(-2)<3-1, (=1)-(=2)>(-1)-1 —24+3<1+5

Definition Der Betrag (oder Absolutbetrag) von = € R ist

x firxz >0
lz]:=<¢ 0 firz=0
-z firxz <0

und |z — y| ist der Abstand von z und y auf der Zahlengeraden.

Graph der Betragsfunktion f(x)=|x| Graph von f(x)= |7x-13| Graph von f(x)= (x>~1)?
y y

-15 -1.0 -05 05 10 15

Abbildung Die Graphen einiger ausgewéhlter Funktionen. Die orangen Hilfslinien spielen in den
nachfolgenden Beispielen eine Rolle.
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16 1. Grundlagen

Eigenschaften der Betragsfunktion Durch Fallunterscheidung leiten wir leicht
die folgenden Aussagen fiir alle x,y € R ab:

1. |z| = |—x| > 0 fiir  # 0.

|z| = max{x, —x}

Es gilt V22 = |z|. Die Formel V22 = z gilt nur fiir = > 0.

Es gilt |z| < ¢ genau dann, wenn —c < x < ¢

|-yl = |2 - [yl

|z —y| < |z — 2|+ |z — y| (,Dreiecksungleichung”, Variante 1)

|z £ y| < |x| + |y| (,,Dreiecksungleichung®, Variante 2)

© N ot W N

- |Jz] = |yl| < |= — y| (,Dreiecksungleichung®, Variante 3)

Bemerkung Zum Beweis der 3. Variante bemerken wir, dass wegen
2 =0l < |z —yl+ly—-0] und |y—-0]<l|y—z|+]|r—0
auch die Abschatzungen
2] = [yl < |z =yl und = 2|+ |y < |z -y
gelten. Insbesondere folgt
||z = [yl| = max { [«| — [y[, |y — |2 } < |o—y],
wobei wir benutzt haben, dass ||z — |y|| = max { |z — |y|, |y| — || } gilt. O

Beispiel Fiir welche z € R gilt |7z — 13] <27

Léosung 1 : Es miissen (siehe 4. Eigenschaft der Betragsfunktion) die zwei Ungleichungen
Tr —13 <2 und Tr —13> =2
erfiillt sein und nach einfachen Umformungen beider Ungleichungen erhalten wir

7Tr —13] <2 & P <zund 2 <2 & z e [&, 2]

Lésung 2 : Wir treffen eine Fallunterscheidung.
Fall 1 Wir betrachten x € R mit 7x — 13 > 0, d.h. z > 1—73, wobei auch

2>|Te—13| =72 —13  bzw. <2

gelten soll. Die Menge der in diesem Fall zulédssigen x ist also gerade das Intervall
= 7
Fall 2: Fir 7x — 13 <0 bzw. z < 1—73 soll

2> |7Tx — 13| = =Tz + 13 und damit x>

gelten. Insgesamt ergibt sich x € [1—71, %] fiir den zweiten Fall.

Durch Kombination der Teilresultate erhalten wir wieder dieselbe Antwort wie im er-
sten Losungsweg.

Lésung 8: Wir konnen (in diesem einfachen Beispiel) die Losung auch graphisch
bestimmen, siehe dazu das vorherige Bild.
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1.3. Reelle Zahlen 17

Beispiel Wie sicht die Menge M = {z € R : (22 — 1) < 4} aus ?

Léosung 1: x ist genau dann Element von M, wenn
—2<a2*—1<2  bzw. —1<a?<3.

Wegen 22 > 0 schliefen wir, dass M gerade das offene Intervall (—v/3, v/3) ist.

Lésung 2 : Dasselbe Resultat mittels Fallunterscheidungen.

Fall 1 : Unter der Annahme 22—1 > 0 soll 2 —1 < 2 gelten, und beide Bedingungen
liefern 1 < 22 < 3. Die Menge der zuliissigen x ist also gerade die Vereinigung der
Intervalle (—+/3, —1] und [1, v/3)

Fall 2: Fiir 22 —1 < 0 soll 1 —2? < 2 gelten, und beide Bedingungen werden gerade
durch = € (—1, +1) erfiillt.

Insgesamt ergibt sich M = (—+/3, —1]U (=1, +1) U[1, /3) = (=3, V/3).
Losung 3 : Es gibt auch wieder die Méglichkeit, die Losung graphisch zu bestimmen.

Schranken fiir Teilmengen reeller Zahlen

Definition Sei M C R beliebig, aber nicht leer.

1. « € R heifst (eine) untere Schranke von M, falls o < z fiir alle z € M gilt.
f € R heift (eine) obere Schranke von M, falls = <  fir alle x € M gilt.

2. Existieren sowohl eine untere als auch eine obere Schranke, so wird M beschréinkt
genannt.

3. Ist a € R die grofite untere Schranke von M, so heiftt @ das Infimum von M und
wird mit a = inf M abgekiirzt.
Ist B € R die kleinste obere Schranke von M, so heifst § das Supremum von M
und wird mit 5 = sup M abgekiirzt.

4. Im Fall von @ = inf M und o € M, nennen wir o das Minimum von M und
schreiben a = min M.

Im Fall von f = supM und g € M, nennen wir 8 das Maximum von M und
schreiben f = max M.

o sup M =max ?W o sup M
inf M= min M p inf M B

Abbildung Zur Bedeutung von Schranken und von inf, sup, max, min.

Beispiel Fiir jedes offene/halboffene/abgeschlossene Intervall M mit Randpunkten
a < b ist jedes o < a eine untere Schranke und jedes > b eine obere Schranke. Die
grofite untere Schranke ist dabei immer inf M = a, die kleinste obere Schranke immer
sup M = b. Dariiber hinaus gilt:

1. Fiir M = [a, b] existieren das Maximum und das Minimum,
2. Fir M = [a, b) existiert nur das Minimum,

3. Fiir m = (a, b) existieren weder Minimum noch Maximum.
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18 1. Grundlagen

Beispiel Fir M ={1/n : n € N} gilt
supM =max M =1, inf M =0,

aber das Infimum gehort nicht zu M und ist daher kein Minimum.

Bemerkungen

1. Fiir eine Menge mit endlich vielen Elementen (0 < #M < oco) existierten stets
min M und max M.

2. Gibt es eine untere (bzw. obere) Schranke, so ist inf M bzw. sup M wohldefiniert.
Andernfalls schreiben wir inf M = —oo (bzw. sup M = +00).

Beispiel supN =00, minNyg=infNy=0, infZ = —o00, supZ = +oo.
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Kapitel 2

Folgen und Reihen

Vorlesung 03: 08. April

2.1 Folgen

Definition FEine (reelle Zahlen-) Folge ist eine Abbildung a : N — R, aber wir
schreiben meist

an statt a(n)

fiir die Glieder oder Elemente der Folge. Die Folge selbst wird in der Regel mit

a  oder (an)pen oder (a1, az, as, ...)

bezeichnet.

Bemerkungen

1. Es gibt mehrere Arten, eine Folge zu beschreiben:

(a) verbal, zum Beispiel , die Folge der Quadratzahlen®,

(b) durch eine explizite Formel, wie zum Beispiel
an = (1+n)® firalle neN.
(c) rekursiv, via
a; =0, ani1 = f(a,) firalle n>1,

wobei f : C — C die sogenannte Iterationsvorschrift ist.

(d) salopp, wie zum Beispiel
a=(24,6.8,..),

fiir die Folge der geraden Zahlen, obwohl diese Notation streng genommen
missverstandlich ist.

2. Gehoren alle Folgenglieder a,, zu einer Menge M C R, so schreiben wir auch
(an),en € M. Zum Beispiel gilt (ay,), oy C Z fiir jede Folge ganzer Zahlen.

3. Manchmal wahlen wir einen anderen Startindex, d.h. man betrachtet Folgen
<a”)n2n1 = (a’n17 a?’l1+17 an1+2 .. )

19



20 2. Folgen und Reihen

Definition Ist (as),cy eine Folge reeller Zahlen und (n;), .y eine Folge natiirlicher
Zahlen mit

ng<ng<ng<<...,

so wird die Folge (anj) auch Teilfolge von (ay,),, oy genannt.

jEN
Bezispiel
1. Die Folge der Quadratzahlen (1,4,9,6,...) ist Teilfolge der Folge der natiirlichen
Zahlen (1,2,3,4,...), denn mit a, = n und n; = j* gilt a,, = j°.

2. Die Folge der Primzahlen (2,3,5,7,...) ist auch eine Teilfolge der Folge aller
natiirlichen Zahlen, obwohl es keine geschlossene Formel fiir n; gibt.

3. Die geometrische Folge (1, %, %, %, 1—16, ...) ist Teilfolge der harmonischen Folge
(1’ %7 %7 i? %7 A ')'

Definition Eine Folge (ay), .y heift konvergent mit Grenzwert ao € R, falls fiir
jedes € > 0 ein N € N existiert, sodass

‘an—aoo| <e fir alle n>N
erfiillt ist.
(7% Qnp
[ Y [

* -N ....o 0%y eEn
« ¢ o ® %0es® 5
. ...
.

Abbildung Illustration der Konvergenz von Folgen am Beispiel einer Nullfolge a,, — ao, = 0. Je
kleiner £ > 0 ist, desto grofser muss N gewéhlt werden. Achtung: Bei Konvergenz muss es fiir jedes
€ > 0 einen entsprechenden Index N geben, wobei dieser von e anhéngen darf (wir kénnten auch N(g)
oder N, anstelle von N schreiben). Aus dem Bild wird klar, dass die kleinen e kritisch sind.

Bemerkungen
1. Wir schreiben

. n—oo
U = lim a, oder Anp —— Ooo
n—oo

oder ganz kurz a,, — a.. Statt Grenzwert sagen wir oftmals auch Limes.
2. Konvergiert eine Folge gegen den Grenzwert a., = 0, so nennen wie sie Nullfolge.

3. Wir nennen eine Folge konvergent, falls sie gegen einen Grenzwert konvergiert,
und divergent, falls sie nicht konvergiert.

4. In Mathematikbiichern finden Sie oftmals die abstrakte Schreibweise
V e>0 3 NeN V n>N : la,—ax| <e,

die aber dasselbe wie unsere verbale Beschreibung meint.

Achtung: Benutzen Sie in Thren Hausaufgaben bitte keine Quantoren oder andere
komplizierte Logik-Ausdriicke, sondern argumentieren sie lieber mit Worten.

[(@)BY-sA | Version vom 10. Juli 2024
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2.1. Folgen 21

Bezispiele

1. Die harmonische Folge a,, = 1/n konvergiert gegen a., = 0, denn fiir jedes ¢ > 0
kénnen wir N mit N > 1/e wihlen und erhalten

lap — ool =a, =1/n <1/N <e¢
fir alle n > N.
2. Die Folge a,, = 2+ (—1)"/y/n konvergiert gegen a,, = 2, denn es gilt
|an — ase| < 1/Vn
fiir alle n € N und damit auch
|, — ane| < 1/VN < €
fiir alle n > N, sofern wir bei gegebenem ¢ > 0 den Index N > 1/¢% wiihlen.

3. Fiir jeden reellen Parameter p > 0 sind die vier Folgen

1 1 1 1

= in = (Inn)?’ in = (Inlnn)”’

alle Nullfolgen, d.h. es gilt stets a,, = a, = 0. Die vier Folgen

1/n? 1 1 1/1
an=p"™,  an=p"",  a,=p"V",  a,=p/""
konvergieren hingegen alle gegen a., = 1.
ap=1/2 ay=n/(n+1)
+1.0 +1.0 IS
0.0 0.
1 21 41 1 21 41
a,=1/n® an=1/2+(-1)"In?
+1.0r® +1.0—¢
[ J
*e0s (XXX
¢ ........O.....i!‘.‘!‘.'.i
o ° [ J
........ L
0. ‘ ‘ w‘ 0. ‘ ‘ ‘
1 21 41 1 21 41

Abbildung  Vier Beispiele fiir konvergente Folgen, jeweils dargestellt durch die farbigen Punkte.
Die grauen Linien sind nur Hilfslinien.
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2. Folgen und Reihen

Griinde fiir Divergenz Viele Zahlenfolgen konvergieren nicht, wobei dies mehrere
Ursachen haben kann:

1.

+4.0F

+1.0

0.0

-1.0

Uneigentliche Konvergenz gegen +o0o bzw. gegen —oo: Fiir jedes C' > 0 existiert
ein IV, sodass

a, > C bzw. a, < —C fiir alle n>N

gilt.

Beispiel 1: Fiir jeden Parameter p > 0 gilt lim, ,,.,n? = +oo im Sinne der
uneigentlichen Konverenz.

Beispiel 2: Es gilt lim,, ., In (1/n) = —00.

Achtung: Uneigentliche Konvergenz ist ein spezielle Form der Divergenz, da
—oo und 400 keine reellen Zahlen sind. Manche Autoren sprechen auch von
bestimmter Divergenz.

mehrere Haufungspunkte : Es gibt (mindestens) zwei Teilfolgen, die jeweils gegen
unterschiedliche Grenzwerte konvergieren.

Beispiel 1: Die Folge mit a,, = (—1)" besitzt die beiden Haufungspunkte —1 und
+1, denn die beiden Teilfolgen (as;) ., und (azjt1);., sind konstant und daher
jeweils konvergent.

Beispiel 2: Im Fall von a,, = (—1)" n gibt es zwei Teilfolgen, die im uneigentlichen
Sinne gegen —oo bzw. 400 konvergieren.

Beispiel 3: Fiir a,, := sin (n) gibt es unendlich viele Hiufungspunkte, ndmlich jede
Zahl im Intervall [—1, +1]. Das ist allerdings gar nicht so einfach zu beweisen.

an=\n ap=(-1)"
+1.0—e—e—9o—90—9 o0 o oo —
0.0
‘ ‘ ‘ -1.0ro—e—9—90—0 600 0o o o
1 11 21 1 11 21
ap=sin(n) ap=(-1)"nen
oo g v o o o o 3 3 +20.f
0.
L e - & "% -20.¢ | |
1 41 81 1 11 21

Abbildung Vier Beispiele fiir divergente (also nicht-konvergente) Folgen.

Achtung Esist in aller Regel alles andere als einfach, die Konvergenz oder Divergenz

einer

gegebenen Folge mit Hilfe der Definition nachzuweisen. Wir werden daher meist

versuchen, eine oder mehrere der folgenden Regeln anzuwenden und die Grenzwerte
bekannter Folgen einzusetzen.
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2.1. Folgen 23

Rechenregeln fiir Grenzwerte Fiir zwei konvergente Folgen a,, — a., und b, — b
gelten die folgenden Aussagen:

1. Na, + b, = Nas + pby fiir alle Zahlen A,y € R
2. ap by — Ao b und a, /b, — s /bso, sofern by, # 0

3. f(an) — f(as) fiir jede stetige Funktion f (siche dazu auch das néchste Kapitel)

Bezispiele
L limy e (— 2/n43/n%) = =2 im0 1/n + 3 limy, o 1/n? = =2-0+3-0=10
2. limyyo 24+ 1/n) /(5= 1/n?) = (24 limy00 1/n) / (5 + limy oo 1/n%) = 2/5.
3. lim, soosin (2 + 1/n) = sin (2 + lim,, o 1/n) = sin (2)

p=-0.04 p=0.0 p=+0.025
3.0 +3.0 +3.0

0.0 = e,m.e"'“a.,..- 0.0 — — S 0.0 — —

-3.0 -3.0 -3.0

Abbildung Die Zahlenfolge a,, = exp (pn) sin (n/2) fiir verschiedene Werte des Parameters p € R.
Links: konvergent und damit auch beschrénkt. Mitte: beschrankt, aber nicht konvergent. Rechts: weder
konvergent noch beschrankt.

wichtige Prinzipien Unsere Definitionen implizieren aufserdem die folgenden vier
Aussagen:

1. Es gilt a, — as genau dann, wenn |a,, — as| — 0.

2. Jede Folge besitzt hochstens einen Grenzwert. Beweis: Angenommen, es gelte
Uy — Qoo SOWIE @, — (oo. Dann gibt es fiir jedes € > 0 Indizes N, N € N mit

la, — aoo| < /2 furalle n> N, | — Gso| < €/2 fiiralle n> N,
und wir erhalten fiir n > max{N, N} die Abschétzung
0 < oo — Goo| < |an — oo] + |an — Goo] < €.
Da ¢ beliebig klein gew#hlt werden kann, folgt ao, = G- O]

3. Jede konvergente Folge ist beschrénkt, aber es gibt viele beschriankte Folgen, die
nicht konvergent sind. Dabei wird (a,),, oy beschrankt genannt, wenn eine reelle
Konstante C' > 0 existiert, sodass

la,| < C  firalle neN

erfiillt ist. Beachte, dass C' nicht von n abhéngen darf.

Beweis: Es existiert ein N € N, so dass
la, — as| < 1 und damit lan| < |aoo| + |an — aoo| < |aso] + 1
fir alle n > N. Die Behauptung folgt mit C' = max{|a1|,...,|a|y,|asx|+1}. O

4. Jede Teilfolge einer konvergenten Folge konvergiert ebenfalls und zwar gegen
denselben Grenzwert.
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24 2. Folgen und Reihen

Klarstellung Manchmal ist die Konvergenz bzw. Divergenz einer Zahlenfolge nicht
offensichtlich und kann erst nach geeigneten Umformungen abgelesen oder begriindet
werden.

Bezispiele
1. Es gilt
"oAnd 4247 4
denn nach Erweiterung mit 1/n3 (héchste Potenz im Nenner) erhalten wir
1 1
5+2-—-8—
o
4+ = +7—
n n
und die Konvergenz ergibt sich aus den obigen Rechenregeln.
2. Es gilt
1
nd—1 n= ﬁ n—o00
ay, = = > 00
n 2 _ 1 1
n®—n-+3 1= 42—
n n

im Sinne der uneigentlichen Konvergenz.
3. Es gilt
an=vVni+n-n —— 1
denn wir kénnen a,, wie folgt umformen:

_\/nz—l—n—n \/n2+n+n_ n

1 '\/n2+n+n—\/n2+n—|—n

n 1/n 1 1

= . — _>_
Vi2+n+n 1/n \/T+1/n+1 2

Merkregel Wenn naive Grenzwertbetrachtungen auf die Terme

0
_ 0- —
00 — 00, 0, 0

fithren, so miissen wir immer besonders aufpassen bzw. genauer hinschauen, denn es
kann Konvergenz oder auch jede Form der Divergenz vorliegen.

Qn

Eulersche Zahl und reelle Exponentialfunktion Fiir jeden reellen Parameter
p € R gilt

lim (1 + B) =ef = exp(p),
n—oo n
wobei
e ~ 2.7182...

die Eulerschen Zahl ist. Der Beweis dieser Aussage ist nicht einfach und wird zum

Beispiel in [AORS, Seite 204f| beschrieben.

Bemerkung: Insbesondere gilt e = lim,, (1 + %)n
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Konvergenzkriterien
Definition Eine reelle Zahlenfolge (ay),, oy heift

1. monoton wachsend, falls a,, < a, fiir alle n € N,

2. strikt (oder streng) monoton wachsend, falls a,, < a,41 fir alle n € N,

3. nach oben beschrénkt, falls es eine Konstante C' € R gibt, so dass a,, < C fiir
allen € N.

Durch analoge Formeln werden die Begriffe monoton fallend, strikt monoton fallend,
und nach unten beschriankt eingefiihrt. Insbesondere ist eine reelle Folge genau dann
beschrankt, falls sie nach oben und nach unten beschrankt ist.

Theorem (Monotonie + Beschrinktheit = Konvergenz) Fiir die reelle Folge
(an),en gelte

ap < piqp < C bzw. C<ap1<a,
fiir eine geeignete Konstante C' € R und alle n € N (siehe Bild). Dann gilt
Up — oo
mit ay = sup{a, : n € N} bzw. ay, := inf{a, : n € N}.

Beweis: Wir betrachten nur den ersten Fall, da wir im zweiten analog argumentieren
konnen. Die Eigenschaften des Supremums implizieren, dass es fiir jedes ¢ > 0 ein
N € N gibt, so dass

Uoo — € < QN ,

denn andernfalls konnte a,, nicht die kleinste obere Schranke sein. Andererseits gilt
nach Konstruktion von a., und der Monotonie von a,, auch

any < a, < G firalle n> N.

Die Kombination beider Aussagen liefert |a, — o] = oo — @y < oo — an < €. H

Ay, G,

Ao

. n n

Abbildung Zur monotonen Konvergenz reeller Folgen.

Theorem (Sandwich-Prinzip) Seien (a,),cn, (@,),cn > (@n),cy drei reelle Zahlen-
folgen mit

Qn S an S an 9 Qn S Qn+1 bl a’I’L-f-]. S a7”L

fiir alle n € N und sei auferdem lim,, o, @,, = lim,,_,, @,, =: @. Dann gilt

— n—o0
}Qn—a‘ < max{oo — @, , Gy — Uoo} 0

=n
und damit insbesondere a,, — «.
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26 2. Folgen und Reihen

Folgerung Fiir eine monoton wachsende Folge (ay), .y gilt die folgende, bindre
Alternative:

1. Wenn sie nach oben beschriankt ist, so konvergiert sie nach dem Theorem gegen
eine reelle Zahl (und damit insbesondere im Sinne der Definition).

2. Wenn sie unbeschrénkt ist, so konvergiert sie im uneigentliche Sinne gegen +oc.

Insbesondere ist a,, = lim,,_ @, immer wohldefiniert und analoge Aussagen gelten
fiir monoton fallende Folgen. Fiir nicht-monotone Folgen ist die Frage der Konvergenz
jedoch deutlich subtiler und a.,, muss nicht existieren.

Abbildung Das Sandwich-Prinzip ist ein sehr méchtiges und robustes Werkzeug, um die Konvergenz
reeller Folgen nachzuweisen.

Beispiel Die Konvergenzaussage

0 — sin? (n?) =00

~ (2 + cos (n)) 0,

folgt aus dem Sandwich-Prinzip mit @, = 0 und @, = 1/n.

Achtung Durch Grenziibergang kénnen aus strikten Ungleichungen Gleichungen
werden. Zum Beispiel gilt z,, = 1/n > 0 fiir alle n € N, aber z,, = 0.

weitere Eigenschaften™

Theorem (&4quivalente Charakterisierung von Konvergenz) Eine Folge
(an),en konvergiert genau dann, wenn sie die Cauchy-Eigenschaft besitzt, d.h. wenn
fiir jedes € > 0 ein Index N € N, sodass

|an, — an,| <€ fir alle ny,me > N

erfillt ist.

Theorem (Folgenkompaktheit bzw. Satz von Bolzano-Weierstrafs) Jede
beschrénkte Folge besitzt (mindestens) eine konvergente Teilfolge. Der Grenzwert einer
solchen konvergenten Teilfolge wird Haufungspunkt der Folge genannt.
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Bemerkungen

1. Die Cauchy-Eigenschaft erlaubt es uns, die Konvergenz einer Folge zu untersuchen
bzw. nachzuweisen, ohne ihren Grenzwert a, zu kennen. Wenn wiur hingegen die
Konvergenz mit der Definition nachweisen wollen, so m
issen wir bereits a., kennen.

2. Beide Theoreme spiegeln sehr tiefe Einsichten wider und gelten, weil R vollstindig
ist, d.h. weil es keine Liicken in den reellen Zahlen gibt (siehe dazu das erste
Kapitel).

3. Da Q nicht vollstédndig ist, gibt es Folgen rationaler Zahlen, die der Cauchy-
Eigenschaft gentigen und gegen einen Grenzwert konvergieren, der zwar zu R, aber
nicht zu Q gehort. Ein einfaches, aber prototypisches Beispiel sind die endlichen
Dezimalapproximationen von m ¢ Q, d.h.

a1 =31, ay=314, az=3.141, ay=3.1415, az=3.14159,
Es handelt sich hierbei um eine Cauchy-Folge rationaler Zahlen, denn fiir no, > n;
gilt
n2
|y — @ | <) 9-107" <107
n=ni+1

da sich a,, und a,, nur in der n; + 1-ten bis zur ny-ten Nachkommastelle unter-
scheiden. Oder anders gesagt: Es gilt |a,, — a,,| < ¢ fiir alle ny > ny; > N, sofern
bei gegebenem € > 0 der Index N so grof gewihlt wird, dass 107V < ¢ gilt.
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Vorlesung 04: 11. April

2.2 Reihen

Vorbemerkung In diesem Abschnitt untersuchen wir die Frage, ob fiir eine gegebene
Zahlenfolge (a,), oy die unendliche Summe

o0
Zan:a1+a2+a3+...
n=1
in sinnvoller Weise definiert bzw. berechnet werden kann. Insbesondere werden wir
verstehen, unter welchen Bedingungen dies moglich oder unmdéglich ist.

Definition Fiir eine gegebene Zahlenfolge (ay), .y ist ihre Partialsummenfolge
(8m)men durch

definiert. Sie wird auch Reihe zur Folge (ay),, oy genannt.

Idee Wir untersuchen, ob die Folge der Partialsummen einen Grenzwert s, besitzt
oder nicht und ob wir diesen vielleicht sogar explizit berechnen konnen.

Definition

1. Wenn die Partialsummenfolge (s,), oy konvergiert, so schreiben wir
[o.¢]
S0 = lim s, = E an
m—0o0
n=1
und bezeichnen ihren Grenzwert s, als unendliche Summe der a,, bzw. als
Grenzwert der Reihe.

2. Wir reden auferdem von absoluter Konvergenz der Reihe zur Folge (a,,)

die unendliche Summe
o m
E la,| = lim E ||
m—o0
n=1 n=1

als reelle Zahl wohldefiniert ist.

nelyy Wenn

Merkregel Eine unendliche Summe ist (sofern sie existiert) immer Grenzwert
einer Folge endlicher Summen.

Klarstellung Beim Studium der unendlichen Summen bzw. Reihen benétigen wir
immer zwei verschiedene Indizes: einen Summationsindex und einen Index fiir die
Grenzwertbildung. Oben haben wir n und m verwendet, aber alternativ konnten wir

auch
n

oo
2 = lim o = lim ) o
k=1 k=1
schreiben. Die Symbolkette Y "_ a, hat jedoch keinen Sinn, da hier n in zwei
Bedeutungen verwendet wird.
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Bemerkung In der Mathematik ist eine Reihe per Definition immer eine Folge und
damit insbesondere keine Zahl. In den Anwendungswissenschaften ist man nicht ganz
so streng und bezeichnet oftmals auch die unendliche Summe (also den Grenzwert der

Reihe) als Reihe.

Bezispiele

1. Fiir jedes x mit |z| < 1 konvergiert die Reihe der geometrischen Folge (ay,)
mit a,, = x™, wobei die Reihenformel

oo . T
> "=
11—z
n=1
gilt. In der Tat, mit einfachen Umformungen ergibt sich die Summenformel

m m m m
xsm—sm:xg :E”—E x":E x”“—g "
n=1 n=1 n=1 n=1

= <x2+x3+...+xm+1>—<x1+x2+...+xm) =g — g™

neN

und wir erhalten
x — gmtl Moo x
Sm - 7 .
1—=x 1—=x

Bemerkung: Die Reihe konvergiert sogar absolut, denn unsere Resultate gelten
ja auch fiir 0 < |z| < 1 und implizieren »_°  |z| = |z| /(1 — |z|) € R.

Verallgemeinerung: Mit analogen Argumenten zeigen wir

2 3

S 1 %) )
n o__ n __ T n __ L
T —1 , X —1 s X —1 ,
— T — X — T
n=0 n=2 n=3

wobel wir immer einen anderen Startindex verwenden.

Achtung: Bei der geometrischen Reihe ist die Bedingung —1 < x < +1 sehr
wichtig. Zum Beispiel gilt

1

[T D DL

wobei die Reihe auf der rechten Seite im Sinne der uneigentlichen Konvergenz
der entsprechenden Partialsummenfolge existiert.

2. Mit direkten Rechnungen zeigen wir mit

1
]
die Summenformel
= 1 /1 1 1 1
Sm:;n(n+1):;(ﬁ_n+1>:(;E>_(;n+1>
S S Y X = SRR
1 2 -1 m 2 3 m m+1

_o v

1 m+1’
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wobei wir im letzten Zwischenschritt benutzt haben, dass sich viele Terme
gegenseitig ausloschen. Wir erhalten die Reihenformel

o0

1 . 1
E ——=1= lim (11— ,
n(n—l—l) m—o0 m—+1

wobei diese Konvergenz sogar absolut ist, da die Folgenglieder samtlich positive
reelle Zahlen sind.

Gegenbeispiele

1. Mit a, = (—1)" ergibt sich

| =1 falls m ungerade,
m= 0 falls m gerade,

d.h. die Reihe der zwischen —1 und +1 springenden Folge springt auch und
konvergiert daher nicht.

. Auch im Falle a,, = sin (n) konvergiert die entsprechende Reihe nicht, d.h. die

unendliche Summe
sin (1) +sin (2) 4 sin (3) + . ..

ist nicht definiert.

Bemerkung: Die Divergenz der Partialsummenfolge ergibt sich zum Beispiel aus
der Tatsache, dass a,, = sin (n) fiir n — oo nicht gegen 0 konvergiert. Siehe dazu
auch weiter unten.

. Sonderfall: Wenn die Partialsummenfolge (s,), .y im Sinne der uneigentlichen

Konvergenz (bzw. der bestimmten Divergenz) den Grenzwert +oo oder —oo
besitzt, so schreiben kénnen wir die unendliche Summe doch sinnvoll definieren.
In diesem Sinne gelten die Formeln

;n:+oo, ;Z:+OO’ ;%:—oo,

obwohl es sich streng genommen nicht um Konvergenz im eigentlichen Sinne (also
im Sinne der obigen Definition) handelt, eben weil —oo und +oo keine Zahlen
sind.

Ausblick Mit Hilfe der Riemannschen Integrationstheorie werden wir weiter unten
zeigen, dass

o o
an<oo fir p<-—1, an:oo fir p>-—1
n=1 n=1

gilt. Insbesondere ist die Riemannsche Zeta-Funktion

1
((s) = v
n=1
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fiir jedes Argument s = —p > 1 wohldefiniert. Man kann

1 2 7r4 76

1 1
)=14+-+-+—-+...=— 4) = — 6) = o=
(=14 tgtct =0 (W= ()=
zeigen, wobei wir die erste Formel im Kapitel iiber Fourier-Reihen hergeleitet hatten.

Erganzung*: Die Frage, welche mathematischen Eigenschaften die Zeta-Funktion fiir
komplexe Parameter s € C besitzt, fithrt zu einem der sogenannten Milleniumsprobleme
der Mathematik und betrifft die asymptotische Verteilung der Primzahlen. Siehe dazu
den WIKIPEDIA-Artikel Riemannsche Vermutung.

Achtung®: ITm Internet finden Sie Videos, in denen die Giiltigkeit von

o0 [e.o] e 1
;n:;n ( 1):C(—1):—E

behauptet und sogar ,,bewiesen” wird. Diese Formel ist mathematischer Unsinn, denn
die Gaufische Summenformel garantiert

- R . m(m+1)
2= Jim ) = lim — =

im Sinne der uneigentlichen Konvergenz.

Bemerkungen

1. Die absolute Konvergenz betrifft die Konvergenz der monoton wachsenden
Summenfolge (t,),,cy mit

m
tw =Y _lal, ,
n=1

wobei der Grenzwert entweder im eigentlichen (¢, < co) oder im uneigentlichen
Sinne (t,, = 00, siehe oben) existiert. Insbesondere konvergiert die Reihe der
Folge (a,), ey genau dann absolut, wenn (t,,),,.y nach oben beschrankt ist, d.h.

wenn
oo
g ‘an| = lim ¢, <
m—0o0
n=1

gilt. Andernfalls gilt >~ | }an‘ = oo und es liegt keine absolute Konvergenz vor.

2. Wichtig: Absolute Konvergenz impliziert Konvergenz, denn mit ms > m; gilt
nach Dreiecksungleichung

mo mi ma ma
‘Smg - 3m1| = E an — E Ap| = E an S E |an| = {tmz - tm—‘rl ;
n=1 n=1 n=mi+1 n=mi+1

d.h. (8m),,en ist Cauchy-Folge, sofern (t,,),,.y Cauchy-Folge ist.
Achtung: Bei absoluter Konvergenz gilt die Ungleichung

o oo oo
E Sn :‘Soo‘ Stoo: § tn: E ’Sn )
n=1 n=1 n=1
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aber es gilt im Allgemeinen keine Gleichheit.
Merkregel: Mit absoluter Konvergenz konnen wir die Konvergenz einer Reihe

begriinden, aber nicht ihren Wert berechnen.

3. Konvergenz impliziert im Allgemeinen nicht absolute Konvergenz. Ein klassisches
Gegenbeispiel ist

DT 2

n n
n=1 n=1

Achtung: Fiir reelle Folgen mit nur positiven oder nur negativen Folgengliedern
sind Konvergenz und absolute Konvergenz gleichbedeutend.

4. Manchmal ist es sinnvoll, eine unendliche Summation mit dem Startindex 0 oder
ng € N zu beginnen:

0 00 m o0 00
Zan:ao+2an:ao+$%2an, Zan:Zano_lﬂ-.
n=0 n=1 n=1 n=ng j=1

Alle Resultate in diesem Abschnitt gelten sinngeméf auch fiir solche Reihen.

5. Erginzung*: Das Cauchy-Kriterium fiir die Konvergenz einer Reihe lautet

ma

>

n=mi+1

V ¢>0 4 MeN V mo>m>M smz—sml‘: <€,

und ein analoges Kriterium mit |a,| statt a,, impliziert die absolute Konvergenz.

6. Das Cauchy-Kriterium impliziert: Konvergiert die Reihe zu (ay),,o (absolut oder
nicht), so gilt

n—00
Qn — 0.

Insbesondere kénnen nur die Reihen zu Nullfolgen konvergieren. Oder anders
gesagt, wenn a, flir n — oo nicht gegen 0 konvergiert, so ist die unendliche
Summe Y | a, nicht definiert.

Konvergenzkriterien

Theorem (Leibnitz-Kriterium fiir alternierende Reihen) Fiir jede monoton
fallende Nullfolge (@), oy — dh. 0 < Gpyy < Gy fiir alle n € N und @, — 0 —
konvergiert die alternierende Reihe

(_1)71&” )

n=1

aber die Konvergenz dieser Reihe ist im Allgemeinen nicht absolut (sondern nur, falls
auferdem )", a, < oo gilt).
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Beweis*: Wir definieren die Folgen (uy,),,cy und (), durch

2m—1
n~ ~ ~ ~ ~
Uy, 1= E (—D)"a, = —a1+as—ag... — agm_1,
n=1
2m
n-~ ~ ~ ~ ~ ~
Vpy 1= E (—1)"a, = —a1+as — ag ... — agm—1 + Gom
n=1

und bemerken, dass

0 < Uy — Upy = Gz ——3 ()
Andererseits gilt
Upp1 = —A1 + A2 ... — Q21 + A2 — A2yl = U + A2 — A2y 1 2 Uy
sowie
Umt1 = —Q1 + Q... — 21 + Q2 — A2mp1 + Q2my2 = Uy — Q2mt1 + Gomy2 < Uy

d.h. (t),,cy ist monoton wachsend und (vy,),,cy ist monoton fallend. Wir schliefen
nun via

Um<vm<vly ulgum<vm

dass beide Folgen nach oben bzw. nach unten beschréankt sind und damit konvergieren,
wobei ihre Grenzwerte wegen der ersten Identitdt sogar gleich sein miissen. Dies
impliziert schliefslich mit w,, = s9,,1 und v,, = Ss,, die Konvergenz der Partial-

summenfolge (s,,),,cn- O
Bemerkung
1. Analoge Resultate gelten fiir 2~ ~(—1)"a, oder )~ (=1)""'a,. Fir das

Leibnitz-Kriterium ist es jedoch sehr wichtig, dass das Vorzeichen (oder Signum)
der Folgenglieder via

sgi(an+1) = —sgn(ay)
alterniert und dass (|a,|), oy €ine monoton fallende Nullfolge ist.

2. Die Konvergenz der alternierenden geometrischen Reihe

i(—w*l 1 1 1 1 1 1

2w 1 23 a5 6
kann mit dem Leibnitz-Kriterium begriindet werden. Den genauen Zahlenwert

der Reihe (nédmlich In2) erhalten wir jedoch so nicht.

3. Weitere Beispiele sind

sowie

i(—l)" R SRS SUNRE S SN S
Inn  In2 In3 In4 In5 In6

n=2
wobei die erste Reihe sogar absolut konvergiert, die zweite jedoch nicht.
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Theorem (Kriterien fiir absolute Konvergenz) Die folgenden Bedingungen
implizieren die absolute Konvergenz — und damit auch die Konvergenz — der Reihe

zur Folge (an),,cy:

1. Majorantenkriterium: Es gilt |a,| < b, fiir alle n € N mit Y~ b, < oo, wobei
die Folge (by),,cy die sogenannte Majorante ist.

2. Quotientenkriterium : Es existiert 0 < ¢ < 1, so dass ‘anﬂ / an‘ < g < 1 fir alle
n € N.

3. Wurzelkriterium : Es existiert 0 < ¢ < 1, so dass {/|a,| < ¢ <1 fiir alle n € N.
Beweis™, Teil 1: Die Folge (t,),,cy mit

m
tm = )_lan|
n=1

ist monoton wachsend (wegen t,, 11 = t;, + |ami1| > ¢, fir alle m € N) und nach
Vorraussetzung auch nach oben beschrankt via

tmézm;bnéibn<oo.

Hieraus folgt die Existenz des Grenzwertes lim,, oo tp = > oo |an| und damit die

absolute Konvergenz der Reihe Y >° | a,.
Beweis*, Teil 2: Es gilt
|as| < qlai| las] < qlas| < ¢*|ay| , laa| < qlas| < ¢°|ay

und mit vollstdndiger Induktion iiber n folgt

q

Die behauptete absolute Konvergenz folgt aus dem Majorantenkriterium wegen

[e.o]

|a1| |CL1| q \a1|
b, = — "=—-—=—< 0.
D b=l = T,

n=1

Beweis*, Teil 3: Nach Voraussetzung gilt diesmal

la,| < q" =: b,

und wir kénnen wieder das Majorantenkriterium verwenden. O]

Bemerkungen

1. Wir kénnen das Quotienten- bzw. das Wurzelkriterium wie folgt abschwéchen:
Die Bedingungen

Ap+1
Qp,

lim

n—oo

<1 bzw. lim {/]a,| <1
n—oo

implizieren (mit leicht abgewandeltem Beweis) ebenfalls die absolute Konvergenz
der Reihe zu (a,)
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2. Aus den Bedingungen

Ap+1
Qn,

lim

n—oo

> 1 bzw. lim {/]a,| > 1

n—oo

folgt jedoch Y >, |a,| = oo, d.h. die absolute Nicht-Konvergenz, den man kann
fir |a|, eine divergente Minorante finden.

3. In den Grenzfallen

Ap+1
Qn,

lim

n—oo

=1 bzw. lim {/]a,| =1

n—o0

ist keine einfache Aussage moglich und das Verhalten von |a,| muss genauer
untersucht werden.

4. Analoge Aussagen gelten fiir Reihen Z;’o:no a, mit ng € Z (zum Beispiel ng = 0).

Bezispiele
1. Die unendliche Summe
i .
4n
n=1

existiert nach dem Quotientenkriterium als absolut konvergente Reihe, denn mit
a, = n3/4™ ergibt sich

n+1 1\?
Upr g (n+1\? a1 1t e 1
w 7\ ) T 1
4qn

Alternativ konnen wir auch via

g (Y)Y e
|a|n_ 4 Z

das Wurzelkriterium benutzen, sofern wir

In (n) L0 n/" = exp In (n) L |
n ’ n

als Hilfsresultate verwenden.

Bemerkung: Keines der Kriterien liefert jedoch den Zahlenwert der unendlichen
Summe. Im konkreten Fall gibt es auch keine explizite Formel, sondern nur
numerische Ndherungen. Zum Beispiel

100 5

= n? n
;4—71%;4—71%1.63,

wobei die approximierende endliche Summe mit dem Computer berechnet wurde.
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2. Die Reihe zu

OOZE
S8 —esn(o) =
D

konvergiert wegen

I B R
|| n+1

Ap+1
Qn,

fiir jedes x € R nach dem verallgemeinerten Quotientenkriterium. Hierbei ist

1 n
e = lim (1 + —) ~ 271828 ...
n

n—oo

wieder die Eulersche Zahl.

Bemerkung: Wir werden die konvergenten Reihendarstellungen der Exponential-
funktion (sowie der trigonometrischen Funktionen) unten genauer studieren,
wobei wir dann gleich mit komplexen Zahlen rechnen werden.

3. Die Reihe
o0 2n+1
Z = arctan ()
e 2 n—+1
konvergiert wegen
Unt1| _ mz 2n+1 n—o0 |$|2
an 2n+3

fiir jedes gegebene x mit |z| < 1 nach dem verallgemeinerten Quotientenkriterium
absolut.

Bemerkung: Wir haben die Konvergenz der Reihe bzw. die Existenz der unendli-
chen Summe gezeigt. Spiter werden wir dann verstehen, warum der Wert gerade
arctan (x) ist.

Theorem (Umordnungssatz) Jede absolut konvergente Reihe kann beliebig
umgeordnet werden, d.h. es gilt die Implikation

o0
Z]an|<oo — Zan Zaan
n=1

fiir jede bijektive Abbildung ¢ : N — N.
Beweis*: Es gilt

Z|aon|<2\an\<oo

n=1

und wegen der Monotonie der linken Seite bzgl. m folgt sowohl die absolute Konvergenz
der Reihe zu (ay, ),y als auch Y- |aq,| < > >, |a,|. Die umgekehrte Ungleichung
kann analog abgeleitet werden. O
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*Paradox der Umordnung Die absolute Konvergenz der Reihe ist wesentlich im
Umordnungssatz. Fiir die alternierende harmonische Folge a,, = (—1)""" /n kénnen wir
zum Beispiel zeigen, dass fiir jedes r € R eine bijektive Abbildung ¢ : N — N — also
eine Umordnung der Indizes — existiert, so dass

o0
g Ay, =T .

n=1

Wir kénnen uns also den Reihenwert r beliebig vorschreiben und anschliefsend immer
eine entsprechende Umordnung finden (siehe Bild).

+2.0F

+1.5 ° ...Q—r.—.o—t—ﬁ—T.—'—.—O——.—.—.—O—O——.—.—t

0.0 .. ®
000080 00000 ,00000,00000,00

-1.0E4 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

a (1 1 1 -1 1 1 1 1 1 1111 1 1 4 011 11 -1 1 1 1 1 1 -1 1
o(n)) ey — \128°5° 727921171315 4 > 17> 19> 21723725’ 6 27’29’ 31’33’35’ 8 * 37’39’ 41> 43> 45> 1047’ "

Abbildung Eine Umordnung der alternierenden harmonischen Folge, sodass Y p- Ty(ky = 0 mit
r = 1.5 gilt. Die positiven bzw. negativen Folgenglieder entsprechen den blauen bzw. roten Punkten
und die griinen bzw. orangenen Punkte représentieren die Glieder der Partialsummenfolge, die kleiner
bzw. grofser als r sind. Erkennen Sie die Konstruktionsidee? Sie besteht — salopp gesprochen — darin,
die gegebenen positiven und negativen Bausteine ihrer Gréfe nach iibereinander zu stapeln, wobei bei
jedem Uber- bzw. Unterschreiten der vorgegebenen Schranke r die Sorte der Bausteine gewechselt
wird.

+1.5F
[ J
0.0 — o 0 0 0 0 0000000000 0000000
e® © 08
—0.8_—. —e—o—0—0—9
_1.5—1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
10 20 30
-(=t =t -t 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 1 -1 -1
Yo(n))pen T\ 22> 6°1° 8 T0 12 T4° 16 18> 20° 22° 24> 26 28° 30 ' 32 34> 36’ 38> 40’ 42°3° 44° 46 """

Abbildung Die Umordnung fiir r = —0.8.

Merkregel Bei endlichen Summen koénnen wir die Summanden immer beliebig
umsortieren ohne dabei den Wert der Summe zu adndern. Bei unendlichen Summen
ist dies aber nicht immer so, sondern es kann (aber muss nicht) Paradoxien geben.
Letzte konnen jedoch nur auftreten, wenn keine absolute Konvergenz vorliegt.

Cauchy-Produkt von Reihen Mit absolut konvergenten Reihen — aber nur mit
diesen — konnen wir so rechnen, wie wir es von endlichen Summen gew6hnt sind. Zum
Beispiel gilt nach dem Umordnungssatz die Formel

nz;an ;bk =<a0~|—a1+a2—|—a3+...><b0+b1+b2+bg+m)

:a0b0+ <a0b1+a1b0> + (a0b2+albl+a2bo) + ...

= Zzalbm—h

m=0 [=0
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d.h. die Produkt zweier unendlicher Summen ist wieder eine unendliche Summe, wobei
jeder Summand der einen Reihe mit jedem Summanden der anderen Reihe multipliziert
wird. Als wichtigen Spezialfall dieser Produktformel erhalten wir

e " e yk o - m Ilymfl

n=0 k=0 m=0 [=0
b o @ y)"
_Z_O%;(l>xy —Z_O - =exp(z+y)

fiir je zwei Zahlen z, y.
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Kapitel 3

Komplexe Zahlen und Potenzreihen

’Vorlesung 05: 12. April‘

3.1 Komplexe Zahlen und kartesische Koordinaten

Motivation Komplexe Zahlen sind eine Erweiterung der reellen Zahlen und enorm
wichtig fiir das Studium der Elektrotechnik und der Mathematik.

Definition und Rechenregeln

Postulat Es gibt eine Zahl i (die sogenannte imaginire Einheit) mit

iZ=i.i=—1.

Eine solche Zahl existiert aber nicht in R.
Achtung In der Elektrotechnik wird oft j statt i geschrieben.!

Anmerkung In fritheren Zeiten wurde viel {iber die metaphysische Natur von Zahlen
spekuliert und man dachte, i sei nur eine ,,imaginare”, also ,,gedachte” oder ,,virtuelle®
Grofse, die zwar in unseren Gedanken, aber nicht in der Wirklichkeit existiert. Heute
weils man es besser: Komplexe Zahlen sind genauso ,,real” wie die reellen Zahlen und eine
Beschreibung der physikalischen oder technischen Welt ist ohne Verwendung komplexer
Zahlen eigentlich unméglich.

Definition FEine komplexe Zahl ist ein Ausdruck der Form

z=x+1i-y,

wobei £ = Re (z) € R der Realteil und y = Im (z) € R der Imaginérteil von z sind. Die
Menge aller komplexen Zahl wird mit C bezeichnet.

In den Hausaufgaben diirfen Sie jede der beiden Varianten benutzen. Sie sollten aber konsistent
sein und innerhalb einer Aufgabe entweder immer i oder immer j schreiben.
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42 3. Komplexe Zahlen und Potenzreihen

Addition und Multiplikation Die Addition komplexer Zahlen wird ganz intuitiv
via

(1 +i-y1) + (22 + i go) = (w1 +22) +1 (v +22)
eingefiihrt. Gleiches gilt fiir die Multiplikation mit
(Tr+i-y) (o+i-yo)=a1 - 2o+m-1-yot+i-a-yr+i-yi-1-1p
=a1 X1z Y tioy -z ity -y
= (21 22—y ) +i-(z1-y2+a2-11),

2:

wobel wir 1 i-1i = —1 benutzt haben.

Definition Fiir jedes z = x +y -1 € C heilst
Z=x—1-y

die zu z konjugiert komplexe Zahl. Der Ausdruck

\/ﬁ:\/:1:2—3/2-12—1—1(95-3/—3:-3/):\/x2+y2:: ||

ist immer wohldefiniert (Wurzel einer nichtnegativen reellen Zahl) und wird Betrag von
z genannt.

Alternative Notation: Manche Autoren schrieben z* anstelle von Z.

Subtraktion und Division Zwei komplexe Zahlen konnen via
(T1+i-y1) = (w241 p2) = (@1 —22) +1- (1 —y2)

ganz einfach subtrahiert werden. Die Division erfordert einen Universaltrick, namlich
das Erweitern mit der konjugiert komplexen Zahl des Nenners via

Titi-yn _ mtiy T2—1-y
To+1-1y2 To+i-y2 x2—1-Yyo
 (m+ioy) - (22— i)
x5+ ys
T1:To+ Y1 Yo . T Y2+ T2
= 2 2 +1- 2 2 :
x5 + Y3 5 + Y3

Damit diese Formeln Sinn haben, muss zo+1i-ys # 04 1i-0 gelten. Insbesondere diirfen
wir auch im Komplexen niemals durch 0 =0+ 1 - 0 teilen.

Im Im

T A ‘2’1|
+y z=x+1iy

|2
- x—»Re
_ . Z1
-y ez =xr—1iy
-4 » Re

Abbildung Links: Zur geometrischen Interpretation einer komplexen Zahl z = x4 i y als Punkt mit
den kartesischen Koordinaten (z, y) in der Ebene. Die komplexe Konjugation entspricht der Spiegelung
an der horizontalen Achse, d.h. die horizontale Koordinate bleibt unveréndert, wohingegen die vertikale
Koordinate ihr Vorzeichen wechselt. Rechts: Zur geometrischen Bedeutung der Dreiecksungleichung.
Beachte, dass |z1], |22], |21 — 22| und |21 4 22| vier Langen sind.
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3.1. Komplexe Zahlen und kartesische Koordinaten 43

Theorem Es gelten die iiblichen Rechenregeln der Addition und Multiplikation, d.h.
die Formeln (I) — (III) aus dem vorherigen Kapitel. Insbesondere ist C ein sogenannter
Korper.

Beweis : Alle Rechenregeln fiir reelle Zahlen kénnen durch Nachrechnen miihelos auf
die komplexen Zahlen iibertragen werden. O

Bemerkungen

1. Jede reelle Zahl kann via x = x + i - 0 als komplexe Zahl aufgefasst werden. In
diesem Sinne gilt R C C.

2. Eine komplexe Zahl der Bauart 0 + i - y heifst rein-imaginare Zahl.

3. Die Zahl z = x+1-y kann auch als z+y-1i oder i-y+x oder y-i+ x geschrieben
werden.

4. Wie schon im Reellen wird das Multiplikationszeichen oftmals weggelassen. Es
giltalsoxr+i-y=x+1iy.

5. Die Formeln

21t 2=721+ 2%, 2129 =71 22

konnen leicht nachgerechnet werden (Ubungsaufgabe).

6. Sowohl der Realteil als auch der Imaginérteil einer komplexen Zahl sind jeweils
reell. Zum Beispiel gilt

Re(2+1i-4)=2, Im(2+i-4)=4,
aber die Formel Im (2 + i - 4) = i-4 ist falsch wegen dem i auf der rechten Seite.

7. Zwei komplexe Zahlen z1 41 -y; und x5 + 1 - y5 sind genau dann gleich, wenn ihr
Realteil sowie ihr Imaginéarteil iibereinstimmen, d.h. wenn x; = x5 sowie y; = y».

Beispiel Man vereinfache die Formel

indem man den Realteil und den Imaginarteil von z explizit angibt.

Lésung : Wir wenden zunéchst den Universaltrick auf einen Hilfsbruch an (d.h. wir
erweitern mit der konjugiert komplexen Zahl des entsprechenden Nenners) und erhalten

1 (1—1)° (1-1i)>  (1—1i)* 14i%2-2i L

= = = e = —=1

1+1)?  (1+1)@1-1)?  (1-1i2)° 4 4 ?

Durch Einsetzen ergibt sich

z=-2i4(4+51i)(—41i) =241

und kénnen den Real- bzw. Imaginirteil zu Re (2) = 2 bzw. Im (2) = —4 ablesen. [
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44 3. Komplexe Zahlen und Potenzreihen

Potenzen komplexer Zahlen Ganzzahlige Potenzen sind (zumindest fiir z # 0) in
natiirlicher Weise durch

definiert. Andere Potenzen — zum Beispiel Wurzeln — sind im Komplexen jedoch
mehrdeutig und werden erst in der Héheren Analysis fiir Elektrotechnik diskutiert.

Achtung Wir benutzen in dieser Vorlesung das Wurzelzeichen nur fiir nichtnegative
reelle Zahlen, aber nicht fiir allgemeine komplexe Zahlen. Insbesondere schreiben wir
zwar V2 und \/ﬂ , aber niemals i = /=1 (obwohl andere Autoren dies durchaus
tun). Wegen (i) = —1 = (—1i)” gibt es némlich zwei komplexe Wurzeln von —1. Siche
auch die Diskussion am Ende des Kapitels.

Konvergenz komplexer Folgen und Reihen

Achtung Es gibt keine sinnvolle Ordnung in C, d.h. die Relationen ,,<“ und ,>*
sind nur fiir reelle, aber nicht fiir allgemeine komplexe Zahlen definiert. Insbesondere
meint z > 0 immer auch z € R.

Eigenschaften der Betragsfunktion

1. Der komplexe Betrag ist eine Erweiterung des reellen Betrags. Insbesondere gilt
|z| = |z| im Fall von z =2+ 01 = z.

2. Es gilt |0| = 0 sowie |z| > 0 fiir jede komplexe Zahl z #0 =040 - i.
3. Der Betrag ist via |21 . 22‘ = ‘21‘ . ‘ZQ‘ mit der Multipliktion vertraglich.
4. Jede der beiden Ungleichungen

|21 — 2| <larl +lza] o+ 2] <ol |z

wird Dreiecksungleichung genannt (siehe das vorherige Bild).

Folgen komplexer Zahlen Es gibt auch Folgen komplexer Zahlen, wobei wir die
Folgenglieder oftmals mit

Zn=Tn+1iy,  bzw. z, =Re(z,), yn=Im(z,)

bezeichnen (anstelle von a, = Re(a,) + 1 Im (a),). Zu der komplexen Folge (z,)
gehoren insbesondere die beiden reellen Folgen (), und (yn)

neN
neN -

Definition/Lemma Die Folge (2,), . konvergiert genau dann gegen den Grenzwert
Zoo = Too+1 Yoo € C, wenn eine der beiden folgenden, dquivalenten Bedingungen erfiillt
sind (wobei jede dieser Bedingungen die Konvergenz reeller Zahlenfolgen betrifft):

1. Es gilt 2o = lim,,_,o x, und yoo = lim,, o0 Yn.

2. Es gilt 0 = lim, o0 |27 — 200l
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Bemerkungen

1. Die Konvergenz komplexer Folgen wird also mithilfe des reellen Konvergenz-
begriffes definiert.

2. Die Theorie komplexer Reihen wird via

oo m

E zp = lim g Zn,
m—0o0

n=1 n=1

analog zu den reellen Betrachtungen eingefiihrt, wobei fiir konvergente Reihen
die Formel

Z(mn—i-iyn) = (an> + i (Zyn>

n=1

erfillt ist.

3. Auch fiir komplexe Reihen impliziert die absolute Konvergenz die Konvergenz,

d.h. es gilt
Z |2n| < 00 = Z z, ist eine wohldefinierte komplexe Zahl .
n=1 n=1

Beachte, dass wir in der Prémisse nur nichtnegative reelle Zahlen (ndmlich die
|zn]), in der Konklusion jedoch komplexe Zahlen (die z,) addieren.

4. Achtung: Da es keine Ordnung in C gibt, kann eine Folge komplexer Zahlen
weder monoton wachsen noch monoton fallen. Die Folgen ihrer Realteile (oder
Imaginérteile oder Betrége) kann aber als reelle Zahlenfolge sehr wohl Monotonie-
Eigenschaften aufweisen.

Bezispiele
1. Es gilt
]_ ]- n [e.9]
2+ +i(7+ - 2471
n+1 n?+ 2
sowie
1 o1
o 4An? 43424 L A 2icy 1 4
lim : : = lim =——=——1i
n—oo 3in2+in+1 n—00 1 1 31i

3i+i—+ —
n o n
im Sinn der Konvergenz komplexer Zahlen.

2. Fiir jeden Parameter A € C mit |A| < 1 gilt die geometrische Reihenformel

> 1
;Ak: 1—\°

wobei hier sogar absolute Konvergenz vorliegt.

Achtung: Wie schon im Reellen kann auf die Bedingung |A| < 1 nicht verzichtet
werden.
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46 3. Komplexe Zahlen und Potenzreihen

3.2 Potenzreihen

Definition Fiir eine gegebene komplexe Koeffizientenfolge (av) ren, und einen festen
Entwicklungspunkt z, € C wird

f2) =) an(z—=)

die entsprechende komplexe Potenzreihe in der Variablen z € C genannt.

Bemerkungen

1. Die Idee ist, dass durch die unendliche Summe auf rechten Seite der Formel eine
Funktion f beschrieben wird. Der Wert f(z) ist aber im Allgemeinen nicht fiir
alle, sondern nur fiir gewisse Werte von z definiert. Namlich nur fiir solche, fiir
die entsprechende Reihe konvergiert, wobei dann

f(z) = lim Emjak (z—z)"
k=0

im Sinne komplexer Grenzwerte gilt.

2. Viele Funktionen (aber nicht alle) konnen als Potenzreihe geschrieben werden
und diese Darstellung ist ausgesprochen niitzlich, vor allem im Kontext der
Differential- und Integralrechnung. Wir werden spéter auch sehen, dass eine sehr
natiirliche Verbindung zum legendéren Satz von Taylor besteht.

3. Bei Potenzreihen gilt meist k£ € Ny (und nicht & € N), d.h. 0 (und nicht 1) der
kleinste Summationsindex.

4. Die Theorie der Potenzreihen ist im Komplexen besonders elegant, aber wir
kénnen eine analoge Konstruktion auch im Reellen betrachten (wobei dann die
ay, reell sind und wir in der Regel x statt z schreiben).

Theorem (Hauptsatz iiber Potenzreihen) Fiir jede Potenzreihe gelten die
folgenden Aussagen:

1. Es existiert ein Konvergenzradius R, so dass:

(a) Fiir jedes z € C mit |z — z,| < R konvergiert die Reihe zu f(z) absolut.
Insbesondere ist dann f(z) eine wohldefinierte komplexe Zahl.

(b) Fiir jedes z € C mit |z —2z] > R ist f(z) nicht definiert, da die
entsprechende Reihe divergiert.

2. Es gilt stets die Formel von Cauchy-Hadamard

1
== lim sup /||,

k—o0

wobei limsup,_, ., 4/|ax| der grofte Haufungspunkt der Folge (3/ |ozk|)keNo ist.
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3.2. Potenzreihen 47

3. Die vereinfachten Cauchy-Hadamard-Formeln

1
und == lim /||

k—o0

A1
6773

— = lim
R k—o00

kénnen immer dann verwendet werden, wenn der entsprechende Grenzwert
existiert.

Im

Abbildung Zwei schematische Beispiele zur Konvergenz einer Potenzreihe: In jedem inneren Punkt
der Kreisscheibe (griin mit Radius R und Mittelpunkt z,) liegt absolute Konvergenz vor, in jedem
inneren Punkt des AuRengebiets (rot) jedoch Divergenz. Uber das Verhalten auf dem gemeinsamen
Rand (braune Kreislinie) macht das Theorem keine Aussage und es kann im Prinzip alles eintreten.

Beispiel Mit

k
2, =0, ap = U

berechnen wir

k 1 1
R:lim—/]j = lim — = —
k—oo pFt1 k=00 [ 1

und schlieffen, dass

flz) = w2t
k=0

fir alle z € C mit |z|] < 1/p wohldefiniert ist. Im konkreten Fall handelt es sich
um eine geometrische Reihe und wir kénnen die Formel sogar zu f(z) = 1/(1 — p 2)

vereinfachen.

Bemerkungen

1. Die Sonderfille R = 0 und R = oo sind méglich (wobei 1/00 =0 und 0 = 1/0c0
vereinbart sei). Im Fall von R = oo ist f auf ganz C definiert, im Fall von R =0
jedoch nur im Punkt z = 0.

2. Der Hauptsatz macht keine Aussage iiber die Konvergenz der Reihe in Punkten
z mit |z — z.| = R.

3. Die vereinfachten Formeln konnen auch als

1 .
R = = lim
’ gt ko0

(6973

1

lim +/|a
k—ro0

673

und R =

. Opy1
lim *

geschrieben werden.

4. Die Cauchy-Hadamard-Formel liefert immer einen eindeutigen Wert von R, selbst
dann, wenn die Grenzwerte in den vereinfachten Versionen nicht existieren.

Michael Herrmann: Analysis fir ET [@)evsa | Version vom 10. Juli 2024



48 3. Komplexe Zahlen und Potenzreihen

Ergdanzung* Das Quotienten- bzw. Wurzelkriterium fiir Potenzreihen ergibt sich aus
dem entsprechenden Kriterium aus dem Abschnitt iber Reihen von Zahlen, aber die
Details in den Formeln sind leicht anders. So garantiert zum Beispiel

k+1

o]z = 2

k
o0 Jay]]z — 2,

die absolute Konvergenz von f(z) und diese Bedingung kann (sofern die Grenzwerte
existieren) als

< ! = lim ‘ak‘ =R
I |t | koo ||
im

‘Z—Z*

geschrieben werden.

wichtige Funktionen im Komplexen
Exponentialfunktion Die Potenzreihe

k 22 3 4 5 6

> 4 z A z 4
— -1 —_—t =t —F —F+— + ...
exp () Z ! ittt 0 T t

ist fiir alle 2 € C im Sinne eines Grenzwertes wohldefiniert.

Bemerkungen

1. Die Exponentialfunktion ist eine Potenzreihe mit

2=0,  (o)pen, = (o0 110 20 300 10 310 -+ +)

und aufgrund von

1

lag] R+ K1 I

] 1 (k+1)! k41 ’
k!

erhalten wir R = oo als Konvergenzradius.

2. Es gilt

z

exp (z) = e

fiir alle z € C und damit auch fiir alle z = x € R. Es ist allerdings nicht einfach
zu verstehen, warum das so ist.

3. Auch im Komplexen gilt
exp (21 + 22) = exp (21) - exp (22) ,

wobei dies ein Spezialfall der Cauchyschen Produktformel ist.
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4. Achtung: Die Frage, ob bzw. in welchem Sinne komplexe Logarithmen existieren,
kann erst in der Héheren Analysis fiir Elektrotechnik beantwortet werden.

Abbildung Die Flichen- und Konturplots fiir den Real- sowie den Imaginérteil der komplexen
Exponentialfunktion. Links bzw. rechts vom Separator ist die Funktion

(z,y) —~ Re(exp(z+iy)) =exp(z) cos(y) bzw. (x,y)r— Im(exp(z+iy))=exp(z) sin(y)

dargestellt, wobei wir schon die unten bewiesene Euler-Formel eingesetzt haben.

trigonometrische Funktionen Die Formeln

‘ 00 . Z2m+1 Z3 25 27

e = L Vi T twtmow e
a . 2m 52 A 6

COS(Z) = Z_O(_l) W = 1—5—1—]—5—1—...

Abbildung Darstellung des komplexen Sinus (oben) bzw. der komplexen Kosinus (unten), wobei die
Funktionen

(z,y) —~ Re(sin(z+1iy)), (z, y) — Im (sin (x + iy))
bzw.
(z, y) = Re(cos(z+1iy)), (z, y) — Im (cos (z + iy))

jeweils sowohl als Flachen- als auch als Konturplot dargestellt sind. Alle Funktionen sind 27-periodisch
in der z-Richtung, aber in der y-Richtung wachsen sie beidseitig exponentiell in oszillierender Weise.
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Bemerkungen
1. Der Sinus bzw. der Kosinus ist auch eine Potenzreihe mit Koeffizientenfolge durch
2=0,  (a)pen, = (0, +4, 0, =35, 0, +4, 0, +;, 0,...)
bzw.
2. =0, () ger, = (+37: 0, =915 0, 37, 0, +5, 0,...) .

Auch hier ist der Konvergenzradius immer durch R = oo gegeben, aber dies kann
nicht mit der Quotienten-Version der Cauchy-Hadamard-Formel, sondern nur
mit der Wurzel-Variante begriindet werden.

2. Fiir reelle Argumente z = x € R erhalten wir wieder die aus der Schule bekannten
Funktionen, obwohl auch dies nicht offensichtlich ist.

3. Fiir eine nicht-reelle komplexe Zahl z € C sind sin (2) und cos (z) in der Regel
auch nicht reell, sondern komplex.
Beuspiel: Es gilt

ie i

sin (1) = 5 " 5a ~ 1.181, cos (i) =

1
—  ~ 154
+ 2e

o

sowie
sin(1+1i)~1.30+0.631, cos(1+1)~0.83—-0.991,
wobei diese Werte mit der Euler-Formel berechnet werden konnen (siehe unten).
4. Die Formeln
sin (—z) = —sin(z), cos (—z) = cos (2), (sin (z))2 + (cos (z))2 =1
sowle
sin(z42m) =sin(2), cos (z +2m) = cos (2)

gelten auch fiir komplexe Argumente.

’Vorlesung 06: 15. April, Teil 1

Theorem Die Eulersche Formel

exp (1 z) = cos (z) + isin(z)
ist fiir alle z € C erfiillt.

Beweis : Wir benutzen, dass wir aufgrund der absoluten Konvergenz aller Reihen die
Summanden beliebig umsortieren diirfen und erhalten via

Z“)kf - Y ¥

k=0 k € Ng gerade k € No ungerade
= E .+ E
k=2m mit meNy k=2m+1 mit mENo

> (12)m 2m+1

:Z (2m * Z 2m+

m=0
= cos (x) 4+ isin(z)

das gewiinschte Ergebnis. O
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Bemerkungen

1. Ein Spezialfall ist die Eulersche Identitét

e'"4+1=0,
die die wichtigsten Zahlen der Mathematik in einer Formel vereint.

2. Die niitzlichen Formeln

) e+iz _ e—iz e+iz + e—iz
sin(z) = ——, cos(z) = ———
() = (2) .
ergeben sich unmittelbar aus der Euler-Formel.

3. Die Euler-Formel impliziert
exp(z) =exp(i(—iz)) =cos(—iz)+isin(—iz)=cos(iz)—1sin(iz)
und damit auch
exp(z) =exp(z +271i)

fiir alle z € C. Insbesondere ist die komplexe Exponentialfunktion periodisch,
aber die Periode ist nicht reell, sondern imaginér.

Additionstheoreme Mithilfe der Euler-Formel konnen wir die viele Formeln fiir die
trigonometrischen Funktionen in sehr einfacher und eleganter Weise herleiten. Fiir zwei
reelle Zahlen ¢, 6 gilt zum Beispiel

cos (¢ +0) +1isin(p+6) =exp (i(p+96))
— exp (1) exp (i0)
- ( cos () + 1 sin (gp)) ( cos (8) + i sin (9))
— ((cos () cos (9) = sin () sin (6) )
+i (cos (¢) sin (8) + sin (¢p) cos (9))

und wir konnen die Additionstheoreme durch Vergleich der Real- bzw. Imaginarteile
auf der linken und der rechten Seite ablesen. Dies ergibt

cos (¢ + 0) = cos () cos (0) — sin (¢) sin (0) ,
sin (¢ + 0) = cos () sin (0) + sin (¢) cos ()

und durch analoge Rechnungen kénnen wir Formeln fiir sin (m ¢) und cos (m¢) mit
m € N herleiten (siche die Ubungen).

Achtung Die obige Formel sowie die Additionstheorem gelten zwar fiir beliebige
komplexe Zahlen ¢, 6 € C, aber dann miissen wir subtiler argumentieren. In der Tat,
in diesem Fall sind die Produktterme auf der rechten Seite nicht mehr reell (sondern
selbst komplex) und wir diirfen den Koeffizientenvergleich nicht durchfithren. Denn aus
21 + 129 = 23+ 124 folgt im Allgemeinen nicht z; = z3 und 23 = 24 (bzw. nur dann,
wenn alle z; reell sind).
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Hinwets Merken Sie sich nicht die Additionstheoreme, sondern den Weg, mit denen
diese aus der Euler-Formel hergeleitet werden kénnen.

hyperbolische Funktionen* Wir bezeichnen

e+z_e—z

sinh (z) = —s — = R AT A
+z —z

cosh (2) = % = 1+&2+524+ ..

als den Sinus hyperbolicus und den Kosinus hyperbolicus. Aus diesen Definition folgt
(Nachrechnen!)

sinh (—z) = —sinh (2), cosh (—z) = cosh (2), (cosh (z))2 — (sinh (z))2 =1.
sinh (2) := —1isin (iz), cosh (2) = cos (i2).

Bemerkung: Das Attribut hyperbolisch kommt daher, dass man mit diesen Funktionen
sehr gut Hyperbeln in der Ebene beschreiben kann.
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| Vorlesung 06: 15. April, Teil 2

3.3 Komplexe Zahlen und Polarkoordinaten

Beobachtung Zu jeder komplexen Zahl z = x + iy gehort genau ein Punkt (z, y)
in der Zahlenebene R? und umgekehrt.

Komplexe Zahlenebene und Polardarstellung Jeden Punkt (z, y) # (0, 0) der
Ebene kénnen wir als

x =rcos(p), y = rsin (p)

schreiben. Wir nennen z,y die kartesischen Koordinaten von z = x + iy und r, ¢ die
entsprechenden Polarkoordinaten.

Bemerkungen

1. Der Radius r ist immer reell und positiv. Er ist gerade der Betrag der Komplexen
Zahl z = x + iy und beschreibt die Léinge der Strecke, die 0 mit z verbindet.

2. Der Winkel ¢ ist eine reelle Zahl, aber nur bis auf Vielfache von 27 eindeutig
bestimmt. In der Mathematik wird er oftmals als das Argument von z bezeichnet
und wir schreiben ¢ = arg (z).

3. Aus den obigen Formeln ergibt sich
z=z+iy=r(cos(p)+1isin(p)) =rexp(ip)=re'?,
wobei wir aufserdem auch die Euler-Formel verwendet haben.

7/4 = 45° 37/4 = 135° 7 = 180°

) AN

Abbildung In der Mathematik werden Winkel nicht in Grad, sondern im Bogenmaft angegeben,
d.h. als das Verhéiltnis von Bogenldnge (die Linge der hervorgehobenen Kurve) und Radius
in einem entsprechenden Kreissegment. Der Wert 27 entspricht also dem Vollwinkel 360°. Aus
physikalischer Sicht sind Winkel dimensionslos, obwohl in den Anwendungswissenschaften manchmal
die kiinstliche Einheit rad (Radiant) verwendet wird.

[m
ve o © = r cos(ip) = Re(z)
y = rsin(p) = Im(2)

[z::zr—l—iy: exp(igo))

© =|Z|=\/m

¢ = arg(z)

®— Re

x
Abbildung Komplexe Zahlen sind Punkte in der Ebene und kénnen durch zwei verschiedene
Variablensétze beschrieben werden: Entweder durch die kartesischen Koordinaten x, y oder durch
die Polarkoordinaten r, . Siehe auch das Bild zu den anderen Quadranten.
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p=0(0°) | p=m/6(30°) | o =m/4(45°) | o = 7/3 (60°) | = 7/2 (90°)

sin () ;fozo ;\/Izl/Q ;\@zuﬂ i\ﬁzzﬁ/Q ;\/121

cos (¢) ;\/1:1 ;\/52\/3/2 ;Jizl/\/ﬁ ;ﬂzl/Q ;m:o

Tabelle Diese Werte sollten Sie immer im Kopf haben, wobei die farbig hervorgehobenen Terme
besser memoriert werden konnen. Fiir alle anderen Werte von ¢ zwischen 0 und 7/2 koénnen sin (¢)
und cos (¢) in der Regel nur ndherungsweise mit dem Taschenrechner ermittelt werden.

Wechsel zwischen den Koordinaten Im ersten Quadranten der komplexen
Zahlenebene spiegeln die Umrechnungsformeln die aus der Schule bekannte Geometrie
rechtwinkliger Dreiecke direkt wider, aber in den anderen Quadranten miissen wir
mehr aufpassen und zwischen Léngen (immer positiv) sowie Koordinaten (positiv oder
negativ) unterscheiden.

A
2. Quadrant
Nt cos(7) = — cos(r — ¢) G
. sin(p) = +sin(m — ¢) .
z<0,y>0
%71' <p<lT
3. Quadrant 4. Quadrant
cos(2) = —cos(p— ) | cos() = +cos(2r — )
. sin(p) = —sin(p — ) sin(yp) = —sin(27m — ¢) .
. o
-

Abbildung Die geometrische Bedeutung der verschiedenen Koordinaten in den vier Quadranten. Die
kartesischen Koordinaten = = r cos (¢) bzw. y = r sin (¢) legen immer die Lage des dunkelgriinen bzw.
dunkelblauen Punktes auf der horizontalen bzw. vertikalen Achse fest und kénnen damit auch negative
Werte annehmen. Die hellgriinen bzw. hellblauen Strecken besitzen aber immer ein positive Linge und
konnen als Katheden in einem rechtwinkligen Dreieck interpretiert werden. Dessen Innenwinkel sind
zwar nicht mehr direkt durch ¢ bzw. 7/2 — ¢ gegeben, konnen aber in jedem Quadranten leicht aus
diesen berechnet werden. Siehe auch die Symmetrieformeln weiter unten.

Achtung

1. Im Kontext komplexer Zahlen werden die trigonometrischen Funktionen meist
mit Winkeln und nicht fiir kartesische Koordinaten ausgewertet. Oder anders
gesagt: In diesem Zusammenhang sind cos (¢) und sin (¢) extrem wichtig, aber
cos (x), sin (x), cos(y), sin (y) besitzen keine geometrische Bedeutung (obwohl
wir sie natiirlich berechnen kénnen).
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2. Fir x =0 und y = 0 (bzw. fir z = 0) gilt » = 0, aber ¢ ist nicht definiert.

3. In der Elektrotechnik und der Physik werden r bzw. ¢ alternativ auch als
Amplitude bzw. Phase bezeichnet, da Polarkoordinaten sehr gut geeignet sind,
um elektrische oder mechanische Schwingungen zu beschreiben.

Berechnung der Polarkoordinaten Bei gegebenen kartesischen Koordinaten kann
der Radius sehr leicht mittels

r=|z| = a2+ 4?2

berechnet werden. Die Bestimmung des Winkels ist aber deutlich komplizierter und
erfolgt in jedem QQuadranten auf leicht andere Weise. Zum Beispiel durch

(0 falls >0, y=0,
arctan (y/x) falls >0,y >0, (1. Quadrant)
/2 falls =0,y >0,
7w + arctan (y/x falls z <0,y >0, 2. Quadrant
p=arg(z) = T Wi falls <0, y=0, ( )
7+ arctan (y/z) falls <0, y<0, (3. Quadrant)
37/2 falls =0, y <0,
271 +arctan (y/x) falls >0, y<0. (4. Quadrant)

\

Diese Formeln liefern immer einen Winkel 0 < ¢ < 27 und die Arkustangens-Funktion
die reelle Achse bijektiv und monoton wachsend auf das Intervall (—7/2, 7/2) abbildet.

Bemerkungen

1. Die Werte des Arkustangens konnen nur in einigen wenigen Féllen explizit
berechnet werden. Zum Beispiel gilt arctan (0) = 0 sowie

1
arctan (iﬁ> = j:% ) arctan (£1) = i% ) arctan <i\/§> = i% .

Werte wie arctan (1/2) bzw. arctan (2) bleiben in der Mathematik so stehen,
werden aber in den Anwendungswissenschaften meist mit dem Taschenrechner
approximativ zu 0.46 bzw. 1.11 berechnet.

2. In der Literatur finden Sie alternative (aber letztlich dquivalente) Formelsétze fir
den Polarwinkel, die andere inverse trigonometrische Funktionen und/oder einen
anderen Winkelbereich benutzen. Ein konkretes Beispiel ist

+arccos (x/4/x? + y? falls y >0,
—arccos (z/y/x? + y? falls y <0,

und liefert immer ein Winkel aus dem Intervall (—7, +7]. Insbesondere gilt

p = arg(2) =

O<p<+m fir y>0, —T<p<0 fir y<O0

sowie p =0 fliry=0<zund p =7 firy =0 > x.
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Beispiele Mit den obigen Formeln erhalten wir

I

arg (+1+1) = 17, arg(—14i) =37, arg(-1-1)=27, arg(+l-i)=1Ir
sowie

arg (2+31) = arctan (3) ~ 0.98, arg(—3+41i) =7 — arctan (3) ~ 2.21

wobei wir benutzt haben, dass arctan (—¢) = — arctan (¢q) gilt.

Symmetrien des Sinus und des Kosinus Neben den Gesetzen
sin () =sin (27 + @), cos (p) = cos (27 + )
zur Periodizitét beschreiben die Formeln
sin (¢) = —sin (—¢) = +sin (7 — ), cos () = +cos (—p) = —cos (1 — @)
weitere fundamentale Symmetrie-Eigenschaften, die leicht aus den entsprechenden
reellen Funktionsgraphen oder aus dem obigen Bild abgelesen werden kénnen. Durch
ein- oder mehrmalige Anwendung dieser Regel kénnen wir fiir jedes ¢ die Werte sin ()

und cos (¢) durch Winkel aus dem Intervall [0, /2] darstellen. Dariiber hinaus sind
auch die Formeln

sin (¢) = cos (7/2 — ¢) , cos (¢) = sin (7/2 — @)

oftmals niitzlich.

Beispiele Im zweiten Quadranten gilt zum Beispiel

sin (37) = +sin (37),  cos(37) = —cos (4n)
wohingegen wir
sin (5 7) = +sin (=5 7) = —sin (§7),  cos (g 7) = —cos (=5 m) = —cos (§7)
im dritten bzw.
sin (% 7r) = sin (—% 7r) = —sin (% 7r) , cos (134 7r) = COS (—% 7r) = +cos (% 7r)

im vierten benutzen konnen.

Merkregel Durch geschickte Ausnutzung der Symmetrie-Eigenschaften kénnen wir
die Berechnung der trigonometrischen Funktionen auf Winkel zwischen 0 und /2
zuriickfiihren.

Hinweis Niemand kann sich diese Symmetrie-Formeln alle merken. Wir kénnen sie
uns aber jederzeit herleiten. Entweder durch Betrachtung der Funktionsgraphen der
reellen Sinus- bzw. Kosinusfunktion oder durch elementargeometrische Uberlegungen
in der Abbildung zu den Quadranten.
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nochmal Addition Die Summation zweier komplexer Zahlen ist gerade die iibliche
Vektoraddition in der Zahlenebene, denn die Formeln

Re (21 + 22) = Re(z1) + Re (22), Im (21 + 22) = Im (21) + Im (22)

ergeben sich aus den Gesetzen der komplexen Multiplikation.

Im
A

2o = Xo + 1Yo 21+ 22 = (1 +22) +1 (11 +y2)

r1+iymy

Abbildung Komplexe Zahlen werden wie Vektoren in der Ebene addiert.

nochmal Multiplikation Fiir das Produkt zweier komplexer Zahlen erhalten wir in
Polarkoordinaten die Formelkette

2] %9 = (7‘1 cos (1) + irysin (<p1)> (TQ cos (p9) + 179 sin (902)>

=riry (cos (1) cos (¢2) — sin (¢1) sin (902))4—
+irir ( sin (¢1) cos (p2) + cos (¢1) sin (gog))
=71172 cos(p1 + pa2) + irlrz(Shl(@1+-¢2D>

wobei wir zwei Additionstheoreme verwendet haben. Insgesamt haben wir die Regeln
|21 22| = [21] [22] , arg (21 22) = arg (z1) + arg (22)

hergeleitet. Siehe dazu das Bild.

zZ2
T2 ©2
Z122

P1 + P2
r1r2

» Re

Abbildung Die Multiplikation komplexer Zahlen kann als Summation der Argumente (Winkel) und
Multiplikation der Betrége (Léngen) interpretiert werden.

Bemerkung Mit z =1 (cos(p) + i sin(p)) folt
Z =7 (cos(p) — isin(p)) =re*?, 2t =7 (cos(p) —isin(p)) =rte t¥

aus der Euler-Formel. Insbesondere besitzen zZ und 2~! denselben Winkel (aber nicht
denselben Radius).
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3.4 Polynome und Wurzeln im Komplexen*

Definition FEin komplexes Polynom vom Grad n € N ist eine Funktion f : C — C
der Bauart

fR)=an2"+a, 12" T+ . ozt

mit o, # 0, wobei alle Koeflizienten a; komplex sein diirfen.

Theorem (Fundamentalsatz der Algebra) Fiir jedes komplexe Polynom f vom

Grad n existieren n komplexe Zahlen z1,..., z, € C, so dass
f(2) :an(z—zn) . (z—zn_l)- -(2—22) . (z—zl)
fiir alle z € C gilt.
Bemerkungen
1. Die Zahlen z,...,z, € C aus dem Theorem sind gerade die Nullstellen von f,
d.h. es gilt

1) = f(z2) = .. = f(za) = 0

sowie f(z) # 0 fiir alle anderen Werte z € C. Die Nullstellen von f sind bis auf
Umnummerierung eindeutig, aber miissen nicht unbedingt paarweise verschieden
sein, d.h. es kann Doppelnullstellen, Dreifachnullstellen usw. geben.

2. Ein Beweis des Fundamentalsatzes benotigt Resultate, iiber die wir erst in der
Vorlesung Hdéhere Analysis fiir Elektrotechnik verfiigen werden.

3. Wenn alle «; reelle Zahlen sind, so sprechen wir von einem reellen Polynom.

Bezispiele
L. 22-1=(z-1)(2+1), 2—2241=(2—1), Z24+1=(2—1)(2+1)
2. 22 -222422=(2-0)(z—1—-1)(z —1+1)
3. 22— (3-1)22+(2-31)2+2i=(2—-2)(z— 1) (2 + 1)
4. A+ 23224 2-2=(z-1)(z+1)(z—1) (2 +2)

Klarstellung Die Bestimmung der Nullstellen eines gegebenen Polynoms ist keine
leichte Aufgabe und es gibt leider keinen Losungsalgorithmus, der fiir alle Polynome
zum Ziel fihrt.

1. Fiir n = 1 kénnen wir die einige Nullstelle leicht berechnen: Mit f(z) = ay 2+
und oy # 0 ergibt sich 2z = —ag/a;.

2. Fiir n = 2 kénnen wir immer quadratische Erginzung (siche die Ubungen und
die Diskussion zu Quadratwurzeln unten) bzw. die aus solchen Betrachtungen
abgeleiteten Varianten der p-g-Formel verwenden.

3. Fiir kubische (n = 3) und quartische (n = 4) Polynome gibt es zwar geschlossene
Losungsformeln (siehe zum Beispiel Cardansche Formeln unter WIKIPEDIA),
aber diese sind recht unhandlich und nur selten wirklich niitzlich.

4. Fir n > 5 gibt es keine geschlossenen Formeln. Nullstellen konnen aber immer
naherungsweise mit dem Computer berechnet werden.
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Nullstellen reeller Polynome Selbst wenn die Koeffizienten oy, ..., «,, alle reell
sind, kénnen einige (oder auch alle) der Nullstellen z; , ... , z, komplex sein. Allerdings
rechnen wir fiir eine solche Nullstelle leicht nach, dass die entsprechende konjugiert
komplexe Zahl auch eine Nullstelle ist.

Beispiele: Das reelle Polynom f(z) = 2% + 1 besitzt die Nullstellen 2y = —i, 2 = +1i
und im Fall von f(z) =22 +22z+5¢gilt 2; = =1 — 21, 2o =—1+21i.

Merkregel: Die nicht-reellen Nullstellen eines reellen Polynoms treten in Paaren
konjugiert komplexer Zahlen auf.

Folgerung: Jedes reelle Polynom mit ungeradem Grad besitzt mindestens eine reelle
Nullstelle.

Achtung: Bei Polynomen mit nicht-reellen Koeffizienten gibt es keine Einschrankung
an die Nullstellen. Insbesondere missen diese nicht in Paaren auftreten.

Einheitswurzeln Fiir jedes n € N konnen die n komplexen Losungen z € C der
Gleichung

2t =1
explizit berechnet werden. Mit z = r ¥ erhalten wir namlich
1=7r"exp(ing) =r"(cos(ny)+1isin(ny)),

wobei die Terme cos (n ¢) und sin (n @) beide reell sind. Wenn wir auf beiden Zeiten
den Betrag berechnen, sehen wir, dass 1 = r™ und damit r» = 1 gelten muss. Da die
linke Seite auferdem reell ist, muss auch sin(n¢) = 0 erfiillt sein, d.h. n¢ ist ein
ganzzahliges Vielfaches von 2 7. Insgesamt erhalten wir die n verschiedenen Losungen

i27w1l/n i27w2/n i2ntn/n
zZ1=e /, Zo — e /, e Zy = € /,
wobei alle anderen Wahlen von n wegen
e127r(n+1)/n — 6127r1/n’ e:l.27r(n+2)/n — e127r2/n USW.

keine neuen Nullstellen liefern. Die geometrische Bedeutung der Einheitswurzeln wird
im Bild erklart. Beachte auch, dass z, = 1 eine reelle Losung ist und dass wir z; = —1
und 2o = +1 im Spezialfall n = 2 erhalten. Aufserdem gilt

z”—lz(z—zl)-...~(z—zn)

nach dem Fundamentalsatz der Algebra.

A A A
° ® o e
[
o> @ o> o> O—F— 0>
[ ]
® ® ® @

Abbildung Die n-ten Einheitswurzeln (rot, z; jeweils am hellsten) liegen auf dem Einheitskreis und
bilden die Ecken eines regelméfiges n-Ecks (dargestellt fiir n € {3,4,5,6}).
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Waurzelziehen im Komplexen Fiir alle n € N und jedes ( € C existieren genau n
komplexe Losungen der Gleichung

"=,
wobei es sich gerade um die Nullstellen des Polynoms f(z) = 2" — ¢ handelt. Die
Rechenregeln der komplexen Multiplikation implizieren (analog zur Berechnung der
Einheitswurzeln), dass |z|" = |(| gilt und dass narg(z) — arg ({) ein ganzzahliges
Vielfaches von 27 ist. Insbesondere erhalten wir

27k
Zk::|C|1/n exp (iw> fiir kEed{l,... ,n}.
n
Die Zahlen z;, werden die n-ten Wurzeln von ¢ genannt. Wir kénnen alternativ auch

2, = e 2TE ) exp (i = <O)
n

schreiben, wobei nur der erste Faktor auf der rechten Seite von k£ abhéngt und die k-te
Einheitswurzel darstellt.

A

P

f A

I
* o
r ‘ o ——.——'——»
I
|

\J
Y

Abbildung Die Losungen (rot) der Gleichung 2™ = ¢ fiir ( = (1 + 1) (blau) und n € {3,4,5,6},
wobei z; jeweils am hellsten und z, jeweils am dunkelsten erscheint. Der Kreis hat den Radius 1.
Bezispiele

1. Die drei dritten Wurzeln von ( = i = exp (i 7r) berechnen sich zu

1
SsmT+2m
a = exp(i 2 ) = exp(iln) = —5V3+1i
lﬂ' ™
29 = exp(i 2 ;4 ) = exp(i%w) = —i
1
SsmT+6m
% = exp(i 25 ) = exp(igm) = +3V3+31

und als Probe kénnen wir leicht 2z} = 23 = 23 = i nachrechnen.

2. Mit ( =1+ 21 gilt
¢ = \/5, arg (¢) = arctan (2)
und wir erhalten

2 = V5 exp iw —0.334 4+ 1.176 1

2 = VBexp(idMm@HIT) ~ 1176 - 0.3341

23 = VBhexp( 12n@EOT) &~ 10334 - 1.176 1

2 = 5 exp iw ~ +1.176 +0.3341

Q

L

fiir die vier vierten Wurzeln von (.
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Merkregel Fiir jede komplexe Zahl z #£ 0 gibt es genau n verschiedene n-te Wurzeln.

quadratische Wurzeln Im Fall von n = 2 vereinfachen sich die obigen Formeln und
die zwei komplexen Losungen der Gleichung

2=
konnen als
ar ar
== VITew (125), s T e (1221,
geschrieben werden (beachte, dass exp (1 7) = —1 und dass zp = —z). Allerdings setzt

dies die Kenntnis von arg ({), also der Polarkoordinaten von ¢ voraus. Mit Hilfe von
2
(Re (2) +1Im (z)) =Re(()+ 1 Im(()

und elementarer Rechnungen (Ubungsaufgabe) mit reellen Ausdriicken zeigt man, dass
auch die Formeln

+Re C —'— Re C2+Im C2
[Re (21)] = |Re (22)] :\ (© \/ 2< ) (€) |

—Re(¢) + /Re (¢)" + Im (¢)°
Tm (21)| = [Im (2,)] :\ (©) \/ 2< ) (€)

gelten, die man ohne die Polarkoordinaten von ( zu kennen auswerten kann. Die zu
wihlenden Vorzeichen héngen dabei wie folgt vom Vorzeichen von Im (¢) ab:

Im(() >0 : Re(z)<0,Im(z)<0, Re(z3) > 0, Im (25) > 0
sowie
Im(() <0 : Re(z)>0, Im(z)<0, Re (22) <0, Im(22) > 0.

Im Im
A A

Im(¢) >0) | @22

» Re » Re

e Im(¢) <0

Abbildung Schematische Darstellung der zwei Losungen der Gleichung 22 = ¢ fiir ¢ ¢ R.

Bezispiele

1. Mit ( =31 =3 exp (i % 7r) ergibt sich

2= — 3exp(i}l7r):%(—1—i), Zgz\/gexp(iiw):%(—i—l%—i)

und wir kénnen leicht als Probe 2? = 22 = 3 i nachrechnen.

2. Fir ( =4 — 1 gilt |(| = V17 und arg (¢) = 27 — arctan (}1) erhalten wir

—21 =29 = V17 exp <i % (2m— afCtaH(le)))

und approximativ —z; = zo &~ —2.015 + 0.248 1.
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Bemerkungen

1. Fiir Im () = 0 ist ¢ reell und wir erhalten die vereinfachten Formeln

(eRund (>0 : n=—VC, m=+/C

bzw.
(eRund (<0 : z21=—1i+v/—(C, zm=+ivy—-C.

2. Wegen der Zweizahl der Losungen (bzw. der Quadratwurzeln) und der subtilen
Vorzeichenbedingungen benutzen wir in dieser Vorlesung das Wurzelzeichen /
nur fiir nichtnegative reelle Zahlen, aber nicht fiir allgemeine komplexe Zahlen
(obwohl andere Autoren dies tun).

quadratische Gleichung mit reellen Koeffizienten Jede Gleichung der Form
P2 4+pz+q=0

mit gegebenen Koeffizienten p, ¢ € R besitzt zwei komplexe Losungen z_, 2z, € C, die
mittels der verallgemeinerten p-g-Formel

2

—%j: %—q falls p* > 4¢,

2y = —g falls p? = 4¢q,
2

\—gii\/q—% falls p? < 4¢.

bestimmt werden kénnen. Im Fall von p? = 4 ¢ handelt es sich dabei um eine doppelte
Nullstelle, sonst immer um zwei einfache Nullstellen. Siehe dazu weiter unten.

Beweis : Die ersten beiden Falle sind aus der Schule bekannt. Im dritten Fall berechnen
wir

2
S P
_<2 q) p<zi+2>
= —pz—q

und schlieffen, dass sowohl z_ als auch z, der quadratischen Gleichung geniigt. Der
Hauptsatz der Algebra garantiert, dass es keine weiteren Losungen gibt. O

Achtung Eine direkte Anwendung der p-g-Formel ist bei quadratischen Polynomen
mit nicht-reellen Koeffizienten problematisch. Im Fall von

f(z)=22—22+1
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erhalten wir zum Beispiel die ,,Losungsformel*
2y =1£V1-1,

die zwar nicht falsch, aber missverstédndlich und unvollsténdig ist. Insbesondere wird
iiberhaupt nicht klar, was die Real- und Imaginéarteile der beiden Losungen sind. Wenn
wir hingegen quadratische Erginzung

f2)=(—-1%+¢ mit (=1-1
sowie die Polardarstellung
g _ \/§e_iﬂ—/4

verwenden, so ergibt sich aus den obigen Formel die Darstellung

el

zizlzi:\4/§<cos(—%7r)—|—isin(—%w)) zlj:%<cos(%7r)—isin(

™)

und damit z_ ~ —0.10 + 0.46 1 sowie z;, ~ +2.10 — 0.46 1.
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Kapitel 4

Stetigkeit

’Vorlesung 07: 19. April

4.1 Elementare Eigenschaften reeller Funktionen

Vorbemerkung Wir betrachten Funktionen (oder Abbildungen) f : D — Z, die
reelle Zahlen auf reelle Zahlen abbilden. Insbesondere ist sowohl der Definitionsbereich
D als auch der Zielbereich Z jeweils eine Teilmenge von R. Dabei handelt es sich oftmals
(aber nicht immer) entweder um die ganze reelle Achse oder ein geeignetes Intervall.

Definition Es gelte D C R und Z C R.
1. Die Menge
graph(f) := {(z. y) : y = f(z), v € D} CR?
wird Graph von f genannt.

2. Eine Funktion f: D — R heifit monoton wachsend, falls

r1 < To — f([El) < f(ZL’Q)

fiir alle x1, 29 € D gilt, und strikt monoton wachsend, sofern diese Implikation
mit < anstelle von < erfiillt ist. Analoge Formeln definieren monoton fallende
und strikt monoton fallende Funktionen.

3. Ist D symmetrisch bzgl. 0, so nennen wir f gerade bzw. ungerade, falls

flz) = f(—x) bzw. flz)=—f(-x)

fiir alle x € D gilt.

\ —
7~
/ T~

Abbildung Links: Graph einer strikt monoton fallenden (rot) sowie einer strikt monoton wachsenden
(blau) Funktion. Rechts: Beispiele fiir eine gerade (gelb) und eine ungerade (griin) Funktion. Beachte,
dass rechts der Definitionsbereich symmetrisch um 0 liegt, d.h. fiir jedes x € D gilt auch —z € D.
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Erinnerung Eine Abbildung f: D — Z heifst
L. injektiv, wenn f(z1) # f(xo) fiir alle 21, 9 € D mit 21 # x5 gilt.
2. surjektiv, wenn fiir jedes y € Z ein € D mit f(z) = y existiert.
3. bijektiv (oder invertierbar), falls f sowohl injektiv als auch surjektiv ist.

Im bijektiven Fall existiert die Umkehrabbildung (oder die Inverse) ¢ : Z — D mit

g(f(x)) ==z firalle z€D, flgly)) =y firale yeZ,
wobei wir oftmals auch f~! anstelle von ¢ schreiben.
Klarstellung Ist eine Formel fiir f(z) gegeben, so haben wir oftmals gewisse
Freiheiten, die Mengen D und Z fiir die entsprechende Funktion f zu wéhlen und
konnen auf diese Weise bestimmte Eigenschaften sicherstellen oder verletzen. Es sind

aber gewisse Spielregeln zu beachten. Insbesondere muss immer sicher gestellt sein,
dass f(z) fir jedes x € D wirklich zu Z gehort.

Beispiel: Die vier Aussagen
1. sin : R — R ist weder injektiv noch surjektiv.
2. sin: R — [—1, +1] ist nicht injektiv, aber surjektiv.
3. sin : [-7/2, +7/2] — R ist injektiv, aber nicht surjektiv.
4. sin: [-7/2, +7/2] — [—1, +1] ist sowohl injektiv als auch surjektiv.

sind alle richtig. Die vierte ebnet dabei den Weg zum Arkussinus (siehe unten).

zur Berechnung von Umkehrfunktionen Fiir eine gegebene Funktion f kénnen
wir oftmals mit graphischen Mittel oftmals recht einfach entscheiden, ob es eine
entsprechende Umkehrfunktion gibt. Siche dazu auch die Diskussion weiter unten zum
Thema Monotonie und Umkehrbarkeit. Es ist allerdings meist sehr schwierig — und in
vielen Féllen sogar unmoglich — eine explizite Formel anzugeben.

Wir wollen denkbare Fallstricke und sowie ein mogliches Vorgehen mit der Formel

flz) = mit x>0

exemplifizieren.

1. Wir machen uns zunédchst — zum Beispiel durch einen Plot des Graphen oder
eine Kurvendiskussion — klar, dass die Formel eine strikt monoton wachsende
Funktion f : D — Z liefert, die das Intervall D = (0, co) bijektiv auf das Intervall
Z = (0, 1) abbildet.

2. Wir setzen y = f(x) und versuchen, diese Gleichung nach = aufzulésen. Das ist
im Allgemeinen der schwierigste Teil, gelingt aber im konkreten Fall durch die
Nebenrechnungen

z Y
= (1 = = l-y)=y = x= :
1+ (I+z)y ==z r(1=y) =y ’ -y
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4.1. Elementare Eigenschaften reeller Funktionen 67

3. Wir priifen nochmal, dass diese Formel fiir jedes y € Z wirklich ein x € D liefert
und lesen mit

fy) = iy

eine Formel fiir f~!: Z — D ab, wobei hier y die Rolle der Variablen spielt.

4. Oftmals ersetzen wir ganz am Ende die Variable y durch z, wobei wir aber
die Menge Z und D als Definitions- und Zielbereich der Umkehrfunktion nicht
verdndern. In diesem Sinne sind die beiden Funktion

g=f1:(0,1) = (0, 00) mit g(x)= . f -
und
g =f:(0,00) = (0,1)  mit fz)= 1—T—x

zueinander invers und geometrisch bedeutet dies, dass ihre Graphen unter der
Spiegelung an der Diagonalen ineinander iibergehen. Insbesondere gilt

€T €T
Flo)=—1=2  — 2 baw.  g(f(a)) = —EFL  —a,
1+ _
1—x 1+

firallex € Zbzw. z € D,dh. 0 <z <ocobzw.0 <z <1.

Graph von 1’=g“1 Graph von ng‘1
1.0 +9.0f

0.0 +9.0 0.0 +1.0

0 +1.0 +3.0

Abbildung Die Funktionen f und g aus dem Beispiel sind strikt monoton wachsend. Sie sind auch
zueinander und ihre Graphen liegen daher spiegelsymmetrisch bzgl. der Diagonalen (rot).

Definition Sei f: D — Z eine beliebige Funktion.

1. Fiir jede Teilmenge A C D wird
flA]:={y € Z : y= f(z) fir mindestens ein x € A} = {f(z) : z € A}

das Bild von A unter F' genannt und ist eine Teilmenge von Z.

2. Fiir jede Teilmenge B C Z wird
fBl={xeD : f(z) € B}

das Urbild von B unter f genannt und ist eine Teilmenge von D.

Achtung: Die Urbildmenge ist immer wohldefiniert. Das gilt sogar, wenn die
Umkehrabbildung f~! nicht existiert.
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lf /\ ,

A f7B)

Abbildung Die Konzepte Bild und Urbild am Graph einer gegebenen (und nicht invertierbaren)
Funktion (schwarz). Links: Die Bildmenge f[A] (hellblau) fiir zwei gegebene Mengen A (dunkelblau).
Rechts: Die Urbildmenge f~1[B] (hellgriin) fiir zwei gegebene Mengen B (dunkelgriin). Beachte, dass
in diesen Beispielen die Menge f~![B] jeweils aus mehreren Teilintervallen besteht.

wichtige Funktionen im Reellen

Definition FEin (reelles) Polynom vom Grad m ist eine Funktion f der Bauart

f@)=ama™ + a1 2" '+ .. dayr+ag,

wobei alle Koeffizienten «; gegebene reelle Zahlen sind und «,, # 0 gilt. Ein Polynom
ist standardméfig immer auf ganz R definiert (d.h. D = R) und im Fall von m = 1
oder m = 0 sprechen wir auch von einer affinen Funktion.

NI
=

Abbildung Graphen beispielhafter Polynome vom Grad n = 1 (blau), n = 2 (rot), n = 3 (gelb),
n =4 (griin).

Exponential und natiirlicher Logarithmus Die (reelle) Exponentialfunktion exp
ist durch

e k
exp(a) =Y - = e, 6= lim (14 1/n)" ~ 2.72
k=0

n—oo

auf ganz R definiert und bildet R bijektiv auf die Bildmenge (0, co) ab. Sie besitzt
die Umkehrfunktion In : (0, +00) — R, die wir den natiirlichen Logarithmus nennen.
Insbesondere gilt

In (exp (z)) == bzw. exp (In(z)) ==

fir alle z € R bzw. alle z € (0, +00).
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Graph von exp Graph von In
+7.0 +2.0r /—’_
0.0
( +1.0;/
0

-2.0 0.0 +2.0 0.0 +1.0 +7.0

-2.0F

-2.0 0 +1.0 +4.0

Abbildung Die reelle Exponentialfunktion und der natiirliche Logarithmus sind strikt monoton
wachsend sowie zueinander invers.

Rechenregeln
1. exp (z1 + 22) = exp (x1) exp (x2)
2. (exp(z))" =exp(rz) (fiir » > 0)
3. In(zy22) =1In(z1) + In (z9)
4. In(2") =rln(z)

5. exp(0)=1, In(l)=0

andere Logarithmen Fiir jedes a > 0 wird die Umkehrfunktion von z — a”* der
Logarithmus zur Basis a genannt und mit log, : (0, co) — R bezeichnet. Wegen

a® = exp (zIn(a))

gilt stets

log, (z) = +- @

trigonometrische Funktionen Es gelten die reellen Reihendarstellungen
sin(z) =z — 42° + F2° — L'+ ..., cos(z) =1— g2+ L2t — 2% +.

im Sinne absolut konvergenter Potenzreihen sowie die im letzten Kapitel diskutierten
Additionstheoreme und Symmetrie-Eigenschaften.

Dartiber hinaus werden durch

tan (l’) = :)2—8 , cot (q;) =

cos ()
sin ()

der Tangens und der Kotangens definiert. Diese Funktionen sind m-periodisch, aber

nicht auf ganz R definiert, sondern besitzen bei x = (% + m)ﬂ (m € Z, Nullstellen von
cos) bzw. x = mm (m € Z, Nullstellen von sin) sogenannte Polstellen.
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Graphen von sin und cos Graphen von tan und cot

MUY
AAVA TN

=277 -7 0 +7T +277

Abbildung Die reellen Versionen der trigonometrischen Funktionen. Beachte im rechten Bild die
jeweiligen Liicken im Definitionsbereich.

inverse trigonometrische Funktionen Die trigonometrischen Funktionen sind
nicht bijektiv und kénnen nur lokal invertiert werden, d.h. nachdem sie auf geeignete
Intervalle eingeschrénkt wurden. Dies liefert den Arkussinus und den Arkuskosinus

arcsin : [—1, +1] = [—i7, +37], arccos : [—1, +1] — [0, 7],

sowie den Arkustangens und den Arkuskotangens

arctan : (—oo, +00) — (—3m, +i7), arccot : (—oo, +00) — (0, 7).

Achtung Es gilt zwar
sin (arcsin (y)) =y fir ye€[-1, +1]
und
arcsin (sin (z)) = fir —7/2 <z < 47/2
aber auch
arcsin (sin (z)) # 2 fir < —7/2. oder x> +m/2

Das liegt daran, dass der Arkussinus nicht die Umkehrfunktion der gesamten, auf
R definierten Sinusfunktion ist, sondern nur der Einschrénkung auf [—m/2, +7/2].
Analoges gilt fiir die anderen inversen trigonometrischen Funktionen.

Graphen von arcsin und arccos Graphen von arctan und arccot
+7T \ ’l \
+7T1/2F X +7T/2 1
arcsin \ arctan
\ = ArCCOS e Arccot
0 0

—71/2 -71/2¢
-1 0 +1 -9 0 +9

Abbildung Die inversen trigonometrischen Funktionen. Beachte, dass jede Funktion strikt monoton
(fallend oder wachsend) ist.
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4.2 Stetigkeit als punktweise Eigenschaft

Definition Sei f : D — R eine Funktion auf der Menge D C R und sei x, € D
gegeben. Wir sagen, f konvergiert fiir x — x, gegen y, € R, falls fiir jede Folge (x,,),,cx
mit

T, €D und Tp F Ty fir alle n
die Implikation
n—00 n—00
T, ——— T, = f(r,) —— .

im Sinne konvergenter Zahlenfolgen erfiillt ist. Wir schreiben dann

Y« = lim f(z) oder f(z) S LL I

T—Tx

oder auch f(z) — y. fir v — z,.

Bemerkungen

1. Es gelten analoge Rechenregeln zur Konvergenz von Folgen, d.h. zum Beispiel

lim (A f(z) + pg(x)) = A ( lim f(x)) + u( lim g(x))

T—Tx T—>Tx T—>Tx

oder

i (1) gte) = (Jim @) (fim o(x)).

2. Mit y,, = f(z,) konnen wir die Konvergenz f(z,) — y. als eine Konvergenz von
Punkten auf dem Graphen von f, d.h. auf der Menge

graph (f) = {(z, y) : € D, y= f(z)} CR?
verstehen: Mit x,, — . gilt v, — y. genau dann, wenn (x,, y,) — (Z«, Ys).

3. Es gibt das allgemeinere Konzept der einseitigen Grenzwerte

lim f(z)= lim f(x), lim f(z)= lim f(x).

T T T, T< T T\ T T—3T s, T>Tx

Dabei gilt

. = lim f(z = lim f(z)= lim f(z) = y.

d.h. es liegt dann und nur Konvergenz vor, wenn die einseitigen Grenzwerte beide
existieren und gleich sind.
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Definition Eine Funktion f: D — R heifst
1. stetig an der Stelle x, € D, falls f(x,) = lim,_,,, f(z),

2. unstetig an der Stelle z, € D, falls f nicht stetig in z, ist,

3. stetig auf der Menge D C D, falls f stetig in jeder Stelle z, € D ist,

4. stetig, falls sie stetig auf dem Definitionsbereich D ist.

Statt ,an der Stelle x, sagen wir auch ,im Punkt z,“ oder einfach ,,in x,".

I T2 X3z TxT3T2 I

Abbildung Zur Definition von Stetigkeit durch Grenzwerte. Links: In einem Stetigkeitspunkt x.
gilt mit z,, — x, auch immer y,, := f(z,) — y« := f(z«) und dies bedeutet, dass (z,, y») (grin bzw.
blau) gegen (z., y«) (rot) konvergieren. Beachte, dass die z, bzw. y, Punkte auf der horizontalen
bzw. vertikalen Achse festlegen, wohingegen die Paare (z,, ¥, ) auf dem Graphen von f liegen. Rechts:
In einem Unstetigkeitspunkt x, existieren im besten Fall noch einseitige Grenzwerte, aber mindestens
einer stimmt nicht mit f(x,) tiberein.

Beispiele
1. Jedes reelle Polynom f : R — R vom Grad m mit
f@)=apz™+...+az+ap Qs 0
ist auf ganz R stetig.

Beweis: Aus z, — x, folgt nach den Rechenregeln fiir Grenzwerte zunachst

2 n—00 2 3 n—+00 3

T - T, Ty, — T,

und anschliefsend
O T+ .+ 0 Ty s o mtag.
Insbesondere gilt also f(x,) — f(z.) fir z, — .. O

2. Die Signum-Funktion sgn : R — R (auch Vorzeichenfunktion genannt) mit

-1 firx<0
sgn(x) :== 0 firz =0
+1 fir x > 0

ist unstetig an der Stelle z, = 0, aber stetig in jeder anderen Stelle x, # 0.

Beweis: Die Unstetigkeit in x, = 0 folgt zum Beispiel mit
Tni=1/mn 25 0=uz,, fla) =1 =5 140=f(z,).

Die Stetigkeit in einem Punkt z, < 0 bzw. x, > 0 kann wie folgt begriindet
werden: Aus z,, — =z, folgt x, < 0 bzw. z, > 0 fiir fast alle n € N, d.h. es
kann nur endlich viele Ausnahmen geben. Die Folge (f (mn))neN nimmt daher ab
einem gewissen Index nur den Wert —1 bzw. +1 an. Sie ist also fast konstant und

konvergiert gegen —1 bzw. +1, wobei dies aber der Wert von sgn(z,) ist. O]
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3. Die Funktion f : R\ {0} — R mit f(z) = 1/z ist stetig auf ihrem gesamten
Definitionsbereich.

Klarstellung: Die Funktion besitzt zwar eine Singularitét bei z, = 0, aber dieser
Punkt ist nicht Teil des Definitionsbereiches. Siehe dazu auch weiter unten.

4. Die Exponentialfunktion exp sowie die trigonometrischen Funktionen sin und cos
sind auf ganz R stetig.

Bemerkung zum Beweis : Dies ergibt sich aus der jeweiligen Reihendarstellung,
aber der Beweis ist nicht ganz so einfach wie bei Polynomen: Der Grund ist,
dass hier unendlich viele Summanden auftreten und wir zwei Grenzwerte im
Allgemeinen nicht bzw. nur mit besonderer Begriindung vertauschen diirfen. Eine
solche Begriindung konnen wir aber hier nicht geben.

5. Die Funktionen In, tan, cot, arcsin, arccos, arctan, arccot sind auf ihrem jeweiligen
Definitionsbereich stetig. Siehe dazu auch das Theorem iiber die Stetigkeit der
Umkehrabbildung.

Bemerkungen

1. FEine stetige Funktion kann mit Grenzwertbildung vertauscht werden. Oder anders
gesagt: Die Formel

lim f(x) = f( lim m) = f(x*)

T—>Tx T—Tx

gilt immer dann, wenn f in z, stetig ist.

2. Stetigkeit ist ein ausgesprochen méchtiges Konzept und wir werden unsere
Definition spéter auf eine grofere Klassen von Abbildungen verallgemeinern.

Klarstellung In der Schule lehrt man:
Fine Funktion ist genau dann stetig, wenn wir thren Graphen zeichnen kénnen,
ohne den Stift neu ansetzen zu miissen.

Fiir den Hausgebrauch ist das Kriterium ganz gut, aber die mathematische Definition
ist deutlich préziser, da sie Stetigkeit als punktweise Eigenschaft definiert.

Monster der Analysis* Nach Betrachtung der bisherigen Beispiele konnte man
meinen, dass jede Funktion in fast allen Punkten stetig ist und gegebenenfalls nur
einige wenige Unstetigkeitsstellen besitzt. Dies ist aber nicht richtig: Die durch

1 fallszeQ
f(@) '_{0 falls 2 ¢ Q

definierte Dirichlet-Funktion f : R — R ist an jeder Stelle x € R unstetig. Die
Thomaesche Funktion g : R — R mit

1 falls z =0
g(x):=<¢ 1/q falls zx =p/q mit p € Z und q € N teilerfremd
0 falls z ¢ Q

besitzt sogar noch viel seltsamere Eigenschaften: Sie ist zwar auch in jeder rationalen
Stelle x € Q unstetig, aber in jeder irrationalen Stelle = ¢ Q stetig.

Bemerkung: Unsere Schulweisheit versagt hier, da wir beide Funktion {iberhaupt nicht
zeichnen konnen und sich daher die Frage nachdem Absetzen des Stiftes gar nicht stellt.
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Theorem (Komposition stetiger Abbildungen) Sind f; : Dy — Dy und
fo 1 Dy — R zwei stetige Funktionen, so ist auch die Komposition fo o f; : D1 — R
stetig.

Beweis*: Die Behauptung ergibt sich mithilfe konvergenter Folgen unmittelbar aus der
Definition von Stetigkeit. O

Beispiele
1. Durch
f(z) = sin (2° — 22) bzw. f(z) =In (1 + cos® (z))
wird jeweils eine stetige Funktion f : R — R definiert.

2. Die beiden Funktionen fi, fo : Rt — R mit fi(x) = 2 und fy(z) = p” sind fir
jeden reellen Parameter p > 0 stetig, denn es gilt fi(z) = exp (pln(z)) sowie

fo(z) = exp (z1n (p)).

Theorem (&4quivalente Charakterisierung von Stetigkeit in z,) Die Funktion
f: D — R ist genau dann stetig im Punkt z, € D, wenn fiir jedes € > 0 ein § > 0
existiert, sodass die Implikation

<e€.

<d = |f(x)— flz)

|$—LE*

erfiillt ist. Beachte, dass hier § von z, und ¢ (aber nicht von x) abhéngen darf.

Beweis*: Siehe zum Beispiel [AORS, Seite 222].

™ M
<+ >

x

T

Abbildung Illustration des e-9-Kriteriums der Stetigkeit in einer Stetigkeitsstelle z,: Fir jedes
€ > 0 gibt es entsprechendes § > 0, und je kleiner ¢ ist, umso kleiner muss auch § gewadhlt werden.
(Im Bild ist immer die optimale, d.h. die groftmogliche Wahl von § dargestellt, siehe die farbigen
Punkte.) Achtung: Wenn Sie solche Bilder /Skizzen selbst erstellen, miissen Sie die richtige Reihenfolge
beachten: Bei gegebener Funktion f und festem z, zeichnen Sie zuerst einen beliebigen e-Schlauch
und erst danach einen dazu passenden 6-Schlauch. Wenn Sie erst den d-Schlauch und anschliefsend
einen passenden e-Schlauch malen, haben Sie das e-d-Kriterium nicht verstanden.

Ty

Abbildung Illustration des e-6-Kriteriums der Stetigkeit in einer Unstetigkeitsstelle x,: Flir gewisse
Werte von € > 0 kann kein § > 0 mit den gewiinschten Eigenschaften gefunden werden.
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Vorlesung 08: 22. April

weitere Aspekte

Raum der stetigen Funktionen* Die Menge
C(D) = {f D — R . fist stetig}
bildet in natiirlicher Weise einen reellen Vektorraum, denn via
(f+9)(@) = f@) +g@). () :=A]()

konnen wir zwei stetige Funktionen f und g addieren bzw. eine Funktion f mit einer
reellen Zahl A multiplizieren und erhalten die stetige Funktion f + g bzw. A f.

Beispiel: Es gibt die Funktion 0.4 sin —1.2 cos, wobei
(0.4sin —1.2 cos ) (z) = 0.4sin (z) — 1.2 cos (z)
fiir alle x € R gilt.

Bemerkung: Die Dimension dieses Vektorraumes ist nicht endlich, sondern unendlich.

Klassifikation von Unstetigkeitspunkten In der Praxis treten oftmals isolierte
Unstetigkeitsstellen auf, d.h. Punkte x, € D, so dass

1. f ist unstetig in z,.
2. Es existiert n > 0, so dass f stetig auf den Intervallen (z,—n, z.) und (z., z.+n)
ist.
Wir klassifizieren einen solchen Punkt z, wie folgt:

1. x, heifst hebbare Unstetigkeit, wenn y, = lim,_,,, f(x) existiert.

2. x, wird Sprungstelle genannt, wenn die einseitigen Grenzwerte lim, »,. f(z) und
lim,~ ., f(z) beide (im eigentlichen Sinne) existieren und verschieden sind.

3. x, heift Polstelle, wenn die einseitigen Grenzwerte lim, »,, f(z) und limg\,, f(2)
beide im uneigentlichen Sinne existieren (also jeweils den Wert +o00 oder —oo
annehmen).

Im ersten Fall gilt y. # f(z), da andernfalls f in ., nicht unstetig, sondern stetig wire.
Der wesentliche Punkt ist aber, dass die im Punkt z, abgednderte Funktion f: D — R

mit
e Yse fir x = x,

fiir x # x,

in x, stetig ist. Bei Sprungstellen kénnen wir nicht durch eine punktweise Abénderung
aus f eine stetige Funktion machen, aber es existieren sowohl der linksseitige als auch
der rechtsseitige Grenzwert, wobei
lim (2. +€) - lim f(2. —¢) = lim f(z) — lim f(z)

der sogenannte Sprung von f an x, ist. Bei einem Pol explodiert die Funktion auf
beiden Seite zu +o00, wobei es moglich ist, dass auf beiden Seiten verschiedene oder
gleiche uneigentliche Grenzwerte angenommen werden (etwa f(z) = 1/z fir x # z, =0
und f(z,) = 0 bzw. f(z) = 1/2* fiir  # z, = 0 und f(z,) = 0). Dariiber hinaus
gibt es aber auch isolierte Unstetigkeitsstellen, die weder hebbare Unstetigkeit noch
Sprungstelle noch Pol sind.
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Beispiele Wir betrachten die vier Funktionen f; : R — R mit

0 fiir 2 = 0, 0 fiir z = 0,
fl(x) = { Slnx(x) fiir = 7& 0’ f2(x) - —S%) fiir x 7é 07
sowie
0 fir x =0, 0 fir z =0,
fa(z) = { sin g:t) fiir 2 0, fa(z) = sin (%) fiir x % 0,
T

die alle in jedem Punkt z, # 0 stetig sind (siehe die Rechenregeln fiir Grenzwerte). In
jedem Fall ist z, = 0 eine isolierte Unstetigkeitsstelle, aber es handelt sich immer um
einen anderen Typ (siehe das Bild).

Bemerkung: Die Grenzwertformel

. sinz . sinz
lim =1=1lm
2\0 I z,/0 X

werden wir spater mithilfe der Regel von de [’Hospital herleiten.

Graph von f; Graph von £,
+1.0 +1.0
0.0
0.0
\/ \/ 1.0
-5.0 0.0 +5.0 -5.0 0.0 +5.0
Graph von f3 Graph von fy

I N |
b ) LT

-5.0 0.0 +5.0 -0.2 0.0

Abbildung Die vier angegebenen Beispiele fiir eine isolierte Unstetigkeitsstelle x, = 0: Es handelt
sich um eine hebbare Unstetigkeit, eine Sprungstelle, einen Pol und einen nicht-klassifizierten Typ.
Beachte, dass der vierte Graph aufgrund der sehr hohen Schwingungen nur unvollkommen dargestellt
werden kann.

Liicken im Definitionsbereich Neben isolierten Unstetigkeitsstellen kann es auch
isolierte Liicken im Definitionsbereich D geben, d.h. Punkte z, so dass

1. z, ¢ D,

2. es existiert n > 0, so dass f auf den Intervalle (z, — 7, z,) und (x,, x, + 7)
definiert und stetig ist.

Wir kénnen die Liicke z, ganz analog zu oben klassifizieren, wobei man im ersten Fall
auch von einer hebbaren Singularitat redet.

Beispiele Die Formeln im vorherigen Beispiel definieren vier stetige Funktionen
fi : R\ {0} — R, sofern wir x # 0 aus dem Definitionsbereich entfernen. Dieser Punkt
ist dann keine isolierte Unstetigkeitsstelle mehr, sondern eine isolierte Liicke.
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Vertauschbarkeit von Grenziibergangen In vielen praktischen Féllen hdngt ein
Ausdruck nicht nur von einer reellen Variablen z, sondern auch von einer zweiten
Variablen (oder einem Parameter) & ab. Wir kénnen dann die Grenzprozesse x — .
und & — &, auf zwei verschiedene Arten hintereinander ausfiihren.

Bezispiele
1. Wir betrachten f: R, x R, — R mit

f(z, §) = exp (—x/§)
und berechnen

lim li &) =liml=1
il (2, €) = limg

sowie

limlim f(z, ) =1lim 0 =0.
2\0 &N 0 f( 5) \0

Insbesondere héngt hier das Ergebnis von der Reihenfolge der Grenziibergéinge

ab.

2. Diesmal sei f : Ry x Ry — R gegeben durch

fl@, §) = Eexp(—x).
Dann gilt

lim lim f(x, §) =1lim& =0
lim lim. f (2, §) = lim ¢

sowie

lim i &) =1im0=0.
x{%g{%f@ £) lim

Dieses Beispiel ist insbesondere reguldrer als das vorherige, denn hier konnen
beide Grenziibergénge vertauscht werden.

Achtung Im Allgemeinen ist die Aussage

lim lim f(z, &) = lim lim f(z, &),

E—E&s T Tx T—Tx E—Ex

falsch, d.h. verschiedene Grenzprozesse konnen nicht unbedingt miteinander vertauscht
werden. Wir kénnen diese Problematik hier nicht erschopfend behandeln, wollen aber
ein wichtiges Resultat vorwegnehmen bzw. informell formulieren: Die Giiltigkeit der
obigen Formel kann nur dann erwartet werden, wenn die Konvergenz fiir x — x,
gleichméfig bzgl. £ oder die Konvergenz fiir £ — &, gleichméfig bzgl. x erfolgt.
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78 4. Stetigkeit

Analogie Wir fiillen Wasser in einen Eimer mit 10 Litern Fassungsvermogen und
transportieren diesen iiber eine Distanz von [ Metern. Allerdings gibt es im Boden
ein rundes Loch mit einem Durchmesser von d Zentimetern, welches wir zwar beim
Befiillen, aber nicht beim Laufen zuhalten kénnen. Wenn wir den prozentualen
Fiillstand am Ende mit f(l, d) bezeichnen, so gilt offensichtlich

lzincl) f(l, d) =100% fiir jedes feste 0 < < oo,
H

denn je kleiner das Loch ist, umso weniger Wasser werden wir bei gegebener Distanz
verlieren. Andererseits gilt auch

llim f(, d)=0% fiir jedes feste d > 0,
— 00

denn wenn wir einen l6chrigen Eimer nur lang genug tragen, werden wir irgendwann
das ganze Wasser verloren haben. Da konstante Ausdriicke trivialerweise konvergieren,
erhalten wir insgesamt

lim lim f(l, f) = lim 100% = 100% # 0% = lim 0% = lim lim f(I, d)
l—00 d—0 l—00 d—0 d—0l—o00

und sehen erneut, dass zwei Grenziibergénge im Allgemeinen nicht vertauscht werden

diirfen.

4.3 Stetige Funktionen auf kompakten Intervallen

Vorbemerkung Ein Intervall [a, b] mit —co < a < b < oo wird kompakt genannt.
Stetige Funktionen auf kompakten Intervallen haben ganz besondere Eigenschaften, die
sowohl in der Mathematik als auch in den Anwendungswissenschaften extrem niitzlich
sind.

Theorem (Zwischenwertsatz) Sei f : [a, b — R stetig auf dem kompakten
Intervall [a, b]. Im Fall von f(a) < f(b) existiert fiir jedes y. mit f(a) < y. < f(b)
mindestens ein z, € [a, b], sodass y, = f(z.). Eine analoge Aussage gilt fiir f(a) > f(b).
Beweis, Teil 1: Wir definieren rekursiv zwei Folgen (a,), ¢y, und (by) durch die
Anfangsbedingung

n€eNp

Qo ‘= a, bo =b
sowie den folgenden Iterationsschritt n ~» n + 1: Wir betrachten

an + by,
2

Ty =
und nutzen genau eine der drei folgenden Alternativen:
1. Gilt f(x,) = y«, so sind wir fertig und kénnen mit z, := z,, sofort abbrechen.
2. Gilt f(z,) < Y«, s0 setzen wir a,41 := x, und b, 41 := by,.

3. Gilt f(x,) > ys, so setzen wir a,41 := a, und b, := .
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4.3. Stetige Funktionen auf kompakten Intervallen 79

Beweis, Teil 2: Es kann sein, dass unser Algorithmus nach endlich vielen Schritten
durch Abbruch ein geeignetes x, liefert. Andernfalls zeigen wir durch Induktion iiber
n, dass

f(an) < Yy < f(bn)7 ap, S An+1 bn+1 S bn7 an, S Tp S bn

sowie
bn — Qp _ bo — Qg

2 2n
fiir alle n € Ny gilt. Mit anderen Worten: a,, bzw. b, wachsen bzw. fallen mit n und
die Differenz halbiert sich in jedem Schritt. Nach dem Sandwich-Prinzip existiert ein
Too € [a, b] mit

bn+1 — Qp41 =

T = lim z, = lim a, = lim b, ,
n—oo n—oo n—oo

und nach Konstruktion sowie der Stetigkeit von f folgt
nlggo flan) = [(2o0) < yu < f200) = nlgglo f(n)

und damit f(z) = v« Das ist gerade die erste Behauptung mit x, := z,. Der
Beweis der zweiten Behauptung kann analog gefiihrt werden (Ubungsaufgabe), sofern
die Ordnungsrelationen angepasst werden. O]

Yy

aop [)()

(S A

(12 e )
(3 by

(I|—{)1

an by,
Ap 41 [)NAI

Abbildung Wlustrationen zum Zwischenwertsatz. Links: Fiir jeden Wert y, zwischen f(a) und f(b)
gibt es einen Punkt z, € [a, b] mit y, = f(z.) (oder sogar mehrere). Mitte: Schematische Darstellung
der Intervallschachtelung aus dem Beweis. Rechts: Im n-ten Schritt wird das Intervall [a,,, b,] halbiert,
wobei der Funktionswert im Mittelpunkt entscheidet, ob im néchsten Schritt das linke oder das rechte
Teilintervall verwendet wird.

Bemerkungen

1. Die im Beweis des Zwischenwertsatzes verwendete Methode ist ein Beispiel fiir
eine Intervallschachtelung. Dies ist ein sehr méachtiges und robustes Konzept, dass
in vielen Bereichen angewendet werden kann.

2. Die Stetigkeit der Funktion ist fiir das Theorem ganz entscheidend.

Gegenbeispiel: Wir betrachten sgn : I — R, also die Vorzeichenfunktion auf dem
kompakten Intervall I = [—1, +1]. Diese Funktion ist nicht stetig auf I (wegen der
Unstetigkeitsstelle z, = 0 € I) und damit nicht durch das Theorem abgedeckt.
Insbesondere gibt es zum Beispiel fiir y, = 1/2 kein entsprechendes z,, obwohl
die andere Voraussetzung f(—1) = —1 < y. < +1 = f(+1) erfiillt ist.

3. Verallgemeinerung: Auf einem offenen Intervall (a, b) miissen f(a) und/oder f(b)
nicht definiert sein. Wenn aber die einseitigen Grenzwerte a := lim,\, f(x)
bzw. = lim, » f(x) im eigentlichen oder uneigentliche Sinne existieren, kann
eine Variante des Zwischenwertsatz weiterhin angewendet werden. Insbesondere
existiert dann fiir jedes y, zwischen o und 8 mindestens ein z, zwischen a und
b, sodass y, = f(z,) gilt.
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Folgerung (Nullstellensatz) Sei f: [a, b] — R stetig mit
fla) <0< f(b) oder fla)>0> f(b).

Dann besitzt f eine reelle Nullstelle im Intervall [a, b], d.h. es existiert mindestens ein
z, mit a <z, < bund f(z,) = 0.

Beweis: Die Behauptung ist gerade der Zwischenwertsatz mit y, = 0. O

Y

Abbildung llustration zum Nullstellensatz. Beachte, dass eine stetige, aber nicht-monotone Funktion
mehrere Nullstellen (rote Punkte) besitzen kann und dass es unstetige Funktionen ohne Nullstellen
gibt .

Folgerung Jedes reelle Polynom ungerader Ordnung besitzt mindestens eine reelle
Nullstelle.

Beweis: Je nach Vorzeichen des Koeffizienten vor der héchsten x Potenz gilt entweder

oder
lim f(z) =+ d lim f(z) = —o0.

Insbesondere kénnen immer a,b € R gefunden werden, so dass die vorherige Folgerung
angewendet werden kann. O

Theorem (Satz vom Minimum und Maxima) Sei f : [a, b] — R stetig. Dann
existieren zwei Zahlen T, x € [a, b], so dass

fz) < fz) < f(T)
fur alle x € [a, b] gilt.

Beweis*: Im ersten Teil betrachten wir eine mazimierende Folge (x,,), o C [a, b mit

flz,) =5 supf:=sup{f(z):z€la,b]}.

Ein solche Folge existiert immer, denn wir kénnen nach Definition des Supremums zum
Beispiel fiir jedes n € N eine Zahl z,, € [a, b] wéhlen, so dass

supf—%<f(xn)§supf.

Da das Intervall [a, b] sowohl beschrénkt als auch abgeschlossen ist, gibt es (siehe den
Satz von Bolzano-Weierstraf) eine konvergente Teilfolge (:cnj)jeN mit
Tn, s a € a, b].

J
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Die Stetigkeit von f impliziert

f(zoo) = sup f
und damit auch die Behauptung via T = x, und sup f = max f. Der Beweis des
zweiten Teiles folgt analog mit Hilfe einer minimierenden Folge. O]

min f

Abbildung Drei Beispiele zum Satz iiber das Minimum und das Maximum.
Bemerkungen
1. Wir schreiben

f(z) = min {f(x) € [a, b]} = min,<,<p f(2) = min f

sowie

T = argmin, ., f(z) = argmin f

und nennen f(x) bzw. x das Minimum bzw. einen Minimierer von f.

Achtung: Das Minimum ist eine eindeutige Zahl, aber es kann mehrere Minimierer
geben.

2. Analoge Notationen und Bezeichnungen verwenden wir fiir das Maximum f(7)
und den Maximierer 7.

3. Die Kompaktheit des Intervalles ist im Theorem sehr wichtig.

Gegenbeispiel: Der Tangens ist eine stetige Funktion auf dem offenen Intervall
(—m/2, +m/2), aber nimmt dort weder ein Minimum noch ein Maximum an. Wir
schreiben daher min (tan) = —oo, max (tan) = +o0.

4. Das Theorem garantiert die Existenz globaler FExtrema, wobei diese im Inneren
des Intervals [a, b] und/oder in einem der beiden Randpunkte a, b angenommen
werden konnen. Die Frage, ob es auch lokale Extrema gibt, werden wir erst im
Rahmen der Differentialrechnung untersuchen.

Theorem (Existenz und Stetigkeit einer Umkehrfunktion) Die Funktion
f i la, b] = R sei stetig und strikt monoton (wachsend oder fallend). Dann existiert
die Umkehrabbildung f~!: [f(a), f(b)] — R und ist auch strikt monoton und stetig.

Beweis, Teil 1: Wir betrachten den Fall wachsender Funktionen (der andere Fall kann
analog behandelt werden) und bemerken zunéchst, dass f das Intervall I := [a, 0]
bijektiv und monoton auf das Intervall J := [f(a), f(b)] abbildet (siche das Bild und
den Zwischenwertsatz). Insbesondere ist f~' : J — I wohldefiniert und auch strikt
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monoton, denn mit y; = f(x;) bzw. x; = f~(y;) gilt 11 < 79 dann und nur dann, wenn
Y1 < yo erfiillt ist.

Beweis, Teil 2: Um die Stetigkeit von f~! zu zeigen, fixieren wir y, € J sowie ein
beliebiges ¢ > 0. Wir setzen nun (siehe das Bild)

6 :=min{y, — f(z. —¢), f(z.+¢e) —y.}
mit z, = f~!(y.) und bemerken, dass die Implikation
YE — 0,y +0] = x=f1y) €. —¢, 1, +¢
nach Konstruktion und wegen der strikten Monotonie von f erfiillt ist. Da ¢ > 0

beliebig war, folgt die Stetigkeit von f~! in y, und weil auch y, beliebig war, ist f~1
auf dem Intervall J stetig. O

a Te=fHa.) b

Abbildung Links und Rechts : Jede strikt monotone und stetige Funktionen auf einem Intervall
besitzt eine strikt monotone und stetige Umkehrfunktion. Mitte: Zum Beweis der Stetigkeit der
Umkehrfunktion f~!. Beachte, dass das Bild den Graph von f (und nicht den von f~!) zeigt.

Abbildung Stetige, aber nicht monotone auf Intervallen sind nicht invertierbar.

Bemerkung

1. Dieses Resultat gilt analog auf jedem anderen Intervall (zum Beispiel auf einem
offenen) sowie auf ganz R.

2. Eine nicht-monotone oder nicht-strikt monotone Funktion besitzt im Allgemeinen
keine Umkehrfunktion.

3. Existiert die Umkehrfunktion f~! von f, so konnen die Graphen von f und f~!
durch Spiegelung an der Geraden y = x ineinander tiberfiihrt werden.

Theorem* (gleichméiflige Stetigkeit) Jede stetige Funktion f : [a, b] — R ist
gleichméfig stetig, d.h. fiir jedes £ > 0 existiert ein § > 0, sodass die Implikation

<e€.

<d = |f(x)— flz)

|$—LE*

fir alle x, x,inla, b] erfiillt ist.
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Bemerkungen

1. Die Aussage stellt eine zwar technische, aber doch sehr wichtige Verschéirfung
des e-6-Kriteriums dar. Insbesondere stellt das Theorem sicher, dass ¢ auf einem
kompakten Intervall unabhéngig von x, (aber im Allgemeinen nicht unabhéngig
von ¢) gewdhlt werden kann.

2. Ein Beweis findet sich zum Beispiel in [AORS, Seite 229|.
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Kapitel 5

Differentialrechnung in 1D

’Vorlesung 09: 26. April‘

5.1 Definition und Eigenschaften von Ableitungen

Vorbemerkung Wir fiihren die Differentialrechung in einer Variablen ein, wobei die
meisten Formeln und Ergebnisse schon aus der Schule bekannt sind. Spater werden wir
auch den Fall mehrerer Variablen studieren.

Definition f: D — R heifst differenzierbar an der Stelle z, € D, falls der Grenzwert
o @) = f()

T—Tx T — l‘*

= fle) = f)

im eigentlichen Sinne existiert, wobei er dann die Ableitung von f in x, genannt wird.

Existiert f'(z) fiir jedes jedes w, € D (bzw. fiir jedes z. € D C D), so nennen wir f
differenzierbar (bzw. differenzierbar auf der Menge D).

Achtung: Bei der Berechnung von Differenzenquotienten sowie den entsprechenden
Konvergenzuntersuchungen setzen wir immer stillschweigend = # x, voraus.

Interpretation Der Ausdruck
flz) — f(z)
T — Ty

ist der Anstieg der Sekante, die die Punkte (x, f(z)) und (x., f(z.)) auf dem Graphen
von f miteinander verbindet. Bei Differenzierbarkeit wird daraus im Limes x — z, der
Anstieg der Tangente an den Graphen von f im Punkt (z., f(z.)).

A

f(z) g

fe)
7 - - : tan(7) = £'(z.)

Abbildung Die Ableitung f’(x.) beschreibt (sofern sie existiert) den Anstieg der Tangente (rosa)
an den Graphen bzw. der Grenzwert des Anstiegs der Sekanten (lila).
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Bemerkungen

1. Differenzierbarkeit ist (wie Stetigkeit) zundchst eine punktweise Eigenschaft, die
an jeder Stelle aus D iiberpriift werden muss. Es gibt seltsame Funktionen
(sogenannte Monster), die zwar iiberall stetig sind, aber an keiner oder nur an
sehr wenigen Stellen differenzierbar sind.

2. Ist f: D — R an jeder Stelle x € D differenzierbar, so existiert die Ableitung als
Funktion f': D — R.

3. Besonders wichtig sind stetig differenzierbare Funktionen, bei denen f': D — R
nicht nur in jeder Stelle wohldefiniert, sondern sogar stetig ist.

4. Wir benutzen auch die alternative Darstellung

fiir die Ableitungen von f im Punkt z, , wobei h = * — x, die Abweichung
beschreibt und der Grenziibergang * — z, dem Limes h — 0 entspricht. Ein
weitere Notation ist

o) — i L@ = 1)

h—0 h

wobel wir  und h anstelle von z, und h benutzen.

5. Es gibt das allgemeinere Konzept der einseitigen Ableitungen

i J@=I@) @ = )
EANE T — Ty x, T T — Ty

das vor allem bei Knickstellen sinnvoll ist.
6. Ausblick: Ableitungen konnen wir via

f/(Z*) — lim f(Z) — f(Z*)

2=z 2 — Zy

ganz analog fiir Funktionen f : C — C und Punkte z, € C einfiihren, aber die
entsprechende Theorie ist in wesentlichen Aspekten anders als im Reellen und
wird erst in der Héheren Analysis fir Elektrotechnik behandelt.

Bezispiele

1. Fir jedes m € N wird die Funktion f : R — R mit f(z) = 2™ als das
m-te Monom bezeichnet. Es gilt

fl(x) =mal™!

fir alle z, € R.
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Beweis: Mit der Abkiirzung h = x — x, ergibt sich
fl@) = f@) _ fla+h) - f(z)

T — T, h
(Z (m) h SL‘Tj> -z
_ i M
N h
@ mha T A m B e A =l
N h

m—1 m j—1 ,.m—j
=muaxl” " + ) T
()

im Limes z — x, bzw. h — 0 erhalten wir die gewiinschte Formel, da auf der
rechten Seite nur der erste Summand stehen bleibt. n

Bemerkung: Da x, beliebig ist, konnen wir am Ende auf beiden Seiten der Formel
x, durch z ersetzen und

d
f(x) =ma™ ! firalle x€R bzw. d—a:m =ma™!
x
schreiben. Diese Formeln gelten auch fiir m = 0, d.h. aus f(z) = o fir allez € R

(konstante Funktion) folgt f'(x) = 0 fiir alle z € R (Ableitung verschwindet
tiberall).

2. Analog leiten wir fiir jedes Polynom f : R — R mit
f(@)=ama™ +am1 ™ .+ et o+ ag
die Formel
fl@)=mapa™ '+ (m—1Dam 2™ +.. . +20r+0;.
her. Beachte, dass aq nicht mehr in der Ableitung auftaucht.
3. Mit f(z) =1/x fir z # 0 gilt
flo) = ——5 = (@)

*

in jedem Punkt x, mit x, # 0, wobei wir dies alternativ als

d1 1

dz =z 2
schreiben konnen.

Beweis: Mit festem x, und beliebigem x # x, berechnen wir den entsprechenden
Differenzenquotienten

fl@) = fo) _ flaath)— flz) 1 1
T — X, h h(x.+h) hx,
_ we— (2. +h) 1
hz,+h)e,  (z.+h)a,’
wobei wir wieder h = x — z, gesetzt haben. Der Limes h — 0 liefert das
gewiinschte Ergebnis. O
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4. Mit analogen Rechnungen zeigen wir

dfily__m
de\azm )  gmtl

fiir alle m € N und jedes x # 0.

5. Die mathematische Theorie der Potenzreihen stellt sicher, dass wir im Inneren
der Konvergenzkreisscheibe gliedweise differenzieren diirfen. In diesem Sinne gilt

— d - -
d$2ak T — Ty) :;& (x —xy) :Zkak(x_x#)kl

fur alle z mit |z — 24| < R. Insbesondere erhalten wir die Formeln
exp’ (z) = exp (2), sin’ (x) = cos (), cos’ (x) = —sin ()

als Spezialfille.

Bemerkung: Wir haben hier den Entwicklungspunkt mit x4 bezeichnet. Beachte
auch, dass in der Formel fiir die Ableitung kein Beitrag fir £ = 0 auftritt, weil
die Ableitung eines konstanten Ausdrucks verschwindet.

6. Die Differentiationsregeln fiir Umkehrfunktionen (siehe unten) garantieren

fir alle z > 0.

Abbildung Drei Beispiele fiir differenzierbare Funktionen (schwarze Graphen), wobei jeweils fiir
zwei Wahlen von z, (farbige Punkte) die entsprechende Tangentialgerade (farbige Linien) dargestellt
ist.

Gegenbeispiele
1. Die Betragsfunktion f : R — R mit f(z) = |z| ist im Punkt z, = 0 nicht
differenzierbar.

Beweis: Es gilt

i )
W T T

d.h. der rechtsseitige und der linksseitige Grenzwert des Differenzenquotienten
sind verschieden. O

Beweis: Die Nicht-Differenzierbarkeit der die Betragsfunktion in x, = 0 ist nicht
verwunderlich, da es dort einen Knick gibt.

Michael Herrmann: Analysis fir ET [@)srsa | Version vom 10. Juli 2024



5.1. Definition und Eigenschaften von Ableitungen 89

Bemerkung: Die Betragsfunktion ist jedoch an jeder Stelle z, < 0 bzw. x, > 0
differenzierbar mit f'(z,) = —1 bzw. f'(z.) = +1, denn

|z +h| —|z.]  —h [Ty + h| — |2,  +h
_ Py _
h h W h no T

gilt fiir alle hinreichend kleinen A mit |h| < |x.].

2. Die Vorzeichenfunktion sgn : R — R ist in jedem Punkt x # 0 differenzierbar
mit sgn’(x) = 0, aber die Ableitung existiert nicht an der Stelle 2 = 0. Die ergibt
sich zum Beispiel aus der Unstetigkeit im Punkt x, = 0.

\ 1

. 3 A

Abbildung Die Differenzierbarkeitseigenschaften der Betragsfunktion koénnen auch geometrisch
interpretiert werden: Fiir z, < 0 (links) und x, > 0 (rechts) existiert immer genau eine entsprechende
Tangentialgerade (gestrichelte Linie). Fiir z, = 0 (Mitte) gibt es wegen des Knickes jedoch zu viele
Kandidaten fiir eine Tangentialgerade.

T
Bt O

T

Abbildung Die Nichtdifferenzierbarkeit der Signumsfunktion im Ursprung kan wie folgt verstanden
werden: Es gibt genau eine Kandidatengerade fiir die Tangente (lila Linie in der Mitte) als Grenzwert
von Sekanten (blaue Linien), aber diese Gerade besitzt einen unendlich grofien Anstieg und ist nicht
der Graph einer affinen Funktion.

Lemma (Differenzierbarkeit impliziert Stetigkeit) Ist f: D — R ander Stelle
x, differenzierbar ist, so ist f auch stetig in x,.

Beweis: Fiir jedes x # x, gilt

f@) - fle) = TR =I@)

T — Ty

und da die rechte Seite nach Voraussetzung wegen der Rechenregeln fiir Grenzwerte
fir z — . gegen f’(x,) -0 = 0 konvergiert, gilt also lim,_,,, (f(x) — f(:L‘*)) = 0 und
damit lim,_,,, f(z) = f(z.). O

Achtung

1. Die Umkehrung des Lemmas ist im Allgemeinen falsch (Knickstellen!).

2. Aus der Existenz der Ableitung f’ folgt nach dem Lemma die Stetigkeit der
Funktion f, aber noch nicht die Stetigkeit ihrer Ableitung f’.

Erinnerung: f : D — R heifst stetig differenzierbar, wenn f’ in jedem Punkt aus
D existiert und dort auch noch stetig ist.
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Rechenregeln

Elementare Rechenregeln fiir Ableitungen Fiir zwei an der Stelle x, € D
differenzierbare Funktionen f,g: D — R gelten die folgenden Aussagen:

1. Linearitdt der Ableitung: Die obigen Definitionen implizieren

(A f+pg) (@) =X f'(x.) + ng (@)
fiir beliebige reelle Zahlen A\, u € R .

2. Produktregel: Es gilt auch

(f9) (@) = f'(x.) g(w.) + f(z.) g ().
Beweis: Fiir h # 0 gilt

h

= JEEN @) oy g

h

und der Limes h — 0 liefert die gewiinschte Formel, da f und g im Punkt x,
differenzierbar und damit auch stetig sind.

3. Quotientenregel: Unter der Zusatzannahme g(z,) # 0 gilt

?

f ’x @) g(xs) = fw.) g'(w.)
(g> (z.) = 92 ()

wobei diese Regel aus der Produkt- und der Kettenregel abgeleitet werden kann
(Ubungsaufgabe).

Beispiele Fiir alle x im Definitionsbereich der jeweiligen Funktionen gilt

d d d
— (3 x* + 4sin (x)) =3——a +4—— zsin () = 6.2 + 4 cos (z)

dx dz dx
(@) sin () = ' (&) sin ) + I &) v’ (1) = "2 4 i (2) o (0}
und
4 () = d [ sin(x) _ sin’ (x) cos (z) — sin (z) cos’ (z)
dz tan (2) dz ( cos (z) ) cos? (x)
_ cos? () + sin® (z) 1

cos? (x) ~ cos? () = sec” (),

wobei sec (x) = 1/ cos () der Sekans von z ist. Der Kosekans ist csc (z) = 1/sin (z).
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Kettenregel fiir Ableitungen Ist f: D — F in x, differenzierbar und ist aukerdem
g: E — Rin f(z,) differenzierbar, so ist auch g o f in z, differenzierbar und es gilt

(90 1) () = (7)) = ¢/ (7)) f(.).

wobei die Terme ¢/ (f(z.)) bzw. f’(2.) manchmal die ufere bzw. die innere Ableitung
genannt werden.

Beweisidee: Eine rigorose Begriindung findet sich in [AORS, Seite 235]|, aber informell
konnen wir die Kettenregel wie folgt begriinden: Fiir h # 0 betrachten wir

h—0

und schreiben

g(f(x+h) —g(f(z) _ g(f(ze+ 1) —g(f(2s) fla+h)— flz)
h flxe+h) — f(x.) h
_ 9(f(@) k) —g(f(z)) [l +h) — f(x.)
n(h) h ’

wobei wir stillschweigend vorausgesetzt haben (und das ist die Liicke in unserer
Argumentation), dass n(h) # 0 fiir A # 0 gilt. Die behauptete Formel folgt nun durch
Grenziibergang h — 0. ]

Beispiele Durch direkte Rechnungen verifizieren wir

2x
1+ a2

L (1+4%) = (14+42) (20) =

sowie

4 exp (sin (2°)) = exp’ (sin (2°)) sin’ (2*) (32?)

dx
= 322 cos (x3) exp (sin (:1:3)) ;

wobei wir im zweiten Beispiel die Kettenregel sogar mehrmals angewendet haben.

Ableitung der Umkehrfunktion Besitzt f : D — FE die Umkehrfunktion
f7':E — D und ist f in z, differenzierbar mit f'(z,) # 0, so ist f~' in y. = f(z.)
differenzierbar mit

1
f'las)

Beweisidee: Auch hier verweisen wir fiir einen rigorosen Beweis auf die Literatur (etwa
[AORS, Seite 235|, wollen aber erwihnen, dass die Formel mittels der Kettenregel durch
symbolische Differentiation von

(fil)/@*) =

v=f"(f(z))
nach x abgeleitet werden kann. In der Tat, wir erhalten
d . / N X
L= /@) =Y U@ F@ b () (@) =
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92 5. Differentialrechnung in 1D

fiir alle z und damit auch fir z = z,. O]

Erginzung: Alternativ hatten wir in

y=f(f"()

beide Seiten nach y differenzieren konnen, um (f~1)'(y) = 1/ (f~(y)) fiir alle y zu
erhalten.

Beispiele
1. Fiir alle x € R gilt
z =exp (In(z))
und durch Differentiation nach x erhalten wir
1=exp (In(z)) In'(z) = exp (In(z)) In’ (z) = z1In’ (2)
und damit In’ (z) = 1/ fiir alle z > 0.
2. Aus
x = sin (arcsin (z)) fir alle z € (-1, +1)
ergibt sich
1 = sin’ (arcsin (z)) arcsin’ (z)
= cos (arcsin (z)) arcsin’ ()
= \/1 — sin® (arcsin (z)) arcsin’ (z)
= V1 — 22 arcsin’ (z),
und damit arcsin’ (z) = 1/+/1 — 22. Hierbei haben wir benutzt, dass arcsin Werte

in (—7/2, +7/2) annimmt und dass daher cos (arcsin (z)) immer positiv ist.
Beachte, dass f'(z) — oo fiir z — £1.

Hohere Ableitungen Ist f differenzierbar, so stellt sich die natiirliche Frage, ob
denn auch die Funktion f’ : D — R an einzelnen oder gar an allen Stellen z, € D
differenzierbar ist. Ist die Antwort positiv, so spricht man von der zweiten Ableitung
von f und schreibt

f”(l’*) — lim f’(l’) — f/(l’*)

T T T — Ty

an einer ausgezeichneten Stelle z, bzw.

d? d
Wf(x) = Ef (),

sofern die zweite Ableitung im gesamten Definitionsbereich existiert. Analog kann man
dritte, vierte usw. Ableitungen einfiihren, wobei man dann die n-te Ableitung meist
als (™ und nicht als f”+" schreibt. Insbesondere gilt

e — i L@ = )

T—Tx r — Ty
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bzw.

f ) = () =

dan T

fo ().

Aus Konsistenzgriinden schreibt man auch f©(z) = f(z), d.h. jede Funktion gleicht
ihrer nullten Ableitung.

Bezispiele
1. Fiir das Monom vom Grad m € N gilt

FO@) =am, [0 =ma™, fO@) = m(m— 1) 2"

und dann

fir alle z und alle n € N.

2. Fir Monome mit negativem Exponent gilt

1 m m(m+1)
@) =— Mo=-—7x  Pw=-—17
3. Es gelten
sin’ = cos, sin” = — sin, sin” = — cos, sin”” = sin

sowie analoge Formeln fiir den Kosinus.

5.2 Mittelwertsatz und Folgerungen

Theorem (Mittelwertsatz) Sei f: D — R eine stetig differenzierbare Funktion
und sei [a, b] € D ein kompaktes Intervall in D. Dann gilt

f(b) — f(a)

P )

fiir mindestens ein z, € (a, b).

Bemerkungen

1. Es kann auch mehrere solche Punkte z, geben. Beachte auch, dass x, zwischen
a und b liegt.

2. Spezialfall: Gilt f(a) = f(b), so existiert ein z. € (a, b) mit f'(x,) = 0. Dieser
Resultat wird Satz von Rolle genannt.
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3. Verallgemeinerung™: Ist g : D — R eine weitere stetig differenzierbare Funktion,
so existiert ein x € [a, b] mit

f'@) _ f(b) = f(a)
g(z.)  gb)—gla)

Das Theorem entspricht gerade der speziellen Wahl g(z) =

4. Nitzliche Folgerung: Gilt f'(x) = 0 fiir alle x € (21, 23), so ist f konstant auf
[x1, xo].
Beweis*: Wir fithren einen indirekten beweise und nehmen an, dass f nicht
konstant ist. Dann existieren Zahlen a, b mit 1 < a < b < x5 und f(a) # f(b)
und der Mittelwertsatz liefert ein x, mit f’(x,) # 0. Das ist aber in Widerspruch,
d.h. unsere Annahme muss falsch gewesen sein. O]

5. Ist f: D — R stetig differenzierbar, so gilt die Lipschitz-Abschatzung

[f@2) = fla)| S C oz =], Ci= max |f'(2)

z€(x1,x2)

fiir alle x1, x5 € D.

Beweis*: Dies folgt aus dem Mittelwertsatz mit a = z; und b = x5 nach einfachen
Umformungen und unter Ausnuztung von |f'(x,)| < C. O

o~ o

ﬁ/‘(h) — f(a) /

b—a ‘

a L+ b

Abbildung Drei Beispiele fiir den Mittelwertsatzes, wobei es ein, zwei oder drei mogliche Wahlen
fiir z, gibt und das rechte Bild den Satz von Rolle illustriert. Beachte, dass die Tangente im Punkt
(24, f(z4)) (orange Gerade und griiner Punkt) an den Graphen von f (schwarze Kurve) sowie die durch
(a, f(a)) (blauer Punkt) und (b, f(b)) (roter Punkt) verlaufende Sekante (rosa Gerade) denselben
Anstieg aufweisen und daher parallel sind.

Theorem (Monotonie und erste Ableitungen) Ist die Funktion f : D — R auf
dem offenen Intervall (a, b) C D einmal differenzierbar, so sind die folgenden Aussagen
aquivalent:

1. Die Funktion f ist monoton wachsend (bzw. monoton fallend) auf dem Intervall
(a, ).

2. Die erste Ableitung f’ erfiillt die Ungleichung f'(z) > 0 (bzw. flzx) < O) in
jedem Punkt x € (a, b).

- o

xr

Abbildung Typische Belsplel fiir dlfferenmerbare Funktionen, die auch monoton sind. Bei einer
wachsenden (links) bzw. fallenden (rechts) Funktion besitzen alle Tangenten (farbige Geraden) einen
nichtnegativen bzw. nichtpositiven Anstieg.
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Bemerkungen

1.

Das Theorem ist auch in den Anwendungswissenschaften ausgesprochen niitzlich
und kann zum Beispiel mit dem Mittelwertsatz begriindet werden.

. Es gibt Varianten mit strikter Monotonie und strikten Ungleichungen, aber die

die Details sind etwas komplizierter.

Beispiel: Die Funktion f mit f(z) = z?® ist auf dem Intervall (—1, +1) strikt

monoton wachsend und es gilt f(x) > 0 fiir alle z # 0. Es gilt aber auch f’(0) = 0,

d.h. die Ableitung ist nicht {iberall, sondern nur ,fast iiberall“ positiv.

. Analoge Aussagen gelten auch auf offenen oder halboffenen Intervallen.

. Beachte, dass es Funktionen gibt, die zwar monoton, aber nicht differenzierbar

sind. Zum Beispiel die Signumsfunktion.

Ausblick : Aus dem Theorem koénnen wir schon das folgende universelle Prinzip
ablesen, dass wir spater noch besser verstehen werden: Ist x, ein lokales Maximum
bzw. Minimum von f, so wechselt f in x, von wachsend zu fallend bzw. von fallend
und wachsend. In beiden Féllen muss daher f'(x,) = 0 gelten.

r' N A

>
»

v

Xy

Abbildung In einer Extremstelle x, wechselt eine Funktion typischerweise ihre Monotonie und dies
entspricht einem Vorzeichenwechsel in der Ableitung.

Definition Die Funktion f : D — R heifst konvex bzw. konkav auf dem Intervall
(a, b) C D, wenn die Ungleichung

bzw.

FA= XNz 4+ ) < (1=A) far) + A f(a)

FA=XN a1+ Aag) > (1= A) f(z1) + A f(x2)

fir alle z1, x9 € (a, b) mit x; # x5 und jedes 0 < A < 1 erfiillt ist. Gilt sogar immer <
bzw. > statt < bzw. >, so nennen wir f strikt konvex bzw. strikt konkav.

.

flz2) —

fla1) —0/

T T2

L4 >

Abbildung Bei einer konvexen Funktion (links) liegt zu je zwei verschiedenen Punkten z; und 9
das verbindende Sekantensegment (rosa Strecke) oberhalb des Graphen; bei einer konkaven Funktion
(rechts) jedoch unterhalb. Bedeutung der Ungleichungen: Wenn wir x; und zo festhalten, aber den
Parameter A von 0 nach 1 variieren, so &dndert sich der Wert (1 — ) z1 + Az2 auf der horizontalen
Achse von x1 zu x5. Der braune Punkt bewegt sich daher auf dem Graphen von f zwischen den beiden
schwarzen Punkten, wohingegen der rosa Punkt auf der entsprechenden Sekante 1auft.
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Bemerkungen

1. Konvexitat und Konkavitdt haben eine sehr einfache geometrische Interpretation
(siehe das Bild).

2. Analoge Definitionen kénnen auch auf anderen Intervallen oder der ganzen reellen
Achse verwendet werden.

3. Jede affine Funktion der Bauart f(z) = a3 2 + ap ist sowohl konvex als auch
konkav.

4. Beachte, dass wir in der Definition weder erste noch zweite Ableitungen von
f bendtigen. Wenn diese jedoch existieren, konnen wir mit dem nachfolgenden
Theorem auch dquivalente Charakterisierungen angeben.

Theorem (Konvexitit/Konkavitit sowie erste und zweite Ableitungen) Ist
die Funktion f : D — R auf dem offenen Intervall (a, b)) C D einmal differenzierbar,
so sind die folgenden Aussagen dquuivalent:

1. Die Funktion f ist konvex (bzw. konkav) auf dem Intervall (a, b).
2. Die erste Ableitung f” ist monoton wachsend (bzw. monoton fallend ) auf (a, b).
3. Die zweite Ableitung f” erfiillt die Ungleichung f”(z) > 0 (bzw. f”(z) < 0) in
jedem Punkt = € (a, b).
Bemerkungen

1. Ist f nur einmal differenzierbar, so sind immer noch die ersten beiden Aussagen
dquivalent (aber die dritte hat vielleicht keinen Sinn).

2. Es gibt auch wieder Varianten dieses Satzes mit strikter Konvexitt/Konkavitiit,
aber auch hier sind die Details etwas komplizierter.

3. Es gibt auch Funktionen, die zwar konvex oder konkav, aber nicht zweimal
differenzierbar sind. Das Standardbeispiel ist hier die Betragsfunktion.

4. Ausblick: Ist x, ein Wendepunkt von f, so wechselt f von konvex zu konkav oder
von konkav zu konvex und daher gilt f”(z,) = 0.

b o
[T~ [

Abbildung Drei typische Beispiele fiir den Graphen einer strikt konvexen (hellgriin) bzw. strikt
konkaven (tiirkis) Funktion f. Die gelben und roten Linien représentieren fiir jeweils zwei gewihlte
Punkte die Tangentialgeraden, deren Anstiege durch die monoton wachsende bzw. fallende Funktion
/' beschrieben wird. Merkregel: Konvexitat bzw. Konkavitit beschreiben nicht die Monotonie der
Funktion, mit die Monotonie ihrer Ableitung.
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Vorlesung 10: 29. April

5.3 Satz von Taylor

Vorbemerkung Wir betrachten eine Funktion f : (a, b) — R, die n-mal stetig
differenzierbar ist, sowie einen beliebig fixierten Punkt in z, € (a, b). Wir wollen in
diesem Abschnitt zeigen, dass wir in der Néhe von z, die Funktion f durch Polynome

approximieren kénnen. Diese Beobachtung ist ausgesprochen niitzlich und wird sowohl
in der Mathematik als auch in den Ingenieurwissenschaften sehr héufig benutzt.

Definition Das reelle Polynom
— [¥(x.) k
To(w) =) = (v =)
k=0

wird das Taylor-Polynom vom Grad n zu f im Entwicklungspunkt z, genannt.

Bemerkungen

1. Im Theorem gilt wie immer
fO) = fla),  fO@)=fa),  [Ple)=f"(2),
sowie
ol=1, =1, 21=2, 31=6, 4!'=24, 5!=120
und ganz allgemein k! = k- (k—1)-...-2-1 fir alle k € N.

2. Jedes Taylor-Polynom ist immer fiir alle x € R definiert und es gilt

() + (@) (¢ — )|

~
I
-

To(z) = f(z.) + f'(z.) (z —z) + f”(;*) (z — :r*)z,
Ts(z) = f(z.) + f/(z.) (z — ) + f”g*) (z— x*)Q + f”’éx*) (z — :I:*)g,

wobei wir ausnahmsweise die Variable = sowie den Entwicklungspunkt x, farblich
markiert haben.

Klarstellung: Durch Ausmultiplikation der Terme (2 — zr*)k sehen wir, dass T,
wirklich ein Polynom in der Variablen z ist, wobei die Polynom-Koeffizienten in
recht komplizierter Weise von z, abhangen. Zum Beispiel gilt

Ty(z) = ag2® + ay x4+ ag
mit
Go = 51, an= L) = (), a0 = f(e) = fle) e+ 3 ) o2,

aber diese ausmultiplizierte Formel ist schwieriger zu memorieren als die andere.
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3. Wir schreiben oftmals auch 7T), ¢ ., (z) oder T,,(z; ) um die Abhéngigkeit von f
und z, deutlich zu machen.

4. Durch direkte Rechnungen kénnen wir die Ableitungen von 7;, berechnen. Wenn
wir diese im Punkt x = x, auswerten, ergibt sich

130 (x.) = fO(x.) = f(x.)
sowile
T2.) = fO2) = f(z.), T{V(x)=fD(2.) = f(z.)
und
Tw) = fO®), TV@) = @), @) =)
Ganz allgemein gilt
TW(z,) = fB(x,)  firalle ke{0,..., n},

d.h. im Punkt z, stimmen die ersten n Ableitungen des Polynom 7, mit den
jeweiligen Ableitungen von f iiberein. Diese wichtige Erkenntnis wird auch als

Schmiegeeigenschaft bezeichnet und kann geometrisch interpretiert werden (siehe
dazu die Bilder).

5. Lemma: Ist f ein Polynom vom Grad m, so gilt Ti(z) = f(x) fur alle x € R und
jedes k > m.

Beweisidee: Dieses Resultat kann mit vollstdndiger Induktion iiber m bewiesen
werden. Fiir jedes konkrete Polynom koénnen wir es auch einfach nachrechnen
(siehe die Beispiele). O

6. Der Term
Ry(z) = f(z) — Th(z)

wird n-tes Taylor-Restglied genannt und beschreibt den Approximationsfehler.

f(x)=sin(x), x,=-2.0 f(x)=sin(x), x,=+0.5

+3.0f %, A +3.0f

AN 1 ¢

ATRY ' ¢

S I,'
) R ,I,
0.0F——==<— ‘ 0.0f
-3.0t ‘ ‘ ‘ RS -3.0t
-7 X, 0 T

+3.0f \ //’ +3.0f
S
1 /s
\ //
\ N
\
0.of N s
S N
AY
v \
/7 1
g /
S \
-3.0 / ‘ h -3.0 ‘ / ‘ ‘ L\
-7 . 7T -7 0 X, T

Abbildung Die Taylor-Polynome nullten (gelb, konstant), ersten (orange, affin), zweiten (rot,
quadratisch) und dritten (dunkelrot, kubisch) Grades fiir die Sinusfunktion in vier verschiedenen
Entwicklungspunkten z.. Beachte, dass im dritten Bild (z, = 0) Ty = Ty wegen f”(z,) = 0 gilt und
dass im vierten Bild (x. = 7/2) aufgrund von f'(z.) = f"”'(x.) = 0 die Taylor-Polynome T und T}
sowie T und T3 zusammenfallen.
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Interpretation und Merkregel In z, schmiegt sich der Graph von T), .. bis zur
n-ten Ordnung an den Graphen von f an. Insbesondere liefern die Polynome 7y ;, ..,
T, f 2., T5 f,4, usw. in der Nédhe von z, immer bessere Approximationen von f.

Taylor-Restglied R,[X], x,=-2.0 Taylor-Restglied R,[X], x,=+0.5
+0.1f +0.1r

/ & I
-0.1r -0.1r
-2.8 -2.0 -1.2 -0.3 +0.5 +1.3

Abbildung Die Taylor-Restglieder fiir die Sinusfunktion in zwei Entwicklungspunkten.

Achtung Die Taylor-Polynome liefern wirklich nur lokal, also in der Ndhe von z,
gute Approximationsformeln, d.h. wenn |z — x,| hinreichend klein ist. Ist der Abstand
von z und z, jedoch grok, so kann f(z) nicht mehr durch 7), y ,, angendhert werden.

Bezispiele

1. Fiir f = sin und einen beliebigen Entwicklungspunkt z, € R berechnen wir

To(x; x,) = sin (z,),

Ty (x; x,) = sin (z,) + cos (z.) (r—z4) ,

Tr(z; @) = sin (z,) + cos (z,) (x—z,) — $ sin (z,) (x—1z,)°,

T3(z; @) = sin (z,) + cos (z,) (x—x,) — 5 sin (z,) (z—x,)% — % cos () (z—2,)°
wobei wir sin’ = cos, sin” = —sin und sin” = — cos benutzt haben. Mit der

speziellen Wahl x, = 0 erhalten wir die Taylor-Polynome

To(z;0) = 0 = 0,
Ti(z;0) = 0+1(x—0) = x,
Ty(z;0) = 0+1(x—0)+210(x—0) = =z,
Ty(z;0) = 0+1(x—0)+10(@—07>+1(-1)(z-0)> = z-1a%,

wobei hier wegen sin (0) = 0 sogar T3(z; 0) = Ty(z; 0) fiir alle = gilt und die
nicht-verschwindenden Taylor-Koeffizienten wegen cos (0) = 1 sehr einfach sind.
Fiir x, = 7/4 ergeben sich via sin (7/4) = v/2/2 = cos (7/4) jedoch die Formeln

Ty (x; 7/4) :g,

Ty (= 7r/4):§+g(l’—%),

B =5+ 5 (- 5) -5 5 (- )

D) =5 5 - )3 Y (D) Y -9
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die wir durch Einsetzen von v/2 = 1.41 und w/4 = 0.79 und anschliefenden
Termumformungen als

+0.71

+0.15 + 0.71x

—0.07 + 1.26z — 0.36 22

—0.01 + 1.04z — 0.082% — 0.1223

To (; /4
Ty (; /4
Ty (; /4
T (; /4

S— N N
Il

schreiben konnen.

2. Fiir das kubische Polynom f(z) = 23 — z gilt
fllw)=32"~1,  f'(x)=6z, f"(x)=6
und wir erhalten
Ty(z; z,) = 2 — x,
sowie
Ti(z; 2y) = To(w; w) + (327 — 1) (v — ) = (322 — 1)z — 227
Desweiteren berechnen wir
To(z; 2y) = Th(z; ) + 5 (6.) (v — :c*)2 = Ba)2*+ (=322 - 1)z +a?
und

T5(z; 2,) = To(w; o) + 26 (z — x*)g =Ty(r)+2° =3z, 2> + 322z — 2

*

:.’IJ3—£B.

Insbesondere gilt in diesem Beispiel T5(x; x.) = f(z) fiir jedes z, und alle x. Das
ist nicht iiberraschend, da f hier ein Polynom vom Grad 3 ist.

f(x)=x3-x, x,=-0.5 f(x)=x3-x, x,=-0.2
+1.0 +1.0r.
S s
-~ ~
---------- N_\ o
R N TN
0.0ry = L 0.0t/ 4
> S
A ~
A Y ‘\ ~So
. ~
N AN S~
A Y
~1.0f N ‘ -1.0} | MY ‘
-1.0 X, 0.0 +1.0 -1.0 x, 0.0 +1.0
f(x)=x3-x, x,=+0.3 f(x)=x3-x, x,=+0.7
+1.0f N +1.0f .
A \
Ss o s\ Y
~ . N
- >
SN N
0.0t/ =~ ’ 0.0t/ S i
\./ R //‘
—1.0k ‘ 10, -7~ ‘
-1.0 0.0 X, +1.0 -1.0 0.0 X, +1.0

Abbildung Die Taylor-Polynome Ty, Ty, Ty, T3 fiir das kubische Polynom f(x) = #® — z in vier
verschiedenen Entwicklungspunkten, wobei immer f = T3 gilt.

Michael Herrmann: Analysis fir ET [@)Bvsa | Version vom 10. Juli 2024



5.3. Satz von Taylor 101

f(x)=x?-x+1, x,=-0.6 f(x)=x?-x+1, x,=-0.1
+3.0f +3.0f
+1.5r +1.5r
0.0 ; AN 0.0k ~

-1.0 X, 0.0 +1.0 -1.0 x,0.0 +1.0

Abbildung Die Taylor-Polynome Ty, Ty, T5 fiir die Funktion f mit f(z) = 22 + 2 — 1 in zwei
Entwicklungspunkten. Da f hier ein quadratisches Polynom ist, stimmen f und 75 fiir jede Wahl
von z, uberein.

f(x)=tan(x), x,=-0.8 f(x)=tan(x), x,=-0.2
+3.0r ' +3.0r
’
A
0.0r Tt 0.0F
-~ .
~
% ~
s “ N
PRy ~
-3.00, %7 . ‘ -3.0}+
-71/2 X, 0 +77/2 -
f(x)=tan(x f(x)=tan(x), x,=+1.0
+3.0f +3.0F \\ ,'.
-~ AN
s [N
~
~ -

0.0r 0.0r

-3.0L, ‘ -3.0, ‘
-71/2 X, +77/2 -71/2 X, +77/2

Abbildung Die ersten vier Taylor-Polynome des Tangens fiir vier Wahlen von x,.

Theorem (Satz von Taylor) Es gilt
R, (z)

lim |——F5
im @ —z.)

T—Tx

=0,

d.h. das n-te Taylor-Restglied geht fiir x — z, schneller gehen 0 als (x — x,)".

Beweis*, Vorbemerkung: Die Behauptung kann bereits mit unserem bisherigen Wissen
abgeleitet werden, siehe zum Beispiel [AORS, Seite 244f], aber der Beweis ist recht
technisch. Wir werden daher eine alternative Herleitung mittels Induktion iiber n
vorstellen, die allerdings schon Integration sowie den Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung

f(@) = fla) + / f(y) dy

benutzt. Wir werden auflerdem voraussetzen, dass f nicht nur n-mal differenzierbar
ist, sondern dass sogar f("*1) existiert und stetig ist, und unter dieser Zusatzannahme
die verbesserte Abschéitzung

|Rn(x)| <O, |z — x|
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102 5. Differentialrechnung in 1D

ableiten, wobei die Konstante C,, von f und allen ihren Ableitungen, aber nicht von x
abhéngt. Der Induktionsanfang n = 0 ergibt sich dabei wegen

Ro(a) = f() = Tolw) = f(z) — f(x,) = / f(y) dy

aus der Abschéatzung
[Rola)] = |#(e) = To(@)| < [ 17 dy < Colo ]

wobei C 1= maxXye[q,1] ’f/(y)‘

Beweis*, Induktionsschritt n—1 ~» n: Wir konnen die Induktionsvoraussetzung auf f’
anwenden und schreiben

P = )+ s

=N = p—z) 4 S, i(x).

Hier ist S,,_1 das Taylor-Restglied in der Entwicklung von f” und erfiillt die Ungleichung
[Sn(2)] < Doy |z — 2]

fiir eine geeignete Konstante D,,_; und alle x € [a, b]. Der Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung liefert

f(@) = fla) + / F(y) dy

und mittels

ergibt sich via

k—1)!

k=1 7

npR) (g, —z )
:f(fli*) —+ JZk_(l);) [(y p ) + Rn(a:)

k=1 ’ Y=

n *) (x, L
= f(z,) + Z / k(! ) (x —z.)" 4+ Ry(x)
=T.(z) + Ru(z)
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5.3. Satz von Taylor 103

die gewiinschte Taylor-Formel. Fiir das Restglied gilt dabei die Abschétzung

ndy = Cn ‘Qf — .flf*‘nJrl s

wobei C,, := D,,_1/n. O

Interpretation Der Satz von Taylor ist einer der zentralen Aussagen der Mathematik
und besitzt zahlreiche Anwendungen in den Ingenieurwissenschaften. Er garantiert,
dass jede hinreichend oft differenzierbare Funktion f in der Ndhe eines jeden Punktes
x, durch Taylor-Polynome approximiert werden kann, wobei die Approximationsgiite
mit aufsteigendem Grad immer besser wird. Insbesondere gilt

-z <t -z <. < |lr—n) < |z —n] < |z -]

im Fall von |z — z,| < 1, wobei < als ,;sehr viel kleiner als* zu lesen ist. Fiir grofe
Absténde |z — x,| konnen wir jedoch nicht erwarten, dass die Taylor-Approximation
sinnvolle Naherungsformeln liefert. Der Sinus ist zum Beispiel eine beschrinkte

Funktion auf R, aber alle Taylor-Polynome 7;, sind fiir n > 0 unbeschrankt.

Landau-Symbole Ist ¢ eine positive reelle Zahl, §(¢) eine reelle Grofe, die von e
abhéngt, und p > 0 ein positiver Exponent, so schreiben wir

1. &(c) = o(e?), falls |6(c)| schneller als ¥ gegen 0 konvergiert, d.h. wenn

‘5(5” e—0 y

gp

0,

gilt.

2. 6(¢) = O(e), falls |d(c)| nicht langsamer als e gegen 0 konvergiert, d.h. falls es
Konstanten ¢, > 0 und C, > 0 gibt, sodass

[3()]

cb

Sc*y

fiir alle e mit 0 < € < e, gilt.

Bemerkungen

1. Im Sinne der Definition gilt zum Beispiel

denn € < 1 impliziert €® <« 2 < e.

2. Die Landau-Symbole o und O sind extrem niitzlich und werden benutzt, um die
Grofsenordnung von Fehlertermen in sehr komprimierter Formen anzugeben. Der
Satz von Taylor kann zum Beispiel als

f(@) = T, pon(@) +0( o — ]
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104 5. Differentialrechnung in 1D

geschrieben werden und im Beweis hatten wir sogar

F(@) = T g (@) + O fo — ™).

gezeigt.

Interpretation: Wenn x — z, klein ist, dann ist der Unterschied zwischen f(z)
und 7, f .. (z) von der Grokenordnung o(|z — z.|") und damit auch sehr klein.
Insbesondere gilt sogar

‘f(x) - T3,f,x*(95)} < |f(33) - TZ,f,x*(m)’ < ’f(l’) _Tl,f,m*<$>‘ ;

denn die zweite Potenz der kleinen Zahl |z — x| ist natiirlich sehr viel kleiner als
diese Zahl und die dritte Potenz ist sogar noch viel kleiner.

Achtung: Wenn x — x, nicht klein ist, so ist auch der Fehlerterm o(|x — x,|") nicht
mehr klein, sondern kann sogar sehr grof sein. Insbesondere ist dann T, .. ()
keine gute Approximation von f(z) mehr.

3. Der Umgang mit Landau-Symbolen bedarf einiger Ubung, denn es gibt seltsam
anmutende , Rechenregeln”, die den Anfanger extrem kénnen. Zum Beispiel ist
die Formel

o(e) +o(e?) = o(e)

im Sinne von Fehlertermen zwar richtig, aber wir diirfen daraus nicht schliefien,
dass o(g?) = 0 gilt. Die Formel meint nur, dass ein Fehlerterm der Ordnung 0(52)
gegeniiber einem Fehlerterm der Ordnung o(a) nicht ins Gewicht fallt.

Merkregel: Die Landau-Symbole stehen nicht fiir konkrete Zahlen, sondern fiir
eine ganz Klasse moglicher Werte.

iiber Taylor-Reihen* Besitzt f unendlich viele Ableitungen, so kénnen wir formal
die Taylor-Reihe

<) (g,
To(w) =30 Lt
k=0 ’

hinschreiben und die folgenden zwei Fragen untersuchen:

1. Was ist der Konvergenzradius dieser Potenzreihe, d.h. fiir welche x ist Too(z) im
Sinne einer konvergenten Reihe wohldefiniert?

2. Fiir welche x gilt f(x) = Tho(x)?

Beide Fragen sind nicht leicht zu beantworten und wir kénnen hier nur ein positives
und ein negatives Beispiel diskutieren.

Beispielklasse: Wird f durch die Potenzreihe

fla) =) an(z—a)*

mit Konvergenzradius R > 0 definiert, so berechnen wir

fa)=a0,  fl@)=a  [f'(z) =202, [f"(x.)=003
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5.3. Satz von Taylor 105

und ganz allgemein
B (z,) = klay

fiir alle £ € Ny durch gliedweise Differentiation. Insbesondere erhalten wir

To(z) =Y oz —x) 7% To(x)

und damit
To(z) = f(2) sofern |z — x| < R.

Insbesondere ist jede Potenzreihe ihre eigene Taylor-Reihe.

Spezialfille: Die Funktionen exp, sin und cos konnen im Entwicklungspunkt 0 in eine
Taylor-Reihe entwickelt werden. (Das gilt sogar fiir jede andere Wahl von z,.)

Gegenbeispiel: Wir betrachten die Funktion f : R — R mit

exp (+1/xz) firz <0,
f(z) = 0 fir x =0,
exp(—1/x)  firz >0,

die in jedem Punkt unendlich oft differenzierbar ist, wobei dies insbesondere in z, = 0
gilt. Mit einfachen Rechnungen und Konvergenzargumenten zeigen wir

fP ) =0
fiir alle £ € N und erhalten
To(z) =0, Ty(x)=0, Ta(z)=0, ... und damit Tw(xz) =0

fiir jedes * € R. Oder anders gesagt: Die Taylor-Reihe von f existiert zwar und
konvergiert in jedem Punkt z, aber es gilt T (z) # f(z) fir alle x # 0.

Graph von f Graph von f' Graph von f"

+1.0
+0.5 +2.5

0.0
0.0

-1.0 -1.0
-1.0 0.0 +1.0 -1.0 0.0 +1.0 -1.0 0.0 +1.0

0.0

Abbildung  Die ersten drei Ableitungen der Funktion aus dem Gegenbeispiel, in dem alle
Ableitungen an der Stelle z, = 0 verschwinden.

Merkregel: Es gibt unendlich oft differenzierbare Funktionen, die wir nicht als Taylor-
Reihe schreiben konnen.

Ausblick: Wir werden in der Héheren Analysis fiir Elektrotechnik den Zusammenhang
zwischen Taylor-Reihen und Differenzierbarkeit noch genauer untersuchen.
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Restglied-Darstellungen™® Es gibt verschiedene Moglichkeiten, das Restglied in der
Taylor-Entwicklung genauer anzugeben:

1. Es gilt die Lagrange-Darstellung

(n+1)
Rafe) = Sy (e =)™

fiir eine Zwischenstelle £, die zwischen x und z, liegt (aber im Allgemeinen nicht
explizit berechnet werden kann). Diese Formel impliziert zum Beispiel, dass

sup,cia y | SV ()]
(n+1)!

C, =

die optimale Konstante in unserem Beweis des Satzes von Taylor ist.

2. Die Schlomilch-Darstellung ist

FOD((1 = )z, + Oz)
p(n+1)!

Ry (z) = (z— )" (L=,

wobei p € {1,2,...,n+1} gewdhlt werden kann und der genaue Wert der Zahl
0 € [0, 1] meist unbekannt ist (aber von z, x, und p abhéngt). Im Spezialfall
p = 1 wird diese Formel auch die Cauchy-Darstellung genannt.

3. Die Integraldarstellung

T

Ra(w) =+ [ =970 g) dy

Tx

kann direkt aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung abgeleitet
werden und ist besonders fiir Beweise sehr gut geeignet.

Mit diesen Formeln kann man das Restglied zwar in aller Regeln nicht exakt berechnen,
aber sehr gut abschéitzen.
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5.4 Folgerungen aus dem Satz von Taylor

Extremstellen, Wendepunkte und Nullstellen

Vorbemerkung Mit dem Satz von Taylor konnen viele der Regeln, die wir in der
Schule bei der Kurvendiskussion kennengelernt haben, hergeleitet und sogar besser
verstanden werden. Im folgenden betrachten wir immer eine Funktion f : (a, b)) — R,
die hinreichend oft stetig differenzierbar ist.

\N——

Nullstelle von f Nullstelle von f' Nullstelle von f"
. /—\

Abbildung TIn der Nihe eines Punktes x, mit f(™)(z,) = 0 ist das Verhalten der Funktion f (griiner
Graph) vollstédndig durch ihr m+1-tes Taylor-Polynom T, 41, f, o, festgelegt, sofern f (m+1)(g,) = 0
negativ (obere Reihe) oder positiv (untere Reihe) ist. Diese Standardfdille sind fir m = 0 (links,
Nullstellen), m = 1 (Mitte, Extremstellen) und m = 2 (rechts, Wendepunkte) dargestellt, wobei die
grauen Linien die Koordinatenachsen reprasentieren und der Punkt (x*, f (ac*)) schwarz gezeichnet ist.

Im Entartungsfall "+ (z,) = 0 kénnen die lokalen Eigenschaften von f jedoch nicht aus T, m+1, f, o
abgelesen werden, sondern wir miissen zusétzlich hohere Ableitungen von f in x, beriicksichtigen.

Nullstellen der ersten Ableitung Mit
f'(@) =0
ergibt sich
Tyfws w) = f(e.) + 5 () (v —2.)°

denn der lineare Taylor-Term f'(z.,) (95 — :L‘*) verschwindet wegen der vorausgesetzten
Nullstelleneigenschaft. Der Satz von Taylor garantiert aufserdem

f(z) = To(z; z.) + o |z — x*|2) ,

wobei der Approximationsfehler fiir  — x, schneller gegen 0 geht als |z — z,|?

Standardfall Unter der Annahme
[ (@) #0

ist der quadratische Taylor-Term % f(zy) (x — :1:*)2 wirklich vorhanden und dominiert

den Fehlerterm 0(\;1:—.75*|2). Insbesondere gelten die aus der Schule bekannten
Aussagen:

1. z, ist ein strikter lokaler Maximierer fir f”(x,) < 0.

2. x, ist ein strikter lokaler Minimierer fir f”(x,) > 0.
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Entartungsfall  Gilt jedoch

f//(x*) — O,

so verschwindet auch der quadratische Term und kann nicht mehr den Fehlerterm
dominieren. Deshalb kénnen wir x, nicht mehr durch das Vorzeichens von f”(z.)
klassifizieren.

Erginzung*: Durch Auswertung hoherer Ableitungen konnen wir im Entartungsfall

f/(x*) =0= f”(l’*)

aus dem Satz von Taylor die folgende Klassifikation ableiten, die aber nicht nur die
zweite, sondern zusétzlich auch die dritte oder die vierte Anleitung von f beinhaltet:

1. z, ist ein echter Sattelpunkt fiur f”'(x,) # 0.
2. z, ist ein strikter lokaler Maximierer fur f”(z,) = 0 und f"(z.) < 0.
3. z, ist ein strikter lokaler Minimierer fir f”(z,) = 0 und f"(z.) > 0.
Die Funktionen
f(z) = £2° bzw. f(z) = —2* bzw. f(z) = +a*,
liefern typische Beispiele im Punkt z, = 0.

Klarstellung Die obigen Betrachtungen liefern hinreichende Kriterien fiir lokale
Extremstellen und gelten analog auch auf abgeschlossenen Intervallen. Liegt der Punkt
x, im Inneren des Definitionsbereiches von f, so schliefsen wir aufgrund der affinen
Taylor-Approximation

f@) = f(z) + fl(a) (@ — o) +o( |z —z]"),

dass x, nur dann ein lokale Extremstelle von f sein kann, wenn f’(x,) = 0 gilt. Diese
notwendige Bedingung gilt jedoch nicht in Randpunkten des Definitionsbereiches.

Gegenbeispiel: Die Funktion f : [—1, +1] — R mit f(z) = 2 nimmt in den beiden
Randpunkten z, = —1 bzw. x, = 41 ein strikes Minimum bzw. ein striktes Maximum
an, aber die erste Ableitung verschwindet jeweils nicht.

Nullstellen der zweiten Ableitung In der Ndhe von Punkten mit
f'(@.) =0
werten wir das kubische Taylor-Polynom
Ty(z; 2.) = f(z.) + (@) (z —2.) + 3 (@) (v — )

aus, wobei diesmal der quadratische (aber in der Regel nicht der lineare) Taylor-Term
verschwindet, und der Satz von Taylor die lokale Approximationsformel

f(2) = T(a; 2.) + oo — x.*)
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5.4. Folgerungen aus dem Satz von Taylor 109

in der Nédhe von z, garantiert.

Standardfall Mit
f (@) #0

dominiert der kubische Taylor-Term den Fehlerterm o |z — x*\g) und dies impliziert
die folgenden Aussagen:

1. x, ist ein konvex-konkaver Wendepunkt fiir f”(z,) < 0.

2. z, ist ein konkav-konvexer Wendepunkt fir f”(z,) > 0.

Beachte, dass der lineare Taylor-Term nicht wichtig ist, da jede affine Funktion sowohl
konvex als auch konkav ist.

Entartungsfall Im Fall von
f///(x*) — O

kann der Fehlerterm nicht vernachlassigt werden und beeinflusst ganz wesentlich die
Eigenschaften von f.

Erginzung*: Der Satz von Taylor ist auch hier wieder niitzlich, aber wir miissen nicht
nur die vierte, sondern auch fiinfte und sechste Ableitung von f in x, berticksichtigen.

Nullstellen der nullten Ableitung Durch analoge Betrachtungen kénnen wir auch
Punkte mit

flz.) =0
mittels des Satzes von Taylor klassifizieren, wobei dann die Formeln
T w) = fle) (r—w), o) =Tilw; 2) + oo — [

auszuwerten sind.

Standardfall Mit
f(@) £0
erhalten wir:

1. Fir f'(xz.) < 0 wechselt f in z, von positiv zu negativ.

2. Fir f'(z,) > 0 wechselt f in x, von positiv zu negativ.

Entartungsfall  Gilt zusétzlich
f/(ﬂf*) = 0 9

so ist x, keine einfache, sondern eine mehrfache Nullstelle von z, und kann mithilfe
der ersten Ableitung nicht klassifiziert werden.

Erganzung*: Typische Beispiele liefern die Funktionen
f@) =%z baw.  f(z)=+2®  bzw.  f(z) = +at,

und wir kénnen die jeweilige Nullstelle in x, = 0 durch die Auswertung von héheren
Ableitungen klassifizieren.
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Zusammenfassung und Kurvendiskussion Um das qualitative Verhalten einer
gegebenen Funktion zu studieren, versuchen wir, die Nullstellen der nullten, ersten,
und zweiten Ableitung zu bestimmen:

1. Jeder Punkt z, mit f(z,) = 0 ist eine Nullstelle von f, wobei die Nicht-
Entartungsbedingung f’(z.) # 0 garantiert, dass f dort sein Vorzeichen dndert.

2. Jeder Punkt z, mit f’(z,) = 0 ist eine lokale Extremstelle, zumindest wenn die
Nicht-Entartungsbedingung f”(z.) # 0 erfiillt ist.

3. Jeder Punkt z, mit f”(x,) = 0 liefert unter der Nicht-Entartungsbedingung
f"(x.) # 0 einen Wendepunkt.

Aufserdem ist es meist sinnvoll, auch das Verhalten der Funktion in den Randpunkten
und isolierten Liicken des Definitionsbereiches sowie das asymptotische Verhalten
fiir + — 400 genauer zu untersuchen. Dabei werden aber nicht nur lokale Taylor-
Approximationen, sondern auch andere Methoden verwendet.

Graph von f Graph von f'

Graph von f" Graph von f"'

Abbildung Erstes Beispiel zur Bedeutung der Nullstellen von f (rote Linien), f’ (griine Linien)
und f” (blaue Linien). Beachte, dass zu jeder Nullstelle ., von f("™) die Nicht-Entartungsbedingung
FtD () # 0 gehort und dass diese visuell im Plot von f(+1 iiberpriift werden kann.

Graph von f Graph von f'

/ N

Graph von f" Graph von f"'

Abbildung Zweites Beispiel zur Kurvendiskussion.

Klarstellung Im praktischen Leben konnen wir eine gegebene Funktion sowie ihre
Ableitungen mit Hilfe eines geeigneten Computerprogramms graphisch darstellen und
erhalten so viele wertvolle Informationen auch ohne aufwindige Rechnungen.
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Berechung von Grenzwerten der Bauart ,,Null durch Null*

Vorbemerkung Der Satz von Taylor erlaubt es uns unter gewissen Voraussetzungen,
sogenannte singuldre Grenzwerte zu berechnen, also Grenzwerte, die auf den ersten
Blick scheinbar nicht definiert sind.

Klarstellung: Es gibt natiirlich auch Grenzwerte, die auch nach einem zweiten oder
dritten Blick nicht definiert sind.

Regel von de I’'Hospital Die Implikation

fe)=gla) =0 = lim A8y S T

S8 gla) ave g(z) | gle)

gilt fiir alle hinreichend guten Funktionen f und g.

Bemerkungen

1. Die Formel von de I'Hospital (also die rechte Seite der Implikation) gilt immer
dann, wenn f und ¢ in einem (kleinen) Intervall um z, stetig differenzierbar sind
und ¢’ dort keine Nullstelle besitzt. Insbesondere muss in der klassischen Variante

g'(z.) # 0 gelten.

Beweis: Wir approximieren f und g durch das jeweilige Taylor-Polynom vom
Grad 2. Dies liefert

flo)  fla)+ fa) (@ —2) + 0|z —a.))
9()  g(z.) + g () (@ —2.) + O(|z — a.]*)

und wegen f(z.) = g(z.) = 0 konnen wir den Zahler und Nenner jeweils durch
r — x, teilen. Wir erhalten die vereinfachte Formel

f@)  fe)+0(jx - )
g(x) ~ gle)+0(la—x))

und betrachten schliefslich den Limes x — z,, in dem die Fehlerterme O( |z — x4 )
verschwinden. O

2. Manchmal ist der Quotient f'(z.)/g’(x,) selbst der Bauart ,,Null durch Null* und
dann konnen wir oftmals die verallgemeinerte Variante

lim f(z) — lim f"(x) _ J" (@)
T—Tx g(gj) T—Tx g//(x) g”(a:*)

verwenden, die einer zweimaligen Anwendung der Regel entspricht. Auch diese
Formel kann aus dem Satz von Taylor abgeleitet werden.

3. Wir konnen die ’'Hospitalsche Formel sinngeméfs auch dann verwenden, wenn x,
eine isolierte Liicke im Definitionsbereich von f und g ist. Dies gilt insbesondere
im Fall

lim f(x) =+o00, lim g(z) = o0

T—>Tx T—>Tx

d.h. wenn der Quotient f(x.)/g(x,) der Bauart ,,Unendlich durch Unendlich® ist.
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Formale Herleitung*: Wir berechnen

f(x) <1> - g;(f))
. x . 9\r) g (z
$1LI£1* g(x) o a:lLle* 1 7:cl—>:v* — /:L‘)
f(z) ()
fz) \* . f@) )
L i, ) (1. )
T« f/ (L’) lim f/(flf)
(@) ()

und erhalten das gewiinschte Ergebnis nach einer einfachen Termumstellung. [
4. In der Regel von de I'Hospital kann © — z, durch die einseitigen Grenzwerte

T\ T bzw. x 7 x, oder die uneigentlichen Grenzwerte x — —oo bzw. £ — 400
ersetzt werden.

Beispiele

1. Direkte Anwendungen sind

lim sin (x) _ iy 508 (x) _1 iy 508 () —1 _ i S0 (x) _0.
z—0 x —0 1 x—0 x x—0 1
2. Eine zweifache Anwendung ist
lim 1 — cos () _ i S0 (x) _ cos () 1
z—0 Q72 z—0 2x z—0 2 2

3. Manchmal muss man die Terme erst geeignet umformen. Ein Beispiel ist

. 1 1 . sin(z) —x . cos (x) — 1
lim ( — — = lim ———%—— = lim —
a=0 \ x  sin(x) z=0  xsin () 20 sin (x) + z cos (z)
 lim — sin (x) _ 0 0
z—0 2cos (z) — xsin (x) 2—-0

wobei wir die Regel von de I’Hospital wieder zweimal angewendet haben.

4. Ein einfaches Beispiel mit Polstellen ist

Insbesondere erhalten wir damit

}:i{f(l) = }:1{% exp (z1n (z)) = exp (Clci{"r(l)xln (z)) =exp(0) =1,

wobei wir die Stetigkeit der Exponentialfunktion exp benutzt haben.
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5. Manchmal ist auch eine Substitution sinnvoll. Zum Beispiel gilt

a
an\e In (1 + —)
lim (1 + —> =exp [ lim L
T—00 x T—00 l
T
sowie
In (1 + 2 ) _a
- In(l4+as
lim — */ zlimg :hmﬂ —a,
T—00 % s\0 S s\0 1

wobei wir & durch s = 1/x ersetzt haben. Insgesamt erhalten wir
a T
(1 n _) _Too, a
x

und damit eine Verallgemeinerung der Definition der Eulerschen Zahl mittels
Folgen.

6. Ein weiteres Beispiel mit x — oo ist

lim (xln<x+1)) gy D) —In(z—1)

£—00 x—1 T—00 1
T
1 1
— Lim r+1 r—1
T—r00 _L
72
’ 222
= lim
w00 (x+1) (x—1)
2
= lim =2.

T2 0-3)

Das vorletzte Gleichheitszeichen hatten wir via

. 2 x? . 4x
lim = lim — =2.
oo (x4 1)(x—1) z—00 20

auch aus der Regeln von de I’'Hospital ableiten konnen.
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Kapitel 6

Integralrechnung in 1D

Vorlesung 11: 03. Mai

Motivation Integrale sind sehr wichtig, weil sie die Fldche unter einer Kurve liefern,
invers zum Ableitungsbegriff sind, und auferdem in vielen Anwendungsproblemen
auftauchen.

6.1 Bestimmtes Riemann-Integral

Vorbemerkung Im Folgenden sei f : [a, b] — R immer eine beschréankte (aber nicht
unbedingt stetige) Funktion, d.h. es gelte stets sup ¢, 4 [ f(7)] < oo.

Zerlegung des Intervalles in Teilintervalle Eine Zerlegung des Intervalles [a, 0]
besteht aus n geordneten Punkten z; mit

=20 <1 <To<...< Ty < Ty =>,
wobei n € N beliebig gewéhlt werden kann und

0<|IZ] == max |z; — x| < o0
j=1l.m

die Feinheit von Z genannt wird. Eine weitere Zerlegung Z mit Punkten

a=T90<IT1<...<ZTm=0>b

heifft Verfeinerung von Z, wenn jeder Punkt in Z auch zu Z gehort, d.h. wenn fiir jedes

je{l,...,m}einj={1,... m} existiert, so dass z; = T; (siehe das Bild).
Beispiel: In einer dquidistanten Zerlegung gilt
. b—a b—a
Tj=a+)———> Tj—Tj-1= ,

fir alle 5, d.h. das Intervall [a, b] wird in m gleichlange Teilintervalle zerlegt, die jeweils
die Lénge (b — a)/m besitzen.

a b
@ | I I I I 2
o T ) T3 T4
® l l l l l l | ] 1
 — 1 1 1 1 1 1 1
Abbildung Vier Zerlegungen eines kompakten Intervalls [a, b]. Die erste und die dritte Zerlegung
sind dquidistant, wohingegen die zweite und die vierte Zerlegung diese Eigenschaft nicht besitzen.
Auferdem ist die dritte bzw. vierte Zerlegung eine Verfeinerung der ersten bzw. zweiten.

115




116 6. Integralrechnung in 1D

Allgemeine und spezielle Riemann-Summen Fiir jede Wahl = = (&, ..., &)
von m Stiitzstellen mit &; € [x;_1, x;] wird

m

D FE) (= zim)

j=1

=

N

B
I

die Riemann-Summe bzgl. der Zerlegung Z und der Stiitzstellen = genannt.

Von besonderer Bedeutung sind die folgenden zwei Sonderfalle, in denen die §;
nicht beliebig, sondern so gewéhlt werden, sodass f(¢;) moglichst klein oder grofs ist:
Die Untersumme bzw. die Obersumme von f bzgl. der Zerlegung Z ist durch

U(Z):Z (inff|[xj71,xj]) (xj — mj_l) ,inf fliz, ) 2, = inf {f(a:) txjo <x < xj}

Jj=1

bzw.

O(Z):Z (Sup f|[:l?j71,:l?j]) ($] - gjj—l) ) sup f|[mj71,mj] = sup {f(x> : 'Ij—l S X S x]}

7j=1
gegeben.

Bemerkung: Wenn f sogar stetig ist, konnen wir min bzw. max anstelle von inf bzw.
sup schreiben, da f auf jedem Teilintervall [z;_1, x;] der Zerlegung sein Minimum bzw.
Maximum annimmt.

I
oo IR |

Abbildung Untersummen (blau), Riemann-Summen (griin) und Obersummen (blau) und fiir
zwei verschiedene Funktionen (oben bzw. unten, jeweils schwarz) und eine feste, nicht-dquidistante
Zerlegung in vier Teilintervalle mit beliebig gewahlten Stiitzstellen (griine Linien). Beachte, dass die
hellen bzw. dunklen Fldchen einen positiven bzw. negativen Beitrag liefern und dass die farbigen
Punkte in jedes Teilintervall die relevanten Funktionswerte markieren.

A

>
> >
>

Lemma (wichtige Beobachtungen)
1. Fiir jede Zerlegung Z und jede Wahl von Z gilt U(Z) < R(Z, Z) < O(Z).
2. Ist Z eine Verfeinerung von Z, so gilt U(Z) < U(Z) < 0(Z) < 0(Z2).
3. Fiir zwei je Zerlegungen Z, Z gilt U(Z) < O(Z) und U(Z) < O(Z).

Beweis : Hausaufgabe. Fiir den dritten Teil beachte man, dass es eine Zerlegung Z gibt,
die sowohl Verfeinerung von Z als auch Verfeinering von Z ist. O]
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6.1. Bestimmtes Riemann-Integral 117

A A A

v
v
v

)
o

> > >
> > >

Abbildung Untersummen (blau) und Obersummen (rot) fiir eine Funktion f (schwarz) und drei
verschiedene Zerlegungen, wobei die 2. eine Verfeinerung der 1. und die 3. eine Verfeinerung der 1.
und der 2. ist. Beim Ubergang 1 — 2 — 3 nimmt die Untersumme zu, wohingegen die Obersumme
kleiner wird. Sehen Sie, warum das so sein muss?

Folgerung (Untersumme < Unterintegral < Oberintegral < Obersumme)
Die reellen Zahlen

U :=sup{U(Z) : Z ist Zerlegung von [a, b] }
bzw.
O :=inf {O(Z) : Z ist Zerlegung von |a, b}

sind fiir jede Funktion f wohldefiniert und werden Unterintegral bzw. Oberintegral von
f genannt. Insbesondere gilt

U(Z)<U<0<0(2),

fiir jede Zerlegung Z.

Beweis*: Alle Aussagen ergeben sich aus dem vorherigen Lemma. O]

Interpretation Das Unterintegral konnen wir informell als die grofite Untersumme
und das Oberintegral als die kleinste Obersumme betrachten (obwohl das Supremum
bzw. Infimum streng genommen kein Minimum bzw. Maximum sein muss).

Definition Die Funktion f heift (Riemann-)integrierbar, sofern ihr Unterintegral
und ihre Oberintergal {ibereinstimmen. In diesem Fall wird

/bf@)dx::UZQ

das (bestimmte Riemann-)Integral von f genannt.

Interpretation Das Integral von f liefert (so es existiert) die wvorzeichenbehaftete
Fliche die im Intervall [a, b] zwischen dem Graphen von f und der horizontalen Achse
liegt, wobei Bereiche iiber bzw. unter diese Achse positiv bzw. negativ gezahlt werden.
Das Integral existiert genau dann, wenn wir diese Flache sowohl von unten als auch
von oben beliebig genau durch Vereinigungen endlich vieler Rechtecke approximieren
koénnen.
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118 6. Integralrechnung in 1D
f

S)

"a b
Abbildung Das bestimmte Riemann-Integral quantifiziert eine vorzeichenbehaftete Fliache, wobei
die hellen bzw. dunklen Bereiche positiv bzw. negativ gezahlt werden, da sie oberhalb bzw. unterhalb
der horizontalen Achse liegen. Beachte, dass der Koordinatenursprung in jedem der drei Bilder
woanders liegt und dass die entsprechenden Funktionen daher nicht gleich sind, sondern sich um
eine additive Konstante unterscheiden.

Bemerkungen
1. Das bestimmte Integral ist (sofern es existiert) eine reelle Zahl.

2. Das x im bestimmten Integral ist keine freie, sondern eine gebundene Variable.
Insbesondere gilt

/bf(x)dxz/bf(:i“)d:%:/bf(y)dy:/bf(t)dt‘

Oder anders gesagt: Im Prinzip kénnen wir die Integrationsvariable mit jedem
Buchstaben bezeichnen (solange es keinen Konflikt mit anderen Notation gibt).

3. Ausblick*: Die moderen Mathematik kennt neben dem Riemannschen auch den
Lebesgueschen Integralbegriff. Dieser ist viel allgemeiner und robuster, aber auch
deutlich komplizierter einzufiihren. Die fiir Anwendungen relevanten Funktionen
sind aber in aller Regel sowohl in dem einen als auch in dem anderen Sinne
integrierbar und beide Theorien liefern dasselbe Integral.

4. In dieser Vorlesung meint integrierbar immer Riemann-integrierbar.

Folgen von Zerlegungen Wichtig sind auch Folgen (Z,,),,.y von Zerlegungen, wobei
die n — te Zerlegung Z, aus den Punkten

a4=2Tp0<Tp1<Tp2<...<Tpm, ; <Tnm, =0,

besteht (beachte den Doppelindex) und das gegebene Intervall in m,, Teilintervalle der
Bauart [z, j_1, T, ;| zerlegt. Meistens gilt dabei

lim || Z||, =0, lim m,, = oo
n—00 n—00

d.h. die Z,, enthalten mit wachsendem n feiner und enthalten immer mehr, aber auch
immer kleinere Teilintervalle.

Lemma (Integrierbarkeit von Funktionen und Folgen von Zerlegungen)
Gilt die Grenzwertformel

lim U(Z,) = lim O(Z,)

n—oo n—oo

fiir irgendeine Folge (Z,),, ey, 50 ist f integrierbar. Ist umgekehrt f integrierbar, so gilt
diese Grenzwertformel sogar fiir jede Folge (Z,), o mit lim, . || Z,|| = 0.
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6.1. Bestimmtes Riemann-Integral 119

Bemerkungen

1. Der erste Teil im Lemma kann wie folgt begriindet werden: Die Ungleichungen
zwischen den Ober- und Untersummen sowie den Ober- und Unterintegralen
garantiert

U(Z,) <U<0<0(Z,)

die Integrierbarkeit von f ergibt sich nach Grenziibergang n — oo aus dem
Sandwich-Prinzip fiir Zahlenfolgen. Der Beweis des zweiten Teils ist deutlich
trickreicher und soll hier nicht im Detail besprochen werden.

2. Der zweite Teil impliziert, dass das Integral einer integrierbaren Funktion nicht
nur mit Ober- und Untersummen, sondern auch mit beliebigen Riemann-Summen
berechnet werden kann. Insbesondere ist

U(Z,) < R(Zn, Z) < O(Zy)

fir alle n € N erfillt und

folgt aus der Grenzwertformel im Lemma.

Beispiel Die affine Funktion f(x) = oy 2 + «p ist integrierbar mit

/f(:c)d:c:%al (b—a)2+a0(b—a),

wobei wir dieses Ergebnis relativ einfach mithilfe von Zerlegungen begriinden kénnen.

Herleitung: Wir diskutieren nur den Spezialfall a; > 0, a = 0 und b = 1, aber der
allgemeine Fall kann analog mit leicht modifizierten Formeln behandelt werden. Wir
betrachten dazu eine Folge (Z,),, .y dquidistanter Zerlegungen von [0, 1] mit

My =n, Tpj=j/n, T j — Tpj—1 = 1/n

und bemerken, dass

: Jg—1 J
mlnf|[xn,j_1,xn,j} - f( ) Y maxf’[$n,j_1,$n7j} = f(_)

n n

aufgrund des monotonen Wachstums von f gilt. Damit berechnen wir

Uz, = Zn:f(xnjl)<xn] — T, jo1) = Zn: (041 j;1 +Oéo) %

j=1

n

a1 . (7] &
==+ E)
7j=1 7=1

a; n(n—1) ay 1
=— 0 = —|1-—— [
n2 9 + g 2< n + alg
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120 6. Integralrechnung in 1D

und erhalten

lim U(Z,) = lim O(Z,) =ta; +aq.

n—o0 n—0o0 2

Das Lemma liefert nun die Integrierbarkeit von f sowie die Formel fiir das Integral. [

Gegenbeispiel Die Dirichlet-Funktion

2 falls z rational

flz) = { 1 falls z irrational fir o € [a, o] =0, 1]

ist nicht Riemann-integrierbar.

Begriindung: Da jedes Intervall positiver Lénge sowohl rationale als auch irrationale
Zahlen enthélt (sogar jeweils unendlich viele), gilt

inf f[xj_hxj] =1, sup f[zj_hzj] =2

fir jede Zerlegung Z des Intervalles [0, 1]. Damit berechnen wir

n

UZ) = Z 1(z; —xj_1)

j=1
= ($1—=’E0)+<!E2—$1)+~~-+(ﬁn—2—$n—1)+<$n—1—$n)
=z, —290=1—-0=1

sowie

n

OZ) = 2(x;—zj1) =2U(Z) =2

j=1
fiir jede Zerlegung. Dies impliziert insbesondere U = 1 sowie O = 2 und wir schliefen,
dass f nicht Riemann-integrierbar ist. O

Ergdnzung*: Die Dirichlet-Funktion ist in der Lebesgueschen Theorie integrierbar und
das entsprechende Integral besitzt den Wert 1.

Klarstellung Die Berechnung von bestimmten Integralen mittel Ober- , Unter- oder
anderen Riemannsummen ist sehr aufwéindig und wir werden daher meist andere
Methoden verwenden (sieche dazu unten). Auf Computern werden Integrale jedoch in
aller Regel ndherungsweise durch geeignete Summen berechnet.

Theorem (hinreichende Bedingungen fiir Integrierbarkeit)
1. Jede monotone Funktion ist integrierbar.

2. Jede stetige Funktion ist integrierbar.
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6.1. Bestimmtes Riemann-Integral 121

Beweis*, Teil 1: Wir nehmen an, dass f monoton wachsend ist (der Beweis fiir monoton
fallende Funktionen geht analog) und definieren durch

xn,j:a—i—%(b—a), m, =n, j€{0,...,n}

eine Folge (Z,),,cy dquidistanter Zerlegungen des Intervalls [a, b] mit

b—a
Tn,j — Tn,j—1 = n ) Tp,j = @, Tn,n = b.

Die Monotonie von f impliziert

minfl[xn,jflyivn,j] = f(17n,j—1) ) ma‘Xf“In,jflyxn,j] = f(l'n,j) )

d.h. auf jedem Teilintervall von Z,, wird das Minimum bzw. Maximum von f im linken
bzw. rechten Randpunkt realisiert. Wir erhalten damit

0(Z,) = U(Z,) = Z f(@ng) (T — T 1) — Z f(@n 1) (0 — Tnj1)

n

=N (F@n) = f@a-)) (@n = Ta )

= b ; ¢ Z (f(l’mj) - f(xn,j—l»
_b —2 (f(@nn) = f(00)
_ b; () = fla)),

wobei wir auch die Teleskopsummenformel

n

> (i=m=1) = (m=m0) + (l=m) + -+ (T-1—2) + (M—7=1) = Na—70
=1

mit 7; = f(z, ;) verwendet haben. Hieraus folgt

lim (O(Z,) -U(Z,)) =0 und damit lim U(Z,) = lim O(Z,),

n—oo n—o0 n—o0

sodass sich die Integrierbarkeit von f mit dem vorherigen Lemma ergibt.

Beweis*, Teil 2: Wir wahlen eine Hilfsgrofe € > 0 beliebig und bemerken, dass nach
dem Theorem {iiber die gleichméfige Stetigkeit ein § > 0 existiert, sodass

|z — 2| <6 = |f(z) - f(@)| <e.

Ist nun (Z,),,cy €in Folge dquidistanter Zerlegungen wie im ersten Teil, so ist ab einem
Index n, die Lange jedes Teilintervalles von Z,, kleiner als 6 und wir schliefsen, dass

0

IN

dn,j = (maxfhivn,j—l,ﬂﬂn,j] - minf“l’n,j—l,wn,j]) < e
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122 6. Integralrechnung in 1D

fir alle n > n, und jedes j € {1, ..., n} erfiillt ist. Damit ergibt sich via

n

0<0(Z,) —U(Z,) = Zdnvj(xn,j — T 1) < Zf b-a _ e(b—a)
j=1 Jj=1

n

mit dem Sandwich-Prinzip die Grenzwertformel

0< lim (0(Z,) —U(Z,)) <e(b—a),

n—oo

wobei € > 0 beliebig gewéhlt wurde. Diese Formel kann aber nur dann fiir alle ¢ > 0
richtig sein, wenn

lim O(Z,) = lim U(Z,)

n—oo n—oo

gilt, und dies impliziert die Integrierbarkeit von f. O

Bemerkung

1. Das Theorem garantiert des Existenz des Integrals, aber liefert erstmal keine
einfache Berechnungsformel.

2. Mit wenig mehr Aufwand konnen wir zeigen, dass auch jede stiickweise stetige
Funktion f : [a, ] — R integrierbar ist, d.h. jede Funktion f, die in endlich
vielen Stellen unstetig, aber in allen anderen Punkten aus [a, ] stetig ist.

Eigenschaften bestimmter Riemann-Integrale Die Definitionen und unsere
bisherigen Resultate implizieren (Ubungsaufgabe) die folgenden Aussagen:

b

b b
Linearitdt : /(A f(x) +5\f(x)> de = )\/f(a:) dz + S\/f(x) dz

a

b

b c
Gebietsadditivitit : /f(x) dx:/f(x) dz + /f(x) dz

c

b
Monotonie: f(x) > f(z) firalle z € [a, b] = /f(:v) dz

a

v

/b f(x)dx

b
Positivitit : f(xz) >0 firalle z € [a,b] = /f(:c) dez >0

a

b
Min-Mazx-Prinzip : (inf f) (b — a) < /f(x) dr < (sup f) (b — a)

b
Standardabschitzung : /f(x) dz| < /|f(:£)‘da:,

a
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6.1. Bestimmtes Riemann-Integral 123

b
,, Dreiecksungleichung: /(f(x) - f(:c)) dz| < /‘f(q:) - f(q:)‘ dz

In diesen Formeln bezeichnen f, f zwei integrierbaren Funktionen, wohingegen A, A

zwei reelle Zahlen sind. Aufterdem gilt a < ¢ < b.

Bemerkungen

1. Wir definieren

a

jf<x>dx =0 [ ra)de —/bf<x>dx7

b

wobei diese Formeln konsistent mit der Gebietsadditivitdt von Integralen sind.

2. nitzliches Resultat: Gilt f; f(z)dz = 0 fir alle d,i) mita <a<b< b, so gilt
f(z) = 0 in allen Stetigkeitsstellen von f.

Lemma (Mittelwertsatz fiir Integrale) Seien f, g : [a, )] — R zwel stetige
Funktion, wobei p(z) > 0 fiur alle € [a, b] gilt. Dann existiert (mindestens) ein
T, € [a, b] mit

Die rechte Seite der Formel ist das Integralmittel von f bzgl. p und p wird als
Gewichtsfunktion bezeichnet.

Michael Herrmann: Analysis fir ET [(cc Version vom 10. Juli 2024



124 6. Integralrechnung in 1D

6.2 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Definition Ein differenzierbare Funktion F' : D — R heift Stammfunktion von
f: D — R, wenn

fiir alle x € D gilt.

Theorem (HDI, Fundamentalsatz der Analysis) Ist f : [a, b] — R stetig, so
werden durch

€ b
Fi(¢) = +/f(x) dz und Fy (&) = —/f(x) dz
a 3
zwei Stammfunktionen F , F; : [a, b] — R definiert. Auferdem gilt

B
[ H@)ds = F(8) - Play

fiir jede Stammfunktion F' von f sowie alle o, S mit a < a < 3 < b.

Beweis*®, Teil 1: Fir alle £ € [a, b) und alle h > 0 mit £+ h € [a, b] ergibt sich aus den
Eigenschaften bestimmter Integrale die Formel

E+h 13 E+h
Fi(E+h) — Fi(€) = / f() dw — /f(fr) dr = / f(x)da.
a a 5
Da auflerdem auch
E+h &+h
/ £(6) dz = £(€) / Lde = f(€) h
I3 13

gilt (wir integrieren iiber z, aber der Integrand héngt nur von £ ab), erhalten wir

E+h
AEEBERE )= |5 [ @ - sy as
3
1 E+h L
<o [ 1@ - s <cen g
3

mit C(§, h) = sup,eie 1) }f(:n) — f(f)’ Die Stetigkeit von f im Punkt ¢ impliziert
C(&, h) — 0 fiir A\, 0 und damit
Fi(§+h) — Fi(S)

lim . = J(©).

Michael Herrmann: Analysis fir ET [(@)BY-sA | Version vom 10. Juli 2024



6.2. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung 125

Da eine analoge Rechnung gilt fiir jedes £ € (a, b] und alle h < 0 mit £+ h € [a, b] gilt,
erhalten wir insgesamt das gewiinschte Ergebnis fiir F7. Desweiteren gilt

Fi(§+h) = Fi(§) = —Fy(§) + Fa(§ + h)

und diese Formel impliziert F{(§) = F3(&) nach Division durch h und Grenziibergang
h — 0.

—F(§)

" a 3 E+h b

Abbildung Zur Bedeutung und zum Beweis des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung
(bzw. des Fundamentalsatzes der Analysis).

Beweis*, Teil 2: Nach Voraussetzung an F' und aufgrund des ersten Beweisteils gilt
F'(&) = F{(§) fir alle £ € [a, b], d.h. die Ableitung der Differenzfunktion F' — F;
verschwindet im ganzen Intervall [a, b]. Der Mittelwertsatz impliziert (siehe dazu die
niitzliche Folgerung in den entsprechenden Bemerkungen) die Existenz einer reellen
Zahl C, sodass

F(f) - Fl(f) =C

fir alle £ € [a, b] erfillt ist. Insbesondere gilt F'(8) — Fi(5) = F(a) — Fi(a) und nach
Umstellung der Terme sowie der Eigenschaften bestimmter Integrale ergibt sich via

B

a B
F(ﬂ)—F(a):Fl(ﬂ)—Fl(a):/f(x)dx—/f(x)da::/f(yc)dx

a «

die gewiinschte Formel. O

Beispiele

1. Die Standardparabel f(z) = 2? besitzt die Stammfunktion F(z) = 32° + C
(wobei C' eine beliebige Konstante ist) und daher erhalten wir

B
/f(x) dr = F(8) = F(a) = 3 (8 +C) ~ (o° =€) ) = 1 (8~ o¥)

fiir alle a, g € R.

Bemerkung: Mit den Notationen aus dem Theorem ergibt sich

Fi(§) =38 —5a°,  FB(=38-30
fiir alle &, wobei wir diese Formeln auch als

Fi(z) =42"—$a*, Fy(x) =12 - 1p®

1
3

schreiben konnen. Oder anders gesagt: Die speziellen Stammfunktionen F; und
F5 entsprechen jeweils einer speziellen Wahl von C'.
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126 6. Integralrechnung in 1D

2. Die Exponentialfunktion ist Stammfunktion zu sich selbst und daher gilt
B
[ e @) ds = exp (9) - exp (@)
fiir alle a, § € R. Analog ergeben sich
B B
/COS () dx = sin (8) — sin (a) , /sin (x) dx = —cos (B) + cos (a)

aus dem bekannten Formeln cos (z) = sin’ () und sin (z) = — cos’ ().

Bemerkungen

1. Die Grundidee im ersten Beweisteil des Hauptsatzes ist eigentlich ganz einfach:
Die Definition von F; und die Gebietsadditivitdt von bestimmten Integralen
impliziert (siehe auch das Bild)

E+h

F1(§+h)—F1(x):/f(x)dx
3

und fiir kleine h garantiert die Stetigkeit von f die Approximationsformel
E+h E+h

/fWMM=1/(ﬂo+oﬂ»¢r:ﬂ@h+dm,
13 13

wobei ho(1) = .o(h) benutzt haben und der Landau-Term o(h) schneller gegen 0
geht als h. Damit erhalten wir

i€ +h)—F() 0
Y —f(f)+T — f(§)

wobei links gerade der Differenzenquotient von Fj in & steht.

(h)

Klarstellung: Die rigorose Beweis ist etwas komplizierter und liefert auch eine
Darstellungsformel fiir den Fehlerterm o(h), aber auf einer heuristischen Ebene
ist die informelle Argumentation ausreichend.

2. Der erste Teil des Theorems kann alternativ als

8 B
3 [ f@dar =) sovie o [ f@ydr = (@),

geschrieben werden und besagt, dass die Ableitung des bestimmten Integrals von
f nach der oberen bzw. unteren Integralgrenze gerade der Wert ist, den + f bzw.
—f an der oberen bzw. unteren Integralgrenze annimmt.

Achtung: Symbolische Ausdriicke wie
T b
/f(x) dz oder /f(x) dz

haben keinen Sinn, da x nicht gleichzeitig Integrationsvariable und obere /untere
Integrationsgrenze sein darf.
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3. Der zweiten Teil des Hauptsatzes wird oftmals auch in der Form

geschrieben.

unbestimmte Integrale Eine Stammfunktion von f wird auch als

/f(x) dz

geschrieben und unbestimmtes Integral von f bzgl. der Variablen x genannt.

Klarstellung : Zu einer gegebenen Funktion f gibt es nicht nur eine, sondere viele
Stammfunktionen. Die niitzliche Folgerung aus dem Mittelwertsatz garantiert aber,
dass zwei Stammfunktionen sich nur in einer Konstante unterscheiden.

Achtung
1. Beim unbestimmten Integral gibt es generell keine Integrationsgrenzen.

2. Das unbestimmte Integral ist nur bis auf eine Integrationskonstante (meist C'
genannt) bestimmt, und dieser Freiheitsgrad sollte immer mit angegeben werden.

3. Das unbestimmte Integral ist eine Funktion, d.h. die Ausdriicke [ f(z)dz und
| f(y) dy hingen von x bzw. y ab (bei bestimmten Integralen war das anders).
Insbesondere gilt

1 1

/xde:/dey:% aber /x2dx:§x3+0, /y2dy:§y3+0.
0 0

Merkregel Bestimmte Integrale sind/liefern reelle Zahlen, unbestimmte jedoch
Funktionen.

Bemerkungen

1. Bei der Berechnung von bestimmten Integralen mit Stammfunktionen — also im
zweiten Teil des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung — spielt die
Mehrdeutigkeit von Stammfunktionen keine Rolle, denn mit F(z) = F(z) 4+ C
ergibt sich

F(B) = F(a) = (F(8) +C) — (F(a) + C) = F(B) — F(a),

d.h. das bestimmte Integral | f f(z) dz hiangt nicht von der Integrationskonstante
C ab.

2. Das Bilden einer Stammfunktion ist linear im Sinne von

/()\f(x)+5\f(x)) dx:)\/f(x)dx+:\/f(x)dx.
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3. Nach dem Fundamentalsatz sind Differentiation und Integration zueinander
inverse Operationen.

Achtung: In der Praxis ist das Differenzieren oftmals vergleichsweise einfach
(da es die Ketten- und die Produktregel gibt), aber die exakte Berechnung von
bestimmten oder unbestimmten Integralen wird sehr schnell sehr kompliziert und

oftmals auch unméglich.

4. FEinige nicht explizit berechenbare Integrale haben spezielle Namen bekommen,
zum Beispiel:

é' .
Si(¢) = /0 smx(x) dz (Integralsinus-Funktion)
5 £
Erf(§) = NG / exp (—2?) dz (Fehlerfunktion)
0
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wichtige Stammfunktionen Die folgenden Formeln kénnen mittels Differentiation
nach x nachgerechnet werden, wobei die (!)-Eintrage besonders wichtig sind und p einen
reellen Parameter bezeichnet:

1
) | 2 de ™ + ¢ firp#£ -1
q p+1
(1) ?5” In || + ¢ firr#0
! sin (z) dz —cos (x +
0 [ (@ c
! cos () dx sin (z +
0 [ eostaya @ c
/tan (x)dx —In|cos (z)] + C fiir cos () #0
/cot (x)dz In |sin (z)| + C fir sin (x) # 0
dx .
/ o (2) tan (x) + C firx #kn+7/2,k €Z
dx .
2 (2) —cot () + C fire £ knr, kel
/ de arcsin () + C fur |z| <1
o resin (x ur |z
V1— 22
/ ja: - Inlz+va? -1 + C fur |z| > 1
2 —
/\/% In(z+vV1+a?) + C
x
/ 1i$x2 arctan (z) + C
dx 1 1+x .
/1—x2 Eln‘1_$ + C fur x| # 1
! exp (pz)de exp—(px) + C fiir p £ 0
p
(1 /pmdx L + C fir p > 0 mit p # 1
In (p)
(M /ln]:zr\ dz xln|z|—2 + C fir x #0
! sinh (z) dz cosh (x +
! h(z)d h C
! cosh (z) dx sinh (z +
! h(x)d h C
/tanh (x)dx In (cosh (z)) + C
/Coth (z)dz In }sinh (z)] + C fir x # 0

Diese Liste der bekannten Integrale ist bei weitem nicht vollstdndig. Es fehlen
zum Beispiel die Umkehrfunktionen der trigonometrischen und der hyperbolischen
Funktionen (arcsin und arsinh usw.), deren Integrale man etwa unter WIKIPEDIA oder
in der Literatur findet.
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’Vorlesung 12: 06. Mai

6.3 Spezielle Integrationsmethoden

partielle Integration Die Produktregel der Differentiation impliziert

geschrieben.

Bemerkung: Hierbei bezeichnen u,v : D — R zwei stetige Funktionen und es gilt

[a, b] C D.

Beispiele

1. Mit u(z) = z,v(z) = exp (x) gilt /() = 1,9 (x) = exp (x). und wir erhalten

/x exp (x)dx =z exp (z) — /1-exp(a:)d3::(:1:—1) exp ()

fiir das unbestimmte Integral. Fiir das bestimmte Integral {iber dem Intervall

[a, b] berechnen wir

b

/a: exp (z)dx = [9(: exp (q:)] ;Z - /bexp (x)dx

a

ebenfalls mit partieller Integration. Wegen

[:v exp (x)KiZ =bexp(b) —a exp(a)

und weil der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

b
r=b

/exp (x)dx = [exp (m)] ___=exp (b) — exp (a)

impliziert, erhalten wir insgesamt

b
/a: exp (z)dz = (b—1) exp (b) — (a — 1) exp (a).

a
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Bemerkung: Die Formel fiir das bestimmte Integral konnen wir via

b o=b
/ x exp (z)dxr = [(x — 1) exp () =(b—1)exp(b) —(a—1) exp(a)

r=a

auch direkt aus der Formel fiir das unbestimme Integral sowie dem Hauptsatz
herleiten.

2. Es gilt die unbestimmte Integralformel

1
/ln(a:)dx: /ln(x) ldz =z In(z) — /;xdx =zln(z)—x+C,
wobei wir die Methode der partiellen Integration mit w(z) = In (z),v(z) = x und
W (x) =1/x,v'(x) =1 verwendet haben. Analog ergibt sich

b b
z=b
/ln(x)dx:[:vln(:v)} —/1dx:blnb—alna—b~|—a.

a a

fiir die bestimmten Integrale, sofern 0 < a < b gilt.

Bemerkung: Der Logarithmus ist nur fiir positive Argumente x > 0 definiert
und daher existiert die Stammfunktion [In (z)dz nur auf dem offenen Intervall
(0, 00).

3. Die Ableitungsformeln der trigonometrischen Funktionen implizieren
/sin (x) sin (z) de = —sin () cos () + /COS (x) cos (z)dx
sowie
/cos (x) cos (x) dx = cos (z) sin (z) + /sin (x) sin (z)dx.
Durch Einsetzen und Termumstellung erhalten wir damit
/Sin2 (z)dz = § (z —sin (z) cos (z)) + C
bzw.
/cos2 (z)dz = § (z 4 sin (z) cos (z)) + C,

wobei am Ende wieder die Integrationskonstante C' explizit geschrieben haben, die
in jeder der beiden Formeln beliebig gewahlt werden darf. Analoge Rechnungen
kénnen wir auch fiir die bestimmten Integrale durchfiihren.

Integration durch Substitution Ist & : [c, d| — [a, ] stetig differenzierbar, so gilt

h(d) d

flayde = [ F(bo) W(s)ds.

h(c) c
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Das Analogon fiir unbestimmte Integrale ist die Formel

[ t@ae= [ se) was,

bei der wir aber Folgendes zu berticksichten haben: Die linke bzw. rechte Seite ist eine
Funktion in x bzw. s ist, d.h. wir miissen entweder links x durch s oder rechts s durch
x ersetzen. Siehe dazu die Beispiele.

Beweis: Wir wihlen eine Stammfunktion F' von f und setzen G = F'oh. Die Kettenregel
liefert

G'(s) = %F(h(s)) = F'(h(s)) W' (s) = f(h(s)) W(s)
und wir erhalten
[ ) s as = [ 65)ds = @) - 60) = F(h(@) - F((e).

sofern wir den Hauptsatz auf G anwenden. Andererseits garantiert der Hauptsatz auch

h(d) h(d)
f(z)dx = / F'(z)dz = F(h(d)) — F(h(c))
h(c) h(c)

und die gewiinschte Formel ergibt als Kombination der letzten beiden Teilresultate. [

Heuristische Herleitung: Wir setzen

x = h(s)

und schreiben die Formel

dx d

o s = K (s)
symbolisch als

dz = h'(s)ds.
Da aufterdem
f(x) = f(h(s)), r=h(c) & s=c, r="h(d) & s=d

gilt, erhalten wir die rechte Seite der Formel, indem wir auf der linken Seite alle Terme
substituieren.

Hinweis Merken Sie sich nicht die Substitutionsformel, sondern die Argumente in
ihrer heuristische Herleitung.
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Bezispiele

1. Um das bestimmte Integral

/ 2
I—/ 1—I—dx

fiir einen gegebene Parameter 1 > 0 zu berechnen, substituieren wir

d
x = sin(s) mit d_x =1 cos (s) bzw. dz =1 cos (s)ds
s
und bemerken, dass
el-n 41 < sel-n/2, +7/2], z=4n < s==4u/2.

Deshalb und wegen cos (s) > 0 erhalten wir mit

+7/2 +7/2
I=n / \/ 1 —sin?(s) cos(s)ds =17 / cos? (s) ds
—7/2 —7/2
1 ) s=+m/2 1
=57 [s + sin (s) cos (s)] w2 ™

eine explizite Formel fiir das gesuchte Integral, wobei die Stammfunktion von
cos? bereits in den Beispielen zu partieller Integration berechnet hatten.

2. Wir wollen das bestimmte Integral

e

/ dx
Il=] ——
z(l+Inx)

1

berechnen und substituieren
dx

s=In(x), ds = —.
T

Wegen 0 =In1 und 1 = Ine erhalten wir

1

[:/ s _ [ln(l—i—s)]SZl:an

1—|—S s=0
0

und damit die gesuchte Zahl.
Bemerkung: Wir hitten dieses Ergebnis mit der Beobachtung

d 1
—In(l+nz) = AT m@)

dx
alternativ via

I:ln(1+lne)—ln(1+ln1) =1In2

direkt mit dem Hauptsatz begriinden konnen.

Michael Herrmann: Analysis fir ET [@)srsa | Version vom 10. Juli 2024



6.3. Spezielle Integrationsmethoden

3. Fiir z > 0 gilt

ds
2+/s

/ 2 oxp (—a?) do = / 25 oxp (—s)

wobel wir die Substitution
ds
p— 5 d p—
T \/g xXr 9 \/g

verwendet haben. Die Formel hat aber nur dann Sinn, wenn wir die rechte Seite
durch Riicksubstitution als Funktion von x schreiben. Dies liefert

/Zx exp (—x2) dr = —exp (—xz) +C,

denn es gilt s = 2%

= /exp (—=s)ds = —exp(—s) +C

Bemerkung: Alternativ hitte wir auch diese Formel via

/Qx exp dx—/—exp dx

direkt aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ableiten konnen.

. Mit der Substitution

ergibt sich

/exp /28 exp (s
2(s

—1) exp(s )—1—022(\/5—1) exp (vz) + C,

wobei wir das Integral bzgl. s mit partieller Integration berechnet haben und im
letzten Schritt wieder die Riicksubstitution durchgefiihrt haben.

Bemerkung: Wir konnen bei Bedarf noch die Probe machen: Die Ableitung der
rechten Seite nach z liefert den Integranden auf der linken Seite (Nachrechnen!).

. Durch Substitution von

. ds ds ds
s=e", dt=—FF—-=—=—
ds e s

dz

berechnen wir

1 1
e’ +e7 " 1 S

S+ =
5

d
= / j = arctan (s) + C' = arctan () + C'.

52

6. Die nitzlichen Formeln

g() =1n|g(z "(x) g(x) dz = L g(x)’
[ a =g+, [ @ o= dg)+C

kénnen wir mit der Substitution s = g(x) und ds = ¢'(z) ds hergeleiten.
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Bemerkungen

1. Wird das unbestimmte Integral [ f(z)dz durch Substitution der Variablen
berechnet, so muss die Riicksubstitution durchgefiihrt werden, da wir am Ende ja
eine Stammfunktion in der Variablen x erhalten miissen. Bei der Substitution im
bestimmten Integral fab f(x)dx gibt es keine Riicksubstitution, da das Ergebnis
nicht von z abhéngt (sondern im einfachsten Fall eine Zahl ist).

2. Fiir beide Arten der Integration ist die Substitutionsregel ist viel einfacher und
robuster als es auf den ersten Blick aussieht. Mit etwas Ubung konnen wir mit
ihr sehr gut komplizierte Integrale berechnen.

3. Fiir viele Klassen von Integranden ist bekannt, welche Substitution zum Ziel, d.h.
zu expliziten oder vereinfachten Formeln. Im Allgemeinen gibt es aber weder einen
Algorithmus noch ein Kochrezept zum Auffinden einer geeigneten Substitution.

4. Fiir die Giiltigkeit der Substitutionsformel bestimmter Integrale miissen wir nicht
voraussetzen, dass h bijektiv ist. In der Praxis wird h aber meist strikt monoton
wachsend mit a = h(c) und b = h(d) oder strikt monoton fallend mit a = h(d)
und b = h(c) sein.

Integration rationaler Funktionen durch Partialbruchzerlegung

Definition Der Quotient

zweier reeller Polynome p und ¢ wird gebrochenrationale (oder rationale) Funktion
genannt und ist in natiirlicher Weise auf der Menge D = {x € R : ¢(x) # 0} definiert.
Dabei sprechen wir im Fall von deg(p) < deg(q) bzw. deg(p) > deg(q) von einer
echt gebrochenrationalen bzw. einer unecht gebrochenrationalen Funktion.!

Idee der Partialbruchzerlegung Jede rationale Funktion r kann als gewichtete
Summe gewisser Bausteine dargestellt werden, deren Stammfunktionen alle bekannt
sind (siehe die Tabelle weiter unten). Diese additive Zerlegung in einfache Bausteine
héngt von den Nullstellen des Nennerpolynoms ¢ ab und erfordert das Losen linearer
Gleichungssysteme, aber wir konnen mit ihr — zumindest im Prinzip — explizite
Formeln fiir das unbestimmte Integral der Funktion r herleiten.

Klarstellung: Wir konnen hier nicht alle Aspekte der Partialbruchzerlegung diskutieren,
sondern miisssen uns auf einige typische Beispiele beschranken.

Bezispiele

1. Die Funktion

2z —1 2 2—-2)—1 2 2) —
r(z) = x _ (z+ ) _ (x+2) 5:2 5

T+ 2 T+ 2 T+ 2 D)

Mit deg (p) wird der Grad (bzw. degree) des Polynoms p, also der grofite auftretende Exponent
bezeichnet.
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besitzt das unbestimmte Integral
/r(x)dszx—E) In|z+2|+C,

wobei wir in diesem sehr einfachen Beispiel die Partialbruchzerlegung nach
Einfiihrung der nahrhaften Null 0 = 2 — 2 mit direkten Rechnungen bestimmen
konnten.

2. Im Fall von

2 4+2x—4
r—1

r(z) =

konnen wir durch geschickte Umformungen des Zahlers die Partialbruchzerlegung
ebenfalls recht einfach identifizieren. Genauer gesagt: Wenn wir den Zahler via

P20 —4=(z-)+1)"+2(@-1)+1)—d4=( -1 +4(x—1) -1

als Polynom in x — 1 schreiben, erhalten wir

1
— 3——
r(z) =x+ 1

wobel auf der rechten Seite nur Bausteine aus der Tabelle auftauchen. Das
unbestimmte Integral kann nun zu

/r(m)dm:%x2+3x—ln|x—1|+0

abgelesen werden.

3. Fiir die echt gebrochenrationale Funktion

r—95 r—>5
A M P g

besitzt das Nennerpolynom die zwei reellen und jeweils einfachen Nullstellen —2
und +2. Wir wollen nun zwei Konstanten a; und as bestimmen, sodass
r(z)

. aq a9
_x—2+:1:—|—2’

fiir alle x # £2 gilt, denn dann kénnen wir die Formel
/T(x)dx:al In|z —2|+a; In|z+2|+C

wieder direkt aus der Bausteinen der Tabelle zusammensetzen.

Koeffizientenvergleich: Wir bringen die beiden auftretenden Bausteine auf ihren
gemeinsamen Nenner und erhalten

“m_ _al(:v+2)+a2(x—2) (a1 + a2) z + (2a; — 2as)
r—2 x+2 72— 4 72— 4 '
Ein Vergleich mit der Ursprungsformel liefert das lineare Gleichungssystem
a1+a2:1, 2&1-2&2:—5
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und kleinere Rechnungen zeigen, dass

Y

ay = —75, ag = :Zr
die einzige Losung ist. Wir haben damit das unbestimmte Integral der Funktion
r vollstandig berechnet.

Finsetzungsmethode : Alternativ konnen wir a; und as auch dadurch bestimmen,
dass wir die beiden Formeln fiir » in zwei verschiedenen Punkten x auswerten.
Mit x = 0 und x = 1 ergibt sich zum Beispiel

—%al—i-%ag:f(O):g, —a1+%a2:f(1):§
und damit das gleiche Ergebnis wir vorher.
4. Bei der unecht gebrochenrationalen Funktion

a4+ 1

r) = x?2—1

besitzt der Zahler einen hoheren Grad als das Nennerpolynom und deshalb kann
in einem ersten Schritt zunéchst ein Polynom in additiver Weise abgespalten
werden. Durch fortgesetzte Polynomdivision mit Rest erhalten wir

Cat—a? Py’ +1 - a P4+
r@) = x?—1 + 2-1 " x?—1 x?—1
2 iaa r?—1 N T+ 2 a4 T+ 2

2 —1 2?2 —1 x2—1"

wobei der letzte Summand eine echt gebrochenrationale Funktion ist. Diese
besitzt zwei einfache reelle Nullstellen (ndmlich —1 und +1 und kann analog
zum letzten Beispiel in zwei Bausteine aufgespalten werden. Insbesondere liefert

der Ansatz
r+2  wm Lo o (r+1)+tax(zr—1)
2—-1 -1 x+1 (x—1)(x+1)
_ (it as)x+ (a1 — ap)
x?—1

nach einem Koeffizientenvergleich das Gleichungssystem
ap+az =1, a; —az =2,

dessen Losung durch a; = 3/2 sowie a; = —1/2 gegeben ist. Unsere Rechnungen
implizieren die Partialbruchzerlegung

1 1
_ 2 1 3 1
7(37)—.17 + x4+ +—2—$ 1__2x 1

und diese liefert das unbestimmte Integral
/r(:c)dx: 1+l e+ iz -1 —-Lmjz+1|+C

nach einem Blick in die Tabelle.
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Baustein Stammfunktion (ohne Konstante)
! €N
T i1 J 0
1
ey ln’x—)\| T # A
1 1
— — T leN [>1,z#\
(x —A) (l—=1)(z—N)
1 1 -
5 — arctan (x ,u> v#0
(x —p)” + 12 v v
r—H 1 2 2
s n((z— +v v#0
T 3 In((z—p)” +17) #
1
n neNn>1v 7é 0
((z = p)* +02)
— 1
x2u — | - 5 — [neN,n>1,v#0
((z —p)" +2v2) 2(n—1) ((z — p)” +1?)

Tabelle Die Bausteine fiir die Partialbruchzerlegung sowie die entsprechenden Stammfunktionen
(ohne Integrationskonstante C). In der sechsten Zeile gibt es keine einheitliche Formel fiir alle Werte
von n, sondern nur die Rekursionsvorschrift

1 x — . dz
Iy (x) = P ((QTL —1)I,(x) + ((,1‘ - ,u)2 /:_ 1/2)n> mit In(z) == / ((x _ M)2 + V2)n ’

wobei diese Formel mit partieller Integration hergeleitet oder alternativ durch Differentiation iberpriift
werden kann. Da I; in der vierten Zeile steht, konnen nun I, I3, I4 usw. sukzessive berechnet werden.
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6.4 Uneigentliche Integrale

Vorbemerkung Wir haben oben das Riemann-Integral fiir Funktionen f eingefiihrt,
die auf einem kompakten Intervall [a, b] definiert sind. In diesem Abschnitt studieren
wir die folgenden allgemeineren Fille:

1. halb-offene Intervalle [a, b) und (a, b] bzw. [a, +00) und (—oo, b],
2. offene Intervalle (a, b), (—oo0, +00) und (—o0, b), (a, +00),
3. Definitionsbereiche mit isolierten Liicken.

Die entstehende Verallgemeinerung des Riemannschen Integralbegriffs ist sowohl fiir
die Mathematik als auch fiir die Anwendungswissenschaften sehr niitzlich.

halboffene Intervalle Ist f auf (a, b] bzw. [a, b) definiert, so nennen wir

b b b 8
/f(:v) dz := il{%/f(x)d$ bzw. /f($) dz := }31%/16(95) dz

das uneigentliche Riemann-Integral von f, sofern der einseitige Grenzwert im Sinne der
eigentlichen Konvergenz existiert, d.h. wenn er als reelle Zahl wohldefiniert ist. Dabei
ist der Fall a = —oo bzw. b = 400 ausdriicklich zugelassen.

A A

\ L

. T — .

\/ —
=
3

« b a

Abbildung Das uneigentliche Integral auf den halboffenen Intervallen (a, b] (links) bzw. [a, b)
(rechts) ist als einseitiger Grenzwert von Integralen {iber kompakten Intervallen definiert, wobei a
bzw. b endlich (oben) oder unendlich (unten) sein kann.

Beispiele

1. Wir betrachten das verallgemeinerte Monom f(z) = 2" mit reellem Parameter r
auf dem Intervall [a, co) fiir gegebenes a > 0.

(a) Fiir r < —1 folgt die uneigentliche Integrierbarkeit von f aus

9

B -
/xr d — $T+1 z=0 _ 51"—}-1 _ ar+1 B Joo B ar—l—l
r+1 r+1

r=a
a

wobei der Grenzwert auf der rechten Seite den Wert des uneigentlichen
Integrals liefert.
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(b) Im Fall » > —1 ist f jedoch nicht uneigentlich integrierbar, wobei dies fiir
r > —1 wegen limg_, o, 7! = 400 unmittelbar aus der obigen Formel

folgt.
(¢) Im Sonderfall » = —1 miissen wir leicht anders rechnen, aber wegen
B
-1 v=p B0
rdr = [ln(m)] =In(p)—In(a) ———

a

schliefsen wir wieder, dass keine uneigentliche Integrierbarkeit vorliegt.

Interpretation: Fir r < —1 klingt 2" fiir + — o0 so schnell ab, dass der
Flacheninhalt unter dem Graphen immer noch endlich ist. Fiir —1 < r < 0 ist
das Abklingen jedoch vergleichsweise schwach und fiir » > 0 klingt die Funktion
gar nicht ab.

2. Analog zeigen wir

B
. dz .
611/{210 mzél}&(ln(ln(ﬁ))—ln(ln(a))) =00,

d.h. 1/(zIn(x)) klingt fiir z — oo zwar schon schneller ab als 1/x, aber dieses
schnellere Abklingen reicht noch nicht, um die Integrabilitéit sicherzustellen.
3. Fiir jedes a € R gilt
+o00o

/ T exp (—x2) dr = %e_az ,

denn mit der Substitution y = 2?2 ergibt sich dy = 2z dz sowie

B B>

2 1 1 y=F" 2 2
/xe”” dx:/ieydy:[—§ey] zi(e*“ —efﬁ)

y=a?

a a2

und der Grenziibergang 3 7 oo liefert die Behauptung.

4. Fiir jedes feste b > 0 gilt

b br+1

p oy bt —artt a\0 fir r > —1,
a"dr = r+1
%) fir r < —1,

d.h. das verallgemeinerte Monom f(x) = z" ist dann und nur dann auf dem

Intervall (0, b] im uneigentlichen Sinne integrierbar, wenn r > —1 gilt.

5. Die Funktion f(z) = z/(1 — 2?) ist auf dem Intervall [0, 1) nicht uneigentlich
integrierbar, denn der Grenzwert

B

T z=p B
/l—xQ dx:[—%ln(l—xQ)L:O:—lln(l—BQ) —— 0

0

ist keine reelle Zahl, sondern existiert nur im uneigentlichen Sinne.
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Integralkriterium fiir unendliche Summen Als spezielle, aber sehr wichtige
Anwendung uneigentlicher Integrale ergibt sich die logische Aquivalenz

(e}

S fk) <o e /f(x)dx<oo

k=m
fir alle m € N und jede Funktion f : [m, co) — [0, 00), die monoton fallend ist und
nur nicht-negative Werte annimmt.

Beweis: Die Monotonie von f impliziert die Doppelungleichung

S CEY| Flayde < 3 ().

k=m-+1

wobei die linke bzw. die rechte Seite gerade die Unter- bzw. Obersumme zu f ist, sofern
wir eine dquidistante Zerlegung von [m, n| in n—m Teilintervalle der Lénge 1 zugrunde
legen (siehe die blaue bzw. rote Fliche im Bild). O

Beispiel: Fiir alle s > 1 gilt
" " [ dz
0 < E:HZESH/F
k=1 k=2 1
mit

/n dv I 1
s | (s—Dast] _,  s—1 (s—1)ns!
1

und nach Grenziibergang n — oo folgt, dass die Reihe >~ | 1/k® im eigentlichen Sinne
konvergiert. Analog impliziert

Sl [ ) =

k=1 1

die Divergenz bzw. die uneigentliche Konvergenz der harmonischen Reihe.

£ Y 3

—_— 7 } e — N

™ oml . . . Tt o

Abbildung Mit dem Integralkriterium kann fiir viele monoton fallende und nichtnegative reelle
Zahlenfolgen die Konvergenz bzw. Divergenz der entsprechenden Reihe durch die Berechnung von
uneigentlichen Integralen bewiesen werden.

Gamma-Funktion* Fiir jede reelle Zahl £ > 0 ist

') := /;1:5_1 exp (—z)dx
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als unbestimmtes Integral auf dem offenen Intervall (0, co) wohldefiniert. Mit partieller
Integration verifizieren wir die Rekursionsformel

D(E+1) = [2 exp (—)] """ /mflexp r)de = £T(E),

wobei wir die Wahl u/(z) = exp (—x), v(z) = 2° verwendet und die Grenzwertformel
lim, ;00 2° exp (—x) = 0 benutzt haben. In Kombination mit

= /exp (—x)dx = [— exp (—x)]zigo =1

folgt damit
['(n)=(n—1)! fir jedes neN/

Insbesondere ist die Gamma-Funktion eine Erweiterung der Fakultéit, die nicht nur
fiir natiirliche, sondern auch fiir positive reelle Zahlen ausgewertet werden kann. Wir
konnen aufserdem die Rekursionsformel aber auch verwenden, um die Gamma-Funktion
schrittweise via T'(£) := T'(£ + 1) /£ fiir negative, aber nicht ganzzahlige Argumente zu
definieren. Zum Beispiel gilt

F(=5)==3T(+3), T(=5):==3T(=5 =33T(+3)

Die Gamma-Funktion besitzt viele Anwendungen, zum Beispiel in der Physik und in
der Stochastik.

Y
J Y N

-4 -2 0 +2 +4
Abbildung Der Graph der Gamma-Funktion, die im Ursprung und in den negativen ganzen Zahlen
nicht definiert ist, sondern jeweils eine Singularitit besitzt. Fiir positive Argumente (gelber Zweig) ist
I'(£) als unbestimmtes Integral wohldefiniert, aber fiir £ < 0 (violette Zweige) muss die angegebene
Rekursionsformel verwendet werden, da der Integrand f(z) = 2¢~exp (—z) = 2¢7' (1 + O(z)) dann
eine nicht-integrierbare Singularitidt aufweist.

offene Intervalle Fiir ein offenes Intervall (a, b) ist das uneigentliche Integral von f
durch die Formel

£
/f da;—hm f(zx d:z:'—l—g%/f
o)

definiert, wobei die Grenzfille a = —oo und/oder b = +oo wieder zugelassen sind
und £ € (a, b) eine beliebig gewihlte Zwischenstelle ist. Insbesondere miissen nun
immer zwei unabhéngige Grenzwerte im eigentlichen Sinne existieren (bei den unten
diskutierten Hauptwerten ist das anders). Mithilfe der Gebietsadditivitdt konnen wir
aber zeigen, dass die Wahl von ¢ keine Rolle spielt bzw. dass jede andere Wahl dieselben
Ergebnisse liefert (Ubungsaufgabe).
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A A

-/ V.

B N
// " / ~.

a « b Q 3

Abbildung Uneigentliche Integrale auf den offenen Intervallen (a, b) und (—oo, co) erfordern die
Berechnung zweier unabhéngiger einseitiger Grenzwerte (blau und griin), wobei die Zwischenstelle
¢ (an der das Intervall zerteilt wird) beliebig gewihlt werden darf. Analoges gilt fiir (—oo, b) und
(@, +00).

=
N . S

Abbildung Die Gesamtfliche unter dem Graph von 2" auf dem Intervall (0, oo) ist fiir keinen Wert
von 7 € R endlich, wobei dies hier fiir negative Exponenten illustriert ist.

Beispiele

1. Das verallgemeinerte Monom f(x) = z” ist fiir keinen Wert des Parameters r € R
auf dem Intervall (0, co) uneigentlich integrierbar, denn fiir jede Wahl von ¢ gilt

£ B
lim [ 2"dx = oder lim /mr dr = 00,
a\,0 B oo
a 1
je nachdem ob r < —1 oder r > —1 ist (siehe auch die obigen Beispiele sowie das
Bild).
2. Wir berechnen
+oo 0 B
/ ze ™ dr= lim ze ¥ dr + lim /m e dx
aN\y—oo B, o0
—0o0 « 0
= lim 1 (—1 + e_o‘2> + lim <+1 — e_’32> =0,
a\(—oo B,/ +o0

wobei wir fiir jede andere Wahl der Zwischenstelle dasselbe Endergebnis erhalten.

+oo
Bemerkung: Wir werden weiter unten die Formel [ e dx = /7, herleiten,
—00

wobel wir aber andere Methoden einsetzen werden.

3. Es gilt

+1

0 B
/ dx . / dx Y / dx
——— = lim _— im —_—
V1—22 o\ -1 Va2 B8/+1 V1—22

-1

aN—1 B8,/ +1

0
= lim (arcsin (0) — arcsin (a)) + lim |( arcsin () — arcsin (O))
= arcsin (+1) — arcsin (—1) =7
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im Sinne uneigentlicher Integrale.

Bemerkung: Insbesondere besitzt der Integrand an den Intervallréndern z = —1
und x = +1 integrierbare Singularititen, wobei wir dies auch aus den Taylor-
Entwicklungen

1 1 1

ﬁzﬁﬁo—i_o(l_m)) fir = < +1

sowie
:——<1+O(1—i—x)> fir mg—l,
ablesen konnen.

4. Fiir die Funktion f : R — R mit

berechnen wir

Dies impliziert
¢ g
/f(x)dx N —00, /f(a:)d:c BV
a £

fiir jedes feste £ € R und wir schliefsen, dass f nicht uneigentlich integrierbar auf
R ist.

Liicken im Definitionsbereich Ist f wohldefiniert auf [a, z,) U (2., b], so nennen
wir

b a b
/f(x) dz := C}I/I?* /f(x) dz + 511\15* / f(z)dz
a a B

das entsprechende uneigentliche Integral, sofern die Grenzwerte auf der rechten Seite
beide im eigentlichen Sinne existieren.

A A

\ L\ / 2
| _4 w |\7

a o Te 8 b a o Ty b

Abbildung  Auch bei einer isolierten Liicke z, im Definitionsbereich wird das uneigentliche Integral
mithilfe zweier unabhéngiger Grenziibergénge (wieder griin und blau) definiert.
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Bezispiele

1. Die Funktion f(z) = (z — x,)’ ist fiir alle ganzen Exponenten j € Z mit j < —1
auf dem Intervall [a, b] nicht uneigentlich integrierbar, denn
/({E — ) dz = (—1) (

a

J+1 (lL’* _ a)j—i—l

J+1

Ty —a)

bzw.
b

i j+1

B
konvergiert fiir a« 7 x, bzw. § \, . nicht gegen eine reelle Zahl, sondern nur im

uneigentlichen Sinne gegen —oco oder +oc.

2. Mit dhnlichen Betrachtungen und unter sorgfiltiger Beachtung aller Vorzeichen
zeigen wir, dass

f@) =z —a.[
fiir reelle Exponenten r» < —1 nicht uneigentlich integrierbar ist, wobei dies auch
fiir r = —1 gilt, aber durch Rechnungen mit dem Logarithmus begriindet wird.

Fiir r > —1 erhalten wir jedoch

/f(ff)dx: (b_x*)THJr(x*_a)rﬂ

r+1

fiir das entsprechende uneigentliche Integral.

*Cauchysche Hauptwerte Wir wollen diese Verallgemeinerung des bestimmten
Integralbegriffs hier nur streifen, indem wir zwei typische Beispiele studieren.

Beuspiel auf einem offenen Intervall: Die Funktion

fl@)=(z+2)/(z* +1)

ist auf R = (—o00, 00) nicht uneigentlich integrierbar, da sie im Unendlichen zu langsam
abklingt und daher die Grenzwerte

aN\y—oo B,/ +o0

£ B
lim /f(x) dz = —o0, lim /f(m) dz = 400
a 3

fiir jedes £ € R nicht im eigentlichen, sondern nur im uneigentlichen Sinne existieren.
Es gilt aber

+¢ +¢ +¢

x 2
li dz = i d d
C/l‘gloo/f(x) . C/l‘l;noo / 2 +1 $+/ 2+ 1 v
—C —¢ —¢
z=+C z=+(
= lim ([% In (1+ xQ)] + [2 arctan (:13)] )

¢/ 400 z=—( r=—(

—2 i ( tan (+¢) — arct -):2,

Jim _{ arc an (+() — arctan (—() T
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6.4. Uneigentliche Integrale 147

wobei der Grenzwert auf der linken Seite bzw. die angegebene Zahl auf der rechten
Seite der Cauchysche Hauptwert von f genannt wird.

Beispiel mit einer Liicke im Definitionsbereich: Analog ist die Funktion

flz) = . :1—|—i

im Sinne der obigen Definition nicht uneigentlich integrierbar auf [—1, 0) U (0, +1],
aber wegen

—€ +1
rT=—¢ r=-+1
ll{r(l) /f(x) dac—l—/f(x)dx = ll{r(l) ([x+ln|x|L:_l + [x+ln|x|L:+s)
—1 +e

:li\rt%((—sjtlne%—l)—|—(1—1n5—5)>
:1im(2—25> —9
e\0

existiert wieder ein Cauchyscher Hauptwert.

A A

~ \L/
7

—C +C a Ty—E Ty Tite b

~~

Abbildung Beim Cauchyschen Hauptwert wird statt zweier separater Grenzwerte nur ein Limes
betrachtet. Dieses Konzept ist schwécher als das uneigentliche Integral, da es Ausléschungseffekte
geben kann, bei denen sich positive und negative Beitrige gegenseitig autheben.
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Kapitel 7

Differentialrechnung in nD

Ziel In diesem Kapitel verallgemeinern wir den Ableitungsbegriff auf Funktionen,
die nicht nur von einer, sondern von mehreren Variablen abhéngen. Die entstehende
Theorie ist die Grundlage fiir sehr viele Gebiete der Mathematik — zum Beispiel
die Geometrie von gekriimmten Fliachen und R&umen, gewohnliche oder partielle
Differentialgleichungen, Optimierung mit oder ohne Nebenbedingungen — und besitzt

zahllose Anwendungen in den Natur- und Ingenieurwissenschaften.

7.1 Exkurs uber Matrizen und Vektoren

Klarstellung Das Studium der Vektoren und Matrizen ist ein wesentlicher Teil der
Linearen Algebra, aber wir werden auch in der Analysis die folgenden Notationen,
Schreibweisen und Begriffe benutzen.

Matrizen

Sprechweise und Notation Eine (m,n)-Matrix wird als

ayy ... Qip

A =
am1 --- Qmn

geschrieben und ist ein rechteckiges Schema mit m Zeilen und n Spalten, deren Eintrége
(oder Komponenten) a;; reelle Zahlen sind.

Eselsbriicke Es gilt immer der Grundsatz Zeilen zuerst, Spalten spdter. Zum Beispiel
steht a;; in der i-ten Zeile und j-ten Spalte von A.

Addition und skalare Multiplikation Diese beiden Operationen werden ganz
intuitiv als komponentenweise Rechnungen definiert. Fiir (3,2)-Matrizen A, A sowie
Zahlen A\, A\ € R gilt zum Beispiel

)\A+5\A:)\ 11 Q12 413 +5\ a2 Q3
Q21 Q22 423 a1 Q22 23
_ (A a1 + };\&11 Ay + /:\&12 Aayz + E\dm)
Aagp + Aagr Aage + Aage Aagg + Ados

149



150 7. Differentialrechnung in nD

oder konkret

1 20 n 1 42\ (26 2 3 1 20\ (360
013 2 30/ \24 3)° 013/ \06 9)
Diese Rechenregeln decken auch die Subtraktion ab, denn es gilt A — A = A+ (—1) A.

Klarstellung: Matrizen mit einer unterschiedlichen Anzahl von Zeilen und/oder Spalten
konnen nicht addiert oder subtrahiert werden.

Multiplikation zweier Matrizen Das Produkt einer (m,[)-Matrix A und einer
(I,n)-Matrix B ist eine (m,n)-Matrix C = A - B, wobei der Eintrag c¢;; wie folgt
berechnet wird: Wir multiplizieren jeden Eintrag der i¢-ten Zeile von A mit dem
entsprechenden Eintrag der j-ten Spalte von B und summieren alle diese Produkte. Es
gilt also

l
Cij = E ik brj
k=1

firallet=1...mund alle j =1...n. Mit m = 3, [ = 2 und n = 4 ergibt sich

11 a2
b1 b1z big _
g1 G2 | * b b b =
21 23 024

app by + aiabar arn bia + aja by a1 b1z 4+ a2 baz @i bia + a2 bay
(921 b11 + a2 ba1 o1 bia + aga bas @91 by + a2 bag @y big + age bay |
a3y bi1 + ase bay a3y bis + asg bas  asy big + ase boy

wobei wir die Berechnung von
c11 = a1 by + a1z bay, Co3 = g1 b1z + agz bas
farblich markiert haben. Siehe auch die beiden Abbildungen sowie das konkrete Beispiel
o)A -(s0 8.
9 79
mit den Teilrechnungen 1-2+2-3=80-1+2-4 =8 und

-I | _EEEpay | E_I ﬁ E_#

= I =
Abbildung Die Multiplikation einer (3,2)-Matrix A und einer (2,4)-Matrix B ergibt eine (3,4)-
Matrix C = A - B, wobei sich der Eintrag c;; aus den Eintrdgen der i-ten Spalte von A und der j-ten
Spalte von B berechnet.

Hzﬁ - |- - =

Abbildung Vier Beispiele fiir zuléssige Matrizenprodukte: Beachte, dass die Spaltenzahl des ersten
Faktors mit der Zeilenzahl des zweiten Faktors iibereinstimmen muss.
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Achtung

1. Die Matrizenmultiplikation ist nicht kommutativ. Ist das Produkt A - B
definiert, so ist B+ A entweder nicht definiert oder (im Allgemeinen) nicht gleich.

2. Die geometrische und arithmetische Bedeutung des Matrizenproduktes wird in
der Linearen Algebra fiir Elektrotechnik erklart.

3. Es gibt keine Division von Matrizen.

Definitionen

1. Zu jeder (m,n) Matrix A gehort die transponierte Matrix

ay; ... Qmi
AT =

A1y . Amn

Es handelt sich bei AT um eine (m,n)-Matrix, deren Zeilen bzw. Spalten den
Spalten bzw. Zeilen von A entsprechen. Ein einfaches Beispiel ist

r (132
’ A‘(543

und ganz allgemein gilt (AT)T =A.

A_:

N QO =
W = Ut

2. Eine Matrix heifst quadratisch, wenn sie genau soviele Zeilen wie Spalten besitzt.
Dies ist zum Beispiel bei

1 2 1 20
A—<2 1> bzw. A—(O 9 1)

der Fall bzw. nicht der Fall.

3. Eine quadratische Matrix heifft symmetrisch, wenn a;; = aj; fiir alle 7, j erfiillt
ist, d.h. wenn A = AT gilt. Die Matrix

(1 2\ (12 13\ 7
a=(y ) =27 e a=(32)2(5 )=

liefert ein einfaches Beispiel bzw. Gegenbeispiel. Nicht-quadratische Matrizen
kénnen natiirlich nicht symmetrisch sein.

4. Die Eintrdge der n-dimensionalen Einheitsmatrix I,, nehmen auf der Diagonalen
den Wert 1, sonst immer den Wert 0 an. Es gilt also

1 00
122((1) ?), I3: 010
0 01

und durch direkte Rechnungen zeigen wir, dass A - I, = I, - A = A fiir jede
(n,n)-Matrix A erfiillt ist.
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5. Wir nennen eine (n,n)-Matrix A invertierbar, falls eine (n,n)-Matrix A™!
existiert, sodass die Formel

A-AT=A"1A=1,

erfiillt ist. Ein einfaches Beispiel ist

A=y ) mear=( i)

aber die beiden Matrizen

Sl IR O

sind jeweils nicht invertierbar. Beachte, dass nicht-quadratische Matrizen niemals
invertierbar sein kénnen und dass (A‘l) ' = A fiir jede invertierbare Matrix gilt.

Ausblick: Durch die Berechnung der Determinante konnen wir zum Beispiel
feststellen, ob eine quadratische Matrix A invertierbar ist (det A # 0) oder
nicht (det A = 0). Die Berechnung der inversen Matrix A kann dann etwa mit
dem verallgemeinerten Gaufs-Jordan-Verfahren erfolgen. Siehe dazu jeweils die
Vorlesung Lineare Algebra fiir Elektrotechnik

Spezialfall: Fiir (2,2)-Matrizen ergeben sich die recht einfachen Formeln

1 _
A= (an a12> , detA =ajjam —apay, A= ( 22 a12) )

Qo1 A22 det A \—aa1 ann

wobei die letzte nur fiir det A # 0 Sinn hat, denn wir diirfen niemals durch 0
teilen. Bei (3,3)-, (4,4)- oder (5,5)-Matrizen sind die notwendigen Rechnungen
jedoch deutlich komplizierter.

Vektoren

Sprechweise und Notation Von besonderer Bedeutung sind (n, 1)-Matrizen mit n
Zeilen und einer Spalte sowie (1,n)-Matrizen mit einer Zeile und n Spalten, wobei wir
dann oftmals

x=1 . ,Spaltenvektor X = (:cl Ty ... xn) ., Zeilenvektor®

schreiben und die Eintrédge nun nur einen Index tragen. Wir nennen x meist einfach
Vektor und konnen ihn als einen Punkt im n-dimensionalen euklidischen Raum —
bzw. als ein Element von R"™ — betrachten, wobei dann die z; gerade die kartesischen
Koordinaten sind. Beachte, dass n = 2 bzw. n = 3 der zweidimensionalen Ebene bzw.
dem physikalischen Raum entspricht.

Da die Notation mit Spalten- oder Zeilenvektoren oftmals sehr unhandlich ist,
schreiben wir in der Analysis alternativ auch

X = (xl, To, ... :L‘n) ,n-Tupel* (mit Komma).
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Klarstellung Oftmals ist es nicht wichtig, ob wir x € R" als Spaltenvektor, als
n-Tupel oder als Zeilenvektor schreiben. Beim Rechnen mit Matrizen ist dies aber
anders: Wir konnen zum Beispiel eine quadratische (n,n)-Matrix von links bzw. rechts
mit einem n-dimensionalen Zeilen- bzw. Spaltenvektor multiplizieren und erhalten
wieder einen n-dimensionalen Zeilen bzw. Spaltenvektor, aber anders herum geht das
nicht. Siehe dazu das Bild.

@=@ LT =L 1] ~@—D @-=

Abbildung Spalten- und Zeilenvektoren verhalten sich anders bei der Multiplikation von Matrizen.

Generalkonvention Im Zweifelsfall ist ein n-Tupel als Spaltenvektor zu betrachten.

Bemerkungen

1. Die Addition und die skalare Multiplikation erfolgen wieder komponentenweise
und sind in Tupel-Notation durch

X+X=(x1+ Ty, T3+ To, ..., Ty + Tp), Ax = (Axy, Axo, .., Axy)
gegeben.

2. Eine wichtige Rolle spielen auch die kartesischen Einheitsvektoren e;, wobei die
konkreten Formeln von n abhéngen. In zwei bzw. drei Dimensionen handelt es

sich um
1 0
e w0
bzw.
1 0 0
n=3: e = 0, €y = 1, €3 — 0
0 0 1

Beachte, dass der k-te Einheitsvektor selbst aus n Eintragen besteht, d.h. fiir
n = 2 gilt zum Beispiel e, = (ek,l, €k72) mite; 1 =exo=1und e; o =€y =0.

3. Die Formel

T

<x, >~(> =X X=2181+ 29T+ ...+ X, Th

definiert das Skalarprodukt von zwei n-dimensionalen Vektoren x, x € R",
dass wir aber nicht mit der Matrizenmultiplikation verwechseln diirfen. Eine
alternative Notation ist x ¢ x.

[x[| ;== /2% + ...+ 22 =/(x, %)

nennen wir die Norm (oder die Lénge) von x.

4. Die GroRe
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5. In drei Dimensionen wird durch

T I Ty T3 — X3 Ty
To X [ig = | X3 531 — X i’g
T3 fg I ZZ'Q — X9 Zi‘l

das Kreuzprodukt zweier Vektoren definiert. Beachte, dass fiir n # 3 keine direkte
Entsprechung existiert und dass x x x = —x X x gilt. Die Formeln

e X ey =e3, € X ez =eq, e3 X €1 = €9

sind in der Theorie elektromagnetischer Phanomene sehr wichtig.
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‘Vorlesung 13: 10. Mai

7.2 Partielle Ableitungen skalarer Funktionen

Vorbemerkung Im Folgenden betrachten wir (skalare) Funktionen f: D — R, die
auf einer Teilmenge D C R"™ definiert sind, und bezeichnen mit

f(x) oder flzy, ... xp)

den Funktionswert von f im Punkt x = (1, ..., z,) € D. Insbesondere schreiben
wir die Komponenten des Arguments x meist als n-Tupel, da die Spaltennotation sehr
uniibersichtlich wére.

Xy~ |

X2

v X1 X1
Abbildung Skalare Funktionen in zwei Variablen (n = 2) kénnen auf verschiedene Weisen visualisiert
werden: Als Flachenplot, als Dichteplot oder als Konturplot. Hier dargestellt fiir die Gauk-Funktion

f(@1, 33) = exp (—af — x3).

Definition Sei x, = (41, ..., Tupn) € D ein gegebener Punkt. Wir sagen, die f
besitzt in x, die j-te partielle Ableitung, falls der Grenzwert

Oy, [(x.) i= lim L O es) = F(x)

h—0 h

wohldefiniert ist, wobei e; € R" der j-te kartesische Einheitsvektor des R™ ist. Existiert
Oy, f(x.) fiir jedes j = 1...n, so nennen wir f partiell differenzierbar im Punkt x..

Bemerkungen

1. Partielle Differenzierbarkeit ist zunéchst wieder eine punktweise Eigenschaft.
Ist diese in jedem Punkt x, € D erfiillt, so nennen wir die Funktion f
partiell differenzierbar (auf der Menge D). In diesem Fall sind 0, f,...,0., f
selbst Funktionen mit Definitionsbereich D und Wertebereich R.

2. Wir setzen bei allen Betrachtungen zur partiellen Differenzierbarkeit immer
stillschweigend h # 0 voraus. Beachte, dass wir in der obigen Definition durch die
reelle Zahl h (und nicht etwa durch die Differenz von zwei Vektoren) dividieren.

3. In zwei Dimensionen sind e; = (1, 0) und e; = (0, 1) die beiden kartesischen
Einheitsvektoren und analoge Formeln gelten fiir n > 2.

4. In der Literatur gibt es weitere Notationen fiir partielle Ableitungen, zum Beispiel

0
0., f(x) = 51 (x) = £y (x2).
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5. Fiir n = 1 ist partielle Differenzierbarkeit die bekannte Differenzierbarkeit und

es gilt

0.1(r) = J'(a) = - f(x).

Achtung: Hangt f nicht nur von einer Variablen x, sondern von n Variablen
T1,...,T, ab, so schreiben wir weder f’ noch df/dz, sondern immer 0,,f oder

Wir konnen die partiellen Ableitungen auch wie folgt verstehen: f héngt zwar
von den n unabhingigen Variablen zi,...,x, ab, aber bei der Berechnung
der partiellen Ableitung 0,, f(x,) fixieren wir die Werte von xs,...,z, und
untersuchen die Differenzierbarkeit der eindimensionalen Funktion

Roz; = f(z1, Ta2, Tug, .., Tup) ER
im Punkt z, ;. Analoges gilt fiir 0, f(x,) mit j € {2, ..., n}.
r TN

Abbildung Partielle Ableitungen fiir n = 2: Bei der Berechnung von 0, f(x«) bzw. O, f(X.)
betrachten wir x5 bzw. x; als konstant und betrachten f als Funktion von x; bzw. x5. Der schwarze
Punkt représentiert x, = (z«,1, T« 2) € R2.

Beispiele

1. Wir betrachten die Funktion f :R? — R mit

f(xl, $2) =T $22 )
und fixieren zunéchst x, = (x, 1, Z.2) beliebig. Fiir h # 0 berechnen wir

f(xi+he) = f(x)  flman+h, 2ua) = f(Tu1, Tu2)

h h
2 2
(l'*71 + h) Tio = L1l Ly o
h
2 h—0 2
- x*,2 x*,?

sowie

f(xs+hey) — f(x4) _ f($*,1, Ty2 + h) — f(x*,h l‘*,z)

h h

T (Tuo + h)2 — Ty mz,Q

h
h—0
=2 L1 T2 + L1 h —_— 2 L1 T2
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und haben damit die Existenz der partiellen Ableitungen

Our f(a1s Ta2) =255, Ounf (Ta1s Tap) = 2301 T

gezeigt. Da unsere Argumente fiir alle x, € R? gelten, kénnen wir in den finalen
Formeln auch z; statt x,; und x5 statt x, o schreiben.

zum formalen Rechnen: Unser Ergebnis kann auch durch

2 2 2
Or, (ml 1:2) =a5, O (acl x2) =221 2

abgeleitet werden, wobei wir einmal bei festgehaltenem x5 nach x; und danach bei
festgehaltenem x; nach xs differenziert haben. In der Praxis werden wir oftmals
so rechnen, d.h. wir werden meist x, nicht explizit einfithren. Es ist aber wichtig
zu verstehen, dass partielle Differenzierbarkeit eine punktweise Eigenschaft ist,
die in einzelnen Punkten erfiillt, in anderen Punkten aber verletzt sein kann.

2. Bei theoretischen Betrachtungen werden wir die unabhéngigen Variablen meist
mit xq, ...,x, bezeichnen. In der Praxis werden aber natiirlich auch andere
Notationen verwendet, zum Beispiel

fle,y)=zy*,  Ouf(z,y)=vy", O,f(z,y)=2zy.

Wichtig ist dabei, dass Sie sich in jedem Kontext immer klar machen, was die
unabhéangigen Variablen sind und wieviele es von ihnen gibt.

3. In der Physik werden die unabhéngigen Variablen manchmal iiberhaupt nicht
explizit geschrieben. Aus

E=mc
folgt zum Beispiel
oF oF
0 o = C 19) 5 me,
denn F kann ja als Funktion in den unabhingigen Variablen m und ¢ betrachtet

werden.
4. Der Ausdruck
f(z1, 22, x3) = 2% cos (wp) + (w1 + 22) 23 sin (3)

definiert eine Funktion f : R® — R, fiir die in jedem Punkt alle drei partiellen
Ableitungen existieren. Insbesondere gilt

O, f (1, To, 3) = 37 cos (12) + 13 sin (x3),

wobei wir den Ausdruck fiir f analog zu oben bei festgehaltenem x5 und x3 nach
x1 abgeleitet haben. Analog erhalten wir

Opy f (21, 9, 13) = —27% sin (29) + 23 sin (x3)
sowie
Ops f (1, T2, x3) = (1 + x3) sin (x3) + (21 + x2) T3 coS (x3)

durch partielle Differentiation nach zo bzw. 3.

Michael Herrmann: Analysis fir ET [(cc Version vom 10. Juli 2024



158 7. Differentialrechnung in nD

5. Fiir f:R3 — R mit
flz,y, 2)=2°+ |y+z|
existieren nicht alle partiellen Ableitungen iiberall. Genauer gesagt, es gilt
Ouf(z,y, 2) =22 fir alle (z, vy, 2)
und
Oyf(z,y, z) =0.f(x, y, 2) =sgn(y + 2) fir alle (x, y, z2) mit y+2 #0,

wobei

-1 flir s < 0
sgn(s) = 0 firs=0
+1  firs>0

wieder die eindimensionale Signums- bzw. Vorzeichenfunktion ist.

Rechenregeln Analog zur eindimensionalen Differentialrechnung ergeben sich fiir
zwei gegebene Funktionen f und g die folgenden Gesetze.

1. Linearitit: Es gilt
On, (0 f(x) + B g(x)) = 00y, f(x) + 8 O, 9(x)

sofern a und [ reelle Zahlen sind (oder allgemeiner Ausdriicke, die nicht von z;
abhéngen).

2. Produkt- und Quotientenregel: Es gilt

0s, (f(x) 9(x)) = (05, f(x)) 9(x) + f(x) (0s,9(x))

und

9

FON (8 £09) 960 — £ (0,9())
O, (Q(X)) B (g(x))2

wobei die letzte Regel nur in den Punkten x mit g(x) # 0 gilt.
3. Kettenregel: Es gilt
O0r, 0 (f(x)) = &' (f(x)) (0, [ (%))

fiir jede stetig differenzierbare Funktion ¢ : R — R.

Beispiel Mit ¢(s) = s® liefert die Kettenregel

O, (F(2))" =3 (£(x))" O, f(x).
Analog folgt
Dy, (sin (2123)) = cos (1122) a3, By, (sin (w1 23)) = cos (21 22) 221 2
mit ¢(s) = sin (s) und f(z1, 22) = 21 22.
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Gradient skalarer Funktionen

Bezeichnung Die partiellen Ableitungen von f konnen (sofern sie existieren) in
jedem x € D zu einem Vektor vereinigt werden. Den entsprechenden Spaltenvektor

Ou, f(x) .
grad f(x) = = (a:vlf(X)v cen 7arnf<x))

nennen wir den Gradienten von f im Punkt x, wohingegen wir den entsprechenden
Zeilenvektor spéter mit dem Differential bzw. der Jacobi-Matrix von f identifizieren
werden. In der Physik schreibt man auch gerne V f(x) statt grad f(x), wobei

ein Differentialoperator ist und auch Nabla-Operator genannt wird.

Rechenregeln Fiir zwei stetig differenzierbare Funktionen f und f gilt:
1. Linearitdt: Fir reelle Zahlen o und & gilt

grad (a f(x) + df(x)) — o grad f(x) + & grad f(x),
2. Produktregel: Es gilt

grad (f(x) f(x)) = f(x) grad f(x) + f(x) grad f(x),

wobei auf der rechten Seite Produkte von Zahlen und Vektoren stehen.

Ausblick Gradienten skalarer Funktionen spielen in der Physik eine wichtige Rolle.
Ein Beispiel ist das elektrische Feld, dass von einer Punktladung erzeugt wird (siehe
weiter unten).

Geometrische Interpretation Fiir jede Funktion f und jeden Wert ¢ € R wird
Ni(c) ={xe D CR" : f(x)=c}

die entsprechende Niveaumenge (bzw. Kontur) genannt. Wir werden spéter sehen, dass
Ny(c) fir n = 2 bzw. n = 3 in der Regel als Kurve bzw. Fliche (und ganz allgemein
als n—1-dimensionale Hyperfliche des R™) betrachtet werden kann.

Die wesentliche Beobachtung ist, dass fiir jedes x € Ny(c) der Vektor grad f(x)
senkrecht auf Ny(c) steht. Insbesondere liefert grad f(x) immer die Richtung des
steilsten Anstiegs (und — grad f(x) damit die Richtung des steilsten Abstiegs). Siehe
auch den Abschnitt iiber Richtungsableitungen.
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X1 X1

Abbildung Konturplots von f(z1, ¥2) = 22 + 23 und f(z1, ¥2) = 22 — 23, wobei Rot und Blau fiir
grofte und kleine Werte stehen. Der Gradient grad f(x) wurde jeweils in vier ausgewihlten Punkten
x als Pfeil abgetragen und zeigt immer in Richtung des steilsten Anstiegs. Beachte die Analogie zum
Bergsteigen, wobei die Konturen gerade die Hohenlinien sind.

Stetigkeit skalarer Funktionen
Definition [ heifst stetig im Punkt x,, falls fiir jede Folge (x;),cy in D mit

k—oo
X — Xi
auch
flxi) = f(x)

gilt. Ist f in jedem Punkt x, € D stetig, so sagen wir, f ist stetig (auf D).

Bemerkungen
1. Eine Folge (xj),cy von n-dimensionalen Vektoren xj, = (op1, ..., Tp,) € R?
konvergiert genau dann gegen den Limesvektor x, = (2.1, ..., T.n) € R", wenn
alle Komponenten konvergieren, d.h. wenn xz,; = limy_,o 2 ; fiir jeden Index
j=1...n gilt.

2. Wir haben damit den eindimensionalen Stetigkeitsbegriff auf natiirliche Weise
verallgemeinert. Man kann auch ein dquivalentes e-6-Kriterium fiir Stetigkeit
einfithren, aber dies wird in dieser Vorlesung keine Rolle spielen.

Klarstellung Alle Funktionen, die sich in ,einfacher Weise* aus eindimensionalen
stetigen Funktionen zusammen setzen, sind in der Regel auf ihrem Definitionsbereich
stetig. Zum Beispiel wird durch

f(z1, 23) = 25 exp (x sin (z3))
eine (in jedem Punkt) stetige Funktion f : R? — R definiert. Die Formel
f(z1, z3) = In(x1) tan (z9)
liefert hingegen eine stetige Funktion auf ihrem Definitionsbereich

D ={(x1, x3) i 21 >0, —7/2 < 1wy < +7/2 }.
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Stetigkeit und partielle Ableitungen Die Existenz aller partiellen Ableitungen
garantiert in hoheren Dimensionen (d.h. fiir n > 1) noch nicht die Stetigkeit der
Funktion f. Ein Standardgegenbeispiel ist f : R? — R mit

X1 T2 ..
- fir (zq, xz9) # (0, 0),
flar, m2) =< (23 +a3)?
0 flir z; =25, =0,

denn zum einen gilt

f(hey, 0) = f(0,0) . f(h,0)—f(0,0) .. 0-0

00, 0=} h B R
sowie
P 0, 0) = iy h L T = R

Andererseits ist f im Ursprung x, = (0, 0) nicht stetig, denn fiir die Folge
X = (xk,la Tpo) = (%, %)
gilt
()’ Ll
(=)
d.h. x; konvergiert fiir k — co gegen x,, aber f(x;) konvergiert nicht gegen f(x,) =0
(sondern im uneigentlichen Sinne gegen +00).

Merkregel Der Zusammenhang zwischen Stetigkeit und partieller Differenzierbarkeit
ist fiir n > 1 deutlich subtiler als fiir n = 1.

andere Differenzierbarkeitskonzepte* Es gibt in der modernen Mathematik die
totale Differenzierbarkeit, die deutlich restriktiver ist als partielle Differenzierbarkeit
und immer die Stetigkeit der Funktion nach sich zieht. Dieses Konzept ist allerdings
recht kompliziert und fiir die Anwendungswissenschaften wenig relevant, da die dort
auftretenden partiellen Ableitungen in aller Regel nicht nur existieren, sondern sogar
stetig sind.

Klarstellung: Wenn Physiker vom totalen Differential reden, meinen sie meist nicht
die totale Differenzierbarkeit im Sinne der Mathematik, sondern beziehen sich auf
Spezialfille der weiter unten formulierten Kettenregel. Wir werden dies im Kontext
von Kurven genauer diskutieren.

AT AT

Xy X

T X

> »
» »

Abbildung Links: Die partielle Differenzierbarkeit von f in x, garantiert, dass die Funktion f
in allen Einheitsrichtungen differenzierbar ist. Rechts: Totale Differenzierbarkeit fordert (salopp
gesprochen) die entsprechende Eigenschaft auch auf allen gedrehten oder gar gekriimmten Kurven, die
durch x, laufen. Ein hinreichende (aber nicht notwendige) Bedingung fiir die totale Differenzierbarkeit
ist die Stetigkeit aller partiellen Ableitungen 9, f.
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Hohere Ableitungen und Satz von Schwarz
Notation Wir schreiben
000, f(x) = 0, (0, /() wnd O, f(x) = Dy, (0, /()

fiir zweifache partielle Ableitungen, d.h. fiir partielle Ableitungen von partiellen
Ableitungen (sofern diese existieren). Alternative Schreibweisen sind

52 , O
N azﬁx]ﬂx) und T 81‘1‘2

und analog werden dreifache, vierfache usw. Ableitungen eingefiihrt.

0,,0,, [ (x)

f(x)

Bezispiele
1. Fiir die Funktion f : R? — R mit
f(xq, x9) = sin (ml + x%)
berechnen wir zunéchst
Op, (21, 22) = cos (951 + x%) , O, f(x1, T2) = 225 cOS (xl + x%)
und anschliefend
92 f(z1, x2) = Oy, (cos (z1 + 23)) = —sin (21 + 23) ,
Oy Oy f (1, T2) = O, ( cos (xl + x%)) = —215 sin (xl + x%)
sowie
Opy Oz, f (1, T9) = O, (2 Ty COS (1'1 + $%)) = —219 sin (a:l + x%)
92, f(z1, m2) = Oy, (2 cos (v1 4+ 23)) = 2 cos (21 + 23) — 423 sin (2 + 23) .

Insbesondere gilt in diesem Beispiel 0,, 0., f (21, x2) = 04,0, f(x1, x2) und damit
der Satz von Schwarz (siehe unten) in jedem Punkt (z1, z3).

2. In Physikernotation ergeben sich aus

T 4+
f="
z
die Formeln
2 x + 2
arf:_a 8yf:_y7 aZfZ_ Qy )
z z z
sowie
1
agf = 0, 0,0,f = 0, 0.0,f = R
2 2
2.0,f = 0, Rf = = 0.0,/ = =
1 2y 21 + 29>
%0.f = ——=. 0,0.f = ——. 2f = =

wobei wir immer z # 0 vorausgesetzt haben. Auch hier gilt mit
axayf = ayaxfa ayazf = azayf7 8xazf = 8za:cf

der Satz von Schwarz in jedem zulédssigen Punkt (z, y, 2).
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3. Ein negatives Standardbeispiel ist

¥i—ay
flor, @) ={ 7@ Ly e m) £ 0.0),
0 fiir (z1, x2) = (0, 0).

Fiir dieses erhalten wir die ersten Ableitungen

4 2.3 _ .5
Ty T + 4ty — 7

fiir (z , T 0,0),
Oy [ (21, T2) = (22 + $§)2 (21, 22) # (0, 0)
0 fir (21, z2) = (0, 0),

5 3,2 4

) —4dxixs —x1 75
fir (zq, x 0,0),
O, f (1, 2) = (2 + 22)° (z1, z2) 7 (0, 0)
0 fiir (x1, 22) = (0, 0),

wobei die Berechnung in jedem Punkt (z1, x2) # (0, 0) mithilfe der Produkt- und
Quotientenregel gelingt, aber in (0, 0) das Bestimmen von Grenzwerten erfordert.
Die gemischten zweiten Abeitungen im Ursprung ergeben sich zu

5
0.,0:,1(0. 0) = im = (2, (1, 0) — 0,,1(0, 0)) = lim ( e o) "

h—=0 h ht
15
0,04, £(0, 0) = }lgr%%(axlf(o, h) — 8,, £ (0, 0)) _ g%%( L o) —_1

und wir schliefsen, dass der Satz von Schwarz im Punkt (0, 0) verletzt ist (in allen
anderen Punkten gilt er aber). Das Problem ist, dass zwar die ersten partiellen
Ableitungen in (0, 0) stetig sind (Ubungsaufgabe), aber die zweiten nicht mehr.

Definition f : D — R heilt k-mal stetig differenzierbar, wenn alle k-fachen
partiellen Ableitungen in jedem Punkt aus D existieren und aufterdem stetig sind.

Theorem (Satz von Schwarz) Fiir eine zweimal stetig differenzierbare Funktion
gilt

8aclax7f(x) = ax]axlf(x)

in jedem Punkt x € D und alle i,j = 1...n mit i # j.
Beweis: Es sei auf die Literatur verwiesen, zum Beispiel [AORS, Satz 17.1.11]. O

Bemerkungen

1. In praktisch relevanten Féllen wird der Satz von Schwarz in aller Regel gelten. Sie
diirfen ihn in den Hausaufgaben auch stets ohne besondere Begriindung benutzen.

2. k-fache partielle Ableitungen heiften auch partielle Ableitungen der Ordnung k.

Verallgemeinerung Fiir dreimal stetig differenzierbare Funktionen kénnen immer
drei partielle Ableitungen beliebig vertauscht werden, d.h. es gilt zum Beispiel

1 X4
fiir alle paarweise verschiedenen Indizes i, j,k = 1...n. Analoge Aussagen gelten fiir
vier- und fiinfmal stetig differenzierbare Funktionen.
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Hesse-Matrix skalarer Funktionen Existieren alle zweiten partiellen Ableitungen
von f, so wird

D2 f(x) ... 04,04, f(x)
Hf(x) = : :
O, On, [(x) - 07 [(X)

als die Hesse-Matrix von f im Punkt x bezeichnet. Diese quadratische (n,n)-Matrix
ist symmetrisch (sofern der Satz von Schwarz gilt) und ihre Eigenschaften spielen eine
prominente Rolle bei der Untersuchung lokaler Extremstellen. Sie wird manchmal auch

als V2f(x) bezeichnet.

7.3 Ableitungen vektorwertiger Funktionen

Setting In diesem Abschnitt betrachten wir vektorwertige Funktionen f : D — R™,
die wieder auf einer Menge D C R"™ definiert sind, aber diesmal Werte im R™ annehmen
(wobei m und n verschieden sein kénnen). Insbesondere besitzt eine solche Funktion
via

fi(x)
fx)=1 :

fn(x)

genau m skalare Komponentenfunktionen f; : D — R.

Bemerkung Alle Konzepte des vorherigen Abschnitts (partielle Differenzierbarkeit,
Stetigkeit, stetige Differenzierbarkeit, Satz von Schwarz) kénnen komponentenweise
iibertragen bzw. angewendet werden. Eine Funktion f : D — R™ ist zum Beispiel genau
dann stetig oder stetig differenzierbar im Punkt x, € D, wenn alle f; die entsprechende
Eigenschaft besitzen.

Jacobi-Matrix (oder Funktionalmatrix) Wir koénnen die partiellen Ableitungen
aller Komponentenfunktionen f; (sofern sie existieren) zeilenweise in eine (m, n)-Matrix
einsortieren und erhalten

Op [1(x) oo On, (%)
Jf(x) = : :

O fn(X) . Do fon(X)

Merkregel Die Zeilen der Jacobi-Matrix gehoren zu den Komponenten von f, die
Spalten jedoch zu den Komponenten von x. Insbesondere ist die Jacobi-Matrix einer
skalaren Funktion immer ein Zeilenvektor.

Bemerkung Die Berechnung der Jacobi-Matrix ist eine lineare Operation, d.h. es
gilt

T+ A ) (x) = ANIf(x) + A If(x)
fiir je zwei differenzierbare Funktionen f, f und beliebige reelle Zahlen \, \.
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Alternative Notation Physiker und Ingenieure setzen oftmals y = f(x) und
schreiben die Jacobi-Matrix als

dy Oy
0 = 5 = (w) ’
J/ i=1l..m,j=1...n

wobei die Notation der rechten Seite andeuten soll, dass y; bzw. z; in der i-ten Zeile bzw.
j-ten Spalte auftaucht. Diese Notation hat viele Vorteile, aber auch einige Nachteile
und die Kunst besteht darin, in jedem Kontext die ,,optimale* Notation zu wéhlen. Es
diifte niemanden {iberraschen, dass die eine Notation exakter, die andere aber oftmals
praktischer ist.

Beispiele

1. Fiir m = 2, n = 3, D = R? sei die stetig differenzierbare Funktion f : R? — R?
gegeben durch

fi(z, z2, x3) = z1 29 +$§; fa(x1, z2, 3) = x% (29 + x3) .

Die Jacobi-Matrix berechnet sich zu

- i) T 2;33
I(x) = (2 1y (1o +13) 22 22 > ’

wobei die erste bzw. zweite Zeile aus den partiellen Ableitungen von f; bzw. fo
zusammengesetzt ist. Die erste bzw. zweite bzw. dritte Spalte entspricht dabei
den Ableitungen nach x; bzw. x5 bzw. x3.

2. Die Formeln

fl(xly $2) =1+ T2, fz(xl, $2) = ﬁ Ta, f3($17 xz) =1 $§

definieren eine Abbildung f : R? — R3 und wir erhalten nach einigen elementaren
Rechnungen die (3, 2)-Matrix

1 1
JE(x)= 22120 22
s 32l

3. Im Fall von m =1 gilt

Jf(x) = (811f1(x) &Enfl(x)) = (grad f(x))T7

d.h. die Jacobi-Matrix einer skalaren Funktion ist gerade der Zeilenvektor aller
partiellen Ableitungen.

4. Fiir n = 1 ergibt sich
fi(z)
J@) =] :+ | =f(2)
fon()

als Jacobi-Matrix einer vektorwertigen Funktion mit nur einer Variablen x € R.
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5. Die Kreisfrequenz w eines idealisierten Pendels ergibt sich via

w=4/2
[
aus der Erdbeschleunigung g sowie der Fadenlédnge [. In Physikernotation kann

die entsprechende Jacobi-Matrix als
ow 1 V9 )
= (0w Ow) = —
0(g, 1) (O O) (2Vgl 2/13

geschrieben werden. Wichtig ist, dass am Ende eine (1, 2)-Matrix da steht und
diese auch richtig berechnet wurde.

Vektorfelder und spezielle Ableitungen

wichtiger Spezialfall Fiir m = n bildet f eine Teilmenge D des R™ in den R"™ ab.
Ein solche Abbildung wird Vektorfeld (auf D) genannt und die Jacobi-Matrix Jf(x)
ist dann immer eine quadratische Matrix mit n Zeilen und n Spalten. Im Kontext von
Vektorfeldern nennt man skalare Funktionen gerne Skalarfelder.

HLINX XX NN A A A A A A A4 4 22 T AV v AA 2 IV e spasme SR
YR RXNNNAA AL A 4 4 7 NN S vy AAA KKK A aeaa O O% R
NYYYNNNNAAAA A A A R S S y A AAA Y ¥ ¥ K s~ ~OROROR R
SNYXYNNNNA A 4 7 7y NN~ 7 7 A AA ¥ ¥ KK & a e ~ YOOk &
VV\V\\K“‘A{/,(((V R R R v A AAA V¥ ¥ ¥ Ko~ % % %N
XXX\ A A A A v v "R S g v A A 44 ,,,;;,<~v»»»\;
2SN S S SN NP FEFSss S ERRRERR y AA A A AA YV VIS A Y
~~~~~~ N A ‘RERR 4 4 A AA Y Y VA [ Y Y

X Q=== e O N N R RGN $OOF bbb
AAAAAA AR S VAV F A e S VAN AVEVLVRY
AAAAA X/ 1 NONOR A Y Y YFFA S U W N N W X IR RERE A A4 AA
VY v o o TR NN NN N NN W W ““‘&>.««4444
VO EERRRERR YN V¥ VKK e~ >R % R R A v A4 44
FEFF AP OOO0a V¥ ¥ Ko aa~ ~ v % % A R RV rr AAA
VI T ERRR RSN P ~ >Rk & A TRV s AAA
FEFF PTG K ¥ Ko sttt I OROR R OO A oy AAA

_1)""77¢V11\\\\ _1,,,,‘ ‘‘‘‘‘ xR OR K _17‘\\~; ..... vy A4S
. . ) . . ) . . .
-1 0 +1 -1 0 +1 -1 0 +1

X1 X1 X1

Abbildung Planare Vektorfelder (n = m = 2) konnen als Vektorplot dargestellt werden, indem in
ausgewihlten Punkten x € R? der entsprechende Vektor f(x) € R? abgetragen wird. Hier dargestellt

fiir £(x) = (21, 22)" (links), £(x) = (22, 21)” (Mitte) und £(x) = (—z, 21)" (rechts).

Gradientenfelder Jede skalare und stetig differenzierbare Funktion ¢ : D — R
definiert durch

f(x) = grad g(x) bzw. fj(x) = 0,,9(x)

ein stetiges Vektorfeld auf D, das Gradientenfeld von g genannt wird. Nicht jedes
Vektorfeld ist aber Gradientenfeld, denn es gibt lokale Restriktionen an f und globale
Restriktionen an die Menge D.

Notwendige Bedingung Fin stetig differenzierbares Vektorfeld f : D — R"™ kann
man dem Satz von Schwarz nur dann Gradientenfeld sein, wenn

O, f3(%) = Os, fi(x)
fir alle x und alle 4,j = 1...n erfiillt ist, d.h. wenn die Jacobi-Matrix Jf(x) in jedem
Punkt x symmetrisch ist.

Bemerkung: Die Umkehrung gilt aber nicht immer, sondern nur dann, wenn D keine
,Locher besitzt. Wir werden das spéter besser verstehen.
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Bezispiele
1. Ein Standardbeispiel fiir ein Gradientenfeld ist
g(a1, - ma) = o (21— B1)* + oz (w2 — Bo)* + ..+ o (2 — Ba)’
mit
201 (21 — B1)
f(x) = grad g(x) = : :
2 (679 (xn - Bn)

wobei die a; und 3; gegebene Konstanten aus R sind.

2. Ein zweidimensionales Standardgegenbeispiel ist

Y
f([Eh J]Q) = (+LE1)
denn es gilt 0., fo(r1, Ta) = +1 # —1 = 0y, f1(21, T2).

Divergenz eines Vektorfeldes Fiir jedes stetig differenzierbare Vektorfeld wird
durch

div f(x) := Z O, £5(X) = Oy f1(X) + .+ O, fu(X)

ein Skalarfeld auf D definiert, das die Divergenz von f genannt wird. Insbesondere
ist divf(x) gerade die Spur von Jf(x), d.h. die Summe aller Diagonaleintrége der
Jacobi-Matrix, und wir werden spéter verstehen, warum diese Grofe wichtig ist. Eine
alternative symbolische Notation ist

axl fl (X)
divf(x) = Vef(zx) = N : )
s, fa(x)

wobei « hier das Skalarprodukt im R™ meint und V wieder der Nabla-Operator ist. Die
Divergenz eines (zweimal stetig differenzierbaren) Gradientenfeldes g berechnet sich zu

div (grad g(x)) = Zﬁzj (9r,9(x)) = Z&ig(X) = Ag(x),

wobei A Laplace-Operator genannt wird. Dieser ist in der Theorie der partiellen
Differentialgleichungen wichtig, da Ag(x) gerade die Spur der Hesse-Matrix Hg(x)
liefert.

Bezspiele
1. Ein einfaches Beispiel mit n = 2 ist
f(z1, o) = ($;+x132) , div f(zy, x2) = O,y (xl + xQ) + Oz, (:vl xQ) =14+uz.
1%

2. Mit n = 2 und g(x, x2) = 2 sin (x9) erhalten wir

sin (z9) :
rad g(z1, x2) = Ag(xy, x9) =0 — 1 sin (29) .
g g( 1, 2) (xl COS(ZL'Q) ) g( 1, 2) 1 ( 2)
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Awusblick Die Kontinuumsmechanik besagt, dass das Geschwindigkeitsfeld f einer
idealen (und damit inkompressiblen) Fliissigkeit immer divergenzfrei ist, d.h. dass
divf(x) = 0 fiir jeden Raumpunkt x € R? gilt, der von der Fliissigkeit eingenommen
wird). Ganz allgemein werden wir spater sehen, dass divf(x) die ,,Quellen” und
,Senken des Vektorfeldes f im Punkt x quantifiziert. Das ist im Wesentlichen die
Aussage des Gaufschen Integralsatzes, den wir spater kennenlernen werden.

Rechenregeln Aus den Definitionen folgt durch komponentenweises Nachrechnen:
1. Linearitit: Fiir zwei stetig differenzierbare Vektorfelder f und f gilt
div (af(x) + af(x)) = a divf(x) + & divf(x),
sofern o und & reelle Zahlen sind.
2. Variante der Produktregel: Es gilt
div (g(x) f(x)) = grad g(x) e £(x) + g(x) div f(x)
falls das Vekorfeld f und die skalare Funktion g stetig differenzierbar sind.

Rotation eines dreidimensionalen Vektorfeldes Fiir n =3 und D C R? ist

Dy [3(X) — Oy f2(x)
rot f(x) := | Opy f1(X) — Ou, f3(x)
6x1f2(x) - awzfl(x)

fiir jedes stetig differenzierbare Vektorfeld f : D — R?® wohldefiniert und liefert
ein stetiges Vektorfeld auf D, dass die Rotation von f genannt wird (oder auch
Wirbelfeld von f). Symbolisch kann man dies mit Hilfe des Kreuzproduktes im R3
als

a961 fl (X> a’Bl a962 a963
rotf(x) =V xf(x)= |0, | X | fa(x) | =det | fi(x) fo(x) f3(x) ],
aa:g f3(X) € €y e;3

schreiben, wobei die rechte Seite eine symbolische Variante des Sarrus-Regel darstellt.

Beispiel Fiir das Vektorfeld

$1+l'2+933

f(xh Ta, $3) = T2 X3
x? + 12
berechnen wir
a5L“2 (x% + xg) - a963 (1’2 56'3) —X2
rot f(x1, o9, 3) = | Opy(1 + 22+ 23) — O, (23 4+23) | = [1— 224
azl (ZL’Q ZE3) — 8z2 (ZL‘l + T + ZL’3) —1

Awusblick Die Groke rot f(x) beschreibt, wie ,verwirbelt“ das Vektorfeld f in der
Néahe des Punktes x ist, und taucht insbesondere bei den Maxwellschen Differential-
gleichungen fiir elektromagnetische Felder auf. Allerdings ist es bei einem gegebenen
Vektorfeld nicht ganz einfach, den Grad der Verwirbelung visuell zu erkennen, siehe
dazu das Bild unten sowie die Beispiele und die Diskussion in [ABHKLS, Kapitel
27.2|. Ein wirklich intuitives Verstdndnis der Rotation wird uns erst der Stokessche
Integralsatz liefern.
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vorlaufige geometrische Interpretation Um die Rotation zu visualisieren,
betrachten wir spezielle dreidimensionale Vektorfelder
fi(z1, 22)
f(z1, 22, 23) = | fol21, 22)
0

bei denen die Komponente f3 verschwindet und f;, fo beide nicht von x3 abhéingen.
Mit diesen Vereinfachungen ergibt sich

0
rot f(xy, x9, x3) = 0

5x1f2(£l?1, xz) - 8x2f1($1, 962)

d.h. die Rotation vergleicht in jedem Punkt x die Anderung von f, bzgl. z; mit der
Anderung von f; bzgl. x,.

~ N N )N N XX N[ <Komeonente NIRRT Komponente f;
B~ v RN N XN XN N XN - \\\\\\\\\:
~ ~ X %X X XX XX - TR U S S VI
~ %~ X~ %X XY X X XX - LU NI N VI N N S
S SN N N U N N N N - CEE S NG N N . . N N W -
~ ~ % % N % X NN V"”“‘”\”M‘ NONCNON N N X N | Kemepeiefs
~ % % %Y N NN XN ‘A‘A NNN NN NN Xy
NN I N U U S NONN NN NNy
o s v v v vy NN NN Y Yy
0.4 0.8 03 o5

X1 X1

Abbildung Zwei Beispiele fiir Vektorfelder, die eine Starrkdrperrotation um den Ursprung (links)
bzw. einen Elementarwirbel (rechts) repréentieren. Jeder schwarze Vektor f(x) kann in einen roten
sowie einen blauen zerlegt werden (fi(x)e; bzw. fa(x)es), wobei die farbigen Vektoren im Bild
vergrofert dargestellt wurden. Die grauen Kreise markieren einen festgehaltenen Punkt x,. Im linken
Beispiel gilt O, fa(xx) > 0 und 0., f1(x4) < 0, d.h. wir erhalten eine positive dritte Komponente
in rotf(x,). Im rechten Beispiel verschwindet jedoch die Rotation im Punkt x., denn dort gilt
Oz, f2(X4) = 0 = 0;, f1(X«) . Analoge Resultate ergeben sich bei diesen Vektorfeldern fiir jede andere
Wahl von x, und wir schlieffen, dass die Rotation beider Felder sehr verschieden ist, obwohl beide sich
um den Ursprung drehen. Der Grund ist, dass die Rotation einer Vektorfelder nur lokale (aber nicht
globale) Eigenschaften misst.

Rotation eines zweidimensionalen Vektorfeldes Unsere Uberlegungen von eben
zeigen: Im Fall n = 2 wird durch

rot £(z1, xo) = Oy, fo(w1, 2) — Op, f1(21, T2)

in sinnvoller Weise eine Rotation definiert. Diese ist aber kein zweidimensionales
Vektorfeld, sondern ein Skalarfeld, und quantifiziert eigentlich die z3-Komponente eines
speziellen dreidimensionalen Vektorfeldes.

Ausblick: Rotationen gibt es auch fiir n > 3, aber dann handelt es sich um sogenannte
Tensorfelder, die aus n(n — 1)/2 verschiedenen Komponenten der Bauart d,, f; — 0., f;
mit ¢ # j bestehen.

Lemma (Eigenschaften von div und rot in 3D) Mit n = 3 gilt

div (rot f(x)) =0 und rot (grad g(x)) =0
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sofern das Vektorfelder f und das Skalarfeld g jeweils zweimal stetig differenzierbar
sind.

Beweis: Ubungsaufgabe. m

Merkregel: Wirbelfelder sind divergenzfrei und Gradientenfelder sind wirbelfrei.

Zusatz: In zwei Dimension gilt rot ( grad g(x)) = 0.

Anwendungsbeispiel : Starrkorperrotation Das dreidimensionale Vektorfeld
f(x) =axx

beschreibt eine uniforme Rotation um die Drehachse a € R?, wobei ||a|| gerade die
Winkelgeschwindigkeit ist. Nach einem geeigneten linearen Variablenwechsel im R?
(Drehung und Skalierung) kénnen wir

0 —T9
a=1[(0], fx)=| =
1 0
annehmen und dies vereinfacht die Rechnungen. Wir erhalten
—&ES (l’l) 0
divf(x) =0, rotf(x) = Oy (— x2) =10]=2a,
Or, (xl) - 8962( - :1:2) 2

aber die Endergebnisse gelten auch fiir beliebige Drehvektoren a.

Anwendungsbeispiel : zentrales Kraftfeld Das Vektorfeld
f(x) x#0

X
= T3
I

beschreibt das elektrische Kraftfeld, das von einer punktférmigen Ladung erzeugt wird
(und analog das Gravitationsfeld einer Punktmasse), wobei ¢ eine geeignete reelle
Konstante ist und das Teilchen sich im Koordinatenurprung befindet. Dieses Vektorfeld
ist das Gradientenfeld der skalaren Funktion

g(x)=—ﬁ, x # 0,

die das negative elektrische Potential liefert. Beachte, dass dieses Vektorfeld in jedem
Punkt x vom Zentrum 0 wegzeigt.

Anwendungsbeispiel : elementares Wirbelfeld Das Vektorfeld

C
f s — 0,0
(X) x% —I—SE% —’_gjl ) ('rh $2) 7é ( 3 )

beschreibt einen idealisierten Wirbel um die 23-Achse und wird sowohl in der
Elektrodynamik als auch in der Stromungsmechanik verwendet. Mit ¢ = 1 erhalten
wir (Nachrechnen!) in jedem zuldssigen Punkt x = (z1, 22, z3) die Formeln

. ) T
divf(x) =0, | ———— . ) =
iv f(x) 31< x%+x§>+82(+x%+x§) 0
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sowie
8 0
rot f(x) = . . =10
0, 1 ) -a,(——2 0
(*ﬁ+ﬁ> 4 ﬁ+ﬁ)

Die Wirbelfreiheit ist auf den ersten Blick sehr iiberraschend, da dass Vektorfeld doch
offensichtlich um die x3-Achse rotiert. Wir hatten dieses Beispiel aber schon bei den
Uberlegungen zur geometrischen Interpretation studiert. Auferdem ist es fiir richtige
physikalische Interpretation sehr wichtig, dass das Vektorfeld singular auf der x3-Achse
ist.

Anwendungsbeispiel : Stromung einer idealen, inkompressiblen Fliissigkeit
Das Geschwindigkeitsfeld einer laminaren (d.h. wirbelfreien) Stréomung durch ein
unendlich langes zylindrisches Rohr vom Radius r» > 0 kann durch

r? — z% — 23
f(x):# 0 T3+ 1w < 7r?
x3 + 23 0 ’ 20
modelliert werden, wobei wir hier angenommen haben, dass die x;-Achse gerade die
Mittellinie des Rohres ist. Wir kénnen nun leicht

divf(x) =0, rotf(x) =0

fiir jedem Punkt x im Inneren des Rohres zeigen, entweder durch einfache Rechnungen
oder durch physikalische Argumente.
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Vorlesung 14: 13. Mai

7.4 Kettenregel

Theorem (Kettenregel in hoheren Dimensionen) Sind D C R" und F C R™
zwei Mengen und f : D — Eund g : E — R* jeweils stetig differenzierbare Funktionen,
so gilt

J(got)(x) = Jg(£(x)) - JE(x).

wobei die rechte Seite das Produkt einer (k, m)-Matrix und einer (m, n)-Matrix ist.

Beweis: Der Beweis benutzt totale Differenzierbarkeit, siche [AORS, Satz 17.2.10|. O

Alternative Notation Mit y = f(x) und z = g(f(x)) konnen wir die Kettenregel
sehr kompakt als

dz 0dz 0Oy
ox 0OJy 0x
schreiben. Diese Matrizengleichung verallgemeinert die eindimensionale Kettenregel

dz dz %

dr  dy dz’

aber die Reihenfolge der Faktoren ist diesmal wichtig, da andernfalls das Produkt der
Matrizen nicht definiert sein muss oder ein falsches Ergebnis liefern konnte. Die Regeln
der Matrizenmultiplikation implizieren, dass die Kettenregel komponentenweise als

0z, "0z 0y;

8_1']' i1 63/1 33:j

geschrieben werden kann, wobei diesmal die Faktoren auf der rechten Seite sogar
vertauscht werden diirfen (denn die Multiplikation von Zahlen ist im Gegensatz zur
Multiplikation von Matrizen kommutativ).

Bemerkung: Unter der Finsteinschen Summenkonvention konnte man sogar das
Summenzeichen weglassen, da in diesem Kalkiil immer iiber doppelt auftretende Indizes
(hier 7) automatisch summiert werden muss. Wir wollen das aber in dieser Vorlesung
niemals tun.

Bezispiele

1. Bei der Kettenregel empfiehlt es sich auch in der mathematischen Notation, die
Variablen der Funktion g mit y zu bezeichnen. Fiir n = 3, m = 2 und k = 3
betrachten wir

fi(z1, x2, 3) = 21 + 22 + 3, fox1, o, 23) = 1 T2 23
sowie

gl(yb y2) =y +¥y2, 92(y1, y2) = y%v 93(91, y2) = yS.
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Die verkettete Abbildung h := g o f ist dann durch

T1+ o+ T3+ T1ToT3
h(x) = (21 + 72 + 23)°
o} 23}

gegeben und wir kénnen die entsprechende Jacobi-Matrix natiirlich direkt zu

1+$2$3 1—|—331£E3 1+.I'1£C2
Jh(X): 2$1+2ZL’2+2I3 2.T1+2LL’2+2I3 2.T1+2LL’2+2I3
21 313 222 xy 13 213 13 13

berechnen. Alternativ kénnen wir die Kettenregel mit

1 1
1 1 1
Jf(x) = : J =12 0
(%) (xz T3 T1x3 X1 ZL"Q) 8(y) gl 2,
verwenden und erhalten via Substitution
v = fl(ﬂfl, T2, 1’3), Yo = f2(371, T, 933)
zunachst
1 1
Jg(f(x)) = [ 221 + 222 + 225 0
0 233'1 To I3

und anschlieRend dasselbe Ergebnis durch Matrizen-Multiplikation von Jg(f(x))
mit Jf(x).

2. Wir wollen auch ein Beispiel in Physikernotation rechnen. Wir wéahlen diesmal
n =2 m =3, k=2 und schreiben x = (1, 23), y = (y1, ¥2, y3), 2 = (21, 22).
Mit

Y1 =21+ T2, Y2 = T1 — T2, Y3 = T1 T2
und

z1=%+Y2 —Ys3, 22:—y§

ergibt sich

(635121 a:v2zl) _ (ayyzl ay22’1 @y321> azlyl a17291
=14 )

aac Y2 ax Y2
8z1 Z9 (3962 Z9 Y1 Z9 092 Z9 8y3 Z9 ﬁxiyg axz n

_(11 —1>_ }_11
00—2y3 Ty Iy

- 2 — i) —X1 . 2 — i) —T
T\ 2mays —2mys) \ 2wk 2zl
als Variante der Kettenregel. Alternativ kann man dieses Ergebnis aus den

Formeln

21:25(31—]}11’2, 22:_1‘%373

wieder direkt durch Ableiten gewinnen.
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3. Mit der Kettenregel konnen wir auch vektorwertige Funktionen entlang von
Kurven differenzieren. Zum Beispiel dndert sich das Vektorfeld

T+ 23
f(x)= |2y — 23
x% + x%
entlang der Kurve
cos (t)
x(t) = | sin (¢)
t
wie folgt
d
Ef(x(t)) = Jf(x(t)) - Ix(t)
1 0 1 —sin (¢) —sin () + 1
= 0 1 —1 ]| +cos(t) ]| = [ +cos(t)—1
2 cos(t) 2sin(t) 0 1 0

Auch hier kann man alternativ erst x(¢) in die Formel fiir f(x) einsetzen und
anschlieffend nach der skalaren Variablen ¢ differenzieren. Wir werden eine ganz
ahnliche Idee zur Definition von Richtungsableitungen verwenden.

Richtungsableitung Sei f : D C R" — R™ stetig differenzierbar und seien x, € D
und v, € R" beliebig. Dann wird

die Richtungsableitung von f im Punkt x, in Richtung v, genannt, wobei das erste
Gleicheitszeichen die Definition ist und das zweite ein Theorem widerspiegelt. Dessen
Giiltigkeit ergibt sich direkt aus der Kettenregel, denn betrachten wir die Kurve

xX(t) =%, + 1V,

so ergibt sich

d d
S (x(®) = IE(x(t)) - x(0)

fiir alle t und nach Auswertung in ¢ = 0 erhalten wir via

d

x(0) = x4, &X(t) d

=V, oy f(x,) = —f(x(t
— ) dt (X( )>
die gewiinschte Formel. Beachte, dass 0, f(x.) nach Konstruktion ein m-dimensionaler

Spaltenvektor ist.

t=0

Achtung In den Praxis berechnet man die Richtungsableitung meist fiir normierte
Richtungsvektoren v, d.h. unter der Nebenbedingung ||v.|| = 1. Unsere Definition
kann aber fiir alle v, € R" ausgewertet werden. Insbesondere gilt

Ow, f(x,) = A0y, f(x4)

fiir jeden Faktor A € R sowie dpf(x,) = 0 im Fall von v, = 0.
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Bezispiele
1. Fiir v, = e; gilt offensichtlich
Oe;f(x.) = 0, f(x.)
d.h. die Richtungsableitung verallgemeinert das Konzept der partiellen Ableitung.
2. Mit n =2 und m = 3 und
fi(zr, x2) = 1 + 22, fozr, x2) = 21 — 2a, fa(w1, x2) = 21 2

erhalten wir fiir v, = e; + e5 und w, = e; — 2 ey durch einfache Rechnungen

1 1 1 2
O f(x.)=1[ 1 1] - (1) = 0
l’*,g x*,l x*,l + x*,2
sowie
1 1 1 —1
Ow f(x)=| 1 —-1]1- ( ) = 3 ,
—2
3:*72 x*,l -2 $*71 + ZE*,Q

wobel wir natiurlich am Ende auch wieder x statt x, schreiben konnen.

Lemma (Gradient als Richtung des steilsten Anstiegs) Seien g ein stetig
differenzierbares Skalarfeld und x, ein beliebiger Punkt mit g, := grad g(x.) # 0.
Dann gilt

— gl < Ong(x:) < +|l&-|

fir jeden Richtungsvektor n € R"™ mit ||n|| = 1, wobei das Gleichheitszeichen links
bzw. rechts nur fiir n = —g./ ||g.|| bzw. n = +g./ ||g.|| angenommen wird.

Beweis: Nach Definition gilt

Ong(x.) = Jg(x.) -n = (grad g(x.), n),

wobei (-, -) das euklidische Skalarprodukt im R™ bezeichnet. Die Cauchy-Schwarz-
Ungleichung liefert nun die Behauptung. O

Nichtlineare Variablenwechsel und Transformationsformeln

Setting Wir betrachten zwei Mengen D, E C R" sowie zwei stetig differenzierbare
Abbildungen f : D — R™ und u : £ — D, wobei letztere als bijektiv vorausgesetzt
wird. Insbesondere kann u als nichtlinearer Variablenwechsel interpretiert werden und
es existiert immer die inverse Abbildung v := u™! : D — E. Wir werden nun mittels
der Kettenregel die Ableitungen f mit denen von g = f o u in Beziehung setzen. Aus
abstrakt-mathematischer Sicht passiert in diesem Abschnitt nichts Neues und daher
wollen wir die Ingenieurnotation verwenden, um die entstehenden Formeln besser zu
verstehen. Wir bezeichnen im folgenden Punkte in D bzw. E bzw. R™ mit x bzw. y
bzw. z und schreiben

x=uly), y=v(x), z=gy)=1fx)

Variablenwechsel werden haufig auch Koordinatenwechsel genannt.
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[ 1]
[T
yekrE

h

Abbildung Die Funktionen f und g beschreiben dieselbe Grofe z, aber einmal durch die Variablen
x und das andere Mal mittels der Variablen y. Die griinen bzw. roten Linien entsprechen auf beiden
Seiten den Kurven y; = const bzw. yo = const (Niveau- oder Konturlinien der y;).

Herleitung der Allgemeinen Formeln Nach Konstruktion gilt

u(v(x)) =x  bazw. v(u(y)) =y
und durch Differentiation erhalten wir mit der Kettenregel die Matrizengleichungen
0x 0y 0y 0x
dy 0x ’ 0x dy ’
wobei I gerade die Einheitsmatrix (mit n Zeilen und n Spalten) ist. Oder anders gesagt:
die Jacobi-Matrix Ju(y) ist invers zur Jacobi-Matrix Jv(x) und umgekehrt. Auferdem
gilt
0z 0z 0y dz 0z O0X
gx 0y 9x' 9y ox Oy’

Diese ersten beiden Gleichungen kénnen beide komponentenweise als

geschrieben werden, wobei

das sogenannte Kronecker-Delta ist. Die Matrizengleichungen fiir die Ableitungen von
z implizieren

823 u 8y182i 8,22 " 8x1821

dw; = 0x;0y’ Oy “0y0m’

wobei wir die Reihenfolge der skalaren Faktoren unter den Summen vertauscht haben.
Da diese Formeln fiir jedes z; gelten, schreibt man oftmals auch

oy dz; 0
89@ Zaxj(?yl 8yj Z@yjaxl

und erhalt die sogenannte Transformationsformel fiir die Differentialoperatoren erster
Ordnung, mit der man bequem symbolisch rechnen kann. Durch dhnliche Betrachtungen
konnen wir auch zweite Ableitungen transformieren und erhalten

0? _ii 8yl 0
8xk8xj_l 0 xk 8:6]8yl
2

_ —~ 'y Ay, 0y,
Zaxkax Gyl Zzﬁx] 0x 0y, 0y

=1 o=1
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sowie analog

0? " 9%y Ox; 0z, O?
dyrdy; Zaykay 8:vz ;Zayj Oyp 0,01y
durch Vertauschung der Buchstaben x und y. Wir miissen allerdings immer aufpassen,

um keine viele Fehler bei den Indizes einzubauen. Die Transformationsformeln fiir dritte
oder vierte Ableitungen sehen natiirlich noch komplizierter aus.

Ebene Polarkoordinaten FEin wichtiges Beispiel in zwei Dimensionen sind die
Polarkoordinaten

x1 =1 cos(p), xg =1 sin (¢) .

Die beiden kartesischen Variablen (oder Koordinaten) x; und x5 werden dabei durch die
Kombination aus Radius » > 0 und Winkel ¢ ersetzt, wobei alle Formeln 2 m-periodisch
in ¢ sind.

+1.0} / \ +1.0| +n| +

-1.0 0.0 +1.0 -1.0 0.0 +1.0
X1 X1

Abbildung Niveaulinien der ebenen Polarkoordinaten in der (z1, z2)-Ebene (linke zwei Bilder) sowie
der (r, p)-Ebene (rechte zwei Bilder). Blau bzw. Orange gehort zu r = const und ¢ = const, Tiirkis
bzw. Lila zu x1 = const bzw. o = const.

+1.0]

0.0}

X2

-1.0]

0.0
X1
+|
| -
-
0.0 14

Abbildung Eine andere Visualisierung der Niveaumengen von r (Blau), ¢ (Orange), z; (Tiirkis)
und zo (Lila). Oben in der (x;, x2)-Ebene, unten in der (r, ¢)-Ebene. Hier bendtigen wir jedoch 8
Bilder, um dieselben Informationen darzustellen.

0.0 T4 0.0 T4 00 14
r r r

Durch direkte Differentiation erhalten wir

Ow Oy

d(xy, ) | Or Do (cos (p) —rsin (go))
d(r,p) | dx2 duas sin () rcos(p)
aor 0Oy
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178 7. Differentialrechnung in nD

und die Berechnung der inversen Matrix liefert

or Or
a(r,p) _ dzy Oxs 1 (rcos(p) rsin(p)
Oz, m2) | 0p 0¢ _;(—Sin(go) cos(go))
dxy Oy

ohne dass wir die komplizierten Formeln fiir » und ¢ als Funktionen in z; und x,
hinschreiben miissen. Wir konnen nun leicht die Transformationsformeln der ersten
Ordnung ablesen, zum Beispiel

8:61 axl or 0z ago_ 14 or r Oy
0 aor 0 do 0 0 cos(p) O
6:702 8x2 8r+8x2 0y Sm(@)ar+ r Jdyp

Fiir die zweiten Ableitungen verifizieren wir mit lingeren Rechnungen

9% sin®(p) &  sin(2p) 0 9*  sin(2p) 0 sin? () 02
02— r  or L o +cos” (¢ )87’2 o 8r8g0 T Dp?
9  cos’(p) 0 sin(2¢) O sin (2p) 0 cos® (p) 0
0z2 —  r or 12 %—i-sm (¢ >82+ r 8r6<,0+ 2 0p?

und erhalten
o? o? o? 10 10
o2 o o T 7og ror
als Transformationsformel fiir den sogenannten Laplace-Operator in zwei Dimensionen

(siche auch weiter unten). Beachte, dass in allen Formeln Singularitdten bei r = 0
auftreten (da dort der Variablenwechsel entartet).

Raumliche Kugelkoordinaten Ein 3D-Analogon zu den Polarkoordinaten ist

) 7 cos (@) cos ()
xo | = | rsin(¢) cos (0)
T3 rsin (6)

mit Radius 7 und Euler-Winkeln ¢ und #, wobei man meist r > 0, ¢ € (—7, m) und
0 € (—m/2, 7/2) annimmt (obwohl dann einige Punkte x nicht dargestellt werden
konnen). Analog zu oben ergeben sich die Transformationsformeln

J 0  sin(p) 9 cos(p)sin(¥) 0
5o = cos () cos (0) r r cos(0) D¢ " 29
o 9 cos (p) 0 sin (p) sin (6) 0
= e es0) g+ 2D R
- | 5 cos (0) 0O
5o = sin (Q)E + ro 00

aus direkten Rechnungen mit partiellen Ableitungen.
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7.5. Satz von Taylor 179

Vorlesung 15: 17. Mai

7.5 Satz von Taylor

Ziel Wir werden in diesem Abschnitt den Satz fiir Taylor auf skalare Funktionen mit
mehreren Verdnderlichen verallgemeinern. Die resultierenden lokalen Approximations-
formeln werden wir immer wieder brauchen, zum Beispiel beim Studium von lokalen
Extremwerten oder um vereinfachte Formeln in Physik und Ingenieurwissenschaften
abzuleiten.

Multi-Indizes Fiir ein n-Tupel k = (ky, ..., k,) bestehend aus natiirlichen Zahlen
(einschliefslich der 0) und einen Vektor x € R™ fiihren wir die folgenden Notationen
ein:

k! = Kl (die ,,Fakultat)
k| = ki+...+k, (die Ordnung)
xk = g gk (verallgemeinerte Potenz)
of == 0O ... 0k (ein Differentialoperator der Ordnung |k|)

Dabei gilt wie immer 0! = 1! = 1 sowie 2 = 1. Aukerdem sei 8%_ f(x) = f(x) vereinbart,
das heifit die nullfache partielle Differentiation von f nach x; veréndert die Funktion
f nicht.

Hinweis Die Notation mit Multi-Indizes ist zum einen sehr elegant, zum anderen
aber gewOhnungsbediirftig. Sie sollten sich davon nicht abschrecken lassen und sich
am Anfang auf die weiter unten angegebenen Taylor-Formeln fir n = 2 bzw. K = 1
oder K = 2 konzentrieren, da man diese auch sehr gut ohne Multi-Index-Notation
verstehen und memorieren kann. Spater werden Sie dann auch mit allgemeineren Féllen
konfrontiert sein und die Multi-Indizes schitzen lernen.

Beispiele
1. Fir n = 2 erhalten wir

0,00 =01-00=1 (21, 2)"Y =1 9°% f(x)=f(x)

(z1,22)

sowie
(L =100=1 (2, 2)"” =2y 057 f(x) =0 f(x)
und

0, N=0-1=1 (21, 20)%Y =2, 9V 1 [(x) = 0, (%) .

(21,2

Analog ergeben sich die Formeln

2 D =211=2, (2, 2)® =2z, 927 f(x) =020, f(x)

(1,22

und

(0,3)!=01-31=6, (1, 2) " =23, 90% f(x)=08 f(x).

(z1,22)
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180 7. Differentialrechnung in nD

2. Fiir n = 3 erhalten wir zum Beispiel

(1,3,2)!=11-31-21=1-6-2=12, (4,2, 0)! =41-2!.0! = 48

sowie
(z1, 29, 23) "> = 2y ad 22 (21, 2o, 23) 20 = 2222
und
1,3,2 52,0
O ey F(0) = LR (). O f00) = 94,22, 7(x)

Taylor-Polynome In Multi-Index-Notation ist das K-te Taylor-Polynom von f im
Entwicklungspunkt x, € D durch

K f(x. K
1o = Y B ()
k|<K

gegeben, wobei x € R™ die Variable ist. Die Multi-Summe auf der rechten Seite der
Formel enthélt fiir jeden Multi-Index k = (kq, ..., k,,) mit Ordnung k; + ...+ k, < K
genau einen Summanden.

Bemerkungen

1. T héngt natiirlich von f und x, ab. Wir schreiben daher wieder
Tk fx.(x) oder Tk . (x) oder Tk(x;x.)
an Stelle von Tk (x).

2. Alternativ konnen wir das Taylor-Polynom auch als

K 0k f(x. K
x) =30 3 B

EZO |k‘:h‘,

schreiben, wobei die Multi-Summe nur anders gruppiert wurde, so dass das erste
Summenzeichen iiber den Ordnungsparameter x gebildet wird und das zweite
Summenzeichen die Beitrdge aller Multi-Indizes mit Ordnung &y + ... + k, =
zusammenfasst.

3. Es gilt

O f (%) K
T(x) = Tk a(x) = > S (X=X
k|=K
fiir die Differenz zweier aufeinanderfolgender Taylor-Polynome, wobei jeder Term
auf der rechten Seite ein Monom in den Variablen x1, ..., x,, vom Grad K ist. Die
Abhéngigkeit von den z, ; wird aber im Allgemeinen komplizierter sein.

4. In einer Raumdimension sind die Multi-Indizes bzw. die Multi-Summen ganz
normale Indizes bzw. Summen und wir erhalten mit

die schon bekannte Formel. Der einzige Unterschied zum vorletzten Kapitel ist,
dass wir jetzt K zur Nummerierung der Polynome verwenden, da n ja schon die
Raumdimension bezeichnet.
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7.5. Satz von Taylor 181

Spezialfall n=2 Fiir eine skalare Funktion f : D C R? — R in zwei Variablen
x = (x1, x2) erhalten wir mit x, = (x, 1, .5) die Formeln

To(x) = f(x.)

sowie
Ti(x) =+ To(x)
+ axlf(x*) (-Tl - '77*,1)
+ Op, f(%4) (22 — T 2)
und

Tr(x) =+ Th(x)
+ 5 éﬁlf( o) (1 — :1:*71)2
+ 02, Oy f (%) (X1 — a1) (9 — 14 2)
+ 302, F(x) (w2 — 1.0)",

wobei wir in jedem Schritt die jeweils neuen Terme angegeben haben. Insbesondere
gilt: Tp(x) hangt gar nicht von x ab, aber Tj(x) bzw. T(x) sind Polynome in z; und
x9 vom Grad 1 bzw. 2. Desweiteren gilt

T3(x) = + Tz(x)
+ 108 f(x) (01— 2.0)
+ 102 00, f(x) (@1 — 201) (22 — 242)
+ 35 811832 (%) (21 — @an) (g — fL'*,Q)Q
)

+68§2 ( (ZEQ—T*Q) )

wobei die neuen Terme den Multi-Indizes (3, 0), (2, 1), (1, 2), (0, 3) entsprechen, die
alle die Ordnung 3 besitzen. Bei Tj(x) kommen insgesamt 5 neue Terme hinzu, da es
fiinf zweidimensionale Multi-Indizes der Ordnung 4 gibt, namlich (4, 0), (3, 1), (2, 2),
(1, 3), (0, 4).

Spezialfille K=0, K=1, K=2 Fiir eine Funktion f : D C R® — R mit n
Variablen kénnen wir fiir die ersten drei Taylor-Polynome die Multi-Index-Formeln
in eine kompaktere Form bringen. Es gilt

und fiir K = 1 erhalten wir (Nachrechnen!)

Ti(x) — To(x) = Zaxj f(x) (25 — 2. 5)
= <gradf(x*), X = X*> = Jf(X*) : (X - X*) s

wobei wir in der zweiten Zeile das kartesische Skalarprodukt bzw. die Matrizen-
multiplikation benutzt haben. Bei K = 2 kénnen die Terme der Multi-Indizes zweiter
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182 7. Differentialrechnung in nD

Ordnung mittels der Hesse-Matrix ausgedriickt werden. Durch Nachrechnen verifizieren
wir

Ty(x) = Ti(x) = > > 300,00 f(x.) () — 2 5) (w1 — 2.1)

j=1 1=1

= %(X—X*)T-Hf(x*) S(x—x.),

wobei in der j-I-Doppelsumme die gemischten Terme zweimal auftreten. Zum Beispiel
erhalten wir den Term

%8$18$2f(x*) (171 - 17*,1) (xQ - x*.,?) - %amgamlf(x*) ($2 - 17*,2) (xl - x*,l)

zweimal, ndmlich einmal mit j = 1 und [ = 2 und einmal fiir j = 2 und [ = 1. In
der Multi-Index-Notation entsprechen beide aber dem n-dimensionalen Multi-Index
(1, 1,0, ..., 0), dessen Fakultéit gerade 1 und damit zweimal % ist.

Spezialfalln = 2 und K = 2 In zwei Dimensionen kénnen wir das Taylor-Polynom
zweiter Ordnung als

Ty(z1, 29) =
+ f(fl:*,la I*,Q)
Ty — Ty
—+ (axl f(f[/'*,ly '7/'*,2) axz f(f[/'*,ly '7/'*,2)) : ( ' >

Ty — Ty 2

0?2 f(rer, 129)  Op Oy f(Tur, Tuo) T1— Ty
—I—l(at —x ’L—I“) z1 Tt T Tl T2 * L, . *
2\ = ’ o2 (amgamf(f[f*,la ZIJ*,Q) ang(l'*,l, 71/'*,2)

Ty — Ty 2

schreiben. Insbesondere ist die rechte Seite ein quadratisches Polynom in x; und x»,
aber die Koeffizienten dieses Polynoms kénnen in komplizierter Weise von ., ; und ., »
abhéngen.

Beispiel Fiir die Funktion f : R? — R mit
f(z1, x2) := 2+ cos (1) @9
berechnen wir die ersten bzw. zweiten partiellen Ableitungen zu
Op, fx1, T2) = —sin (x1) 2, Ouy f(21, 22) = cos (x1)
bzw.
92 f(x1, w2) = —cos (x1) X2, Oy Oy, f21, T2) = —sin(v1), 02 f(x1, 32) = 0.
Im Entwicklungspunkt (z,1, 2. 2) = (0, 0) erhalten wir nach Einsetzen damit
To(xy, z2) =2, Ti(xy, 29) =2+ 29, To(x1, 22) =2+ 29,

wobei hier 77 und T, zufélligerweise zusammenfallen, da alle zweiten Ableitungen im
Koordinatenursprung (0, 0) verschwinden. Um auch noch T3 anzugeben, berechnen wir

92 f(x1, x2) = sin (21) 22, 02 O, [ (w1, 12) = — cos (z1)
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sowie

Oy, 03 f(z1, 23) =0, ang(xbe):O'

T1 Yxo

Durch Auswertung im Entwicklungspunkt erhalten wir schlieflich

T3(x1, x2) = To(xy, x2) — %x% To =2+ a9 — %x? T

als kubisches Polynom in x; und x5, wobei die nichtverschwindenden Beitrige auf
der rechten Seite den Multi-Indizes (0, 0), (0, 1) und (2, 1) entsprechen. Natiirlich
ist dieses Beispiel sehr einfach, eben weil die meisten Ableitungen sich im gewéhlten
Entwicklungspunkt zu Null ergeben.

Beispiel Wir betrachten noch einmal die Funktion aus dem letzten Beispiel, aber
diesmal mit dem Entwicklungspunkt (z,1, z.2) = (7/2, 1). Nach Einsetzen der
entsprechenden Werte in die obigen Formeln fiir die ersten und zweiten partiellen
Ableitungen erhalten wir diesmal die Taylor-Polynome

442

To(iﬁl, $2) = B
sowie
V2 ™ V2
Ty (1, x2) = To(zy, z2) — 3 <331 — 5) + 5 (xg — 1),
und

Ty(w1, x9) = Ti (21, 72) — g (xl - g)Q - @ (xl - Z) (2 — 1),

wobei wir cos (7/2) = sin (7/2) = v/2/2 benutzt haben und 73 diesmal nicht angeben
wollen.

Beispiel Wir betrachten die (sehr einfache) polynomiale Funktion f : R*> — R mit
fr,y, 2)=zy*+yz+2+1
und berechnen sowohl Jacobi-Matrix (erste Ableitungen)

(ax f(m*a y*7 Z*) ay f(l'*, y*7 Z*) az f(:c*a y*7 Z*)) - (yf 2 T« y* + Zx y* + 1)

als auch die Hesse-Matrix (zweite Ableitungen)

O2 f(Tuy Yuy 24)  Op Oy [Ty Yy 26) O Oy [Ty Yy 24) 0 2y, O
Oy O (X, Ys, 24) 83 F@u, Yoy 2) 0y 0s f(2uy sy 2) | = | 29 220 1],
0. 0, f(x*7 Ys, Z*) 8zay f(x*a Yses Z*) az f(ZE*, Yy Z*) 0 1 0

wobei wir diesmal einen beliebigen Entwicklungspunkt (., y., z.) verwendet haben.
Wir erhalten schrittweise die Taylor-Polynome
To(l', Y, Z) :ZE*y3+y*Z*+Z*+ 17
Tl(xv Y, Z) - T0($, Y, Z) + yf (.Z' - l’*) + (2'1:* Y + Z*) (y - y*) + (y* + 1) (Z - Z*) ’
Ty(w,y, 2) = Ta(w, y, 2) + 2y (@ = 2) (Y = 9) + (y —9.) (2 — 2) + 2 (y — w)”
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184 7. Differentialrechnung in nD

Diese Ausdriicke liefern in der Tat Polynome in den Variablen z, y, und z und
besitzen den Grad 0, 1, bzw. 2. Alle dreifachen partiellen Ableitungen der Funkion
f verschwinden bis auf den Term

ar as.f(x*v y*a Z*) - 27

der dem Multi-Index (1, 2, 0) entspricht, und wir erhalten insgesamt das kubische
Taylor-Polynom

T3<$, Y, Z) = TQ(xa Y, Z) + % 2 ([L’ - .Z‘*) (y - y*)2 :

Ein Ausmultiplizieren aller Terme (Nachrechnen!) in T3 liefert

T3(x7 Y, Z) = f(l’, Y, 2)7

d.h. in diesem Beispiel heben sich alle Beitriage vom Entwicklungspunkt bei T3 (aber
noch nicht bei 77 und T5) gegenseitig auf. Dies ist nicht {iberraschend, da f selbst ein
kubisches Polynom ist.

Lemma (Charakterisierung des Taylor-Polynome) 7% ist ein Polynom vom
Grad K und eindeutig durch die Schmiege-Eigenschaft festgelegt: Die ein- bis K-fachen
Ableitungen von f und Tk stimmen im Entwicklungspunkt x, iiberein, d.h. es

O T (%) = O f(x.)

fir alle Multi-Indizes mit k| < K.

Beweis: Die Schmiegeformel ergibt sich unmittelbar aus der Definition von Ty und ist
aufserdem ein Spezialfall des nachfolgenden Theorems. Die Eindeutigkeitsaussage kann
induktiv iiber K hergeleitet werden. O]

Theorem (Satz von Taylor) Ist die Funktion f : D C R" — R K-mal stetig
differenzierbar und x, € D ein beliebiger Entwicklungspunkt, so gilt

F(x) = Tre(x) + o x — x.]|).

Insbesondere kann f in der Néhe von x, durch das Taylor-Polynom Tk approximiert
werden, wobei der Fehler kleiner als die K-te Potenz des Abstandes von x zu x, ist.
Desweiteren gilt

O () = 0% Tie(x) + o [ — x| 7).

fiir alle Multi-Indizes k der Ordnung |k| < K.
Beweis: Es sei auf die Literatur verwiesen, etwa [AORS, Abschnitt 17.3]. O

Bemerkungen

1. Ist f sogar K+1-mal stetig differenzierbar, so kann der Fehlerterm 0( |x — x. HK )

||K+1)

(bzw. das sogenannte Restglied) auch als O( [x — x, angegeben werden.
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2. Die Laundau-Symbole o und O hatten wir ischon weiter oben eingefiihrt und es
gibt mehrere, dquivalente Schreibweisen fiir den Fehlerterm. Fiir n = 2 gilt zum
Beispiel

o(lx =% ) = o((lw1] + |22])") = o(max{laa , Ja[})

und analog mit O statt o bzw. fiir n > 2. Das Argument von o und O muss aber
immer eine skalare Grofse sein, zum Beispiel die Norm eines Vektors.

3. Ist f selbst ein Polynom vom Grad K (in den Variablen zy, ..., z,), so gilt
f(x) = Tk (x) fiir jede Wahl von x,, d.h. der Fehlerterm ist in diesem Fall nicht
nur klein, sondern verschwindet.

4. Es gibt — analog zum eindimensionalen Fall — abstrakte Restglied-Darstellungen.
Diese sind von grofem theoretischen Interesse, werden aber in dieser Vorlesung
keine Rolle spielen. In aller Regel wird man das Restglied fiir nicht-polynomielle
Funktionen nie genau kennen.

5. Ist f unendlich oft differenzierbar, so kénnen wir die Taylor-Reihe

Tt = 30 B

|k|<oo

betrachten, aber wie schon im Eindimensionalen muss diese nicht konvergieren
und es wird nicht immer f(x) = T, (x) gelten.

6. Wir haben in diesem Abschnitt nur skalare Funktionen f : D — R betrachtet.
Bei der Taylor-Entwicklung vektorwertiger Funktionen f : D — R™ werden alle
Argumente komponentenweise angewendet. Man muss also jede Formel durch m
analoge Formeln mit fi, ..., f,, statt f ersetzen.

Abbildung Niveaulinien einer Funktion f (griin) sowie der entsprechenden Taylor-Polynome T
(orange), T» (rot), T3 (lila) und Ty (blau) in einem festgehaltenen Entwicklungspunkt (schwarz),
wobei die Approximationsgﬁte mit wachsender Ordnung immer besser wird.
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Beispiel Wir betrachten die durch

f(z, y) = =1+ cos(z) exp (y)

gegebene skalare Funktion f : R?> — R und berechnen alle partiellen Ableitungen im
Entwicklungspunkt (z., y.) = (0, 0) bis zur dritten Ordnung. Nach einigen direkten
Rechnungen erhalten wir

f(0,00=0  9,f(0,00=0  9,f(0,0)=1
92 £(0,0) = —1 9x0y f(0,0)=0 87 f(0,0)=1
und
92 £(0,0) =0 929, f(0,0) = —1 9,02 £(0,0) =0 & f(0,0)=1.

Durch Auswertung der Multi-Index-Formeln erhalten wir verschiedene Polynom-
Approximationen von f, zum Beispiel

Tz, y)=y—32°+39°,  Tsle,y)=y— 32 + 30" — 52y + 4o,

wobei die Vorfaktoren aus den Fakultéiten der beteiligten Multi-Indizes — das sind hier
(0, 1), (2,0), (0,2), (2, 1) und (0, 3) — abgeleitet werden kénnen. Beide Polynome
beschreiben das Verhalten von f in der Nahe des Entwicklungspunkts, d.h. fir kleine x
und y. Die Approximationsgiite von T3 ist aber eine Ordnung besser als die von T3, eben
weil bei T3 auch noch die Monome dritten Grades beriicksichtigt werden. Insbesondere
gilt

f(z,y) — Tolz, y) = O((Jz[ + [y))?) aber f(z,y)—Ts(z,y) = O((|z| + [y])").

Geometrische Interpretation Fiir n = 2 kann der Graph einer Funktion f als
gekriimmte Fliche im R? interpretiert werden, wohingegen der Graph des ersten Taylor-
Polynoms T} immer eine Ebene beschreibt. Wir werden spéter sehen, dass der Graph
von T3 gerade die Tangentialebene an die Flache im Punkt x, ist. Analoge Aussagen
gelten auch fiir n > 2, konnen aber nicht mehr intuitiv verstanden werden. Die Graphen
von Ty und T3 schmiegen sich auch an den Graphen von f an (sogar zu hoherer
Ordnung), aber es handelt sich nicht mehr um Ebenen, sondern um Fléchen, die selbst
gekriimmt sind.

Blick von vorne Blick von hinten Blick von links Blick von rechts

Abbildung Der Graph von Tj ist eine Ebene, die sich im Entwicklungspunkt (schwarzer Punkt)
and den Graphen von f (rosa, hier Rotations-Paraboloid) anschmiegt. Geometrisch gesehen handelt
es sich dabei um eine Tangentialebene an eine gekriimmte Fléche.
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7.6 Extremstellen, Teil 1: ohne Nebenbedingungen

Vorbereitungen

Inneres, AuReres und Rand einer Menge Fiir eine gegebene Menge D C R” ist
die folgende Klassifizierung von Punkten des R"™ niitzlich:

1. Ein Punkt x, € D wird innerer Punkt von D genannt, falls jede hinreichend
kleine Kugel um diesen Punkt ganz zu D gehort.

2. Ein Punkt x, ¢ D wird duferer Punkt von D genannt, falls jede hinreichend
kleine Kugel um diesen Punkt ganz zur Komplementédrmenge R™ \ D gehort.

3. Jeder andere Punkt x, € R" wird Randpunkt von D genannt, unabhéngig davon,
ob er zu D oder zu R™ \ D gehort.

Lo

Abbildung Innere Punkte (blau) bzw. dufere Punkte (rot) einer gegebenen Menge D (grau; links
ohne, rechts mit Loch) haben die Eigenschaft, dass jede hinreichend kleine Kugel um diesen Punkt
auch zu D bzw. zur Komplementdrmenge R™\ D (Weif) gehort (im Bild ist immer der jeweils maximale
Radius dargestellt). Randpunkte (lila) haben die Eigenschaft, dass jede noch so kleine Kugel um diesen
Punkt sowohl Punkte aus D als auch Punkte aus R™ \ D enthélt.

Bemerkungen

1. Die n-dimensionale offene Kugel vom Radius ¢ um den Mittelpunkt x, ist durch
By(x.):={xeR" : [[x — x| < o}
gegeben, wohingegen

B,(x.) = {x€eR" : ||x —x,|| < e}

die entsprechende abgeschlossene Kugel ist. Fiir n = 1 bzw. n = 2 ist jede Kugel
ein Intervall bzw. eine Kreisscheibe.

2. Bei praktisch relevanten Mengen ist es meist sehr einfach, die inneren und &ufteren
Punkte sowie die Randpunkte zu beschreiben bzw. intuitiv zu erkennen. Es gibt
jedoch auch Mengen, bei denen dies nicht so ist (siehe das nachfolgende Beispiel).

3. Der Rand einer Teilmenge des R? bzw. des R? ist in vielen Fillen (aber nicht
immer) eine eindimensionale Kurve bzw. eine zweidimensionale Fléche.

4. Die folgenden Aussagen ergeben sich unmittelbar aus unseren Definitionen:

(a) Jeder innere Punkt von D ist duferer Punkt von R" \ D und umgekehrt.

(b) Jeder dufkere Punkt von D ist innerer Punkt von R"™ \ D und umgekehrt.
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188 7. Differentialrechnung in nD

(c¢) Jeder Randpunkt von D ist auch Randpunkt von R” \ D und umgekehrt.

5. Eine Menge D C R™ wird abgeschlossen bzw. offen genannt, falls jeder ihrer
Randpunkte zu D bzw. zu R™ \ D gehort.

Achtung: Mengen sind keine Tiren, d.h. viele Menge sind weder offen noch
abgeschlossen.

Beispiel* Die Menge Q2 C R?, die aus allen Punkten der Ebene mit rein rationalen
Komponenten besteht, besitzt iiberhaupt keine inneren und keine duferen Punkte.
Oder anders gesagt: der Rand dieser Menge ist ganz R2. Es gibt auch Mengen in der
Ebene, deren Rand ein Fraktal mit gebrochener (also nicht-ganzzahliger) Dimension
ist. Klassische Beispiele fiir diese ,,seltsamen” Mengen sind die Kochsche Schneeflocke
oder das Apfelmdinnchen (siche jeweils WIKIPEDIA).

Abbildung Bei offenen (griin) bzw. abgeschlossenen (braun) Mengen gehoren alle Randpunkte zu
R™\ D bzw. zu D. Es gibt auch Mengen, die weder offen noch abgeschlossen sind (gelb).

Lokale und globale Minima und Maxima Sei f: D — R eine skalare Funktion.
Wir nennen einen Punkt x, € D

1. globalen Minimierer bzw. globalen Maximierer von f, falls

fx) < fx) baw. f(x) = f(x)
fiir alle x € D gilt.

2. lokalen Minimierer bzw. lokalen Maximierer von f, falls es einen Radius ¢ > 0
gibt, so dass die Ungleichung von eben nicht unbedingt fiir alle x € D, aber fiir
alle x € D mit ||x — x,| < ¢ gilt.

NN - - /\\\\,.
~

X1 X1

Abbildung Beispiel fiir eine Funktion f : R? — R, wobei Blau bzw. Rot fiir kleine bzw. grofie
Funktionswerte stehen und die Pfeile im mittleren Bild das Gradientenfeld illustrieren. Rosa bzw.
Griin représentieren Minimierer bzw. Maximimierer, wobei die lokalen bzw. globalen Extremstellen
durch runde bzw. eckige Punkte dargestellt werden. Alle Extrema sind hier strikt und werden auferdem
in inneren Punkten angenommen. Beachte, dass der sichtbare Rand (also das Quadrat) nur die Grenze
des Darstellungsbereiches ist.
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Abbildung  Beispiel fur eine Funktion f : D — R auf einem Kreisring D, wobei hier auf dem
groferen der beiden Kreisrdnder lokale Minima und Maxima angenommen werden (auf dem kleineren
jedoch nicht). Die Farbkodierung ist wie im vorangegangenen Bild.

Bemerkungen

1. Bei strikten Minimierern und Maximierern (lokal oder global) gelten die strikten
Ungleichungen mit < statt < bzw. > statt >, wobei dann sinnvollerweise x # x,
fordert wird.

2. Ist x, ein lokaler Minimierer der Funktion f, so wird f(x.) das entsprechende
lokale Minimum genannt. In der Literatur wird manchmal nicht strikt zwischen
den Konzepten Minimierer und Minimum unterschieden, aber in der Praxis
wird meist durch den Kontext klar, wovon gerade die Rede ist. Minimierer
werden oftmals auch Minimalstellen genannt, da in diesen Punkten ein Minimum
angenommen wird.

3. Die Begriffe globales Minimum, lokales Maximum, globales Maximum werden
analog eingefiihrt.

4. Wir sprechen von einer (lokalen oder globalen) Extremstelle x., falls noch nicht
entschieden ist, ob es sich um einen Minimierer oder Maximierer handelt.

5. Bei globalen Extremstellen werden auch die Notationen
f(xy) =min f, X, = argmin [, f(x4) = max f, X, = argmax f

verwendet, wobei aber die Minimierer oder Maximierer nicht unbedingt eindeutig
bestimmt sind (denn das globale Minimum oder Maximum konnte ja in mehreren
Punkten angenommen werden).

6. Lokale oder globale Minima und Maxima kénnen in inneren Punkten oder in
Randpunkten angenommen werden. Wir werden gleich sehen, dass bei inneren
Extremstellen alles viel einfacher ist, da dort die ersten und zweiten Ableitungen
schone Eigenschaften besitzen, wohingegen Extrema am Rand von D immer sehr
viel schwieriger zu finden bzw. zu klassifizieren sind.

Klassifikation lokaler Extrema

Erinnerung In der eindimensionalen Differentialrechnung hatten wir lokale Extrema
fir Funktionen f : R — R studiert und f’(z.) = 0 als notwendige Bedingung fiir ein
lokales Extremum an der Stelle x, hergeleitet. Anschliefsend hatten wir mit Hilfe der
eindimensionalen Variante des Satzes von Taylor die folgenden Aussagen abgeleitet:
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1. Gilt f"(z.) > 0, so ist z, striktes lokales Minimum.
2. Gilt f"(z.) <0, so ist x, striktes lokales Maximum.

3. Im Entartungsfall f”(x,) = 0 ist keine einfache Entscheidung moglich bzw. die
richtige Antwort hangt von den Eigenschaften héherer Ableitungen in z, ab.

Strategie Auch fir n > 2 liefert der Satz von Taylor sowohl notwendige als
auch hinreichende Kriterien fiir lokale Extrema, sofern diese in inneren Punkten
angenommen werden. Es gibt aber nicht nur eine erste und eine zweite Ableitung,
sondern n bzw. n? partielle Ableitungen erster bzw. zweiter Ordnung. Wir hatten schon
oben gesehen, dass diese in natiirlicher Weise im Gradienten und in der quadratischen
Hesse-Matrix

Oz, f (%) 0p f(x) oo 00, 0n, f(x4)
grad f(x.) = : , Hf(x) = : :

O f(x.) OnOa f(x) ... O f(x.)

gesammelt werden kénnen. Der Satz von Schwarz garantiert dabei fiir alle hinreichend
guten Funktionen f, dass die Hesse-Matrix symmetrisch ist.

Theorem (notwendige Bedingung fiir lokale Extrema in inneren Punkten)
Nimmt eine stetig differenzierbare Funktion f : D — R ein lokales Extremum
(Minimum oder Maximum, strikt oder nicht) in einem inneren Punkt x, an, so gilt

gradf(x*) = 07

d.h. alle partiellen Ableitungen von f verschwinden in x,.

Beweis*: Wir fiihren einen indirekten Beweis und nehmen an, dass

g. = grad f(x,) #0.
Wir betrachten nun die nicht-entartete Kurve
x(t) = X, + t g

mit Parameter t € R, die zur Zeit ¢ = 0 durch x, lauft und eine Gerade mit
Richtungsvektor g, parametrisiert. Da x, ein innerer Punkt von D ist, gibt es ein
e > 0, so dass

x(t) € D fir alle —e<t<+e¢.

Entlang des entsprechenden kurzen Kurvenstiicks wird f durch die skalare Funktion
¢:(—¢, +¢) = R mit

o(t) == f(x(t))
beschrieben und mit der Kettenregel berechnen wir

o(t) = (grad f(x(t)), x(1)) = (grad f(x(t)), &),

Michael Herrmann: Analysis fir ET [@)srsa | Version vom 10. Juli 2024



7.6. Extremstellen, Teil 1: ohne Nebenbedingungen 191

wobei ~ wieder die Ableitung nach der Variablen ¢ bezeichnet. Durch Auswertung in
t = 0 erhalten wir

$(0) = {(g., g.) >0,

d.h. ¢ ist in ¢ = 0 strikt monoton wachsend. Fiir hinreichend kleine Zeiten 0 < t < ¢
gilt damit

P(—t) < 9(0) = f(x.) < o(+1),

und wir schliefsen, dass x, weder Minimierer noch Maximierer sein kann. Dies ist aber
ein Widerspruch und unsere Annahme oben muss daher falsch gewesen sein. m

Bemerkungen

1. Informell konnen wir die Beweisidee wie folgt zusammenfassen: Wenn g, — also
der Gradient von f in x, — nicht verschwindet, so konnen wir den Wert von f
dadurch erh6hen bzw. verringern, dass wir ein bisschen in Richtung +g, bzw. —g,
laufen. Diese Beobachtung ist ausgesprochen niitzlich und liefert den Schliissel
fiir sehr viele mathematische Resultate. Sie illustriert auch wieder, dass g, die
Richtung des steilsten Anstiegs ist.

2. Fiir dieses Argument ist es sehr wichtig, dass x, ein innerer Punkt von D ist, denn
nur dann konnen wir sowohl in Richtung —g, als auch in Richtung +g, laufen
(zumindest ein kleines Stiick), ohne den Definitionsbereich D der Funktion f zu
verlassen. Ist x, jedoch ein Randpunkt von D, so trifft dies im Allgemeinen nicht
mehr zu und wir konnen in der Regel nur noch in eine der beiden Richtungen
laufen. Man kann jedoch mit dhnlichen Ideen auch notwendige Bedingungen fiir
lokale Extrema in Randpunkten ableiten (siehe dazu weiter unten).

3. Ein Punkt x, mit grad f(x.) = 0 wird kritischer Punkt (oder stationérer Punkt)
von f genannt. Kritische Punkte sind Kandidaten fiir Extremstellen, aber ihre
Berechnung erfordert (im Allgemeinen) das Losen von nichtlinearen Gleichungs-
systemen.

Beispiel Die Funktion f : R? — R sei gegeben durch
f(m1, 22) = 2123 exp (1 + 11) + 3,

und durch einfache Rechnungen erhalten wir

|
0 =0y, f(z1, 23) = (14 z1) 23 exp (1 + z1),
0 =8y, f(x1, 22) = 201 23 exp (1 + 1) + 223

als nichtlineares Gleichungssystem fiir kritische Punkte. In diesem Beispiel konnen wir
die Gleichungen leicht 16sen: Zuerst bemerken wir, dass o = 0 immer eine Losung
ist. Fiir 25 # 0 kénnen wir die Gleichungen durch x, bzw. 23 dividieren. Die erste
Gleichung liefert dann x; = —1 und nach Einsetzen in die zweite Gleichung erhalten
wir o = —1 oder x5 = +1. Insgesamt erhalten wir

{xeR® :grad f(x) =0} = {(-1, —1), (=1, +1)} U {(z1, 0) : 21 € R}

als Menge aller kritischen Punkte. Es stellt sich nun die Frage, welche davon lokale
Minima oder Maxima sein konnen.
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Lokale Extrema und Eigenwerte der Hesse-Matrix Als Vorbereitung fiir
den allgemeinen Fall wollen wir fiir ein quadratisches Polynom in zwei Variablen
untersuchen, unter welchen Bedingungen an die zweiten Ableitungen ein kritischer
Punkt als lokaler Minimierer oder lokaler Maximierer klassifiziert werden kann. Dazu
betrachten wir eine reelle symmetrische (2, 2)-Matrix

aix G2 .
A= ( mit a12 = Q21

Qg1 Q22

sowie die skalare Funktion p : R? — R mit

p(x)=c+ix" A x=c+lanz]+apziz+iana;,
die ein Polynom vom Grad 2 ist. Durch direkte Rechnungen zeigen wir

gradp(x) = A -x Hp(x) = A,
d.h. x, = 0 ist immer ein kritischer Punkt und A ist die entsprechende Hesse-Matrix.
Spezialfall: Wir nehmen zunéchst an, dass A eine Diagonalmatrix ist, d.h. dass
A:<)\1 O) bzw. ajp = A1, , Qxp=MNy, aj3=ag =0
0 X

fiir zwei reelle Zahlen \;, Ay gilt, denn dann kénnen wir sehr leicht die folgenden
Aussagen etablieren.

Standardfall [——]: Sind A\; und A, beide negativ, so gilt

p(x1, x2) < p(0, 0)

fir alle z € R? und p nimmt im Ursprung ein striktes lokales Maximum an
(das hier sogar global ist).

Standardfall [++]: Analog folgt

p(x1, z2) > p(0, 0)

falls Ay und A, beide positiv sind, d.h. p besitzt im Ursprung ein striktes lokales
Minimum.

Standardfille [—+] und [+—]: Im Fall von A\; < 0 < Ay gilt

p(z1, 0) < p(0, 0) < p(0, x2),

d.h. der Ursprung ist diesmal weder ein Minimierer noch ein Maximierer,
sondern ein sogenannter Sattelpunkt. Dasselbe gilt im Fall Ay < 0 < A;.

Entartungsfille [—0], [00] und [0+]: Gilt A\; = 0 und/oder Ay = 0, so konnen
wir fiir das quadratische Polynom p den Punkt O immer noch klassifizieren,
aber die Ergebnisse konnen nicht mehr mithilfe des Satzes von Taylor auf
allgemeinere Situationen iibertragen werden.

Erginzung: In jedem Entartungsfall verschwindet die Determinante
det(A) = )\1 )\2 s

wohingegen sie in jedem der Standardfélle entweder einen positiven oder einen
negativen Wert annimmt.
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allgemeiner Fall: Wenn A keine Diagonalmatrix ist, konnen wir jedoch nicht mehr
so einfach argumentieren. Die Lineare Algebra — genauer gesagt: das Theorem iiber
die Hauptachsen-Transformation symmetrischer Matrizen — garantiert jedoch die
Existenz einer linearen Koordinaten-Transformation, sodass wir in den transformierten
Koordinaten die Erkenntnisse des Spezialfalls anwenden konnen. Insbesondere existiert
eine orthogonale (2,2)-Matrix S, sodass die Formeln

T ~ A 0
-1 -1, . . 1

erfiillt sind, wobei die reellen Zahlen \;, Ay gerade die Eigenwerte von A sind und
die Spalten von S aus entsprechenden Figenvektoren bestehen. Die zugrunde liegende
Koordinaten-Transformation ist dabei durch

x=8S % bzw. x=ST.x

gegeben und durch einfache Rechnungen zeigen wir

px)=c+ix" ST -A- S x=c+ix" A-x=X\F]+ N33,

d.h. in den neuen Koordinaten x = (Z;, Z3) kann p sehr einfach berechnet werden.

Diskussion

1. Analoge Diskussionen kénnen wir auch fiir n > 3 durchfiihren. Fir n = 3
ergibt sich zum Beispiel im Standardfall [———] bzw. [++-+] wieder ein striktes
lokales Maximum bzw. ein striktes lokales Minimum, wohingegen alle andere sechs
Standardfélle, also [——+], [-+—], [+——], [++—], [+—+] und [—++], jeweils zu
einem Sattelpunkt gehoren.

2. Unsere Rechnungen decken nicht nur spezielle quadratische Polynome ab, sondern
auch eine grofte Klasse allgemeinerer Funktionen. Der Satz von Taylor besagt
némlich, dass wir jede zweimal stetig differenzierbare Funktion f lokal durch ein
quadratisches Polynom approximieren kdnnen, wobei in einem kritischen Punkt
x, alle Betrdge vom Gradienten verschwinden und nur die Terme nullter und
zweiter Ordnung stehen bleiben. Insbesondere gilt dann

f(x) =T} o x (X) =ci+ %(x — x*)TA* (x — X4)

mit ¢, = f(x.) und A, = Hf(x,), wobei die Fehlerterme der Ordnung
o |Ix — x,||? ) sind. Insbesondere ist T},5 . ein quadratische Polynom in x — x,.

3. Analog zur Diskussion in einer Dimension kénnen wir auch die Entartungsfélle
verstehen. Die obige Approximationsformel ist dann zwar immer noch richtig,
aber die Fehlerterme werden nicht mehr (oder nicht mehr vollsténdig) von den
zweiten Ordnungstermen dominiert. Durch die Betrachtung héherer Ableitungen
konnen wir dann weitere Klassifikationskriterien herleiten, aber diese sind recht
kompliziert und spielen in dieser Vorlesung keine Rolle.

Michael Herrmann: Analysis fir ET [(cc Version vom 10. Juli 2024



194 7. Differentialrechnung in nD

l x1 x1
Abbildung Nicht-entarteter Fall [-—] in 2D : Lokales Maximum mit zwei negativen Eigenwerten
in der Hesse-Matrix des kritischen Punktes (schwarzer Punkt), wobei die griinen Geraden die beiden
Hauptachsen, d.h. die entsprechenden Eigenrdume darstellen.
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Abbildung Nicht-entarteter Fall [—+] in 2D : Sattelpunkt mit einem negativen und einem positiven
Eigenwert. Die rosa bzw. griine Hauptachse entspricht der minimierenden bzw. der maximierenden
Richtung.

Theorem (Hauptsatz iiber lokale Minima und Maxima in inneren Punkten)
Sei f: D — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion auf der Menge D C R"
und sei x, ein kritischer Punkt von f der gleichzeitig innerer Punkt von D ist. Dann
gelten die folgenden Aussagen mit H, = Hf(x,):

1. Besitzt H, nur negative Eigenwerte, so ist x, ein striktes lokales Maximum.
2. Besitzt H, nur positive Eigenwerte, so ist x, ein striktes lokales Minimum.
3. Besitzt H, sowohl positive als auch negative Eigenwerte, so ist x, ein Sattelpunkt.

Besitzt H, den Eigenwert 0, so handelt es sich um einen Entartungsfall und eine
Klassifikation von x, benotigt neben H, zusétzlich héhere Ableitungen.

Beweis: Die vollstindige Argumentation ist sehr technisch, benutzt aber nur die
Bestandteile, die wir oben diskutiert haben: Taylor-Approximation der Ordnung 2,
direkte Rechnungen fiir quadratische Polynome sowie die Hauptachsen-Transformation
symmetrischer Matrizen. O
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Bemerkungen

1.

Die Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren von Matrizen wird in Lineare
Algebra fiir Elektrotechnik behandelt und kann hier nicht diskutiert werden. In
zwei Dimensionen (also fiir n = 2) ergibt sich dabei die folgende Vereinfachung:
(a) det (H,) < 0 : Sattel (ein positiver und ein negativer Eigenwert)
(b) det (H,) = 0 : entartet (mindestens ein Eigenwert verschwindet)
(c) det(H,) >0:
(c.1) spur (H,) <0 : striktes lokales Maximum (zwei negative Eigenwerte)
(c.2) spur (H,) > 0 : striktes lokales Minimum (zwei positive Eigenwerte)

Dabei kénnen die Spur und die Determinante sehr einfach via

det (H*) = h*,n h*,zz - h*,12 h*,zl ) spur (H*) = h*,n + h*,22

berechnet werden, wobei die h, ;; die Eintrage von H, sind.

. Der Hauptsatz gilt nur in inneren kritischen Punkten. Bei lokalen Extremstellen

am Rand sind die Eigenwerte der Hesse-Matrix Hf(x,) nicht (fir n = 2) bzw.
nicht allein (n > 3) wichtig, weil dort im Allgemeinen grad f(x.) # 0 gilt, d.h.
weil nicht alle ersten Ableitungen verschwinden (siehe das Beispiel unten).

. Durch das Studium von Ableitungen konnen wir generell nicht entscheiden, ob es

sich um lokale oder globale Extrema handelt, denn Ableitungen charakterisieren
nur das lokale Verhalten von f in der Néhe eines kritischen Punktes. Die Suche
nach globalen Extremstellen ist ein anderes Problem und kann sehr aufwandig
werden.

. Die (normierten) Eigenvektoren von H, liefern die Hauptachsen. Sind alle

Eigenwerte von H, paarweise verschieden (das ist der Standardfall), so sind die
Hauptachsen eindeutig festgelegt (bis auf den Vorfaktor 4+1). Bei mehrfachen
Eigenwerten sind nur die entsprechenden Eigenraume eindeutig festgelegt und es
gibt gewisse Freiheiten, die orthonormalen Basisvektoren zu wahlen.

. Ein Sattelpunkt ist weder lokaler Minimierer noch lokaler Maximierer, denn in

jeder noch so kleinen Kugel um x, gibt es Punkte x und X mit
flx) < flx) < f(%)

Jeder Sattelpunkt x, besitzt maximierende Richtungen (die Hauptachsen zu den
negativen Eigenwerten) sowie minimierende Richtungen (die Hauptachsen zuden
positiven Eigenwerten). Betrachten wir f zum Beispiel auf einer Geraden durch
X,, deren Richtungsvektor einer maximierenden Richtung entspricht, so nimmt
die eingeschrénkte Funktion im Sattelpunkt ein Maximum an (siche die Bilder).

Ergdnzung: Die Anzahlen der maximierenden und der minimierenden Richtungen
addieren sich zu n. Minimierer bzw. Maximierer jeweils nur minimierende bzw.
maximierende Richtungen besitzen.

. Ein Entartungsfall tritt genau dann ein, wenn det (H,) = 0 gilt.

. Eine symmetrische Matrix mit nur positiven bzw. nur negativen Eigenwerten

wird in der Literatur auch positiv definit oder negativ definit genannt.
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Beispiel Wir betrachten die durch
f(xl, 33'2) = (33'1 + $2)3 + (371 — 33'2)3 — 6%1
definierte Funktion f :R? — R und berechnen zunichst den Gradienten

3 (w1 + 22)? + 3 (21 — 1) —6) _ (6x%+6x§ —6)

d =
grad f(z1, 25) ( 3 (21 + 22)° — 3 (21 — 19)° 127, 7

sowie die Hesse-Matrix

122y 12z
Hf(xl’“):(mx; 129:?)

Die nichtlinearen Gleichungen fiir die kritischen Punkte lauten nun
! 2 2 !
0:6$1+6$2—6, 0:12I1ZL’2

und konnen in diesem Beispiel leicht gelost werden. Wir erhalten die vier kritischen
Punkte

(1) x. = (=1, 0), (2) x.=(+1,0), (3) x.=(0, 1), (4) x.=(0, +1),

die wir nun der Reihe nach klassifizieren wollen.

Kritische Punkte (1) und (2): Es gilt

(12 0 _(+12 0
H*_(o —12) b H*_(o +12)

det (H,) =144, spur(H,) = —24  bzw. det (H,) = 144, spur (H,) = +24,

und damit

d.h. f nimmt im ersten bzw. zweiten kritischen Punkt ein striktes lokales Maximum
bzw. Minimum an.

Erganzung : Weil H, eine Diagonalmatrix ist konnen wir die jeweiligen Eigenwerte und
-vektoren direkt ablesen: Im ersten bzw. zweiten Punkt gibt es doppelten Eigenwert
—12 bzw. +12 und fiir jeden der beiden kritischen Punkte konnen wir e; und e, als
unabhéngige Eigenvektoren wéhlen.

Kritische Punkte (3) und (4): Diesmal erhalten wir

(0 12 (0 412
H*—(—u 0) baw. H*_(+12 0)

und daher jeweils die negative Determinante H, = —144. Also handelt es sich sowohl
beim dritten als auch beim vierten kritischen Punkt um einen Sattelpunkt.

Erganzung : Die Hauptachsentransformation liefert fiir beide kritischen Punkt jeweils
die zwei Eigenwerte Ay = —12 und \; = 12 sowie die Transformationsmatrix

=l ) e s a ()

aus der die jeweiligen zwei Eigenvektoren spaltenweise abgelesen werden konnen.
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Abbildung Die (leicht verzerrt dargestellten) Plots zum gerechneten Beispiel. Die kritischen Punkte
sind farbig markiert (rosa bzw. griin fiir den lokalen Minimierer bzw. Maximierer, lila fiir die beiden
Sattelpunkte). Die Pfeile reprisentieren die Hauptachsen (und damit auch die minimierenden und
maximierenden Richtungen) in den Sattelpunkten.

iiber lokale Extremstellen am Rand Lokale Extrema in Randpunkten sind
insofern anders, als dass dort der Gradient von f nicht verschwinden muss. Man kann
nun geometrische Bedingungen an den Gradienten herleiten und wir werden dies im
Kapitel iiber Extremalstellen mit Nebenbedingung in einem leicht anderen Setting
auch tun. Fiir den Moment moéchten wir mit einem Beispiel illustrieren, dass diese
Gradientenbedingungen zumindest fiir n = 2 geometrisch sehr einleuchtend sind und
mit einfachen ,, dynamischen Argumenten motiviert werden kénnen.

~_)/ X1 X1

Abbildung  Beispiel fiir eine Funktion F' : D — R auf einer Kreisscheibe D, die lokale Minima
und Maxima im Inneren und auf dem Rand annimmt, wobei im rechten Bild die entsprechenden
Gradientenvektoren stark vergrofert dargestellt sind. Bei einer Maximalstelle auf dem Rand (griine
runde Punkte) steht der Gradient senkrecht auf der Randkurve und zeigt nach aufsen. Denn wiirde er
zum Beispiel nach innen zeigen, so konnten wir den Wert von f erhéhen, indem wir ein kleines Stiick
in Richtung des Gradienten ins Innere von D laufen. Und wenn der Gradient zwar nach aufien zeigen,
aber nicht senkrecht stehen wiirde, so kénnten wir ihn in einen normalen und einen tangentialen Anteil
zerlegen und den Wert von f dadurch erhéhen, dass wir uns entlang des Randes von D ein kleines
Stiick in tangentialer Richtung bewegen. Analog folgt, dass der Gradient in Minimierern auf dem Rand
(orange runde Kreise) auch senkrecht auf der Randkurve steht, aber diesmal nach innen zeigen wird.
Beachte auch, dass bei den inneren Extremstellen (eckige Punkte) der Gradient verschwindet und
deshalb die wesentlichen Informationen nicht in den ersten, sondern erst in den zweiten Ableitungen
zu finden sind.

X2

pet
kY

'imf/ i'ii\‘\\\’
s i =
A
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’Vorlesung 16: 27. Mai‘

7.7 Extremstellen, Teil 2: mit Nebenbedingungen

Setting Wir betrachten wieder eine skalare Funktion f : D — R, suchen aber diesmal
Extremstellen von f unter m Gleichungsnebenbedingungen

! !
gl(X):Cl, SR gm(x):CTrm

die durch m skalare Funktionen g; : D — R sowie m gegebene Konstanten ¢; € R
beschrieben werden. Wir konnen diese zu einer vektorwertigen Funktion g : D — R™
bzw. einem Vektor ¢ € R™ zusammenfassen. Die Menge

G:={xeD :gx)=c}t=N,(c1)N...N Ny, (cmm)

nennt man die Menge der zuldssigen Punkte aus D und f wird manchmal auch
Zielfunktion des Optimierungsproblems genannt. Im Fall von m = 1 schreiben wir
g statt ¢g; und c statt ¢;.

Bemerkung Analog zur Diskussion im vorangegangenen Abschnitt konnen wir iiber
lokale und globale Maxima und Minima (bzw. die entsprechenden Minimierer und
Maximierer) der Funktion f auf der Menge G reden. Beachte aber, dass G im Gegensatz
zu D in der Regel keine inneren Punkte besitzt. Wir konnen daher nicht erwarten, dass
der Gradient von f in lokalen Extremstellen verschwindet.

—\(-——
Y =S\ \

& B

=
)

X1

Abbildung Beispiel mit n = 2 und m = 1. Rechts: Konturplot der Funktion f : R2 — R sowie
Skizze der Menge G = N,(c) = {x € R? : g(x) = ¢} fiir eine feste Funktion g : R* — R und zwei
Wahlen von ¢ (Gelb und Braun). Dabei nimmt f einmal drei Minima (Orange) und drei Maxima
(Griin) auf G an, wohingegen es das andere Mal aber nur einen Minimierer und einen Maximierer
gibt. Runde bzw. eckige Punkte entsprechen dabei lokalen bzw. globalen Extremstellen und die grauen
bzw. schwarzen Pfeile stellen grad f(x) in beliebigen Punkten aus G bzw. in den Extremstellen dar.
Beachte, dass die schwarzen Pfeile immer senkrecht auf der Menge G stehen, denn dies ist in diesem
Fall gerade die Aussage der unten erkldrten Multiplikatoren-Regel. Links: Fliachenplot von f, wobei
die gelbe bzw. braune Kurve die Funktion f entlang der Menge G illustriert. Die Menge G liegt aber
nicht im Graphen von f, sondern in der (x1, z2)-Ebene.

Bemerkungen

1. In der mathematischen Theorie wird meist a priori vorausgesetzt, dass D (aber
nicht ) eine offene Menge ist, so dass jeder Punkt in D auch innerer Punkt von
D ist. Der Vorteil ist, dass man dann keine Randpunkte von D zu diskutieren
braucht, fiir die die Theorie wieder etwas anders ist.
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2. In der Literatur werden oftmals nur Nebenbedingungen der Bauart g;(x) =0
zugelassen. Das ist nur auf den ersten Blick eine Einschrankung, denn ¢;(x) = ¢;
ist Aquivalent zu g;(x) = 0, wobei g; : D — R die leicht modifizierte Funktion
mit g;(z) = gi(x) — ¢; ist, fiir die offensichtlich 9,,g;(x) = 0,,9:(x) gilt.

3. In aller Regel gilt m < n. Dies ist sehr sinnvoll, denn jede skalare Gleichung der
Form g;(x) = ¢; reduziert — zumindest auf einer heuristischen oder informellen
Ebene — die Anzahl der , Freiheitsgrade” um 1.

Lagrange-Funktion Fine wichtige Rolle bei Extrema unter Nebenbedingungen
spielt die Lagrange-Funktion L : D x R™ — R, die durch

L(x, A) = f(x) — (A, g(x)) = f(x) — Z i 9i(X)

definiert ist, wobei (, ) hier das Skalarprodukt im R™ meint. Desweiteren gilt
(%, A) = (T1, .., Tp, A1y ooy Ay) € RPTT

d.h. L ist eine Funktion in n+m Variablen, wobei die ersten n als z; und die nachsten
m als A\; bezeichnet werden. Man definiert aullerdem durch

O, L(x, A) m
R"™ 5 grad, L(x, A) := : = grad f(x) — Z A; grad g;(x)
Op, L(x, A) =1

den partiellen x-Gradienten von L.

Theorem (Lagrangesche Multiplikatoren-Regeln) Sei x, ein innerer Punkt von
D, der gleichzeitig eine lokale Extremstelle von f in G ist. Aufserdem seien die m
Vektoren grad g;(X.),...,grad g,(x.) linear unabhéingig in R™. Dann existiert ein
eindeutiges A, € R, so dass

grad, L(x., A,) =0
gilt, wobei 0 den Nullvektor im R"™ bezeichnet.
Beweis: Einen Beweis kénnen wir hier nicht fiihren. O]
Bemerkungen

1. Die Komponenten von A, werden aus historischen Griinden als Multiplikatoren
bezeichnet.

2. Fiir m = 1 lautet die Multiplikatoren-Regel
grad f(x.) — A\, grad g(x.) =0

und wir werden unten sehen, dass es zumindest fiir n = 2 und n = 3 eine sehr
einleuchtende geometrische Interpretation gibt.
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3. Die Multiplikatorenregel formuliert eine notwendige Bedingung, die letzlich nur
Kandidaten fiir die Extremstellen von f in G liefert. Es gibt auch hinreichende
Bedingungen, die zweite Ableitung von f und erste Ableitungen von g; beinhalten,
aber dies geht iiber unseren aktuellen Wissensstand hinaus.

4. Analog zum Fall ohne Nebenbedingung kann es sich bei einem Kandidaten x, um
einen Minimierer, einen Maximierer oder einen Sattelpunkt (immer von f bzgl.
(G) handeln. Aufserdem kénnen Entartungsfille eintreten. In praktischen Féllen
kann ein Kandidat x, oftmals durch physikalische oder geometrische Argumente,
klassifiziert werden.

5. Die Multiplikatorenregel liefert in Kombination mit den Nebenbedingungen
insgesamt n + m Gleichungen fiir die n Komponenten von x, sowie die m
Komponenten von A,, aber diese Gleichungen sind im Allgemeinen nichtlinear
und stark gekoppelt. Das Losen dieser Gleichungen kann daher sehr schwierig
sein, wobei es auch noch mehrere Losungsédste geben kann. Nichtsdestotrotz ist
die Langrangesche Multiplikatorenregel auch in der Praxis sehr wichtig und liefert
oftmals erstaunlich gute Ergebnisse. Zumal man die nichtlinearen Gleichungen
heutzutage numerisch auf dem Computer 16sen kann.

6. Erginzung®: Die Bedingung an die Gradienten der g; im Punkt x, ist dquivalent
zu

Rang (Jg(x.)) =m,

d.h. die (m,n)-Jacobi-Matrix von g muss genau m linear unabhéngige Spalten
— oder Zeilen, denn Spaltenrang ist Zeilenrang — besitzen. Diese Bedingung ist
aus theoretischer Sicht sehr wichtig, da sie gewisse Entartungen ausschliefit. In
der Praxis kann man sie jedoch meist gefahrlos ignorieren bzw. a posteriori in
jedem Kandidaten x, iiberpriifen.

Beispiel Fiir n = 2 und m = 1 betrachten wir die Funktionen f : R?> — R und
g : R? - R mit

f(l'l,ﬁCQ)ZﬁCle, g(x17x2):x%+wg

und suchen die Extrema von f auf der Menge G, die durch die skalare Nebenbedingung
g(x) = c definiert ist. Inbesondere gilt D = R? und fiir fixiertes ¢ > 0 ist G gerade
die Einheitskreislinie vom Radius /c. Die Multiplikatorenregel liefert die vektorwertige
Gleichung

Ty 2\,
2 ) = grad f(z,1, T.2) = M\ grad g(z,1, T,.) = 1)
2 )\* T2

L1

die wir auch als ein System von zwei skalaren Gleichungen betrachten konnen.
Aufserdem soll als dritte Gleichung die Nebenbedingung

2 2
x*,l + 33'*,2 = g(l'*g, $*72) =cC

erfiillt sein.
Wir haben insgesamt dre: nichtlineare skalare Gleichungen fiir die drez Unbekannten
Ty1, T2 Und A,. Im konkreten Fall konnen wir diese relativ einfach losen: Zu erst
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bemerken wir, dass z,; # 0 gelten muss, da andernfalls die erste Gleichung z,5 = 0
und damit einen Widerspruch zur dritten Gleichung liefern wiirde. Analog zeigt man
z, 2 # 0. Setzen wir die erste Gleichung in die zweite ein, so erhalten wir z, ; = 4 A2 Ty
und damit A, = :I:%. Die erste und die zweite Gleichung implizieren nun z, o = 2,
und die Nebenbedingung liefert jeweils 23:371 = 2953,2 = c. Insgesamt erhalten wir vier
Kandidaten fiir die Extremstellen von f in G:

(1) )‘* = _%a Tl = 14/ %07 Ty = + %C (l’Illt f(l‘*,l) ZL‘*,Q) = _%C)

(2) A = _%7 Tyl = +\/ %C, T2 = — V %C (mit f(x*’l’ x*’Q) - _%C)
(3) )\* = +%a LTyl = — \/ %07 Ty = — \/ %C (Hllt f(x*,h l'*,g) = +% C)

@) A =+} wa=+fle za=+\le (it fea, 2.2) = +50)

Aus der Multiplikatoren-Regel konnen wir aber weder ablesen, ob es sich wirklich um
Extremstellen handelt, noch ob es sich um lokale oder globale Versionen handelt.

y///// |

=

s

X1

reduzierte Funktion

/N | /N

\V/ \V

Abbildung Die Bilder zum eben gerechneten Beispiel. Siehe auch die nachfolgenden Bemerkungen.

Bemerkungen zum Beispiel:

1. Im konkreten Fall ist G eine kompakte Menge (siche unten) und daher wissen
wir, dass es ein globales Minimum und ein globales Maximum geben muss.
Dieses Argument ist aber vollkommen unabhéngig von der Multiplikatoren-Regel.
Auferdem werden in den vier Kandidaten nur zwei verschiedene Funktionswerte
angenommen. Insgesamt kénnen wir nun schliefen, dass die Formeln (1) und (2)
beide einem globalen Minimum, die Formeln (3) und (4) jeweils einem globalen
Maximum entsprechen.

2. In jeder der vier Losungen gilt

Hf (2.1, T.2) = ((1) (1)> = (_01 (1]) :

d.h. die Auswertung der Hesse-Matrix von f liefert in diesem Beispiel auf
den ersten Blick keine niitzlichen Informationen, die die vier kritischen Punkte
klassifizieren konnten. Den zweiten Blick bzw. die Frage, inwieweit zweite
Ableitungen von f bei Extremstellen unter Nebenbedingungen hilfreich sind,
konnen wir in dieser Vorlesung nicht diskutieren.
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3. Wir haben hier die Gleichungen in z, ;, z, 2 und A, formuliert. In der Praxis lésst
man * meist weg und rechnet mit z, x5 und .

Alternative Losung des Beispiels*: Tm konkreten Fall konnen wir G als Bild der
parametrisierten (und geschlossenen) Kurve

(20 = (Yeeo) . cpoa

betrachten und anstelle von f die eingeschriankte Funktion ¢ : [0, 27r] — R mit

o(t) = f(z1(t), z2(t)) = c cos (t) sin (t) = L ¢ sin (2¢)

auf lokale Extrema untersuchen. Mit unserem Wissen aus der eindimensionalen
Differentialrechnung kénnen wir leicht zeigen, dass ¢ in ¢, = i?‘[‘ und t, = %7‘(‘ ihr globales

Maximum annimmt, wohingegen t, = %71’ und ¢, = £7r beide globale Maximierer sind.

Ausblick: Ist eine Parametrisierung der Menge G als Kurve oder Fliache verfiigbar,
so konnen wir mithilfe dieser eine eingeschrinkte Funktion ¢ definieren und dadurch
ein Optimierungsproblem mit Nebenbedingung in ein Optimierungsproblem ohne
Nebenbedingung iiberfithren. Insbesondere kann dann die Hessische Matrix H¢ der
reduzierten Funktion (in unserem Fall die zweite Ableitung ¢”) benutzt werden, um
die kritischen Punkte zu klassifizieren. Allerdings ist eine solche Parametrisierung im
Allgemeinen nicht explizit bekannt bzw. kann nur mit viel Aufwand erzeugt werden.

Beispiel Wir betrachten die Menge
D:={(r,y,2): 2>0,y>0, 2> 0}
sowie die Funktionen f,¢g: D — R mit

f(I,y,Z):ZEyZ, g(ﬁ,y,Z)ZQ(yZ%—Zx%—xy)

Wir wollen nun f unter der Nebenbedingung optimieren, dass g einen gegebenen Wert
¢ > 0 annimmt. Geometrisch kann dies wie folgt interpretiert werden: Wir suchen
unter allen Quadern mit Kantenlangen x, y und 2z und vorgeschriebener Oberfliche ¢
diejenigen, die kleinstes oder grofites Volumen besitzen.

Die Multiplikatoren-Regel liefert diesmal fiir eine Extremstelle (x., ., z.) die drei
Gleichungen

y* Zx a’rf(x*a y*7 Z*) a’rg('x*v y*? Z*) y* + Zx
2oy | = | Opf (@, Yuy 2) | =M | Oyg(s, Y, 2) | =20 | 26+ 24 |,
L y* azf(x*u y*7 Z*) 829(1'*7 y*» Z*) L« + y*

in denen auch der zu bestimmende Multiplikator A, auftaucht. Die vierte Gleichung ist
22 + 22,0 + 22,y = C

und héngt nicht explizit von A, ab. Es gibt leider keinen Algorithmus, um ein
nichtlineares System aus vier Gleichungen zu 16sen. Im konkreten Fall gelingt dies
aber wie folgt: Wir multiplizieren die erste bzw. zweite bzw. dritte Gleichung mit x,
bzw. y, bzw. z,, erhalten dadurch drei verschiedene Darstellungen fiir den Term z, y. 2,
und folgern dass

2M T Yse F 2 M T 2 = 2 M i Y F 2 M Ui 25 = 2 00 T 2o + 2 X Y 24 -

Michael Herrmann: Analysis fir ET [@)srsa | Version vom 10. Juli 2024



7.7. Extremstellen, Teil 2: mit Nebenbedingungen 203

gelten muss. Unter der Annahme A\, > 0 konnen wir hieraus nun die Bedingungen
T Ys = Yu 2o = T 24
ableiten, und durch Kombination mit den ersten drei Gleichungen erhalten wir zunéchst
T+ Ys = Ysu + 25 = Tu + 24
und anschliefend
T = Ys = 2 .

Die Auswertung der vierten Gleichung (die wir noch gar nicht benutzt hatten), liefert

schlieftlich
To = UYs = 24 = %c, /\*:i\/%c

als Kandidaten fiir eine Extremstelle unter der gestellten Nebenbedingung. Der
Fall A, = 0 kann hier nicht eintreten, da sonst die ersten drei Gleichungen die
Formeln x, v, = =4 2. = yx 2z, = 0 und damit einen Widerspruch zur vierten Gleichung
implizieren wiirden. Insgesamt erhalten wir durch Anwendung der Multiplikatoren-
Regel nur den Wiirfel als extremalen Quader und unsere geometrische Intuition besagt,
dass dieser einem globalen Maximum entspricht.

Bemerkung: In diesem Problem gibt es auch globale Minima, ndmlich die entarteten
Quader mit

xr=0 oder y=20 oder z=0

fiir die f den Wert 0 annimmt. Diese konnen aber nicht mithilfe von Multiplikatoren
gefunden werden, eben weil es sich nicht um innere Punkte, sondern um Randpunkte
von D handelt.

Beispiel Als einfaches Beispiel fiir n = 3 und m = 2 setzen wir D = R? sowie
f(x) =37+ 525+ 523, 91(X) = 21 + 73, ga(x) = 3.

Die Multiplikatoren-Regel (wir schreiben diesmal kein x) liefert die drei Gleichungen

T 1 0
xo | =grad f(x) = A\ gradg(x) + Aagradgo(x) = A [ 1] + X (0],
T3 0 1

die um die zwei Nebenbedingungen ergénzt werden miissen und die wir nach z, xs,
x3, A1, Ag auflosen wollen. In diesem Beispiel konnen wir leicht die z; via

T = Ap, Ty = Ai, T3 = A
eliminieren und konnen aus den Nebenbedingungen sofort

1 —
)\1—5617 Ay = 02

ablesen. Wir haben also — fiir jede Wahl von ¢; und ¢, — nur einen Kandidaten fiir ein
1.1

Extremum unter Nebenbedingungen, namlich x = (501, 3C1, 02) mit Multiplikatoren
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A= (%Cl, C2> .
Bemerkung*: In diesem Beispiel hatten wir wieder anders argumentieren konnen. Die

Nebenbedingungen implizieren xo = ¢; — 1 sowie x3 = ¢y und durch Einsetzen in die
Formel fiir f erhalten wir die reduzierte Funktion ¢ : R — R mit

2
¢(x1) = flzr, a1 — 21, 2) = 525 + 5 (1 — x1)” + 1=(r1—1c1) + 3¢ +36.

Dies ist eine quadratische Funktion mit der Variablen x, die bei x; = % ihre globales
Minimum annimmt. Dies entspricht gerade der Losung mittels der Lagrangeschen
Multiplikatoren-Regel, aber wir sehen diesmal (direkt oder nach Berechnung von ¢"),
dass es sich um ein globales Minimum handelt.

Geometrische Interpretation fiir m =1 Fiir m =1 und n =2 bzw. n = 3 kann
die Multiplikatoren-Regel intuitiv verstanden und ,,dynamisch® motiviert werden.

grad f(x)

G

Abbildung  Links: Illustration fir m = 1 und n = 2. In jedem Punkt x € G = Ny(c) steht
grad g(x) (Gelb) senkrecht auf G (Braun) und grad f(x) (Grau) kann in einen tangentialen (Lila)
und einen normalen Anteil (Tirkis) zerlegt werden. Die Multiplikatoren-Regel besagt, dass in einer
lokalen Extremstelle von f in G der tangentiale Anteil von f verschwinden muss, da ja die Gradienten
von f und g parallel sein sollen. Ist diese Bedingung verletzt, so konnen wir den Wert von f dadurch
vergrofern bzw. verkleinern, indem wir uns ein kleines Stiick mit bzw. gegen den tangentialen Vektor
entlang von G bewegen. Rechts. Das Analogon fiir m = 1 und n = 3. Die Menge G ist nun eine
gekriimmte Fliche, aber grad g(x) steht immer noch in jedem Punkt x € G senkrecht. Der Vektor
grad f(x) kann nun immer als Summe von einem normalen und zwei tangentialen Vektoren dargestellt
werden.

Verallgemeinerung* Es gibt eine analoge Multiplikatoren-Regel fiir den Fall, dass
die m Nebenbedingungen in Form von Gleichungen um k& Nebenbedingungen der Form
hi(x) < d; ergénzt werden (wobei dann durchaus m + k > n gelten kann). In diesem
Fall gilt formal

0 = grad f(x,) Z A grad g;(x.) Z'“*l grad hy(x,),

=1 =1

mit weiteren Multiplikatoren p, € R¥, aber man muss fiir jedes [ die Geometrie der
Menge

H;, .= {X eD : hl(X) < dl}

beriicksichtigen. Genauer gesagt: Ist die Extremstelle x, ein innerer Punkt von H,
so ist die I[-te Ungleichung im strikten Sinne erfiillt und es gilt pu; = 0. Ist x,
jedoch Randpunkt von H;, so ist die Nebenbedingung eigentlich eine Gleichung und 1
verschwindet nicht, sondern besitzt ein gewisses Vorzeichen. Statt < kann man auch
Ungleichungen mit > 0 betrachten und analog argumentieren.

Spezialfall*: Ein sehr illustrativer Sonderfall mit Ungleichungen ist
m=0, k=1, D=H={xeR" : h(x) <d},
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also der Fall, dass D selbst mittels einer einzelnen Ungleichung definiert ist (z.B.
beschreibt die Nebenbedingung h(zi, r3) = 2} + 23 < 1 die Einheitskreisscheibe in
der Ebene). Ein lokales Extremum von f : D — R erfiillt nach der verallgemeinerten
Multiplikatorenregel

grad f(x,) — p.grad h(x,) =0

fiir einen skalaren Multiplikator p., aber diese Gleichung reduziert sich in inneren
Punkten x, via u, = 0 gerade zu grad f(x.) = 0. Liegt die Extremalstelle jedoch am
Rand von D, so ist die Ungleichung eigentlich eine Gleichung und pu, # 0 meint, dass
die Vektoren grad f(x.) und grad h(x,) parallel sind. Da der Rand von D gerade eine
Niveaumenge von h ist, muss also insbesondere grad f(x,) senkrecht auf dem Rand
von D stehen, wobei das Vorzeichen von p, dariiber entscheidet, ob dieser Vektor nach
innen oder nach aufsen zeigt. Das ist gerade die Situation, die wir schon ganz am Ende
des letzten Abschnittes studiert hatten.

iiber kompakte Mengen

Ziel Wir hatten im ersten Beispiel dieses Abschnittes die Kompaktheit von D benutzt
und wollen nun die entsprechende Theorie nachreichen.

Definition Eine Teilmenge M C R" wird kompakt genannt, falls sie beschrénkt
und abgeschlossen ist. Die erste Bedingung meint, dass es eine (vielleicht sehr grofe)
Konstante C' gibt, so dass

IIx|| < C fir alle xe M

gilt. Die zweite meint, dass alle Randpunkt von M zu M gehoren.

D -

Abbildung  Schematische Darstellung kompakter bzw. nicht-kompakter Mengen (Griin bzw. Rot),
wobei zwei-, ein-, und nulldimensionale Teilmengen des R? gezeigt werden.

Theorem (Satz von Bolzano-Weierstrafy) Ist M kompakt, so besitzt jede Folge
in M eine konvergente Teilfolge. Auferdem gehort der Grenzwert einer solchen Teilfolge
selbst zu M.

Theorem (Minima und Maxima mit Kompaktheit und Stetigkeit) Ist M
kompakt und f : M — R stetig, so nimmt f in M ein globales Minimum und ein
globales Maximum an.

Beweisidee : Dieses Resultat kann ganz analog zur eindimensionalen Variante abgeleitet
werden: wir betrachtet eine sogenannte minimierende bzw. mazximierende Folge, wihlen
eine konvergente Teilfolge und benutzten die Stetigkeit von f um zu zeigen, dass im
Grenzwert in der Tat ein globales Minimum bzw. Maximum angenommen wird. O
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Beispiel und Gegenbeispiel Die offene und die abgeschlossene zweidimensionale
Einheitskugel

B;(0) = {(xl, T9) ¢ 22 4 1h < 1} und B,(0) = {(xl, T9) @ 23+ 23 < 1}

sind beide beschrankt, aber nur die abgeschlossene Kugel ist zuséatzlich kompakt. Die
Funktion f mit f(z1, 22) = x; nimmt auf der abgeschlossenen Kugel offensichtlich
sowohl ihr Minimum als auch ihr Maximum an, aber auf der offenen Kugel gibt es aber
keine lokalen Extrema, sondern nur ein Infimum und ein Supremum von f.

’ Zusatzmaterial ‘

7.8 Umkehrfunktionen und implizite Funktionen*

Umkehrfunktionen

Uberblick Ist f ein gegebenes n-dimensionales Vektorfeld, so kann man y = f(x) als
n Gleichungen betrachten, die die y; durch die z; ausdriicken.

Frage: Existiert eine Umkehrabbildung, d.h. kann man x auch als Funktion von y
schreiben? Diese Frage stellt sich nicht nur aus theoretischer Sicht, sondern man ist
mit ihr in vielen Anwendungen konfrontiert. Namlich immer dann, wenn man einen
gegeben Variablensatz (die x;) durch einen anderen (die y;) ersetzen will.

Antwort: Es geht immer in einem lokalen Sinne in der Néhe eines gegebenen Punktes
X,, sofern die Jacobi-Matrix von f in diesem Punkt regulér (und damit nicht entartet)
ist. Die Frage nach globalen Umkehrfunktionen ist jedoch sehr viel komplizierter.

Theorem (Satz iiber lokale Umkehrfunktionen) Sei f : D C R* — R"
stetig differenzierbar und sei x, ein innerer Punkt von D, sodass die quadratische
Matrix Jf(x,) regulér ist. Dann existieren zwei Mengen U und V' mit den folgenden
Eigenschaften:

1. x, ist innerer Punkt von U und y, = f(x,) ist innerer Punkt von V,
2. f bildet U bijektiv (d.h. injektiv und surjektiv) nach V' ab.

Insbesondere gibt es eine lokale Umkehrabbildung f~! : V' — U mit ! (f (x)) = x fiir
allex € U.

Bemerkungen

1. Das Theorem, das oftmals auch Umkehrsatz genannt wird, liefert zunéchst die
Existenz einer lokalen Umkehrabbildung, aber keine explizite Formeln. Ob und
wie diese exakt oder approximativ abgeleitet werden konnen, ist eine andere
Frage, die wir hier nicht diskutieren konnen.

2. Man kann sogar zeigen, dass U oder V (aber im Allgemeinen nicht beide) als
kleine n-dimensionale Kugel oder als kleiner n-dimensionaler Quader gewéhlt
werden kann.
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3. Die Nicht-Entartungs-Bedingung ist die Regularitét (oder Invertierbarkeit) der
Jacobi-Matrix Jf im Punkt x,, alternativ auch als

Rang (Jf(x,)) =n bzw. det (Jf(x.)) #0

als Forderung nach maximalem Rang bzw. nicht-verschwindender Determinante
geschrieben werden kann. Diese Bedingung ist wirklich wichtig und muss immer
iiberpriift werden.

4. Die lokale Umkehrabbildung ist auch stetig differenzierbar, wobei
I (f(x)) = (Jf(x)) "
im Sinne invertierbarer Matrizen fiir alle x € U gilt. Dies folgt aus der Kettenregel
nach Differentiation von f~*(f(x)) = x nach x, wobei wir 9xx = I benutzen
konnen.

Beispiel Wir betrachten f : R? — R? mit

= filzr, 22) = 21 + 22, Yo = fa(x1, T2) = 1 22

1 1
Jf(.l’l, IL‘Q) = <LE2 LC1> .

In der Néhe eines jeden Punktes (x,1, Z.2) mit .1 # . existiert damit eine lokale
Umkehrfunktion, aber fiir x, ; = .2 konnen wir das Theorem nicht anwenden, da dort
die ersten Ableitungen Entartungen vorhersagen. Auferdem gilt

fiir jedes £ € R, d.h. f ist nicht injektiv auf R? und damit nicht global invertierbar.

und berechnen zunéchst

Erginzung*: Durch das Losen quadratischer Gleichungen konnen wir fiir dieses Beispiel
die Inversionsformeln

x1=%y1¢%\/y%—4yz, IEQZ%yli%\/y%—‘lyz

herleiten, die zwei globale Losungsédste beschreiben und insgesamt natiirlich mehr
Informationen als die lokalen Argumente von oben liefern (die Existenz expliziter
Inversionsformeln ist aber die absolute Ausnahme). Wir sehen zum Beispiel, dass die
Bildmenge von f durch

im (£) = {(v1, ¥2) = v2 < 191}

beschrieben wird, dass fiir y; = 0 beide Losungséste in der Tat wohldefiniert sind, aber
dass fiir yo = %y% (bzw. 21 = x9) Singularitéten in den Ableitungen 0,,x; auftreten.

9.0

Y2

e /f%f/ﬂ/
=Z=Z5 %/

0.0 7.0 0.0 9.0
X1 1

Abbildung Illustration des eben gerechneten Beispiels. In den vier griinen Punkten kann der Satz
iiber lokale Umkehrfunktionen angewendet werden und das Bild zeigt jeweils eine konsistente Wahl
von U (als (z1, x2)-Rechteck) und V' (in diesem Fall ein (y, y2)-Trapez). Im rot markierten Punkt
(0, 0) ist die Regularitéitsbedingung jedoch verletzt und gibt es keine lokale Umkehrfunktion.
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Beispiel Die Abbildung f : D — R? mit

1—a2?— a2
(1—a1)" + 23

—2 i)

—_— = Ty, To) =
(1—$1)2+x§ Y2 f2(1 2)

y1 = fi(w, $2) =

ist auf der offenen Kreisscheibe D = {(z1, z3) : 27 + 23 < 1} definiert. Mit

1 —4 (1 — 1‘1) X9 -2 (1 _ .772) + 2332)
Jf(x1, 29) = 2 2
(21, T2) ((1—$1)2+x§)2 <—|—2(1—xf)—23:§ —4(1 = 1) 2,

erhalten wir

det (Jf(l’l, ZL'Q)) = 4 > 0,

(1- )% + :1:%)2

sodass das Theorem iiber die lokale Umkehrfunktion in jedem Punkt aus D angewendet
werden kann.

Erginzung*: In diesem Beispiel bildet f die offene Kreisscheibe D bijektiv in die obere
Halbebene H := {(y1, y2) : y2 > 0} ab und es gibt sogar eine globale Umkehrabbildung
g:=f':H — D, die durch

yi+ys—1
¥+ (L +)?

=21

XTo = 92(1/17 y2) = 5
v+ (1+52)°

1= g1(y1, ¥2) =
berechnet werden kann. Beide Abbildungen werden in der Hdéheren Analysis wichtig
sein, da sie nicht nur bijektiv, sondern sogar winkeltreu sind. Aufserdem sind sie die
reellen Entsprechungen der komplexen Mdbius-Transformationen

1=1Q=itre  (=am =15, GmeC.

Die Abbildung g wird auch als Caley-Transformation bezeichnet.

+1.0 —T—

X2

0.0 k }

-1.0 —

-1.0 0.0 +1.0 -4.0 0.0 +4.0
X1 Y1

Abbildung Die Transformationen aus dem letzten Beispiel, wobei links die Kreisscheibe D und
rechts ein Ausschnitt der Halbebene H gezeigt wird. Blau und Orange entsprechen den Niveaulinien
von x1 bzw. x5. Beachte, dass alle dargestellten Winkel rechte Winkel sind.

Implizit definierte Funktionen

Uberblick Ist f : R* — R™ eine gegebene und stetig differenzierbare Funktion mit
n > m, so konnen wir

f(x)=c

bei festgehaltenem ¢ € R als m-Gleichungen fiir die n Variablen x4, ..., x, betrachten.
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Frage: Kann man diese m Gleichungen dazu benutzten, m der insgesamt n freien
Variablen zu eliminieren und sie als Funktion der verbleibenden n —m freien Variablen
auszudriicken? Diese Frage taucht in sehr vielen Zusammenhéngen auf und man ist
geneigt, sie nach Abzédhlen der , Freiheitsgrade” immer positiv zu beantworten.

Antwort: In der Néhe eines gegebenen Punktes x, mit f(x) = c gilt dies immer
in einem lokalen Sinne, sofern die ersten Ableitungen von f in x, eine Regularitdts-
bedingung erfiillen. Man koénnte diese auch als Nichtentartungsbedingung bezeichnen.
Oftmals sind es aber gerade die Entartungsfille, die besonders interessant sind (zum
Beispiel in der Bifurkationstheorie).

Beispiel Fiir m =1 und n = 2 betrachten wir die Gleichung
c= f(x1, 12) = 927 + 25 + 219,

die fiir jeden Wert von ¢ > 0 eine achsenparallele Ellipse beschreibt. Wir kénnen diese
Gleichung mittels

xlzi%\/c—xg—QxQ, ro=—1+4/c+1—-922

sowohl nach z; als auch nach x5 auflésen. Es gibt aber jeweils zwei Formeln und keine
liefert alle Punkte der Ellipse, d.h. der Niveaumenge Ny(c). In der Néhe eines gegebenen
Punktes (2,1, .2) € Ny(c) konnen wir aber meist in lokal eindeutig Weise z; durch
x9 oder x5 durch z; (oder beides) ausdriicken. Das ist gerade die Idee hinter dem Satz
iiber implizite Funktionen.

Klarstellung Wir formulieren nicht die allgemeine Fassung des Satzes iiber Implizite
Funktionen, sondern beschrénken uns auf wichtige Spezialfille.
Implizit definierte Funktionen n = 2 und m = 1 (Kurven in der Ebene)

Uberblick Wir betrachten eine skalare Funktion f mit zwei Variablen — die wir mit
z und y bezeichnen — und studieren die Losungsmenge Ny(c) der Gleichung

C:f<x7y)

fiir festes ¢ € R. Es gibt also genau eine Gleichung fiir zwei Variablen und die Menge
aller Losungen wird — zumindest in der Regel — eine eindimensionale Kurve in der
Ebene sein.

Theorem (Satz iiber implizite Funktionen fiir n = 2 und m = 1)

1. Unter den Voraussetzungen

f(x*a y*) :Cv 8yf(:v*, y*) #O
existieren Intervalle [ und J mit x, € [ und y, € J sowie eine Funktion g : I — J,
so dass die Implikation

flz,y)=c <=  y=g()

fir alle (z, y) € I x J gilt. Insbesondere kann N(c) lokal als Graph der Funktion
g mit der Variablen x betrachtet werden.
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2. Unter den Voraussetzungen

[z, ys) = c, Ouf (s, Ys) # 0

existieren Intervalle K und L mit xz, € K und y, € L sowie eine Funktion
h: L — K, sodass die Implikation

flz,y)=c = x = h(y)

fir alle (x, y) € K x L gilt. Insbesondere kann N¢(c) lokal als Graph der Funktion
h mit der Variablen y betrachtet werden.

Bemerkung: Der zweite Teil des Theorems ergibt sich aus dem ersten, sofern wir die
Rollen von z und y vertauchen.

Beispiel Fiir f:R? — R mit
fla,y) =2 +y°
und festes ¢ > 0 berechnen wir
O f (@, ) =220, Oyf(@s, Yu) = 2ys.
Der Satz iiber implizite Funktionen deckt die folgenden vier Félle in der Néhe eines

Punktes (., y«) ab, wobei in diesem einfachen Beispiel die impliziten Funktionen direkt
angegeben werden konnen:

1. Fiir y, > 0 gilt lokal y = g(z) = +v/c — 22.
2. Fiir y, < 0 gilt lokal y = g(z) = —vc — 22
3. Fiir z, > 0 gilt lokal = = h(y) = ++/c — y%.
4. Fir x, < 0 gilt lokal z = h(y) = —y/c — 3.

Beachte dabei, dass bei z, = 0 bzw. y, = 0 die jeweils zwei Versionen von h bzw. g

AN O
NN

R

X X X X

Y

Abbildung Die vier Anwendungen des Satzes {iber implizite Funktionen aus dem letzten Beispiel,
wobei der farbige Punkt die Wahl von (z., y.) illustriert. Die farbige Box représentiert die Menge
IxJ bzw. K xL, in der das jeweilige Kreissegment ein Graph ist, d.h. dort kann x als Funktion von y
oder y als Funktion von x geschrieben werden. Beachte, dass der Satz iiber implizite Funktionen keine
Aussage iiber die Gréfe der Boxen bzw. der Segmente macht, sondern nur deren Existenz garantiert.
Im konkreten Fall ist klar, dass das jeweils maximale Segment die ndrdliche, siidliche, Gstliche bzw.
westliche Halbkreislinie ist. Die dargestellten Segmente sind jedoch nicht maximal.
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Beispiel Die Niveaumenge N (0) fiir

fa.y) = (@ +9?) — (@ —o?)°

beschreibt ein vierblattriges Kleeblatt, wobei direkte Rechnungen

O0uf(x, y) =62 (> +1%)" — 4z (2% — y?) |
Byf(z,y) =6y (2* + %) + 4y (2% — o)

liefern. Wir wollen diesmal zunéchst die Menge N¢(0) N Ny, #(0) berechnen, d.h. alle
Punkte (z., y.) € R? mit

[ y) =0, Oyf(2., 4.) =0,

in denen wir nicht nach y auflésen kénnen, d.h. fiir die es keine Funktion g gibt. Im
Fall von y, = 0 gilt dann

z,=—1 oder z,=0 oder z,=+1

und fiir y, # 0 erhalten wir nach kleineren Rechnungen zunéchst

4 8
2 2 _ % 2_.2_ _ %
und anschlieffend
2 10
2 2 _
STor T o

Wir erhalten damit insgesamt 7 Punkte, die man (etwas salopp) als

Np(0) 1 Nays(0) ={ (0,0), (+1,0), (555, +425) }

schreiben kann, und analog (bzw. durch Vertauschung von z und y) zeigt man

_ V2vE 4 V2
Nf(()) ﬂNagJ(O) _{(07 0) ) (07 :l:l) ) (:l: 3v/3 + \f)}
fiir die Menge der Punkte, in denen wir nicht nach x auflésen kénnen bzw. fiir die es
keine Funktion h gibt. In allen anderen Punkten aus N;(0) kann man lokal sowohl nach
x als auch nach y auflésen. Im Koordinatenursprung kann man jedoch weder nach =z,
noch nach y auflosen, da die Niveaumenge dort sehr stark entartet.

x=h(y) x=h(y)

X X X X

Abbildung Auch die Kleeblattkurve kann lokal als Graph betrachtet werden, wobei wir diesmal
jeweils die maximalen Kurvensegmente gezeichnet haben. In den roten bzw. orangen Punkten kann
nicht nach x bzw. y aufgelést werden. Der Koordinatenursprung ist gleichzeitig orange und rot.
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Ableitungen von g und h in reguliren Punkten In einem reguldren Punkt
x € Ny(c) gilt

Oyf(zs, yu) #0 und /oder Ouf(Tw, ys) #0,

d.h. wir kénnen nach z und/oder y auflésen, wobei die Funktionen h und/oder g ins
Spiel kommen. Differenzieren wir die Gleichungen

c=f(z, g(x))  baw.  c=f(h(y),y)
auf jeweils beiden Seiten nach = bzw. y, so liefert die Kettenregel die Formeln
d
0= ——f(z, 9(x) = 0:f (z, 9(x)) + 0y f (x, 9(x)) §'(x)
bzw.

0= C%Jf(h(y), y) = 0:f (h(y), y) W'(y) + 0, f (h(y), y) ,

die wir auch als

g/(x) _ axf(x7 g(l‘))

9, f(, g(x))

schreiben konnen. Im Punkt (z., y., 2z.) gilt insbesondere

bzw.  h(y)=—

/ O f (T4, Ys) / ayf(l’*, Ys)
Ty) = ———L bzw. W(y,) = -1
wegen Yy, = g(z.) bzw. z, = h(y.). In der Physik werden diese Formeln oftmals als
of of
dy B or de Oy
e g bzw. dy = g
dy ox

angegeben.

Implizit definierte Funktionen mit n = 3 und m = 1 (Flidchen im Raum)

Uberblick Wir betrachten skalare Funktionen f in drei Variablen (die wir hier z, v,
z nennen) und studieren die Losungen der Gleichung

flz,y,2)=c

fiir gegebenes ¢ € R. Die entsprechende Niveaumenge Ny(c) ist diesmal in der Regel
eine zweitdimensionale Flache im dreidimensionalen Raum.

Theorem (Satz iiber implizite Funktionen fiir n = 3 und m = 1)

1. Unter den Voraussetzungen

f('r*a Y Z*) =C, azf(x*a Y Z*) #0

existieren eine Menge U C R? sowie ein Intervall J mit (., y,) € U und 2, € J
sowie eine Funktion g : U — J, so dass die Implikation
flz,y, z)=c — z=g(z, y)

fur alle (z, y, z) mit (z, y) € U und z € J gilt. Insbesondere sieht N(c) lokal
wie der Graph von g aus.
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2. Analoge Resultate ergeben sich durch Vertauschung der Variablen.

Fir jeden Punkt (z., y., 2.) € Ny(c) gilt analog zur zweidimensionalen Diskussion
von oben: In einem reguldren Punkt gilt grad f(x., y., z) # (0, 0, 0) und wir kénnen
immer nach z und/oder y und/oder z auflésen, d.h. ein (vielleicht kleines) Segment
der Flache als Graph darstellen.

Gradient der impliziten Funktion Analog zum 2D-Fall kénnen wir mithilfe der

Kettenregel auch Darstellungen fiir die Ableitungen der impliziten Funktion herleiten.
Aus

[z, y, gz, y) =c

folgt zum Beispiel durch Differentiation nach x bzw. y

Ouf (. y, g(z, y)) + 0. (2, v, 9(x, y)) Ouglz, y) =0

bzw.
aZJ.]C(‘%‘7 Y, g(CL’, y)) + azf(fl,’7 Y, g(x’ y)) ayg<$, y) =0
und damit
(()mg(x, y) _ 8:cf(vr; Y, g(._'[', y)) bZW. 8yg(l” y) _ _3yf(:v, Y, g(l" y))

0.f(z, y. g(z, v))
Im Punkt (z., y., 2.) ergibt sich

_&ef(-?f*, Y, Z*) _ayf(x*’ Yss Z*)
azf(z*a y*7 Z*) azf(ﬂf*, y*’ Z*)

und wir kénnen die Komponenten des zweidimensionalen Vektor grad g(z., y.) direkt
aus den Komponenten des dreidimensionalen Vektors grad f(z., y., z.) berechnen.

azf(x’ Y, g(l‘, y)) '

aﬂcg(xm y*) = bzw. 8yg($*: y*) =

Tangentialebene an die Niveauflaiche Die obigen Formeln liefern mit

T Ty 1 0
yl =1y | +A 0 + 1

als Punkt-Richtungsgleichung fiir die Tangentialebene an die Fliche Ny(c) im Punkt
(T, Yuy 2)-

Beispiel Die Gleichung
1= f(z,y, 2) =2 +y* + 2°

beschreibt die Einheitssphiire und damit eine der gekriimmten Standardflichen im R3.
Nach Berechnung aller partiellen Ableitungen von f schliefen wir aus dem Satz iiber
implizite Funktionen, dass man in der Néhe eines Punkt mit f(z., y., z.) = 1 und

0 # x, bzw. 0 # y. bzw. 0 # 2z,

die Sphére lokal als Graph betrachten kann, wobei man die Gleichung nach = bzw. y
bzw. z auflost. Natiirlich kann man in diesem einfachen Beispiel die entsprechenden
impliziten Funktionen direkt angeben.

Michael Herrmann: Analysis fir ET [(cc Version vom 10. Juli 2024



214 7. Differentialrechnung in nD

<
<
<

Abbildung Zur Anwendung des Satzes liber implizite Funktionen auf der Sphére, wobei das Segment
der Farbe Braun bzw. Lila bzw. Tiirkis als Graph einer Funktion in den Variablen (x, y) bzw. (z, z)
bzw. (y, z) betrachtet werden kann.
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Kapitel 8

Integralrechnung in nD

Vorlesung 17: 31. Mai

Vorbemerkung Um die eindimensionale Integrationstheorie zu verallgemeinern,
fithren wir zunéchst und in Analogie zu den bestimmten Riemann-Integralen die
sogenannten Gebietsintegrale (oftmals auch Bereichsintegrale genannt) ein. Integrale
entlang von gekriimmten Kurven oder Flachen sowie mogliche Verallgemeinerungen
von unbestimmten Integralen werden wir spater diskutieren.

8.1 Gebietsintegrale auf Quadern

Ziel Wir fithren nun das Analogon zum bestimmten Integral fiir skalare Funktionen
f @ — R ein, die auf einem Quader () definiert sind.

Blick von vorn oben Blick von rechts oben Blick von vorn oben Blick von rechts oben
A I

Abbildung Links: Das bestimmte Integral einer Funktion f auf einem n-dimensionalen Quader @
ist das (vorzeichenbehaftete) n+1-dimensionale Volumen (braun) unter dem Graphen von f, wobei
Bereiche mit f > 0 bzw. f < 0 positiv bzw. negativ gezdhlt werden. Die dargestellte Funktion mit
n = 2 nimmt nur positive Werte an und wird daher ein positives Integral liefern. Rechts: Das Integral
kann als Summe von Produkten berechnet werden, sofern die Funktion konstant auf n-dimensionalen
Teilquadern ist.

Uberblick Die Inhalte dieses Abschnitts kénnen wie folgt zusammengefasst werden:

1. Die Riemannsche Theorie der Gebietsintegrale auf n-dimensionalen Quadern
wird ganz analog zur eindimensionalen Fall aufgebaut. Inbesondere konnen die
Konzepte

(a) Zerlegungen eines Quaders in Teilquader
(b) Approximation mittels Ober- und Untersummen

(¢) Grenzwertbildung entlang von Folgen immer feiner werdender Zerlegungen
215



216 8. Integralrechnung in nD

in natiirlicher Weise von 1D auf nD verallgemeinert werden. Beachte dazu, dass
jeder eindimensionale Quader ein Intervall ist.

2. Es gibt zwar nicht-integrierbare Funktionen, aber jede stetige Funktion ist wieder
integrierbar.

3. Die Approximiation durch Ober-, Unter- oder allgemeinere Riemann-Summen
ist nicht nur die theoretische Basis, sondern erlaubt auch die effiziente Berechung
von Integralen auf dem Computer. Fiir Rechnungen per Hand sind aber andere
Techniken — zum Beispiel der Satz von Fubini und seine Varianten — besser
geeignet.

Zerlegungen von Quadern Eine Menge der Bauart
Q = a1, by] X ... X [a,, b,] CR"

wird als n-dimensionaler Quader bezeichnet, wobei ein eindimensionaler Quader ein
abgeschlossenenes Intervall ist. Wir wollen immer a; < b; voraussetzen und nennen

vol (Q) := ‘bl—al‘-...-‘bn—an’,

das n-dimensionale Volumen von (). Ein eindimensionales Volumen ist dabei eine
Léinge, ein zweidimensionales ein Fldcheninhalt.

Eine Zerlegung Z von @) zerlegt das j-te Koordinaten-Intervall [a;, b;] des Quaders
via

aj =0 < xj1 < Tjp<...<Tjr;1<Tjr; =Dbj,
in K; Teilintervalle. Insgesamt wird der Quader () damit in viele Teilquader
Qkyooden = [T1 k=15 T1dy] X oo X [Trkn—1, Tnkn) ki=1...K;
zerlegt, wobei K - ... K, gerade die Anzahl dieser Teilquader ist. Die Zahl

|1Z]] = max s |k — 1]

wird die Feinheit der Zerlegung genannt. Sie beschreibt die maximale Kantenlénge
eines Teilquaders.

(1)1 ,ba)
223 = by ®

T2 -

Qs.2

L1

QQ‘I

T2,0 = a2 Lo o
(a1, a2)

a1 =10 211 Z10 13 T14 T15 = by

Abbildung Zerlegung eines Quaders in Teilquader,’ hier dargestellt fir n = 2 und K; = 5 und
Ky = 3. Die genauen Details der Indizierung sind dabei gar nicht so wichtig.
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Verfeinerung Eine weitere Zerlegung Z des Quaders @ mit
a; = ij,O < i’jJ < L%j’g < ... < ‘%j,f('j—l < ‘%j,R’j = bj,

wird Verfeinerung von Z genannt, wenn jeder Teilquader von Z vollstiandig in einem

Teilquader von Z enthalten ist. Alternativ kann man fordern, dass jede der Z zu
Grunde liegenden Intervall-Zerlegungen eine Verfeinerung der entsprechenden Intervall-
Zerlegung von Z ist.

Beispiel Fiir jedes K € N wird durch
k
:Ej7k:aj+—(bj—aj), kZOK]:K
K
eine dquidistante Intervall-Zerlegung von [a;, b;] definiert. Insgesamt entsteht eine

Zerlegung von () in K™ Teilquader, die alle paarweise kongruent zueinander sind. Diese
wollen wir uniforme Zerlegung von () nennen und mit Z.,; x bezeichnen.

Bemerkung* Fiir zwei gegebene Zerlegungen Z und Z kénnen wir eine dritte
dadurch erzeugen, dass wir fiir jedes j = 1...n die Mengen {x;0,...,7;x,}
sowie {Zj0,...,T; I?j} vereinigen und die Elemente anschliefend der Grofe nach neu
durchnummerieren. Die dritte Zerlegung wird auch als gemeinsame Verfeinerung der
ersten beiden bezeichnet.

Abbildung Vier verschiedene Zerlegungen eines zweidimensionalen Quaders, wobei die orange und
die tiirkise jeweils uniform sind, da sie aus dquidistanten Intervall-Zerlegungen gewonnen wurden.
Die tiirkise Zerlegung ist dabei eine Verfeinerung der orangen und die lilane ist die gemeinsame
Verfeinerung der orangen und der blauen Zerlegung.

Strategie Wir konnen nun die Theorie des Riemann-Integrals vollkommen analog
zum eindimensionalen Fall aufbauen. Der einzige Unterschied ist, dass wir diesmal mit
n-dimensionalen Teilquadern von ) sowie n+1-dimensionalen Quadern arbeiten, wobei
letztere benutzt werden, um die Flache unter dem Graphen von f zu approximieren.
Beachte dabei, dass das Volumen eines n+1-dimensionalen Quaders als das Produkt
seiner Hohe sowie dem Volumen seiner n-dimensionalen Grundfliche berechnet werden
kann.

Spezielle und allgemeine Riemann-Summen Analog zur Diskussion in 1D
fithren wir durch

K1 Ky
UZ)y=>Y ...y inffl,  vol(Qu. k)
e N
bzw.
K1 Ky

.....
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die Untersumme bzw. die Obersumme ein. Hierbei bezeichnen die Zahlen

inff|M::inf{f(x) :x €M} bzw. supf‘Mzzsup{f(x) :x €M}

fiir stetige Funktionen f und kompakte Mengen M gerade das Minimum bzw.
Maximum von f auf M, aber im Allgemeinen miissen sie als Infimum bzw. Supremum
von f auf M betrachtet werden. Etwas allgemeiner ist die Riemann-Summe

aber hier muss f fiir jeden Teilquader in einer Stiitzstelle £, ;€ Qk, .. x, ausgewertet
werden, deren Wahl natiirlich den Wert von R(Z, E) beeinflussen wird.

Alternative Notation Wir schreiben auch gerne Qy statt Qg, .., mit Multi-Index

k = (ki, ..., k) sowie
U(Z)= ) inffl], vol(Qu),  O(Z)= Y supfl|, vol(Q),
QxeZ QxEZ

wobei die Multi-Summe auf der jeweiligen rechten Seite iiber alle Teilquader @y der
Zerlegung gebildet wird und damit eigentlich eine n-fache Summe ist.

.....

Beispiel Wir betrachten fiir n = 2 das Einheitsquadrat @ = [0, 1] x [0, 1] sowie die
Funktion f: @ — R mit

flzy, o) = 21 + x%

Fiir jedes K wéhlen wir die entsprechende uniforme Zerlegung Z,,; x von ) mit den
Stiitzstellen

k k
J]ng:?l, l{/‘l:O...KlzK, 1727]9:?2, ]{JQZOKQZK
und Teilquadern
ki—1 ki ko —1 ko 1
Qky ko = {77 E] X { I% ’E] ) VOI(le,kQ):ﬁa ki,kp=1...K.

Die (sehr einfache) Funktion f nimmt auf jedem Teilquader in der jeweiligen linken
unteren bzw. rechten oberen Ecke ihr Minimum bzw. Maximum an und wir erhalten
daher

, (ki —1) (k- 1) kK
1nff‘le,k2 i + 702 bzw. Squ|Qk1,k2 =% + ek
Dies impliziert
K K 2
_ (ki—1) (ho—1)") 1
U(Zuni 1) = Z Z K K2 K2
k1=1 ko=1
K K 2
ki — 1 (ky —1)
(et (s
k1=1 ko=1
1 K-1 . 1 K-1 Y
VRN RR VP
=0 =0
C(K(K-1)\ K (K-1+2(K-17°) 5 L,
B 2 K2 6 K3 6 K 6K?
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8.1. Gebietsintegrale auf Quadern 219

sowie analog

2w =33 (e E) - (#5057 2 s

k1=1ko=1

wobei wir Indexverschiebung sowie die allgemeinen Summenformeln

IZQZ' _ (L—L+1) (L+12) iiz _ (Lo—L+1) (=L +213+21 1, 4213)
i=1I 2 7 =1 6

verwendet haben. Insbesondere erhalten wir

1 00
0<O( uni K) U(Zuni,K):E KL} 07

das heifst der Unterschied zwischen Ober- und Untersumme wird feiner werdender
Zerlegung immer Kleiner.

Bemerkung: Dieses einfache Beispiel illustriert, wie man Funktionen auf Quadern durch

Approximation mit Ober-und Untersummen integrieren kann. Dieses Verfahren ist aber

nur auf Computern wirklich praktikabel, da es in den meisten Féllen keine einfache

Summenformel geben wird. Unten werden wir andere Mdoglichkeiten der Berechnung

von Integralen kennenlernen, zum Beispiel den Satz von Fubini.

I e R N e |
o B

1.0 1.0

H =
|| 1
e EEn
EEEN
_ .. N S
. 1.0 0.0 .0 1.0
o EEE
N
|| N
me 1
1
\ HEN EEE
1 EEEE
0.0 0.0 0.0 o.o/ NS

0.0 1.0 oo 1.0 0.0 1.0 0.0 1.0
Abbildung lustration des eben gerechneten Beispiels, wobei ganz links die Funktion dargestellt
ist. Bei der Berechnung der Ober- (oben) und Untersummen (unten) wird die Funktion f auf jedem
Teilquader durch eine Konstante ersetzt, ndmlich das Maximum bzw. das Minimum von f auf diesem
Quader (hier dargestellt fiir die uniformen Zerlegungen mit K = 3, K =6 und K = 9).

Monotonie-Eigenschaften Ganz analog zu eindimensionalen Fall konnen wir aus
den Definitionen die folgenden Aussagen abgeleiten:

1. Es gilt
U(2) < R(2) <0(2)
fiir jede Zerlegung Z.
2. Ist Z eine beliebige Verfeinerung von Z, so folgt
U(Z)<U(Z)<0(Z) <0(2).

3. Sind Z und Z zwei beliebige Zerlegungen, so gilt
U(z)<0(2).
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220 8. Integralrechnung in nD

Folgerung Die reellen Zahlen

U :=sup{U(Z) : Z ist Zerlegung von Q}
bzw.

O :=inf {O(Z) : Z ist Zerlegung von Q}

sind beide wohldefiniert und werden Unterintegral bzw. Oberintegral von f genannt.
Insbesondere gilt

U(Z)<U<0<0(2),

fiir jede Zerlegung Z.
Merkregel Es gilt Untersumme < Unterintegral < Oberintegral < Obersumme.
Definition Gilt

U-0= [ rx)ax
Q

so heifit die Funktion f (Riemann-)integrierbar und das Symbol auf der rechten Seite
wird das (Riemann-)Integral von f genannt.

Alternative Notation Firn =2 bzw. n = 3 schreiben wir oftmals auch

// f(z1, v2) doy day bzw. ///f(xl, Ty, x3) dry dry dos
Q Q

fiir das Integral von f iber (). Siehe dazu auch den Satz von Fubini weiter unten.
Auferdem gilt

b

[ ta@jde= [ 1@

[a, b] a
firn=1.

Lemma (Integrale und Grenzwert) Ist (Z,,),,.y eine Folge von Zerlegungen des
Quaders @ und gilt

m—o0 m—ro0

so ist f integrierbar und beide Grenzwerte liefern das Integral fQ f(x)dx.

Beweis: Auf Grund unserer Beobachtungen gilt
U(Zm) <U <0 <0(Zp)

und die Behauptung folgt nach Grenziibergang m — oo aus dem Sandwich-Prinzip
fiir reelle Zahlenfolgen. Letzteres kann hier angewendet werden, weil die Ober- und
Untersummen selbst im Fall von n > 1 immer reelle Zahlen sind. O
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8.1. Gebietsintegrale auf Quadern 221

Bemerkungen

1. In aller Regel wird lim,, o || Zy|| = O gelten, d.h. die Feinheit von Z,, wird mit
wachsendem m immer kleiner werden.

2. Um die Voraussetzung im Lemma zu iiberpriifen, reicht es, irgendeine Folge von
Zerlegungen mit der gewiinschten Eigenschaft zu finden. In der Praxis werden
wir meist annehmen, dass Z,,,, fiir jedes m € N eine Verfeinerung von 7, ist
und/oder dass jedes Z,, eine uniforme Zerlegung beschreibt.

3. Fiir stetige Funktionen f gilt auch

m—0o0

/ Fx)dx = lim R(Zo, E,),
Q

sofern fiir jede Zerlegung Z,, und jeden ihrer Teilquader eine entsprechende
Stiitzstelle gewahlt wurde.

4. Es gilt

// f(z1, x2) dey dag = %
]

[0,1]x[0,1

fiir die Daten aus dem letzten Beispiel.

Gegenbeispiel Die Funktion f: [0, 1] x ... x [0, 1] = R mit

1 falls alle Komponenten x; von x rationale Zahlen sind,
fx) = 0  sonst

ist nicht Riemann-integrierbar, denn es gilt

fiir jede Zerlegung Z. Fiir den Spezialfall n = 1 hatten wir uns das schon weiter oben
iiberlegt, wobei dann f Dirichlet-Funktion genannt wird.

Theorem (eine hinreichende Bedingung fiir Integrierbarkeit) Jede stetige
Funktion auf einem Quader ist integrierbar.

Beweisskizze*: Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass Q = [0, 1] x ... x [0, 1] der
n-dimensionale Einheitswiirfel ist und dass f : ) — R sogar stetig differenzierbar ist.
Wir betrachten auferdem fiir jedes K € N die uniforme Zerlegung Z,,; x, in der jeder
Teilwiirfel @)y das Volumen

vol (Q) 1

vol (Qx) = Kn Kn

sowie die Kantenldngen 1/K besitzt. Der Satz von Taylor — angewendet auf einen
Teilquader )y — impliziert

|f(x) = f(x.)

C
[T — 25| < —
’ K

<D0/

Michael Herrmann: Analysis fir ET [(cc Version vom 10. Juli 2024



222 8. Integralrechnung in nD

fiir alle x, x, € Qy, wobei die Konstante C' via

n

C:=>» max|9;f(y)|.

| yeQ
sogar global, d.h. fiir alle Teilwiirfel gleich, gewéhlt werden kann. Wahlen wir x als
Minimierer und x, als Maximierer von f in @)y — diese existieren immer, weil f stetig
und jeder Quader kompakt ist — ergibt sich

) C
Ogmaxf‘Qk—mlnf‘Qk < I
und nach Multiplikation mit vol (Qx) sowie Summation iiber alle Teilquader erhalten
wir

Die Behauptung folgt nun nach Grenziibergang K — oo aus dem obigen Lemma. [J

Bemerkung FEs gibt auch integrierbare Funktionen, die nicht stetig sind, zum
Beispiel stiickweise stetige Funktionen. Im Rahmen dieser Vorlesung werden solche
Funktionen aber erstmal keine Rolle spielen.

8.2 Satz von Fubini auf Quadern

Ziel Wir leiten nun einen Spezialfall des Integralsatzes von Fubini her. Die allgemeine
Version wird weiter unten diskutiert und erlaubt es uns oftmals, n-dimensionale
Gebietsintegrale als eine geeignete Verschachtelung eindimensionaler Integrale zu
berechnen.

Theorem (Satz von Fubini fiir 2- und fiir n-dimensionale Quader) Fiir jede
stetige Funktion f : @ — R auf einem zweidimensionalen Quader @ = [ay, b1] X [az, bo]
gilt

by ba bo b1
/f(x)dX:/ /f(xl,xg)dxg dxlz/ /f(xl,xg)dxl dzs
Q ai a2 ag ai

d.h. das zweidimensionale Integral kann durch Verschachtelung zweier eindimensionaler
Integrale berechnet werden. Analoge Aussagen gelten fiir n-dimensionale Quader, wobei
dann n eindimensionale Integrale in beliebiger Reihenfolge zu verschachteln sind.

Beweis: Wir betrachten der Einfachheit halber den zweidimensionalen Einheitswiirfel
Q = [0, 1] x [0, 1], nehmen f als stetig differenzierbar an und wéhlen wieder fiir jedes
K € N die uniforme Zerlegung Z,,; x bestehend aus K? gleichgroRen Teilwiirfeln der
Bauart

k-1 k

1
Qky ke = Ly X Iy I, = [T, E} ; Vol (Qpy ky) =
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8.2. Satz von Fubini auf Quadern 223

Mit Approximation durch Riemann-Summen erhalten wir

[ roax KZZZf( 1 )

ki1=1ko=1

wobei wir in jedem Teilwiirfel den jeweils rechten oberen Punkt als Stiitzstelle gewéhlt
haben und der Approximationsfehler mit einem Taylor-Argument — analog zum
vorherigen Beweis — durch C/K abgeschitzt werden kann. Durch Umstellung der
Terme erhalten wir

[t B (6 8) 5 (] )
z/l /1f(x1,;v2) dzsy | doy,

0

wobei wir hier zweimal die Riemannsche Summen-Approximation eindimensionaler
Integrale verwendet haben. Im Limes K — oo werden die Fehlerterme immer kleiner
und wir erhalten die erste behauptete Formel. Die zweite ergibt sich dann analog bzw.
aus Symmetriegriinden. O

a
»

A A A AAAAANAL

YVYYYYYYYY
.
»

Abbildung Schematische Darstellung des Satzes von Fubini zur Berechnung von Integralen auf
einem zweidimensionalen Quader (Grau), wobei Blau bzw. Rot die x1- bzw. xe-Richtung darstellen
und die Pfeile jeweils eine eindimensionale Integration andeuten.

Bemerkungen

1. In dieser Vorlesung werden wir den Satz von Fubini nur fiir stetige Integranden f
verwenden. Er gilt sinngeméf auch fiir jede andere integrierbare Funktion, obwohl
dann gewisse Subtilitdten bei der Verschachtelungsformel auftreten kénnen, die
wir hier aber nicht diskutieren wollen.

2. Man schreibt auch gerne

b2 b1 bl b2
/ dx—//f x1, T9) day day = //f x1, T2) dzoday .
az aj ay a2

Beachte aber, dass die Reihenfolge der Integralzeichen fab] und die Reihenfolge

der dz; konsistent (also gerade entgegengesetzt) sein miissen: Das Integralzeichen
wirkt wie ,,Klammer auf*, das entsprechende dz; wie ,,Klammer zu"“.
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3. Im Fall einer Produktdarstellung f(z1, z2) = g1(x1) g2(x2) vereinfacht sich die

Formel zu
b1 b2
/f(x) dx = /gl(xl)d:pl /gg(:vQ)de
Q a1 a2

Achtung: Im Allgemeinen kann die Verschachtelung zweier Integrale nicht als
das Produkt zweier Integrale geschrieben werden.

Bezispiele
1. Fir n =2, Q = [a1, b1] X [ag, by] sowie

f(x1, x9) = sin (1) + cos (z2)

gilt
o[ (]
f(x)dx = (sin (21) + cos (z2)) dzs | day .
Q ay a2

Das innere Integral konnen wir mit dem eindimensionalen Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung — angewendet bzgl. der Integrationsvariable
T9 — berechnen und erhalten

To=bs

T2=asg

/2 (sin (21) + cos (z2)) dzy = [sin (11) 29 + sin (29)

= (by — az) sin (z1) + sin (by) — sin (as) .
Durch Einsetzen und nochmaliges Anwenden des Hauptsatzes — aber diesmal
bzgl. x;1 — ergibt sich

by

/f(X) dx = / ((bg — agy) sin (x1) + sin (by) — sin (ag)) daq
Q ay

— [ — (by — ag) cos (z1) + (sin (by) — sin ((ZQ)) a:l}m:al
= —(by — as) (cos (b1) — cos (a1)) + (b1 — a1) (sin (b)) — sin (as)) .

Alternativ konnen wir via

b b1

/f(X) dx =/ /(sin (z1) + cos (z2)) dzy | day
Q

az a1

auch z; als die innere und x, als die dufiere Variable betrachten und erhalten mit
anderen Zwischenschritten dasselbe Ergebnis.
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2. Fiir den additiven Integranden
flz,y,2)=3z+2y+ 2

liefert der Satz von Fubini

4 1

// fz, y, 2 dxdydz—/ / /(3x+2y+z)dx dy | dz

[0,1]x[2, 4] x[5, 8] 2 \0

4
/<g+2y+z) dy | dz

2

S T—

(154+22) dz=45+39 = 84.

Andere Verschachtelungen fiihren auch zum Ziel, zum Beispiel

4 8

/// flz,y, 2 dxdydz-/ / /(3x+2y+z)dz dy | do

[0,1]x[2,4] %[5, 8] 2 5
4

1
:/ /<9x+6y+§> dy | dz
0 \2

1

/(18x+75)dx 9475 =284
0

3. Fiir den multiplikativen Integranden

i Z:l’g 22
flz,y, 2) Y

1 4 8
3 dx /y2 dy /zdz
5
3

erhalten wir

Jl] e aarapa - (
0,1]x[2,4] x5, 8]

1

4

2

w|& T~

9
=91
2

nach Vereinfachung der Verschachtelungsformel (siehe oben) und Berechnung der
drei Integrale.

Michael Herrmann: Analysis fir ET [(cc Version vom 10. Juli 2024



226 8. Integralrechnung in nD

8.3 Gebietsintegrale auf kompakten Mengen

Ziel Wir wollen Gebietsintegrale nicht nur fiir Quader, sondern fiir allgemeinere
Mengen einfiihren. Ein Teilaspekt wird dabei die Berechnung des n-dimensionalen
Volumens von Mengen sein. Dabei heiftt eine Menge D C R™ kompakt, falls sie
beschrankt und abgeschlossen ist.

Definition FEine Funktion f: D — R heifst integrierbar (auf der Menge D), falls die
triviale Fortsetzung von f, d.h. die Funktion f* :R"” — R mit

. f(x) firxeD
f(X):{ 0 fir x ¢ D

auf jedem Quader ) mit D C () integrierbar ist. Wir schreiben dann

[ ro9ax= [ rixax,
D Q

wobei der Wert des Integrals unabhéngig von der Wahl von @ sein wird (solange D C @
gilt).

Bemerkung Diese Definition ist aus theoretischer Sicht sehr wichtig und spielt auch
bei der ndherungsweisen Bestimmung von Integralen mit Computern eine ganz zentrale
Rolle. In der Praxis ist sie jedoch oft unbrauchbar, weil die Berechnung von Ober- und
Untersummen der Funktion f* in aller Regel sehr kompliziert sein wird. Wir werden
unten bessere Berechnungsvorschriften diskutieren, die wesentlich handhabbarer sind.
Zunéchst miissen wir aber das n-dimensionale Volumen von Teilmengen des R™ besser
verstehen.

n-dimensionales Volumen von Teilmengen des R"

Charakteristische Funktion Fiir jede Menge D C R"™ wird durch

(x) = 1 firxeD
AP =0 firx¢D

ihre charakteristische Funktion xp : R®™ — R definiert.

Definition Die kompakte Menge D C R™ heifst (im Riemannschen Sinne) messbar,
wenn Y p auf jedem Quader () mit D C () integrierbar ist. In diesem Fall nennen wir

vol (D) := /XD(X) dx
Q

das n-dimensionale Volumen von D, wobei der Wert nicht von der Wahl des Quaders
() abhéngen wird. Gilt vol (D) = 0, so wird D auch Nullmenge genannt.

Bemerkungen
1. 1-dimensionale bzw. 2-dimensionale Volumina werden oftmals auch als Ldnge
bzw. Fldcheninhalt bezeichnet.

2. Bei uns sind messbare Mengen immer kompakt, d.h. sie sind jeweils beschrénkt
und abgeschlossen. Man kann die Konzepte Messbarkeit und Volumen auch fiir
allgemeinere Mengen einfiihren, aber das spielt bei uns keine Rolle.
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Bezispiele

1. Quader sind messbar, wobei der neue und der alte (d.h. der schulgeometrische)
Volumenbegriff iibereinstimmen. Insbesondere gilt

vol ([a1, b1] X ... X [an, by]) = (b1 —aq) - ... (b — ay) .
Entartete Quader mit a; = b; fiir mindestens ein j = 1...n sind Nullmengen.

2. Endliche Vereinigungen von Quadern sind messbar. Genauer gesagt: Gilt

M
D= @n
m=1
fiir endlich viele Quader, die sich héchstens in Randpunkten tiberlappen, so gilt

auch
M
vol (D) = vol (@Qm).
m=1

Uberlappen sich die Quader jedoch in inneren Punkten, so kann diese Formel
nicht verwendet werden. Wir kénnen dann aber D als Vereinigung anderer Quader
darstellen, fiir die die Formel wieder gilt (siehe Bild).

3. Die n-dimensionale, abgeschlossene Kugel
B.(x,)={xeR" : [|x—x.| <r}

mit Radius » und Mittelpunkt x, € R"™ ist messbar, wobei die aus der Schule
bekannten Formeln

vol (B,(x,)) = mr? (fiir n = 2) bzw. vol (B, (x,)) = gmr® (fiir n = 3)
gelten. In der mathematischen Theorie ist die offene Kugel
B, (x,) ={xeR" : |x—x| <1}

iibrigens auch messbar, aber die offene und die abgeschlossene Kugel haben immer
dasselbe Volumen, weil die Differenzmenge (Sphére vom Radius r um x, eine
Nullmenge ist.

4. Alle in einfacher Weise aus endlich vielen elementaren geometrischen Objekten
(Kugeln, Zylinder, Kegel, Quader) zusammengesetzte Teilmengen des R? sind
messbar. Analoge Aussagen gelten fiir alle n € N.

Abbildung Eine Vereinigung von sich im Inneren {iberlappenden Quadern kann auch als Vereinigung
von Quadern dargestellt werden, die sich nur in Randpunkten iiberlappen.
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Theorem (Approximation messbarer Mengen) Eine kompakte Menge D ist
genau dann messbar, falls es fiir jedes € > 0 zwei messbare Mengen D_ und D, mit den
folgenden Eigenschaften gibt:

1. D_ und D, sind jeweils die Vereinigung endlich vieler Quader.
2. Esgilt D. C D C D..
3. Es gilt 0 < vol (D.) —vol (D,) <e
Insbesondere gilt dann immer
vol (D.) < vol(D) <vol(D,)+¢, vol (Ea) —e <vol(D) <vol(D,),
d.h. die Volumina von D_, D und D, unterscheiden sich untereinander nur um Terme

der Ordnung ¢.

Beweisidee*: Wir konnten den Beweis mit unseren Mitteln im Prinzip fiihren, miissten
aber viele und relativ uniibersichtliche Notationen einfithren. Wir appellieren lieber an
die Intuition und wollen bemerken, dass es fiir jede hinreichend feine Zerlegung eines
Quaders @ mit D C @ nur drei Arten von Teilquadern (i geben wird:

Typ 1: lanD‘Q = 0, supXD}Q =0 (dh. Qe CQ\ D)
Typ2: infxpl, = 0, supxpl, = 1 (dh QuND#0#QN(R"\D))
Typ 3: inf XD‘Q = 1, sup XD}Q =1 (d.h. Qx C D)

Die Idee ist, dass die Vereinigung aller Quader vom Typ 3 die innere Approximation
der Menge D liefert, wohingegen alle Quader vom Typ 2 und Typ 3 zusammen die
aufere Approximation darstellen. Die Vereinigung aller Quader vom Typ 2 iiberdeckt
dabei gerade den Rand von D. [

* D
8 .

Abbildung Approximation einer Menge (braun) von innen (rot) und von aufien (blau), wobei sich
hier alle Quader hichstens in Randpunkten uberlappen Alternatlv kénnten wir auch mit gleichgrofen
Quadern approximieren (wie beim Millimeterpapier in der Schule). Die Menge ist genau dann messbar,
wenn der Unterschied zwischen den Volumina der inneren und &ufseren Approximation beliebig klein
werden kann.

Bemerkungen

1. Der Fall D, = () — die leere Menge als Vereinigung von null Quadern — ist
zugelassen, sieche zum Beispiel das Kurvenbild weiter unten. Es gilt natiirlich

vol (0) = 0.
2. Es gibt seltsame Mengen, fiir die kein Volumen definiert werden kann (jedenfalls
nicht in sinnvoller Weise).
Gegenbeispiel: Die Menge
D = {(xl, T9) @ x1, T2 € [0, 1] ﬂ@}

ist Teilmenge des R? und besitzt in der Riemannschen Integrationstheorie kein
zweidimensionales Volumen.
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Approximation von 7* An Stelle von Quadern konnen im Prinzip auch andere
geometrische Figuren verwendet werden. Die zweidimensionale Einheitskreisscheibe
kann zum Beispiel von innen und von aufsen durch K kongruente, gleichschenklige
Dreiecke approximiert werden (siehe Bild). Der Winkel am Schenkel eines Dreiecks ist
dabei gerade 27 /K und die Scheitellinge nimmt den Wert 1 bzw. 1/4/1 —sin? (1/K)
an. Die entsprechenden Flacheninhalte konnen mit schulmathematischen Methoden zu

vol (D.) = sin (me) y/1 — sin? (7€) 7 vol (D) = sin (me)
3 gy/1 —sin®(re)
berechnet werden, wobei wir ¢ = 1/K substituiert haben. Mit Hilfe einer Taylor-

Entwicklung bzgl. der kleinen Grofse € kann man nun die effektiven Formeln

vol(D,)=m—2n°e®+ 27°e* + O(c%),

vol (D.) =m+i7°e® + Zn°e* + O(°)
ableiten, wobei O das Landau-Symbol ist. Insbesondere gilt
0 <wvol (D.) —vol(D,) <e, [vol (D.) — | <e, |m —vol(D,)| < e

fiir alle hinreichend grofen K.

S

Abbildung Zur Approximation der Kreisscheibe mit K gleichschenkligen Dreiecken, hier dargestellt
fir K = 7. Fiir nicht allzu kleine Werte von K erhélt man durch Berechnung der entsprechenden
Fléchen brauchbare Néherungsformeln fiir 7, denen aber im Zeitalter des Computers keine praktische
Bedeutung mehr zukommt.

Bemerkung Kurven in der Ebene oder im Raum sowie Fldchen im Raum sind
Nullmengen, sofern sie hinreichend reguldr — also hinreichend ,gut“ — sind (siehe
die Bilder fiir Beispiele und Gegenbeispiele).

k_/ v L .

A— —
1/N, TN, 1/N3

Abbildung Das Bild einer stetig differenzierbaren Kurve in der Ebene mit Linge L (siehe dazu auch
das néchste Kapitel) ist eine zweidimensionale Nullmenge, weil wir die Bildmenge durch ungefihr
L N Quadrate mit Kantenlinge 1/N und Volumen 1/N? iiberdecken, d.h. von aufen approximieren
konnen. Hier dargestellt fiir eine Kurve (braun) und drei Werte N3 < Ny < Nj. Die entsprechende
innere Approximation besteht aus null Quadern. Analog kann man zeigen, dass auch das Bild einer
stetig differenzierbaren Fliche eine dreidimensionale Nullmenge ist, wobei wir ungefihr A N? Wiirfel
mit Kantenléinge 1/N und Volumen 1/N? benétigen, sofern A die Oberfliiche ist.
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Kurve fiir n=1 Kurve fiir n=2 Kurve fiir n=3 Kurve fiir n=4 Kurve fiir n=5
1.0 1.0 1.0 1.0 1.0

0.0 0.0 0.0] 0.0 0.0
0.0 10 00 10 00 1.0 00 10 00 1.0

Abbildung Die Sierpinski-Kurve wird aus einer Folge von selbstdhnlichen, stiickweise geraden
Kurven durch Grenziibergang n — oo gewonnen und ist ein Beispiel fiir eine fldchenfillende Kurve.
Das Limesobjekt (n = o0) entspricht einer parametrisierten Kurve, die aber nicht mehr stetig
differenzierbar ist, sodass das Uberdeckungsargument aus dem letzten Bild nicht greift. Ahnliche
Beispiel sind die Hilbert-Kurve sowie die Peano-Kurve, siche jeweils WIKIPEDIA.

Theorem (Rand messbarer Mengen) FEine kompakte Menge D ist genau dann
messbar, wenn die Menge ihrer Randpunkte eine Nullmenge ist.

Beweisidee: Die zugrundeliegenden Ideen hatten wir schon im Beweis des vorherigen
Theorems kennengelernt: Betrachten wir wieder einen Quader ) mit D C () sowie eine
entsprechende Zerlegung, so bilden die Teilquader von Typ 2 gerade eine Uberdeckung
der Menge der Randpunkte, wohingegen die Quader vom Typ 3 die Menge () von innen
approximieren. ]

Integrale stetiger Funktionen

Theorem (Hauptsatz iiber Integration auf messbaren Mengen) Ist D
messbar, so ist jede stetige Funktion f : D — R integrierbar. Insbesondere gilt immer
das Minimum- und Maximumprinzip

(min f) vol (D) < /f(x) dx < (max f) vol (D),

wobei wir hier ausgenutzt haben, dass stetige Funktionen auf kompakten Mengen ihr
Minimum und Maximum annehmen.

Beweisidee: Auch dieses Resultat konnen wir mithilfe von Approximationsargumenten
herleiten: Wir approximieren D durch endlich viele Quader und approximieren das
Integral {iber jeden Teilquader durch Ober- und Untersummen . O

Bemerkungen

1. Es gilt vol (D) = / 1dx fiir jede messbare Menge D.

D

2. Ist D ein Nullmenge, so gilt / f(x)dx = 0 fiir jede stetige Funktion f auf D.
D

3. Wie schon auf Quadern gilt: Nicht jede integrierbare Funktion ist stetig. Zum
Beispiel sind stiickweise stetige Funktionen auch integrierbar.

4. Man schreibt oftmals auch min f|p bzw. max f ‘ , statt min f und max f. Das ist
vor allem dann sinnvoll, wenn f nicht nur auf D, sondern sogar auf einer groferen
Menge definiert ist, aber nur iiber D integriert werden soll.
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Zusammenhang und Mittelwertsatz der Integralrechung* FEine kompakte
Menge D C R™ heifst zusammenhéngend, falls je zwei Punkte aus D durch eine Kurve
in D miteinander verbunden werden kénnen (oder, salopp gesprochen, falls D nicht in
zwei oder mehr separate Teile zerfallt). Auf einer Menge D, die messbar mit vol (D) > 0
und aufserdem zusammenhéngend ist, existiert fiir jede stetige Funktion f (mindestens)
ein Punkt x, € D, so dass

1

= Wl (@) /Df<x) dz,

wobei man die rechte Seite das Integralmittel von f nennt.

e <

Abbildung Links: Die griilne Menge ist zusammenhéngend und je zwei Punkte (blau) kénnen immer
durch eine Kurve verbunden werden, die ganz in dieser Menge verlauft. Rechts: Die rote Menge ist nicht
zusammenhéngend, besteht aber hier aus zwei Teilen (sogenannten Zusammenhangskomponenten, die
jeweils fiir sich betrachtet beide zusammenhéngend sind.

fx)

Bemerkung Im Allgemeinen kann man den Punkt x, im Mittelwertsatz nur sehr
schwer bestimmen, aber es ist trotzdem oftmals sehr niitzlich zu wissen, dass es ihn
gibt. Fiir seine Existenz sind der Zusammenhang von D sowie die Stetigkeit von f
wichtig. Ubungsaufgabe: Geben Sie ein Beispiel fiir D und f an, so dass es kein x, gibt.

Rechenregeln fiir Gebietsintegrale Unsere bisherigen Definitionen und Resultate
implizieren — analog zu den entsprechenden Ergebnissen in einer Dimension — die
folgenden Aussagen:

1. Linearitit: Es gilt
//\f(x) + A f(x)dx = A /f(x)dx—i—:\ /fv(x)dx7
D D D
wobei A und A reelle Zahlen sind.

2. Gebietsadditivitit: Sind D und D zwei messbare Mengen, die sich nur in
gemeinsamen Randpunkten tiberlappen, so gilt

| fo0dx= [ roax+ / £(x) dx.

DuUD

Achtung: Die Voraussetzung an D und D impliziert, dass DN D eine Nulllmenge
ist. Ohne die Eigenschaft ist die Formel im Allgemeinen falsch.

3. Monotonie und Positivitdt: FEs gelten die Implikationen

f(x)> f(x) firalle xe D = /f(x)de/f(x)dx
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sowie

f(x) >0 firalle xe D == /f(x)dxz().

Die zweite Aussage ist dabei eigentlich ein Spezialfall der ersten (via f(x) = 0
fir alle x € D).

4. ,Dreiecksungleichung” fiir Integrale: Es gilt

[ 16| < [ 1160 ax.

sowie

/ (Fx) — F(x) dx| < / 1£(x) — F) dx.

D

Achtung: Es gibt hier kein Dreieck. Der Name dieser Ungleichungen hat sich aus
abstrakten Analogiegriinden ergeben.

Funktionen mit iiberall verschwindendem Integral Ist f: D — R eine stetige
Funktion mit

/f(x)dxzo

fiir alle messbaren Mengen DcC D, so gilt
f(x)=0 fiir alle inneren Punkte x € D

Dieses Ergebnis kann relativ leicht durch einen Widerspruchsbeweis abgeleitet werden
(Ubungsaufgabe; man wihle D geeignet als Quader oder Kugel). Die analoge Aussage
fiir integrierbare Funktionen (die mangels Stetigkeit deutlich schwieriger zu zeigen ist)
wird oftmals Hauptsatz der Variationsrechnung genannt.

Integrale vektorwertiger Funktionen Funktionen f : D C R® — R™ werden
komponentenweise integiert, d.h. es gilt

fi(x) D/ hood
| ax

fm(x) i /me(X) dx

/

sofern alle skalaren Integrale auf der rechten Seite existieren. Dies gilt insbesondere,
wenn D messbar und wenn f stetig ist.
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Schwerpunkte messbarer Mengen Der n-dimensionale Vektor

1
bar(D) := ol (D) D/de

wird Schwerpunkt (oder Baryzentrum) der messbaren Menge D C R"™ genannt, denn
er beschreibt den physikalischen Schwerpunkt, sofern man sich vorstellt, die Menge D
sei mit einem homogenen Material der (normierten) Massendichte 1 gefiillt. Insgesamt
muss man also 1 + n skalare Integrale {iber der Menge D ausrechnen, ndmlich

/1dx, /a:ldx, ce /a:ndx.

D D D

Ein zweidimensionales Beispiel werden wir dazu weiter unten studieren. Beachte,
dass der Schwerpunkt durchaus aufierhalb der Menge D liegen kann und dass bei
inhomogenen Materialien die (nicht-konstante) Massendichte in den Integralen auf-
taucht.

Parameterabhingige Integrale* Hingt der Integrand f nicht nur von x € R”,
sondern auch stetig differenzierbar von Parametern p € R¥ ab, so gilt

0y [ i p)dx = [ 0, f(x p)dx

fiir alle 7 = 1...k, sofern das Integrationsgebiet D unabhéngig von p ist. Sollte D
jedoch auch von den Parametern abhédngen, so muss die rechte Seite in dieser Formel
um weitere Terme ergianzt werden.

Beispiel Auf jeder messbaren Menge D C R? gilt zum Beispiel

Op, // (p1 1 + sin (p2 962)) drydw, = // xydry dey,
D D

sowie

Ops // (p1 x1 + sin (p2 332)) drq day = // Ty €os (pg x2) dxy day
D D

wobei wir fiir jedes konkrete D die Formeln natiirlich auch durch explizite Berechnung
aller Integrale begriinden konnen.
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8.4 Integration iiber spezielle Gebietsklassen

Ziel Wir wollen in diesem Abschnitt fiir gewisse Gebietsklassen in zwei und drei
Dimensionen effektive Integrationsformeln angeben.

Zweidimensionale Normalbereiche

Definition Eine Menge der Bauart

D= {(1’1, 1) ra<z <b, glr)) <my < h(ﬂﬂl)}
bzw.

D= {(1;1, ) ta<zy<b, glwy) < a1 < h($2)}

wird xy-Normalbereich bzw. xo-Normalbereich genannt, wobei a, b zwei Zahlen und g,
h zwei stetige skalare Funktionen in einer Variablen sind.

Bemerkungen

1. Salopp gesprochen gilt: Einen x1- bzw. x5 Normalbereich kénnen wir vertikal oder
horizontal so schraffieren, dass die Schraffurlinien niemals unterbrochen werden.

Siehe dazu die Bilder.

2. Kreisscheiben und Wiirfel (sowie viele andere Mengen) kénnen sowohl als x;- als
auch als xo-Normalbereich betrachtet werden, d.h. sie konnen sowohl vertikal als
auch horizontal in zuléssiger Weise schraffiert werden.

3. Statt Bereich kann man immer auch Gebiet sagen.

AT x9 = h(z1) AT To =05

1 =a .7;1:[)

z1 = g(x2) z1 = h(zz)

w2 = g(z1) ) Ty =a 1
v

» »

Abbildung Je ein Beispiel fiir einen zweidimensionalen x;-Normalbereich (gelb) sowie einen
xo-Normalbereich (griin) mit je 4 Eckpunkten.

AZo x2 = h(z1)

T =a r1=0b
T = g(xl) T To=a I

>

>

Abbildung Zwei weitere Beispiele fiir Normalbereiche, wobei diesmal einige der vier Eckpunkte
zusammenfallen und die Funktionen auch nur stiickweise differenzierbar sind.
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Theorem (Fubini fiir Normalbereiche in 2D)  Jeder x;-Normalbereich D ist
messbar und fiir jede stetige Funktion f: D — R gilt

b [ h(z1)
/f(x)dx:/ / f(x1, xo)daxy | day .
D a  \g(z1)
Eine analoge Formel mit konsequent vertauschten Indizes gilt fiir zo-Normalbereiche.

Beweisidee*: Man kann dieses Resultat analog zum Satz von Fubini beweisen, muss
aber zusétzlich auch noch das Gebiet mit Quadern approximieren. Alternativ kann man
die Formel aus dem Transformationssatz fiir Integrale ableiten, den wir weiter unten
kennenlernen werden. Siehe auch die Ubungsaufgaben. O

Bemerkung Die Reihenfolge der Integralschachtelung darf — im Gegensatz zum
einfachen Fall auf Quadern — diesmal im Allgemeinen nicht vertauscht werden, da
bei x1-Normalbereichen die Integrationsgrenzen der inneren Integrationsvariablen o
von der dufseren Integrationsvariablen x; abhdngen. Oder anders gesagt: Bei Quadern
darf die Verschachtelung vertauscht werden, weil Quader sowohl x1-Normalbereiche als
auch xo-Normalbereiche sind.

Beispiele
1. Fiir
a=—1 b=+1, glr)) = —2? — 1, h(zy) = +22 + 1
wird D durch zwei Geradenstiicke sowie zwei Parabelstiicke begrenzt. Mit
flxr, 22) =14+ 21 + 22 + 21 22

erhalten wir

+1 z3+1
/f(x)dx:/ / (1 4+ 21 + 2o + 21 22) dg | dy
D -1 —x%—l
+1 )
To=+x7+1
1,2 1 2
= |:J]2+ZL’1{L'2+§ZL'2+§I15L’2:| d[L’l
$2:—$%—1
—1
+1

:/((2%%—2)+x1(2x3—|—2)+0+0>dx1
-1
+1

:/<2x:{’—|—2x§+2x1+2> dx,

-1
r1=+1
1,4 1,..3 1,.2
:2[Z$1+§$1+§ZE1+$1] .
r1=—

— 4 __ 16
=0+4+0+4=1

wobei wir bei der Berechnung des inneren und des &ufseren Integrals jeweils den

eindimensionalen Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung angewendet
haben.
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2. Um das zweidimensionale Volumen (den Flécheninhalt) der Einheitskreisscheibe
zu bestimmen, setzen wir

a:_17 b:+17 g(xl):_\/l_x%7 h(xl):+\/1_x%

und berechnen

11 [ V1t

vol (D) = // 1dzy dzy = / / 1dxy | day

D -1\ /12

+1

:/21/1—x%d$1

1
r1=-+1
= [ml \/1 — 2% + arcsin (ml)]
r1=—1
= arcsin (+1) — arcsin (—1) = 7,

wobei arcsin : [—1, +1] — [—7/2, +7/2] die lokale Umkehrfunktion des Sinus
ist und wir die Stammfunktion beim letzten Integral aus einer Tabelle abgelesen
bzw. via

d . 11’1(—21‘1) 1
—— | 214/1 — 22 + arcsin (z )—\/l—xz—— +
dI1< ' ! (@) o2 1—a22  /1—2?
1—a224+222+1
== AT =24/1— 22
V1—a?

direkt verifiziert haben. In diesem Beispiel hiatten wir wegen der Symmetrie der
Kreisscheibe die Inzides 1 und 2 vertauschen kénnen.

3. Der z;-Normalbereich
D= {(5171, xy) » —2<x <1, ;+2<a,< —x%—l—ll}

ist die ebene Fliche, die von oben durch die Parabel x5 = —z? 4+ 4 und von unten
durch die Gerade xo = x1 + 2 begrenzt wird, wobei (—2, 0) und (1, 3) die beiden
Schnittpunkte dieser Kurven sind. Wir wollen nun den Schwerpunkt der Menge
(siche oben) ermitteln und berechnen dazu die Integrale

+1 [ —zi+4 +1
/ldx:/ / 1dx, dx1:/(—x%—x1+2)dx1
D Z2 \ a2 2
r1=1
= |-set-gdera] = (i) - (3-2-0 =3
T1=—
sowie
+1 [ —af+4 +1
/I‘l dX:/ / al dl’g dl‘l = /Il (—$%—$1+2) dﬂ?l
D Z2 \ z+2 o)
r1=1
=[de et =gy - (g =3
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237
und
+1 [ —af+4 +1
| o] T
Todx = Todre | dzy = [5 xQ] dxyq
xro=x1+2
D Z2 \ 2142 2

+1

:/(%x‘ll—%a:f—2x1+6)dx1

1.5 3.3 _ 2 n=l
:[10x1—§x1—x1+6x1}

- (%3

r1=—2

—1+46) - (-2+12-4-12) =2
Insgesamt erhalten

bar(D) :=

el )
VR
t
| wlo
~
Il
VR
T
mls [
~__—

fiir den gesuchten Schwerpunkt.
Zusammengesetzte Gebiete Nicht jede messbare Menge D ist Normalbereich.
Meistens ist es aber moglich, D via

D=DyU...UDg

in endlich viele Normalbereiche zu zerlegen, wobei sich die Teilgebiete jeweils nur in
Randpunkten iiberlappen. In diesem Fall gilt

aufgrund der Gebietsadditivitidt von Integralen. Ein solche Zerlegung ist aber meist

nicht eindeutig und die Kunst besteht darin, eine Zerlegung zu wahlen, fiir die die
Teilintegrale moglichst einfach zu berechnen sind.

B s 65 s

Vier Beispiele fiir die Zerlegung einer Menge D in Normalbereiche, die sich gegenseitig
nur in Randpunkten iiberlappen.
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|Vorlesung 18: 03. Juni|

Dreidimensionale Normalbereiche und projizierbare Mengen

Definition Eine Menge D C R? der Bauart
D = {(xh Ty, w3) ta < <b, glry) <wp < h(x), ulzr, x2) < 23 < (w0, $2)}
nennen wir zi-xo-Normalgebiet. Hierbei sind a, b zwei Zahlen, g, h zwei stetige

skalare Funktionen in einer Variablen und u, v zwei stetige skalare Funktionen in zwei
Variablen. Analoge Definitionen mit gelten fiir andere Indexpaare.

Theorem (Fubini fiir Normalbereiche in 3D) Jeder x;-zo-Normalbereich D
ist messbar und

b h(z1) [ v(z1,22)
/f(x) dx = / / / f(@1, xa, w3) das | dxy | day
D a (z1) \u(z1,z2)

gilt fiir alle stetigen Funktionen f : D — R. Analoge Formeln ergeben sich aus der
konsequenten Permutation der Indizes.

Beweisidee: Siehe die Kommentare zum entsprechenden 2D-Theorem. O

Beispiele

1. Die dreidimensionale Einheitskugel D = {(x1, o, x3) : 22 + 23 + 25 = 1} ist ein
x;-r;-Normalgebiet mit

a=-1, b=+1, g(z;) = —/1— 22, h(z;) = 4+4/1 — a2
u(wi, x5) = —y/1 — a7 — a3, v(xi, 15) = +4/1 — a7 — a3,

wobei (i, j, k) eine beliebige Permutation von (1, 2, 3) darstellt.

und

2. Quader sind auch immer x;-z;-Normalbereiche, wobei g, h sowie u, v jeweils
konstante Funktionen sind.

Blick von oben Blick von vorn Blick von oben Blick von vorn

X3
Xz X3 ' X2 X3
X X3 X
X X Xi X

1 1
Abbildung Der Kreisel (Tiirkis) und die parabolische Vase (Lila) sind zwei Beispiele fiir rotations-
symmetrische z1-zo-Normalbereiche. Sie sind auch x3 projizierbar, wobei B gerade eine Kreisscheibe
ist.
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Bezispiel Fiir

a= -2, b=+2, g(xy) = —/4 — a2, h(xy) = +4/4 — 22

u(zy, o) = x% + x%, v(xy, x9) =4

und

ist der entsprechende x;-xo-Normalbereich D eine vasenformige Menge mit Hohe 4 und
entarteter Grundfliche, deren Mantelfliche Teil eines Rotationsparaboloiden ist. Das
Fassungsvermogen dieser Vase ergibt sich zu

+2 Jm/@ 4
vol (D):/ / / ldzs | dog | day
-2 \- 4—:5% i+a3
+2 [ +V/4-ad
:/ (4 — 23 — 23) das | day
2

T
8
=i

+2 _
= [41‘2—{1321'2 11'3 eV ml
1 2 ,—4 2
—2
+2
L7

:/(Wm_ggclﬁ

4 — a3 \/4—35%) dxy

+2

3/2
zg/@_ 292 40, — 81,
~2
wobei wir unten auch den Fall allgemeiner Rotationskorper untersuchen werden.

Insbesondere wird sich zeigen, dass wir die Vase aus diesem Beispiel besser als x3-
zo-Normalbereich betrachtet hatten.

Bemerkung: Um das letzte Integral zu bestimmen, verwenden wir zuerst die partielle
Integration und berechnen

+2 ) +2
1=+
/ (4 =) doy = [o(a -] - / 5 (4— 22)"* (~221) day
) ' —2
+2

_ 3/9[;3 (4—22)" dey.
2
Mit der ,nahrhaften Null“ 22 = —(4 — %) +4 und nach Umstellung der Terme erhalten
wir

+2 +2
/(4—x1)3/2d;1:1:/3(4—x1)1/2dx1
—92 —2

r1=-42
:[%x1\/4—x1+6arcsm(;x1)} ' = 6m,
r1=—2

wobel wir eine ahnliche Stammfunktion schon beim Volumen der Kreisscheibe benutzt
hatten.
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Volumen von Rotationskérpern®* Die Menge
D := {(:L'l, Ty, x3) 27+ 15 < 0% (w3), a <3< b}
ist gerade der Rotationskdrper, der durch Rotation des Graphen der nichtnegativen

Funktion ¢ : [a, b] — [0, co) um die x3-Achse entsteht. Es handelt sich um einen
x3-xo-Normalbereich, sofern wir

g(x3) = —o(xs3), h(xs) = +o(z3)
und
U(JC% r3) = — 02(953) — X3, 0(952, T3) = — 02(953) — I3
wahlen. Wir erhalten damit

b +o(z3) [ + 02 (13)—373

Vol(G):/ / / 1dzy | doy | dos
@ \~ol®3) \o\/o?(as)—23
b [ +o(xs)
:/ / ZdeQ dzs
a  \-e(z3)

:/WQQ(%) da;

a
wobei wir wieder die allgemeine Formel f Vr2 —s2ds = 7T7“ ausgewertet haben

(diesmal mit s = x5 und r = p(z3)). Diese Formel kann alternatlv (und auf elegantere
Weise) auch aus dem Prinzip von Cavalieri abgeleitet werden.

Definition* Eine Menge D C R?® der Bauart
D = {(ml, To, x3) : (x1, T2) € B, u(wy, ) < 23 < v(a, xg)}

heifst x3-projizierbar, wobei B eine zweidimensionale messbare Menge bezeichnet und
u, v zwei stetige skalare Funktionen in jeweils zwei Variablen sind. Analog kénnen
x1-projizierbare und zo-projizierbare Mengen eingefiihrt werden.

Theorem* (Fubini fiir projizierbare Mengen) Mit den obigen Notationen gilt

v(z1, T2)

/f )dx = // / f(zq, xg, x3) dag | day dag

w(z1,z2)

fiir jede stetig Funktion f: D — R.
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Bemerkungen

1. Jeder xy-zo-Normalbereich ist auch x3-projizierbar, sofern
B={(z1,72) s a <z <b, g(w1) <mp < h(wg)}

gewahlt wird. Etwas allgemeiner kann man sagen: Eine x3-projizierbare Menge
ist genau dann z1-xo- bzw. xo-z1-Normalbereich, wenn B eine zweidimensionale
r1- bzw. xo-Normalbereich ist.

2. Der Satz von Fubini ist bei projizierbaren Mengen eher von theoretischem
Interesse, denn aus praktischer Sicht kann die Berechnung des Integrals iiber die
zweidimensionale Menge B aufwéndig sein. Ist B jedoch selbst Normalbereich,
so ist auch D Normalbereich und wir konnen gleich den Satz von Fubini fiir
dreidimensionale Normalbereiche benutzen.
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8.5 Transformationsformel fiir Integrale

Motivation Integrale iiber komplizierte Gebiete konnen wir dadurch bestimmen,
dass wir eine (meist nichtlineare) Koordinatentransformation anwenden, die das
komplizierte Gebiet in ein einfacheres {iberfiihrt. Dabei miissen wir allerdings gewisse
Regeln der Umrechnung beachten, die als Transformationsformel bezeichnet werden.
Diese spielt auch aus theoretischer Sicht eine wichtige Rolle und wir werden ein Variante
beim Studium von gekriimmten Flachen benutzen.

Vorbereitungen

Setting Wir betrachten in diesem Abschnitt eine Abbildung ¥ : U C R" — V C R"
mit den folgenden Eigenschaften:

1. W bildet U bijektiv auf V' ab.
2. W ist stetig differenzierbar

Wir schreiben x € U und y € V und interpretieren ¥ als den Koordinatenwechsel von
den z;’s zu den y;’s.

U v
R E=— (2>
1%
X cy
f g

R

Abbildung Schematische Darstellung der Mengen und Abbildungen in diesem Abschnitt.

Bemerkungen

1. Nach Voraussetzung existiert die Umkehrabbildung ® = ¥~ : V — U und die
Kettenregel impliziert, dass diese auch stetig differenzierbar ist. Insbesondere gilt

J®(y) - JU(x) =1 JU(x) - JP(y) =1

im Sinne der Matrizen-Multiplikation mit Einheitsmatrix I € R(™™ sofern x und
y durch y = ¥(x) bzw. x = ®(y) gekoppelt sind.

2. Eine Menge D C U wird unter ¥ auf die Bildmenge E := ¥ (D) C V abgebildet,
wobei dann auch D = ®(F) gilt. Aukerdem entspricht jede skalare Funktion
f:D — Rviag= fo® bzw. f = go W einer Funktion g : F — R und
umgekehrt. Mit anderen Worten: Es gilt

xeD & yeE, fx)=gly),

wobei auch bei diesen Formeln immer y = ¥(x) bzw. x = ®(y) mitgedacht
werden muss.

3. Man kann zeigen: Ist D eine kompakte bzw. messbare Menge, so ist auch F
kompakt bzw. messbar und umgekehrt. Aufserdem ist f : D — R genau dann
stetig, wenn g : £ — R stetig ist.
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4. Im Abschnitt iiber die Kettenregel hatten wir eine dhnliche Situtation betrachtet,
wobei wir damals ® bzw. ¥ mit u bzw. v bezeichnet hatten.

Hinweis: Die in der Literatur verwendeten Notationen sind nicht einheitlich und
Sie miissen sich in jedem Kontext immer klar machen, welches Symbol gerade
was bedeutet bzw. welche Relationen zwischen den beteiligten Abbildungen und
Mengen bestehen. Schematische Diagramme wie das oben angegebene sind dabei
ausgesprochen hilfreich.

5. Die Mengen U und V' werden in der Mathematik meist als offen vorausgesetzt,
da dann Randpunkte automatisch keine Rolle spielen und die Beweise einfacher
werden. In den Anwendungswissenschaften besitzen die Mengen oftmals einen

Rand.

Erinnerung: Eine Menge heifst offen, wenn sie keinen ihrer Randpunkte enthalt.

6. Es ist wichtig, dass ® und ¥ stetig differenzierbar und zueinander invers sind.
Man kann diese beiden Voraussetzungen zwar etwas abschwéchen (vor allem in
Randpunkten von U und V'), aber wir kénnen und wollen diesen Aspekt hier nicht
vertiefen. Wir werden solche Entartungspunkte bei konkreten Transformationen
(zum Beispiel bei den Polar- und Kugelkoordinaten) antreffen.

Transformation von Quadern Eine affine Abbildung
U.g(x)=c+A-(x—d)

mit A € R™®™ und c,d € R” transformiert einen Quader () C U in das n-dimensionale
Analogon zu einem Parallelogramm (also in einen Parallelepiped bzw. Spat fiir n = 3).
Die Gesetze der linearen Algebra, siehe Mathe-I, implizieren die Formeln

vol (W,(Q)) = |det A] - vol (Q).

d.h die Determinante des linearen Anteils A beschreibt gerade die Volumenverzerrung.
Dabei ist die Betragsfunktion wichtig, weil wir hier mit positiven — und nicht mit
vorzeichenbehafteten — Volumina rechnen.

Fiir eine nicht-affine Abbildung ¥ besitzt die Bildmenge ¥(Q)) eine kompliziertere
Struktur und die Berechnung ihres exakten Volumens kann sehr schwierig sein. Bei
kleinen Quadern kénnen wir aber immer ¥ nach dem Satz von Taylor durch eine affine
Funktion approximieren und ein Analogon zur oberen Formel benutzen.

Lemma (Volumentransformation kleiner Quader ) Es gilt

vol (¥(Q)) = |det (IW(&))] vol (@) + O (diam(@))"*")
wobei & € () eine beliebig gewihlte Stiitzstelle ist und der Durchmesser
diam(Q) := max { [|[x — x| : x, x € Q}

proportional zur maximalen Kantenldnge von () ist.

Beweisidee*: Der Satz von Taylor garantiert

(x) = We(x) + O((diam (Q)*)),  We(x) := V(€) + JT(&)(x— &),
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wobei W, gerade das erste Taylor-Polynom von ¥ im Entwicklungspunkt & ist.
Insbesondere ist W eine affine Abbildung mit linearem Teil A = J¥(&) sowie den
zwei Verschiebungsanteilen ¢ = ¥(£) und d = €. Es gilt nun

vol (We(Q)) = [det (JE(£))[ vol (Q)

und sowie
vol (T¢(Q)) ~ vol (¥(Q))
fir alle kleinen Quader (siche das Bild). O
X3
Co2E 0(5) 0(8)
Q
c1€ O(e) O(e)

Abbildung Ein zweidimensionaler Quader (links) wird unter einer Abbildung ¥ in die deformierte
Menge ¥(Q) (Mitte) tiberfiihrt. Sind die Kantenldangen des Quaders klein, so kann man ¥ durch eine
Taylor-Approximation We ersetzen, die () in das Parallelogramm W¢(Q) (rechts) tiberfiihrt, dessen
Volumen exakt berechnet werden kann.

Formulierung und Herleitung des Transformationssatzes

Theorem (allgemeine Transformationsformel) Es gilt

[ ot)dy = [ 160 ldet (3 )|

E

mit den oben eingefiihrten Notationen und Voraussetzungen.

Beweisidee*: Wir approximieren die messbare Menge D C U durch eine grofse, aber
endliche Anzahl von Quadern

Ql)"'aQM

die ungefahr gleich grofs sind und sich nur in Randpunkten gegenseitig iiberlappen
(siehe die roten Quader im Bild). Die Details sowie die genaue Nummerierung der
Quader wird dabei keine Rolle spielen. Wichtig ist nur, dass

diam (Q.,) = O(e), vol (@) = O(e™)
gelten wird, wobei
e:=1/VM < 1

eine positive, aber kleine Zahl ist, die die Feinheit der Quader-Approximation von D
quantifiziert. Auferdem wéhlen wir in jedem Quader eine Stiitzstelle £,, € Q,, (zum
Beispiel den Mittelpunkt oder einen der Eckpunkte). Unter ¥ wird jeder dieser Quader
Qm auf einen deformierten Quader E,, = ¥(Q,,) abgebildet, dessen Volumen durch

vol (¥(Qm)) = |det (JE(&,,))| vol (@) + O (")
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approximiert werden kann, und alle deformierten Quader F,, zusammen approximieren
die Bildmenge E = W¥(D). Es gilt nun

[ oty = 5 | swray+oe).

E "= (Qum)

da nur M™+ << M viele — also relative gesehen nur sehr wenige — dieser Quader
den Rand von D iiberdecken werden, und diese insgesamt ein kleines Volumen der
GroRenordnung O(e" ') = O(e) besitzen (hellrote Quader im Bild). Wir kénnen
nun jedes Teilintegral nach dem Satz von Taylor durch

| o)y = (o () + 0()) vol (¥(@,)
¥(Qm)
= 9T (€,.)) ol (¥(Qm)) +O(=")

approximieren, wobei wir diesmal g (und nicht die Komponenten von W) durch das
entsprechende nullte Taylor-Polynom im Entwicklungspunkt W(€, ) ersetzt und

diam (¥(Qp)) = O(e),  vol (¥(Qm)) = O(c")

benutzt haben. Insgesamt — und wegen M = O(c™") sowie .0 _ O(e"™) = O(e) —
erhalten wir die Naherungsformel

/9(3’) dy = (Z 9(¥(§,,)) |det (J¥(E,,))] vol (Qm)> + 0(e),

E

wobei der Fehlerterm im Limes ¢ — 0 bzw. M — oo verschwindet. Die rechte Seite ist
aber gerade die Riemann-Summen-Approximation des Integrals auf der rechten Seite
der Behauptung, wobei wir analog zu unserer bisherigen Diskussion zeigen koénnen,
dass der entsprechende Approximationsfehler auch die Ordnung O(g) besitzt. O

X2

—

0 I L
X1

Abbildung Zum Beweis des Transformationssatzes in 2D. Links: Die rote Kurve stellt den Rand
des kompakten Integrationsgebietes D dar und die roten Quader eine Approximation dieses Gebietes,
wobei hier innere Quader und Randquader unterschiedlich schattiert sind. Die Quader koénnten
mit Multi-Indizes identifiziert werden, aber es ist einfacher, sie irgendwie durchzunummerieren
(Q1, -..Qnar). Rechts: Das entsprechende Bild nach Anwendung von W.
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Bemerkungen

1. Der Beweis des Transformationssatzes illustriert sehr schén die folgenden zwei
Grundprinzipien der Riemannschen Integrationstheorie:

(a) Integrale sind nichts anderes als Grenzwerte von Summen, wobei sehr viele
kleine Summanden aufaddiert werden. Im Limes haben wir dann — sehr
salopp gesprochen — unendlich viele, jeweils unendlich kleine Summanden.
Unendlich kleine Groéfsen werden in den Anwendungswissenschaften oftmals
als infinitisimal klein bezeichnet, aber die modernen Mathematik benutzt
diesen Begriff eigentlich nicht.

(b) Messbare Mengen konnen als grofke Vereinigungen kleiner Mengen betrachtet
werden, wobei diese kleinen Mengen Quader oder auch deformierte Quader
sein konnen.

2. Die Transformationsformel ist viel einfacher, als sie auf den ersten Blick aussieht.
Sie entspricht der formalen Substitution

dy = ‘det (a—y)‘ dx,
0x

wobei g—i eine alternative Notation fiir die Jacobi-Matrix JW ist. Genauer gesagt:
Um das Integral von g bzgl. y € FE auszurechnen, gehen wir wie folgt vor:

(a) Wir substituieren y durch x im Integranden (das ersetzt g(y) durch f(x)).
(b) Wir passen das Integrationsgebiet in konsistenter Weise an (aus E wird D).

(¢) Wir ersetzen mit obiger Regel dy durch dx, wobei die Jacobi-Matrix von
W ganz natiirlich ins Spiel kommt.

Das ist dieselbe Strategie, die wir in 1D schon bei der Substitutionsmethode fiir
die Transformation eindimensionaler Integrale (also fiir n = 1) benutzt hatten.
Bei n > 1 ist jetzt eben alles vektorwertig und wir diirfen nicht vergessen,
den Betrag der Determinante einzubauen. Das ist notwendig, weil x und y
zwar Vektoren sind, aber dx und dy infinitisimal kleine Zahlen repréasentieren
(ndmlich das Volumen unendlich kleiner Quader).

3. Aus Symmetriegriinden gilt auch
[ 1o9ax = [ g(y)|det (32 (y))] dy.
D E

und in dieser Fassung wird der Transformationssatz meist verwendet: Das
Integral einer gegebenen Funktion f in der vektoriellen Variablen x iiber eine
komplizierten Menge D kann wie folgt berechnet werden: Wir suchen eine
Koordinatentransformation ®, sodass D = ®(F) via x = P(y) gerade das
Bild einer moglichst einfachen Menge E' ist. Der zu zahlende Preis ist, dass wir
die Transformation erstmal finden und anschlieffend auch noch den Integranden
transformieren miissen, so dass am Ende alles von y abhéngt. Das Auffinden von
® ist dabei meist der schwierigste Teil.
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Allgemeine Riemann-Summen* Wir hatten im Beweis des Transformationssatzes
das folgende, allgemeine Prinzip verwendet (mit F und y statt D und x). Ist D eine
messbare Menge und

D=DyU...UDy

eine Zerlegung Z = {Dy,..., Dy} von D in M messbare Mengen (zum Beispiel in
deformierte Quader), die sich nur in Randpunkten iiberlappen, so nennt man

I Z|| = max diam (D,,) diam(D,,) ;== max { ||x —X|| : x, X € D, }

die Feinheit der Zerlegung. Ist nun eine integrierbare Funktion f auf D gegeben und
wird nun in jedem D,, eine Stiitzstelle &,, € D,,, gewahlt, so kann die Riemann-Summe

Z, 8) Z f(&,,) vol (D,,)

gebildet werden. Es gilt dann immer [, f(x) dx = lim)z 0 R(Z), d.h. bei immer feiner
werdender Zerlegung konvergiert die Rlemann Summe gegen das Integral von f iiber Q).
Fiir den Fall, dass D und D,, selbst alle Quader sind, ergibt sich gerade wieder das am
Anfang dieses Kapitels eingefiihrte Konzept. Wird auferdem §,, als Minimierer bzw.
Maximierer von f in D,, gewéhlt, so spricht man wieder von Unter- bzw. Obersumme.

Anwendung des Transformationssatzes

Beispiel Wir hatten im Abschnitt iiber implizite Funktionen die Transformationen

—2x9 1—a2?— a2
N = \I’1($1, $2) = T 2 2 Y2 = ‘1’2(I1, $2) N E—
(1 —21)° + a2 (1 —21)° + a2
sowie
yi +ys — 1 2y,
r1=P1(y1, 12) = B EE—— Ty = Po(y1, 1) =

Y2+ (1+1ys) 2+ (1+ 1)’

betrachtet, wobei sowohl ® als auch ¥ zu Klasse der M'dbius-Tran§_formationen gehoren
(sieche dazu die Vorlesung Hohere Analysis fir Elektrotechnik). Ublicherweise werden
die Mengen U bzw. V via

U .= {(J}l,xg) : l’%+$§<1}, V= {(yby?) : y2>0}

als offene Einheitskreisscheibe bzw. obere offene Halbebene wahlt. Wir berechnen

- 2 —2(1—m)ay —(1—a})+a}
e ) (el e )

sowie

Jq’(ylv yz) =

2 ( +2y (1 + 92)2 —yi+(1+ y2)2)
(2 + (1 +12)2)" \Foi — (L +1)" 251 (1+w)

und erhalten

4 4
3 det (JP 1, 2) = o2
(121 + 23) IR 2)) = )
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Insbesondere ergeben sich aus den obigen Notationen und Ausdriicken mit f = 1 und
g = 1 die Volumenformeln

WO ] e O e

d.h. das Volumen der Menge D C U im x-Bereich kann durch ein Integral iiber die
entsprechende Menge F C V im y-Bereich dargestellt werden und umgekehrt. Fiir
den Quader Dy = [—1, +1] x [—3, +3] erhalten wir durch Auswertung der iterierten
Integrale

8
vol (Fy) =47+ 9 ( + 6 — arcot (3) — 9arctan (3)) ~ 7.261

fiir das Volumen seines Bildes E; unter W, aber die exakte Berechnung der Integrale
erfordert mehrere, nicht triviale Zwischenschritte, die wir hier nicht darstellen kénnen.
Analog folgt

1 44
vol (Ds) = 3 (4 + 7 — arctan (m)) ~ 0.848

mit Dy = O(E,) fiir den Quader E, = [0, 1] x [0, 1].

1.0
* +4.0
L 0.0 420
-1.0 0.0
-1.0 0.0 +1.0 -2.0 0.0 +2.0
X4 )%
+1.0
< EN
0.0
-1.0 0.0 +1.0 0.0 +1.0
X1 )z

Abbildung Die Bilder zum Beispiel, wobei die Kreisscheibe U und die Halbebene V' jeweils in Grau
dargestellt sind. Oben: Die Menge D; (griin links) ist ein Quader und das Volumen der deformierten
Menge E; = ¥(D;) (griin rechts) kann durch ein x-Integral iiber D; berechnet werden. Unten:
Diesmal ist Fa (gelb, rechts) ein Quader, so dass das Volumen der deformierten Menge Dy = ®(E>)
(gelb, links) als Integral bzgl. y € E5 berechnet werden kann.
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Beispiel Wir rechnen diesmal in Physiker-Notation. Die Formeln
x=r cos (), y =1 sin (0)

beschreiben den Zusammenhang zwischen den kartesischen Koordinaten der Ebene
(hier z und y genannt) und den Polarkoordinaten (Radius r und Winkel ). Einfache
Rechnungen zeigen

ea- (o ). Gl

und liefern
drxdy =r drdf

als symbolische Transformationsregel fiir infinitisimale Volumina. Die Transformations-

formel kann nun als
//f(x, y)dzdy = //g(r, 0)rdrdd
D E

geschrieben werden, wobei die Konsistenz und damit Richtigkeit der Formel durch
(r,y)eD & (r0) ek, [z, y) =g(r 0)
sichergestellt wird. Mit der speziellen Wahl
flz,y)=1,  g(r0) =1
und
D:{(x,y):x2+y2§92}, E:{(r,e):ogrgg,ogegzw}

erhalten wir

2 0 27 27
vol(D)://rdrdH:/ /rdr d@:/[%ﬁ}“gde:/%fde:wg?
r=0
FE 0 0 0 0

und haben damit das Volumen von D, also der kartesischen Kreisscheibe mit Radius
0, durch ein Integral iiber den polaren Quader E berechnet. Mit der alternativen Wahl

flz,y) =2 +1°, g(r, 8) = r cos () + r* sin® ()

ergibt sich

// (z+¢°) dedy = // (r cos (0) 4 r* sin® (9)) r dr df

- / / (r* cos (0) + r° sin® (0)) d@ | dr

0 0
4

:/(Wrg)dr:}lﬂg4
0

durch direkte Rechnungen.
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iiber Entartungspunkte Beiden Polarkoordinaten treten gewisse Entartungen und
Singularitéten auf. Zum einen entspricht der kartesische Koordinatenursprung — also
der nulldimensionale Punkt mit x = 0 und y = 0 — der polaren Koordinatenachse r = 0,
also einer eindimensionale Kurve. Diese Entartung spiegelt sich auch darin wider, dass
die Jacobi-Matrix

- Gy - (Lm0 )

fir » = 0 gar nicht definiert ist. Auferdem ist die Zuordnung (r, #) — (z, y) nicht
eindeutig, sondern 27-periodisch in . Man kann natiirlich Winkelrestriktionen (zum
Beispiel 0 < 6 < 27 oder —m < 6 < +m) stellen, aber auch dann gibt es gewisse
Subtilitdten. Bei Kugelkoordinaten gibt es dhnliche Probleme mit der Mehrdeutigkeit
der Winkel und der Nicht-Differenzierbarkeit fir » = 0.

Klarstellung Der Transformationssatz bleibt bei gewissen — aber nicht bei allen —
Entartungen weiterhin richtig, besonders wenn die Probleme nur an den Réndern der
betrachteten Mengen auftreten. Wir miissen aber in diesem Fall besonders aufpassen
und sollten alle Rechenergebnisse auf am Ende Plausibilitat priifen.

Beispiel Eine klassische Anwendung der zweidimensionalen Transformationsformel
mit Polarkoordinaten auf unbeschrinkten Gebieten ist die Berechnung des Integrals
unter einer Gaufschen Glockenkurve. Mit den Notationen aus dem letzten Beispiel gilt
zum einen

wobei wir exp (—00) = lim,_,, exp (—r?) = 0 verwendet haben. Zum anderen impliziert
der Satz von Fubini

+0o0 +0o0
// exp (—x2 — y2) drdy = / exp (—xQ) dz / exp (—y2) dy |,
R2 —00 —0o0

und weil die beiden Integrale auf der rechten Seite gleich sind, erhalten wir die bekannte
Formel

“+o00

/ exp (—a?) dz = /7

—0o0

durch Kombination der beiden Teilergebnisse. Beachte, dass wir hier zwei Theoreme
iiber zweidimensionale Integrale verwendet haben, um ein eindimensionales Integral zu
berechnen.
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affine Transformation Im Fall einer affinen Transformation
y=¥Yx)=c+A-(x—-d), x=®(y)=d+A ' (y—c)

mit invertierbarer Matrix A € R und Verschiebungsanteilen ¢,d € R” sind beide
Jacobi-Matrizen konstant, d.h. es gilt

JU(x)=A, Jo(y)=A"".
Die Transformationsformel kann daher vereinfacht werden und impliziert via
vol (D) = |det (A)| vol (E),  vol(E) = |det (A™")| vol (D),

dass sich das Volumen bei der Komposition von Verschiebungen und Rotationen oder
Spiegelungen wegen det (A) = £1 nicht dndert.

Skalierung von Volumina Affine Transformationen der Bauart
y=W¥(x)=\"x, x=®(y)=\'y

mit Parameter A > 0 beschreiben uniforme Streckungen bzw. Stauchungen und fiir
Quader gilt zum Beispiel

x €D =ay, bi] x ... [an, by & y € E=[Nay, \bi] X ...[Aay, A\b,],
In Physikernotation berechnen wir

dy +1 -1
DYy, ZEo g
0x AT

und damit
dx = \""dy, dy = A" dx,

wobei sich die Potenzen —n bzw. +n aus der Multi-Linearitdat der Determinante —
d.h. aus der Formel det (A*'A) = A*"det (A) — ergeben (und gerne mal vergessen
werden). Insbesondere erhalten wir

vol (D) = A" vol (E), vol (E) = A" vol (D)

als mathematische Beschreibung einer intuitiven Tatsache: Der Ubergang von x zu
y bzw. von D zu E multipliziert alle Lingen mit A und daher das n-dimensionale
Volumen mit \".

X

Y2

N

)

» Y1
Abbildung Skalierungstransformation in 2D mit A = 2. Alle Langen werden verdoppelt und alle
Fécheninhalte vervierfacht. Die Winkel d&ndern sich dabei jedoch nicht.
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Kapitel 9

Kurventheorie

Vorlesung 19: 07. Juni

9.1 Parametrisierte Kurven

Ziel In diesem Abschnitt behandeln wir die Grundlagen der mathematischen Theorie
von Kurven (oder Wegen) und stellen wichtige Resultate bereit, die in der Analysis eine
wichtige Rolle spielen werden.

Definition Fine parametrisierte Kurve (in einer Menge D C R™) ist eine stetige
Abbildung ¢ : I — D, die auf einem Intervall I C R definiert ist.

Bemerkung: Oftmals werden wir sogar fordern, dass c ein- oder zweimal stetig
differenzierbar ist.

Klarstellung: Der entartete Fall n = 1 sowie der abstrakte Fall n > 4 sind zugelassen,
aber Sie sollten sich am Anfang immer vorstellen, dass n = 2 oder n = 3 gilt.

Bemerkungen
1. Die Punktmenge
im (c) := {c(t) : te I} CR"
wird auch Bild (oder Image) der parametrisierten Kurve genannt und ist das

geometrische Objekt, das wir landldufig Kurve nennen. Wir bezeichnen diese
Menge meist mit C' und sagen, die Abbildung ¢ parametrisiert die Menge C'.

2. Wir haben zunéichst keine Annahmen an das Intervall I (bzw. den Zeitbereich)
gemacht. Es kann endlich oder unendlich, offen oder abgeschlossen sein.

3. Die Koordinate im Urbildbereich bezeichnen wir meist mit ¢, denn sie kann
oftmals in natiirlicher Weise als Zeit interpretiert werden. In diesem Sinne ist
c(t) die momentane Position eines gedachten Teilchens, das sich entlang von C
bewegt.

4. Wir konnen eine parametrisierte Kurve auch komponentenweise schreiben, d.h.
es existieren Funktionen ¢1, ..., ¢, : I — R, sodass

ci(t)
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fiir alle t € I gilt.

Bemerkung: Wir haben hier c(t) als Spaltenvektor geschrieben, werden aber
oftmals auch die Tupel-Notation verwenden.

5. In der Mathematik ldsst man héufig das Attribut ,,parametrisiert weg und nennt
sowohl die Abbildung c als auch die Punktmenge C' = im (c) schlicht Kurve. Das
kann gerade am Anfang einige Verwirrung stiften, aber in aller Regel wird durch
den Kontext klar, ob wir Kurve in dem einen oder dem anderen Sinne meinen.
Eine &hnliche Zweideutigkeit werden wir beim Studium der Fléachen antreffen.

6. Unsere Intuition besagt, dass eine Kurve eine ,eindimensionale Menge* ist und
fiir hinreichend gute Funktionen c wird das auch so sein. Es gibt aber auch
seltsame Kurven, wie zum Beispiel fraktale Kurven (zum Beispiel der Rand der
Kochschen Schneeflocke) oder flachen- bzw. raumfiillende Kurven (siche das Bild
weiter unten).

7. Ist I = [ta, tp] ein abgeschlossenes Intervall, so werden c(t,) bzw. c(t.) der
Anfangs- bzw. der Endpunkt von ¢ genannt. Gilt dariiber hinaus c(t.) = c(t.),
so ist ¢ eine geschlossene Kurve.

8. Wenn zwei verschiedene Zeiten ty, to € I mit

elts) = clts) # c(t)

fir alle t € I\ {t1, t2} existieren, so sprechen wir von einem Doppelpunkt, es sei
denn es handelt sich um den Anfangs- und Endpunkt einer geschlossenen Kurve.
Analog werden Dreifach- und Vierfachpunkte definiert.

Bezispiele

1. Die geschlossene Kurve ¢ : [0, 27] — R? mit
~ [cos(t)
oft) = (sin (t))

C = {(xl, Ty) © 23+ wh = 1}

besitzt die Bildmenge

und wird Standardparametrisierung der Einheitskreislinie genannt.

2. Die Gerade, die durch zwei gegebene Punkte a und b € R? liuft, kann durch

c(t)=(1-tatib=(1-1 (Z;) ”(2;)

mit ¢ € I = R parametrisiert werden. Mit I = [0, 1] beschreibt die Formel gerade
die Verbindungsstrecke zwischen den beiden Punkten. Eine analoge Formeln gilt
auch in nD.

3. Die parametrisierte Kurve

= (20, cions

ist unter dem Namen Torpedo-Kurve bekannt.
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4. Die geschlossene Kurve

cos ()

c(t) = (1+cos(t)) (sin (t)) : t €0, 27]

wird Kardioide genannt.

5. Die Formel
cos ()

c(t) = sin (21) (Sm ( t)) . telo, 2q]

beschreibt ein vierblittriges Kleeblatt (bzw. das Quadrifolium).

6. Die nicht-geschlossene Kurve
t — tanh (¢)
c(t) = 10 : teR
cosh (1)
ist eine Traktrix bzw. Schleppkurve.

7. Die Abbildung

cos (wt)
c(t) = [ sin(wt) |, teR
nt
parametrisiert eine dreidimensionale und unendlich ausgedehnte Schraubenlinie,

wobei die skalaren Parameter w bzw. n die Winkelgeschwindigkeit bzw. Ganghdhe
festlegen.

—~v
-

_/

Abbildung Die Torpedo-Kurve (ein Dreifachpunkt), die Kardioide (ohne Mehrfachpunkte) sowie
das Kleeblatt (ein Vierfachpunkt) sind spezielle geschlossene Kurven in der Ebene. Die Traktrix ist
jedoch nicht geschlossen. Beachte, dass immer C' = im (c), also das Bild der parametrisierten Kurve
dargestellt ist.

1. Kurve

7

/

Abbildung Beispiel fiir die rekursive, selbstédhnliche Konstruktion einer flachenfiillenden Kurve als
gleichméRiger Grenzwert einer Folge stiickweise affiner Kurven c,, : [0, 1] — R2. Die stetige Limes-
Abbildung ¢, : [0, 1] — R? ist eine Kurve im Sinne der obigen Definition, aber ihr Bild fiillt das ganze
Quadrat aus und ist damit , zweidimensional“. Diese verbliiffende Eigenschaft hat damit zu tun, dass
die Abbildung co, weder differenzierbar noch stiickweise differenzierbar ist (siche dazu weiter unten).
Das Bild einer stiickweise differenzierbaren Kurve ist ndmlich immer , eindimensional®.
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Implizite Darstellung von Kurven* Die Losungsmenge von n — 1 skalaren
Gleichungen fiir die Variablen 1, ..., z, (bzw. fiir den Vektor x € R") kann oftmals
als die Bildmenge C' einer parametrisierten Kurve ¢ angesehen werden. Zum Beispiel
beschreibt die Gleichung

r?+ a3 = o? bzw. (:cf+x§)2—2x1 (23 +23) —23=0
eine Kreislinie vom Radius ¢ bzw. die Kardioide und alle Losungen x € R3 des
Gleichungssystems
4222 4 (1 —a3) =1, T+ Ty = T3

formen eine Ellipse, die schief im R? liegt. Es ist im Allgemeinen aber nicht mdglich, aus
den Gleichungen direkt eine entsprechende Parametrisierung abzulesen oder umgekehrt
aus einer gegebenen Parametrisierung die dazugehorige Gleichung abzulesen.

Ableitungen von Kurven

spezielle Vektoren in jedem Punkt Ist c: ] — R differenzierbar, so ist

c(t) := %(t) = lim et) = clt,) eR"

t=te b — 1y
in jedem t, € I definiert und wird als Tangentialvektor oder als Geschwindigkeitsvektor
bezeichnet. Ist ¢ sogar zweimal differenzierbar, so liefert die Formeln

¢(t) := %(t) = %(t) _ i S —€(8)

t—ts t—t,

e R"

den Beschleunigungsvektor. Diese Vektoren héngen von der Zeit ¢, ab und sind immer
relativ zum Kurvenpunkt c(t,) zu verstehen.

Abbildung Vier Beispiele fiir Kurven (bzw. Wege) im R?, wobei die schwarzen Kreise die jeweiligen
Anfangs- und Endpunkte darstellen und die Durchlaufrichtung durch stilisierte Pfeile angedeutet wird.
In zwei ausgewéhlten Punkten (dunkelblau) jeder Kurve sind aufierdem die Tangentialgerade (gelb)
und der Tangentialvektor (hellblau) gezeichnet. In Doppelpunkten (dunkelgriin) gibt es sogar zwei
Tangentialvektoren (hellgriin).

Bemerkungen

1. Bei Kurven benutzen wir in dieser Vorlesung in aller Regel die Punkt- anstellle
der Strichnotation, d.h. wir schreiben ¢(t.) statt ¢/(¢.). Sie diirfen aber auch die
Strichnotation verwenden.

2. Unsere Definitionen implizieren

én(t) Cn(t)
d.h. der Geschwindigkeits- und der Tangentialvektor sind fiir jedes ¢ ein n-
dimensionaler Vektor.
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3. Es gilt auch
¢(t) = Je(t)

im Sinne der héherdimensionalen Differentialrechnung, aber bei parametrisierten
Kurven benutzen wir das Wort Jacobi-Matriz meist nicht, sondern spechen vom
Tangential- oder Geschwindigkeitsvektor.

4. wichtige Formeln: Die Kettenregel impliziert

%f(c(t)):grad Fe®)-ét)  baw. %f(c(t)):.]f(c(t))-é(t)

fiir jedes stetig differenzierbare Skalarfeld f : D — R bzw. Vektorfeld f : D — R",
wobei « bzw. - fiir das Skalarprodukt bzw. die Matrizenmultiplikation steht. In
Koordinaten meint dies

SIE0) = D0 1) 60 b Sh(el) = D00 i(el0) &0),

wobei f; die i-te Komponente von f ist.

5. Eine differenzierbare Kurve wird regulér genannt, wenn sie stetig differenzierbar
ist und ¢(t) # 0 fiir alle Zeiten t € I gilt. Geometrisch bedeutet dies, dass die
Durchlaufgeschwindigkeit des gedachten Teilchens niemals verschwindet.

6. Viele praktisch relevante Kurven sind nur stiickweise stetig differenzierbar, da sie
endlich viele Knickstellen besitzen. Insbesondere existieren endliche viele Zeiten
tr € I, in denen die einseitigen Ableitungen

c(t) —c(t c(t) —c(t
o(te+0) = tim SO =) gy S =)
t\(tx t— 1 t,/ t—tg
zwar existieren, aber nicht gleich sind. Ein klassisches Beispiel ist ein Rechteck,
dass vier Knickpunkte aufweist.

Beispiele

1. Die Standardparametrisierung einer Einheitskreislinie (siehe oben) impliziert
o [+ sin(?) .o [ — cos(t)
&(t) = (— Ccos (t)) ’ &(t) = <— sin (t)
fur alle ¢ € [0, 27].

2. Fiir die oben angegebene Kleeblatt-Kurve berechnen wir

&() = 2 cos (21) (* cos (t)) + sin (21) (‘ sin <t)> |

+ sin (t) + cos (t)

Insbesondere gilt

sowie

&(0) = (+02>7 o(im) = (_02)7 ¢(n) = (—02)7 e(3m) = (JFOQ),

d.h. der Vierfachpunkt im Koordinatenursprung wird insgesamt viermal, aber
immer mit einem anderen Geschwindigkeitsvektor durchlaufen.

N
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Schnittwinkel von Kurven Sindc:/ — R? und ¢ : [ — R" zwei reguliire Kurven,
die sich im Punkt c(t,) = é(f*) schneiden, so kann der entsprechende Schnittwinkel
durch

(é(t.), é'(f*)>
et [le(@) |

berechnet werden, wobei 6 hier immer Werte in [0, 7] annimmt.

0 = arccos

Merkregel: Winkel werden in der Analysis immer mit Tangentialvektoren von Kurven
berechnet.

A A

» »
» »

Abbildung Der Schnittwinkel (braun) zwischen zwei sich schneidenden Kurven (orange und griin)
wird immer durch die Tangentialvektoren (rot und dunkelgriin) im Schnittpunkt (blau) festgelegt.
Links: Der allgemeine Fall mit zwei gekriimmten Kurven. Rechts: Der aus der Schule bekannte
Spezialfall mit zwei Geraden.

Ausblick: Geometrie planarer Kurven* Fiir eine zweimal stetig differenzierbare
Kurve ¢ : I — R? kann ihre Kriimmung durch

Er(t) Ealt) — E1() éa(t)

K(t) == ——
le]

berechnet werden, wobei ||¢(t)|| = \/ (¢4 (t))2 + ((:2(15))2 gilt. Dariiber hinaus beschreibt

- 1 +éi(t) - n :; — é(t)
0= (L) v 0=y (F40)

den normalisierten Tangentialvektor bzw. den normalisierten Normalenvektor. Beide
Vektoren bilden zusammen das Frenetsche Zweibein, also eine mitbewegte, aber immer
orthonormale Basis des R2.

Qb

Abbildung Beispiel fiir eine stetig differenzierbare Kurve, wobei die Bereiche mit negativer bzw.
positiver Kriimmung in hell- bzw. dunkelgrau gezeichnet wurden. Die Vektoren représentieren das
mitbewegte Frenetsche Zweibein in drei ausgewdhlten Kurvenpunkten, fiir die zusétzlich auch der
Kriimmungskreis (rot) dargestellt ist. Der Betrag der Kriimmung ist dabei gerade der Kehrwert des
Radius.
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Bemerkung Die Geometrie von Kurven mit n = 3 (sogenannte Raumkurven) oder
n > 4 ist komplizierter. Insbesondere gibt es immer n — 1 skalare Kriimmungen sowie
ein Frenetsches n-Bein.

Alternative Notation In der Physik und der Geometrie bezeichnet man die
Abbildung c oftmals nicht explizit, sondern benutzt dieselben Buchstaben wie fiir
Vektoren in R™. Im Fall n = 3 schreibt man also

z(t) = | 22(t) und  2(t) = | 22(t)

um deutlich zu machen, dass die raumlichen Koordinaten z; sich entlang der Kurve
mit dem Parameter ¢ &ndern.

Bemerkung: Die alternative Notation ist sehr intuitiv, benutzt aber die x; in zweifacher
Bedeutung, namlich einmal als Koordinate in R™ und einmal als Komponenten einer
Funktion I — R". Eine Mischform der Notation ist z; = ¢;(t).

Reparametrisierung von Kurven

Definition Eine parametrisierte Kurve ¢ : I — R" wird Reparametrisierung von

¢ : I — R" genannt, sofern es eine strikt monotone und bijektive Abbildung h: I — I
(der sogenannte Parameterwechsel) gibt, sodass

&(f) = e(n(d)

fiir alle £ € T gilt.

t =h'(t)

tel — " Y, el
—_—— | _ 51
t=h(t)
S2
x = c(t) x = ¢(t)
x e R" S3

Abbildung Links: lllustration der Konzepte Parametrisierung und Reparametrisierung von Kurven.
Rechts: Zum Bogenlingenparameter (siche weiter unten), der oftmals mit s und nicht mit ¢ bezeichnet
wird: Jeder Kurvenpunkt kann eindeutig durch eine entsprechende Léange charakterisiert werden.

Bemerkungen

1. Insbesondere gilt
C =im (&) =im(c) = C,

d.h. die Abbildungen ¢ bzw. ¢ beschreiben dasselbe geometrische Objekt C' = C,
aber mittels verschiedener Parameter, nimlich mit ¢ bzw. t = h(%).

2. Eine geometrische Eigenschaft von C' = C (zum Beispiel die Lange) wird nicht
davon abhéngen, welche Parametrisierung gewahlt wird, d.h. ob die Rechnungen
mit ¢ oder mit ¢ durchgefithrt werden (siehe dazu das Theorem weiter unten).
Die Kunst besteht oftmals darin, eine gute Parametrisierung zu finden, mit der
die Rechnungen moglichst einfach werden.
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3. Eine alternative Schreibweise fiir die reparametrisierte Kurve ist ¢ = c o h.

4. Der Parameterwechsel / ist immer invertierbar, d.h. es gibt die Umkehrabbildung
h:=h=!: 1 — I. Insbesondere gilt: Wenn ¢ eine Reparametrisierung von c ist,
so ist auch c eine Reparametrisierung von c.

5. Wenn h wachsend bzw. fallend ist, so sagen wir, die Reparametrisierung erhélt
oder dndert den Durchlaufsinn.

6. Ein besonders wichtiger Parameterwechsel betrifft die sogenannte Bogenlinge,
die wir weiter untern studieren werden.

Beispiel Die Abbildung ¢ : [0, 27/w] — R? mit

ist eine Reparametrisierung der oben angegebenen Standardparametrisierung der
Einheitskreislinie, die nun mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w > 0 durchlaufen
wird. Der entsprechende Parameterwechsel ist durch ¢ = h(t) = wt gegeben. Die
Formel

(7 — (cos (f + psin(i)) [ 7r
(t) = (sin (i —|-,usin(t))> ’ t€ [0, 2]

mit fester Konstante —1 < pu < +1 liefert eine weitere Parametrisierung bzw. eine
andere Reparametrisierung von c, wobei in diesem Fall die Winkelgeschwindigkeit nicht
mehr konstant ist, sondern selbst mit der Zeit variiert.

Abbildung Drei verschiedene Parametrisierungen einer Kreislinie im R?, die unterschiedlichen
Durchlaufgeschwindigkeiten entsprechen. Die Punkte markieren jeweils den Kurvenpunkt c(¢x) zu
aquidistant gewahlten Zeiten t, = k At.

Merkregel Verschiedene parametrisierte Kurven konnen zu ein und demselben
geometrischen Objekt gehdren.
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9.2 Kurvenintegrale
Vorbemerkung Im Folgenden setzen wir voraus, dass I = [t,, L] ein abgeschlossenes
Intervall ist und dass die parametrisierte Kurve ¢ : I — D C R" stetig differenzierbar

ist. Alle Konzepte konnen aber analog fiir stiickweise differenzierbare Kurven eingefiihrt
werden.

Definition Ist f: D — R ein stetiges Skalarfeld, so wird

/ f(x)ds = / F(e(®) le@)] dt

als das Kurvenintegral 1. Art bezeichnet. Fiir ein stetiges Vektorfeld f : D — R”
nennen wir

/f(x).dx - /f(c(t)) c&(t) dt

Cc ta

das Kurvenintegral 2. Art.

Notationen

1. Das Symbol « steht wieder fiir das Skalarprodukt, d.h. es gilt
fc(t) «(t) = (£(c(t), et)) = > _ fi(c(t)) é(t) .
j=1

In der Literatur wird meist - anstelle von « geschrieben, aber dann besteht eine
Verwechslungsgefahr mit der Matrizenmultiplikation.

2. Die Klammern || || sind wie iiblich durch

le(®)]l = ve(t) = e(t) =

gegeben und liefern die euklidische Norm des Vektors ¢(t).

3. Manchmal wird auch der Punkt im Kurvenintegral weggelassen, d.h. man schreibt

/ fx)dx sttt / £(x) » dx,

[ C

aber [ (f(x), dx) wird nur ganz selten benutzt. Fiir geschlossene Kurven findet
sich in der Literatur héufig die alternative Schreibweise

7{ f(x)dx  oder 7{ f(x) « dx.

c c
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4. Manchmal wird das Kurvenintegral der 2. Art auch als

/f(x)-dx: i/h(x) d,

C

geschrieben, wobei dies im Sinne der Substitutionen x; = ¢;(t) und dz; = ¢;(¢) dt
zu verstehen ist.

5. Statt Kurvenintegral kann man auch Wegintegral oder Pfadintegral sagen. Auch
Linienintegral wird manchmal benutzt.

Achtung In der Literatur existieren verschiedene Notationen fiir Kurvenintegrale
und Sie miissen sich immer klar machen, fiir welche Objekte (Zahlen, Vektoren,
Mengen, Kurven usw.) die einzelnen Bausteine in den Formeln gerade stehen.

Beispiele
1. Fiir die Parametrisierung der Kreislinie vom Radius ¢ und das Skalarfeld
flxy, w2) = 2} 23
ergibt sich
f(c(t)) = o* cos® (t) sin® (t) = o* (cos® (t) — cos* (1)), le)|| = o

und wir erhalten damit

/f(X)dS=Q57(cos2 (1) — cos* (£)) dt = 17 07

als das Kurvenintegral 1. Art. Das Integral kann hier zum Beispiel mit mehrfacher
partieller Integration oder durch Verwendung der Euler-Formel berechnet werden
kann.

Bemerkung: Das bei Kurvenintegralen der 1. Art zu berechnende reelle Riemann-
Integral kann formal wie folgt ermittelt werden: Wir substituieren x = c(t) bzw.
z; = ¢j(t) im Argument von f und ersetzen ds durch den Ausdruck [[¢(t)]| dt.
Aufserdem liefern die Randpunkte von I gerade die Integrationsgrenzen.

2. Fir die soeben betrachtete Kreislinie sowie das Vektorfeld

T — T
f(z1, 22) = ( 12:E1 2)
berechnen wir

0= () ()
= 0% (1 + cos’ (t)—cos (t) sin (2)) .
Dies liefert

/f(c) edx = 92/ (1 + cos® (t) — cos (t) sin (t)) dt = 37 o*

nach kleineren Nebenrechnungen.

Bemerkung: Bei Kurvenintegralen der 2. Art substituieren wir x = c(t) sowie
dx = ¢(t) dt.
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Bemerkungen

1. Der wesentliche Unterschied zwischen den beiden Arten von Kurvenintegralen
kann wir folgt erklart werden: Ein Kurvenintegral der 1. Art bzw. 2. Art ist fiir
ein Skalarfeld bzw. ein Vektorfeld definiert, also wenn R bzw. R™ der Bildbereich
von f ist. Beachte auch, dass beide Arten von Kurvenintegralen immer eine reelle
Zahl liefern.

2. Die Léange einer Kurve ist das Kurvenintegral 1. Art fiir die konstante Funktion
mit f(x) =1 fiir alle x € RY. Siehe dazu weiter unten.

3. wichtiger Spezialfall: Fiir Gradientenfelder f(x) = grad ¢(x) ergibt sich

L pfefn) = grad w(e(n) ()

aus der Kettenregel und wir berechnen

[2Y

/grad P(x)edx = /grad¢(c(t)) «c(t)dt

_ / %¢(c(t)) dt = i (c(te)) — v(c(ta)

ta

mithilfe des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechung.

Merkregel: Bei Gradientenfeldern hingt der Wert des Kurvenintegrals 2. Art nur
vom Anfangs- und vom Endpunkt der Kurve c ab.

4. Die Ungleichungen

‘/f(x)ds‘ < M len (c) bzw. ‘/f(x)'dx‘ < M len (c)

werden als Standardabschitzung fiir Kurvenintegrale bezeichnet, wobei len (c)
die Lénge der Kurve ist (sieche dazu weiter unten) und die reelle Zahl durch

M := max }f(c(t)){ bzw

t€ta, te]
definiert ist.

5. Es gilt

und damit symbolisch auch

£(c(t)) » é(t) dt — (f(c(t)) : HEEQH ) ds,

d.h. jedes Kurvenintegral der 2. Art ist eigentlich ein spezielles Kurvenintegral
der 1. Art. Beachte auch, dass ¢(t)/ ||¢(t)|| gerade der normierte Tangentialvektor
und damit der erste Frenet-Vektor der Kurve ist.
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6. Achtung: Bei Kurvenintegralen der 2. Art ist dx als infinitisimaler Vektor zu
interpretieren, wohingegen bei den Gebietsintegralenaus dem letzten Kapitel
dx = dz; ... dz, als infinitisimaler Skalar anzusehen ist.

Abbildung Eine Kurve (griin) mit Anfangs- und Endpunkt (grau). Ein Vektorfeld (schwarz) besitzt
in jedem Punkt einen entsprechenden tangentialen Anteil (dunkelgriin), der entweder in dieselbe oder
die entgegengesetzte Richtung wie der Tangentialvektor an die Kurve (nicht dargestellt) zeigt. Das
Kurvenintegral der 2. Art integriert diese tangentiale Komponente, wobei das Ergebnis invariant unter
Reparametrisierungen der Kurve ist, aber sein Vorzeichen beim Wechsel der Durchlaufrichtung &ndert.
Beachte, dass es in 2D in jedem Punkt nur eine Normalenrichtung an die Kurve gibt, wohingegen es
in nD fiir jeden Punkt der Kurve einen n — 1-dimensionalen Unterraum des R™ gibt, der senkrecht auf
dem momentanen Tangentialvektor steht.

Interpretation 1 Vektorfelder f konnen oftmals als Kraftfelder interpretiert werden,
wobei f(x) die Kraft beschreibt, die im Punkt x auf ein (reales oder gedachtes) Teilchen
wirkt. In diesem Kontext modelliert eine parametrisierte Kurve ¢ die Bahn oder den
Weg eines Teilchens und das Kurvenintegral 2. Art beschreibt gerade die vom Kraftfeld
entlang der Teilchenbahn verrichtete Arbeit.

Bezispiele

1. In der Mechanik entspricht f(x) zum Beispiel einem Gravitationsfeld (dessen
Details von der betrachteten Masseverteilung abhéngen) und das Kurvenintegral
von f bzgl. c ist gerade die mechanische Arbeit die man leisten muss, um ein
gedachtes Probeteilchen mit Einheitsmasse entlang der Kurve c zu verschieben.
Da Gravitationsfelder in der Regel Gradientenfelder sind (siehe unten), kann die
verrichtete Arbeit mit der Differenz der potentiellen Energie zwischen End- und
Anfangspunkt in Beziehung gebracht werden.

2. Analog konnen wir mit Hilfe eines Vektorfeldes f die elektrischen Coulomb-Krifte
beschreiben, die von einer statischen Ladungsverteilung im Raum erzeugt werden
und auf ein Probeteilchen mit Einheitsladung wirken. In der Elektrodynamik
sind die Kraftfelder aber dynamisch, d.h. f wird nicht nur von der Ortsvariablen
x, sondern auch noch von der Zeit ¢ abhédngen. Beachte auch, das magnetische
Lorentz-Kréfte anders sind, da sie nicht nur von der Position, sondern auch von
der Geschwindigkeit des Teilchens abhéngen.

Ergénzung Die Mathematik ignoriert in der Regel alle physikalischen Einheiten,
wobei diese Strategie viele Vorziige, aber auch einige Nachteile mit sich bringt. Wir
wollen zur Vollstdndigkeit und fiir den Standardfall die physikalischen Dimensionen
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aller Grofen sowie die entsprechenden SI-Einheiten auflisten:

t,dt Zeit bzw. Sekunde
Cj : Lange bzw. Meter
La Met
¢j . Geschwindigkeit = ;;ie bzw. Seki:c;e
M -La Kil - Met
Lo Kraft = MEsseLAnge (o o Kilogramm - Meter
Zeit Sekunde
Arbeit Kil - Meter?
<f, (':> : Leistung = d fel bzw. Watt = rogfamm 3e il
Zeit Sekunde

Das Kurvenintegral ist eine Arbeit = Kraft-Lange mit SI-Einheit Joule = Newton-Meter.

Interpretation 2 Beschreibt f das Geschwindigkeitsfeld einer Stromung (etwa von
Wasser), so quantifiziert das Kurvenintegral wie viel Stromungsmittel entlang der
Kurve flieftt. Insbesondere konnen wir die Zirkulation entlang einer geschlossenen Kurve
auswerten. Bei Kraftfeldern liefert die Zirkulation gerade die Arbeit, die entlang einer
geschlossenen Kurve verrichtet wird.

Ausblick: Es gibt einen inneren Zusammenhang zwischen den Konzepten Zirkulation
und Rotation, den wir im néchsten Kapitel genauer studieren werden: Ist c¢ eine
geschlossene planare Kurve ohne Doppelpunkt, die den Rand einer Menge B im
richtigen Umlaufsinn parametrisiert, so ergibt sich die Formel

/f(x)-dX:/rotf(x)dx

c B

aus der zweidimensionalen Variante des Satz von Stokes

Theorem (Invarianz bei Reparametrisierung) Seienc:/ — D und ¢ : I—-D
zwei Kurven, so dass die Gleichungen

¢(t) = c(h(?)) und c(t) = 6(%(1&))

fiir alle t € I und ¢ €~I~ sowie zwel bijektive, monoton wachsende und zueinander
inverse Funktionen h : I — [ und h : [ — [ erfiillt sind. Dann gilt

/ f(x) ds = / fx)ds  baw. / F(x) + dx = / £(x) » dx

C [

fiir jedes f : D — R bzw. f : D — R".

Beweis: Wir beweisen nur die zweite Formel; die Herleitung der ersten erfolgt analog.
Nach Voraussetzung und Kettenregel gilt

~\ dh

f(e@) =£(ct@).  FO="FEO) GO

und die Transformationsformel fiir 1D-Integrale liefert

te le

/f(x)-dx: /f(e@). E(f)ai = /f(c(h(f))). ) S (0 a
:/ef<c(t)> . j;(t) dt:/f(x)odx
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wobei die Details der Substitution durch
N N dh ~
t=n(t), ta=h{ta), te=h(l), dt:E(E) di
beschrieben sind.

Bemerkungen

1. Im Theorem ist die Kurve ¢ eine Reparametrisierung von ¢ und umgekehrt, wobei

die Parameterwechsel durch die Funktjonen h bzw. h verrr}ittelt werden. Da diese
invers zueinander sind, gilt auch ¢ = h(h(f)) bzw. t = h(h(t)).

2. Das monotone Wachstum von A und h ist wichtig, da aus t, < t. bei monoton
fallenden Reparametrisierungen #, = h(t,) > t = h(t.) wird, d.h. ein Wechsel im
Durchlaufsinn stattfindet. Bei Kurvenintegralen der 2. Art &ndert sich dadurch
das Vorzeichen, wohingegen Kurvenintegrale der 1. Art (zum Beispiel die Lénge
der Kurve) unveréndert bleiben.

3. Reparametrisierungen der Bauart { = t — ¢, mit festem t, entsprechen einer
Zeitverschiebung, wohingegen ¢ = ot mit Konstante ¢ > 0 eine uniforme
Beschleunigung (oder Entschleunigung) der Zeit beschreibt. Alternativ kann man
diese Parameterwechsel als Wahl einer Referenzzeit bzw. einer anderen Zeiteinheit
interpretieren.

4. Es gibt viele sinnvolle und wichtige Reparametrisierungen, bei denen ¢, aber nicht
t als Zeit interpretiert werden kann. In diesem Fall benutzt man an Stelle von
t und ¢ gerne andere Notationen und schreibt meist ’ statt = fiir die Ableitung
nach dem Kurvenparameter. Ein prominentes Beispiel ist die Reparametrisierung
einer Kurve nach ihrer Bogenlidnge (siehe unten), bei der ¢ durch den Parameter
s ersetzt wird, fiir den ds = ||€(t)]| d¢ gilt.

Addition und Subtraktion mit Kurven Sind c¢; und ¢, zwei Kurven mit

ci(tie) = c2(t2a), t1,e =12,

so kénnen wir diese ,,zusammenkleben® (siche Bild). In Formeln beschreiben wir dies
durch die Kurve

_ cl(t) fiir tl,a S t S tl,ea
(c1®c)(t) = { co(t)  fiirty, <t <tye,

wobei wir das Parametrisierungsintervall [t; ,, t2 o] zu Grunde gelegt haben.
Zu einer gegebenen Kurve ¢ konnen wir durch
(©c)(t) :=c(2t, — 1) t € [te, 2t — 4]

ihre Umkehrung ©c einfithren, deren Anfangs- bzw. Endpunkt gerade der End- bzw.
Anfangspunkt von c ist und die dieselbe Bildmenge wie ¢, aber diesmal andersrum
durchlauft. Diese Konstruktion entspricht gerade dem Wechsel des Durchlaufsinns.
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Sind ¢; und ¢y zwei Kurven mit identischen Endpunkten c;(t1 ) = ca(s,), so startet
die Kurve

Cc;1 ©Cy ::C1®(602)

im Punkt ¢, (1 »), lauft so wie ¢; zum gemeinsamen Endpunkt, um anschliefend sich
rickwirts entlang von ¢y zum Punkt cy(ts,,) zu bewegen (siche Bild).

Abbildung Die Addition (links) und Subtraktion (rechts) von jeweils zwei Kurven sowie die
Umkehrung einer Kurve (Mitte). Der Durchlaufsinn ist durch die farbigen Pfeile angegeben.

Beispiel Die planare Kurve

cos (t)

CZ(sin(t)) : t €0, 27

durchlauft die Einheitskreislinie genau einmal in mathematisch positiver Richtung, also
entgegen dem Uhrzeigersinn, wohingegen &c¢ dasselbe, aber im Uhrzeigersinn tut. Die
Kurven ¢ & ¢ bzw. ¢ ® ¢ & c laufen auch im Uhrzeigersinn, aber passieren dabei jeden
Punkt der Kreislinie zwei- bzw. dreimal.

Rechenregeln fiir Kurvenintegrale Unsere Definitionen implizieren die folgenden
Aussagen fiir Kurvenintegral der 2. Art:

1. (Linearitat bzgl. f) / (af(x) + df(x)) cdx =« /f(x) edx + & /f(x) «dx

Cc Cc (¢

2. (Additivitdt bzgl. der Kurve) / f(x)sdx = /f(x) «dx + /f(x) « dx

ci1dca c1 [

3. (Subtraktivitét bzgl. der Kurve) / f(x)edx = /f(x) e dx — /f(x) . dx
c10¢c2 c1 c2

Analoge Rechenregeln gelten fiir Kurvenintegrale 1. Art, wobei auf der rechten Seite
der dritten Formel die beiden Teilintegrale addiert (und nicht subtrahiert) werden.

Bemerkung Ein Spezialfall der dritten Formel ist

[r60as=+ [160ds. [roeax=— [00-ax

oc c

wobei die unterschiedliche Vorzeichen auf der jeweiligen rechten Seite geometrisch und
physikalisch plausibel sind: Die Lénge einer Kurve &ndert sich nicht beim Wechsel des
Durchlaufsinnes und analoges gilt fiir jedes Kurvenintegral 1. Art. Bei Kurvenintegralen

Michael Herrmann: Analysis fir ET [(cc Version vom 10. Juli 2024



268 9. Kurventheorie

der 2. Art ist dies jedoch anders. Denn wenn W die mechanische Arbeit bezeichnet,
um ein Teilchen entlang einer Kurve von ihremAnfangspunkt zu ihrem Endpunkt zu
bewegen, so muss die Arbeit —W verrichtet werden, um das Teilchen auf der Kurve
zuriickzubewegen.

9.3 Lange von Kurven und Bogenlange

Definition Fiir eine stetig differenzierbare Kurve c : [t,, to] — R" wird

len (c) :—/Hé(t)Hdt

die Lange von c genannt.

Bemerkungen

1. Da die Lange ein spezielles Kurvenintegral 1. Art ist, gilt auch das Theorem iiber
die Invarianz unter Reparametrisierung. Besonders interessant ist dabei der Fall,
dass es keine (oder nur endlich viele) Doppelpunkte gibt, denn dann ist len (c)
eine geometrische Eigenschaft des Bildes C' = im (c). Wir schreiben daher oftmals
auch C' statt ¢ und in diesem Sinne gilt

len(C):/lds.

C

Klarstellung: Wir brauchen aber in der Regel eine Parametrisierung ¢, um die
Lange des geometrischen Objektes C' iiberhaupt ausrechnen zu kénnen. Es ist
jedoch egal, welche Parametrisierung wir wahlen.

2. Fiir viele praktisch relevante Kurven (zum Beispiel Ellipsen) koénnen wir das
Integral der Léange nicht exakt, sondern nur approximativ berechnen.

3. Die Abschétzungen fiir Kurvenintegrale implizieren
len (c) > ||c(te) - c(ta)” ,
das heifit die Léange einer Kurve ist niemals kleiner als der euklidische Abstand
ihrer Endpunkte.
Bezispiele

1. Ist ¢ die oben angegeben Parametrisierung der Verbindungsstrecke zwischen zwei
Punkten a, b € R", so gilt

¢c(t)y=b—a

fir alle ¢t € [0, 1] und wir erhalten via

len (c) = / b — af| df = Hb—aH/ldt b —al

das erwartetet Resultat.
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2. Der Rand der zweidimensionalen Kreisscheibe mit Radius ¢ wird durch
_ (ocos(t) _
c(t)_(gsin(t)> , tel=1|0,2n]
parametrisiert, wobei dann
o [—osin(t) S
o= ([0mD) el

gilt und wir mit
27
len (c) = /th =27p
0
die bekannte Formel fiir den Kreisumfang wiederentdecken.
Erginzung: Fur I = [0, 7] liefert das Langenintegral den Wert o7 als Lénge des
Halbkreises. Mit der Wahl I = [0, 4 7] erhalten wir jedoch len (c) = 4 7 p, da nun

der Kreis zweimal durchlaufen wird und es daher unendlich viele Doppelpunkte
gibt.

Achtung: Bei der Berechnung geometrischer Langen muss die Parametrisierung c
so gewahlt werden, dass die Punkte in C' nur einmal durchlaufen werden, wobei
endlich viele Ausnahmen (zum Beispiel in Anfangs- und Endpunkten) zulédssig
bzw. unproblematisch sind.

3. Die Formel
c(t) = (Ql o8 (t)) , tel=1|0,2n]

02 sin (t)
parametrisiert eine achsenparallele Ellipse C, die die Punkte (£p;, 0) und
(0, +09) enthélt. Die Lange von C' ist durch das elliptische Integral
PR
len (c) = / \/g% cos? (t) + o3 sin? (t) dt

0

gegeben, fiir das es aber keine explizite Formel gibt (es sei denn, es gilt o; = 09).
4. Fiir die Kardioide erhalten wir
OB + cos (t) — sin (t)
¢(t) = —sin (¢) <—|—sin (t)> + (1 + cos (1)) (+ cos (1)) °

wobeil auf der rechten Seite zwel zueinander senkrechte Vektoren stehen. Aus
direkten Rechnungen sowie dem Additionstheorem cos () + 1 = 2 cos® (1 t) folgt

le(t)] = \/Sin2 (t) + (1 + cos (t))2 = /2 (1+cos (t)) = 2|cos (3 )],

und wir berechnen

27

27 ™
len (c) = 2/ |cos ($1)] dt = 2/cos (¢)dt - Q/Cos (t)dt
0 0 T
— afsin (30))177 —4[sin (3] = 5 sin (37) 8
mithilfe des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung.
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Parametrisierung durch Bogenlange

Vorlesung 20: 10. Juni

Bogenlinge Ist c: [t,, t.] — R™ eine stetig differenzierbare und reguldre Kurve, so

wird durch
t
~ [ et ar
ta

eine strikt monoton wachsende und stetig differenzierbare Funktion [ definiert. Diese
bildet das Intervall [t,, t.] bijektiv und strikt monoton wachsend auf das Intervall
[0, len (c)] ab und wird die Bogenlédngenfunktion von ¢ genannt. Sie ist insbesondere
invertierbar und ihre Ableitung

i(t) = %(t) = |le@®)]| >0

heiRt infinitisimales Léngenelement von c. Gilt [(t) = 1 fiir alle t € [t,, t.], so sagt man,
c ist nach Bogenldnge parametrisiert. Parametrisierte Kurven mit dieser Eigenschaft
sind besonders wichtig und niitzlich.

Theorem (Reparametrisierung nach Bogenlidnge) Jede stetig differenzierbare
und reguldre Kurve kann nach ihrer Bogenldnge parametrisiert werden.

Beweis: Wir setzen I := [0, len (c)] sowie () := I7} (), wobei [ ! die Umkehrfunktion
der Bogenlédngenfunktion [ ist. Mit der Kettenregel und unter Verwendung der Ablei-
tungsregel fiir Umkehrfunktionen verifizieren wir

ol - el o S0~ iy

und schlieffen, dass

0=|0]-

fiir alle t € I erfiillt ist. Insbesondere ist die Kurve & = ¢ o [~! nach ihrer Bogenlinge
parametrisiert. ]

Bemerkungen

1. FEine analoge Aussage gilt, sofern ¢ nur stiickweise stetig differenzierbar und /oder
stiickweise regular ist. Insbesondere stellen endlich viele Ausnahmepunkte kein
Problem dar.

2. Fiir viele Kurven ist die explizite Berechnung der Bogenlédngen-Parametrisierung
nicht moglich, da entweder die Integrale der Bogenldngenfunktion nicht exakt
ausgewertet werden konnen oder weil keine geschlossene Formel fiir ihre Umkehr-
funktion verfiigbar ist. Die Existenz der entsprechenden Reparametrisierung ist
aber immer gesichert und spielt in vielen Anwendungen sowie mathematischen
Beweisen eine entscheidende Rolle.
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3. Der Bogenldngenparameter wird in der Geometrie und der Physik meist mit s
(und nicht wie im Beweis mit ¢) bezeichnet.

4. In Physikernotation stellt die Formel
ds = [|e(t)|| dt

das Gesetz fiir die zeitliche Anderung des Bogenlingenparameters s dar und
taucht auch in der symbolischen Substitutionsformel des ersten Kurvenintegrals
auf.

Bezispiele
1. Die Bogenldngenparametrisierung der Kreislinie vom Radius p ist durch
_ i~ [ocos (o7 - =
C(ﬂ_(gsin(gli) , tel=10,27g
gegeben, denn der Vektor %(f) besitzt fiir jedes t die Léange 1.

2. Um die Bogenlangenparametrisierung der Kardioide zu berechnen, bestimmen
wir zunéchst die Bogenldngenfunktion der oben angegebenen Parametrisierung.
Dies liefert

l(t):/Hé(T)HdTZQ/|COS (%7)\&:{ 4 sin (31) fir 0<t<r,

8—4sin(3t) firm<t<2m,

wobei die Funktion [ das Intervall I = [0, 27| bijektiv und strikt monoton
wachsend auf das Intervall I = [0, 8] abbildet. Die Umkehrfunktion von [ ist
gerade der gesuchte Parameterwechsel h und wenn wir die Formel ¢ = [(¢) nach
t auflosen, erhalten wir

h(t) = .
(¥ 271+ 2 arcsin(5 ¢t —2) fiir

. 2 arcsin(1 1) fur t
o t
1

Die gesuchte Parametrisierung der Kardioide ist durch

&() = e(h()

gegeben, wobei wir im konkreten Fall und mittels trigonometrischer Identitéiten
die vereinfachten Formeln

. Y 1— 412 .
ct)y=02-3¢%) 1, _ fir ¢ €0, 4]
st/16 — 2

&(0) = (— 6420~ 179) it L fir 7eld s

c(it)=(—0+ — = - — ur c |4,
® LE—8) V48 + 16 — 12

herleiten konnen.

Bemerkung: Eine (allerdings recht aufwendige) Probe zeigt, dass in der Tat
| %(f)” =1 fiir alle £ € I gilt.
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'

Bogenlinge £ = s
Zeit t

[e=}
[e=}

Bogenliinge £ = s 8
0 Zeit t 2w

Abbildung Bei der Bogenlingenparametrisierung der Kardioide muss die strikt monoton wachsende
Bogenléngenfunktion berechnet und anschliefend invertiert werden. Insbesondere gilt h = h =t =1
und h = h=! = [~! und die Formeln # = h(t) bzw. t = h(t) beschreiben den Ubergang von t zu { bzw.
von t zu t.

Kurven und Polygonziige*

Polygonziige als stiickweise stetig differenzierbare Funktionen Seil = [t,, t.]
ein abgeschlossenes Intervall, sei T' = {tq, t1, ..., ti} eine entsprechende Zerlegung mit

ta=to<t1 <...<tny_1<tym=tp

und seien &, ..., &,; € R" paarweise verschiedene Punkte. Die parametrisierte Kurve
Cpoly : [ta, te] = R mit
t—tm1 trn —

& +—"—¢ fir ¢ € [tm1, tm)

oly(t) 1=
Cp ly( ) tm - tmfl tm - tmfl

und alle m € {1, ..., M} nennen wir den Polygonzug durch die gegebenen Punkte
&, Diese Kurve ist stetig und stiickweise stetig differenzierbar, wobei fiir jedes m die
Formeln

€m _ Sm—l

fir ¢, <t<t
tm—tm_l m—1 m

cpoly(tm) = €m7 époly(t) =
erfilllt sind. Insbesondere ist der Tangentialvektor €py(t) auf jedem Zeitintervall
(tm—1, tm) konstant und bis auf den skalaren Normierungsfaktor 1/(t,, — t,,—1) durch

den Differenzenvektor &, — &,,_; gegeben.

Die Lange eines Polygonzuges berechnet sich mit der Definition von oben zu

Y

len (c l)zi 7Hc 1(t)||dt:§: 7 ||€m_€m71H dtZiHﬁ —¢
poly — poly ~ tn_tn—l ot m m—1

T tm—1 T tm—1
das heifit die Integralformel fiir die Lénge liefert gerade die Summe der Léangen der

Verbindungstrecken.

Approximation durch Polygonziige Seien ¢ : [ — R" eine mindestens zweimal
stetig differenzierbare Kurve und 7" eine Zerlegung des Intervalles I = [t,, t.]. Mit der
speziellen Wahl

&n = c(tm)
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9.3. Lénge von Kurven und Bogenldnge 273

erhalten wir analog zu oben einen Polygonzug c,oy (), der zu den Zeiten ¢, durch
dieselben Punkte wie c lauft und als Approximation von ¢ betrachtet werden kann
(siehe dazu das Bild). Insbesondere gelten fiir eine feine Zerlegung die Naherungsformel

len (c) ~ len (cpoly) Z ||€ m71H )

die wir auch als heuristische Herleitung der der Integralformel fiir die Lénge einer
nicht-polygonalen Kurve interpretieren kénnen. Etwas allgemeiner kénnen wir

/f dsm/f )ds ~ mf:lf M€ — €
und -
[0 -ax~ | f<x>-dxz§jlf(sm)~(sm—sm1)

zeigen, wobei die die rechte Seite in jeder der beiden Formeln als verallgemeinerte
Riemann-Summe fiir das jeweilige Integral auf der linken Seite interpretiert werden
kann.

To (M =5 To M =13
A A
® = =¢, Y °
& c(t,)= =& |
’r—e °
R ] Q X
® O
3 ' » °
®
c(tyr) = :SI\[. ([
> T > 11

Abbildung Eine hinreichend gute Kurve (braun) kann beliebig gut durch Polygonziige approximiert
werden. Mit dieser Idee kann jedes Kurvenintegral ndherungsweise in Form einer endlichen Summe
berechnet werden.
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9.4 Grundlagen der Potentialtheorie

Ziel Gradientenfelder spielen in vielen Anwendungsbereichen eine wichtige Rolle. In
diesem Abschnitt untersuchen wir, unter welchen Umstédnden ein gegebenes Vektorfeld
der Gradient einer skalaren Funktion ist oder nicht. Wir setzen dabei immer voraus,
dass D C R™ zusammenhéngend ist und dass f : D — R" stetig ist.

Erinnerung Eine Menge D C R" heifft zusammenhéngend, falls es zu je zwei
Punkten aus D eine verbindende Kurve innerhalb von D gibt. Salopp kann man auch
sagen: Eine Menge ist genau dann zusammenhéngend, wenn sie nicht in zwei oder
mehr, voneinander getrennte, Teile zerfillt.

Gradientenfelder und Potentiale

Theorem (Hauptsatz iiber Kurvenintegrale der 2. Art) Die folgenden drei
Aussagen sind paarweise dquivalent:

1. Das Vektorfeld f ist zirkulationsfrei, d.h. es gilt

/f(x)-dx:O

C

fiir jede geschlossene Kurve ¢ in D.

2. Das Kurvenintegral bzgl. f ist wegunabhéangig, d.h. es gilt

/f(x)-dx:/f(x)-dx

C1 C2

fiir je zwei Wege c¢; und ¢y in D, die denselben Anfangspunkt mit demselben
Endpunkt verbinden.

3. Das Vektorfeld f ist ein Gradientenfeld, d.h. es existiert eine stetig differenzierbare
Funktion v : D — R, so dass

£(x) = grad ¥(x)

fiir alle x € D gilt. Dabei wird 1 das Potential von f genannt.

Beweis*: Wir weisen die Auivalenzen (1.) < (2.) und (2.) < (3.) nach, wobei jede in
Form von zwei Implikationen etabliert wird. Die Giiltigkeit von (1.) < (3.) ist dann
automatisch sichergestellt.

(1.) = (2.) und (2.) = (1.): Zwei gegebene Kurven c¢; und cp mit identischem
Anfangs- und Endpunkt konnen via ¢ := ¢; © ¢ zu einer geschlossenen Kurve vereint
werden (siehe Bild). Unter Verwendung von (1.) erhalten wir dann

0—/f(x)-dx—/f(x)-dx—/f(x)-dx

c I c2

und damit (2.) nach Umstellung der Terme. Umgekehrt kann jede geschlossene Kurve
c als ¢ = ¢; © ¢y geschrieben werden und unsere Formel zeigt deshalb, dass (2.) aus
(1.) folgt.
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(3.) = (2.): Wir hatten schon oben gesehen, dass die Existenz von ¢ die Formel

/ grad (x) » dx = w(ck(the)) . w(ck(tk,a))

Ck

fir K = 1 und k = 2 impliziert, wobei ¢, bzw. t;, . die Anfangs- und Endzeit der Kurve
c;, bezeichnet. Hieraus ergibt sich sofort die Wegunabhéngigkeit.

(2.) = (3.): Dies ist der anspruchsvollste Teil des gesamten Beweises, aber die zu
Grunde liegenden Ideen sind eigentlich sehr naheliegend (siehe wieder das Bild) und
spiegeln wichtige physikalische und geometrische Prinzipien wider. Wir fixieren einen
beliebigen Punkt &£, € D, wihlen fiir jeden anderen Punkt £ € D eine Kurve c¢_ ¢, die
&, mit € verbindet, und setzen

w(ﬁ') = / f(x)edx.
Ce,. &
Es wird sehr viele solcher Kurven geben, die von &, nach £ fithren, aber die Bedingung
(2.) garantiert, dass (&) trotzdem wohldefiniert ist, eben weil jede Kurve denselben
Wert fiir das Integral liefert. Ist ¢ € D ein weiterer Punkt und sind cg¢ ¢ bzw. c¢ ¢

eine beliebige Verbindungskurve von &, nach & bzw. von ¢ nach & (siehe das Bild), so
implizieren (2.) sowie die Rechenregeln fiir Kurvenintegrale die Formel

@)= [ te9ax= [ geedxt [ t0eax=0(Q) + [ f6x)+dx,

C¢,,cPce g Ce,. ¢ C¢. ¢ c¢. ¢

da auch die Kurve cg_ ¢ @ c¢ ¢ die Punkte §, mit £ miteinander verbindet. Liegen die
Punkte £ und ¢ nahe beieinander, so kénnen wir annehmen, dass f sich auf c¢ ¢ nur
wenig dndert. Insbesondere gilt dann f(x) & f(£) entlang dieser Kurve und wir erhalten
die Ndherungsformel

/f<x>-dx: /f(&)-dx+0(||£—cn2) —£(E)- (6~ ¢) +O(llE — ¢IP).

wobei wir das approximative Kurvenintegral mit dem (aus Sicht von x) konstanten
Vektorfeld explizit berechnet haben. Insgesamt ergibt sich

(&) —v(C) =£(&) = (- ¢)+0(lg - ¢IIP)

und wir schliefen, dass 1) im Punkt £ in der Tat differenzierbar mit grad (&) = £(§)
ist. Da & beliebig war, kénnen wir am Ende & durch x ersetzen und haben damit (3.)
aus (2.) abgeleitet. O

-

Abbildung Der Beweis des Hauptsatzes in Bildern, wobei links bzw. rechts die Schritte (1) < (2)
bzw. (2) = (3) illustriert sind.
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Bemerkungen

1. Das Potential ¢ ist nicht eindeutig, sondern nur bis auf eine Konstante bestimmt.

Oder anders gesagt: Sind ) und ) zwei Potentiale von x, so gilt 1(x) = 1(x) +d
fiir alle x € D mit einer Konstanten d € R, die nicht von x abhéngt. Physikalisch
meint dies, dass man das Potential in einem frei wiahlbaren Punkt Null setzen
darf (die sogenannte Erdung in der Elektrostatik). Die (harmlose) Mehrdeutigkeit
erkennen wir auch im letzten Beweisschritt, da dort der Punkt &, beliebig gewahlt
wurde und ¢(€,) = 0 fir das konstruierte Potential gilt.

Der Hauptsatz iiber Kurvenintegrale ist eine von mehreren Verallgemeinerungen
des eindimensionalen Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung. Weitere
Verallgemeinerungen sind die Integralsétze von Gaufs und Stokes.

Ist D nicht zusammenhéngend, so kann der Hauptsatz auf jeder Zusammenhangs-
komponente, d.h. auf jedem der separierten Teile, von D angewendet werden.
Zwei Potentiale zu f werden sich dann aber nicht mehr nur durch eine globale
Konstante unterscheiden, sondern auf jeder Komponente kann es eine andere
Konstante geben.

Achtung: In der Physik wird manchmal eine andere Vorzeichenkonvention
getroffen. Die Gleichung

f(x) = + grad ¢(x)
wird dort meist als

f(x) = —grad ¢(x)

geschrieben, das heiftt das physikalische Potential

$(x) = —1(x)

ist aus mathematischer Sicht eigentlich das negative Potential und umgekehrt.

Bemerkung: Vergleichbare Argernisse gibt es bei den Vorzeichenwahlen der
mathematischen und physikalischen Entropie, der physikalischen und technischen
Stromrichtung sowie bei den vielen unterschiedlichen Definitionen der Fourier-
Transformation.

Der Hauptsatz iiber Kurvenintegrale ist von fundamentaler Bedeutung (auch in
den Anwendungswissenschaften), da er unter allen Vektorfeldern die Klasse der
Gradientenfelder identifiziert. Mit ihm kann man zum Beispiel sehr leicht zeigen,
dass fiir ein gegebenes Vektorfeld kein Potential existiert, denn man muss ja
nur eine geschlossene Kurve angeben, fiir die das entsprechende Kurvenintegral
nicht verschwindet. Will man allerdings zeigen, dass ein gegebenes Vektorfeld
tatsdchlich Gradientenfeld ist, so ist der Hauptsatz eher ungeeignet, da man zum
Beispiel alle denkbaren geschlossenen Kurven betrachten muss. Wir werden unten
auf diesen Aspekt zuriickkommen.
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Bezispiele

1. Fiir jedes v € R" besitzt das entsprechende konstante Vektorfeld ein lineares
Potential, wobei dann

f) =v.  ¥)=(xv)
fiir alle x € R™ gilt.
2. Analog gilt
f) = A-x,  (x)=L(A x x)

2

fiir jedes lineare Vektorfeld mit symmetrischer Matrix A = AT € R,

3. Das dreidimensionale Vektorfeld

2 T+ To X3
f(x) = T1 T3
MO )

ist ein Gradientenfeld auf D = R?, denn wir kénnen durch scharfes Hinsehen das
Potential

1/J(X) = JT% + T1 X2 T3

ablesen. Alternativ konnen wir es auch durch Kurvenintegrale berechnen. Mit
den Notationen des Beweises wahlen wir zum Beispiel

0 t&
E,=0=1|(0], ce ¢(t) = | t& mit ¢ € [0, 1],
0 t&3

d.h. wir verbinden den Ursprung &, mit jedem Punkt £ durch ein Geradenstiick.
Durch diese Wahl sind die Integrale relativ einfach zu berechnen und wir erhalten
via

b2t + 1P EEs &1
wo = [tax= [ eas |- (é]) a
0 2 & & &3

Ce, €
1

:/(2§%t+351§2§3t2)dt

t=1 _

0
=& [tQHzé +646G [P, =8 +6a6E
das gleiche Ergebnis fiir v, sofern wir am Ende x statt & schreiben.
4. Wir konnen fiir jedes n > 2 und das Zentralfeld
fx) —c [xI” x,  x#0

leicht nachrechnen (mit 0., ||x|| = x;/||x||), dass durch
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ein entsprechendes Potential auf R™ \ {0} definiert wird, wobei ¢ eine reelle
Konstante und p # —2 ein gegebener Exponent ist. Insbesondere gilt

/f(x) sdx = p+2 ( ||c(te)||p+2 - ||c(ta)||p+2)

(¢}

fir jede Kurve ¢, die nicht durch 0 lauft (dort besitzt das Vektorfeld fir p < —2
eine Singularitit). Fiir p = —2 lautet die entsprechende Formel jedoch

Y(x)=cln(|x]),

und mit n = 2 erhalten wir gerade das elementare Quellenfeld fq in 2D.

Wichtiger Spezialfall: Mit n = 3, p = =3, ¢ = —m ¢, ergibt sich fiir

X
f(x) = —mecg—ms
1]
via

O(x) = —h(x) = —5—=

x|
gerade das physikalische Gravitationspotential einer im Ursprung konzentrierten
Punktmasse, wobei m die Masse und ¢, die universelle Gravitationskonstante

ist. Mit einer anderen Wahl der Konstanten erhalten wir das dreidimensionale
elektrische Feld, dass von einer Punktladung erzeugt wird.

Integrabilitatsbedingungen

Ziel Wir untersuchen nun, ob und wie wir einem Vektorfeld direkt ansehen kénnen,
ob es ein Gradientenfeld ist. Wir setzen dabei immer voraus, dass f : D — R" nicht
nur stetig, sondern sogar stetig differenzierbar ist.

Notwendige Bedingungen Gilt f = grad, d.h. f; = 0,,%, so impliziert der Satz
von Schwarz die Bedingung

aasj Ji (X) = aﬂczfj (X)

fir alle x € D und alle i,5 = 1..n mit ¢ # j. Oder anders gesagt: f kann nur
dann ein Gradientenfeld sein, wenn die Jacobi-Matrix Jf(x) € R"™™ in jedem Punkt
symmetrisch ist. Die Frage ist nun, ob auch die Umkehrung gilt.

Bemerkung : Fiir n = 2 gilt offensichtlich

JE(x) = (Jf(x))" &  rotf(x)=0,
und fiir n = 3 verifizieren wir analog

JE(x) = (Jf(x))" &  rotf(x)=0.

Die Rotation von f misst also gerade die Asymmetrie der (2,2)-Matrix Jf(x) und wir
sehen, dass nur rotationsfreie Vektorfelder auch Gradientenfelder sein konnen.
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Beispiel und Gegenbeispiel Wir betrachten in zwei Dimensionen das elementare
Wirbelfeld fy sowie das elementare Quellenfeld fg, die auf der Menge D = R? \ {0}
durch die Formeln

1 +I’1 1 —XT2
fo(x) = ——— fw(x) = ———
a(x) x? + 23 (—I—Iz) ’ wix) x? + 23 <+$1>
gegeben sind. Die entsprechenden Jacobi-Matrizen berechnen sich zu
o) = s (B0 1)
(22 4+ 22)* \ 7122 Ty — X
bzw.
J(x) = — - (rr w
(22 + 22)° x5 — 3 RESES

und sind offensichtlich symmetrisch. Beide Vektorfelder sind also auf der Menge D
rotationsfrei (zusétzlich sind sie auch noch divergenzfrei, aber das interessiert uns im
Moment nicht) und erfiillen damit die notwendigen Bedingungen in jedem Punkt x # 0
(fiir x = 0 sind die Terme nicht definiert). Wir hatten aber schon oben gesehen, dass
das Quellenfeld ein Potential besitzt, ndmlich

valx) = /ot +43).

Fiir das Wirbelfeld gilt dies jedoch nicht, obwohl es die notwendigen Bedingungen
erfiillt. Wenn wir fyy zum Beispiel iiber der Rand der Einheitskreisscheibe integerieren,
ergibt sich mit

cos ()

c(t) = <sin (t)) : telo,2m]

sowie den Nebenrechnungen

f (c(t)) = (; (fg; 8) —&(t),  fw(c(®)eet) =1
und
/fw(xt) -dX:/ldt:27r

ein von 0 verschiedener Wert fiir das Kurvenintegral 2. Art. Der Hauptsatz impliziert
daher, dass fyy kein Gradientfeld sein kann.

Folgerung Die notwendigen Bedingungen sind nicht hinreichend.

Bemerkung Es existieren zwei ,,Probleme” bei fiy : Zum einen gibt es die Singularitat
bei 0, aber dieses Loch im Definitionsbereich D existiert es auch bei fg. Das zweite
Problem ist, dass das Drehfeld fyy um dieses Loch rotiert, wohingegen fq dies nicht tut,
sondern als Zentralfeld von diesem Loch wegzeigt. Wir werden diesen Aspekt in der
Vorlesung Héhere Analysis fiir Elektrotechnik noch genauer studieren und viel besser
verstehen.
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elementares Quellenfeld elementares Wirbelfeld
+1>‘»‘»\LAAAA44444 +1>.. ,,,,,,,,,
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-1 0 +1 -1 0 +1
X1 X1

Abbildung Links: Das elementare Quellenfeld beschreibt zum Beispiel das Geschwindigkeitsfeld
einer idealen Fliissigkeit, dass aus einer im Urspung konzentrierten Quelle sprudelt. Das elementare
Wirbelfeld entspricht dagegen einer idealen Fliissigkeit, die um eine Singularitdt um Urspung zirkuliert.

Einfach zusammenhingende Mengen Zusammenhidngende Mengen kénnen sehr
unterschiedliche Eigenschaften haben und man unterteilt bzw. klassifiziert sie nach
der Anzahl ihrer wesentlichen Ldécher, wobei eine Menge ohne wesentliches Loch
einfach zusammenhéngend genannt wird. Ob ein Loch als wesentlich oder unwesentlich
anzusehen ist, hangt allerdings ganz entscheidend von der Struktur des Loches sowie
der Dimension n ab.

In zwei Dimensionen sind alle Locher wesentlich und die Mathematik kennt die
folgenden drei Charakterisierungen, die paarweise dquivalent sind und jeweils die
Existenz von Lochern ausschliefsen:

1. (Komplementarmenge) Die Menge R"™ \ D ist zusammenhéngend.

2. (Nullhomotopie) Jede geschlossene Kurve ¢ in D kann innerhalb von D solange
stetig deformiert werden, bis sie auf einen Punkt zusammengeschrumpft ist. Siehe

dazu das Bild.

3. (Nullhomologie) Die Windungszahl jeder geschlossenen Kurve ¢ in D bzgl. eines
dukeren Punktes x, ¢ D ist Null. Das Konzept von Windungszahlen wird in der
Hoéhere Analysis fiir Elektrotechnik eingefiihrt.

In drei oder mehr Dimensionen wird es uniibersichtlicher, da es nun auch unwesent-
liche Locher geben kann und die obigen Bedingungen nicht mehr dquivalent sind. Fiir
n > 3 ist eine Menge D C R" genau dann einfach zusammenhéngend, wenn sie die
zweit Eigenschaft besitzt. Die anderen beiden Kriterien diirfen nicht mehr verwendet
werden.

©®® © o

Abbildung Links: Zwei Beispiele fiir eine einfach zuammenhiingende Menge D C R? (griin), wobei
die vier farbigen Kurven jeweils eine Nullhomotopie der orangen Kurve illustrieren. Rechts: Zwei
Beispiele fiir eine nicht einfach zuammenhiingende Menge D C R?(rot, mit einem bzw. zwei Lochern),
wobei jede der blauen Kurven innerhalb von D nicht auf einen Punkt zusammengezogen werden kann.
Aufserdem verschwindet ihre Windungszahl nicht, sofern diese bzgl. des blau markierten Punktes
ausgewertet wird.
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Bemerkungen

1. Konvexe Mengen sind immer einfach zusammenhéngend. Dabei wird D C R”
konvex genannt, wenn die Implikation

xeD, xeD, tel0,1] = (1-t)x+txeD

gilt, d.h. wenn zu je zwei Punkten aus D auch die entsprechende Verbindungs-
strecke ganz zu D gehort. Der Ganzraum R™ ist immer konvex und damit auch
einfach zusammenhéngend (fiir jedes n).

2. In 2D sind insbesondere auch Einpunktlocher wesentlich, d.h. die punktierte Ebene
R?\ {0} ist zum Beispiel nicht einfach zusammenhéngend. Solche Einpunktlécher
sind oftmals mit Singularitdten von Vektorfeldern verbunden.

3. Singularitédten in 3D sind zwar immer noch mit Einpunktlocher verbunden, aber
diese sind nicht mehr wesentlich und kénnen nicht den einfachen Zusammenhang
einer Menge zerstoren. Der punktierte Raum R3\ {0} ist also einfach zusammen-
hiingend. Dasselbe gilt fiir R* \ B,(0), d.h. wenn das Loch nicht nur aus einem
Punkt, sondern aus einer ganzen Kugel besteht. Die Mengen

R3\{(:E1,x2, x3) x%+x§:1, x3 =0}, Rg\{(xl,xQ, x3) : x1 = x9 =0}

sind jedoch beide nicht einfach zusammenhéngend, d.h. Locher in Form einer
Kreislinie oder einer Geraden sind in 3D wesentlich.

Hinweis: Im Rahmen dieser Vorlesung miissen Sie nicht entscheiden kénnen, ob
eine vorgelegte Menge D C R” einfach zusammenhéngend ist oder nicht.

Theorem (Integrabilitidtsbedingungen fiir Vektorfelder in nD) Ist D C R”
einfach zusammenhéngend und f : D — R" stetig differenzierbar, so ist f genau dann
Gradientenfeld, wenn Jf(x) fiir jedes x € D eine symmetrische Matrix ist.

Bemerkungen

1. Auf einfach zusammenhéngenden Mengen sind also die notwendigen Bedingungen
von oben auch hinreichend fiir die Existenz eines Potentials zu einem gegebenen

Vektorfeld f.

2. Die notwendigen Bedingungen, d.h die Symmetrieforderung an die Jacobi-
Matrix, nennt man aus historischen Griinden die Integrabilititsbedingungen an
das Vektorfeld f. Sie sind in der Regel leicht auszuwerten, da nur Ableitungen
berechnet werden miissen.

3. Will man das Potential ¢/ zu einem gegebenen Vektorfeld f berechnen, so kann
man — wie im Beweis des Hauptsatzes beschrieben — Kurvenintegrale benutzen. In
der Praxis versucht man jedoch meist, eine entsprechende partielle Differential-
gleichung zu l6sen (siehe den Ausblick unten). In konkreten Féllen kénnen wir
Y auch direkt durch mehrere eindimensionale Integrationsschritte ableiten (siehe
das néchste Beispiel).
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Beispiel Wir wollen untersuchen, fiir welchen Wert des Parameters p € R das
dreidimensionale Vektorfeld

sin (z3) + pexp (z2)
f(x) = x3 exp (x2)
exp (z2) + x1 cos (x3)

ein Gradientenfeld auf der einfach zusammenhingenden Menge D = R? ist. Dazu
priifen wir die Integrabilitdtsbedingungen, indem wir die Rotation von f auswerten
(siche oben). Einfache Rechnungen liefern

Oy (€xp (2) + 21 08 (23)) — Ony (23 exp (22))
rot f(x) = [ 0y, (sin (z3) + pexp (z2)) — Oy, (exp (z2) + 21 cos (23))
O, (xg exp (.7:2)) — O, ( sin (z3) + pexp (:UQ))
0
= 0
—pexp (z2)

und wir folgern, dass nur im Fall p = 0 ein Potential ¢ fiir f existiert. Fiir dieses Beispiel
wollen wir mit p = 0 eine entsprechende Formel direkt, d.h. ohne Benutzung von
Kurvenintegralen, ableiten. Durch Auswertung der ersten Gleichung 0,9 (x) = f1(x)
und Anwendung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechung — bzgl. der
Variablen x; und bei festgehaltenen 9, x5 — schlieffen wir, dass

P(x) =z sin (z3) + a(xs, x3)

gelten muss, wobei (9, x3) eine Integrationskonstante ist, die von x5 und z3 abhéngen
darf. Die zweite Gleichung 0,,%(x) = f2(x) kann nun als

Op,0(9, T3) = x3 €xp (x3)
geschrieben werden und liefert
a(zy, v3) = 3 exp (22) + B(z3), Y(x) =y sin (x3) + 23 exp (z2) + B(x3)

mit einer Integrationskonstanten 3(x3). Aufgrund der verbleibenden dritten Gleichung
O3 0(x) = f3(x) erhalten wir

0, B(x2) = 0
und insgesamt
(%) =z sin (z3) + x5 exp (v2) +7,
wobei die finale Integrationskonstante v nicht von 1, x5 oder x3 abhéngt.
Ausblick: Poisson-Gleichung fiir Potentiale* Die Gleichung grad ¢ (x) = f(x)
impliziert
Ay (x) = div grad ¢(x) = div f(x)

wobel A = 92 +...+02 der Laplace-Operator ist und die rechte Seite aus f berechnet
werden kann. Diese partielle Differentialgleichung kodiert das sogenannte Poisson-
Problem und kann benutzt werden, um das Potential ¢ aus f zu berechnen, wobei
dann noch geeignete Randbedingungen an 1 auf 0D gestellt werden kénnen.
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Ausblick: Helmholz-Zerlegung von Vektorfelder* Man kann — zumindest in
2D und 3D — jedes Vektorfeld f : D — R" via

f(x) = fp(x) + fr(x)

in einen divergenzfreien Anteil fp und einen rotationsfreien Anteil fg zerlegen, wobei auf
einer einfach zusammenhéngenden Menge D der rotationsfreie Anteil auch als Gradient
eines Potentials geschrieben werden kann. Diese Zerlegung ist im Allgemeinen nicht
eindeutig, aber sehr wichtig in der Hydro- und Elektrodynamik.
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Kapitel 10

Integralsatze in 2D

’Vorlesung 21: 14. Juni

10.1 Gauld und Stokes auf Quadern

Ziel Wir leiten die wichtigen Integralsdtze von Gaul und Stokes zunéchst auf
zweidimensionalen Quadern her und werden diese anschlieffend verallgemeinern.

Rand zweidimensionaler Quader Der Rand des Quaders @ = [ay, b1] X [ag, bo]
besteht aus vier Streckensegmenten und kann auch als Bild der parametrisierten Kurve

( _—
(alH t“) fiir to < t < t,
a2

g fitr £, < t < 1
(- )

fir tg S t S t3
by

( “ ) fiir t5 <t < t,
\

by —t + 13
interpretiert werden kann. Die Zeitpunkte tq, t1, to, t3, t4 geniigen dabei den Formeln
th—to =1tz —ta=b1 —ay, ty =ty =ty —t3=by — az
bzw.

m=ctt= (%) = (1) = (). c=(2)

und wir verifizieren

fiirtg <t <ty
furt1§t§t2

fllI'thtStg

fiir t5 <t <ty
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durch einfache Rechnungen.

Diese Parametrisierungsformeln moégen auf den ersten Blick kompliziert aussehen,
aber sie beschreiben etwas ganz Einfaches: Ein gedachter Punkt bewegt sich mit
konstantem Geschwindigkeitsbetrag auf dem Rand des Quaders. Er startet zur Zeit
to in der linken unteren Ecke mit Koordinaten (a;, as) und bewegt sich zunéchst nach
rechts, bis er zur Zeit ¢; in der rechten unteren Ecke (b, as) ankommt. Danach lduft
er nach oben bis zur Zeit ty, zu der er die obere rechte Ecke (b, by) erreicht hat.
Anschliefsend bewegt er sich solange nach links, bis er zur Zeit ¢3 in der linken oberen
Ecke (aj, by) zu finden ist. Dort wendet es sich nach unten und kehrt zur Zeit ¢4
schlielich zu seinem Ausgangspunkt in der linken unteren Ecke zuriick.

In jedem Punkt x des Randes von @ (mit Ausnahme der vier Eckpunkte) kénnen

wir durch
([(+1 i _ 0 .
0 ur ro = ag 1 ur ro = ag
0 . +1
<+1) fir ©; = by ( 0 ) fir z; = by
=8 vx) =4
fir To = b2 fir To — b2
0 +1
0 . ..
\ (_1> fir xy = a4 \ ( 0 ) fir &y = a4

einen (positiv orientierten und normierten) Tangentialvektor 7(x) sowie einen (nach
aufen zeigenden und ebenfalls normierten) Normalenvektor v(x) definieren. Diese
beiden Vektorfelder leben auf dem Rand des Quaders und kénnen unabhéngig von einer
Parametrisierung eingefiihrt werden. Fiir jede Parametrisierung werden allerdings die
Konsistenzbedingungen

c(t) || m(c(t)), c(t) L v(c(t))
fir (fast) alle ¢ erfiillt sein (mit Ausnahme der Zeiten, die Eckpunkten entsprechen),

sodass 7(c(t)), v(c(t)) mit dem Frenetschen Zweibein der parametrisierten Kurve
zusammenfallen. Fiir die oben angegebene Parametrisierung gilt sogar ¢(t) = T(c(t)).

() =< (5) =< $

*—)- >
(“1> = clto) = c(t) (b1> = c(t) l v(x)

as a2

Abbildung Mitte: Bei der angegebenen Parametrisierung des Randes lduft ein gedachter Punkt mit
konstantem Geschwindigkeitsbetrag die vier Seiten des Rechtecks entlang, wobei die Parametrisierung
in den Ecken (griin) nicht differenzierbar ist. Links: Der Tangentialvektor in vier ausgewihlten Punkten
des Randes. Rechts: Der Normalenvektor in denselben Randpunkten.

Theorem (Satz von Gauf$ fiir zweidimensionale Quader) Fiir jedes stetig
differenzierbare Vektorfeld f : Q c R? — R? gilt

/divf(x)dx— /f(x)-v(x) ds
Q c
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d.h. das Gebietsintegral des Skalarfeldes divf iiber ) kann als ein Kurvenintegral
1. Art berechnet werden. Dabei ist ¢ irgendeine Parametrisierung des Randes von @
(zum Beispiel die oben angegebene), v das nach aufen zeigende normale Vektorfeld
auf dem Rand von @ und « das Skalarprodukt im R2.

Beweis, Berechnung der linken Seite: Mit dem Satz von Fubini sowie dem Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung gilt

b

b1
/5x1f1(f’31, xo) day dy :/ /a$1fl<xla x2) day | dag
Q a1

az

ba

= / <f1<b17 r2) — fi(as, x2)> ds

bg b2
Z/f1(bh $2)d$2—/f1(a1, $2)d$2

und analog (bzw. durch konsequente Vertauschung der Indizes 1 und 2) zeigen wir

b1 bl
/3x2f2(951, $2)d$1 dzy = /f2($1> 52)d$1 - /f2($1, Cl2)dﬂf1-
Q al al

Durch Addition beider Formeln kénnen wir das Gebietsintegral von div f als Summe
von vier eindimensionalen Integralen darstellen.
Beweis, Berechnung der rechten Seite: Das Kurvenintegral {iber den Rand von @)

kann via
/...dSZ/...ds—l—/...ds+/...ds+/...ds

c Cu Cr Co C)

als Summe von vier Teilintegralen dargestellt werden, die dem unteren (u), rechten
(r), oberen (o) und linken (1) Geradenstiick entsprechen und fiir die wir jeweils die
entsprechenden Teilformeln von oben verwenden kénnen. Fiir das untere Stiick gilt

cult) = (‘“ *a’;_to) L et = (*61> L w(et) = (_01> Ctelty t]

und die Definition des Kurvenintegrals impliziert

t1

[ 109w ds = [ (£(en(0) +ven)) leatol

Cu to
t1 by
= _/fQ(al +t—to, az)dt = —/f2(351, az)dzy,
to al

wobei die letzte Gleichheit aus dem Transformationssatz fiir eindimensionale Integrale
mittels der Substitution x1 = a1 + t — ¢y sowie der Bedingung t; — tg = by — a; folgt.
Fiir das rechte Randstiick folgt wegen

)= (o) w0=(0) . wem=(3). rel
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288 10. Integralsdtze in 2D

mit dhnlichen Argumenten die Formel

to

109+ weas = [ (#(e0) -v(@0)) e a

Cr t1

—+/f1 (b1, ag +t —t1)dt = /f1bl,902 ) dxs .

Analog zeigen wir schliefslich

/f(X) ( )dS— /fg bl—t+t27 b2 dt = /fg l’l,bg d[El

Co

bzw.

/f(X)'I/( /fl ai, bg—t+t3 dt = /fl ai, 272 d[BQ

Cl

fiir den oberen bzw. den linken Teilweg. Insgesamt erhalten wir hier dieselben vier
Terme wie bei der Berechnung des Gebietsintegrals im ersten Beweisschritt. [

Theorem (Satz von Stokes fiir zweidimensionale Quader) Fiir jedes stetig
differenzierbare Vektorfeld f : Q C R? — R? gilt

/rot f(x)dx = /f(x) «7(x)ds,
Q c
wobei 7 das positiv orientierte tangentiale Vektorfeld auf dem Rand von () ist.

Beweis: Analog zum Beweis des Satzes von Gauf, siche Hausaufgabe. n

N
\Y\f/ﬁ

Abbildung Aufspaltung des Vektors f(x) (schwarz) am Rand in einen tangentialen (hellblau, parallel
zu 7(x)) und einen normalen Anteil (orange parallel zu v(x)), dargestellt fiir vier Punkten des Randes.
Die Kurvenintegrale im Satz von Stokes bzw. Gaufs quantifizieren die mittleren vorzeichenbehafteten
Léngen dieser Anteile, die durch die Skalarprodukte f(x) « 7(x) und f(x) « v(x) gegeben sind.

Interpretation Jedes Vektorfeld auf einem zweidimensionalen Quader kann in jedem
Randpunkt x (mit Ausnahme der Eckpunkte) via

f(x) = (f(x) + 7(x)) 7(x) + (f(x) * v(x)) v(x)

eindeutig in einen tangentialen und einen normalen Anteil aufgespalten werden (wobei
wir fiir diese Formel benutzt haben, dass 7(x) und v(x) zueinander senkrecht stehen
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10.1. Gauft und Stokes auf Quadern 289

und beide die Lange 1 haben). Das Kurvenintegral im Satz von Gauf gibt nun den
effektiven, d.h. iiber den Rand integrierten, ,,Ausfluss”“ bzw. ,Einfluss* des Vektorfeldes
an, wobei auslaufende bzw. einlaufende Randvektoren positive bzw. negative Beitréige
liefern. Das Kurvenintegral im Satz von Stokes gibt hingegen einen ,,Umlaufwert” an,
wobei auch wieder Vorzeichen eine Rolle spielen. Die Details der Interpretation werden
natiirlich vom physikalischen Kontext abhéngen. Zum Beispiel entspricht ein Vektorfeld
in der Hydrodynamik dem Geschwindigkeitsfeld einer Fliissigkeit. In der Maxwellschen
Theorie beschreiben Vektorfelder jedoch die elektrischen oder magnetischen Kréfte,
die in jedem Punkt der Ebene (n = 2) oder des Raumes (n = 3) auf ein gedachtes
Probeteilchen mit Einheitsladung wirken.

Bemerkungen

1. Wir haben bisher nur die jeweils einfachste Variante der Satze von Gaufs und
Stokes kennengelernt. Beide gelten in viel allgemeineren Zusammenhéngen (von
denen wir einige noch studieren werden) und spielen eine fundamentale Rolle
in allen Naturwissenschaften, zum Beispiel in der Maxwellschen Theorie der
elektromagnetischen Felder.

2. Die Sitze von Gauf und Stokes erlauben es uns, die Bedeutung der Differential-
operatoren div und rot bzw. rot besser zu verstehen. Auch das werden wir weiter
unten genauer diskutieren. Sie stellen hoherdimensionale Verallgemeinerungen
des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechung dar.

3. Die oben angegebene zweidimensionale Version des Satzes von Stokes wird auch
Satz von Green genannt. Er wird in den Anwendungswissenschaften oftmals in
der Form

// (0, fo(@1, 22) =00, f1(21, 72)) day dazg = / (fl(%, T2) Ao+ fo(wy, $2)d$2>
Q

c

angegeben, wobei die linke Seite gerade das Gebietsintegral von rotf ist. Die
rechte Seite stellt eine alternative Notation fiir das Stokessche Kurvenintegral
dar, wobei bei der Berechnung des Integrals die konsistenten Substitutionen

zp=ci(t),  dyy=e)dt,  fila, ze)dry = fi(a(t), ea(t)) ¢(t) dt

einzusetzen sind und anschlieffend die t-Integration iiber das Parametrisierungs-
intervall durchgefiihrt wird.

Spezialfall horizontale Vektorfelder Wir betrachten die zwei Vektorfelder

am 160 = (7). av) 160 = (“57).

wobei ¢ : R — R eine gegebene und stetig differenzierbare Funktion ist (zum Beispiel
¢(s) = 15+ o). Beide Vektorfelder sind horizontal (da fy jeweils verschwindet) und
(im Allgemeinen) nicht-konstant, wobei das erste bzw. zweite Vektorfeld sich nur in
horizontaler bzw. vertikaler Ricthung &ndert (da f; nur von x; bzw. 25 abhéngt). Fiir
diese einfachen Vektorfelder kénnen die Kurvenintegrale in den Sétzen von Gauf und
Stokes problemlos berechnet werden (siche Hausaufgaben) und vermitteln ein intuitives
Verstandnis fiir die zu Grunde liegenden Prinzipien.
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Vektorfeld HH Vektorfeld HH
-~ ~—p ~— *— -~ ~——p ~— ~—p —p
NN R
- *~—p — —p o—p >~ ~—p — —p —p
- - Y \
-~ -~ L *—p o—p L o Lo L ~—p —Pp
o -t~ -3 % * f
- ~—p — — o—p -~ ~—p — — b —p
L *— — —p o—p >~ >~ —p —p —Pp
e e
| N 2 2 e e e
X1 X1

Abbildung Links: Der untere und der obere Rand des braunen Quaders @ liefern in diesem Beispiel
beide keinen (bzw. einen verschwindenden) Beitrag zum Gaufschen Kurvenintegral. Die Beitrige
vom linken und vom rechten Rand unterscheiden sich aber sowohl im Vorzeichen als auch im Betrag
— der ,,Ausfluss” rechts tibersteigt den , Einfluss* links — und das Gebietsintegral der Divergenz
liefert daher einen positiven Wert (,Quelle*). Die roten Vektoren reprisentieren v(x). Rechts: Die
nicht-verschwindenden Einzelbeitrige zum Stokesschen Kurvenintegral stammen vom oberen und vom
unteren Rand und addieren sich hier zu 0, da sie den gleichen Betrag, aber entgegengesetzte Vorzeichen
besitzen. Das Gebietsintegral der Rotation wird daher auch verschwinden. Die blauen Vektoren stellen
T(x) dar.

Vektorfeld HV Vektorfeld HV
*~— *~—Pp ~— —p ¢—Pp *~—p
I N - o -
*—p — — — — +—> +—> *—p — — — — +—> +—>
- - Y \
L ~— *~—p ~— —3p o— *~—p *~—p *—p o—Pp *—3 o—p *—p *~—
< - - <
— > o o o o> o oo — > e P P o P o—» o B
- - ] \
>~ >~ *~— *~— - *—p >~ >~ >~
X1 X1

Abbildung Links: Auch in diesem Beispiel tragen der obere und untere Rand des Quaders nicht zum
Gaufischen Kurvenintegral bei, aber diesmal heben sich auch die Beitréige vom linken und vom rechten
Rand gegenseitig auf (,Einfluss‘ gleich ,Ausfluss®). Das Gebietsintegral der Divergenz muss daher
verschwinden. Rechts: Der linke und der rechte Rand liefern wieder keinen Beitrag zum Stokesschen
Kurvenintegral, aber der negative Beitrag vom oberen Rand hat diesmal einen grofseren Betrag als
der positive Beitrag vom unteren Rand. Das Gebietsintegral der Rotation wird daher negativ sein und
eine effektive ,,Umwirbelung” des Quaders durch das Vektorfeld im Uhrzeigersinn beschreiben.

Theorem (partielle Integration auf zweidimensionalen Quadern) Fiir zwei
stetig differenzierbare skalare Funktionen f, f : ) — R gilt

/ (&cjf(x)) f(x) dx = —/f(x) (8xjf(x)) dx + /f(x) f(x) vj(x)ds
Q c

Q

fir j =1 und j = 2, wobei v; die j-te Komponente des nach aufien zeigenden normalen
Vektorfeldes v ist.

Beweis: Man kann dies wieder im Detail nachrechnen. Oder etwas eleganter wie folgt
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10.1. Gauft und Stokes auf Quadern 291

ableiten: Fiir 7 = 1 betrachten wir das Vektorfeld

= (4 3) - ()

mit verschwindender zweiter Komponente und erhalten

I
EzQD
—~
=

o
~—
=

o
=

o

"

/ div £(x) dx

sowie

Die erste Behauptung folgt nun direkt aus dem Satz von Gauf sowie der Produktregel
fiir partielle Ableitungen. Die Formel fiir j = 2 kann analog abgeleitet werden. m
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Vorlesung 22: 17. Juni

10.2 Gaufs und Stokes in 2D

Ziel Wir wollen die Integralsidtze von Gaufs und Stokes in zwei Dimensionen in ihrer
allgemeinen Form angeben (d.h. nicht nur auf Quadern). Damit wird es uns im néchsten
Kapitel leichter fallen, die dreidimensionalen Versionen zu verstehen.

Geometrische Voriiberlegungen

Setting Im Folgenden betrachten wir eine messbare (und damit auch kompakte
Menge) D C R?, deren Rand

oD = {x € R? : x ist Randpunkt von D} c R?,

durch endlich viele (meist sehr wenige) parametrisierte Kurven beschrieben werden
kann. Genauer gesagt, im Folgenden nehmen wir an, dass K parametrisierte Kurven
Cr : [tro, ta] — R? mit den folgenden Eigenschaften existieren:

1. Es gilt
OD = {ci(t) : t € [tip, t11]} U...U{ck(t) : t € [txo, tral},
d.h. 9D ist die Vereinigung der Bilder der parametrisierten Kurven cy.
2. Jede Kurve c; ist zumindest stiickweise stetig differenzierbar.

3. Die Kurven liefern eine minimale Parametrisierung in dem Sinne, dass es nur
endlich viele Punkte x € 0D gibt, fiir die es via x = ¢, (tx) = ¢;(¢;) mehr als eine
Darstellung gibt.

Hinweis: Die Beispiele in diesem Abschnitt verdeutlichen, was diese Bedingungen im
Einzelnen meinen.

Bemerkungen

1. Es mag auf den ersten Blick verwirrend sein, dass man das Symbol 0 sowohl fiir
Ableitungen von Funktionen als auch fiir Ridnder von Mengen benutzt. Es hat
sich aber so eingebiirgert. Auferdem gibt es eine innere Verbindung der Konzepte
Ableitung und Rand, die sich (zum Beispiel) in den Integralsitzen manifestiert.

2. Es ist zugelassen, dass 0D endlich viele Ecken oder Spitzen besitzt, in denen die
¢, nicht differenzierbar sind. Insbesondere darf D auch ein Dreieck, ein Viereck
oder eine andere polygonal berandete Menge sein.

3. Wir wollen auch geometrische Doppelpunkte nicht ausschlieffen. Man kann sie
zwar durch Aufteilung von D vermeiden, aber manchmal tauchen Sie in sehr
natiirlicher Weise auf (siehe einige der Beispiele unten).

4. Bei uns ist D immer abgeschlossen und deshalb gilt 0D C D. Man koénnte aber
auch offene Mengen D zulassen (fiir diese gilt 9D C R?\ D), aber in den meisten
Anwendungen ist es nicht wichtig, ob D als offen oder abgeschlossen (oder weder
noch) angesetzt wird.

Michael Herrmann: Analysis fir ET [@)srsa | Version vom 10. Juli 2024



10.2. GauB und Stokes in 2D 293

5. Die Komponenten von c; bezeichnen wir wie iiblich mit ¢ ;, wobei k = 1...K
und 7 = 1 oder 5 = 2 gilt. Im Fall von K = 1 schreiben wir wieder c statt c;
bzw. c; statt ¢ ;.

Bezispiele

1. Ist D = [aq, b1] X [ag, by] ein Quader, so hatten wir bereits explizit beschrieben,
wie 0D durch eine einzige Funktion ¢ (K = 1) parametrisiert werden kann,
wobei diese Funktion dann siickweise stetig differenzierbar ist. Alternativ konnen
wir die vier Kantensegmente des Quader separat durch vier stetig differenzierbare
Kurven beschreiben (K = 4), die sich gerade in den vier Eckpunkten iiberlappen.
Bei konkreten Rechnungen hatten wir das eigentlich auch schon getan und die
vier Teilparametrisierungen mit c,, ¢, ¢, und c; bezeichnet.

Allgemein gilt: Man hat sehr viele Freiheiten, die Parametrisierung von 0D zu
wéhlen. In der Praxis besteht die Kunst darin, eine “optimale,, zu finden, fiir die
die Rechnungen moglichst einfach werden.

2. Die Formeln

B,(m) = {x cR? : |x—m| < Q} , 8§Q(m) = {X cR? : |x—m| = Q}

beschreiben, dass der Rand der abgeschlossenen Kreisscheibe mit Radius o und
Mittelpunkt m € R? die entsprechende Kreislinie ist. (Analoges gilt fiir die offene
Kreisscheibe). Wir kénnen nun den Rand in naheliegender Weise durch

o(t) = (2;) +o (Zj’jg;) . telo, 2q]

parametrisieren, aber es gibt natiirlich auch andere Parametrisierungen.

3. Fiir zwei gegebene Radien 0 < g1 < 02 < 0o besteht der Rand des abgeschlossenen
Kreisringes

Agy po(m) == B,,(m) \ By, (m) = {x e R? : g < [x —m| < 0}
aus den zwel Kreislinien
az@l,gz (m) := 3§91(m) U aEgz (m)
={xeR?: [x—m| =g oder |[x —m| =0} .

Dieser Rand, der offensichtlich aus zwei Komponenten besteht, kann mit K = 2

durch

0= (220) = (1) o (P 0) = () o ()

und
(i) cos (t)
ca(t) = <C2’2<t>> N (mQ) T o (sin (t)
parametrisiert werden, wobei jeweils ¢ € [0, 27| gilt. Beachte, dass die dukere
bzw. innere Randkreislinie entgegen bzw. mit dem Uhrzeigersinn durchlaufen

wird, sodass der Umlaufsinn mit der jeweils positiven Orientierung am Rand
(siehe unten) iibereinstimmt.
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294 10. Integralsdtze in 2D

4. Die Doppelhorn-Kurve
sin (t)

c(t) = | cos? (t) (2+cos () | , t €0, 2]
3 + sin? (¢)

parametrisiert den Rand einer zweidimensionalen messbaren Menge D, wobei der
Geschwindigkeitsvektor ¢(¢) in den beiden Eckpunkten (t = im, 21 = +1, 25 = 0
bzw. t = %W, x1 = —1, x5 = 0) jeweils verschwindet.

5. Das Zweiblatt

sin ()

c(t) = sin? (t) cos (t) (COS (t)) , t €10,

parametrisiert ebenfalls den Rand einer messbaren Menge D. Diesmal gibt es
einen entarteten Doppelpunkt, ndmlich x = 0, der von ¢ mehrmals durchlaufen
wird. Insbesondere gilt

c(0) = ¢(

N[
3
SN—

|
()
—~
o)
|
RN
o O
~—_
Q
o
S~—
|
&
3
S—
I
VRS
o O
~_
(@]
—
N |—
3
SN—
|
VR
=
—_
~~

Wir konnten die Menge D auch in zwei disjunkte Teile aufspalten und diese
separat betrachten, wobei dann ¢ € [0, 37 oder ¢ € [, n] fiir die jeweilige
Randparametrisierung zu wéhlen ist.

6. Die Torpedokurve

sin (t)

c(t) = sin (t) cos(2t) (COS (t)) , t €10, 7
besitzt den echten Dreifachpunkt

0=c(0)=c(37) =c(E7)=c(n)

2

und die von ihr berandete Menge konnte in drei Teile aufgespalten werden.

+1.0 +0.2
+0.2
L 45 < £ 00
0.0 -0.2
0.0
1.0 0.0 +1.0 0.3 0.0 +0.3 1.0 0.5 0.0
X x x

Abbildung Die drei nicht-trivialen parametrisierten Randkurven aus den Beispielen.

Normalenvektor und Tangentialvektor, Teil 1 In jedem Randpunkt x € 0D
(mit Ausnahme von vielleicht vorhandenen Eck- und Doppelpunkten) existiert ein
normierter Tangentialvektor 7(x) sowie ein normierter Normalenvektor v(x), so dass
die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

1. 7(x) und v(x) bilden immer eine ON-Basis des R?, d.h. es gilt

T(Xx)eT(x) =1, v(x)ev(x)=1, T(x)sv(x)=0.
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2. 7(x) ist parallel zur Tangentialgeraden an D im Punkt x, wohingegen v(x)
immer senkrecht auf dieser Geraden steht.

3. v(x) zeigt nach aufen und 7(x) ist positiv orientiert, d.h. D liegt immer links
von T(x). Siehe dazu die Bilder.

Hinweis: Das Konzept Orientierung ist am Anfang etwas vertrackt und es Bedarf
einiger Ubung, die positive (also die richtige) von der negativen (der falschen) auf der
Ebene von Formeln zu unterscheiden. Malen Sie daher immer ein Bild, da man dort
alles sehen kann. Wie (fast) immer gilt auerdem: Vertrauen Sie Threr geometrischen
Intuition und dem gesunden Menschenverstand!

Abbildung Drei Beispiele fiir eine zuléssige Menge D, wobei diese im zweiten Beispiel ein Loch und
im dritten einen Doppelpunkt besitzt. Die roten bzw. blauen Pfeile représentieren den nach aufen
zeigenden Normalenvektor v(x) bzw. den positiv orientierten Tangentialvektor 7(x) in ausgewihlten
Randpunkten x € 9D (schwarz), wobei die jeweilige Tangentialgerade durch die orangen Linien
angedeutet wird. Bemerkung : Werden die roten Pfeile umgeklappt, so entsteht der nach innen zeigende
Normalenvektor. Das Umklappen der blauen Pfeile &ndert hingegen die Orientierung.

Bemerkungen

1. 7(x) und v(x) werden nur in Randpunkten von D betrachtet. Es ist nicht wichtig,
ob oder wie man diese auch in inneren oder dufseren Punkten von D einfiihren
kann.

2. In Eck- oder Doppelpunkten von 0D sind 7(x) und v(x) im Allgemeinen nicht
(oder nicht eindeutig) definiert.

3. Es gilt immer

T(x) = ("’2(")) und damit auch  w(x) = (*TQ(X)> .

+v1(x) —71(x)

Oder anders gesagt: Wenn v(x) in Richtung ,Norden“ zeigt, so zeigt 7(x) nach
, Westen“. Man muss allerdings fiir jeden Punkt x € 9D entscheiden, wo gerade
,Norden* liegt.

4. Manchmal schreiben wir auch T9p(x) und vgp(x) um deutlich zu machen, um
welchen Rand es geht. Dies ist besonders dann sinnvoll, wenn wir mehrere Gebiete
gleichzeitig untersuchen.

Normalenvektor und Tangentialvektor, Teil 2 Die Vektoren 7(x) und v(x)
spiegeln geometrische Figenschaften der Punktmenge 0D wider und kénnen —
zumindest im Prinzip — unabhéngig von einer Parametrisierung eingefiihrt werden.
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Mithilfe von Parametrisierungen kénnen wir aber leicht explizite Formeln angeben.
Insbesondere gilt

+¢ (1) +1 (ck, 1(t)) 7

- Cr.2(t)

T(c (t)) = —— =
k lex ()l ¢(¢k71(t))2 + (C'k72(t))2

sowie

+1 +¢i,o(t

v(lt)) = — e (T2
V (Ea(0) + (é2(0)) ’

wobei das Vorzeichen fiir jeden Zeitparameter ¢ so zu wihlen ist, dass v (cy(t)) nach

auflen zeigt und T(Ck<t)) dazu positiv orientiert ist. Fiir jedes feste t legt aber das

Vorzeichen in der einen Formel schon das Vorzeichen in der anderen Formel fest und
umgekehrt.

Bemerkungen

1. Bei ,einfachen Mengen D kann man eine globale Wahl des Vorzeichens fiir alle ¢
treffen, aber manchmal ist das nicht moglich, insbesondere wenn es Doppelpunkte
gibt.

2. In konkreten Féllen kann die richtige Vorzeichenwahl meist problemlos aus einer
Skizze abgelesen werden.

3. Die Vektoren 7(ck(t)) und v(c(t)) liefern — ggf. bis auf das Vorzeichen — gerade
das Frenetsche Zweibein der parametrisierten Randkurve.
Bezispiele

1. Auf dem Rand von zweidimensionalen Quadern hatten wir bereits oben die
entsprechenden Normalen- und Tangentialvektoren identifiziert (siehe auch die
Ubungsaufgaben zu Stokes und Gauk auf 2D Quadern), wobei auf jeder der vier
Kanten des Randes die Werte von 7(x) und v(x) konstant bzgl. x sind.

9. Es gilt
v =+ = (ST = (D)

Ix —m|| +(w2 —ma) +(a1 —m)
auf dem Rand der Kreisscheibe B,(m).

3. Fiir den oben eingefiihrten Kreisring A,, ,,(0) mit Mittelpunkt m = 0 gilt

_ X _ it Y e
V<X) =+ HXH ) (+l’2> ) T(X) ) <+$1)

auf dem Aufenrand ||x|| = 02 sowie

v ==t (C0) o= (1)

auf dem Innenrand ||x|| = p;. Analoge Formeln kénnen fiir m # 0 angegeben
werden.
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4. Der Rand von D ist auch immer der Rand der Komplementérmenge D= R\ D,
aber es gilt

vop(X) = —V,p(x), Ton(X) = —Ty5(x)

da auflen aus Sicht von D gerade innen aus Sicht von D ist und umgekehrt
(siche das Bild). Insbesondere wird aus einer positiv orientierten Parametrisierung
c: [to, t1] = R? von D durch

6(t> = C(tl — to — t)

eine positiv orientierte Parametrisierung c : [to, 1] — R? von aD.

Abbildung Beim Ubergang von einer Menge D (links) zur Komplementirmenge D = R2\ D (rechts)
miissen Vorzeichen getauscht werden. In diesem Beispiel D ist beschrankt und D unbeschrénkt, wobei
letzteres graphisch nicht wirklich dargestellt werden kann.

Réander als Niveaumenge Es kommt héufig vor, dass 9D via

0D = {(:Ul, x9) & g(xy, x9) = c}

als Niveaumenge einer stetig differenzierbaren Funktion g : R? — R definiert wird oder
betrachtet werden kann, wobei dann D entweder die entsprechende Subniveau-Menge

D= {(xl, x9) o g(xy, x9) < c}

oder die Superniveau-Menge

D = {(xl, x9) & g(xy, x9) > c}

ist. In diesem Fall gilt

v(x) = £ grad g(x) = = A\(x) (gzzgg)

sowie
_ _83829(}() _ _VQ(X)
(%) = £AKX) (+amg<x>) = (+u1<x> ’
wobel der skalare Faktor

AX) 1 1

= ngadg(X)H B \/(33619()())24—(8“9()())2

wohldefiniert ist, sofern x ein reguldrer Punkt von g ist, d.h. falls grad g(x) # 0.
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Bemerkungen

1. Diese Formeln gelten, weil Gradienten senkrecht auf Niveaukurven stehen.

2. Bei Niveaukurven kénnen wir also 7(x) und v(x) — bis auf eine Vorzeichenwahl

— direkt aus den partiellen Ableitungen von g gewinnen und miissen keine
Parametrisierung von 0D explizit angeben (was im Einzelfall schwierig sein kann).
Die Berechnung von Kurvenintegralen gelingt aber in aller Regel nur mit Hilfe
einer Parametrisierung.

Die richtige und konsistente Vorzeichenwahl ergibt sich aus der Tatsache, dass
der Gradient in Richtung wachsender Funktionswerte zeigt, und stellt sicher, dass
v(x) fiir jedes x nach aufen zeigt und dass 7(x) positiv orientiert ist. In konkreten
Féllen hilft meist eine Skizze.

. Bei stetigen Funktionen ¢ sind Subniveau- und Superniveaumengen wegen der

nicht-strikten Ungleichungen (,,<* bzw. ,>“) immer abgeschlossen, wohingegen

99—

die analogen Formeln mit strikten Ungleichungen (,,<“ bzw. ,>*) immer offene
Mengen liefern. Bei unstetigen Funktionen ¢ gilt diese Aussage nicht mehr.

Analoge Formeln konnen fiir Zwischenniveaumengen der Bauart

D = {(x1, x2) : &1 < g(x1, 23) < 2}

abgeleitet werden, wobei der Rand 9D dann aus zwei Niveaumengen besteht.

Bezispiele

1. Fiir g(z1, 22) = 2+ 23 und ¢ = ¢? ist die entsprechende Subniveaumenge gerade

die Kreisscheibe B,(0) und die obigen Formeln mit den Ableitungen von g liefern
die schon bekannten Ausdriicke fiir den Tangential- und den Normalenvektor,
sofern wir + immer durch + ersetzen.

Die Nullstellenmenge der Funktion

2
g(z1, T2) = (2} + 23 — 321)" — 2] — 23
wird Pascalsche Schnecke genannt. Direkte Rechnungen sowie eine Auswertung
der obigen Formeln liefern

(yl(x)) _ (—{—TQ(X)> ) (43:? — 182 +4xy 25 + 1621 — 6IE%>

vo(x) —71(%) 4atxweg — 123129 + 475 — 219

wobei wir die explizite, aber langliche Formel fiir A(x) nicht hingeschrieben haben.
Wiéhlen wir D als die entsprechende Subniveaumenge, so miissen wir in den
obigen Formeln fiir jeden Punkt x € 0D den +-Ast wéihlen, da dann v in Richtung
wachsender Werte von g und damit nach aufsen zeigt.

Zusatz: Wir kénnen die Pascalsche Schnecke iibrigens durch

cos ()

c(t) = (1+3cos(t)) (sin (t)) : t €0, 27]

parametrisieren, aber das folgt nicht so einfach aus der Formel fiir g. Wir kénnen
aber (mit Additionstheoremen) zeigen, dass g(c(t)) = 0 fiir alle Zeiten ¢ gilt
bzw. dass die Gleichung g(x) = 0 in Polarkoordinaten als r2 = (1 + 3 cos (6))”
geschrieben werden kann, wobei r der Radius und 6§ der Winkel ist und ¢ = 6 fiir
die angegebene Parametrisierung gilt.
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3. Die Bernoullische Lemniskate ist der Rand der Subniveaumenge
D = {(z1, 23) : (2} —i—x%)Q — 227 4223 <0}

und mit der richtigen Vorzeichenwahl ergibt sich

v1(x) +72(x) 3+ T TE — 1y
= =4\
(ug(x)> (—7’1 (x) () 2?2 9 + T3 + X9
fir jeden Punkt x € 0D, wobei wir den Faktor A(x) wieder nicht angegeben
haben.

Zusatz: Auch fiir diese Kurve gibt es bekannte Parametrisierungen. Zum Beispiel
die Formel

¢(t) V2 < cos (t)

" 1+ sin? (t) \cos (t) sin (t)> ' t €0, 2nl,

die zwar nicht leicht zu finden, aber einfach zu {iberpriifen ist. In Polarkoordinaten
lautet die entsprechende Gleichung iibrigens r* = 2 cos (26).

+2.0
+0.5
- | %
15 0.0 A5
2.0 .
0.0 +2.0 +4.0
x

Abbildung Die Pascalsche Schnecke (links) und die Benoullische Lemniskate (rechts) sowie die
entsprechenden Subniveaumengen.

Formulierung und Herleitung

Theorem (Sédtze von Gauff und Stokes in 2D) Mit den Notationen und
Voraussetzungen von oben gilt die Gauf-Formel

K
/div f(x)dx = Z/ (f(x) . V(x)) ds
D kil Ck

sowie die Stokes-Formel

/rot f(x)dx = XK:/ <f(x) . T(X)) ds

fiir jedes stetig differenzierbare Vektorfeld f : D — R2 Dabei steht links immer ein
zweidimensionales Gebietsintegral und rechts ein Kurvenintegral der ersten Art.

Beweisidee: Es gibt einen wichtigen, und erstaunlich einfachen, ersten Teil sowie einen
sehr technischen, und fiir uns nicht ganz so wichtigen, zweiten Teil.
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Teil 1: Ist D die Vereinigung endlich vieler Quader, so folgt die Behauptung mit
einem eleganten Ausloschungsargument direkt und ohne grofse Rechnungen aus dem
bereits bekannten Resultat fiir Einzelquader. Das wird gleich im Detail erklart.

Teil 2: Tm Allgemeinen approximiert man D durch viele kleine Quader (so wie bei
den Riemann-Summen oder bei der Herleitung der Transformationsformel beschrieben)
und zeigt, dass der Approximationsfehler durch die Feinheit der Quaderapproximation
kontrolliert wird. Die Kombination beider Argumente liefert dann die Behauptung. [

Bemerkungen

1. Wir schreiben die rechten Seiten oftmals als

/ (f(x).u(x)) ds  baw. / (F(x) + 7(x)) ds.

oD oD

Der Grund ist, dass Kurvenintegrale invariant unter Reparametrisierung sind
und daher das Ergebnis nur von 0D und f, aber eben nicht von den Details der
Parametrisierung abhéangt. Ohne Parametrisierung konnen wir die Integrale aber
in der Regel nicht berechnen.

2. Aus dem Satz von Gauf kénnen wir den Satz von Stokes herleiten und umge-
kehrt. Wir hatten das in den Hausaufgaben schon fiir Quader gesehen, aber das
Argument mit den um 90° gedrehten Vektorfeldern kann in 2D generell angewen-
det werden.

3. Die geometrisch-physikalische Interpretation der Sédtze von Gauf und Stokes auf
allgemeinen Mengen D ist dieselbe wie fiir Quader (siche oben). Die 2D-Variante
des Satzes von Stokes wird auch wieder Satz von Green genannt und oftmals
anders geschrieben (siehe nochmal oben).

4. Wir haben das Stokessche Kurvenintegral immer als Kurvenintegral 1. Art
geschrieben, wobei explizit der positive orientierte Tangentialvektor 7 auftaucht.
In der Literatur wird jedoch manchmal ein dquivalentes Kurvenintegral 2. Art
angegeben. Wir werden dies weiter unten genauer diskutieren.

5. Das Theorem {iiber die partielle Inetgartion gilt nicht nur auf Quadern, sondern
sinngemélfs auch auf allgemeineren Mengen, und kann wieder aus den Satz von
Gaukabgeleitte werden.

Fall endliche vieler Quader Um das wesentliche Argument herauszuarbeiten,
betrachten wir zunéchst den Fall, dass D selbst ein Quader ist, der aus zwei kleineren
Quadern D; und D, besteht, die sich in einer vertikalen Kante beriihren. Ein typisches
Beispiel ist

D=100,2]x[0,1], Da=1[0,1x[0,1, Dg=[12x]o,1].

Wir wissen zwar schon, dass der Satz von Gauf auf D erfiillt ist, wollen ihn hier aber
noch einmal anders ableiten. Der Ausgangspunkt ist die Formel

/divf(x)dx: Z /lef Z Z / ‘v p(x )) ds,
D jE{A,B}Dj j€{A, B} pe{u,r,o, l}c
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wobei wir die Gebietsadditivitit von Integralen sowie den Satz von Gaufs auf beiden
Teilquadern benutzt haben (und der Index p immer als ,,unten”, , rechts*, ,oben“, | links"
zu lesen ist). Insgesamt haben wir das Gebietsintegral von div f tiber D als Summe von
8 Kurvenintegralen dargestellt.

Die wesentliche Beobachtung ist nun, dass der rechte Rand vom Quader Dy gerade
der linke Rand vom Quader Dy ist und dass

v (x) = —vpi(x)

fiir jeden Punkt x € 0D N 0Dy gilt. Oder anders gesagt: Auf der gemeinsamen
Randkante zeigen die dufseren Normalenvektoren der beiden Teilquader in genau
entgegengesetzte Richtungen. Hieraus folgt

[ (60 vas0) ds == [ (860w ds.

CA,r CB,1

d.h. von den insgesamt 8 Kurvenintegralen heben sich die zwei gegenseitig auf, die
zur gemeinsamen Kante von D und Dy gehoren. Die restlichen 6 Kurvenintegrale
bilden aber zusammen das Gaufssche Kurvenintegral auf dem Gesamtgebiet D, wobei
auf diesen 6 Randstiicken der jeweilige Normalenvektor auf 0D mit den entsprechenden
Vektoren auf 0D, bzw. 0Dg iibereinstimmt. Mit anderen Worten, es gilt

f(x)ev;,(x))ds = f(x)sv(x))ds
i ] () [ (100me)

und wir haben damit den Satz von Gauss auf D aus dem Satz von Gaufs auf den
Teilquadern Dy und Dy abgeleitet.

Abbildung Wird der Satz von Gaufs auf zwei sich in einer Kante beriihrenden Quader (hell und
dunkel) angewandt, so 16schen sich die Einzelbeitrige zum Kurvenintegral auf der gemeinsamen Kante
gegenseitig aus.

— —
v v
A —
>_; 5

Abbildung Auch beim Stokesschen Kurvenintegral gibt es Ausloschungseffekte auf gemeinsamen
Quaderkanten.

Beim Satz von Stokes kénnen wir analog argumentieren, da auch

’TAJ(X) = —TBJ(X)

auf der gemeinsamen Quaderkante von D, und Dg gilt. Alle von uns durchgefiihrten
Schritte — Aufspaltung in mehrere Teilquader, Auswertung der Integralsidtze in
jedem Teilquader, Ausloschung entlang von gemeinsamen Kanten, Zusammensetzen
der Kurvenintegrale — konnen analog auch auf die Vereinigung von endlich vielen
Quadern angewendet werden, und liefern dann einen Beweis der Sétze von Gauft und
Stokes.
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t 1 — t
\ — 3, — ] —
«— 3 . i <« i

> l > l > l > l
Abbildung Ausloschungseffekte auf gemeinsamen Kanten implizieren die Giiltigkeit des Satzes von

Gaufs auf beliebigen Vereinigungen von Quadern, sofern diese sich nur in gemeinsamen Randkanten
iiberlappen. Allgemeinere Gebiete kénnen durch Approximationsargumente behandelt werden.

RN RS
i H B

Abbildung Der Satz von Stokes kann analog bewiesen werden.

Bemerkung* Wir konnen das Stokessche Kurvenintegral via

t1

/(f(x)-T(X)> ds:/<f(c(t))-é(t)) dt:/f(x)-dx

c to c

auch als Kurvenintegral 2. Art schreiben, sofern die folgenden zwei Annahmen erfiillt
sind:

1. Die Menge 9D wird durch eine einzige Randkurve c : [ty, t;] — R? parametrisiert.

2. Die Vektoren ¢(t) und 7(c(t)) zeigen fiir jedes ¢ € [to, ¢1] in die gleiche (und nicht
in die entgegengesetzte) Richtung.

Unter diesen beiden Voraussetzungen gilt ndmlich
c(t) = |le(t)|| m(c(t)) und damit c(t)dt = 7(c(t)) ds.

Bei der Schreibweise als Kurvenintegral 1. Art gibt es diese Restriktionen nicht, da
dort der Vektor 7(x) explizit auftaucht.

Flachenberechnung durch Randintegrale In vielen Fillen kann der Rand der
Menge D durch eine einzelne geschlossene Kurve c : [tg, t1] — R? ohne Doppel- oder
Mehrfachpunkte parametrisiert werden. In diesem Fall gilt

wobei das Vorzeichen fiir alle ¢ € [to, t1] gleich ist und davon abhéngt, ob der
Umlaufsinn der Parametrisierung mit 7 iibereinstimmt oder nicht. Wir kénnen nun
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den Satz von Stokes fiir sehr spezielle Vektorfelder mit konstanter Rotation auswerten.
Zum Beispiel gilt

vol (D) = / rot (ﬁ;ﬁ) dx — / (<+(;1> -T(x)> ds = + / 21 7o(x) ds

(¢ C
t1 t1

= c Cé(t) C = c ¢
" / {0 T o] at = & / (1) éx(t)

to to

wobei wir ds = ||¢(t)|| dt verwendet haben. Analog ergibt sich

t

vol (D) = /rot (‘3”2> dx = —/x2 (%) ds = q:/l@(t) 6 () dt.

c to

Insbesondere kénnen wir das zweidimensionale Volumen von D (also den Flécheninhalt
von D) durch Kurvenintegrale berechnen. Bei Kurven mit Doppelpunkt kénnen diese
Formeln nicht verwendet werden, da dann das Vorzeichen des Proportionalitétsfaktors
zwischen 7(c(t)) und ¢(¢) von ¢ abhéingt und es ungewollte Ausléschungen zwischen
positiven und negativen Beitrdgen geben kann.

Beispiel Der Flacheninhalt der Kreisscheibe von Radius p kann auch mit der
Parametrisierung

) =o(Gni)) . teben

und durch das Kurvenintegral

2T 2T
vol (B,(0)) = / e1 () 6 (1) dt = o? / cos? () dt = 7
0 0
berechnet werden.

rotationssymmetrische Vektorfelder Fiir eine feste und stetig differenzierbare
Funktion ¢ : (0, co) — R werden durch

w2 19— oyt rad) (10) @0y o0 oyt at) (122

zwei rotationssymmetrische Vektorfelder auf R?\ {0} definiert. Das Feld RZ ist dabei ein
sogenanntes Zentralfeld, wohingegen beim Drehfeld RD sich die Vektoren entlang von
Kreisen um den Koordinatenursprung drehen. Fiir jeden Kreisring mit Mittelpunkt
x = 0 konnen wir sowohl die zwei Gebiets- als auch die beiden Kurvenintegrale in
den Integralsitzen von Gauk und Stokes explizit berechnen und damit die Bedeutung
der zweidimensionalen Differentialoperatoren div und rot sowie der entsprechenden
Gebiets- und Kurvenintegrale an einfachen Beispielen studieren (siche dazu auch die
Hausaufgaben).
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Vektorfeld RZ Vektorfeld RZ
o, f 1T f 7 %, ! ; T, 7
w \‘ \ l; ** “ / / P 4 W \ \ & f 4 / ‘4 F.4
'\\\tk : f!;/’/’ "\\%‘ \4.: T’;\,/"
[ = \\\ \ \ f / A A AR * % \[\ \ \ f / A P AR AR
v g v g
““\\\»qf;//’f’ “‘\\\*&/«”\"’
««‘.‘.\.\\ 1 //.IWWWW «%L\\\!\ 1 //.’WWWW
o ol I o
xl":‘«««*,;—i Q — i i B S o o) Xk“«««*“—' Q — — e o o o)
4-4»4-4‘4‘/; ;§\;\\\'~Lm» «4»-4-4»-//‘;// J \\: \x»’\-.
e »# ¥ e 4 ; ; \ \ \\\ RN e »# ¥ e 4 ; ; \ \ \/\ NN
A f N S / N
- s S 4 \ ANIEN »y \ AN
T e wrl !
y 7’ p W \ N ;p 7 AR IR N
3 2 N | \ 3 2 A | \
X1 X1

Abbildung Das Vektorfeld RZ (grau) ist immer rotationsfrei, aber der Wert von div f(x) unterliegt
keiner solchen universellen Einschrinkung (selbst dann nicht, wenn ¢ positiv und monoton fallend
ist). Insbesondere kann dieses Vektorfeld nur im Fall von ¢(r) = r~2 (hier nicht dargestellt) als
Geschwindigkeitsfeld einer idealen Fliissigkeit interpretiert werden, die aus einer Quelle im Ursprung
sprudelt und in einer Ebene ins Unendliche abfliefst. Die roten bzw. blauen Pfeile stellen den &ufsen
Normalenvektor bzw. den positiv orientierten Tangentialvektor in ausgew#hlten Randpunkten des
braunen Kreisringes dar.

Vektorfeld RD Vektorfeld RD
y” ‘_,4-,__‘\ '\ »‘x ‘,4-,_,‘\ "
¥ » - * oy - A
x)"\ff—‘!"‘\\‘ ;)xxet“‘\\\‘
s - \\/ N s 4 - \k N
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///i—‘)? A b y 77BN Xk A
;;i;/>/<—-\\\ toA fff[/’,/«\\\ ‘x
A\ NS L)
VAN N g VAN NN E LT !
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A ,\\\».‘7/"/, : 3\\».—71’(/,4
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. NE = . N VTS 7 A o4
NN - + "" \\ - "" ‘
BN = o 7 7 . EN o 7 v
X1 X1

Abbildung Links: Das Vektorfeld RD ist immer divergenzfrei, aber diesmal kann rot f(x) im Prinzip
jeden Wert annehmen. Dies gilt selbst dann, ¢ positiv und monoton fallend ist. In diesem Fall dreht
sich das Vektorfeld zwar entgegen dem Uhrzeigersinn um den Ursprung, aber rot f(x) misst eben
nicht diese globale Rotation, sondern quantifiziert die lokale Rotation, d.h. die Verwirbelungseffekte
des Vektorfeldes in der Ndhe von x. Stellen wir uns eine kleine Kugel mit Radius 0 < ¢ < 1 und
Mittelpunkt x vor, so beschreibt rot f(x) wie stark und in welcher Orientierung das Vektorfeld diese
kleine Kugel um ihre eigene Achse drehen mochte (Spin). Vollkommen unabhéingig davon will das
Vektorfeld den Mittelpunkt der Kugel auch noch verschieben, ndmlich hier entlang einer Kreisbahn
um den Ursprung.

Bemerkung* In zwei Dimensionen kann ein allgemeines rotationssymmetrisches
Vektorfeld f als

(00 = (ot 1) (T20) + en( it +3) (12)

geschrieben werden, wobei ¢; und ¢s nur vom Polarradius abhéngen. Insbesondere
kann f als Uberlagerung eines Zentralfeldes und eines Drehfeldes betrachtet werden.
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Zwei wichtige singulare Vektorfelder Wir betrachten noch einmal die beiden
Vektorfelder

1 ‘f‘l’l 1 —XT9
f = — bzw. f. .
o) = (+> . )= (+)

die wir weitern oben schon als elementares Quellenfeld bzw. elementares Wirbelfeld
eingefiihrt hatten. Sie sind auf ganz R?\ {0} sowohl divergenzfrei als auch rotationsfrei,
aber besitzen jeweils eine Singuldritdt im Koordinatenursprung x = 0.

Fiir eine Kugel EQ(O) kénnen wir wegen der Singularitdt die Gebietsintegrale in
den Satzen von Gaufs und Stokes nicht auswerten. Wir kénnen aber problemlos die
entsprechenden Kurvenintegrale bestimmen und erhalten

/ (fQ(x) . V(X)) ds=2m, / <fQ(x) . T(X)) ds=0

9B,(0) 9B,(0)

bzw.

/ (fw(x) . u(x)) ds=0, / (fw(x) . T(X)) ds=2m,

0B,(0) 9B,(0)

wobei das Ergebnis unabhdngig vom Kugelradius o ist. Beachte jedoch, dass bei jedem
Vektorfeld, dass stetig differenzierbar auf ganz R? ist, die Formeln

/ (£3) + v(x)) ds = = *div£(0) + O(¢")

9B, (0)

sowie

(£x)+ 7(x)) ds = 7 g rot £(0) + O (o)

9B, (0)

fiir kleine Radien p gelten, d.h. die Werte der Kurvenintegrale héingen sehr wohl vom
Radis p ab.

Ausblick™: Diese Beispiele illustrieren eine sehr wichtige Strategie in der Mathematik
und den Anwendungswissenschaften, die wir hier aber nur kurz streifen kénnen: Wir
konnen némlich fq eine distributionelle Divergenz und fy eine distributionelle Rotation
zuweisen, wobei der Wert jeweils 27 betrdgt. Diese sind im Ursprung konzentriert
(in etwa so, wie Masse in einem Punkt konzentriert sein kann) und konnen nicht
mehr durch Differentiation, sondern nur durch ein duales Konzept (im konkreten
Fall durch ein Kurvenintegral) berechnet werden. Wir konnen die Vektorfelder fq
und fi sogar als “Elementarbausteine” betrachten, aus denen viele andere Vektorfeld
durch eine “unendliche Uberlagerung” zusammengesetzt werden kann (analog sind die
Punktmassen die “Bausteine” in der Kontinuumsmechanik).

Zusammenfassung: Man kann sehr gut mit Singularitdten rechnen, aber im Moment
iiberteigt das noch unseren Erkenntnisstand. Wir werden aber in Hohere Analysis fiir
Elektrotechnik auf diesen Aspekt zuriickkommen und zumindest erste Exkursionen in
das Kalkiil der Singularitdten unternehmen.
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Kapitel 11

Flachen und Oberflachenintegrale

| Vorlesung 23: 21. Juni

11.1 Grundlagen der Flachentheorie

Vorbemerkung Wir wollen in diesem Abschnitt Fldachen im dreidimensionalen Raum
beschreiben, wobei es viele Analogien zur Theorie der Kurven gibt. Salopp kann man
sagen: eine Kurve knnen wir durch einen Parameter beschreiben, aber fiir eine Flédche
benotigen wir zwei Parameter. In diesem Sinn sind Kurven bzw. Flachen ein- bzw.
zwetdimensional, da sie ein bzw. zwei innere Freiheitsgrade aufweisen.

Definition Eine stetig differenzierbare Abbildung p : D — R? mit D C R? wird
parametrisierte Flache (oder auch parametrisiertes Flachenstiick) genannt, wobei wir
im Folgenden die Elemente aus D mit u bezeichnen und x = p(u) schreiben. Die Fléche
wird reguldr genannt, wenn die 3D-Vektoren

8ulpl (u) au2p1 (U_)
Oup(u) = | Oup2(u) |, Opp(u) = [ Ouypa(u)
duyp3(n) Ou,p3(0)

fiir jedes u € D linear unabhéngig sind.

Klarstellung: Die lineare Unabhéangigkeit von Vektoren wird in der Vorlesung Lineare
Algebra fiir Elektrotechnik ausfithrlich besprochen. Hier meint dies nur, dass die beiden
Vektoren nicht parallel sind und dass keiner der Vektoren der Nullvektor ist.

uebD

L.

Abbildung Eine parametrisierte Fliche ist eine Abbildung p, die eine flache Teilmenge D C R?
(grau) auf eine gekrimmte Teilmenge F C R? (braun) abbildet. Die blauen bzw. orangen Linien
reprisentieren die Kurven u; = const bzw. us = const und liefern in D bzw. F das sogenannte
Parameter-Netz bzgl. u (siehe dazu weiter unten).
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Begriffsbildung
1. Die Punktmenge

F=im(p) = {p(u) : uED}

ist gerade das Bild von p und entspricht dem, was wir landlaufig eine Fliche
nennen. Wir sagen auch, p sei eine Parametrisierung von F' und bezeichnen F
manchmal als unparametrisierte Flache.

Die Komponenten u; und uy von u werden Parameter oder auch (krummlinige)
Koordinaten auf F' genannt. Die Idee ist, dass wir jeden Raumpunkt x € F' durch
die Angabe der entsprechenden Werte von u; und us beschreiben kénnen.

In der Mathematik werden sowohl p als auch F' haufig einfach Fliche (oder
Fldchenstiick) genannt, wobei in aller Regel aus dem Kontext klar wird, ob
gerade eine Abbildung oder eine Punktmenge — bzw. eine Parametrisierung oder
ihr Bild — gemeint ist. Eine dhnliche Ambivalenz hatten wir schon bei Kurven
kennengelernt.

Hinweis Auch in diesem Abschnitt miissen Sie unbedingt versuchen, die abstrakten
Formeln mit Ihrer geometrischen Anschauung in Einklang zu bringen. Denn nur
dadurch wird klar, dass alles gar nicht so kompliziert ist, wie es auf den ersten Blick
aussieht.

Beispiele

1. Fiir jedes feste o > 0 wird durch

0 cos (uy)
p(u) = | osin(uy) | , ucD =R
U2
eine regulire parametrisierte Fliche beschrieben, denn fiir jedes u € R? sind die
Vektoren
—o sin (uy) 0
Oy, p(u) = | +o cos(uy) | , O, () = | 0O
0 1

offensichtlich linear unabhéngig. Es gilt
F:{XGR3 : x?—Fw%:QQ}a

d.h. es handelt sich um eine Parametrisierung eines unendlichen Kreiszylinders
mit Radius o, dessen Mittellinie gerade die z3-Achse ist. Beachte, dass p nicht
injektiv ist, denn wegen p(ui, us) = p(u; + 27, uy) wird jeder Punkt in F
mehrmals beschrieben. Wéhlen wir jedoch

D =10, 27) x [0, 0],
so ergibt sich eine injektive Parametrisierung eines endlichen Kreiszylinders mit
Hohe 7.

Bemerkung: In der Praxis werden die Flachenparameter fiir ' nicht immer mit
und s, sondern oftmals auch durch andere Buchstaben bezeichnet. Zum Beispiel
mit 6 bzw. h an Stelle von u; bzw. us.
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2. Die Sphére mit Radius ¢ und Mittelpunkt 0 kann durch

0 cos (u1) cos (us)
p(u) = | o sin(uy) cos (ug) | , ucD =R
0 sin (us)

parametrisiert werden, wobei u; und wuy die sphérischen Winkel genannt werden.
Diese entsprechen den Ldngen- und Breitengraden in der Nautik bzw. Geodésie.
Es gibt viele weitere Parametrisierungen der Sphére (zum Beispiel in der
Kartographie), von denen wir einige noch kennenlernen werden.

3. Die Formeln

uy cos (uz)
p(u) = Uy sin (U2) ) up € [07 Q]7 uy € [07 77]
Ug
liefern eine Parametrisierung eines Helikoiden (auch Wendelfliche genannt).

4. Eine weiteres Standardbeispiel ist die parametrisierte Flache

cos (u1) (02 + 01 cos (us))
p(u) = | sin(u) (02 + (Ql ()zos (u2)) | , ueD=R?
01 Sl (U2

die fiir 0 < 07 < 0o einen Torus beschreibt.

Abbildung Die vier Flachen aus den Beispielen. Die obere bzw. untere Zeile entspricht einem Blick

von oben vorn bzw. links unten. Entlang der orangen bzw. blauen Kurven ist der Wert von u; bzw.
us konstant (siehe auch die Diskussion zu Parameternetzen weiter unten).

Bemerkungen

1. Wir haben zunéchst nicht vorausgesetzt, dass die Abbildung p injektiv ist,
werden dies aber spéter, vor allem bei der Berechnung von Fléchenintegralen,
zusatzlich forden.
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2. Regularitét einer Flache meint, dass die Jacobi-Matrix

| |
Jp(u) = | 0, p(u) Oy,p(u) | € R

fir jedes u € D den Rang 2 besitzt. Dies impliziert auch d,,p(u) # 0 sowie
Ou,p(u) # 0.

3. Klarstellung: Wir werden in dieser Vorlesung immer reguldre Flachen studieren
und keine Entartungspunkte zulassen. Auferdem haben wir der Einfachheit
halber auch Abbildungen p ausgeschlossen, die nur stiickweise differenzierbar
sind. Solche Abbildungen sind aber in den Anwendungen durchaus wichtig, zum
Beispiel um die Randkanten von Quadern richtig zu beschreiben.

4. Verallgemeinerung*: Eine stetig differenzierbare Abbildung p : U € R™ — R"
wird allgemein eine parametrisierte m-dimensionale Mannigfaltigkeit im R"™
genannt. Kurven bzw. Flachen sind in diesem Sinn ein- bzw. zweidimensionale
Mannigfaltigkeiten. Die Allgemeine Relativitdtstheorie studiert zum Beispiel
vierdimensionale Mannigfaltigkeiten, die die gekriimmte Raumzeit beschreiben.

Tangentialvektoren und Tangentialebene Fir jeden Punkt x, = p(u,) € F
wird der zweidimensionale Vektorraum

T F = {)\1 O P(Wy) + A2 Oy,p(Wy) @ Ap, Ao € R} = span{@ulp(u*), 8u2p(u*)}

der lineare Tangentialraum an F' im Punkt x, genannt und seine Elemente werden
als Tangentialvektoren bezeichnet. Es gibt dariiberhinaus den affinen Tangentialraum
FEy F, der durch die Bedingung

x € Ex, F & X —X, €1 F

charakterisiert ist. Oder anders gesagt: Der affine Tangentialraum entsteht, wenn
der lineare Tangentialraum in den Punkt x, verschoben wird. Er wird auch die
Tangentialebene an F' in x, genannt.

Geometrische Interpretation: Ey F ist gerade die Ebene im R3, die sich im Punkt x,
an F' anschmiegt (siehe Bild).

Blick von oben vorne Blick von oben links Blick von oben hinten

w

X1 X3 X1

X3

Abbildung Der affine Tangentialraum (griin) in einem Punkt (grau) einer Flache (braun) sowie
zweil Tangentialvektoren (griin) und ein Normalenvektor (rot). Die drei Bilder entsprechen dabei
verschiedenen Blickrichtungen.
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Fliachennormalenvektor In jedem Punkt x, = p(u,) € F' existieren immer zwei
Kandidaten fiir einen normierten Normalenvektor v(x,), sodass die Formeln

T, F = {x ER® :xev(x.) = 0} 76

=1
erfilllt sind. Wir konnen diese Vektoren mithilfe einer gegebenen Parametrisierung

durch

Ou; P(U4) X Oy, p(u)
Hamp(u*) X Oy, p(us)

v(p(u,)) ==+

berechnen, wobei x das Kreuzprodukt im R3 ist.

Erinnerung: Das Kreuzprodukt zweier dreidimensionaler Vektoren ist ganz allgemein
durch

(3] by az by — as by
axb= as X b2 = a3b1—a1b3
as b3 ai by — az by

gegeben und fiir Tangentialvektoren an Flichen erhalten wir

au1p2(u*) au2p3<u*) - au1p3(u*) au2p2(u*)
amp(u*) X 8u2p(u*) - au1p3<u*) auzpl (u*) - &lel (u*) &szg(u*) )
au1pl (u*) au2p2(u*) - amp?(u*) au2p1(u*)

wobei p1, pa, p3 die drei Komponenten von p sind.

Bezspiele

1. Fiir die weiter oben angegebene Parametrisierung der Sphére mit Radius ¢ und
Mittelpunkt O ergeben sich fiir jeden Punkt

cos (1) €os (Uy, 2)
Fex,=p(u) =p | sin(u. 1) cos (us )

sin (. 2)
die Formeln
— sin (s, 1) cos (uy, 2) — €08 (s, 1) sin (uy, 2)
OuP(Wy) = 0 | +c08 (s 1) €os (Us2) |, Oup(us) =0 [ —sin (ux 1) sin (uy o)
0 + cos (ux,2)

Diese beiden tangentialen Basisvektoren sind nicht nur linear unabhéngig,
sondern stehen auch senkrecht auf x,. Aus geometrischen Argumenten kénnen
wir daher

v(x) =%/ x|

wahlen, aber alternativ hdtten wir diese Formel auch mithilfe des Kreuzproduktes
berechnen kénnen. Damit ergibt sich

TX*F:{XER3 :X'X*:O},
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d.h. bei einer Sphére mit Mittelpunkt O besteht der lineare Tangentialraum aus
allen Vektoren x, die senkrecht auf x, stehen. Fiir den affinen Tangentialraum
erhalten wir schlieklich

Ey F = {X€R3 : (X—X*)-X*:O}.

Hinweis: Die Geometrie eine Sphéare mit Mittelpunkt O ist recht einfach. Sie
sollten unbedingt diese Formeln mit ihrer Anschauung abgleichen!

. Fiir den Helikoiden berechnen wir mit Hilfe der oben angegeben Parametrisierung

fiir jedes u € D die Tangentialvektoren

+ cos (us) —uy sin (ug)
Ou,p(u) = | +sin (ug) | Ouw,p(1) = | +uy cos (uz)
0 1

und wegen

+ sin (UQ)
au1p(u) X au2p<u) = | —cos (Ug)
Uy

erhalten wir
1 + sin (ug)

v(p(uw) = Jirm —Ci(uz)

In diesem Beispiel kénnen wir die Formeln nicht weiter vereinfachen.

Bemerkungen

1. Erginzung*: Bei Ty, F' handelt sich immer um einen linearen Unterraum des R3,

der wegen der Regularititsforderung die Dimension 2 besitzt und von 0, p(u.)
und 0,,p(u.) aufgespannt wird. Insbesondere gilt immer 0 € Ty, F. Der affine
Tanentialraum Fy, F' ist jedoch immer ein affiner Unterraum.

Der Tangentialraum Ty, F' hdngt von x, ab, d.h. jeder Punkt von F' besitzt im
Allgemeinen einen anderen Tangentialraum. Beachte auch, dass die Basisvektoren
Oy, p(u,) und 9,,p(u.) im Allgemeinen weder senkrecht aufeinander stehen noch
die Lange 1 besitzen.

Die affine Tangentialebene Ey, F' enthilt immer den Punkt x, und besitzt die
Punkt-Richtungsgleichung

X = Xy + )\1 aulp(u*) + )\2 auzI)(u*) =Xy + Jp(u*) : )\7

wobei die Komponenten \; von A € R? die freien Parameter sind und Jp(u,) die
Jacobi-Matrix von p in u, bezeichnet. Diese Matrix besitzt drei Zeilen sowie zwei
Spalten, wobei letztere aus den beiden Vektoren 9, p(u,) und 0,,p(u.) gebildet
werden.

Zusatz*: Die rechte Seite der Punkt-Richtungsgleichung kann als parametrisierte
Flache verstanden werden, wobei A\; und Ay gerade die beiden Flachenparameter
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sind. Wenn wir diese als die Komponenten eines Differenzvektors A = u — u,
interpretieren, so kann die rechte Seite als q(u) geschrieben werden, wobei die
Abbildung q : R? — R3 durch

q(u) = p(u,) +Jp(u,) - (u —u,)

gegeben ist und als Linearisierung von p im Entwicklungspunkt u, bezeichnet
wird. Es handelt sich bei q um eine vektorwertige Variante des Taylor-Polynoms
erster Ordnung und die Formeln

q(u*) = p(u*) ) amq(u*) - au1p(u*) ) 8u2q(u*) = aqu(ll*)

konnen einfach nachgerechnet werden. Linearisierungen spielen in allen Bereichen
der Mathematik und der Anwendungswissenschaften eine wesentliche Rolle.

4. In der Literatur wird nicht immer klar zwischen dem linearen und affinen
Tangentialraum unterschieden und die Notation Ty, F' wird oftmals fiir beide
verwendet. In der Regel ergibt sich aber aus dem Kontext, welche Variante des
Tangentialraumes gerade gemeint ist bzw. ob nun 0 oder x, in diesem Raum
liegt.

5. Der lineare und der affine Tangentialraum reflektieren beide geometrische
Eigenschaften von F' = im (p) und existieren daher unabhéngig von der konkreten
Parametrisierung (siehe dazu auch die Diskussion weiter unten). Durch eine
Parametrisierung wird aber eine Basis ausgezeichnet, nédmlich die Vektoren
Oy, P(u,) und 9, p(u.), die als partielle Ableitungen von p meist leicht berechnet
werden kénnen.

6. Die Frage, ob es in der Kreuzprodukt-Formel fiir V(p(u*)) eine sinnvolle Wahl
fiir das Vorzeichen gibt, werden wir weiter unten bei der Orientierbarkeit von
Fldchen genauer diskutieren.

7. Ausblick*: Die Abbildung u € D — v(p(u)) wird Gauf-Abbildung zu p genannt
und spielt in der mathematischen Theorie gekrimmter Flichen eine zentrale
Rolle. Insbesondere kénnen die partiellen Ableitungen dieser Abbildung benutzt
werden, um die Hauptkrimmungen von Fldchen zu verstehen bzw. zu berechnen.

Graphen skalarer Funktionen mit zwei Variablen Ist D C R? eine Menge und
¥ : D — R eine Funktion mit zwei Variablen, so kann der Graph von f mittels der
natiirlichen Parametrisierung

U
p(u) = us
w(ul, Uz)

als Fldche betrachtet werden. Mit x = p(u) ergibt sich
T1 = Uy, Ty = U2, r3 = P (u1, us)
und man schreibt deshalb einfach x; statt u; und x4y statt us sowie
F = graph (¢)) = {x ER® a3 =1(x1, 12), (71, T2) € D}.
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Die entsprechenden Tangentialvektoren konnen mittels

1 0
8:(:1p(x17 372) = 0 ) ax‘zp(xla .’L'Q) = 1
a$1¢(x17 :L‘Q) 6@‘2¢<x1; x?)

berechnet werden und fiir jedes (2. 1, . 2) € D erhalten wir

I T, 1 1 0
T9 e L, 2 -+ )\1 0 + )\2 1
€3 1/}(1‘*,17 :L‘*,Q) azlw(l‘*,la :L‘*,Q) ax2¢($*,1; x*,Q)

als Punkt-Richtungsdarstellung der Tangentialebene E,, | 4, , 2. 5, wobei wir die
konsistente Abkiirzung x.3 = (2. 1, T+ 2) verwendet haben. Der entsprechende
Normalenvektor ist durch

+1 _am1¢(x*,1a x*,Q)
V(T4 1, Tu2, Tuys) = = | = O, 72)
\/1 + ngaddz(x*,l, Ty 2) H +1

bis auf sein Vorzeichen bestimmt.
Zusatz* : Die ersten beiden Gleichungen fiir die Tangentialebene liefern \y = 21 — ., 3

sowie Ay = 9 — x4 2 und nach Einsetzen in die dritte Gleichung erhalten wir

T3 = P(Tu, Tu2) + Op Y (Tun, iU*,z)(QH — iU*,l) + O, (24 1, 1’*,2)($2 — 95*,2) .

Wir kénnen diese Formeln wie folgt verstehen: Die Tangentialebene an den Graphen
von ¢ im Punkt (21, .2, . 3) ist gerade der Graph des ersten Taylor-Polynoms von
¥ im Entwicklungspunkt (z.1, z.2).

Beispiel Der Graph der Funktion

T3 + 323, (21, 12) € R?

1/)(.’E1, 1‘2) -

[Nl
[N

kann auch als Rotationsparaboloid interpretiert werden (wobei die Rotationsachse dann
die x3-Achse ist). Mit den obigen Notationen erhalten wir

1 Ty 1+ M1
To | = Ty 2 + Ao
1.2 1.2
T3 §x*71+ix*,2+)\1x*71+)\2x*72

als Parameterdarstellung der Tangentialebene an den Graphen von ¢ im Punkt
(Zs,1, Tu 2, Ty, 3) Mit 2, 3 = %xil + %fo Aufserdem gilt

— Ty 1

+1
_x*,Q

V(:C*,l; T, 2, .Z'*’g) -
Jitati+ai, \

fiir einen entsprechenden Normalenvektor.
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Flichenkurven Ist a : I — D eine gegebene planare Kurve in D C R?, so wird
durch

c:=poa  bzw. c(t) :== p(a(?))

in natiirlicher Weise eine Raumkurve c : I — R3 definiert, die man die Liftung von a
durch p nennt. Dabei handelt es sich um ein Kurve in F', da c(t) € F fiir alle t € [
gilt. Die Kettenregel impliziert aulierdem

c(t) = Ip(a(t)) - a(t) = ar(t) O, p(alt)) + as(t) du,p(a(t)),

d.h. der momentane Tangentialvektor ¢(¢) an die Kurve liegt immer im linearen
Tangentialraum T¢ ) F' der Fléche, wobei die Komponenten a@;(t) gerade Koeffizienten
bzgl. der Basisvektoren 9,,p(a(t)) sind.

u=a(t) x =p(u) >

cC=poa

Abbildung Mittels der Parametrisierung p kann jede planare Kurve a in D (griin links) in eine
Raumkurve ¢ = p o a (griin rechts) iiberfithrt (bzw. geliftet) werden, die in der Fliche F' liegt. Die
Liftungen der kartesischen Kurven in D (blau und orange links) erzeugen dabei das u-Parameter-Netz
in F (blau und orange rechts). Die Pfeile repriisentieren Tangentialvektoren, die im R? (links) bzw.
im linearen Tangentialraum der Flidche F' (rechts) liegen.

Bemerkung*: Man kann — zumindest in einem lokalen Sinne — jede Flidchenkurve
c: I — Fin F als Liftung einer planaren Kurve a : I — D betrachten. Dies folgt aus
dem Satz iiber implizite Funktionen, aber wir wollen hier auf eine formale Herleitung
verzichten.

Parameter-Netze Ist u, € D ein festgehaltener Punkt in D und x, = p(u,) € F
sein Bild unter p, so verlaufen die kartesischen Kurven

ay(f) = u. + (é) N (g)

parallel zu den Koordinatenachsen in D und passieren zur Zeit ¢ = 0 den Punkt u,.
Insbesondere gilt uy = const = wu, o bzw. u; = const = u,; entlang von a; bzw. a; und

sind die entsprechenden Tangentialvektoren in der flachen Ebene. Fiir die gelifteten
Kurven gilt

c1(0) = x. = ¢2(0), ¢1(0) = 0y, p(us), ¢2(0) = Ju,p(us),

d.h. die durch die Parametrisierung p ausgezeichneten Basisvektoren in Ty F' sind
gerade die Tangentialvektoren der gelifteten Kurven c; und cs. Beachte, dass diese im
Allgemeinen kein ON-System bilden.
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Wir konnen die kartesischen Kurven a; bzw. ihre Liftung c; auch als

D1 (u17 u*72)
Uy
Uy (u 2) bzw. uy — p(uq, u*72) = | po(uy, u*,2)
’ p3(u17 u’*,Z)
schreiben. Mit dieser kompakten Notation wird klar ersichtlich, dass beide Kurven der

Bedingung us = wu, o entsprechen und in natiirlicher Weise durch u; parametrisiert
werden kénnen. Analoge Formeln konnen fiir a5 bzw. ¢y abgeleitet werden.

Erginzung®: Wenn wir die Liftungen von hinreichend vielen kartesischen Kurven
zeichnen, so entsteht in F' insgesamt ein Netz von Kurven, die jeweils einem festen
Wert der Kurvenparameter u; oder us entsprechen (siehe die Bilder). Mithilfe solcher
Parameter-Netze kénnen wir die Bedeutung der Flachenparameter auf intuitive Weise
verstehen und darstellen. Auferdem kann man mit solchen Netzen die Kriimmung
einer Fliche mathematisch exakt beschreiben, aber diesen Aspekt kénnen wir hier
nicht vertiefen.

Reparametrisierung von Fliachen Analog zur Kurventheorie gibt es auch in der
Flachentheorie Parameterwechsel und Reparametrisierungen. Insbesondere nennen wir

p : D — R3 eine Reparametrisierung von p : D — R3, sofern es zwei bijektive und
zueinander inverse Abbildungen ® : D — D und ® : D — D gibt, sodass

p(u) = p(u) mit u=®&(u) bzw. = ®(u)

fiir alle @ € D bzw. u € D gilt. Die Abbildungen ® und ® sind dabei gerade die

Parameterwechsel.
&

X_p(V Xﬂﬂﬁ)
(w) > /‘ ieD
T ew -/

Abbildung Schematische Darstellung der Konzepte Reparametrisierung und Parameterwechsel. Die
orangen und blauen bzw. rosa und tiirkisen Kurven illustrieren das u-Netz bzw. das u-Netz in F', aber
analog auch in D und D. Der blaue und der orange bzw. der rosa und der tiirkise Vektor beschreiben
die Basisvektoren im Tangentialraum des schwarzen Punktes in F', die durch die partiellen Ableitungen
von p bzw. p festgelegt sind.

o
Il
=0

Bemerkungen

1. Ganz dhnliche Konzepte hatten wir (mit anderen Notationen) schon bei der
Kettenregel der Differentialrechnung sowie bei der Transformationsformel fiir
Integrale verwendet.
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2. Mit den obigen Notationen ist auch p : D — R? eine Reparametrisierung von
p: D — R3 d.h. es gibt hier (wie auch bei Kurven) eine natiirliche Symmetrie
in der Begriffsbildung.

3. Es gilt im (p) = im (p), d.h. p und p beschreiben dieselbe Punktmenge F C R3,
nur mit Hilfe unterschiedlicher Parameter. Aufserdem ist

Tow !t = TpwmF, Ep@F' = Epu)F

sichergestellt, dass heifit ein Parameterwechsel éndert nicht die Tangentialrdume.
Beachte aber, dass im Allgemeinen

fir j = 1,2 gelten wird, d.h. die partiellen Ableitungen von p und p liefern
in jedem Punkt von F' eine andere Basis im linearen Tangentialraum. Die
entsprechenden Umrechnungsformeln ergeben sich dabei aus der Kettenregel.
Genauer gesagt: Mit den obigen Notationen gilt

Jp(a) =Jp(u) - J®()  bzw.  Jp(u) = Ip(a)- (u)
fiir die (2,2)-Matrizen J®(i1) und J®(u) sowie die (3,2)-Matrizen Jp(i1) und
Jp(u), wobei die Spalten der letzteren die durch p und p gewéhlten Basisvektoren

im Tangentialraum liefern.

4. Anschaulich kénnen wir uns eine Reparametrisierung — also den Ubergang von
den Parametern u zu den Parametern u — als einen Wechsel des Parameter-
Netzes auf F' vorstellen.

Beispiel Die Viertelsphére
F={(21, 32, x3) : 2i+a5+a5=1, 21 >0, 23 >0}
kann zum einen mittels der bereits eingefiihrten sphérischen Winkel via
cos (uy) cos (uz)
p(u) = | sin (uq) cos (ug) | ueD:=(—im —5m) x (0, s7)

sin (ug)

parametrisiert werden. Andererseits gelingt dies auch mit

Uy
p(a) = Ty ,  ueD={(i, @) : @ >0, af+aj <1},
1 —a} —

wobei 1; bzw. @y via x = p(u1) gerade die}:l— bzw. die x5-Koordinate eines Punktes
x € F beschreiben. Der Parameterwechsel @ kann in diesem Beispiel einfach abgelesen
werden und wir erhalten

=, (cos(ug) cos(ug)

i=2(u) = <sin (uy) cos (us)
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als Formel, mit der u aus u berechnet werden kann. Die Umkehrabbildung ergibt sich
nach kleineren Rechnungen zu

Uz
arctan (~—)
u=®)= U
arccos (\/ﬂ% + ﬂ%)

wobei die Wahl von D sicherstellt, dass die rechte Seite fiir jedes & € D wohldefiniert
ist und einen Punkt in D liefert.

)

Parameter-Netze: Die Liftungen der kartesischen Kurven bzgl. der sphéarischen Winkel
konnen als

cos (u1) cos (s 2) cos (1) cos (ug)
up — | sin(uy) cos (ux 2) bzw. ug > | sin (uy 1) cos (u2)
sin (s 2) sin (usg)

geschrieben werden und entsprechen gerade den Breiten- bzw. Léngengraden auf der
Erde, wobei u, o bzw. u, ; den Zahlenwert des jeweiligen Grades festlegen. Die analogen
Formeln

le Us, 1

)

Uy — Usx, 2 bzw. Uy +—> U2
/ ~9 _ ~2 ~2 ~9
1 —uy —ug L=y, —u;

bzgl. der u-Koordinaten besitzen aber keine unmittelbare praktische Bedeutung in der
Erdvermessung.

Abbildung Die zwei Parameter-Netze der Viertelsphére aus dem Beispiel.
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Vorlesung 24: 24. Juni

11.2 Flachenintegrale

Ziel In diesem Abschnitt definieren wir Integrale von Funktionen iiber gekriimmten
Flachen und verallgemeinern so das Konzept Gebietsintegral aus dem vorletzten
Kapitel. Als Spezialfall werden wir lernen, wie Fldcheninhalte gekriimmter Fldchen
durch Integrale berechnet werden kénnen.

Voraussetzung Wir betrachten im Folgenden eine regulidre parametrisierte Flache
p : D — R?, die auf einer messbaren Teilmenge D C R? definiert ist, und setzen
wieder F' = im (p). Als Standardannahme wollen wir dabei zusétzlich voraussetzen,
dass p injektiv ist, obwohl wir auch leichte Abschwichungen dieser Bedingung zulassen
werden.

Bemerkungen

1. Erinnerung: Die Menge D ist genau dann messbar, wenn sie in sinnvoller
Weise von innen und von auffen durch endlich viele zweidimensionale Quader
approximiert werden kann. Die in der Praxis auftretenden Mengen werden in aller
Regel messbar sein und Sie diirfen in den Hausaufgaben immer stillschweigend
Messbarkeit voraussetzen.

2. Erinnerung: p heiftt injektiv, sofern die Implikation

uza = p(u)#p(a)

gilt, d.h. wenn verschiedene Punkte in D auf verschiedene Punkte in FF C R3?
abgebildet werden. Man kann die Injektivitat in aller Regel durch eine geeignete
Verkleinerung des Definitionsbereiches D von p erreichen.

3. Ist p injektiv, so bildet p die Menge D bijektiv auf F' = im (p) ab, d.h. jeder
Punkt u € D entspricht via x = p(u) genau einem Punkt x € F' und umgekehrt.
Insbesondere ist die Umkehrabbildung p~' : F' — D wohldefiniert und wird
auch Karte von F' oder Projektion von F' genannt. Sie bildet jeden Punkt x der
gekriimmten Fliache F' auf einen Punkt u der flachen Flache D ab.

Flacheninhalte

Flicheninhalt parametrisierter Flachen Der Flicheninhalt von F' = im (p) kann
in sinnvoller Weise durch

vol (F) :z/ldo = / |0, P(u) X yyp(0)]| du

F

definiert werden, wobei die mittlere Formel das unten eingefiihrte Fléachenintegral 1. Art
der Einsfunktion ist und do das infinitisimale Flichenelement bezeichnet. Auf der
rechten Seite der Formel steht dabei ein zweidimensionales Gebietsintegral iiber die
Menge D C R2.
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Blick von oben vorn ) Blick von oben vorn ‘
f ) I \

X1 X1

uz

Blick von oben links Blick von oben links
| I f i

\
X2

Abbildung Eine iiber einem Quader D (Mitte) parametrisierte glatte Flache F' (links) kann durch
schief im Raum liegende Parallelogramme (rechts) approximiert werden. Dabei wird D in viele kleine
Quader zerlegt (dargestellt ist eine sehr grobe Zerlegung mit nur 9 Teilquadern) und p wird auf jedem
Teilquader durch eine lokale Linearisierung ersetzt. Die approximierende Fliche (rechts) ist stiickweise
flach und weist Unstetigkeiten auf, konvergiert aber bei immer feiner werdender Zerlegung von D gegen
die glatte Flache F'. Wenn D kein Quader ist, kann analog argumentiert werden. Es gibt dann weitere
Approximationsfehler, die aber auch im Limes verschwinden.

Motivation und Heuristik* Die Formel fiir vol (') ist sehr naheliegend. Ist D
zum Beispiel ein Quader, so kdnnen wir diesen in viele Teilquader zerlegen und die
Abbildung p auf jedem Teilquader @, mit Mittelpunkt u, durch die Linearisierung

q(u) = p(u.) + Jp(u.) - (u—u,)
=p(u,) + (u1 - U*,l)aulp(u*) + (u2 - u*»2)a“2p(u*)

ersetzen (wobei u, der entsprechende Entwicklungspunkt ist). Diese Abbildung q bildet
den Teilquader @, auf ein schief im Raum liegendes Parallelogramm P, ab, dessen
Kantenvektoren parallel zu den Tangentialvektoren 0,,p(u,) und 9,,p(u,.) sind und
dessen Flacheninhalt mittels

vol (P*) = ||8u1p<u*) X &sz(u*)H vol (Q*>

exakt berechnet werden kann (dies ist eine der Eigenschaften des Kreuzproduktes).
Die Vereinigung aller dieser Raum-Parallelogramme approximiert F' (siche das Bild)
und die Integralformel fiir vol (F') beschreibt den Grenzwert der approximativen
Flacheninhalte, sofern die Zerlegung von D immer feiner wahlt wird. Wir kénnten
mit unserem Wissenstand diese Idee mathematisch prézise formulieren und auch die
entsprechenden Approximationsfehler mit Hilfe des Satzes von Taylor kontrollieren,
aber die Details wéren sehr technisch und sollen hier nicht ausgefiihrt werden.

Bemerkungen

1. Dieselbe Strategie hatten wir oben schon bei der Definition zweidimensionaler
Gebietsintegrale sowie bei der Herleitung der Transformationsformel verwendet.
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2. Die formale Definition stimmt mit der intuitiven Vorstellung von Flécheninhalt
iberein. Insbesondere quantifiziert vol (F') die Menge an Farbe, die wir brauchen,
um F' anzustreichen. Wir werden auch sehen, dass wir durch die Integralformel
viele bekannte Oberflachenformeln aus der Schule wiederentdecken.

3. Die Injektivitat von p ist wichtig, da sonst Teile der Fldche mehrmals gezéahlt
werden. In der Praxis reicht es jedoch meist aus, wenn p nur ,fast injektiv* ist.
Siehe dazu das erste Beispiel zur Halbsphére.

4. Auch die Differenzierbarkeit von p ist wichtig, denn andernfalls wére der
Integrand des Gebietsintegrals iiber die Variable u nicht definiert. Am Rand
von D kann man aber oftmals einen Verlust von Differenzierbarkeit hinnehmen.
Siehe dazu das zweite Beispiel zur Halbsphére.

5. Statt vol (F') wird oft auch area (F') geschrieben.

Beispiele

1. Die obere Halbsphéire mit Radius o > 0 und Mittelpunkt 0 kann mittels der
sphéarischen Winkel durch

0 cos (uy) cos (us)
p(u) = | osin(uy) cos (ug) | , ueD=][0,2n] %[0, 7/2]

o sin (ug)

parametrisiert werden. Mit diesen Formeln ergibt sich

—o sin (uy) cos (uz) —0 cos (uy) sin (ug)
Ou, P(1) X Oy,p(u) = | +0 cos (uy) cos (uz) | X | —o sin (u1) sin (uz)
+0 cos (us)

0
0? cos (uy) cos? (us)
= | ¢® sin (uy) cos? (uz)

0? sin (ug) cos (us)

und damit
|0 p () x 6u2p(u)H2 = 0" cos® (u1) cos® (ug) + o* sin® (uy) cos* (uy)
+ 0% sin® (uy) cos? (uy)

= 0" cos® (ug) + o* sin? (uy) cos? (uy)

= 0" cos? (up) .

Insbesondere erhalten wir

27 /2 27
Vol(F):Q2//cos(ug)dugdulzg2/1du1:2927T
00 0

und damit die bekannte Formel fiir die Flache einer halben Sphére.
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Bemerkungen:

(a) Die betrachtete Parametrisierung ist streng genommen nicht injektiv, da ja
p(0, uz) = p(27, uy) fiir alle uy sowie p(u1, 7/2) = (0, 0, o) fir alle u; gilt.
Die Parametrisierung ist jedoch ,fast injektiv®, da die doppelt oder mehrfach
abgedeckten Punkte aus F' alle auf einer eindimensionalen Menge (Kurve)
liegen und daher zur Fldche nichts beitragen. Generell gilt: Bei praktischen
Rechnungen sollten wir nicht allzu pingelig sein, sofern die geometrische
Anschauung uns dies erlaubt oder sogar nahelegt.

(b) Wir kénnen durch die Wahl D = [0, 27| x [—7/2, +7/2] auch die Fliache
der Vollsphire berechnen und erhalten 4 7 o?.

(¢) Mit D = [0, 47] x [=m/2, +7/2] wiirden wir jedoch durch Berechnung des
entsprechenden Integrals den doppelten Ficheninhalt der Sphére erhalten,
weil dann wegen u; € [0, 4 7| fast jeder Punkt der Sphére doppelt abgedeckt
ist (und einige wenige sogar mehrfach). Insbesondere ist dann p nicht mehr
Hfast injektiv.

2. Um die Mantelfliche eines Kreiszylinders mit Radius ¢ > 0 und Hoéhe n > 0 zu

berechnen, betrachten wir die parametrisierte Fléache

0 cos ()
p(p, h) = Qsirfll(so), pelo, 2],  hel0,n,

wobei wir in diesem Beispiel die Fldchenparameter nicht mit u; und u,, sondern
mit ¢ (Winkel) und h (H6he) bezeichnen wollen. Mit

—o sin(p) 0 0 cos ()
9P, h) x Opp(p, h) = | +ocos(p) | x [ 0] = | osin(p)
0 1 0

erhalten wir die aus der Schule bekannte Formel

21 N
Vol(F)://gdhdcp:%rQn.
0 0

Bemerkungen:

(a) Um die Gesamtoberfliche des Kreiszylinders zu erhalten, missen wir noch
den Flicheninhalt der Grund- und der Deckfliche (jeweils 7 ¢*) addieren,
denn die entsprechenden Punkte werden durch p nicht abgedeckt.

(b) Auch hier ist die Abbildung p ,fast injektiv*, denn die Mehrdeutigkeit der
Darstellung betrifft nur das Geradenstiick {(1, 0,h) : 0 < h < 77}, die
als echte eindimensionale Menge bei der Berechnung von Flédchen keine
Probleme bereitet.

(c) Es gilt do = p dpdh, wobei der Vorfaktor auf der rechten Seite zwar vom
Radius o des Zylinders, aber nicht von den Flachenparametern ¢ und A
abhéngt.

Ausblick*: Dies ist eine sehr spezielle Eigenschaft des Kreiszylinders und
hat damit zu tun, dass man diesen verzerrungsfrei in der Ebene abrollen
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kann. Mathematiker sagen deshalb, der Kreiszylinder besitzt zwar eine
extrinsische, aber keine intrinsische Kriimmung. Insbesondere wird eine
Ameise, die sich nur auf einem kleinen Stiick des Kreiszylinders bewegt, den
Eindruck haben, sie reise durch den flachen zweidimensionalen Raum. Auf
der Sphére ist dies wegen der vorhandenen intrinsischen Kriimmung anders.
Gauf konnte zum Beispiel die Kriimmung der Erde (bzw. den Erdradius)
durch lokale Messungen bestimmen, d.h. ohne um die ganze Welt zu reisen.

3. Wir hatten schon weiter oben gesehen, dass der Graph einer skalaren Funktion
¥ D — R als regulére Fliche F' = graph (¢) interpretiert und durch

Uy
p(u) = U ; ucbD
w(ula u2)
parametrisiert werden kann. Wegen
1 0 - amw(u)
Ou,p(1) X Oy, p(u) = 0 X 1 = | — 9w (u)
Ouytp(u) Ouy ¥ (u) 1

ergibt sich

vol (F) = / \/1 + |lgrad ¢(u)||* du

fiir den Flacheninhalt des Graphen von F. Im Spezialfall mit

D = By(0) = {(u1, uz) : ui +uj < o}

und
1/1(U1, U2) = \/m
gilt
1 —Uq
grad ¢ (uy, ug) = ———5 | _

07 — Uy — Uy he
sowie

u? +u? 0

\/1+ grad¢(u) ||> = /1 + ! 2 = )
lerad 4w | T AN R T

und wir erhalten mit

vol (graph (w)) = / 0 du

D
0o 27
://dedr
02— 12
0 0
r=o
:277'@[— 92—7’2}
r=0
=270°
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wieder den Wert von oben, wobei wir das u-Integral diesmal mit Hilfe der ebenen
Polarkoordinaten u; = rcos (), ug = rsin (¢) berechnet haben.

Bemerkungen:

(a) Wir hétten in allen Formeln zu graph (1) auch wieder (d.h. wie schon weiter
oben) x; bzw. xy statt u; bzw. ug schreiben konnen.

(b) Es ist kein Zufall, dass wir fiir den Flacheninhalt der Halbsphére denselben
Wert wie weiter oben erhalten, denn das Flachenintegral ist invariant unter
Reparametrisierungen (sieche das Theorem unten). Oder anders gesagt: Wir
brauchen in der Regel eine Parametrisierung p von F', um den Flacheninhalt
von F' iiberhaupt ausrechnen zu konnen. Es ist aber egal, welche der vielen
Parametrisierungen wir wéhlen (sie sollte nur injektiv sein und wirklich F’
beschreiben).

(c) Die in diesem Beispiel verwendete Parametrisierung p ist in Randpunkten
von D nicht differenzierbar, aber wir haben keine Schwierigkeit das Integral
zu berechnen. Woran genau das liegt, konnen wir in dieser Vorlesung nicht
erschopfend diskutieren, wollen aber betonen, dass man bei Singularitéaten
in den Ableitungen besonders aufpassen muss.

Blick von unten vorn Blick von unten vorn
)
I\
M\

7]

Xq
Blick von oben links

t

Abbildung Eine andere Interpretation des Fliachenintegrals sowie der Formel fiir das infinitisimale
Fliachenelement: Eine Zerlegung von D in gleich grofe Teile (Mitte) entspricht einer Zerlegung von
F (links bzw. rechts), wobei aber die Teilflichen von F' im Allgemeinen nicht mehr gleich groff sind.
Der Term H(‘?ulp( ) X Ou,p(u H im Flachenintegral stellt sicher, dass diese Volumen&nderung richtig
bertiicksichtigt wird. Die Fldache rechts wird iibrigens Oloid genannt. Sie kann vollstédndig abgerollt
werden und spielt in der Technischen Mechanik eine Rolle (siche WIKIPEDIA).

Integrale von Funktionen iiber Flachen

Flachenintegrale der 1. Art und der 2. Art Ist f: FF — R ein hinreichend gutes
Skalarfeld auf F', so wird

/f ) do —/f )00, p(w) X Dyp(w)] du
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als das Flichenintegral der 1. Art von f iiber F bezeichnet. Ist f : I — R3 jedoch ein
Vektorfeld auf F', so nennen wir

[ £60+ do = [ £(pw) + (0. p(w) x 0,,p(w) du

F D

das Oberflachenintegral der 2. Art von f iiber F. Beachte, dass beide Integrale immer
eine reelle Zahl (und nicht etwa einen Vektor liefern).

Bemerkungen

1. Flachenintegrale werden manchmal auch Oberflichenintegrale genannt. Es gibt
dariiberhinaus wieder verschiedene Notationen, aber die zu Grunde liegenden
Ideen und Rechenschritte sind immer dieselben.

2. f und f werden meist nicht nur auf F', sondern auf einer gréfteren Teilmenge des
R? definiert sein. ,,Hinreichend gut” meint zum Beispiel, dass alle Komponenten
der Abbildung f o p stetige Funktionen auf der Menge D sind.

3. Unsere Definitionen konnen als die formalen Substitutionsregeln
do = ||y, p(1) x Dy p(u)]| duy dus
und
do = (0, p(u) X Oy,p(u)) dug dus

interpretiert werden, wobei der Term do bzw. do als infinitisimale skalare
bzw. infinitisimale vektorielle Grofe zu betrachten ist. Die analogen Formeln fiir
Kurvenintegrale sind ds = ||¢(¢)]| dt und dx = ¢(¢) dt.

4. Es gilt
do = +v(p(u)) do,

wobei

0w, P(u) X Oy, p(u)
[0u,p(1) X O, p(Ww)]|
den bereits oben eingefithrten normierten Normalenvektor auf F' bezeichnet,

fiir den aber eine Vorzeichenwahl getroffen werden kann. Insbesondere ist jedes
Flachenintegral der 2. Art via

[ £60+ do == [ (86 () do

F F

v(p(u) =+

immer ein spezielles Flachenintegral der 1. Art, wobei der Wert von der Wahl des
Vorzeichens fiir v abhéngt.

Interpretation Das Fliachenintegral 1. Art ist die natiirliche Verallgemeinerung
der bereits weiter oben studierten zweidimensionalen Gebietsintegrale, wobei der
Definitionsbereich der Funktion f diesmal keine flache Teilmenge D des R? sein muss,
sondern eine gekriimmte Teilmenge F des R? sein darf. Das Flichenintegral der 2. Art
quantifiziert den Durchfluss des Vektorfeldes f durch die Flache, d.h. wir integrieren
die Lange der normalen Komponente von f iiber F.
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Bezispiele
1. Um die Funktion
f(x)=z1 22 + 23
auf dem Kreiszylinder
F={x:ai+a5=0",0<a3<n}

mit Radius ¢ und Hoéhe n zu integrieren, benutzen wir die Flachenformeln von
oben mit den Parametern ¢ und h. Wegen do = o dyp dh erhalten wir

[ o= / / F(o cos(p), o sin(p), h) o dhdy

2

n
// 0° cos () sin (¢) + oh) dhdy
00

(Q 1 cos () sin (@) + 3 0n?) dp = 7 on?,

o\

2 27
wobei wir auch [ cos () sin () dp = 3 [ sin(2¢) de = 0 benutzt haben.
0 0

2. Wir wollen das Vektorfeld

mit Hilfe der sphérischen Winkel auf der halben Einheitssphére
F:{x cai a4 a3 =1, x320}
integrieren. Wir hatten dazu oben schon ausgerechnet, dass

cos (uy) cos? (uz)
do = [ sin (u1) cos® (ug) | duy dusg
sin (ug) cos (uz)

gilt, wobei uy € [0, 27| und uy € [0, 7/2] die sphérischen Winkelparameter fiir
F sind. Durch Einsetzen der Parametrisierung x = p(u) in die Definition von f
erhalten wir

cos (uy) sin (uy) cos? (uy)
f(x) =f(p(u)) = 0

sin (uz)
und damit
f(x)+do = (sin (u;) cos® (u1) cos® (up) + sin® (us) cos (us)) duy duy
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nach Berechnung des Skalarproduktes. Wir miissen nun die rechte Seite in
dieser Formel bzgl. w; und wus integrieren. Mit dem Satz von Fubini und
direkten Rechnungen — bzw. unter Ausnutzung der Periodizitidt sowie der
Geradheit/Ungeradheit der trigonometrischen Funktionen — erhalten wir

2T 7T/2
/ / sin (u;) cos? (uy) cos* (uy) duy du; =0
00
sowie
o /2 w/2
2
3 .

/ / sin? (ug) cos (ug) dug du; = 27 / sin? (ugy) cos (up) duy =
0 0

[e=]

Insgesamt ergibt sich

als der gesuchte Wert des Fliachenintegrals der 2. Art von f iiber F.

Bemerkung*

1. Das infinitisimale Flachenelement kann alternativ auch durch

do = g(u) duy dug, g(u) = /det (G(u))

bestimmt werden, wobei die symmetrische (2, 2)-Matrix

0w, p(u) «0y,p(u) 9y, p(u) 8u2p(u))

G0ﬂ=:Jp00T'JP00::<a“p@0.awp@n Ou,p(1) * Dy, p(u)

auch metrischer Tensor oder Erste Fundamentalform genannt wird. Insbesondere
kénnen wir also an Stelle des Kreuzproduktes und seiner Norm auch die drei
Skalarprodukte zwischen den Tangentialvektoren 0, p(u) und 0,,p(u) sowie eine
Determinate und eine Wurzel berechnen.

2. Im Spezialfall p3(u) = 0 fiir alle u € D kann F selbst als Teilmenge des R?
betrachtet werden und kleinere Rechnungen zeigen

g(u) = ‘ det <g:g;23§ gzzg;gﬁg) ’ - |au1p1 (11) 8u2p2(u) - auzpl(u) au1p2(u)‘ :

Insbesondere wird dann aus der Definition des Flidchenintegrals ein Spezialfall
der Transformationsformel fiir Gebietsintegrale.

Theorem (Invarianz unter Reparametrisierung) Bei einem Wechsel der
Parametrisierung von F &ndert sich der Wert eines Fldchenintegrals 1. Art nicht. Ein
Flachenintegral 2. Art kann hochstens sein Vorzeichen é&ndern.

Beweis, Vorbemerkung*: Wir betrachten zwei parametrisierte Flichen p : D — R3

und p : D — R?, sodass F = im (p) = im (p) sowie

p()=p(u), u=e@, a=2(u)
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gelten, wobei die Abbildungen ® : D — D und ® : D — D die Parameterwechsel
beschreiben und zueinander invers sind.
Beweis, Teil 1*: Die Kettenregel liefert

Jp(u) = Jp(u) - J@(u),

wobei dies auch als

| | | | (@) 0, (0
e () | = | up) 2upce) () Seanm)

geschrieben werden kann. Die Eigenschaften der Matrizenmultiplikation implizieren die
Darstellungsformeln

aulp( ) amq) ( )au1p<u) + 8111 (I)Q(ﬁ) 8u2p(11) )
9a,P(0) = 04,1 (11) Oy, P(0) + 05, P2(1) D, P(1)

wobei 9, p(11) sowie d,,p(u) dreidimensionale Vektoren und Jz,®;(11) reelle Zahlen
sind. Unter Ausnutzung der Bilinearitdt sowie der Antisymmetrie des Kreuzproduktes
erhalten wir deshalb

OuP(R) X Dg,B(8) = (9, O1(8) I, @2() — I, @ (8) I, @1(8) ) Dy P(w) X D P(1)
und damit auch
||8@1f)(~) X Og,p(0 || = ’detJ@ ‘ H@ulp X Oy, P(u H

Beweis, Teil 2*: Die Transformationsformel fiir Gebietsintegrale impliziert

dﬁl dfl,g ‘det J(P ‘ dU1 dUQ
und durch Kombination der bisherigen Teilresultate ergibt sich
do = ‘deth) ‘ ‘deth) ‘do

wobei do bzw. do das infinitisimale Flachenelement bzgl. p bzw. p meint.

Beweis, Teil 3*: Die Jacobi-Matrizen J®(11) und J®(u) sind zueinander inverse
(2,2)-Matrizen (dies ist wieder eine Folge der Kettenregel) und ihre Determinanten
miissen sich daher zu 1 multiplizieren. Insbesondere gilt

/ F(p() do = [ f(plw) do

fiir jede Funktion f : FF — R, und wir haben damit die erste Behauptung bewiesen.

Beweis, Schlussbemerkung*: Wie wir gerade gesehen haben, folgt die Invarianz des
Integrals der 1. Art direkt aus der Kettenregel sowie der Transformationsformel fiir
zweidimensionale Gebietsintegrale. Oder anders gesagt: Das Fléchenintegral ist gerade
so definiert, dass es invariant unter Reparametrisierung ist und damit ein wirkliches
geometrisches Konzept darstellt. Die Argumente fiir Integrale der 2. Art sind analog
und liefern

d6 = (det J®(i1)) |det J®(u)| do = £ do,

wobei das Vorzeichen sgn(det J®(u)) = sgn(detJ <I>(u)) dariiber entscheidet, ob die

Formel mit + oder — zu benutzen ist. O
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| Vorlesung 25: 01. Juli]

11.3 Integralsatze von Gaufs und Stokes in 3D

Ziel Wir verallgemeinern die Integralsitze von zwei auf drei Raumdimensionen,
wobei sich die geometrische und physikalische Bedeutung im Wesentlichen gleich
bleiben. In 3 D gibt es aber einen wichtigen Unterschied zwischen beiden Theoremen:

1. Die 3D-Variante des Satz von Gaufl setzt ein dreidimensionales Gebietsintegral
mit einem zweidimensionalen Flachenintegral in Beziehung.

2. Die 3D-Variante des Satz von Stokes setzt ein zweidimensionales Fliachenintegral
mit einem eindimensionalen Kurvenintegral in Beziehung.

Formulierung des Satzes von Gaufs

Setting In diesem Abschnitt betrachten wir eine Menge G C R3, die durch endlich
viele Flachen berandet wird, wobei wir die Anzahl der Randflachen mit K bezeichnen,
sowie Vektorfelder auf G.

1. G C R3 ist eine messbare Menge des R3.

2. Es existieren K parametrisierte Flichen py : D, — R3 mit

K
k=1

3. Wir nehmen aufferdem an, dass sich die Randmengen F} nur in endlich vielen
Kurven tiberlappen, da wir andernfalls wesentliche Teile von 0G doppelt abdecken
wiirden. Diese Kurven konnen, aber miissen keine Knickkanten sein.

4. In jedem Punkt x € 0G (mit Ausnahme von endlich vielen Knickkurven oder
Eckpunkten) existiert ein normierter duferer Normalenvektor v : G — R3,
sodass

(a) (v =1,
(b) (
() v(

5. f: G — R ist ein stetig differenzierbares Vektorfeld.

x) steht senkrecht auf jedem Flachentangentialvektor in x.

x) zeigt aus Sicht von G immer nach aufsen.

Bezispiele

1. Der dreidimensionale Quader G = [ay, b1] X [ag, bo] X [as, b3] besitzt die sechs
Randflachen

Fh7 FV7 EJ Fr7 Fu; FO

deren Indizes fiir ,hinten“, ,,vorne*, ,links“, ,rechts”, ,unten” und ,j,oben“ stehen.
Diese Teilflachen werden in naheliegender Weise iiber den 2D-Quadern

Dh/v = [a2, 52] X [@3, 53] ) Dl/r = [01, 51] X [a3, 53], Du/o = [ah 51] X [a27 52}
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330 11. Flachen und Oberflichenintegrale
durch die Formeln
aq Uy Uy
Pn(ug, uz) = | uz | , pi(ug, uz) = | a2 | , Pu(ug, uz) = | uz
us3 us as
und
bl Uy Uy
Py(ug, uz) = uz | , pr(ug, uz) = | b2 | , Po(u2, uz) = | us
Us usg b3
parametrisiert, wobei immer u; € [a;, b;] gilt. Die entsprechenden &ufseren
Normalenvektoren der Teilrdnder sind durch
-1 0 0
vp,=1| 0 , vi=|-1]1], ve=1 0
0 0 -1
sowie
+1 0 0
v,=1 0 , vi=|+11], vo=1 0
0 0 +1
gegeben und héangen nicht von x ab.
2. Die Vollkugel
G = B,(0) = {x c ot ol ad < QQ}
besitzt den dufseren Normalenvektor
v(x) = —|—ﬁ fur alle x € 0G ={x : ||x|| = o}.
X
Wir kénnen den Rand 0G durch eine einzelne Parametrisierung (also mit K = 1)
beschreiben, indem wir zum Beispiel die bereits oben eingefiihrten Euler-Winkel
mit D = [0, 27| x [—7/2, +7/2] verwenden. Alternativ kénnen wir K = 2 setzen
und 0G durch die zwei Parametrisierungen
Uy
P+ (u1, uz) = Uz : uecD={u: ul+u; <o’}
+/0% —u? —u3
beschreiben, die wir in natiirlicher Weise mit ,,— bzw. ,+“ (und nicht mit 1 bzw.
2) indizieren, und die die Vollsphére als Vereinigung zweier Graphen iiber einer
zweidimensionalen Kreisscheibe darstellen. Diese beiden Graphen entsprechen
der nordlichen bzw. der siidlichen Hemisphére und {iiberlappen sich auf der
Aquatorlinie {(x1, T, 23) : 23 + 23 = 0*, w3 = 0}. Es handelt sich dabei aber
nicht um eine Knickkurve.
3. Ein Volltorus mit Radien 0 < p; < 0 besteht aus allen Punkten des

dreidimensionalen Raumes, deren Abstand von einer gegebenen Kreislinie mit

Michael Herrmann: Analysis fir ET [@)srsa | Version vom 10. Juli 2024



11.3. Integralsidtze von Gaufs und Stokes in 3D 331

Radius 0o den Wert p; nicht iiberschreitet. Ein achsenparalleles Beispiel wird
durch die Formel

2
G:{(:Ul,asg,xg) : (Qg—\/l’%“—x%) +x§:9f}

beschrieben, wobei

K:{(.’El,xg, .Tg) : x%—i—a:%zgg, .ngZO}

die zu Grunde liegende Kreislinie vom Radius g, ist. Der Rand 0G ist ein Torus,
der durch die schon oben eingefiihrte Formel

cos (u1) (02 + 01 cos (u2))
p(u) = | sin(u) (024 01 cos(u2)) | ,  wi €0,27], uy€|0,27]
01 sin (uz)
in ,fast injektiver Weise parametrisiert werden kann, und fiir den durch
V(p(u)) — aUlp( ) X auzp( )
19 p(w) x Dz p(u)]]

ein globaler dufserer Normalenvektor definiert wird. Direkte Rechnungen liefern

01 cos (u1) cos (uz) (gg + 01 COS (Ug))
Oup(u) X 9y,p(u) = | o1 sin (u1) cos (us) (02 + 01 cos (us))
01 sin (us) (02 + 01 cos (us))
und damit auch

|0, p(1) X Duyp(u)|| = 01 (02 4 01 cos (uz))
bzw.
cos (uy) cos (uz)
v(p(u)) = | sin (u1) cos (us)
sin (us)

Die richtige Vorzeichenwahl in der Formel fiir v (p(u)) kann tibrigens recht einfach
in einem festen Punkt verifiziert werden. Mit

01+ 02 01
p(0) = 0 ,  0uP(0) x0,p(0)= | 0
0 0

sechen wir zum Beispiel, dass unsere Vorzeichenwahl sicherstellt, dass v(p(0)) im
Flachenpunkt p(0) wirklich nach aufken zeigt.

rechts links oben unten

T3

vorne hinten
SR xIo

T

Abbildung Ein dreidimensionaler, achsenparalleler Quader besitzt 6 Randflichen, wobei der dufiere
Normalenvektor auf den 12 Kanten und in den 8 Eckpunkten nicht definiert ist, sonst aber immer in
Richtung einer der Koordinatenachsen zeigt.
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Theorem (Integralsatz von Gauft in 3D) Mit den obigen Notationen und
Annahmen gilt

wobei links das dreidimensionale Gebietsintegral der Divergenz von f steht und rechts
die zweidimensionalen Fléchenintegrale iiber die Teilrdnder von G auftauchen.

Beweisidee: Man beweist den Satz von Gauf analog zu 2D in drei Schritten:

1. Auf dreidimensionalen Quadern kann die Formel einfach nachgerechnet werden.
Siehe dazu die Hausaufgaben.

2. Fiir eine Vereinigung endlich vieler Quader kann die Formel zunéchst auf jedem
Teilquader ausgewertet werden. Werden die Teilergebnisse zusammengesetzt, so
treten Ausloschungseffekte auf allen Rechtecken auf, die den gemeinsamen Rand
zweier benachbarter Teilquader darstellen, und dies impliziert schliefslich die
Behauptung. Siehe dazu den 2D-Beweis sowie die entsprechenden Bilder.

3. Allgemeinere Mengen G werden durch Quaderzerlegungen approximiert.

Die technische Schwierigkeit besteht darin, die Approximationsfehler im dritten
Beweisschritt abzuschétzen. O

Interpretation Die Interpretation ist analog zum zweidimensionalen Fall: Das
Flachenintegral auf der rechten Seite beschreibt den effektiven Ausfluss — oder, je nach
Kontext, den effektiven Durchfluss — des Vektorfeldes tiber die Oberfliche 0G von G.
Der Term f(x)sv(x) liefert dabei in jedem Randpunkt x € G die vorzeichenbehaftete
Léange der Normalkomponente von f(x), wobei ein positiver bzw. negativer Wert meint,
dass f(x) in diesem Punkt nach aufen bzw. nach innen zeigt. Ein verschwindender
Beitrag bedeutet hingegen, dass f(x) im linearen Tangentialraum 7,0G liegt. Die tiefe
Erkenntnis ist nun, dass dieser effektive Ausfluss auch durch das Gebietsintegral von
div f iiber G beschrieben werden kann.

Bemerkungen
1. Die rechte Seite kann auch als
/ (f(x) «v(x)) do
G

geschrieben werden, aber im Fall von K > 1 miissen wir dieses Flachenintegral
als Summe von K Summanden auswerten, wobei der k-te Summand mit Hilfe
der Parametrisierung p; berechnet wird.

2. Es gilt

[ (60 vx)) do =+ [ 1600

Fy, Fy,

d.h. wir kénnen das Flachenintegral 1. Art iiber den k-ten Teilrand von G auch
als Flachenintegral der 2. Art berechnen. Allerdings muss man sich dann immer
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genau iiberlegen, welches Vorzeichen das Richtige ist, d.h. ob bei der gegebenen
Parametrisierung py von Fj, der Vektor 9, px(u) X O, pr(u) aus Sicht von G nach
aufen oder nach innen zeigt.

3. Ein wichtiger Spezialfall betrifft Vektorfelder, deren j-Komponente durch eine
skalare Funktion f : G — R gegeben ist und deren restlichen Komponenten
verschwinden (also f; = f und f; = 0 fiir ¢ # j). In diesem Fall reduziert sich der
Gaufiche Satz auf die Formel

o seax= [ £, 0,

die als Verallgemeinerung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung
verstanden werden kann. Dabei bezeichnet v; die j-te Komponente von v.

4. Wird diese Formel fiir das Produkt zweier Funktionen f, g : G — R ausgewertet,
so ergibt sich mit

/ £(x) 0,9(x) / 0,,1(x) glx) dx -+ [ ) g00) () do,
oG

ein Analogon zu partieller Integration.

Anwendungen des Satzes von Gauf
Bezispiele
1. Wir wollen fiir das lineare Vektorfeld f : R® — R? mit
f(x)=S-x

seinen effektiven Durchfluss durch den Quader G = [ay, b1] X [ag, ba] X [as, bs]
berechnen, wobei

S11 S12 S13

S=|s2 S22 523

831 S32 833
eine gegebene (3,3)-Matrix ist. Um den gesuchten Wert zu bestimmen, kénnen
wir auf den sechs zweidimensionalen Randquadern jeweils das entsprechende
Fléchenintegral berechnen und anschliefiend alle Teilergebnisse aufsummieren.

Es ist aber einfacher, den gesuchten Wert mit Hilfe des Satzes von Gaufs durch
ein einziges Gebietsintegral zu bestimmen. Insbesondere gilt

divf(x) = s11 + 522 + 533 = tr (S)
und damit
/ (£(x) » v(x)) do = tr (S) vol (G)

oG
= (811 + S92 + 833) (by — a1) (by — ap) (b3 — as) ,

wobei hier die Berechnung des Gebietsintegrals besonders einfach war, da div f(x)
gar nicht von x abhéngt und vol (G) bekannt ist.
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2. Wir betrachten das dreidimensionale rotationssymmetrische Zentralfeld

Zy
f(x)zqﬁ(\/:c%—l—x%j%cg) Ty |, x#0
T3

auf der Hohlkugel
G={xeR’ : o <|x]| <ga},

wobei 0 < g < 0. < o0 gilt und ¢ : (0, 00) — R eine gegebene und stetig
differenzierbare Funktion ist. Der Rand von G besteht offensichtlich aus zwei
Teilen, ndmlich der Innensphére bzw. Aufsensphére

F={xeR : |x|=a} baw. F={xecR : |x|=o0.)}

und es gilt

V(X):_ﬁ fir xe€ F, V(X)Z—I—ﬁ flir x€F,.

Wir wollen nun die beiden Oberflichenintegrale im Gaufsschen Satz berechnen. In
diesem konkreten Beispiel miissen wir gar keine Parametrisierung fiir G wéhlen,
denn das Skalarprodukt von f(x) und v(x) héngt sowohl auf F; als auch auf F,
nicht von x ab. Insbesondere ergibt sich

/ (f(x) -v(x)) do=— [ ¢(a) oi do = —¢(g5) ¢i vol (F) = 47 ¢(e1) 0]

sowie eine analoge Formel mit vertauschtem Vorzeichen und p, statt g; fir F,.
Durch Addition erhalten wir schlieftlich

/ (£(0) » v(x)) do = 47 ($(00) & — Bla) &)
oG

Zusatz: Mit dem Satz von Gaufs konnen wir schlieffen, dass das Vektorfeld nur
im Fall von

divergenzfrei ist, da es andernfalls einen effektiven Durchfluss durch die Hohlkugel
G geben wiirde. Insbesondere kann nur in diesem Fall f als Geschwindigkeitsfeld
einer inkompressiblen Fliissigkeit verstanden werden.

Bemerkung*: Wir konnten den Zusatz auch mithilfe der Formeln

00, £(x) = o(lIx|) + & (IIxl) a7, divE(x) = 3o(|x) +¢'(Ix]) x|

sowie einem Differentialgleichungsargument herleiten.
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Theorem (Greensche Formeln) Fiir alle hinreichend guten skalaren Funktionen
fr9:G— Rgilt

/ (£(x) Ag(x) + (grad f(x)  grad g(x))) dx = / F(x) (grad g(x) » v(x)) do
G oG

[ (7603900 - 0 ) -

G

/ (f(X) (grad g(x) » v(x)) — g(x) (grad f(x) « V(X))) do,

oG

wobei das Oberflachenintegral iber 0G im Fall K > 1 wieder als Summe von einzelnen
Teilintegralen auszuwerten ist.

Beweis: Die erste Greensche Formel ist gerade der Gaufische Integralsatz fiir das
Vektorfeld

f(x) = f(x) grad g(x),
wobei
div £(x) = (grad f(x) - grad g(x)) + f(x) Ag(x)

aus der Produktregel fiir Ableitungen folgt und komponentenweise nachgerechnet
werden kann. Durch Vertauschung von f und ¢ erhalten wir eine Variante der ersten
Greenschen Formel und wenn wir diese von der Originalvariante abziehen, ergibt sich
gerade die zweite Greensche Formel. [

Bemerkungen

1. Die Greenschen Formeln sehen sehr kompliziert aus, werden aber sehr oft benutzt
(auch in den Anwendungswissenschaften). Am besten ist, Sie memorieren nicht
die Formeln, sondern wie diese aus dem Gaufsschen Integralsatz abgeleitet werden
kénnen.

2. A ist der Laplace-Operator mit
Ag(x) = divgrad g(x) = 03, g(x) + 0;,9(x) + 92,9(x) -

Er spielt zum Beispiel in der Theorie der partiellen Differentialgleichungen sowie
in der Maxwellschen Theorie des Elektromagnetismus eine wichtige Rolle.

3. Die Greenschen Formeln kénnen als dreidimensionales Analogon der partiellen
Integration verstanden werden. Die entsprechenden eindimensionalen Formeln
auf einem Intervall I = [a, b] sind

/ (F(@) g"(2) + ['(2) ¢ () dz = [f(z) g'(2)] "
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und
b
x=b
/ (f(z) g"(x) = f"(x) g()) dz = [f(z) g'(x) — f'(2) g(=)], _, -
wobei die rechten Seiten das Analogon zu den Randintegralen darstellen und auf
dem Rand von I, d.h. in den Punkten x = a und =z = b ausgewertet werden.
4. In der Literatur existieren die alternativen Notationen

dg

(v(x) + grad g(x)) = Dy (x) = 52(0).

wobei jeder Term die Richtungsableitung von g in Richtung des Normalenvektors
beschreibt.

Vorlesung 26: 05. Juli

Der Satz von Stokes

Setting In diesem Abschnitt betrachten wir dreidimensionale Vektorfelder auf einer
gekriimmten Flache, die von einer geschlossenen Raumkurve berandet wird:

1.

2.

p: D — R3? ist eine Parametrisierung von F' = im (p) C R?, wobei D C R? gilt.

Der Fliachenrand von F ist das Bild C' = im (c) einer parametrisierten Raumkurve
c: I — R3, wobei diese geschlossen ist und keine Doppelpunkte aufweist.

Fist orientierbar, d.h. es gibt zwei Seiten von F'. Diese geometrische Bedingung
ist sehr wichtig und nicht verhandelbar.

Es existieren ein normierter Tangentialvektor 7 auf C' sowie ein normierter
Normalenvektor v auf F', die zueinander positiv orientiert sind. Dabei gibt es
verschiedene Moglichkeiten, diese Eigenschaft zu beschreiben bzw. zu iiberpriifen:

(a) Die Kurve C' umrundet jeden Fléachennormalenvektor in F' in mathematisch
positiver Weise.

(b) Die Parametrisierung ¢ von C' erfolgt so, dass F' immer ,links* von C' liegt,
wobei dann stillschweigend vorausgesetzt wird, dass v nach ,,oben” zeigt.

(¢) In jedem Punkt x € C zeigt der der Vektor v(x) x 7(x) in das Innere von
F. Die Vektoren v(x) und 7(x) beschreiben eine Rechtsschraubung. Siehe
dazu das Bild.

Mit etwas Ubung kénnen wir die richtige Orientierung in konkreten Fillen meist
sehr einfach von der falschen unterscheiden.

f ist ein stetig differenzierbares 3D-Vektorfeld, dass in der Niahe von F' definiert
ist.
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Abbildung Die typische Situation fiir den Integralsatz von Stokes mit einer gekriimmten Flache F
(hellgriin), deren Fliachenrand C' (dunkelgriin) durch die parametrisierte Raumkurve beschrieben wird.
Der griine Pfeil illustriert den Tangentialvektor 7(x), den es in jedem Punkt x € C gibt, wohingegen
der violette Pfeil den Normalenvektor v(x) an die Fliche darstellt, der in jedem Punkt x € F' existiert.
Rechts ist in blau die entsprechende planare Konfiguration gezeichnet, die mittels p in die rdumliche
iiberfithrt wird. Die braune und die hellgraue Menge wurden nur zur besseren Anschauung gezeichnet
und der dunkelgraue Pfeil représentiert das Vektorfeld f. Zur Orientierung: Die Vektoren v und 7 sind
zueinander positiv orientiert. Richten wir zum Beispiel eine gewohnliche Baumarkt-Schraube entlang
des violetten Normalenvektors so aus, dass der Pfeil zur Spitze der Schraube zeigt, so entspricht die
Parametrisierung von C dem Eindrehen der Schraube.

Bemerkungen

1. Die positive (also richtige) Orientierung von v und 7 ist insofern wichtig, als das
wir bei falscher Wahl des Flachennormalenvektors oder des Durchlaufsinns von
C' das linke oder das rechte Vorzeichen im Satz von Stokes dndern missten. Eine
dhnliche Bedingung hatten wir schon in 2D kennen gelernt.

2. Die Bedingung der Orientierbarkeit hat keine Entsprechung in 2D. Sie stellt
sicher, dass wir iberhaupt von richtiger oder falscher Orientierung reden kénnen.

3. Wir nehmen immer an, dass p und c jeweils stetig differenzierbar und regular
sind. Im Prinzip kénnen F' bzw. C' Knickkurven bzw. Knickpunkte aufweisen,
aber wir werden hier von dieser Moglichkeit keinen Gebrauch machen.

4. Der Flachenrand von F' kann in aller Regel intuitiv verstanden bzw. identifiziert
werden. Formal handelt es sich um die Menge p(9D), also um das Bild von
0D unter der Parametrisierungsabbildung p. Beachte, dass bei nicht-reguldren
Parametrisierungen gewisse Entartungen auftreten konnen, die wir aber hier nicht
diskutieren wollen.

5. In jedem Punkt x € C stehen die Vektoren v(x) und 7(x) senkrecht aufeinander
und besitzen jeweils die Lange 1. Die Vektoren 7(x) und v(x) x 7(x) spannen
dabei den Tangentialraum Ty F' auf.

Orientierbarkeit von Flichen Die Frage, ob eine gegebene (unparametrisierte)
Fliche F' C R? eigentlich immer ,zwei Seiten* besitzt, ist viel subtiler als sie auf den
ersten Blick aussieht. Die spontane Antwort ist sicherlich ja, denn wir kénnen uns zum
Beispiel sehr gut vorstellen, dass eine Sphére oder die Oberfliche eines Kreiszylinders
von innen griin und von aufken blau angestrichen wird. Bei genauerer Betrachtung
wird aber klar, dass dies nicht immer so ist. Als Standardbeispiele betrachten wir die
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parametrisierten Flachen

cos (ul)(l — Uy Sin (% mul))
p(uy, ug) = | sin (ul)(l + uy sin (%mul)) , up ER, uy € [—n, 1)

Uo COS (% mul)

mit ganzzahligem Parameter m und reellem Parameter n > 0. Die entsprechende Fliache
besitzt fiir jeden geraden Wert von m wirklich zwei Seiten, aber fiir jeden ungeraden
Wert von m nur eine Seite (siche das Bild und seine Beschreibung). Im ersten Fall
sprechen Mathematiker von einer orientierbaren Fldche, im zweiten nicht.

Achtung: Der Satz von Stokes gilt nur auf Fléachen, die zwei Seiten haben, also hier
nur fiir gerade m.

Abbildung Die parametrisierte Fldche von eben fiir m = 0 (Zylinderband), m = 1 (Md&biusband)
sowie fiir m = 2 und m = 3, wobei die Fldchen abwechselnd zwei bzw. eine Seite besitzen und daher
als orientierbar bzw. nicht orientierbar klassifiziert werden. Sie kénnen diese Flichen sehr einfach
zu Hause aus einem schmalen Papierstreifen nachbauen, in dem Sie die kurzen Enden des Streifens
direkt verkleben (m = 0) oder zunéchst um 180 Grad (m = 1), 360 Grad (m = 2) bzw. 540 Grad
gegeneinander drehen und dann verkleben. Fiir m = 0 und m = 2 entsteht dadurch eine Flache mit
zwei Seiten und Sie kénnen mit dem Finger entweder die Innenseite oder die Aufenseite vollsténdig
abfahren, ohne dabei die Seite zu wechseln. Alternativ kénnen Sie die eine Seite vollstédndig blau, die
andere vollstdndig griin farben. Fiir m = 1 und m = 3 geht das alles nicht, denn es gibt nur eine
Seite. Probieren Sie es aus! Ein zweiter wichtiger Unterschied betrifft den Flichenrand: Fiir m = 0
und m = 2 wird die Fliache durch zwei geschlossene Raumkurven berandet, aber fiir m = 1 und m = 3
besteht der Flidchenrand aus einer einzelnen geschlossenen Raumkurve. Auch dass kann man sehen
bzw. sich mit verklebten Papierstreifen klar machen. Im Bild ist die Klebekante rot markiert und zur
besseren Illustration haben wir angenommen, dass der Streifen teils aus braunem und teils aus gelbem
Papier besteht.

Theorem (Integralsatz von Stokes in 3D) Mit den obigen Notationen und
Annahmen gilt

/ (rot f(x)+v(x)) do = / (f(x)+7(x)) ds,

F oF

wobei « immer das Skalarprodukt im R?® meint und 0F = C den Flichenrand von F'
meint.

Beweisidee: Wir konnen die 3D-Variante von Stokes mittels der Parametrisierung p
aus der 2D-Variante herleiten, wobei F' gerade das Bild von D ist und ¢ = poa als
Liftung einer planaren Kurve a betrachtet werden kann, die 0D parametrisiert (siehe
das Bild). Aukerdem wird durch g = f o p ein Vektorfeld auf D definiert.

Wir schreiben die 2D-Variante von Stokes fiir das Gebiet D mit Randkurve a und
Vektorfeld g hin und transformieren anschlieffend sowohl das 2D-Gebietsintegrals als
auch das 2D-Kurvenintegral mittels p. O
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Interpretation Der dreidimensionale Satz von Stokes ist das direkte Analogon zur
2D-Variante, nur dass nun die Flache gekriimmt sein darf und durch eine Raumkurve
berandet wird.

Bemerkungen

1. Der Integralsatz von Stokes erlaubt es uns, die Zirkulation eines Vektorfeldes
entlang einer geschlossenen Kurve alternativ als Flachenintegral seiner Rotation
auszudriicken. Dariiber hinaus ist er von fundamentalem theoretischen Interesse,
zum Beispiel in der Maxwellschen Theorie des Elektromagnetismus und in der
Hydrodynamik.

2. Die 2D-Variante von Stokes kann als Spezialfall der 3D-Version betrachtet
werden. Das sieht man zum Beispiel mit der Wahl

Uy fl(xlv xQ)
p(u)=|u |, f(x) = | folz1, 22) |
0 0

denn dann gilt 1 = uy, 9 = ug, r3 = 0 sowie F' = D und

0 0
vix)=10], rot f(x) = 0
1 Opy fa(x1, T2) — Ony f1(21, T2)

Beispiele
1. Ein sehr einfaches Beispiel ist die obere Hemisphére der Einheitskugel
F={(21, 2, 23) : 2] +a5+a5=1, 23 >0}.
Der entsprechende Flachenrand ist gerade die Kreislinie

C:{(.Tl,l'g, r3) i+ ai=1, mg,:O}

und durch
T )
V(xla X2, xS) = i) ) T(xly X2, 333) = +LTJ1
I3 0

konnen wir in zuléssiger Weise einen normierten Normalenvektor v auf F' sowie
einen normierten Tangentialvektor 7 auf C' einfithren. Betrachten wir aufserdem
das Vektorfeld f : R3 — R3 mit

f(x)= | +x1 | ,
T3
so ergibt sich

f(x)eT(x) =22+ 22 =1 fir xeC
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und damit auch
/(f(x)-‘r(x)) ds :/1ds =len(C) =2,
C c

wobei len (C') die Lange von C' ist. Der Satz von Stokes impliziert nun

/(rotf(x)-l/(x)) do=2m,

F

aber wir wollen dies noch einmal nachpriifen. Dazu berechnen wir

Ory f3(X) = Ory f2(x) 0
rotf(x) = | Ouy f1(x) —Ouy f3(x) | = [ O
Oy [2(X) = O, f1(x) 2

und erhalten
rot f(x)ev(x) =223 fir xeF

als die zu integrierende Funktion auf F'. Parametrisieren wir F' zum Beispiel durch
sphérische Winkel u; € [0, 7], us € [0, 7/2], so gilt do = cos (uz) duy dus (siehe
oben) und wir erhalten mit

271'7T/2

/ (rot f(x)+v(x)) do = / / 2 sin (ug) cos (ug) dug duy

F

/2
:27r/sin(2u2)du2:27r,
0

das gewiinschte Ergebnis.

2. Wir betrachten das Vektorfeld
f(x)= |+ |, xeqG

auf dem unendlich ausgedehnten Kreiszylinder
G = {(z1, 32, x3) : 2} + a5 <1},

wobei f eine turbulente Rohrstrémung beschreibt. Wir wollen nun die Zirkulation
von f entlang der schief im Raum liegenden Ellipsenlinie

C={(z1, 29, 23) : ai+a53=1, a3=1—21 — 22},

berechnen, wobei K so durchlaufen werden soll, dass der Einheitskreis der
(1, z3)-Ebene (Projektion von C') entgegen dem Uhrzeigersinn durchlaufen wird.

Losung durch Kurvenintegral: Wir konnen die Kreislinie K durch

cos (t)
c= sin (t) : t €10, 27]
1 — cos (t) — sin (¢)
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parametrisieren und das Stokessche Kurvenintegral mittels

2w

/ (£(x) » 7(x)) ds = / £(x) + dx = / (E(c(t)) - &(t)) dt

X

berechnen. Dabei haben wir ausgenutzt, dass 7(c(t)) immer in die gleiche (und
nicht die entgegengesetzte) Richtung ¢(t) zeigt, da wir andernfalls ein Vorzeichen
andern miissen. Mit direkten Rechnungen erhalten wir

—sin (t) .
c(t) = cos T(X) = ()
R O ) R O

f(c(t)) »¢(t) = sin® (¢) + cos* () + (cos (t) —sin (t)) (1 — cos (t) — sin (t))3 ,

und schlieflich ergibt sich

[SS] )

™

[ (669 s =

K

nach Einsetzen und Berechnung der Integrale.

Lésung durch Flichenintegral: Wir konnen die Menge C' als den Flachenrand der
Schnittflache F' = G N E zwischen dem Zylinder G und der Ebene

E= {(4171, T2, x:s) DX+ X9+ a3 = 1}
betrachten, wobei wir F' zum Beispiel als Graph einer Funktion mittels
Uy
p(u) = Ua , ue D := {(ul,ug) : u%—l—uggl}

1—U1-U2

parametrisieren kénnen. Der Satz von Stokes erlaubt es, die gesuchte Zirkulation
durch ein Fléchenintegral zu ermitteln. Dazu berechnen wir

axzf?)(x) - axsz(X) 0
rot f(X) = angl (X> - aﬁvlfi’m(X) = 0
Oy f2(X) — O, f1(X) 327+ 33
sowie
+1 0 1
0w P(u) X Oy,p(u)=[ O | x| +1|=1|1],
-1 -1 1

wobel die zweite Formel

do = \/gdul dus
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liefert sowie

L (V3
V(P(u)) = ig V3
V3

Wir miissen noch das richtige Vorzeichen wihlen, damit v und 7 zueinander
passen. Im konkreten Fall ist 4+ die richtige Wahl, wobei wir dies mithilfe der
geometrischen Anschauung oder einem 3D-Plot begriinden konnen (siehe das
Bild). Alternativ konnen wir einzelne Punkte in C' betrachten. Mit x, = p(% 77)
gilt etwa

v AN A
X, =3 V2 , T(x) = 5 +V2 ], vx)xT(x)= B -6
222 0 26

und man sieht die positive Orientierung (zum Beispiel, weil v(x,) x 7(x,) im
Punkts x, ins Innere von F' zeigt). Da wir nun v identifiziert haben, berechnen
wir

0
rot f(p(u)) = " 2O+ ) : rot f(p)(u) «v(p(u)) = V3 (uf + u3)

und erhalten

/(f(x)-v(x)) do = /f(x)- do = /\/§(u§ +u2)V3 du

F F D

[\ [oV]

2
T,
0

1
:3/r3/dgodr:
0

wobei wir zur Berechnung des zweidimensionalen Gebietsintegrals iiber D die
ebenen Polarkoordinaten in der (uq, us)-Ebene benutzt haben.

Blick von oben vorn Blick von oben rechts Blick von oben hinten

|

X1

Abbildung Die Bilder zum zweiten Beispiel, wobei F' die schiefliegende griine elliptische Scheibe ist.
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Ausblick: Elektrische und magnetische Felder* Die Mazwellschen Gleichungen
modellieren die Gesamtheit aller elektromagnetischen Erscheinungen und kénnen als

divD(t, x) = 4mol(t, x)
div B(t, x) 0

+ ¢ t9B(t,x) + rotE(t,x) = 0

— ¢ 'oD(t, x) + rotH(t,x) = 4mctjt, x)

geschrieben werden. Hierbei ist ¢ die Zeit und x € R? die Raumvariable, wobei sich die
Differentialoperatoren div und rot nur auf diese x-Koordinaten beziehen. Aufserdem
ist ¢ die Lichtgeschwindigkeit und es gelten die punktweisen Identitaten

D(t, x) = ¢ E(t, x), B(t, x) = p H(t, x),

wobei die physikalischen Konstanten ¢ bzw. p die Dielektrizitatskonstante bzw. die
magnetische Permeabilitit genannt werden. Im Standardfall sind die Ladungsdichte p
sowie der Leitungsstrom j bekannt und man mdochte mit Hilfe der obigen Gesetze die
elektrische Feldstiarke E, die magnetische Feldstarke H, die dielektrische Verschiebung
D sowie die magnetische Flussdichte B bestimmen, wobei noch geeignete Anfangs- und
Randbedingungen gestellt werden konnen.

Die vier Maxwellschen Formeln stellen partielle Differentialgleichungen dar, aber
wir kdnnen deren mathematische Theorie und Praxis in diesem Vorlesungszyklus leider
nicht behandeln. Wir wollen aber festhalten, dass sie wegen der Sétze von Gauft und
Stokes dquivalent zu den Integralformeln

/ (D(t, x) s v(x)) do=4m /g(t, x) dx,

oG G
/ (B(t, x) s v(x)) do=0
oG

/ (E(t, x) e 7(x))ds = — ¢!

oF

/ (H(t, x) e T(x))ds =+ ¢!

oF

(0B(t, x) +v(x)) do,

(0D(t, x) sv(x))do + 47! / (i(t, x) s v(x)) do

sind. Hierbei ist G ein beliebiges Testvolumen mit Normalenvektor v und F eine
beliebige Testfliche in OG mit Tangentialvektor 7. Die integrale Form der Maxwellschen
Gleichungen ist aus physikalischer Sicht eigentlich fundamentaler und kann benutzt
werden, um die differentielle Variante herzuleiten.
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