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Griechisches Alphabet

klein groß Name Laut

↵ A alpha a
� B beta b
� � gamma g
� � delta d
", ✏ E epsilon ĕ
⇣ Z zeta z
⌘ H eta ē
✓, # ⇥ theta th
◆ I iota i
 K kappa k
� ⇤ lambda l
µ M my m

klein groß Name Laut

⌫ N ny n
⇠ ⌅ xi x
o O omikron ŏ
⇡ ⇧ pi p
%, ⇢ P rho r
� ⌃ sigma s
⌧ T tau t
� ⌥ upsilon y
', � � phi ph, f
� X chi ch
  psi ps
! ⌦ omega ō
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Kapitel 1

Logik und Mengenlehre

1.1 Aussagenlogik

Vorlesung 01, 23. Oktober 2019

Motivation Sauberes Schließen und fehlerfreies Argumentieren sind zentral in den
Wissenschaften.

Definition Mathematische Aussagen sind Sätze, die wahr/richtig oder falsch sind
(obwohl wir die Antwort vielleicht nicht kennen).

Beispiele

1. 2 ist eine Primzahl. (richtig)

2. Der Umfang eines Kreises von Radius r ist ⇡r2. (falsch)

3. Mein Zug hatte gestern Verspätung. (je nach Kontext)

4. Es gibt unendliche viele Primzahlzwillinge. (nicht bekannt)

Gegenbeispiele

1. Der Film war spannend.

2. Das Essen war gut.

3. Morgen wird es regnen.

Notation Aussagen werden meist mit Großbuchstaben (A, B, ...) bezeichnet;
Wahrheitswert einer Aussage:

w(A) = 0 falls A falsch ist , w(A) = 1 falls A wahr ist ,
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6 1. Logik und Mengenlehre

Verknüpfungen von Aussagen

¬A nicht A Negation
A ^ B A und B Konjunktion (von A und B)
A _ B A oder B Disjunktion bzw. Alternative
A ) B aus A folgt B Implikation

(mit Prämisse A und Konklusion B)
A , B A genau dann, wenn B Äquivalenz

w(A) w(B) w(¬A) w(A ^ B) w(A _B) w(A ) B) w(A , B)
0 0 1 0 0 1 1
0 1 1 0 1 1 0
1 0 0 0 1 0 0
1 1 0 1 1 1 1

Bemerkung

1. Das mathematische ODER ist nicht exklusiv: A _ B ist auch dann wahr, wenn
sowohl A als auch B wahr sind.

2. Eine Implikation mit falscher Prämisse ist immer richtig bzw. aus einer falschen
Aussage folgt alles. Beispiel : Wenn 4 eine Primzahl ist, so ist auch 8 eine Primzahl.

Beispiele

1. Konjuktion: 3 ist eine Primzahl und 6 ist gerade.

2. Alternative: 2 ist eine Primzahl oder 3 ist eine Primzahl.

3. Implikation: Jede durch 4 teilbare Zahl ist gerade. (A ) B mit A =
”
n ist durch

4 teilbar“ und B =
”
n ist gerade“)

Definition Tautologien sind Aussagen, die immer wahr sind.

A _ ¬A (Satz vom ausgeschlossenen Dritten)
¬
�
A ^ ¬A

�
(Satz vom Widerspruch)

¬(¬A) , A (Negation der Negation)

¬
�
A _B

�
,
�
¬A
�
^
�
¬B
�

(1. Regel von de Morgan)
¬
�
A ^B

�
,
�
¬A
�
_
�
¬B
�

(2. Regel von de Morgan)

A ^
�
B _ C

�
,
�
A ^ B

�
_ (A ^ C) (Distributivgesetz )

A _
�
B ^ C

�
,
�
A _ B

�
^ (A _ C) (Distributivgesetz )

(A ) B) ,
�
¬B ) ¬A

�
(Kontraposition)

(A ) B) ,
�
¬A _ B

�
(...)

(A ) B) ^ A ) B (modus ponens)
(A ) B) ^ ¬B ) ¬A (modus tollens)
(A ) B) ^

�
B ) C

�
)
�
A ) C

�
(modus barbara)
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1.1. Aussagenlogik 7

Beispiel Überprüfung der Kontraposition mittels einer Wahrheitswertabelle

A B A ) B ¬A ¬B ¬B ) ¬A Kontraposition
0 0 1 1 1 1 1
0 1 1 1 0 1 1
1 0 0 0 1 0 1
1 1 1 0 0 1 1

Bemerkung Die Kontraposition ist die Grundlage des indirekten Beweises (siehe
Große Übung II).

Analogie in der Digitaltechnik = Logische Gatter

A
<latexit sha1_base64="Lihtv2jYSe0RaYbwwPdS8141boc=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbRRI+oF4+QyCOBDZkdemFkdnYzM2tCCF/gxYPGePWTvPk3DrAHBSvppFLVne6uIBFcG9f9dnJr6xubW/ntws7u3v5B8fCoqeNUMWywWMSqHVCNgktsGG4EthOFNAoEtoLR3cxvPaHSPJYPZpygH9GB5CFn1FipftMrltyyOwdZJV5GSpCh1it+dfsxSyOUhgmqdcdzE+NPqDKcCZwWuqnGhLIRHWDHUkkj1P5kfuiUnFmlT8JY2ZKGzNXfExMaaT2OAtsZUTPUy95M/M/rpCa89idcJqlByRaLwlQQE5PZ16TPFTIjxpZQpri9lbAhVZQZm03BhuAtv7xKmpWyd1Gu1C9L1dssjjycwCmcgwdXUIV7qEEDGCA8wyu8OY/Oi/PufCxac042cwx/4Hz+AJQrjMk=</latexit>

Q = A ^B
<latexit sha1_base64="daBI5JqZxaUHOVaJIoQdviPgY68=">AAAB8nicbVBNS8NAEN3Ur1q/qh69LBbBU0mqoBeh1ovHFuwHpKFsNpN26SYbdjdKCf0ZXjwo4tVf481/47bNQVsfDDzem2Fmnp9wprRtf1uFtfWNza3idmlnd2//oHx41FEilRTaVHAhez5RwFkMbc00h14igUQ+h64/vpv53UeQion4QU8S8CIyjFnIKNFGcls3t/0nCIaAG4Nyxa7ac+BV4uSkgnI0B+WvfiBoGkGsKSdKuY6daC8jUjPKYVrqpwoSQsdkCK6hMYlAedn85Ck+M0qAQyFNxRrP1d8TGYmUmkS+6YyIHqllbyb+57mpDq+9jMVJqiGmi0VhyrEWePY/DpgEqvnEEEIlM7diOiKSUG1SKpkQnOWXV0mnVnUuqrXWZaXeyOMoohN0is6Rg65QHd2jJmojigR6Rq/ozdLWi/VufSxaC1Y+c4z+wPr8ASmDkIU=</latexit>

AND
<latexit sha1_base64="wiuVSQgiF7B7DFLI4q2pT8UDk0M=">AAAB6nicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbxoEd8HDwZjPJIgJDZoRcmzM5uZmZNyIZP8OJBY7z6Rd78GwfYg4KVdFKp6k53lx8Lro3rfju5ldW19Y38ZmFre2d3r7h/0NBRohjWWSQi1fKpRsEl1g03AluxQhr6Apv+6HrqN59QaR7JRzOOsRvSgeQBZ9RY6eHy7qZXLLlldwayTLyMlCBDrVf86vQjloQoDRNU67bnxqabUmU4EzgpdBKNMWUjOsC2pZKGqLvp7NQJObFKnwSRsiUNmam/J1Iaaj0OfdsZUjPUi95U/M9rJya46KZcxolByeaLgkQQE5Hp36TPFTIjxpZQpri9lbAhVZQZm07BhuAtvrxMGpWyd1au3FdK1assjjwcwTGcggfnUIVbqEEdGAzgGV7hzRHOi/PufMxbc042cwh/4Hz+ALt8jW0=</latexit>

B<latexit sha1_base64="wW6OXYFoJg3RvlrYIdlxqPzQzSE=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbRRI8ELx4hkUcCGzI79MLI7OxmZtaEEL7AiweN8eonefNvHGAPClbSSaWqO91dQSK4Nq777eQ2Nre2d/K7hb39g8Oj4vFJS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfju7nffkKleSwfzCRBP6JDyUPOqLFSo9YvltyyuwBZJ15GSpCh3i9+9QYxSyOUhgmqdddzE+NPqTKcCZwVeqnGhLIxHWLXUkkj1P50ceiMXFhlQMJY2ZKGLNTfE1MaaT2JAtsZUTPSq95c/M/rpia89adcJqlByZaLwlQQE5P512TAFTIjJpZQpri9lbARVZQZm03BhuCtvrxOWpWyd1WuNK5L1VoWRx7O4BwuwYMbqMI91KEJDBCe4RXenEfnxXl3PpatOSebOYU/cD5/AJWvjMo=</latexit>

A
<latexit sha1_base64="Lihtv2jYSe0RaYbwwPdS8141boc=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbRRI+oF4+QyCOBDZkdemFkdnYzM2tCCF/gxYPGePWTvPk3DrAHBSvppFLVne6uIBFcG9f9dnJr6xubW/ntws7u3v5B8fCoqeNUMWywWMSqHVCNgktsGG4EthOFNAoEtoLR3cxvPaHSPJYPZpygH9GB5CFn1FipftMrltyyOwdZJV5GSpCh1it+dfsxSyOUhgmqdcdzE+NPqDKcCZwWuqnGhLIRHWDHUkkj1P5kfuiUnFmlT8JY2ZKGzNXfExMaaT2OAtsZUTPUy95M/M/rpCa89idcJqlByRaLwlQQE5PZ16TPFTIjxpZQpri9lbAhVZQZm03BhuAtv7xKmpWyd1Gu1C9L1dssjjycwCmcgwdXUIV7qEEDGCA8wyu8OY/Oi/PufCxac042cwx/4Hz+AJQrjMk=</latexit>

Q = A _B
<latexit sha1_base64="h60hzmrmBZZkVysk8+argqaPQGo=">AAAB8HicbVBNSwMxEM36WetX1aOXYBE8ld0q6EWo9eKxBfsh7VKy6WwbmmSXJFsoS3+FFw+KePXnePPfmLZ70NYHA4/3ZpiZF8ScaeO6387a+sbm1nZuJ7+7t39wWDg6buooURQaNOKRagdEA2cSGoYZDu1YAREBh1Ywup/5rTEozSL5aCYx+IIMJAsZJcZKT/Xbu+4YAFd7haJbcufAq8TLSBFlqPUKX91+RBMB0lBOtO54bmz8lCjDKIdpvptoiAkdkQF0LJVEgPbT+cFTfG6VPg4jZUsaPFd/T6REaD0Rge0UxAz1sjcT//M6iQlv/JTJODEg6WJRmHBsIjz7HveZAmr4xBJCFbO3YjokilBjM8rbELzll1dJs1zyLkvl+lWxUs3iyKFTdIYukIeuUQU9oBpqIIoEekav6M1Rzovz7nwsWtecbOYE/YHz+QOjdI+l</latexit>

OR
<latexit sha1_base64="kdZhQpoUZflquG19m44QxfLCwNc=">AAAB6XicbVA9SwNBEJ3zM8avqKXNYhCswl0stAza2BmD+YDkCHubvWTJ3t6xOyeEI//AxkIRW/+Rnf/GTXKFJj4YeLw3w8y8IJHCoOt+O2vrG5tb24Wd4u7e/sFh6ei4ZeJUM95ksYx1J6CGS6F4EwVK3kk0p1EgeTsY38789hPXRsTqEScJ9yM6VCIUjKKVGveNfqnsVtw5yCrxclKGHPV+6as3iFkacYVMUmO6npugn1GNgkk+LfZSwxPKxnTIu5YqGnHjZ/NLp+TcKgMSxtqWQjJXf09kNDJmEgW2M6I4MsveTPzP66YYXvuZUEmKXLHFojCVBGMye5sMhOYM5cQSyrSwtxI2opoytOEUbQje8surpFWteJeV6kO1XLvJ4yjAKZzBBXhwBTW4gzo0gUEIz/AKb87YeXHenY9F65qTz5zAHzifP0pNjTE=</latexit>

B<latexit sha1_base64="wW6OXYFoJg3RvlrYIdlxqPzQzSE=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbRRI8ELx4hkUcCGzI79MLI7OxmZtaEEL7AiweN8eonefNvHGAPClbSSaWqO91dQSK4Nq777eQ2Nre2d/K7hb39g8Oj4vFJS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfju7nffkKleSwfzCRBP6JDyUPOqLFSo9YvltyyuwBZJ15GSpCh3i9+9QYxSyOUhgmqdddzE+NPqTKcCZwVeqnGhLIxHWLXUkkj1P50ceiMXFhlQMJY2ZKGLNTfE1MaaT2JAtsZUTPSq95c/M/rpia89adcJqlByZaLwlQQE5P512TAFTIjJpZQpri9lbARVZQZm03BhuCtvrxOWpWyd1WuNK5L1VoWRx7O4BwuwYMbqMI91KEJDBCe4RXenEfnxXl3PpatOSebOYU/cD5/AJWvjMo=</latexit>

A
<latexit sha1_base64="Lihtv2jYSe0RaYbwwPdS8141boc=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbRRI+oF4+QyCOBDZkdemFkdnYzM2tCCF/gxYPGePWTvPk3DrAHBSvppFLVne6uIBFcG9f9dnJr6xubW/ntws7u3v5B8fCoqeNUMWywWMSqHVCNgktsGG4EthOFNAoEtoLR3cxvPaHSPJYPZpygH9GB5CFn1FipftMrltyyOwdZJV5GSpCh1it+dfsxSyOUhgmqdcdzE+NPqDKcCZwWuqnGhLIRHWDHUkkj1P5kfuiUnFmlT8JY2ZKGzNXfExMaaT2OAtsZUTPUy95M/M/rpCa89idcJqlByRaLwlQQE5PZ16TPFTIjxpZQpri9lbAhVZQZm03BhuAtv7xKmpWyd1Gu1C9L1dssjjycwCmcgwdXUIV7qEEDGCA8wyu8OY/Oi/PufCxac042cwx/4Hz+AJQrjMk=</latexit> Q = ¬A

<latexit sha1_base64="oFSbn1BiBZeNTmOGPzqlX475QlM=">AAAB73icbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hd0o6EWIevGYgHlAsoTZSW8yZHZ2nZkVQshPePGgiFd/x5t/4yTZgyYWNBRV3XR3BYng2rjut7Oyura+sZnbym/v7O7tFw4OGzpOFcM6i0WsWgHVKLjEuuFGYCtRSKNAYDMY3k395hMqzWP5YEYJ+hHtSx5yRo2VWrXrjsQ+uekWim7JnYEsEy8jRchQ7Ra+Or2YpRFKwwTVuu25ifHHVBnOBE7ynVRjQtmQ9rFtqaQRan88u3dCTq3SI2GsbElDZurviTGNtB5Fge2MqBnoRW8q/ue1UxNe+WMuk9SgZPNFYSqIicn0edLjCpkRI0soU9zeStiAKsqMjShvQ/AWX14mjXLJOy+VaxfFym0WRw6O4QTOwINLqMA9VKEODAQ8wyu8OY/Oi/PufMxbV5xs5gj+wPn8AQ8yj1M=</latexit>

NOT
<latexit sha1_base64="jmheGsnmxG169fR5Z0MK8o1OIhE=">AAAB6nicbVA9SwNBEJ2LXzF+RS1tFoNgFe5ioWXQxkoj5guSI+xt5pIle3vH7p4QQn6CjYUitv4iO/+Nm+QKTXww8Hhvhpl5QSK4Nq777eTW1jc2t/LbhZ3dvf2D4uFRU8epYthgsYhVO6AaBZfYMNwIbCcKaRQIbAWjm5nfekKleSzrZpygH9GB5CFn1Fjp8e6+3iuW3LI7B1klXkZKkKHWK351+zFLI5SGCap1x3MT40+oMpwJnBa6qcaEshEdYMdSSSPU/mR+6pScWaVPwljZkobM1d8TExppPY4C2xlRM9TL3kz8z+ukJrzyJ1wmqUHJFovCVBATk9nfpM8VMiPGllCmuL2VsCFVlBmbTsGG4C2/vEqalbJ3Ua48VErV6yyOPJzAKZyDB5dQhVuoQQMYDOAZXuHNEc6L8+58LFpzTjZzDH/gfP4A6Q+Niw==</latexit>

&
<latexit sha1_base64="mSPjpRO2gXmTNjhnsFNt+G3MGzA=">AAAB6XicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxaJ4KkkV9Fj04rGK/YA2lM120y7dbMLuRCih/8CLB0W8+o+8+W/ctjlo64OBx3szzMwLEikMuu63s7K6tr6xWdgqbu/s7u2XDg6bJk414w0Wy1i3A2q4FIo3UKDk7URzGgWSt4LR7dRvPXFtRKwecZxwP6IDJULBKFrpoXvWK5XdijsDWSZeTsqQo94rfXX7MUsjrpBJakzHcxP0M6pRMMknxW5qeELZiA54x1JFI278bHbphJxapU/CWNtSSGbq74mMRsaMo8B2RhSHZtGbiv95nRTDaz8TKkmRKzZfFKaSYEymb5O+0JyhHFtCmRb2VsKGVFOGNpyiDcFbfHmZNKsV76JSvb8s127yOApwDCdwDh5cQQ3uoA4NYBDCM7zCmzNyXpx352PeuuLkM0fwB87nDxv+jRQ=</latexit>

= 1
<latexit sha1_base64="TkM4mb3RDkmoCcqxxbQK96RGWxw=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KkkV9Fj04rGC/YA2lM120i7dbNLdjVBCf4QXD4p49fd489+4bXPQ1gcDj/dmmJkXJIJr47rfztr6xubWdmGnuLu3f3BYOjpu6jhVDBssFrFqB1Sj4BIbhhuB7UQhjQKBrWB0N/NbT6g0j+WjmSToR3QgecgZNVZqdQc4HhOvVyq7FXcOskq8nJQhR71X+ur2Y5ZGKA0TVOuO5ybGz6gynAmcFrupxoSyER1gx1JJI9R+Nj93Ss6t0idhrGxJQ+bq74mMRlpPosB2RtQM9bI3E//zOqkJb/yMyyQ1KNliUZgKYmIy+530uUJmxMQSyhS3txI2pIoyYxMq2hC85ZdXSbNa8S4r1Yercu02j6MAp3AGF+DBNdTgHurQAAYjeIZXeHMS58V5dz4WrWtOPnMCf+B8/gCpWY8f</latexit>

1<latexit sha1_base64="TtIgPQprnJE4HSS++PuM3etxya8=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeiF48t2FpoQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMSqE1CNgktsGW4EdhKFNAoEPgTj25n/8IRK81jem0mCfkSHkoecUWOlptcvV9yqOwdZJV5OKpCj0S9/9QYxSyOUhgmqdddzE+NnVBnOBE5LvVRjQtmYDrFrqaQRaj+bHzolZ1YZkDBWtqQhc/X3REYjrSdRYDsjakZ62ZuJ/3nd1ITXfsZlkhqUbLEoTAUxMZl9TQZcITNiYgllittbCRtRRZmx2ZRsCN7yy6ukXat6F9Va87JSv8njKMIJnMI5eHAFdbiDBrSAAcIzvMKb8+i8OO/Ox6K14OQzx/AHzucPe+uMuQ==</latexit>

NAND
<latexit sha1_base64="WeQxSR+d6WHZUfhAgNMYUGNMcMM=">AAAB63icbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKezGgx7j4+ApRDAPSJYwO5lNhszMLjOzQljyC148KOLVH/Lm3zib7EETCxqKqm66u4KYM21c99sprK1vbG4Vt0s7u3v7B+XDo7aOEkVoi0Q8Ut0Aa8qZpC3DDKfdWFEsAk47weQ28ztPVGkWyUczjakv8EiykBFsMqlx3bgblCtu1Z0DrRIvJxXI0RyUv/rDiCSCSkM41rrnubHxU6wMI5zOSv1E0xiTCR7RnqUSC6r9dH7rDJ1ZZYjCSNmSBs3V3xMpFlpPRWA7BTZjvexl4n9eLzHhlZ8yGSeGSrJYFCYcmQhlj6MhU5QYPrUEE8XsrYiMscLE2HhKNgRv+eVV0q5VvYtq7aFWqd/kcRThBE7hHDy4hDrcQxNaQGAMz/AKb45wXpx352PRWnDymWP4A+fzB1eVjcU=</latexit>

A
<latexit sha1_base64="Lihtv2jYSe0RaYbwwPdS8141boc=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbRRI+oF4+QyCOBDZkdemFkdnYzM2tCCF/gxYPGePWTvPk3DrAHBSvppFLVne6uIBFcG9f9dnJr6xubW/ntws7u3v5B8fCoqeNUMWywWMSqHVCNgktsGG4EthOFNAoEtoLR3cxvPaHSPJYPZpygH9GB5CFn1FipftMrltyyOwdZJV5GSpCh1it+dfsxSyOUhgmqdcdzE+NPqDKcCZwWuqnGhLIRHWDHUkkj1P5kfuiUnFmlT8JY2ZKGzNXfExMaaT2OAtsZUTPUy95M/M/rpCa89idcJqlByRaLwlQQE5PZ16TPFTIjxpZQpri9lbAhVZQZm03BhuAtv7xKmpWyd1Gu1C9L1dssjjycwCmcgwdXUIV7qEEDGCA8wyu8OY/Oi/PufCxac042cwx/4Hz+AJQrjMk=</latexit>

B<latexit sha1_base64="wW6OXYFoJg3RvlrYIdlxqPzQzSE=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbRRI8ELx4hkUcCGzI79MLI7OxmZtaEEL7AiweN8eonefNvHGAPClbSSaWqO91dQSK4Nq777eQ2Nre2d/K7hb39g8Oj4vFJS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfju7nffkKleSwfzCRBP6JDyUPOqLFSo9YvltyyuwBZJ15GSpCh3i9+9QYxSyOUhgmqdddzE+NPqTKcCZwVeqnGhLIxHWLXUkkj1P50ceiMXFhlQMJY2ZKGLNTfE1MaaT2JAtsZUTPSq95c/M/rpia89adcJqlByZaLwlQQE5P512TAFTIjJpZQpri9lbARVZQZm03BhuCtvrxOWpWyd1WuNK5L1VoWRx7O4BwuwYMbqMI91KEJDBCe4RXenEfnxXl3PpatOSebOYU/cD5/AJWvjMo=</latexit>

&
<latexit sha1_base64="mSPjpRO2gXmTNjhnsFNt+G3MGzA=">AAAB6XicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxaJ4KkkV9Fj04rGK/YA2lM120y7dbMLuRCih/8CLB0W8+o+8+W/ctjlo64OBx3szzMwLEikMuu63s7K6tr6xWdgqbu/s7u2XDg6bJk414w0Wy1i3A2q4FIo3UKDk7URzGgWSt4LR7dRvPXFtRKwecZxwP6IDJULBKFrpoXvWK5XdijsDWSZeTsqQo94rfXX7MUsjrpBJakzHcxP0M6pRMMknxW5qeELZiA54x1JFI278bHbphJxapU/CWNtSSGbq74mMRsaMo8B2RhSHZtGbiv95nRTDaz8TKkmRKzZfFKaSYEymb5O+0JyhHFtCmRb2VsKGVFOGNpyiDcFbfHmZNKsV76JSvb8s127yOApwDCdwDh5cQQ3uoA4NYBDCM7zCmzNyXpx352PeuuLkM0fwB87nDxv+jRQ=</latexit> Q = ¬(A ^B) = (¬A) _ (¬B)

<latexit sha1_base64="YfbYFwjybbYzYMtr8UTRkUdvmnE=">AAACEHicbVC7TgJBFJ31ifhCLW0mEiM0ZBdNtCEBbCwhkUfCEjI7XGDC7OxmZhZDCJ9g46/YWGiMraWdf+MAWyh4kpucOefezL3HCzlT2ra/rbX1jc2t7cROcndv/+AwdXRcV0EkKdRowAPZ9IgCzgTUNNMcmqEE4nscGt7wduY3RiAVC8S9HofQ9klfsB6jRBupk7qoFlwB/UzJfYBuH3A5W8jMBFzKuiMAvHiUs51U2s7Zc+BV4sQkjWJUOqkvtxvQyAehKSdKtRw71O0JkZpRDtOkGykICR2SPrQMFcQH1Z7MD5ric6N0cS+QpoTGc/X3xIT4So19z3T6RA/UsjcT//Nake7dtCdMhJEGQRcf9SKOdYBn6eAuk0A1HxtCqGRmV0wHRBKqTYZJE4KzfPIqqedzzmUuX71KF8txHAl0is5QBjnoGhXRHaqgGqLoET2jV/RmPVkv1rv1sWhds+KZE/QH1ucPWSeaPw==</latexit>

NOR
<latexit sha1_base64="w5Yl/YeWMh5AI+CJhuJQPfaa3Ho=">AAAB6nicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbxoEeiF0+KDx4JEDI79MKE2dnNzKwJ2fAJXjxojFe/yJt/4wB7ULCSTipV3enu8mPBtXHdbye3srq2vpHfLGxt7+zuFfcPGjpKFMM6i0SkWj7VKLjEuuFGYCtWSENfYNMfXU395hMqzSP5aMYxdkM6kDzgjBorPdzc3veKJbfszkCWiZeREmSo9YpfnX7EkhClYYJq3fbc2HRTqgxnAieFTqIxpmxEB9i2VNIQdTednTohJ1bpkyBStqQhM/X3REpDrcehbztDaoZ60ZuK/3ntxAQX3ZTLODEo2XxRkAhiIjL9m/S5QmbE2BLKFLe3EjakijJj0ynYELzFl5dJo1L2zsqVu0qpepnFkYcjOIZT8OAcqnANNagDgwE8wyu8OcJ5cd6dj3lrzslmDuEPnM8f5geNiQ==</latexit>

A
<latexit sha1_base64="Lihtv2jYSe0RaYbwwPdS8141boc=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbRRI+oF4+QyCOBDZkdemFkdnYzM2tCCF/gxYPGePWTvPk3DrAHBSvppFLVne6uIBFcG9f9dnJr6xubW/ntws7u3v5B8fCoqeNUMWywWMSqHVCNgktsGG4EthOFNAoEtoLR3cxvPaHSPJYPZpygH9GB5CFn1FipftMrltyyOwdZJV5GSpCh1it+dfsxSyOUhgmqdcdzE+NPqDKcCZwWuqnGhLIRHWDHUkkj1P5kfuiUnFmlT8JY2ZKGzNXfExMaaT2OAtsZUTPUy95M/M/rpCa89idcJqlByRaLwlQQE5PZ16TPFTIjxpZQpri9lbAhVZQZm03BhuAtv7xKmpWyd1Gu1C9L1dssjjycwCmcgwdXUIV7qEEDGCA8wyu8OY/Oi/PufCxac042cwx/4Hz+AJQrjMk=</latexit>

B<latexit sha1_base64="wW6OXYFoJg3RvlrYIdlxqPzQzSE=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbRRI8ELx4hkUcCGzI79MLI7OxmZtaEEL7AiweN8eonefNvHGAPClbSSaWqO91dQSK4Nq777eQ2Nre2d/K7hb39g8Oj4vFJS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfju7nffkKleSwfzCRBP6JDyUPOqLFSo9YvltyyuwBZJ15GSpCh3i9+9QYxSyOUhgmqdddzE+NPqTKcCZwVeqnGhLIxHWLXUkkj1P50ceiMXFhlQMJY2ZKGLNTfE1MaaT2JAtsZUTPSq95c/M/rpia89adcJqlByZaLwlQQE5P512TAFTIjJpZQpri9lbARVZQZm03BhuCtvrxOWpWyd1WuNK5L1VoWRx7O4BwuwYMbqMI91KEJDBCe4RXenEfnxXl3PpatOSebOYU/cD5/AJWvjMo=</latexit>

Q = ¬(A _B) = (¬A) ^ (¬B)
<latexit sha1_base64="djfiWZmVWRLXDKWoThNFS5aJQNI=">AAACEHicbVC7TgJBFJ31ifhCLW0mEiM0ZBdNtCEBbCwhkUfCEjI7XGDC7OxmZhZDCJ9g46/YWGiMraWdf+MAWyh4kknOPefe3LnHCzlT2ra/rbX1jc2t7cROcndv/+AwdXRcV0EkKdRowAPZ9IgCzgTUNNMcmqEE4nscGt7wduY3RiAVC8S9HofQ9klfsB6jRBupk7qoFlwB/UzJHQHgcraQmZW4lHUfoNsHvCjL2U4qbefsOfAqcWKSRjEqndSX2w1o5IPQlBOlWo4d6vaESM0oh2nSjRSEhA5JH1qGCuKDak/mB03xuVG6uBdI84TGc/X3xIT4So19z3T6RA/UsjcT//Nake7dtCdMhJEGQReLehHHOsCzdHCXSaCajw0hVDLzV0wHRBKqTYZJE4KzfPIqqedzzmUuX71KF8txHAl0is5QBjnoGhXRHaqgGqLoET2jV/RmPVkv1rv1sWhds+KZE/QH1ucPVb+aPw==</latexit>

= 1
<latexit sha1_base64="TkM4mb3RDkmoCcqxxbQK96RGWxw=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KkkV9Fj04rGC/YA2lM120i7dbNLdjVBCf4QXD4p49fd489+4bXPQ1gcDj/dmmJkXJIJr47rfztr6xubWdmGnuLu3f3BYOjpu6jhVDBssFrFqB1Sj4BIbhhuB7UQhjQKBrWB0N/NbT6g0j+WjmSToR3QgecgZNVZqdQc4HhOvVyq7FXcOskq8nJQhR71X+ur2Y5ZGKA0TVOuO5ybGz6gynAmcFrupxoSyER1gx1JJI9R+Nj93Ss6t0idhrGxJQ+bq74mMRlpPosB2RtQM9bI3E//zOqkJb/yMyyQ1KNliUZgKYmIy+530uUJmxMQSyhS3txI2pIoyYxMq2hC85ZdXSbNa8S4r1Yercu02j6MAp3AGF+DBNdTgHurQAAYjeIZXeHMS58V5dz4WrWtOPnMCf+B8/gCpWY8f</latexit>

XOR
<latexit sha1_base64="hVL6eMyNTWpOSOnBXyq5c8X8L40=">AAAB6nicbVC7TsNAEFzzDOEVoKQ5ESFRRXYooIygoSM88pASKzpfzskp57N1t0aKrHwCDQUI0fJFdPwNl8QFJIy00mhmV7s7QSKFQdf9dlZW19Y3Ngtbxe2d3b390sFh08SpZrzBYhnrdkANl0LxBgqUvJ1oTqNA8lYwup76rSeujYjVI44T7kd0oEQoGEUrPbRv73ulsltxZyDLxMtJGXLUe6Wvbj9macQVMkmN6Xhugn5GNQom+aTYTQ1PKBvRAe9YqmjEjZ/NTp2QU6v0SRhrWwrJTP09kdHImHEU2M6I4tAselPxP6+TYnjpZ0IlKXLF5ovCVBKMyfRv0heaM5RjSyjTwt5K2JBqytCmU7QheIsvL5NmteKdV6p31XLtKo+jAMdwAmfgwQXU4Abq0AAGA3iGV3hzpPPivDsf89YVJ585gj9wPn8A9UONkw==</latexit>

A
<latexit sha1_base64="Lihtv2jYSe0RaYbwwPdS8141boc=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbRRI+oF4+QyCOBDZkdemFkdnYzM2tCCF/gxYPGePWTvPk3DrAHBSvppFLVne6uIBFcG9f9dnJr6xubW/ntws7u3v5B8fCoqeNUMWywWMSqHVCNgktsGG4EthOFNAoEtoLR3cxvPaHSPJYPZpygH9GB5CFn1FipftMrltyyOwdZJV5GSpCh1it+dfsxSyOUhgmqdcdzE+NPqDKcCZwWuqnGhLIRHWDHUkkj1P5kfuiUnFmlT8JY2ZKGzNXfExMaaT2OAtsZUTPUy95M/M/rpCa89idcJqlByRaLwlQQE5PZ16TPFTIjxpZQpri9lbAhVZQZm03BhuAtv7xKmpWyd1Gu1C9L1dssjjycwCmcgwdXUIV7qEEDGCA8wyu8OY/Oi/PufCxac042cwx/4Hz+AJQrjMk=</latexit>

B<latexit sha1_base64="wW6OXYFoJg3RvlrYIdlxqPzQzSE=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbRRI8ELx4hkUcCGzI79MLI7OxmZtaEEL7AiweN8eonefNvHGAPClbSSaWqO91dQSK4Nq777eQ2Nre2d/K7hb39g8Oj4vFJS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfju7nffkKleSwfzCRBP6JDyUPOqLFSo9YvltyyuwBZJ15GSpCh3i9+9QYxSyOUhgmqdddzE+NPqTKcCZwVeqnGhLIxHWLXUkkj1P50ceiMXFhlQMJY2ZKGLNTfE1MaaT2JAtsZUTPSq95c/M/rpia89adcJqlByZaLwlQQE5P512TAFTIjJpZQpri9lbARVZQZm03BhuCtvrxOWpWyd1WuNK5L1VoWRx7O4BwuwYMbqMI91KEJDBCe4RXenEfnxXl3PpatOSebOYU/cD5/AJWvjMo=</latexit>

Q = (¬A ^B) _ (A ^ ¬B)
<latexit sha1_base64="qyaTRyHGpxod71roSBIKwG6GY5A=">AAACEnicbVBNS8NAEN34WetX1KOXxSK0l5JUQS9CrRePLdgPaErZbKft0s0m7G4qJfQ3ePGvePGgiFdP3vw3Jm0EbX0w8Hhvhpl5bsCZ0pb1Zaysrq1vbGa2sts7u3v75sFhQ/mhpFCnPvdlyyUKOBNQ10xzaAUSiOdyaLqjm8RvjkEq5os7PQmg45GBYH1GiY6lrlmoXeUdAQN87dxDbwC4UnDGADib/xFmbqWQ7Zo5q2jNgJeJnZIcSlHtmp9Oz6ehB0JTTpRq21agOxGRmlEO06wTKggIHZEBtGMqiAeqE81emuLTWOnhvi/jEhrP1N8TEfGUmnhu3OkRPVSLXiL+57VD3b/sREwEoQZB54v6Icfax0k+uMckUM0nMSFUsvhWTIdEEqrjFJMQ7MWXl0mjVLTPiqXaea5cSePIoGN0gvLIRheojG5RFdURRQ/oCb2gV+PReDbejPd564qRzhyhPzA+vgFvW5rL</latexit>

= 1<latexit sha1_base64="AbQFKN4wcd2Xz2llajawcKDoPiM=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KkkV9CIUvXisaD+gDWWz3bRLN5uwOxFK6E/w4kERr/4ib/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkQKg6777aysrq1vbBa2its7u3v7pYPDpolTzXiDxTLW7YAaLoXiDRQoeTvRnEaB5K1gdDv1W09cGxGrRxwn3I/oQIlQMIpWergmXq9UdivuDGSZeDkpQ456r/TV7ccsjbhCJqkxHc9N0M+oRsEknxS7qeEJZSM64B1LFY248bPZqRNyapU+CWNtSyGZqb8nMhoZM44C2xlRHJpFbyr+53VSDK/8TKgkRa7YfFGYSoIxmf5N+kJzhnJsCWVa2FsJG1JNGdp0ijYEb/HlZdKsVrzzSvX+oly7yeMowDGcwBl4cAk1uIM6NIDBAJ7hFd4c6bw4787HvHXFyWeO4A+czx9TUo0q</latexit>

Die logischen Grundgatter.

&
<latexit sha1_base64="mSPjpRO2gXmTNjhnsFNt+G3MGzA=">AAAB6XicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxaJ4KkkV9Fj04rGK/YA2lM120y7dbMLuRCih/8CLB0W8+o+8+W/ctjlo64OBx3szzMwLEikMuu63s7K6tr6xWdgqbu/s7u2XDg6bJk414w0Wy1i3A2q4FIo3UKDk7URzGgWSt4LR7dRvPXFtRKwecZxwP6IDJULBKFrpoXvWK5XdijsDWSZeTsqQo94rfXX7MUsjrpBJakzHcxP0M6pRMMknxW5qeELZiA54x1JFI278bHbphJxapU/CWNtSSGbq74mMRsaMo8B2RhSHZtGbiv95nRTDaz8TKkmRKzZfFKaSYEymb5O+0JyhHFtCmRb2VsKGVFOGNpyiDcFbfHmZNKsV76JSvb8s127yOApwDCdwDh5cQQ3uoA4NYBDCM7zCmzNyXpx352PeuuLkM0fwB87nDxv+jRQ=</latexit>

&
<latexit sha1_base64="mSPjpRO2gXmTNjhnsFNt+G3MGzA=">AAAB6XicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxaJ4KkkV9Fj04rGK/YA2lM120y7dbMLuRCih/8CLB0W8+o+8+W/ctjlo64OBx3szzMwLEikMuu63s7K6tr6xWdgqbu/s7u2XDg6bJk414w0Wy1i3A2q4FIo3UKDk7URzGgWSt4LR7dRvPXFtRKwecZxwP6IDJULBKFrpoXvWK5XdijsDWSZeTsqQo94rfXX7MUsjrpBJakzHcxP0M6pRMMknxW5qeELZiA54x1JFI278bHbphJxapU/CWNtSSGbq74mMRsaMo8B2RhSHZtGbiv95nRTDaz8TKkmRKzZfFKaSYEymb5O+0JyhHFtCmRb2VsKGVFOGNpyiDcFbfHmZNKsV76JSvb8s127yOApwDCdwDh5cQQ3uoA4NYBDCM7zCmzNyXpx352PeuuLkM0fwB87nDxv+jRQ=</latexit>

&
<latexit sha1_base64="mSPjpRO2gXmTNjhnsFNt+G3MGzA=">AAAB6XicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxaJ4KkkV9Fj04rGK/YA2lM120y7dbMLuRCih/8CLB0W8+o+8+W/ctjlo64OBx3szzMwLEikMuu63s7K6tr6xWdgqbu/s7u2XDg6bJk414w0Wy1i3A2q4FIo3UKDk7URzGgWSt4LR7dRvPXFtRKwecZxwP6IDJULBKFrpoXvWK5XdijsDWSZeTsqQo94rfXX7MUsjrpBJakzHcxP0M6pRMMknxW5qeELZiA54x1JFI278bHbphJxapU/CWNtSSGbq74mMRsaMo8B2RhSHZtGbiv95nRTDaz8TKkmRKzZfFKaSYEymb5O+0JyhHFtCmRb2VsKGVFOGNpyiDcFbfHmZNKsV76JSvb8s127yOApwDCdwDh5cQQ3uoA4NYBDCM7zCmzNyXpx352PeuuLkM0fwB87nDxv+jRQ=</latexit>

A
<latexit sha1_base64="Lihtv2jYSe0RaYbwwPdS8141boc=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbRRI+oF4+QyCOBDZkdemFkdnYzM2tCCF/gxYPGePWTvPk3DrAHBSvppFLVne6uIBFcG9f9dnJr6xubW/ntws7u3v5B8fCoqeNUMWywWMSqHVCNgktsGG4EthOFNAoEtoLR3cxvPaHSPJYPZpygH9GB5CFn1FipftMrltyyOwdZJV5GSpCh1it+dfsxSyOUhgmqdcdzE+NPqDKcCZwWuqnGhLIRHWDHUkkj1P5kfuiUnFmlT8JY2ZKGzNXfExMaaT2OAtsZUTPUy95M/M/rpCa89idcJqlByRaLwlQQE5PZ16TPFTIjxpZQpri9lbAhVZQZm03BhuAtv7xKmpWyd1Gu1C9L1dssjjycwCmcgwdXUIV7qEEDGCA8wyu8OY/Oi/PufCxac042cwx/4Hz+AJQrjMk=</latexit>

B<latexit sha1_base64="wW6OXYFoJg3RvlrYIdlxqPzQzSE=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbRRI8ELx4hkUcCGzI79MLI7OxmZtaEEL7AiweN8eonefNvHGAPClbSSaWqO91dQSK4Nq777eQ2Nre2d/K7hb39g8Oj4vFJS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfju7nffkKleSwfzCRBP6JDyUPOqLFSo9YvltyyuwBZJ15GSpCh3i9+9QYxSyOUhgmqdddzE+NPqTKcCZwVeqnGhLIxHWLXUkkj1P50ceiMXFhlQMJY2ZKGLNTfE1MaaT2JAtsZUTPSq95c/M/rpia89adcJqlByZaLwlQQE5P512TAFTIjJpZQpri9lbARVZQZm03BhuCtvrxOWpWyd1WuNK5L1VoWRx7O4BwuwYMbqMI91KEJDBCe4RXenEfnxXl3PpatOSebOYU/cD5/AJWvjMo=</latexit>

Q = ¬
⇣�

¬(A ^A)
�
^
�
¬(B ^B)

�⌘
= ¬

⇣
¬A ^ ¬B

⌘
= A _B

<latexit sha1_base64="iCQ0TP1pGp02AvkzbOwvz78vy5g="></latexit>

Ein OR-Gatter, dass aus drei NAND-Gattern gebaut wurde.

Definition Aussageformen sind Aussagen, die von einer Variablen anhängen, zum
Beispiel

A(x) = x ist gerade

Der Wahrheitswert von A(x) hängt vom Wert der Variablen x ab.

Aussagen mit Quantoren

Aussage Bedeutung

8 x : A(x) (Allaussage) Für jedes x ist A(x) wahr.

9 x : A(x) (Existenzaussage) Es existiert (mind.) ein x, so dass A(x) wahr ist.

Bemerkung

1. Die Ausdrücke
”
8 x : A(x)“ und

”
8 y : A(y)“ beschreiben dieselbe mathema-

tische Aussage. Analog für
”
9 x : A(x)“ und

”
9 y : A(y)“

Michael Herrmann: Mathematik für Elektrotechniker 1 Version vom 7.2.2020



8 1. Logik und Mengenlehre

2. Es gelten die folgenden zwei Tautologien der Negation

¬
�
8 x : A(x)

�
, 9 x : ¬A(x)

und

¬
�
9 x : A(x)

�
, 8 x : ¬A(x) .

Insbesondere ist die Negation einer Allaussage immer eine Existenzaussage und
die Negation einer Existenzaussage immer eine Allaussage.

Beispiel

1. Um die Aussage
”
Alle Primzahlen sind ungerade“ zu widerlegen, brauchen wir

nur ein Gegenbeispiel anzugeben (nämlich die 2).

2. Um die Aussage
”
Es gibt eine gerade Primzahl größer 2“ zu widerlegen, müssen

wir zeigen, dass jede Primzahl größer 2 ungerade ist (was nicht sonderlich schwie-
rig ist).

Hinweis und Bitte Benutzen Sie (z. Bsp. beim Aufschrieb der Hausaufgaben)
möglichst keine (oder nur ganz wenige) Quantoren, sondern argumentieren Sie lieber
verbal. Erfahrungsgemäß kommt sonst sehr schnell sehr viel Unsinn zustande.

Ganz allgemein gilt: Das Quintessenz der Mathematik besteht nicht darin, abstrakte
Formeln zu benutzen, sondern logisch zu denken und seine Gedanken klar und möglichst
einfach auszudrücken. Formeln können dabei äußerst hilfreich sein, aber sie können auch
verwirren und vom Wesentlichen ablenken.

Vorlesung 02, 25. Oktober 2019

Einschub Für zwei ganze Zahlen k < l schreibt man

lX

j=k

aj = ak + ak+1 + ak+2 + . . .+ al�1 + al

sowie

lY

j=k

aj = ak · ak+1 · ak+2 · . . . · al�1 · al ,

wobei

kX

j=k

aj = ak sowie
kY

j=k

aj = ak

im Grenzfall k = l gilt. Insbesondere gilt

nX

j=1

j = 1 + 2 + . . .+ n = 1
2n(n+ 1) (Gauß-Formel)

sowie

n! = 1 · 2 · . . . · n =
nY

j=1

j (sprich: n Fakultät).
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1.2. Mengenlehre 9

1.2 Mengenlehre

Motivation Die fundamentalen Konzepte der modernen Mathematik sind nicht –
wie die meisten Leute meinen – Zahlen, sondern Mengen und Abbildungen. Diese Be-
gri↵e sind zum einen sehr einfach zu verstehen, aber zum anderen auch extrem nützlich.

Definition Eine Menge ist eine Zusammenfassung von unterscheidbaren Elementen
der gleichen Art.

Beispiele

1. Alle Studierenden, die heute an der Vorlesung teilnehmen.

2. Meine Freunde auf Facebook (zu einem Stichtag).

3. Zu jedem Text gibt es die Menge seiner Wort. Es gibt auch die Menge seiner
Buchstaben.

4. Die Menge aller Dreiecke in der Ebene.

5. Die Menge der natürlichen/rationalen/reellen/komplexen Zahlen.

6. {0, 1}, {2, 3}, {6, 7, 8, 9} (drei Mengen von Zahlen).

7.
�
{0, 0}, {0, 1}, {1, 0}, {1, 1}

 
(eine Menge von Mengen von Zahlen).

Notation Es gibt verschiedene Möglichkeiten, eine Menge anzugeben:

Art Beispiel

verbale Beschreibung Die Menge M , bestehend aus ...
Auflistung der Elemente M = {1, 6, 9}

M = {2, 4, 6, 8, . . .}
durch Aussageform M = {x : A(x) ist wahr}

M = {x : A(x)}
M = {x |A(x)}

Wir schreiben m 2 M (bzw. m /2 M), sofern m ein (bzw. kein) Element von M ist.

Definition M̃ wird Teilmenge von M genannt (wir schreiben dann M̃ ⇢ M), wenn

jedes Element von M̃ auch Element von M ist (d.h., wenn die Implikation m 2 M̃ )
m 2 M gilt).

Bemerkung

1. Die Elemente einer Menge müssen unterscheidbar sein, d.h. sie dürfen nicht dop-
pelt vorkommen. {1, 2, 2, 3} beschreibt also keine Menge.

2. Zwei Mengen sind genau dann gleich, wenn sie dieselben Elementen enthalten.
Insbesondere beschreiben {1, 2, 3, 4} und {1, 3, 2, 4} dieselbe Menge.

3. Es gibt die leere Menge ;, die gar kein Element besitzt.

4. Für jede Menge M gilt ; ⇢ M und M ⇢ M .
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10 1. Logik und Mengenlehre

5. Die Anzahl der Elemente einer Menge M wird mit #M bezeichnet und auch
Mächtigkeit von M genannt. Sie kann den Wert 0 annehmen (für die leere Men-
ge), eine natürliche Zahl sein (für endliche Mengen) oder den Wert 1 annehmen
(für unendliche Mengen).

6. Es dürfen immer nur Elemente derselben Art zu einer Menge zusammengefasst
werden, d.h. es gibt zum Beispiel keine Menge, die Personen, Dreiecke, und Zahlen
als Elemente enthält.

7. Konstrukte wie
”
Die Menge aller Mengen“ führen zu logischen Widersprüchen,

siehe Russels Paradox.

Mengenoperationen

M1 [M2 := {m : m 2 M1 _m 2 M2} (Vereinigung)
M1 \M2 := {m : m 2 M1 ^m 2 M2} (Durchschnitt)
M1 \M2 := {m : m 2 M1 ^m /2 M2} (Di↵erenz)

Zwei Mengen M1 und M2 mit M1 \M2 = ; heißen disjunkt.

M1 ⇥M2 = {(m1, m2) : m1 2 M1 , m2 2 M2} (Kreuzprodukt, Menge von Paaren)

P(M) = {N : N ⇢ M} (Potenzmenge, Menge aller Teilmengen von M)

Beispiel Mit

M1 = {1, 3, 5} , M2 = {1, 2, 3}

gilt

M1 [M2 = {1, 2, 3, 5} , M1 \M2 = {1, 3} , M1 \M2 = {5} , M2 \M1 = {2}

sowie

M1 ⇥M2 =
�
(1, 1), (1, 2), (1, 3), (3, 1), (3, 2), (3, 3), (5, 1), (5, 2), (5, 3)

 

und

P(M1) =
�
;, {1}, {3}, {5}, {3, 5}, {1, 5}, {1, 3}, {1, 3, 5}

 
.

Beispiel Es gilt

R2 = R⇥ R ,

wobei R die Menge der reellen Zahlen bzw. die Menge der Punkte auf einer Geraden
bezeichnet und R2 = {(x1, x2) : x1 2 R , x2 2 R} die Standardbezeichnung für die
Zahlenebene ist.

Bemerkung Für jede endliche Menge M gilt

#P(M) = 2#M .

Man kan dies kombinatorisch (siehe Große Übung bzw. unten) oder mit vollständiger
Induktion beweisen (siehe [AORS, Seite 18]).
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Definition Eine Abbildung von einer Menge D in eine Menge Z ist eine Vorschrift,
die jedem Element von D genau ein Element aus Z zuordnet. Je nach Kontext wird
eine Abbildung auch Funktion genannt.

Beispiele

1. Polynome sind Abbildungen der Menge der reellen Zahlen (R genannt) in sich,
d.h. es gilt D = Z = R.

2. Ordnet man jedem Dreieck seinen Flächeninhalt zu, so entsteht eine Abbildung
mit D = {Dreiecke} in Z = R.

3. Man kann jede Menge von Personen in die Menge der Datumsangaben abbilden,
indem man jeder Person ihren Geburtstag zuordnet.

Notationen Man schreibt meist f : D ! Z für eine Abbildungen f zwischen zwei
gegebenen Mengen D und Z. Es gibt mehrere Möglichkeiten, eine solche zu definieren
bzw. anzugeben, zum Beispiel:

1. Verbale Beschreibung.

2. Bei endlichen Mengen D kann man eine Tabelle benutzen, zum Beispiel

x 2 D 1 2 3 4 5 6 7 8 9
f(x) 2 Z 1 2 3 2 5 3 7 2 3

3. Oftmals wird eine Formel angeben, zum Beispiel

f : R ! R mit f(x) = x2 für x 2 R.

Definition Sei f : D ! Z eine beliebige Abbildung.

1. D ist Definitionsbereich von f und Z wird der Zielbereich von f (oder der
Wertebereich von f) genannt.

2. f heißt injektiv, wenn verschiedene Elemente aus D auf verschiedene Elemente
aus Z abgebildet werden. Oder anders gesagt: f ist genau dann injektiv, wenn

8 x1, x2 2 D : x1 6= x2 ) f(x1) 6= f(x2) .

3. f heißt surjektiv, wenn jedes y 2 Z das Bild von einem x 2 D unter f ist, d.h.
wenn

8 y 2 Z 9 x 2 D : y = f(x)

4. f heißt bijektiv, falls f sowohl injektiv als auch surjektiv ist. In diesem Fall gibt
es eine Abbildung g : Z ! D mit

g
�
f(x)

�
= x für alle x 2 D ,

�
g(y)

�
= y für alle y 2 Z .

Die Abbildung g wird die Umkehrabbildung von f (oder die Inverse von f) ge-
nannt und mit f�1 bezeichnet.

5. Bijektive Abbildungen heißen auch invertierbar.
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12 1. Logik und Mengenlehre

Beispiele

Z
<latexit sha1_base64="uJeuyfrX7S8Tq0J5/ZzSWAjpKjA=">AAAB6HicdVDJSgNBEK2JW4xb1KOXxiB4GnrGRJNb0IvHBMyCyRB6Oj1Jm56F7h4hhHyBFw+KePWTvPk3dhZBRR8UPN6roqqenwiuNMYfVmZldW19I7uZ29re2d3L7x80VZxKyho0FrFs+0QxwSPW0FwL1k4kI6EvWMsfXc381j2TisfRjR4nzAvJIOIBp0QbqX7byxewjd1yqegibLslXHEqhpSwUzkvIsfGcxRgiVov/97txzQNWaSpIEp1HJxob0Kk5lSwaa6bKpYQOiID1jE0IiFT3mR+6BSdGKWPgliaijSaq98nJiRUahz6pjMkeqh+ezPxL6+T6qDsTXiUpJpFdLEoSAXSMZp9jfpcMqrF2BBCJTe3IjokklBtssmZEL4+Rf+Tpms7Z7ZbLxaql8s4snAEx3AKDlxAFa6hBg2gwOABnuDZurMerRfrddGasZYzh/AD1tsnIg2NKg==</latexit>

D
<latexit sha1_base64="WHG/1deu7t8qpXK6Ny/ID8Ec44Y=">AAAB6HicdVDJSgNBEO2JW4xb1KOXxiB4GnoSl3gL6sFjAmaBZAg9nUrSpmehu0cIQ77AiwdFvPpJ3vwbO5MRVPRBweO9KqrqeZHgShPyYeWWlldW1/LrhY3Nre2d4u5eS4WxZNBkoQhlx6MKBA+gqbkW0IkkUN8T0PYmV3O/fQ9S8TC41dMIXJ+OAj7kjGojNa77xRKxT4lzcUYwsUmKlFSdioOdTCmhDPV+8b03CFnsQ6CZoEp1HRJpN6FScyZgVujFCiLKJnQEXUMD6oNyk/TQGT4yygAPQ2kq0DhVv08k1Fdq6num06d6rH57c/EvrxvrYdVNeBDFGgK2WDSMBdYhnn+NB1wC02JqCGWSm1sxG1NJmTbZFEwIX5/i/0mrbDsVu9w4KdUuszjy6AAdomPkoHNUQzeojpqIIUAP6Ak9W3fWo/VivS5ac1Y2s49+wHr7BMowjO4=</latexit> Z

<latexit sha1_base64="uJeuyfrX7S8Tq0J5/ZzSWAjpKjA=">AAAB6HicdVDJSgNBEK2JW4xb1KOXxiB4GnrGRJNb0IvHBMyCyRB6Oj1Jm56F7h4hhHyBFw+KePWTvPk3dhZBRR8UPN6roqqenwiuNMYfVmZldW19I7uZ29re2d3L7x80VZxKyho0FrFs+0QxwSPW0FwL1k4kI6EvWMsfXc381j2TisfRjR4nzAvJIOIBp0QbqX7byxewjd1yqegibLslXHEqhpSwUzkvIsfGcxRgiVov/97txzQNWaSpIEp1HJxob0Kk5lSwaa6bKpYQOiID1jE0IiFT3mR+6BSdGKWPgliaijSaq98nJiRUahz6pjMkeqh+ezPxL6+T6qDsTXiUpJpFdLEoSAXSMZp9jfpcMqrF2BBCJTe3IjokklBtssmZEL4+Rf+Tpms7Z7ZbLxaql8s4snAEx3AKDlxAFa6hBg2gwOABnuDZurMerRfrddGasZYzh/AD1tsnIg2NKg==</latexit>

D
<latexit sha1_base64="WHG/1deu7t8qpXK6Ny/ID8Ec44Y=">AAAB6HicdVDJSgNBEO2JW4xb1KOXxiB4GnoSl3gL6sFjAmaBZAg9nUrSpmehu0cIQ77AiwdFvPpJ3vwbO5MRVPRBweO9KqrqeZHgShPyYeWWlldW1/LrhY3Nre2d4u5eS4WxZNBkoQhlx6MKBA+gqbkW0IkkUN8T0PYmV3O/fQ9S8TC41dMIXJ+OAj7kjGojNa77xRKxT4lzcUYwsUmKlFSdioOdTCmhDPV+8b03CFnsQ6CZoEp1HRJpN6FScyZgVujFCiLKJnQEXUMD6oNyk/TQGT4yygAPQ2kq0DhVv08k1Fdq6num06d6rH57c/EvrxvrYdVNeBDFGgK2WDSMBdYhnn+NB1wC02JqCGWSm1sxG1NJmTbZFEwIX5/i/0mrbDsVu9w4KdUuszjy6AAdomPkoHNUQzeojpqIIUAP6Ak9W3fWo/VivS5ac1Y2s49+wHr7BMowjO4=</latexit>

nicht injektiv

surjektiv
<latexit sha1_base64="LSqPBegJZo7uKEUoIjcufPSNEaU=">AAACFXicbVA9SwNBEN2L3/ErammzGAwWEu5U0FK0sVQwJpALYW8zSdbs7R27c2I48ids/Cs2ForYCnb+GzfJCZr4YODx3gwz84JYCoOu++XkZmbn5hcWl/LLK6tr64WNzRsTJZpDhUcy0rWAGZBCQQUFSqjFGlgYSKgGvfOhX70DbUSkrrEfQyNkHSXagjO0UrOwX/IR7jFVgneRCnULPRR3g5Lv5zPHJPpHbBaKbtkdgU4TLyNFkuGyWfj0WxFPQlDIJTOm7rkxNlKmUXAJg7yfGIgZ77EO1C1VLATTSEdfDeiuVVq0HWlbCulI/T2RstCYfhjYzpBh10x6Q/E/r55g+6SRChUnCIqPF7UTSTGiw4hoS2jgKPuWMK6FvZXyLtOMow0yb0PwJl+eJjcHZe+wfHB1VDw9y+JYJNtkh+wRjxyTU3JBLkmFcPJAnsgLeXUenWfnzXkft+acbGaL/IHz8Q0rZ590</latexit>

Z
<latexit sha1_base64="uJeuyfrX7S8Tq0J5/ZzSWAjpKjA=">AAAB6HicdVDJSgNBEK2JW4xb1KOXxiB4GnrGRJNb0IvHBMyCyRB6Oj1Jm56F7h4hhHyBFw+KePWTvPk3dhZBRR8UPN6roqqenwiuNMYfVmZldW19I7uZ29re2d3L7x80VZxKyho0FrFs+0QxwSPW0FwL1k4kI6EvWMsfXc381j2TisfRjR4nzAvJIOIBp0QbqX7byxewjd1yqegibLslXHEqhpSwUzkvIsfGcxRgiVov/97txzQNWaSpIEp1HJxob0Kk5lSwaa6bKpYQOiID1jE0IiFT3mR+6BSdGKWPgliaijSaq98nJiRUahz6pjMkeqh+ezPxL6+T6qDsTXiUpJpFdLEoSAXSMZp9jfpcMqrF2BBCJTe3IjokklBtssmZEL4+Rf+Tpms7Z7ZbLxaql8s4snAEx3AKDlxAFa6hBg2gwOABnuDZurMerRfrddGasZYzh/AD1tsnIg2NKg==</latexit>

D
<latexit sha1_base64="WHG/1deu7t8qpXK6Ny/ID8Ec44Y=">AAAB6HicdVDJSgNBEO2JW4xb1KOXxiB4GnoSl3gL6sFjAmaBZAg9nUrSpmehu0cIQ77AiwdFvPpJ3vwbO5MRVPRBweO9KqrqeZHgShPyYeWWlldW1/LrhY3Nre2d4u5eS4WxZNBkoQhlx6MKBA+gqbkW0IkkUN8T0PYmV3O/fQ9S8TC41dMIXJ+OAj7kjGojNa77xRKxT4lzcUYwsUmKlFSdioOdTCmhDPV+8b03CFnsQ6CZoEp1HRJpN6FScyZgVujFCiLKJnQEXUMD6oNyk/TQGT4yygAPQ2kq0DhVv08k1Fdq6num06d6rH57c/EvrxvrYdVNeBDFGgK2WDSMBdYhnn+NB1wC02JqCGWSm1sxG1NJmTbZFEwIX5/i/0mrbDsVu9w4KdUuszjy6AAdomPkoHNUQzeojpqIIUAP6Ak9W3fWo/VivS5ac1Y2s49+wHr7BMowjO4=</latexit>

Z
<latexit sha1_base64="uJeuyfrX7S8Tq0J5/ZzSWAjpKjA=">AAAB6HicdVDJSgNBEK2JW4xb1KOXxiB4GnrGRJNb0IvHBMyCyRB6Oj1Jm56F7h4hhHyBFw+KePWTvPk3dhZBRR8UPN6roqqenwiuNMYfVmZldW19I7uZ29re2d3L7x80VZxKyho0FrFs+0QxwSPW0FwL1k4kI6EvWMsfXc381j2TisfRjR4nzAvJIOIBp0QbqX7byxewjd1yqegibLslXHEqhpSwUzkvIsfGcxRgiVov/97txzQNWaSpIEp1HJxob0Kk5lSwaa6bKpYQOiID1jE0IiFT3mR+6BSdGKWPgliaijSaq98nJiRUahz6pjMkeqh+ezPxL6+T6qDsTXiUpJpFdLEoSAXSMZp9jfpcMqrF2BBCJTe3IjokklBtssmZEL4+Rf+Tpms7Z7ZbLxaql8s4snAEx3AKDlxAFa6hBg2gwOABnuDZurMerRfrddGasZYzh/AD1tsnIg2NKg==</latexit>

D
<latexit sha1_base64="WHG/1deu7t8qpXK6Ny/ID8Ec44Y=">AAAB6HicdVDJSgNBEO2JW4xb1KOXxiB4GnoSl3gL6sFjAmaBZAg9nUrSpmehu0cIQ77AiwdFvPpJ3vwbO5MRVPRBweO9KqrqeZHgShPyYeWWlldW1/LrhY3Nre2d4u5eS4WxZNBkoQhlx6MKBA+gqbkW0IkkUN8T0PYmV3O/fQ9S8TC41dMIXJ+OAj7kjGojNa77xRKxT4lzcUYwsUmKlFSdioOdTCmhDPV+8b03CFnsQ6CZoEp1HRJpN6FScyZgVujFCiLKJnQEXUMD6oNyk/TQGT4yygAPQ2kq0DhVv08k1Fdq6num06d6rH57c/EvrxvrYdVNeBDFGgK2WDSMBdYhnn+NB1wC02JqCGWSm1sxG1NJmTbZFEwIX5/i/0mrbDsVu9w4KdUuszjy6AAdomPkoHNUQzeojpqIIUAP6Ak9W3fWo/VivS5ac1Y2s49+wHr7BMowjO4=</latexit>

nicht injektiv

nicht surjetiv
<latexit sha1_base64="V6zDg0yuhMej0ev301XPbhuN9SI=">AAACFnicbZA9SwNBEIb34leMX1FLm8Ug2BjuoqBl0MYyglEhF8LeZpJssrd37M4Fw5FfYeNfsbFQxFbs/Ddu4hWa+MLCyzMzzM4bxFIYdN0vJ7ewuLS8kl8trK1vbG4Vt3duTJRoDnUeyUjfBcyAFArqKFDCXayBhYGE22BwManfDkEbEalrHMXQDFlXiY7gDC1qFY98hHtMleA9pEL1YYBiOPb9wm9uEt2HCW8VS27ZnYrOGy8zJZKp1ip++u2IJyEo5JIZ0/DcGJsp0yi4hHHBTwzEjA9YFxrWKhaCaabTs8b0wJI27UTaPoV0Sn9PpCw0ZhQGtjNk2DOztQn8r9ZIsHPWTIWKEwTFfxZ1EkkxopOMaFto4ChH1jCuhf0r5T2mGUebZMGG4M2ePG9uKmXvuFy5OilVz7M48mSP7JND4pFTUiWXpEbqhJMH8kReyKvz6Dw7b877T2vOyWZ2yR85H99GJKCx</latexit>

injektiv

nicht surjektiv
<latexit sha1_base64="TOKvaa4tCZwaPtofMjkvdpa1qjM=">AAACFXicbVBNSwMxFMz6WetX1aOXYLF4kLJbBT0WvXhUsCp0l5JNX21sNrskb4tl6Z/w4l/x4kERr4I3/41pXUGrA4Fh5j1eZsJECoOu++FMTc/Mzs0XFoqLS8srq6W19QsTp5pDg8cy1lchMyCFggYKlHCVaGBRKOEy7B2P/Ms+aCNidY6DBIKIXSvREZyhlVql3YqPcIuZUDfQQ9EfVny/mGtK8C5Sk+pvq1Uqu1V3DPqXeDkpkxynrdK73455GoFCLpkxTc9NMMiYRsElDIt+aiBhvMeuoWmpYhGYIBunGtJtq7RpJ9b2KaRj9edGxiJjBlFoJyOGXTPpjcT/vGaKncPAJk5SBMW/DnVSSTGmo4poW2jgKAeWMK6F/SvlXaYZR1tk0ZbgTUb+Sy5qVW+vWjvbL9eP8joKZJNskR3ikQNSJyfklDQIJ3fkgTyRZ+feeXRenNev0Skn39kgv+C8fQIscZ90</latexit>

injektiv

surjektiv
<latexit sha1_base64="pVHJBrjOLkRledSqrAz4qelUyWo=">AAACD3icbVC7SgNBFJ2Nrxhfq5Y2i8FgFXZV0DJoYxnBPCAbwuzkbjJm9sHM3WBY8gc2/oqNhSK2tnb+jZNkBU08MHA4517unOPFgiu07S8jt7S8srqWXy9sbG5t75i7e3UVJZJBjUUikk2PKhA8hBpyFNCMJdDAE9DwBlcTvzEEqXgU3uIohnZAeyH3OaOopY5ZKrkI95jy8A4GyIfjkusWMk0l8kfsmEW7bE9hLRInI0WSodoxP91uxJIAQmSCKtVy7BjbKZXImYBxwU0UxJQNaA9amoY0ANVOp3nG1pFWupYfSf1CtKbq742UBkqNAk9PBhT7at6biP95rQT9i7bOGicIIZsd8hNhYWRNyrG6XAJDMdKEMsn1Xy3Wp5Iy1BUWdAnOfORFUj8pO6flk5uzYuUyqyNPDsghOSYOOScVck2qpEYYeSBP5IW8Go/Gs/FmvM9Gc0a2s0/+wPj4BpYLnQI=</latexit>

Z
<latexit sha1_base64="uJeuyfrX7S8Tq0J5/ZzSWAjpKjA=">AAAB6HicdVDJSgNBEK2JW4xb1KOXxiB4GnrGRJNb0IvHBMyCyRB6Oj1Jm56F7h4hhHyBFw+KePWTvPk3dhZBRR8UPN6roqqenwiuNMYfVmZldW19I7uZ29re2d3L7x80VZxKyho0FrFs+0QxwSPW0FwL1k4kI6EvWMsfXc381j2TisfRjR4nzAvJIOIBp0QbqX7byxewjd1yqegibLslXHEqhpSwUzkvIsfGcxRgiVov/97txzQNWaSpIEp1HJxob0Kk5lSwaa6bKpYQOiID1jE0IiFT3mR+6BSdGKWPgliaijSaq98nJiRUahz6pjMkeqh+ezPxL6+T6qDsTXiUpJpFdLEoSAXSMZp9jfpcMqrF2BBCJTe3IjokklBtssmZEL4+Rf+Tpms7Z7ZbLxaql8s4snAEx3AKDlxAFa6hBg2gwOABnuDZurMerRfrddGasZYzh/AD1tsnIg2NKg==</latexit>

D
<latexit sha1_base64="WHG/1deu7t8qpXK6Ny/ID8Ec44Y=">AAAB6HicdVDJSgNBEO2JW4xb1KOXxiB4GnoSl3gL6sFjAmaBZAg9nUrSpmehu0cIQ77AiwdFvPpJ3vwbO5MRVPRBweO9KqrqeZHgShPyYeWWlldW1/LrhY3Nre2d4u5eS4WxZNBkoQhlx6MKBA+gqbkW0IkkUN8T0PYmV3O/fQ9S8TC41dMIXJ+OAj7kjGojNa77xRKxT4lzcUYwsUmKlFSdioOdTCmhDPV+8b03CFnsQ6CZoEp1HRJpN6FScyZgVujFCiLKJnQEXUMD6oNyk/TQGT4yygAPQ2kq0DhVv08k1Fdq6num06d6rH57c/EvrxvrYdVNeBDFGgK2WDSMBdYhnn+NB1wC02JqCGWSm1sxG1NJmTbZFEwIX5/i/0mrbDsVu9w4KdUuszjy6AAdomPkoHNUQzeojpqIIUAP6Ak9W3fWo/VivS5ac1Y2s49+wHr7BMowjO4=</latexit>

Beispiele Sei D = Z = R und f : R ! R.

1. f(x) = x3 definiert eine bijektive Abbildung mit f�1(y) = sgn(y) · |y|�1/3.

2. Mit f(x) = exp (x) ist f injektiv, aber nicht surjektiv. Die inverse Abbilding (der
sogenannte natürliche Logarithmus) existiert als Abbildung mit D = (0, 1) und
Z = R, aber nicht als Abbildung von R nach R.

3. f(x) = x3 � x liefert surjektive, aber nicht injektive Abbildung.

-1 +1
x

-1

+1

y

-2 +2
x

-2

+2

y

-2 +2
x

-2

+2

y

Die Graphen der drei Beispiel-Funktionen von R nach R (blau). Der Graph der inversen Funktion f
�1 (orange)

entsteht (sofern diese existiert) durch Spiegelung des Graphen von f an der Diagonalen y = x (grün).

Definition Sei f : D ! Z eine beliebige Abbildung.
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1.2. Mengenlehre 13

1. Die Menge

graph(f) :=
�
(x, y) : y = f(x) , x 2 D

 

wird Graph von f genannt.

2. Für jede Teilmenge A ⇢ D wird

f(A) :=
�
y 2 Z : y = f(x) für mindestens ein x 2 A

 
=
�
f(x) : x 2 A

 

das Bild von A unter F genannt.

3. Für jede Teilmenge B ⇢ Z wird

f�1(B) :=
�
x 2 D : f(x) 2 B

 

das Urbild von B unter f genannt. Diese Menge ist immer wohldefiniert, auch
wenn die Umkehrabbildung f�1 nicht existiert.

Beispiele

x
<latexit sha1_base64="hL+FaLtOT9luwfLW3Ut08xl3Pcw=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbRRI9ELx4hkUcCGzI79MLI7OxmZtZICF/gxYPGePWTvPk3DrAHBSvppFLVne6uIBFcG9f9dnJr6xubW/ntws7u3v5B8fCoqeNUMWywWMSqHVCNgktsGG4EthOFNAoEtoLR7cxvPaLSPJb3ZpygH9GB5CFn1Fip/tQrltyyOwdZJV5GSpCh1it+dfsxSyOUhgmqdcdzE+NPqDKcCZwWuqnGhLIRHWDHUkkj1P5kfuiUnFmlT8JY2ZKGzNXfExMaaT2OAtsZUTPUy95M/M/rpCa89idcJqlByRaLwlQQE5PZ16TPFTIjxpZQpri9lbAhVZQZm03BhuAtv7xKmpWyd1Gu1C9L1ZssjjycwCmcgwdXUIU7qEEDGCA8wyu8OQ/Oi/PufCxac042cwx/4Hz+AOeHjQA=</latexit>

y
<latexit sha1_base64="mEcz1FLhuG1BpP6c5hi50qAIJ0g=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeiF48t2FpoQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMSqE1CNgktsGW4EdhKFNAoEPgTj25n/8IRK81jem0mCfkSHkoecUWOl5qRfrrhVdw6ySrycVCBHo1/+6g1ilkYoDRNU667nJsbPqDKcCZyWeqnGhLIxHWLXUkkj1H42P3RKzqwyIGGsbElD5urviYxGWk+iwHZG1Iz0sjcT//O6qQmv/YzLJDUo2WJRmApiYjL7mgy4QmbExBLKFLe3EjaiijJjsynZELzll1dJu1b1Lqq15mWlfpPHUYQTOIVz8OAK6nAHDWgBA4RneIU359F5cd6dj0VrwclnjuEPnM8f6QuNAQ==</latexit>

A
<latexit sha1_base64="4ex8Dwuu1l4aeI00ftwnCRCFS44=">AAAB6HicdVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4GjJtBzu7qhuXLdgHtEPJpJk2NpMZkoxQSr/AjQtF3PpJ7vwbM20FFT1w4XDOvdx7T5BwpjRCH1ZubX1jcyu/XdjZ3ds/KB4etVWcSkJbJOax7AZYUc4EbWmmOe0mkuIo4LQTTK4zv3NPpWKxuNXThPoRHgkWMoK1kZqXg2IJ2cj1XAdBZLvI8SoZ8bxa1XWhY6MFSmCFxqD43h/GJI2o0IRjpXoOSrQ/w1Izwum80E8VTTCZ4BHtGSpwRJU/Wxw6h2dGGcIwlqaEhgv1+8QMR0pNo8B0RliP1W8vE//yeqkOa/6MiSTVVJDlojDlUMcw+xoOmaRE86khmEhmboVkjCUm2mRTMCF8fQr/J+2y7VTscrNaql+t4siDE3AKzoEDLkAd3IAGaAECKHgAT+DZurMerRfrddmas1Yzx+AHrLdPBIeNFw==</latexit>

f(A)
<latexit sha1_base64="Mmng+QY6YwUpyKF9CsOyVI/EPcQ=">AAAB63icdVDLSgMxFM3UV62vqks3wSLUzZBpO9jZVd24rGAf0A4lk2ba0CQzJBmhlP6CGxeKuPWH3Pk3zrQVVPTAhcM593LvPUHMmTYIfVi5tfWNza38dmFnd2//oHh41NZRoghtkYhHqhtgTTmTtGWY4bQbK4pFwGknmFxnfueeKs0ieWemMfUFHkkWMoJNJoXly/NBsYRs5HqugyCyXeR41Yx4Xr3mutCx0QIlsEJzUHzvDyOSCCoN4VjrnoNi48+wMoxwOi/0E01jTCZ4RHsplVhQ7c8Wt87hWaoMYRiptKSBC/X7xAwLraciSDsFNmP928vEv7xeYsK6P2MyTgyVZLkoTDg0Ecweh0OmKDF8mhJMFEtvhWSMFSYmjaeQhvD1KfyftCu2U7Urt7VS42oVRx6cgFNQBg64AA1wA5qgBQgYgwfwBJ4tYT1aL9brsjVnrWaOwQ9Yb5+KZ43s</latexit>

x
<latexit sha1_base64="hL+FaLtOT9luwfLW3Ut08xl3Pcw=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbRRI9ELx4hkUcCGzI79MLI7OxmZtZICF/gxYPGePWTvPk3DrAHBSvppFLVne6uIBFcG9f9dnJr6xubW/ntws7u3v5B8fCoqeNUMWywWMSqHVCNgktsGG4EthOFNAoEtoLR7cxvPaLSPJb3ZpygH9GB5CFn1Fip/tQrltyyOwdZJV5GSpCh1it+dfsxSyOUhgmqdcdzE+NPqDKcCZwWuqnGhLIRHWDHUkkj1P5kfuiUnFmlT8JY2ZKGzNXfExMaaT2OAtsZUTPUy95M/M/rpCa89idcJqlByRaLwlQQE5PZ16TPFTIjxpZQpri9lbAhVZQZm03BhuAtv7xKmpWyd1Gu1C9L1ZssjjycwCmcgwdXUIU7qEEDGCA8wyu8OQ/Oi/PufCxac042cwx/4Hz+AOeHjQA=</latexit>

y
<latexit sha1_base64="mEcz1FLhuG1BpP6c5hi50qAIJ0g=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeiF48t2FpoQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMSqE1CNgktsGW4EdhKFNAoEPgTj25n/8IRK81jem0mCfkSHkoecUWOl5qRfrrhVdw6ySrycVCBHo1/+6g1ilkYoDRNU667nJsbPqDKcCZyWeqnGhLIxHWLXUkkj1H42P3RKzqwyIGGsbElD5urviYxGWk+iwHZG1Iz0sjcT//O6qQmv/YzLJDUo2WJRmApiYjL7mgy4QmbExBLKFLe3EjaiijJjsynZELzll1dJu1b1Lqq15mWlfpPHUYQTOIVz8OAK6nAHDWgBA4RneIU359F5cd6dj0VrwclnjuEPnM8f6QuNAQ==</latexit>

f�1(B)
<latexit sha1_base64="UPKNxK0Z+R7vwYZO2U6VRZS/3lo=">AAAB8HicdVDLSsNAFJ34rPVVdelmsAh1YUjS0NZdqRuXFexD2lgm00k7dCYJMxOhhH6FGxeKuPVz3Pk3TtoKKnrgwuGce7n3Hj9mVCrL+jBWVtfWNzZzW/ntnd29/cLBYVtGicCkhSMWia6PJGE0JC1FFSPdWBDEfUY6/uQy8zv3REgahTdqGhOPo1FIA4qR0tJtcJee27NS42xQKFrmRa3iuBVomZZVtR07I07VLbvQ1kqGIliiOSi894cRTjgJFWZIyp5txcpLkVAUMzLL9xNJYoQnaER6moaIE+ml84Nn8FQrQxhEQleo4Fz9PpEiLuWU+7qTIzWWv71M/MvrJSqoeSkN40SREC8WBQmDKoLZ93BIBcGKTTVBWFB9K8RjJBBWOqO8DuHrU/g/aTumXTada7dYbyzjyIFjcAJKwAZVUAdXoAlaAAMOHsATeDaE8Wi8GK+L1hVjOXMEfsB4+wTT34/H</latexit>

B
<latexit sha1_base64="mnFdqRnH36tlGJXoTADP00Rlr/I=">AAAB6HicdVDLSgNBEJyNrxhfUY9eBoPgadndLEm8hXjxmIB5QLKE2UknGTP7YGZWCEu+wIsHRbz6Sd78G2eTCCpa0FBUddPd5cecSWVZH0ZuY3Nreye/W9jbPzg8Kh6fdGSUCAptGvFI9HwigbMQ2oopDr1YAAl8Dl1/dp353XsQkkXhrZrH4AVkErIxo0RpqdUYFkuWeVWrOG4FW6ZlVW3HzohTdcsutrWSoYTWaA6L74NRRJMAQkU5kbJvW7HyUiIUoxwWhUEiISZ0RibQ1zQkAUgvXR66wBdaGeFxJHSFCi/V7xMpCaScB77uDIiayt9eJv7l9RM1rnkpC+NEQUhXi8YJxyrC2dd4xARQxeeaECqYvhXTKRGEKp1NQYfw9Sn+n3Qc0y6bTsst1RvrOPLoDJ2jS2SjKqqjG9REbUQRoAf0hJ6NO+PReDFeV605Yz1zin7AePsE9b6NDA==</latexit>

Definition Für zwei Abbildungen f : D ! Z und g : Z ! P wird die Abbildung

f : D ! P mit (g � f)(x) = g
�
f(x)

�

als die Komposition von g und f bezeichnet.

Bemerkung

1. g � f ist nur definiert, wenn der Definitionsbereich von g eine Teilmenge des
Zielbereichs von f ist.

2. Für invertierbare Abbildungen f : D ! Z gilt immer

f�1 � f = idD f � f�1 = idZ ,

wobei für jede Menge M die Abbildung idM : M ! M mit idM(z) = z die
sogenannte Identität ist.

3. Sind f, g : D ! D zwei Funktionen, so ist die Aussage g�f = f�g im Allgemeinen
falsch. Ein einfaches Gegenbeispiel ergibt sich mit D = R sowie f(x) = x2 und
g(x) = sin (x), denn es gilt in der Regel sin (x2) 6= (sin (x))2.

4. Sind f, g, h : D ! D drei Funktionen, so gilt stets
�
h � g

�
� f = h �

�
g � f

�
.

Michael Herrmann: Mathematik für Elektrotechniker 1 Version vom 7.2.2020



14 1. Logik und Mengenlehre

Zusatzmaterial

1.3 ⇤Exkurs über die Unendlichkeit

Definition Zwei Mengen M und N heißen gleichmächtig, falls es eine bijektive Ab-
bildung f : M ! N gibt (und damit auch eine bijektive Abbildung g = f�1 : N ! M).

Eine Menge M heißt abzählbar, wenn sie gleichmächtig zur Menge N = {1, 2, 3, 4, . . .}
der natürlichen Zahlen ist.

Beispiel Die Menge der geraden Zahlen Ng = {2, 4, 6, . . .} ist abzählbar, denn es
gibt eine bijektive Abbildung f : Ng ! N, zum Beispiel:

m 2 Ng 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 . . .
f(m) 2 N 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 . . .

Oder anders – und etwas salopp – gesagt: Es gibt genauso viele gerade Zahlen wie
natürliche Zahlen, eben weil man die geraden Zahlen abzählen bzw. durchnummerieren

kann.

Beispiel Die Menge Z der ganzen Zahlen ist auch abzählbar, wie die folgende Durch-
nummerierung zeigt:

m 2 Z . . . �4 �3 �2 �1 0 +1 +2 +3 +4 . . .
f(m) 2 N . . . 9 7 5 3 1 2 4 6 8 . . .

Beispiel Die Menge Q+ = {p/q : p, q 2 N} ist abzählbar, wie das folgende qua-
dratische Schema mit (roter) Durchnummerierung zeigt (

”
�“ verweist auf Leerstellen,

bei denen p und q nicht teilerfremd sind):

p 1 2 3 4 5 6 7
q
1 1 3 5 9 11 17 21
2 2 – 8 – 16 – ...
3 4 7 – 15 20 ... ...
4 6 – 14 – ... ... ...
5 10 13 19 ... ... ... ...
6 12 – ... ... ... ... ...
7 18 ... ... ... ... ... ...

Mit einem modifizierten Argument kann man zeigen, dass auch Q abzählbar ist,
d.h. es gibt genauso viele rationale wir natürliche Zahlen.

Bemerkung Die Menge der reellen Zahlen ist überabzählbar, d.h. es gibt – salopp
gesprochen – wesentlich mehr reelle als natürliche oder rationalle Zahlen. Der klassische
Beweis benutzt die Dezimaldarstellung reeller Zahlen sowie Cantors Zweites Diagonal-
argument (siehe Wikipedia).

Michael Herrmann: Mathematik für Elektrotechniker 1 Version vom 7.2.2020



Kapitel 2

Zahlen und Zahlbereiche

Vorlesung 03, 25. Oktober 2019

Zahlbereiche

natürliche Zahlen N =
�
1, 2, 3, 4, . . .

 

N0 =
�
0, 1, 2, 3, 4, . . .

 

ganze Zahlen Z =
�
. . . ,�3,�2,�1, 0, 1, 2, 3, . . .

 

rationale Zahlen Q =
�
p/q : p 2 Z, q 2 N

 

reelle Zahlen R
komplexe Zahlen C

Notationen Es gibt viele Arten, Zahlen zu schreiben:

1. Brüche für rationale Zahlen:

1

2
� 7

3
4/5

Zähler und Nenner sollten teilerfremd sein.

2. Dezimalzahlen für reelle Zahlen:

2, 4567 1, 3333 . . . � 67, 34255476456 ...

Rationale Zahlen haben endlich viele oder sich periodisch wiederholende Kom-
mastellen. Irrationale Zahlen (Elemente von R \Q) haben unendlich viele, nicht-
periodische Dezimalstellen.
Achtung : Im Englischen (und daher oft auch in der Wissenschaft) schreibt man
Punkt statt Komma.

3. Symbolische Schreibweise:
p
2 (⇡ 1.414) Kreiszahl ⇡ (⇡ 3, 142) Eulerzahl e (⇡ 2, 718)

4. Gleitkommazahlen (mit Mantisse und Exponent):

1, 345E+06 = 1, 345 · 106 = 1345000 , �4, 02E�4 = �4, 02 · 10�4 = �0, 000402

5. Dualzahlen:

3 = 11 = 1 · 21 + 1 · 20 , 17 = 1001 = ·24 + 1 · 20

6. Hexadezimalzahlen, p-adischen Zahlen (siehe Große Übung II)

15



16 2. Zahlen und Zahlbereiche

2.1 Natürliche Zahlen

Beweisprinzip der vollständigen Induktion

Prinzip Eine Aussage der Form

8 n 2 N : A(n) (
”
Für alle natürlichen Zahlen n gilt die Aussage A(n).“)

kann durch folgende zwei Schritte bewiesen werden:

1. Induktionsanfang (n = 1) : Man zeigt A(1).

2. Induktionsschritt (n n+ 1): Man zeigt die Implikation A(n) ) A(n+ 1), d.h.
man folgert aus der Gültigkeit von A(n) (Induktionsvoraussetzung) die Gültigkeit
von A(n+ 1) (Induktionsbehauptung)

A(1)
<latexit sha1_base64="CbOqZWMeijZ4VJCQTY/mbvTC7ZQ=">AAAB63icbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRahXspuFfRY9eKxgv2AdinZNNuGJtklyQpl6V/w4kERr/4hb/4bs+0etPXBwOO9GWbmBTFn2rjut1NYW9/Y3Cpul3Z29/YPyodHbR0litAWiXikugHWlDNJW4YZTruxolgEnHaCyV3md56o0iySj2YaU1/gkWQhI9hk0k3VOx+UK27NnQOtEi8nFcjRHJS/+sOIJIJKQzjWuue5sfFTrAwjnM5K/UTTGJMJHtGepRILqv10fusMnVlliMJI2ZIGzdXfEykWWk9FYDsFNmO97GXif14vMeG1nzIZJ4ZKslgUJhyZCGWPoyFTlBg+tQQTxeytiIyxwsTYeEo2BG/55VXSrte8i1r94bLSuM3jKMIJnEIVPLiCBtxDE1pAYAzP8ApvjnBenHfnY9FacPKZY/gD5/MHyTiNaQ==</latexit>

A(2)
<latexit sha1_base64="cf1xbI2PihSWaUq7sXwGdSSYR7Q=">AAAB63icbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRahXspuFfRY9eKxgv2AdinZNNuGJtklyQpl6V/w4kERr/4hb/4bs+0etPXBwOO9GWbmBTFn2rjut1NYW9/Y3Cpul3Z29/YPyodHbR0litAWiXikugHWlDNJW4YZTruxolgEnHaCyV3md56o0iySj2YaU1/gkWQhI9hk0k21fj4oV9yaOwdaJV5OKpCjOSh/9YcRSQSVhnCsdc9zY+OnWBlGOJ2V+ommMSYTPKI9SyUWVPvp/NYZOrPKEIWRsiUNmqu/J1IstJ6KwHYKbMZ62cvE/7xeYsJrP2UyTgyVZLEoTDgyEcoeR0OmKDF8agkmitlbERljhYmx8ZRsCN7yy6ukXa95F7X6w2WlcZvHUYQTOIUqeHAFDbiHJrSAwBie4RXeHOG8OO/Ox6K14OQzx/AHzucPyr2Nag==</latexit>

A(3)
<latexit sha1_base64="p9mTKsw16PIhKm72tZlnlxm8JkE=">AAAB63icbVBNTwIxEJ3FL8Qv1KOXRmKCF7ILJnpEvXjERIQENqRbutDQdjdt14Rs+AtePGiMV/+QN/+NXdiDgi+Z5OW9mczMC2LOtHHdb6ewtr6xuVXcLu3s7u0flA+PHnWUKELbJOKR6gZYU84kbRtmOO3GimIRcNoJJreZ33miSrNIPphpTH2BR5KFjGCTSdfVxvmgXHFr7hxolXg5qUCO1qD81R9GJBFUGsKx1j3PjY2fYmUY4XRW6ieaxphM8Ij2LJVYUO2n81tn6MwqQxRGypY0aK7+nkix0HoqAtspsBnrZS8T//N6iQmv/JTJODFUksWiMOHIRCh7HA2ZosTwqSWYKGZvRWSMFSbGxlOyIXjLL6+Sx3rNa9Tq9xeV5k0eRxFO4BSq4MElNOEOWtAGAmN4hld4c4Tz4rw7H4vWgpPPHMMfOJ8/zEKNaw==</latexit>

A(4)
<latexit sha1_base64="k2C6ksQQth/jla2QoirNf/Vhydc=">AAAB63icbVBNTwIxEJ3FL8Qv1KOXRmKCF7KLJHpEvXjERIQENqRbutDQdjdt14Rs+AtePGiMV/+QN/+NXdiDgi+Z5OW9mczMC2LOtHHdb6ewtr6xuVXcLu3s7u0flA+PHnWUKELbJOKR6gZYU84kbRtmOO3GimIRcNoJJreZ33miSrNIPphpTH2BR5KFjGCTSdfVxvmgXHFr7hxolXg5qUCO1qD81R9GJBFUGsKx1j3PjY2fYmUY4XRW6ieaxphM8Ij2LJVYUO2n81tn6MwqQxRGypY0aK7+nkix0HoqAtspsBnrZS8T//N6iQmv/JTJODFUksWiMOHIRCh7HA2ZosTwqSWYKGZvRWSMFSbGxlOyIXjLL6+Sx3rNu6jV7xuV5k0eRxFO4BSq4MElNOEOWtAGAmN4hld4c4Tz4rw7H4vWgpPPHMMfOJ8/zceNbA==</latexit>

...
<latexit sha1_base64="1D1M+XvlZpNUCS4SsUNcbJjqZsU=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0iqoMeiF48V7Qe0oWy2k3bpZhN2N0Ip/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZemAqujed9O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU1EmmGDZYIhLVDqlGwSU2DDcC26lCGocCW+Hodua3nlBpnshHM04xiOlA8ogzaqz04Lpur1zxXG8Oskr8nFQgR71X/ur2E5bFKA0TVOuO76UmmFBlOBM4LXUzjSllIzrAjqWSxqiDyfzUKTmzSp9EibIlDZmrvycmNNZ6HIe2M6ZmqJe9mfif18lMdB1MuEwzg5ItFkWZICYhs79JnytkRowtoUxxeythQ6ooMzadkg3BX355lTSrrn/hVu8vK7WbPI4inMApnIMPV1CDO6hDAxgM4Ble4c0Rzovz7nwsWgtOPnMMf+B8/gBNMo0m</latexit>

IS
=)

<latexit sha1_base64="shuN7T9RUNpPnL2ZXSSyzlC1S4M="></latexit>

IS
=)

<latexit sha1_base64="shuN7T9RUNpPnL2ZXSSyzlC1S4M="></latexit>

IS
=)

<latexit sha1_base64="shuN7T9RUNpPnL2ZXSSyzlC1S4M="></latexit>

IS
=)

<latexit sha1_base64="shuN7T9RUNpPnL2ZXSSyzlC1S4M="></latexit>

IV
=)

<latexit sha1_base64="PKvSXHPqwNJRl3eGC0MgH4CxnIc="></latexit>

Schematische Darstellung des Induktionsprinzips.

Beispiel Wir wollen die Formel

nX

j=1

j3 = 13 + 23 + . . .+ n3 = 1
4n

2(n+ 1)2

durch vollständige Induktion über n herleiten.

Induktionsanfang (n = 1): Einfaches Rechnen liefert
P

n

j=1 j
3 = 13 = 1 = 1

4 · 1
2 · 22 und

damit die Gültigkeit von A(1).

Induktionsschritt (n n+ 1):
Voraussetzung :

P
n

j=1 j
3 = 1

4n
2(n+ 1)2

Behauptung :
P

n+1
j=1 j

3 = 1
4(n+ 1)2(n+ 2)2

Beweis :

n+1X

j=1

j3 =

 
nX

j=1

j3
!

+ (n+ 1)3 (Aufspalten der Summe)

= 1
4n

2(n+ 1)2 + (n+ 1)3 (nach Induktionsvoraussetzung)

= 1
4(n+ 1)2

�
n2 + 4(n+ 1)

�
(Ausklammern)

= 1
4(n+ 1)2

�
n2 + 4n+ 4

�

= 1
4(n+ 1)2(n+ 2)2 (binomische Formel)

Beispiel Wir wollen den mathematischen Satz

Die Zahl 23n � 1 ist für jedes n 2 N durch 7 teilbar.

durch vollständige Induktion über n beweisen.

Induktionsanfang (n = 1): 23 � 1 = 7 ist o↵ensichtlich durch 7 teilbar.
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2.1. Natürliche Zahlen 17

Induktionsschritt (n n+ 1):
Zu zeigen: Wenn 23n � 1 durch 7 teilbar ist, so ist auch 23(n+1) � 1 durch 7 teilbar.
Beweis :

23(n+1) � 1 = 8 · 23n � 1 (Potenzgesetze)

= 8 ·
�
23n � 1 + 1

�
� 1 (

”
nahrhafte Null“)

= 8 ·
�
23n � 1

�
+ 7 (Umformen)

= 8 ·
�
7 ·m

�
+ 7 (nach Ind.-Voraussetzung für ein m 2 N)

= 7 · (8 ·m+ 1)

Variante des Induktionsprinzips Zeigt man im Induktionsanfang die Aussage
A(n1) für ein gegebenes n1 2 N und beweist den Induktionsschritt wie oben, so folgt
die Gültigkeit der Aussage A(n) für alle n � n1.

Kombinatorik — Lehre vom Zählen

Definition Die Größe

✓
n
k

◆
:=

n!

k!(n� k)!
=

✓
n

n� k

◆

wird Binomialkoe�zient genannt.

Binomischer Lehrsatz Es gilt

(a+ b)n =
nX

k=0

✓
n
k

◆
· ak · bn�k ,

wobei man diese Formeln entweder direkt (siehe Große Übung) oder mit vollständiger
Induktion über n ( Übungsausfgabe) ableiten kann. Beispiele sind:

(a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2 ,

(a+ b)3 = a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3 ,

(a+ b)4 = a4 + 4a3b+ 6a2b2 + 4ab3 + b4

Permutationen Anordnung von n unterscheidbaren Objekten in einer Reihe:

n! Möglichkeiten

Beispiel : Anordnungen von m1, . . . ,mn (Zahlen, Buchstaben, Personen, oder ...)

n = 2 : m1,m2 | m2, m1

n = 3 : m1,m2,m3 | m1,m3,m2 | m2,m1,m3

m2,m3,m1 | m3,m1,m2 | m3,m2,m1
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18 2. Zahlen und Zahlbereiche

Kombinationen Wählen von k Stück aus n Objekten, ohne Wiederholung und ohne
Berücksichtigung der Reihenfolge:

✓
n
k

◆
Möglichkeiten

Anwendung : k-elementige Teilmengen der Menge {m1, . . . ,mn}
Beispiel

k = 0, n = 3 : {}
✓
3
0

◆
=

3!

0! · 3! =
6

1 · 6 = 1

k = 1, n = 3 : {m1}, {m2}, {m3}
✓
3
1

◆
=

6

1 · 2 = 3

k = 2, n = 3 : {m2,m3}, {m1,m3}, {m1,m2}
✓
3
2

◆
= 3

k = 3, n = 3 : {m1,m2,m3}
✓
3
3

◆
= 1

Variationen Wählen von k Stück aus n Objekten, mit Wiederholung und mit
Berücksichtigung der Reihenfolge:

nk Möglichkeiten

Anwendung : Worte der Länge k, die aus Alphabet mit n Buchstaben gebildet werden
können
Beispiel : k = 3, Buchstaben {A,B}:

AAA , AAB, ABA , BAA , ABB , BAB , BBA , BBB

Anwendung : Eine Menge M = {x1, x2, . . . xn} mit n Elementen besitzt insgesamt 2n

Teilmengen, denn wir können eine Teilmenge dadurch beschreiben, dass wir für jedes
Element von M angeben, ob es dazu gehört oder nicht. Jede Teilmenge wird also
eindeutig durch genau n binäre Entscheidungen charakterisiert.

Teilbarkeit

Definition m 2 N heißt Teiler von n 2 N (oder n ist durch m teilbar oder n ist ein
Vielfaches von m), wenn es ein k 2 N gibt, so dass n = m · k. Insbesondere ist jede
natürliche Zahl n � 2 durch 1 und durch sich selbst teilbar.

Gibt es keine weiteren Teiler, so heißt n Primzahl :

2 , 3 , 5 , 7 , 11 , 13 , 17 , 19 , 23 , 29 , 31 , 37 , 41 , 43 , . . .

Die Zahl 1 ist keine Primzahl.

Theorem Jede Zahl n lässt sich als das Produkt von Primzahlen schreiben. Insbe-
sondere existieren k Primzahlen p1, p2, . . . , pk sowie k Exponenten r1 , . . . , rk 2 N, so
dass

n = pr11 · pr22 · . . . · prk
k

Jede Zahl dieser Primzahlen pi heißt Primfaktor von n. Die Primfaktorzerlegung von
n ist bis auf die Vertauschung von Faktoren eindeutig.

Beweis siehe [AORS, Seite 22].
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2.1. Natürliche Zahlen 19

Beispiele

8 = 23 , 60 = 22 · 3 · 5 7 = 7, 999 = 32 · 11

Theorem Es gibt unendlich viele Primzahlen.
(Indirekter) Beweis : Wir nehmen an, es existieren nur endlich viele Primzahlen,

sagen wir k Stück, und bezeichnen die Primzahlen mit q1 , . . . , qk. Wir betrachten
außerdem

n := q1 · q2 · . . . · qk + 1 ,

und bemerken, dass n bei Division durch jede der Zahlen q1 , . . . , qk den Rest 1 lässt und
damit kein Vielfaches dieser Zahl sein kann. Insbesondere kann keiner der Primfaktoren
von n in {q1 , . . . , qk} enthalten sein. Das ist aber ein Widerspruch zur Annahme, d.h.
unsere Annahme muss falsch gewesen sein.

Definition Für n,m 2 N nennt man

kgV(n, m) := min{k 2 N : k ist Vielfaches von n und m }

das kleinste gemeinsame Vielfache von n und m und

ggT(n, m) := max{k 2 N : k teilt n und m}

den größten gemeinsamen Teiler von n und m.

Beispiel

kgV(2, 8) = 8 , kgV(3, 13) = 39 kgV(6, 9) = 18

ggT(5, 7) = 1 , ggT(3, 9) = 3 ggT(6, 15) = 3

Bemerkung Sind die Primzahlzerlegungen von n und m bekannt, so können
kgV(n, m) und ggT(n, m) leicht abgelesen werden. Für

525 = 31 · 52 · 71 , 180 = 22 · 32 · 51 ,

gilt zum Beispiel

kgV(525, 180) = 22 · 32 · 52 · 71 = 6300 ggT(525, 180) = 31 · 51 = 15 .

Insbesondere kann man mit Hilfe der Primfaktorzerlegungen von n und m die Formel

kgV(n, m) · ggT(n, m) = m · n

ableiten (siehe [AORS, Seite 23]). Bei großen Zahlen ist es allerdings nicht einfach, die
Primfaktorzerlegung zu berechnen.
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20 2. Zahlen und Zahlbereiche

Bemerkung ggT(n, m) kann auch mittels des Euklidischen Algorithmus durch fort-
gesetzte Division mit Rest berechnet werden. Für n = 3054 und m = 1002 berechnet
man zum Beispiel:

3054 = 3 · 1002 + 48 (Wie oft passt 1002 in 3054?)

1002 = 20 · 48 + 42 (Wie oft passt 48 in 1002?)

48 = 1 · 42 + 6 (Wie oft passt 42 in 48?)

42 = 7 · 6+ 0 (Wie oft passt 6 in 42?)

Fertig wegen Rest 0 !

Es gilt nun ggT(3054, 1002) = 6 und damit kgV(3054, 1002) = 3054 ·1002/6 = 510018.

*lineare diophantische Gleichungen Für gegebene natürliche Zahlen a, b, c be-
sitzt die Gleichung

a · x+ b · y = c

dann und nur dann eine ganzzahlige Lösungen x, y 2 Z, wenn g := ggT(a, b) ein Teiler
von c ist (Diese Äquivalenzaussage kann mit zahlentheoretischen Argumenten bewiesen
werden.). In diesem Fall kann man die Gleichung auch als

ã · x+ b̃ · y = c̃

mit a = ã · g, b = b̃ · g, c = c̃ · g schreiben, wobei ã und b̃ teilerfremd sind. Man kann
anschließend eine Lösung durch Raten oder durch den dem sogenannten Erweiterten

Euklidischen Algorithmus (siehe zum Beispiel Wikipedia) finden.

Vorlesung 04, 28. Oktober 2019 2019

2.2 Reelle Zahlen

Die reellen Zahlen können als Dezimalzahlen (mit vielleicht unendlich vielen Nachkom-
mastellen) oder als die Punkte auf der Zahlengeraden betrachtet werden.

0
<latexit sha1_base64="rsPGDo38dCUrLsAt/ftnosrChUA=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeiF48t2FpoQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMSqE1CNgktsGW4EdhKFNAoEPgTj25n/8IRK81jem0mCfkSHkoecUWOlptsvV9yqOwdZJV5OKpCj0S9/9QYxSyOUhgmqdddzE+NnVBnOBE5LvVRjQtmYDrFrqaQRaj+bHzolZ1YZkDBWtqQhc/X3REYjrSdRYDsjakZ62ZuJ/3nd1ITXfsZlkhqUbLEoTAUxMZl9TQZcITNiYgllittbCRtRRZmx2ZRsCN7yy6ukXat6F9Va87JSv8njKMIJnMI5eHAFdbiDBrSAAcIzvMKb8+i8OO/Ox6K14OQzx/AHzucPemeMuA==</latexit>

1
<latexit sha1_base64="TtIgPQprnJE4HSS++PuM3etxya8=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeiF48t2FpoQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMSqE1CNgktsGW4EdhKFNAoEPgTj25n/8IRK81jem0mCfkSHkoecUWOlptcvV9yqOwdZJV5OKpCj0S9/9QYxSyOUhgmqdddzE+NnVBnOBE5LvVRjQtmYDrFrqaQRaj+bHzolZ1YZkDBWtqQhc/X3REYjrSdRYDsjakZ62ZuJ/3nd1ITXfsZlkhqUbLEoTAUxMZl9TQZcITNiYgllittbCRtRRZmx2ZRsCN7yy6ukXat6F9Va87JSv8njKMIJnMI5eHAFdbiDBrSAAcIzvMKb8+i8OO/Ox6K14OQzx/AHzucPe+uMuQ==</latexit>�1

<latexit sha1_base64="gxmVDwgXNkVVBW8MWuMKIAF1sIU=">AAAB6XicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4sSRV0GPRi8cq9gPaUDbbSbt0swm7G6GE/gMvHhTx6j/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvSATXxnW/nZXVtfWNzcJWcXtnd2+/dHDY1HGqGDZYLGLVDqhGwSU2DDcC24lCGgUCW8Hoduq3nlBpHstHM07Qj+hA8pAzaqz0cO71SmW34s5AlomXkzLkqPdKX91+zNIIpWGCat3x3MT4GVWGM4GTYjfVmFA2ogPsWCpphNrPZpdOyKlV+iSMlS1pyEz9PZHRSOtxFNjOiJqhXvSm4n9eJzXhtZ9xmaQGJZsvClNBTEymb5M+V8iMGFtCmeL2VsKGVFFmbDhFG4K3+PIyaVYr3kWlen9Zrt3kcRTgGE7gDDy4ghrcQR0awCCEZ3iFN2fkvDjvzse8dcXJZ47gD5zPH+UwjPA=</latexit>

�2
<latexit sha1_base64="Fu9uhQzyZn5lP7guIms+vr6uxcM=">AAAB6XicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4sSRV0GPRi8cq9gPaUDbbSbt0swm7G6GE/gMvHhTx6j/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvSATXxnW/nZXVtfWNzcJWcXtnd2+/dHDY1HGqGDZYLGLVDqhGwSU2DDcC24lCGgUCW8Hoduq3nlBpHstHM07Qj+hA8pAzaqz0cF7tlcpuxZ2BLBMvJ2XIUe+Vvrr9mKURSsME1brjuYnxM6oMZwInxW6qMaFsRAfYsVTSCLWfzS6dkFOr9EkYK1vSkJn6eyKjkdbjKLCdETVDvehNxf+8TmrCaz/jMkkNSjZfFKaCmJhM3yZ9rpAZMbaEMsXtrYQNqaLM2HCKNgRv8eVl0qxWvItK9f6yXLvJ4yjAMZzAGXhwBTW4gzo0gEEIz/AKb87IeXHenY9564qTzxzBHzifP+a0jPE=</latexit>

2
<latexit sha1_base64="jk/1fpohXujb3eq/tOFNvjxoFrw=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeiF48t2FpoQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMSqE1CNgktsGW4EdhKFNAoEPgTj25n/8IRK81jem0mCfkSHkoecUWOlZq1frrhVdw6ySrycVCBHo1/+6g1ilkYoDRNU667nJsbPqDKcCZyWeqnGhLIxHWLXUkkj1H42P3RKzqwyIGGsbElD5urviYxGWk+iwHZG1Iz0sjcT//O6qQmv/YzLJDUo2WJRmApiYjL7mgy4QmbExBLKFLe3EjaiijJjsynZELzll1dJu1b1Lqq15mWlfpPHUYQTOIVz8OAK6nAHDWgBA4RneIU359F5cd6dj0VrwclnjuEPnM8ffW+Mug==</latexit>

Die Zahlengerade. Es gilt x < y genau dann, wenn y rechts von x liegt.

Wichtige Eigenschaften - Axiome

(I) Regeln der Addition

(I.1) x+ (y + z) = (x+ y) + z (Assoziativgesetz)
(I.2) x+ y = y + x (Kommutativgesetz)
(I.3) x+ 0 = x (0 ist neutrales Element)
(I.4) x+ (�x) = 0 (�x ist inverses Element zu x)
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(II) Regeln der Multiplikation

(II.1) x · (y · z) = (x · y) · z (Assoziativgesetz)
(II.2) x · y = y · x (Kommutativgesetz)
(II.3) x · 1 = x (1 ist neutrales Element)
(II.4) x · (1/x) = 1 (1/x ist für x 6= 0 inverses Element zu x)

Achtung Man darf niemals durch die Zahl 0 teilen!

(III) Distributivgesetz

(III.1) x · (y + z) = x · y + x · z

(IV) Ordnungseigenschaften

(IV.1) x  x
(IV.2) x  y _ y  x
(IV.3) x  y ^ y  x ) x = y
(IV.4) x  y ^ y  z ) x  z
(IV.5) x  y ) x+ z  y + z
(IV.6) x  y ^ z > 0 ) x · z  y · z (Multipl. mit pos. Zahl)
(IV.7) x  y ^ z < 0 ) x · z � y · z (Multipl. mit neg. Zahl)

Notationen

1. x  y meint
”
x kleiner oder gleich y“

2. x < y meint
”
x kleiner y “

3. x � y meint
”
x größer oder gleich y “ bzw. y  x

4. x > y meint y < x.

5. x heißt positiv bzw. nichtnegativ, falls x > 0 bzw. x � 0.

(V) Vollständigkeit R ist vollständig, d.h. es gibt keine
”
Lücken“ in R.

Dieses Konzept ist sehr wichtig, aber nicht ganz so einfach zu verstehen. Wir wollen
hier mit vorläufigen Erklärungen fortfahren; ein tiefes Verständnis von Vollständigkeit
werden wir aber erst später – nämlich beim Studium von Cauchy-Folgen — erreichen.

1. Q ist nicht vollständig, denn jede irrationale Zahl (zum Beispiel
p
2 oder ⇡)

beschreibt eine
”
Lücke“ in Q.

2. Formale Beschreibung : Zerlegt man R in zwei Mengen A und B mit

A [ B = R , A \ B = ; A,B 6= ; , x  y für alle x 2 A, y 2 B ,

so gibt es stets genau eine reelle Schnittzahl s 2 R mit

x  s  y für alle x 2 A, y 2 B .

3. Ein Standardbeispiel ist s =
p
2 für

A = {x : x  0 oder x2  2} , B = {x : x > 0 und x2 > 2} .
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*Bemerkung Sei M irgendeine Menge und + irgendeine binäre Verknüfung — d.h.
eine Abbildung M ⇥ M ! M — so dass (I.1) � (I.4) gelten, so nennt man M eine
Abelsche Gruppe mit Addition. Gibt es darüber hinaus noch eine Multiplikation, so
dass auch noch (II.1)� (II.4) und (III.1) gelten, so wird M Körper genannt.

Insbesondere ist Q ein Körper und erfüllt außerdem sogar die Regeln (IV.1)� (IV.7).
Q ist aber nicht vollständig. C ist hingegen ein Körper und vollständig, besitzt aber
keine sinnvolle Ordnungsrelation.

Nützliche Tatsachen

1. Für jede reelle Zahl x > 0 existieren zwei natürliche Zahlen n,m 2 N, so dass
0 < 1/n < x < m.

2. Für je zwei reelle Zahlen a < b existieren unendlich viele rationale Zahlen q 2 Q
mit a < q < b und unendlich viele irrationale Zahlen x mit a < x < b..

Notation Doppelungleichungen wie a < x < b oder b � x > a kodieren immer
zwei Ungleichungen (nämlich a < x und x < b bzw. a < x und x  b).

Wir schreiben niemals a < x > b oder b � x < a, da dies nur Verwirrung stiftet.

Rechnen mit Ungleichungen und Beträgen

Intervalle Seien a, b zwei reelle Zahlen mit a < b.

1. o↵enes Intervall: (a, b) := {x 2 R : a < x < b}

2. abgeschlossenes Intervall: [a, b] := {x 2 R : a  x  b}

3. halbo↵ene Intervalle gibt es in zwei Varianten:

[a, b) := {x 2 R : a  x < b} , (a, b] := {x 2 R : a < x  b}

4. Es gibt auch die unbeschränkten Intervalle (a, +1), [a, +1) sowie (�1, a),
(�1, a].

5. Man schreibt oftmals auch R = (�1, +1), aber niemals R = [�1, +1] oder
Q = (�1, +1) .

Weitere Ordnungseigenschaften (die man alle aus den obigen Axiomen ableiten
kann).

(IV.8) x2 � 0
(IV.9) x1  x2 ^ y1  y2 ) x1 + y1  x2 + y2
(IV.10) 0  x1  x2 ^ 0  y1  y2 ) 0  x1 · y1  x2 · y2

Beispiel

1 < 2 , 2 · 1 < 2 · 2 , (�1) · 1 > (�1) · 2 1 + 3 < 2 + 5 , 1 · 3 < 2 · 5

�2 < 1 , 2 · (�2) < 3 · 1 , (�1) · (�2) > (�1) · 1 � 2 + 3 < 1 + 5
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Definition Der Betrag (oder Absolutbetrag) von x 2 R ist

|x| :=

8
<

:

x für x > 0
0 für x = 0
�x für x < 0

und |x� y| ist der Abstand von x und y auf der Zahlengeraden.
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Graphen einige Funktionen.

Eigenschaften der Betragsfunktion Durch Fallunterscheidung leitet man leicht
die folgenden Aussagen für alle x 2 R ab:

1. |x| = |�x| > 0 für x 6= 0.

2. |x| = max{x,�x}

3. Es gilt
p
x2 = |x|. Die Formel

p
x2 = x gilt nur für x � 0.

4. Es gilt |x|  c genau dann, wenn �c  x  c

5. |x · y| = |x| · |y|

6. |x� y|  |x� z|+ |z � y| (
”
Dreiecksungleichung“, Variante 1)

7. |x+ y|  |x+ z|+ |y + z| (
”
Dreiecksungleichung“, Variante 2)

8.
��|x|� |y|

��  |x� y| (
”
Dreiecksungleichung“, Variante 3)

Bemerkung Zum Beweis der 3. Variante bemerken wir, dass wegen

|x� 0|  |x� y|+ |y � 0| und |y � 0|  |y � x|+ |x� 0|

auch

|x|� |y|  |x� y| und � |x|+ |y|  |x� y|

gelten. Insbesondere folgt

��|x|� |z|
��  max

�
|x|� |y| , |x|� |y|

 
 |x� y| .
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Beispiel Für welche x 2 R gilt |7x� 13|  2 ?

Lösung 1 : Es müssen (siehe 4. Eigenschaft der Betragsfunktion) die beiden Ungleichun-
gen

7x� 13  2 und 7x� 13 � �2

gelten und nach einfachen Unformungen beider Ungleichungen erhalten wir

|7x� 13|  2 , 11
7  x und x  15

7 , x 2 [117 ,
15
7 ]

Lösung 2 : Wir tre↵en eine Fallunterscheidung.
Fall 1 : Wir betrachten x 2 R mit 7x� 13 � 0, d.h. x � 13

7 , wobei auch

2 � |7x� 13| = 7x� 13 bzw. x  15
7

gelten soll. Die Menge der in diesem Fall zulässigen x ist also gerade das Intervall
[137 ,

15
7 ].

Fall 2 : Für 7x� 13  0 bzw. x  13
7 soll

2 � |7x� 13| = �7x+ 13 und damit x � 11
7

gelten. Insgesamt ergibt sich x 2 [117 ,
13
7 ] für den zweiten Fall.

Durch Kombination der Teilresultate erhalten wir wieder dieselbe Antwort wie im
ersten Lösungsweg.

Lösung 3 : Man kann (in diesem einfachen Beispiel) die Lösung auch graphisch bestim-
men, siehe dazau das Bild oben.

Beispiel Wie sieht die Menge M = {x 2 R : (x2 � 1)2 < 4} aus ?

Lösung 1 : x ist genau dann Element von M , wenn

�2 < x2 � 1 < 2 bzw. � 1 < x2 < 3 .

Wegen x2 � 0 schließen wir, dass M gerade das o↵ene Intervall (�
p
3,

p
3) ist.

Lösung 2 : Dasselbe Resultat mittels Fallunterscheidungen.
Fall 1 : Unter der Annahme x2�1 � 0 soll x2�1 < 2 gelten, und beide Bedingungen

liefern 1  x2 < 3. Die Menge der zulässigen x ist also gerade die Vereinigung der
Intervalle (�

p
3, �1] und [1,

p
3)

Fall 2 : Für x2�1 < 0 soll 1�x2 < 2 gelten, und beide Bedingungen werden gerade
durch x 2 (�1, +1) erfüllt.

Insgesamt ergibt sich M = (�
p
3, �1] [ (�1, +1) [ [1,

p
3) = (�

p
3,

p
3).

Lösung 3 : Es gibt auch wieder die Möglichkeit, die Lösung graphisch zu bestimmen.

Schranken

Definition Sei M ⇢ R beliebig, aber nicht leer.

1. ↵ 2 R heißt (eine) untere Schranke von M , falls ↵  x für alle x 2 M gilt.

� 2 R heißt (eine) obere Schranke von M , falls x  � für alle x 2 M gilt.
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2. Existieren sowohl eine untere als auch eine obere Schranke, so wird M beschränkt
genannt.

3. Ist ↵ 2 R die größte untere Schranke von M , so heißt ↵ das Infimum von M und
wird mit ↵ = infM abgekürzt.

Ist � 2 R die kleinste obere Schranke von M , so heißt � das Supremum von M
und wird mit � = supM abgekürzt.

4. Im Fall von ↵ = infM und ↵ 2 M , nennen wir ↵ das Minimum von M und
schreiben ↵ = minM .

Im Fall von � = supM und � 2 M , nennen wir � das Maximum von M und
schreiben � = maxM .

↵
<latexit sha1_base64="dp3uMYeRp92nNItrGaJ9m8xY+ZE=">AAACGHicdVBLSwMxGMzWV62vqkcvwSJ4kDW7ttpj0YvHCvYB7VKyabYNzT5IskJZ9md48a948aCI1978N6bbLqjoQGCYmS/5Mm7EmVQIfRqFldW19Y3iZmlre2d3r7x/0JZhLAhtkZCHoutiSTkLaEsxxWk3EhT7Lqcdd3Iz9zsPVEgWBvdqGlHHx6OAeYxgpaVB+TzpZ5f0xMh1EmSiy1rVqp8hs4asulXTxK5ZCNlpH/NojNNBuZKHYB6CeQhaJspQAUs0B+VZfxiS2KeBIhxL2bNQpJwEC8UIp2mpH0saYTLBI9rTNMA+lU6S7ZTCE60MoRcKfQIFM/X7RIJ9Kae+q5M+VmP525uLf3m9WHl1J2FBFCsakMVDXsyhCuG8JThkghLFp5pgIpjeFZIxFpgo3WVJl5D/FP5P2rZpXZj2XbXSuF7WUQRH4BicAgtcgQa4BU3QAgQ8gmfwCt6MJ+PFeDc+FtGCsZw5BD9gzL4A1HWcgw==</latexit>

�
<latexit sha1_base64="6SdTIe5q8+GkHYPke2xPdnBG7nA=">AAACF3icbVA7T8MwGHR4lvIKMLJEVEgMKEpCC+1WwcJYJPqQkqhyXKe16jiR7SBVUf4FC3+FhQGEWGHj3+CmHaDlJEunu/vszxcklAhpWd/ayura+sZmaau8vbO7t68fHHZEnHKE2yimMe8FUGBKGG5LIinuJRzDKKC4G4xvpn73AXNBYnYvJwn2IzhkJCQISiX1dTPziktcPgz8zDItp16rOueW6dSsht1QpGbZjctq7gVYwryvV1SmgLFM7DmpgDlaff3LG8QojTCTiEIhXNtKpJ9BLgmiOC97qcAJRGM4xK6iDEZY+FmxUm6cKmVghDFXh0mjUH9PZDASYhIFKhlBORKL3lT8z3NTGdb9jLAklZih2UNhSg0ZG9OSjAHhGEk6UQQiTtSuBhpBDpFUVZZVCfbil5dJxzHtC9O5q1aa1/M6SuAYnIAzYIMr0AS3oAXaAIFH8AxewZv2pL1o79rHLLqizWeOwB9onz/ORZvr</latexit>infM=minM

<latexit sha1_base64="2XN+8H6XG0kQqDlG8yW4exZOCIY="></latexit>

M
<latexit sha1_base64="IlNQ0wsIDCzWfwFNS1BdZRLO9dM=">AAACE3icdZDLSgMxFIYzXmu9VV26CRZBRMrMdGjrrujGjVDBXmA6lEyatqGZzJBkhDLMO7jxVdy4UMStG3e+jZleQEUPBH7+75zk5PcjRqUyzU9jaXlldW09t5Hf3Nre2S3s7bdkGAtMmjhkoej4SBJGOWkqqhjpRIKgwGek7Y8vM96+I0LSkN+qSUS8AA05HVCMlLZ6hdOkO73EFUPfS8zSea1iO5Uzs2SaVcu2MmFXnbKTXqe9QnHB4YLDBYeWdrIqgnk1eoWPbj/EcUC4wgxJ6VpmpLwECUUxI2m+G0sSITxGQ+JqyVFApJdM10nhsXb6cBAKfbiCU/f7RIICKSeBrzsDpEbyN8vMv5gbq0HNSyiPYkU4nj00iBlUIcwCgn0qCFZsogXCgupdIR4hgbDSMeZ1CIufwv9Fyy5Z5ZJ94xTrF/M4cuAQHIETYIEqqIMr0ABNgME9eATP4MV4MJ6MV+Nt1rpkzGcOwI8y3r8A15CaVA==</latexit>

supM=maxM
<latexit sha1_base64="Yxh8yRwBszsvMZtc/saB7YVw3O0="></latexit> ↵

<latexit sha1_base64="dp3uMYeRp92nNItrGaJ9m8xY+ZE=">AAACGHicdVBLSwMxGMzWV62vqkcvwSJ4kDW7ttpj0YvHCvYB7VKyabYNzT5IskJZ9md48a948aCI1978N6bbLqjoQGCYmS/5Mm7EmVQIfRqFldW19Y3iZmlre2d3r7x/0JZhLAhtkZCHoutiSTkLaEsxxWk3EhT7Lqcdd3Iz9zsPVEgWBvdqGlHHx6OAeYxgpaVB+TzpZ5f0xMh1EmSiy1rVqp8hs4asulXTxK5ZCNlpH/NojNNBuZKHYB6CeQhaJspQAUs0B+VZfxiS2KeBIhxL2bNQpJwEC8UIp2mpH0saYTLBI9rTNMA+lU6S7ZTCE60MoRcKfQIFM/X7RIJ9Kae+q5M+VmP525uLf3m9WHl1J2FBFCsakMVDXsyhCuG8JThkghLFp5pgIpjeFZIxFpgo3WVJl5D/FP5P2rZpXZj2XbXSuF7WUQRH4BicAgtcgQa4BU3QAgQ8gmfwCt6MJ+PFeDc+FtGCsZw5BD9gzL4A1HWcgw==</latexit>

�
<latexit sha1_base64="6SdTIe5q8+GkHYPke2xPdnBG7nA=">AAACF3icbVA7T8MwGHR4lvIKMLJEVEgMKEpCC+1WwcJYJPqQkqhyXKe16jiR7SBVUf4FC3+FhQGEWGHj3+CmHaDlJEunu/vszxcklAhpWd/ayura+sZmaau8vbO7t68fHHZEnHKE2yimMe8FUGBKGG5LIinuJRzDKKC4G4xvpn73AXNBYnYvJwn2IzhkJCQISiX1dTPziktcPgz8zDItp16rOueW6dSsht1QpGbZjctq7gVYwryvV1SmgLFM7DmpgDlaff3LG8QojTCTiEIhXNtKpJ9BLgmiOC97qcAJRGM4xK6iDEZY+FmxUm6cKmVghDFXh0mjUH9PZDASYhIFKhlBORKL3lT8z3NTGdb9jLAklZih2UNhSg0ZG9OSjAHhGEk6UQQiTtSuBhpBDpFUVZZVCfbil5dJxzHtC9O5q1aa1/M6SuAYnIAzYIMr0AS3oAXaAIFH8AxewZv2pL1o79rHLLqizWeOwB9onz/ORZvr</latexit>infM

<latexit sha1_base64="dYqT3W0dU/HU8xAqKdkkVSNgwR8=">AAACGHicdVBLSwMxGMz6rPVV9eglWAQPsmZrqz0WvXgRKtgHbJeSTbNtaDa7JFmhLP0ZXvwrXjwo4rU3/43pY0FFBwLDzHzJl/FjzpRG6NNaWl5ZXVvPbeQ3t7Z3dgt7+00VJZLQBol4JNs+VpQzQRuaaU7bsaQ49Dlt+cPrqd96oFKxSNzrUUy9EPcFCxjB2kjdwlnamV3iyr7vpchGF5WyUz1FdgU5VadiSKniIFQad5gI4O24WyhmIZiFYBaCjo1mKIIF6t3CpNOLSBJSoQnHSrkOirWXYqkZ4XSc7ySKxpgMcZ+6hgocUuWls53G8NgoPRhE0hyh4Uz9PpHiUKlR6JtkiPVA/fam4l+em+ig6qVMxImmgswfChIOdQSnLcEek5RoPjIEE8nMrpAMsMREmy7zpoTsp/B/0izZzrlduisXa1eLOnLgEByBE+CAS1ADN6AOGoCAR/AMXsGb9WS9WO/Wxzy6ZC1mDsAPWJMvSHOcJw==</latexit>

M
<latexit sha1_base64="IlNQ0wsIDCzWfwFNS1BdZRLO9dM=">AAACE3icdZDLSgMxFIYzXmu9VV26CRZBRMrMdGjrrujGjVDBXmA6lEyatqGZzJBkhDLMO7jxVdy4UMStG3e+jZleQEUPBH7+75zk5PcjRqUyzU9jaXlldW09t5Hf3Nre2S3s7bdkGAtMmjhkoej4SBJGOWkqqhjpRIKgwGek7Y8vM96+I0LSkN+qSUS8AA05HVCMlLZ6hdOkO73EFUPfS8zSea1iO5Uzs2SaVcu2MmFXnbKTXqe9QnHB4YLDBYeWdrIqgnk1eoWPbj/EcUC4wgxJ6VpmpLwECUUxI2m+G0sSITxGQ+JqyVFApJdM10nhsXb6cBAKfbiCU/f7RIICKSeBrzsDpEbyN8vMv5gbq0HNSyiPYkU4nj00iBlUIcwCgn0qCFZsogXCgupdIR4hgbDSMeZ1CIufwv9Fyy5Z5ZJ94xTrF/M4cuAQHIETYIEqqIMr0ABNgME9eATP4MV4MJ6MV+Nt1rpkzGcOwI8y3r8A15CaVA==</latexit>

supM
<latexit sha1_base64="KD99eNDYnjY/q24Pcn/G4q1yz8I=">AAACGHicbVA7T8MwGHR4lvIKMLJYVEgMKCShhXarYGFBKhJ9SElUOa7TWnUesh2kKurPYOGvsDCAEGs3/g1u2gFaTrJ0urvP/nx+wqiQpvmtrayurW9sFraK2zu7e/v6wWFLxCnHpIljFvOOjwRhNCJNSSUjnYQTFPqMtP3h7dRvPxEuaBw9ylFCvBD1IxpQjKSSuvpF5uaXOLzve5lpmHa1UrbPTcOumDWrpkjFtGpX5bEr0gTej7t6SYVywGVizUkJzNHo6hO3F+M0JJHEDAnhWGYivQxxSTEj46KbCpIgPER94igaoZAIL8t3GsNTpfRgEHN1Iglz9fdEhkIhRqGvkiGSA7HoTcX/PCeVQdXLaJSkkkR49lCQMihjOG0J9ignWLKRIghzqnaFeIA4wlJ1WVQlWItfXiYt27AuDfuhXKrfzOsogGNwAs6ABa5BHdyBBmgCDJ7BK3gHH9qL9qZ9al+z6Io2nzkCf6BNfgA/HJwe</latexit>

)
<latexit sha1_base64="3rfPZjmRlfGWqUfa/dNKKFwT5Bo=">AAAB6HicdVDLSsNAFL2pr1pfVZduBougm5Ckoa27ghuXLdgHtKFMppN2dPJgZiKU0C9w40IRt36SO//GSVtBRQ9cOJxzL/fe4yecSWVZH0ZhbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8edWWcCkI7JOax6PtYUs4i2lFMcdpPBMWhz2nPv7vK/d49FZLF0Y2aJdQL8SRiASNYaal9MSpXLPOyUXPcGrJMy6rbjp0Tp+5WXWRrJUcFVmiNyu/DcUzSkEaKcCzlwLYS5WVYKEY4nZeGqaQJJnd4QgeaRjik0ssWh87RmVbGKIiFrkihhfp9IsOhlLPQ150hVlP528vFv7xBqoKGl7EoSRWNyHJRkHKkYpR/jcZMUKL4TBNMBNO3IjLFAhOlsynpEL4+Rf+TrmPaVdNpu5VmaxVHEU7gFM7Bhjo04Rpa0AECFB7gCZ6NW+PReDFel60FYzVzDD9gvH0C1BCNAQ==</latexit>

(
<latexit sha1_base64="QmBjrHnsFX2eqCKzxzlO4B/GwZ0=">AAAB6HicdVDLSsNAFJ3UV62vqks3g0XoKiQxtHVXcOOyBfuANpTJ9KYdO3kwMxFK6Be4caGIWz/JnX/jpK2gogcuHM65l3vv8RPOpLKsD6Owsbm1vVPcLe3tHxwelY9PujJOBYUOjXks+j6RwFkEHcUUh34igIQ+h54/u8793j0IyeLoVs0T8EIyiVjAKFFaaldH5YplXjVqjlvDlmlZdduxc+LU3UsX21rJUUFrtEbl9+E4pmkIkaKcSDmwrUR5GRGKUQ6L0jCVkBA6IxMYaBqREKSXLQ9d4AutjHEQC12Rwkv1+0RGQinnoa87Q6Km8reXi395g1QFDS9jUZIqiOhqUZByrGKcf43HTABVfK4JoYLpWzGdEkGo0tmUdAhfn+L/Sdcx7UvTabuVZmsdRxGdoXNURTaqoya6QS3UQRQBekBP6Nm4Mx6NF+N11Vow1jOn6AeMt0/SjI0A</latexit>

Zur Bedeutung von Schranken und von inf, sup, max, min.

Beispiel Für jedes o↵ene/halbo↵ene/abgeschlossene Intervall M mit Randpunkten
a < b ist jedes ↵ < a eine untere Schranke und jedes � > b eine obere Schranke. Die
größte untere Schranke ist dabei immer infM = a, die kleinste obere Schranke immer
supM = b. Darüber hinaus gilt:

1. Für M = [a, b] existieren das Maximum und das Minimum,

2. Für M = [a, b) existiert nur das Minimum,

3. Für m = (a, b) existieren weder Minimum noch Maximum.

Beispiel Für M = {1/n : n 2 N} gilt

supM = maxM = 1 , infM = 0 ,

aber das Infimum gehört nicht zu M und ist daher kein Minimum.

Bemerkung

1. Für eine Menge mit endlich vielen Elementen (0 < #M < 1) existierten stets
minM und maxM .

2. Gibt es eine untere (bzw. obere) Schranke, so ist infM bzw. supM wohldefiniert.
Andernfalls schreiben wir infM = �1 (bzw. supM = +1).

Beispiel supN = 1, minN0 = inf N0 = 0, inf Z = �1, supZ = +1.

Michael Herrmann: Mathematik für Elektrotechniker 1 Version vom 7.2.2020



26 2. Zahlen und Zahlbereiche

Vorlesung 05, 30. Oktober 2019 2019

Wichtige Funktionen

Definition Ein (reelles) Polynom vom Grad n ist eine Funktion f : R ! R der
Bauart

f(x) = ↵n · xn + ↵n�1 · xn�1 + . . . + ↵1 · x1 + ↵0 · x0 ,

wobei alle Koe�zienten ↵i reelle Zahlen sind und ↵n 6= 0 gilt. Beachte, dass immer
x1 = x und x0 = 1 gilt und das Polynome immer auf ganz R definiert sind. Ein Polynom
vom Grad 1 oder 0 wird auch a�ne Funktion genannt.

x

y
Polynom 3. Ordnung

x

y
Polynom 4. Ordnung

Zwei typische Polynome.

Definition Eine Funktion f : R ! R heißt gerade bzw. ungerade, falls

f(x) = f(�x) bzw. f(x) = �f(�x) (2.1)

für alle x 2 R gilt.

x

y
gerade Funktion

x

y
ungerade Funktion

Zwei typische Beispiel für gerade und ungerade Funktionen.

Exponentialfunktion Die (reelle) Exponentialfunktion exp : R ! (0, 1) ist durch
Potenzen der Eulerzahl

exp (x) = ex , e := lim
n!1

(1 + 1/n)n ⇡ 2, 71828

definiert, wobei die ganue Definition später gegeben wird. Die Umkehrfunktion – die
für alle positive Argumente definiert ist – wird natürlicher Logarithmus genannt, und
mit ln : (0, 1) ! R bezeichnet.
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-2 -1 1 2
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y
Graph von exp

1 2 3 4 5 6 7
x

-4

-3

-2

-1

1

2
y

Graph von ln

Die Exponentialfunktion und ihre Umkehrabbildung.

Rechenregeln:

1. ln
�
exp (x)

�
= x

2. exp
�
ln (y)

�
= y (für y > 0)

3. exp (x1 + x2) = exp (x1) exp (x2)

4.
�
exp (x)

�r
= exp (r · x) (für r > 0)

5. ln (y1 · y2) = ln (y1) + ln (y2)

6. ln (yr) = r · ln (y)

7. exp (0) = 1, ln (1) = 0

Andere Logarithmen: Für jedes a > 0 wird die Umkehrfunktion von x 7! ax der Loga-
rithmus zur Basis a genannt und mit log

a
: (0, 1) ! R bezeichnet. Wegen

ax = exp (ln (a) · x)

gilt stets

log
a
(x) =

ln (x)

ln (a)
.

Trigonometrische Funktionen Die Funktionen sin (Sinus) und cos (Kosinus)
sind auf ganz R definiert und dort 2⇡-periodisch, d.h. sin (x) = sin (x+ 2⇡) und
cos (x) = cos (x+ 2⇡). Sie haben eine unmittelbare geometrische Bedeutung, sofern
x als Winkel im Bogenmaß (oder Radiant) interpretiert wird. Insbesondere entspricht
2⇡ dem Vollkreis bzw. 360�.

x = 0 (0�) x = ⇡/6 (30�) x = ⇡/4 (45�) x = ⇡/3 (60�) x = ⇡/2 (90�)

sin (x)
1

2

p
0 = 0

1

2

p
1 = 1/2

1

2

p
2 = 1/

p
2

1

2

p
3 =

p
3/2

1

2

p
4 = 1

cos (x)
1

2

p
4 = 1

1

2

p
3 =

p
3/2

1

2

p
2 = 1/

p
2

1

2

p
1 = 1/2

1

2

p
0 = 0
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h
<latexit sha1_base64="Avqj6DgOR2NBV6dY7Rsio1T0XiY=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeiF48t2FpoQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMSqE1CNgktsGW4EdhKFNAoEPgTj25n/8IRK81jem0mCfkSHkoecUWOl5qhfrrhVdw6ySrycVCBHo1/+6g1ilkYoDRNU667nJsbPqDKcCZyWeqnGhLIxHWLXUkkj1H42P3RKzqwyIGGsbElD5urviYxGWk+iwHZG1Iz0sjcT//O6qQmv/YzLJDUo2WJRmApiYjL7mgy4QmbExBLKFLe3EjaiijJjsynZELzll1dJu1b1Lqq15mWlfpPHUYQTOIVz8OAK6nAHDWgBA4RneIU359F5cd6dj0VrwclnjuEPnM8fz0eM8A==</latexit>

h · cos(x)
<latexit sha1_base64="EEf+rR4SAQbV53FJyt94VXngYHg="></latexit>

h · sin(x)
<latexit sha1_base64="8cjiRw8OEEYOZ/wo1jk6obuVAdc="></latexit>

x
<latexit sha1_base64="OYdWjpwtOuf/0VCnG2EQ1vQ1mQo=">AAACE3icdZDLSsNAFIYnXmu9RV26GSyCiIQkDW3dFd24rGAv0IYymU7aoZMLMxOxhL6DG1/FjQtF3Lpx59s4aRtQ0QMDP/93zsyZ34sZFdI0P7Wl5ZXVtfXCRnFza3tnV9/bb4ko4Zg0ccQi3vGQIIyGpCmpZKQTc4ICj5G2N77MePuWcEGj8EZOYuIGaBhSn2IkldXXT9Pe7JIuH3puahrntYrtVM5MwzSrlm1lwq46ZWd6N+3rpZzDnMOcQ0s5WZXAohp9/aM3iHASkFBihoToWmYs3RRxSTEj02IvESRGeIyGpKtkiAIi3HS2zhQeK2cA/YirE0o4c79PpCgQYhJ4qjNAciR+s8z8i3UT6dfclIZxIkmI5w/5CYMygllAcEA5wZJNlECYU7UrxCPEEZYqxqIKIf8p/F+0bMMqG/a1U6pfLOIogENwBE6ABaqgDq5AAzQBBvfgETyDF+1Be9Jetbd565K2mDkAP0p7/wIY9pp/</latexit>

⇡ ⇠= 180�
<latexit sha1_base64="MEms15G8eDK81KKv0jbXCMJa8QA="></latexit>

⇡/2 ⇠= 90�
<latexit sha1_base64="BrL9UKQeOmNOs9h1/nwYauflnvs="></latexit>

⇡/4 ⇠= 45�
<latexit sha1_base64="x2/KgQ8LzYljXC9kF2p8rD8OEwQ="></latexit>

5⇡/4 ⇠= 225�
<latexit sha1_base64="f0LgzhBTU16MVjz3hYgKnN7uuTI="></latexit>

Zum Bogenmaß und der elementargeometrischen Bedeutung von sin und cos.

+�-� +2�-2� x

+1

-1

y
Graphen von sin und cos

sin

cos

+�-� +2�-2� x

y
Graphen von tan und cot

tan

cot

Die trigonometrischen Funktionen.

Darüber hinaus werden durch

tan (x) =
sin (x)

cos (x)
, cot (x) =

cos (x)

sin (x)

der Tangens und der Kotangens definiert. Diese Funktionen sind ⇡-periodisch, aber
nicht auf ganz R definiert, sondern besitzen bei x =

�
1
2 +m

�
⇡ (m 2 Z, Nullstellen von

cos) bzw. x = m⇡ (m 2 Z, Nullstellen von sin) sogenannte Polstellen.

Die
”
Umkehrfunktionen“ der trigonometrischen Funktionen (Arkussinus usw. genannt)

existieren nur in einem lokalen Sinne:

arcsin : [�1, +1] ! [�1
2⇡, +

1
2⇡] , arccos : [�1, +1] ! [0, ⇡] ,

und

arctan : (�1, +1) ! (�1
2⇡, +

1
2⇡) , arccot : (�1, +1) ! (0, ⇡) .

+1-1
x

+�/2

-�/2

+�
y

Graphen von arcsin und arccos

arcsin

arcos

+10-10
x

+�/2

-�/2

+�
y

Graphen von arctan und arccot

arctan

arccot

Die inversen trigonometrischen Funktionen.
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2.3 Komplexe Zahlen

Motivation Komplexe Zahlen sind extrem wichtig für das Studium der Elektrotech-
nik und der Mathematik.

Definition und Rechenregeln

Postulat Es gibt eine Zahl i (die sogenannte imaginäre Einheit) mit

i2 = i · i = �1 ,

aber eine solche Zahl existiert nicht in R.

Anmerkung In früheren Zeiten wurde viel über die philosophische und metaphy-
sische Natur von Zahlen spekuliert und man dachte, i sei nur eine

”
imaginäre“, also

”
gedachte“ oder

”
virtuelle“ Größe, die zwar in unseren Gedanken, aber nicht in der

Wirklichkeit existiert. Heute weiß man es besser: Komplexe und imaginäre Zahlen sind
genauso

”
real“ wie die reellen Zahlen und eine Beschreibung der physikalischen oder

technischen Welt ist ohne Verwendung komplexer Zahlen eigentlich unmöglich.

Definition Eine komplexe Zahl ist ein Ausdruck der Form

z = x+ i · y ,

wobei x = Re (z) 2 R der Realteil und y = Im (z) 2 R der Imaginärteil von z sind. Die
Menge aller komplexen Zahl wird mit C bezeichnet.

Addition und Multiplikation Die Addition komplexer Zahlen wird ganz intuitiv
eingeführt:

(x1 + i · y1) + (x2 + i · y2) =
�
x1 + x2

�
+ i ·

�
y1 + y2

�

Gleiches gilt für die Multiplikation, wobei allerdings schon i2 = i · i = �1 benutzt
wird:

(x1 + i · y1) · (x2 + i · y2) = x1 · x2 + x1 · i · y2 + i · x2 · y1 + i · y1 · i · y2
= x1 · x2 + i · x1 · y2 + i · y1 · x2 + i2 · y1 · y2
=
�
x1 · x2 � y1 · y2

�
+ i ·

�
x1 · y2 + x2 · y1

�

Definition Für jedes z = x+ y · i 2 C heißt

z := x� i · y

die zu z konjugiert komplexe Zahl. Der Ausdruck

p
z · z =

q
x2 � y2 · i2 + i ·

�
x · y � x · y

�
=
p

x2 + y2 =: |z|

ist immer wohldefiniert (Wurzel einer nichtnegativen reellen Zahl) und wird Betrag von
z genannt. Insbesondere gilt |z| > 0 für jede komplexe Zahl z 6= 0 = 0 + 0 · i.

Michael Herrmann: Mathematik für Elektrotechniker 1 Version vom 7.2.2020
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Subtraktion und Division Zwei komplexe Zahlen können via

(x1 + i · y1)� (x2 + i · y2) = (x1 � x2) + i · (y1 � y2)

ganz einfach subtrahiert werden. Die Division erfolgt durch Erweitern mit der konju-
giert komplexen Zahl des Nenners via

x1 + i · y1
x2 + i · y2

=
x1 + i · y1
x2 + i · y2

· x2 � i · y2
x2 � i · y2

=

�
x1 + i · y1

�
·
�
x2 � i · y2

�

x2
2 + y22

=
x1 · x2 + y1 · y2

x2
2 + y22

+ i · �x1 · y2 + x2 · y1
x2
2 + y22

.

Damit diese Formel Sinn hat, muss x2 + i · y2 6= 0 gelten, d.h. wie dürfen auch im
Komplexen nicht durch 0 teilen.

Theorem Es gelten die üblichen Rechenregeln der Addition und Multiplikation (siehe
(I)� (III) aus Kapitel 2.2). Insbesondere ist C ein sogenannter Körper.

Beweis : Alle Rechenregeln für reelle Zahlen können durch Nachrechnen auf die kom-
plexen Zahlen übertragen werden.

Bemerkung

1. Jede reelle Zahl kann via x = x + i · 0 als komplexe Zahl aufgefasst werden. In
diesem Sinne gilt R ⇢ C.

2. Eine komplexe Zahl der Bauart 0 + i · y heißt rein-imaginäre Zahl.

3. Die Zahl z = x+i ·y kann auch als x+y ·i oder i ·y+x oder y ·i+x geschrieben
werden.

4. Die Formeln

z1 + z2 = z1 + z2 , z1 · z2 = z1 · z2

können leicht nachgerechnet werden (Übungsaufgabe).

5. Es gilt die komplexe Dreiecksungleichung

|z1 + z2|  |z1|+ |z2| ,

deren geometrische Bedeutung wir bald verstehen werden.

Achtung Es gibt keine sinnvolle Ordnung in C, d.h.
”
“ und

”
�“ sind nur für reelle,

aber nicht für allgemeine komplexe Zahlen definiert. Insbesondere meint z � 0 immer
auch z 2 R.
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Beispiel Man vereinfache die Formel

z = �2 · i+ 4 + 5 · i
(1 + i)2

indem man den Realteil und den Imaginärteil von z explizit angibt.

Lösung : Wir betrachten zunächst einen Hilfsbruch und erweitern mit der konjugiert
komplexen Zahl des Zählers:

1

(1 + i)2
=

(1� i)2

(1 + i)2 · (1� i)2
=

(1� i)2

(1� i2)2
=

(1� i)2

4
=

1 + i2 � 2 · i
4

= �1
2 · i .

Durch Einsetzen erhalten wir

z = �2 · i+ (4 + 5 · i) ·
�
�1

2 · i
�
= 5

2 � 4 · i .

quadratische Gleichungen mit reellen Koe�zienten Jede quadratische Glei-
chung der Form

z2 + p · z + q = 0

mit reellen Koe�zienten p, q 2 R besitzt zwei komplexe Lösungen z�, z+ 2 C, für die
die verallgemeinerte p-q-Formel gilt:

z± =

8
>>>>>><

>>>>>>:

�p

2
±
r

p2

4
� q falls p2 > 4 · q ,

�p

2
falls p2 = 4 · q ,

�p

2
± i ·

r
q � p2

4
falls p2 < 4 · q .

Beweis : Die ersten beiden Fälle sind aus der Schule bekannt. Im dritten Fall rechnen
wir:

(z±)
2 =

 
�p

2
± i ·

r
q � p2

4

!2

=

✓
p2

4
+ i2 ·

✓
q � p2

4

◆◆
� 2 · p

2
·
 
±i ·

r
q � p2

4

!

=

✓
p2

2
� q

◆
� p ·

⇣
z± +

p

2

⌘

= �p · z± � q
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Achtung Wir schreiben
p
x nur für Argumente x 2 R mit x � 0. Für komplexe

Zahlen gibt es nämlich zwei denkbare Wurzeln (siehe auch den Fundamentalsatz der
Algebra unten).

Allgemein gilt: Ganzzahlige Potenzen komplexer Zahlen sind (zumindest für z 6= 0)
harmlos und es gilt

. . . , z�2 =
1

z · z , z�1 =
1

z
, z0 = 1 , z1 = z , z2 = z · z , z3 = z · z · z , . . . .

Potenzen mit komplexer Basis und nichtganzzahligen Exponenten — wie zum Beispiel
z1/2, z3/2, z�4/5, z⇡ oder gar zi — sind mehrdeutig und werden daher nicht benutzt!
Den Urspung der Mehrdeutigkeit werden wir unten bzw. im dritten Semester beim
Studium der Komplexen Analysis richtig verstehen.

Geometrische Bedeutung

Beobachtung Zu jeder komplexen Zahl z = x+ i · y gehört genau ein Punkt (x, y)
in der Zahlenebene R2 und umgekehrt.

z = x+ i · y
<latexit sha1_base64="WFwmAftsU4M8IovWhFuyKq60biE=">AAAB/nicbVDLSsNAFJ34rPUVFVduBosgCCWpgm6EohuXFewDmlAmk0k7dPJg5kasoeCvuHGhiFu/w51/46TNQlsPDBzOuZd75niJ4Aos69tYWFxaXlktrZXXNza3ts2d3ZaKU0lZk8Yilh2PKCZ4xJrAQbBOIhkJPcHa3vA699v3TCoeR3cwSpgbkn7EA04JaKln7j9ePpw4IYEBQMbHDvVjwKOeWbGq1gR4ntgFqaACjZ755fgxTUMWARVEqa5tJeBmRAKngo3LTqpYQuiQ9FlX04iETLnZJP4YH2nFx0Es9YsAT9TfGxkJlRqFnp7Mg6pZLxf/87opBBduxqMkBRbR6aEgFRhinHeBfS4ZBTHShFDJdVZMB0QSCrqxsi7Bnv3yPGnVqvZptXZ7VqlfFXWU0AE6RMfIRueojm5QAzURRRl6Rq/ozXgyXox342M6umAUO3voD4zPH22Hlck=</latexit>

Re
<latexit sha1_base64="2RKDH3yGdYf606j1kJzL3gAflGk=">AAAB8nicdVDLSgMxFM34rPVVdekmWARXw0x974puXFaxD5gOJZPeaUOTyZBkhDL0M9y4UMStX+POvzF9CD4PBA7n3EvOPVHKmTae9+7MzS8sLi0XVoqra+sbm6Wt7YaWmaJQp5JL1YqIBs4SqBtmOLRSBUREHJrR4HLsN+9AaSaTWzNMIRSkl7CYUWKsFLQFMX0l8hsYdUplzz32/PMTH/8mvutNUEYz1Dqlt3ZX0kxAYignWge+l5owJ8owymFUbGcaUkIHpAeBpQkRoMN8EnmE963SxbFU9iUGT9SvGzkRWg9FZCfHEfVPbyz+5QWZic/CnCVpZiCh04/ijGMj8fh+3GUKqOFDSwhVzGbFtE8Uoca2VLQlfF6K/yeNiusfupXro3L1YlZHAe2iPXSAfHSKqugK1VAdUSTRPXpET45xHpxn52U6OufMdnbQNzivHwm1kcI=</latexit>

Im
<latexit sha1_base64="fWUiRjT49uaS8JRfK1Rn2sLKAdU=">AAAB8nicdVDLSgMxFL3js9ZX1aWbYBFcDTP1vSu60V0F+4DpUDJppg1NJkOSEcrQz3DjQhG3fo07/8b0Ifg8EDiccy8590QpZ9p43rszN7+wuLRcWCmurq1vbJa2thtaZorQOpFcqlaENeUsoXXDDKetVFEsIk6b0eBy7DfvqNJMJrdmmNJQ4F7CYkawsVLQFtj0lcivxahTKnvuseefn/joN/Fdb4IyzFDrlN7aXUkyQRNDONY68L3UhDlWhhFOR8V2pmmKyQD3aGBpggXVYT6JPEL7VumiWCr7EoMm6teNHAuthyKyk+OI+qc3Fv/ygszEZ2HOkjQzNCHTj+KMIyPR+H7UZYoSw4eWYKKYzYpIHytMjG2paEv4vBT9TxoV1z90KzdH5erFrI4C7MIeHIAPp1CFK6hBHQhIuIdHeHKM8+A8Oy/T0TlntrMD3+C8fgAIJ5HB</latexit>

Im(z) = y
<latexit sha1_base64="pQ5HAW+eejYSr4g4ccqXt8xArho=">AAAB+XicbVDLSsNAFL3xWesr6tLNYBHqpiRV0I1QdKO7CvYBbSiT6bQdOpOEmUkhhv6JGxeKuPVP3Pk3TtostPXAwOGce7lnjh9xprTjfFsrq2vrG5uFreL2zu7evn1w2FRhLAltkJCHsu1jRTkLaEMzzWk7khQLn9OWP77N/NaESsXC4FEnEfUEHgZswAjWRurZdldgPZIivRfT8tPZddKzS07FmQEtEzcnJchR79lf3X5IYkEDTThWquM6kfZSLDUjnE6L3VjRCJMxHtKOoQEWVHnpLPkUnRqljwahNC/QaKb+3kixUCoRvpnMcqpFLxP/8zqxHlx5KQuiWNOAzA8NYo50iLIaUJ9JSjRPDMFEMpMVkRGWmGhTVtGU4C5+eZk0qxX3vFJ9uCjVbvI6CnAMJ1AGFy6hBndQhwYQmMAzvMKblVov1rv1MR9dsfKdI/gD6/MHOpiTYw==</latexit>

x = Re(z)
<latexit sha1_base64="HPEFI6Q9sDUgTcymdsK6kQICgXc=">AAAB+XicbVDLSgMxFM3UV62vUZdugkWomzJTBd0IRTcuq9gHtEPJpLdtaDIzJJliHfonblwo4tY/ceffmGlnoa0HAodz7uWeHD/iTGnH+bZyK6tr6xv5zcLW9s7unr1/0FBhLCnUachD2fKJAs4CqGumObQiCUT4HJr+6Cb1m2OQioXBg55E4AkyCFifUaKN1LXtx6uOIHooRXIP09LTadcuOmVnBrxM3IwUUYZa1/7q9EIaCwg05USptutE2kuI1IxymBY6sYKI0BEZQNvQgAhQXjJLPsUnRunhfijNCzSeqb83EiKUmgjfTKYp1aKXiv957Vj3L72EBVGsIaDzQ/2YYx3itAbcYxKo5hNDCJXMZMV0SCSh2pRVMCW4i19eJo1K2T0rV+7Oi9XrrI48OkLHqIRcdIGq6BbVUB1RNEbP6BW9WYn1Yr1bH/PRnJXtHKI/sD5/ADoKk2M=</latexit>

r = |z|
<latexit sha1_base64="LQ0d3g1I/zFnoN6C4Xy3MDZr7iM=">AAAB7HicbVBNSwMxEJ31s9avqkcvwSJ4KrtV0ItQ9OKxgtsW2qVk02wbmk2WJCvUbX+DFw+KePUHefPfmLZ70NYHA4/3ZpiZFyacaeO6387K6tr6xmZhq7i9s7u3Xzo4bGiZKkJ9IrlUrRBrypmgvmGG01aiKI5DTpvh8HbqNx+p0kyKBzNKaBDjvmARI9hYyVfX46dxt1R2K+4MaJl4OSlDjnq39NXpSZLGVBjCsdZtz01MkGFlGOF0UuykmiaYDHGfti0VOKY6yGbHTtCpVXooksqWMGim/p7IcKz1KA5tZ4zNQC96U/E/r52a6CrImEhSQwWZL4pSjoxE089RjylKDB9Zgoli9lZEBlhhYmw+RRuCt/jyMmlUK955pXp/Ua7d5HEU4BhO4Aw8uIQa3EEdfCDA4Ble4c0Rzovz7nzMW1ecfOYI/sD5/AEDdI7R</latexit>

' = arg(z)
<latexit sha1_base64="6/CiM7hEoJPPm5KuY6VZzSaafwo=">AAACAHicbVDLSgMxFM3UV62vURcu3ASLUDdlpgq6EYpuXFawD+gMJZNm2tAkMySZQi2z8VfcuFDErZ/hzr8x085CWw8EDufce3PvCWJGlXacb6uwsrq2vlHcLG1t7+zu2fsHLRUlEpMmjlgkOwFShFFBmppqRjqxJIgHjLSD0W3mt8dEKhqJBz2Jic/RQNCQYqSN1LOPvDGS8ZBeexzpoeRTJAdp5fGsZ5edqjMDXCZuTsogR6Nnf3n9CCecCI0ZUqrrOrH2zThNMSNpyUsUiREeoQHpGioQJ8qfzg5I4alR+jCMpHlCw5n6u2OKuFITHpjKbE216GXif1430eGVP6UiTjQReP5RmDCoI5ilAftUEqzZxBCEJTW7QjxEEmFtMiuZENzFk5dJq1Z1z6u1+4ty/SaPowiOwQmoABdcgjq4Aw3QBBik4Bm8gjfryXqx3q2PeWnBynsOwR9Ynz/qJZaa</latexit>

Komplexe Zahlen sind Punkte in der Ebene.

Komplexe Zahlenebene Jeden Punkt (x, y) 6= (0, 0) kann man als

x = r · cos (') , y = r · sin (')

schreiben, wobei die Länge r reell und positiv ist und der Winkel ' nur bis auf Vielfache
von 2⇡ eindeutig bestimmt ist. Die Länge r ist gerade der Betrag der Komplexen Zahl
z = x+ i · y und jeder Winkel ' = arg (z) heißt Argument von z.

Man nennt x, y die kartesischen Koordinaten von z = x + i · y und r,' die entspre-
chenden Polarkoordinaten. Die Berechnung von r und ' aus x und y gelingt mit den
folgenden Formeln

r = |z| =
p

x2 + y2

und

' = arg (z) =

8
>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>:

0 falls x > 0, y = 0 ,
arctan (y/x) falls x > 0 , y > 0 , (1. Quadrant)
⇡/2 falls x = 0 , y > 0 ,
⇡ + arctan (y/x) falls x < 0 , y > 0 , (2. Quadrant)
⇡ falls x < 0 , y = 0 ,
⇡ + arctan (y/x) falls x < 0 , y < 0 , (3. Quadrant)
3⇡/2 falls x = 0 , y < 0 ,
2⇡ + arctan (y/x) falls x > 0 , y < 0 . (4. Quadrant)
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wobei immer ein Winkel 0  ' < 2⇡ geliefert wird und die Arkustangens-Funktion
arctan : R ! (�⇡/2, ⇡/2) in Kapitel 2.2 skizziert ist.

Re
<latexit sha1_base64="2RKDH3yGdYf606j1kJzL3gAflGk=">AAAB8nicdVDLSgMxFM34rPVVdekmWARXw0x974puXFaxD5gOJZPeaUOTyZBkhDL0M9y4UMStX+POvzF9CD4PBA7n3EvOPVHKmTae9+7MzS8sLi0XVoqra+sbm6Wt7YaWmaJQp5JL1YqIBs4SqBtmOLRSBUREHJrR4HLsN+9AaSaTWzNMIRSkl7CYUWKsFLQFMX0l8hsYdUplzz32/PMTH/8mvutNUEYz1Dqlt3ZX0kxAYignWge+l5owJ8owymFUbGcaUkIHpAeBpQkRoMN8EnmE963SxbFU9iUGT9SvGzkRWg9FZCfHEfVPbyz+5QWZic/CnCVpZiCh04/ijGMj8fh+3GUKqOFDSwhVzGbFtE8Uoca2VLQlfF6K/yeNiusfupXro3L1YlZHAe2iPXSAfHSKqugK1VAdUSTRPXpET45xHpxn52U6OufMdnbQNzivHwm1kcI=</latexit>

Im
<latexit sha1_base64="fWUiRjT49uaS8JRfK1Rn2sLKAdU=">AAAB8nicdVDLSgMxFL3js9ZX1aWbYBFcDTP1vSu60V0F+4DpUDJppg1NJkOSEcrQz3DjQhG3fo07/8b0Ifg8EDiccy8590QpZ9p43rszN7+wuLRcWCmurq1vbJa2thtaZorQOpFcqlaENeUsoXXDDKetVFEsIk6b0eBy7DfvqNJMJrdmmNJQ4F7CYkawsVLQFtj0lcivxahTKnvuseefn/joN/Fdb4IyzFDrlN7aXUkyQRNDONY68L3UhDlWhhFOR8V2pmmKyQD3aGBpggXVYT6JPEL7VumiWCr7EoMm6teNHAuthyKyk+OI+qc3Fv/ygszEZ2HOkjQzNCHTj+KMIyPR+H7UZYoSw4eWYKKYzYpIHytMjG2paEv4vBT9TxoV1z90KzdH5erFrI4C7MIeHIAPp1CFK6hBHQhIuIdHeHKM8+A8Oy/T0TlntrMD3+C8fgAIJ5HB</latexit>

1. Quadrant

Re(z) > 0, Im(z) > 0
0 < arg(z) < ⇡/2

<latexit sha1_base64="0ENnY8d9IQZrWR1fwpAprb4k+XA="></latexit>

2. Quadrant

Re(z) < 0, Im(z) > 0
⇡/2 < arg(z) < ⇡

<latexit sha1_base64="ktE3CpAXCr03FrZzmVYQ0MSx39w="></latexit>

3. Quadrant

Re(z) < 0, Im(z) < 0
⇡ < arg(z) < 3⇡/2

<latexit sha1_base64="4luUR2RJJoDu4GI5FEWZeNZR3Ac="></latexit>

4. Quadrant

Re(z) > 0, Im(z) < 0
3⇡/2 < arg(z) < 2⇡

<latexit sha1_base64="v8nb18kvgBvybA7+iWlY1xHjyXo="></latexit>

Einige Formeln für komplexe Zahlen hängen explizit davon ab, in welchen Quadranten die komplexe Zahl z 2 C liegt.

Die vier Halbachsen beschreiben dabei gerade die Grenze zwischen je zwei Quadranten und alle Quadranten berühren

sich im Punkte z = 0.

Achtung Für x = 0 und y = 0 (bzw. für z = 0) gilt r = 0, aber ' ist nicht definiert.

nochmal Addition Die Summation zweier komplexer Zahlen ist gerade die übliche
Vektoraddition in der Zahlenebene, denn die Gesetze der Multiplikation garantieren

Re (z1 + z2) = Re (z1) + Re (z2) , Im (z1 + z2) = Im (z1) + Im (z2) .

Re
<latexit sha1_base64="2RKDH3yGdYf606j1kJzL3gAflGk=">AAAB8nicdVDLSgMxFM34rPVVdekmWARXw0x974puXFaxD5gOJZPeaUOTyZBkhDL0M9y4UMStX+POvzF9CD4PBA7n3EvOPVHKmTae9+7MzS8sLi0XVoqra+sbm6Wt7YaWmaJQp5JL1YqIBs4SqBtmOLRSBUREHJrR4HLsN+9AaSaTWzNMIRSkl7CYUWKsFLQFMX0l8hsYdUplzz32/PMTH/8mvutNUEYz1Dqlt3ZX0kxAYignWge+l5owJ8owymFUbGcaUkIHpAeBpQkRoMN8EnmE963SxbFU9iUGT9SvGzkRWg9FZCfHEfVPbyz+5QWZic/CnCVpZiCh04/ijGMj8fh+3GUKqOFDSwhVzGbFtE8Uoca2VLQlfF6K/yeNiusfupXro3L1YlZHAe2iPXSAfHSKqugK1VAdUSTRPXpET45xHpxn52U6OufMdnbQNzivHwm1kcI=</latexit>

Im
<latexit sha1_base64="fWUiRjT49uaS8JRfK1Rn2sLKAdU=">AAAB8nicdVDLSgMxFL3js9ZX1aWbYBFcDTP1vSu60V0F+4DpUDJppg1NJkOSEcrQz3DjQhG3fo07/8b0Ifg8EDiccy8590QpZ9p43rszN7+wuLRcWCmurq1vbJa2thtaZorQOpFcqlaENeUsoXXDDKetVFEsIk6b0eBy7DfvqNJMJrdmmNJQ4F7CYkawsVLQFtj0lcivxahTKnvuseefn/joN/Fdb4IyzFDrlN7aXUkyQRNDONY68L3UhDlWhhFOR8V2pmmKyQD3aGBpggXVYT6JPEL7VumiWCr7EoMm6teNHAuthyKyk+OI+qc3Fv/ygszEZ2HOkjQzNCHTj+KMIyPR+H7UZYoSw4eWYKKYzYpIHytMjG2paEv4vBT9TxoV1z90KzdH5erFrI4C7MIeHIAPp1CFK6hBHQhIuIdHeHKM8+A8Oy/T0TlntrMD3+C8fgAIJ5HB</latexit>

z2 = x2 + i · y2
<latexit sha1_base64="7J1/U9FxWfJdhDY8AAVKalXEcKA="></latexit>

z1 = x1 + i · y1
<latexit sha1_base64="ioqlbL1L9fyJFrqFHxRbpsrZBF8="></latexit>

z1 + z2 = (x1 + x2) + i · (y1 + y2)
<latexit sha1_base64="6kiSnqJXGv3NpieHWAqDvvgLfOo="></latexit>

Komplexe Zahlen werden wie Vektoren in der Ebene addiert.

nochmal Multiplikation Für das Produkt zweier komplexer Zahlen erhalten wir in
Polarkoordinaten die Formelkette

z1 · z2 =
⇣
r1 · cos ('1) + i · r1 · sin ('1)

⌘
·
⇣
r2 · cos ('2) + i · r2 · sin ('2)

⌘

= r1 · r2 ·
�
cos ('1) · cos ('2)� sin ('1) · sin ('2)

�
+

+ i · r1 · r2 ·
�
sin ('1) · cos ('2) + cos ('1) · sin ('2)

�

= r1 · r2 ·
�
cos ('1 + '2)

�
+ i · r1 · r2 ·

�
sin ('1 + '2)

�
,

wobei wir zwei Additionstheoreme verwendet haben (siehe dazu weiter unten). Wir
haben damit gezeigt:

|z1 · z2| = |z1| · |z2| , arg (z1 · z2) = arg (z1) + arg (z2) .
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z1
<latexit sha1_base64="r9+erVXAfzKg8VGu809mmuNw3wM=">AAACFXicdVBLSwMxGMz6rPW16tFLsAgeypJdW21vRS8eK9gHtMuSTdM2NPsgyQp16Z/w4l/x4kERr4I3/43ptgUVHQgMM/MlX8aPOZMKoU9jaXlldW09t5Hf3Nre2TX39psySgShDRLxSLR9LClnIW0opjhtx4LiwOe05Y8up37rlgrJovBGjWPqBngQsj4jWGnJM4tpN7ukIwa+myILOZVyySkiyymjql3VpIzs6llpcufZE88sLBJwkYCLBLQtlKEA5qh75ke3F5EkoKEiHEvZsVGs3BQLxQink3w3kTTGZIQHtKNpiAMq3TRbaAKPtdKD/UjoEyqYqd8nUhxIOQ58nQywGsrf3lT8y+skql9xUxbGiaIhmT3UTzhUEZxWBHtMUKL4WBNMBNO7QjLEAhOli8zrEhY/hf+TpmPZp5ZzXSrULuZ15MAhOAInwAbnoAauQB00AAH34BE8gxfjwXgyXo23WXTJmM8cgB8w3r8AaVSbMQ==</latexit>

Re
<latexit sha1_base64="2RKDH3yGdYf606j1kJzL3gAflGk=">AAAB8nicdVDLSgMxFM34rPVVdekmWARXw0x974puXFaxD5gOJZPeaUOTyZBkhDL0M9y4UMStX+POvzF9CD4PBA7n3EvOPVHKmTae9+7MzS8sLi0XVoqra+sbm6Wt7YaWmaJQp5JL1YqIBs4SqBtmOLRSBUREHJrR4HLsN+9AaSaTWzNMIRSkl7CYUWKsFLQFMX0l8hsYdUplzz32/PMTH/8mvutNUEYz1Dqlt3ZX0kxAYignWge+l5owJ8owymFUbGcaUkIHpAeBpQkRoMN8EnmE963SxbFU9iUGT9SvGzkRWg9FZCfHEfVPbyz+5QWZic/CnCVpZiCh04/ijGMj8fh+3GUKqOFDSwhVzGbFtE8Uoca2VLQlfF6K/yeNiusfupXro3L1YlZHAe2iPXSAfHSKqugK1VAdUSTRPXpET45xHpxn52U6OufMdnbQNzivHwm1kcI=</latexit>

Im
<latexit sha1_base64="fWUiRjT49uaS8JRfK1Rn2sLKAdU=">AAAB8nicdVDLSgMxFL3js9ZX1aWbYBFcDTP1vSu60V0F+4DpUDJppg1NJkOSEcrQz3DjQhG3fo07/8b0Ifg8EDiccy8590QpZ9p43rszN7+wuLRcWCmurq1vbJa2thtaZorQOpFcqlaENeUsoXXDDKetVFEsIk6b0eBy7DfvqNJMJrdmmNJQ4F7CYkawsVLQFtj0lcivxahTKnvuseefn/joN/Fdb4IyzFDrlN7aXUkyQRNDONY68L3UhDlWhhFOR8V2pmmKyQD3aGBpggXVYT6JPEL7VumiWCr7EoMm6teNHAuthyKyk+OI+qc3Fv/ygszEZ2HOkjQzNCHTj+KMIyPR+H7UZYoSw4eWYKKYzYpIHytMjG2paEv4vBT9TxoV1z90KzdH5erFrI4C7MIeHIAPp1CFK6hBHQhIuIdHeHKM8+A8Oy/T0TlntrMD3+C8fgAIJ5HB</latexit>

z2
<latexit sha1_base64="EegzB2K0cVvgBUrVNc0nypAfvQE=">AAACFXicdVBLSwMxGMz6rPW16tFLsAgeypJdu9pj0YvHCvYB26Vk07QNzT5IskJd+ie8+Fe8eFDEq+DNf2P6WFDRgcAwM1/yZYKEM6kQ+jSWlldW19YLG8XNre2dXXNvvynjVBDaIDGPRTvAknIW0YZiitN2IigOA05bwehy6rduqZAsjm7UOKF+iAcR6zOClZa6ZjnrzC7xxCDwM2ShM7diV8vIcpFdtV1NHNdGyJncdZ1J1yzlCZgnYJ6AtoVmKIEF6l3zo9OLSRrSSBGOpfRslCg/w0Ixwumk2EklTTAZ4QH1NI1wSKWfzRaawGOt9GA/FvpECs7U7xMZDqUch4FOhlgN5W9vKv7leanqV/2MRUmqaETmD/VTDlUMpxXBHhOUKD7WBBPB9K6QDLHAROkii7qE/Kfwf9J0LPvUcq4rpdrFoo4COARH4ATY4BzUwBWogwYg4B48gmfwYjwYT8ar8TaPLhmLmQPwA8b7FzXPmw4=</latexit>

r1
<latexit sha1_base64="/GwxblXr9i4EE9hNNoY7r1IH6Ng=">AAACFXicdVBLSwMxGMzWV62vVY9egkXwUJbs2mp7K3rxWME+YLuUbJq2odkHSVYoS/+EF/+KFw+KeBW8+W9Mty2o6EBgmJkv+TJ+zJlUCH0auZXVtfWN/GZha3tnd8/cP2jJKBGENknEI9HxsaSchbSpmOK0EwuKA5/Ttj++mvntOyoki8JbNYmpF+BhyAaMYKWlnllKu9klrhj6Xoos5FQrZaeELKeCanZNkwqya+flqejZ055ZXCbgMgGXCWhbKEMRLNDomR/dfkSSgIaKcCyla6NYeSkWihFOp4VuImmMyRgPqatpiAMqvTRbaApPtNKHg0joEyqYqd8nUhxIOQl8nQywGsnf3kz8y3MTNah6KQvjRNGQzB8aJByqCM4qgn0mKFF8ogkmguldIRlhgYnSRRZ0Ccufwv9Jy7HsM8u5KRfrl4s68uAIHINTYIMLUAfXoAGagIB78AiewYvxYDwZr8bbPJozFjOH4AeM9y9dHJsp</latexit>

r2
<latexit sha1_base64="pT+AxHqb1X9ZFDuq2Gn0+dELEiw=">AAACFXicdVBLSwMxGMzWV62vVY9egkXwUJbs2mqPRS8eK9gHtMuSTdM2NPsgyQpl2T/hxb/ixYMiXgVv/hvTx4KKDgSGmfmSL+PHnEmF0KdRWFldW98obpa2tnd298z9g7aMEkFoi0Q8El0fS8pZSFuKKU67saA48Dnt+JOrmd+5o0KyKLxV05i6AR6FbMgIVlryzEran1/SEyPfTZGFzmtVu15BVg3ZdbumiVOzEXIy4TmZZ5bzBMwTME9A20JzlMESTc/86A8ikgQ0VIRjKXs2ipWbYqEY4TQr9RNJY0wmeER7moY4oNJN5wtl8EQrAziMhD6hgnP1+0SKAymnga+TAVZj+dubiX95vUQN627KwjhRNCSLh4YJhyqCs4rggAlKFJ9qgolgeldIxlhgonSRJV1C/lP4P2k7ln1mOTfVcuNyWUcRHIFjcApscAEa4Bo0QQsQcA8ewTN4MR6MJ+PVeFtEC8Zy5hD8gPH+BSmXmwY=</latexit>

r1 · r2
<latexit sha1_base64="PPI5o3Bhwgvyqktv1pz1P7L3nAg="></latexit>

'1
<latexit sha1_base64="GyF7pLQRbV5H5IIFzP5rdZ6JP0E="></latexit>

'2
<latexit sha1_base64="Zov/hULU3bTjdTDxn7S9tugoiEI="></latexit>

'1+'2
<latexit sha1_base64="DeDtdY1VM77AT5T6j+xc0MMa0vo="></latexit>

z1 · z2
<latexit sha1_base64="FetvSNUMBqrPl5SYD3dMdjBYmZc="></latexit>

Die Multiplikation komplexer Zahlen kann als Summation der Argumente (Winkel) und Multiplikation der Beträge

(Längen) interpretiert werden.

Bemerkung Mit z = r · (cos (') + i · sin (')) gilt

z = r · (cos (')� i · sin (')) , z�1 = r�1 · (cos (')� i · sin (')) .

Vorlesung 06, 01. November 2019

Potenzreihen und Euler-Formel

Komplexe Exponentialfunktion Wir werden im Laufe der Vorlesung sehen, dass
die folgende Reihe (=unendliche Summe)

exp (z) :=
1X

k=0

zk

k!
= 1 + z +

z2

2
+

z3

6
+

z4

24
+

z5

120
+

z6

720
+ . . .

für alle z 2 C wohldefiniert ist. Für reelle Argumente z = x + 0 · i 2 R kann man
außerdem zeigen, dass

exp (x) = ex

gilt, d.h. für x 2 R liefert die Reihe gerade die x-te Potenz der Eulerzahl e. Man
schreibt auch für komplexe Argumente oftmals ez statt exp (z).

Bemerkung Auch im Komplexen gilt

exp (z1 + z2) = exp (z1) · exp (z2) .

(Wir werden später sehen, dass das ein Spezialfall der Cauchyschen Produktformel für
Reihen ist).

Komplexer Sinus und Kosinus Man kann durch

sin (z) :=
1X

m=0

(�1)m
z2m+1

(2m+ 1)!
= z � z3

3!
+

z5

5!
� z7

7!
+ . . .

cos (z) :=
1X

m=0

(�1)m
z2m

(2m)!
= 1� z2

2!
+

z4

4!
� z6

6!
+ . . .

komplexe Varianten vom Sinus und Kosinus definieren, die für reelle Argumente mit
den aus der Schule bekannten Funktionen (siehe auch Kapitel 2.2) übereinstimmen.
(Wir werden später verstehen, warum das wirklich so ist).
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Bemerkung Die obigen Reihen haben für jedes z 2 C Sinn, d.h. wir können sin und
cos als Funktionen C ! C betrachten. Außerdem gilt immer

sin (�z) = � sin (z) , cos (�z) = cos (z) ,
�
sin (z)

�2
+
�
cos (z)

�2
= 1 .

Theorem Die Eulersche Formel

exp (i · z) = cos (z) + i · sin (z)

gilt für alle z 2 C.

Formaler Beweis : Wir setzen voraus, dass wir die Reihen beliebig umsortieren dürfen
(wir werden später diskutieren, warum das wirklich möglich ist) und rechnen:

1X

k=0

(i)k · zk

k!
=

X

k 2 N0 gerade

. . . +
X

k 2 N0 ungerade

. . .

=
X

k=2m,m2N0

. . . +
X

k=2m+1 ,m2N0

. . .

=
1X

m=0

(i2)m · z2m

(2m)!
+

1X

m=0

i · (i2)m · z2m+1

(2m+ 1)!

= cos (x) + i · sin (z)

Bemerkung

1. Ein Spezialfall ist die Eulersche Identität

ei·⇡ + 1 = 0 ,

die die wichtigsten Zahlen der Mathematik in einer Formel vereint.

2. Die Euler-Formel impliziert (Nachrechnen!)

sin (z) =
e+i·z � e�i·z

2 · i , cos (z) =
e+i·z + e�i·z

2
.

3. Wegen ei·2⇡ = 1 gilt weiterhin immer

sin (z) = sin (z + 2⇡) , cos (z) = cos (z + 2⇡)

allerdings können Sinus und Kosinus im Komplexen auch nicht reelle Werte bzw.
reelle Werte außerhalb von [�1, +1] annehmen.

4. Die Multiplikation von z = x+i ·y mit ei·↵ ist für ↵ 2 R äquivalent zur Drehung
des Vektors (x, y) um den Winkel ↵.

5. Die Menge {ei·↵ : ↵ 2 R} ist der Kreis vom Radius 1 um den Koordinaten-
ursprung (der sogenannte Einheitskreis).
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6. Potenzen der Bauart az mit positiver reeller Basis a > 0 und Exponent z = x+i·y
sind via

az = exp (ln (a) · z) = exp
�
ln (a) · x

�
· exp

�
i · ln (a) · y

�

= ax ·
⇣
cos
�
ln (a) · y

�
+ i · sin

�
ln (a) · y

�⌘

wohldefiniert.

7. Die Frage, ob es Komplexe Logarithmen gibt, werden wir erst im dritten Semester
studieren können. Dasselbe gilt für allgemeine Potenzfunktionen auf C.

Additionstheoreme Mit Hilfe der Euler-Formel können sehr leicht die Additions-
theoreme abgeleitet werden. Es gilt zum Beispiel

cos (↵ + �) + i · sin (↵ + �) = exp
�
i · (↵ + �)

�

= exp (i · ↵) · exp (i · �)

=
⇣
cos (↵) + i · sin (↵)

⌘
·
⇣
cos (�) + i · sin (�)

⌘

=
⇣
cos (↵) · cos (�)� sin (↵) · sin (�)

⌘

+ i ·
⇣
cos (↵) · sin (�) + sin (↵) · cos (�)

⌘
.

Die Additionstheorem für cos bzw. sin können nun durch Vergleich der Real- bzw.
Imaginärteile auf der linken und der rechten Seite abgelesen werden. Analog kann man
zu jedem m 2 N Formeln für sin (m · ↵) und cos (m · ↵) ableiten (siehe Hausaufgabe).

Hyperbolischer Sinus und Kosinus Man bezeichnet

sinh (z) :=
e+z � e�z

2
, cosh (z) :=

e+z + e�z

2

als den Sinus hyperbolicus und den Kosinus hyperbolicus. Aus diesen Definition folgt
(Nachrechnen!)

sinh (�z) = � sinh (z) , cosh (�z) = cosh (z) ,
�
cosh (z)

�2 �
�
sinh (z)

�2
= 1 .

sowie

sinh (z) := �i · sin
�
i · z

�
, cosh (z) = cos

�
i · z

�
.

Komplexe Polynome

Definition Ein (komplexes) Polynom vom Grad n ist eine Funktion f : C ! C der
Bauart

f(z) = ↵n · zn + ↵n�1 · zn�1 + . . . + ↵1 · z1 + ↵0 · z0

mit ↵n 6= 0, wobei alle Koe�zienten ↵j komplexe Zahlen sein dürfen.
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Theorem (Fundamentalsatz der Algebra) Für jedes komplexe Polynom f vom
Grad n existieren n komplexe Zahlen z1, . . . , zn 2 C, so dass

f(z) = ↵n ·
�
z � zn

�
·
�
z � zn�1

�
· . . . ·

�
z � z2

�
·
�
z � z1

�
.

Diese Zahlen z1, . . . , zn sind gerade die Nullstellen von f . Sie sind bis auf Umnumme-
rierung eindeutig, aber müssen nicht unbedingt verschieden sein, d.h. es kann Doppel-
nullstellen, Triplenullstellen usw. geben. (Ein Beweis des Fundamentalsatzes können
wir erst im dritten Semester geben).

Beispiele

1. z2�1 = (z � 1) · (z + 1) , z2�2z+1 = (z � 1)2 , z2+1 = (z � i) · (z + i)

2. z3 � 2z2 + 2z = (z � 0) · (z � 1� i) · (z � 1 + i)

3. z3 � (3� i) · z2 + (2� 3 · i) · z + 2 · i = (z � 2) · (z � 1) · (z + i)

4. z4 + z3 � z2 + z � 2 = (z � i) · (z + i) · (z � 1) · (z + 2)

Bemerkung Die Bestimmung der Nullstellen eines gegebenen Polynoms ist keine
leichte Aufgabe und es gibt leider keinen Lösungsalgorithmus, der für alle Polynome
zum Ziel führt.

1. Für n = 2 kann man immer mit quadratischer Ergänzung (siehe Große Übung I
und die Diskussion zu Quadratwurzeln unten) bzw. die aus solchen Betrachtungen
abgeleiteten Varianten der der p-q-Formel benutzen.

2. Für kubische (n = 3) und quartische (n = 4) Polynome gibt es zwar geschlossene
Lösungsformeln (siehe zum Beispiel Cardansche Formeln unterWikipedia), aber
diese sind recht unhandlich und nur selten wirklich nützlich.

3. Für n > 5 gibt es keine geschlossenen Formeln (das kann man sogar beweisen:
Satz von Abel-Ru�ni).

4. Nullstellen können heutzutage näherungsweise mit dem Computer berechnet wer-
den (siehe Große Übung II).

Bemerkung Selbst wenn die Koe�zienten ↵1 , . . . , ↵n alle reell sind, können einige
(oder auch alle) der Nullstellen z1 , . . . , zn komplex sein. Allerdings treten die nicht-
reellen Nullstellen dann als Paare konjugiert komplexer Zahlen auf (siehe Hausaufgabe).

Polynomdivision Hat man für ein gegebenes Polynom f vom Grad n eine Nullstelle
zn gefunden (zum Beispiel durch Raten), so kann man ein Polynom g vom Grad n �
1 berechnen, so dass f(z) = (z � zn) · g(z) gilt. Anschließend kann man dann die
Nullstellen des einfacheren Polynoms g untersuchen.

Wir wollen das allgemeine Verfahren am Beispiel des kubischen Polynoms

f(z) = z3 + 5z2 + 9z + 5 = 0
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mit der (geratenen) Nullstelle z3 = �1 erklären, indem wir den Faktor (z + 1) sukzes-
sive wie folgt abspalten:

z3 + 5z2 + 9z + 5 = z2 · (z + 1) + 4z2 + 9z + 5 (höchste Potenz z3)

4z2 + 9z + 5 = 4z · (z + 1) + 5z + 5 (höchste Potenz z2)

5z + 5 = 5 · (z + 1) + 0 (höchste Potenz z1)

Nach n (diesmal drei) Schritten enden wir mit dem Restterm 0 und erhalten durch
Einsammeln der Teilresultate die Darstellung

f(z) = (z + 1) · g(z) mit g(z) = z2 + 4z + 5 .

Im konkreten Fall ist q ein quadratisches Polynom (also vom Grad 2) und wir können
die Nullstellen von g durch die p-q-Formel von oben berechnen. Insbesondere gilt

g(z) =
�
z + 2� i

�
·
�
z + 2 + i

�
.

Einheitswurzeln Für jedes n 2 N können die n komplexen Lösungen z 2 C der
Gleichung

zn = 1

explizit berechnet werden. Mit z = r · ei·' erhalten wir nämlich

1 = rn · exp (i · n · ') = rn ·
�
cos (n · ') + i · sin (n · ')

�

und schließend, dass r = 1 gelten muss und dass n · ' ein ganzzahliges Vielfaches von
2⇡ sein muss. Dies liefert die n verschiedenen Lösungen

z1 = ei·2⇡·1/n , z2 = ei·2⇡·2/n , . . . , zn = ei·2⇡·n/n ,

die eine direkte geometrische Bedeutung haben. Beachte, dass hier zn = 1 immer
eine reelle Lösung ist und wir z1 = �1 und z2 = +1 im Spezialfall n = 2 erhalten.
Desweiteren gilt

zn � 1 =
�
z � z1

�
· . . . · (z � zn)

nach dem Fundamentalsatz der Algebra.

Die n-ten Einheitswurzeln (rot, z1 jeweils am hellsten) liegen auf dem Einheitskreis und bilden die Ecken eines

regelmäßiges n-Ecks (dargestellt für n 2 {3, 4, 5, 6}).
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⇤Über das Wurzelziehen im Komplexen Für gegebenes n 2 N und ⇣ 2 C exi-
stieren n komplexe Lösungen der Gleichung

zn = ⇣

und die Rechenregeln der Multiplikation erzwingen (analog zur Berechnung der Ein-
heitswurzeln), dass |z|n = |⇣| gelten muss und dass n arg (z) � arg ⇣ ein ganzzahliges
Vielfaches von 2⇡ sein muss. Insbesondere erhalten wir

zk = |⇣|1/n · exp
✓
i · arg (⇣) + 2⇡ · k

n

◆
für k 2 {1, . . . , n} .

Die Zahlen zk werden die n-ten Wurzeln von ⇣ genannt. Beachte, dass man auch

zk = ei·2⇡·k/n · |⇣|1/n · exp
✓
i · arg (⇣)

n

◆

schreiben kann, wobei nur der erste Faktor von k abhängt und gerade die k-te Ein-
heitswurzel ist.

Die Lösungen (rot) der Gleichung z
n = ⇣ für ⇣ = 1

4 (1 + i) (blau) und n 2 {3, 4, 5, 6}, wobei z1 jeweils am hellsten und

zn jeweils am dunkelsten erscheint. Der Kreis hat den Radius 1.

⇤Über quadratische Wurzeln Im Fall von n = 2 vereinfachen sich die obigen
Formeln und die zwei komplexen Lösungen der Gleichung

z2 = ⇣

können als

z1 = �
p
|⇣| · exp

✓
i · arg (⇣)

2

◆
, z2 = +

p
|⇣| · exp

✓
i · arg (⇣)

2

◆
,

geschrieben werden (beachte, dass exp (i · ⇡) = �1 und dass z2 = �z1). Allerdings
setzt dies die Kenntnis von arg (⇣), also der Polarkoordinaten von ⇣ voraus. Mit Hilfe
von

⇣
Re (z) + i · Im (z)

⌘2
= Re (⇣) + i · Im (⇣)

und elementarer Rechnungen (Übungsaufgabe) mit reellen Ausdrücken zeigt man, dass
auch die Formeln

��Re (z1)
�� =

��Re (z2)
�� =

vuut+Re (⇣) +
q

Re (⇣)2 + Im (⇣)2

2
,

��Im (z1)
�� =

��Im (z2)
�� =

vuut�Re (⇣) +
q
Re (⇣)2 + Im (⇣)2

2
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40 2. Zahlen und Zahlbereiche

gelten, die man ohne die Polarkoordinaten von ⇣ zu kennen auswerten kann. Die zu
wählenden Vorzeichen hängen wie folgt von den Eigenschaften von Im (⇣) ab:

Im (⇣) > 0 : Re (z1) < 0, Im (z1) < 0 , Re (z2) > 0, Im (z2) > 0

sowie

Im (⇣) < 0 : Re (z1) > 0, Im (z1) < 0 , Re (z2) < 0, Im (z2) > 0 .

Für Im (z) = 0 ist ⇣ reell und wir erhalten die vereinfachten Formeln

⇣ 2 R und ⇣ > 0 : z1 = �
p
⇣ , z2 = +

p
⇣

bzw.

⇣ 2 R und ⇣ < 0 : z1 = �i ·
p
�⇣ , z2 = +i ·

p
�⇣ .

Wegen der Zweizahl der Lösungen und aufgrund der subtilen Vorzeichenbedingungen
benutzen wir in dieser Vorlesung das Wurzelzeichen

p
nur für nichtnegative reelle

Zahlen, aber nicht für allgemeine komplexe Zahlen (obwohl einige Autoren dies tun).

Re
<latexit sha1_base64="2RKDH3yGdYf606j1kJzL3gAflGk=">AAAB8nicdVDLSgMxFM34rPVVdekmWARXw0x974puXFaxD5gOJZPeaUOTyZBkhDL0M9y4UMStX+POvzF9CD4PBA7n3EvOPVHKmTae9+7MzS8sLi0XVoqra+sbm6Wt7YaWmaJQp5JL1YqIBs4SqBtmOLRSBUREHJrR4HLsN+9AaSaTWzNMIRSkl7CYUWKsFLQFMX0l8hsYdUplzz32/PMTH/8mvutNUEYz1Dqlt3ZX0kxAYignWge+l5owJ8owymFUbGcaUkIHpAeBpQkRoMN8EnmE963SxbFU9iUGT9SvGzkRWg9FZCfHEfVPbyz+5QWZic/CnCVpZiCh04/ijGMj8fh+3GUKqOFDSwhVzGbFtE8Uoca2VLQlfF6K/yeNiusfupXro3L1YlZHAe2iPXSAfHSKqugK1VAdUSTRPXpET45xHpxn52U6OufMdnbQNzivHwm1kcI=</latexit>

Im<latexit sha1_base64="fWUiRjT49uaS8JRfK1Rn2sLKAdU=">AAAB8nicdVDLSgMxFL3js9ZX1aWbYBFcDTP1vSu60V0F+4DpUDJppg1NJkOSEcrQz3DjQhG3fo07/8b0Ifg8EDiccy8590QpZ9p43rszN7+wuLRcWCmurq1vbJa2thtaZorQOpFcqlaENeUsoXXDDKetVFEsIk6b0eBy7DfvqNJMJrdmmNJQ4F7CYkawsVLQFtj0lcivxahTKnvuseefn/joN/Fdb4IyzFDrlN7aXUkyQRNDONY68L3UhDlWhhFOR8V2pmmKyQD3aGBpggXVYT6JPEL7VumiWCr7EoMm6teNHAuthyKyk+OI+qc3Fv/ygszEZ2HOkjQzNCHTj+KMIyPR+H7UZYoSw4eWYKKYzYpIHytMjG2paEv4vBT9TxoV1z90KzdH5erFrI4C7MIeHIAPp1CFK6hBHQhIuIdHeHKM8+A8Oy/T0TlntrMD3+C8fgAIJ5HB</latexit>

Im(⇣) > 0
<latexit sha1_base64="mD8pRsWGfe22nEicj+GFmctBvZk=">AAAB/XicbVDLSgMxFM34rPU1PnZugkWomzJTBV1J0Y3uKtgHdIaSSTNtaJIZkozQDsVfceNCEbf+hzv/xkw7C209EDiccy/35AQxo0o7zre1tLyyurZe2Chubm3v7Np7+00VJRKTBo5YJNsBUoRRQRqaakbasSSIB4y0guFN5rceiVQ0Eg96FBOfo76gIcVIG6lrH3oc6YHk6R2flL0x0ej0yunaJafiTAEXiZuTEshR79pfXi/CCSdCY4aU6rhOrP0USU0xI5OilygSIzxEfdIxVCBOlJ9O00/giVF6MIykeULDqfp7I0VcqREPzGSWVc17mfif10l0eOmnVMSJJgLPDoUJgzqCWRWwRyXBmo0MQVhSkxXiAZIIa1NY0ZTgzn95kTSrFfesUr0/L9Wu8zoK4AgcgzJwwQWogVtQBw2AwRg8g1fwZj1ZL9a79TEbXbLynQPwB9bnD+VJlNk=</latexit>

z1
<latexit sha1_base64="ao7YOVG3tXfGNeBI4fV/EOPiPPI=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KkkV9Fj04rGi/YA2lM120i7dbMLuRqihP8GLB0W8+ou8+W/ctjlo64OBx3szzMwLEsG1cd1vZ2V1bX1js7BV3N7Z3dsvHRw2dZwqhg0Wi1i1A6pRcIkNw43AdqKQRoHAVjC6mfqtR1Sax/LBjBP0IzqQPOSMGivdP/W8XqnsVtwZyDLxclKGHPVe6avbj1kaoTRMUK07npsYP6PKcCZwUuymGhPKRnSAHUsljVD72ezUCTm1Sp+EsbIlDZmpvycyGmk9jgLbGVEz1IveVPzP66QmvPIzLpPUoGTzRWEqiInJ9G/S5wqZEWNLKFPc3krYkCrKjE2naEPwFl9eJs1qxTuvVO8uyrXrPI4CHMMJnIEHl1CDW6hDAxgM4Ble4c0Rzovz7nzMW1ecfOYI/sD5/AEQCo2m</latexit>

z2
<latexit sha1_base64="ZzKjtcJFGu2OAJipvjC2jutANLY=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KkkV9Fj04rGi/YA2lM120y7dbMLuRKihP8GLB0W8+ou8+W/ctjlo64OBx3szzMwLEikMuu63s7K6tr6xWdgqbu/s7u2XDg6bJk414w0Wy1i3A2q4FIo3UKDk7URzGgWSt4LRzdRvPXJtRKwecJxwP6IDJULBKFrp/qlX7ZXKbsWdgSwTLydlyFHvlb66/ZilEVfIJDWm47kJ+hnVKJjkk2I3NTyhbEQHvGOpohE3fjY7dUJOrdInYaxtKSQz9fdERiNjxlFgOyOKQ7PoTcX/vE6K4ZWfCZWkyBWbLwpTSTAm079JX2jOUI4toUwLeythQ6opQ5tO0YbgLb68TJrVindeqd5dlGvXeRwFOIYTOAMPLqEGt1CHBjAYwDO8wpsjnRfn3fmYt644+cwR/IHz+QMRjo2n</latexit>

Re
<latexit sha1_base64="2RKDH3yGdYf606j1kJzL3gAflGk=">AAAB8nicdVDLSgMxFM34rPVVdekmWARXw0x974puXFaxD5gOJZPeaUOTyZBkhDL0M9y4UMStX+POvzF9CD4PBA7n3EvOPVHKmTae9+7MzS8sLi0XVoqra+sbm6Wt7YaWmaJQp5JL1YqIBs4SqBtmOLRSBUREHJrR4HLsN+9AaSaTWzNMIRSkl7CYUWKsFLQFMX0l8hsYdUplzz32/PMTH/8mvutNUEYz1Dqlt3ZX0kxAYignWge+l5owJ8owymFUbGcaUkIHpAeBpQkRoMN8EnmE963SxbFU9iUGT9SvGzkRWg9FZCfHEfVPbyz+5QWZic/CnCVpZiCh04/ijGMj8fh+3GUKqOFDSwhVzGbFtE8Uoca2VLQlfF6K/yeNiusfupXro3L1YlZHAe2iPXSAfHSKqugK1VAdUSTRPXpET45xHpxn52U6OufMdnbQNzivHwm1kcI=</latexit>

Im<latexit sha1_base64="fWUiRjT49uaS8JRfK1Rn2sLKAdU=">AAAB8nicdVDLSgMxFL3js9ZX1aWbYBFcDTP1vSu60V0F+4DpUDJppg1NJkOSEcrQz3DjQhG3fo07/8b0Ifg8EDiccy8590QpZ9p43rszN7+wuLRcWCmurq1vbJa2thtaZorQOpFcqlaENeUsoXXDDKetVFEsIk6b0eBy7DfvqNJMJrdmmNJQ4F7CYkawsVLQFtj0lcivxahTKnvuseefn/joN/Fdb4IyzFDrlN7aXUkyQRNDONY68L3UhDlWhhFOR8V2pmmKyQD3aGBpggXVYT6JPEL7VumiWCr7EoMm6teNHAuthyKyk+OI+qc3Fv/ygszEZ2HOkjQzNCHTj+KMIyPR+H7UZYoSw4eWYKKYzYpIHytMjG2paEv4vBT9TxoV1z90KzdH5erFrI4C7MIeHIAPp1CFK6hBHQhIuIdHeHKM8+A8Oy/T0TlntrMD3+C8fgAIJ5HB</latexit>

Im(⇣) < 0
<latexit sha1_base64="SYOMluuQTtOgdR7wjNWaFhqAHhE=">AAAB/XicbVDLSgMxFM34rPU1PnZugkWomzJTBV24KLrRXQX7gM5QMmmmDU0yQ5IR2qH4K25cKOLW/3Dn35hpZ6GtBwKHc+7lnpwgZlRpx/m2lpZXVtfWCxvFza3tnV17b7+pokRi0sARi2Q7QIowKkhDU81IO5YE8YCRVjC8yfzWI5GKRuJBj2Lic9QXNKQYaSN17UOPIz2QPL3jk7I3JhqdXjldu+RUnCngInFzUgI56l37y+tFOOFEaMyQUh3XibWfIqkpZmRS9BJFYoSHqE86hgrEifLTafoJPDFKD4aRNE9oOFV/b6SIKzXigZnMsqp5LxP/8zqJDi/9lIo40UTg2aEwYVBHMKsC9qgkWLORIQhLarJCPEASYW0KK5oS3PkvL5JmteKeVar356XadV5HARyBY1AGLrgANXAL6qABMBiDZ/AK3qwn68V6tz5mo0tWvnMA/sD6/AHiP5TX</latexit>

z1
<latexit sha1_base64="ao7YOVG3tXfGNeBI4fV/EOPiPPI=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KkkV9Fj04rGi/YA2lM120i7dbMLuRqihP8GLB0W8+ou8+W/ctjlo64OBx3szzMwLEsG1cd1vZ2V1bX1js7BV3N7Z3dsvHRw2dZwqhg0Wi1i1A6pRcIkNw43AdqKQRoHAVjC6mfqtR1Sax/LBjBP0IzqQPOSMGivdP/W8XqnsVtwZyDLxclKGHPVe6avbj1kaoTRMUK07npsYP6PKcCZwUuymGhPKRnSAHUsljVD72ezUCTm1Sp+EsbIlDZmpvycyGmk9jgLbGVEz1IveVPzP66QmvPIzLpPUoGTzRWEqiInJ9G/S5wqZEWNLKFPc3krYkCrKjE2naEPwFl9eJs1qxTuvVO8uyrXrPI4CHMMJnIEHl1CDW6hDAxgM4Ble4c0Rzovz7nzMW1ecfOYI/sD5/AEQCo2m</latexit>

z2
<latexit sha1_base64="ZzKjtcJFGu2OAJipvjC2jutANLY=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KkkV9Fj04rGi/YA2lM120y7dbMLuRKihP8GLB0W8+ou8+W/ctjlo64OBx3szzMwLEikMuu63s7K6tr6xWdgqbu/s7u2XDg6bJk414w0Wy1i3A2q4FIo3UKDk7URzGgWSt4LRzdRvPXJtRKwecJxwP6IDJULBKFrp/qlX7ZXKbsWdgSwTLydlyFHvlb66/ZilEVfIJDWm47kJ+hnVKJjkk2I3NTyhbEQHvGOpohE3fjY7dUJOrdInYaxtKSQz9fdERiNjxlFgOyOKQ7PoTcX/vE6K4ZWfCZWkyBWbLwpTSTAm079JX2jOUI4toUwLeythQ6opQ5tO0YbgLb68TJrVindeqd5dlGvXeRwFOIYTOAMPLqEGt1CHBjAYwDO8wpsjnRfn3fmYt644+cwR/IHz+QMRjo2n</latexit>

Schematische Darstellung der zwei Lösungen der Gleichung z
2 = ⇣ für ⇣ /2 R.

Michael Herrmann: Mathematik für Elektrotechniker 1 Version vom 7.2.2020



Kapitel 3

Vektorrechnung und Analytische
Geometrie

Vorlesung 07, 04. November 2019

Motivation Vektoren sind ein zentraler Baustein der höheren Mathematik. Insbe-
sondere können mit ihrer Hilfe geometrische Objekte beschrieben werden.

3.1 Vektoren im Rn

Vorbemerkung Wir arbeiten im Folgenden im n-dimensionalen
”
Raum“, wobei n

beliebig aber fest ist. Bei der ersten Lektüre können Sie sich vorstellen, dass n = 2
(2D, zweidimensionaler Raum = Ebene) oder n = 3 (3D, der uns umgebende physika-
lische Raum) gilt. Der Großteil der Theorie kann aber problemlos für beliebiges n 2 N
formuliert werden und wir werden später sehen, dass n-dimensionale Räume ein sehr
sinnvolles Konzept sind.

Beobachtung Punkte in der zweidimensionalen Ebene bzw. im dreidimensionalen
Raum bzw. im n-dimensionalen Raum können — sofern ein Achsenkreuz festgelegt ist
— als

P =

✓
p1
p2

◆
bzw. P =

0

@
p1
p2
p3

1

A bzw. P =

0

B@
p1
...
pn

1

CA

geschrieben werden, wobei die pj die (kartesischen) Koordinaten sind und durch reelle
Zahlen gegeben sind. Aus mathematischer Sicht handelt es sich also um Elemente des
R2 bzw. R3 bzw. Rn.

Einführung

Definition Ein n-dimensionaler Vektor ist der gerichtete Verbindungspfeil zwischen
zwei Punkten Q und P . Wir schreiben

v =

0

B@
v1
...
vn

1

CA =
�!
QP =

0

B@
P1 �Q1

...
Pn �Qn

1

CA ,

41



42 3. Vektorrechnung und Analytische Geometrie

wobei vj die j-te Komponente von v genannt wird. Insbesondere wird auch jeder Vektor
eindeutig durch ein Element aus Rn beschrieben.

v =
��!
QP =

��!
OV

<latexit sha1_base64="CkOgszGJiyrkgNY1VNnoG4aH/Ko="></latexit>

q1
<latexit sha1_base64="HVEPCbwZmBOyrjsTsbInYFR6uzQ=">AAACFXicdVBLSwMxGMz6rPVV9eglWAQPZUnWrvZY9OKxgn1Au5Rsmrah2YdJVijL/gkv/hUvHhTxKnjz35i+QEUHAsPMfMmX8WPBlUbo01paXlldW89t5De3tnd2C3v7DRUlkrI6jUQkWz5RTPCQ1TXXgrViyUjgC9b0R5cTv3nHpOJReKPHMfMCMgh5n1OijdQtlNLO9JK2HPheimx05pZxpYRsF+EKdg1xXIyQk912cdYtFBcJuEjARQJiG01RBHPUuoWPTi+iScBCTQVRqo1RrL2USM2pYFm+kygWEzoiA9Y2NCQBU146XSiDx0bpwX4kzQk1nKrfJ1ISKDUOfJMMiB6q395E/MtrJ7pf8VIexolmIZ091E8E1BGcVAR7XDKqxdgQQiU3u0I6JJJQbYrMmxIWP4X/k4Zj41PbuS4XqxfzOnLgEByBE4DBOaiCK1ADdUDBPXgEz+DFerCerFfrbRZdsuYzB+AHrPcvJoubBA==</latexit>

Q
<latexit sha1_base64="0tbwyUJZyUjPH8AzLBLO1JS9gqA=">AAACE3icdZDLSgMxFIYzXmu9jbp0EyyCiAzJ2GqXRTcuW7AXaIeSSdM2NHMhyQhl6Du48VXcuFDErRt3vo3ptAUVPRD4+b9zkpPfjwVXGqFPa2l5ZXVtPbeR39za3tm19/YbKkokZXUaiUi2fKKY4CGra64Fa8WSkcAXrOmPrqe8ecek4lF4q8cx8wIyCHmfU6KN1bVP0052SVsOfC9FDrooFXH5DDklhMu4ZIRbwgi5k9qkaxcWHC44XHCIHZRVAcyr2rU/Or2IJgELNRVEqTZGsfZSIjWngk3ynUSxmNARGbC2kSEJmPLSbJ0JPDZOD/YjaU6oYeZ+n0hJoNQ48E1nQPRQ/WZT8y/WTnS/7KU8jBPNQjp7qJ8IqCM4DQj2uGRUi7ERhEpudoV0SCSh2sSYNyEsfgr/Fw3XweeOWysWKlfzOHLgEByBE4DBJaiAG1AFdUDBPXgEz+DFerCerFfrbda6ZM1nDsCPst6/ALk+mkA=</latexit>

P<latexit sha1_base64="Vkv3KT+EypHa/OC4EfxmLBPDCnA=">AAACE3icdZDLSgMxFIYz9VbrrerSTbAIIjIkY6tdFt24rGAv0A4lk6ZtaOZCkhHKMO/gxldx40IRt27c+TamlwEVPRD4+b9zkpPfiwRXGqFPK7e0vLK6ll8vbGxube8Ud/eaKowlZQ0ailC2PaKY4AFraK4Fa0eSEd8TrOWNr6a8dcek4mFwqycRc30yDPiAU6KN1SueJN3ZJR059NwE2ei8UsbVU2RXEK7iihFOBSPkpPW0VyxlHGYcZhxiG82qBBZV7xU/uv2Qxj4LNBVEqQ5GkXYTIjWngqWFbqxYROiYDFnHyID4TLnJbJ0UHhmnDwehNCfQcOZ+n0iIr9TE90ynT/RI/WZT8y/WifWg6iY8iGLNAjp/aBALqEM4DQj2uWRUi4kRhEpudoV0RCSh2sRYMCFkP4X/i6Zj4zPbuSmXapeLOPLgAByCY4DBBaiBa1AHDUDBPXgEz+DFerCerFfrbd6asxYz++BHWe9ft7maPw==</latexit>

p2
<latexit sha1_base64="djdYJ7aFYKAfgUEd50DMlNUaJGM=">AAACFXicdVBLSwMxGMzWV62vVY9egkXwUJbs2mqPRS8eK9gHtMuSTdM2NPsgyQpl2T/hxb/ixYMiXgVv/hvTx4KKDgSGmfmSL+PHnEmF0KdRWFldW98obpa2tnd298z9g7aMEkFoi0Q8El0fS8pZSFuKKU67saA48Dnt+JOrmd+5o0KyKLxV05i6AR6FbMgIVlryzEran1/SEyPfTZGFzmtVu15BVg3ZdbumiVOzEXKy2HMyzyznCZgnYJ6AtoXmKIMlmp750R9EJAloqAjHUvZsFCs3xUIxwmlW6ieSxphM8Ij2NA1xQKWbzhfK4IlWBnAYCX1CBefq94kUB1JOA18nA6zG8rc3E//yeoka1t2UhXGiaEgWDw0TDlUEZxXBAROUKD7VBBPB9K6QjLHAROkiS7qE/Kfwf9J2LPvMcm6q5cblso4iOALH4BTY4AI0wDVoghYg4B48gmfwYjwYT8ar8baIFozlzCH4AeP9CyaJmwQ=</latexit>

p1
<latexit sha1_base64="clCC3g6WZ21iBqKGE0hpIi0rKsY=">AAACFXicdVBLSwMxGMzWV62vqkcvwSJ4KEtSW+2x6MVjBfuAdlmyadqGZh8kWaEs/RNe/CtePCjiVfDmvzHddkFFBwLDzHzJl/EiwZVG6NPKrayurW/kNwtb2zu7e8X9g7YKY0lZi4YilF2PKCZ4wFqaa8G6kWTE9wTreJOrud+5Y1LxMLjV04g5PhkFfMgp0UZyi+Wkn17SkyPPSZCNzmtVXC8ju4ZwHdcMqdQwQpVZ5OKZWyxlCZglYJaA2EYpSmCJplv86A9CGvss0FQQpXoYRdpJiNScCjYr9GPFIkInZMR6hgbEZ8pJ0oVm8MQoAzgMpTmBhqn6fSIhvlJT3zNJn+ix+u3Nxb+8XqyHdSfhQRRrFtDFQ8NYQB3CeUVwwCWjWkwNIVRysyukYyIJ1abIgikh+yn8n7QrNj6zKzfVUuNyWUceHIFjcAowuAANcA2aoAUouAeP4Bm8WA/Wk/VqvS2iOWs5cwh+wHr/AiUEmwM=</latexit>

q2
<latexit sha1_base64="mipyHTi9yYCaYKvcCk1RIjwxeG4=">AAACFXicdVBLSwMxGMz6rPW16tFLsAgeypJdW+2x6MVjBfuA7VKyadqGZh8mWaEs/RNe/CtePCjiVfDmvzHddkFFBwLDzHzJl/FjzqRC6NNYWl5ZXVsvbBQ3t7Z3ds29/ZaMEkFok0Q8Eh0fS8pZSJuKKU47saA48Dlt++PLmd++o0KyKLxRk5h6AR6GbMAIVlrqmeW0m13iiqHvpchCZ9WKXSsjq4rsml3VxKnaCDnT254z7ZmlPAHzBMwT0LZQhhJYoNEzP7r9iCQBDRXhWErXRrHyUiwUI5xOi91E0hiTMR5SV9MQB1R6abbQFB5rpQ8HkdAnVDBTv0+kOJByEvg6GWA1kr+9mfiX5yZqUPNSFsaJoiGZPzRIOFQRnFUE+0xQovhEE0wE07tCMsICE6WLLOoS8p/C/0nLsexTy7mulOoXizoK4BAcgRNgg3NQB1egAZqAgHvwCJ7Bi/FgPBmvxts8umQsZg7ADxjvXygQmwU=</latexit>

v
<latexit sha1_base64="4wmfvBt0Xm1aVA755EB5a6KB/CQ=">AAAB7nicdVDLSsNAFL2pr1pfVZduBovgKiRpaOuu6MZlBfuANpTJdNIOnTyYmRRK6Ee4caGIW7/HnX/jpK2gogcuHM65l3vv8RPOpLKsD6Owsbm1vVPcLe3tHxwelY9POjJOBaFtEvNY9HwsKWcRbSumOO0lguLQ57TrT29yvzujQrI4ulfzhHohHkcsYAQrLXWzgR+g2WJYrljmVaPmuDVkmZZVtx07J07drbrI1kqOCqzRGpbfB6OYpCGNFOFYyr5tJcrLsFCMcLooDVJJE0ymeEz7mkY4pNLLlucu0IVWRiiIha5IoaX6fSLDoZTz0NedIVYT+dvLxb+8fqqChpexKEkVjchqUZBypGKU/45GTFCi+FwTTATTtyIywQITpRMq6RC+PkX/k45j2lXTuXMrzet1HEU4g3O4BBvq0IRbaEEbCEzhAZ7g2UiMR+PFeF21Foz1zCn8gPH2CY1dj7g=</latexit>

v2
<latexit sha1_base64="MC5A6rRTMn5v9nrVSIMC+f6rdtA=">AAACFXicdVBLSwMxGMz6rPVV9eglWAQPZdndLm29Fb14rGAf0C4lm2bb0Gx2SbKFsvRPePGvePGgiFfBm//GbB+gogOBYWa+5Mv4MaNSWdansba+sbm1ndvJ7+7tHxwWjo5bMkoEJk0csUh0fCQJo5w0FVWMdGJBUOgz0vbH15nfnhAhacTv1DQmXoiGnAYUI6WlfqGU9uaXdMXQ91LLvKxVHLdSskzLqtqOnRGn6pbd2aTvzPqF4ioBVwm4SkBbKxmKYIlGv/DRG0Q4CQlXmCEpu7YVKy9FQlHMyCzfSySJER6jIelqylFIpJfOF5rBc60MYBAJfbiCc/X7RIpCKaehr5MhUiP528vEv7xuooKal1IeJ4pwvHgoSBhUEcwqggMqCFZsqgnCgupdIR4hgbDSReZ1Caufwv9JyzHtsuncusX61bKOHDgFZ+AC2KAK6uAGNEATYHAPHsEzeDEejCfj1XhbRNeM5cwJ+AHj/QtUMZsi</latexit>

v1
<latexit sha1_base64="dBJl94DZ06KmY+euqU/GmZ44S74=">AAACFXicdVBLSwMxGMz6rPVV9eglWAQPZdndLm29Fb14rGAf0C4lm2bb0Gx2SbKFsvRPePGvePGgiFfBm//GbB+gogOBYWa+5Mv4MaNSWdansba+sbm1ndvJ7+7tHxwWjo5bMkoEJk0csUh0fCQJo5w0FVWMdGJBUOgz0vbH15nfnhAhacTv1DQmXoiGnAYUI6WlfqGU9uaXdMXQ91LLvKxVHLdSskzLqtqOnRGn6pbd2aRvz/qF4ioBVwm4SkBbKxmKYIlGv/DRG0Q4CQlXmCEpu7YVKy9FQlHMyCzfSySJER6jIelqylFIpJfOF5rBc60MYBAJfbiCc/X7RIpCKaehr5MhUiP528vEv7xuooKal1IeJ4pwvHgoSBhUEcwqggMqCFZsqgnCgupdIR4hgbDSReZ1Caufwv9JyzHtsuncusX61bKOHDgFZ+AC2KAK6uAGNEATYHAPHsEzeDEejCfj1XhbRNeM5cwJ+AHj/QtSrJsh</latexit>O

<latexit sha1_base64="w4gHTtymqht/wH8MGdq8K1EgyWc=">AAACE3icdZDLSgMxFIYzXmu9jbp0EyyCiAyZtoPtrujGnRXsBdqhZNK0Dc1cSDJCGfoObnwVNy4UcevGnW9jpu2Aih4I/PzfOcnJ70WcSYXQp7G0vLK6tp7byG9ube/smnv7TRnGgtAGCXko2h6WlLOANhRTnLYjQbHvcdryxpcpb91RIVkY3KpJRF0fDwM2YAQrbfXM06Q7u6Qjhp6bIAs5VcdGZ8hykF0tpaJarZQdZ3o97ZmFjMOMw4xD20KzKoBF1XvmR7cfktingSIcS9mxUaTcBAvFCKfTfDeWNMJkjIe0o2WAfSrdZLbOFB5rpw8HodAnUHDmfp9IsC/lxPd0p4/VSP5mqfkX68RqUHETFkSxogGZPzSIOVQhTAOCfSYoUXyiBSaC6V0hGWGBidIx5nUI2U/h/6JZtOySVbwpF2oXizhy4BAcgRNgg3NQA1egDhqAgHvwCJ7Bi/FgPBmvxtu8dclYzByAH2W8fwH8lppu</latexit>

V
<latexit sha1_base64="zADvkMd6eJSsS2IY9aDyY+LMIbs=">AAACE3icdZDLSgMxFIYz9VbrbdSlm2ARRGTItB3s7IpuXFawF2iHkknTNjRzIckIZZh3cOOruHGhiFs37nwb0xuo6IHAz/+dk5z8fsyZVAh9GrmV1bX1jfxmYWt7Z3fP3D9oyigRhDZIxCPR9rGknIW0oZjitB0LigOf05Y/vpry1h0VkkXhrZrE1AvwMGQDRrDSVs88S7uzSzpi6HspspDjOjY6R5aDbLc8Fa5brThO1sx6ZnHJ4ZLDJYe2hWZVBIuq98yPbj8iSUBDRTiWsmOjWHkpFooRTrNCN5E0xmSMh7SjZYgDKr10tk4GT7TTh4NI6BMqOHO/T6Q4kHIS+LozwGokf7Op+RfrJGpQ9VIWxomiIZk/NEg4VBGcBgT7TFCi+EQLTATTu0IywgITpWMs6BCWP4X/i2bJsstW6aZSrF0u4siDI3AMToENLkANXIM6aAAC7sEjeAYvxoPxZLwab/PWnLGYOQQ/ynj/AgdImnU=</latexit>

Über Punkte (grün und blau) und Vektoren (rot). Hier dargestellt in 2D, d.h. für n = 2.

Klarstellung

1. Zu jedem Vektor v gibt es genau einen Punkt V , so dass v =
��!
OV , wobei O der

Koordinatenursprung ist, dessen Koordinaten sämtlich verschwinden. Insbeson-
dere sind die Koordinaten von V gerade die Komponenten von v und man nennt
v auch den Ortsvektor von V .

2. Obwohl sowohl Punkte als auch Vektoren jeweils durch ein n-Tupel reeller Zah-
len beschrieben werden, gibt es einen wesentlichen konzeptionellen Unterschied:
Vektoren können frei verschoben werden! (Mathematiker formulieren diese Tat-
sache mit anderen Worten: Vektoren bzw. Punkte gehören zum linearen bzw. zum
a�nen Raum).

Bemerkung

1. Wir schreiben hier Vektoren immer als Spaltenvektoren und werden erst später
das verwandte Konzept von Zeilenvektoren einführen.

2. Wir benutzen im Skript die Schreibweise v für Vektoren. Manchmal wird in der
Literatur statt des Fettdruckes die Pfeilschreibweise �!v verwendet, aber diese ist
sehr unhandlich. Mathematiker benutzen übrigens in aller Regel weder die Fett-
noch die Pfeilschreibweise, sondern notieren einfach v 2 Rn.

3. An der Tafel gilt: Vektoren werden (in der Regel) mit u,v,w bezeichnet und ihre
Komponenten mit uj, vj, wj. Andere reelle Zahlen (die wir auch Skalare nennen)
werden mit kleinen griechischen Buchstaben (�, µ usw.) abgekürzt.

Vektoraddition und Multiplikation mit Skalaren Vektoren können komponen-
tenweise addiert und mit einem Skalar � 2 R multipliziert werden:

v +w =

0

B@
v1 + w1

...
vn + wn

1

CA , � · v =

0

B@
� · v1
...

� · vn

1

CA

Rechenregeln Mit den Notationen

0 =

0

B@
0
...
0

1

CA (Nullvektor) , �v =

0

B@
�v1
...

�vn

1

CA = (�1) · v
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3.1. Vektoren im Rn 43

gilt o↵ensichtlich

(VR.I.1) u+
�
v +w

�
=

�
u+ v

�
+w

(VR.I.2) v +w = w + v
(VR.I.3) v + 0 = v
(VR.I.4) v +

�
� v

�
= 0

sowie

(VR.II.1) 1 · v = v
(VR.II.2) � ·

�
µ · v

�
=

�
� · µ

�
· v

(VR.II.3)
�
�+ µ

�
· v = � · v + µ · v

(VR.II.4) � ·
�
v +w

�
= � · v + � ·w

Bemerkung Vektoren können addiert und via

v �w = v + (�1) ·w =

0

B@
v1 � w1

...
vn � wn

1

CA

auch voneinander subtrahiert werden. Die Frage, ob bzw. in welchem Sinn Vektoren
multipliziert werden können, diskutieren wir gleich, wollen aber hier schon festhalten:
Vektoren dürfen niemals dividiert werden, d.h. Ausdrücke wie v/w haben keinen Sinn.

Einheitsvektoren In zwei bzw. drei Dimensionen nennt man

e1 =

✓
1
0

◆
, e2 =

✓
0
1

◆

bzw.

e1 =

0

@
1
0
0

1

A , e2 =

0

@
0
1
0

1

A , e2 =

0

@
0
0
1

1

A .

die Einheitsvektoren. Analoge Formeln gelten in nD, wobei es dann n Einheitsvektoren
gibt. Will man die Komponenten der Einheitsvektoren bezeichnen, so benutzt man
Doppelindizes und schreibt in 3D zum Beispiel

ej =

0

@
ej,1
ej,2
ej,3

1

A .

Euklidische Norm und Skalarprodukt

Definition Die nichtnegative reelle Zahl

kvk =
q
v21 + v22 + . . .+ v2

n
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44 3. Vektorrechnung und Analytische Geometrie

wird als euklidische Norm (oder Länge oder Betrag) des Vektores v bezeichnet. Der
normalisierte Vektor

1

kvk · v
✓
bzw.

v

kvk

◆

wird die Richtung von v 6= 0 genannt. Insbesondere ist die Richtung von v ein Vektor
der Länge 1, wobei der Nullvektor keine Richtung besitzt.

Bemerkung Jeder Vektor v 6= 0 ist eindeutig durch seine Länge und seine Richtung
bestimmt.

Notation Zwei Vektoren v 6= 0 und w 6= 0 mit v/ kvk = ±w/ kwk werden parallel
genannt, wobei man dann oftmals v||w schreibt.

Eigenschaften der Norm

(VR.III.1) kvk � 0 (Nicht-Negativität)
(VR.III.2) kvk = 0 , v = 0 (Nicht-Entartung)
(VR.III.3) k� · vk = |�| · kvk (Homogenität)
(VR.III.4) kv +wk  kvk+ kwk (Dreiecksungleichung)

Die ersten drei Eigenschaften folgen dabei direkt aus der Definition der Norm; die vierte
ist eine Konsequenz der Cauchy-Schwarz-Ungleichung, die wir weiter unten etablieren
werden.

Definition Der Ausdruck

hv, wi := v1 · w1 + v2 · w2 + . . .+ vn · wn

wird Skalarprodukt von v und w genannt. Insbesondere gilt hVektor, Vektori = Skalar.

Bemerkung Das Skalarprodukt wird manchmal auch als v ·w geschrieben. Beachte:
In der n-dimensionalen Vektorrechnung gibt es im Allgemeinen kein Produkt der Art

”
Vektor mal Vektor gleich Vektor “. Insbesondere meint

”
·“ zwischen zwei Vektoren

das Skalarprodukt und zwischen Vektor und Skalar die skalare Multiplikation von oben.
Für n = 3 werden wir allerdings unten das sogenannte Kreuzprodukt einführen, dass
aber anders geschrieben wird.

Eigenschaften des Skalarproduktes Aus den Definitionen folgt unmittelbar:

(VR.IV.1) hv, vi = kvk2 (SKP und Norm)
(VR.IV.2) hv, wi = hw, vi (Symmetrie)
(VR.IV.3) h� · v, wi = � · hv, wi (Bilinearität, Teil 1)
(VR.IV.4) hu+ v, wi = hu, wi+ hv, wi (Bilinearität, Teil 2)
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3.1. Vektoren im Rn 45

Bemerkung

1. Das Skalarprodukt ist linear im ersten Argument und wegen der Symmetrie auch
linear im zweiten Argument. d.h. es gilt

h� · u+ µ · v, wi = � · hu, wi+ µ · hv, wi
= � · hw, ui+ µ · hw, vi
= hw, � · u+ µ · vi .

Man sagt daher auch, das Skalarprodukt sei bilinear.

2. Es gilt

hei, eji = �ij :=

⇢
1 falls i = j ,
0 falls i 6= j ,

wobei �ij das sogenannte Kronecker-Delta ist.

3. Für jeden Vektor gilt die Darstellungsformel

v =
nX

j=1

vjej =
nX

j=1

hv, eji · ej .

4. Unsere Definitionen implizieren die Formel

kvk2 =
nX

j=1

v2
j
,

die als n-dimensionales Analogon zum Satz von Pythagoras betrachtet werden
kann.

Skalarprodukt und Winkel Mit elementargeometrischen Argumenten in 2D (siehe
Bild) zeigt man

v1 · w1 + v2 · w2 =
q
v21 + v22 ·

q
w2

1 + w2
2 ·
�
cos (↵) · cos (�) + sin (↵) · sin (�)

�

=
q

v21 + v22 ·
q
w2

1 + w2
2 · cos

�
� � ↵

�

bzw.

hv, wi = kvk · kwk · cos
�
^(v, w)

�
,

wobei Winkel in 2D üblicherweise in mathematisch positiver Orientierung (d.h. gegen
den Uhrzeigersinn) gemessen und meist im Bogenmaß angegeben werden. Insbesondere
gilt in 2D

^(w, v) = 2⇡ � ^(v, w) ,

wobei jeder der beiden Winkel im Intervall [0, 2⇡] liegt. Da drei nicht-entartete Punkte
im R3 — und analog im Rn — immer eine Ebene aufspannen, kann man die obige
Formel zwischen dem Skalarprodukt und dem Winkel auch in nD verwenden. Beachte
aber, dass bei Winkelangaben in mehr als zwei Dimensionen meist keine Orientierung
ausgezeichnet wird, d.h. es gilt

^(w, v) = ^(v, w)

und der Winkel wird als Wert im Intervall (0, ⇡] angegeben.
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v
<latexit sha1_base64="9Nlw/i7wFnsCABngzW3KhUCJU24=">AAAB7nicdVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4GpKxo10W3bisYB/QDiWTZtrQTGZIMoUy9CPcuFDErd/jzr8xfQgqeuDC4Zx7ufeeMBVcG4Q+nMLa+sbmVnG7tLO7t39QPjxq6SRTlDVpIhLVCYlmgkvWNNwI1kkVI3EoWDsc38z99oQpzRN5b6YpC2IylDzilBgrtfNeGMHJrF+uIBdd+lVcg8j1Ea5h3xLPxwh5ELtogQpYodEvv/cGCc1iJg0VROsuRqkJcqIMp4LNSr1Ms5TQMRmyrqWSxEwH+eLcGTyzygBGibIlDVyo3ydyEms9jUPbGRMz0r+9ufiX181MVAtyLtPMMEmXi6JMQJPA+e9wwBWjRkwtIVRxeyukI6IINTahkg3h61P4P2l5Lr5wvbtqpX69iqMITsApOAcYXIE6uAUN0AQUjMEDeALPTuo8Oi/O67K14KxmjsEPOG+fe+qPrA==</latexit>

v2 = ||v|| · sin(↵)
<latexit sha1_base64="WDggfZutCfdnx2+cPsy4pvi6kCA="></latexit>

v1 = ||v|| · cos(↵)
<latexit sha1_base64="AJkiUSlt9FUcm/gRwb8mRcoQab0="></latexit>

w1 = ||w|| · cos(�)
<latexit sha1_base64="rSmqYP42WoX5GEBhoFgkGjBa6G8="></latexit>

w2 = ||w|| · sin(�)
<latexit sha1_base64="sqoIUI/+HgIxbGKHu3mEWhSPOqo="></latexit>w

<latexit sha1_base64="1ZOMAD7qC7XWXyEoakid2ycUwoU=">AAACGXicdVBLSwMxGMzWV62vVY9egkXwIEu27WJ7K3rxWME+oF1KNs22odkHSVYpy/4NL/4VLx4U8agn/43pC1R0IDDMzJd8GS/mTCqEPo3cyura+kZ+s7C1vbO7Z+4ftGSUCEKbJOKR6HhYUs5C2lRMcdqJBcWBx2nbG19O/fYtFZJF4Y2axNQN8DBkPiNYaalvorQ3u6Qrhp6bIgs5NcdGZ8hykF0rT0mtVq04Tpb2PB/eZVnfLC5TcJmCyxS0LTRDESzQ6JvvvUFEkoCGinAsZddGsXJTLBQjnGaFXiJpjMkYD2lX0xAHVLrpbKkMnmhlAP1I6BMqOFO/T6Q4kHISeDoZYDWSv72p+JfXTZRfdVMWxomiIZk/5CccqghOa4IDJihRfKIJJoLpXSEZYYGJ0mUWdAnLn8L/Satk2WWrdF0p1i8WdeTBETgGp8AG56AOrkADNAEB9+ARPIMX48F4Ml6Nt3k0ZyxmDsEPGB9fyRadDg==</latexit>

�
<latexit sha1_base64="l7lQBzdn5skZVzH7N/oBCTdcVVU=">AAAB7HicdVBNS8NAEN34WetX1aOXxSJ4Cpu2weZW9OKxgmkLbSib7aZdutmE3Y1QQn+DFw+KePUHefPfuGkrqOiDgcd7M8zMC1POlEbow1pb39jc2i7tlHf39g8OK0fHHZVkklCfJDyRvRArypmgvmaa014qKY5DTrvh9Lrwu/dUKpaIOz1LaRDjsWARI1gbyR+EVONhpYps5HqugyCyXeR49YJ4XrPhutCx0QJVsEJ7WHkfjBKSxVRowrFSfQelOsix1IxwOi8PMkVTTKZ4TPuGChxTFeSLY+fw3CgjGCXSlNBwoX6fyHGs1CwOTWeM9UT99grxL6+f6agZ5EykmaaCLBdFGYc6gcXncMQkJZrPDMFEMnMrJBMsMdEmn7IJ4etT+D/p1GynbtduG9XW1SqOEjgFZ+ACOOAStMANaAMfEMDAA3gCz5awHq0X63XZumatZk7AD1hvnzWAjvY=</latexit>

↵
<latexit sha1_base64="C0ySzy7CF2RmH2TG/h+cAj2z50I=">AAAB7XicdVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4GpKxo10W3bisYB/QDiWTZtrYzGRIMkIZ+g9uXCji1v9x59+YPgQVPXDhcM693HtPmAquDUIfTmFldW19o7hZ2tre2d0r7x+0tMwUZU0qhVSdkGgmeMKahhvBOqliJA4Fa4fjq5nfvmdKc5ncmknKgpgMEx5xSoyVWj0i0hHplyvIRed+Fdcgcn2Ea9i3xPMxQh7ELpqjApZo9MvvvYGkWcwSQwXRuotRaoKcKMOpYNNSL9MsJXRMhqxraUJipoN8fu0UnlhlACOpbCUGztXvEzmJtZ7Eoe2MiRnp395M/MvrZiaqBTlP0sywhC4WRZmARsLZ63DAFaNGTCwhVHF7K6Qjogg1NqCSDeHrU/g/aXkuPnO9m2qlfrmMowiOwDE4BRhcgDq4Bg3QBBTcgQfwBJ4d6Tw6L87rorXgLGcOwQ84b5/ba49S</latexit>

v +w
<latexit sha1_base64="HIV+DRNcWRBTBuYOOMTGMzF4Wcs=">AAACInicbVBdS8MwFE39nPOr6qMvwSEIyminoL4NffFxgvuAtow0S7ewNC1JOhmlv8UX/4ovPijqk+CPMesq6OaBkMM5997cHD9mVCrL+jQWFpeWV1ZLa+X1jc2tbXNntyWjRGDSxBGLRMdHkjDKSVNRxUgnFgSFPiNtf3g98dsjIiSN+J0ax8QLUZ/TgGKktNQ1L1M3H+KIvu+lVtXKcTJHsnLq+gEcZcf5fZ9lXbPyY8J5YhekAgo0uua724twEhKuMENSOrYVKy9FQlHMSFZ2E0lihIeoTxxNOQqJ9NJ8uwweaqUHg0jowxXM1d8dKQqlHIe+rgyRGshZbyL+5zmJCi68lPI4UYTj6UNBwqCK4CQv2KOCYMXGmiAsqN4V4gESCCudalmHYM9+eZ60alX7tFq7PavUr4o4SmAfHIAjYINzUAc3oAGaAIMH8ARewKvxaDwbb8bHtHTBKHr2wB8YX98Wsp+z</latexit>

� � ↵
<latexit sha1_base64="nEym+oct155OY85HU0JlK55rbGc=">AAAB83icdVDLSsNAFJ3UV62vqks3g0VwY0jS0NZd0Y3LCvYBTSg302k7dPJgZiKU0N9w40IRt/6MO//GSVtBRQ9cOJxzL/feEyScSWVZH0ZhbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8edWScCkLbJOax6AUgKWcRbSumOO0lgkIYcNoNpte5372nQrI4ulOzhPohjCM2YgSUljwvoAouPODJBAblimVeNmqOW8OWaVl127Fz4tTdqottreSooBVag/K7N4xJGtJIEQ5S9m0rUX4GQjHC6bzkpZImQKYwpn1NIwip9LPFzXN8ppUhHsVCV6TwQv0+kUEo5SwMdGcIaiJ/e7n4l9dP1ajhZyxKUkUjslw0SjlWMc4DwEMmKFF8pgkQwfStmExAAFE6ppIO4etT/D/pOKZdNZ1bt9K8WsVRRCfoFJ0jG9VRE92gFmojghL0gJ7Qs5Eaj8aL8bpsLRirmWP0A8bbJx2Zkb8=</latexit>

Zum Winkel und zum Flächeninhalt in 2D.

Weiteres zur Geometrie Der Flächeninhalt des bei der Vektoraddition im Bild
entstehenden Parallelogramms kann durch
�
v1 + w1

�
·
�
v2 + w2

�
� 2 · v2 · w1 � 2 ·

�
1
2 · v1 · v2

�
� 2 ·

�
1
2 · w1 · w2

�
= v1 · w2 � v2 · w1

berechnet werden (Parallelogramm = großes Rechteck � zwei kleine Rechtecke � zwei-
mal zwei Dreiecke). Die Formel gilt immer, sofern ggf. noch das Vorzeichen korrigiert
wird (Flächeninhalte sind bei uns immer positiv). Außerdem kann man analog zu oben
im Bild die 2D-Formel

v1 · w2 � v2 · w1 =
q
v21 + v22 ·

q
w2

1 + w2
2 · sin (� � ↵)

ablesen, die unten beim Kreuzprodukt verallgemeinert wird.

*Bemerkung Für n = 2 gilt folgende komplexe Variante
�
v1 � i · v2

�
·
�
w1 + i · w2

�
=
�
v1 · w1 + v2 · w2

�
+ i ·

⇣
v1 · w2 � v2 · w1

⌘
,

die aber im Rahmen dieser Vorlesung keine Rolle spielen wird.

Bemerkung Für zwei gegebene Vektoren v und w 6= 0 heißt der Vektor

hv, wi
hw, wi ·w =

⌧
v,

w

kwk

�
· w

kwk
die Projektion von v auf w. Sie ist das einzige skalare Vielfache � ·w von w, so dass
� 6= 0 und h� ·w, v � � ·wi = 0.

hv, wi
hw, wi ·w

<latexit sha1_base64="GXo7nwd6Nm3ggQer+TeaNy36+7E="></latexit>

v
<latexit sha1_base64="6JUkkjjhJuz2cHl1Il1onOvE+rY=">AAACGXicdVBLSwMxGMzWV62vqkcvwSJ4kCW7ttpj0YvHCvYB3aVk02wbmn2QZAtl2b/hxb/ixYMiHvXkvzF9LKjoQGCYmS/5Ml7MmVQIfRqFldW19Y3iZmlre2d3r7x/0JZRIghtkYhHouthSTkLaUsxxWk3FhQHHqcdb3w98zsTKiSLwjs1jakb4GHIfEaw0lK/jFJnfklPDD03RSa6qFWt+hkya8iqWzVN7JqFkJ2ljufDSZb1y5U8BfMUzFPQMtEcFbBEs19+dwYRSQIaKsKxlD0LxcpNsVCMcJqVnETSGJMxHtKepiEOqHTT+VIZPNHKAPqR0CdUcK5+n0hxIOU08HQywGokf3sz8S+vlyi/7qYsjBNFQ7J4yE84VBGc1QQHTFCi+FQTTATTu0IywgITpcss6RLyn8L/Sds2rXPTvq1WGlfLOorgCByDU2CBS9AAN6AJWoCAe/AInsGL8WA8Ga/G2yJaMJYzh+AHjI8vgJ6c3Q==</latexit>

w
<latexit sha1_base64="1ZOMAD7qC7XWXyEoakid2ycUwoU=">AAACGXicdVBLSwMxGMzWV62vVY9egkXwIEu27WJ7K3rxWME+oF1KNs22odkHSVYpy/4NL/4VLx4U8agn/43pC1R0IDDMzJd8GS/mTCqEPo3cyura+kZ+s7C1vbO7Z+4ftGSUCEKbJOKR6HhYUs5C2lRMcdqJBcWBx2nbG19O/fYtFZJF4Y2axNQN8DBkPiNYaalvorQ3u6Qrhp6bIgs5NcdGZ8hykF0rT0mtVq04Tpb2PB/eZVnfLC5TcJmCyxS0LTRDESzQ6JvvvUFEkoCGinAsZddGsXJTLBQjnGaFXiJpjMkYD2lX0xAHVLrpbKkMnmhlAP1I6BMqOFO/T6Q4kHISeDoZYDWSv72p+JfXTZRfdVMWxomiIZk/5CccqghOa4IDJihRfKIJJoLpXSEZYYGJ0mUWdAnLn8L/Satk2WWrdF0p1i8WdeTBETgGp8AG56AOrkADNAEB9+ARPIMX48F4Ml6Nt3k0ZyxmDsEPGB9fyRadDg==</latexit>

hw, vi
hv, vi · v

<latexit sha1_base64="0wEAw0IW4x9RhxqX/16IBPgCiRw="></latexit>

Zur Projektion von Vektoren. Die grauen Boxen stehen für rechte Winkel.
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Notation Wir sagen, zwei Vektoren v 6= 0 und w 6= 0 mit hv, wi = 0 stehen
senkrecht aufeinander und schreiben v?w. (Beachte, dass zwar hv, 0i = 0 für alle v
gilt, wir aber in der Regel nicht 0?v schreiben).

Theorem Die Cauchy-Schwarzsche-Ungleichung

|hv, wi|  kvk · kwk

gilt für alle v, w 2 Rn.

Beweis Wir können v 6= 0 und w 6= 0 annehmen, denn andernfalls ist Behauptung
trivial (da dann sowohl die linke als auch die rechte Seite verschwinden). Nach den
obigen Regeln gilt

0  h� · v ± µ ·w, � · v ± µ ·wi = �2 · hv, vi± 2 · � · µ · hv, wi+ µ2 · hw, wi

für alle Vektoren v,w 2 Rn sowie alle Skalare �, µ 2 R (wegen ± handelt es sich
eigentlich um zwei Formeln). Mit der Wahl

� := kwk =
p
hw, wi > 0 , µ := kvk =

p
hv, vi > 0

erhalten wir nach Umstellen

⌥2 · � · µ · hv, wi  2 · �2 · µ2

und nach Division durch 2 · � · µ > 0 schließlich

⌥hv, wi  � · µ = kvk · kwk .

Es gilt die Behauptung wegen |⇣|  max{�⇣,+⇣} für alle ⇣ 2 R.

Folgerung Zum Beweis der Dreiecksungleichung bemerken wir

kv +wk2 = hv +w, v +wi (Norm und SKP)

= hv, vi+ 2 · hv, wi+ hw, wi (Bilinearität des SKP)

 hv, vi+ 2 · kvk · kwk+ hw, wi (Cauchy-Schwarz)

= kvk2 + 2 · kvk · kwk+ kwk2 (Norm und SKP)

=
�
kvk+ kwk

�2
(Binomische Formel)

und die gesuchte Ungleichung ergibt sich durch Wurzelziehen auf beiden Seiten.

*Andere Normen Neben der euklidischen Norm — bzw. dem euklidischen Ab-
standsbegri↵—betrachtet man manchmal für jeden reellen Parameter pmit 1  p < 1
die sogenannte p-Norm, die für jedes v 2 Rn durch

kvk
p
:=

 
nX

i=1

|vi|p
!1/p

gegeben ist, wobei der Fall p = 2 wieder die euklidische Norm liefert und

kvk1 = max
n
|vi| : i 2 {1, . . . , n}

o

im Grenzfall p ! 1 gilt. Die Formel (VR.IV.1) gilt aber nur für p = 2, d.h. nur die
euklidische Norm ist mit dem Skalarprodukt verträglich.
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p=1 p=1.5 p=2 p=5 p=20

Der
”
Einheitskreis“ {v : kvkp = 1} bzgl. der p-Norm in zwei Dimensionen und für verschiedene Wahlen von p.

Vorlesung 08, 06. November2019

Kreuzprodukt von Vektoren im R3

Achtung In diesem Abschnitt betrachten wir dreidimensionale Vektoren, d.h. es gilt
n = 3. Den Grund für diese Einschränkung werden wir am Ende beleuchten.

Definition Für zwei 3D Vektoren v, w definieren wir das Kreuzprodukt (manchmal
auch Vektorprodukt genannt) durch

v ⇥w :=

0

@
v2 · w3 � v3 · w2

v3 · w1 � v1 · w3

v1 · w2 � v2 · w1

1

A .

Insbesondere gilt Vektor ⇥ Vektor = Vektor.

Beispiel

v =

0

@
1
�1
0

1

A , w =

0

@
2
3
�4

1

A v⇥w =

0

@
(�1) · (�4)� 0 · 3
0 · 2� 1 · (�4)
1 · 3� (�1) · 2

1

A =

0

@
4
4
5

1

A

Beispiel Für die Einheitsvektoren ergibt sich durch Nachrechnen

e1 ⇥ e2 = e3 , e2 ⇥ e3 = e1 , e3 ⇥ e1 = e2

sowie

e2 ⇥ e1 = �e3 , e3 ⇥ e2 = �e1 , e1 ⇥ e3 = �e2 .

Bemerkung

1. Alle Formeln in diesem Abschnitt besitzen eine innere Symmetrie, die durch die
zyklische Permutation

1 2 2 3 , 3 1

beschrieben werden kann, aber nicht mit der antizyklischen Permutation (1 3,
2 1, 3 2) verträglich ist.

2. Es gilt stets 0⇥ v = v ⇥ 0 = 0.

3. Es gilt v ⇥ v = 0 für jeden Vektor v 2 R3 und allgemeiner v ⇥ w = 0, sofern
v||w (denn in diesem Fall existiert immer ein Skalar � 2 R, so dass v = � ·w).

4. Sind v 6= 0 und w 6= 0 nicht parallel, so gilt v ⇥w 6= 0 (siehe unten).
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Eigenschaften des Kreuzproduktes Aus der Definition ergibt sich sofort:

(VR.V.1) v ⇥w = �w ⇥ v (Antisymmetrie)
(VR.V.2)

�
� · v

�
⇥w = � ·

�
v ⇥w

�
(Bilinearität, Teil 1)

(VR.V.3)
�
u+ v

�
⇥w = u⇥w + v ⇥w (Bilinearität, Teil 2)

Bemerkung Die obigen Regeln implizieren außerdem
�
� · u+ µ · v

�
⇥w = � · u⇥w + µ · v ⇥w

sowie

w ⇥
�
� · u+ µ · v

�
= � ·w ⇥ u+ µ ·w ⇥ v ,

d.h. das Kreuzprodukt ist (trotz der Antisymmetrie) eine bilineare Operation.

geometrische Interpretation Es gilt (siehe auch die Bemerkungen zu Winkeln und
zum Skalarprodukt)

kv ⇥wk = kvk · kwk · sin
�
^(v, w)

�
,

und die Norm von v⇥w ist gerade der Flächeninhalt des von v und w aufgespannten
Parallelogramms.

||v⇥w||
<latexit sha1_base64="vE4Wf3XczWyj1QDXYNORWFE9nYc="></latexit> v

<latexit sha1_base64="uR1GoQCjlBm0PO9bimWsg4FX7kw=">AAACGXicdVBLSwMxGMzWV62vVY9egkXwIEu27WJ7K3rxWME+oF1KNs22odkHSbZQlv0bXvwrXjwo4lFP/hvTF6joQGCYmS/5Ml7MmVQIfRq5tfWNza38dmFnd2//wDw8askoEYQ2ScQj0fGwpJyFtKmY4rQTC4oDj9O2N76e+e0JFZJF4Z2axtQN8DBkPiNYaalvorQ3v6Qrhp6bIgs5NcdGF8hykF0rz0itVq04Tpb2PB9OsqxvFlcpuErBVQraFpqjCJZo9M333iAiSUBDRTiWsmujWLkpFooRTrNCL5E0xmSMh7SraYgDKt10vlQGz7QygH4k9AkVnKvfJ1IcSDkNPJ0MsBrJ395M/MvrJsqvuikL40TRkCwe8hMOVQRnNcEBE5QoPtUEE8H0rpCMsMBE6TILuoTVT+H/pFWy7LJVuq0U61fLOvLgBJyCc2CDS1AHN6ABmoCAe/AInsGL8WA8Ga/G2yKaM5Yzx+AHjI8vx5CdDQ==</latexit>

w
<latexit sha1_base64="W8ns06J3oNhNWSrd0rtvkHj6mlo="></latexit>v⇥w

<latexit sha1_base64="g8GzuShEdj/uFInjacPj0E7VbQE="></latexit>

Für nicht-parallele Vektoren v 6= 0 und w 6= 0 steht v ⇥w senkrecht auf v und w. Für v||w gilt v ⇥w = 0.

Außerdem zeigt

hv, v ⇥wi = v1 ·
�
v2 · w3 � v3 · w2

�
+ v2 ·

�
v3 · w1 � v1 · w3

�

+ v3 ·
�
v1 · w2 � v2 · w1

�

= 0

sowie eine analoge Rechnung für hw, v ⇥wi dass v ⇥w immer senkrecht auf sowohl
v und w steht. Dabei gilt die Rechte-Hand-Regel:

v ⇠= Daumen, w ⇠= Zeigefinger, v ⇥w ⇠= Mittelfinger .

Beispiel Für gegebene p,v 2 Rn besteht die Menge

G =
n
x 2 Rn :

�
x� p

�
⇥ v = 0

o

aus den Ortsvektoren aller Punkte X, die auf der Geraden durch den Punkt P mit
Richtungsvektor v. Eine andere — aber geometrisch äquivalente — Schreibweise ist

G =
n
x 2 Rn : x = p+ � · v für ein � 2 R

o
.
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Beispiel Der Flächeninhalt des durch die drei Punkte

U =

0

@
1
0
3

1

A , V =

0

@
0
�1
4

1

A , W =

0

@
3
1
7

1

A ,

festgelegten Dreiecks in 3D ergibt sich mit

v =
��!
UV =

0

@
�1
�1
1

1

A , w =
��!
UW =

0

@
2
1
4

1

A

und

v ⇥w =

0

@
(�1) · 4� 1 · 1
1 · 2� (�1) · 4

(�1) · 1� (�1) · 2

1

A =

0

@
�5
6
1

1

A

aus

1
2 kv ⇥wk = 1

2

p
52 + 62 + 12 = 1

2

p
62 =

r
31

2
⇡ 3, 937 .

Anwendungen

1. Auf ein Teilchen mit Ladung q und Geschwindigkeit v wirkt die elektromagneti-
sche Lorentzkraft

F = q · (E+ v ⇥B) ,

wobei E die elektrische Feldstärke ist und B die magnetische Flussdichte bezeich-
net.

2. Das Drehmoment der klassischen Mechanik ist durch

M = r⇥ F

gegeben, wobei r der Ortsvektor einer Punktmasse ist und F die wirkende Kraft
repräsentiert.

Rechentrick In der Literatur findet sich häufig die symbolische Formel

v ⇥w = det

0

@
e1 e2 e3
v1 v2 v3
w1 w2 w3

1

A

=
�
v2 · w3 � v3 · w2

�
· e1 +

�
v3 · w1 � v1 · w3

�
· e2

+
�
v1 · w2 � v2 · w1

�
· e3 ,

die das Kreuzprodukt mit der Sarrus-Regel als Determinante einer formalen 3⇥3-
Matrix darstellt. Matrizen und Determinanten werden wir später einführen.
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*Spatprodukt Der Ausdruck

[u,v,w] = hu⇥ v, wi

beschreibt das Volumen des Parallelepipeds (auch Spat genannt), das durch die drei
Vektoren aufgespannt wird (siehe zum Beispiel die Abbildungen in [AORS, Seite 60]
oder unter Wikipedia). Man kann durch Nachrechnen zeigen, dass

[u,v,w] = det

0

@
u1 u2 u3

v1 v2 v3
w1 w2 w3

1

A = [v,w,u] = [w,u,v]

sowie [u,v,w] = �[v,u,w].

*Verallgemeinerungen des Kreuzproduktes Das Kreuzprodukt existiert in der
eingeführten Form nur in 3D. Es gibt Verallgemeinerungen in 2D bzw. höheren Dimen-
sionen, die man aus allen unabhängigen Varianten des Terms vi · wj � vj · wi zusam-
mensetzt. Die Anzahl solcher Terme hängt aber von der Dimension n ab:

2D : (i, j) 2
�
(1, 2)

 
(1 Möglichkeit)

3D : (i, j) 2
�
(1, 2) , (2, 3) , (3, 1)

 
(3 Möglichkeiten)

4D : (i, j) 2
�
(1, 2) , (2, 3) , (3, 4) , (4, 1) , (2, 3) , (3, 4)

 
(6 Möglichkeiten)

Insbesondere bemerken wir, dass nur in 3D die Bausteinen zu einem dreidimensionalen
Vektor vereint werden können. In 4D hat das Analogon zum Kreuzprodukt von zwei
Vektoren 6 Komponenten und in 2D sogar nur eine Komponente.

3.2 (A�ne) Geraden und Ebenen im Rn

Erinnerung Ist eine kartesisches Achsenkreuz mit Ursprung O fixiert, so kann das
n-Tupel

0

B@
a1
...
an

1

CA

sowohl als Punkt A als auch als Ortsvektor a =
�!
OA interpretiert werden.

Geraden im Rn sind eindimensionale Mengen von Punkten bzw. Ortsvektoren, die
durch eine der folgenden zwei Gleichungen beschrieben werden können:

Zwei-Punkt-Gleichung mit gegebenen Punkten A, B 2 Rn und Parameter � 2 R:

x = a+ � ·
�
b� a

�

Punkt-Richtungsgleichung mit A 2 Rn, Richtung u 2 Rn und Parameter � 2 R:

x = a+ � · u
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A
<latexit sha1_base64="IGflqDKXBgNeeh7orJcULC9nhdw=">AAACE3icdZDLSgMxFIYzXmu9jbp0EyyCiAxJbbXLqhuXFewFpkPJpGkbmrmQZIQyzDu48VXcuFDErRt3vo3pDVT0QODn/85JTn4/FlxphD6thcWl5ZXV3Fp+fWNza9ve2W2oKJGU1WkkItnyiWKCh6yuuRasFUtGAl+wpj+8GvPmHZOKR+GtHsXMC0g/5D1OiTZWxz5O25NLXNn3vRQ56KxcwpUT5JQRruCyEcUyRqiYXWQduzDncM7hnEPsoEkVwKxqHfuj3Y1oErBQU0GUcjGKtZcSqTkVLMu3E8ViQoekz1wjQxIw5aWTdTJ4aJwu7EXSnFDDift9IiWBUqPAN50B0QP1m43Nv5ib6F7FS3kYJ5qFdPpQLxFQR3AcEOxyyagWIyMIldzsCumASEK1iTFvQpj/FP4vGkUHnzrFm1KhejmLIwf2wQE4Ahicgyq4BjVQBxTcg0fwDF6sB+vJerXepq0L1mxmD/wo6/0LoO6aMA==</latexit>

B
<latexit sha1_base64="xj6xI3SkFou353FOBKDb//BWiCE=">AAACE3icdZDLSgMxFIYzXmu9VV26CRZBRIZkbLXLUjcuK9gLtEPJpJk2NHMhyQhl6Du48VXcuFDErRt3vo3pZUBFDwR+/u+c5OT3YsGVRujTWlpeWV1bz23kN7e2d3YLe/tNFSWSsgaNRCTbHlFM8JA1NNeCtWPJSOAJ1vJGV1PeumNS8Si81eOYuQEZhNznlGhj9QqnaXd2SUcOPDdFNrool3DlDNllhCu4bIRTxgg5k9qkVyhmHGYcZhxiG82qCBZV7xU+uv2IJgELNRVEqQ5GsXZTIjWngk3y3USxmNARGbCOkSEJmHLT2ToTeGycPvQjaU6o4cz9PpGSQKlx4JnOgOih+s2m5l+sk2i/4qY8jBPNQjp/yE8E1BGcBgT7XDKqxdgIQiU3u0I6JJJQbWLMmxCyn8L/RdOx8bnt3JSK1doijhw4BEfgBGBwCargGtRBA1BwDx7BM3ixHqwn69V6m7cuWYuZA/CjrPcvonOaMQ==</latexit>

u =
��!
AB

<latexit sha1_base64="edrnvBtkxD+XgFblYETrG5cTzcY="></latexit>

X
<latexit sha1_base64="2oYD4R9A8VvvmIPm3J23VlzLiao=">AAACE3icdZBNS8MwGMfT+Tbn29Sjl+AQRGS0XdnmbejF4wT3AlsZaZZuYWlaklQYZd/Bi1/FiwdFvHrx5rcx3VZQ0QcCf/6/50me/L2IUalM89PIrayurW/kNwtb2zu7e8X9g7YMY4FJC4csFF0PScIoJy1FFSPdSBAUeIx0vMlVyjt3REga8ls1jYgboBGnPsVIaWtQPEv680t6YuS5iVm+qFdtp3pulk2zZtlWKuyaU3Fm3dmgWMo4zDjMOLS0k1YJLKs5KH70hyGOA8IVZkjKnmVGyk2QUBQzMiv0Y0kihCdoRHpachQQ6SbzdWbwRDtD6IdCH67g3P0+kaBAymng6c4AqbH8zVLzL9aLlV93E8qjWBGOFw/5MYMqhGlAcEgFwYpNtUBYUL0rxGMkEFY6xoIOIfsp/F+07bJVKds3TqlxuYwjD47AMTgFFqiBBrgGTdACGNyDR/AMXowH48l4Nd4WrTljOXMIfpTx/gXoR5pf</latexit>

a
<latexit sha1_base64="eTcSrspRDe/yTKi6+DUG4UN1hts=">AAACGXicdVBLSwMxGMz6rPVV9eglWAQPsiRrqz0WvXisYB/QLiWbZtvQ7IMkK5Rl/4YX/4oXD4p41JP/xnTbgooOBIaZ+ZIv48WCK43Qp7W0vLK6tl7YKG5ube/slvb2WypKJGVNGolIdjyimOAha2quBevEkpHAE6ztja+mfvuOScWj8FZPYuYGZBhyn1OijdQvobSXX9KVQ89NkY3OqxVcO0V2FeEarhriVDFCTpb2PB+SLOuXyosUXKTgIgWxjXKUwRyNfum9N4hoErBQU0GU6mIUazclUnMqWFbsJYrFhI7JkHUNDUnAlJvmS2Xw2CgD6EfSnFDDXP0+kZJAqUngmWRA9Ej99qbiX1430X7NTXkYJ5qFdPaQnwioIzitCQ64ZFSLiSGESm52hXREJKHalFk0JSx+Cv8nLcfGZ7ZzUynXL+d1FMAhOAInAIMLUAfXoAGagIJ78AiewYv1YD1Zr9bbLLpkzWcOwA9YH19goJzI</latexit>

b
<latexit sha1_base64="gsbbMvgwjpuwM1ROag+OfNUnk90=">AAACGXicdVBLSwMxGMz6rPVV9eglWAQPsiRrqz0WvXisYB/QLiWbZtvQ7IMkK5Rl/4YX/4oXD4p41JP/xnTbgooOBIaZ+ZIv48WCK43Qp7W0vLK6tl7YKG5ube/slvb2WypKJGVNGolIdjyimOAha2quBevEkpHAE6ztja+mfvuOScWj8FZPYuYGZBhyn1OijdQvobSXX9KVQ89NkY3OqxVcO0V2FeEarhriVDFCTpb2PB96WdYvlRcpuEjBRQpiG+Uogzka/dJ7bxDRJGChpoIo1cUo1m5KpOZUsKzYSxSLCR2TIesaGpKAKTfNl8rgsVEG0I+kOaGGufp9IiWBUpPAM8mA6JH67U3Fv7xuov2am/IwTjQL6ewhPxFQR3BaExxwyagWE0MIldzsCumISEK1KbNoSlj8FP5PWo6Nz2znplKuX87rKIBDcAROAAYXoA6uQQM0AQX34BE8gxfrwXqyXq23WXTJms8cgB+wPr4AYiacyQ==</latexit>

x
<latexit sha1_base64="GUqqHI9CXbaGsGzLR2uW4rxQcGw=">AAACGXicdVBLSwMxGMzWV62vVY9egkXwIGV3u7T1VvTisYJ9QHcp2TTbhmYfJFmxLPs3vPhXvHhQxKOe/Ddm+wAVHQgMM/MlX8aLGRXSMD61wsrq2vpGcbO0tb2zu6fvH3RElHBM2jhiEe95SBBGQ9KWVDLSizlBgcdI15tc5n73lnBBo/BGTmPiBmgUUp9iJJU00I3UmV3S5yPPTY3KeaNm2bUzo2IYddMyc2LV7aqdpY7nw7ssG+jlZQouU3CZgqZScpTBAq2B/u4MI5wEJJSYISH6phFLN0VcUsxIVnISQWKEJ2hE+oqGKCDCTWdLZfBEKUPoR1ydUMKZ+n0iRYEQ08BTyQDJsfjt5eJfXj+RfsNNaRgnkoR4/pCfMCgjmNcEh5QTLNlUEYQ5VbtCPEYcYanKLKkSlj+F/5OOVTGrFevaLjcvFnUUwRE4BqfABHXQBFegBdoAg3vwCJ7Bi/agPWmv2ts8WtAWM4fgB7SPL6hYnPc=</latexit>

O
<latexit sha1_base64="pSuovPsS0GsEuhoeRjU/JPvGF7Q=">AAACE3icbVDLSgMxFL3js9bXqEs3wSKISJmpgi6LbtxZwT5gOpRMmmlDMw+SjFCG+Qc3/oobF4q4dePOvzGdjqCtBwIn59x7c3O8mDOpLOvLWFhcWl5ZLa2V1zc2t7bNnd2WjBJBaJNEPBIdD0vKWUibiilOO7GgOPA4bXujq4nfvqdCsii8U+OYugEehMxnBCst9czjtJsPccTAc1OrauU4mSPZTdYzKz83NE/sglSgQKNnfnb7EUkCGirCsZSObcXKTbFQjHCalbuJpDEmIzygjqYhDqh003ydDB1qpY/8SOgTKpSrvztSHEg5DjxdGWA1lLPeRPzPcxLlX7gpC+NE0ZBMH/ITjlSEJgGhPhOUKD7WBBPB9K6IDLHAROkYyzoEe/bL86RVq9qn1drtWaV+WcRRgn04gCOw4RzqcA0NaAKBB3iCF3g1Ho1n4814n5YuGEXPHvyB8fENEjyZ0g==</latexit>

n
<latexit sha1_base64="E4fWE0omOV4TSZy2jAcV3h3BEf0=">AAACGnicdVBLSwMxGMzWV62vqkcvwSJ4kLLbh7W3ohePFewDdpeSTbNtaDa7JFmhLPs7vPhXvHhQxJt48d+YbltQ0YHAMDNf8mW8iFGpTPPTyK2srq1v5DcLW9s7u3vF/YOuDGOBSQeHLBR9D0nCKCcdRRUj/UgQFHiM9LzJ1czv3REhachv1TQiboBGnPoUI6WlQdFKnOwSW4w8NzHLddNq1ptnc1I1NTGtWqN+niaO50OeFtJBsbSMwWUMLmPQKpsZSmCB9qD47gxDHAeEK8yQlLZlRspNkFAUM5IWnFiSCOEJGhFbU44CIt0k2yqFJ1oZQj8U+nAFM/X7RIICKaeBp5MBUmP525uJf3l2rPwLN6E8ihXheP6QHzOoQjjrCQ6pIFixqSYIC6p3hXiMBMJKt1nQJSx/Cv8n3UrZqpYrN7VS63JRRx4cgWNwCizQAC1wDdqgAzC4B4/gGbwYD8aT8Wq8zaM5YzFzCH7A+PgC5oadCQ==</latexit>

Eine Gerade in 2D. Der Normalenvektor n steht immer senkrecht auf dem Richtungsvektor u.

Bemerkung

1. Die Gerade G besteht aus allen Punkten X deren Ortsvektor x die Gleichung für
eine geeignete Wahl von � erfüllen, d.h. zum Beispiel

G =
�
X : x = a+ � · (b� a) für ein � 2 R

 
.

2. Damit die Gerade nicht entartet muss a 6= b bzw. u 6= 0 gelten. Andernfalls ist
die Gerade eigentlich ein Punkt.

3. Beide Darstellungen sind äquivalent (sofern u und b�a parallel sind, zum Beispiel
u = b� a).

4. Die Daten (d.h. A und B bzw. A und u) sind nicht eindeutig.

Ebenen im Rn sind zweidimensional und können wie folgt angegeben werden:

Drei-Punkt-Gleichung mit Punkten A, B, C 2 Rn und zwei Parametern �, µ 2 R:

x = a+ � ·
�
b� a

�
+ µ ·

�
c� a

�

Punkt-Richtungsgleichung mit A 2 Rn, zwei Richtungen u, v 2 Rn sowie �, µ 2 R:

x = a+ � · u+ µ · v

B
<latexit sha1_base64="xj6xI3SkFou353FOBKDb//BWiCE=">AAACE3icdZDLSgMxFIYzXmu9VV26CRZBRIZkbLXLUjcuK9gLtEPJpJk2NHMhyQhl6Du48VXcuFDErRt3vo3pZUBFDwR+/u+c5OT3YsGVRujTWlpeWV1bz23kN7e2d3YLe/tNFSWSsgaNRCTbHlFM8JA1NNeCtWPJSOAJ1vJGV1PeumNS8Si81eOYuQEZhNznlGhj9QqnaXd2SUcOPDdFNrool3DlDNllhCu4bIRTxgg5k9qkVyhmHGYcZhxiG82qCBZV7xU+uv2IJgELNRVEqQ5GsXZTIjWngk3y3USxmNARGbCOkSEJmHLT2ToTeGycPvQjaU6o4cz9PpGSQKlx4JnOgOih+s2m5l+sk2i/4qY8jBPNQjp/yE8E1BGcBgT7XDKqxdgIQiU3u0I6JJJQbWLMmxCyn8L/RdOx8bnt3JSK1doijhw4BEfgBGBwCargGtRBA1BwDx7BM3ixHqwn69V6m7cuWYuZA/CjrPcvonOaMQ==</latexit>

C
<latexit sha1_base64="/7zE4SmbNFRc/Nc8jXAAMw8l494=">AAACE3icdZDLSgMxFIYzXmu9jbp0EyyCiAyZsaNdFrtxWcFeoB1KJk3b0ExmSDJCGfoObnwVNy4UcevGnW9jegMVPRD4+b9zkpM/TDhTGqFPa2l5ZXVtPbeR39za3tm19/brKk4loTUS81g2Q6woZ4LWNNOcNhNJcRRy2giHlQlv3FGpWCxu9SihQYT7gvUYwdpYHfs0a08vacl+GGTIQRd+0S2dIcdHbsn1jfB8FyFvXBl37MKCwwWHCw5dB02rAOZV7dgf7W5M0ogKTThWquWiRAcZlpoRTsf5dqpogskQ92nLSIEjqoJsus4YHhunC3uxNEdoOHW/T2Q4UmoUhaYzwnqgfrOJ+RdrpbpXCjImklRTQWYP9VIOdQwnAcEuk5RoPjICE8nMrpAMsMREmxjzJoTFT+H/ou457rnj3RQL5at5HDlwCI7ACXDBJSiDa1AFNUDAPXgEz+DFerCerFfrbda6ZM1nDsCPst6/AKP4mjI=</latexit>

A
<latexit sha1_base64="IGflqDKXBgNeeh7orJcULC9nhdw=">AAACE3icdZDLSgMxFIYzXmu9jbp0EyyCiAxJbbXLqhuXFewFpkPJpGkbmrmQZIQyzDu48VXcuFDErRt3vo3pDVT0QODn/85JTn4/FlxphD6thcWl5ZXV3Fp+fWNza9ve2W2oKJGU1WkkItnyiWKCh6yuuRasFUtGAl+wpj+8GvPmHZOKR+GtHsXMC0g/5D1OiTZWxz5O25NLXNn3vRQ56KxcwpUT5JQRruCyEcUyRqiYXWQduzDncM7hnEPsoEkVwKxqHfuj3Y1oErBQU0GUcjGKtZcSqTkVLMu3E8ViQoekz1wjQxIw5aWTdTJ4aJwu7EXSnFDDift9IiWBUqPAN50B0QP1m43Nv5ib6F7FS3kYJ5qFdPpQLxFQR3AcEOxyyagWIyMIldzsCumASEK1iTFvQpj/FP4vGkUHnzrFm1KhejmLIwf2wQE4Ahicgyq4BjVQBxTcg0fwDF6sB+vJerXepq0L1mxmD/wo6/0LoO6aMA==</latexit>

u
<latexit sha1_base64="v6ZUe03QKxvWzIRsxvmCNBY+TVY=">AAACGnicdVBLSwMxGMz6rPVV9eglWAQPsmTbLra3ohePFewDtkvJptk2NPsgyQpl2d/hxb/ixYMi3sSL/8ZsH6CiA4FhZr7ky3gxZ1Ih9GmsrK6tb2wWtorbO7t7+6WDw46MEkFom0Q8Ej0PS8pZSNuKKU57saA48DjtepOr3O/eUSFZFN6qaUzdAI9C5jOClZYGJSvtzy5xxMhzU2Qiu2Fb6ByZNrIa1Zw0GvWabWdp3/NhksFsUCovY3AZg8sYtEw0Qxks0BqU3vvDiCQBDRXhWErHQrFyUywUI5xmxX4iaYzJBI+oo2mIAyrddLZVBk+1MoR+JPQJFZyp3ydSHEg5DTydDLAay99eLv7lOYny627KwjhRNCTzh/yEQxXBvCc4ZIISxaeaYCKY3hWSMRaYKN1mUZew/Cn8n3QqplU1Kze1cvNyUUcBHIMTcAYscAGa4Bq0QBsQcA8ewTN4MR6MJ+PVeJtHV4zFzBH4AePjCynMnTY=</latexit>

v
<latexit sha1_base64="ok2nJt6ue9yDd/gnUvVZSSDX9W0=">AAACGnicdVBLSwMxGMzWV62vVY9egkXwIEu27WJ7K3rxWME+oF1KNs22odkHSbZQlv0dXvwrXjwo4k28+G9MX6CiA4FhZr7ky3gxZ1Ih9Gnk1tY3Nrfy24Wd3b39A/PwqCWjRBDaJBGPRMfDknIW0qZiitNOLCgOPE7b3vh65rcnVEgWhXdqGlM3wMOQ+YxgpaW+aae9+SVdMfTcFFnIqTk2ukCWg+xaeUZqtWrFcbK05/lwksGsbxZXMbiKwVUM2haaowiWaPTN994gIklAQ0U4lrJro1i5KRaKEU6zQi+RNMZkjIe0q2mIAyrddL5VBs+0MoB+JPQJFZyr3ydSHEg5DTydDLAayd/eTPzL6ybKr7opC+NE0ZAsHvITDlUEZz3BAROUKD7VBBPB9K6QjLDAROk2C7qE1U/h/6RVsuyyVbqtFOtXyzry4AScgnNgg0tQBzegAZqAgHvwCJ7Bi/FgPBmvxtsimjOWM8fgB4yPLytTnTc=</latexit>

X
<latexit sha1_base64="2oYD4R9A8VvvmIPm3J23VlzLiao=">AAACE3icdZBNS8MwGMfT+Tbn29Sjl+AQRGS0XdnmbejF4wT3AlsZaZZuYWlaklQYZd/Bi1/FiwdFvHrx5rcx3VZQ0QcCf/6/50me/L2IUalM89PIrayurW/kNwtb2zu7e8X9g7YMY4FJC4csFF0PScIoJy1FFSPdSBAUeIx0vMlVyjt3REga8ls1jYgboBGnPsVIaWtQPEv680t6YuS5iVm+qFdtp3pulk2zZtlWKuyaU3Fm3dmgWMo4zDjMOLS0k1YJLKs5KH70hyGOA8IVZkjKnmVGyk2QUBQzMiv0Y0kihCdoRHpachQQ6SbzdWbwRDtD6IdCH67g3P0+kaBAymng6c4AqbH8zVLzL9aLlV93E8qjWBGOFw/5MYMqhGlAcEgFwYpNtUBYUL0rxGMkEFY6xoIOIfsp/F+07bJVKds3TqlxuYwjD47AMTgFFqiBBrgGTdACGNyDR/AMXowH48l4Nd4WrTljOXMIfpTx/gXoR5pf</latexit>

x
<latexit sha1_base64="GUqqHI9CXbaGsGzLR2uW4rxQcGw=">AAACGXicdVBLSwMxGMzWV62vVY9egkXwIGV3u7T1VvTisYJ9QHcp2TTbhmYfJFmxLPs3vPhXvHhQxKOe/Ddm+wAVHQgMM/MlX8aLGRXSMD61wsrq2vpGcbO0tb2zu6fvH3RElHBM2jhiEe95SBBGQ9KWVDLSizlBgcdI15tc5n73lnBBo/BGTmPiBmgUUp9iJJU00I3UmV3S5yPPTY3KeaNm2bUzo2IYddMyc2LV7aqdpY7nw7ssG+jlZQouU3CZgqZScpTBAq2B/u4MI5wEJJSYISH6phFLN0VcUsxIVnISQWKEJ2hE+oqGKCDCTWdLZfBEKUPoR1ydUMKZ+n0iRYEQ08BTyQDJsfjt5eJfXj+RfsNNaRgnkoR4/pCfMCgjmNcEh5QTLNlUEYQ5VbtCPEYcYanKLKkSlj+F/5OOVTGrFevaLjcvFnUUwRE4BqfABHXQBFegBdoAg3vwCJ7Bi/agPWmv2ts8WtAWM4fgB7SPL6hYnPc=</latexit>

O
<latexit sha1_base64="pSuovPsS0GsEuhoeRjU/JPvGF7Q=">AAACE3icbVDLSgMxFL3js9bXqEs3wSKISJmpgi6LbtxZwT5gOpRMmmlDMw+SjFCG+Qc3/oobF4q4dePOvzGdjqCtBwIn59x7c3O8mDOpLOvLWFhcWl5ZLa2V1zc2t7bNnd2WjBJBaJNEPBIdD0vKWUibiilOO7GgOPA4bXujq4nfvqdCsii8U+OYugEehMxnBCst9czjtJsPccTAc1OrauU4mSPZTdYzKz83NE/sglSgQKNnfnb7EUkCGirCsZSObcXKTbFQjHCalbuJpDEmIzygjqYhDqh003ydDB1qpY/8SOgTKpSrvztSHEg5DjxdGWA1lLPeRPzPcxLlX7gpC+NE0ZBMH/ITjlSEJgGhPhOUKD7WBBPB9K6IDLHAROkYyzoEe/bL86RVq9qn1drtWaV+WcRRgn04gCOw4RzqcA0NaAKBB3iCF3g1Ho1n4814n5YuGEXPHvyB8fENEjyZ0g==</latexit>

b
<latexit sha1_base64="gsbbMvgwjpuwM1ROag+OfNUnk90=">AAACGXicdVBLSwMxGMz6rPVV9eglWAQPsiRrqz0WvXisYB/QLiWbZtvQ7IMkK5Rl/4YX/4oXD4p41JP/xnTbgooOBIaZ+ZIv48WCK43Qp7W0vLK6tl7YKG5ube/slvb2WypKJGVNGolIdjyimOAha2quBevEkpHAE6ztja+mfvuOScWj8FZPYuYGZBhyn1OijdQvobSXX9KVQ89NkY3OqxVcO0V2FeEarhriVDFCTpb2PB96WdYvlRcpuEjBRQpiG+Uogzka/dJ7bxDRJGChpoIo1cUo1m5KpOZUsKzYSxSLCR2TIesaGpKAKTfNl8rgsVEG0I+kOaGGufp9IiWBUpPAM8mA6JH67U3Fv7xuov2am/IwTjQL6ewhPxFQR3BaExxwyagWE0MIldzsCumISEK1KbNoSlj8FP5PWo6Nz2znplKuX87rKIBDcAROAAYXoA6uQQM0AQX34BE8gxfrwXqyXq23WXTJms8cgB+wPr4AYiacyQ==</latexit>

a
<latexit sha1_base64="eTcSrspRDe/yTKi6+DUG4UN1hts=">AAACGXicdVBLSwMxGMz6rPVV9eglWAQPsiRrqz0WvXisYB/QLiWbZtvQ7IMkK5Rl/4YX/4oXD4p41JP/xnTbgooOBIaZ+ZIv48WCK43Qp7W0vLK6tl7YKG5ube/slvb2WypKJGVNGolIdjyimOAha2quBevEkpHAE6ztja+mfvuOScWj8FZPYuYGZBhyn1OijdQvobSXX9KVQ89NkY3OqxVcO0V2FeEarhriVDFCTpb2PB+SLOuXyosUXKTgIgWxjXKUwRyNfum9N4hoErBQU0GU6mIUazclUnMqWFbsJYrFhI7JkHUNDUnAlJvmS2Xw2CgD6EfSnFDDXP0+kZJAqUngmWRA9Ej99qbiX1430X7NTXkYJ5qFdPaQnwioIzitCQ64ZFSLiSGESm52hXREJKHalFk0JSx+Cv8nLcfGZ7ZzUynXL+d1FMAhOAInAIMLUAfXoAGagIJ78AiewYv1YD1Zr9bbLLpkzWcOwA9YH19goJzI</latexit>

c
<latexit sha1_base64="SpUFP9XAHEIgsPMoXGLV4Nl5zz0=">AAACGXicdVBLSwMxGMz6rPVV9eglWAQPsiRrqz0WvXisYB/QLiWbZtvQ7IMkK5Rl/4YX/4oXD4p41JP/xnTbgooOBIaZ+ZIv48WCK43Qp7W0vLK6tl7YKG5ube/slvb2WypKJGVNGolIdjyimOAha2quBevEkpHAE6ztja+mfvuOScWj8FZPYuYGZBhyn1OijdQvobSXX9KVQ89NkY3OqxVcO0V2FeEarhriVDFCTpb2PB/SLOuXyosUXKTgIgWxjXKUwRyNfum9N4hoErBQU0GU6mIUazclUnMqWFbsJYrFhI7JkHUNDUnAlJvmS2Xw2CgD6EfSnFDDXP0+kZJAqUngmWRA9Ej99qbiX1430X7NTXkYJ5qFdPaQnwioIzitCQ64ZFSLiSGESm52hXREJKHalFk0JSx+Cv8nLcfGZ7ZzUynXL+d1FMAhOAInAIMLUAfXoAGagIJ78AiewYv1YD1Zr9bbLLpkzWcOwA9YH19jrJzK</latexit>

n
<latexit sha1_base64="E4fWE0omOV4TSZy2jAcV3h3BEf0=">AAACGnicdVBLSwMxGMzWV62vqkcvwSJ4kLLbh7W3ohePFewDdpeSTbNtaDa7JFmhLPs7vPhXvHhQxJt48d+YbltQ0YHAMDNf8mW8iFGpTPPTyK2srq1v5DcLW9s7u3vF/YOuDGOBSQeHLBR9D0nCKCcdRRUj/UgQFHiM9LzJ1czv3REhachv1TQiboBGnPoUI6WlQdFKnOwSW4w8NzHLddNq1ptnc1I1NTGtWqN+niaO50OeFtJBsbSMwWUMLmPQKpsZSmCB9qD47gxDHAeEK8yQlLZlRspNkFAUM5IWnFiSCOEJGhFbU44CIt0k2yqFJ1oZQj8U+nAFM/X7RIICKaeBp5MBUmP525uJf3l2rPwLN6E8ihXheP6QHzOoQjjrCQ6pIFixqSYIC6p3hXiMBMJKt1nQJSx/Cv8n3UrZqpYrN7VS63JRRx4cgWNwCizQAC1wDdqgAzC4B4/gGbwYD8aT8Wq8zaM5YzFzCH7A+PgC5oadCQ==</latexit>

Eine Ebene in 3D.
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Bemerkung

1. Damit die Ebene nicht entartet, dürfen u und v (bzw. b � a und c � a) nicht
parallel sein und jeweils nicht verschwinden. Andernfalls ist die Ebene eine Gerade
oder sogar ein Punkt.

2. Eine (nichtentartete) Ebene in 2D ist immer schon der gesamte R2.

*k-dimensionale Unterräume im Rn werden durch k+1 Punkte bzw. durch einen
Punkt und k Richtungen via

x =

 
1�

kX

m=1

�m

!
· a+

kX

m=1

�m · bm bzw. x = a+
kX

m=1

�m · um

beschrieben. Die Nicht-Entartungsbedingung ist, dass alle Richtungsvektoren linear
unabhängig sind (siehe dazu den nächsten Abschnitt).

Geraden im R2 In 2D kann eine (nicht entartete) Gerade auch durch die Gleichung

n1 · x1 + n2 · x2 = � bzw. hn, ui = �

beschrieben werden, wobei n 6= 0 ein sogenannter Normalenvektor an die Gerade ist
und immer senkrecht auf dem Richtungsvektor u steht. Diese Gleichung wird auch
Normalform genannt und hat den Vorteil, dass kein Parameter � mehr auftaucht.

Beweis In Komponenten wird eine Gerade durch die zwei Gleichungen

x1 = a1 + � · u1 , x2 = a2 + � · u2

charakterisiert, wobei u1 6= 0 oder u2 6= 0 gilt. Im ersten Fall (der zweite geht analog)
können wir � mittels der ersten Gleichung in der zweiten ersetzen. Mit anderen Worten:
es gilt

� =
x1 � a1

u1
, x2 = a2 +

x1 � a1
u1

· u2

Nach Multiplikation der zweiten Gleichung mit u1 folgt die erste Behauptung mit n1 =
�u2, n2 = u1, � = a2 · u1 � a1 · u2.

Aufgabe Man gebe die Punkt-Richtungsgleichung der Geraden an, die durch die
Normalform

3 · x1 � 2 · x2 = 1

gegeben ist.

Lösung Wir suchen zunächst zwei Punkte X (bzw. ihre Ortvektoren x), die die Nor-
malform genügen und nennen diese A und B (bzw. a und b), zum Beispiel

a =

✓
0
�1

2

◆
, b =

✓
1
3
0

◆
.

Anschließend berechnen wir u = b� a.
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Bemerkung

1. Die Normalform gibt es so nur in 2D, da in nD eine Gerade nicht durch einen,
sondern durch n� 1 Normalenvektoren beschrieben werden muss.

2. Wird die Normalform (auf beiden Seiten) durch eine geeignete reelle Zahl divi-
diert, so kann man zusätzlich erreichen, dass

knk = 1 , � � 0

gilt und erhält die Hessische Normalform der Geraden, wobei � dann gerade der
Abstand der Geraden vom Ursprung ist.

3. Die Literatur kennt weitere Varianten der Normalform, die aber alle ineinander
umgeformt werden können:

x2 � a2 = m · (x1 � a1) (Punkt-Steigungsform, m = u2/u1)

x2 = m · x1 + n (explizite Normalform, n = a2 � a1)
x1

↵1
+

x2

↵2
= 1 (Achsenabschnittsform)

Ebenen im R2 Eine Ebene in 3D kann durch die Normalform

n1 · x1 + n2 · x2 + n3 · x3 = � bzw. hn, xi = �

angegeben werden, wobei der Normalenvektor n 2 R3 nun senkrecht auf beiden Rich-
tungsvektoren u und v steht. Im Fall von knk = 1 und � � 0 spricht man wieder von
der Hessischen Normalform der Ebene.

Beweis Mit Hilfe zweier der drei Komponentengleichungen

x1 = a1 + � · u1 + µ · v1 , x2 = a2 + � · u2 + µ · v2 , x3 = a3 + � · u3 + µ · v3

können wir � und µ eliminieren.

Bemerkung

1. Jeder Normalenvektor ist parallel zu n = u⇥ v.

2. Zwei verschiedene Ebenen in 3D sind genau dann parallel, wenn sie parallele
Normalenvektoren besitzen. Andernfalls schneiden Sie sich in einer Geraden.

3. Geraden in 3D können auch durch zwei Ebenen-Normalformen, d.h. durch ein
Gleichungssystem der Bauart

hn, xi = � , hñ, xi = �̃

beschrieben werden, sofern n und ñ nicht parallel sind.
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Vorlesung 09, 08. November 2019

3.3 Allgemeine Vektorräume

Definition Jede Menge V , für die eine Addition (als Abbildung V ⇥ V ! V ) und
eine skalare Multiplikation (als Abbildung R⇥ V ! V ) eingeführt werden können , so
dass die Rechenregeln (VR.I) und (VR.II) gelten, nennt man reellen Vektorraum (oder
auch linearen Raum).

Beispiel

1. Der Raum Rn.

2. Die Menge der Balkendiagramme aus n Balken (siehe Bild), wobei Addition und
skalare Multiplikation balkenweise definiert sind.

3. Die Menge aller Funktionen D ! R auf der Menge D wird durch

�
f + g

�
(x) := f(x) + g(x) und

�
� · f

�
(x) = la · f(x)

zu einem Vektorraum (x 2 D, � 2 R, f, g : D ! R).

4. Die Menge aller stetigen (bzw. aller stetig di↵erenzierbaren) Funktionen I ! R
auf einem Intervall I (siehe Bild).

5. Die Menge aller (m, n)-Matrizen (siehe nächstes Kapitel).

6. Der Menge aller Lösungen einer linearen Gleichung (wieder nächstes Kapitel).

7. Die Menge aller reellen Polynome in der Variablen x 2 R bzw. die Menge aller
reellen Polynome vom Grad  k. Es gilt zum Beispiel

�
3 · x4 + 4 · x2 � 5 · x+ 9

�
+
�
�x3 � x2 + 2 · x

�

= 3 · x4 � x3 + 3 · x2 � 3 · x+ 9

und (�3) · (x3 � 2 · x+ 4) = �3 · x2 + 6 · x� 12.
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Die Menge aller Diagramme aus n Balken (hier n = 7) ist in natürlicher Weise ein Vektorraum und isomorph zu Rn.
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�

-1

1

0.5

-0.5

sin(n x)

�

-1

1

0.5

-0.5

cos(n x)

Die Menge aller stetigen Funktionen auf einem Intervall I — hier I = (0, 2⇡) — ist (ein unendlich-dimensionaler)

Vektorraum, den wir im Kapitel über Fourier-Reihen genauer studieren werden.

Definition Sei V ein Vektorraum und W ⇢ V eine nichtleere Teilmenge von V , die
unter Addition und skalarer Multiplikation abgeschlossen ist, d.h.

v, w 2 W ) v +w 2 W , v 2 W, � 2 R ) � · v 2 W .

Dann nennt man W einen Untervektorraum bzw. einen linearen Unterraum von V .

Beispiel

1. Jeder Vektorraum V ist auch Unterraum seiner selbst und jeder Unterraum ist
auch wieder ein Vektorraum.

2. Der Raum aller Polynome vom Grad  3 ist ein Unterraum des Raumes aller
Polynome.

3. Der Raum der stetig di↵erenzierbaren Funktionen ist ein Unterraum des Raumes
aller stetigen Funktionen.

4. Die Menge {x 2 Rn : kxk = 1} ist kein Unterraum von Rn.

5. Die (a�ne) Gerade

G = {X 2 Rn : hn, xi = �}

ist genau dann ein linearer Unterraum des Rn, wenn � = 0 bzw. O 2 G gilt, d.h.
wenn es sich um eine Ursprungsgerade handelt.

6. Sind v1, . . . ,vm gegebene Vektoren in V , so ist

span(v1, . . ., vm) :=

(
mX

j=1

⌫j · vj : ⌫j 2 R
)

ein Unterraum von V und wird der (von den vj) aufgespannte Unterraum ge-
nannt. Die Elemente heißen Linearkombinationen der vj.

Bemerkung In jedem Vektorraum V gibt es einen Nullvektor 0 mit 0 · v = 0 für
alle v 2 V .

Skalarprodukte bzw. Normen können auch in allgemeinen Vektorräumen betrach-
tet werden, wobei es sich dann um Abbildungen V ! R bzw. V ⇥ V ! R handelt, für
die die Regeln (VR.I) bzw. (VR.II) gelten.
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Lineare Unabhängigkeit und Basen

Definition Die Vektoren v1, . . . ,vm 2 V heißen linear unabhängig, sofern die Im-
plikation

mX

j=1

⌫j · vj = 0 ) ⌫1 = . . . = ⌫m = 0

gilt. Andernfalls werden sie linear abhängig genannt. Die Vektoren bilden außer-
dem eine Basis des Unterraumes W , wenn sie linear unabhängig sind und wenn
span(v1, . . ., vm) = W gilt.

Theorem Sei b1, . . . , bm eine Basis von V . Dann existieren für jedes v 2 V eine
eindeutige Wahl von skalaren Größen ⌫1, . . . , ⌫n 2 R, so dass die Basisdarstellung

v =
X

j=1

⌫j · bj

gilt. Die ⌫j heißen die Komponenten (oder Koordinaten oder Koe�zienten) des Vektors
v bzgl. der gewählten Basis.

Beweis: Die Existenz der Komponenten folgt, weil V von den bj aufgespannt wird. Die
Eindeutigkeit ergibt sich aus der linearen Unabhängigkeit wie folgt:

mX

j=1

⌫j · bj =
mX

j=1

⌫̃j · bj )
mX

j=1

�
⌫j � ⌫̃j

�
· bj = 0

) ⌫j � ⌫̃j = 0 für j = 1..m .

b2
<latexit sha1_base64="8K0yQGxUtTNbBdVNHgQJePkrbBg="></latexit>

b1
<latexit sha1_base64="Fk1GNmiSsyGjC+1Jj6t/dFUTgIU="></latexit>

v
<latexit sha1_base64="6JUkkjjhJuz2cHl1Il1onOvE+rY=">AAACGXicdVBLSwMxGMzWV62vqkcvwSJ4kCW7ttpj0YvHCvYB3aVk02wbmn2QZAtl2b/hxb/ixYMiHvXkvzF9LKjoQGCYmS/5Ml7MmVQIfRqFldW19Y3iZmlre2d3r7x/0JZRIghtkYhHouthSTkLaUsxxWk3FhQHHqcdb3w98zsTKiSLwjs1jakb4GHIfEaw0lK/jFJnfklPDD03RSa6qFWt+hkya8iqWzVN7JqFkJ2ljufDSZb1y5U8BfMUzFPQMtEcFbBEs19+dwYRSQIaKsKxlD0LxcpNsVCMcJqVnETSGJMxHtKepiEOqHTT+VIZPNHKAPqR0CdUcK5+n0hxIOU08HQywGokf3sz8S+vlyi/7qYsjBNFQ7J4yE84VBGc1QQHTFCi+FQTTATTu0IywgITpcss6RLyn8L/Sds2rXPTvq1WGlfLOorgCByDU2CBS9AAN6AJWoCAe/AInsGL8WA8Ga/G2yJaMJYzh+AHjI8vgJ6c3Q==</latexit>

⌫1b1
<latexit sha1_base64="UGtKNwdQhinfY56lsrolmGd1xp8=">AAACIHicdVBPS8MwHE39O+e/qUcvwSF4kNFs6uZt6MXjBLcJaylplm5haVqSVBilH8WLX8WLB0X0pp/GrNtARR8EHu+9X/LL82POlLbtD2thcWl5ZbWwVlzf2NzaLu3sdlSUSELbJOKRvPWxopwJ2tZMc3obS4pDn9OuP7qc+N07KhWLxI0ex9QN8UCwgBGsjeSV6qmTX9KTA99N7cqpjc7P7GO7YufISQPVUOaIxEOp4wfQzzyUeaXyPAznYTgPQzRTymCGlld6d/oRSUIqNOFYqR6yY+2mWGpGOM2KTqJojMkID2jPUIFDqtw03y2Dh0bpwyCS5ggNc/X7RIpDpcahb5Ih1kP125uIf3m9RAcNN2UiTjQVZPpQkHCoIzhpC/aZpETzsSGYSGZ2hWSIJSbadFo0Jcx/Cv8nnWoF1SrV65Ny82JWRwHsgwNwBBCogya4Ai3QBgTcg0fwDF6sB+vJerXeptEFazazB37A+vwCKxefRg==</latexit>

⌫2b2
<latexit sha1_base64="gQqKTshEqpzO6Tp6ClBVvuEUGaE=">AAACIHicdVDNS8MwHE3n15xfVY9egkPwIKPd1M3b0IvHCe4D1lLSLN3C0rQkqTBK/xQv/itePCiiN/1rzLoNVPRB4PHe+yW/PD9mVCrL+jAKS8srq2vF9dLG5tb2jrm715FRIjBp44hFoucjSRjlpK2oYqQXC4JCn5GuP76a+t07IiSN+K2axMQN0ZDTgGKktOSZ9dTJL+mLoe+mVuXMsi/OrROrYuXIScOu2ZnDE6+aOn4A/cyrZp5ZXoThIgwXYWjPlTKYo+WZ784gwklIuMIMSdm3rVi5KRKKYkaykpNIEiM8RkPS15SjkEg3zXfL4JFWBjCIhD5cwVz9PpGiUMpJ6OtkiNRI/vam4l9eP1FBw00pjxNFOJ49FCQMqghO24IDKghWbKIJwoLqXSEeIYGw0p2WdAmLn8L/SadasWuV6s1puXk5r6MIDsAhOAY2qIMmuAYt0AYY3INH8AxejAfjyXg13mbRgjGf2Qc/YHx+AS4qn0g=</latexit>

b2
<latexit sha1_base64="A8XV+UHsCL6yhGjGUg2vBDjJN5E="></latexit>

v
<latexit sha1_base64="6JUkkjjhJuz2cHl1Il1onOvE+rY=">AAACGXicdVBLSwMxGMzWV62vqkcvwSJ4kCW7ttpj0YvHCvYB3aVk02wbmn2QZAtl2b/hxb/ixYMiHvXkvzF9LKjoQGCYmS/5Ml7MmVQIfRqFldW19Y3iZmlre2d3r7x/0JZRIghtkYhHouthSTkLaUsxxWk3FhQHHqcdb3w98zsTKiSLwjs1jakb4GHIfEaw0lK/jFJnfklPDD03RSa6qFWt+hkya8iqWzVN7JqFkJ2ljufDSZb1y5U8BfMUzFPQMtEcFbBEs19+dwYRSQIaKsKxlD0LxcpNsVCMcJqVnETSGJMxHtKepiEOqHTT+VIZPNHKAPqR0CdUcK5+n0hxIOU08HQywGokf3sz8S+vlyi/7qYsjBNFQ7J4yE84VBGc1QQHTFCi+FQTTATTu0IywgITpcss6RLyn8L/Sds2rXPTvq1WGlfLOorgCByDU2CBS9AAN6AJWoCAe/AInsGL8WA8Ga/G2yJaMJYzh+AHjI8vgJ6c3Q==</latexit>

⌫1b1
<latexit sha1_base64="fJe9JjBE1ZCz2yScU4R5b9icf00=">AAACIHicdVDNS8MwHE3n15xfVY9egkPwIKOdH9Pb0IvHCW4T1lLSLN3C0rQkqTBK/xQv/itePCiiN/1rzLoOpuiDwOO990t+eX7MqFSW9WmUFhaXllfKq5W19Y3NLXN7pyOjRGDSxhGLxJ2PJGGUk7aiipG7WBAU+ox0/dHVxO/eEyFpxG/VOCZuiAacBhQjpSXPbKROfklPDHw3tWpWjqM5cmrZF2d25vDEs1PHD6CfeXbmmdVZBs6RaRjahVIFBVqe+eH0I5yEhCvMkJQ924qVmyKhKGYkqziJJDHCIzQgPU05Col003y3DB5opQ+DSOjDFczV+YkUhVKOQ18nQ6SG8rc3Ef/yeokKzt2U8jhRhOPpQ0HCoIrgpC3Yp4JgxcaaICyo3hXiIRIIK91pRZcw+yn8n3TqNfu4Vr85qTYvizrKYA/sg0NggwZogmvQAm2AwQN4Ai/g1Xg0no03430aLRnFzC74AePrGwQlny4=</latexit>

⌫2b2
<latexit sha1_base64="y2JZH9Xss8LN9LCngqXv1V/ZcFI=">AAACIHicdVDNS8MwHE3n15xfVY9egkPwIKOtH9Pb0IvHCW4T2lLSLN3C0rQkqTBK/xQv/itePCiiN/1rzL5gij4IPN57v+SXF6aMSmVZn0ZpYXFpeaW8Wllb39jcMrd32jLJBCYtnLBE3IVIEkY5aSmqGLlLBUFxyEgnHFyN/M49EZIm/FYNU+LHqMdpRDFSWgrMeu6NL3FFL/Rzq2aNcTRHTi374swuPJ4FTu6FEQyLwCkCszrLwDkyCUN7qlTBFM3A/PC6Cc5iwhVmSErXtlLl50goihkpKl4mSYrwAPWIqylHMZF+Pt6tgAda6cIoEfpwBcfq/ESOYimHcaiTMVJ9+dsbiX95bqaicz+nPM0U4XjyUJQxqBI4agt2qSBYsaEmCAuqd4W4jwTCSnda0SXMfgr/J22nZh/XnJuTauNyWkcZ7IF9cAhsUAcNcA2aoAUweABP4AW8Go/Gs/FmvE+iJWM6swt+wPj6Bgc4nzA=</latexit>

b1
<latexit sha1_base64="gqnSN9FKWNkxbdZxep928FfI/p4="></latexit>

Basisdarstellung eines zweidimensionalen Vektors (grün) bzgl. zwei verschiedener Basen (blau und rot).

Beispiel

1. Die Einheitsvektoren bilden eine Basis im Rn — man spricht auch von der
kanonischen Basis des Rn — und es gilt o↵ensichtlich

0

B@
v1
...
vn

1

CA =
mX

j=1

vj · ej ,

d.h. die vj sind gerade die Komponenten des Vektors bzgl. der kanonischen Basis.
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2. Da
✓
v1
v2

◆
=

v1 + v2
2

· b1 +
v1 � v2

2
· b2

mit

b1 :=

✓
1
1

◆
, b2 :=

✓
1
�1

◆
,

für alle v 2 R2 gilt, bilden b1 und b2 eine (nicht-kanonische) Basis des R2 (die
Formeln für die ⌫j können abgelesen werden).

3. Die Vektoren

b1 :=

0

@
1
0
2

1

A , b2 :=

0

@
1
1
0

1

A , b3 :=

0

@
�1
1
3

1

A

bilden eine Basis des R3, denn für jedes v 2 R3 gilt
0

@
v1
v2
v3

1

A =
3v1 � 3v2 + 2 · v3

7
· b1 +

2v1 + 5v2 � v3
7

· b2 +
�2v1 + 2v2 + v3

7
· b3 .

Bemerkung : Die Gültigkeit der obigen Formal kann einfach nachgerechnet wer-
den. Zur Herleitung dieser Formel muss ein lineares Gleichungssystem für die
Vorfaktoren ⌫1, ⌫2 ⌫3 gelöst werden und wir werden im nächsten Kapitel lernen,
wie das geht.

4. Die Monome 1, x, x2 usw. bilden eine Basis im unendlich-dimensionalen Raum
aller Polynome in der Variablen x. (In welchem Sinne unendlich viele Vektoren
einen Raum aufspannen, werden wir später mit Hilfe von Reihen genauer disku-
tieren).

5. Die Funktionen

x 7! sin (1 · x) , x 7! sin (2 · x) , x 7! sin (3 · x) , . . .

bzw.

x 7! cos (0 · x) , x 7! cos (1 · x) , x 7! cos (2 · x), . . .

bilden Basen in gewissen Funktionenräumen auf dem Intervall [0, ⇡], die wir
später genauer untersuchen werden.
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Zwei Basen (lila und türkis) im Raum aller Balkendiagramme mit 4 Balken. Dieser Raum ist 4-dimensional.
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�

-1

1

0.5

-0.5

sin(n x)

�

-1

1

0.5

-0.5

cos(n x)

Einige der Basisfunktionen für die Fourier-Sinus-Reihe (links) und die Fourier-Kosinus-Reihe (rechts) von Funktionen

auf dem Intervall [0, ⇡].

Definition Ein Vektorraum V besitzt genau dann die Dimension n 2 N (wir schrei-
ben dimV = n), wenn er eine Basis aus n Vektoren besitzt.

Bemerkungen

1. Der Rn besitzt die Dimension n.

2. Gilt dimV = n, so besteht jede Basis aus n-Vektoren und je n+1 Vektoren sind
immer linear abhängig (das wird sich aus den Resultaten des folgenden Kapitels
ergeben).

3. Wird der Unterraum W von den Vektoren v1, . . . ,vm 2 V aufgespannt, so gilt
dimW  m. Sind diese Vektoren vj außerdem sogar linear unabhängig, so gilt
sogar dimW = m, denn die vj bilden ja schon eine Basis von W .

4. Ist W ein Unterraum dvon V , so gilt dimW  dimV .

5. Es gibt unendlich-dimensionale Räume, zum Beispiel Funktionenräume. Die ent-
sprechende Theorie ist aber deutlich komplizierter als die Theorie der endlich-
dimensionalen Räume.

Zum Isomorphiebegri↵ Die volle Tragweite des folgenden Konzeptes wird sich uns
erst allmählich im Laufe der Vorlesung erschließen: Man nennt zwei Vektorräume V
und W zueinander isomorph, falls es eine Abbildung T : V ! W gibt, so dass:

1. T ist bijektiv,

2. T ist linear, d.h. es gilt

T
�
� · v + �̃ · ṽ

�
= � · T (v) + �̃ · T (ṽ)

für alle v, ṽ 2 V und �, �̃ 2 R.

Bemerkung Salopp kann man sagen: Isomorphe Vektorräume sehen gleich aus und
alles was man in dem einen verstanden oder berechnet hat, kann man 1 : 1 auf den
anderen übertragen.
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Theorem Jeder Vektorraum der Dimension n 2 N ist isomorph zum Rn.

Beweis Wir wählen eine Basis b1, . . . ,bn in V und können jeden gegebenen Vektor v 2
V in der entsprechenden Basisdarstellung schreiben. Wir können damit T : V ! Rn

durch

T

 
nX

j=1

⌫j · bj

!
:=

0

B@
⌫1
...
⌫n

1

CA

definieren und bemerken, dass T o↵ensichtlich bijektiv ist. Außerdem gilt

T

 
� ·

nX

j=1

⌫j · bj + �̃ ·
nX

j=1

⌫̃j · bj

!
= T

 
nX

j=1

�
� · ⌫j + �̃ · ⌫̃j

�
· bj

!

=

0

B@
� · ⌫1 + �̃ · ⌫̃1

...
� · ⌫n + �̃ · ⌫̃n

1

CA

= � ·

0

B@
⌫1
...
⌫n

1

CA+ �̃ ·

0

B@
⌫̃1
...
⌫̃n

1

CA

= � · T
 

nX

j=1

⌫j · bj

!
+ �̃ · T

 
nX

j=1

⌫̃j · bj

!
.

O-Basen und ON-Basen In einem n-dimensionalen Vektorraum mit Skalarprodukt
spricht man von einer orthogonalen Basis, sofern

hbi, bji = 0 für alle i, j = 1 . . . n mit i 6= j , hbi, bii > 0 für alle i = 1 . . . n

Eine orthonormale Basis ist orthogonal und erfüllt außerdem noch die Normierungs-
bedingung hbi, bii = 1 für alle i = 1 . . . n. Man schreibt dann meist

hbi, bji = �ij ,

wobei die rechte Seite gerade das schon eingeführte Kronecker-Delta ist.

Zwei Beispiele (blau und grün) sowie zwei Gegenbeispiele (orange und rot) für eine ON-Basis in 2D. Der Kreis ist der

Einheitskreis.
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Bei einer ON-Basis können die Komponenten eines Vektors v leicht mit Hilfe des
Skalarproduktes berechnet werden, denn es gilt

hv, bii =
*

nX

j=1

⌫j · bj, bi

+
=

nX

j=1

⌫j · hbj, bii =
nX

j=1

⌫j · �ij = ⌫i .

Für O-Basen gilt immerhin noch

hv, bii = ⌫i · kbik2 ,

aber bei nicht-orthogonalen Basen muss ein lineares Gleichungssystem gelöst werden,
um für einen gegebenen Vektor v seine Komponenten ⌫j zu berechnen.

Komplexe Vektorräume Neben den bisher betrachteten reellen Vektorräumen gibt
es auch komplexe Vektorräume, für die die skalare Multiplikation mit � 2 C definiert
sein muss. Das n-dimensionale Standardbeispiel ist der Cn, d.h. die Menge aller n-Tupel
komplexer Zahlen.

Die Theorie komplexer Vektorräume kann ganz analog zu der Theorie der reellen Vek-
torräume entwickelt werden, wobei n komplexe Dimensionen immer — wegen C ⇠= R2

— 2n reellen Dimensionen entsprechen. Der einzige Unterschied besteht darin, dass
man das Skalarprodukt leicht anders definiert, nämlich durch

hv, wi =
nX

j=1

vj · wj 2 C

für beliebige

v =

0

B@
v1
...
vn

1

CA 2 Cn , w =

0

B@
w1
...
wn

1

CA 2 Cn

Damit gilt weiterhin

kvk =
p
hv, vi =

vuut
nX

j=1

vj · vj =

vuut
nX

j=1

|vj|2 � 0 ,

aber das Skalarprodukt ist nun nicht mehr bilinear sondern sesquilinear. Insbesondere
gilt

hv, wi = hw, vi

und damit zwar

h� · u+ µ · v, wi = � · hu, wi+ µ · hv, wi

aber auch

hw, � · u+ µ · vi = � · hw, ui+ µ · hw, vi .
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Kapitel 4

Lineare Gleichungssysteme und
Matrizen

Vorlesung 10, 11. November 2019

Motivation Matrizen bilden die Grundlage der Linearen Algebra und spielen ei-
ne zentrale Rolle in der Mathematik und allen Anwendungswissenschaften, da sie in
natürlicher Weise beim Studium von Gleichungssystemen und von linearen Abbildun-
gen auftauchen.

4.1 Matrizen

Definition Eine reelle (bzw. komplexe) (m, n)-Matrix ist

A =

0

B@
a11 . . . a1n
...

...
am1 . . . amn

1

CA

d.h. ein quadratisches Schema mit m Zeilen und n Spalten, deren Einträge aij reelle

(oder komplexe) Zahlen sind. Wir schreiben R(m,n) (oder C(m,n)) für die Menge aller
Matrizen (andere Autoren benutzen Rm⇥n bzw. Cm⇥n).

Eselsbrücke In der Theorie von Matrizen gilt
”
Zeilen zuerst, Spalten später“.

Addition und skalare Multiplikation Zwei (m, n)-Matrizen A und B können
komponentenweise addiert und mit einer reellen (oder komplexen) Zahl multipliziert
werden. Insbesondere ist R(m,n) (oder C(m,n)) ein n · m-dimensionaler reeller (oder
komplexer) Vektorraum. (Übungsaufgabe: Finden Sie Basen in R(m,n).)

Beispiel

�2 ·
✓
1 2 3
4 5 6

◆
+ 3 ·

✓
1 3 5
2 4 6

◆
=

✓
1 5 9
�2 2 6

◆
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Matrizenmultiplikation Das Produkt einer (l, m)-Matrix A und einer (m, n)-
Matrix B ist eine (l, n)-Matrix C = A · B, wobei der Eintrag cij gerade das Ska-
larprodukt des i-ten Zeilenvektors von A und des j-ten Spaltenvektors von B ist. Mit
anderen Worten: Es gilt

cij =
mX

k=1

aik bkj

für alle i = 1 . . . l und alle j = 1 . . . n.

Beispiel Das Produkt einer (3, 2)-Matrix und einer (2, 4)-Matrix ist
0

@
a11 a12
a21 a22
a31 a32

1

A ·
✓
b11 b12 b13 b14
b21 b22 b23 b24

◆

=

0

@
a11b11 + a12b21 a11b12 + a12b22 a11b13 + a12b23 a11b14 + a12b24
a21b11 + a22b21 a21b12 + a22b22 a21b13 + a22b23 a21b14 + a22b24
a31b11 + a32b21 a31b12 + a32b22 a31b13 + a32b23 a31b14 + a32b24

1

A

und damit eine (3, 4)-Matrix. Beachte, dass das Produkt einer (2, 4)-Matrix und einer
(3, 2)-Matrix nicht definiert ist.

Bemerkung Wir werden im Laufe der Vorlesung sehen, dass diese auf den ersten
Blick seltsam anmutende Matrizenmultplikation sehr sinnvoll ist und in der Natur der
Sache begründet liegt. Eine komponentenweise Multiplikation zweier (m, n)-Matrizen
könnte zwar definiert werden, wäre aber ziemlich nutzlos.

Beispiel Das Produkt einer (2, 2)-Matrix und einer (2, 2)-Matrix ist
✓
a11 a12
a21 a22

◆
·
✓
b11 b12
b21 b22

◆
=

✓
a11b11 + a12b21 a11b12 + a12b22
a21b11 + a22b21 a21b12 + a22b22

◆
.

Ganz allgemein können zwei quadratische (n, n)-Matrizen zu einer (n, n)-Matrix mul-
tipliziert werden. Beachte aber

✓
b11 b12
b21 b22

◆
·
✓
a11 a12
a21 a22

◆
=

✓
a11b11 + a21b12 a12b11 + a22b12
a11b21 + a21b22 a12b21 + a22b22

◆

d.h. es gilt im Allgemeinen A ·B 6= B ·A. Die Multiplikation quadratischer Matrizen
ist also nicht kommutativ!

Beispiel

✓
1 1
�1 �1

◆
·
✓

1 �1
�1 1

◆
=

✓
0 0
0 0

◆
,

✓
1 �1
�1 1

◆
·
✓

1 1
�1 �1

◆
=

✓
2 2
�2 �2

◆

Die rechte Seite im ersten Produkt ist übrigens die Null im Vektorraum aller (2, 2)-
Matrizen (bzw. eine sogenannte Nullmatrix), die manchmal auch mit 0 bezeichnet wird.
Beachte, dass aus A ·B = 0 weder B ·A = 0 noch A = 0 oder B = 0 folgt.

*Bemerkung Aus Sicht der Mathematischen Algebra ist die Menge aller (n, n)-
Matrizen ein nichtkommutativer Ring, der nichttriviale Nullteiler besitzt.
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Beispiel Elemente des Rn (bzw. des Cn) können in natürlicher Weise als (n, 1)-
Matrizen betrachtet werden, eben weil wir sie als Spaltenvektoren schreiben. Insbeson-
dere kann eine (m, n)-Matrix mit einem Spaltenvektor der Dimension n multipliziert
werden, wobei via

0

B@
a11 . . . a1n
...

...
am1 . . . amn

1

CA ·

0

B@
x1
...
xn

1

CA =

0

BBBBBB@

nX

k=1

a1kxk

...
nX

k=1

amkxk

1

CCCCCCA

ein Spaltenvektor der Dimension m entsteht.

Beobachtung Das lineare Gleichungssystem

a11x1 + . . .+ a1nxn = b1
...

am1x1 + . . .+ amnxn = bm

kann als A ·x = b geschrieben werden. Das ist eine erste — aber weder die letzte noch
die beste — Motivation, Matrizen zu studieren.

Rechenregeln der Multiplikation Aus den obigen Definitionen kann man durch
Nachrechnen die folgenden Regeln ableiten:

�
A+B

�
·C = A ·C+B ·C

A ·
�
B+C

�
= A ·B+A ·C

�
A ·B

�
·C = A ·

�
B ·C

�

A ·
�
�B
�
=
�
� ·A

�
·B = � ·

�
A ·B

�

Hierbei müssen natürlich die Spalten- und Zeilenanzahlen der beteiligten Matrizen
jeweils zueinander passen.

Einheitsmatrix Für jedes n 2 N wird die (n, n)-Matrix

In =

0

B@
1 0

. . .
0 1

1

CA

als Einheitsmatrix bezeichnet, wobei die Schreibweise so zu verstehen ist, dass jeder
Diagonaleintrag 1 ist und alle anderen Einträge 0 sind. Es gilt also

I2 =

✓
1 0
0 1

◆
, I3 =

0

@
1 0 0
0 1 0
0 0 1

1

A , I4 =

0

BB@

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

1

CCA , usw.

Für jede (n, n)-Matrix rechnet man nach, dass A · In = A = In ·A.
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Die Transponierte einer Matrix Für jede Matrix

A =

0

B@
a11 . . . a1n
...

...
am1 . . . amn

1

CA 2 R(m,n) wird AT =

0

B@
a11 . . . am1
...

...
a1n . . . amn

1

CA 2 R(n,m)

als die Transponierte zu A bezeichnet. Analog wird die Transponierte von komplexen
Matrizen eingeführt.

Rechenregeln

(A+B)T = AT +BT

(� ·A)T = � ·AT

�
AT
�T

= A

(A ·B)T = BT ·AT

Beispiel

✓
1 2 3
4 5 6

◆T

=

0

@
1 4
2 5
3 6

1

A ,

✓
1 2
3 4

◆T

=

✓
1 3
2 4

◆

Bemerkung Die Transponierte eines Spaltenvektors ist dabei ein Zeilenvektor und
umgekehrt, wobei das Produkt aus Zeilen- und Spaltenvektor gerade als Skalarprodukt
interpretiert werden kann. Genauer gesagt, für x,y 2 Rn gilt

xT · y =
�
x1 . . . xn

�
·

0

B@
y1
...
yn

1

CA =
nX

j=1

xjyj = hx, yi = hy, xi = yT · x 2 R .

Beachte aber, dass

x · yT =

0

B@
x1
...
xn

1

CA ·
�
y1 . . . yn

�
=

0

B@
x1 · y1 . . . x1 · yn

...
...

xn · y1 . . . xn · yn

1

CA 2 R(n, n) .

Definition Eine reelle quadratische Matrix A 2 R(n, n) heißt:

symmetrisch falls A = AT

orthogonal falls A ·AT = AT ·A = In

positiv definit falls A symmetrisch ist und xT ·A · x > 0 für alle x 6= 0 2 Rn

Die Nützlichkeit dieser Begri↵e wird sich uns aber erst später erschließen.

Bemerkung Bei einer orthogonalen (n, n)-Matrix bilden die Spaltenvektoren sowie
die Zeilenvektoren jeweils eine ON-Basis des Rn, zum Beispiel

A =

✓
cos (✓) � sin (✓)
sin (✓) cos (✓)

◆
, ✓ 2 R .
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Operationen mit komplexen Matrizen Für A 2 C(m,n) ist

A :=

0

B@
a11 . . . a1n
...

...
am1 . . . amn

1

CA 2 C(m,n)

die konjugierte Matrix und A⇤ := A
T 2 C(m,n) die adjungierte Matrix.

Definition Eine komplexe quadratische Matrix A 2 C(n, n) heißt:

hermitesch falls A = A⇤

unitär falls A ·A⇤ = A⇤ ·A = In
positiv definit falls A hermitesch ist und x⇤ ·A · x > 0 für alle x 6= 0 2 Cn

Vorlesung 11, 13. November 2019

4.2 Lineare Gleichungssysteme – Praxis

Einfache Beispiele und Mächtigkeit der Lösungsmenge

Beispiel

x1 + x2 = 1
� x1 + 2 · x2 = 5

Wir können die Lösungen – jede Lösung besteht aus je einem Wert für x1 und x2 – auf
verschiedene Weisen ableiten

1. Wir raten eine Lösung, können uns dann aber nicht sicher sein, ob es noch andere
gibt.

2. Wir bestimmen die Lösung graphisch als die Schnittpunkte zweier Geraden in
der Ebene (siehe Bild).

3. Wir lösen die erste Gleichung nach x2 auf und setzen die entstehende Formel in
die zweite Gleichung ein. Das ergibt

x2 = 1� x1 , �x1 + 2 · (1� x1) = 5

und nach einfachen Umformungen erhalten wir

x1 = �1 , x2 = 2 .

Insbesondere gibt es in diesem Beispiel genau eine Lösung.
Bemerkung : Wir hätten natürlich auch die erste Gleichung nach x1 oder die zweite
Gleichung nach x2 auflösen können und letztlich dasselbe Ergebnis erhalten.

4. Wir betrachten geschickte Linearkombinationen der Gleichungen. Zweimal die
erste Gleichung minus einmal die zweite Gleichung sowie die Summe beider Glei-
chungen ergeben

2 · (x1 + x2) + (�1) · (�x1 + 2x2) = 2 · 1 + (�1) · 5 ,
1 · (x1 + x2) + 1 · (�x1 + 2x2) = 1 · 1 + 1 · 5
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und damit auch

3 · x1 + 0 · x2 = �3 , 0 · x1 + 3 · x2 = 6 .

Insbesondere gibt es im umgeformten Gleichungssystem viele Nullen und wir
können die Lösung direkt ablesen.

Die ersten drei Lösungsmöglichkeiten sind nur bei kleinen Systemen praktikabel. Die
vierte werden wir jedoch zu einem Algorithmus verallgemeinern können, der dann ent-
weder manuell umgesetzt oder (mit einigen Modifikationen) auch im Computer imple-
mentiert werden kann.

Beispiel Ausgehend von

x1 � x2 = 1
� 2x1 + 2x2 = �2

bemerken wir, dass zweimal die erste Gleichung plus die zweite Gleichung

0 · x1 + 0 · x2 = 0

liefert, d.h. die beiden Gleichungen sind linear abhängig. Oder anders gesagt: es handelt
sich bei dem gegebenen System eigentlich gar nicht um zwei Gleichungen, sondern nur
um eine, die nur zweimal leicht verschieden hingeschrieben wurde. Insbesondere gibt
es keine eindeutige Lösung, sondern unendlich viele, nämlich

x1 2 R beliebig , x2 = x1 � 1 .

Beispiel Für das Gleichungssystem

x1 + x2 = 1
2 · x1 + 2 · x2 = 5

multiplizieren wir die erste Gleichung mit 2 und subtrahieren die zweite Gleichung.
Das liefert

0 · x1 + 0 · x2 = �3

und wir schließen, dass es in diesem Beispiel keine Lösung geben kann.

-3 -2 -1 0 1 2 3
-3

-2

-1

0

1

2

3

x1

x 2

-3 -2 -1 0 1 2 3
-3

-2

-1

0

1

2

3

x1

x 2

-3 -2 -1 0 1 2 3
-3

-2

-1

0

1

2

3

x1

x 2

Die geometrische Lösungen der drei linearen Gleichungssysteme aus diesem Abschnitt. Lineare Gleichungssysteme aus

m Gleichungen für n Unbekannte besitzen immer eine geometrische Interpretation im Rn (als Schnittmengen von

Geraden, Ebenen, Hyperebenen usw).
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Prinzip Ganz allgemein kann man sagen: Ein lineares Gleichungssystem bestehend
aus m-Gleichungen für n Unbekannte kann entweder keine, genau eine, oder unendlich
viele (aber niemals genau zwei oder genau 17) Lösungen besitzen. Wir werden das
weiter unten besser verstehen.

Gibt es keine bzw. unendlich viele Lösungen, so nennt man das Gleichungssytem
überbestimmt bzw. unterbestimmt.

Achtung Man könnte meinen, dass ein lineares Gleichungssystem mit m < n (we-
niger Gleichungen als Unbekannte) oder m > n (mehr Gleichungen als Unbekannte)
immer unter- bzw. immer überbestimmt ist. Das gilt aber in dieser strengen Form
nicht immer, sondern nur, wenn die Gleichungen linear unabhängig sind und wenn sie
sich nicht widersprechen. Genausowenig kann man sagen (siehe die Beispiele), dass ein
System von n linearen Gleichungen für n Unbekannte immer eine eindeutige Lösung
hat.

Bemerkung Wir entwickeln in diesem Abschnitt die Lösungstheorie linearer Glei-
chungen. Nichtlineare Gleichungssysteme wie zum Beispiel

x1 � x2
2 = 1 , x2

1 + x2
2 + 3 · x2 = 5

sind zwar auch sehr wichtig (in der Mathematik und in den Anwendungen), aber im
Allgemeinen deutlich schwieriger zu verstehen.

Bemerkung Bei überbestimmten Gleichungssystemen kann mittels der Methode der
Kleinsten Fehlerquadrate eine optimale approximative Lösung gefunden werden, siehe
zum Beispiel [ABHKLS, Seite 508] für eine Einführung in dieses Thema.

Gauß-Elimination und Stufenform

Strategie Durch elementare Operationen kann jedes Gleichungssystem schrittweise
in eine Stufenform gebracht werden, aus der dann alle Lösungen durch direkte Rech-
nungen abgeleitet werden können.

Vereinfachende Notation Für das gegebene System

a11x1 + . . . + a1nxn = b1
...

...
...

am1x1 + . . . + amnxn = bm

werden
0

B@
a11 . . . a1n
...

...
am1 . . . amn

1

CA bzw.

0

B@
a11 . . . a1n b1
...

...
...

am1 . . . amn bm

1

CA

die Koe�zientenmatrix bzw. die erweiterte Koe�zientenmatrix genannt. Beachte, dass
wir x1, . . . , xn in Abhängigkeit der Koe�zienten aij und bi suchen.
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Klarstellung Wir werden im Folgenden ausschließlich mit reellen Zahlen rechnen,
d.h. es gilt aij 2 R und bi 2 R sowie xj 2 R. Alle wesentlichen Argumente und
Algorithmen können aber leicht auf den Fall komplexer Zahlen übertragen werden.

Beispiel Wir untersuchen das Gleichungssystem

0

@
1 �2 1 3
3 2 �1 1
�2 2 1 0

1

A

und erzeugen zunächst in der ersten Spalte Nullen, indem wir die erste Zeile mit �3
bzw. +2 multiplizieren und sie dann zur zweiten bzw. dritten Zeile addieren:

0

@
1 �2 1 3
0 8 �4 �8
0 �2 3 6

1

A .

Anschließend multiplizieren wir die dritte Zeile mit 4 und addieren zu ihr die zweite
Zeile:

0

@
1 �2 1 3
0 8 �4 �8
0 0 8 16

1

A .

Wir haben damit eine Stufenform erreicht und können die Lösung schrittweise durch
sogenanntes Rückwärtseinsetzen bestimmen:

x3 =
16

8
= 2 , x2 =

�8 + 4 · x3

8
= 0 x1 = 3 + 2 · x2 � x3 = 3� x3 = 1 .

Insbesondere ist die Lösung in diesem Beispiel eindeutig und kann als

x =

0

@
x1

x2

x3

1

A =

0

@
1
0
2

1

A

geschrieben werden.

Beispiel Wir betrachten die erweiterte Koe�zientenmatrix

0

@
0 2 �2 �1 1 0
1 2 0 3 2 �2
�1 1 �3 2 1 1

1

A

mit 3 Gleichungen und 5 Unbekannten. Um in der ersten Spalte möglichst viele Nullen
zu erzeugen, vertauschen wir zunächst die ersten beiden Zeilen und addieren anschlie-
ßend die dann erste Zeile zur dritten Zeile:

0

@
1 2 0 3 2 �2
0 2 �2 �1 1 0
0 3 �3 5 3 �1

1

A .
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Im nächsten Schritt multiplizieren wir die dritte Zeile mit �2 und addieren das Drei-
fache der zweiten Zeile: 0

@
1 2 0 3 2 �2
0 2 �2 �1 1 0
0 0 0 �13 �3 +2

1

A .

Damit haben wir auch in diesem Beispiel eine Stufenform erreicht und können die
Lösung wie folgt ablesen: Die dritte Zeile der Stufenform impliziert

x4 = � 3

13
x5 �

2

13
,

wobei x5 beliebig gewählt werden kann, und die anschließende Auswertung der zweiten
Stufenzeile liefert

x2 = x3 +
x4 � x5

2
= x3 �

8

13
x5 �

1

13
.

Schließlich erzwingt die erste Stufe

x1 = �2� 2x2 � 3x4 � 2x5 = �2x3 �
1

13
x5 �

18

13
und wir erhalten insgesamt

x =

0

BBBB@

x1

x2

x3

x4

x5

1

CCCCA
=

1

13

0

BBBB@

�18
�1
0
�2
0

1

CCCCA
+ x3

0

BBBB@

�2
1
1
0
0

1

CCCCA
+

x5

13

0

BBBB@

�1
�8
0
�3
13

1

CCCCA

als Formel für die allgemeine Lösung, wobei x3 und x5 jeweils beliebig gewählt werden
dürfen.

Beispiel Die erweiterte Koe�zientenmatrix
0

BB@

1 0 �1 0
0 1 1 1
2 �2 �4 2
�1 1 2 1

1

CCA

kann durch Addition geeigneter Vielfacher der ersten Zeile zur zweiten und dritten
Zeile in 0

BB@

1 0 �1 0
0 1 1 1
0 �2 �2 2
0 1 1 1

1

CCA

umgeformt werden, und anschließend durch Addition geeigneter Vielfacher der zweiten
Zeile zur dritten und vierten Zeile in die Stufenform0

BB@

1 0 �1 0
0 1 1 1
0 0 0 4
0 0 0 0

1

CCA

gebracht werden. Die vierte transformierte Gleichung formuliert dabei überhaupt keine
Bedingung an die xi, aber die dritte transformierte Gleichung zeigt, dass es in diesem
Beispiel keine Lösung gibt. Es handelt sich also um ein überbestimmtes Gleichungs-
system.
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Gauß-Elimination Durch sukzessives Anwenden der Umformungsregeln

1. Vertausche zwei Zeilen.

2. Multipliziere eine Zeile mit einer von 0 verschiedenen Zahl.

3. Addiere ein geeignetes Vielfaches einer Zeile zu einer anderen Zeile.

kann jedes lineare Gleichungssystem in eine äquivalente Stufenform gebracht werden,
wobei Stufenform meint, dass die Anzahl der Null-Koe�zienten in jeder Zeile zunimmt.
Die allgemeine Lösung kann dann durch Rückwärtseinsetzen bestimmt werden.

Bemerkung

1. Bei der Anwendung der Gauß-Elimination hat man gewisse Freiheiten (zum Bei-
spiel bei der Vertauschung der Zeilen). Das Endergebnis hängt aber nicht von
den konkret gewählten Schritten ab.

2. Der erste von 0 verschiedene Eintrag in jeder Zeile wird auch Pivot-Element der
Zeile genannt.

3. Varianten der Gauß-Elimination werden auch in der Numerischen Mathema-

tik zur approximativen Lösung linearer Gleichungssysteme verwendet. Aller-
dings muss dann durch sorgfältiges Vertauschen der Zeilen sichergestellt werden,
dass die Pivot-Elemente nicht zu klein werden, da andernfalls die unvermeid-
baren Rundungsfehler zu groß werden können. Oder anders gesagt: Die Gauß-
Elimination ist anfällig für Rundungsfehler und bei der numerischen Implemen-
tierung der Gauß-Eliminierung mit Gleitkommazahlen gibt es weitere Regeln zu
beachten.

4. Manchmal wird in der Literatur bei der Gauß-Elimination das Vertauschen zwei-
er Spalten zugelassen, was einer Umnummerierung der Unbekannten entspricht.
Sie sollten dies nur dann tun, wenn Sie ausreichend Erfahrung besitzen und die
wechselnde Nummerierung der Unbekannten immer konsequent und konsistent
berücksichtigen.

5. Man kann die Gauß-Elimination als eine LR-Zerlegung der Koe�zientenmatrix
interpretieren, d.h. man berechnet eigentlich eine Darstellung der Form

A = L ·R ,

wobei R eine rechte obere Dreiecksmatrix ist (die Stufenform) und die Transfor-
mationsschritte in einer linken unteren Dreiecks-Matrix kodiert werden können.
Für die Details sei auf Wikipedia oder [AORS, Abschnitt 4.4] verwiesen.

Notation Es gibt keine Standardnotation, um die Ergebnisse der Einzelschritte bei
einer Gauß-Elimination aufzuschreiben. Eine mögliche und praktische Notation benutzt
das Äquivalenzzeichen ⇠=, d.h. es gilt zum Beispiel

✓
2 1 �1
1 3 1

◆
⇠=
✓

2 1 �1
0 5 3

◆ h
(I), �(I) + 2 · (II)

i

wobei die eckigen Klammern uns daran erinnern, dass die erste Zeile unverändert
übernommen wurde und dass die zweite Zeile rechts als gewisse Linearkombination
der ersten beiden Zeilen links berechnet wurde.
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Gauß-Jordan-Verfahren und Diagonalmatrizen

Beobachtung Man kann durch Zeilenoperationen weitere Nullen in der transformier-
ten Koe�zientenmatrix erzeugen und im Fall von m = n die Koe�zientenmatrix ggf.
sogar in eine Diagonalform bringen.

Beispiel Wir betrachten das Gleichungssystem

0

BB@

0 1 1 0 1
1 1 0 �1 0
1 0 1 0 0
0 �1 0 1 0

1

CCA

und benutzen die Gauß-Elimination um nacheinander die äquivalent umgeformten Sy-
steme
0

BB@

1 1 0 �1 0
0 1 1 0 1
0 �1 0 1 0
0 �1 1 1 0

1

CCA ,

0

BB@

1 1 0 �1 0
0 1 1 0 1
0 0 1 1 1
0 0 2 1 1

1

CCA ,

0

BB@

1 1 0 �1 0
0 1 1 0 1
0 0 1 1 1
0 0 0 �1 �1

1

CCA

abzuleiten, aus dem die Lösung durch Rückwärtsenisetzen bestimmt werden könnte.
Man kann alternativ aber auch – und das nennt man das Gauß-Jordan-Verfahren –
weitere Umformungsschritte durchführen, indem man hier zunächst zu jeder Zeile ein
Vielfaches der vierten Zeile addiert:

0

BB@

1 1 0 0 1
0 1 1 0 1
0 0 1 0 0
0 0 0 �1 �1

1

CCA .

Anschließend kann man mit Hilfe der dritten bzw. zweiten Zeile weiter umformen
0

BB@

1 1 0 0 1
0 1 0 0 1
0 0 1 0 0
0 0 0 �1 �1

1

CCA ,

0

BB@

1 0 0 0 0
0 1 0 0 1
0 0 1 0 0
0 0 0 �1 �1

1

CCA

bis schließlich eine Diagonalmatrix entsteht. Im konkreten Beispiel kann man – da es
sich um einen quadratische Matrix handelt und alle Diagonaleinträge nicht verschwin-
den — im letzten Schritt jede Zeile mit einer geeigneten Zahl multiplizieren. Dies liefert

0

BB@

1 0 0 0 0
0 1 0 0 1
0 0 1 0 0
0 0 0 1 1

1

CCA

und damit die eindeutige Lösung

0

BB@

x1

x2

x3

x4

1

CCA =

0

BB@

0
1
0
1

1

CCA .
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Beispiel Man kann natürlich den Umweg über Stufenmatrizen vermeiden und gleich
versuchen, möglichst viele Nullen in jeder Spalte zu produzieren (diese Variante nennt
man auch Gauß-Jordan-Verfahren): Ausgehend von

0

@
1 2 0 1 1
1 2 �2 0 0
1 1 �1 1 0

1

A

gelingt dies zum Beispiel via
0

@
1 2 0 1 1
0 0 �2 �1 �1
0 �1 �1 0 �1

1

A ,

0

@
1 2 0 1 1
0 �1 �1 0 �1
0 0 �2 �1 �1

1

A

sowie
0

@
1 0 �2 1 �1
0 �1 �1 0 �1
0 0 �2 �1 �1

1

A ,

0

@
1 0 0 2 2
0 �1 0 1

2 �1
2

0 0 �2 �1 �1

1

A

und
0

@
1 0 0 2 2
0 1 0 �1

2
1
2

0 0 1 1
2

1
2

1

A .

Die allgemeine Lösung ist also:
0

BB@

x1

x2

x3

x4

1

CCA =
1

2

0

BB@

4
1
1
0

1

CCA+
x4

2

0

BB@

�4
1
�1
2

1

CCA .

Zusammenfassung Die Grundidee der Gauß-Elimination ist es, eine Stufenform zu
erzeugen, aus der alle Lösungen durch Rückwärtseinsetzen gewonnen werden können.
Die Grundidee des Gauß-Jordan-Verfahrens ist es, durch Umformungen möglichst vie-
le Nullen und pivotale Einsen auf der linken Seitr der Mittellinie zu erzeugen, um
aufwändige Rechungen beim Rückwärtseinsetzen zu vermeiden. Beide Strategien ba-
sieren dabei auf denselben elementaren Zeilenoperationen und liefern bei fehlerfreier
Umsetzung das gleiche Ergebnis.

gleichzeitiges Lösen mehrerer Gleichungen Gleichungssysteme mit gleicher Ko-
e�zientenmatrix, aber verschiedener rechter Seite, können parallel gelöst werden, in-
dem die Koe�zientenmatrix um mehrere Spalten erweitert wird.

Beispiel Um das Gleichungssystem

x1 + 2x2 = b1 , x1 + 4x4 = b2

für die zwei rechten Seiten

b =

✓
0
�8

◆
bzw. b =

✓
1
1

◆
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zu lösen, betrachten wir die erweiterte Koe�zientenmatrix

✓
1 2 0 1
1 4 �8 1

◆

und transformieren diese via
✓

1 2 0 1
0 2 �8 0

◆
,

✓
1 0 +8 1
0 2 �8 0

◆
,

✓
1 0 +8 1
0 1 �4 0

◆
.

Insbesondere gilt

x =

✓
8
�4

◆
bzw. x =

✓
1
0

◆
.

Beispiel Wir betrachten die erweiterte Koe�zientenmatrix

0

@
1 0 1 1 0 0
1 1 �1 0 1 0
1 �1 2 0 0 1

1

A ,

in der die Einheitsmatrix I3 rechts von der Mittellinie steht. Nach den Umformungen

0

@
1 0 1 1 0 0
0 1 �2 �1 1 0
0 �1 1 �1 0 1

1

A ,

0

@
1 0 1 1 0 0
0 1 �2 �1 1 0
0 0 �1 �2 1 1

1

A

und
0

@
1 0 0 �1 1 1
0 1 0 3 �1 �2
0 0 �1 �2 1 1

1

A ,

0

@
1 0 0 �1 1 1
0 1 0 3 �1 �2
0 0 1 2 �1 �1

1

A

steht die Einheitsmatrix schließlich links von der Mittellinie. Insbesondere implizieren
unsere Rechnungen — siehe den Abschnitt unten über inverse Matrizen — die Matri-
zengleichung

A ·B = I3 = B ·A , A =

0

@
1 0 1
1 1 �1
1 �1 2

1

A , B =

0

@
�1 1 1
3 �1 �2
2 �1 �1

1

A = A�1

und wir schließen, dass das Gauß-Jordan-Verfahren zur Berechnung inverser Matrizen

geeignet ist. Sollte die Inverse nicht existieren, so entsteht eine transformierte Koe�-
zientenmatrix, in der mindestens eine Zeile kein von Null verschiedenes Pivot-Element
besitzt.

4.3 Lineare Gleichungssysteme – Theorie

Klarstellung Alle Resultate aus diesem Abschnitt gelten analog auch für komplexe
Matrizen.
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Motivation Wir betrachten in diesem Abschnitt das Gleichungssystem

A · x = b ,

wobei wir in aller Regel die Lösung x 2 Rn suchen und A 2 R(m,n) sowie b 2 Rm

gegeben sind. Dabei heißt das Gleichungssystem homogen, falls b = 0 gilt, andernfalls
inhomogen. Beachte, dass es im homogenen Fall immer die triviale Lösung x = 0 gibt.

Theorem (Lösungsraum linearer Gleichungen)

1. Die Menge aller Lösungen der homogenen Gleichung ist ein linearer Unterraum
von Rn, den man den Kern der MatrixA nennt – bzw. mit ker (A) abkürzt — und
dessen Dimension wir mit k  n bezeichnen. Insbesondere gibt es k Basisvektoren
x(1), . . . ,x(k), so dass die allgemeine homogene Lösung von A · x = 0 als

x =
kX

j=1

↵j · x(j)

mit ↵j 2 R geschrieben werden kann.

2. Wurde eine spezielle Lösung x(⇤) der inhomogenen Gleichung gefunden, so kann
die allgemeine inhomogene Lösung als

x = x(⇤) +
kX

j=1

↵j · x(j)

dargestellt werden.

Beweis, Teil 1: Die Menge

ker (A) :=
�
x 2 Rn : A · x = 0

 

ist o↵ensichtlich Unterraum, denn für alle x, x̃ 2 ker (A) und alle �, �̃ 2 R gilt wegen

A ·
⇣
� · x+ �̃ · x̃

⌘
= � ·A · x+ �̃ ·A · x̃ = � · 0+ �̃ · 0 = 0

auch � · x+ �̃ · x̃ 2 kerA.

Beweis, Teil 2: Für jede Lösung x der inhomogenen Gleichung gilt

A ·
�
x� x(⇤)� = A · x�A · x(⇤) = b� b = 0 ,

d.h. die Di↵erenz zweier inhomogener Lösungen ist eine Lösung der homogenen Glei-
chung.

Bemerkung Sofern es überhaupt Lösungen der inhomogenen Gleichung gibt, hängt
die Anzahl der Lösungen der Gleichung A · x = b entscheidend von den Eigenschaften
der Matrix A ab.
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Vorlesung 12, 15. November 2019

Beispiel Für

A =

✓
1 0 2
0 1 �3

◆
, b =

✓
3
0

◆

gilt

ker (A) = span

8
<

:

0

@
�2
3
1

1

A

9
=

;

und damit k = 1, denn die Gleichung A · x = 0 impliziert

x1 + 2x3 = 0 , x2 � 3x3 = 0

und damit

x 2 kerA =) x =

0

@
�2x3

3x3

x3

1

A = x3

0

@
�2
3
1

1

A .

Außerdem ist

x(⇤) =

0

@
1
3
1

1

A

eine spezielle inhomogene Lösung (Nachrechnen!). Die allgemeine Lösung der inhomo-
genen Gleichung ist damit

x = x3

0

@
�2
3
1

1

A bzw. x =

0

@
1
3
1

1

A+ x3

0

@
�2
3
1

1

A ,

wobei x3 2 R jeweils beliebig gewählt werden darf.

Beispiel Mit

A =

✓
1 2
0 �1

◆
, b =

✓
2
�3

◆

gilt k = 0, d.h. ker (A) ist der sogenannte Nullraum {0}, der nur aus der trivialen
Lösung besteht, und es gilt k = 0. Insbesondere gibt es genau eine Lösung des inho-
mogenen Problems, nämlich

x =

✓
�4
3

◆
.

Rang von Matrizen

Definition Die Anzahl der linear unabhängigen Zeilenvektoren der Matrix A wird
Zeilenrang von A genannt und mit Rang (A) bezeichnet.

Michael Herrmann: Mathematik für Elektrotechniker 1 Version vom 7.2.2020



78 4. Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

Theorem (Dimensionsformel) Für jede (m, n)-Matrix A gilt

dim
�
ker (A)

�
+ Rang (A) = n

Beweis Wir bemerken zunächst, dass die Umstellungen der Gauß-Elimination weder
den Rang noch den Kern der Matrix ändern (Übungsaufgabe). Mit b = 0 bricht die
Gauß-Elimination nach r Schritten ab und liefert die erweiterte Koe�zientenmatrix

0

BBBBBBB@

ã11 ã12 . . . ã1(r�1) ã1r ã1(r+1) . . . ã1n 0
0 ã22 . . . ã2(r�1) ã2r ã2(r+1) . . . ã2n 0
...

... 0
0 0 . . . 0 ãrr ãr(r+1) . . . ãrn 0
0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0

1

CCCCCCCA

,

wobei wir hier der Einfachheit halber annehmen wollen, dass alle Pivot-Elemente
ã11, ã22, . . . , ãrr jeweils nicht verschwinden (um dies in wirklich jedem Fall sicherzu-
stellen, muss man ggf. die Unbekannten umnummerieren bzw. Spalten vertauschen).
Man sieht nun leicht, dass in einer homogenen Lösung — d.h. in einem Vektor x 2 Rn

mit A · x = 0 — die Komponenten xr+1, . . . , xn beliebig gewählt werden können und
dass dann alle anderen Komponenten x1, . . . , xr durch Rückwärtseinsetzen bestimmt
werden können. Die Stufenmatrix zeigt also, dass der Kern von A genau k = n� r Di-
mensionen (bzw. Freiheitsgrade) besitzt. Außerdem gibt r gerade die Anzahl der linear
unabhängigen Zeilen an, d.h. r ist der Zeilenrang der Matrix A.

Klarstellung

Klarstellung Die obige Dimensionsformeln gilt sowohl für quadratische und als auch
für nicht-quadratische Matrizen, wobei die Dimension des Kernes und der Zeilenrang
sich immer zur Anzahl der Spalten addieren. Die folgenden Äquivalenzaussagen gelten
in der angegebenen Form nur für quadratische Matrizen.

Folgerung (Lösbarkeitskriterium bei quadratischen Matrizen) Die folgenden
vier Aussagen sind für jede quadratische (n, n)-Matrix zueinander äquivalent.

1. Es gilt dim
�
ker (A)

�
= 0.

2. Es gilt Rang (A) = n.

3. Die homogene Gleichung A · x = 0 besitzt nur die triviale Lösung x = 0.

4. Die inhomogene Gleichung A ·x = b besitzt für jedes b 2 Rn genau eine Lösung.

Beweis Das ist eine Übungsaufgabe zur Anwendung der Dimensionsformel und des Sat-
zes über den Lösungsraum linearer Gleichungen. Beachte, dass sehr viele Implikationen
zu zeigen sind, nämlich

Aussage i ) Aussage j

für jede Wahl von i, j 2 {1, 2, 3, 4} mit i 6= j.
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Beispiel Für

A =

0

@
1 2 0
0 3 �4
1 1 2

1

A

gilt o↵ensichtlich Rang (A) = 3 und damit dim
�
ker (A)

�
= 0.

Bemerkung Sei m < n und A eine beliebige (m, n)-Matrix. Dann besitzt die ho-
mogene Gleichung A · x = 0 nach dem Dimensionssatz mindestens n � m linear un-
abhängige Lösungen (aber vielleicht noch mehr). Die inhomogene Gleichung muss aber
trotzdem keine Lösung besitzen.

Beispiel Für

A =

✓
1 0 1 1
�1 0 �1 �1

◆

gilt Rang (A) = 1 und damit dim
�
ker (A)

�
= 3. Insbesondere beschreibt

ker (A) = span

8
>><

>>:

0

BB@

0
1
0
0

1

CCA ,

0

BB@

�1
0
1
0

1

CCA ,

0

BB@

�1
0
0
1

1

CCA

9
>>=

>>;

alle Lösungen x 2 R4 der homogenen Gleichung A · x = 0 2 R2, aber es gibt für

b =

✓
1
1

◆

keine Lösung der inhomogenen Gleichung A · x = b.

Lemma (Bedeutung der Spalten einer Matrix) Sei A 2 R(m,n) eine beliebige
Matrix und seien a(1), . . . , a(n) die entsprechenden Spaltenvektoren (Elemente des Rm).
Dann gilt

A · x = x1 · a(1) + . . .+ xn · a(n) .

Beweis : Nachrechnen analog zum folgenden Beispiel.

Beispiel

✓
a11 a12 a13
a21 a22 a23

◆
·

0

@
x1

x2

x3

1

A =

✓
a11x1 + a12x2 + a13x3

a21x1 + a22x2 + a23x3

◆

= x1

✓
a11
a21

◆
+ x2

✓
a12
a22

◆
+ x3

✓
a32
a32

◆

Definition Der Spaltenrang von A 2 R(m,n) ist die Anzahl der linear unabhängigen
Spaltenvektoren.
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Theorem (Es gibt nur einen Rang.) Für jede (quadratische oder nicht-
quadratische) Matrix sind Zeilen- und Spaltenrang gleich.

Beweis Sei l der Spaltenrang von A. Dann können wir o.B.d.A. — d.h.
”
ohne Be-

schränkung der Allgemeinheit“ — annehmen, dass die n Spaltenvektoren a(1), . . . , a(l) 2
Rm linear unabhängig sind und finden Koe�zienten �ki 2 R so dass

a(k) =
lX

i=1

�kia
(i) für alle k = l + 1, . . . , n

Damit gilt (beachte den Wechsel des Laufindexes von k zu i in der ersten Summe der
zweiten Zeile)

A · x =
nX

k=1

xka
(k) =

lX

k=1

xka
(k) +

nX

k=l+1

lX

i=1

xk�kia
(i)

=
lX

i=1

xia
(i) +

lX

i=1

� nX

k=l+1

xk�ki
�
a(i)

=
lX

i=1

�
xi +

nX

k=l+1

xk�ki
�
a(i)

und wir erhalten die Implikation

0 = A · x () xi = �
nX

k=l+1

xk�ki für alle i = 1 . . . l.

Hieraus schließen wir, dass die Dimension von ker
�
A
�
gerade n� l ist, denn für jeden

Vektor x 2 kerA können die Komponenten xl+1, . . . , xn beliebig gewählt werden und
legen dann die Werte von x1, . . . , xl eindeutig fest (siehe auch das nächste Beispiel).
Die Behauptung folgt nun mit der Dimensionsformel.

Beispiel Um die Argumente im Beweis zu illustrieren, betrachten wir

A =

0

@
1 2 1
�1 �2 �1
0 1 2

1

A .

Diese Matrix besitzt die Spaltenvektoren

a(1) =

0

@
1
�1
0

1

A , a(2) =

0

@
2
�2
1

1

A , a(3) =

0

@
1
�1
2

1

A ,

wobei die zwei Vektoren a(1), a(2) linear unabhängig sind und außerdem

a(3) = �31 · a(1) + �32 · a(2) mit �31 = �3 , �32 = 2

gilt. Insbesondere besitzt A den Spaltenrang 2. Andererseits hatten wir im Beweis
gesehen, dass

A · x =
�
x1 + �31x3

�
· a(1) +

�
x2 + �32x3

�
· a(2)
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für jeden Vektor x 2 R3 gilt und hieraus der Kern von A abgelesen werden kann: Es
gilt A · x = 0 genau dann, wenn

x1 = ��31x3 , x2 = ��32x3 bzw. x = x3

0

@
3
�2
1

1

A ,

und es folgt

kerA = span

8
<

:

0

@
3
�2
1

1

A

9
=

; .

Die Dimensionsformel besagt, dass der Zeilenrang von A auch 2 = 3 � dimkerA ist,
und dies ist o↵ensichtlich auch die Anzahl der linear unabhängigen Zeilenvektoren von
A.

Beispiel Die Matrix

✓
2 1 0
1 2 1

◆

besitzt o↵ensichtlich den Zeilenrang 2 und damit nach dem Theorem auch den Spal-
tenrang 2. Insbesondere kann der Nullvektor in R2 durch eine nichttriviale Linearkom-
bination der drei Spaltenvektoren der Matrix dargestellt werden, nämlich als

✓
0
0

◆
= 1 ·

✓
2
1

◆
� 2 ·

✓
1
2

◆
+ 3 ·

✓
0
1

◆
,

aber je zwei der drei Spaltenvektoren sind aber linear unabhängig. Nach Dimensions-
formel gilt auch dim (kerA) = 3� 2 = �1 und mit direkte Rechnungen ergibt sich

kerA = span

8
<

:

0

@
1
�2
3

1

A

9
=

; .

4.4 Quadratische Matrizen

Klarstellung Alles gilt wieder auch für komplexe Matrizen.

Invertierbare und Inverse Matrizen

Definition Eine quadratische Matrix A 2 R(n, n) mit Rang (A) = n bzw.
Rang (A) < n heißt regulär bzw. singulär.

Definition Eine quadratische Matrix A 2 R(n, n) heißt invertierbar, falls es eine
weitere quadratische Matrix A�1 2 R(n, n) gibt, so dass

A ·A�1 = In = A�1 ·A ,

wobei A�1 die sogenannte Inverse Matrix von A ist.
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Theorem (Invertierbarkeit gleich Regularität) Eine Matrix A 2 R(n, n) ist
genau dann invertierbar, wenn sie regulär ist.

Beweis, Hinrichtung: Wir zeigen, dass jede invertierbare Matrix A auch regulär ist.
Dazu betrachten wir x 2 Rn mit A · x = 0 und bemerken

x = In · x = A�1 ·A · x = A�1 · 0 = 0 .

Insbesondere gilt also ker
�
A
�
= {0} bzw. dim

�
ker (A)

�
= 0 und die Dimensionsformel

liefert Rang (A) = n.

Beweis, Rückrichtung: Wir wollen nun zeigen, dass jede reguläre Matrix A auch in-
vertierbar ist. Dazu bemerken wir, dass es für jedes i = 1, . . . , n genau einen Vektor
x(i) 2 Rn gibt, so dass

A · x(i) = ei ,

wobei ei gerade der i-te Einheitsvektor (bzw. der i-te kanonische Basisvektor) ist. Diese
Vektoren sind wegen

0 =
nX

i=1

⌫i · x(i) =) 0 = A ·
 

nX

i=1

⌫i · x(i)

!
=

nX

i=1

⌫i ·A · x(i) =
nX

i=1

⌫i · ei

=) ⌫1 = . . . = ⌫n = 0

linear unabhängig. Wir bezeichnen mit X die Matrix, deren Spaltenvektoren gerade
die x(i) sind, und bemerken, dass nach Konstruktion

A ·X = In

gilt (Nachrechnen analog zum vorherigen Lemma!). Außerdem haben wir soeben ge-
zeigt, dass der Spaltenrang von X gleich n ist, d.h. es gilt Rang (X) = n und X ist
also regulär. Es bleibt zu zeigen, dass auch X ·A = In gilt (das folgt wegen der Nicht-
Kommutativität der Matrizenmultiplikation nicht unmittelbar aus A · X = In). Wir
können alle unsere Argumente mit X statt A wiederholen und erhalten eine reguläre
Matrix Y mit X ·Y = In. Dann gilt

X ·A =
�
X ·A

�
· In =

�
X ·A

�
·
�
X ·Y

�

= X ·
�
A ·X

�
·Y = X · In ·Y = X ·Y

= In

und der Beweis ist beendet, da X alle gewünschten Eigenschaften besitzt.

Bemerkung

1. Zu jeder regulären Matrix A kann es nur eine Inverse geben, denn A · X = In
impliziert, dass der i-te Spaltenvektor x(i) von X gerade die eindeutige Lösung
der inhomogenen Gleichung A · x(i) = ei ist.

2. Für jedes reguläre A kann A�1 durch das Gauß-Jordan-Verfahren berechnet wer-
den (siehe oben).

3. IstA regulär, so ist für jedes b 2 Rn die eindeutige Lösung der GleichungA·x = b
durch x = A�1 · b gegeben.

4. Nicht-quadratische Matrizen können niemals invertierbar sein. Es gibt aber das
allgemeinere Konzept von Pseudo-Inversen, siehe Wikipedia.
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Inverse von (2, 2)-Matrizen Für eine (2, 2)-Matrix

A =

✓
a11 a12
a21 a22

◆
gilt A�1 =

1

a11a22 � a12a22

✓
a22 �a12
�a21 a11

◆
,

sofern detA = a11a22 � a12a22 6= 0.

Regeln für Inverse Matrizen

1. A·B = I impliziert schon (siehe zum Beispiel die Determinantenformel weiter un-
ten), dass A und B beide regulär und damit auch invertierbar sind. Insbesondere
gilt dann schon A = B�1 und B = A�1 und B ·A = I.

2. Sind A und B beide invertierbar, so ist auch A ·B invertierbar und es gilt
�
A ·B

��1
= A�1 ·B�1

3. Es gilt
�
A�1

��1
= I.

Vorlesung 13, 18. November 2019

Exkurs über Permutationen

Definition Eine n-stellige Permutation � ist eine bijektive Abbildung der Menge
{1, 2, . . . , n} in sich. Wir schreiben

� : i 2 {1, . . . , n} 7! �i 2 {1, . . . , n} bzw. � = (�1, . . ., �n)

Die Menge aller n-stelligen Permutationen wollen wir mit Sn bezeichnen und bemerken,
dass #Sn = n!.

Beispiele

S2 = {(1, 2) , (2, 1)}
S3 = {(1, 2, 3) , (1, 3, 2) , (2, 1, 3) , (2, 3, 1) , (3, 1, 2) , (3, 2, 1)}

Operationen mit Permutationen Permutationen können — da sie Abbildungen
sind — in natürlicher Weise komponiert werden. So gilt zum Beispiel

(1, 3, 2) � (2, 1, 3) = (3, 1, 2) ,

(2, 1, 3) � (1, 3, 2) = (2, 3, 1) ,

(1, 3, 2) � (1, 3, 2) = (1, 2, 3) ,

sowie

(2, 1, 4, 3) � (3, 4, 1, 2) = (4, 3, 2, 1) .

Da Permutationen aber auch bijektive Abbildungen sind, können sie sogar invertiert
werden. So gilt zum Beispiel

��1 = (1, 3, 2) für � = (1, 3, 2) ��1 = (3, 1, 2) für � = (2, 3, 1)

sowie

��1 = (4, 1, 3, 2) für � = (2, 4, 3, 1)
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84 4. Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

*Bemerkung Die Menge Sn bildet mit der Komposition eine nicht-kommutative
Gruppe, wobei das neutrale Element gerade die Identitätsabbildung (1, 2, . . ., n�1, n)
(bzw. die triviale Permutation) ist.

Einfache Permutationen Transpositionen sind Permutationen, bei denen nur zwei
Elemente vertauscht werden, zum Beispiel

(1, 3, 2) , (4, 2, 3, 1) , (2, 1, 3, 4)

sowie

(1, 6, 3, 4, 5, 2) , (1, 2, 4, 3, 5, 6) .

Insbesondere ist jede Transposition zu sich selbst invers und wir benutzen für die n-
stellige Transposition, die die Zahlen i und j miteinander vertauscht, auch die Kurz-
schreibweise [i, j].

Theorem (Zerlegungssatz) Jede Permutation kann als Komposition endlich vie-
ler Transpositionen geschrieben werden. Diese Zerlegung ist zwar im Allgemeinen nicht
eindeutig, aber man benötigt für eine gegebene Permutation entweder immer eine ge-
rade oder immer eine ungerade Anzahl von Transpositionen.

Beweis: siehe [AORS, Seite 98].

1

2

3

4
<latexit sha1_base64="vzRtE4tVHA83ljXZ+uyaGWZVkRM=">AAAB8XicbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRbBU9ltC3osevFYwX5gs5Rsmm1Ds9klyQpl6b/w4kERr/4bb/4b03YP2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ylsbG5t7xR3S3v7B4dH5eOTjo5TRVmbxiJWvYBoJrhkbcONYL1EMRIFgnWDye3c7z4xpXksH8w0YX5ERpKHnBJjpUcP4xrGdYwbg3LFrboLoHXi5aQCOVqD8hcexjSNmDRUEK37npsYPyPKcCrYrIRTzRJCJ2TE+pZKEjHtZ4uLZ+jCKkMUxsqWNGih/p7ISKT1NApsZ0TMWK96c/E/r5+a8NrPuExSwyRdLgpTgUyM5u+jIVeMGjG1hFDF7a2Ijoki1NiQSjYEb/XlddKpVb16tXbfqDRv8jiKcAbncAkeXEET7qAFbaAg4Rle4c3Rzovz7nwsWwtOPnMKf+B8/gACR4/U</latexit>
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<latexit sha1_base64="vzRtE4tVHA83ljXZ+uyaGWZVkRM=">AAAB8XicbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRbBU9ltC3osevFYwX5gs5Rsmm1Ds9klyQpl6b/w4kERr/4bb/4b03YP2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ylsbG5t7xR3S3v7B4dH5eOTjo5TRVmbxiJWvYBoJrhkbcONYL1EMRIFgnWDye3c7z4xpXksH8w0YX5ERpKHnBJjpUcP4xrGdYwbg3LFrboLoHXi5aQCOVqD8hcexjSNmDRUEK37npsYPyPKcCrYrIRTzRJCJ2TE+pZKEjHtZ4uLZ+jCKkMUxsqWNGih/p7ISKT1NApsZ0TMWK96c/E/r5+a8NrPuExSwyRdLgpTgUyM5u+jIVeMGjG1hFDF7a2Ijoki1NiQSjYEb/XlddKpVb16tXbfqDRv8jiKcAbncAkeXEET7qAFbaAg4Rle4c3Rzovz7nwsWwtOPnMKf+B8/gACR4/U</latexit>
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4
<latexit sha1_base64="vzRtE4tVHA83ljXZ+uyaGWZVkRM=">AAAB8XicbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRbBU9ltC3osevFYwX5gs5Rsmm1Ds9klyQpl6b/w4kERr/4bb/4b03YP2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ylsbG5t7xR3S3v7B4dH5eOTjo5TRVmbxiJWvYBoJrhkbcONYL1EMRIFgnWDye3c7z4xpXksH8w0YX5ERpKHnBJjpUcP4xrGdYwbg3LFrboLoHXi5aQCOVqD8hcexjSNmDRUEK37npsYPyPKcCrYrIRTzRJCJ2TE+pZKEjHtZ4uLZ+jCKkMUxsqWNGih/p7ISKT1NApsZ0TMWK96c/E/r5+a8NrPuExSwyRdLgpTgUyM5u+jIVeMGjG1hFDF7a2Ijoki1NiQSjYEb/XlddKpVb16tXbfqDRv8jiKcAbncAkeXEET7qAFbaAg4Rle4c3Rzovz7nwsWwtOPnMKf+B8/gACR4/U</latexit>
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<latexit sha1_base64="vzRtE4tVHA83ljXZ+uyaGWZVkRM=">AAAB8XicbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRbBU9ltC3osevFYwX5gs5Rsmm1Ds9klyQpl6b/w4kERr/4bb/4b03YP2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ylsbG5t7xR3S3v7B4dH5eOTjo5TRVmbxiJWvYBoJrhkbcONYL1EMRIFgnWDye3c7z4xpXksH8w0YX5ERpKHnBJjpUcP4xrGdYwbg3LFrboLoHXi5aQCOVqD8hcexjSNmDRUEK37npsYPyPKcCrYrIRTzRJCJ2TE+pZKEjHtZ4uLZ+jCKkMUxsqWNGih/p7ISKT1NApsZ0TMWK96c/E/r5+a8NrPuExSwyRdLgpTgUyM5u+jIVeMGjG1hFDF7a2Ijoki1NiQSjYEb/XlddKpVb16tXbfqDRv8jiKcAbncAkeXEET7qAFbaAg4Rle4c3Rzovz7nwsWwtOPnMKf+B8/gACR4/U</latexit>
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4
<latexit sha1_base64="vzRtE4tVHA83ljXZ+uyaGWZVkRM=">AAAB8XicbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRbBU9ltC3osevFYwX5gs5Rsmm1Ds9klyQpl6b/w4kERr/4bb/4b03YP2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ylsbG5t7xR3S3v7B4dH5eOTjo5TRVmbxiJWvYBoJrhkbcONYL1EMRIFgnWDye3c7z4xpXksH8w0YX5ERpKHnBJjpUcP4xrGdYwbg3LFrboLoHXi5aQCOVqD8hcexjSNmDRUEK37npsYPyPKcCrYrIRTzRJCJ2TE+pZKEjHtZ4uLZ+jCKkMUxsqWNGih/p7ISKT1NApsZ0TMWK96c/E/r5+a8NrPuExSwyRdLgpTgUyM5u+jIVeMGjG1hFDF7a2Ijoki1NiQSjYEb/XlddKpVb16tXbfqDRv8jiKcAbncAkeXEET7qAFbaAg4Rle4c3Rzovz7nwsWwtOPnMKf+B8/gACR4/U</latexit>
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4
<latexit sha1_base64="vzRtE4tVHA83ljXZ+uyaGWZVkRM=">AAAB8XicbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRbBU9ltC3osevFYwX5gs5Rsmm1Ds9klyQpl6b/w4kERr/4bb/4b03YP2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ylsbG5t7xR3S3v7B4dH5eOTjo5TRVmbxiJWvYBoJrhkbcONYL1EMRIFgnWDye3c7z4xpXksH8w0YX5ERpKHnBJjpUcP4xrGdYwbg3LFrboLoHXi5aQCOVqD8hcexjSNmDRUEK37npsYPyPKcCrYrIRTzRJCJ2TE+pZKEjHtZ4uLZ+jCKkMUxsqWNGih/p7ISKT1NApsZ0TMWK96c/E/r5+a8NrPuExSwyRdLgpTgUyM5u+jIVeMGjG1hFDF7a2Ijoki1NiQSjYEb/XlddKpVb16tXbfqDRv8jiKcAbncAkeXEET7qAFbaAg4Rle4c3Rzovz7nwsWwtOPnMKf+B8/gACR4/U</latexit>
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4
<latexit sha1_base64="vzRtE4tVHA83ljXZ+uyaGWZVkRM=">AAAB8XicbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRbBU9ltC3osevFYwX5gs5Rsmm1Ds9klyQpl6b/w4kERr/4bb/4b03YP2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ylsbG5t7xR3S3v7B4dH5eOTjo5TRVmbxiJWvYBoJrhkbcONYL1EMRIFgnWDye3c7z4xpXksH8w0YX5ERpKHnBJjpUcP4xrGdYwbg3LFrboLoHXi5aQCOVqD8hcexjSNmDRUEK37npsYPyPKcCrYrIRTzRJCJ2TE+pZKEjHtZ4uLZ+jCKkMUxsqWNGih/p7ISKT1NApsZ0TMWK96c/E/r5+a8NrPuExSwyRdLgpTgUyM5u+jIVeMGjG1hFDF7a2Ijoki1NiQSjYEb/XlddKpVb16tXbfqDRv8jiKcAbncAkeXEET7qAFbaAg4Rle4c3Rzovz7nwsWwtOPnMKf+B8/gACR4/U</latexit>
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4
<latexit sha1_base64="vzRtE4tVHA83ljXZ+uyaGWZVkRM=">AAAB8XicbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRbBU9ltC3osevFYwX5gs5Rsmm1Ds9klyQpl6b/w4kERr/4bb/4b03YP2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ylsbG5t7xR3S3v7B4dH5eOTjo5TRVmbxiJWvYBoJrhkbcONYL1EMRIFgnWDye3c7z4xpXksH8w0YX5ERpKHnBJjpUcP4xrGdYwbg3LFrboLoHXi5aQCOVqD8hcexjSNmDRUEK37npsYPyPKcCrYrIRTzRJCJ2TE+pZKEjHtZ4uLZ+jCKkMUxsqWNGih/p7ISKT1NApsZ0TMWK96c/E/r5+a8NrPuExSwyRdLgpTgUyM5u+jIVeMGjG1hFDF7a2Ijoki1NiQSjYEb/XlddKpVb16tXbfqDRv8jiKcAbncAkeXEET7qAFbaAg4Rle4c3Rzovz7nwsWwtOPnMKf+B8/gACR4/U</latexit>

�1 = (3, 2, 1, 4)
<latexit sha1_base64="tuaQXOO8KCGTQbir3uDnYPqex7o=">AAAB+3icbVDLSgMxFM3UV62vsS7dBItQoZSZtqAboejGZQX7gHYYMmmmDU0yQ5IRy9BfceNCEbf+iDv/xrSdhbYeuHA4517uvSeIGVXacb6t3Mbm1vZOfrewt39weGQfFzsqSiQmbRyxSPYCpAijgrQ11Yz0YkkQDxjpBpPbud99JFLRSDzoaUw8jkaChhQjbSTfLg4UHXHku9fleqVWcSuNC98uOVVnAbhO3IyUQIaWb38NhhFOOBEaM6RU33Vi7aVIaooZmRUGiSIxwhM0In1DBeJEeeni9hk8N8oQhpE0JTRcqL8nUsSVmvLAdHKkx2rVm4v/ef1Eh1deSkWcaCLwclGYMKgjOA8CDqkkWLOpIQhLam6FeIwkwtrEVTAhuKsvr5NOrerWq7X7Rql5k8WRB6fgDJSBCy5BE9yBFmgDDJ7AM3gFb9bMerHerY9la87KZk7AH1ifP6krkjw=</latexit>

�2 = (1, 3, 2, 4)
<latexit sha1_base64="7nTzyXufDScMnvny2jgcEjOJXsY=">AAAB+3icbVDLSgMxFM3UV62vsS7dBItQoZSZaUE3QtGNywr2Ae0wZNK0DU0yQ5IRy9BfceNCEbf+iDv/xrSdhbYeuHA4517uvSeMGVXacb6t3Mbm1vZOfrewt39weGQfF9sqSiQmLRyxSHZDpAijgrQ01Yx0Y0kQDxnphJPbud95JFLRSDzoaUx8jkaCDilG2kiBXewrOuIo8K7LbqVW8Sr1i8AuOVVnAbhO3IyUQIZmYH/1BxFOOBEaM6RUz3Vi7adIaooZmRX6iSIxwhM0Ij1DBeJE+eni9hk8N8oADiNpSmi4UH9PpIgrNeWh6eRIj9WqNxf/83qJHl75KRVxoonAy0XDhEEdwXkQcEAlwZpNDUFYUnMrxGMkEdYmroIJwV19eZ20vapbq3r39VLjJosjD07BGSgDF1yCBrgDTdACGDyBZ/AK3qyZ9WK9Wx/L1pyVzZyAP7A+fwCqs5I9</latexit>

�3 = (1, 4, 3, 2)
<latexit sha1_base64="g/fLAACCH0W857ELJ6cgdsv2oPs=">AAAB+3icbVDLSgMxFM3UV62vsS7dBItQoZSZtqAboejGZQX7gHYYMmmmDU0yQ5IRy9BfceNCEbf+iDv/xrSdhbYeuHA4517uvSeIGVXacb6t3Mbm1vZOfrewt39weGQfFzsqSiQmbRyxSPYCpAijgrQ11Yz0YkkQDxjpBpPbud99JFLRSDzoaUw8jkaChhQjbSTfLg4UHXHk16/LbqVRqVdqF75dcqrOAnCduBkpgQwt3/4aDCOccCI0ZkipvuvE2kuR1BQzMisMEkVihCdoRPqGCsSJ8tLF7TN4bpQhDCNpSmi4UH9PpIgrNeWB6eRIj9WqNxf/8/qJDq+8lIo40UTg5aIwYVBHcB4EHFJJsGZTQxCW1NwK8RhJhLWJq2BCcFdfXiedWtWtV2v3jVLzJosjD07BGSgDF1yCJrgDLdAGGDyBZ/AK3qyZ9WK9Wx/L1pyVzZyAP7A+fwCsR5I+</latexit>

�4 = (4, 3, 1, 2)
<latexit sha1_base64="CToMD4DuR3vmfwAgKyWR0n31tO4=">AAAB+3icbVDLSgMxFM3UV62vsS7dBItQoZSZtqAboejGZQX7gHYYMmmmDU0yQ5IRy9BfceNCEbf+iDv/xrSdhbYeuHA4517uvSeIGVXacb6t3Mbm1vZOfrewt39weGQfFzsqSiQmbRyxSPYCpAijgrQ11Yz0YkkQDxjpBpPbud99JFLRSDzoaUw8jkaChhQjbSTfLg4UHXHkN67LjUq94lZqF75dcqrOAnCduBkpgQwt3/4aDCOccCI0ZkipvuvE2kuR1BQzMisMEkVihCdoRPqGCsSJ8tLF7TN4bpQhDCNpSmi4UH9PpIgrNeWB6eRIj9WqNxf/8/qJDq+8lIo40UTg5aIwYVBHcB4EHFJJsGZTQxCW1NwK8RhJhLWJq2BCcFdfXiedWtWtV2v3jVLzJosjD07BGSgDF1yCJrgDLdAGGDyBZ/AK3qyZ9WK9Wx/L1pyVzZyAP7A+fwCt35I/</latexit>

�4 = �3 � �2 � �1
<latexit sha1_base64="hJ6YKh2wTClOF9SthBU7Xwd3XM8=">AAACFHicbVDLSgMxFM3UV62vUZdugkUQhDLTFnQjFN24rGAf0BmGTJppQ5PMkGSEMvQj3Pgrblwo4taFO//GtJ1FbT0QOPece7m5J0wYVdpxfqzC2vrG5lZxu7Szu7d/YB8etVWcSkxaOGax7IZIEUYFaWmqGekmkiAeMtIJR7dTv/NIpKKxeNDjhPgcDQSNKEbaSIF94Sk64CioX+ek5mEqcV5UFws3sMtOxZkBrhI3J2WQoxnY314/xiknQmOGlOq5TqL9DElNMSOTkpcqkiA8QgPSM1QgTpSfzY6awDOj9GEUS/OEhjN1cSJDXKkxD00nR3qolr2p+J/XS3V05WdUJKkmAs8XRSmDOobThGCfSoI1GxuCsKTmrxAPkURYmxxLJgR3+eRV0q5W3Fqlel8vN27yOIrgBJyCc+CCS9AAd6AJWgCDJ/AC3sC79Wy9Wh/W57y1YOUzx+APrK9foWuejg==</latexit>

Beispiele für 4-stellige Permutationen.

Beispiele

(3, 2, 1) = [1, 2] � [2, 3] � [1, 2] = (2, 1, 3) � (1, 3, 2) � (2, 1, 3)
= [2, 3] � [1, 2] � [2, 3] = (1, 3, 2) � (2, 1, 3) � (1, 3, 2)

(4, 3, 1, 2) = [2, 3] � [1, 3] � [1, 4] = (1, 3, 2, 4) � (3, 2, 1, 4) � (4, 2, 3, 1)

Definition Das Vorzeichen sgn(�) einer Permutation � ist +1 bzw. �1, sofern � in
eine gerade bzw. eine ungerade Anzahl von Transpositionen zerlegt werden kann.

Beispiele

sgn
�
(1, 2)

�
= +1 , sgn

�
(2, 1)

�
= �1

sgn
�
(1, 2, 3)

�
= +1

sgn
�
(1, 3, 2)

�
= sgn

�
(3, 2, 1)

�
= sgn

�
(2, 1, 3)

�
= �1

sgn
�
(2, 3, 1)

�
= sgn

�
(3, 1, 2)

�
= +1 ,
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4.4. Quadratische Matrizen 85

Bemerkung Da Permutationen bijektive Abbildungen sind und weil [i, j]�1 = [i, j]
gilt, verifiziert man leicht die logische Äquivalenz

� = [ik, jk] � . . . � [i1, j1] () ��1 = [i1, j1] � . . . � [ik, jk] .

Insbesondere gilt sgn(�) = sgn(��1) für jede Permutation �.

Determinanten von Matrizen

Motivation Wir führen nun eine zunächst sehr abstrakt wirkende Größe ein, die
aber eine sehr bedeutende Rolle in der Theorie und den Anwendungen von Matrizen
spielt.

Definition Die Determinante einer quadratischen Matrix A 2 R(n, n) ist

detA :=

�������

a11 . . . a1n
...

...
an1 . . . ann

�������
:=
X

�2Sn

sgn(�) · a1�1 · . . . · an�n

und damit eine alternierende Summe von n! Summanden, die jeweils das Produkt von n
verschiedenen Matrixeinträgen sind. Beachte, dass jeder Spalten- und jeder Zeilenindex
in jedem Summanden genau einmal vorkommt.

Beispiel Für n = 2 gilt

det

✓
a11 a12
a21 a22

◆
=

����
a11 a12
a21 a22

���� = a11 · a22 � a12 · a21

und detA ist gerade der vorzeichenbehaftete Flächeninhalt des durch die zwei Spal-
tenvektoren von A aufgespannten Parallelogramms.

Für n = 3 ergibt sich

det

0

@
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

1

A =

������

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

������
=

+ a11 · a22 · a33 � a11 · a23 · a32
+ a12 · a23 · a31 � a12 · a21 · a33
+ a13 · a21 · a32 � a13 · a22 · a31

,

und wir können detA als das vorzeichenbehaftete Volumen des Spates interpretie-
ren, der aus den drei Spaltenvektoren von A gebildet werden kann. Beachte auch die
Sarrussche Regel für n = 2 und n = 3 (siehe Bild).

+
<latexit sha1_base64="ZTzMtE8C2sFyYHJws/eiNH3Wlrw=">AAACE3icdZBNS8MwGMfT+TbnW9Wjl+AQRGW08/029OJxgnuBrow0S7ewNC1JKozS7+DFr+LFgyJevXjz25h1HUzRBwJ/fv/nSZ78vYhRqSzryyjMzS8sLhWXSyura+sb5uZWU4axwKSBQxaKtockYZSThqKKkXYkCAo8Rlre8Hrst+6JkDTkd2oUETdAfU59ipHSqGseJJ3sEkf0PTexKlZWRzPi1LIvz+z0MO2a5SmGM2LiQzsnZZBXvWt+dnohjgPCFWZISse2IuUmSCiKGUlLnViSCOEh6hNHS44CIt0kWyeFe5r0oB8KfbiCGZ2dSFAg5SjwdGeA1ED+9sbwL8+JlX/hJpRHsSIcTx7yYwZVCMcBwR4VBCs20gJhQfWuEA+QQFjpGEs6hOlP4f+iWa3Yx5Xq7Um5dpXHUQQ7YBfsAxucgxq4AXXQABg8gCfwAl6NR+PZeDPeJ60FI5/ZBj/K+PgGHGSZ2g==</latexit>

+
<latexit sha1_base64="UxYx8uwOd9E8Mt4SwBIXQAhdI+c=">AAACE3icdZDLSgMxFIYz9VbrrerSTbAIojJk2g62u6IblxVsLbRDyaRpG5q5kGSEMvQd3Pgqblwo4taNO9/GzLQDKnog8PN/5yQnvxtyJhVCn0ZuaXlldS2/XtjY3NreKe7utWUQCUJbJOCB6LhYUs582lJMcdoJBcWey+mtO7lM+O0dFZIF/o2ahtTx8MhnQ0aw0la/eBL30ku6YuQ6MTKRXbctdIZMG1n1SiLq9VrVtmens36xlHGYcZhxaJkorRJYVLNf/OgNAhJ51FeEYym7FgqVE2OhGOF0VuhFkoaYTPCIdrX0sUelE6frzOCRdgZwGAh9fAVT9/tEjD0pp56rOz2sxvI3S8y/WDdSw5oTMz+MFPXJ/KFhxKEKYBIQHDBBieJTLTARTO8KyRgLTJSOsaBDyH4K/xftsmlVzPJ1tdS4WMSRBwfgEBwDC5yDBrgCTdACBNyDR/AMXowH48l4Nd7mrTljMbMPfpTx/gXF4ppK</latexit>

+
<latexit sha1_base64="uru8z7Hsum5hgGUjcg1YG+TEUSE=">AAACE3icdVDLSgMxFM3UV62vUZdugkUQlWGmHbGzK7pxWcE+oB1KJk3b0ExmSDJCGfoPbvwVNy4UcevGnX9jOm1BRQ+EHM659+bmBDGjUtn2p5FbWl5ZXcuvFzY2t7Z3zN29howSgUkdRywSrQBJwigndUUVI61YEBQGjDSD0dXUb94RIWnEb9U4Jn6IBpz2KUZKS13zJO1kQ9piEPipbbm2xvmZbVX07bqaeF7FK3uT00nXLC58uPDhwoeOZWcogjlqXfOj04twEhKuMENSth07Vn6KhKKYkUmhk0gSIzxCA9LWlKOQSD/N1pnAI630YD8S+nAFM/V7R4pCKcdhoCtDpIbytzcV//LaiepX/JTyOFGE49lD/YRBFcFpQLBHBcGKjTVBWFC9K8RDJBBWOsaCDmHxU/g/aZQsp2yVbtxi9XIeRx4cgENwDBxwAargGtRAHWBwDx7BM3gxHown49V4m5XmjHnPPvgB4/0LsliaPg==</latexit>
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����
a11 a12
a21 a22

����

������

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

������
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Die schematische Sarrus-Regel zur Berechnung der Determinante von (2, 2)- bzw. (3, 3)-Matrizen. Es gibt kein

direktes Analogon für (n, n)-Matrizen mit n � 4.
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86 4. Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

Rechenregeln

detA = detAT

det
�
A · Ã

�
= detA · det Ã

Beweis: Es gilt

detAT =
X

�2Sn

sgn(�) · a�11 · . . . · a�nn ,

aber durch Umsortierung der Summanden und nach Substitution ⌧ = ��1 kann man
diese Formel auch als

detAT =
X

⌧2Sn

sgn
�
⌧�1
�
· a1⌧1 · . . . · an⌧n

schreiben. Die erste Behauptung folgt nun wegen sgn(⌧) = sgn(⌧�1). Die zweite Be-
hauptung kann ebenfalls direkt nachgerechnet werden, aber die Rechnungen sind sehr
lang und mühsam.

Entwicklungssatz von Laplace Es gilt

detA =
nX

k=1

(�1)j+kajk detAjk (Entwicklung nach der j-ten Zeile)

sowie

detA =
nX

k=1

(�1)j+kakj detAkj (Entwicklung nach der j-ten Spalte) ,

wobei Aij die reduzierte (n�1, n�1)-Matrix bezeichnet, die aus A durch Löschung der
i-ten Zeile und der j-ten Spalte entsteht. Beide Behauptungen können mit Hilfe der
Definition einfach nachgerechnet werden, aber das erfordert wieder etwas Geschick und
Geduld im Umgang mit Permutationen. Die Details können zum Beispiel in [AORS,
Seite 105] nachgeschlagen werden.

A13 =

0

@
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

1

A

<latexit sha1_base64="ydrjvJiyOl3TWNq1F/1lBnKYITg="></latexit>

A11 =

0

@
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

1

A

<latexit sha1_base64="6ap4uGPQVmjdo6haDZQ/OIa50X4="></latexit>

A21 =

0

@
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

1

A

Beispiele für reduzierte Matrizen wie im Entwicklungssatz für n = 3. Die Streichungen sind grau markiert.

Beispiel Entwicklung nach der ersten Zeile

det

0

@
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

1

A = +a11 · det
✓
a22 a23
a32 a33

◆
� a12 · det

✓
a21 a23
a31 a33

◆

+ a13 · det
✓
a21 a22
a31 a32

◆
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Beispiel Für

A =

0

BB@

1 3 0 0
0 0 2 0
�1 0 1 0
0 1 0 1

1

CCA

entwickeln wir nach der vierten Spalte (dort gibt es viele Nullen)

det(A) = (�1)4+4 · 1 · det

0

@
1 3 0
0 0 2
�1 0 1

1

A ,

wobei der Vorfaktor gerade 1 ist. Anschließend können wir nach der zweiten Zeile
entwickeln und erhalten

det(A) = (�1)2+3 · 2 · det
✓

1 3
�1 0

◆
.

Im letzten Schritt können wir verbleibende (2, 2) mit der Sarrusschen Regel berechen:

det(A) = �2 ·
⇣
1 · 0� 3 · (�1)

⌘
= �6 .

Determinante von Dreiecksmatrizen Man kann — zum Beispiel direkt oder mit
dem Entwicklungssatz oder durch vollständige Induktion über n — die Formel

det

0

B@
a11 . . . a1n

. . .
...

0 ann

1

CA = a11 · . . . · ann

ableiten (siehe Hausaufgabe), wobei bei einer oberen Dreiecksmatrix aij = 0 für alle
1  j < i  n gilt.

Spalten- und Zeilenweise Linearität der Determinante Identifizieren wir jede
quadratische Matrix A via

A =

0

@
| |

a(1) . . . a(n)

| |

1

A

mit dem entsprechenden n-Tupel aus n-dimensionalen Spaltenvektoren a(i), so gilt

det

0

@
| | | | |

a(1) . . . a(k�1) �̆ · ă(k) + �̃ · ã(k) a(k+1) . . . a(n)

| | | | |

1

A =

�̆ · det

0

@
| | | | |

a(1) . . . a(k�1) ă(k) a(k+1) . . . a(n)

| | | | |

1

A+

�̃ · det

0

@
| | | | |

a(1) . . . a(k�1) ã(k) a(k+1) . . . a(n)

| | | | |

1

A

für jedes k = 1, . . . , n sowie eine analoge Formel für jede Zeile der Matrix A. Auch dies
kann direkt mit Hilfe der Definition nachgerechnet werden, siehe zum Beispiel [AORS,
Seite 102].

Michael Herrmann: Mathematik für Elektrotechniker 1 Version vom 7.2.2020



88 4. Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

Beispiel Die Linearität bzgl. der dritten Spalte impliziert zum Beispiel

det

0

@
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

1

A = a13 · det

0

@
a11 a12 1
a21 a22 0
a31 a32 0

1

A+

a23 · det

0

@
a11 a12 0
a21 a22 1
a31 a32 0

1

A+ a33 · det

0

@
a11 a12 0
a21 a22 0
a31 a32 1

1

A .

Für (2, 2)-Matrizen ergibt sich aus der Linearität bzgl. der ersten und der zweiten
Spalte die Formel

det

✓
a11 a12
a21 a22

◆
= a11 · det

✓
1 a12
0 a22

◆
+ a21 · det

✓
0 a12
1 a22

◆

= a11 · a12 · det
✓
1 1
0 0

◆
+ a11 · a22 · det

✓
1 0
0 1

◆
+

a21 · a12 · det
✓
0 1
1 0

◆
+ a21 · a22 · det

✓
0 0
1 1

◆

= a11 · a12 · 0 + a11 · a22 · (+1) + a21 · a12 · (�1) + a21 · a22 · 0
= a11 · a22 � a12 · a21 ,

die wir aber schon kennen.

Achtung Es gilt im Allgemeinen det
�
� ·A+ �̃ · Ã

�
6= � · detA+ �̃ · det Ã, d.h. die

Determinante ist keine lineare Abbildung auf dem Raum der Matrizen. Es ist eine
sogenannte multi-lineare Abbildung. Außerdem gilt

det
�
� ·A

�
= �n · detA

für jede (n, n)-Matrix A und jeden Skalar �.

*Bemerkung Die Determinante ist im Wesentlichen — d.h. bis auf einen universel-
len Vorfaktor — die einzige multi-lineare Abbildung R(n, n) ! R.

Beispiel Es gilt zwar

✓
1 0
0 1

◆
=

✓
1 0
0 0

◆
+

✓
0 0
0 1

◆
,

✓
� 0
0 �

◆
= �

✓
1 0
0 1

◆

aber auch

1 = det

✓
1 0
0 1

◆
6= det

✓
1 0
0 0

◆
+ det

✓
0 0
0 1

◆
= 0 + 0 ,

�2 = det

✓
� 0
0 �

◆
6= � det

✓
1 0
0 1

◆
= � .

Folgerung (Determinante und Rang-Defizit) Besitzt A linear abhängige Spal-
ten oder linear abhängige Zeilen, so gilt detA = 0.
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Beispiel Es gilt

det

0

@
�1 0 2
0 3 0
1 0 �2

1

A = 0 .

Man kann dies entweder direkt nachrechnen oder mit der linearen Abhängigkeit der
ersten und dritten Spalte begründen.

Determinante und Permutationen von Zeilen oder Spalten Durch Rechnun-
gen mit Permutationen kann man ebenfalls zeigen (siehe etwa [AORS, Seite 101]), dass

det

0

@
| |

a(�1) . . . a(�n)

| |

1

A = sgn(�) · det

0

@
| |

a(1) . . . a(n)

| |

1

A

für jede Permutation � der Spalten und analog auch für jede Permutation der Zeilen
gilt. Insbesondere ändert jede Vertauschung von zwei Spalten bzw. jede Vertauschung
von zwei Zeilen das Vorzeichen der Determinante.

Beispiel

det

✓
a11 a12
a21 a22

◆
= � det

✓
a12 a11
a22 a21

◆
, det

✓
a11 a12
a21 a22

◆
= � det

✓
a21 a22
a11 a12

◆

Folgerung (Determinante und Gauß-Verfahren) Bei der Gauß-Elimination
und dem Gauß-Jordan-Verfahren gilt für die Determinante der Koe�zientenmatrix:

1. Sie ändert sich nicht, wenn das Vielfache einer Zeile zu einer anderen Zeile addiert
wird.

2. Sie ändert sich jedesmal das Vorzeichen, wenn zwei Zeilen vertauscht werden.

3. Wird eine Zeile mit einer Zahl multipliziert, so wird sie auch mit dieser Zahl
multipliziert.

Insbesondere kann in jedem Schritt die Änderung die Determinante leicht protokolliert
werden. Da außerdem die Determinante der resultierenden Dreiecksmatrix leicht be-
rechnet werden kann (siehe oben), können Determinanten auch durch Gauß-Verfahren
berechnet werden.

Bemerkung

1. Bei großen Matrizen ist die Berechnung der Determinante mittels der Gauß-
Elimination und der Diagonalformel e↵ektiver und deutlich schneller als die Ver-
wendung der Definition.

2. Gibt es jedoch (sehr) viele Nulleinträge, so ist die sukzessive Anwendung der
Laplaceschen Entwicklungsformel am besten geeignet.
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Folgerung (Hauptsatz über quadratische Matrizen) Für jede quadratische
Matrix A sind die folgenden Aussagen paarweise äquivalent:

1. det
�
A
�
6= 0.

2. A ist invertierbar.

3. A ist regulär.

4. dim
�
ker (A)

�
= 0.

5. Die n Zeilenvektoren von A sind linear unabhängig.

6. Die n Spaltenvektoren von A sind linear unabhängig.

7. Die Gleichung A · x = b besitzt für jedes b 2 Rn genau eine Lösung x 2 Rn.

*Kramersche Regel Man kann viele der bisher vorgestellten Resultate über Ma-
trizen mit der Hilfe von Determinanten ausdrücken. Zum Beispiel kann man für alle
regulären Matrizen A und jeden Vektor b 2 Rn zeigen, dass die k-te Komponente xk

der eindeutigen Lösung zur inhomogenen Gleichung A · x = b auch als

xk =

det

0

@
| | |

a(1) . . . b . . . a(n)

| | |

1

A

det

0

@
| | |

a(1) . . . a(k) . . . a(n)

| | |

1

A

geschrieben werden kann, wobei im Nenner gerade detA steht und im Zähler die De-
terminante der Matrix, die aus A dadurch entsteht, dass man den k-ten Spaltenvektor
durch den Vektor b ersetzt.

Beispiel Für

A =

✓
1 2
3 4

◆
, b =

✓
5
6

◆

ist die Lösung der inhomogenen Gleichung gerade

x =
1

2

✓
�8
9

◆
.

Man kann dies mit Hilfe des Gauß-Jordan-Verfahrens
✓

1 2 5
3 4 6

◆
⇠=
✓

1 2 5
0 �2 �9

◆
⇠=
✓

1 0 �4
0 �2 �9

◆
⇠=
✓

1 0 �4
0 1 9/2

◆

oder mit Hilfe der Inversen von A via

x = A�1 · b =
1

�2

✓
4 �2
�3 1

◆
·
✓
5
6

◆

zeigen. Alternativ kann man aber auch Kramers Formel benutzen:

x1 =

det

✓
5 2
6 4

◆

detA
=

8

�2
= �4 x2 =

det

✓
1 5
3 6

◆

detA
=

�9

�2
=

9

2
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*Adjunkte einer Matrix und abstrakte Inversionsformel Die Matrix

eA =

0

B@
ã11 . . . ã1n
...

...
ãn1 ãnn

1

CA mit ãij := (�1)i+j detAji

wird die zu A komplementäre Matrix genannt, wobei jeder Eintrag ãij ein sogenanntes
Adjunkt (oder ein Kofaktor) von A ist und mittels der Determinante einer reduzierten
Matrix definiert ist (beachte die Indexvertauschung: aij wird aus Aji berechnet). Aus
der Kramers-Formel folgt

A · eA = eA ·A = detA · In

bzw.

A�1 =
1

detA
eA sofern detA 6= 0 .

Allerdings liefert dies für große n keinen e�zienten Algorithmus zur Berechnung von
Inversen.

Beispiel Für eine invertierbare (2, 2)-Matrix ergibt sich

ã11 = a22 , ã12 = �a12 , ã21 = �a21 , ã22 = a11

und wir erhalten wieder die schon bekannte Formel für A�1. Hierbei haben wir benutzt,
dass det

�
a11
�
= a11 für (1, 1)-Matrizen gilt.
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Zusatzmaterial

4.5 *Elektrische Netzwerke und Matrizen

In diesem Abschnitt beschreiben wir drei unterschiedliche Verfahren, um die Ströme
in einem gegebenen elektrischen Netzwerk mittels linearer Gleichungssysteme bzw. mit
Hilfe geeigneter Matrizen berechnen zu können. Um die wesentlichen Ideen herauszu-
arbeiten, betrachten wir zunächst immer das im linken Bild dargestellte Beispiel für
die folgende Netzwerkklasse:

1. Das Netzwerk (bzw. der Graph) besteht aus n Knoten, m Kanten und insgesamt
l Maschen (graphentheoretische

”
Kreise“).

2. Auf jeder Kante gibt es einen gegebenen Widerstand und ggf. eine externe Strom-
quelle mit einer bekannten Spannung.

Als Vorbereitung für unsere Untersuchungen

1. nummerieren wir die Knoten, Kanten und Maschen jeweils beliebig,

2. wählen wir entlang jeder Kante eine beliebige Orientierung (also einen Richtungs-
pfeil), wobei wir o.B.d.A. vereinbaren wollen, dass auf jeder Kante mit Stromquel-
le der Kantenpfeil entgegengesetzt zum Spannungspfeil der Stromquelle festgelegt
wird,

3. wählen wir für jede Masche eine Orientierung, d.h. einen Umlaufsinn (bei plana-
ren Netzwerken können wir zum Beispiel immer gegen den Uhrzeigersinn laufen).

3
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1<latexit sha1_base64="TtIgPQprnJE4HSS++PuM3etxya8=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeiF48t2FpoQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMSqE1CNgktsGW4EdhKFNAoEPgTj25n/8IRK81jem0mCfkSHkoecUWOlptcvV9yqOwdZJV5OKpCj0S9/9QYxSyOUhgmqdddzE+NnVBnOBE5LvVRjQtmYDrFrqaQRaj+bHzolZ1YZkDBWtqQhc/X3REYjrSdRYDsjakZ62ZuJ/3nd1ITXfsZlkhqUbLEoTAUxMZl9TQZcITNiYgllittbCRtRRZmx2ZRsCN7yy6ukXat6F9Va87JSv8njKMIJnMI5eHAFdbiDBrSAAcIzvMKb8+i8OO/Ox6K14OQzx/AHzucPe+uMuQ==</latexit>

�<latexit sha1_base64="9BgylgiAJdxOQxlSGMoZMb/53DI="></latexit>

2<latexit sha1_base64="jk/1fpohXujb3eq/tOFNvjxoFrw=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeiF48t2FpoQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMSqE1CNgktsGW4EdhKFNAoEPgTj25n/8IRK81jem0mCfkSHkoecUWOlZq1frrhVdw6ySrycVCBHo1/+6g1ilkYoDRNU667nJsbPqDKcCZyWeqnGhLIxHWLXUkkj1H42P3RKzqwyIGGsbElD5urviYxGWk+iwHZG1Iz0sjcT//O6qQmv/YzLJDUo2WJRmApiYjL7mgy4QmbExBLKFLe3EjaiijJjsynZELzll1dJu1b1Lqq15mWlfpPHUYQTOIVz8OAK6nAHDWgBA4RneIU359F5cd6dj0VrwclnjuEPnM8ffW+Mug==</latexit>

V3
<latexit sha1_base64="9mNsd+O9zAmDywYY/u/cZcrST8U=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0laQY9FLx4r2lpoQ9lsJ+3SzSbsboQS+hO8eFDEq7/Im//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMSqE1CNgktsGW4EdhKFNAoEPgbjm5n/+IRK81g+mEmCfkSHkoecUWOl+3a/3i9X3Ko7B1klXk4qkKPZL3/1BjFLI5SGCap113MT42dUGc4ETku9VGNC2ZgOsWuppBFqP5ufOiVnVhmQMFa2pCFz9fdERiOtJ1FgOyNqRnrZm4n/ed3UhFd+xmWSGpRssShMBTExmf1NBlwhM2JiCWWK21sJG1FFmbHplGwI3vLLq6Rdq3r1au3uotK4zuMowgmcwjl4cAkNuIUmtIDBEJ7hFd4c4bw4787HorXg5DPH8AfO5w/cK42E</latexit>

V5
<latexit sha1_base64="EhQpTJ74Uxvhq4cbe1ipqzoGP+Q=">AAACFXicbVDLSgMxFL3js9bXqEs3wSK4KGWmKrosunFZwT6gHYZMmmlDMw+SjFCG+Qk3/oobF4q4Fdz5N6bTEbT1QODknHtvbo4XcyaVZX0ZS8srq2vrpY3y5tb2zq65t9+WUSIIbZGIR6LrYUk5C2lLMcVpNxYUBx6nHW98PfU791RIFoV3ahJTJ8DDkPmMYKUl16ym/XxITww9J7VqVo7qAsna7nnmmpWfO1okdkEqUKDpmp/9QUSSgIaKcCxlz7Zi5aRYKEY4zcr9RNIYkzEe0p6mIQ6odNJ8oQwda2WA/EjoEyqUq787UhxIOQk8XRlgNZLz3lT8z+slyr90UhbGiaIhmT3kJxypCE0jQgMmKFF8ogkmguldERlhgYnSQZZ1CPb8lxdJu16zT2v127NK46qIowSHcAQnYMMFNOAGmtACAg/wBC/wajwaz8ab8T4rXTKKngP4A+PjG17vmoE=</latexit>

U3
<latexit sha1_base64="gS8vvy4RQyqfuS6+hemfJP7osnk=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0laQY9FLx4rmlpoQ9lst+3SzSbsToQS+hO8eFDEq7/Im//GbZuDtj4YeLw3w8y8MJHCoOt+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjUMnGqGfdZLGPdDqnhUijuo0DJ24nmNAolfwzHNzP/8YlrI2L1gJOEBxEdKjEQjKKV7v1evVeuuFV3DrJKvJxUIEezV/7q9mOWRlwhk9SYjucmGGRUo2CST0vd1PCEsjEd8o6likbcBNn81Ck5s0qfDGJtSyGZq78nMhoZM4lC2xlRHJllbyb+53VSHFwFmVBJilyxxaJBKgnGZPY36QvNGcqJJZRpYW8lbEQ1ZWjTKdkQvOWXV0mrVvXq1drdRaVxncdRhBM4hXPw4BIacAtN8IHBEJ7hFd4c6bw4787HorXg5DPH8AfO5w/apY2D</latexit>

U4
<latexit sha1_base64="bmy1oPUlPBPKMtltOaMFmkdOZ5w=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4Kkkt6LHoxWNF0xbaUDbbSbt0swm7G6GU/gQvHhTx6i/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvTAXXxnW/nbX1jc2t7cJOcXdv/+CwdHTc1EmmGPosEYlqh1Sj4BJ9w43AdqqQxqHAVji6nfmtJ1SaJ/LRjFMMYjqQPOKMGis9+L1ar1R2K+4cZJV4OSlDjkav9NXtJyyLURomqNYdz01NMKHKcCZwWuxmGlPKRnSAHUsljVEHk/mpU3JulT6JEmVLGjJXf09MaKz1OA5tZ0zNUC97M/E/r5OZ6DqYcJlmBiVbLIoyQUxCZn+TPlfIjBhbQpni9lbChlRRZmw6RRuCt/zyKmlWK95lpXpfK9dv8jgKcApncAEeXEEd7qABPjAYwDO8wpsjnBfn3flYtK45+cwJ/IHz+QPcKY2E</latexit>

R4
<latexit sha1_base64="TZTZLzNuoR3mPmLCRMMKscSuGeU=">AAAB6nicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHaRRI9ELx7xwSOBDZkdemHC7OxmZtaEED7BiweN8eoXefNvHGAPClbSSaWqO91dQSK4Nq777eTW1jc2t/LbhZ3dvf2D4uFRU8epYthgsYhVO6AaBZfYMNwIbCcKaRQIbAWjm5nfekKleSwfzThBP6IDyUPOqLHSw32v2iuW3LI7B1klXkZKkKHeK351+zFLI5SGCap1x3MT40+oMpwJnBa6qcaEshEdYMdSSSPU/mR+6pScWaVPwljZkobM1d8TExppPY4C2xlRM9TL3kz8z+ukJrzyJ1wmqUHJFovCVBATk9nfpM8VMiPGllCmuL2VsCFVlBmbTsGG4C2/vEqalbJ3Ua7cVUu16yyOPJzAKZyDB5dQg1uoQwMYDOAZXuHNEc6L8+58LFpzTjZzDH/gfP4A15eNgQ==</latexit>

R5
<latexit sha1_base64="WKDjB0d3w/yWgto4E3O8dhYe5C0=">AAAB6nicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHZRo0eiF4/44JHAhswODUyYnd3MzJqQDZ/gxYPGePWLvPk3DrAHBSvppFLVne6uIBZcG9f9dnIrq2vrG/nNwtb2zu5ecf+goaNEMayzSESqFVCNgkusG24EtmKFNAwENoPRzdRvPqHSPJKPZhyjH9KB5H3OqLHSw333olssuWV3BrJMvIyUIEOtW/zq9CKWhCgNE1TrtufGxk+pMpwJnBQ6icaYshEdYNtSSUPUfjo7dUJOrNIj/UjZkobM1N8TKQ21HoeB7QypGepFbyr+57UT07/yUy7jxKBk80X9RBATkenfpMcVMiPGllCmuL2VsCFVlBmbTsGG4C2+vEwalbJ3Vq7cnZeq11kceTiCYzgFDy6hCrdQgzowGMAzvMKbI5wX5935mLfmnGzmEP7A+fwB2RuNgg==</latexit> R2

<latexit sha1_base64="+OqddXsH+7CYO2bp+cbETc6DFgE=">AAAB6nicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hd0o6DHoxWN85AHJEmYns8mQ2dllplcISz7BiwdFvPpF3vwbJ8keNLGgoajqprsrSKQw6Lrfzsrq2vrGZmGruL2zu7dfOjhsmjjVjDdYLGPdDqjhUijeQIGStxPNaRRI3gpGN1O/9cS1EbF6xHHC/YgOlAgFo2ilh/tetVcquxV3BrJMvJyUIUe9V/rq9mOWRlwhk9SYjucm6GdUo2CST4rd1PCEshEd8I6likbc+Nns1Ak5tUqfhLG2pZDM1N8TGY2MGUeB7YwoDs2iNxX/8zophld+JlSSIldsvihMJcGYTP8mfaE5Qzm2hDIt7K2EDammDG06RRuCt/jyMmlWK955pXp3Ua5d53EU4BhO4Aw8uIQa3EIdGsBgAM/wCm+OdF6cd+dj3rri5DNH8AfO5w/Uj41/</latexit>

R3
<latexit sha1_base64="+KD9TJTkXfs9Y3Ut+yrjNk2QTRE=">AAAB6nicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbBRI9ELx7xwSOBDZkdemHC7OxmZtaEED7BiweN8eoXefNvHGAPClbSSaWqO91dQSK4Nq777eTW1jc2t/LbhZ3dvf2D4uFRU8epYthgsYhVO6AaBZfYMNwIbCcKaRQIbAWjm5nfekKleSwfzThBP6IDyUPOqLHSw32v2iuW3LI7B1klXkZKkKHeK351+zFLI5SGCap1x3MT40+oMpwJnBa6qcaEshEdYMdSSSPU/mR+6pScWaVPwljZkobM1d8TExppPY4C2xlRM9TL3kz8z+ukJrzyJ1wmqUHJFovCVBATk9nfpM8VMiPGllCmuL2VsCFVlBmbTsGG4C2/vEqalbJXLVfuLkq16yyOPJzAKZyDB5dQg1uoQwMYDOAZXuHNEc6L8+58LFpzTjZzDH/gfP4A1hONgA==</latexit>

I4
<latexit sha1_base64="yvNVbjBscrB+TbpKit6AbiItzTE=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKezGgB6DXvQW0TwgWcLspDcZMju7zMwKIeQTvHhQxKtf5M2/cZLsQRMLGoqqbrq7gkRwbVz328mtrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjpo5TxbDBYhGrdkA1Ci6xYbgR2E4U0igQ2ApGNzO/9YRK81g+mnGCfkQHkoecUWOlh7tetVcsuWV3DrJKvIyUIEO9V/zq9mOWRigNE1Trjucmxp9QZTgTOC10U40JZSM6wI6lkkao/cn81Ck5s0qfhLGyJQ2Zq78nJjTSehwFtjOiZqiXvZn4n9dJTXjlT7hMUoOSLRaFqSAmJrO/SZ8rZEaMLaFMcXsrYUOqKDM2nYINwVt+eZU0K2Xvoly5r5Zq11kceTiBUzgHDy6hBrdQhwYwGMAzvMKbI5wX5935WLTmnGzmGP7A+fwByeGNeA==</latexit>

I1
<latexit sha1_base64="H0yqbkQCBQlzPJQMqd+8rdiUdpg=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KkkV9Fj0oreK9gPaUDbbSbt0swm7G6GE/gQvHhTx6i/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvSATXxnW/nZXVtfWNzcJWcXtnd2+/dHDY1HGqGDZYLGLVDqhGwSU2DDcC24lCGgUCW8HoZuq3nlBpHstHM07Qj+hA8pAzaqz0cNfzeqWyW3FnIMvEy0kZctR7pa9uP2ZphNIwQbXueG5i/Iwqw5nASbGbakwoG9EBdiyVNELtZ7NTJ+TUKn0SxsqWNGSm/p7IaKT1OApsZ0TNUC96U/E/r5Oa8MrPuExSg5LNF4WpICYm079JnytkRowtoUxxeythQ6ooMzadog3BW3x5mTSrFe+8Ur2/KNeu8zgKcAwncAYeXEINbqEODWAwgGd4hTdHOC/Ou/Mxb11x8pkj+APn8wfFVY11</latexit>

I2
<latexit sha1_base64="VZiN5cNygKoytHlQ4WQtj4PLSls=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KkkV9Fj0oreK9gPaUDbbTbt0swm7E6GE/gQvHhTx6i/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvSKQw6Lrfzsrq2vrGZmGruL2zu7dfOjhsmjjVjDdYLGPdDqjhUijeQIGStxPNaRRI3gpGN1O/9cS1EbF6xHHC/YgOlAgFo2ilh7tetVcquxV3BrJMvJyUIUe9V/rq9mOWRlwhk9SYjucm6GdUo2CST4rd1PCEshEd8I6likbc+Nns1Ak5tUqfhLG2pZDM1N8TGY2MGUeB7YwoDs2iNxX/8zophld+JlSSIldsvihMJcGYTP8mfaE5Qzm2hDIt7K2EDammDG06RRuCt/jyMmlWK955pXp/Ua5d53EU4BhO4Aw8uIQa3EIdGsBgAM/wCm+OdF6cd+dj3rri5DNH8AfO5w/G2Y12</latexit>

I3
<latexit sha1_base64="ggdvTVlyC6Sq6fkzRcFIekQf0dI=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKewmgh6DXvQW0TwgWcLsZDYZMju7zPQKIeQTvHhQxKtf5M2/cZLsQRMLGoqqbrq7gkQKg6777eTW1jc2t/LbhZ3dvf2D4uFR08SpZrzBYhnrdkANl0LxBgqUvJ1oTqNA8lYwupn5rSeujYjVI44T7kd0oEQoGEUrPdz1qr1iyS27c5BV4mWkBBnqveJXtx+zNOIKmaTGdDw3QX9CNQom+bTQTQ1PKBvRAe9YqmjEjT+ZnzolZ1bpkzDWthSSufp7YkIjY8ZRYDsjikOz7M3E/7xOiuGVPxEqSZErtlgUppJgTGZ/k77QnKEcW0KZFvZWwoZUU4Y2nYINwVt+eZU0K2WvWq7cX5Rq11kceTiBUzgHDy6hBrdQhwYwGMAzvMKbI50X5935WLTmnGzmGP7A+fwByF2Ndw==</latexit>

I5
<latexit sha1_base64="BCEumda2DhRLE0Ct8pEL7DJK1bU=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexGRY9BL3qLaB6QLGF20kmGzM4uM7NCWPIJXjwo4tUv8ubfOEn2oIkFDUVVN91dQSy4Nq777eRWVtfWN/Kbha3tnd294v5BQ0eJYlhnkYhUK6AaBZdYN9wIbMUKaRgIbAajm6nffEKleSQfzThGP6QDyfucUWOlh7vuRbdYcsvuDGSZeBkpQYZat/jV6UUsCVEaJqjWbc+NjZ9SZTgTOCl0Eo0xZSM6wLalkoao/XR26oScWKVH+pGyJQ2Zqb8nUhpqPQ4D2xlSM9SL3lT8z2snpn/lp1zGiUHJ5ov6iSAmItO/SY8rZEaMLaFMcXsrYUOqKDM2nYINwVt8eZk0KmXvrFy5Py9Vr7M48nAEx3AKHlxCFW6hBnVgMIBneIU3RzgvzrvzMW/NOdnMIfyB8/kDy2WNeQ==</latexit>

�<latexit sha1_base64="9BgylgiAJdxOQxlSGMoZMb/53DI="></latexit> R3
<latexit sha1_base64="+KD9TJTkXfs9Y3Ut+yrjNk2QTRE=">AAAB6nicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbBRI9ELx7xwSOBDZkdemHC7OxmZtaEED7BiweN8eoXefNvHGAPClbSSaWqO91dQSK4Nq777eTW1jc2t/LbhZ3dvf2D4uFRU8epYthgsYhVO6AaBZfYMNwIbCcKaRQIbAWjm5nfekKleSwfzThBP6IDyUPOqLHSw32v2iuW3LI7B1klXkZKkKHeK351+zFLI5SGCap1x3MT40+oMpwJnBa6qcaEshEdYMdSSSPU/mR+6pScWaVPwljZkobM1d8TExppPY4C2xlRM9TL3kz8z+ukJrzyJ1wmqUHJFovCVBATk9nfpM8VMiPGllCmuL2VsCFVlBmbTsGG4C2/vEqalbJXLVfuLkq16yyOPJzAKZyDB5dQg1uoQwMYDOAZXuHNEc6L8+58LFpzTjZzDH/gfP4A1hONgA==</latexit>

R1
<latexit sha1_base64="HErLcL/a9neUsY2bI7BXdcXxFJ0=">AAAB6nicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hd0o6DHoxWN85AHJEmYns8mQ2dllplcISz7BiwdFvPpF3vwbJ8keNLGgoajqprsrSKQw6Lrfzsrq2vrGZmGruL2zu7dfOjhsmjjVjDdYLGPdDqjhUijeQIGStxPNaRRI3gpGN1O/9cS1EbF6xHHC/YgOlAgFo2ilh/ue1yuV3Yo7A1kmXk7KkKPeK311+zFLI66QSWpMx3MT9DOqUTDJJ8VuanhC2YgOeMdSRSNu/Gx26oScWqVPwljbUkhm6u+JjEbGjKPAdkYUh2bRm4r/eZ0Uwys/EypJkSs2XxSmkmBMpn+TvtCcoRxbQpkW9lbChlRThjadog3BW3x5mTSrFe+8Ur27KNeu8zgKcAwncAYeXEINbqEODWAwgGd4hTdHOi/Ou/Mxb11x8pkj+APn8wfTC41+</latexit>

 
<latexit sha1_base64="jEW7V1/vyeDyJfyDZIU2mMJ4Hu4=">AAAB+nicbVDLSgMxFM34rPU11aWbYBFclZkq6LLoxmUF+4B2KJk004ZmkiG5Yym1n+LGhSJu/RJ3/o2ZdhbaeuDC4Zx7k3tPmAhuwPO+nbX1jc2t7cJOcXdv/+DQLR01jUo1ZQ2qhNLtkBgmuGQN4CBYO9GMxKFgrXB0m/mtR6YNV/IBJgkLYjKQPOKUgJV6bqlLuaaCEa3VWLAIij237FW8OfAq8XNSRjnqPfer21c0jZkEKogxHd9LIJgSDdw+PCt2U8MSQkdkwDqWShIzE0znq8/wmVX6OFLalgQ8V39PTElszCQObWdMYGiWvUz8z+ukEF0HUy6TFJiki4+iVGBQOMsB97lmFMTEEkI1t7tiOiSaULBpZSH4yyevkma14l9UqveX5dpNHkcBnaBTdI58dIVq6A7VUQNRNEbP6BW9OU/Oi/PufCxa15x85hj9gfP5A1C3lAc=</latexit>

 
<latexit sha1_base64="jEW7V1/vyeDyJfyDZIU2mMJ4Hu4=">AAAB+nicbVDLSgMxFM34rPU11aWbYBFclZkq6LLoxmUF+4B2KJk004ZmkiG5Yym1n+LGhSJu/RJ3/o2ZdhbaeuDC4Zx7k3tPmAhuwPO+nbX1jc2t7cJOcXdv/+DQLR01jUo1ZQ2qhNLtkBgmuGQN4CBYO9GMxKFgrXB0m/mtR6YNV/IBJgkLYjKQPOKUgJV6bqlLuaaCEa3VWLAIij237FW8OfAq8XNSRjnqPfer21c0jZkEKogxHd9LIJgSDdw+PCt2U8MSQkdkwDqWShIzE0znq8/wmVX6OFLalgQ8V39PTElszCQObWdMYGiWvUz8z+ukEF0HUy6TFJiki4+iVGBQOMsB97lmFMTEEkI1t7tiOiSaULBpZSH4yyevkma14l9UqveX5dpNHkcBnaBTdI58dIVq6A7VUQNRNEbP6BW9OU/Oi/PufCxa15x85hj9gfP5A1C3lAc=</latexit>

+
<latexit sha1_base64="XBubP4Vk8WbD1QIF5qciSxMCQhs=">AAACE3icdZBNS8MwGMfT+TbnW9Wjl+AQRKW03djmbejF4wQ3B1sZaZZuYWlaklQYZd/Bi1/FiwdFvHrx5rcx3Quo6AOBP//f8yRP/n7MqFS2/WnklpZXVtfy64WNza3tHXN3ryWjRGDSxBGLRNtHkjDKSVNRxUg7FgSFPiO3/ugy47d3REga8Rs1jokXogGnAcVIaatnnqTd6SUdMfC91LbOaxW3XDmzLduuOq6TCbdaLpUnp5OeWVxwuOBwwaGjnayKYF6NnvnR7Uc4CQlXmCEpO44dKy9FQlHMyKTQTSSJER6hAeloyVFIpJdO15nAI+30YRAJfbiCU/f7RIpCKcehrztDpIbyN8vMv1gnUUHNSymPE0U4nj0UJAyqCGYBwT4VBCs21gJhQfWuEA+RQFjpGAs6hMVP4f+i5VpOyXKvy8X6xTyOPDgAh+AYOKAK6uAKNEATYHAPHsEzeDEejCfj1XibteaM+cw++FHG+xej5poy</latexit>

�<latexit sha1_base64="ZzPHvIy1RIPBrVg6gCLVFwANWCU=">AAACE3icdZBNS8MwGMfT+TbnW9Wjl+AQRLS03djmbejF4wQ3B1sZaZZuYWlaklQYZd/Bi1/FiwdFvHrx5rcx3Quo6AOBP//f8yRP/n7MqFS2/WnklpZXVtfy64WNza3tHXN3ryWjRGDSxBGLRNtHkjDKSVNRxUg7FgSFPiO3/ugy47d3REga8Rs1jokXogGnAcVIaatnnqTd6SUdMfC91LbOaxW3XDm1LduuOq6TCbdaLpUnZ5OeWVxwuOBwwaGjnayKYF6NnvnR7Uc4CQlXmCEpO44dKy9FQlHMyKTQTSSJER6hAeloyVFIpJdO15nAI+30YRAJfbiCU/f7RIpCKcehrztDpIbyN8vMv1gnUUHNSymPE0U4nj0UJAyqCGYBwT4VBCs21gJhQfWuEA+RQFjpGAs6hMVP4f+i5VpOyXKvy8X6xTyOPDgAh+AYOKAK6uAKNEATYHAPHsEzeDEejCfj1XibteaM+cw++FHG+xem8Jo0</latexit> U1
<latexit sha1_base64="kq7MSV9rVFkIRKhRtmtAHBJbI2A=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeiF48VTVtoQ9lsJ+3SzSbsboRS+hO8eFDEq7/Im//GbZuDtj4YeLw3w8y8MBVcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoqZNMMfRZIhLVDqlGwSX6hhuB7VQhjUOBrXB0O/NbT6g0T+SjGacYxHQgecQZNVZ68Hter1xxq+4cZJV4OalAjkav/NXtJyyLURomqNYdz01NMKHKcCZwWupmGlPKRnSAHUsljVEHk/mpU3JmlT6JEmVLGjJXf09MaKz1OA5tZ0zNUC97M/E/r5OZ6DqYcJlmBiVbLIoyQUxCZn+TPlfIjBhbQpni9lbChlRRZmw6JRuCt/zyKmnWqt5FtXZ/Wanf5HEU4QRO4Rw8uII63EEDfGAwgGd4hTdHOC/Ou/OxaC04+cwx/IHz+QPXnY2B</latexit>

U2
<latexit sha1_base64="MGOKZv2X/oN1HOKahoWxHrOBZus=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeiF48VTVtoQ9lsJ+3SzSbsboRS+hO8eFDEq7/Im//GbZuDtj4YeLw3w8y8MBVcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoqZNMMfRZIhLVDqlGwSX6hhuB7VQhjUOBrXB0O/NbT6g0T+SjGacYxHQgecQZNVZ68Hu1XrniVt05yCrxclKBHI1e+avbT1gWozRMUK07npuaYEKV4UzgtNTNNKaUjegAO5ZKGqMOJvNTp+TMKn0SJcqWNGSu/p6Y0FjrcRzazpiaoV72ZuJ/Xicz0XUw4TLNDEq2WBRlgpiEzP4mfa6QGTG2hDLF7a2EDamizNh0SjYEb/nlVdKsVb2Lau3+slK/yeMowgmcwjl4cAV1uIMG+MBgAM/wCm+OcF6cd+dj0Vpw8plj+APn8wfZIY2C</latexit>

U5
<latexit sha1_base64="4dnikbTvxHyE7UEOal8SHdViweU=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KklV9Fj04rGiaQttKJvtpF262YTdjVBKf4IXD4p49Rd589+4bXPQ1gcDj/dmmJkXpoJr47rfzsrq2vrGZmGruL2zu7dfOjhs6CRTDH2WiES1QqpRcIm+4UZgK1VI41BgMxzeTv3mEyrNE/loRikGMe1LHnFGjZUe/O5lt1R2K+4MZJl4OSlDjnq39NXpJSyLURomqNZtz01NMKbKcCZwUuxkGlPKhrSPbUsljVEH49mpE3JqlR6JEmVLGjJTf0+Maaz1KA5tZ0zNQC96U/E/r52Z6DoYc5lmBiWbL4oyQUxCpn+THlfIjBhZQpni9lbCBlRRZmw6RRuCt/jyMmlUK955pXp/Ua7d5HEU4BhO4Aw8uIIa3EEdfGDQh2d4hTdHOC/Ou/Mxb11x8pkj+APn8wfdrY2F</latexit>

+
<latexit sha1_base64="XBubP4Vk8WbD1QIF5qciSxMCQhs=">AAACE3icdZBNS8MwGMfT+TbnW9Wjl+AQRKW03djmbejF4wQ3B1sZaZZuYWlaklQYZd/Bi1/FiwdFvHrx5rcx3Quo6AOBP//f8yRP/n7MqFS2/WnklpZXVtfy64WNza3tHXN3ryWjRGDSxBGLRNtHkjDKSVNRxUg7FgSFPiO3/ugy47d3REga8Rs1jokXogGnAcVIaatnnqTd6SUdMfC91LbOaxW3XDmzLduuOq6TCbdaLpUnp5OeWVxwuOBwwaGjnayKYF6NnvnR7Uc4CQlXmCEpO44dKy9FQlHMyKTQTSSJER6hAeloyVFIpJdO15nAI+30YRAJfbiCU/f7RIpCKcehrztDpIbyN8vMv1gnUUHNSymPE0U4nj0UJAyqCGYBwT4VBCs21gJhQfWuEA+RQFjpGAs6hMVP4f+i5VpOyXKvy8X6xTyOPDgAh+AYOKAK6uAKNEATYHAPHsEzeDEejCfj1XibteaM+cw++FHG+xej5poy</latexit>

�<latexit sha1_base64="ZzPHvIy1RIPBrVg6gCLVFwANWCU=">AAACE3icdZBNS8MwGMfT+TbnW9Wjl+AQRLS03djmbejF4wQ3B1sZaZZuYWlaklQYZd/Bi1/FiwdFvHrx5rcx3Quo6AOBP//f8yRP/n7MqFS2/WnklpZXVtfy64WNza3tHXN3ryWjRGDSxBGLRNtHkjDKSVNRxUg7FgSFPiO3/ugy47d3REga8Rs1jokXogGnAcVIaatnnqTd6SUdMfC91LbOaxW3XDm1LduuOq6TCbdaLpUnZ5OeWVxwuOBwwaGjnayKYF6NnvnR7Uc4CQlXmCEpO44dKy9FQlHMyKTQTSSJER6hAeloyVFIpJdO15nAI+30YRAJfbiCU/f7RIpCKcehrztDpIbyN8vMv1gnUUHNSymPE0U4nj0UJAyqCGYBwT4VBCs21gJhQfWuEA+RQFjpGAs6hMVP4f+i5VpOyXKvy8X6xTyOPDgAh+AYOKAK6uAKNEATYHAPHsEzeDEejCfj1XibteaM+cw++FHG+xem8Jo0</latexit>+
<latexit sha1_base64="XBubP4Vk8WbD1QIF5qciSxMCQhs=">AAACE3icdZBNS8MwGMfT+TbnW9Wjl+AQRKW03djmbejF4wQ3B1sZaZZuYWlaklQYZd/Bi1/FiwdFvHrx5rcx3Quo6AOBP//f8yRP/n7MqFS2/WnklpZXVtfy64WNza3tHXN3ryWjRGDSxBGLRNtHkjDKSVNRxUg7FgSFPiO3/ugy47d3REga8Rs1jokXogGnAcVIaatnnqTd6SUdMfC91LbOaxW3XDmzLduuOq6TCbdaLpUnp5OeWVxwuOBwwaGjnayKYF6NnvnR7Uc4CQlXmCEpO44dKy9FQlHMyKTQTSSJER6hAeloyVFIpJdO15nAI+30YRAJfbiCU/f7RIpCKcehrztDpIbyN8vMv1gnUUHNSymPE0U4nj0UJAyqCGYBwT4VBCs21gJhQfWuEA+RQFjpGAs6hMVP4f+i5VpOyXKvy8X6xTyOPDgAh+AYOKAK6uAKNEATYHAPHsEzeDEejCfj1XibteaM+cw++FHG+xej5poy</latexit>

�<latexit sha1_base64="ZzPHvIy1RIPBrVg6gCLVFwANWCU=">AAACE3icdZBNS8MwGMfT+TbnW9Wjl+AQRLS03djmbejF4wQ3B1sZaZZuYWlaklQYZd/Bi1/FiwdFvHrx5rcx3Quo6AOBP//f8yRP/n7MqFS2/WnklpZXVtfy64WNza3tHXN3ryWjRGDSxBGLRNtHkjDKSVNRxUg7FgSFPiO3/ugy47d3REga8Rs1jokXogGnAcVIaatnnqTd6SUdMfC91LbOaxW3XDm1LduuOq6TCbdaLpUnZ5OeWVxwuOBwwaGjnayKYF6NnvnR7Uc4CQlXmCEpO44dKy9FQlHMyKTQTSSJER6hAeloyVFIpJdO15nAI+30YRAJfbiCU/f7RIpCKcehrztDpIbyN8vMv1gnUUHNSymPE0U4nj0UJAyqCGYBwT4VBCs21gJhQfWuEA+RQFjpGAs6hMVP4f+i5VpOyXKvy8X6xTyOPDgAh+AYOKAK6uAKNEATYHAPHsEzeDEejCfj1XibteaM+cw++FHG+xem8Jo0</latexit>

+
<latexit sha1_base64="XBubP4Vk8WbD1QIF5qciSxMCQhs=">AAACE3icdZBNS8MwGMfT+TbnW9Wjl+AQRKW03djmbejF4wQ3B1sZaZZuYWlaklQYZd/Bi1/FiwdFvHrx5rcx3Quo6AOBP//f8yRP/n7MqFS2/WnklpZXVtfy64WNza3tHXN3ryWjRGDSxBGLRNtHkjDKSVNRxUg7FgSFPiO3/ugy47d3REga8Rs1jokXogGnAcVIaatnnqTd6SUdMfC91LbOaxW3XDmzLduuOq6TCbdaLpUnp5OeWVxwuOBwwaGjnayKYF6NnvnR7Uc4CQlXmCEpO44dKy9FQlHMyKTQTSSJER6hAeloyVFIpJdO15nAI+30YRAJfbiCU/f7RIpCKcehrztDpIbyN8vMv1gnUUHNSymPE0U4nj0UJAyqCGYBwT4VBCs21gJhQfWuEA+RQFjpGAs6hMVP4f+i5VpOyXKvy8X6xTyOPDgAh+AYOKAK6uAKNEATYHAPHsEzeDEejCfj1XibteaM+cw++FHG+xej5poy</latexit>

�<latexit sha1_base64="ZzPHvIy1RIPBrVg6gCLVFwANWCU=">AAACE3icdZBNS8MwGMfT+TbnW9Wjl+AQRLS03djmbejF4wQ3B1sZaZZuYWlaklQYZd/Bi1/FiwdFvHrx5rcx3Quo6AOBP//f8yRP/n7MqFS2/WnklpZXVtfy64WNza3tHXN3ryWjRGDSxBGLRNtHkjDKSVNRxUg7FgSFPiO3/ugy47d3REga8Rs1jokXogGnAcVIaatnnqTd6SUdMfC91LbOaxW3XDm1LduuOq6TCbdaLpUnZ5OeWVxwuOBwwaGjnayKYF6NnvnR7Uc4CQlXmCEpO44dKy9FQlHMyKTQTSSJER6hAeloyVFIpJdO15nAI+30YRAJfbiCU/f7RIpCKcehrztDpIbyN8vMv1gnUUHNSymPE0U4nj0UJAyqCGYBwT4VBCs21gJhQfWuEA+RQFjpGAs6hMVP4f+i5VpOyXKvy8X6xTyOPDgAh+AYOKAK6uAKNEATYHAPHsEzeDEejCfj1XibteaM+cw++FHG+xem8Jo0</latexit>

Erstes Beispiel für ein elektrisches Netzwerk. Es gilt n = 4, m = 5 und l = 3 mit den drei Maschen 1� 2� 3� 1,

1� 3� 4� 1 sowie 1� 2� 3� 4� 1.

Sobald geeignete Nummerierungen und Kantenorientierungen gewählt sind, können wir
für jede Kante i 2 {1, . . . , m} die folgenden Größen betrachten:

1. einen Widerstandswert Ri, wobei wir immer 0 < Ri < 1 voraussetzen wollen,

2. die Spannung Vi einer Stromquelle, wobei wir ggf. Vi = 0 setzen,

3. einen Spannungsabfall Ui am Widerstand Ri,

4. einen Strom Ii durch die Kante (auch Zweigstrom genannt).
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In der Regel sind die Werte Ri und Vi bekannt, aber wir müssen die Ströme Ii sowie
die Spannungen Ui bestimmen. Die erhaltenen Kantenströme werden am Ende nicht
von der Wahl der Kanten- und Maschenorientierungen abhängen, da wir für jeden
Kantenstrom entweder einen positiven bzw. einen negativen Wert erhalten werden, je
nachdem ob der Strom mit bzw. gegen den willkürlich gewählten Kantenpfeil fließt.

Zweigstrom-Analyse — Herleitung

Wir diskutieren zunächst die grundlegenden physikalischen Prinzipien und identifizie-
ren ein vollständiges Gleichungssystem für die Kantenströme Ii.

n Kirchho↵sche Knotenregeln (Ladungserhaltung)

In jedem Knoten des Netzwerkes ist die Summe der einlaufenden Ströme gleich

der Summe der auslaufenden Ströme.

Dieses Gesetz kann in jedem Knoten in eine Gleichung für die Ströme übersetzt werden,
wobei die ein- bzw. auslaufenden Ströme mit +1 bzw. �1 gewichtet werden. Für das
konkrete Netzwerkbeispiel erhalten wir:

� I1 � I4 � I5 = 0 (Knoten 1)
+ I1 � I2 = 0 (Knoten 2)

+ I2 + I3 + I5 = 0 (Knoten 3)
� I3 + I4 = 0 (Knoten 4)

Beachte, dass diese Gleichungen linear abhängig sind, da die Summe aller Gleichungen
aus graphentheoretischen Erwägungen (jede Kante hat genau einen Anfangs- und genau
einen Endknoten und erscheint daher genau zweimal mit verschiedenen Vorzeichen)
die Tautologie 0 = 0 ergeben muss; je n � 1 Knotengleichungen sollten aber linear
unabhängig sein (sonst kann das Netzwerk nicht zusammenhängend sein).

l Kirchho↵sche Maschenregeln (Energieerhaltung)

In jeder Masche des Netzwerkes heben sich alle vorzeichenbehafteten Teilspan-

nungen insgesamt auf.

Dieses Gesetz liefert in jeder Masche eine lineare Gleichung für die Spannungen,
wobei alle Kanten der Masche gemäß der Maschenorientierung durchlaufen werden
und jede richtig oder falsch orientierte Teilspannung mit dem Vorfaktor +1 bzw. �1
berücksichtigt wird. Im konkreten Netzwerk erhalten wir:

+ U1 + U2 � U5 + V5 = 0 (1. Masche: 1�2�3�1)
� U3 + V3 � U4 + U5 � V5 = 0 (2. Masche: 1�3�4�1)

+ U1 + U2 � U3 + V3 � U4 = 0 (3. Masche: 1�2�3�4�1)

Auch hier sind die Gleichungen nicht unabhängig voneinander (siehe dazu die Bemer-
kung unten).

m Ohmsche Widerstände (Materialgesetze) Schließlich wissen wir, dass es an
jedem Widerstand einen einfachen Zusammenhang zwischen der Spannung und dem
Strom gibt, nämlich

Ui = Ri · Ii für jede Kante i 2 {1, . . . ,m} .
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Gleichungssystem für die Ströme Ersetzen wir die Spannung in den Maschen-
regeln mit Hilfe der Ohmschen Gesetze durch die Ströme Ii, so erhalten wir insgesamt
n+l Gleichungen ür diem unbekannten Ströme I1, . . . , Im. Die entsprechende erweiterte
Koe�zientenmatrix ergibt sich im konkreten Beispiel zu

0

BBBBBBBB@

�1 0 0 �1 �1 0
1 �1 0 0 0 0
0 1 1 0 1 0
0 0 �1 1 0 0
R1 R2 0 0 �R5 �V5

0 0 �R3 �R4 R5 �V3 + V5

R1 R2 �R3 �R4 0 �V3

1

CCCCCCCCA

und enthält nur die (bekannten) Widerstände Ri und die (bekannten) Beiträge Vi der
Stromquellen, wobei wir letztere auf die rechte Seite der Gleichungen verschoben haben.

Wir können nun dieses Gleichungssystem für konkrete Werte der Parameter Ri

und Vi lösen, wobei die Physik sicherstellt, dass es immer eine eindeutige Lösung für
die Kantenströme Ii geben wird (oder wir uns irgendwo verrechnet haben). Anschlie-
ßend können wir die Spannungen Ui mittels des Ohmschen Gesetzes aus den Ii direkt
berechnen.

Für das konkrete Netzwerk ergibt sich zum Beispiel mit den Zahlenwerten

R1 = R2 = R3 = R4 = R5 = 1

und

V3 = 4 , V5 = 2 bzw. V3 = 8 , V5 = 8

der Stromvektor

I =

0

BBBB@

�1
�1
1
1
0

1

CCCCA
bzw. I =

0

BBBB@

�3
�3
1
1
2

1

CCCCA
.

Die Negativität von I1 und I2 bedeutet jeweils, dass der Strom entgegen des von uns
willkürlich gewählten Pfeiles fließt, wohingegen die Positivität von I3 und I4 zeigt,
dass die gewählten Kantenpfeile mit der technischen Stromrichtung in der berechneten
Lösung übereinstimmen.

Zweigstrom-Verfahren — Umformulierung

Wir können die Gleichungen für ein elektrisches Netzwerk auch etwas systematischer
studieren. Dazu betrachten wir zunächst die Inzidenzmatrix IM des Netzwerkes, die m
Zeilen sowie n Spalten besitzt und deren Einträge nur Werte in {�1, 0,+1} annehmen.
Genauer gesagt: In der i-ten Zeile und der j-ten Spalte der Inzidenzmatrix steht genau
dann �1 bzw. +1, wenn der j-te Knoten des Netzwerkes der Anfangs- bzw. Endknoten
der i-ten Kante ist. Für das obige Beispiel ergibt sich

IM =

0

BBBB@

�1 +1 0 0
0 �1 1 0
0 0 1 �1
�1 0 0 1
�1 0 1 0

1

CCCCA
, IMT =

0

BB@

�1 0 0 �1 �1
1 �1 0 0 0
0 1 1 0 1
0 0 �1 1 0

1

CCA .
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Die Kirchho↵schen Knotenregeln lassen sich mit Hilfe der Inzidenzmatrix in kompakter
Form als

IMT · I = 0 (n Gleichungen für die m Ströme Ii)

schreiben, wobei auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens ein n-dimensionaler Vektor
steht und I den m-dimensionalen Spaltenvektor mit Komponenten Ii bezeichnet.

Desweiteren betrachten wir die Maschenmatrix MM mit l Zeilen und m-Spalten,
wobei das Element in der k-ten Zeile und der i-ten Spalte nur dann von 0 verschieden ist,
wenn die Kante i zur Masche k gehört; in diesem Fall wählen wir den Wert +1 bzw. �1,
je nachdem ob die Orientierung der Kante i (der gewählte Pfeil) und die Orientierung
der Masche k (meist gegen den Uhrzeigersinn) kompatibel bzw. inkompatibel sind. Für
das konkrete Netzwerk ergibt sich damit:

MM =

0

@
1 1 0 0 �1
0 0 �1 �1 +1
1 1 �1 �1 0

1

A , MMT =

0

BBBB@

1 0 1
1 0 1
0 �1 �1
0 �1 �1
�1 1 0

1

CCCCA
.

Die Kirchho↵schen Maschenregeln können nun als

MM ·
�
U�V

�
= 0 (l Gleichungen für die m Spannungen Ui)

kodiert werden, wobei wir schon jeder Kante i ohne Stromquelle den Wert Vi = 0
zugeordnet hatten.

Schließlich führen wir noch die quadratische Widerstandsmatrix WM ein, indem
wir aus allen Werten Ri eine (m, m)-Diagonalmatrix erzeugen. Im Beispiel meint dies

WM =

0

BBBB@

R1 0 0 0 0
0 R2 0 0
0 0 R3 0 0
0 0 0 R4 0
0 0 0 0 R5

1

CCCCA
.

Insgesamt können wir das Gleichungssystem für die Kantenströme in Form der zwei
matrizenwertigen Gleichungen

IMT · I = 0 , MM ·
�
WM · I�V

�
= 0

schreiben, die jeweils die n Knotenregeln und die l Maschenregeln repräsentieren. (Die
erweiterte Koe�zientenmatrix von oben umfasst alle n+ l Gleichungen).

Bemerkung Es ist bei mittleren und großen Netzwerken nicht einfach zu erkennen,
wieviele Maschengleichungen linear unabhängig sind bzw. wieviele man eigentlich igno-
rieren kann. Die Graphentheorie liefert für dieses Problem e�ziente Algorithmen (zum
Beispiel mit Hilfe geeignet gewählter oder berechneter Spannbäume), und man kann
zeigen, dass es genau m�n+1 sogenannte Fundamentalmaschen gibt. Man kann aber
auch immer gefahrlos die überflüssigen Gleichungen mitnehmen.
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Knotenpotential-Verfahren

Wir besprechen nun eine zweite Netzwerkmethode, bei der man die elektrischen Po-
tentiale �j in den Knoten betrachtet. Der Schlüssel für dieses Verfahren sind die Kan-
tengleichungen

Ui � Vi = �a(i) � �e(i) ,

die entlang jeder Kante i die Potentialdi↵erenz in den Eckknoten mit den Spannungen
in Verbindung setzt. Hierbei meint

a(i) 2 {1, . . . , n} bzw. e(i) 2 {1, . . . , n}
den Knotenindex des Anfangs- bzw. des Endknoten der Kante i. Insbesondere sind
diese Werte gerade die Spaltenindizes, für die in der i-ten Zeile der Inzidenzmatrix
gerade �1 bzw. +1 steht. Im konkreten Fall gilt:

U1 � V1 = �1 � �2

U2 � V2 = �2 � �3

U3 � V3 = �4 � �3

U4 � V4 = �1 � �4

U5 � V5 = �1 � �3

Ganz allgemein kann dies als

U�V = �IM ·�
geschrieben werden, wobei das Minus-Zeichen auf der rechten Seite die technische
Stromrichtung repräsentiert (die sich von der physikalischen im Vorzeichen unterschei-
det).

Die erste wesentliche Beobachtung ist nun, dass diese Gleichung – bzw. der
Übergang zu den Knotenpotentialen – nach Multiplikation mit MM schon die
Gültigkeit aller Maschenregeln garantiert.

Theorem In jedem Netzwerk gilt

MM · IM = 0 bzw. IMT ·MMT = 0

im Sinne von (l, n)-Matrizen bzw. (n, l)-Matrizen. Beachte, dass die (l, m)-Matrix
MM und die (m, n)-Matrix IM die Geometrie des Netzwerkes beschreiben, d.h. sie
hängen weder von den Quellspannungen Vi noch von den Widerständen Ri oder den
Strömen Ii ab.

Beweis: Die Regeln der Matrizenmultiplikation implizieren, dass der Eintrag in der
k-ten Zeile und der j-ten Spalte des Matrixproduktes MM · IM eine Summe über
Kantenindizes ist, wobei die Nullen in der Inzidenz- und in der Maschenmatrix ga-
rantieren, dass nur zwei von Null verschiedene Summanden auftauchen, die jeweils ein
Produkt von zwei Zahlen mit Betrag 1 sind. Insbesondere sind nur die beiden Kanten
relevant, die sowohl zum Knoten j als auch zur Masche k gehören.

 
<latexit sha1_base64="VMnmMUZzJp5uVG5Jsz5h9KVPMVQ="></latexit>

(�1)·(+1)=�1
<latexit sha1_base64="t1rs+sU1D42tFtLewOKEkwKnkH0="></latexit>

(�1)·(�1)=+1
<latexit sha1_base64="+lRVgmLc5vX9Bpw5Eg7HksZaXu0="></latexit>

Masche k
<latexit sha1_base64="Et5oxLuR3WBYyjtVgpeRrISfqMc="></latexit>

Knoten j
<latexit sha1_base64="d+3G3tD5galuuwRn68E4eXTfk80="></latexit>
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Mit Hilfe des Bildes und elementarer Vertauschungen (Wechsel der Kanten- oder/oder
Maschenorientierung) zeigt man nun leicht, dass für jede Wahl von k 2 {1, . . . , l}
und j 2 {1, . . . , n} die zwei von Null verschiedenen Summanden sich im Vorzeichen
unterscheiden, und dies impliziert die erste Behauptung. Die zweite folgt dann nach
Transposition aller Matrizen.

Bemerkung Insbesondere gilt: Zu jeder Masche, d.h. zu jeder Zeile von MM, gibt
es einen Spaltenvektor im Kern von IMT , dessen Einträge nur Werte in {�1, 0,+1}
annehmen.

Die zweite wesentliche Beobachtung ist, dass die Kirchho↵schen Knotenregeln ein Glei-
chungssystem für die Knotenpotentiale liefern. In der Tat, ersetzen wir U durch � und
V, so impliziert das Ohmsche Gesetz die Gleichung

I = LM ·U = LM ·
�
� IM · �+V

�
,

wobei die Matrix LM gerade die Inverse zu WM ist. Insbesondere ist LM wieder eine
Diagonalmatrix, wobei der (i, i)-Eintrag gerade der i-te Leitwert Li = 1/Ri ist. Im
konkreten Netzwerk gilt insbesondere

LM = WM�1 =

0

BBBB@

L1 0 0 0 0
0 L2 0 0
0 0 L3 0 0
0 0 0 L4 0
0 0 0 0 L5

1

CCCCA
.

Die n Kircho↵schen Knotenregeln können damit als

�
IMT · LM · IM

�
·� = IMT · LM ·V

geschrieben werden, wobei alle Terme auf der rechten Seite bekannt sind und auf der
linken Seite vor dem unbekannten Vektor � 2 Rn eine (n, n)-Matrix steht. Für das
Beispiel ergibt sich

�
IMT · LM · IM

�
=

0

BB@

L1+L4+L5 �L1 �L5 �L4

�L1 L1+L2 �L2 0
�L5 �L2 L2+L3+L5 �L3

�L4 0 �L3 L3 + L4

1

CCA

sowie

IMT · LM ·V =

0

BB@

�L5 · V5

0
L3 · V3 + L5 · V5

�L3 · V3

1

CCA .

Sobald alle Knotenpotentiale durch Lösen des Gleichungssytem bestimmt wurden, kann
anschließend für jede Kante i die Spannung Ui sowie der Strom Ii mit Hilfe von Ri, Vi

und �a(i), �e(i) direkt berechnet werden.
Ein Vorteil des Knoten-Potentialverfahrens besteht darin, dass man die Maschen-

matrix weder aufschreiben noch auf linear abhängige Zeilen untersuchen muss. Au-
ßerdem besitzt das zu lösende Gleichungssystem für die �j eine quadratische und
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98 4. Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

symmetrische Koe�zientenmatrix, und dies erleichtert bei großen Systemen die nu-
merische Berechnung von Lösungen erheblich. Die gewonnenen Resultate sind aber
immer äquivalent zu den Kantenströmen, die mit Hilfe von Rechtecksmatrizen in der
Zweigstrom-Analyse ermittelt werden. Beachte auch, dass die Potentiale in den Knoten

leben, wohingegen die Ströme durch Kanten fließen.
Für das konkrete Netzwerk ergibt sich mit den oben spezifizierten Zahlenwerten

� =

0

BB@

1
2
3
0

1

CCA+ � ·

0

BB@

1
1
1
1

1

CCA bzw. � =

0

BB@

1
4
7
0

1

CCA+ � ·

0

BB@

1
1
1
1

1

CCA ,

als Lösung der entsprechenden Potentialgleichung, wobei der Parameter � 2 R beliebig
gewählt werden kann. Diese Mehrdeutigkeit ist nicht überraschend, da nur Potential-
di↵erenzen eine physikalische Bedeutung besitzen. Insbesondere kann man � immer so
wählen, dass das Potential in einem frei gewählten Knoten verschwindet (Erdung des
Netzwerkes).

Die Struktur der Potentialgleichung Die Rechnungen für das erste Netzwerkbei-
spiel illustrieren die folgenden allgemeinen Prinzipien:

1. Für je zwei Knotenindizes j1 6= j2 verschwinden die Matrixeinträge (j1, j2) und
(j2, j1) genau dann, wenn die Knoten j1 und j2 nicht durch eine Kante ver-
bunden sind. Andernfalls steht in beiden Einträgen der negative Leitwert der
Verbindungskante.

2. Alle Diagonaleinträge sind positiv, so dass alle Zeilen- und Spaltensummen in der
Matrix verschwinden. Insbesondere entält der Diagonaleintrag (j, j) die Summe
der Leitwerte aller Kanten, für die der Knoten j entweder Anfangs- oder End-
knoten ist.

3. Die j-te Zeile der rechten Seite ist eine gewichtete Summe von Beiträgen der
Bauart Li · Vi über alle Kanten i, die den Knoten j enthalten, wobei ein- bzw.
auslaufenden Kanten mit +1 bzw. �1 gewichtet sind. (Beachte, dass die Pfeile
der Kanten und der Spannungsquellen entgegengesetzt gewählt wurden).

2
<latexit sha1_base64="jk/1fpohXujb3eq/tOFNvjxoFrw=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeiF48t2FpoQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMSqE1CNgktsGW4EdhKFNAoEPgTj25n/8IRK81jem0mCfkSHkoecUWOlZq1frrhVdw6ySrycVCBHo1/+6g1ilkYoDRNU667nJsbPqDKcCZyWeqnGhLIxHWLXUkkj1H42P3RKzqwyIGGsbElD5urviYxGWk+iwHZG1Iz0sjcT//O6qQmv/YzLJDUo2WJRmApiYjL7mgy4QmbExBLKFLe3EjaiijJjsynZELzll1dJu1b1Lqq15mWlfpPHUYQTOIVz8OAK6nAHDWgBA4RneIU359F5cd6dj0VrwclnjuEPnM8ffW+Mug==</latexit>

1
<latexit sha1_base64="TtIgPQprnJE4HSS++PuM3etxya8=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeiF48t2FpoQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMSqE1CNgktsGW4EdhKFNAoEPgTj25n/8IRK81jem0mCfkSHkoecUWOlptcvV9yqOwdZJV5OKpCj0S9/9QYxSyOUhgmqdddzE+NnVBnOBE5LvVRjQtmYDrFrqaQRaj+bHzolZ1YZkDBWtqQhc/X3REYjrSdRYDsjakZ62ZuJ/3nd1ITXfsZlkhqUbLEoTAUxMZl9TQZcITNiYgllittbCRtRRZmx2ZRsCN7yy6ukXat6F9Va87JSv8njKMIJnMI5eHAFdbiDBrSAAcIzvMKb8+i8OO/Ox6K14OQzx/AHzucPe+uMuQ==</latexit>

3
<latexit sha1_base64="LNUgVcgcWmrkAqMqFwJgrNe8JZM=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbBRI9ELx4hkUcCGzI79MLI7OxmZtaEEL7AiweN8eonefNvHGAPClbSSaWqO91dQSK4Nq777eQ2Nre2d/K7hb39g8Oj4vFJS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfju7nffkKleSwfzCRBP6JDyUPOqLFSo9ovltyyuwBZJ15GSpCh3i9+9QYxSyOUhgmqdddzE+NPqTKcCZwVeqnGhLIxHWLXUkkj1P50ceiMXFhlQMJY2ZKGLNTfE1MaaT2JAtsZUTPSq95c/M/rpia88adcJqlByZaLwlQQE5P512TAFTIjJpZQpri9lbARVZQZm03BhuCtvrxOWpWyVy1XGlel2m0WRx7O4BwuwYNrqME91KEJDBCe4RXenEfnxXl3PpatOSebOYU/cD5/AH7zjLs=</latexit>

4
<latexit sha1_base64="WqJ6Lk3Ioj0kJGz21f+UCQW7454=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHaRRI9ELx4hkUcCGzI79MLI7OxmZtaEEL7AiweN8eonefNvHGAPClbSSaWqO91dQSK4Nq777eQ2Nre2d/K7hb39g8Oj4vFJS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfju7nffkKleSwfzCRBP6JDyUPOqLFSo9ovltyyuwBZJ15GSpCh3i9+9QYxSyOUhgmqdddzE+NPqTKcCZwVeqnGhLIxHWLXUkkj1P50ceiMXFhlQMJY2ZKGLNTfE1MaaT2JAtsZUTPSq95c/M/rpia88adcJqlByZaLwlQQE5P512TAFTIjJpZQpri9lbARVZQZm03BhuCtvrxOWpWyd1WuNKql2m0WRx7O4BwuwYNrqME91KEJDBCe4RXenEfnxXl3PpatOSebOYU/cD5/AIB3jLw=</latexit>

5
<latexit sha1_base64="AhcfTCM0SoNzrW5wWWD2fdOk/P0=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHZRo0eiF4+QyCOBDZkdemFkdnYzM2tCCF/gxYPGePWTvPk3DrAHBSvppFLVne6uIBFcG9f9dnJr6xubW/ntws7u3v5B8fCoqeNUMWywWMSqHVCNgktsGG4EthOFNAoEtoLR3cxvPaHSPJYPZpygH9GB5CFn1FipftUrltyyOwdZJV5GSpCh1it+dfsxSyOUhgmqdcdzE+NPqDKcCZwWuqnGhLIRHWDHUkkj1P5kfuiUnFmlT8JY2ZKGzNXfExMaaT2OAtsZUTPUy95M/M/rpCa88SdcJqlByRaLwlQQE5PZ16TPFTIjxpZQpri9lbAhVZQZm03BhuAtv7xKmpWyd1Gu1C9L1dssjjycwCmcgwfXUIV7qEEDGCA8wyu8OY/Oi/PufCxac042cwx/4Hz+AIH7jL0=</latexit>

6
<latexit sha1_base64="isA7HMw1IyBJaGe6fSsV01e5RXQ=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbRqEeiF4+QyCOBDZkdemFkdnYzM2tCCF/gxYPGePWTvPk3DrAHBSvppFLVne6uIBFcG9f9dnJr6xubW/ntws7u3v5B8fCoqeNUMWywWMSqHVCNgktsGG4EthOFNAoEtoLR3cxvPaHSPJYPZpygH9GB5CFn1FipftUrltyyOwdZJV5GSpCh1it+dfsxSyOUhgmqdcdzE+NPqDKcCZwWuqnGhLIRHWDHUkkj1P5kfuiUnFmlT8JY2ZKGzNXfExMaaT2OAtsZUTPUy95M/M/rpCa88SdcJqlByRaLwlQQE5PZ16TPFTIjxpZQpri9lbAhVZQZm03BhuAtv7xKmpWyd1Gu1C9L1dssjjycwCmcgwfXUIV7qEEDGCA8wyu8OY/Oi/PufCxac042cwx/4Hz+AIN/jL4=</latexit>

L1
<latexit sha1_base64="vVJZumWKo0QoKJ2h/djGgmIRvgQ=">AAAB6nicbVA9SwNBEJ3zM8avqKXNYhCswl0UtAzaWFhENB+QHGFvM5cs2ds7dveEcOQn2FgoYusvsvPfuEmu0MQHA4/3ZpiZFySCa+O6387K6tr6xmZhq7i9s7u3Xzo4bOo4VQwbLBaxagdUo+ASG4Ybge1EIY0Cga1gdDP1W0+oNI/loxkn6Ed0IHnIGTVWerjreb1S2a24M5Bl4uWkDDnqvdJXtx+zNEJpmKBadzw3MX5GleFM4KTYTTUmlI3oADuWShqh9rPZqRNyapU+CWNlSxoyU39PZDTSehwFtjOiZqgXvan4n9dJTXjlZ1wmqUHJ5ovCVBATk+nfpM8VMiPGllCmuL2VsCFVlBmbTtGG4C2+vEya1Yp3XqneX5Rr13kcBTiGEzgDDy6hBrdQhwYwGMAzvMKbI5wX5935mLeuOPnMEfyB8/kDyeeNeA==</latexit>

L7
<latexit sha1_base64="jHcuPoFJkzT7QHoMJL6EMijpDHI=">AAAB6nicbVA9SwNBEJ2LXzF+RS1tFoNgFe6iEMugjYVFRPMByRH2NnPJkr29Y3dPCCE/wcZCEVt/kZ3/xk1yhSY+GHi8N8PMvCARXBvX/XZya+sbm1v57cLO7t7+QfHwqKnjVDFssFjEqh1QjYJLbBhuBLYThTQKBLaC0c3Mbz2h0jyWj2acoB/RgeQhZ9RY6eGuV+0VS27ZnYOsEi8jJchQ7xW/uv2YpRFKwwTVuuO5ifEnVBnOBE4L3VRjQtmIDrBjqaQRan8yP3VKzqzSJ2GsbElD5urviQmNtB5Hge2MqBnqZW8m/ud1UhNe+RMuk9SgZItFYSqIicnsb9LnCpkRY0soU9zeStiQKsqMTadgQ/CWX14lzUrZuyhX7i9LtessjjycwCmcgwdVqMEt1KEBDAbwDK/w5gjnxXl3PhatOSebOYY/cD5/ANL/jX4=</latexit>

L6
<latexit sha1_base64="IxkOROUD7jXOj3iXT6g2Z+ifj5A=">AAAB6nicbVA9SwNBEJ2LXzF+RS1tFoNgFe6iqGXQxsIiovmA5Ah7m0myZG/v2N0TwpGfYGOhiK2/yM5/4ya5QhMfDDzem2FmXhALro3rfju5ldW19Y38ZmFre2d3r7h/0NBRohjWWSQi1QqoRsEl1g03AluxQhoGApvB6GbqN59QaR7JRzOO0Q/pQPI+Z9RY6eGue9EtltyyOwNZJl5GSpCh1i1+dXoRS0KUhgmqddtzY+OnVBnOBE4KnURjTNmIDrBtqaQhaj+dnTohJ1bpkX6kbElDZurviZSGWo/DwHaG1Az1ojcV//Paielf+SmXcWJQsvmifiKIicj0b9LjCpkRY0soU9zeStiQKsqMTadgQ/AWX14mjUrZOytX7s9L1essjjwcwTGcggeXUIVbqEEdGAzgGV7hzRHOi/PufMxbc042cwh/4Hz+ANF7jX0=</latexit>

L5
<latexit sha1_base64="C+BAhYTA+VCLnyjiOVsVVh+yN1M=">AAAB6nicbVA9SwNBEJ2LXzF+RS1tFoNgFe6iomXQxsIiovmA5Ah7m0myZG/v2N0TwpGfYGOhiK2/yM5/4ya5QhMfDDzem2FmXhALro3rfju5ldW19Y38ZmFre2d3r7h/0NBRohjWWSQi1QqoRsEl1g03AluxQhoGApvB6GbqN59QaR7JRzOO0Q/pQPI+Z9RY6eGue9EtltyyOwNZJl5GSpCh1i1+dXoRS0KUhgmqddtzY+OnVBnOBE4KnURjTNmIDrBtqaQhaj+dnTohJ1bpkX6kbElDZurviZSGWo/DwHaG1Az1ojcV//Paielf+SmXcWJQsvmifiKIicj0b9LjCpkRY0soU9zeStiQKsqMTadgQ/AWX14mjUrZOytX7s9L1essjjwcwTGcggeXUIVbqEEdGAzgGV7hzRHOi/PufMxbc042cwh/4Hz+AM/3jXw=</latexit>

L4
<latexit sha1_base64="Iw8g5h2ojmUs3uyDt5rtSm/3TDc=">AAAB6nicbVA9SwNBEJ2LXzF+RS1tFoNgFe5iQMugjYVFRPMByRH2NnPJkr29Y3dPCCE/wcZCEVt/kZ3/xk1yhSY+GHi8N8PMvCARXBvX/XZya+sbm1v57cLO7t7+QfHwqKnjVDFssFjEqh1QjYJLbBhuBLYThTQKBLaC0c3Mbz2h0jyWj2acoB/RgeQhZ9RY6eGuV+0VS27ZnYOsEi8jJchQ7xW/uv2YpRFKwwTVuuO5ifEnVBnOBE4L3VRjQtmIDrBjqaQRan8yP3VKzqzSJ2GsbElD5urviQmNtB5Hge2MqBnqZW8m/ud1UhNe+RMuk9SgZItFYSqIicnsb9LnCpkRY0soU9zeStiQKsqMTadgQ/CWX14lzUrZuyhX7qul2nUWRx5O4BTOwYNLqMEt1KEBDAbwDK/w5gjnxXl3PhatOSebOYY/cD5/AM5zjXs=</latexit>

L3
<latexit sha1_base64="Rxq9etqnggzZ2Al/+NqUMJL8lO0=">AAAB6nicbVA9SwNBEJ2LXzF+RS1tFoNgFe4SQcugjYVFRPMByRH2NnvJkr29Y3dOCCE/wcZCEVt/kZ3/xk1yhSY+GHi8N8PMvCCRwqDrfju5tfWNza38dmFnd2//oHh41DRxqhlvsFjGuh1Qw6VQvIECJW8nmtMokLwVjG5mfuuJayNi9YjjhPsRHSgRCkbRSg93vWqvWHLL7hxklXgZKUGGeq/41e3HLI24QiapMR3PTdCfUI2CST4tdFPDE8pGdMA7lioaceNP5qdOyZlV+iSMtS2FZK7+npjQyJhxFNjOiOLQLHsz8T+vk2J45U+ESlLkii0WhakkGJPZ36QvNGcox5ZQpoW9lbAh1ZShTadgQ/CWX14lzUrZq5Yr9xel2nUWRx5O4BTOwYNLqMEt1KEBDAbwDK/w5kjnxXl3PhatOSebOYY/cD5/AMzvjXo=</latexit>

L2
<latexit sha1_base64="kEvLwC5MMnbljZ6h7r7xAkLNFGE=">AAAB6nicbVA9SwNBEJ3zM8avqKXNYhCswl0UtAzaWFhENB+QHGFvs5cs2ds7dueEcOQn2FgoYusvsvPfuEmu0MQHA4/3ZpiZFyRSGHTdb2dldW19Y7OwVdze2d3bLx0cNk2casYbLJaxbgfUcCkUb6BAyduJ5jQKJG8Fo5up33ri2ohYPeI44X5EB0qEglG00sNdr9orld2KOwNZJl5OypCj3it9dfsxSyOukElqTMdzE/QzqlEwySfFbmp4QtmIDnjHUkUjbvxsduqEnFqlT8JY21JIZurviYxGxoyjwHZGFIdm0ZuK/3mdFMMrPxMqSZErNl8UppJgTKZ/k77QnKEcW0KZFvZWwoZUU4Y2naINwVt8eZk0qxXvvFK9vyjXrvM4CnAMJ3AGHlxCDW6hDg1gMIBneIU3RzovzrvzMW9dcfKZI/gD5/MHy2uNeQ==</latexit>

V7
<latexit sha1_base64="TMJxApJeNWH6WWGQXA+IKFa2Ypk=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KkkV6rHoxWNF+wFtKJvtpF262YTdjVBCf4IXD4p49Rd589+4bXPQ1gcDj/dmmJkXJIJr47rfztr6xubWdmGnuLu3f3BYOjpu6ThVDJssFrHqBFSj4BKbhhuBnUQhjQKB7WB8O/PbT6g0j+WjmSToR3QoecgZNVZ6aPVr/VLZrbhzkFXi5aQMORr90ldvELM0QmmYoFp3PTcxfkaV4UzgtNhLNSaUjekQu5ZKGqH2s/mpU3JulQEJY2VLGjJXf09kNNJ6EgW2M6JmpJe9mfif101NeO1nXCapQckWi8JUEBOT2d9kwBUyIyaWUKa4vZWwEVWUGZtO0YbgLb+8SlrVindZqd5fles3eRwFOIUzuAAPalCHO2hAExgM4Rle4c0Rzovz7nwsWtecfOYE/sD5/AHiO42I</latexit>

L8
<latexit sha1_base64="7zSZQUDl/WvjGCs6KAw+ZSIVMUI=">AAAB6nicbVA9SwNBEJ2LXzF+RS1tFoNgFe6iYMqgjYVFRPMByRH2NnvJkr29Y3dOCCE/wcZCEVt/kZ3/xk1yhSY+GHi8N8PMvCCRwqDrfju5tfWNza38dmFnd2//oHh41DRxqhlvsFjGuh1Qw6VQvIECJW8nmtMokLwVjG5mfuuJayNi9YjjhPsRHSgRCkbRSg93vWqvWHLL7hxklXgZKUGGeq/41e3HLI24QiapMR3PTdCfUI2CST4tdFPDE8pGdMA7lioaceNP5qdOyZlV+iSMtS2FZK7+npjQyJhxFNjOiOLQLHsz8T+vk2JY9SdCJSlyxRaLwlQSjMnsb9IXmjOUY0so08LeStiQasrQplOwIXjLL6+SZqXsXZQr95el2nUWRx5O4BTOwYMrqMEt1KEBDAbwDK/w5kjnxXl3PhatOSebOYY/cD5/ANSDjX8=</latexit>

V2
<latexit sha1_base64="VxezcoWfkKRNxtazskPh2kVhMYY=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeiF48V7Qe0oWy2m3bpZhN2J0IJ/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekEhh0HW/ncLa+sbmVnG7tLO7t39QPjxqmTjVjDdZLGPdCajhUijeRIGSdxLNaRRI3g7GtzO//cS1EbF6xEnC/YgOlQgFo2ilh1a/1i9X3Ko7B1klXk4qkKPRL3/1BjFLI66QSWpM13MT9DOqUTDJp6VeanhC2ZgOeddSRSNu/Gx+6pScWWVAwljbUkjm6u+JjEbGTKLAdkYUR2bZm4n/ed0Uw2s/EypJkSu2WBSmkmBMZn+TgdCcoZxYQpkW9lbCRlRThjadkg3BW355lbRqVe+iWru/rNRv8jiKcAKncA4eXEEd7qABTWAwhGd4hTdHOi/Ou/OxaC04+cwx/IHz+QPap42D</latexit>

�<latexit sha1_base64="ZzPHvIy1RIPBrVg6gCLVFwANWCU=">AAACE3icdZBNS8MwGMfT+TbnW9Wjl+AQRLS03djmbejF4wQ3B1sZaZZuYWlaklQYZd/Bi1/FiwdFvHrx5rcx3Quo6AOBP//f8yRP/n7MqFS2/WnklpZXVtfy64WNza3tHXN3ryWjRGDSxBGLRNtHkjDKSVNRxUg7FgSFPiO3/ugy47d3REga8Rs1jokXogGnAcVIaatnnqTd6SUdMfC91LbOaxW3XDm1LduuOq6TCbdaLpUnZ5OeWVxwuOBwwaGjnayKYF6NnvnR7Uc4CQlXmCEpO44dKy9FQlHMyKTQTSSJER6hAeloyVFIpJdO15nAI+30YRAJfbiCU/f7RIpCKcehrztDpIbyN8vMv1gnUUHNSymPE0U4nj0UJAyqCGYBwT4VBCs21gJhQfWuEA+RQFjpGAs6hMVP4f+i5VpOyXKvy8X6xTyOPDgAh+AYOKAK6uAKNEATYHAPHsEzeDEejCfj1XibteaM+cw++FHG+xem8Jo0</latexit>

+
<latexit sha1_base64="XBubP4Vk8WbD1QIF5qciSxMCQhs=">AAACE3icdZBNS8MwGMfT+TbnW9Wjl+AQRKW03djmbejF4wQ3B1sZaZZuYWlaklQYZd/Bi1/FiwdFvHrx5rcx3Quo6AOBP//f8yRP/n7MqFS2/WnklpZXVtfy64WNza3tHXN3ryWjRGDSxBGLRNtHkjDKSVNRxUg7FgSFPiO3/ugy47d3REga8Rs1jokXogGnAcVIaatnnqTd6SUdMfC91LbOaxW3XDmzLduuOq6TCbdaLpUnp5OeWVxwuOBwwaGjnayKYF6NnvnR7Uc4CQlXmCEpO44dKy9FQlHMyKTQTSSJER6hAeloyVFIpJdO15nAI+30YRAJfbiCU/f7RIpCKcehrztDpIbyN8vMv1gnUUHNSymPE0U4nj0UJAyqCGYBwT4VBCs21gJhQfWuEA+RQFjpGAs6hMVP4f+i5VpOyXKvy8X6xTyOPDgAh+AYOKAK6uAKNEATYHAPHsEzeDEejCfj1XibteaM+cw++FHG+xej5poy</latexit>

�<latexit sha1_base64="ZzPHvIy1RIPBrVg6gCLVFwANWCU=">AAACE3icdZBNS8MwGMfT+TbnW9Wjl+AQRLS03djmbejF4wQ3B1sZaZZuYWlaklQYZd/Bi1/FiwdFvHrx5rcx3Quo6AOBP//f8yRP/n7MqFS2/WnklpZXVtfy64WNza3tHXN3ryWjRGDSxBGLRNtHkjDKSVNRxUg7FgSFPiO3/ugy47d3REga8Rs1jokXogGnAcVIaatnnqTd6SUdMfC91LbOaxW3XDm1LduuOq6TCbdaLpUnZ5OeWVxwuOBwwaGjnayKYF6NnvnR7Uc4CQlXmCEpO44dKy9FQlHMyKTQTSSJER6hAeloyVFIpJdO15nAI+30YRAJfbiCU/f7RIpCKcehrztDpIbyN8vMv1gnUUHNSymPE0U4nj0UJAyqCGYBwT4VBCs21gJhQfWuEA+RQFjpGAs6hMVP4f+i5VpOyXKvy8X6xTyOPDgAh+AYOKAK6uAKNEATYHAPHsEzeDEejCfj1XibteaM+cw++FHG+xem8Jo0</latexit>

+
<latexit sha1_base64="XBubP4Vk8WbD1QIF5qciSxMCQhs=">AAACE3icdZBNS8MwGMfT+TbnW9Wjl+AQRKW03djmbejF4wQ3B1sZaZZuYWlaklQYZd/Bi1/FiwdFvHrx5rcx3Quo6AOBP//f8yRP/n7MqFS2/WnklpZXVtfy64WNza3tHXN3ryWjRGDSxBGLRNtHkjDKSVNRxUg7FgSFPiO3/ugy47d3REga8Rs1jokXogGnAcVIaatnnqTd6SUdMfC91LbOaxW3XDmzLduuOq6TCbdaLpUnp5OeWVxwuOBwwaGjnayKYF6NnvnR7Uc4CQlXmCEpO44dKy9FQlHMyKTQTSSJER6hAeloyVFIpJdO15nAI+30YRAJfbiCU/f7RIpCKcehrztDpIbyN8vMv1gnUUHNSymPE0U4nj0UJAyqCGYBwT4VBCs21gJhQfWuEA+RQFjpGAs6hMVP4f+i5VpOyXKvy8X6xTyOPDgAh+AYOKAK6uAKNEATYHAPHsEzeDEejCfj1XibteaM+cw++FHG+xej5poy</latexit>

+
<latexit sha1_base64="XBubP4Vk8WbD1QIF5qciSxMCQhs=">AAACE3icdZBNS8MwGMfT+TbnW9Wjl+AQRKW03djmbejF4wQ3B1sZaZZuYWlaklQYZd/Bi1/FiwdFvHrx5rcx3Quo6AOBP//f8yRP/n7MqFS2/WnklpZXVtfy64WNza3tHXN3ryWjRGDSxBGLRNtHkjDKSVNRxUg7FgSFPiO3/ugy47d3REga8Rs1jokXogGnAcVIaatnnqTd6SUdMfC91LbOaxW3XDmzLduuOq6TCbdaLpUnp5OeWVxwuOBwwaGjnayKYF6NnvnR7Uc4CQlXmCEpO44dKy9FQlHMyKTQTSSJER6hAeloyVFIpJdO15nAI+30YRAJfbiCU/f7RIpCKcehrztDpIbyN8vMv1gnUUHNSymPE0U4nj0UJAyqCGYBwT4VBCs21gJhQfWuEA+RQFjpGAs6hMVP4f+i5VpOyXKvy8X6xTyOPDgAh+AYOKAK6uAKNEATYHAPHsEzeDEejCfj1XibteaM+cw++FHG+xej5poy</latexit>

V8
<latexit sha1_base64="uKkKqgMDHWalt3CqKH8T+cQljag=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KkkV7LHoxWNF+wFtKJvtpF262YTdjVBCf4IXD4p49Rd589+4bXPQ1gcDj/dmmJkXJIJr47rfztr6xubWdmGnuLu3f3BYOjpu6ThVDJssFrHqBFSj4BKbhhuBnUQhjQKB7WB8O/PbT6g0j+WjmSToR3QoecgZNVZ6aPVr/VLZrbhzkFXi5aQMORr90ldvELM0QmmYoFp3PTcxfkaV4UzgtNhLNSaUjekQu5ZKGqH2s/mpU3JulQEJY2VLGjJXf09kNNJ6EgW2M6JmpJe9mfif101NWPMzLpPUoGSLRWEqiInJ7G8y4AqZERNLKFPc3krYiCrKjE2naEPwll9eJa1qxbusVO+vyvWbPI4CnMIZXIAH11CHO2hAExgM4Rle4c0Rzovz7nwsWtecfOYE/sD5/AHjv42J</latexit>

�<latexit sha1_base64="ZzPHvIy1RIPBrVg6gCLVFwANWCU=">AAACE3icdZBNS8MwGMfT+TbnW9Wjl+AQRLS03djmbejF4wQ3B1sZaZZuYWlaklQYZd/Bi1/FiwdFvHrx5rcx3Quo6AOBP//f8yRP/n7MqFS2/WnklpZXVtfy64WNza3tHXN3ryWjRGDSxBGLRNtHkjDKSVNRxUg7FgSFPiO3/ugy47d3REga8Rs1jokXogGnAcVIaatnnqTd6SUdMfC91LbOaxW3XDm1LduuOq6TCbdaLpUnZ5OeWVxwuOBwwaGjnayKYF6NnvnR7Uc4CQlXmCEpO44dKy9FQlHMyKTQTSSJER6hAeloyVFIpJdO15nAI+30YRAJfbiCU/f7RIpCKcehrztDpIbyN8vMv1gnUUHNSymPE0U4nj0UJAyqCGYBwT4VBCs21gJhQfWuEA+RQFjpGAs6hMVP4f+i5VpOyXKvy8X6xTyOPDgAh+AYOKAK6uAKNEATYHAPHsEzeDEejCfj1XibteaM+cw++FHG+xem8Jo0</latexit>

Zweites Beispiel für elektrisches Netzwerk mit n = 6, m = 8 und Leitwerten Li = 1/Ri. Es gibt insgesamt l = 6

Maschen, aber nur m� n+ 1 = 3 Fundamentalmaschen, aus denen die anderen zusammengesetzt werden können.
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Mit diesen Regeln ergeben sich für das zweite, etwas kompliziertere Netzwerkbeispiel
die Koe�zientenmatrix

0

BBBBBB@

L1+L7+L6 �L1 0 �L7 0 �L6

�L1 L1+L2 �L2 0 0 0
0 �L2 L2+L3 �L3 0 0

�L7 0 �L3 L7+L3+L4+L8 �L4 �L8

0 0 0 �L4 L4+L5 �L5

�L6 0 0 �L8 �L5 +L6+L8+L5

1

CCCCCCA

sowie die rechte Seite
0

BBBBBB@

L7 · V7

�L2 · V2

L2 · V2

�L7 · V7 � L8 · V8

0
L8 · V8

1

CCCCCCA
,

aber beide Formeln können alternativ auch schrittweise aus den Kirchho↵schen Regeln
abgeleitet werden.

Die im Knotenpotential-Verfahren enstehende Koe�zientenmatrix ist ein Beispiel für
einen gewichteten Laplace-Operator auf Graphen. Solche und ähnliche Operatoren sind
von zentraler Bedeutung in der Mathematik und den Anwendungswissenschaften. Sie
tauchen in sehr vielen und sehr unterschiedlichen Kontexten auf.

Maschenstrom-Verfahren

Es gibt noch ein drittes Verfahren, bei dem jeder Masche k ein sogenannter Maschen-

strom Jk zugeordnet wird, wobei die Kantenströme sich als Linearkombinationen der
Maschenströme darstellen lassen. Für das erste Netzwerkbeispiel ergeben sich unter
sorgfältiger Berücksichtigung aller Orientierungen die Gleichungen

I1 = + J1 + J3
I2 = + J1 + J3
I3 = � J2 � J3
I4 = � J2 � J3
I4 = � J1 + J2

und ganz allgemein gilt immer

I = MMT · J ,

wobei J gerade der l-dimensionale Vektor der Maschenströme ist. Der wesentliche
Punkt bei dieser Methode ist, dass die Einführung der Maschenströme automatisch
die Gültigkeit aller Kirchho↵schen Knotenregeln garantiert. In der Tat, es gilt

IMT · I = IMT ·MMT · J = 0T · J = 0 ,

wobei wir das weiter oben bewiesene Geometrie-Theorem benutzt haben. Außerdem
kann nun mit Hilfe der Kirchho↵schen Maschenregeln und der Ohmschen Gesetze das
Gleichungssystem

MM ·RM ·MMT · J = MM ·V

Michael Herrmann: Mathematik für Elektrotechniker 1 Version vom 7.2.2020
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für J abgeleitet werden, wobei die Koe�zientenmatrix diesmal aus l Zeilen und l Spal-
ten besteht. Für das erste Netzwerkbeispiel ergibt sich die rechte Seite

MM ·V =

0

@
�V5

�V3+V5

�V3

1

A

sowie die Koe�zientenmatrix

MM ·RM ·MMT =

0

@
R1+R2+R5 �R5 R1+R2

�R5 R3+R4+R5 R3+R4

R1+R2 R3+R4 R1+R2+R3+R4

1

A .

Beachte, dass die quadratische Koe�zientenmatrix im Maschenstrom-Verfahren wie-
der symmetrisch ist, aber diesmal werden die Einträge aus den Widerständen gebildet
und maschenweise, nicht knotenweise zusammengesetzt. Außerdem wird die Koe�zi-
entenmatrix im Allgemeinen einen Kern besitzen, wobei dessen Dimension gerade die
Anzahl der linear abhängigen Maschengleichungen ist.

Mit den konkreten Zahlenwerten von oben berechnen wir

J =

0

@
�1
�1
0

1

A+ � ·

0

@
1
1
�1

1

A bzw. J =

0

@
�3
�1
0

1

A+ � ·

0

@
1
1
�1

1

A

als allgemeine Lösung für die Maschenströme, wobei der Parameter � 2 R beliebig
gewählt werden darf. Anschließend erhalten wir nach Multiplikation mit MT dieselben
Kantenströme wie in der Zweigstrom-Analyse und im Knotenpotential-Verfahren, und
zwar für jede Wahl von �.

Diskussion

1. Alle drei Verfahren führen auf unterschiedlichen Wegen zum gleichen Ergebnis.
Insbesondere werden einmal die Kantenströme direkt, die anderen beiden Male
über den

”
Umweg“ Knotenpotentiale bzw. Maschenströme berechnet.

2. Jedes Verfahren führt zu linearen Gleichungssystemen, aber die entsprechenden
Koe�zientenmatrizen sind sehr verschieden.

3. Jedes Verfahren hat seine Vor- und Nachteile. Bei großen Netzwerken wird in der
Praxis entweder das Knotenpotential- oder das Maschenstrom-Verfahren verwen-
det (je nach Anwendung und Netzwerk).

4. Beim Maschenstrom-Verfahren muss man explizit alle Maschen kennen bzw. er-
mitteln. Das Knotenpotential-Verfahren beruht hingegen nur auf der Kenntnis
von Kanten und Knoten.

5. Knotenpotential- und Maschenstrom-Verfahren sind aus mathematischer Sicht
zueinander konjugierte oder duale Probleme.

6. Alle Verfahren erlauben es, durch geschickte Tricks (Zusammenfassung von Kno-
ten und/oder Kanten, Einschränkung auf fundamentale Maschen usw.) die An-
zahl der Gleichungen zu reduzieren. Im ersten Netzwerk könnte man zum Beispiel
den Knoten 2 entfernen und die Kanten 1 und 2 zu einer einzigen Kante mit Wi-
derstand R1 +R2 zusammenfassen.
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7. Wir haben in diesem Abschnitt die mathematisch-geprägte Sicht des Dozenten auf
die drei Verfahren kennengelernt, die von der ingenieurwissenschaftlichen Darstel-
lung in Notation und Terminologie abweichen kann (je nach Quelle und Autor).

Zum Abschluss geben wir noch ein kleines Übungsnetzwerk an, mit dem man sowohl
die finale Äquivalenz als auch die algorithmischen Unterschiede des Zweigstrom-, des
Knotenpotential- und des Maschenstrom-Verfahren sehr gut studieren kann.

 
<latexit sha1_base64="jEW7V1/vyeDyJfyDZIU2mMJ4Hu4=">AAAB+nicbVDLSgMxFM34rPU11aWbYBFclZkq6LLoxmUF+4B2KJk004ZmkiG5Yym1n+LGhSJu/RJ3/o2ZdhbaeuDC4Zx7k3tPmAhuwPO+nbX1jc2t7cJOcXdv/+DQLR01jUo1ZQ2qhNLtkBgmuGQN4CBYO9GMxKFgrXB0m/mtR6YNV/IBJgkLYjKQPOKUgJV6bqlLuaaCEa3VWLAIij237FW8OfAq8XNSRjnqPfer21c0jZkEKogxHd9LIJgSDdw+PCt2U8MSQkdkwDqWShIzE0znq8/wmVX6OFLalgQ8V39PTElszCQObWdMYGiWvUz8z+ukEF0HUy6TFJiki4+iVGBQOMsB97lmFMTEEkI1t7tiOiSaULBpZSH4yyevkma14l9UqveX5dpNHkcBnaBTdI58dIVq6A7VUQNRNEbP6BW9OU/Oi/PufCxa15x85hj9gfP5A1C3lAc=</latexit>

+
<latexit sha1_base64="XBubP4Vk8WbD1QIF5qciSxMCQhs=">AAACE3icdZBNS8MwGMfT+TbnW9Wjl+AQRKW03djmbejF4wQ3B1sZaZZuYWlaklQYZd/Bi1/FiwdFvHrx5rcx3Quo6AOBP//f8yRP/n7MqFS2/WnklpZXVtfy64WNza3tHXN3ryWjRGDSxBGLRNtHkjDKSVNRxUg7FgSFPiO3/ugy47d3REga8Rs1jokXogGnAcVIaatnnqTd6SUdMfC91LbOaxW3XDmzLduuOq6TCbdaLpUnp5OeWVxwuOBwwaGjnayKYF6NnvnR7Uc4CQlXmCEpO44dKy9FQlHMyKTQTSSJER6hAeloyVFIpJdO15nAI+30YRAJfbiCU/f7RIpCKcehrztDpIbyN8vMv1gnUUHNSymPE0U4nj0UJAyqCGYBwT4VBCs21gJhQfWuEA+RQFjpGAs6hMVP4f+i5VpOyXKvy8X6xTyOPDgAh+AYOKAK6uAKNEATYHAPHsEzeDEejCfj1XibteaM+cw++FHG+xej5poy</latexit>

�<latexit sha1_base64="ZzPHvIy1RIPBrVg6gCLVFwANWCU=">AAACE3icdZBNS8MwGMfT+TbnW9Wjl+AQRLS03djmbejF4wQ3B1sZaZZuYWlaklQYZd/Bi1/FiwdFvHrx5rcx3Quo6AOBP//f8yRP/n7MqFS2/WnklpZXVtfy64WNza3tHXN3ryWjRGDSxBGLRNtHkjDKSVNRxUg7FgSFPiO3/ugy47d3REga8Rs1jokXogGnAcVIaatnnqTd6SUdMfC91LbOaxW3XDm1LduuOq6TCbdaLpUnZ5OeWVxwuOBwwaGjnayKYF6NnvnR7Uc4CQlXmCEpO44dKy9FQlHMyKTQTSSJER6hAeloyVFIpJdO15nAI+30YRAJfbiCU/f7RIpCKcehrztDpIbyN8vMv1gnUUHNSymPE0U4nj0UJAyqCGYBwT4VBCs21gJhQfWuEA+RQFjpGAs6hMVP4f+i5VpOyXKvy8X6xTyOPDgAh+AYOKAK6uAKNEATYHAPHsEzeDEejCfj1XibteaM+cw++FHG+xem8Jo0</latexit>

+
<latexit sha1_base64="XBubP4Vk8WbD1QIF5qciSxMCQhs=">AAACE3icdZBNS8MwGMfT+TbnW9Wjl+AQRKW03djmbejF4wQ3B1sZaZZuYWlaklQYZd/Bi1/FiwdFvHrx5rcx3Quo6AOBP//f8yRP/n7MqFS2/WnklpZXVtfy64WNza3tHXN3ryWjRGDSxBGLRNtHkjDKSVNRxUg7FgSFPiO3/ugy47d3REga8Rs1jokXogGnAcVIaatnnqTd6SUdMfC91LbOaxW3XDmzLduuOq6TCbdaLpUnp5OeWVxwuOBwwaGjnayKYF6NnvnR7Uc4CQlXmCEpO44dKy9FQlHMyKTQTSSJER6hAeloyVFIpJdO15nAI+30YRAJfbiCU/f7RIpCKcehrztDpIbyN8vMv1gnUUHNSymPE0U4nj0UJAyqCGYBwT4VBCs21gJhQfWuEA+RQFjpGAs6hMVP4f+i5VpOyXKvy8X6xTyOPDgAh+AYOKAK6uAKNEATYHAPHsEzeDEejCfj1XibteaM+cw++FHG+xej5poy</latexit>

�<latexit sha1_base64="ZzPHvIy1RIPBrVg6gCLVFwANWCU=">AAACE3icdZBNS8MwGMfT+TbnW9Wjl+AQRLS03djmbejF4wQ3B1sZaZZuYWlaklQYZd/Bi1/FiwdFvHrx5rcx3Quo6AOBP//f8yRP/n7MqFS2/WnklpZXVtfy64WNza3tHXN3ryWjRGDSxBGLRNtHkjDKSVNRxUg7FgSFPiO3/ugy47d3REga8Rs1jokXogGnAcVIaatnnqTd6SUdMfC91LbOaxW3XDm1LduuOq6TCbdaLpUnZ5OeWVxwuOBwwaGjnayKYF6NnvnR7Uc4CQlXmCEpO44dKy9FQlHMyKTQTSSJER6hAeloyVFIpJdO15nAI+30YRAJfbiCU/f7RIpCKcehrztDpIbyN8vMv1gnUUHNSymPE0U4nj0UJAyqCGYBwT4VBCs21gJhQfWuEA+RQFjpGAs6hMVP4f+i5VpOyXKvy8X6xTyOPDgAh+AYOKAK6uAKNEATYHAPHsEzeDEejCfj1XibteaM+cw++FHG+xem8Jo0</latexit>

1<latexit sha1_base64="TtIgPQprnJE4HSS++PuM3etxya8=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeiF48t2FpoQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMSqE1CNgktsGW4EdhKFNAoEPgTj25n/8IRK81jem0mCfkSHkoecUWOlptcvV9yqOwdZJV5OKpCj0S9/9QYxSyOUhgmqdddzE+NnVBnOBE5LvVRjQtmYDrFrqaQRaj+bHzolZ1YZkDBWtqQhc/X3REYjrSdRYDsjakZ62ZuJ/3nd1ITXfsZlkhqUbLEoTAUxMZl9TQZcITNiYgllittbCRtRRZmx2ZRsCN7yy6ukXat6F9Va87JSv8njKMIJnMI5eHAFdbiDBrSAAcIzvMKb8+i8OO/Ox6K14OQzx/AHzucPe+uMuQ==</latexit>

2<latexit sha1_base64="jk/1fpohXujb3eq/tOFNvjxoFrw=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeiF48t2FpoQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMSqE1CNgktsGW4EdhKFNAoEPgTj25n/8IRK81jem0mCfkSHkoecUWOlZq1frrhVdw6ySrycVCBHo1/+6g1ilkYoDRNU667nJsbPqDKcCZyWeqnGhLIxHWLXUkkj1H42P3RKzqwyIGGsbElD5urviYxGWk+iwHZG1Iz0sjcT//O6qQmv/YzLJDUo2WJRmApiYjL7mgy4QmbExBLKFLe3EjaiijJjsynZELzll1dJu1b1Lqq15mWlfpPHUYQTOIVz8OAK6nAHDWgBA4RneIU359F5cd6dj0VrwclnjuEPnM8ffW+Mug==</latexit>

R2
<latexit sha1_base64="+OqddXsH+7CYO2bp+cbETc6DFgE=">AAAB6nicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hd0o6DHoxWN85AHJEmYns8mQ2dllplcISz7BiwdFvPpF3vwbJ8keNLGgoajqprsrSKQw6Lrfzsrq2vrGZmGruL2zu7dfOjhsmjjVjDdYLGPdDqjhUijeQIGStxPNaRRI3gpGN1O/9cS1EbF6xHHC/YgOlAgFo2ilh/tetVcquxV3BrJMvJyUIUe9V/rq9mOWRlwhk9SYjucm6GdUo2CST4rd1PCEshEd8I6likbc+Nns1Ak5tUqfhLG2pZDM1N8TGY2MGUeB7YwoDs2iNxX/8zophld+JlSSIldsvihMJcGYTP8mfaE5Qzm2hDIt7K2EDammDG06RRuCt/jyMmlWK955pXp3Ua5d53EU4BhO4Aw8uIQa3EIdGsBgAM/wCm+OdF6cd+dj3rri5DNH8AfO5w/Uj41/</latexit>

R1
<latexit sha1_base64="HErLcL/a9neUsY2bI7BXdcXxFJ0=">AAAB6nicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hd0o6DHoxWN85AHJEmYns8mQ2dllplcISz7BiwdFvPpF3vwbJ8keNLGgoajqprsrSKQw6Lrfzsrq2vrGZmGruL2zu7dfOjhsmjjVjDdYLGPdDqjhUijeQIGStxPNaRRI3gpGN1O/9cS1EbF6xHHC/YgOlAgFo2ilh/ue1yuV3Yo7A1kmXk7KkKPeK311+zFLI66QSWpMx3MT9DOqUTDJJ8VuanhC2YgOeMdSRSNu/Gx26oScWqVPwljbUkhm6u+JjEbGjKPAdkYUh2bRm4r/eZ0Uwys/EypJkSs2XxSmkmBMpn+TvtCcoRxbQpkW9lbChlRThjadog3BW3x5mTSrFe+8Ur27KNeu8zgKcAwncAYeXEINbqEODWAwgGd4hTdHOi/Ou/Mxb11x8pkj+APn8wfTC41+</latexit>

V2
<latexit sha1_base64="VxezcoWfkKRNxtazskPh2kVhMYY=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeiF48V7Qe0oWy2m3bpZhN2J0IJ/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekEhh0HW/ncLa+sbmVnG7tLO7t39QPjxqmTjVjDdZLGPdCajhUijeRIGSdxLNaRRI3g7GtzO//cS1EbF6xEnC/YgOlQgFo2ilh1a/1i9X3Ko7B1klXk4qkKPRL3/1BjFLI66QSWpM13MT9DOqUTDJp6VeanhC2ZgOeddSRSNu/Gx+6pScWWVAwljbUkjm6u+JjEbGTKLAdkYUR2bZm4n/ed0Uw2s/EypJkSu2WBSmkmBMZn+TgdCcoZxYQpkW9lbCRlRThjadkg3BW355lbRqVe+iWru/rNRv8jiKcAKncA4eXEEd7qABTWAwhGd4hTdHOi/Ou/OxaC04+cwx/IHz+QPap42D</latexit>

V1
<latexit sha1_base64="MwBZsee3NHtR4BCKzXhdJFr6kI0=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeiF48V7Qe0oWy2m3bpZhN2J0IJ/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekEhh0HW/ncLa+sbmVnG7tLO7t39QPjxqmTjVjDdZLGPdCajhUijeRIGSdxLNaRRI3g7GtzO//cS1EbF6xEnC/YgOlQgFo2ilh1bf65crbtWdg6wSLycVyNHol796g5ilEVfIJDWm67kJ+hnVKJjk01IvNTyhbEyHvGupohE3fjY/dUrOrDIgYaxtKSRz9fdERiNjJlFgOyOKI7PszcT/vG6K4bWfCZWkyBVbLApTSTAms7/JQGjOUE4soUwLeythI6opQ5tOyYbgLb+8Slq1qndRrd1fVuo3eRxFOIFTOAcPrqAOd9CAJjAYwjO8wpsjnRfn3flYtBacfOYY/sD5/AHZI42C</latexit>

U2
<latexit sha1_base64="MGOKZv2X/oN1HOKahoWxHrOBZus=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeiF48VTVtoQ9lsJ+3SzSbsboRS+hO8eFDEq7/Im//GbZuDtj4YeLw3w8y8MBVcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoqZNMMfRZIhLVDqlGwSX6hhuB7VQhjUOBrXB0O/NbT6g0T+SjGacYxHQgecQZNVZ68Hu1XrniVt05yCrxclKBHI1e+avbT1gWozRMUK07npuaYEKV4UzgtNTNNKaUjegAO5ZKGqMOJvNTp+TMKn0SJcqWNGSu/p6Y0FjrcRzazpiaoV72ZuJ/Xicz0XUw4TLNDEq2WBRlgpiEzP4mfa6QGTG2hDLF7a2EDamizNh0SjYEb/nlVdKsVb2Lau3+slK/yeMowgmcwjl4cAV1uIMG+MBgAM/wCm+OcF6cd+dj0Vpw8plj+APn8wfZIY2C</latexit>

U1
<latexit sha1_base64="kq7MSV9rVFkIRKhRtmtAHBJbI2A=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeiF48VTVtoQ9lsJ+3SzSbsboRS+hO8eFDEq7/Im//GbZuDtj4YeLw3w8y8MBVcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoqZNMMfRZIhLVDqlGwSX6hhuB7VQhjUOBrXB0O/NbT6g0T+SjGacYxHQgecQZNVZ68Hter1xxq+4cZJV4OalAjkav/NXtJyyLURomqNYdz01NMKHKcCZwWupmGlPKRnSAHUsljVEHk/mpU3JmlT6JEmVLGjJXf09MaKz1OA5tZ0zNUC97M/E/r5OZ6DqYcJlmBiVbLIoyQUxCZn+TPlfIjBhbQpni9lbChlRRZmw6JRuCt/zyKmnWqt5FtXZ/Wanf5HEU4QRO4Rw8uII63EEDfGAwgGd4hTdHOC/Ou/OxaC04+cwx/IHz+QPXnY2B</latexit>

I1
<latexit sha1_base64="H0yqbkQCBQlzPJQMqd+8rdiUdpg=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KkkV9Fj0oreK9gPaUDbbSbt0swm7G6GE/gQvHhTx6i/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvSATXxnW/nZXVtfWNzcJWcXtnd2+/dHDY1HGqGDZYLGLVDqhGwSU2DDcC24lCGgUCW8HoZuq3nlBpHstHM07Qj+hA8pAzaqz0cNfzeqWyW3FnIMvEy0kZctR7pa9uP2ZphNIwQbXueG5i/Iwqw5nASbGbakwoG9EBdiyVNELtZ7NTJ+TUKn0SxsqWNGSm/p7IaKT1OApsZ0TNUC96U/E/r5Oa8MrPuExSg5LNF4WpICYm079JnytkRowtoUxxeythQ6ooMzadog3BW3x5mTSrFe+8Ur2/KNeu8zgKcAwncAYeXEINbqEODWAwgGd4hTdHOC/Ou/Mxb11x8pkj+APn8wfFVY11</latexit>

I2
<latexit sha1_base64="VZiN5cNygKoytHlQ4WQtj4PLSls=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KkkV9Fj0oreK9gPaUDbbTbt0swm7E6GE/gQvHhTx6i/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvSKQw6Lrfzsrq2vrGZmGruL2zu7dfOjhsmjjVjDdYLGPdDqjhUijeQIGStxPNaRRI3gpGN1O/9cS1EbF6xHHC/YgOlAgFo2ilh7tetVcquxV3BrJMvJyUIUe9V/rq9mOWRlwhk9SYjucm6GdUo2CST4rd1PCEshEd8I6likbc+Nns1Ak5tUqfhLG2pZDM1N8TGY2MGUeB7YwoDs2iNxX/8zophld+JlSSIldsvihMJcGYTP8mfaE5Qzm2hDIt7K2EDammDG06RRuCt/jyMmlWK955pXp/Ua5d53EU4BhO4Aw8uIQa3EIdGsBgAM/wCm+OdF6cd+dj3rri5DNH8AfO5w/G2Y12</latexit>

R3
<latexit sha1_base64="+KD9TJTkXfs9Y3Ut+yrjNk2QTRE=">AAAB6nicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbBRI9ELx7xwSOBDZkdemHC7OxmZtaEED7BiweN8eoXefNvHGAPClbSSaWqO91dQSK4Nq777eTW1jc2t/LbhZ3dvf2D4uFRU8epYthgsYhVO6AaBZfYMNwIbCcKaRQIbAWjm5nfekKleSwfzThBP6IDyUPOqLHSw32v2iuW3LI7B1klXkZKkKHeK351+zFLI5SGCap1x3MT40+oMpwJnBa6qcaEshEdYMdSSSPU/mR+6pScWaVPwljZkobM1d8TExppPY4C2xlRM9TL3kz8z+ukJrzyJ1wmqUHJFovCVBATk9nfpM8VMiPGllCmuL2VsCFVlBmbTsGG4C2/vEqalbJXLVfuLkq16yyOPJzAKZyDB5dQg1uoQwMYDOAZXuHNEc6L8+58LFpzTjZzDH/gfP4A1hONgA==</latexit>

U3
<latexit sha1_base64="gS8vvy4RQyqfuS6+hemfJP7osnk=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0laQY9FLx4rmlpoQ9lst+3SzSbsToQS+hO8eFDEq7/Im//GbZuDtj4YeLw3w8y8MJHCoOt+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjUMnGqGfdZLGPdDqnhUijuo0DJ24nmNAolfwzHNzP/8YlrI2L1gJOEBxEdKjEQjKKV7v1evVeuuFV3DrJKvJxUIEezV/7q9mOWRlwhk9SYjucmGGRUo2CST0vd1PCEsjEd8o6likbcBNn81Ck5s0qfDGJtSyGZq78nMhoZM4lC2xlRHJllbyb+53VSHFwFmVBJilyxxaJBKgnGZPY36QvNGcqJJZRpYW8lbEQ1ZWjTKdkQvOWXV0mrVvXq1drdRaVxncdRhBM4hXPw4BIacAtN8IHBEJ7hFd4c6bw4787HorXg5DPH8AfO5w/apY2D</latexit>

I3
<latexit sha1_base64="ggdvTVlyC6Sq6fkzRcFIekQf0dI=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKewmgh6DXvQW0TwgWcLsZDYZMju7zPQKIeQTvHhQxKtf5M2/cZLsQRMLGoqqbrq7gkQKg6777eTW1jc2t/LbhZ3dvf2D4uFR08SpZrzBYhnrdkANl0LxBgqUvJ1oTqNA8lYwupn5rSeujYjVI44T7kd0oEQoGEUrPdz1qr1iyS27c5BV4mWkBBnqveJXtx+zNOIKmaTGdDw3QX9CNQom+bTQTQ1PKBvRAe9YqmjEjT+ZnzolZ1bpkzDWthSSufp7YkIjY8ZRYDsjikOz7M3E/7xOiuGVPxEqSZErtlgUppJgTGZ/k77QnKEcW0KZFvZWwoZUU4Y2nYINwVt+eZU0K2WvWq7cX5Rq11kceTiBUzgHDy6hBrdQhwYwGMAzvMKbI50X5935WLTmnGzmGP7A+fwByF2Ndw==</latexit>

 
<latexit sha1_base64="jEW7V1/vyeDyJfyDZIU2mMJ4Hu4=">AAAB+nicbVDLSgMxFM34rPU11aWbYBFclZkq6LLoxmUF+4B2KJk004ZmkiG5Yym1n+LGhSJu/RJ3/o2ZdhbaeuDC4Zx7k3tPmAhuwPO+nbX1jc2t7cJOcXdv/+DQLR01jUo1ZQ2qhNLtkBgmuGQN4CBYO9GMxKFgrXB0m/mtR6YNV/IBJgkLYjKQPOKUgJV6bqlLuaaCEa3VWLAIij237FW8OfAq8XNSRjnqPfer21c0jZkEKogxHd9LIJgSDdw+PCt2U8MSQkdkwDqWShIzE0znq8/wmVX6OFLalgQ8V39PTElszCQObWdMYGiWvUz8z+ukEF0HUy6TFJiki4+iVGBQOMsB97lmFMTEEkI1t7tiOiSaULBpZSH4yyevkma14l9UqveX5dpNHkcBnaBTdI58dIVq6A7VUQNRNEbP6BW9OU/Oi/PufCxa15x85hj9gfP5A1C3lAc=</latexit>

Einfachster Fall:

V1 = V2 = V, R1 = R2 = R
+

I1 = I2 =
V

3R
, I3 =

2V

3R

U1 = U2 =
V

3
, U3 =

2V

3
Einfaches Netzwerk mit n = 2, m = 2 und l = 2 + 1 als Testobjekt. Was passiert jeweils bei Änderung der Kanten-

oder Maschenorientierungen?
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Kapitel 5

Lineare Abbildungen

Vorlesung 14, 20. November 2019

5.1 Basisdarstellungen und -wechsel

Klarstellung Alle nachfolgenden Betrachtungen gelten wieder im Reellen und ganz
analog im Komplexen.

Definition Eine Abbildung T : V ! W zwischen zwei Vektoräumen heißt linear,
falls

T
�
� · v + �̃ · ṽ

�
= � · T (v) + �̃ · T (ṽ)

für alle Vektoren v, ṽ 2 V und alle Skalare �, �̃ gilt.

Beispiele

1. Jede (m, n)- Matrix A definiert via

T (x) = A · x

in natürlicher Weise eine lineare Abbildung T : Rn ! Rm.

2. Die Vorschrift

f 7! T (f) :=

1Z

0

f(s) ds

definiert eine lineare Abbildung vom Raum aller stetigen Funktionen auf dem
Interval [0, 1] in die Menge der reellen Zahlen.

3. Die Ableitungsoperation p 7! p0 mit

p0(x) =
n�1X

k=0

(k + 1) · ↵k+1 · xk für p(x) =
nX

k=0

↵k · xk

ist eine lineare Abbildung des Raumes aller Polynome vom Grad  n in sich.

4. Die Umkehrabbildung einer linearen und bijektiven Abbildung ist auch linear.
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104 5. Lineare Abbildungen

Bemerkung Eine lineare Abbildung T : V ! W ist bereits eindeutig durch die
Angabe von

T (v1) , . . . , T (vn)

charakterisiert, sofern die Vektoren v1, . . . ,vn eine Basis des Definitionsbereiches V
bilden (Übungsaufgabe).

Theorem (Basisdarstellung linearer Abbildung) Seien V bzw. W endlich-
dimensionale Räume der Dimension n bzw. m und seien

�
v1 , . . . , vn

�
,

�
w1 , . . . , wm

�

zwei gegebene Basen. Dann existiert für jede lineare Abbildung T : V ! W genau eine
(m, n)-Matrix A, so dass die folgenden Aussagen erfüllt sind:

1. Es gilt

T
�
vj

�
=

mX

i=1

aij ·wi

für alle i = 1, . . . ,m und alle j = 1, . . . , n.

2. Für je zwei Vektoren v 2 V und w 2 W mit den Basisdarstellungen

v =
nX

j=1

xj · vj , w =
mX

i=1

yi ·wi

gilt die logische Implikation

w = T (v) , y = A · x ,

wobei x 2 Rn bzw. y 2 Rm aus den Komponenten xj bzw. yi bestehen.

Die Matrix A wird die Basisdarstellung (oder die Matrixdarstellung) der linearen Ab-
bildung T bzgl. der gewählten Basen genannt.

Beweis: Für jedes feste j besitzt T (vj) 2 W eine eindeutige Darstellung bzgl. der
Basis in W . Die entsprechenden Komponenten nennen wir a1j, . . . , amj und schreiben
Sie als Einträge in die j-te Spalte einer (m, n)-Matrix A. Insbesondere gilt damit die
erste Behauptung nach Konstruktion und wir erhalten wegen der Linearität von T die
Formel

T (v) = T

 
nX

j=1

xj · vj

!
=

nX

j=1

xj · T (vj) =
nX

j=1

xj ·
mX

i=1

aij ·wi

=
mX

i=1

� nX

j=1

aij · xj

�
·wi

für jedes v 2 V . Da die Vektoren wi aber eine Basis in W bilden, kann die Formel
T (v) =

P
m

i=1 yi · wi nur dann gelten, wenn die Koe�zienten in beiden Formeln
übereinstimmen. Dies ist aber gerade die komponentenweise Formulierung der zwei-
ten Behauptung.
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v 2 V
<latexit sha1_base64="2Q8dhwUbspN2EvlbClTlVjSRjnE="></latexit> w 2 W

<latexit sha1_base64="sPV2I+iAG+Gt5dZTweu5S3x8HE0="></latexit>

y 2 Rm
<latexit sha1_base64="bNVGvh+JpSNOUEuXOgTAwOCo1X4="></latexit>

x 2 Rn
<latexit sha1_base64="FAUHjuhYo1SjSupq9E7saytidjI="></latexit>

w =
mX

i=1

yiwi

<latexit sha1_base64="C9Jz95ILB85nROpogmWZPbe09Mg="></latexit>

lineare Abbildung T
<latexit sha1_base64="+/RadWkdFRPYDC+XkuIr7YUgy68="></latexit>

Multiplikation mit A
<latexit sha1_base64="EDXZ2vwznw7azMqfkT2wbE1zfR0="></latexit>

v =
nX

j=1

xjvj

<latexit sha1_base64="hwEyGYWYCpnN2AoY6cCPkXXGudY="></latexit>

Flussdiagramm zur Basisdarstellung linearer Abbildungen.

Beispiel Wir betrachten V = W = R2 sowie die lineare Abbildung T : V ! W mit
✓
% · cos (✓)
% · sin (✓)

◆
T����!

✓
% · cos (✓ + ↵)
% · sin (✓ + ↵)

◆
,

die mittels Polarkoordinaten eingeführt wird und eine Drehung um den Winkel ↵ be-
schreibt. Wir wählen nun die kanonische Basis in V und W , d.h.

v1 = w1 =

✓
1
0

◆
, v2 = w2 =

✓
0
1

◆
,

und erhalten

T (v1) =

✓
cos (↵)
sin (↵)

◆
= cos (↵) ·w1 + sin (↵) ·w2

sowie

T (v2) =

✓
cos (↵ + ⇡/2)
sin (↵ + ⇡/2)

◆
=

✓
� sin (↵)
cos (↵)

◆
= � sin (↵) ·w1 + cos (↵) ·w2 ,

wobei wir die Additionstheoreme benutzt haben. Wir sehen nun, dass die Drehung um
den Winkel ↵ bzgl. der kanonischen Basis durch die Drehmatrix

A =

✓
cos (↵) � sin (↵)
sin (↵) cos (↵)

◆

beschrieben wird.

Beispiel Wir betrachten die Räume und die Basis aus dem vorangegangenen Beispiel
sowie die lineare Abbildung

✓
v1
v2

◆
T����!

✓
v2
v1

◆
= T

✓✓
v1
v2

◆◆
,

die einer Indexvertauschung entspricht. Diesmal finden wir

T (v1) = v2 , T (v2) = v1

und damit die einfache Permutationsmatrix

A =

✓
0 1
1 0

◆
.
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Bemerkung Statten wir die Räume V = Rn und W = Rm mit ihren jeweiligen ka-
nonischen Basen aus, so gibt es keinen Unterschied zwischen linearen Abbildungen und
ihren Basisdarstellungen durch Matrizen. Genauer gesagt: Jede (m, n)-Matrix definiert
in natürlicher Weise eine lineare Abbildung Rn ! Rm und die durch das Theorem be-
reitgestellte Matrix ist gerade wieder die Matrix, mit der wir die Abbildung definiert
haben. Für m = 3 und n = 2 folgt dies aus der ersten Formel im Theorem kombiniert
mit

0

@
a11 a12
a21 a22
a31 a32

1

A ·
✓
1
0

◆
= a11 ·

0

@
1
0
0

1

A+ a21 ·

0

@
0
1
0

1

A+ a31 ·

0

@
0
0
1

1

A ,

0

@
a11 a12
a21 a22
a31 a32

1

A ·
✓
0
1

◆
= a12 ·

0

@
1
0
0

1

A+ a22 ·

0

@
0
1
0

1

A+ a32 ·

0

@
0
0
1

1

A ,

aber die Argumente gelten ganz analog auch für andere Werte von m und n.
Achtung : Bei allgemeinen Vektorräumen bzw. nicht-kanonischen Basen muss man

aber zwischen Abbildungen und ihren Basisdarstellungen sauber trennen.

Beispiel Für V = R3 und W = R2 betrachten wir die lineare Abbildung

v =

0

@
v1
v2
v3

1

A T����! w =

✓
1 2 3
4 5 6

◆
·

0

@
v1
v2
v3

1

A =

✓
1 · v1 + 2 · v2 + 3 · v3
4 · v1 + 5 · v2 + 6 · v3

◆
,

die durch Multiplikation mit einer konkreten (2, 3)-Matrix definiert ist, und wir hatten
uns gerade überlegt, dass diese Matrix auch die Basisdarstellung der Abbildung bzgl.
der kanonischen Basen in V und W ist.

Wir wollen nun die Basisdarstellung der Abbildung T bzgl. der Basen

v1 =

0

@
1
1
0

1

A , v2 =

0

@
0
1
1

1

A , v3 =

0

@
1
0
1

1

A

und

w1 =

✓
1
1

◆
, w2 =

✓
�1
1

◆

herleiten. Dazu berechnen wir zunächst das Bild jedes Basisvektors vj in V und stellen
dieses dann bzgl. der Basis in W dar. Durch einfache Rechnungen verifizieren wir

T
�
v1

�
=

✓
3
9

◆
= 6 ·w1 + 3 ·w2

T
�
v2

�
=

✓
5
11

◆
= 8 ·w1 + 3 ·w2

T
�
v3

�
=

✓
4
10

◆
= 7 ·w1 + 3 ·w2

und können nun (nach dem ersten Teil des Theorems) die Spalten der Matrix A nach-
einander ablesen. Wir erhalten

A =

✓
6 8 7
3 3 3

◆
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als Basisdarstellung von T bzgl. der gewählten Basen in V und W .

Interpretation: Die Matrizen

✓
1 2 3
4 5 6

◆
und

✓
6 8 7
3 3 3

◆

beschreiben dieselbe lineare Abbildung R3 ! R2 nur bzgl. unterschiedlicher Basis-
wahlen. Die erste Matrix entspicht dabei den kanonischen Basen, die zweite den oben
angegebenen.

Bemerkung: Wir wollen zur Vollständigkeit festhalten, dass wir eigentlich drei inhomo-
gene Gleichungssysteme gelöst haben. In der Tat, für jedes j = 1, . . . , 3 soll

T (vj) = a1j ·w1 + a2j ·w2 = a1j ·
✓
w1,1

w1,2

◆
+ a2j ·

✓
w2,1

w2,2

◆
=

✓
w1,1 w2,1

w1,2 w2,2

◆
·
✓
a1j
a2j

◆

gelten und wir erhalten daher insgesamt die drei Gleichungssysteme
✓
1 �1
1 1

◆
·
✓
a11
a21

◆
=

✓
3
9

◆
,

✓
1 �1
1 1

◆
·
✓
a12
a22

◆
=

✓
5
11

◆
,

✓
1 �1
1 1

◆
·
✓
a13
a23

◆
=

✓
4
10

◆

für die drei zweidimensionalen Spaltenvektoren der Matrix A. Beachte, dass alle diese
Gleichungssysteme die gleiche Koe�zientenmatrix besitzen, deren i-te Spalte gerade
der Vektor wi ist. Wir hatten die Lösung oben schon im Kopf berechnet, aber wir
hätten natürlich alternativ auch das Gauß-Jordan-Verfahren verwenden können:

✓
1 �1 3 5 4
1 1 9 11 10

◆
⇠=
✓

1 �1 3 5 4
0 1 3 3 3

◆
⇠=
✓

1 0 6 8 7
0 1 3 3 3

◆

Kochrezept Unsere Beispiele illustrieren das folgende, allgemeine Prinzip für den
Fall V = Rn und W = Rm: Wir können die Basisdarstellung A der gegebenen linearen
Abbildung T : Rn ! Rm dadurch bestimmen, dass wir die erweiterte Koe�zienten-
Matrix

0

@
| | | |
w1 . . . wm T (v1) . . . T (vn)
| | | |

1

A

solange mit dem Gauß-Jordan-Verfahren bearbeiten, bis links vom Mittelstrich die
Einheitsmatrix Im steht und wir die gesuchte Matrix A rechts vom Mittelstrich ablesen
können.

Matrizenmultiplikation und Komposition von Abbildungen Seien V , W , U
nun drei Vektorräume der Dimension n, m, k und seien

T : V ! W , S : W ! U

zwei lineare Abbildungen. Sind nun Basen
�
v1, . . . ,vn

�
bzw.

�
w1, . . . ,wm

�
bzw.�

u1, . . . ,uk

�
von V bzw. W bzw. U gegeben, und sind A bzw. B die Basisdarstel-

lungen von T bzw. S, so ist

B ·A
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die Basisdarstellung von S � T . Diese wichtige Tatsache ergibt sich unmittelbar aus
der Definition von Basisdarstellung und den Regeln der Matrizenmultiplikation (oder
anders gesagt: man kann dies einfach nachrechnen). Insbesondere zeigt sich hier, dass
die Matrizenmultiplikation in sehr sinnvoller Weise definiert wurde: Die Matrizenmul-

tiplikation enstspricht der Komposition linearer Abbildungen.

V
<latexit sha1_base64="Er3aCVRwsq4rpc0Bmzxw9ABNILw=">AAACFXicdVBLSwMxGMzWV11fqx69BIvgoZTd7dLWW9GLxwr2Ae1SsmnahmYfJFmhLPsnvPhXvHhQxKvgzX9jtu2Cig4Ehpn5ki/jRYwKaZqfWmFtfWNzq7it7+zu7R8Yh0cdEcYckzYOWch7HhKE0YC0JZWM9CJOkO8x0vVmV5nfvSNc0DC4lfOIuD6aBHRMMZJKGhrlZLC4pM8nnpuYlYtGzXZqZbNimnXLtjJi152qk8KOng6NUp6AeQLmCWgpJUMJrNAaGh+DUYhjnwQSMyRE3zIj6SaIS4oZSfVBLEiE8AxNSF/RAPlEuMlioRSeKWUExyFXJ5BwoX6fSJAvxNz3VNJHcip+e5n4l9eP5bjhJjSIYkkCvHxoHDMoQ5hVBEeUEyzZXBGEOVW7QjxFHGGpitRVCflP4f+kY1esasW+cUrNy1UdRXACTsE5sEAdNME1aIE2wOAePIJn8KI9aE/aq/a2jBa01cwx+AHt/QuGSpqb</latexit> W

<latexit sha1_base64="SBoI46KwedHtW0iSs6BS/2D9Nsc=">AAACFXicdVBLSwMxGMzWV11fqx69BIvgoZTd7dLWW9GLxwr2Ae1SsmnahmYfJFmhLPsnvPhXvHhQxKvgzX9jtu2Cig4Ehpn5ki/jRYwKaZqfWmFtfWNzq7it7+zu7R8Yh0cdEcYckzYOWch7HhKE0YC0JZWM9CJOkO8x0vVmV5nfvSNc0DC4lfOIuD6aBHRMMZJKGhrlZLC4pM8nnpuYlYtGzXZqZbNimnXLtjJi152qk8Kung6NUp6AeQLmCWgpJUMJrNAaGh+DUYhjnwQSMyRE3zIj6SaIS4oZSfVBLEiE8AxNSF/RAPlEuMlioRSeKWUExyFXJ5BwoX6fSJAvxNz3VNJHcip+e5n4l9eP5bjhJjSIYkkCvHxoHDMoQ5hVBEeUEyzZXBGEOVW7QjxFHGGpitRVCflP4f+kY1esasW+cUrNy1UdRXACTsE5sEAdNME1aIE2wOAePIJn8KI9aE/aq/a2jBa01cwx+AHt/QuH0Jqc</latexit>

Rm
<latexit sha1_base64="PAYjZxl+Wo46a37XTnY0KDw3Jhk="></latexit>

Rn
<latexit sha1_base64="xxr7Lxi9cLoxdj0BIwb53QrOFZA="></latexit>

Abbildung T
<latexit sha1_base64="wyFWsLFFfkvfvK85uYPsqm32EoI="></latexit>

Matrix A
<latexit sha1_base64="u71r2gr4DjgVjbvMi6wY/vrJbFQ="></latexit>

U
<latexit sha1_base64="1ZYzhLAHAR0Gr+0lH5fpPjQsclo=">AAACFXicdVBLSwMxGMzWV11fVY9egkXwUJbd7dLWW9GLxwr2AdulZNNsG5p9kGSFsvRPePGvePGgiFfBm//GbB+gogOBYWa+5Mv4CaNCmuanVlhb39jcKm7rO7t7+welw6OOiFOOSRvHLOY9HwnCaETakkpGegknKPQZ6fqTq9zv3hEuaBzdymlCvBCNIhpQjKSSBqVK1p9f4vKR72WmcdGo2U6tYhqmWbdsKyd23ak6M9jWZ4NSeZWAqwRcJaCllBxlsERrUProD2OchiSSmCEhXMtMpJchLilmZKb3U0EShCdoRFxFIxQS4WXzhWbwTClDGMRcnUjCufp9IkOhENPQV8kQybH47eXiX56byqDhZTRKUkkivHgoSBmUMcwrgkPKCZZsqgjCnKpdIR4jjrBUReqqhNVP4f+kYxtW1bBvnHLzcllHEZyAU3AOLFAHTXANWqANMLgHj+AZvGgP2pP2qr0togVtOXMMfkB7/wKExJqa</latexit>

Rk
<latexit sha1_base64="Jx3oVP7h4uCKIfElcai6uhwXZAM="></latexit>

Abbildung S
<latexit sha1_base64="YqNcM3IQoGYejyB/oFXDVi2CqaI="></latexit>

Matrix B
<latexit sha1_base64="mrCdA/RljODemQ/pMmI0KBbZpkc="></latexit>

Abbildung S � T
<latexit sha1_base64="YihDJazN5O8O868hRBSqfLqIWFc="></latexit>

Matrix B ·A
<latexit sha1_base64="Pk0JmHHMCGG7a9LILfiGmMn965c="></latexit>

Flussdiagramm zur Basisdarstellung linearer Abbildungen.

Folgerung Eine lineare Abbildung T : V ! W ist dann genau bijektiv, wenn die
Basisdarstellung A eine invertierbare Matrix ist und in diesem Fall ist die Basisdar-
stellung der Umkehrabbildung T�1 gerade die zu A inverse Matrix A�1. Insbesondere
kann im Fall dimV 6= dimW die lineare Abbildung T niemals bijektiv sein.

Beispiel Mit den Additionstheoremen ergibt sich

✓
cos (↵) � sin (↵)
sin (↵) cos (↵)

◆
·
✓
cos (�) � sin (�)
sin (�) cos (�)

◆
=

✓
cos (↵ + �) � sin (↵ + �)
sin (↵ + �) cos (↵ + �)

◆
,

d.h. die Komposition zweier Teildrehungen in der Ebene ist ein Gesamtdrehung um die
Summe der Teilwinkel. Insbesondere gilt damit auch

✓
cos (↵) � sin (↵)
sin (↵) cos (↵)

◆�1

=

✓
cos (�↵) � sin (�↵)
sin (�↵) cos (�↵)

◆
=

✓
cos (↵) sin (↵)
� sin (↵) cos (↵)

◆
,

d.h. die Inverse der (2, 2)-Drehmatrix mit Winkel ↵ ist gerade die (2, 2)-Drehmatrix
zum Winkel �↵.

Beispiel Mit den Additionstheoremen und der Matrizen-Multiplikation berechnen
wir
✓
cos (↵) � sin (↵)
sin (↵) cos (↵)

◆
·
✓
1 0
0 �1

◆
·
✓

cos (↵) sin (↵)
� sin (↵) cos (↵)

◆
=

✓
cos (2↵) sin (2↵)
sin (2↵) � cos (2↵)

◆
.

Die linke Seite beschreibt die Komposition (von rechts nach links) der Drehung um
den Winkel �↵, der Spiegelung an der x-Achse, und der Drehung um den Winkel +↵
und wir können mit unserem geometrischen Wissen schließen, dass auf der rechten
Seite eine Spiegelungsmatrix steht. Es handelt sich dabei um die Spiegelung an der
Ursprungsgeraden

span

⇢✓
cos (↵)
sin (↵)

◆�
,
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denn diese Vektoren werden unter der Abbildung nicht bewegt. Mit anderen Worten:
Es gilt

✓
cos (2↵) sin (2↵)
sin (2↵) � cos (2↵)

◆
·
✓
cos (↵)
sin (↵)

◆
=

✓
cos (2↵) cos (↵) + sin (2↵) sin (↵)
sin (2↵) cos (↵)� cos (2↵) sin (↵)

◆
=

✓
cos (↵)
sin (↵)

◆
,

wobei die letzte Gleichheit wieder aufgrund von Additionstheoremen gilt.

Basiswechsel und Übergangsmatrizen Sei V ein gegebener Vektorraum der Di-
mension n und seien

�
v1, . . . ,vn

�
bzw.

�
ṽ1, . . . , ṽn

�

zwei verschiedene Basen in V . Dann existieren für jeden Vektor v 2 V via

nX

j=1

xj · vj = v =
nX

j=1

x̃j · ṽj

zwei Komponentensätze, und es stellt sich die Frage, ob bzw. wie man für gegebenes v 2
V die entsprechenden Basisdarstellungen x 2 Rn und x̃ 2 Rn ineinander umrechnen
kann.

Theorem (Übergangsmatrizen und Basiswechsel) Mit den obigen Notationen
gibt es genau zwei (n, n)-Matrizen S und S̃ mit Einträgen sij und s̃ij, so dass die
folgenden vier Aussagen erfüllt sind:

1. Es gilt

ṽk =
nX

j=1

sjk · vj sowie vk =
nX

j=1

s̃jk · ṽj

für alle k = 1, . . . , n.

2. Es gilt S · S̃ = S̃ · S = In, d.h. beide Matrizen sind zueinander invers.

3. Es gilt immer x = S · x̃, d.h. S bescheibt den Übergang von x̃ nach x.

4. Es gilt immer x̃ = S̃ · x, d.h. S̃ bescheibt den Übergang von x nach x̃.

Beweis: Wir können die erste Behauptung als Definition der Einträge von S und S̃
betrachten und müssen nur noch zeigen, dass dann alle anderen Behauptungen erfüllt
sind. Zunächst gilt

nX

j=1

�jk · ṽj = ṽk =
nX

l=1

slk · vl =
nX

l=1

slk ·
 

nX

j=1

s̃jl · ṽj

!
=

nX

j=1

 
nX

l=1

s̃jl · slk

!
· ṽj ,

und ein Koe�zientenvergleich (die ṽj bilden eine Basis) liefert

nX

l=1

s̃jl · slk = �jk =

⇢
1 sofern j = k
0 sonst

für alle j, k = 1, . . . , n ,
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aber dies ist gerade die Komponentenschreibweise von S̃ ·S = In. Die Gleichung S · S̃ =
In kann vollkommen analog bewiesen werden. Andererseits gilt auch stets

nX

j=1

xj · vj = v =
nX

k=1

x̃k · ṽk =
nX

k=1

x̃k ·
 

nX

j=1

sjk · vj

!
=

nX

j=1

 
nX

k=1

sjk · x̃k

!
· vj

und ein Koe�zientenvergleich zeigt

xj =
nX

k=1

sjk · x̃k für alle j = 1, . . . , n ,

aber dies ist gerade die Komponentenschreibweise von x = S · x̃. Die Herleitung der
vierten Behauptung erfolgt analog.

v 2 V
<latexit sha1_base64="2Q8dhwUbspN2EvlbClTlVjSRjnE="></latexit>

x̃ 2 Rn
<latexit sha1_base64="Osqb+J5jFrn+iZGrN3VtOswe9fM="></latexit>

x 2 Rn
<latexit sha1_base64="FAUHjuhYo1SjSupq9E7saytidjI="></latexit>

Matrix S̃
<latexit sha1_base64="4Tmhpj3umf6Bux04ZjuxsOn05f0="></latexit>

v =
nX

j=1

xjvj v =
nX

j=1

x̃j ṽj

<latexit sha1_base64="OvZ3S+uJiJcG8onWhWmUv9t9ryw="></latexit>

Matrix S
<latexit sha1_base64="IcDlr5KyUZbqeilj0cuTrxGEizc="></latexit>

Flussdiagramm zu Basiswechseln und Übergangsmatrizen.

Beispiel Für V = R2 und

v1 =

✓
7
�3

◆
, v2 =

✓
�19
8

◆
, ṽ1 =

✓
2
�1

◆
, ṽ2 =

✓
�3
1

◆

verifizieren wir — durch scharfes Hinsehen oder kleine Rechnungen — die Formeln

ṽ1 = 3 · v1 + 1 · v2 , ṽ2 = 5 · v1 + 2 · v2 .

sowie

v1 = 2 · ṽ1 � 1 · ṽ2 , v2 = �5 · ṽ1 + 3 · ṽ2

Wir können nun spaltenweise die Formeln

S =

✓
3 5
1 2

◆
, S̃ =

✓
2 �5
�1 3

◆

ablesen und außerdem leicht per Hand nachprüfen, dass diese Matrizen wirklich invers
zueinander sind.

Komponenten von Vektoren Zur Vollständigkeit wollen wir auch die Aussagen des
Theorems zur Basisdarstellung von ausgewählten Vektoren v 2 V nachprüfen. Für
den ersten Einheitsvektor gilt zum Beispiel

v =

✓
1
0

◆
= �8 · v1 � 3 · v2 = �1 · ṽ1 � 1 · ṽ2 ,
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und dies impliziert die Basisdarstellungen

x =

✓
�8
�3

◆
, x̃ =

✓
�1
�1

◆
.

Wir können nun leicht nachrechnen, dass mit diesen konkreten Werten wirklich x = S·x̃
und x̃ = S̃ · x gilt. Analoges gilt für den zweiten Einheitsvektor

v =

✓
0
1

◆
= �19 · v1 � 7 · v2 = �3 · ṽ1 � 2 · ṽ2 ,

mit

x =

✓
�19
�7

◆
, x̃ =

✓
�3
�2

◆
.

Beachte, dass in beiden Fällen x 6= S̃ · x̃ und x̃ 6= S · x gilt, aber diese Kombinationen
tauchen auch weder im Theorem noch im Bild auf.

Beispiel Wir betrachten V = R3 sowie

v1 =

0

@
0
1
1

1

A , v2 =

0

@
1
0
1

1

A , v3 =

0

@
1
1
0

1

A

und

ṽ1 =

0

@
0
0
1

1

A , ṽ2 =

0

@
2
0
0

1

A , ṽ3 =

0

@
0
�1
0

1

A

Um die Koe�zienten der Matrix S zu bestimmen, bemerken wir zunächst für jedes k,
dass die Darstellungsformel für ṽk als lineares Gleichungssystem für die Komponenten
der k-ten Spalte von S geschrieben werden kann:

0

@
ṽk,1
ṽk,2
ṽk,3

1

A = ṽk = s1k · v1 + s2k · v2 + s3k · v3

=

0

@
| | |
v1 v2 v3

| | |

1

A ·

0

@
s1k
s2k
s3k

1

A =

0

@
0 1 1
1 0 1
1 1 0

1

A ·

0

@
s1k
s2k
s3k

1

A .

Insbesondere können wir die Matrix S durch das Gauß-Jordan-Verfahren bestimmen,
und erhalten via
0

@
0 1 1 0 2 0
1 0 1 0 0 �1
1 1 0 1 0 0

1

A ⇠=

0

@
1 0 1 0 0 �1
0 1 1 0 2 0
0 1 �1 1 0 1

1

A ⇠=

0

@
1 0 1 0 0 �1
0 1 1 0 2 0
0 0 �2 1 �2 1

1

A

⇠=

0

@
1 0 1 0 0 �1
0 1 1 0 2 0
0 0 1 �1

2 1 �1
2

1

A ⇠=

0

@
1 0 0 1

2 �1 �1
2

0 1 0 1
2 1 1

2
0 0 1 �1

2 1 �1
2

1

A
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die Formel

S =
1

2

0

@
1 �2 �1
1 2 1
�1 2 �1

1

A .

Anschließend können wir S̃ entweder als Inverse von S oder mittels der Gauß-Jordan-
Rechnung

0

@
0 2 0 0 1 1
0 0 �1 1 0 1
1 0 0 1 1 0

1

A ⇠=

0

@
1 0 0 1 1 0
0 2 0 0 1 1
0 0 �1 1 0 1

1

A ⇠=

0

@
1 0 0 1 1 0
0 1 0 0 1

2
1
2

0 0 1 �1 0 �1

1

A

bestimmen und erhalten

S̃ = S�1 =
1

2

0

@
2 2 0
0 1 1
�2 0 �2

1

A .

Bemerkung: Wir können aus den Spaltenvektoren von S die Identitäten

ṽ1 = +1
2 · v1 +

1
2 · v2 � 1

2 · v3

ṽ2 = �1 · v1 + 1 · v2 + 1 · v3

ṽ3 = �1
2 · v1 +

1
2 · v2 +

1
2 · v3

ablesen, wohingegen die Spalten von S̃ uns

v1 = +1 · ṽ1 + 0 · ṽ2 � 1 · ṽ3

v2 = +1 · ṽ1 +
1
2 · ṽ2 + 0 · ṽ3

v3 = +0 · ṽ1 +
1
2 · ṽ2 � 1 · ṽ3

liefern.

Kochrezept Unsere Beispiele illustrieren das folgende, allgemeine Prinzip für V =
Rn: Wir können die Übergangsmatrizen S und S̃ zum Beispiel dadurch bestimmen,
dass wir das Gauß-Jordan-Verfahren auf die erweiterten Koe�zienten-Matrizen

0

@
| | | | | |
v1 v2 v3 ṽ1 ṽ2 ṽ3

| | | | | |

1

A und

0

@
| | | | | |
ṽ1 ṽ2 ṽ3 v1 v2 v3

| | | | | |

1

A

anwenden. Wenn wir S oder S̃ bereits kennen, so können wir die jeweils andere auch als
inverse Matrix (zum Beispiel wieder mit einer Variante des Gauß-Jordan-Verfahrens)
bestimmen. Ein wichtiger Spezialfall entsteht, wenn jeder Basisvektor vj der j-te Ein-
heitsvektor ist: In diesem Fall kann die Matrix S direkt aus den Vektoren ṽj zusam-
mengesetzt werden.
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Vorlesung 15, 22. November 2019

Basiswechsel für lineare Abbildungen Sei T : V ! W eine lineare Abbildung
und sei A ihre Basisdarstellung bzgl. zweier Basen

�
v1, . . . ,vn

�
und

�
w1, . . . ,wm

�
von

V und W . Sind nun
�
ṽ1, . . . , ṽn

�
und

�
w̃1, . . . , w̃m

�
zwei andere Basen in V und W

und Ã die entsprechende Basisdarstellung von T , so gilt

Ã = R̃ ·A · S sowie A = R · Ã · S̃ ,

wobei S und S̃ bzw. R und R̃ die Basiswechsel in V und W beschreiben (siehe Bild).
Diese Formeln ergeben sich unmittelbar aus den bisher abgeleiteten Resulaten in diesem
Abschnitt.

v 2 V
<latexit sha1_base64="2Q8dhwUbspN2EvlbClTlVjSRjnE="></latexit> w 2 W

<latexit sha1_base64="sPV2I+iAG+Gt5dZTweu5S3x8HE0="></latexit>

Abbildung T
<latexit sha1_base64="8fwyuyrxwiSFHuuQtpJ26PfaB+E="></latexit>

v =
nX

j=1

xjvj

<latexit sha1_base64="hwEyGYWYCpnN2AoY6cCPkXXGudY="></latexit>

v =
nX

j=1

x̃j ṽj

<latexit sha1_base64="JCeQWpodn3h2KIlcPgmQodpEsNQ="></latexit>

x 2 Rn
<latexit sha1_base64="FAUHjuhYo1SjSupq9E7saytidjI="></latexit>

x̃ 2 Rn
<latexit sha1_base64="4Ddlgnu5dR3IKfo65+KfqPajaxE="></latexit>

S̃
<latexit sha1_base64="165ZxdSWjeAdf0UhlPMVtuWYI+c="></latexit>

S
<latexit sha1_base64="4KBz3DtrycA8pA27YXRh02mA4S0="></latexit>

y 2 Rm
<latexit sha1_base64="bNVGvh+JpSNOUEuXOgTAwOCo1X4="></latexit>

ỹ 2 Rm
<latexit sha1_base64="cfMviVh1AEeh4ZMC/682Rn2X+GI="></latexit>

R̃
<latexit sha1_base64="pOyI+RgTEaHj4FYndHYxEBiLmcA="></latexit>

R
<latexit sha1_base64="ytkxfExiYKxUJ8OZygC/4UJaAu8="></latexit>

Ã
<latexit sha1_base64="jMB0rMB4W469zaRRq16Nco+471k="></latexit>

w =
mX

i=1

yiwi

<latexit sha1_base64="ZYkR9fEc+ceG35BEx55jvM8ZhJ8="></latexit>

w =
mX

i=1

ỹiw̃i

<latexit sha1_base64="KNnFmu3cYKCUft4mWIBBtI9y6zU="></latexit>

A<latexit sha1_base64="b8O5oJ4QFpUnd9hD5rqmZNvZYnQ="></latexit>

Flussdiagramm zu Basiswechsel und Basisdarstellung bei linearen Abbildungen. Beachte, dass weder T noch A oder Ã

invertierbar sein müssen, aber dass immer S̃ = S�1 und R̃ = R�1 gilt.

Beispiel Wir betrachten den einfachen Fall V = W = R2 sowie die lineare Abbildung

w = T (v) mit

✓
w1

w2

◆
=

✓
a11 · v1 + a12 · v2
a21 · v1 + a22 · v2

◆

mit gegebenen Koe�zienten aij 2 R. Wir wollen der Einfachheit halber auch jeweils
eine Basis in V und W kanonisch wählen, d.h. wir setzen

v1 = w1 =

✓
1
0

◆
, v2 = w2 =

✓
0
1

◆
.

Damit kann die entsprechenden Basisdarstellung A von T (unterer Pfeil im Bild) direkt
als

A =

✓
a11 a12
a21 a22

◆

abgelesen werden und wir wollen die Matrix Ã (oberer Pfeil im Bild) für zwei Wahlen
der jeweils anderen Basen berechnen.

Basiswechsel 1 : Wir betrachten sowohl im Bild- als auch im Urbildraum jeweils die
Basis

ṽ1 := w̃1 :=

✓
1
1

◆
, ṽ2 := w̃2 :=

✓
�1
1

◆
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und bemerken zunächst, dass wegen

ṽ1 = 1 · v1 + 1 · v2 , ṽ2 = �1 · v1 + 1 · v2

bzw.

v1 =
1
2 · ṽ1 � 1

2 · ṽ2 , v2 =
1
2 · ṽ1 +

1
2 · ṽ2

die entsprechenden Übergangsmatrizen und ihre Inverse spaltenweise als

S = R =

✓
1 �1
1 1

◆
, S̃ = R̃ = S�1 = R�1 = 1

2

✓
1 1
�1 1

◆

identifiziert werden können. Mit den Formeln für die Basiswechsel-Matrizen ergibt sich
insbesondere

Ã = S̃ ·A · S = S̃ ·
✓
a11 + a12 �a11 + a12
a21 + a22 �a21 + a22

◆

=
1

2

✓
a11 + a12 + a21 + a22 �a11 + a12 � a21 + a22
�a11 � a12 + a21 + a22 a11 � a12 � a21 + a22

◆
.

Wir wollen nun abschließend eben hergeleitete Formel alternativ begründen. Dazu be-
rechnen wir

T
�
ṽ1

�
=

✓
a11 + a12
a21 + a22

◆
=

a11 + a12 + a21 + a22
2

· w̃1 +
�a11 � a12 + a21 + a22

2
· w̃2

sowie

T
�
ṽ2

�
=

✓
�a11 + a12
�a21 + a22

◆
=

�a11 + a12 � a21 + a22
2

· w̃1 +
a11 � a12 � a21 + a22

2
· w̃2 ,

und können aus die Formeln die Matrix Ã spaltenweise und analog zum ersten Theorem
in diesem Abschnitts berechnen. Wir erhalten dabei wieder das gleiche Ergebnis. Man
kann Ã schließlich auch auf eine dritte Art, nämlich durch das oben beschriebene
Kochrezept berechnen. Dazu wendet man das Gauß-Jordan-Verfahrens auf die folgende
erweiterte Koe�zientenmatrix an:

✓
1 �1 a11 + a12 �a11 + a12
1 1 a21 + a22 �a21 + a22

◆

Basiswechsel 2 : Mit der alternativen Wahl

ṽ1 = w̃1 =

✓
0
1

◆
, ṽ2 = w̃2 =

✓
�1
0

◆

können wir auch wieder die Matrix A auf zwei verschiedene Weisen berechnen. Wir
beginnen diesmal mit dem direkten Weg ohne Basis wechsel und lesen aus

T
�
ṽ1

�
=

✓
a12
a22

◆
= a22 · w̃1 � a12 · w̃2

sowie

T
�
ṽ2

�
=

✓
�a11
�a21

◆
= �a21 · w̃1 + a11w̃2
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spaltenweise die Formel

Ã =

✓
a22 �a21
a�12 a11

◆

ablesen. Andererseits gilt

ṽ1 = 0 · v1 + 1 · v2 , ṽ2 = �1 · v1 + 0 · v2

bzw.

v1 = 0 · ṽ1 � 1 · ṽ2 , v2 = 1 · ṽ1 � 0 · ṽ2

und damit auch

S = R =

✓
0 �1
1 0

◆
bzw. S̃ = R̃ = S�1 = R̃�1S̃�1 =

✓
0 1
�1 0

◆
.

Wir können nun leicht nachrechnen, dass auch wieder Ã = S̃ · A · S gilt. Dasselbe
Ergebnis kann man drittens auch mittels der erweitereten Koe�zientenmatrix und
dem

✓
0 �1 a12 �a11
1 0 a22 �a21

◆

Gauß-Jordan-Verfahren erreichen.

Bemerkung : Analog zeigt man: Bei Vertauschungen von Basisvektoren müssen die Ein-
träge in der BasisdarstellungA entsprechend vertauscht werden. Wir werden das später
beim Studium von Permutationsmatrizen besser verstehen.

Definition Zwei (m, n)-Matrizen A und B heißen äquivalent, falls es eine invertier-
bare (n, n)-Matrix S sowie eine invertierbare (m, m)-Matrix R gibt, so dass

B = R�1 ·A · S bzw. A = R ·B · S�1

gilt, wobei die jeweils eine Gleichung die andere impliziert (Übungsaufgabe). Im Fall
von m = n und R = S nennt man die (dann quadratischen) Matrizen A und B auch
ähnlich.

Rn
<latexit sha1_base64="WdA6kvfmPH6EcoXIlEJeoVlB3rs=">AAACH3icbVDNS8MwHE3n16xfVY9eikPwIKOdoh6HXjxOcR/Q1pFm6RaWpiVJhVH6n3jxX/HiQRHxtv/GtKugmw8Cj/d+v+Tl+TElQlrWVKssLa+srlXX9Y3Nre0dY3evI6KEI9xGEY14z4cCU8JwWxJJcS/mGIY+xV1/fJ373UfMBYnYvZzE2AvhkJGAICiV1DfOU7e4xOFD30utulXgZIFkbgjlyPfTu+yB6VnfqP045iKxS1IDJVp948sdRCgJMZOIQiEc24qll0IuCaI4091E4BiiMRxiR1EGQyy8tIiWmUdKGZhBxNVh0izU3xspDIWYhL6azFOKeS8X//OcRAaXXkpYnEjM0OyhIKGmjMy8LHNAOEaSThSBiBOV1UQjyCGSqlJdlWDPf3mRdBp1+7TeuD2rNa/KOqrgAByCY2CDC9AEN6AF2gCBJ/AC3sC79qy9ah/a52y0opU7++APtOk3cpWe5Q==</latexit> Rm

<latexit sha1_base64="XnT+4qE5CapD0TKf+UIMAN/gOx4=">AAACHnicbVBLSwMxGMzWV62vVY9egkXwIGW3KnosevFYxT6gu5Ykzbah2QdJVijL/hIv/hUvHhQRPOm/MbtdQVsHAsPM9yWTwRFnUlnWl1FaWFxaXimvVtbWNza3zO2dtgxjQWiLhDwUXYwk5SygLcUUp91IUORjTjt4fJn5nXsqJAuDWzWJqOujYcA8RpDSUt88TZz8kp4YYjexalaOozmSOj5SI4yTm/TOT/tm9ceA88QuSBUUaPbND2cQktingSIcSdmzrUi5CRKKEU7TihNLGiEyRkPa0zRAPpVukidL4YFWBtALhT6Bgrn6eyNBvpQTH+vJLKSc9TLxP68XK+/cTVgQxYoGZPqQF3OoQph1BQdMUKL4RBNEBNNZIRkhgYjSjVZ0Cfbsl+dJu16zj2v165Nq46Koowz2wD44BDY4Aw1wBZqgBQh4AE/gBbwaj8az8Wa8T0dLRrGzC/7A+PwGLOCe0A==</latexit>

Rn
<latexit sha1_base64="6g9dv6nyMkwWoGZRuTLJKrMsNTc=">AAAB9HicbVDLSgMxFL3js9ZX1aWbYBFclZkq6LLoxmUV+4B2LEmaaUMzmTHJFMrQ73DjQhG3fow7/8ZMOwttPRA4nHMv9+SQWHBtXPfbWVldW9/YLGwVt3d29/ZLB4dNHSWKsgaNRKTaBGsmuGQNw41g7VgxHBLBWmR0k/mtMVOaR/LBTGLmh3ggecApNlbyuyE2Q0LS++mjLPZKZbfizoCWiZeTMuSo90pf3X5Ek5BJQwXWuuO5sfFTrAyngk2L3USzGNMRHrCOpRKHTPvpLPQUnVqlj4JI2ScNmqm/N1Icaj0JiZ3MQupFLxP/8zqJCa78lMs4MUzS+aEgEchEKGsA9bli1IiJJZgqbrMiOsQKU2N7ykrwFr+8TJrVindeqd5dlGvXeR0FOIYTOAMPLqEGt1CHBlB4gmd4hTdn7Lw4787HfHTFyXeO4A+czx9/cZHq</latexit>

Rm
<latexit sha1_base64="3L139je/flJAAmsHoQny3MQK9Qw=">AAACH3icbVBLS8NAGNzUV42vqEcvi0XwICWpoh6LXjxWsQ9IYtlsN+3SzYPdjVBC/okX/4oXD4qIt/4bN2kEbR1YGGa+b3d2vJhRIU1zqlWWlldW16rr+sbm1vaOsbvXEVHCMWnjiEW85yFBGA1JW1LJSC/mBAUeI11vfJ373UfCBY3CezmJiRugYUh9ipFUUt84T53iEpsPPTc162aBkwWSOQGSI89L77KHQM/6Ru3HgYvEKkkNlGj1jS9nEOEkIKHEDAlhW2Ys3RRxSTEjme4kgsQIj9GQ2IqGKCDCTYtoGTxSygD6EVcnlLBQf2+kKBBiEnhqMk8p5r1c/M+zE+lfuikN40SSEM8e8hMGZQTzsuCAcoIlmyiCMKcqK8QjxBGWqlJdlWDNf3mRdBp167TeuD2rNa/KOqrgAByCY2CBC9AEN6AF2gCDJ/AC3sC79qy9ah/a52y0opU7++APtOk3cQ+e5A==</latexit>

A
<latexit sha1_base64="4Cy9TSnUmYdka43IusBSC/P6mg4=">AAAB/HicbVDLSsNAFJ34rPUV7dLNYCu4KkkVdFl147KCfUATymQ6aYdOHszciCHUX3HjQhG3fog7/8ZJm4W2HrhwOOde7r3HiwVXYFnfxsrq2vrGZmmrvL2zu7dvHhx2VJRIyto0EpHseUQxwUPWBg6C9WLJSOAJ1vUmN7nffWBS8Si8hzRmbkBGIfc5JaClgVlxgD1ChnEtczwfX01r0/LArFp1awa8TOyCVFGB1sD8coYRTQIWAhVEqb5txeBmRAKngk3LTqJYTOiEjFhf05AETLnZ7PgpPtHKEPuR1BUCnqm/JzISKJUGnu4MCIzVopeL/3n9BPxLN+NhnAAL6XyRnwgMEc6TwEMuGQWRakKo5PpWTMdEEgo6rzwEe/HlZdJp1O2zeuPuvNq8LuIooSN0jE6RjS5QE92iFmojilL0jF7Rm/FkvBjvxse8dcUoZiroD4zPH9Tuk5U=</latexit>

B
<latexit sha1_base64="HCWegyPbCZ4X/VgQUT68gODzHMc=">AAAB/HicbVBNS8NAEN3Ur1q/oj16WWwFTyWpgh5LvXisYFuhCWWz3bRLN5uwOxFDqH/FiwdFvPpDvPlvTNoctPXBwOO9GWbmeZHgGizr2yitrW9sbpW3Kzu7e/sH5uFRT4exoqxLQxGqe49oJrhkXeAg2H2kGAk8wfre9Dr3+w9MaR7KO0gi5gZkLLnPKYFMGppVB9gjpBjXU8fzcXtWn1WGZs1qWHPgVWIXpIYKdIbmlzMKaRwwCVQQrQe2FYGbEgWcCjarOLFmEaFTMmaDjEoSMO2m8+Nn+DRTRtgPVVYS8Fz9PZGSQOsk8LLOgMBEL3u5+J83iMG/clMuoxiYpItFfiwwhDhPAo+4YhREkhFCFc9uxXRCFKGQ5ZWHYC+/vEp6zYZ93mjeXtRa7SKOMjpGJ+gM2egStdAN6qAuoihBz+gVvRlPxovxbnwsWktGMVNFf2B8/gDWdpOW</latexit>

R
<latexit sha1_base64="wP8eea6PyjXQ9o0NqST7Jc7u3uw=">AAAB/HicbVDLSsNAFJ34rPUV7dLNYCu4KkkVdFl047KKfUATymQ6aYdOHszciCHUX3HjQhG3fog7/8ZJm4W2HrhwOOde7r3HiwVXYFnfxsrq2vrGZmmrvL2zu7dvHhx2VJRIyto0EpHseUQxwUPWBg6C9WLJSOAJ1vUm17nffWBS8Si8hzRmbkBGIfc5JaClgVlxgD1ChnEtczwf301r0/LArFp1awa8TOyCVFGB1sD8coYRTQIWAhVEqb5txeBmRAKngk3LTqJYTOiEjFhf05AETLnZ7PgpPtHKEPuR1BUCnqm/JzISKJUGnu4MCIzVopeL/3n9BPxLN+NhnAAL6XyRnwgMEc6TwEMuGQWRakKo5PpWTMdEEgo6rzwEe/HlZdJp1O2zeuP2vNq8KuIooSN0jE6RjS5QE92gFmojilL0jF7Rm/FkvBjvxse8dcUoZiroD4zPH+72k6Y=</latexit>

S�1
<latexit sha1_base64="rnsQy5j5sQxLQJXtQG2xDp1HTts=">AAACAXicbVDLSsNAFJ3UV62vqBvBzWAruLEkVdBl0Y3LivYBTSyT6aQdOnkwcyOWEDf+ihsXirj1L9z5NyZtFtp64MLhnHu59x4nFFyBYXxrhYXFpeWV4mppbX1jc0vf3mmpIJKUNWkgAtlxiGKC+6wJHATrhJIRzxGs7YwuM799z6TigX8L45DZHhn43OWUQCr19D0L2APEGFdiy3HxTXIXH5tJJSn19LJRNSbA88TMSRnlaPT0L6sf0MhjPlBBlOqaRgh2TCRwKlhSsiLFQkJHZMC6KfWJx5QdTz5I8GGq9LEbyLR8wBP190RMPKXGnpN2egSGatbLxP+8bgTuuR1zP4yA+XS6yI0EhgBnceA+l4yCGKeEUMnTWzEdEkkopKFlIZizL8+TVq1qnlRr16fl+kUeRxHtowN0hEx0huroCjVQE1H0iJ7RK3rTnrQX7V37mLYWtHxmF/2B9vkDY7yVjQ==</latexit>

S
<latexit sha1_base64="Qk22tzXkBdu5tQUQ6K+qBfCxjHY=">AAAB/HicbVDLSsNAFJ34rPUV7dLNYCu4KkkVdFl047KifUATymQ6aYdOHszciCHUX3HjQhG3fog7/8ZJm4W2HrhwOOde7r3HiwVXYFnfxsrq2vrGZmmrvL2zu7dvHhx2VJRIyto0EpHseUQxwUPWBg6C9WLJSOAJ1vUm17nffWBS8Si8hzRmbkBGIfc5JaClgVlxgD1ChnEtczwf301r0/LArFp1awa8TOyCVFGB1sD8coYRTQIWAhVEqb5txeBmRAKngk3LTqJYTOiEjFhf05AETLnZ7PgpPtHKEPuR1BUCnqm/JzISKJUGnu4MCIzVopeL/3n9BPxLN+NhnAAL6XyRnwgMEc6TwEMuGQWRakKo5PpWTMdEEgo6rzwEe/HlZdJp1O2zeuP2vNq8KuIooSN0jE6RjS5QE92gFmojilL0jF7Rm/FkvBjvxse8dcUoZiroD4zPH/B+k6c=</latexit> R�1

<latexit sha1_base64="wIq69VfU7My+pFJW+gtpuxM6Hko=">AAACAXicbVDLSsNAFJ3UV62vqBvBzWAruLEkVdBl0Y3LKvYBTSyT6aQdOnkwcyOWEDf+ihsXirj1L9z5NyZtFtp64MLhnHu59x4nFFyBYXxrhYXFpeWV4mppbX1jc0vf3mmpIJKUNWkgAtlxiGKC+6wJHATrhJIRzxGs7YwuM799z6TigX8L45DZHhn43OWUQCr19D0L2APEGFdiy3HxTXIXH5tJJSn19LJRNSbA88TMSRnlaPT0L6sf0MhjPlBBlOqaRgh2TCRwKlhSsiLFQkJHZMC6KfWJx5QdTz5I8GGq9LEbyLR8wBP190RMPKXGnpN2egSGatbLxP+8bgTuuR1zP4yA+XS6yI0EhgBnceA+l4yCGKeEUMnTWzEdEkkopKFlIZizL8+TVq1qnlRr16fl+kUeRxHtowN0hEx0huroCjVQE1H0iJ7RK3rTnrQX7V37mLYWtHxmF/2B9vkDYi+VjA==</latexit>

Zur Äquivalenz und Ähnlichkeit von Matrizen.

Bemerkung Bei ähnlichen Matrizen gilt

detB = det
�
S�1 ·A · S

�
=
�
detS�1

�
·
�
detA

�
·
�
detS

�
= detA ,

weil mit S�1 · S auch
�
detS�1

�
· detS = 1 erfüllt ist
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Beispiele Mit

A =

0

@
1 2 0
1 0 2
0 2 1

1

A , B =

0

@
3 0 0
0 �2 0
0 0 1

1

A

und

S�1 = R�1 =
1

15

0

@
3 6 6
1 �3 2
�5 0 5

1

A S = R =

0

@
1 2 �2
1 �3 0
1 2 1

1

A

gilt A = R ·B ·R�1 . Insbesondere sind die 3, �2, und 1 die sogenannten Eigenwerte

(siehe nächstes Kapitel) der zu einander ähnlichen Matrizen A und B.

Bemerkung Ähnliche bzw. äquivalente Matrizen beschreiben letztlich dieselbe linea-
re Abbildung, nur bzgl. jeweils anderer Basen. Eine naheliegende und wichtige Frage
ist nun, welche Eigenschaften einer Matrix sich nicht beim Wechsel von Basen ändern
(Invariantentheorie) bzw. ob man immer geschickt Basen so wählen kann, dass die ent-
sprechende Basisdarstellung möglichst einfach wird (Theorie der Normalformen). Wir
werden beide Aspekte weiter untersuchen und insbesondere die Klasse der zugelassenen
Übergangsmatrizen R und S weiter einschränken.

5.2 Orthogonalität und Gram-Schmidt-Verfahren

Setting für diesen Abschnitt

1. V ist reeller Vektorraum der Dimension n 2 N und besitzt ein Skalarprodukt
h·, ·i sowie eine entsprechende Norm k·k.

2. v1 . . . ,vn ist gegebene Basis von V .

3. W ist m-dimensionaler Unterraum von V , der von den linear unabhängigen Vek-
toren w1, . . . ,wm aufgespannt wird.

Klarstellung Alle Aussagen in diesem Abschnitt gelten zunächst nur für reelle
Matrizen. Im Komplexen gelten analoge Formeln und Ergebnisse, aber man muss
berücksichtigen, dass Skalarprodukte dann nicht mehr bilinear, sondern sesquilinear
sind und deshalb an einigen Stellen konjugiert komplexe Zahlen auftreten werden.

Erinnerung Die Basis (w1, . . . ,wm) heißt Orthogonalbasis (O-Basis) in W , falls

hwl, wii = 0 für alle l, i = 1, . . . ,m mit l 6= i

bzw. Orthonormalbasis (ON-Basis), falls zusätzlich

hwi, wii = 1 für alle i = 1, . . . ,m

gilt. Man spricht alternativ auch von einem O-System bzw. einem ON-System in V
(denn dort sind die wi immer noch linear unabhängig und orthogonal, aber für m < n
keine Basis mehr).
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Lemma (Fourier-Entwicklung und Satz von Pythagoras) Bilden die wi eine
ON-Basis in W , so gilt

w =
mX

i=1

hw, wii ·wi , kwk2 =
mX

i=1

hw, wii2

für jedes w 2 W .

Beweis : Der Ansatz

w =
mX

l=1

yl ·wl

impliziert

hwi, wi =
*
wi,

mX

l=1

yl ·wl

+
=

mX

l=1

yl · hwi, wli =
mX

l=1

yl · �il = yi ,

wobei �il wieder das Kronecker-Delta ist und nur für i = l eine 1, sonst immer eine 0
liefert. Analog folgt

hw, wi =
*

mX

l=1

yl ·wl,
mX

i=1

yi ·wi

+
=

mX

i=1

mX

j=1

yi · yl · �il =
mX

i=1

y2
i
.

Gram-Schmidtsches Orthogonalisierungs-Verfahren

Idee Mit einfachen Algorithmen kann aus einer gegebenen Basis w1, . . . ,wm von W
rekursiv eine orthogonale bzw. eine orthonormale Basis w̃1, . . . w̃n erzeugt werden.

O-Variante

1. Setze im ersten Schritt w̃1 := w1.

2. Berechne im i-ten Schritt (i = 2, . . . ,m) den Vektor w̃i via

w̃i := wi �
i�1X

l=1

cil · w̃l , cil :=
hwi, w̃li
hw̃l, w̃li

aus wi sowie den Ergebnissen der vorangegangenen Schritte.

Eigenschaften Dieses Verfahren erzeugt aus den folgenden Gründen sukzessive eine
ON-Basis:

1. Der Algorithmus impliziert

w̃2 = w2 � c21 · w̃1 bzw. w̃3 = w3 � c31 · w̃1 � c32 · w̃2

für den zweiten bzw. den dritten Schritt, wobei die
”
Korrekturkoe�zienten“

c21 =
hw2, w̃1i
hw̃1, w̃1i

bzw. c31 =
hw3, w̃1i
hw̃1, w̃1i

, c32 =
hw3, w̃2i
hw̃2, w̃2i

gerade so gewählt sind, dass w̃2 aus w̃1 senkrecht steht bzw. das w̃3 auf w̃1 und
w̃2 senkrecht steht, d.h.

hw̃2, w̃1i = 0 bzw. hw̃3, w̃1i = 0 und hw̃3, w̃2i = 0 .
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2. Ganz allgemein kann man die Implikation

w̃1, . . . , w̃i�1 sind O-System =) w̃1, . . . , w̃i sind O-System

zeigen. In der Tat, mit 1  k  i�1 gilt nach Konstruktion

hw̃k, w̃ii = hw̃k, wii �
*
w̃k,

i�1X

l=1

hwi, w̃li
hw̃l, w̃li

· w̃l

+

= hw̃k, wii �
i�1X

l=1

hwi, w̃li
hw̃l, w̃li

· hw̃k, w̃li

= hw̃k, wii �
hwi, w̃ki
hw̃k, w̃ki

· hw̃k, w̃ki

= 0 ,

wobei wir benutzt haben, dass

hw̃k, w̃li = �kl · hw̃k, w̃ki

nach Induktionsvoraussetzung gilt. Wir schließen, dass der im i-ten Schritt er-
zeugte neue Basisvektor w̃i in der Tat auf allen vorher konstruierten senkrecht
steht (eben weil wir die richtigen Korrekturkoe�zienten verwenden).

3. Nach Konstruktion gilt

w̃i 2 span
�
w1, . . . ,wi

 

für alle i = 1, . . . ,m und rekursiv über i zeigt man

w̃i /2 span
�
w̃1, . . . , w̃i�1

 

mit Hilfe der Basis-Eigenschaft der wi (Übungsaufgabe für Fortgeschrittene). Ins-
besondere kann w̃i niemals der Nullvektor sein und das Verfahren ist wohldefiniert
und liefert nach m Schritten wieder eine Basis von W .

Bemerkung Der Ausdruck

hw, w̃i
hw̃, w̃i · w̃ =

⌧
w,

w̃

kw̃k

�
· w̃

kw̃k

ist gerade der Anteil von w in Richtung von w̃ (auch Projektion von w auf span{w̃}
genannt).

Beispiel Für n = 4 und m = 3 sei

w1 =

0

BB@

2
1
1
0

1

CCA , w2 =

0

BB@

3
0
0
1

1

CCA , w3 =

0

BB@

0
2
4
2

1

CCA
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die gegebene Basis von W ⇢ V = R4. Die ersten beiden Schritte im Algorithmus liefern

w̃1 =

0

BB@

2
1
1
0

1

CCA , w̃2 =

0

BB@

3
0
0
1

1

CCA� c21 ·

0

BB@

2
1
1
0

1

CCA =

0

BB@

1
�1
�1
1

1

CCA

mit dem Zwischenergebnis

c21 =
3 · 2 + 0 · 1 + 0 · 1 + 1 · 0

22 + 12 + 12 + 02
= 1 .

Im dritten und letzen Schritt erhalten wir

w̃3 =

0

BB@

0
2
4
2

1

CCA� c31 ·

0

BB@

2
1
1
0

1

CCA� c32 ·

0

BB@

1
�1
�1
1

1

CCA =

0

BB@

�1
0
2
3

1

CCA ,

wobei

c31 =
0 · 2 + 2 · 1 + 4 · 1 + 2 · 0

22 + 12 + 12 + 02
= 1 , c32 =

0 · 1� 2 · 1� 4 · 1 + 2 · 1
12 + 12 + 12 + 12

= �1 .

Bemerkung Hat man eine O-Basis w̃1, . . . , w̃m berechnet, so kann man durch ab-
schließende Normierung aller Vektoren via

ŵi :=
w̃i

kw̃ik
, i = 1, . . . ,m

auch eine entsprechende ON-Basis ŵ1, . . . , ŵm erzeugen. Man kann die Normierung
aber auch gleich in jedem Zwischenschritt ausführen und erhält die folgende Variante
des Algorithmus.

ON-Variante

1. Setze im ersten Schritt ŵ1 :=
1

kw1k
·w1 .

2. Berechne im i-ten Schritt

ŵi :=
1

kw̃ik
· w̃i , w̃i := wi �

i�1X

l=1

dil · ŵl , dil := hwi, ŵli

Beispiel Wir betrachten W = R3 mit der gegebenen Basis

w1 =

0

@
0
2
0

1

A , w2 =

0

@
4
�3
4

1

A , w3 =

0

@
3
2
1

1

A .

Im ersten Schritt ergibt sich

ŵ1 =
1p

02 + 22 + 02

0

@
0
2
0

1

A =

0

@
0
1
0

1

A
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und anschließend erhalten wir

ŵ2 =
1p
2

0

@
1
0
1

1

A , ŵ3 =
1p
2

0

@
1
0
�1

1

A

aus den Zwischenresultaten

w̃2 =

0

@
4
�3
4

1

A� d21 ·

0

@
0
1
0

1

A =

0

@
4
0
4

1

A , d21 = 4 · 0� 3 · 1 + 4 · 0 = �3

und

w̃3 =

0

@
3
2
1

1

A� d31 ·

0

@
0
1
0

1

A� d32p
2
·

0

@
1
0
1

1

A =

0

@
1
0
�1

1

A

mit

d31 = 3 · 0 + 2 · 1 + 1 · 0 = 2 , d32 =
3 · 1 + 2 · 0 + 1 · 1p

2
= 2

p
2 .

Bemerkung Wir können die Verfahren auch auf die Basis v1, . . . ,vn anwenden, um
in n Schritten eine O-Basis oder ON-Basis ṽ1, . . . , ṽn zu erzeugen. Außerdem überlegt
man sich leicht die Implikation

w1 = v1 , . . . , wm = vm =) w̃1 = ṽ1 . . . , w̃m = ṽm

Vorlesung 16, 25. November 2019

Orthogonalprojektionen

Komplemente von Unterräumen Die Menge

W? :=
�
v 2 V : hv, wi = 0 für alle w 2 W

 

ist auch ein linearer Unterraum von V (Übungsaufgabe), besitzt die Dimension n�m
und wird das orthogonale Komplement von W genannt. Außerdem zeigt man leicht

�
W?�? = W .

Beispiel Für V = R3 und W = span{w1,w2} gilt

W? = span
�
w1 ⇥w2

 
,

sofern w1 und w2 linear unabhängig sind.
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Theorem (Projektionssatz) Für jedes v 2 V existiert eine eindeutige Zerlegung

v = vk + v? mit vk 2 W , v? 2 W? .

Die Vektoren vk und v? werden die Orthogonalprojektionen von v auf W und W?

genannt.

Beweis : Nach einem geeigneten Basiswechsel können wir (Übungsaufgabe)

W = span{v1, . . . ,vm}

annehmen und durch eine Anwendung des Gram-Schmidtschen Verfahrens außerdem
sicherstellen, dass v1, . . .vn sogar eine ON-Basis in V ist. Dies impliziert dann auto-
matisch (wieder Übungsaufgabe)

W? = span{vm+1, . . . ,vn} .

Mit Hilfe der Fourier-Entwicklung

v =
nX

j=1

hv, vji · vj

sehen wir nun leicht, dass

vk :=
mX

j=1

hv, vji · vj , v? :=
nX

j=m+1

hv, vji · vj

die gewünschten Eigenschaften besitzen. Um auch noch die Eindeutigkeit dieser For-
meln zu zeigen, nehmen wir an, dass zusätzlich

v = uk + u? , uk 2 W , u? 2 W?

erfüllt ist und erhalten

0 = hvj, v � vi =
⌦
vj, v

k + v? � uk � u?↵ =
⌦
vj, v

k↵�
⌦
vj, u

k↵

für jedes j = 1, . . . ,m. Insbesondere gilt

vk =
mX

j=1

⌦
vj, v

k↵ · vj =
mX

j=1

⌦
vj, u

k↵ · uj = uk ,

und damit auch v? = v � vk = v � uk = u?.

Bemerkung Die Projektionen vk und v? existieren unabhängig von der gewählten
Basis und können im Prinzip mit jeder Basis berechnet werden. Bei nicht-ortho-
normalen Basen sind die entsprechenden Formeln aber deutlich komplizierter als die
im Beweis angegebenen.
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Theorem (Approximationssatz) Es gilt

��v � vk��  kv �wk für alle w 2 W

sowie

��v � v?��  kv � uk für alle u 2 W? .

BeweisWir betrachten wieder eine ON-Basis von V wie im Beweis des Projektionssatzes
und bemerken, dass

��v � vk��2 =
��v?��2 =

nX

j=m+1

hv, vji2 ,
��v � v?��2 =

��vk��2 =
mX

j=1

hv, vji2 .

Andererseits gilt wegen w 2 W und mit der Fourier-Entwickung

kv �wk2 =
mX

j=1

hv �w, vji2 +
nX

j=m+1

�
hv, vji � hw, vji

�2

=
mX

j=1

hv �w, vji2 +
nX

j=m+1

�
hv, vji � 0

�2

=
mX

j=1

hv �w, vji2 +
��v � vk��2

�
��v � vk��2 .

Analog ergibt sich

kv � uk2 =
mX

j=1

�
hv, vji � 0

�2
+

nX

j=m+1

hv � u, vji2

=
��v � v?��2 +

nX

j=m+1

hv � u, vji2

�
��v � v?��2

und die beiden Behauptungen folgen nach Wurzelziehen.

5.3 Orthogonale Matrizen

Erinnerung

1. Eine reelle Matrix A 2 R(m,m) heißt orthogonal, falls A ·AT = AT ·A = In gilt,
d.h. wenn AT = A�1 .

2. Das komplexe Analogon von orthogonal ist unitär, d.h. A ·A⇤ = A⇤ ·A = In mit

adjungierter Matrix A⇤ = A
T

.
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Nützliche Formeln

1. Für alle x, x̃ 2 Rn gilt

xT · x̃ = hx, x̃i = hx̃, xi = x̃T · x

sowie

hA · x, x̃i =
�
A · x

�T · x̃ = xT ·
�
AT · x̃

�
=
⌦
x, AT · x̃

↵
,

wobei A 2 R(n, n) beliebig ist.

2. Es gilt auch stets die Parallelogramm-Identität

4 · hx, x̃i = hx+ x̃, x+ x̃i � hx+ x̃, x� x̃i =
���x+ x̃

���2 �
���x+ x̃

���2 .

Insbesondere kann jedes Skalarprodukt durch Normen ausgedrückt werden.

Theorem (Hauptsatz über orthogonale Matrizen) Für eine quadratische Ma-
trix A 2 R(n, n) sind die folgenden Aussagen äquivalent

1. A ist längentreu, d.h. es gilt kA · xk = kxk für alle x 2 Rn.

2. A erhält das Skalarprodukt, d.h es gilt

hA · x, A · x̃i = hx, x̃i

für alle x, x̃ 2 Rn

3. A ist orthogonale Matrix.

4. Die Zeilen von A bilden eine ON-Basis im Rn.

5. Die Spalten von A bilden eine ON-Basis im Rn.

Beweis, 1. ) 2.: Die Parallelogramm-Identität und die Voraussetzung liefern

4 · hA · x, A · x̃i =
��A ·

�
x+ x̃

���2 �
��A ·

�
x� x̃

���2

= kx+ x̃k2 � kx� x̃k2

= 4 · hx, x̃i .

Beweis, 2. ) 3.: Für die (i, j)-te Komponente des Matrizproduktes AT ·A gilt

�
AT ·A

�
ij
= eT

i
·AT ·A · ej = hA · ei, A · eji = hei, eji = �ij =

�
In
�
ij
,

und wir haben damit komponentenweise die Gleichung

AT ·A = In

gezeigt. Die Rechenregeln für inverse Matrizen garantieren, dass AT die Inverse von A
ist und damit auch A ·AT = In erfüllt.

Beweis, 3. ) 1.: Es gilt

kA · xk2 = hA · x, A · xi =
⌦
x, AT ·A · x

↵
= hx, xi = kxk2 .

Beweis, 3. , 4. , 5.: Dies wird in den Großen Übungen gezeigt.
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Folgerung Das Produkt zweier orthogonaler Matrizen ist wieder orthogonal,wie die
folgende Rechnung zeigt:

�
A · Ã

�T
= ÃT ·AT = Ã�1 ·A�1 ·

�
A · Ã

��1

Außerdem sind mit A auch immer AT und A�1 orthogonal.

Bemerkung

1. Für jede orthogonale Matrix gilt detA = ±1 (siehe Große Übung).

2. Die Menge alle orthogonalen Matrizen aus R(n, n) ist die orthogonale Gruppe
O(n) und alle orthogonalen Matrizen mit Determinate 1 bilden die spezielle
orthogonale Gruppe SO(n).

3. Für n = 2 werden alle orthogonalen Matrizen in der Großen Übung charakteri-
siert. Insbesondere gibt es nur Drehungen und Spiegelungen.

Permutationsmatrizen Jede (n, n)-Matrix der Form

0

@
| | |

e�(1) . . . e�(n)
| | |

1

A

mit Permutation � 2 S(n) ist orthogonal und heißt Permutationsmatrix zu �, wobei
ei 2 Rn der i-te Einheitsvektor ist . Die Determinate einer Permutationsmatrix ist ge-
rade das Vorzeichen der Permutation und die Transponierte einer Permutationsmatriz
ist auch eine Permutationsmatrix.

Beispiel Für n = 2 gibt es die zwei Permutationsmatrizen

✓
1 0
0 1

◆ ✓
0 1
1 0

◆
,

wohingegen

0

@
1 0 0
0 0 1
0 1 0

1

A ,

0

@
0 0 1
0 1 0
1 0 0

1

A ,

0

@
0 1 0
1 0 0
0 0 1

1

A

und

0

@
1 0 0
0 1 0
0 0 1

1

A ,

0

@
0 0 1
1 0 0
0 1 0

1

A ,

0

@
0 1 0
0 0 1
1 0 0

1

A

alle Permuationsmatrizen für n = 3 sind.
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Orthogonale Matrizen für n = 3

Spiegelungen an einer Ursprungsebene Jede Ursprungsebene in R3 wird durch
zwei linear unabhängige Vektoren w1 und w2 aufgespannt und besitzt immer einen
Normalenvektor

n := ± w1 ⇥w2

kw1 ⇥w2k
der Länge 1 (die Wahl des Vorzeichen ist hier egal). Die Spiegelung an dieser Ebene
wird durch die Householder-Matrix

A = I3 � 2 · n · nT

beschrieben, denn wegen

wT

i
· n = 0 , nT · n = 1

gilt mit

x = �1 ·w1 + �2 ·w2 + µ · n

auch

A · x =
�
�1 ·w1 + �2 ·w2 + µ · n

�
� 2 ·

�
0 + 0 + µ

�
· n

= �1 ·w1 + �2 ·w2 � µ · n.

Insbesondere folgt A ·A · x = x, d.h. es gilt A ·A = I3, und weil auch AT = A gilt
(Nachrechnen!) schließen wir, dass jede Householder-Matrix wirklich orthogonal ist.

Beispiele Die Matrizen
0

@
�1 0 0
0 1 0
0 0 1

1

A ,

0

@
1 0 0
0 �1 0
0 0 1

1

A ,

0

@
1 0 0
0 1 0
0 0 �1

1

A

beschreiben Spiegelungen an Ebenen, die jeweils senkrecht auf einem Einheitsvektor
stehen. Die Matrix

A =

0

@
1 0 0
0 1 0
0 0 1

1

A� 2

0

@
cos↵
sin↵
0

1

A ·
�
cos↵ sin↵ 0

�

=

0

@
sin2 ↵� cos2 ↵ �2 sin↵ cos↵ 0
�2 sin↵ cos↵ � sin2 ↵ + cos2 ↵ 0

0 0 1

1

A

=

0

@
� cos (2↵) � sin (2↵) 0
� sin (2↵) cos (2↵) 0

0 0 1

1

A

beschreibt auch eine Spiegelung.

Bemerkung Jeder Vektor n 2 R3 mit knk = 1 kann als

n =

0

@
cos↵ · cos �
sin↵ · cos �

sin �

1

A

geschrieben werden, wobei ↵ und � die sogenannten Euler-Winkel sind.
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Bemerkung Householder-Matrizen existieren auch für n � 4 und haben analoge
Eigenschaften.

Drehungen um eine Achse führen auch auf orthogonale Matrizen.

Beispiele Die Matrizen
0

@
1 0 0
0 cos (↵) � sin (↵)
0 sin (↵) cos (↵)

1

A ,

0

@
cos (↵) 0 � sin (↵)

0 1 0
sin (↵) 0 cos (↵)

1

A ,

0

@
cos (↵) � sin (↵) 0
sin (↵) cos (↵) 0

0 0 1

1

A

beschreiben Drehungen um den Winkel ↵ bzgl. einer zu einem Einheitsvektor parallelen
Drehachse.

Therorem (Darstellungssatz für O(3)) Sei A 2 R(3, 3) orthogonal. Dann ist A

1. eine Drehung, sofern detA = 1,

2. eine Komposition einer Drehung und einer Spiegelung an einer Ebene, falls
detA = �1.

Beweis, Teil 1a : Wir zeigen zunächst, dass es einen Achsenvektor v⇤ 2 R3 mit A ·v⇤ =
v⇤ gibt. Dazu bemerken wir, dass wegen

det (A� I3) = det
�
A ·
�
I3 �AT

��
= detA · det

�
(I3 �A)T

�
= 1 · det

�
I3 �A

�

= det
�
(�1) ·

�
A� I3

��
= (�1)3 · det

�
A� I3

�
= � det (A� I3)

schon det
�
A� I3

�
= 0 gelten muss und wir daher v⇤ 6= 0 im Kern von A� I3 wählen

können, wobei durch Multiplikation mit einem geeigneten Skalar zusätzlich kv⇤k = 1
sichergestellt werden kann.

Beweis, Teil 1b : Wir wählen nun (zum Beispiel mit Gram-Schmidt) eine ON-Basis ṽ1,
ṽ2, ṽ3 mit ṽ1 = v⇤ und betrachten die Matrix

Ã = S�1 ·A · S , S =

0

@
| | |
ṽ1 ṽ2 ṽ3

| | |

1

A .

Da S und S�1 = ST orthogonal sind (die Spalten bzw. Zeilen sind gerade die ON
Vektoren ṽj), ist Ã als Produkt orthogonaler Matrizen auch wieder orthogonal. Nach
Konstruktion gilt außerdem

ṽ1 = S · e1 , A · ṽ1 = ṽ1 , S�1 · ṽ1 = e1

und daher auch

Ã · e1 = S�1 ·A · S · e1 = S�1 ·A · ṽ1 = S�1 · ṽ1 = e1

und wir schließen, dass die erste Spalte von Ã gerade der erste Einheitsvektor e1 ist.
Da die Spalten von Ã aber ein ON-Basis bilden, muss damit schon

Ã =

0

@
1 0 0
0 b11 b12
0 b21 b22

1

A
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gelten, wobei
✓
b11 b12
b21 b22

◆

eine orthogonale (2, 2)-Matrix mit Determinante +1 ist. Der Darstellungssazt für O(2)
aus der Großen Übung garantiert nun

Ã =

0

@
1 0 0
0 cos (↵) � sin (↵)
0 sin (↵) cos (↵)

1

A

für ein ↵ 2 R. Diese Matrix beschreibt die Drehung mit Winkel ↵ um die zu e1 parallele
Drehachse.

Beweis, Teil 1c : Die Matrizen A und Ã beschreiben dieselbe lineare Abbbildung T

bzgl. zweier verschiedener Basen — A bzgl. der kanonischen Basisvektoren ei und Ã
bzgl. der geschickt gewählten Basisvektoren ṽi — und wir schließen, dass auch A die
Drehung mit Winkel ↵ und Drehachse v⇤ beschreibt.

Beweis, Teil 2 : Im Fall von detA = �1 betrachten wir die Matrix

Ă := A · Â , Â =

0

@
1 0 0
0 1 0
0 0 �1

1

A ,

die als Produkt orthogonaler Matrizen selbst orthogonal ist und für die wir wegen

det Ă = detA ·
⇣
det Â

⌘
= (�1) · (�1) = 1

die Ergebnisse des ersten Teils anwenden können. Insbesondere ist Ă eine Drehung
und weil die Householder-Matrix Â = ÂT = Â�1 ein Spiegelung beschreibt, folgt die
Behauptung aus A = Ă · Â�1.

Bemerkung: Im Beweis beschreibt die Matrix S mit den Spalten ṽj gerade den Basis-
wechsel von (ṽ1, . . ., ṽ3) nach (e1, . . ., e3). Dies kann entweder mit den abstrakten
Resultaten von oben begründet oder wie folgt direkt verifiziert werden: Wenn wir die
i-te Komponente des Spaltenvektors ṽj mit ṽj,i und den (i, j)-Eintrag von S wie üblich
mit sij bezeichnen, so gilt ṽj,i = sij und aus

3X

i=1

xi · ei =
3X

j=1

x̃j · ṽj =
3X

j=1

x̃j ·
 

3X

i=1

ṽj,i ei

!
=

3X

j=1

x̃j ·
 

3X

i=1

sij ei

!

=
3X

i=1

 
3X

j=1

sij · x̃j

!
· ei

ergibt sich xi =
P3

j=1 sij · x̃j bzw. x = S · x̃ nach Koe�zientenvergleich.

Folgerung

1. Die Komposition zweier beliebiger Drehungen im R3 ist eine einzelne Drehung!
Die Komposition zwei Spieglungen ist auch eine Drehung.
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2. Jede (3, 3)-Permutationsmatrix ist entweder Drehung oder Drehspiegelung.

3. Jede Permuationsmatrix ist entweder Drehung oder Komposition von Drehung
und Spiegelung. Das kann man auch direkt sehen!

Bemerkung Für n � 4 sind die Darstellungssätze von O(n) deutlich komplizierter.

Beispiel Die Matrix

A =
1

3

0

@
1 2 2
2 1 �2
�2 2 �1

1

A

ist orthogonal mit Determinante +1 (Nachrechnen!) und beschreibt daher eine Dre-
hung. Für die Drehachse suchen wir Lösungen v⇤ der Gleichung (A� I3) · v⇤ = 0 und
finden

v⇤ = � ·

0

@
1
1
0

1

A ,

wobei � 2 R freier Parameter ist (und etwa als � = 1/
p
2 gewählt werden könnte, um

kv⇤k = 1 zu erreichen). Um auch noch den Drehwinkel ↵ zu bestimmen, können wir
die Transformationen aus dem Beweis benutzen oder alternativ mit

w =

0

@
0
0
1

1

A , A ·w =
1

3

0

@
2
�2
�1

1

A

wie folgt argumentieren: w und A ·w stehen beide senkrecht auf der durch v⇤ aufge-
spannten Drehachse. Also ist der Drehwinkel gerade der Winkel zwischen diesen beiden
Vektoren und wir erhalten

cos (↵) =
hw, A ·wi

kwk · kA ·wk = �1

3

bzw. ↵ = arccos
�
�1

3

�
⇡ 1, 9 ⇠= 109, 5�.
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Kapitel 6

Spektraltheorie

Vorlesung 17, 27. November 2019

Vorbemerkung In diesem Kapitel studieren wir ausschließlich quadratische (n, n)-
Matrizen und führen die fundamentalen Konzepte der sogenannten Eigenwerttheorie

oder Spektraltheorie ein. Um die Darstellung möglichst einfach zu halten, wollen wir
jede quadratische Matrix standardmäßig immer als Element von C(n,n) betrachten,
selbst dann, wenn alle ihre Einträge reelle Zahlen sind. Der Grund ist, dass auch in
der Spektraltheorie reeller Matrizen in natürlicher Weise komplexe Zahlen auftauchen
können, nämlich als Nullstellen eines Polynoms. Alternativ kann man zwischen einer
reellen und einer komplexen Theorie unterscheiden. In diesem Fall schreibt man oftmals
A 2 K(n,n), sofern eine Aussage sowohl für reelle als auch für komplexe Matrizen gilt
und K entweder durch R oder durch C ersetzt werden kann.

6.1 Eigenwerte und Eigenvektoren

Definition Eine Matrix A 2 C(n,n) heißt diagonalisierbar, falls

⇤ = S�1 ·A · S

für eine Diagonalmatrix ⇤ 2 C(n,n) (mit Diagonaleinträgen �1, . . . ,�n) sowie eine in-
vertierbare Matrix S 2 C(n,n) gilt.

Beobachtung Ist A diagonalisierbar, so gilt �j · ej = S�1 · A · S · ej für jeden
Einheitsvektor ej und damit

�j · vj = A · vj ,

wobei vj := S · ej der j-te Spaltenvektor von S ist.

Interpretation Wenn A diagonalisierbar ist, dann existiert eine Basis v1, . . . ,vn

(die Spaltenvektoren von S), so dass die durch A kodierte lineare Abbildung T (v) =
A · v bzgl. der neuen Basis sehr einfach aussieht:

v =
nX

j=1

⌫j · vj =) T (v) =
nX

j=1

�j · ⌫j · vj

Insbesondere ist T (vj) = �j · vj, d.h. die Abbildung T streckt jeden Vektor vj um den
den Faktor �j (siehe Bild).
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e1
<latexit sha1_base64="W7Aztq1Lxka2Q7I/A0POpXd2ab8=">AAAB8HicdVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4GjJjq+2u6MZlBfuQdiiZNNOGJpkhyQhl6Fe4caGIWz/HnX9j+hBU9MCFwzn3cu89YcKZNgh9OLmV1bX1jfxmYWt7Z3evuH/Q0nGqCG2SmMeqE2JNOZO0aZjhtJMoikXIaTscX8389j1VmsXy1kwSGgg8lCxiBBsr3WW9MIJ02vf6xRJykV+tlH2IXL+Cal7Nkgryaudl6LlojhJYotEvvvcGMUkFlYZwrHXXQ4kJMqwMI5xOC71U0wSTMR7SrqUSC6qDbH7wFJ5YZQCjWNmSBs7V7xMZFlpPRGg7BTYj/dubiX953dRE1SBjMkkNlWSxKEo5NDGcfQ8HTFFi+MQSTBSzt0IywgoTYzMq2BC+PoX/k5bvemeuf1Mu1S+XceTBETgGp8ADF6AOrkEDNAEBAjyAJ/DsKOfReXFeF605ZzlzCH7AefsEpTqQUQ==</latexit>

e2
<latexit sha1_base64="YSRsUaj3V32nAktHEb6lvU2T+b4=">AAAB8HicdVDLSsNAFJ3UV62vqks3g0VwFSZtg82u6MZlBfuQNpTJdNIOnUnCzEQooV/hxoUibv0cd/6Nk7aCih64cDjnXu69J0g4UxqhD6uwtr6xuVXcLu3s7u0flA+POipOJaFtEvNY9gKsKGcRbWumOe0lkmIRcNoNple5372nUrE4utWzhPoCjyMWMoK1ke6yQRBCOh9Wh+UKspHruQ6CyHaR49Vy4nmNuutCx0YLVMAKrWH5fTCKSSpopAnHSvUdlGg/w1Izwum8NEgVTTCZ4jHtGxphQZWfLQ6ewzOjjGAYS1ORhgv1+0SGhVIzEZhOgfVE/fZy8S+vn+qw4WcsSlJNI7JcFKYc6hjm38MRk5RoPjMEE8nMrZBMsMREm4xKJoSvT+H/pFO1nZpdvalXmperOIrgBJyCc+CAC9AE16AF2oAAAR7AE3i2pPVovVivy9aCtZo5Bj9gvX0CrxyQWA==</latexit>

v1
<latexit sha1_base64="d+99mv0OIPothgmjxQ5sqquKLjU=">AAAB8HicdVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4GpLWR90V3bisYFulHUomzbShycyQZApl6Fe4caGIWz/HnX9jOh1BRQ9cOJxzL/fe48eCa4PQh1NYWl5ZXSuulzY2t7Z3yrt7bR0lirIWjUSk7nyimeAhaxluBLuLFSPSF6zjj6/mfmfClOZReGumMfMkGYY84JQYK92nPT+Ak1kf98sV5J4ifHGGIHJRhozUcQ1DnCsVkKPZL7/3BhFNJAsNFUTrLkax8VKiDKeCzUq9RLOY0DEZsq6lIZFMe2l28AweWWUAg0jZCg3M1O8TKZFaT6VvOyUxI/3bm4t/ed3EBHUv5WGcGBbSxaIgEdBEcP49HHDFqBFTSwhV3N4K6YgoQo3NqGRD+PoU/k/aVRfX3OrNSaVxmcdRBAfgEBwDDM5BA1yDJmgBCiR4AE/g2VHOo/PivC5aC04+sw9+wHn7BIi7kDw=</latexit>

v2
<latexit sha1_base64="c2/q1R0WS8KpcB+51lOpOTWF/3k=">AAAB8HicdVDLSsNAFJ34rPVVdelmsAiuQpKGtu6KblxWsA9pQ5lMJ+3QmUmYmRRK6Fe4caGIWz/HnX/jpK2gogcuHM65l3vvCRNGlXacD2ttfWNza7uwU9zd2z84LB0dt1WcSkxaOGax7IZIEUYFaWmqGekmkiAeMtIJJ9e535kSqWgs7vQsIQFHI0EjipE20n3WDyM4nQ+8Qans2Jf1qudXoWM7Ts313Jx4Nb/iQ9coOcpgheag9N4fxjjlRGjMkFI910l0kCGpKWZkXuyniiQIT9CI9AwViBMVZIuD5/DcKEMYxdKU0HChfp/IEFdqxkPTyZEeq99eLv7l9VId1YOMiiTVRODloihlUMcw/x4OqSRYs5khCEtqboV4jCTC2mRUNCF8fQr/J23Pdiu2d+uXG1erOArgFJyBC+CCGmiAG9AELYABBw/gCTxb0nq0XqzXZeuatZo5AT9gvX0CuNWQXQ==</latexit>

A · v2
<latexit sha1_base64="bwwIJ5TWlJYTdLo+A2KDvzMhpzY=">AAAB/3icdVDLSsNAFJ3UV62vqODGzWARXIUkDW3dVd24rGAf0JQymUzaoZMHM5NCiV34K25cKOLW33Dn3zhpK6jogQtnzrmXufd4CaNCmuaHVlhZXVvfKG6WtrZ3dvf0/YO2iFOOSQvHLOZdDwnCaERakkpGugknKPQY6Xjjq9zvTAgXNI5u5TQh/RANIxpQjKSSBvpR5noBvJi52I8lnD8ms4E90MumcV6v2k4VmoZp1izbyoldcyoOtJSSowyWaA70d9ePcRqSSGKGhOhZZiL7GeKSYkZmJTcVJEF4jIakp2iEQiL62Xz/GTxVig+DmKuKJJyr3ycyFAoxDT3VGSI5Er+9XPzL66UyqPczGiWpJBFefBSkDMoY5mFAn3KCJZsqgjCnaleIR4gjLFVkJRXC16Xwf9K2Dati2DdOuXG5jKMIjsEJOAMWqIEGuAZN0AIY3IEH8ASetXvtUXvRXhetBW05cwh+QHv7BGBtlbM=</latexit>

A · v1
<latexit sha1_base64="E/FB65dt6KwBu7dXh+784BR4/8w=">AAAB/3icdVDLSsNAFJ3UV62vqODGzWARXIWk9VF3VTcuK9gHNCFMJpN26OTBzKRQYhb+ihsXirj1N9z5N07TCip64MKZc+5l7j1ewqiQpvmhlRYWl5ZXyquVtfWNzS19e6cj4pRj0sYxi3nPQ4IwGpG2pJKRXsIJCj1Gut7oaup3x4QLGke3cpIQJ0SDiAYUI6kkV9/LbC+AF7mN/VjC4jHOXcvVq6ZxYlrnpyY0DbNAQRpW3YLWXKmCOVqu/m77MU5DEknMkBB9y0ykkyEuKWYkr9ipIAnCIzQgfUUjFBLhZMX+OTxUig+DmKuKJCzU7xMZCoWYhJ7qDJEcit/eVPzL66cyaDgZjZJUkgjPPgpSBmUMp2FAn3KCJZsogjCnaleIh4gjLFVkFRXC16Xwf9KpGVbdqN0cV5uX8zjKYB8cgCNggTPQBNegBdoAgzvwAJ7As3avPWov2uustaTNZ3bBD2hvnzBTlZI=</latexit>

A · e1
<latexit sha1_base64="8mWGTO/KB9T1wQgXTrvs7wQvngs=">AAAB/3icdVDLSgMxFM34rPU1KrhxEyyCqyEzttruqm5cVrAPaIchk2ba0MyDJCOUcRb+ihsXirj1N9z5N6YPQUUPXDg5515y7/ETzqRC6MNYWFxaXlktrBXXNza3ts2d3ZaMU0Fok8Q8Fh0fS8pZRJuKKU47iaA49Dlt+6PLid++pUKyOLpR44S6IR5ELGAEKy155n7W8wN4nvdIP1Zw+qC5Z3tmCVnIqVbKDkSWU0E1u6ZJBdm10zK0LTRFCczR8Mz3Xj8maUgjRTiWsmujRLkZFooRTvNiL5U0wWSEB7SraYRDKt1sun8Oj7TSh0EsdEUKTtXvExkOpRyHvu4MsRrK395E/MvrpiqouhmLklTRiMw+ClIOVQwnYcA+E5QoPtYEE8H0rpAMscBE6ciKOoSvS+H/pOVY9onlXJdL9Yt5HAVwAA7BMbDBGaiDK9AATUDAHXgAT+DZuDcejRfjdda6YMxn9sAPGG+fTNKVpw==</latexit>

A · e2
<latexit sha1_base64="RcUPnBeYHQf5bOKl3M4TlZ8d52k=">AAAB/3icdVDLSgMxFM3UV62vquDGTbAIroZM28F2V3XjsoJthU4pmUymDc08SDJCGWfhr7hxoYhbf8Odf2M6raCiBy6cnHMvufe4MWdSIfRhFJaWV1bXiuuljc2t7Z3y7l5XRokgtEMiHokbF0vKWUg7iilOb2JBceBy2nMnFzO/d0uFZFF4raYxHQR4FDKfEay0NCwfpI7rw7PMIV6kYP6g2bA6LFeQieymbSGITBtZzdqMNJuNum1Dy0Q5KmCB9rD87ngRSQIaKsKxlH0LxWqQYqEY4TQrOYmkMSYTPKJ9TUMcUDlI8/0zeKwVD/qR0BUqmKvfJ1IcSDkNXN0ZYDWWv72Z+JfXT5TfGKQsjBNFQzL/yE84VBGchQE9JihRfKoJJoLpXSEZY4GJ0pGVdAhfl8L/SbdqWjWzelWvtM4XcRTBITgCJ8ACp6AFLkEbdAABd+ABPIFn4954NF6M13lrwVjM7IMfMN4+AVa0la4=</latexit>

Abbildung T
<latexit sha1_base64="Fh6H+XU8a4Ko/8dpNzznkuGx8Po=">AAAB9HicbVBNT8JAEJ3iF+JX1aOXjWDiibR40CPqxSMmfCXQkO12Cxu227q7JSENv8OLB43x6o/x5r9xgR4UfMkkL+/NZGaen3CmtON8W4WNza3tneJuaW//4PDIPj5pqziVhLZIzGPZ9bGinAna0kxz2k0kxZHPaccf38/9zoRKxWLR1NOEehEeChYygrWRvFvfZzxIxRBVmpWBXXaqzgJonbg5KUOOxsD+6gcxSSMqNOFYqZ7rJNrLsNSMcDor9VNFE0zGeEh7hgocUeVli6Nn6MIoAQpjaUpotFB/T2Q4Umoa+aYzwnqkVr25+J/XS3V442VMJKmmgiwXhSlHOkbzBFDAJCWaTw3BRDJzKyIjLDHRJqeSCcFdfXmdtGtV96pae6yV63d5HEU4g3O4BBeuoQ4P0IAWEHiCZ3iFN2tivVjv1seytWDlM6fwB9bnD4AikUI=</latexit>

A =

✓
3 �1
�1 3

◆

⇤ =

✓
2 0
0 4

◆

S =
1p
2

✓
1 �1
1 1

◆

<latexit sha1_base64="rTNV9ldLTLk9CZ8JLD9hLLMHZJg="></latexit>

Einfaches Beispiel für eine diagonalisierbare Matrix, wobei hier alle auftretenden Matrizen reell sind.

Definition Gilt

� · v = A · v

für ein � 2 C und ein v 2 Cn mit v 6= 0, so heißt � Eigenwert von A 2 C(n,n) und v
wird Eigenvektor zum Eigenwert � genannt.

Beispiel Es gilt S�1 ·A · S = ⇤ für

A =

✓
2 1
6 3

◆
, S =

✓
�1 1
2 3

◆
, S�1 =

1

5

✓
�3 1
2 1

◆
, ⇤ =

✓
0 0
0 5

◆

d.h. A ist diagonalisierbar (wobei in diesem Beispiel nur reelle Zahlen auftauchen).
Insbesondere sind

�1 = 0 , �2 = 5 , v1 =

✓
�1
2

◆
v2 =

✓
1
3

◆

die Eigenwerte und Eigenvektoren von A. �1 und �2 sind auch die Eigenwerte der
Diagonalmatrix ⇤, aber die entsprechenden Eigenvektoren sind die Einheitsvektoren
e1 und e2.

Beispiel Die reelle Matrix

A =

✓
a �b
b a

◆
, a, b 2 R

ist diagonalisierbar mit komplexen Matrizen

S =

✓
�i i
1 1

◆
, S�1 =

1

2

✓
i 1
�i 1

◆
, ⇤ =

✓
a� i · b 0

0 a+ i · b

◆
.

Insbesondere liefern die Diagonaleinträge von ⇤ bzw. die Spalten von S die Eigenwerte
bzw. Eigenvektoren von A, denn einfache Rechnungen zeigen

A · v1 = A ·
✓
�i
1

◆
=

✓
�b� i · a
a� i · b

◆
= (a� i · b)

✓
�i
1

◆
= �1 · v1

sowie

A · v2 = A ·
✓
i
1

◆
=

✓
�b+ i · a
a+ i · b

◆
= (a+ i · b)

✓
i
1

◆
= �2 · v2

Ein Spezialfall sind zweidimensionale Drehmatrizen mit a = cos (✓) und b = sin (✓).
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6.1. Eigenwerte und Eigenvektoren 131

Achtung

1. Die Eigenwerte und -vektoren einer reellen Matrix können nicht-verschwindende
Imaginärteile aufweisen! Insbesondere gilt: In der Eigenwert-Theorie reeller Ma-
trizen sind komplexe Zahlen im Allgemeinen nicht zu vermeiden!

2. Nicht jede Matrix A ist diagonalisierbar, und eine zentrale Frage ist, welche Ma-
trizen dies sind bzw. nicht sind. Standard-Beispiele für Nicht-Diagonalisierbarkeit
sind die weiter unten betrachteten Jordan-Matrizen.

3. IstA reelle Matrix und � ein reeller Eigenwert vonA, so gibt es auch immer einen
entsprechenden reellen Eigenvektor v. In der Tat, unter diesen Annahmen kann
leicht gezeigt werden, dass aus jedem Eigenvektor v mit komplexen Einträgen
durch komponentenweisen Übergang zum Realteil und zum Imaginärteil reelle
Eigenvektoren konstruiert werden könnnen (Übungsaufgabe).

Bemerkung

1. Die Menge aller Eigenwerte von A wird Spektrum von A genannt und mit specA
abgekürzt. Das Spektrum von A ist also eine Teilmenge von C.

2. Die Menge

E� := {v 2 Cn : � · v = A · v} = ker
�
A� � · I

�

ist für jedes � 2 C ein Unterraum von Cn und wird für Eigenwerte � 2 specA
der entsprechende Eigenraum genannt. Insbesondere liefert der Hauptsatz über

quadratische Matrizen (angewendet auf A� � · I) die logische Äquivalenz

� 2 specA , E� 6= {0} , dim
�
ker
�
A� � · I

��
> 0

, det
�
A� � · I

�
= 0

bzw. � /2 specA , E� = {0} , det
�
A� � · I

�
6= 0. Die Determinantenbedin-

gung führt in sehr natürlicher Weise zum weiter unten diskutierten charakteristi-

schen Polynom der Matrix A.

3. Das Spektrum kodiert alle wichtigen Eigenschaften einer Matrix und spielt eine
zentrale Rolle in vielen Bereichen der Mathematik und den Anwendungswissen-
schaften. Zum Beispiel müssen bei Stabilitätsuntersuchungen in der Regel Eigen-
werte quadratischer Martizen berechnet und ausgewertet werden.

4. Für jede Diagonalmatrix zeigt man durch einfache Rechnungen: Die Diagonal-
einträge sind die Eigenwerte und die kanonischen Einheitsvektoren sind die ent-
sprechenden Eigenvektoren.

5. Das Spektrum ähnlicher Matrizen ist identisch. Genauer gesagt: Aus

B = R�1 ·A ·R und � · v = A · v

folgt (Nachrechnen!)

� ·w = B ·w für w = R · v .

Insbesondere ist jeder Eigenwert von A auch Eigenwert von B, und wegen
A = R ·B ·R�1 und v = R�1 ·w gilt analog auch auch die Umkehrung. Die ent-
sprechenden Eigenvektoren v und w sind zwar verschieden, können aber mittels
der Übergangsmatrizen R bzw. R�1 ineinander umgerechnet werden.
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Lemma (Unabhängigkeit von Eigenvektoren) Seien �1, . . . ,�k paarweise ver-
schiedene Eigenwerte der Matrix A und seien v1, . . . ,vk entsprechende Eigenvektoren.
Dann sind diese Eigenvektoren linear unabhängig.

Beweis: Wir benutzen vollständige Induktion über k und bemerken, dass der Indukti-
onsanfang k = 1 trivial ist. Für den Induktionsschritt k � 1  k betrachten wir eine
Linearkombination der vj mit Gewichten ⌫j 2 C, so dass

0 =
kX

j=1

⌫i · vj .

Durch Multiplizieren beider Seiten mit der Matrix A� �k · I ergibt sich

0 =
�
A� �k · I

�
·
 

kX

j=1

⌫j · vj

!
=

kX

j=1

⌫j ·A · vj �
kX

j=1

⌫j · �k · vj

=
kX

j=1

⌫j ·
�
�j � �k

�
· vj =

 
k�1X

j=1

⌫j ·
�
�j � �k

�
· vj

!
+ 0 .

Die Induktionsvoraussetzung impliziert nun ⌫j · (�j � �k) = 0 für alle j = 1, . . . , k � 1
und wegen �j 6= �k erhalten wir

⌫1 = . . . = ⌫k�1 = 0 .

Außerdem muss aber auch ⌫k = 0 gelten, weil ja insgesamt die betrachtete Linearkom-
bination verschwinden soll, und wir haben den Induktionsschritt etabliert.

Theorem (1. Diagonalisierbarkeitssatz) Jede Matrix A 2 C(n, n), die n paar-
weise verschiedene Eigenwerte besizt, ist diagonalisierbar.

Beweis: Wir wählen für jeden Eigenwert �j einen Eigenvektor vj und bilden aus diesen
spaltenweise eine Matrix S, d.h.

S :=

0

@
| |
v1 . . . vn

| |

1

A .

Nach dem vorangegangenen Lemma sind die Vektoren v1, . . . ,vn linear unabhängig,
d.h. die Matrix S besitzt maximalen Rang und ist damit invertierbar (Hauptsatz über
quadratische Matrizen). Außerdem ist ⇤ := S�1 ·A · S gerade die Diagonalmatrix der
Eigenwerte �j, denn es gilt

S · ej = vj , A · S · ej = A · vj = �j · vj , S�1 ·A · S · ej = �j · S�1 · vj = �j · ej

für alle j = 1, . . . , n, d.h. die Matrix-Multiplikation mit S�1 · A · S bildet jeden Ein-
heitsvektor ej auf �j · ej ab.

Beispiel Die Matrix

A =

0

@
1 0 8
0 3 0
2 0 1

1

A
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besitzt die drei verschiedenen Eigenwerte

�1 = �3 , �2 = 3 , �3 = 5 ,

wobei wir gleich sehen werden, dass diese als Nullstellen des Polynoms

pA(z) = �z3 + 5z2 + 9z � 45

ermittelt werden können. Für jeden Eigenwert �j bestimmen wir nun durch Lösen des
entsprechenden Gleichungssystems einen Eigenvektor vi mit

�
A� �i · I

�
und schreiben

diese als Spalten in die Matrix S. Dies liefert zum Beispiel

S =

0

@
�2 0 2
0 1 0
1 0 1

1

A .

und durch direkte Rechnungen verifizieren wir

S�1 =
1

4

0

@
�1 0 2
0 4 0
1 0 2

1

A , S�1 ·A · S =

0

@
�3 0 0
0 3 0
0 0 5

1

A ,

wobei die Diagonalmatrix wieder aus den Eigenwerten besteht.
Bemerkung : Die Eigenvektoren sind nur bis auf einen Vorfaktor eindeutig bestimmt.

Zum Beispiel: Um den Raum E�1 bzw. den Kern von A� �1 · I zu bestimmen, müssen
wir das lineare und homogene Gleichungssystem

(A� �1 · I) · v1 = 0 bzw.

0

@
4 0 8
0 6 0
2 0 4

1

A ·

0

@
v1,1
v1,2
v1,3

1

A =

0

@
0
0
0

1

A

lösen und erhalten

v1 =

0

@
v1,1
v1,2
v1,3

1

A = v1,3

0

@
�2
0
1

1

A

als allgemeine Lösung, wobei v1,3 6= 0 beliebig gewählt werden kann. Die Wahl der
Matrix S ist also nicht eindeutig bzw. wir werden weiter unten sehen, dass man weitere
Bedingungen an die Eigenvektoren stellen kann.

Polynome und Spektrum Der Hauptsatz über quadratische Matrizen — bzw. die
entsprechende Bemerkung weiter oben — zeigt, dass � 2 C genau dann Eigenwert von
A ist, wenn � komplexe Nullstelle von pA ist, wobei

pA(z) := det
�
A� z · I

�

das charakteristische Polynom von A ist, das immer den Grad n besitzt. Der Fun-
damentalsatz der Algebra impliziert daher, dass jede quadratische (n, n)-Matrix (reell
oder komplex) genau n komplexe Eigenwerte besitzt, wobei Mehrfachnullstellen möglich
sind und einige (oder sogar alle) komplexen Nullstellen reell sein dürfen.

*Bemerkung Der Fundamentalsatz der Algebra gilt nur im Komplexen, nicht im
Reellen. Das ist der Grund, warum komplexe Spektraltheorie viel klarer und einfacher
ist als die reelle Variante der Theorie.
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Beispiele

1. Mit

A =

✓
1 2
4 3

◆

erhalten wir

pA(z) =

����
1� z 2
4 3� z

���� = (1� z) · (3� z)� 2 · 4 = z2 � 4z � 5

und die pq-Formel liefert specA =
�
� 1 , 5

 
.

2. Für

A =

0

@
1 2 3
4 5 6
7 8 9

1

A

ergibt sich mit der Sarrus-Regel

pA(z) =

������

1� z 2 3
4 5� z 6
7 8 9� z

������

= (1� z) · (5� z) · (9� z) + 2 · 6 · 7 + 3 · 4 · 8
� 3 · (5� z) · 7� 6 · 8 · (1� z)� (z � 9) · 2 · 4

= �z ·
�
z2 � 15 · z � 18

�

und anschließend specA =
�
0 , 3

2

�
5�

p
33
�
, 3

2

�
5 +

p
33
� 

nach Berechnung der
Nullstellen von pA.

3. Für Diagonalmatrizen ist wieder alles ganz einfach: Mit

⇤ =

0

B@
�1

. . .
�n

1

CA

ergibt sich

p⇤(z) = (�1 � z) · . . . · (�n � z) , spec⇤ =
�
�1 , . . . , �n

 
.

Beachte, dass wir hier nicht vorausgesetzt haben, dass alle �i paarweise verschie-
den sind.

Vielfachheiten von Eigenwerten Eine weitere Konsequenz aus dem Fundamental-
satz der Algebra kann wie folgt formuliert werden: Bezeichnen wir mit m die Anzahl
der paarweise verschiedene Eigenwerte von A (es gilt 1  m  n), d.h. gilt

specA =
�
�1 , . . . , �m

 
, �j1 6= �j2 ,

so existieren m natürliche Zahlen a1, . . . , am mit a1 + . . .+ am = n, so dass

pA(z) = (�1)n ·
�
z � �1

�a1 · . . . ·
�
z � �m

�am .

Die Zahl aj = a(�j) heißt dabei die algebraische Vielfachheit des Eigenwerts �j, wo-
hingegen

g(�j) = dimker
�
A� �j · I

�

die geometrische Vielfachheit genannt wird. Beide Vielfachheiten müssen nicht iden-
tisch sein.
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Bemerkung

1. Für zwei ähnliche Matrizen A und B gilt pA(z) = pB(z) für jedes z 2 C so-
wie dim ker

�
A� � · I

�
= dimker

�
B� � · I

�
für jedes � 2 specA = specB.

Insbesondere können die algebraischen und die geometrischen Vielfachheiten der
Eigenwerte sowohl mit A als auch mit B berechnet werden.

2. Für jeden Eigenwert � gilt 1  g(�)  a(�)  n. Dies folgt aus einfachen
Dimensionsbetrachtungen und geschickter Umformulierung mit ähnlichen Matri-
zen, siehe zum Beispiel [AORS, Seite 158].

Beispiel Die Matrix

A =

0

@
6 �1 2
0 4 0
2 �1 6

1

A , pA(z) = �z3 + 16z2 � 80z + 128 = �(z � 4)2 · (z � 8)

besitzt den Eigenwert 4 mit algebraischer Vielfachheit 2 sowie den Eigenwert 8 mit
algebraischer Vielfachheit 1. Durch eine Gauß-Elimination finden wir

ker
�
A� 4 · I

�
= span

�
v1,v2

 
, ker

�
A� 8 · I

�
= span

�
v3

 

mit

S =

0

@
| | |
v1 v2 v3

| | |

1

A =

0

@
1 1 1
0 2 0
�1 0 1

1

A ,

wobei die Eigenvektoren v1, v2 und v3 linear unabhängig sind und spaltenweise zur
Matrix S vereint wurden. Wir können nun leicht nachrechnen, dass A via

S�1 =
1

4

0

@
2 �1 �2
0 2 0
2 �1 2

1

A , S�1 ·A · S =

0

@
4 0 0
0 4 0
0 0 8

1

A = ⇤

diagonalisierbar ist, wobei die Diagonalelemente von ⇤ gerade die Eigenwerte von A
sind.

Theorem (2. Diagonalisierbarkeitssatz Eine Matrix A 2 C(n,n) ist genau dann
diagonalisierbar, wenn a(�) = g(�) für jeden Eigenwert � von A gilt.

Beweis, Hinrichtung: Die Behauptung folgt aus den Eigenschaften von Diagonalmatri-
zen und der Tatsache, dass ähnliche Matrizen dieselben Eigenwerte und Vielfachheiten
besitzen.

Beweis, Rückrichtung: Da sich die geometrischen Vielfachheiten aller Eigenwerte nach
Voraussetzung zu n addieren (im Allgemeinen gilt dies nach dem Fundamental-
satz der Algebra nur für die algebraischen Vielfachheiten), können wir eine Basis
v1, . . . ,vn von Eigenvektoren wählen und anschließend analog zum Beweis des 1.
Diagonalisierbarkeitssatzes argumentieren. Siehe dazu auch das vorherige Beispiel.
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*Bemerkung Der erste Diagonalisierbarkeitssatz gilt analog auch in der reellen
Spektraltheorie, der zweite aber nicht, denn er basiert auf dem Fundamentalsatz der
Algebra.

Vorlesung 18, 29. November 2019

Berechungsvorschrift Für eine gegeben MatrixA 2 C(n,n) müssen wir im Allgemei-
nen folgende Schritte ausführen, um alle Größen aus diesem Abschnitt zu bestimmen:

1. Bestimme das charakterisistische Polynom pA durch Determinantenberechnung
mit Parameter z.

2. Finde alle Eigenwerte � von A als komplexe Nullstellen von pA sowie deren
algebraischen Vielfachheiten a(�). Dies kann für große Werte von n sehr schwierig
bzw. aufwändig sein und gelingt vielleicht nur approximativ auf dem Computer.

3. Berechne für jeden Eigenwert � 2 specA den Eigenraum E� durch Lösen des
homogenen Gleichungssystems (A� � · I) · v = 0 mit unbekanntem Vektor v.
E� ist gerade der entsprechende Lösungsraum (d.h. die Menge aller Lösungen
v 2 Cn) und seine Dimension die geometrische Vielfachkeit g(�).

6.2 Normalform allgemeiner Matrizen

Nicht alle Matrizen sind diagonalisierbar, denn es kann Eigenwerte � geben, für die
1  g(�) < a(�) gilt. Wir wollen zunächst anhand einfacher Beispiele verstehen, was
dies bedeutet.

Vorbemerkung Die einfachste (3, 3)-Diagonalmatrix ist

D =

0

@
� 0 0
0 � 0
0 0 �

1

A mit pD(z) = (�� z)3 ,

d.h. � 2 C ist algebraisch dreifacher Eigenwert mit a(�) = 3. Wie bemerken außerdem,
dass wegen

ker
�
D� � · I

�
= ker0 = C3 = span

�
e1 , e2 , e3

 

die geometrische Vielfachheit von � ebenfalls 3 ist und es einen dreidimensionalen
komplexen Eigenraum gibt (nämlich ganz C3). Insbesondere gilt für die kanonische
Basis

e1
D��·I����! 0 ,

e2
D��·I����! 0 ,

e3
D��·I����! 0 ,

d.h. jeder der Vektoren ei ist Eigenvektor von D und im Kern von D � � · I. Wir
werden nun sehen, dass diese Beobachtung uns besser verstehen läßt, was eigentlich
bei nicht-diagonalisierbaren Matrizen passiert.
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Jordan-Matrizen Wir betrachten nun zum Vergleich

J =

0

@
� 1 0
0 � 1
0 0 �

1

A mit pJ(�) =

������

�� z 1 0
0 �� z 1
0 0 �� z

������
= (�� z)3

als prototypisches Beispiel einer nicht-diagonalisierbaren (3, 3)-Matrix. In der Tat, �
ist wieder der einzige Eigenwert mit algebraischer Vielfachheit a(�) = 3. Wegen

J� � · I =

0

@
0 1 0
0 0 1
0 0 0

1

A

ist aber diesmal die geometrische Vielfachheit g(�) = 1, d.h. es gibt nur einen eindi-
mensionalen komplexen Eigenraum (aufgespannt durch e1). Durch Nachrechnen bzw.
scharfes Hinsehen verifizieren wir nun die sogenannte Kettenbedingung

e1
J��·I����! 0 ,

e2
J��·I����! e1 ,

e3
J��·I����! e2 ,

bzw.

ker
�
J� � · I

�1
= span

�
e1
 
,

ker
�
J� � · I

�2
= span

�
e1 , e2

 
,

ker
�
J� � · I

�3
= span

�
e1 , e2 , e3

 
.

Mit anderen Worten: e2 und e3 sind zwar keine Eigenvektoren von J mehr, aber immer
noch verallgemeinerte Eigenvektoren (oder sogenannte Hauptvektoren), die zwar nicht
im Kern von J� � · I, aber im Kern gewisser Potenzen von J� � · I enthalten sind.

Verallgemeinerung Ist � ein Eigenwert von A mit g(�) < a(�), so muss man nicht
nur den Kern von A�� · I berechnen, um die Eigenvektoren zu erhalten, sondern man
muss zusätzlich den Kern der Potenzen von A�� ·I studieren, da dort verallgemeinerte
Eigenvektoren zu finden sind.

Definition Die Matrizen

✓
� 1
0 �

◆
,

0

@
� 1 0
0 � 1
0 0 �

1

A ,

0

BB@

� 1 0 0
0 � 1 0
0 0 � 1
0 0 0 �

1

CCA ,

0

BBBB@

� 1 0 0 0
0 � 1 0 0
0 0 � 1 0
0 0 0 � 1
0 0 0 0 �

1

CCCCA

werden die 2-, 3-, 4- und 5-dimensionale Jordan-Matrix zum Eigenwert � genannt.
Analoge Formeln gibt es für die n-dimensionale Jordan-Matrix zum Eigenwert � und
das 1-dimensionale Analogon ist die (1, 1)-Matrix (�).

Jordan-Matrizen liefern nicht nur typische Beispiele für nicht-diagonalisierbare Ma-
trizen, sondern — wie wir gleich sehen werden — auch die fundamentalen Bausteine,
aus denen man jede andere Matrix in gewisser Weise zusammensetzen kann.
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Bemerkung Für eine n-dimensionale Jordan-Matrix mit n > 1 gilt (Übungsaufgabe)
die Kettenbedingung

en
J��·I����! en�1

J��·I����! . . .
J��·I����! e2

J��·I����! e1
J��·I����! 0

und damit auch

ker
�
A� � · I

�j
= span

�
e1 , . . . , ej

 

für alle j = 1, . . . , n.

Bemerkung Ist J n-dimensionale Jordan-Matrix zum Eigenwert �, so ist J � � · I
Jordan-Matrix zum Eigenwert 0 und es gilt

�
J� � · I

�n
= 0

im Sinne von (n, n)-Matrizen. Man sagt deswegen auch, die n-dimensionale Jordan-
Matrix zum Eigenwert 0 ist nilpotent, eben weil die n-te Potenz die Nullmatrix ergibt.

Jordansche Normalform

Wir wollen nun mit Hilfe der Jordan-Matrizen einen ganz zentralen Satz der Matrizen-
theorie formulieren, der für jede beliebige quadratische Matrix A 2 C(n,n) gilt. Dazu
bezeichnen wir mit

�1 , . . . , �m 2 C ,

die paarweise verschiedenen Eigenwerte (1  m  n) von A und mit

a(�k) bzw. g(�k)

die algebraische bzw. geometrische Vielfachheit des Eigenwerts �k (k = 1, . . . ,m).
Insbesondere gilt stets

1  g(�k)  a(�k)  n ,
mX

k=1

a(�k) = n .

Theorem (Jordansche Normalform) Für jedes A existieren Matrizen J und S,
so dass die folgenden Aussagen erfüllt sind (siehe Bild):

1. Es gilt J = S�1 ·A · S.

2. J ist eine Blockmatrix

J =

0

B@
J(1)

. . .
J(m)

1

CA

aus m Blöcken, wobei jede Matrix J(k) der Jordan-Block zum Eigenwert �k ge-
nannt wird und die folgenden Eigenschaften aufweist:

(a) Sie ist quadratisch mit a(�k) vielen Zeilen und Spalten.
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(b) Sie ist selbst wieder Blockmatrix

J(k) =

0

B@
J(k,1)

. . .
J(k,lk)

1

CA .

(c) Jeder Unterblock J(k,j)

(i) ist eine Jordan-Matrix (im Sinne der obigen Definition) der Dimension
d(k,i) , wobei der Entartungsfall d(k,i) = 1 zugelassen ist,

(ii) wird Jordan-Kästchen zum Eigenwert �k genannt.

(d) Es gilt lk = g(�k), d.h. die Anzahl der Jordan-Kästchen zum Eigenwert �k
ist gerade die geometrische Vielfachheit von �k,

(e) Es gilt
P

lk
j=1 d

(k,j) = a(�k), d.h. die Dimensionen aller Jordan-Kästenchen
zum Eigenwert �k summieren sich zur algebraischen Vielfachheit von �k.

3. Für jedes Jordan-Kästchen J(k,j) erfüllen die entsprechenden Spaltenvektoren
v(k,j)
1 , . . . ,v(k,j)

d(k,j)
von S die Kettenbedingungen

�
A� � · I

�
v(k,j)
1 = 0

sowie

�
A� � · I

�
· v(k,j)

2 = v(k,j)
1 , . . . ,

�
A� � · I

�
· v(k,j)

i
= v(k,j)

i�1 .

für alle i = 2, . . . , d(k,j).

Die Matrix J wird Jordansche Normalform von A genannt und jede Spalten von S ist
entweder Eigenvektor oder Hauptvektor zu einem Eigenwert von A.

J =

0

BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

�1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 �1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 �1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 �1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 �2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 �2 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 �2 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 �2 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 �2 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 �2 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 �2 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 �2 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 �2 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 �2 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 �2

1

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

<latexit sha1_base64="Kp2ETS2Coy7HpxC+sNM4459XfDE="></latexit>

Beispiel für die Jordansche Normalform einer (15, 15)-Matrix mit zwei Jordanblöcken, wobei der erste Block (rot) zum

Eigenwert �1 aus 2 Jordankästchen der Länge 1 bzw. 3 besteht. Der zweite Block (blau) gehört zum Eigenwert �2 und

umfasst 5 Jordankästchen der Längen 1, 1, 2, 2 und 5. Insbesondere gilt a(�1) = 4, g(�1) = 2 sowie a(�2) = 11,

g(�1) = 5. Beachte, dass die Jordankästchen der Länge 1 in manchen Formulierungen des Theorems zu

Diagonalblöcken zusammengefasst werden (lila).
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J =

0

BBBBBBBBBBBBBB@

�1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 �1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 �1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 �2 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 �2 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 �3 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 �4 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 �5 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 �5 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 �5

1

CCCCCCCCCCCCCCA

<latexit sha1_base64="HaeVyujwWOPoh43f+Hm+g3D3b4g="></latexit>

Zweites Beispiel für eine Jordansche Normalform mit einem Jordanblock bestehend aus 3 Kästchen und vier

Jordanblöcken mit jeweils einem Kästchen.

Merkregel Jede quadratische komplexe Matrix kann nach einem geeigneten Basis-
wechsel vollständig in Jordankästchen zerlegt werden. Dabei ist die Matrix genau dann
diagonalisierbar, wenn alle Jordankästchen die Dimension 1 besitzen.

Bemerkung

1. Es gibt verschiedene Formulierungen des Theorems, die aber letztlich alle
äquivalent sind.

2. Die Matrix J ist bis auf Permutationen der Eigenwerte und der Jordankästchen
eindeutig durch A bestimmt. Die Matrix S ist ebenfalls nicht eindeutig, aber eine
vollständige Beschreibung aller Mehrdeutigkeiten ist recht aufwändig.

3. Wir können den Beweis des Satzes im Rahmen dieser Vorlesung nicht führen. Er
beruht auf dem Satz von Hamilton-Caley. Dieses sehr tiefe Resulat besagt, dass
mit

pA(z) = (�1)n ·
�
z � �1

�a(�1) · . . . ·
�
z � �m

�a(�m)

auch schon die Gleichheit
�
A� �1 · I

�a(�1) · . . . ·
�
A� �m · I

�a(�m)
= 0

im Sinne quadratischer Matrizen gilt. Oder anders formuliert: Jede quadratische
Matrix A annuliert ihr eigenes charakteristisches Polynom!

*Beispiel Für

A =

✓
1 2
3 4

◆

gilt

pA(z) = (1� z) · (4� z)� 2 · 3 = 1 · z · z� 5 · z� 2 = 1 · z2 � 5 · z1 � 2 · z0

und die Erkenntnis von Hamilton-Caley kann im konkreten Fall einfach nachgerechnet
werden (wobei wir A0 = I verwenden):

1 ·A2 � 5 ·A1 � 2 ·A0 = 1 ·A ·A� 5 ·A� 2 · I

= 1 ·
✓
7 10
15 22

◆
� 5 ·

✓
1 2
3 4

◆
� 2 ·

✓
1 0
0 1

◆

=

✓
0 0
0 0

◆
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Beispiel Wir wollen die Jordansche Normalform der Matrix

A =

0

@
�3 15 �11
�9 21 �9
�9 15 0

1

A

bestimmen und berechnen zunächst die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
via

pA(z) =

������

�3� z 15 �11
�9 21� z �9
�9 15 �z

������
= �z3 + 18z2 � 108z + 216 = �(z � 6)3 .

Insbesondere gibt es in diesem (sehr einfachen) Beispiel nur den Eigenwert �1 = 6
mit algebraischer Vielfachheit a(�1) = 3 und wir schließen, dass es auch nur einen
Jordanblock geben wird, der aber vielleicht aus mehreren Kästchen besteht. Um dies zu
klären, bestimmen wir nun die geometrische Vielfachheit von �1, indem wir kerA�6 ·I
durch Gauß-Elimination berechnen. Mit

0

@
�9 15 �11 0
�9 15 �9 0
�9 15 �6 0

1

A ⇠=

0

@
�9 15 �11 0
0 0 2 0
0 0 5 0

1

A ⇠=

0

@
�9 15 0 0
0 0 2 0
0 0 0 0

1

A

erhalten wir

ker
�
A� �1 · I

�
= span

8
<

:

0

@
5
3
0

1

A

9
=

;

und damit die geometrische Vielfachheit g(�1) = 1. Insbesondere wissen wir nun schon,
dass der Jordanblock nur aus einem Jordan-Kästchen der Dimension 3 bestehen kann.
Es gilt also

J =

0

@
6 1 0
0 6 1
0 0 6

1

A .

Wir müssen nun noch einen zulässigen Basiswechsel finden, wobei wir wegen der Ketten-
bedingung schon wissen, dass die erste Spalte von S im Kern von A� 6 · I liegen wird.
Wir haben nun prinzipiell mehrere Möglichkeiten, eine geeignete Matrix S zu finden:

1. Es muss S · J � A · S = 0 gelten und dies liefert 9 lineare und homogene Glei-
chungen für die 9 Komponenten von S, deren (nicht eindeutige Lösung) man
zum Beispiel mit Gauß-Elimination berechnen kann. Diese Variante ist aber im
Allgemeinen recht aufwändig und wenig elegant, da wir zunächst eine (9, 9)-
Koe�zientenmatrix berechnen und anschließend das entsprechende Gleichungs-
system lösen müssen.

2. Unsere Rechungen oben implizieren, dass

v1 =

0

@
5
3
0

1

A
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eine mögliche Wahl des ersten Spaltenvektors von S ist, denn es gilt
�
A� 6 · I

�
· v1 = 0 .

Wir können nun mittels der Kettenbedingung v2 als Lösung der Gleichung
�
A� 6 · I

�
· v2 = v1

und anschließend v3 als Lösung von
�
A� 6 · I

�
· v3 = v2

bestimmen (es wird aber keine eindeutige Lösung geben). In dieser Variante
müssen wir neben der bereits gelösten homogenen Gleichung zusätzlich noch zwei
inhomogene Gleichungssyteme lösen, aber die (3, 3)-Koe�zientenmatrix ist jedes-
mal dieselbe.

3. Wir können schließlich alternativ auch die Kerne

ker
�
A� 6 · I

�j
für j = 1, 2, 3

bestimmen, wobei wir schon wissen, dass der erste bzw. zweite bzw. dritte Kern
die Dimension 1 bzw. 2 bzw. 3 besitzt. Insbesondere können wir mittels der all-
gemeinen Lösungen drei verschiedener homogener Gleichungssysteme sukzessive
drei linear unabhängige Vektoren v1,v2,v3 identifizieren, so dass

ker
�
A� 6 · I

�1
= span

�
v1

 
,

ker
�
A� 6 · I

�2
= span

�
v1,v2

 
,

ker
�
A� 6 · I

�3
= span

�
v1,v2,v3

 
.

Mit den letzten beiden Methoden können geeignete Vektoren v1,v2,v3 als Spalten von
S konstruiert werden. Im konkreten Fall ergibt sich zum Beispiel

S =

0

@
15 2 1
9 0 0
0 �3 �1

1

A , S�1 =
1

9

0

@
0 1 0
�9 15 �9
27 �45 18

1

A ,

aber das ist nicht die einzige mögliche Wahl.

Bemerkung Im Allgemeinen ist die Berechnung der Jordanschen Normalform recht
aufwändig und erfordert die Lösung großer und/oder vieler linearer Gleichungssysteme.
Heutzutage übernehmen die Aufgabe natürlich meist Computer.

Beispiel Die Mathematica-Befehle JordanDecomposition und Inverse liefern
für

A =

0

BBBBBB@

0 0 �2 �1 0 3
0 1 0 �1 0 0
�1 0 1 1 0 1
0 0 0 2 0 0
�1 �2 �1 �2 3 2
�2 0 �2 0 0 5

1

CCCCCCA
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zum Beispiel

J =

0

BBBBBB@

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 2 1 0 0
0 0 0 2 0 0
0 0 0 0 3 1
0 0 0 0 0 3

1

CCCCCCA

sowie

S =

0

BBBBBB@

1 0 �1 0 0 1
0 1 0 �1 0 0
1 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0
1 0 0 0 0 1

1

CCCCCCA
, S�1 =

0

BBBBBB@

1 0 1 0 0 �1
0 1 0 1 0 0
�1 0 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0
0 �1 0 �1 1 0
�1 0 �1 0 0 2

1

CCCCCCA
.

Insbesondere gibt es in diesem Beispiel 3 Jordan-Blöcke (da drei verschiedene Eigen-
werte) mit insgesamt 4 Jordan-Kästchen. Die Befehle CharacteristicPolynomial und
FactorList bzw. Solve sind auch nützlich und liefern in diesem Beispiel

pA(z) = (z � 1)2 · (z � 2)2 · (z � 3)2 .

Bemerkung Weitere Beispiele finden sich in [AORS, Seite 164 ↵] und in anderen
Büchern.

Vorlesung 19, 02. Dezember 2019

6.3 Hauptachsentransformation

Erinnerung (Skalarprodukt in Cn)

1. hv, wi =
P

n

j=1 vj · wj = hw, vi, hv, wi = vT ·w = w⇤ · v

2. Skalarprodukte sind im Komplexen sesquilinear, d.h.
D
� · v + �̃ · ṽ, w

E
= � · hv, wi+ �̃ · hṽ, wi

aber

hv, µ ·w + µ̃ · w̃i = µ · hv, wi+ µ̃ · hv, w̃i .

3. kvk =
p

hv, vi =
pP

vi · vi

4. A⇤ = A
T

5. hA · v, wi =
�
A · v

�T ·w = vT ·AT ·w = vT ·
�
A⇤ ·w

�
= hv, A⇤ ·wi

Bemerkung Die genaue Definition von sesquilinear variiert in der Literatur. In eini-
gen Büchern benutzt man die Formel hv, wi =

P
n

j=1 vj ·wj, so dass das Skalarprodukt
linear im zweiten Argument w und anti-linear im ersten Argument v ist.
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Erinnerung

1. Eine komplexe Matrix A heißt unitär, falls A ·A⇤ = A⇤ ·A = I bzw. A⇤ = A�1,
und hermitesch, falls A⇤ = A. Insbesondere ist eine reelle Matrix genau dann
unitär bzw. hermitesch, falls sie orthogonal bzw. symmetrisch ist.

2. Analog zum Reellen zeigt man: A ist genau dann unitär, wenn die Spaltenvekto-
ren (oder die Zeilenvektoren) von A eine ON-Basis in Cn bilden.

Beispiele Die Matrizen

1p
3

✓
i 1� i

1 + i i

◆
und

1

2

0

BB@

1 1 1 1
1 i �1 �i
1 �1 1 �1
1 �i �1 i

1

CCA

sind unitär; die Matrizen

✓
3 2 + i

2� i 4

◆
und

0

BB@

�2 1 + i 1 + 4i 2
1� i 2 1 �2i
1� 4i 1 4 1� i

2 2i 1 + i �2

1

CCA

sind hermitesch.

Theorem (Spektrum hermitescher Matrizen) Für jede hermitesche Matrix
gilt:

1. Alle Eigenwerte sind reell.

2. Eigenvektoren zu verschiedenenen Eigenwerten stehen senkrecht aufeinander.

Beweis, Teil 1 : Aus den obigen Rechenregeln und wegen A = A⇤ folgen für jeden
Eigenvektor v 6= 0 zum Eigenwert � die Formeln

� · kvk2 = h� · v, vi = hA · v, vi = hv, A⇤ · vi = hv, A · vi = hv, � · vi = � · kvk2 ,

und wir erhalten � = � und damit � 2 R wegen kvk 6= 0.

Beweis, Teil 2 : Mit

A · v = � · v , A ·w = µ ·w , µ = µ 6= � = � , v 6= 0 6= w

ergibt sich

� · hv, wi = h� · v, wi = hA · v, wi = hv, A ·wi = hv, µ ·wi = µ · hv, wi ,

und deshalb muss hv, wi = 0 gelten.
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Theorem (Hauptachsen-Transformation hermitescher Matrizen) Jede her-
mitesche Matrix A ist diagonalisierbar. Insbesondere existieren eine reelle Diagonal-
matrix ⇤ sowie eine unitäre Matrix S, so dass

⇤ = S�1 ·A · S .

Dabei sind die Diagonaleinträge von ⇤ gerade die (reellen) Eigenwerte von A und die
Spalten von S bestehen aus Eigenvektoren.

Beweis, Teil 1 : Angenommen, A wäre nicht diagonalisierbar. Dann gibt es nach dem
Theorem über die Jordansche Normalform mindestens einen (reellen) Eigenwert � mit
1  g(�) < a(�) sowie einen verallgemeinerten Eigenvektor v, so dass

�
A� � · I

�2 · v = 0 ,
�
A� � · I

�
· v 6= 0 .

Da A� � · I auch hermitesch ist (Nachrechnen!) gilt nun

0 =
⌦�
A� � · I

�
·
�
A� � · I

�
· v, v

↵

=
⌦�
A� � · I

�
· v,

�
A� � · I

�
· v
↵

=
���A� � · I

�
· v
��2

und wir erhalten mit
�
A� � · I

�
· v = 0 den gewünschten Widerspruch. Insbesondere

ist A diagonalisierbar und es gilt (siehe den 2. Diagonalisierbarkeitssatz) g(�) = a(�)
für jeden Eigenwert � von A.

Beweis, Teil 2 : Die MatrixA besitzt m verschiedene Eigenwerte �1, . . . ,�m 2 R, wobei

mX

j=1

g(�j) =
mX

j=1

a(�j) = n

gilt. Wir wählen nun für jedes j = 1, . . . ,m genau g(�j) linear unabhängige Eigenvek-
toren

v(j)
1 , . . . , v(j)

g(�j)
,

wobei wir O.B.d.A. annehmen dürfen, dass diese eine ON-Basis im Eigenraum E�j bil-
den, denn wir können aus jeder anderen Basis mit Hilfe des Gram-Schmidt-Verfahrens
eine solche konstruieren. Der zweite Teil des Satzes über das Spektrum hermitescher
Matrizen garantiert, dass die n Vektoren

v(1)
1 , . . . , v(1)

g(�1)
, . . . , v(m)

1 , . . . , v(m)
g(�m)

eine komplexe ON-Basis von Cn bilden bzw. dass die spaltenweise aus diesen Vektoren
gebildete Matrix S hermitesch ist. Die behauptete Diagonalisierbarkeit folgt nun analog
zum Beweis des ersten Diagonalisierungssatzes, sofern die �j der Reihe nach und gemäß
ihrer Vielfachheit in die Diagonaleinträge von ⇤ geschrieben werden.

Bemerkung

1. Die Hauptachsentransformation ist ein Spezialfall des Theorems über die Jordan-
sche Normalform (im Sinne von J = ⇤).
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2. Die Matrix ⇤ ist wieder bis auf Permutationen der Eigenwerte bzw. Diagonal-
elemente eindeutig bestimmt. Die Matrix S besitzt weitere Mehrdeutigkeiten, da
es viele ON-Basen im Eigenraum E�j gibt (jedenfalls sofern dimE�j = g(�j) > 1).

3. Beachte, dass nicht jede diagonalisierbare Matrix hermitesch ist. Ein einfaches
Gegenbeispiel ist

A =

✓
1 0
1 �1

◆
, ⇤ =

✓
�1 0
0 1

◆
, S =

1p
2

✓
0 2
1 1

◆
, S�1 =

1p
2

✓
�1 2
1 0

◆
,

wobei aber A nicht hermitesch und S nicht unitär ist.

4. Es gilt die folgende partielle Umkehrung (Übungsaufgabe): Gibt es für A eine
unitäre Matrix S, so dass S�1 · A · S eine reelle Diagonalmatrix ist, so ist A
hermitesch.

5. Ist A reellwertig und symmetrisch, so kann S immer als reelle und orthogonale
Matrix gewählt werden, eben weil es dann immer auch reelle Eigenvektoren gibt.

Beispiel Die hermitesche Matrix

A =

✓
2 1 + i

1� i 1

◆

besitzt (Nachrechnen!) die jeweils einfachen Eigenwerte

�1 = 0 , �2 = 3

sowie die entsprechenden Eigenräume

E0 = span

⇢✓
�1� i

2

◆�
, E3 = span

⇢✓
1 + i
1

◆�
.

Insbesondere gilt das Theorem über die Hauptachsen-Transformation mit

⇤ =

✓
0 0
0 3

◆
, S =

1p
6

✓
�1� i (1 + i)

p
2

2
p
2

◆
, S�1 =

1p
6

✓
�1 + i 2

(1� i)
p
2

p
2

◆
,

wobei S�1 = S⇤.

Beispiel Wir wollen die Hauptachsentransformation für die symmetrische Matrix

A =

0

@
1 3 0
3 �2 �1
0 �1 1

1

A

durchführen und berechnen zunächst ihr charakteristisches Polynom zu

pA(z) = (1� z) · (�2� z) · (1� z)� 1� 9 = �z3 + 13 · z � 12 .

Durch scharfes Hinsehen bemerken wir pA(1) = 0 und erhalten nach Polynomdivision
sowie quadratischer Ergänzung

pA(z) = �(z � 1) · (z � 3) · (z + 4)
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und damit die drei Eigenwerte

�1 = 1 , �2 = 3 , �3 = �4 ,

deren algebraische und geometrische Vielfachheit jeweils 1 ist. Wir berechnen nun für
�1 mittels der Gauß-Elimination

0

@
0 3 0 0
3 �3 �1 0
0 �1 0 0

1

A ⇠=

0

@
3 �3 �1 0
0 1 0 0
0 3 0 0

1

A ⇠=

0

@
3 0 �1 0
0 1 0 0
0 0 0 0

1

A

den Eigenvektor

v1 =
1p
10

0

@
1
0
3

1

A ,

wobei wir kv1k = 1 durch geeignete Wahl des Vorfaktors sichergestellt haben. Anschlie-
ßend berechnen wir den zweiten Eigenvektor via

0

@
�2 3 0 0
3 �5 �1 0
0 �1 �2 0

1

A ⇠=

0

@
1 �2 �1 0
3 �5 �1 0
0 1 2 0

1

A

⇠=

0

@
1 �2 �1 0
0 1 2 0
0 1 2 0

1

A ⇠=

0

@
1 0 3 0
0 1 2 0
0 0 0 0

1

A

und geeigneter Normierung zu

v2 =
1p
14

0

@
3
2
�1

1

A ,

Wir könnten nun analog v3 konstruieren, aber alternativ können wir auch die Formel

v3 = v1 ⇥ v2 =
1p

10 ·
p
14

0

@
0 · (�1)� 3 · 2
3 · 3� 1 · (�1)
1 · 2� 0 · 3

1

A =
1

2 ·
p
35

0

@
�6
10
2

1

A =
1p
35

0

@
�3
5
1

1

A

verwenden, weil wir ja schon wissen, dass v3 senkrecht auf v1 und v2 stehen muss.
Insgesamt ergibt sich

� =

0

@
1 0 0
0 3 0
0 0 �4

1

A , S =

0

@
| | |
v1 v2 v3

| | |

1

A S�1 = ST =

0

@
— vT

1 —
— vT

2 —
— vT

3 —

1

A .

*Reelle Quadriken Eine Funktion q : Rn ! R der Bauart

q(x) = xT ·A · x+ bT · x+ c

heißt quadratisches Polynom in den Variablen x1, . . . , xn, wobei die symmeterische

Matrix A = AT 2 R(n,n), der Vektor b 2 R und der Skalar c 2 R gegeben sind.
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148 6. Spektraltheorie

Die Nullstellenmenge von q wird die entsprechende Quadrik genannt, siehe die Große

Übung bzw. [AORS, Seite 173↵] für Beispiele.

Durch die Hauptachsen-Transformation

S�1 ·A · S = ⇤ =: Ã sowie b̃ := S�1 · b = ST · b

wird ein neues quadratisches Polynom

q̃(x̃) := x̃T · Ã · x̃+ b̃T · x̃+ c

definiert, und mittels der Koordinatentransformationen

x = S · x̃ x̃ = S�1 · x

kann leicht gezeigt werden, dass

q(x) = 0 () q̃(x̃) = 0 .

Oder anders gesagt: Die Quadriken von q und q̃ unterscheiden sich nur durch eine
orthogonale Abbildung (zum Beispiel Drehung oder Spiegelung). Diese Beobachtung
ist sehr nützlich und erlaubt es, Quadriken anhand von Normalformen zu klassifizieren,
siehe wieder [AORS, Seite 173↵], wobei dann meist noch eine geeigete Verschiebung
eingebaut wird.
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Kapitel 7

Folgen und Reihen

Vorlesung 20, 06. Dezember 2019

7.1 Folgen

Definition Eine (komplexe Zahlen-) Folge ist eine Abbildung a : N ! C, aber wir
schreiben meist

an statt a(n)

für die Glieder oder Elemente der Folge. Die Folge selbst wird mit a oder (an)n2N
bezeichnet.

Gehören alle Folgenglieder zu einer Menge M ⇢ C, so schreiben wir auch (an)n2N ⇢ M
(andere Autoren benutzen die Abkürzung a 2 MN). Zum Beispiel gilt (an)n2N ⇢ R für
jede reelle Zahlenfolge.

Bemerkung Es gibt mehrere Arten, eine Folge zu beschreiben:

1. verbal, zum Beispiel
”
die Folge der Quadratzahlen“,

2. durch eine explizite Formel, wie zum Beispiel

an = (1 + i · n)3 für alle n 2 N . (7.1)

3. rekursiv, via

a1 = 0 , an+1 = f(an) für alle n � 1 ,

wobei f : C ! C die sogenannte Iterationsvorschrift ist.

4. salopp, wie zum Beispiel

a = (2, 4 , 6 , 8 , . . .) ,

für die Folge der geraden Zahlen, obwohl diese Notation streng genommen
missverständlich ist.

5. Manchmal wählt man einen anderen Startindex, d.h. man betrachtet Folgen
(an)n�n1

= (an1 , an1+1, an1+2 . . .).

149



150 7. Folgen und Reihen

Definition Ist (an)n2N eine Folge und (nj)j2N ⇢ N eine Folge natürlicher Zahlen mit

n1 < n2 < n3 < . . . ,

so wird die Folge
�
anj

�
j2N auch Teilfolge von (an)n2N genannt.

Beispiel

1. Die Folge der Quadratzahlen (1, 4, 9, 6, . . .) ist Teilfolge der Folge der natürlichen
Zahlen (1, 2, 3, 4, . . .), denn mit an = n und nj = j2 gilt anj = j2.

2. Die Folge der Primzahlen (2, 3, 5, 7, . . .) ist auch Teilfolge der Folge aller
natürlichen Zahlen, obwohl es keine geschlossene Formel für nj gibt.

3. Die geometrische Folge (1, 12 ,
1
4 ,

1
8 ,

1
16 , . . .) ist Teilfolge der harmonischen Folge

(1, 12 ,
1
3 ,

1
4 ,

1
5 , . . .).

Definition Eine Folge a : N ! C heißt

1. beschränkt, falls

9 C > 0 8 n 2 N : |an|  C .

2. konvergent mit Grenzwert a1 2 C, falls

8 " > 0 9 N 2 N 8 n � N : |an � a1| < " ,

wobei N von " abhängen darf (und meist wird). Wir schreiben

a1 = lim
n!1

an oder an
n!1����! a1

oder ganz kurz an ! a1.

3. konvergent, falls sie gegen einen Grenzwert konvergiert, und divergent, falls sie
nicht konvergiert,

4. Cauchy-Folge, falls

8 " > 0 9 N 2 N 8 n1, n2 � N : |an1 � an2 | < " ,

"
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an<latexit sha1_base64="qSGFldcGOxZ46E0i/65nJd/5vxI=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqYI8FLx4r2g9oQ9lsN+3SzSbsToQS+hO8eFDEq7/Im//GbZuDtj4YeLw3w8y8IJHCoOt+O4WNza3tneJuaW//4PCofHzSNnGqGW+xWMa6G1DDpVC8hQIl7yaa0yiQvBNMbud+54lrI2L1iNOE+xEdKREKRtFKD3SgBuWKW3UXIOvEy0kFcjQH5a/+MGZpxBUySY3peW6CfkY1Cib5rNRPDU8om9AR71mqaMSNny1OnZELqwxJGGtbCslC/T2R0ciYaRTYzoji2Kx6c/E/r5diWPczoZIUuWLLRWEqCcZk/jcZCs0ZyqkllGlhbyVsTDVlaNMp2RC81ZfXSbtW9a6qtfvrSqOex1GEMziHS/DgBhpwB01oAYMRPMMrvDnSeXHenY9la8HJZ07hD5zPH0NmjcA=</latexit>

"
<latexit sha1_base64="UIk11pjvVp0IeDErKln19T0w8sw=">AAAB8nicdVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4GjJtB9tdwY3LCrYWpkPJpJk2NJMMSaZQhn6GGxeKuPVr3Pk3pg9BRQ9cOJxzL/feE6WcaYPQh1PY2Nza3inulvb2Dw6PyscnXS0zRWiHSC5VL8KaciZoxzDDaS9VFCcRp/fR5Hrh30+p0kyKOzNLaZjgkWAxI9hYKehPsaKpZlyKQbmCXOQ3fQ9B5PrIa9YWpNls1H0fei5aogLWaA/K7/2hJFlChSEcax14KDVhjpVhhNN5qZ9pmmIywSMaWCpwQnWYL0+ewwurDGEslS1h4FL9PpHjROtZEtnOBJux/u0txL+8IDNxI8yZSDNDBVktijMOjYSL/+GQKUoMn1mCiWL2VkjGWGFibEolG8LXp/B/0q26Xs2t3tYrrcY6jiI4A+fgEnjgCrTADWiDDiBAggfwBJ4d4zw6L87rqrXgrGdOwQ84b58od5HP</latexit>

Illustration der Konvergenz von Folgen am Beispiel einer reellen Nullfolge an ! a1 = 0. Je kleiner " > 0 ist, desto

größer muss N gewählt werden.
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p=0.0
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Die Folge an = exp (p · n) · sin (n/2) für verschiedene Werte des Parameters p. Links: konvergent und damit

beschränkt. Mitte: beschränkt, aber nicht konvergent. Links: weder konvergent noch beschränkt.
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Beispiele

1. Die harmonische Folge an = 1/n konvergiert gegen a1 = 0, denn für jedes " > 0
können wir N mit N > 1/" wählen und erhalten

|an � a1| = an = 1/n  1/N < "

für alle n � N .

2. Die komplexe Folge an = 1/(lnn) + i ·
�
1 + (�1)n/n

�
konvergiert gegen a1 = i,

denn wegen lnn  n gilt

|an � a1| 
s

1

(lnn)2
+

1

n2

s

2

(lnn)2

für alle n 2 N und damit auch

|an � a1| 
p
2

lnN
< "

für alle n � N , sofern N > exp
�p

2/"
�
.

3. Für jeden reellen Parameter p > 0 sind die vier Folgen

an =
1

np
, an =

1

(lnn)p
, an =

1

(ln lnn)p
, an =

1

(1 + p)n

alle Nullfolgen, d.h. es gilt stets an ! a1 = 0. Die vier Folgen

an = p1/n
2
, an = p1/n , an = p1/

p
n , an = p1/ lnn

konvergieren hingegen alle gegen a1 = 1.

0 10

0

+1

an=1/n

0 10

0

+1

an=1/n2

0 10

0

+1

an=1/2n

Einige wichtige Nullfolgen.

0 10
0

+1

an=21/n

0 10
0

+1

an=21� n

0 10
0

+1

an=(1/2)1/n

Einige Folgen, die gegen 1 konvergieren.

Achtung Es ist in aller Regel alles andere als einfach, die Konvergenz einer gege-
benen Folge mit Hilfe der Definition nachzuweisen. Wir werden daher meist versuchen,
eine oder mehrere der folgenden Regeln anzuwenden und die Grenzwerte bekannter
Folgen einzusetzen.
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Rechenregeln für Grenzwerte Für zwei konvergente Folgen an ! a1 und bn ! b1
gilt:

1. � · an + µ · bn ! � · a1 + µ · b1 für alle �, µ 2 C

2. an · bn ! a1 · b1 und an/bn ! a1/b1, sofern b1 6= 0

3. f(an) ! f(a1) für jede stetige Funktion f (siehe dazu auch das nächste Kapitel)

Außerdem implizieren unsere Definitionen die folgenden Aussagen:

1. Es gilt an ! a1 genau dann, wenn |an � a1| ! 0.

2. Für eine komplexe Folge gilt an ! a1 genau dann, wenn Re (an) ! Re (a1) und
Im (an) ! Im (a1) (Übungsaufgabe).

3. Jede Teilfolge einer konvergenten Folge konvergiert auch gegen den Grenzwert
der Folge.

Beispiele

1. limn!1
�
� 2/n+ 3/n2

�
= �2 · limn!1 1/n+3 · limn!1 1/n2 = �2 · 0+ 3 · 0 = 0

2. limn!1 (2 + 1/n)
�
(5� 1/n2) =

�
2 + limn!1 1/n

� � �
5 + limn!1 1/n2

�
= 2/5.

3. limn!1 sin (2 + 1/n) = sin (2 + limn!1 1/n) = sin (2)

Beispiel Es gilt

an =
p
n2 + n� n ! 1

2

denn wir können an wie folgt umformen:

an =

p
n2 + n� n

1
·
p
n2 + n+ np
n2 + n+ n

=
np

n2 + n+ n

=
np

n2 + n+ n
· 1/n
1/n

=
1p

1 + 1/n+ 1
! 1

2

Theorem (Eigenschaften konvergenter Folgen) Jede konvergente Folge

1. ist beschränkt,

2. ist Cauchy-Folge,

3. besitzt genau einen Grenzwert.

Beweis, Teil 1 : Es existiert ein N 2 N, so dass

|an � a1|  1 und damit |an|  |a1|+ |an � a1|  |a1|+ 1

für alle n � N . Die Behauptung folgt mit C = max{|a1| , . . . , |a|N , |a1|+ 1}.

Beweis, Teil 2 : Für jedes feste " > 0 wählen wir N , so dass

|an � a1| < "/2 für alle n � N
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und erhalten mit der Dreiecksungleichung

|an � am|  |an � a1|+ |am � a1| < 2"/2 für alle n,m � N .

Beweis, Teil 3 : Angenommen, es gelte an ! a1 sowie a ! ã1. Dann gibt es für jedes

" > 0 Indizes N, Ñ 2 N mit

|an � a1| < "/2 für alle n � N , |an � ã1| < "/2 für alle n � Ñ ,

und wir erhalten für n � max{N, Ñ} die Abschätzung

0  |a1 � ã1|  |an � a1|+ |an � ã1| < " .

Da " beliebig klein gewählt werden kann, folgt a1 = ã1.

Theorem (Bedeutung der Cauchy-Eigenschaft) Jede Cauchy-Folge ist kon-
vergent.

Beweis : Das ist eine sehr tiefe Erkenntnis, die wir hier nicht beweisen können. Sie gilt
letztlich, weil R und C vollständig sind, d.h. weil es keine Lücken in den reellen oder
komplexen Zahlen gibt (siehe dazu Kapitel 2).

*Bemerkung Da Q nicht vollständig ist, gibt es Folgen rationaler Zahlen, die der
Cauchy-Eigenschaft genügen und gegen einen Grenzwert konvergieren, der zwar zu R,
aber nicht zu Q gehört. Ein einfaches Beispiel sind die endlichen Dezimalapproxima-
tionen von ⇡ /2 Q, d.h.

a1 = 3.1 , a2 = 3.14 , a3 = 3.141 , a4 = 3.1415 , a5 = 3.14159 , . . . .

Es handelt sich hierbei um eine Cauchy-Folge rationaler Zahlen, denn für n2 � n1 gilt

|an2 � an1 | 
n2X

n=n1+1

9 · 10�n < 10�n1 ,

da sich an1 und an2 nur in der n1+1-ten bis zur n2-ten Nachkommastelle unterscheiden.
Oder anders gesagt: Es gilt |an2 � an1 | < " für alle n2 � n1 � N , sofern bei gegebenem
" > 0 der Index N so groß gewählt wird, dass 10�N  " gilt.

Vorlesung 21a, 09. Dezember 2019

Theorem (Folgenkompaktheit bzw. Satz von Bolzano-Weierstraß) Jede be-
schränkte Folge besitzt (mindestens) eine konvergente Teilfolge, wobei der Grenzwert
einer solchen Teilfolge Häufungspunkt der Folge heißt.

Beweis : Auch diese Aussage können wir hier nicht beweisen.

Beispiele

1. Die Folge an = (�1)n besitzt die beiden Häufungspunkte �1 und +1, denn die
beiden Teilfolgen (a2j)j2Z und (a2j+1)j2Z sind konstant und daher auch konver-
gent.
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2. Die Folge (an)n2N mit an := sin (n) besitzt sehr viele Häufungspunkte, nämlich
jeden Wert in [0, 1]. (Das ist allerdings gar nicht so einfach zu beweisen).
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an=(-1)n
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0

+1

-1

an=sin(n)

Zwei Beispiele für beschränkte, aber nicht konvergente Folgen. Es gibt immer konvergente Teilfolgen und

Häufungspunkte.

Folgen in Vektorräumen Alle bisherigen Definitionen und Aussagen lassen sich
leicht auf vektorwertige Folgen a : N ! V übertragen, sofern der Betrag |·| durch
eine Norm k·k ersetzt wird. Hierbei ist V ein Vektorraum, zum Beispiel V = Rn oder
V = C(n,m).

Achtung Bei unendlich-dimensionalen Räumen — zum Beispiel Funktionenräume
— kann man aber nicht unbedingt davon ausgehen, dass sie vollständig sind, d.h. dass
jede Cauchy-Folge auch konvergiert. Außerdem sind in einem unendlich-dimensionalen
Vektorraum nicht alle Normen äquivalent, d.h. ob eine gegebene Folge konvergiert oder
nicht, hängt von der gewählten Norm ab. In endlich-dimensionalen Räumen treten diese
Subtilitäten hingegen nicht auf.

Bemerkung Für jede Folge mit Werten in Cn oder C(n,m) sind die folgenden Aussa-
gen äquivalent:

1. sie konvergiert,

2. sie konvergiert komponentenweise,

3. sie ist Cauchy-Folge.

Beispiele

0

@
2 + sin (1/n)

1

n2 + cos (1/n)

1

A n!1���!
✓
2
0

◆
,

✓
1 + 1/n 2 + i
�i/n2 cos (1/n)

◆
n!1���!

✓
1 2 + i
0 1

◆
.

Konvergenzkriterien für reelle Zahlenfolgen

Definition Wir sagen, eine reelle Folge (an)n2N ⇢ R konvergiert uneigentlich gegen
+1 (bzw. gegen �1), falls

8 C > 0 9 N 2 N 8 n � N : an > C (bzw. an < �C) .

Beispiele

lim
n!1

p
n = +1 , lim

n!1
ln
�
1/n
�
= �1 .

Michael Herrmann: Mathematik für Elektrotechniker 1 Version vom 7.2.2020



7.1. Folgen 155

Definition Eine reelle Folge (an)n2N ⇢ R heißt

1. monoton wachsend, falls an  an+1 für alle n 2 N,

2. strikt (oder streng) monoton wachsend, falls an < an+1 für alle n 2 N,

3. nach oben beschränkt, falls es eine Konstante C 2 R gibt, so dass an  C für
alle n 2 N.

Durch analoge Formeln werden die Begri↵e monoton fallend, strikt monoton fallend,
und nach unten beschränkt eingeführt. Insbesondere ist eine reelle Folge genau dann
beschränkt, falls sie nach oben und nach unten beschränkt ist.

Theorem (Monotonie + Beschränktheit = Konvergenz) Für die reelle Folge
(an)n2N gelte

an  an+1  C
�
bzw. C  an+1  an

�

für eine geeignete Konstante C 2 R und alle n 2 N (siehe Bild). Dann gilt

an ! a1

mit a1 := sup{an : n 2 N} (bzw. a1 := inf{an : n 2 N}).
Beweis : Wir betrachten nur den ersten Fall, da wir im zweiten analog argumentieren
können. Die Eigenschaften des Supremums implizieren, dass es für jedes " > 0 ein
N 2 N gibt, so dass

a1 � " < aN ,

denn andernfalls könnte a1 nicht die kleinste obere Schranke sein. Andererseits gilt
nach Konstruktion von a1 und der Monotonie von an auch

aN  an  a1 für alle n � N .

Die Kombination beider Aussagen liefert |an � a1| = a1 � an  a1 � aN < ".

an<latexit sha1_base64="bijnn+WdEBO0EjGltRIWZbyPYD4=">AAACFXicdVDNS8MwHE39nPOr6tFLcAgeRmk3P+Zt4MXjBPcBWylplm5haVqSVBhl/4QX/xUvHhTxKnjzvzHrWlDRB4HHe++X/PL8mFGpbPvTWFpeWV1bL22UN7e2d3bNvf2OjBKBSRtHLBI9H0nCKCdtRRUjvVgQFPqMdP3J1dzv3hEhacRv1TQmbohGnAYUI6Ulz6ymg+ySvhj5bmpbZ7ZzeW5XbcvOkJGGU3dmyOMzz6wUCVgkYJGATq5UQI6WZ34MhhFOQsIVZkjKvmPHyk2RUBQzMisPEklihCdoRPqachQS6abZQjN4rJUhDCKhD1cwU79PpCiUchr6OhkiNZa/vbn4l9dPVNBwU8rjRBGOFw8FCYMqgvOK4JAKghWbaoKwoHpXiMdIIKx0kWVdQvFT+D/p1CynbtVuTivNRl5HCRyCI3ACHHABmuAatEAbYHAPHsEzeDEejCfj1XhbRJeMfOYA/IDx/gUq3Jr/</latexit>

n
<latexit sha1_base64="AqRIgfRAshZuSBGiXoEDbyFLoVM=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KkkV7LHgxWML9gPaUDbbSbt2swm7G6GE/gIvHhTx6k/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvSATXxnW/nY3Nre2d3cJecf/g8Oi4dHLa1nGqGLZYLGLVDahGwSW2DDcCu4lCGgUCO8Hkbu53nlBpHssHM03Qj+hI8pAzaqzUlINS2a24C5B14uWkDDkag9JXfxizNEJpmKBa9zw3MX5GleFM4KzYTzUmlE3oCHuWShqh9rPFoTNyaZUhCWNlSxqyUH9PZDTSehoFtjOiZqxXvbn4n9dLTVjzMy6T1KBky0VhKoiJyfxrMuQKmRFTSyhT3N5K2JgqyozNpmhD8FZfXiftasW7rlSbN+V6LY+jAOdwAVfgwS3U4R4a0AIGCM/wCm/Oo/PivDsfy9YNJ585gz9wPn8A1V2M7A==</latexit>

C
<latexit sha1_base64="lXxlBGxcUaOEStE//W9NRNKE3t8=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbRRI4kXDxCIo8ENmR2aGBkdnYzM2tCNnyBFw8a49VP8ubfOMAeFKykk0pVd7q7glhwbVz328ltbe/s7uX3CweHR8cnxdOzto4SxbDFIhGpbkA1Ci6xZbgR2I0V0jAQ2Amm9YXfeUKleSQfzCxGP6RjyUecUWOlZn1QLLlldwmySbyMlCBDY1D86g8jloQoDRNU657nxsZPqTKcCZwX+onGmLIpHWPPUklD1H66PHROrqwyJKNI2ZKGLNXfEykNtZ6Fge0MqZnodW8h/uf1EjOq+imXcWJQstWiUSKIicjiazLkCpkRM0soU9zeStiEKsqMzaZgQ/DWX94k7UrZuylXmrelWjWLIw8XcAnX4MEd1OAeGtACBgjP8ApvzqPz4rw7H6vWnJPNnMMfOJ8/lDGMwQ==</latexit>

a1<latexit sha1_base64="HYEbxt8sfTiFWeESPS5IJmQo9ks="></latexit>

an<latexit sha1_base64="+yLkp/Bayy49t/XXUWJLvlBqPdY=">AAACFXicdVBLSwMxGMz6rPVV9eglWAQPZcmurba3ghePFewD2mXJpmkbms0uSVYoS/+EF/+KFw+KeBW8+W9MHwsqOhAYZuZLvkwQc6Y0Qp/Wyura+sZmbiu/vbO7t184OGypKJGENknEI9kJsKKcCdrUTHPaiSXFYcBpOxhfzfz2HZWKReJWT2LqhXgo2IARrI3kF0ppb35JVw4DL0U2cquVsltCtltBNadmSAU5tYvyFPti6heKWQJmCZgloGOjOYpgiYZf+Oj1I5KEVGjCsVJdB8XaS7HUjHA6zfcSRWNMxnhIu4YKHFLlpfOFpvDUKH04iKQ5QsO5+n0ixaFSkzAwyRDrkfrtzcS/vG6iB1UvZSJONBVk8dAg4VBHcFYR7DNJieYTQzCRzOwKyQhLTLQpMm9KyH4K/yct13bObfemXKxXl3XkwDE4AWfAAZegDq5BAzQBAffgETyDF+vBerJerbdFdMVazhyBH7DevwCc1JtL</latexit>

n
<latexit sha1_base64="AqRIgfRAshZuSBGiXoEDbyFLoVM=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KkkV7LHgxWML9gPaUDbbSbt2swm7G6GE/gIvHhTx6k/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvSATXxnW/nY3Nre2d3cJecf/g8Oi4dHLa1nGqGLZYLGLVDahGwSW2DDcCu4lCGgUCO8Hkbu53nlBpHssHM03Qj+hI8pAzaqzUlINS2a24C5B14uWkDDkag9JXfxizNEJpmKBa9zw3MX5GleFM4KzYTzUmlE3oCHuWShqh9rPFoTNyaZUhCWNlSxqyUH9PZDTSehoFtjOiZqxXvbn4n9dLTVjzMy6T1KBky0VhKoiJyfxrMuQKmRFTSyhT3N5K2JgqyozNpmhD8FZfXiftasW7rlSbN+V6LY+jAOdwAVfgwS3U4R4a0AIGCM/wCm/Oo/PivDsfy9YNJ585gz9wPn8A1V2M7A==</latexit>

C
<latexit sha1_base64="lXxlBGxcUaOEStE//W9NRNKE3t8=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbRRI4kXDxCIo8ENmR2aGBkdnYzM2tCNnyBFw8a49VP8ubfOMAeFKykk0pVd7q7glhwbVz328ltbe/s7uX3CweHR8cnxdOzto4SxbDFIhGpbkA1Ci6xZbgR2I0V0jAQ2Amm9YXfeUKleSQfzCxGP6RjyUecUWOlZn1QLLlldwmySbyMlCBDY1D86g8jloQoDRNU657nxsZPqTKcCZwX+onGmLIpHWPPUklD1H66PHROrqwyJKNI2ZKGLNXfEykNtZ6Fge0MqZnodW8h/uf1EjOq+imXcWJQstWiUSKIicjiazLkCpkRM0soU9zeStiEKsqMzaZgQ/DWX94k7UrZuylXmrelWjWLIw8XcAnX4MEd1OAeGtACBgjP8ApvzqPz4rw7H6vWnJPNnMMfOJ8/lDGMwQ==</latexit>

a1<latexit sha1_base64="HnJi5frfDQgYzWVkoRdkIFdUV6U=">AAACGnicdVBLSwMxGMzWV62vqkcvwSJ4kCXbdrG9Fbx4rGAf0C4lm2bb0Gx2SbLCsvR3ePGvePGgiDfx4r8xfYGKDgSGmfmSL+PHnCmN0KeVW1vf2NzKbxd2dvf2D4qHR20VJZLQFol4JLs+VpQzQVuaaU67saQ49Dnt+JOrmd+5o1KxSNzqNKZeiEeCBYxgbaRB0cn680t6cuR7GbKRW3cddIFsFzn1yozU67Wq607xoM9EoNPpoFhaxeAqBlcx6NhojhJYojkovveHEUlCKjThWKmeg2LtZVhqRjidFvqJojEmEzyiPUMFDqnysvlWU3hmlCEMImmO0HCufp/IcKhUGvomGWI9Vr+9mfiX10t0UPMyJuJEU0EWDwUJhzqCs57gkElKNE8NwUQysyskYywx0abNgilh9VP4P2mXbadil2+qpUZtWUcenIBTcA4ccAka4Bo0QQsQcA8ewTN4sR6sJ+vVeltEc9Zy5hj8gPXxBdignaE=</latexit>

Zur monotonen Konvergenz reeller Folgen.

Sandwich-Prinzip Seien (an)n2N, (an)n2N , (an)n2N drei reelle Folgen mit

a
n
 an  an , a

n
 a

n+1 , an+1  an

für alle n 2 N und sei außerdem limn!1 an = limn!1 a
n
=: ↵. Dann gilt

��a
n
� ↵

��  max{a1 � a
n
, an � a1} n!1����! 0

und damit insbesondere an ! ↵.
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n
<latexit sha1_base64="AqRIgfRAshZuSBGiXoEDbyFLoVM=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KkkV7LHgxWML9gPaUDbbSbt2swm7G6GE/gIvHhTx6k/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvSATXxnW/nY3Nre2d3cJecf/g8Oi4dHLa1nGqGLZYLGLVDahGwSW2DDcCu4lCGgUCO8Hkbu53nlBpHssHM03Qj+hI8pAzaqzUlINS2a24C5B14uWkDDkag9JXfxizNEJpmKBa9zw3MX5GleFM4KzYTzUmlE3oCHuWShqh9rPFoTNyaZUhCWNlSxqyUH9PZDTSehoFtjOiZqxXvbn4n9dLTVjzMy6T1KBky0VhKoiJyfxrMuQKmRFTSyhT3N5K2JgqyozNpmhD8FZfXiftasW7rlSbN+V6LY+jAOdwAVfgwS3U4R4a0AIGCM/wCm/Oo/PivDsfy9YNJ585gz9wPn8A1V2M7A==</latexit>

an<latexit sha1_base64="DUEuSOnaYA/Er7zbJAcZpSrWZE4=">AAACFXicbVDLSsNAFL2pr1pfUZdugkVwUUpSBbssuHFZwT6gDWEynbRDJ5MwMxFKyE+48VfcuFDEreDOv3GaRtDWAwNnzrn3zp3jx4xKZdtfRmltfWNzq7xd2dnd2z8wD4+6MkoEJh0csUj0fSQJo5x0FFWM9GNBUOgz0vOn13O/d0+EpBG/U7OYuCEacxpQjJSWPLOWDvMhAzH23dSu2zlqKyRDHs88s/pzt1aJU5AqFGh75udwFOEkJFxhhqQcOHas3BQJRTEjWWWYSBIjPEVjMtCUo5BIN80XyqwzrYysIBL6cGXl6u+OFIVSzkJfV4ZITeSyNxf/8waJCppuSnmcKMLx4qEgYZaKrHlE1ogKghWbaYKwoHpXC0+QQFjpICs6BGf5y6uk26g7F/XG7WW11SziKMMJnMI5OHAFLbiBNnQAwwM8wQu8Go/Gs/FmvC9KS0bRcwx/YHx8A8NXmrs=</latexit>

an
<latexit sha1_base64="uSpQBnPVzIwl2WDP4YcDLWp5vHk="></latexit>

an
<latexit sha1_base64="IWoYcJtAXfw3x/2piiQA5RnqYz8="></latexit>

Das Sandwich-Prinzip ist ein sehr mächtiges und robustes Werkzeug, um die Konvergenz reeller Folgen nachzuweisen.

Beispiel Die Konvergenzaussage

an =
sin2 (n2)

n(2 + cos (n))
n!1���! 0 ,

folgt aus dem Sandwich-Prinzip mit a
n
= 0 und an = 1/n.

Achtung Durch Grenzübergang können aus strikten Ungleichungen Gleichungen
werden. Zum Beispiel gilt xn = 1/n > 0 für alle n 2 N, aber x1 = 0.

Theorem (Eulersche Zahl und reelle Exponentialfunktion) Für jeden Para-
meter p 2 R gilt

lim
n!1

⇣
1 +

p

n

⌘n
= exp (p) = ep .

Insbesondere erhalten wir für p = 1 die mathematische Definition der Eulerschen Zahl
e = 2.7182 . . ..

Beweis, Vorbemerkung : Die Bernoullische Ungleichung

(1 + x)n � 1 + nx für alle x � �1 und alle n 2 N
kann für festes x leicht mittels vollständiger Induktion über n abgeleitet werden. Wir
werden außerdem nur den Spezialfall p = 1 mit

an =

✓
1 +

1

n

◆n

=

✓
n+ 1

n

◆n

=
1✓

1� 1

n+ 1

◆n

betrachten und verweisen auf [AORS, Seite 204f] für eine analoge Diskussion im allge-
meinen Fall.

Beweis, Monotonie der Folge : Mit elementaren Umformungen sowie der Bernoulli-

Ungleichung für x = �1/(n+ 1)2 berechnen wir

an+1

an
=

✓
1 +

1

n+ 1

◆
·

0

B@
1 +

1

n+ 1

1 +
1

n

1

CA

n

=
n+ 2

n+ 1
·

0

B@

n+ 2

n+ 1
n+ 1

n

1

CA

n

=
n+ 2

n+ 1
·
✓
n(n+ 2)

(n+ 1)2

◆n

=
n+ 2

n+ 1
·
✓
1� 1

(n+ 1)2

◆n

� n+ 2

n+ 1
·
✓
1� n

(n+ 1)2

◆
=

n+ 2

n+ 1
· n

2 + n+ 1

(n+ 1)2

=
n3 + 3n2 + 3n+ 2

n3 + 3n2 + 3n+ 1
� 1
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und schließen, dass die Folge (an)n2N in der Tat monoton wachsend ist.

Beweis, obere Beschränktheit und Konvergenz der Folge : Desweiteren gilt

an  a2n =

0

BB@
1✓

1� 1

2n+ 1

◆n

1

CCA

2



0

B@
1

1� n

2n+ 1

1

CA

2

=

✓
2n+ 1

n+ 1

◆2

 4 ,

wobei wir diesmal die Bernoullische Ungleichung für x = 1/(2n+ 1) benutzt haben.
Aus der Monotonie und der Beschränktheit der Folge (an)n2N folgt nun die Konvergenz,
wobei der Grenzwert e genannt wird.

7.2 Reihen

Partialsummenfolgen Zu einer gegebenen Zahlenfolge (an)n2N definiert man die
Partialsummenfolge (sm)m2N durch

sm :=
mX

n=1

an ,

und kann nun fragen, ob es einen entsprechenden Grenzwert s1 gibt.

Definition Konvergiert die Partialsummenfolge, so schreiben wir

s1 = lim
m!1

sm =
1X

n=1

an

und sagen, die Reihe zur Folge (an)n2N konvergiert. Wir reden darüber hinaus von
absoluter Konvergenz, wenn sogar die Reihe

P1
n=1 |an| konvergiert, d.h. wenn der Limes

der Folge

lim
m!1

mX

n=1

|an|

existiert.

Beispiele

1. Für jedes z 2 C mit |z| < 1 konvergiert die Reihe der entsprechenden geometri-
schen Folge (an)n2N mit an = zn, wobei

1X

n=1

zn =
z

1� z
.

In der Tat, mit an = zn gilt

z · sm � sm =
mX

n=1

zn+1 �
mX

n=1

zn =
m+1X

n=2

zn �
mX

n=1

zn = zm+1 � z1
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und damit

sm =
z � zm+1

1� z
m!1�����! z

1� z
.

Die Konvergenz ist sogar absolut, denn unsere Resultate gelten ja auch für 0 <
|z| < 1 und implizieren

P1
n=1 |z| = |z| /(1� |z|) < 1.

2. Für jeden Parameter s > 1 ist die Riemannsche Zeta-Funktion

⇣(s) =
1X

n=1

1

ns

wohldefiniert. Insbesondere kann man zeigen, dass

⇣(2) = 1 +
1

4
+

1

9
+

1

16
+ . . . =

⇡2

6
, ⇣(4) =

⇡4

90
, ⇣(6) =

⇡6

945
.

Bemerkung : Die Frage, welche Eigenschaften die Zeta-Funktion für komplexe
Parameter s besitzt, führt zu einem der sogenannten Milleniums-Probleme der
Mathematik sowie zur Frage nach der asymptotischen Verteilung der Primzahlen.

3. Wegen

sm =
mX

n=1

1

n(n+ 1)
=

mX

n=1

✓
1

n
� 1

n+ 1

◆
=

mX

n=1

1

n
�

m+1X

n=2

1

n
= 1� 1

m+ 1

gilt

1X

n=1

1

n(n+ 1)
= 1 .

Die Konvergenz ist sogar absolut, da die Folgenglieder sämtlich positive reelle
Zahlen sind.

Vorlesung 21b, 11. Dezember 2019

Bemerkung

1. Das Cauchy-Kriterium für die Konvergenz einer Reihe lautet

8 " > 0 9 M 2 N 8 m2 > m1 � M :
��sm2 � sm1

�� =

�����

m2X

n=m1+1

an

����� < " ,

und ein analoges Kriterium mit |an| statt an charakterisiert die absolute Konver-
genz.

2. Das Cauchy-Kriterium impliziert: Konvergiert die Reihe zu (an)n2N (absolut oder
nicht), so gilt an ! 0. Insbesondere können nur die Reihen zu Nullfolgen konver-
gieren.
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3. Absolute Konvergenz untersucht die Konvergenz der reellen und monoton wach-

senden Partialsummenfolge (tm)m2N mit

tm :=
mX

n=1

|a|
n
,

wobei der Grenzwert entweder im eigentlichen (t1 < 1) oder im uneigentlichen
Sinne existiert (t1 = 1, siehe oben). Insbesondere konvergiert die Reihe der
Folge (an)n2N genau dann absolut, wenn (tm)m2N nach oben beschränkt ist, d.h.
wenn

P1
n=1

��an
�� = limm!1 tm < 1.

4. Absolute Konvergenz impliziert Konvergenz, denn mit m2 � m1 gilt nach
Dreiecksungleichung

��sm2 � sm1

�� =

�����

m2X

n=1

an �
m1X

n=1

an

����� 
m2X

n=m1+1

|an| =
��tm2 � tm+1

�� ,

d.h. (sm)m2N ist Cauchy-Folge, sofern (tm)m2N Cauchy-Folge ist.

5. Konvergenz impliziert im Allgemeinen nicht absolute Konvergenz. Das Standard-
Gegenbeispiel (siehe auch Große Übung II bzw. den Abschnitt über Taylor-
Reihen) ist

1X

n=1

(�1)n+1

n
= 1� 1

2 +
1
3 �

1
4 + . . . = ln 2 ,

1X

n=1

1

n
= 1 .

Beachte aber, dass für reelle Folgen mit nur positiven oder nur negativen Folgen-
gliedern Konvergenz und absolute Konvergenz gleichbedeutend sind.

6. Manchmal ist es sinnvoll, eine Reihe bei dem Index 0 oder n0 2 N zu starten:

1X

n=0

an = a0 +
1X

n=1

an = a0 + lim
m!1

mX

n=1

an ,
1X

n=n0

an =
1X

j=1

an0�1+j ,

und alle Resultate in diesem Abschnitt gelten sinngemäß auch für solche Reihen.
Insbesondere gilt

P1
n=0 z

n = 1/(1� z) für alle z 2 C mit |z| < 1 im Sinne absolut
konvergenter Reihen.

Konvergenzkriterien

Theorem Die folgenden Bedingungen implizieren die absolute Konvergenz der Reihe
zur Folge (an)n2N:

1. (Majorantenkriterium) Es gilt |an|  bn für alle n 2 N mit
P1

n=1 bn < 1, wobei
die Folge (bn)n2N die sogenannte Majorante ist.

2. (Quotientenkriterium) Es existiert 0  q < 1, so dass
��an+1/an

��  q < 1 für alle
n 2 N.

3. (Wurzelkriterium) Es existiert 0  q < 1, so dass n
p

|an|  q < 1 für alle n 2 N.
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Beweis :

1. Die Folge (tm)m2N mit

tm =
mX

n=1

|an|

ist monoton wachsend (wegen tm+1 = tm+ |am+1| � tm für alle m 2 N) und nach
Vorraussetzung auch nach oben beschränkt via

tm 
mX

n=1

bn 
1X

n=1

bn < 1 .

Hieraus folgt die Existenz des Grenzwertes limm!1 tm =
P1

n=1 |an| und damit
die absolute Konvergenz der Reihe

P1
n=1 an.

2. Es gilt

|a2|  q · |a1| , |a3|  q · |a2|  q2 · |a1| , |a4|  q · |a3|  q3 · |a1|

und mit vollständiger Induktion über n folgt

|an|  qn · |a1|
q

=: bn .

Die behauptete absolute Konvergenz folgt aus dem Majorantenkriterium wegen

1X

n=1

bn =
|a1|
q

1X

n=1

qn =
|a1|
q

· q

1� q
=

|a1|
1� q

< 1 .

3. Nach Voraussetzung gilt diesmal

|an|  qn =: bn

und wir können wieder das Majorantenkriterium verwenden.

Bemerkung

1. Man kann das Quotienten- bzw. das Wurzelkriterium wie folgt abschwächen: Die
Bedingungen

lim
n!1

����
an+1

an

���� < 1 bzw. lim
n!1

n
p

|an| < 1

implizieren (mit leicht abgewandeltem Beweis) auch schon die absolute Konver-
genz der Reihe zu (an)n2N.

2. Aus den Bedingungen

lim
n!1

����
an+1

an

���� > 1 bzw. lim
n!1

n
p

|an| > 1

folgt jedoch
P1

n=1 |an| = 1, d.h. die absolute Nicht-Konvergenz, den man kann
für |a|

n
eine divergente Minorante finden.
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3. In den Grenzfällen

lim
n!1

����
an+1

an

���� = 1 bzw. lim
n!1

n
p
|an| = 1

ist keine einfache Aussage möglich und das Verhalten von |an| muss genauer
untersucht werden.

4. Analoge Aussagen gelten für Reihen
P1

n=n0
an mit n0 2 Z (zum Beispiel n0 = 0).

Beispiele

1. Die komplexe Reihe

1X

n=0

zn

n!
= exp (z)

konvergiert wegen
����
an+1

an

���� =
|an+1|
|an|

=
|z|

n+ 1
n!1����! 0

für jedes z 2 C absolut nach dem (verallgemeinerten) Quotientenkriterium. Ana-
loge Aussagen gelten für

1X

n=0

(�1)n
z2n+1

(2n+ 1)!
= z � z3

3!
+

z5

5!
� z7

7!
+ . . . = sin (z)

und

1X

n=0

(�1)n
z2n

(2n)!
= 1� z2

2!
+

z4

4!
� z6

6!
+ . . . = cos (z) .

2. Die Reihe

1X

n=0

(�1)n
z2n+1

2n+ 1
= arctan (z)

konvergiert wegen
����
an+1

an

���� = |z|2 · 2n+ 1

2n+ 3
n!1����! |z|2

für |z| < 1 nach dem verallgemeinerten Quotientenkriterium absolut.

Theorem (Leibnitz-Kriterium für alternierende Reihen) Für jede monoton
fallende Nullfolge (ãn)n2N — d.h. 0  ãn+1  ãn für alle n 2 N und ãn ! 0 —
konvergiert die alternierende Reihe

1X

n=1

(�1)nãn ,
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aber die Konvergenz dieser Reihe ist im Allgemeinen nicht absolut (sondern nur, falls
außerdem

P1
n=1 ãn < 1 gilt).

Beweis : Wir definieren die Folgen (um)m2N und (vm)m2N durch

um :=
2m�1X

n=1

(�1)nãn = �ã1 + ã2 � ã3 . . .� ã2m�1 ,

vm :=
2mX

n=1

(�1)nãn = �ã1 + ã2 � ã3 . . .� ã2m�1 + ã2m

und bemerken, dass

0 < vm � um = ã2m
m!1����! 0 .

Andererseits gilt

um+1 = �ã1 + ã2 . . .� ã2m�1 + ã2m � ã2m+1 = um + ã2m � ã2m+1 � um

sowie

vm+1 = �ã1 + ã2 . . .� ã2m�1 + ã2m � ã2m+1 + ã2m+2 = vm � ã2m+1 + ã2m+2  vm

d.h. (um)m2N ist monoton wachsend und (vm)m2N ist monoton fallend. Wir schließen
nun via

um  vm  v1 , u1  um  vm

dass beide Folgen nach oben bzw. nach unten beschränkt sind und damit konvergieren,
wobei die Grenzwerte wegen der ersten Identität sogar gleich sein müssen. Dies impli-
ziert schließlich mit um = s2m�1 und vm = s2m die Konvergenz der Partialsummenfolge
(sm)m2N.

Bemerkung

1. Analoge Resultate gelten für
P1

n=n0
(�1)nãn oder

P1
n=n0

(�1)n+1ãn. Wichtig
beim Leibnitz-Kriterium ist nur, dass die Vorzeichen alternieren (d.h. sgn(an+1) =
�sgn(an) für alle n) und dass (|an|)n2N eine monoton fallende Nullfolge ist.

2. Die Konveregnz der alternierenden geometrischen Reihe

1X

n=1

(�1)n+1

n
=

1

1
� 1

2
+

1

3
� 1

4
+

1

5
� 1

6
+ . . .

kann mit dem Leibnitz-Kriterium begründet werden, aber den genauen Zahlen-
wert der Reihe (nämlich ln 2) erhält man so nicht.

3. Weitere Beispiele sind

1X

n=1

(�1)n+1

n2
=

1

1
� 1

4
+

1

9
� 1

16
+ . . .

oder
1X

n=2

(�1)n

lnn
= � 1

ln 2
+

1

ln 3
� 1

ln 4
+

1

ln 5
� 1

ln 6
+ . . . ,

wobei die erste Reihe sogar absolut konvergiert, das zweiter aber nicht.
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Theorem (Umordnungssatz) Absolut konvergente Reihen können beliebig umge-
ordnet werden, d.h. es gilt

1X

n=1

|an| < 1 =)
1X

n=1

an =
1X

n=1

a�n

für jede bijektive Abbildung � : N ! N.

Beweis : Es gilt

mX

n=1

|a�n | 
1X

n=1

|an| < 1

und wegen der Monotonie der linken Seite bzgl. m folgt sowohl die absolute Konvergenz
der Reihe zu (a�n)n2N als auch

P1
n=1 |a�n | 

P1
n=1 |an|. Die umgekehrte Ungleichung

kann analog abgeleitet werden.

*Paradox der Umordnung Die absolute Konvergenz der Reihe ist wesentlich im
Umordnungssatz. Für die alternierende harmonische Folge an = (�1)n+1/n kann zum
Beispiel gezeigt werden (⇤⇤-Übungsaufgabe), dass für jedes r 2 R eine bijektive Abbil-
dung � : N ! N existiert, so dass

1X

n=1

a�n = r .

Man kann also so zu jedem vorgeschriebenem Reihenwert r eine entsprechende Umord-
nung finden (siehe Bild).

⇣
1
1 ,

1
3 ,

1
5 ,�

1
2 ,

1
7 ,

1
9 ,

1
11 ,

1
13 ,

1
15 ,�

1
4 ,

1
17 ,

1
19 ,

1
21 ,

1
23 ,

1
25 ,�

1
6 ,

1
27 ,

1
29 ,

1
31 ,

1
33 ,

1
35 ,�

1
8 ,

1
37 ,

1
39 ,

1
41 , ..

⌘

<latexit sha1_base64="Nu85TGGOTetEWD6bzf03hPqRm44="></latexit>

0 10 20 30
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⇣
� 1

2 ,
1
1 ,�

1
4 ,�

1
6 ,�

1
8 ,�

1
10 ,�

1
12 ,�

1
14 ,�

1
16 ,�

1
18 ,

1
3 ,�

1
20 ,�

1
22 ,�

1
24 ,�

1
26 ,�

1
28 ,�

1
30 ,�

1
32 ,�

1
34 ,�

1
36 ,

1
5 ,�

1
38 , ..

⌘

<latexit sha1_base64="7J7gqzYRvOfz8guJHYGwMr/iZkc="></latexit>

Zwei verschiedene Umordnungen der alternierenden harmonischen Folge (rote Punkt sowie die Zahlen) sowie die

entsprechende Partialsummmenfolge (blaue Punkte).
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Cauchy-Produkt von Reihen Mit absolut konvergenten Reihen kann man so rech-
nen, wie man es von endlichen Summen gewöhnt ist. Zum Beispiel gilt nach dem
Umordnungssatz die Formel
 1X

n=0

an

!
·
 1X

k=0

bk

!
=
⇣
a0 + a1 + a2 + a3 + . . .

⌘
·
⇣
b0 + b1 + b2 + b3 + . . .

⌘

= a0 · b0 +
⇣
a0 · b1 + a1 · b0

⌘
+
⇣
a0 · b2 + a1 · b1 + a2 · b0

⌘
+ . . .

=
1X

m=0

mX

l=0

al · bm�l .

Als wichtigen Spezialfall dieser Produktformel erhalten wir

exp (y) · exp (z) =
 1X

n=0

yn

n!

! 1X

k=0

zk

k!

!
=

1X

m=0

mX

l=0

yl · zm�l

l! · (m� l)!

=
1X

m=0

1

m!

mX

l=0

✓
m
l

◆
yl · zm�l =

1X

m=0

(y + z)m

m!
= exp (y + z)

für je zwei komplexe Zahlen y, z.

Vektor- und matrizenwertige Reihen Neben Reihen zu Zahlenfolgen können
auch unendliche Summen für Folgen a : N ! Cn oder a : N ! C(n,n) betrachtet
werden, wobei die Konvergenz wieder ganz natürlich als Grenzwert der Partialsummen
sm =

P
m

n=1 an definiert wird und absolute Konvergenz
P

n

n=1 kank < 1 meint. Ein
wichtiges Beispiel für eine absolut konvergente (und damit auch konvergente) Reihe im
Raum der quadratischen Matrizen ist das Matrix-Exponential

exp (A) =
1X

n=0

An

n!
= I+A+ 1

2 ·A ·A+ 1
6 ·A ·A ·A+ 1

24 ·A ·A ·A ·A+ . . . ,

das eine sehr wichtige Rolle in der Theorie linearer Di↵erentialgleichungen spielt (siehe
Große Übung II). Insbesondere kann für jedes A 2 C(n,n) die Allgemeine Lösung des
Di↵erentialgleichungssystems

d

dt
x(t) = A · x(t)

als

x(t) = exp
�
t ·A

�
· x(0)

geschrieben bzw. berechnet werden.
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Kapitel 8

Stetigkeit und Di↵erenzierbarkeit

Vorlesung 22, 13. Dezember 2019

Vorbemerkung Wir betrachten Funktionen f : D ! R auf einem Definitions-
bereich D ⇢ R und führen die zentralen Begri↵e Stetigkeit und Di↵erenzierbarkeit ein.
Wir werden auch immer diskutieren, welche Konzepte und Resultate auf Abbildungen
F : D ! V verallgemeinert werden können, sofern V ein (endlich-dimensionaler)
Vektorraum ist. Die Analysis von f : ⌦ ! Rm mit ⌦ ⇢ Rn ist komplizierter und
wird erst im zweiten Kurs dieser Reihe behandelt.

8.1 Stetigkeit

Definition Sei f : D ! R eine Funktion auf der Menge D ⇢ R und sei x⇤ 2 D
gegeben. Wir sagen, f konvergiert für x ! x⇤ gegen y⇤ 2 R, falls für jede Folge (xn)n2N
mit

xn 2 D und xn 6= x⇤ für alle n

die Implikation

xn ! x⇤ =) f(xn) ! y⇤

gilt. Wir schreiben dann

y⇤ = lim
x!x⇤

f(x) oder f(x)
x!x⇤����! y⇤

oder auch f(x) ! y⇤ für x ! x⇤.

Bemerkung

1. Es gelten analoge Rechenregeln zur Konvergenz von Folgen, d.h. zum Beispiel

lim
x!x⇤

�
� · f + µ · g

�
(x) = lim

x!x⇤

�
� · f(x) + µ · g(x)

�

= � ·
✓
lim
x!x⇤

f(x)

◆
+ µ ·

✓
lim
x!x⇤

g(x)

◆

oder

lim
x!x⇤

�
f · g

�
(x) = lim

x!x⇤

�
f(x) · g(x)

�
=

✓
lim
x!x⇤

f(x)

◆
·
✓
lim
x!x⇤

g(x)

◆
.
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166 8. Stetigkeit und Di↵erenzierbarkeit

2. Mit yn = f(xn) kann man die Konvergenz f(xn) ! y⇤ als eine Konvergenz von
Punkten auf dem Graphen von f , d.h. auf der Menge

graph (f) = {(x, y) : x 2 D , y = f(x)} ⇢ R2

verstehen: Mit xn ! x⇤ gilt yn ! y⇤ genau dann, wenn (xn, yn) ! (x⇤, y⇤).

3. Es gibt das allgemeinere Konzept der einseitigen Grenzwerte

lim
x%x⇤

f(x) = lim
x!x⇤,x<x⇤

f(x) , lim
x&x⇤

f(x) = lim
x!x⇤,x>x⇤

f(x) .

Dabei gilt limx%x⇤ f(x) = limx%x⇤ f(x) = y⇤ (Gleichheit der einseiten Grenzwer-
te) genau dann, wenn y⇤ = limx!x⇤ f(x) (Konvergenz).

0.0 1.00.5

0.0

+1.0
f(x)=cos(5�x2)exp(-x)

0.0 1.00.5

0.0

+1.0

-1.0

f(x)=0.5sin(2�x)+0.5sgn(x-0.5)

0.0 1.00.5

0.0

+1.0

-1.0

f(x)=sin(1/x)

Drei Beispiele für Funktionen f : (0, 1) ! R (blau) sowie Folgen (xn, yn) ⇢ graph f (rote bzw. grüne Punkte). Im

ersten Beispiel folgt aus xn ! x⇤ stets f(xn) ! y⇤ = f(x⇤), da diese Funktion auf (0, 1) stetig ist (siehe unten). Im

zweiten Beispiel gilt dies nur für x⇤ 6= 1/2, da die Funktion an der Stelle x⇤ = 1/2 unstetig ist. Es existieren aber noch

die einseitigen Grenzwerte limx%1/2 f(x) und limx&1/2 f(x), die allerdings verschieden sind. Das rechte Beispiel zeigt

für xn ! 0 ein recht seltsames Verhalten, da es sehr viele verschiedene Häufungspunkte von f(x) für x ! 0 gibt.

Definition Eine Funktion f : D ! R heißt

1. stetig an der Stelle x⇤ 2 D, falls f(x⇤) = limx!x⇤ f(x),

2. unstetig an der Stelle x⇤ 2 D, falls f nicht stetig in x⇤ ist,

3. stetig auf der Menge D̃ ✓ D, falls f stetig in jeder Stelle x⇤ 2 D̃ ist,

4. stetig, falls sie stetig auf dem Definitionsbereich D ist.

Statt
”
an der Stelle x⇤“ sagt man oft auch

”
im Punkt x⇤“ oder einfach

”
in x⇤“.

y⇤
<latexit sha1_base64="ALx9macU5VBwbgFWuSsiHRYWpl4=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSKIh5JUwR4LXjxWtB/QhrLZTtqlm03Y3Qih9Cd48aCIV3+RN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSK4Nq777aytb2xubRd2irt7+weHpaPjlo5TxbDJYhGrTkA1Ci6xabgR2EkU0igQ2A7GtzO//YRK81g+mixBP6JDyUPOqLHSQ9a/7JfKbsWdg6wSLydlyNHol756g5ilEUrDBNW667mJ8SdUGc4ETou9VGNC2ZgOsWuppBFqfzI/dUrOrTIgYaxsSUPm6u+JCY20zqLAdkbUjPSyNxP/87qpCWv+hMskNSjZYlGYCmJiMvubDLhCZkRmCWWK21sJG1FFmbHpFG0I3vLLq6RVrXhXler9dbley+MowCmcwQV4cAN1uIMGNIHBEJ7hFd4c4bw4787HonXNyWdO4A+czx8A5o2U</latexit>

x⇤<latexit sha1_base64="fKQukGq6wbHvE8ya7/sXIU+9hjc=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoMgHsJuFMwx4MVjRPOAZAmzk9lkyOzsMtMrhpBP8OJBEa9+kTf/xkmyB00saCiquunuChIpDLrut5NbW9/Y3MpvF3Z29/YPiodHTROnmvEGi2Ws2wE1XArFGyhQ8naiOY0CyVvB6Gbmtx65NiJWDzhOuB/RgRKhYBStdP/Uu+gVS27ZnYOsEi8jJchQ7xW/uv2YpRFXyCQ1puO5CfoTqlEwyaeFbmp4QtmIDnjHUkUjbvzJ/NQpObNKn4SxtqWQzNXfExMaGTOOAtsZURyaZW8m/ud1Ugyr/kSoJEWu2GJRmEqCMZn9TfpCc4ZybAllWthbCRtSTRnadAo2BG/55VXSrJS9y3Ll7qpUq2Zx5OEETuEcPLiGGtxCHRrAYADP8ApvjnRenHfnY9Gac7KZY/gD5/MH/1GNkw==</latexit>

y = f(x)
<latexit sha1_base64="O1HFgZphEuC34+9DDPV6gT8EzKk=">AAAB7XicbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRahXspuFexFKHjxWMF+QLuUbJptY7PJkmTFsvQ/ePGgiFf/jzf/jWm7B219MPB4b4aZeUHMmTau++3k1tY3Nrfy24Wd3b39g+LhUUvLRBHaJJJL1QmwppwJ2jTMcNqJFcVRwGk7GN/M/PYjVZpJcW8mMfUjPBQsZAQbK7Um12H56bxfLLkVdw60SryMlCBDo1/86g0kSSIqDOFY667nxsZPsTKMcDot9BJNY0zGeEi7lgocUe2n82un6MwqAxRKZUsYNFd/T6Q40noSBbYzwmakl72Z+J/XTUxY81Mm4sRQQRaLwoQjI9HsdTRgihLDJ5Zgopi9FZERVpgYG1DBhuAtv7xKWtWKd1Gp3l2W6rUsjjycwCmUwYMrqMMtNKAJBB7gGV7hzZHOi/PufCxac042cwx/4Hz+AMu5jpU=</latexit>

(x1, y1)
<latexit sha1_base64="VigSH0CZNvhxpR0dbEhXOsVBMco=">AAAB8HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBahgpSkCvZY8OKxgv2QNoTNdtMu3U3C7kYMob/CiwdFvPpzvPlv3LY5aOuDgcd7M8zM82POlLbtb6uwtr6xuVXcLu3s7u0flA+POipKJKFtEvFI9nysKGchbWumOe3FkmLhc9r1Jzczv/tIpWJReK/TmLoCj0IWMIK1kR6qT55zkXrOuVeu2DV7DrRKnJxUIEfLK38NhhFJBA014VipvmPH2s2w1IxwOi0NEkVjTCZ4RPuGhlhQ5Wbzg6fozChDFETSVKjRXP09kWGhVCp80ymwHqtlbyb+5/UTHTTcjIVxomlIFouChCMdodn3aMgkJZqnhmAimbkVkTGWmGiTUcmE4Cy/vEo69ZpzWavfXVWajTyOIpzAKVTBgWtowi20oA0EBDzDK7xZ0nqx3q2PRWvBymeO4Q+szx9AQY9c</latexit>

(x2, y2)
<latexit sha1_base64="OaPILGMqHp1gI0bKlTwB1TSGtZg=">AAAB8HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBahgpQkCvZY8OKxgv2QNoTNdtMu3U3C7kYMpb/CiwdFvPpzvPlv3LY5aOuDgcd7M8zMCxLOlLbtb6uwtr6xuVXcLu3s7u0flA+P2ipOJaEtEvNYdgOsKGcRbWmmOe0mkmIRcNoJxjczv/NIpWJxdK+zhHoCDyMWMoK1kR6qT757kfnuuV+u2DV7DrRKnJxUIEfTL3/1BzFJBY004VipnmMn2ptgqRnhdFrqp4ommIzxkPYMjbCgypvMD56iM6MMUBhLU5FGc/X3xAQLpTIRmE6B9UgtezPxP6+X6rDuTViUpJpGZLEoTDnSMZp9jwZMUqJ5ZggmkplbERlhiYk2GZVMCM7yy6uk7dacy5p7d1Vp1PM4inACp1AFB66hAbfQhBYQEPAMr/BmSevFerc+Fq0FK585hj+wPn8AQ0+PXg==</latexit>

(x3, y3)
<latexit sha1_base64="YEFOndYRne0WB23MKe1zFhUnMUA=">AAAB8HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXYBEqSElawR4LXjxWsB/ShrDZbtqlu5uwuxFD6K/w4kERr/4cb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgphRpR3n21pb39jc2i7sFHf39g8OS0fHHRUlEpM2jlgkewFShFFB2ppqRnqxJIgHjHSDyc3M7z4SqWgk7nUaE4+jkaAhxUgb6aHy5NcvU79+4ZfKTtWZw14lbk7KkKPll74GwwgnnAiNGVKq7zqx9jIkNcWMTIuDRJEY4Qkakb6hAnGivGx+8NQ+N8rQDiNpSmh7rv6eyBBXKuWB6eRIj9WyNxP/8/qJDhteRkWcaCLwYlGYMFtH9ux7e0glwZqlhiAsqbnVxmMkEdYmo6IJwV1+eZV0alW3Xq3dXZWbjTyOApzCGVTAhWtowi20oA0YODzDK7xZ0nqx3q2PReualc+cwB9Ynz9GXY9g</latexit>

(x4, y4)
<latexit sha1_base64="Ew5iiZ+56Xk9zarL1zLVb2/hPlk=">AAAB8HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXYBEqSElqwR4LXjxWsB/ShrDZbtqlu5uwuxFD6K/w4kERr/4cb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgphRpR3n21pb39jc2i7sFHf39g8OS0fHHRUlEpM2jlgkewFShFFB2ppqRnqxJIgHjHSDyc3M7z4SqWgk7nUaE4+jkaAhxUgb6aHy5NcvU79+4ZfKTtWZw14lbk7KkKPll74GwwgnnAiNGVKq7zqx9jIkNcWMTIuDRJEY4Qkakb6hAnGivGx+8NQ+N8rQDiNpSmh7rv6eyBBXKuWB6eRIj9WyNxP/8/qJDhteRkWcaCLwYlGYMFtH9ux7e0glwZqlhiAsqbnVxmMkEdYmo6IJwV1+eZV0alX3qlq7q5ebjTyOApzCGVTAhWtowi20oA0YODzDK7xZ0nqx3q2PReualc+cwB9Ynz9Ja49i</latexit>

x
<latexit sha1_base64="5Duc7X9IEnjyaytNrcspX3T9Bvs=">AAACE3icbVDLSgMxFL3js9bXqEs3wSKISJmpgl0W3LisYB8wHUomzbShmQdJRizD/IMbf8WNC0XcunHn35hOR9DWA4GTc+69uTlezJlUlvVlLC2vrK6tlzbKm1vbO7vm3n5bRokgtEUiHomuhyXlLKQtxRSn3VhQHHicdrzx1dTv3FEhWRTeqklM3QAPQ+YzgpWW+uZp2suHOGLoualVtXKcLZDsPuublZ8bWiR2QSpQoNk3P3uDiCQBDRXhWErHtmLlplgoRjjNyr1E0hiTMR5SR9MQB1S6ab5Oho61MkB+JPQJFcrV3x0pDqScBJ6uDLAayXlvKv7nOYny627KwjhRNCSzh/yEIxWhaUBowAQlik80wUQwvSsiIywwUTrGsg7Bnv/yImnXqvZ5tXZzUWnUizhKcAhHcAI2XEIDrqEJLSDwAE/wAq/Go/FsvBnvs9Ilo+g5gD8wPr4BTYeZ8Q==</latexit>

(x5, y5)
<latexit sha1_base64="frZp2rBA8NDIWxGuXQfAW10shpc=">AAAB8HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBahgpSkWuyx4MVjBfshbQib7aZdutmE3Y0YSn+FFw+KePXnePPfuG1z0NYHA4/3ZpiZ58ecKW3b31ZubX1jcyu/XdjZ3ds/KB4etVWUSEJbJOKR7PpYUc4EbWmmOe3GkuLQ57Tjj29mfueRSsUica/TmLohHgoWMIK1kR7KT17tIvVq516xZFfsOdAqcTJSggxNr/jVH0QkCanQhGOleo4da3eCpWaE02mhnygaYzLGQ9ozVOCQKncyP3iKzowyQEEkTQmN5urviQkOlUpD33SGWI/UsjcT//N6iQ7q7oSJONFUkMWiIOFIR2j2PRowSYnmqSGYSGZuRWSEJSbaZFQwITjLL6+SdrXiXFaqd1elRj2LIw8ncAplcOAaGnALTWgBgRCe4RXeLGm9WO/Wx6I1Z2Uzx/AH1ucPTHmPZA==</latexit>

y⇤
<latexit sha1_base64="ALx9macU5VBwbgFWuSsiHRYWpl4=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSKIh5JUwR4LXjxWtB/QhrLZTtqlm03Y3Qih9Cd48aCIV3+RN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSK4Nq777aytb2xubRd2irt7+weHpaPjlo5TxbDJYhGrTkA1Ci6xabgR2EkU0igQ2A7GtzO//YRK81g+mixBP6JDyUPOqLHSQ9a/7JfKbsWdg6wSLydlyNHol756g5ilEUrDBNW667mJ8SdUGc4ETou9VGNC2ZgOsWuppBFqfzI/dUrOrTIgYaxsSUPm6u+JCY20zqLAdkbUjPSyNxP/87qpCWv+hMskNSjZYlGYCmJiMvubDLhCZkRmCWWK21sJG1FFmbHpFG0I3vLLq6RVrXhXler9dbley+MowCmcwQV4cAN1uIMGNIHBEJ7hFd4c4bw4787HonXNyWdO4A+czx8A5o2U</latexit>

x⇤<latexit sha1_base64="fKQukGq6wbHvE8ya7/sXIU+9hjc=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoMgHsJuFMwx4MVjRPOAZAmzk9lkyOzsMtMrhpBP8OJBEa9+kTf/xkmyB00saCiquunuChIpDLrut5NbW9/Y3MpvF3Z29/YPiodHTROnmvEGi2Ws2wE1XArFGyhQ8naiOY0CyVvB6Gbmtx65NiJWDzhOuB/RgRKhYBStdP/Uu+gVS27ZnYOsEi8jJchQ7xW/uv2YpRFXyCQ1puO5CfoTqlEwyaeFbmp4QtmIDnjHUkUjbvzJ/NQpObNKn4SxtqWQzNXfExMaGTOOAtsZURyaZW8m/ud1Ugyr/kSoJEWu2GJRmEqCMZn9TfpCc4ZybAllWthbCRtSTRnadAo2BG/55VXSrJS9y3Ll7qpUq2Zx5OEETuEcPLiGGtxCHRrAYADP8ApvjnRenHfnY9Gac7KZY/gD5/MH/1GNkw==</latexit>

y = f(x)
<latexit sha1_base64="O1HFgZphEuC34+9DDPV6gT8EzKk=">AAAB7XicbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRahXspuFexFKHjxWMF+QLuUbJptY7PJkmTFsvQ/ePGgiFf/jzf/jWm7B219MPB4b4aZeUHMmTau++3k1tY3Nrfy24Wd3b39g+LhUUvLRBHaJJJL1QmwppwJ2jTMcNqJFcVRwGk7GN/M/PYjVZpJcW8mMfUjPBQsZAQbK7Um12H56bxfLLkVdw60SryMlCBDo1/86g0kSSIqDOFY667nxsZPsTKMcDot9BJNY0zGeEi7lgocUe2n82un6MwqAxRKZUsYNFd/T6Q40noSBbYzwmakl72Z+J/XTUxY81Mm4sRQQRaLwoQjI9HsdTRgihLDJ5Zgopi9FZERVpgYG1DBhuAtv7xKWtWKd1Gp3l2W6rUsjjycwCmUwYMrqMMtNKAJBB7gGV7hzZHOi/PufCxac042cwx/4Hz+AMu5jpU=</latexit>

x
<latexit sha1_base64="5Duc7X9IEnjyaytNrcspX3T9Bvs=">AAACE3icbVDLSgMxFL3js9bXqEs3wSKISJmpgl0W3LisYB8wHUomzbShmQdJRizD/IMbf8WNC0XcunHn35hOR9DWA4GTc+69uTlezJlUlvVlLC2vrK6tlzbKm1vbO7vm3n5bRokgtEUiHomuhyXlLKQtxRSn3VhQHHicdrzx1dTv3FEhWRTeqklM3QAPQ+YzgpWW+uZp2suHOGLoualVtXKcLZDsPuublZ8bWiR2QSpQoNk3P3uDiCQBDRXhWErHtmLlplgoRjjNyr1E0hiTMR5SR9MQB1S6ab5Oho61MkB+JPQJFcrV3x0pDqScBJ6uDLAayXlvKv7nOYny627KwjhRNCSzh/yEIxWhaUBowAQlik80wUQwvSsiIywwUTrGsg7Bnv/yImnXqvZ5tXZzUWnUizhKcAhHcAI2XEIDrqEJLSDwAE/wAq/Go/FsvBnvs9Ilo+g5gD8wPr4BTYeZ8Q==</latexit>

(x1, y1)
<latexit sha1_base64="VigSH0CZNvhxpR0dbEhXOsVBMco=">AAAB8HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBahgpSkCvZY8OKxgv2QNoTNdtMu3U3C7kYMob/CiwdFvPpzvPlv3LY5aOuDgcd7M8zM82POlLbtb6uwtr6xuVXcLu3s7u0flA+POipKJKFtEvFI9nysKGchbWumOe3FkmLhc9r1Jzczv/tIpWJReK/TmLoCj0IWMIK1kR6qT55zkXrOuVeu2DV7DrRKnJxUIEfLK38NhhFJBA014VipvmPH2s2w1IxwOi0NEkVjTCZ4RPuGhlhQ5Wbzg6fozChDFETSVKjRXP09kWGhVCp80ymwHqtlbyb+5/UTHTTcjIVxomlIFouChCMdodn3aMgkJZqnhmAimbkVkTGWmGiTUcmE4Cy/vEo69ZpzWavfXVWajTyOIpzAKVTBgWtowi20oA0EBDzDK7xZ0nqx3q2PRWvBymeO4Q+szx9AQY9c</latexit>

(x2, y2)
<latexit sha1_base64="OaPILGMqHp1gI0bKlTwB1TSGtZg=">AAAB8HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBahgpQkCvZY8OKxgv2QNoTNdtMu3U3C7kYMpb/CiwdFvPpzvPlv3LY5aOuDgcd7M8zMCxLOlLbtb6uwtr6xuVXcLu3s7u0flA+P2ipOJaEtEvNYdgOsKGcRbWmmOe0mkmIRcNoJxjczv/NIpWJxdK+zhHoCDyMWMoK1kR6qT757kfnuuV+u2DV7DrRKnJxUIEfTL3/1BzFJBY004VipnmMn2ptgqRnhdFrqp4ommIzxkPYMjbCgypvMD56iM6MMUBhLU5FGc/X3xAQLpTIRmE6B9UgtezPxP6+X6rDuTViUpJpGZLEoTDnSMZp9jwZMUqJ5ZggmkplbERlhiYk2GZVMCM7yy6uk7dacy5p7d1Vp1PM4inACp1AFB66hAbfQhBYQEPAMr/BmSevFerc+Fq0FK585hj+wPn8AQ0+PXg==</latexit>

(x5, y5)
<latexit sha1_base64="frZp2rBA8NDIWxGuXQfAW10shpc=">AAAB8HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBahgpSkWuyx4MVjBfshbQib7aZdutmE3Y0YSn+FFw+KePXnePPfuG1z0NYHA4/3ZpiZ58ecKW3b31ZubX1jcyu/XdjZ3ds/KB4etVWUSEJbJOKR7PpYUc4EbWmmOe3GkuLQ57Tjj29mfueRSsUica/TmLohHgoWMIK1kR7KT17tIvVq516xZFfsOdAqcTJSggxNr/jVH0QkCanQhGOleo4da3eCpWaE02mhnygaYzLGQ9ozVOCQKncyP3iKzowyQEEkTQmN5urviQkOlUpD33SGWI/UsjcT//N6iQ7q7oSJONFUkMWiIOFIR2j2PRowSYnmqSGYSGZuRWSEJSbaZFQwITjLL6+SdrXiXFaqd1elRj2LIw8ncAplcOAaGnALTWgBgRCe4RXeLGm9WO/Wx6I1Z2Uzx/AH1ucPTHmPZA==</latexit>

Zur Definition von Stetigkeit durch Grenzwerte: f : D ! R ist genau dann stetig im Punkt x⇤, wenn mit xn ! x⇤

schon yn = f(xn) ! y⇤ = f(x⇤) und damit auch (xn, yn) ! (x⇤, y⇤) gilt.

Interpretation Salopp kann man sagen: Eine Funktion ist genau dann stetig, wenn
man ihren Graphen zeichnen kann, ohne den Stift neu ansetzen zu müssen. Die mathe-
matische Definition ist allerdings viel genauer, da sie Stetigkeit zunächst als punktweise
Eigenschaft definiert.
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8.1. Stetigkeit 167

Beispiele

1. Jedes reelle Polynom f : R ! R vom Grad m mit

f(x) = ↵m · xm + . . .↵1x+ ↵0 ↵n 6= 0

ist auf ganz R stetig, denn aus xn ! x⇤ folgt xi

n
! xi

⇤ für jedes i = 0, . . . ,m und
damit auch f(xn) ! f(x⇤).

2. Man zeigt leicht, dass die Signum-Funktion

f(x) = sgn(x) =

8
<

:

�1 für x < 0
0 für x = 0
+1 für x > 0

unstetig an der Stelle x⇤ = 0, aber stetig in jeder anderen Stelle x⇤ 6= 0 ist.

In der Tat, die Unstetigkeit bei x⇤ = 0 folgt zum Beispiel mit xn = 1/n ! 0 und
1 = f(xn) 6! f(x⇤) = 0 und die Stetigkeit in x⇤ < 0 bzw. x⇤ > 0 kann wie folgt
begründet werden: Aus xn ! x⇤ folgt xn < 0 bzw. xn > 0 für fast alle (d.h. bis
auf vielleicht endlich viele) n 2 N, d.h. die Folge (f(xn))n2N ist fast konstant und
nimmt ab einem gewissen Index nur den Wert �1 bzw. +1 an.

3. Die Funktion f : R \ {0} ! R mit f(x) = 1/x ist stetig auf ihrem gesamten
Definitionsbereich. Die Funktion besitzt zwar eine Singularität bei x⇤ = 0, aber
dieser Punkt ist nicht Teil des Definitionsbereiches.

4. Die Exponentialfunktion exp : R ! R ist stetig auf ganz R. Dies folgt zum Bei-
spiel aus der Tatsache, dass die Exponentialfunktion als Potenzreihe geschrieben
werden kann (siehe weiter unten).

5. Die trigonometrischen Funktionen sin, cos, tan, cot usw. sind stetig auf ihrem
jeweiligen Definitionsbereich.

6. Da exp : R ! R+ strikt monoton wachsend und stetig ist, ist auch die Um-
kehrfunktion ln : R+ ! R stetig (siehe das Theorem über die Stetigkeit der
Umkehrabbildung).

7. Die Funktion f : R+ ! R mit f(x) = xp ist für jeden Parameter p > 0 stetig,
denn es gilt f(x) = exp (ln p · x).

Komposition stetiger Abbildungen Sind f1 : D1 ! D2 und f2 : D2 ! R zwei
stetige Funktionen, so ist auch die Komposition f2 � f1 : D1 ! R stetig. Zum Beispiel
wird durch

f(x) = sin
�
x3 � 2x

�
bzw. f(x) = ln

�
1 + cos2 (x)

�

jeweils eine stetige Funktion f : R ! R definiert.
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168 8. Stetigkeit und Di↵erenzierbarkeit

*Raum der stetigen Funktionen Die Menge

C
�
D
�
:=
�
f : D ! R : f ist stetig

 

bildet in natürlicher Weise einen reellen Vektorraum, dessen Dimension allerdings nicht
endlich ist. Außerdem handelt es sich sogar um ein Modul im Sinne der Algebra, da
das (punktweise) Produkt zweier Elemente wieder eine stetige Funktion auf D ist. Ist
D = [a, b] ein kompaktes Intervall, so wird durch

kfk1 := max
���f(x)

�� : x 2 D
 

eine Norm auf C([a, b]) definiert, wobei es aber kein entsprechendes Skalarprodukt gibt.

Bemerkung Nach Betrachtung der Beispiele könnte man meinen, dass jede Funktion
in fast allen Punkten stetig ist und gegebenenfalls nur einige wenige Unstetigkeitsstellen
besitzt. Dies ist aber so nicht richtig: Die Formel

f(x) =

⇢
1 für x 2 Q
0 für x 2 R \Q

definiert zum Beispiel eine Funktion, die in jedem Punkt x⇤ 2 R unstetig ist. Es geht
aber noch verrückter: Mit

f(x) =

⇢
0 für x 2 R \Q
1/q für x = p/q mit teilerfremden Zahlen p 2 Z und q 2 N

erhält man eine Funktion, die in allen rationalen Punkten x⇤ 2 Q unstetig, in allen
irrationalen Punkten x⇤ 2 R \Q aber stetig ist (⇤⇤-Übungssaufgabe)

Theorem (Äquivalente Charakterisierung von Stetigkeit) Eine Funktion
f : D ! R ist genau dann stetig in x⇤ 2 D, falls

8 " > 0 9 � > 0 8 x 2 D :
��x� x⇤

�� < � =)
��f(x)� f(x⇤)

�� < " .

Beachte, dass � von x⇤ und " (aber nicht von x) abhängen darf.

Beweis : Siehe zum Beispiel [AORS, Seite 222].

y⇤
<latexit sha1_base64="ALx9macU5VBwbgFWuSsiHRYWpl4=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSKIh5JUwR4LXjxWtB/QhrLZTtqlm03Y3Qih9Cd48aCIV3+RN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSK4Nq777aytb2xubRd2irt7+weHpaPjlo5TxbDJYhGrTkA1Ci6xabgR2EkU0igQ2A7GtzO//YRK81g+mixBP6JDyUPOqLHSQ9a/7JfKbsWdg6wSLydlyNHol756g5ilEUrDBNW667mJ8SdUGc4ETou9VGNC2ZgOsWuppBFqfzI/dUrOrTIgYaxsSUPm6u+JCY20zqLAdkbUjPSyNxP/87qpCWv+hMskNSjZYlGYCmJiMvubDLhCZkRmCWWK21sJG1FFmbHpFG0I3vLLq6RVrXhXler9dbley+MowCmcwQV4cAN1uIMGNIHBEJ7hFd4c4bw4787HonXNyWdO4A+czx8A5o2U</latexit>

x⇤<latexit sha1_base64="fKQukGq6wbHvE8ya7/sXIU+9hjc=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoMgHsJuFMwx4MVjRPOAZAmzk9lkyOzsMtMrhpBP8OJBEa9+kTf/xkmyB00saCiquunuChIpDLrut5NbW9/Y3MpvF3Z29/YPiodHTROnmvEGi2Ws2wE1XArFGyhQ8naiOY0CyVvB6Gbmtx65NiJWDzhOuB/RgRKhYBStdP/Uu+gVS27ZnYOsEi8jJchQ7xW/uv2YpRFXyCQ1puO5CfoTqlEwyaeFbmp4QtmIDnjHUkUjbvzJ/NQpObNKn4SxtqWQzNXfExMaGTOOAtsZURyaZW8m/ud1Ugyr/kSoJEWu2GJRmEqCMZn9TfpCc4ZybAllWthbCRtSTRnadAo2BG/55VXSrJS9y3Ll7qpUq2Zx5OEETuEcPLiGGtxCHRrAYADP8ApvjnRenHfnY9Gac7KZY/gD5/MH/1GNkw==</latexit>

x
<latexit sha1_base64="m/xxJ4kD8ilb27fTo7Ez4e1Q0yQ=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbRRI4kXjxCIo8ENmR26IWR2dnNzKyREL7AiweN8eonefNvHGAPClbSSaWqO91dQSK4Nq777eQ2Nre2d/K7hb39g8Oj4vFJS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfj27nffkSleSzvzSRBP6JDyUPOqLFS46lfLLlldwGyTryMlCBDvV/86g1ilkYoDRNU667nJsafUmU4Ezgr9FKNCWVjOsSupZJGqP3p4tAZubDKgISxsiUNWai/J6Y00noSBbYzomakV725+J/XTU1Y9adcJqlByZaLwlQQE5P512TAFTIjJpZQpri9lbARVZQZm03BhuCtvrxOWpWyd1WuNK5LtWoWRx7O4BwuwYMbqMEd1KEJDBCe4RXenAfnxXl3PpatOSebOYU/cD5/AOSFjPY=</latexit>

y = f(x)
<latexit sha1_base64="O1HFgZphEuC34+9DDPV6gT8EzKk=">AAAB7XicbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRahXspuFexFKHjxWMF+QLuUbJptY7PJkmTFsvQ/ePGgiFf/jzf/jWm7B219MPB4b4aZeUHMmTau++3k1tY3Nrfy24Wd3b39g+LhUUvLRBHaJJJL1QmwppwJ2jTMcNqJFcVRwGk7GN/M/PYjVZpJcW8mMfUjPBQsZAQbK7Um12H56bxfLLkVdw60SryMlCBDo1/86g0kSSIqDOFY667nxsZPsTKMcDot9BJNY0zGeEi7lgocUe2n82un6MwqAxRKZUsYNFd/T6Q40noSBbYzwmakl72Z+J/XTUxY81Mm4sRQQRaLwoQjI9HsdTRgihLDJ5Zgopi9FZERVpgYG1DBhuAtv7xKWtWKd1Gp3l2W6rUsjjycwCmUwYMrqMMtNKAJBB7gGV7hzZHOi/PufCxac042cwx/4Hz+AMu5jpU=</latexit>

"
<latexit sha1_base64="GqPeFr3yCZAhH3ZrQTcASLwKxbA=">AAAB8nicdVBNS8NAEN3Ur1q/qh69LBbBU0jS0NZbwYvHCrYW0lA22027dLMbdjeFEvozvHhQxKu/xpv/xk1bQUUfDDzem2FmXpQyqrTjfFiljc2t7Z3ybmVv/+DwqHp80lMik5h0sWBC9iOkCKOcdDXVjPRTSVASMXIfTa8L/35GpKKC3+l5SsIEjTmNKUbaSMFghiRJFWWCD6s1x75qNTy/AR3bcZqu5xbEa/p1H7pGKVADa3SG1ffBSOAsIVxjhpQKXCfVYY6kppiRRWWQKZIiPEVjEhjKUUJUmC9PXsALo4xgLKQpruFS/T6Ro0SpeRKZzgTpifrtFeJfXpDpuBXmlKeZJhyvFsUZg1rA4n84opJgzeaGICypuRXiCZIIa5NSxYTw9Sn8n/Q8263b3q1fa7fWcZTBGTgHl8AFTdAGN6ADugADAR7AE3i2tPVovVivq9aStZ45BT9gvX0CGDmRww==</latexit>

"
<latexit sha1_base64="GqPeFr3yCZAhH3ZrQTcASLwKxbA=">AAAB8nicdVBNS8NAEN3Ur1q/qh69LBbBU0jS0NZbwYvHCrYW0lA22027dLMbdjeFEvozvHhQxKu/xpv/xk1bQUUfDDzem2FmXpQyqrTjfFiljc2t7Z3ybmVv/+DwqHp80lMik5h0sWBC9iOkCKOcdDXVjPRTSVASMXIfTa8L/35GpKKC3+l5SsIEjTmNKUbaSMFghiRJFWWCD6s1x75qNTy/AR3bcZqu5xbEa/p1H7pGKVADa3SG1ffBSOAsIVxjhpQKXCfVYY6kppiRRWWQKZIiPEVjEhjKUUJUmC9PXsALo4xgLKQpruFS/T6Ro0SpeRKZzgTpifrtFeJfXpDpuBXmlKeZJhyvFsUZg1rA4n84opJgzeaGICypuRXiCZIIa5NSxYTw9Sn8n/Q8263b3q1fa7fWcZTBGTgHl8AFTdAGN6ADugADAR7AE3i2tPVovVivq9aStZ45BT9gvX0CGDmRww==</latexit>

�
<latexit sha1_base64="w7dR1jeSViSgsy/EyTjQZUuXEyU=">AAACGHicdVBLS8NAGNz4rPUV9ehlsQgeJCatj3orePFYwT4gCWWz3bRLNw92N0IJ+Rle/CtePCjitTf/jds0ARUdWBhm5tv9dryYUSFN81NbWl5ZXVuvbFQ3t7Z3dvW9/a6IEo5JB0cs4n0PCcJoSDqSSkb6MSco8BjpeZObud97IFzQKLyX05i4ARqF1KcYSSUN9LPUyS+x+chzU9O4MK3rS/PUNMwcOWlaDStzhoRJlA30WhmCZQiWIWgVSg0UaA/0mTOMcBKQUGKGhLAtM5ZuirikmJGs6iSCxAhP0IjYioYoIMJN850yeKyUIfQjrk4oYa5+n0hRIMQ08FQyQHIsfntz8S/PTqTfdFMaxokkIV485CcMygjOW4JDygmWbKoIwpyqXSEeI46wVF1WVQnlT+H/pFs3rIZRvzuvtZpFHRVwCI7ACbDAFWiBW9AGHYDBI3gGr+BNe9JetHftYxFd0oqZA/AD2uwLmlicVQ==</latexit>

�
<latexit sha1_base64="w7dR1jeSViSgsy/EyTjQZUuXEyU=">AAACGHicdVBLS8NAGNz4rPUV9ehlsQgeJCatj3orePFYwT4gCWWz3bRLNw92N0IJ+Rle/CtePCjitTf/jds0ARUdWBhm5tv9dryYUSFN81NbWl5ZXVuvbFQ3t7Z3dvW9/a6IEo5JB0cs4n0PCcJoSDqSSkb6MSco8BjpeZObud97IFzQKLyX05i4ARqF1KcYSSUN9LPUyS+x+chzU9O4MK3rS/PUNMwcOWlaDStzhoRJlA30WhmCZQiWIWgVSg0UaA/0mTOMcBKQUGKGhLAtM5ZuirikmJGs6iSCxAhP0IjYioYoIMJN850yeKyUIfQjrk4oYa5+n0hRIMQ08FQyQHIsfntz8S/PTqTfdFMaxokkIV485CcMygjOW4JDygmWbKoIwpyqXSEeI46wVF1WVQnlT+H/pFs3rIZRvzuvtZpFHRVwCI7ACbDAFWiBW9AGHYDBI3gGr+BNe9JetHftYxFd0oqZA/AD2uwLmlicVQ==</latexit>

y⇤
<latexit sha1_base64="ALx9macU5VBwbgFWuSsiHRYWpl4=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSKIh5JUwR4LXjxWtB/QhrLZTtqlm03Y3Qih9Cd48aCIV3+RN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSK4Nq777aytb2xubRd2irt7+weHpaPjlo5TxbDJYhGrTkA1Ci6xabgR2EkU0igQ2A7GtzO//YRK81g+mixBP6JDyUPOqLHSQ9a/7JfKbsWdg6wSLydlyNHol756g5ilEUrDBNW667mJ8SdUGc4ETou9VGNC2ZgOsWuppBFqfzI/dUrOrTIgYaxsSUPm6u+JCY20zqLAdkbUjPSyNxP/87qpCWv+hMskNSjZYlGYCmJiMvubDLhCZkRmCWWK21sJG1FFmbHpFG0I3vLLq6RVrXhXler9dbley+MowCmcwQV4cAN1uIMGNIHBEJ7hFd4c4bw4787HonXNyWdO4A+czx8A5o2U</latexit>

x⇤<latexit sha1_base64="fKQukGq6wbHvE8ya7/sXIU+9hjc=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoMgHsJuFMwx4MVjRPOAZAmzk9lkyOzsMtMrhpBP8OJBEa9+kTf/xkmyB00saCiquunuChIpDLrut5NbW9/Y3MpvF3Z29/YPiodHTROnmvEGi2Ws2wE1XArFGyhQ8naiOY0CyVvB6Gbmtx65NiJWDzhOuB/RgRKhYBStdP/Uu+gVS27ZnYOsEi8jJchQ7xW/uv2YpRFXyCQ1puO5CfoTqlEwyaeFbmp4QtmIDnjHUkUjbvzJ/NQpObNKn4SxtqWQzNXfExMaGTOOAtsZURyaZW8m/ud1Ugyr/kSoJEWu2GJRmEqCMZn9TfpCc4ZybAllWthbCRtSTRnadAo2BG/55VXSrJS9y3Ll7qpUq2Zx5OEETuEcPLiGGtxCHRrAYADP8ApvjnRenHfnY9Gac7KZY/gD5/MH/1GNkw==</latexit>

x
<latexit sha1_base64="m/xxJ4kD8ilb27fTo7Ez4e1Q0yQ=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbRRI4kXjxCIo8ENmR26IWR2dnNzKyREL7AiweN8eonefNvHGAPClbSSaWqO91dQSK4Nq777eQ2Nre2d/K7hb39g8Oj4vFJS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfj27nffkSleSzvzSRBP6JDyUPOqLFS46lfLLlldwGyTryMlCBDvV/86g1ilkYoDRNU667nJsafUmU4Ezgr9FKNCWVjOsSupZJGqP3p4tAZubDKgISxsiUNWai/J6Y00noSBbYzomakV725+J/XTU1Y9adcJqlByZaLwlQQE5P512TAFTIjJpZQpri9lbARVZQZm03BhuCtvrxOWpWyd1WuNK5LtWoWRx7O4BwuwYMbqMEd1KEJDBCe4RXenAfnxXl3PpatOSebOYU/cD5/AOSFjPY=</latexit>

y = f(x)
<latexit sha1_base64="O1HFgZphEuC34+9DDPV6gT8EzKk=">AAAB7XicbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRahXspuFexFKHjxWMF+QLuUbJptY7PJkmTFsvQ/ePGgiFf/jzf/jWm7B219MPB4b4aZeUHMmTau++3k1tY3Nrfy24Wd3b39g+LhUUvLRBHaJJJL1QmwppwJ2jTMcNqJFcVRwGk7GN/M/PYjVZpJcW8mMfUjPBQsZAQbK7Um12H56bxfLLkVdw60SryMlCBDo1/86g0kSSIqDOFY667nxsZPsTKMcDot9BJNY0zGeEi7lgocUe2n82un6MwqAxRKZUsYNFd/T6Q40noSBbYzwmakl72Z+J/XTUxY81Mm4sRQQRaLwoQjI9HsdTRgihLDJ5Zgopi9FZERVpgYG1DBhuAtv7xKWtWKd1Gp3l2W6rUsjjycwCmUwYMrqMMtNKAJBB7gGV7hzZHOi/PufCxac042cwx/4Hz+AMu5jpU=</latexit>

"
<latexit sha1_base64="tE8OqFMAeyq5iZOufGKET4nBImY="></latexit>

"
<latexit sha1_base64="tE8OqFMAeyq5iZOufGKET4nBImY="></latexit>

�
<latexit sha1_base64="DvMplvLoYuocbb5RpwxyFfMwp20=">AAACGHicdVBLSwMxGMz6rPVV9eglWAQPsmbXVttbwYvHCvYB26Vks9k2NPsgyQpl2Z/hxb/ixYMiXnvz35i+QEUHAsPMfMmX8RLOpELo01hZXVvf2CxsFbd3dvf2SweHbRmngtAWiXksuh6WlLOIthRTnHYTQXHocdrxRjdTv/NAhWRxdK/GCXVDPIhYwAhWWuqXLrLe7BJHDDw3Qyaya9WKfY5Mu4rqVl2TKrLqV5W851OucN4vlZchuAzBZQhaJpqhDBZo9kuTnh+TNKSRIhxL6VgoUW6GhWKE07zYSyVNMBnhAXU0jXBIpZvNdsrhqVZ8GMRCn0jBmfp9IsOhlOPQ08kQq6H87U3FvzwnVUHNzViUpIpGZP5QkHKoYjhtCfpMUKL4WBNMBNO7QjLEAhOluyzqEpY/hf+Ttm1al6Z9Vyk3aos6CuAYnIAzYIFr0AC3oAlagIBH8AxewZvxZLwY78bHPLpiLGaOwA8Yky8M0Zyh</latexit>

�
<latexit sha1_base64="DvMplvLoYuocbb5RpwxyFfMwp20=">AAACGHicdVBLSwMxGMz6rPVV9eglWAQPsmbXVttbwYvHCvYB26Vks9k2NPsgyQpl2Z/hxb/ixYMiXnvz35i+QEUHAsPMfMmX8RLOpELo01hZXVvf2CxsFbd3dvf2SweHbRmngtAWiXksuh6WlLOIthRTnHYTQXHocdrxRjdTv/NAhWRxdK/GCXVDPIhYwAhWWuqXLrLe7BJHDDw3Qyaya9WKfY5Mu4rqVl2TKrLqV5W851OucN4vlZchuAzBZQhaJpqhDBZo9kuTnh+TNKSRIhxL6VgoUW6GhWKE07zYSyVNMBnhAXU0jXBIpZvNdsrhqVZ8GMRCn0jBmfp9IsOhlOPQ08kQq6H87U3FvzwnVUHNzViUpIpGZP5QkHKoYjhtCfpMUKL4WBNMBNO7QjLEAhOluyzqEpY/hf+Ttm1al6Z9Vyk3aos6CuAYnIAzYIFr0AC3oAlagIBH8AxewZvxZLwY78bHPLpiLGaOwA8Yky8M0Zyh</latexit>

y⇤
<latexit sha1_base64="ALx9macU5VBwbgFWuSsiHRYWpl4=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSKIh5JUwR4LXjxWtB/QhrLZTtqlm03Y3Qih9Cd48aCIV3+RN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSK4Nq777aytb2xubRd2irt7+weHpaPjlo5TxbDJYhGrTkA1Ci6xabgR2EkU0igQ2A7GtzO//YRK81g+mixBP6JDyUPOqLHSQ9a/7JfKbsWdg6wSLydlyNHol756g5ilEUrDBNW667mJ8SdUGc4ETou9VGNC2ZgOsWuppBFqfzI/dUrOrTIgYaxsSUPm6u+JCY20zqLAdkbUjPSyNxP/87qpCWv+hMskNSjZYlGYCmJiMvubDLhCZkRmCWWK21sJG1FFmbHpFG0I3vLLq6RVrXhXler9dbley+MowCmcwQV4cAN1uIMGNIHBEJ7hFd4c4bw4787HonXNyWdO4A+czx8A5o2U</latexit>

x⇤<latexit sha1_base64="fKQukGq6wbHvE8ya7/sXIU+9hjc=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoMgHsJuFMwx4MVjRPOAZAmzk9lkyOzsMtMrhpBP8OJBEa9+kTf/xkmyB00saCiquunuChIpDLrut5NbW9/Y3MpvF3Z29/YPiodHTROnmvEGi2Ws2wE1XArFGyhQ8naiOY0CyVvB6Gbmtx65NiJWDzhOuB/RgRKhYBStdP/Uu+gVS27ZnYOsEi8jJchQ7xW/uv2YpRFXyCQ1puO5CfoTqlEwyaeFbmp4QtmIDnjHUkUjbvzJ/NQpObNKn4SxtqWQzNXfExMaGTOOAtsZURyaZW8m/ud1Ugyr/kSoJEWu2GJRmEqCMZn9TfpCc4ZybAllWthbCRtSTRnadAo2BG/55VXSrJS9y3Ll7qpUq2Zx5OEETuEcPLiGGtxCHRrAYADP8ApvjnRenHfnY9Gac7KZY/gD5/MH/1GNkw==</latexit>

y = f(x)
<latexit sha1_base64="O1HFgZphEuC34+9DDPV6gT8EzKk=">AAAB7XicbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRahXspuFexFKHjxWMF+QLuUbJptY7PJkmTFsvQ/ePGgiFf/jzf/jWm7B219MPB4b4aZeUHMmTau++3k1tY3Nrfy24Wd3b39g+LhUUvLRBHaJJJL1QmwppwJ2jTMcNqJFcVRwGk7GN/M/PYjVZpJcW8mMfUjPBQsZAQbK7Um12H56bxfLLkVdw60SryMlCBDo1/86g0kSSIqDOFY667nxsZPsTKMcDot9BJNY0zGeEi7lgocUe2n82un6MwqAxRKZUsYNFd/T6Q40noSBbYzwmakl72Z+J/XTUxY81Mm4sRQQRaLwoQjI9HsdTRgihLDJ5Zgopi9FZERVpgYG1DBhuAtv7xKWtWKd1Gp3l2W6rUsjjycwCmUwYMrqMMtNKAJBB7gGV7hzZHOi/PufCxac042cwx/4Hz+AMu5jpU=</latexit>

Illustration des "-�-Kriteriums der Stetigkeit in einem Stetigkeitspunkt: Für jedes " > 0 gibt es entsprechendes � > 0,

und je kleiner " ist, umso kleiner muss auch � gewählt werden.

y⇤
<latexit sha1_base64="ALx9macU5VBwbgFWuSsiHRYWpl4=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSKIh5JUwR4LXjxWtB/QhrLZTtqlm03Y3Qih9Cd48aCIV3+RN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSK4Nq777aytb2xubRd2irt7+weHpaPjlo5TxbDJYhGrTkA1Ci6xabgR2EkU0igQ2A7GtzO//YRK81g+mixBP6JDyUPOqLHSQ9a/7JfKbsWdg6wSLydlyNHol756g5ilEUrDBNW667mJ8SdUGc4ETou9VGNC2ZgOsWuppBFqfzI/dUrOrTIgYaxsSUPm6u+JCY20zqLAdkbUjPSyNxP/87qpCWv+hMskNSjZYlGYCmJiMvubDLhCZkRmCWWK21sJG1FFmbHpFG0I3vLLq6RVrXhXler9dbley+MowCmcwQV4cAN1uIMGNIHBEJ7hFd4c4bw4787HonXNyWdO4A+czx8A5o2U</latexit>

x⇤<latexit sha1_base64="fKQukGq6wbHvE8ya7/sXIU+9hjc=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoMgHsJuFMwx4MVjRPOAZAmzk9lkyOzsMtMrhpBP8OJBEa9+kTf/xkmyB00saCiquunuChIpDLrut5NbW9/Y3MpvF3Z29/YPiodHTROnmvEGi2Ws2wE1XArFGyhQ8naiOY0CyVvB6Gbmtx65NiJWDzhOuB/RgRKhYBStdP/Uu+gVS27ZnYOsEi8jJchQ7xW/uv2YpRFXyCQ1puO5CfoTqlEwyaeFbmp4QtmIDnjHUkUjbvzJ/NQpObNKn4SxtqWQzNXfExMaGTOOAtsZURyaZW8m/ud1Ugyr/kSoJEWu2GJRmEqCMZn9TfpCc4ZybAllWthbCRtSTRnadAo2BG/55VXSrJS9y3Ll7qpUq2Zx5OEETuEcPLiGGtxCHRrAYADP8ApvjnRenHfnY9Gac7KZY/gD5/MH/1GNkw==</latexit>

x
<latexit sha1_base64="m/xxJ4kD8ilb27fTo7Ez4e1Q0yQ=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbRRI4kXjxCIo8ENmR26IWR2dnNzKyREL7AiweN8eonefNvHGAPClbSSaWqO91dQSK4Nq777eQ2Nre2d/K7hb39g8Oj4vFJS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfj27nffkSleSzvzSRBP6JDyUPOqLFS46lfLLlldwGyTryMlCBDvV/86g1ilkYoDRNU667nJsafUmU4Ezgr9FKNCWVjOsSupZJGqP3p4tAZubDKgISxsiUNWai/J6Y00noSBbYzomakV725+J/XTU1Y9adcJqlByZaLwlQQE5P512TAFTIjJpZQpri9lbARVZQZm03BhuCtvrxOWpWyd1WuNK5LtWoWRx7O4BwuwYMbqMEd1KEJDBCe4RXenAfnxXl3PpatOSebOYU/cD5/AOSFjPY=</latexit>

y = f(x)
<latexit sha1_base64="O1HFgZphEuC34+9DDPV6gT8EzKk=">AAAB7XicbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRahXspuFexFKHjxWMF+QLuUbJptY7PJkmTFsvQ/ePGgiFf/jzf/jWm7B219MPB4b4aZeUHMmTau++3k1tY3Nrfy24Wd3b39g+LhUUvLRBHaJJJL1QmwppwJ2jTMcNqJFcVRwGk7GN/M/PYjVZpJcW8mMfUjPBQsZAQbK7Um12H56bxfLLkVdw60SryMlCBDo1/86g0kSSIqDOFY667nxsZPsTKMcDot9BJNY0zGeEi7lgocUe2n82un6MwqAxRKZUsYNFd/T6Q40noSBbYzwmakl72Z+J/XTUxY81Mm4sRQQRaLwoQjI9HsdTRgihLDJ5Zgopi9FZERVpgYG1DBhuAtv7xKWtWKd1Gp3l2W6rUsjjycwCmUwYMrqMMtNKAJBB7gGV7hzZHOi/PufCxac042cwx/4Hz+AMu5jpU=</latexit>

"
<latexit sha1_base64="5dYzBKExQnA2CDOgsW69UaGw+z0=">AAACHXicdZBNS8MwGMdTX+d8q3r0EhyChzHaOXXeBl48TnAvsJaRZtkWlqYlSQej9It48at48aCIBy/itzHrWlHRBwJ/fs//SZ78vZBRqSzrw1haXlldWy9sFDe3tnd2zb39tgwigUkLBywQXQ9JwignLUUVI91QEOR7jHS8ydW835kSIWnAb9UsJK6PRpwOKUZKo75Zi530kp4YeW5sVc4s+/LcLlsVK61yThJnigQJJWUBT/pmKecwd8IvYmekBLJq9s03ZxDgyCdcYYak7NlWqNwYCUUxI0nRiSQJEZ6gEelpyZFPpBuniyXwWJMBHAZCH65gSr9PxMiXcuZ72ukjNZa/e3P4V68XqWHdjSkPI0U4Xjw0jBhUAZxHBQdUEKzYTAuEBdW7QjxGAmGlAy3qEPKfwv9Fu1qxTyvVm1qpUc/iKIBDcAROgA0uQANcgyZoAQzuwAN4As/GvfFovBivC+uSkc0cgB9lvH8CG0Oe1A==</latexit>

"
<latexit sha1_base64="5dYzBKExQnA2CDOgsW69UaGw+z0=">AAACHXicdZBNS8MwGMdTX+d8q3r0EhyChzHaOXXeBl48TnAvsJaRZtkWlqYlSQej9It48at48aCIBy/itzHrWlHRBwJ/fs//SZ78vZBRqSzrw1haXlldWy9sFDe3tnd2zb39tgwigUkLBywQXQ9JwignLUUVI91QEOR7jHS8ydW835kSIWnAb9UsJK6PRpwOKUZKo75Zi530kp4YeW5sVc4s+/LcLlsVK61yThJnigQJJWUBT/pmKecwd8IvYmekBLJq9s03ZxDgyCdcYYak7NlWqNwYCUUxI0nRiSQJEZ6gEelpyZFPpBuniyXwWJMBHAZCH65gSr9PxMiXcuZ72ukjNZa/e3P4V68XqWHdjSkPI0U4Xjw0jBhUAZxHBQdUEKzYTAuEBdW7QjxGAmGlAy3qEPKfwv9Fu1qxTyvVm1qpUc/iKIBDcAROgA0uQANcgyZoAQzuwAN4As/GvfFovBivC+uSkc0cgB9lvH8CG0Oe1A==</latexit>

Illustration des "-�-Kriteriums der Stetigkeit in einem Unstetigkeitspunkt: Für gewisse Werte von " > 0 kann kein

� > 0 mit den gewünschten Eigenschaften gefunden werden.
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8.1. Stetigkeit 169

Verallgemeinerung Alle bisher eingeführten Konzepte können auf Funktionen
f : D ! V mitD ⇢ R übertragen werden, sofern V ein beliebiger endlich-dimensionaler
Vektorraum ist und der Betrag |·| ggf. durch eine Norm k·k ersetzt wird. Insbesondere
gilt: Eine Abbildung f : D ! C ist genau dann stetig, wenn Re (f) : D ! R und
Im (f) : D ! R stetig sind, und eine Abbildung f : D ! Cn oder f : D ! C(n,m) ist
genau dann stetig, wenn jede Komponentenabbildung stetig ist.

Beispiel Die Formeln z(x) = exp (�x2) + i · (x3 � 2) sowie

v(x) =

0

@
3x
�x2

4x3

1

A , A(x) =

✓
cos (x) sin (x)
� sin (x) cos (x)

◆
+

✓
0 i · x

�i · x 0

◆

definieren stetige Abbildungen z : R ! C, v : R ! R3, A : R ! C(2,2), eben weil jede
Komponente stetig von x abhängt.

Stetige Funktionen auf kompakten Intervallen

Bemerkung Ein Intervall [a, b] mit �1 < a < b < 1 wird kompakt genannt.
Es handelt sich insbesondere um eine beschränkte Menge, die darüber hinaus auch
abgeschlossen unter Konvergenz ist. Letzteres meint, dass für jede Folge (xn)n2N, deren
Glieder sämtlich in [a, b] liegen und die konvergiert, der Grenzwert x1 auch im Intervall
[a, b] liegt. Beachte, dass ein o↵enes Intervall nicht abgeschlossen unter Konvergenz
ist; die Glieder der Folge (1/n)

n2N liegen zum Beispiel alle im Intervall (0, 2), aber der
Grenzwert 0 liegt außerhalb.

Theorem (Zwischenwertsatz) Sei f : [a, b] ! R eine stetige Funktion auf dem
kompakten Intervall [a, b]. Gilt f(a) < f(b), so existiert für jedes y⇤ mit f(a) < y⇤ <
f(b) mindestens ein x⇤ 2 [a, b], so dass y⇤ = f(x⇤). Eine analoge Aussage gilt für
f(a) > f(b).

Beweis, Teil 1 : Wir definieren rekursiv zwei Folgen (an)n2N0
und (bn)n2N0

durch die
Anfangsbedingung

a0 := a , b0 := b

sowie den folgenden Iterationsschritt n n+ 1: Wir betrachten

xn :=
an + bn

2

und nutzen eine der folgenden Alternativen:

1. Gilt f(xn) = y⇤, so sind wir fertig und können mit x⇤ := xn sofort abbrechen.

2. Gilt f(xn) < y⇤, so setzen wir an+1 := xn und bn+1 := bn.

3. Gilt f(xn) > y⇤, so setzen wir an+1 := an und bn+1 := xn.

Beweis, Teil 2 : Es kann nun sein, dass unser Algorithmus nach endlich vielen Schritten
ein geeignetes x liefert. Andernfalls zeigt man leicht durch Induktion über n, dass

f(an) < y⇤ < f(bn), an  an+1 , bn+1  bn , an  xn  bn
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170 8. Stetigkeit und Di↵erenzierbarkeit

sowie

bn+1 � an+1 =
bn � an

2
=

b0 � a0
2n

für alle n 2 N0 gilt. Mit anderen Worten, an bzw. bn wachsen bzw. fallen mit n und
die Di↵erenz halbiert sich in jedem Schritt. Insbesondere existiert nach dem Sandwich-
Prinzip ein x1 2 [a, b] mit

x1 = lim
n!1

xn = lim
n!1

an = lim
n!1

bn ,

und nach Konstruktion sowie der Stetigkeit von f folgt

lim
n!1

f(an) = f(x1)  y⇤  f(x1) = lim
n!1

f(bn)

und damit f(x1) = y⇤. Das ist gerade die erste Behauptung mit x⇤ := x1. Der
Beweis der zweiten Behauptung kann analog geführt werden (Übungsaufgabe), sofern
die Ordnungsrelationen angepasst werden.

b1
<latexit sha1_base64="K4q5y/NNsirV2dD8ZCCQSz3uDk4=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqYI8FLx4r2g9oQ9lsN+3SzSbsToQS+hO8eFDEq7/Im//GbZuDtj4YeLw3w8y8IJHCoOt+O4WNza3tneJuaW//4PCofHzSNnGqGW+xWMa6G1DDpVC8hQIl7yaa0yiQvBNMbud+54lrI2L1iNOE+xEdKREKRtFKD8HAG5QrbtVdgKwTLycVyNEclL/6w5ilEVfIJDWm57kJ+hnVKJjks1I/NTyhbEJHvGepohE3frY4dUYurDIkYaxtKSQL9fdERiNjplFgOyOKY7PqzcX/vF6KYd3PhEpS5IotF4WpJBiT+d9kKDRnKKeWUKaFvZWwMdWUoU2nZEPwVl9eJ+1a1buq1u6vK416HkcRzuAcLsGDG2jAHTShBQxG8Ayv8OZI58V5dz6WrQUnnzmFP3A+fwDoaY2E</latexit>

b2
<latexit sha1_base64="OJBJAP111QxmVmbJ9G2rag8b5Fc=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqYI8FLx4r2g9oQ9lsJ+3SzSbsboQS+hO8eFDEq7/Im//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgobm1vbO8Xd0t7+weFR+fikreNUMWyxWMSqG1CNgktsGW4EdhOFNAoEdoLJ7dzvPKHSPJaPZpqgH9GR5CFn1FjpIRjUBuWKW3UXIOvEy0kFcjQH5a/+MGZphNIwQbXueW5i/Iwqw5nAWamfakwom9AR9iyVNELtZ4tTZ+TCKkMSxsqWNGSh/p7IaKT1NApsZ0TNWK96c/E/r5easO5nXCapQcmWi8JUEBOT+d9kyBUyI6aWUKa4vZWwMVWUGZtOyYbgrb68Ttq1qndVrd1fVxr1PI4inME5XIIHN9CAO2hCCxiM4Ble4c0Rzovz7nwsWwtOPnMKf+B8/gDp7Y2F</latexit>

a3
<latexit sha1_base64="/Idwnirk4tqIgIfiYG6EN8rSRW8=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lawR4LXjxWtLXQhrLZbtqlm03YnQgl9Cd48aCIV3+RN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSKFQdf9dgobm1vbO8Xd0t7+weFR+fikY+JUM95msYx1N6CGS6F4GwVK3k00p1Eg+WMwuZn7j09cGxGrB5wm3I/oSIlQMIpWuqeD+qBccavuAmSdeDmpQI7WoPzVH8YsjbhCJqkxPc9N0M+oRsEkn5X6qeEJZRM64j1LFY248bPFqTNyYZUhCWNtSyFZqL8nMhoZM40C2xlRHJtVby7+5/VSDBt+JlSSIldsuShMJcGYzP8mQ6E5Qzm1hDIt7K2EjammDG06JRuCt/ryOunUql69Wru7qjQbeRxFOINzuAQPrqEJt9CCNjAYwTO8wpsjnRfn3flYthacfOYU/sD5/AHp642F</latexit>

b3
<latexit sha1_base64="thEHWATQdH+nPRgV8/+7W4eaKjY=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lawR4LXjxWtLXQhrLZbtqlm03YnQgl9Cd48aCIV3+RN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSKFQdf9dgobm1vbO8Xd0t7+weFR+fikY+JUM95msYx1N6CGS6F4GwVK3k00p1Eg+WMwuZn7j09cGxGrB5wm3I/oSIlQMIpWug8G9UG54lbdBcg68XJSgRytQfmrP4xZGnGFTFJjep6boJ9RjYJJPiv1U8MTyiZ0xHuWKhpx42eLU2fkwipDEsbalkKyUH9PZDQyZhoFtjOiODar3lz8z+ulGDb8TKgkRa7YclGYSoIxmf9NhkJzhnJqCWVa2FsJG1NNGdp0SjYEb/XlddKpVb16tXZ3VWk28jiKcAbncAkeXEMTbqEFbWAwgmd4hTdHOi/Ou/OxbC04+cwp/IHz+QPrcY2G</latexit>

a0
<latexit sha1_base64="8rom9iVu0OzSmmBWXyeFA1fviQs=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqYI8FLx4r2g9oQ9lsN+3SzSbsToQS+hO8eFDEq7/Im//GbZuDtj4YeLw3w8y8IJHCoOt+O4WNza3tneJuaW//4PCofHzSNnGqGW+xWMa6G1DDpVC8hQIl7yaa0yiQvBNMbud+54lrI2L1iNOE+xEdKREKRtFKD3TgDsoVt+ouQNaJl5MK5GgOyl/9YczSiCtkkhrT89wE/YxqFEzyWamfGp5QNqEj3rNU0YgbP1ucOiMXVhmSMNa2FJKF+nsio5Ex0yiwnRHFsVn15uJ/Xi/FsO5nQiUpcsWWi8JUEozJ/G8yFJozlFNLKNPC3krYmGrK0KZTsiF4qy+vk3at6l1Va/fXlUY9j6MIZ3AOl+DBDTTgDprQAgYjeIZXeHOk8+K8Ox/L1oKTz5zCHzifP+VfjYI=</latexit>

b0
<latexit sha1_base64="XSV8EI0r7Xe7lkQSTLAMEFIl85Q=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqYI8FLx4r2g9oQ9lsN+3SzSbsToQS+hO8eFDEq7/Im//GbZuDtj4YeLw3w8y8IJHCoOt+O4WNza3tneJuaW//4PCofHzSNnGqGW+xWMa6G1DDpVC8hQIl7yaa0yiQvBNMbud+54lrI2L1iNOE+xEdKREKRtFKD8HAHZQrbtVdgKwTLycVyNEclL/6w5ilEVfIJDWm57kJ+hnVKJjks1I/NTyhbEJHvGepohE3frY4dUYurDIkYaxtKSQL9fdERiNjplFgOyOKY7PqzcX/vF6KYd3PhEpS5IotF4WpJBiT+d9kKDRnKKeWUKaFvZWwMdWUoU2nZEPwVl9eJ+1a1buq1u6vK416HkcRzuAcLsGDG2jAHTShBQxG8Ayv8OZI58V5dz6WrQUnnzmFP3A+fwDm5Y2D</latexit>

a1<latexit sha1_base64="4Ne7BGLgARm4vL182tBEf2q4qxc=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqYI8FLx4r2g9oQ9lsN+3SzSbsToQS+hO8eFDEq7/Im//GbZuDtj4YeLw3w8y8IJHCoOt+O4WNza3tneJuaW//4PCofHzSNnGqGW+xWMa6G1DDpVC8hQIl7yaa0yiQvBNMbud+54lrI2L1iNOE+xEdKREKRtFKD3TgDcoVt+ouQNaJl5MK5GgOyl/9YczSiCtkkhrT89wE/YxqFEzyWamfGp5QNqEj3rNU0YgbP1ucOiMXVhmSMNa2FJKF+nsio5Ex0yiwnRHFsVn15uJ/Xi/FsO5nQiUpcsWWi8JUEozJ/G8yFJozlFNLKNPC3krYmGrK0KZTsiF4qy+vk3at6l1Va/fXlUY9j6MIZ3AOl+DBDTTgDprQAgYjeIZXeHOk8+K8Ox/L1oKTz5zCHzifP+bjjYM=</latexit>

a2<latexit sha1_base64="g1WdqgKjT3vgE78E6Lol1KJPq1I=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqYI8FLx4r2g9oQ9lsN+3SzSbsToQS+hO8eFDEq7/Im//GbZuDtj4YeLw3w8y8IJHCoOt+O4WNza3tneJuaW//4PCofHzSNnGqGW+xWMa6G1DDpVC8hQIl7yaa0yiQvBNMbud+54lrI2L1iNOE+xEdKREKRtFKD3RQG5QrbtVdgKwTLycVyNEclL/6w5ilEVfIJDWm57kJ+hnVKJjks1I/NTyhbEJHvGepohE3frY4dUYurDIkYaxtKSQL9fdERiNjplFgOyOKY7PqzcX/vF6KYd3PhEpS5IotF4WpJBiT+d9kKDRnKKeWUKaFvZWwMdWUoU2nZEPwVl9eJ+1a1buq1u6vK416HkcRzuAcLsGDG2jAHTShBQxG8Ayv8OZI58V5dz6WrQUnnzmFP3A+fwDoZ42E</latexit>

x
<latexit sha1_base64="m/xxJ4kD8ilb27fTo7Ez4e1Q0yQ=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbRRI4kXjxCIo8ENmR26IWR2dnNzKyREL7AiweN8eonefNvHGAPClbSSaWqO91dQSK4Nq777eQ2Nre2d/K7hb39g8Oj4vFJS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfj27nffkSleSzvzSRBP6JDyUPOqLFS46lfLLlldwGyTryMlCBDvV/86g1ilkYoDRNU667nJsafUmU4Ezgr9FKNCWVjOsSupZJGqP3p4tAZubDKgISxsiUNWai/J6Y00noSBbYzomakV725+J/XTU1Y9adcJqlByZaLwlQQE5P512TAFTIjJpZQpri9lbARVZQZm03BhuCtvrxOWpWyd1WuNK5LtWoWRx7O4BwuwYMbqMEd1KEJDBCe4RXenAfnxXl3PpatOSebOYU/cD5/AOSFjPY=</latexit>

y = f(x)
<latexit sha1_base64="O1HFgZphEuC34+9DDPV6gT8EzKk=">AAAB7XicbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRahXspuFexFKHjxWMF+QLuUbJptY7PJkmTFsvQ/ePGgiFf/jzf/jWm7B219MPB4b4aZeUHMmTau++3k1tY3Nrfy24Wd3b39g+LhUUvLRBHaJJJL1QmwppwJ2jTMcNqJFcVRwGk7GN/M/PYjVZpJcW8mMfUjPBQsZAQbK7Um12H56bxfLLkVdw60SryMlCBDo1/86g0kSSIqDOFY667nxsZPsTKMcDot9BJNY0zGeEi7lgocUe2n82un6MwqAxRKZUsYNFd/T6Q40noSBbYzwmakl72Z+J/XTUxY81Mm4sRQQRaLwoQjI9HsdTRgihLDJ5Zgopi9FZERVpgYG1DBhuAtv7xKWtWKd1Gp3l2W6rUsjjycwCmUwYMrqMMtNKAJBB7gGV7hzZHOi/PufCxac042cwx/4Hz+AMu5jpU=</latexit>

b
<latexit sha1_base64="xXd3m+fmNwPVLSWXiWDxPCmIYdk=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KkkV7LHgxWML9gPaUDbbSbt2swm7G6GE/gIvHhTx6k/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvSATXxnW/nY3Nre2d3cJecf/g8Oi4dHLa1nGqGLZYLGLVDahGwSW2DDcCu4lCGgUCO8Hkbu53nlBpHssHM03Qj+hI8pAzaqzUDAalsltxFyDrxMtJGXI0BqWv/jBmaYTSMEG17nluYvyMKsOZwFmxn2pMKJvQEfYslTRC7WeLQ2fk0ipDEsbKljRkof6eyGik9TQKbGdEzVivenPxP6+XmrDmZ1wmqUHJlovCVBATk/nXZMgVMiOmllCmuL2VsDFVlBmbTdGG4K2+vE7a1Yp3Xak2b8r1Wh5HAc7hAq7Ag1uowz00oAUMEJ7hFd6cR+fFeXc+lq0bTj5zBn/gfP4Awy2M4A==</latexit>

a
<latexit sha1_base64="QpdaHAtULVhjrSKI0wwDhZf7M2g=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KkkV7LHgxWML9gPaUDbbSbt2swm7G6GE/gIvHhTx6k/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvSATXxnW/nY3Nre2d3cJecf/g8Oi4dHLa1nGqGLZYLGLVDahGwSW2DDcCu4lCGgUCO8Hkbu53nlBpHssHM03Qj+hI8pAzaqzUpINS2a24C5B14uWkDDkag9JXfxizNEJpmKBa9zw3MX5GleFM4KzYTzUmlE3oCHuWShqh9rPFoTNyaZUhCWNlSxqyUH9PZDTSehoFtjOiZqxXvbn4n9dLTVjzMy6T1KBky0VhKoiJyfxrMuQKmRFTSyhT3N5K2JgqyozNpmhD8FZfXiftasW7rlSbN+V6LY+jAOdwAVfgwS3U4R4a0AIGCM/wCm/Oo/PivDsfy9YNJ585gz9wPn8AwamM3w==</latexit>

f(a)
<latexit sha1_base64="QZxVcbvANReLhb0GWSVcv15/IR8=">AAAB63icbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRahXspuK9hjwYvHCvYD2qVk02wbmmSXJCuUpX/BiwdFvPqHvPlvzLZ70NYHA4/3ZpiZF8ScaeO6305ha3tnd6+4Xzo4PDo+KZ+edXWUKEI7JOKR6gdYU84k7RhmOO3HimIRcNoLZneZ33uiSrNIPpp5TH2BJ5KFjGCTSWEVX4/KFbfmLoE2iZeTCuRoj8pfw3FEEkGlIRxrPfDc2PgpVoYRThelYaJpjMkMT+jAUokF1X66vHWBrqwyRmGkbEmDlurviRQLrecisJ0Cm6le9zLxP2+QmLDpp0zGiaGSrBaFCUcmQtnjaMwUJYbPLcFEMXsrIlOsMDE2npINwVt/eZN06zWvUas/3FRazTyOIlzAJVTBg1towT20oQMEpvAMr/DmCOfFeXc+Vq0FJ585hz9wPn8AR7iNtA==</latexit>

f(b)
<latexit sha1_base64="4SgexGZBjsEAiCDJW4DJ/MM/23s=">AAAB63icbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRahXspuK9hjwYvHCvYD2qVk02wbmmSXJCuUpX/BiwdFvPqHvPlvzLZ70NYHA4/3ZpiZF8ScaeO6305ha3tnd6+4Xzo4PDo+KZ+edXWUKEI7JOKR6gdYU84k7RhmOO3HimIRcNoLZneZ33uiSrNIPpp5TH2BJ5KFjGCTSWE1uB6VK27NXQJtEi8nFcjRHpW/huOIJIJKQzjWeuC5sfFTrAwjnC5Kw0TTGJMZntCBpRILqv10eesCXVlljMJI2ZIGLdXfEykWWs9FYDsFNlO97mXif94gMWHTT5mME0MlWS0KE45MhLLH0ZgpSgyfW4KJYvZWRKZYYWJsPCUbgrf+8ibp1mteo1Z/uKm0mnkcRbiAS6iCB7fQgntoQwcITOEZXuHNEc6L8+58rFoLTj5zDn/gfP4AST2NtQ==</latexit>

x⇤<latexit sha1_base64="bIxn+dBlZUKWym2VbGKW5vKtVQ4=">AAACFXicdVBLSwMxGMz6rPW16tFLsAgiZcmuXe2x4MVjBfuAdlmyabYNzT5IsmJZ+ie8+Fe8eFDEq+DNf2P6AhUdCAwz8yVfJkg5kwqhT2NpeWV1bb2wUdzc2t7ZNff2mzLJBKENkvBEtAMsKWcxbSimOG2nguIo4LQVDC8nfuuWCsmS+EaNUupFuB+zkBGstOSb5bw7vaQj+oGXIwuduxW7WkaWi+yq7WriuDZCzvjOPx37ZmmRgIsEXCSgbaEpSmCOum9+dHsJySIaK8KxlB0bpcrLsVCMcDoudjNJU0yGuE87msY4otLLpwuN4bFWejBMhD6xglP1+0SOIylHUaCTEVYD+dubiH95nUyFVS9ncZopGpPZQ2HGoUrgpCLYY4ISxUeaYCKY3hWSARaYKF1kUZew+Cn8nzQdyz6znOtKqVad11EAh+AInAAbXIAauAJ10AAE3INH8AxejAfjyXg13mbRJWM+cwB+wHj/AiOXmvo=</latexit>

y⇤
<latexit sha1_base64="FtjGkN+s8YxjHUz2P8NreG7cdDM=">AAACFXicdVBLSwMxGMzWV62vVY9egkUQKUt27WqPBS8eK9gHbJeSTdM2NPsgyQpl6Z/w4l/x4kERr4I3/43pY0FFBwLDzHzJlwkSzqRC6NMorKyurW8UN0tb2zu7e+b+QUvGqSC0SWIei06AJeUsok3FFKedRFAcBpy2g/HVzG/fUSFZHN2qSUL9EA8jNmAEKy31zErWnV/iiWHgZ8hCF27VrlWQ5SK7ZruaOK6NkDOd9M6mPbOcJ2CegHkC2haaowyWaPTMj24/JmlII0U4ltKzUaL8DAvFCKfTUjeVNMFkjIfU0zTCIZV+Nl9oCk+00oeDWOgTKThXv09kOJRyEgY6GWI1kr+9mfiX56VqUPMzFiWpohFZPDRIOVQxnFUE+0xQovhEE0wE07tCMsICE6WLLOkS8p/C/0nLsexzy7mpluu1ZR1FcASOwSmwwSWog2vQAE1AwD14BM/gxXgwnoxX420RLRjLmUPwA8b7FyUemvs=</latexit>

y⇤
<latexit sha1_base64="ed1Rvr/KjB0g7kVw4gxXQOU8wvE=">AAACFXicdVBLSwMxGMzWV62vVY9egkUQKUt2bbW9Fbx4rGAfsF1KNk3b0OyDJCuUpX/Ci3/FiwdFvAre/DemjwUVHQgMM/MlX8aPOZMKoU8jt7K6tr6R3yxsbe/s7pn7By0ZJYLQJol4JDo+lpSzkDYVU5x2YkFx4HPa9sdXM799R4VkUXirJjH1AjwM2YARrLTUM0tpd36JK4a+lyILOdVK2Skhy6mgml3TpILs2kV5OumdTXtmMUvALAGzBLQtNEcRLNHomR/dfkSSgIaKcCyla6NYeSkWihFOp4VuImmMyRgPqatpiAMqvXS+0BSeaKUPB5HQJ1Rwrn6fSHEg5STwdTLAaiR/ezPxL89N1KDqpSyME0VDsnhokHCoIjirCPaZoETxiSaYCKZ3hWSEBSZKF1nQJWQ/hf+TlmPZ55ZzUy7Wq8s68uAIHINTYINLUAfXoAGagIB78AiewYvxYDwZr8bbIpozljOH4AeM9y9aKJsf</latexit>

x⇤<latexit sha1_base64="KVer4JEENkHuCK5lCwW9O2xFp20=">AAACFXicdVBLSwMxGMz6rPW16tFLsAgiZcmurba3ghePFewD2qVk07QNzT5IsmJZ+ie8+Fe8eFDEq+DNf2O67YKKDgSGmfmSL+NFnEmF0KextLyyurae28hvbm3v7Jp7+00ZxoLQBgl5KNoelpSzgDYUU5y2I0Gx73Ha8saXM791S4VkYXCjJhF1fTwM2IARrLTUM4tJN72kI4aemyALOZVyySkiyymjql3VpIzs6nlpetc7nfbMQpaAWQJmCWhbKEUBLFDvmR/dfkhinwaKcCxlx0aRchMsFCOcTvPdWNIIkzEe0o6mAfapdJN0oSk81kofDkKhT6Bgqn6fSLAv5cT3dNLHaiR/ezPxL68Tq0HFTVgQxYoGZP7QIOZQhXBWEewzQYniE00wEUzvCskIC0yULjKvS8h+Cv8nTceyzyznulSoVRZ15MAhOAInwAYXoAauQB00AAH34BE8gxfjwXgyXo23eXTJWMwcgB8w3r8AWKGbHg==</latexit>

x
<latexit sha1_base64="m/xxJ4kD8ilb27fTo7Ez4e1Q0yQ=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbRRI4kXjxCIo8ENmR26IWR2dnNzKyREL7AiweN8eonefNvHGAPClbSSaWqO91dQSK4Nq777eQ2Nre2d/K7hb39g8Oj4vFJS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfj27nffkSleSzvzSRBP6JDyUPOqLFS46lfLLlldwGyTryMlCBDvV/86g1ilkYoDRNU667nJsafUmU4Ezgr9FKNCWVjOsSupZJGqP3p4tAZubDKgISxsiUNWai/J6Y00noSBbYzomakV725+J/XTU1Y9adcJqlByZaLwlQQE5P512TAFTIjJpZQpri9lbARVZQZm03BhuCtvrxOWpWyd1WuNK5LtWoWRx7O4BwuwYMbqMEd1KEJDBCe4RXenAfnxXl3PpatOSebOYU/cD5/AOSFjPY=</latexit>

y = f(x)
<latexit sha1_base64="O1HFgZphEuC34+9DDPV6gT8EzKk=">AAAB7XicbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRahXspuFexFKHjxWMF+QLuUbJptY7PJkmTFsvQ/ePGgiFf/jzf/jWm7B219MPB4b4aZeUHMmTau++3k1tY3Nrfy24Wd3b39g+LhUUvLRBHaJJJL1QmwppwJ2jTMcNqJFcVRwGk7GN/M/PYjVZpJcW8mMfUjPBQsZAQbK7Um12H56bxfLLkVdw60SryMlCBDo1/86g0kSSIqDOFY667nxsZPsTKMcDot9BJNY0zGeEi7lgocUe2n82un6MwqAxRKZUsYNFd/T6Q40noSBbYzwmakl72Z+J/XTUxY81Mm4sRQQRaLwoQjI9HsdTRgihLDJ5Zgopi9FZERVpgYG1DBhuAtv7xKWtWKd1Gp3l2W6rUsjjycwCmUwYMrqMMtNKAJBB7gGV7hzZHOi/PufCxac042cwx/4Hz+AMu5jpU=</latexit>

xn<latexit sha1_base64="TTBmzjk8kGkVdsnV8JGjdht4iNc=">AAACFXicdVBLSwMxGMz6rPVV9eglWAQPpez2QdtbwYvHCvYB22XJptk2NJtdkqxYlv4JL/4VLx4U8Sp489+YbrugogOBYWa+5Mt4EaNSmeansba+sbm1ndvJ7+7tHxwWjo57MowFJl0cslAMPCQJo5x0FVWMDCJBUOAx0vemlwu/f0uEpCG/UbOIOAEac+pTjJSW3EIpGaaX2GLsOYlZrpkajVJKLLOqSavVrNdb8zuXz91CMUvALAGzBLTKZooiWKHjFj6GoxDHAeEKMySlbZmRchIkFMWMzPPDWJII4SkaE1tTjgIinSRdaA7PtTKCfij04Qqm6veJBAVSzgJPJwOkJvK3txD/8uxY+U0noTyKFeF4+ZAfM6hCuKgIjqggWLGZJggLqneFeIIEwkoXmdclZD+F/5NepWxVy5XrWrHdXNWRA6fgDFwACzRAG1yBDugCDO7BI3gGL8aD8WS8Gm/L6JqxmjkBP2C8fwGl55tS</latexit>

y⇤
<latexit sha1_base64="19z4TFos3GaIMNg1rDySVF3SxL0="></latexit>

bn
<latexit sha1_base64="kKN1nUTAKfImKzNckG3hAPQ7ajg=">AAACFXicdVBLSwMxGMzWV62vqkcvwSJ4KMtuH7S9Fbx4rGAf0C5LNs22odnskmSFsvRPePGvePGgiFfBm//GdNsFFR0IDDPzJV/GixiVyrI+jdzG5tb2Tn63sLd/cHhUPD7pyTAWmHRxyEIx8JAkjHLSVVQxMogEQYHHSN+bXS39/h0Rkob8Vs0j4gRowqlPMVJacovlZJReMhQTz0kss2ZpNMopsa2qJq1Ws15vLTyXL9xiKUvALAGzBLRNK0UJrNFxix+jcYjjgHCFGZJyaFuRchIkFMWMLAqjWJII4RmakKGmHAVEOkm60AJeaGUM/VDowxVM1e8TCQqknAeeTgZITeVvbyn+5Q1j5TedhPIoVoTj1UN+zKAK4bIiOKaCYMXmmiAsqN4V4ikSCCtdZEGXkP0U/k96FdOumpWbWqndXNeRB2fgHFwCGzRAG1yDDugCDO7BI3gGL8aD8WS8Gm+raM5Yz5yCHzDevwCETZs8</latexit>

an<latexit sha1_base64="NzCZUX6A9O8AO0H/EonfO3gD7xA=">AAACFXicdVBLSwMxGMzWV62vqkcvwSJ4KMtuH7S9Fbx4rGAf0C5LNs22odnskmSFsvRPePGvePGgiFfBm//GdNsFFR0IDDPzJV/GixiVyrI+jdzG5tb2Tn63sLd/cHhUPD7pyTAWmHRxyEIx8JAkjHLSVVQxMogEQYHHSN+bXS39/h0Rkob8Vs0j4gRowqlPMVJacovlZJReMhQTz0kss2ZpNMopsa2qJq1Ws15vLZDLF26xlCVgloBZAtqmlaIE1ui4xY/ROMRxQLjCDEk5tK1IOQkSimJGFoVRLEmE8AxNyFBTjgIinSRdaAEvtDKGfij04Qqm6veJBAVSzgNPJwOkpvK3txT/8oax8ptOQnkUK8Lx6iE/ZlCFcFkRHFNBsGJzTRAWVO8K8RQJhJUusqBLyH4K/ye9imlXzcpNrdRuruvIgzNwDi6BDRqgDa5BB3QBBvfgETyDF+PBeDJejbdVNGesZ07BDxjvX4LGmzs=</latexit>

an+1
<latexit sha1_base64="GrP9QiV0fHQW76IIOY7uJAgrzL0="></latexit>

bn+1
<latexit sha1_base64="rjJzQz9IsQ5XRJM7qrlnZzkY5V0=">AAACGXicdVBLSwMxGMz6rPW16tFLsAiCsmTbLra3ghePFewD2qVk07QNzWaXJCuUZf+GF/+KFw+KeNST/8b0BSo6EBhm5ku+TBBzpjRCn9bK6tr6xmZuK7+9s7u3bx8cNlWUSEIbJOKRbAdYUc4EbWimOW3HkuIw4LQVjK+mfuuOSsUicasnMfVDPBRswAjWRurZKO3OLunIYeCnyEFe1XPRBXI85FZLU1KtVsqelwW9VJy7WdazC8sUXKbgMgVdB81QAAvUe/Z7tx+RJKRCE46V6rgo1n6KpWaE0yzfTRSNMRnjIe0YKnBIlZ/OlsrgqVH6cBBJc4SGM/X7RIpDpSZhYJIh1iP125uKf3mdRA8qfspEnGgqyPyhQcKhjuC0JthnkhLNJ4ZgIpnZFZIRlphoU2belLD8KfyfNIuOW3KKN+VCrbKoIweOwQk4Ay64BDVwDeqgAQi4B4/gGbxYD9aT9Wq9zaMr1mLmCPyA9fEFfOmc1A==</latexit>

xn+1
<latexit sha1_base64="YxEuVnxR8Jh2nv4eBn0TZEFPSBA="></latexit>

lllustration der Aussage (links) und des Beweis (rechts) des Zwischenwertsatzes sowie der entsprechenden

Intervallschachtelung (Mitte), die durch sukzessives Halbieren entsteht.

Bemerkung Die im Beweis des Zwischenwertsatzes verwendete Methode ist ein Bei-
spiel für eine Intervallschachtelung. Dies ist ein sehr robustes Konzept, dass in vielen
Bereichen angewendet werden kann.

Folgerung Sei f : [a, b] ! R stetig mit

f(a) < 0 < f(b) oder f(a) > 0 > f(b) .

Dann besitzt f mindestens eine reelle Nullstelle im Intervall [a, b].

Folgerung Jedes reelle Polynom ungerader Ordnung besitzt mindestens eine reelle
Nullstelle.

Beweis : Je nach Vorzeichen des Koe�zienten vor der höchsten x Potenz gilt entweder

lim
x&�1

f(x) = �1 und lim
x%+1

f(x) = +1

oder

lim
x&�1

f(x) = +1 und lim
x%+1

f(x) = �1 .

Insbesondere können immer a, b 2 R gefunden werden, so dass die vorherige Folgerung
angewendet werden kann.
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8.1. Stetigkeit 171

Vorlesung 23, 16. Dezember 2019

Theorem (Minima und Maxima) Sei f : [a, b] :! R stetig auf dem kompakten
Intervall [a, b]. Dann existieren x, x 2 [a, b], so dass

f(x) = max
�
f(x) : x 2 [a, b]

 
, f(x) = min

�
f(x) : x 2 [a, b]

 
.

Man schreibt

f(x) = maxaxb f(x) = max f , x = argmax
axb

f(x) = argmax f

und nennt f(x) bzw. x das Maximum bzw. einen Maximierer (oder eine Maximalstelle)
von f . Analoge Notationen und Bezeichnungen verwendet man für das Minimum f(x)
und den Minimierer x.

Beweis : Im ersten Teil betrachten wir eine maximierende Folge (xn)n2N ⇢ [a, b] mit

f(xn)
n!1����! sup f := sup

�
f(x) : x 2 [a, b]

 
.

Ein solche Folge existiert immer, denn wir können nach Definition des Supremums zum
Beispiel für jedes n 2 N eine Zahl xn 2 [a, b] wählen, so dass

sup f � 1

n
< f(xn)  sup f .

Da das Intervall [a, b] sowohl beschränkt als auch abgeschlossen ist, gibt es (siehe den
Satz von Bolzano-Weierstraß) eine konvergente Teilfolge

�
xnj

�
j2N mit

xnj

j!1����! x1 2 [a, b] .

Die Stetigkeit von f impliziert

f(x1) = sup f

und damit auch die Behauptung via x = x1 und sup f = max f . Der Beweis des
zweiten Teiles folgt analog mit Hilfe einer minimierenden Folge.

0 +�/2-�/2

0.0

+2.0

-2.0

f(x)=cos(3x)+sin(x)

0 +�/2-�/2

0.0

-9.0

9.0

f(x)=tan(x)

0 +�/2-�/2
0.0

9.0

f(x)=x+1/(x+� /2)

Links: Beispiel für eine stetige Funktion auf dem Intervall [�⇡/2, ⇡/2], die dort auch ihr Minimum und ihr Maximum

annimmt. Mitte und Rechts: Stetige Funktionen auf den nicht kompakten Intervallen (�⇡/2, ⇡/2) oder (�⇡/2, ⇡/2]

können, aber müssen kein Minimum oder Maximum besitzen.

Bemerkung Das soeben bewiesene Theorem ist ein Spezialfall des allgemeinen to-
pologischen Prinzips

Jede stetige Funktion f : K ! R auf einer kompakten Menge K nimmt ihr

Minimum und ihr Maximum an.

Diese sehr bedeutende Erkenntnis gilt nicht nur auf Teilmengen K = D ⇢ R, son-
dern auf einer sehr viel größeren Klasse von Mengen K, zum Beispiel auf einer Verei-
nigung kompakter Intervalle sowie auf jeder beschränkten und abgeschlossenen Teil-
menge eines endlich-dimensionalen Vektorraumes. Die von uns verwendete Beweis-
methode kann ebenfalls sehr viel allgemeiner angewendet werden und wird auch die
Direkte Methode der Optimierung genannt.
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172 8. Stetigkeit und Di↵erenzierbarkeit

Theorem (Existenz und Stetigkeit einer Umkehrfunktion) Die Funktion
f : [a, b] ! R sei stetig und strikt monoton (wachsend oder fallend). Dann existiert die
Umkehrabbildung f�1 : [f(a), f(b)] ! R und ist auch strikt monoton und stetig.

Beweis, Teil 1 : Wir betrachten den Fall wachsender Funktionen (der andere Fall kann
analog behandelt werden) und bemerken zunächst, dass f das Intervall I := [a, b]
bijektiv und monoton auf das Intervall J := [f(a), f(b)] abbildet (siehe Bild und
den Zwischenwertsatz). Insbesondere ist f�1 : J ! I wohldefiniert und auch strikt
monoton, denn mit yi = f(xi) bzw. xi = f�1(yi) gilt x1 < x2 dann und nur dann, wenn
y1 < y2.

Beweis, Teil 2 : Um die Stetigkeit von f�1 zu zeigen, fixieren wir y⇤ 2 J sowie ein
beliebiges " > 0. Wir setzen nun (siehe Bild)

� := min
�
y⇤ � f(x⇤ � ") , f(x⇤ + ")� y⇤

 

mit x⇤ = f�1(y⇤), so dass nach Konstruktion und wegen der strikten Monotonie von f
die Implikation

y 2 [y⇤ � �, y⇤ + �] =) x = f�1(y) 2 [x⇤ � ", x⇤ + "]

gilt. Da " > 0 beliebig war, folgt die Stetigkeit von f�1.

x
<latexit sha1_base64="m/xxJ4kD8ilb27fTo7Ez4e1Q0yQ=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbRRI4kXjxCIo8ENmR26IWR2dnNzKyREL7AiweN8eonefNvHGAPClbSSaWqO91dQSK4Nq777eQ2Nre2d/K7hb39g8Oj4vFJS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfj27nffkSleSzvzSRBP6JDyUPOqLFS46lfLLlldwGyTryMlCBDvV/86g1ilkYoDRNU667nJsafUmU4Ezgr9FKNCWVjOsSupZJGqP3p4tAZubDKgISxsiUNWai/J6Y00noSBbYzomakV725+J/XTU1Y9adcJqlByZaLwlQQE5P512TAFTIjJpZQpri9lbARVZQZm03BhuCtvrxOWpWyd1WuNK5LtWoWRx7O4BwuwYMbqMEd1KEJDBCe4RXenAfnxXl3PpatOSebOYU/cD5/AOSFjPY=</latexit>

y = f(x)
<latexit sha1_base64="O1HFgZphEuC34+9DDPV6gT8EzKk=">AAAB7XicbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRahXspuFexFKHjxWMF+QLuUbJptY7PJkmTFsvQ/ePGgiFf/jzf/jWm7B219MPB4b4aZeUHMmTau++3k1tY3Nrfy24Wd3b39g+LhUUvLRBHaJJJL1QmwppwJ2jTMcNqJFcVRwGk7GN/M/PYjVZpJcW8mMfUjPBQsZAQbK7Um12H56bxfLLkVdw60SryMlCBDo1/86g0kSSIqDOFY667nxsZPsTKMcDot9BJNY0zGeEi7lgocUe2n82un6MwqAxRKZUsYNFd/T6Q40noSBbYzwmakl72Z+J/XTUxY81Mm4sRQQRaLwoQjI9HsdTRgihLDJ5Zgopi9FZERVpgYG1DBhuAtv7xKWtWKd1Gp3l2W6rUsjjycwCmUwYMrqMMtNKAJBB7gGV7hzZHOi/PufCxac042cwx/4Hz+AMu5jpU=</latexit>

b
<latexit sha1_base64="xXd3m+fmNwPVLSWXiWDxPCmIYdk=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KkkV7LHgxWML9gPaUDbbSbt2swm7G6GE/gIvHhTx6k/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvSATXxnW/nY3Nre2d3cJecf/g8Oi4dHLa1nGqGLZYLGLVDahGwSW2DDcCu4lCGgUCO8Hkbu53nlBpHssHM03Qj+hI8pAzaqzUDAalsltxFyDrxMtJGXI0BqWv/jBmaYTSMEG17nluYvyMKsOZwFmxn2pMKJvQEfYslTRC7WeLQ2fk0ipDEsbKljRkof6eyGik9TQKbGdEzVivenPxP6+XmrDmZ1wmqUHJlovCVBATk/nXZMgVMiOmllCmuL2VsDFVlBmbTdGG4K2+vE7a1Yp3Xak2b8r1Wh5HAc7hAq7Ag1uowz00oAUMEJ7hFd6cR+fFeXc+lq0bTj5zBn/gfP4Awy2M4A==</latexit>

a
<latexit sha1_base64="QpdaHAtULVhjrSKI0wwDhZf7M2g=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KkkV7LHgxWML9gPaUDbbSbt2swm7G6GE/gIvHhTx6k/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvSATXxnW/nY3Nre2d3cJecf/g8Oi4dHLa1nGqGLZYLGLVDahGwSW2DDcCu4lCGgUCO8Hkbu53nlBpHssHM03Qj+hI8pAzaqzUpINS2a24C5B14uWkDDkag9JXfxizNEJpmKBa9zw3MX5GleFM4KzYTzUmlE3oCHuWShqh9rPFoTNyaZUhCWNlSxqyUH9PZDTSehoFtjOiZqxXvbn4n9dLTVjzMy6T1KBky0VhKoiJyfxrMuQKmRFTSyhT3N5K2JgqyozNpmhD8FZfXiftasW7rlSbN+V6LY+jAOdwAVfgwS3U4R4a0AIGCM/wCm/Oo/PivDsfy9YNJ585gz9wPn8AwamM3w==</latexit>

f(a)
<latexit sha1_base64="QZxVcbvANReLhb0GWSVcv15/IR8=">AAAB63icbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRahXspuK9hjwYvHCvYD2qVk02wbmmSXJCuUpX/BiwdFvPqHvPlvzLZ70NYHA4/3ZpiZF8ScaeO6305ha3tnd6+4Xzo4PDo+KZ+edXWUKEI7JOKR6gdYU84k7RhmOO3HimIRcNoLZneZ33uiSrNIPpp5TH2BJ5KFjGCTSWEVX4/KFbfmLoE2iZeTCuRoj8pfw3FEEkGlIRxrPfDc2PgpVoYRThelYaJpjMkMT+jAUokF1X66vHWBrqwyRmGkbEmDlurviRQLrecisJ0Cm6le9zLxP2+QmLDpp0zGiaGSrBaFCUcmQtnjaMwUJYbPLcFEMXsrIlOsMDE2npINwVt/eZN06zWvUas/3FRazTyOIlzAJVTBg1towT20oQMEpvAMr/DmCOfFeXc+Vq0FJ585hz9wPn8AR7iNtA==</latexit>

f(b)
<latexit sha1_base64="4SgexGZBjsEAiCDJW4DJ/MM/23s=">AAAB63icbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRahXspuK9hjwYvHCvYD2qVk02wbmmSXJCuUpX/BiwdFvPqHvPlvzLZ70NYHA4/3ZpiZF8ScaeO6305ha3tnd6+4Xzo4PDo+KZ+edXWUKEI7JOKR6gdYU84k7RhmOO3HimIRcNoLZneZ33uiSrNIPpp5TH2BJ5KFjGCTSWE1uB6VK27NXQJtEi8nFcjRHpW/huOIJIJKQzjWeuC5sfFTrAwjnC5Kw0TTGJMZntCBpRILqv10eesCXVlljMJI2ZIGLdXfEykWWs9FYDsFNlO97mXif94gMWHTT5mME0MlWS0KE45MhLLH0ZgpSgyfW4KJYvZWRKZYYWJsPCUbgrf+8ibp1mteo1Z/uKm0mnkcRbiAS6iCB7fQgntoQwcITOEZXuHNEc6L8+58rFoLTj5zDn/gfP4AST2NtQ==</latexit>

y⇤
<latexit sha1_base64="FtjGkN+s8YxjHUz2P8NreG7cdDM=">AAACFXicdVBLSwMxGMzWV62vVY9egkUQKUt27WqPBS8eK9gHbJeSTdM2NPsgyQpl6Z/w4l/x4kERr4I3/43pY0FFBwLDzHzJlwkSzqRC6NMorKyurW8UN0tb2zu7e+b+QUvGqSC0SWIei06AJeUsok3FFKedRFAcBpy2g/HVzG/fUSFZHN2qSUL9EA8jNmAEKy31zErWnV/iiWHgZ8hCF27VrlWQ5SK7ZruaOK6NkDOd9M6mPbOcJ2CegHkC2haaowyWaPTMj24/JmlII0U4ltKzUaL8DAvFCKfTUjeVNMFkjIfU0zTCIZV+Nl9oCk+00oeDWOgTKThXv09kOJRyEgY6GWI1kr+9mfiX56VqUPMzFiWpohFZPDRIOVQxnFUE+0xQovhEE0wE07tCMsICE6WLLOkS8p/C/0nLsexzy7mpluu1ZR1FcASOwSmwwSWog2vQAE1AwD14BM/gxXgwnoxX420RLRjLmUPwA8b7FyUemvs=</latexit>

f�1(y⇤) = x⇤
<latexit sha1_base64="K1NZmAlQVp7ZJbRgYq56EXb1nO4="></latexit>

[
<latexit sha1_base64="drX6krkl3Exw7TB68OpIY9JNnDQ=">AAACGXicdVBLSwMxGMz6rPVV9eglWAQPsmTbLrYXKXjxWME+YLuUbJptQ7MPkqxQlv0bXvwrXjwo4lFP/hvTbQsqOhAYZuZLvowXcyYVQp/Gyura+sZmYau4vbO7t186OOzIKBGEtknEI9HzsKSchbStmOK0FwuKA4/Trje5mvndOyoki8JbNY2pG+BRyHxGsNLSoITSfn6JI0aemyIT2Q3bQufItJHVqM5Io1Gv2XaW9j0fOlk2KJWXKbhMwWUKWibKUQYLtAal9/4wIklAQ0U4ltKxUKzcFAvFCKdZsZ9IGmMywSPqaBrigEo3zZfK4KlWhtCPhD6hgrn6fSLFgZTTwNPJAKux/O3NxL88J1F+3U1ZGCeKhmT+kJ9wqCI4qwkOmaBE8akmmAimd4VkjAUmSpdZ1CUsfwr/J52KaVXNyk2t3Lxc1FEAx+AEnAELXIAmuAYt0AYE3INH8AxejAfjyXg13ubRFWMxcwR+wPj4Ap06nO4=</latexit>

[ <latexit sha1_base64="drX6krkl3Exw7TB68OpIY9JNnDQ=">AAACGXicdVBLSwMxGMz6rPVV9eglWAQPsmTbLrYXKXjxWME+YLuUbJptQ7MPkqxQlv0bXvwrXjwo4lFP/hvTbQsqOhAYZuZLvowXcyYVQp/Gyura+sZmYau4vbO7t186OOzIKBGEtknEI9HzsKSchbStmOK0FwuKA4/Trje5mvndOyoki8JbNY2pG+BRyHxGsNLSoITSfn6JI0aemyIT2Q3bQufItJHVqM5Io1Gv2XaW9j0fOlk2KJWXKbhMwWUKWibKUQYLtAal9/4wIklAQ0U4ltKxUKzcFAvFCKdZsZ9IGmMywSPqaBrigEo3zZfK4KlWhtCPhD6hgrn6fSLFgZTTwNPJAKux/O3NxL88J1F+3U1ZGCeKhmT+kJ9wqCI4qwkOmaBE8akmmAimd4VkjAUmSpdZ1CUsfwr/J52KaVXNyk2t3Lxc1FEAx+AEnAELXIAmuAYt0AYE3INH8AxejAfjyXg13ubRFWMxcwR+wPj4Ap06nO4=</latexit>

[
<latexit sha1_base64="drX6krkl3Exw7TB68OpIY9JNnDQ=">AAACGXicdVBLSwMxGMz6rPVV9eglWAQPsmTbLrYXKXjxWME+YLuUbJptQ7MPkqxQlv0bXvwrXjwo4lFP/hvTbQsqOhAYZuZLvowXcyYVQp/Gyura+sZmYau4vbO7t186OOzIKBGEtknEI9HzsKSchbStmOK0FwuKA4/Trje5mvndOyoki8JbNY2pG+BRyHxGsNLSoITSfn6JI0aemyIT2Q3bQufItJHVqM5Io1Gv2XaW9j0fOlk2KJWXKbhMwWUKWibKUQYLtAal9/4wIklAQ0U4ltKxUKzcFAvFCKdZsZ9IGmMywSPqaBrigEo3zZfK4KlWhtCPhD6hgrn6fSLFgZTTwNPJAKux/O3NxL88J1F+3U1ZGCeKhmT+kJ9wqCI4qwkOmaBE8akmmAimd4VkjAUmSpdZ1CUsfwr/J52KaVXNyk2t3Lxc1FEAx+AEnAELXIAmuAYt0AYE3INH8AxejAfjyXg13ubRFWMxcwR+wPj4Ap06nO4=</latexit>

[<latexit sha1_base64="drX6krkl3Exw7TB68OpIY9JNnDQ=">AAACGXicdVBLSwMxGMz6rPVV9eglWAQPsmTbLrYXKXjxWME+YLuUbJptQ7MPkqxQlv0bXvwrXjwo4lFP/hvTbQsqOhAYZuZLvowXcyYVQp/Gyura+sZmYau4vbO7t186OOzIKBGEtknEI9HzsKSchbStmOK0FwuKA4/Trje5mvndOyoki8JbNY2pG+BRyHxGsNLSoITSfn6JI0aemyIT2Q3bQufItJHVqM5Io1Gv2XaW9j0fOlk2KJWXKbhMwWUKWibKUQYLtAal9/4wIklAQ0U4ltKxUKzcFAvFCKdZsZ9IGmMywSPqaBrigEo3zZfK4KlWhtCPhD6hgrn6fSLFgZTTwNPJAKux/O3NxL88J1F+3U1ZGCeKhmT+kJ9wqCI4qwkOmaBE8akmmAimd4VkjAUmSpdZ1CUsfwr/J52KaVXNyk2t3Lxc1FEAx+AEnAELXIAmuAYt0AYE3INH8AxejAfjyXg13ubRFWMxcwR+wPj4Ap06nO4=</latexit>

x
<latexit sha1_base64="m/xxJ4kD8ilb27fTo7Ez4e1Q0yQ=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbRRI4kXjxCIo8ENmR26IWR2dnNzKyREL7AiweN8eonefNvHGAPClbSSaWqO91dQSK4Nq777eQ2Nre2d/K7hb39g8Oj4vFJS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfj27nffkSleSzvzSRBP6JDyUPOqLFS46lfLLlldwGyTryMlCBDvV/86g1ilkYoDRNU667nJsafUmU4Ezgr9FKNCWVjOsSupZJGqP3p4tAZubDKgISxsiUNWai/J6Y00noSBbYzomakV725+J/XTU1Y9adcJqlByZaLwlQQE5P512TAFTIjJpZQpri9lbARVZQZm03BhuCtvrxOWpWyd1WuNK5LtWoWRx7O4BwuwYMbqMEd1KEJDBCe4RXenAfnxXl3PpatOSebOYU/cD5/AOSFjPY=</latexit>

y = f(x)
<latexit sha1_base64="O1HFgZphEuC34+9DDPV6gT8EzKk=">AAAB7XicbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRahXspuFexFKHjxWMF+QLuUbJptY7PJkmTFsvQ/ePGgiFf/jzf/jWm7B219MPB4b4aZeUHMmTau++3k1tY3Nrfy24Wd3b39g+LhUUvLRBHaJJJL1QmwppwJ2jTMcNqJFcVRwGk7GN/M/PYjVZpJcW8mMfUjPBQsZAQbK7Um12H56bxfLLkVdw60SryMlCBDo1/86g0kSSIqDOFY667nxsZPsTKMcDot9BJNY0zGeEi7lgocUe2n82un6MwqAxRKZUsYNFd/T6Q40noSBbYzwmakl72Z+J/XTUxY81Mm4sRQQRaLwoQjI9HsdTRgihLDJ5Zgopi9FZERVpgYG1DBhuAtv7xKWtWKd1Gp3l2W6rUsjjycwCmUwYMrqMMtNKAJBB7gGV7hzZHOi/PufCxac042cwx/4Hz+AMu5jpU=</latexit>

b
<latexit sha1_base64="xXd3m+fmNwPVLSWXiWDxPCmIYdk=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KkkV7LHgxWML9gPaUDbbSbt2swm7G6GE/gIvHhTx6k/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvSATXxnW/nY3Nre2d3cJecf/g8Oi4dHLa1nGqGLZYLGLVDahGwSW2DDcCu4lCGgUCO8Hkbu53nlBpHssHM03Qj+hI8pAzaqzUDAalsltxFyDrxMtJGXI0BqWv/jBmaYTSMEG17nluYvyMKsOZwFmxn2pMKJvQEfYslTRC7WeLQ2fk0ipDEsbKljRkof6eyGik9TQKbGdEzVivenPxP6+XmrDmZ1wmqUHJlovCVBATk/nXZMgVMiOmllCmuL2VsDFVlBmbTdGG4K2+vE7a1Yp3Xak2b8r1Wh5HAc7hAq7Ag1uowz00oAUMEJ7hFd6cR+fFeXc+lq0bTj5zBn/gfP4Awy2M4A==</latexit>

a
<latexit sha1_base64="QpdaHAtULVhjrSKI0wwDhZf7M2g=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KkkV7LHgxWML9gPaUDbbSbt2swm7G6GE/gIvHhTx6k/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvSATXxnW/nY3Nre2d3cJecf/g8Oi4dHLa1nGqGLZYLGLVDahGwSW2DDcCu4lCGgUCO8Hkbu53nlBpHssHM03Qj+hI8pAzaqzUpINS2a24C5B14uWkDDkag9JXfxizNEJpmKBa9zw3MX5GleFM4KzYTzUmlE3oCHuWShqh9rPFoTNyaZUhCWNlSxqyUH9PZDTSehoFtjOiZqxXvbn4n9dLTVjzMy6T1KBky0VhKoiJyfxrMuQKmRFTSyhT3N5K2JgqyozNpmhD8FZfXiftasW7rlSbN+V6LY+jAOdwAVfgwS3U4R4a0AIGCM/wCm/Oo/PivDsfy9YNJ585gz9wPn8AwamM3w==</latexit>

f(a)
<latexit sha1_base64="QZxVcbvANReLhb0GWSVcv15/IR8=">AAAB63icbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRahXspuK9hjwYvHCvYD2qVk02wbmmSXJCuUpX/BiwdFvPqHvPlvzLZ70NYHA4/3ZpiZF8ScaeO6305ha3tnd6+4Xzo4PDo+KZ+edXWUKEI7JOKR6gdYU84k7RhmOO3HimIRcNoLZneZ33uiSrNIPpp5TH2BJ5KFjGCTSWEVX4/KFbfmLoE2iZeTCuRoj8pfw3FEEkGlIRxrPfDc2PgpVoYRThelYaJpjMkMT+jAUokF1X66vHWBrqwyRmGkbEmDlurviRQLrecisJ0Cm6le9zLxP2+QmLDpp0zGiaGSrBaFCUcmQtnjaMwUJYbPLcFEMXsrIlOsMDE2npINwVt/eZN06zWvUas/3FRazTyOIlzAJVTBg1towT20oQMEpvAMr/DmCOfFeXc+Vq0FJ585hz9wPn8AR7iNtA==</latexit>

f(b)
<latexit sha1_base64="4SgexGZBjsEAiCDJW4DJ/MM/23s=">AAAB63icbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRahXspuK9hjwYvHCvYD2qVk02wbmmSXJCuUpX/BiwdFvPqHvPlvzLZ70NYHA4/3ZpiZF8ScaeO6305ha3tnd6+4Xzo4PDo+KZ+edXWUKEI7JOKR6gdYU84k7RhmOO3HimIRcNoLZneZ33uiSrNIPpp5TH2BJ5KFjGCTSWE1uB6VK27NXQJtEi8nFcjRHpW/huOIJIJKQzjWeuC5sfFTrAwjnC5Kw0TTGJMZntCBpRILqv10eesCXVlljMJI2ZIGLdXfEykWWs9FYDsFNlO97mXif94gMWHTT5mME0MlWS0KE45MhLLH0ZgpSgyfW4KJYvZWRKZYYWJsPCUbgrf+8ibp1mteo1Z/uKm0mnkcRbiAS6iCB7fQgntoQwcITOEZXuHNEc6L8+58rFoLTj5zDn/gfP4AST2NtQ==</latexit>

y⇤
<latexit sha1_base64="FtjGkN+s8YxjHUz2P8NreG7cdDM=">AAACFXicdVBLSwMxGMzWV62vVY9egkUQKUt27WqPBS8eK9gHbJeSTdM2NPsgyQpl6Z/w4l/x4kERr4I3/43pY0FFBwLDzHzJlwkSzqRC6NMorKyurW8UN0tb2zu7e+b+QUvGqSC0SWIei06AJeUsok3FFKedRFAcBpy2g/HVzG/fUSFZHN2qSUL9EA8jNmAEKy31zErWnV/iiWHgZ8hCF27VrlWQ5SK7ZruaOK6NkDOd9M6mPbOcJ2CegHkC2haaowyWaPTMj24/JmlII0U4ltKzUaL8DAvFCKfTUjeVNMFkjIfU0zTCIZV+Nl9oCk+00oeDWOgTKThXv09kOJRyEgY6GWI1kr+9mfiX56VqUPMzFiWpohFZPDRIOVQxnFUE+0xQovhEE0wE07tCMsICE6WLLOkS8p/C/0nLsexzy7mpluu1ZR1FcASOwSmwwSWog2vQAE1AwD14BM/gxXgwnoxX420RLRjLmUPwA8b7FyUemvs=</latexit>

x⇤ = f�1(y⇤)
<latexit sha1_base64="MiEOMXXbzBuBtyLb42mS9zIMBzE="></latexit>

[
<latexit sha1_base64="drX6krkl3Exw7TB68OpIY9JNnDQ=">AAACGXicdVBLSwMxGMz6rPVV9eglWAQPsmTbLrYXKXjxWME+YLuUbJptQ7MPkqxQlv0bXvwrXjwo4lFP/hvTbQsqOhAYZuZLvowXcyYVQp/Gyura+sZmYau4vbO7t186OOzIKBGEtknEI9HzsKSchbStmOK0FwuKA4/Trje5mvndOyoki8JbNY2pG+BRyHxGsNLSoITSfn6JI0aemyIT2Q3bQufItJHVqM5Io1Gv2XaW9j0fOlk2KJWXKbhMwWUKWibKUQYLtAal9/4wIklAQ0U4ltKxUKzcFAvFCKdZsZ9IGmMywSPqaBrigEo3zZfK4KlWhtCPhD6hgrn6fSLFgZTTwNPJAKux/O3NxL88J1F+3U1ZGCeKhmT+kJ9wqCI4qwkOmaBE8akmmAimd4VkjAUmSpdZ1CUsfwr/J52KaVXNyk2t3Lxc1FEAx+AEnAELXIAmuAYt0AYE3INH8AxejAfjyXg13ubRFWMxcwR+wPj4Ap06nO4=</latexit>

[ <latexit sha1_base64="drX6krkl3Exw7TB68OpIY9JNnDQ=">AAACGXicdVBLSwMxGMz6rPVV9eglWAQPsmTbLrYXKXjxWME+YLuUbJptQ7MPkqxQlv0bXvwrXjwo4lFP/hvTbQsqOhAYZuZLvowXcyYVQp/Gyura+sZmYau4vbO7t186OOzIKBGEtknEI9HzsKSchbStmOK0FwuKA4/Trje5mvndOyoki8JbNY2pG+BRyHxGsNLSoITSfn6JI0aemyIT2Q3bQufItJHVqM5Io1Gv2XaW9j0fOlk2KJWXKbhMwWUKWibKUQYLtAal9/4wIklAQ0U4ltKxUKzcFAvFCKdZsZ9IGmMywSPqaBrigEo3zZfK4KlWhtCPhD6hgrn6fSLFgZTTwNPJAKux/O3NxL88J1F+3U1ZGCeKhmT+kJ9wqCI4qwkOmaBE8akmmAimd4VkjAUmSpdZ1CUsfwr/J52KaVXNyk2t3Lxc1FEAx+AEnAELXIAmuAYt0AYE3INH8AxejAfjyXg13ubRFWMxcwR+wPj4Ap06nO4=</latexit>

[
<latexit sha1_base64="drX6krkl3Exw7TB68OpIY9JNnDQ=">AAACGXicdVBLSwMxGMz6rPVV9eglWAQPsmTbLrYXKXjxWME+YLuUbJptQ7MPkqxQlv0bXvwrXjwo4lFP/hvTbQsqOhAYZuZLvowXcyYVQp/Gyura+sZmYau4vbO7t186OOzIKBGEtknEI9HzsKSchbStmOK0FwuKA4/Trje5mvndOyoki8JbNY2pG+BRyHxGsNLSoITSfn6JI0aemyIT2Q3bQufItJHVqM5Io1Gv2XaW9j0fOlk2KJWXKbhMwWUKWibKUQYLtAal9/4wIklAQ0U4ltKxUKzcFAvFCKdZsZ9IGmMywSPqaBrigEo3zZfK4KlWhtCPhD6hgrn6fSLFgZTTwNPJAKux/O3NxL88J1F+3U1ZGCeKhmT+kJ9wqCI4qwkOmaBE8akmmAimd4VkjAUmSpdZ1CUsfwr/J52KaVXNyk2t3Lxc1FEAx+AEnAELXIAmuAYt0AYE3INH8AxejAfjyXg13ubRFWMxcwR+wPj4Ap06nO4=</latexit>

[<latexit sha1_base64="drX6krkl3Exw7TB68OpIY9JNnDQ=">AAACGXicdVBLSwMxGMz6rPVV9eglWAQPsmTbLrYXKXjxWME+YLuUbJptQ7MPkqxQlv0bXvwrXjwo4lFP/hvTbQsqOhAYZuZLvowXcyYVQp/Gyura+sZmYau4vbO7t186OOzIKBGEtknEI9HzsKSchbStmOK0FwuKA4/Trje5mvndOyoki8JbNY2pG+BRyHxGsNLSoITSfn6JI0aemyIT2Q3bQufItJHVqM5Io1Gv2XaW9j0fOlk2KJWXKbhMwWUKWibKUQYLtAal9/4wIklAQ0U4ltKxUKzcFAvFCKdZsZ9IGmMywSPqaBrigEo3zZfK4KlWhtCPhD6hgrn6fSLFgZTTwNPJAKux/O3NxL88J1F+3U1ZGCeKhmT+kJ9wqCI4qwkOmaBE8akmmAimd4VkjAUmSpdZ1CUsfwr/J52KaVXNyk2t3Lxc1FEAx+AEnAELXIAmuAYt0AYE3INH8AxejAfjyXg13ubRFWMxcwR+wPj4Ap06nO4=</latexit>

x
<latexit sha1_base64="m/xxJ4kD8ilb27fTo7Ez4e1Q0yQ=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbRRI4kXjxCIo8ENmR26IWR2dnNzKyREL7AiweN8eonefNvHGAPClbSSaWqO91dQSK4Nq777eQ2Nre2d/K7hb39g8Oj4vFJS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfj27nffkSleSzvzSRBP6JDyUPOqLFS46lfLLlldwGyTryMlCBDvV/86g1ilkYoDRNU667nJsafUmU4Ezgr9FKNCWVjOsSupZJGqP3p4tAZubDKgISxsiUNWai/J6Y00noSBbYzomakV725+J/XTU1Y9adcJqlByZaLwlQQE5P512TAFTIjJpZQpri9lbARVZQZm03BhuCtvrxOWpWyd1WuNK5LtWoWRx7O4BwuwYMbqMEd1KEJDBCe4RXenAfnxXl3PpatOSebOYU/cD5/AOSFjPY=</latexit>

y = f(x)
<latexit sha1_base64="O1HFgZphEuC34+9DDPV6gT8EzKk=">AAAB7XicbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRahXspuFexFKHjxWMF+QLuUbJptY7PJkmTFsvQ/ePGgiFf/jzf/jWm7B219MPB4b4aZeUHMmTau++3k1tY3Nrfy24Wd3b39g+LhUUvLRBHaJJJL1QmwppwJ2jTMcNqJFcVRwGk7GN/M/PYjVZpJcW8mMfUjPBQsZAQbK7Um12H56bxfLLkVdw60SryMlCBDo1/86g0kSSIqDOFY667nxsZPsTKMcDot9BJNY0zGeEi7lgocUe2n82un6MwqAxRKZUsYNFd/T6Q40noSBbYzwmakl72Z+J/XTUxY81Mm4sRQQRaLwoQjI9HsdTRgihLDJ5Zgopi9FZERVpgYG1DBhuAtv7xKWtWKd1Gp3l2W6rUsjjycwCmUwYMrqMMtNKAJBB7gGV7hzZHOi/PufCxac042cwx/4Hz+AMu5jpU=</latexit>

y⇤
<latexit sha1_base64="FtjGkN+s8YxjHUz2P8NreG7cdDM=">AAACFXicdVBLSwMxGMzWV62vVY9egkUQKUt27WqPBS8eK9gHbJeSTdM2NPsgyQpl6Z/w4l/x4kERr4I3/43pY0FFBwLDzHzJlwkSzqRC6NMorKyurW8UN0tb2zu7e+b+QUvGqSC0SWIei06AJeUsok3FFKedRFAcBpy2g/HVzG/fUSFZHN2qSUL9EA8jNmAEKy31zErWnV/iiWHgZ8hCF27VrlWQ5SK7ZruaOK6NkDOd9M6mPbOcJ2CegHkC2haaowyWaPTMj24/JmlII0U4ltKzUaL8DAvFCKfTUjeVNMFkjIfU0zTCIZV+Nl9oCk+00oeDWOgTKThXv09kOJRyEgY6GWI1kr+9mfiX56VqUPMzFiWpohFZPDRIOVQxnFUE+0xQovhEE0wE07tCMsICE6WLLOkS8p/C/0nLsexzy7mpluu1ZR1FcASOwSmwwSWog2vQAE1AwD14BM/gxXgwnoxX420RLRjLmUPwA8b7FyUemvs=</latexit>

[
<latexit sha1_base64="drX6krkl3Exw7TB68OpIY9JNnDQ=">AAACGXicdVBLSwMxGMz6rPVV9eglWAQPsmTbLrYXKXjxWME+YLuUbJptQ7MPkqxQlv0bXvwrXjwo4lFP/hvTbQsqOhAYZuZLvowXcyYVQp/Gyura+sZmYau4vbO7t186OOzIKBGEtknEI9HzsKSchbStmOK0FwuKA4/Trje5mvndOyoki8JbNY2pG+BRyHxGsNLSoITSfn6JI0aemyIT2Q3bQufItJHVqM5Io1Gv2XaW9j0fOlk2KJWXKbhMwWUKWibKUQYLtAal9/4wIklAQ0U4ltKxUKzcFAvFCKdZsZ9IGmMywSPqaBrigEo3zZfK4KlWhtCPhD6hgrn6fSLFgZTTwNPJAKux/O3NxL88J1F+3U1ZGCeKhmT+kJ9wqCI4qwkOmaBE8akmmAimd4VkjAUmSpdZ1CUsfwr/J52KaVXNyk2t3Lxc1FEAx+AEnAELXIAmuAYt0AYE3INH8AxejAfjyXg13ubRFWMxcwR+wPj4Ap06nO4=</latexit>

[ <latexit sha1_base64="drX6krkl3Exw7TB68OpIY9JNnDQ=">AAACGXicdVBLSwMxGMz6rPVV9eglWAQPsmTbLrYXKXjxWME+YLuUbJptQ7MPkqxQlv0bXvwrXjwo4lFP/hvTbQsqOhAYZuZLvowXcyYVQp/Gyura+sZmYau4vbO7t186OOzIKBGEtknEI9HzsKSchbStmOK0FwuKA4/Trje5mvndOyoki8JbNY2pG+BRyHxGsNLSoITSfn6JI0aemyIT2Q3bQufItJHVqM5Io1Gv2XaW9j0fOlk2KJWXKbhMwWUKWibKUQYLtAal9/4wIklAQ0U4ltKxUKzcFAvFCKdZsZ9IGmMywSPqaBrigEo3zZfK4KlWhtCPhD6hgrn6fSLFgZTTwNPJAKux/O3NxL88J1F+3U1ZGCeKhmT+kJ9wqCI4qwkOmaBE8akmmAimd4VkjAUmSpdZ1CUsfwr/J52KaVXNyk2t3Lxc1FEAx+AEnAELXIAmuAYt0AYE3INH8AxejAfjyXg13ubRFWMxcwR+wPj4Ap06nO4=</latexit>

[
<latexit sha1_base64="drX6krkl3Exw7TB68OpIY9JNnDQ=">AAACGXicdVBLSwMxGMz6rPVV9eglWAQPsmTbLrYXKXjxWME+YLuUbJptQ7MPkqxQlv0bXvwrXjwo4lFP/hvTbQsqOhAYZuZLvowXcyYVQp/Gyura+sZmYau4vbO7t186OOzIKBGEtknEI9HzsKSchbStmOK0FwuKA4/Trje5mvndOyoki8JbNY2pG+BRyHxGsNLSoITSfn6JI0aemyIT2Q3bQufItJHVqM5Io1Gv2XaW9j0fOlk2KJWXKbhMwWUKWibKUQYLtAal9/4wIklAQ0U4ltKxUKzcFAvFCKdZsZ9IGmMywSPqaBrigEo3zZfK4KlWhtCPhD6hgrn6fSLFgZTTwNPJAKux/O3NxL88J1F+3U1ZGCeKhmT+kJ9wqCI4qwkOmaBE8akmmAimd4VkjAUmSpdZ1CUsfwr/J52KaVXNyk2t3Lxc1FEAx+AEnAELXIAmuAYt0AYE3INH8AxejAfjyXg13ubRFWMxcwR+wPj4Ap06nO4=</latexit>

[<latexit sha1_base64="drX6krkl3Exw7TB68OpIY9JNnDQ=">AAACGXicdVBLSwMxGMz6rPVV9eglWAQPsmTbLrYXKXjxWME+YLuUbJptQ7MPkqxQlv0bXvwrXjwo4lFP/hvTbQsqOhAYZuZLvowXcyYVQp/Gyura+sZmYau4vbO7t186OOzIKBGEtknEI9HzsKSchbStmOK0FwuKA4/Trje5mvndOyoki8JbNY2pG+BRyHxGsNLSoITSfn6JI0aemyIT2Q3bQufItJHVqM5Io1Gv2XaW9j0fOlk2KJWXKbhMwWUKWibKUQYLtAal9/4wIklAQ0U4ltKxUKzcFAvFCKdZsZ9IGmMywSPqaBrigEo3zZfK4KlWhtCPhD6hgrn6fSLFgZTTwNPJAKux/O3NxL88J1F+3U1ZGCeKhmT+kJ9wqCI4qwkOmaBE8akmmAimd4VkjAUmSpdZ1CUsfwr/J52KaVXNyk2t3Lxc1FEAx+AEnAELXIAmuAYt0AYE3INH8AxejAfjyXg13ubRFWMxcwR+wPj4Ap06nO4=</latexit>

x⇤<latexit sha1_base64="bIxn+dBlZUKWym2VbGKW5vKtVQ4=">AAACFXicdVBLSwMxGMz6rPW16tFLsAgiZcmuXe2x4MVjBfuAdlmyabYNzT5IsmJZ+ie8+Fe8eFDEq+DNf2P6AhUdCAwz8yVfJkg5kwqhT2NpeWV1bb2wUdzc2t7ZNff2mzLJBKENkvBEtAMsKWcxbSimOG2nguIo4LQVDC8nfuuWCsmS+EaNUupFuB+zkBGstOSb5bw7vaQj+oGXIwuduxW7WkaWi+yq7WriuDZCzvjOPx37ZmmRgIsEXCSgbaEpSmCOum9+dHsJySIaK8KxlB0bpcrLsVCMcDoudjNJU0yGuE87msY4otLLpwuN4bFWejBMhD6xglP1+0SOIylHUaCTEVYD+dubiH95nUyFVS9ncZopGpPZQ2HGoUrgpCLYY4ISxUeaYCKY3hWSARaYKF1kUZew+Cn8nzQdyz6znOtKqVad11EAh+AInAAbXIAauAJ10AAE3INH8AxejAfjyXg13mbRJWM+cwB+wHj/AiOXmvo=</latexit>

"
<latexit sha1_base64="/dw6/4q6ZnRJjZKI8IlpsWw+Yv8="></latexit>

�
<latexit sha1_base64="ud2M2yRGiFl2yfM4GrmlhZcp+V8=">AAACGHicdVBLSwMxGMz6rPVV9eglWAQPsma31dZbwYvHCvYB3aVks9k2NPsgyQpl6c/w4l/x4kERr735b0wfCyo6EBhm5ku+jJdwJhVCn8bK6tr6xmZhq7i9s7u3Xzo4bMs4FYS2SMxj0fWwpJxFtKWY4rSbCIpDj9OON7qZ+Z0HKiSLo3s1Tqgb4kHEAkaw0lK/dJE580t6YuC5GTLRVdWyrXNkXiKrbqMFua5VJo5PucKTfqmch2AegnkIWiaaowyWaPZLU8ePSRrSSBGOpexZKFFuhoVihNNJ0UklTTAZ4QHtaRrhkEo3m+80gada8WEQC30iBefq94kMh1KOQ08nQ6yG8rc3E//yeqkK6m7GoiRVNCKLh4KUQxXDWUvQZ4ISxceaYCKY3hWSIRaYKN1lUZeQ/xT+T9q2aVVM+65abtSXdRTAMTgBZ8ACNdAAt6AJWoCAR/AMXsGb8WS8GO/GxyK6YixnjsAPGNMv2N+cfw==</latexit>

"
<latexit sha1_base64="/dw6/4q6ZnRJjZKI8IlpsWw+Yv8="></latexit>

�
<latexit sha1_base64="ud2M2yRGiFl2yfM4GrmlhZcp+V8=">AAACGHicdVBLSwMxGMz6rPVV9eglWAQPsma31dZbwYvHCvYB3aVks9k2NPsgyQpl6c/w4l/x4kERr735b0wfCyo6EBhm5ku+jJdwJhVCn8bK6tr6xmZhq7i9s7u3Xzo4bMs4FYS2SMxj0fWwpJxFtKWY4rSbCIpDj9OON7qZ+Z0HKiSLo3s1Tqgb4kHEAkaw0lK/dJE580t6YuC5GTLRVdWyrXNkXiKrbqMFua5VJo5PucKTfqmch2AegnkIWiaaowyWaPZLU8ePSRrSSBGOpexZKFFuhoVihNNJ0UklTTAZ4QHtaRrhkEo3m+80gada8WEQC30iBefq94kMh1KOQ08nQ6yG8rc3E//yeqkK6m7GoiRVNCKLh4KUQxXDWUvQZ4ISxceaYCKY3hWSIRaYKN1lUZeQ/xT+T9q2aVVM+65abtSXdRTAMTgBZ8ACNdAAt6AJWoCAR/AMXsGb8WS8GO/GxyK6YixnjsAPGNMv2N+cfw==</latexit>

Links und Rechts : Jede strikt monotone und stetige Funktionen auf einem Intervall besitzt eine strikt monotone und

stetige Umkehrfunktion. Mitte: Zum Beweis der Stetigkeit der Umkehrfunktion f
�1. Beachte, dass das Bild den Graph

von f zeigt. Der Graph von f
�1 kann aber hieraus leicht rekonstruiert werden (siehe unten).

x<latexit sha1_base64="m/xxJ4kD8ilb27fTo7Ez4e1Q0yQ=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbRRI4kXjxCIo8ENmR26IWR2dnNzKyREL7AiweN8eonefNvHGAPClbSSaWqO91dQSK4Nq777eQ2Nre2d/K7hb39g8Oj4vFJS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfj27nffkSleSzvzSRBP6JDyUPOqLFS46lfLLlldwGyTryMlCBDvV/86g1ilkYoDRNU667nJsafUmU4Ezgr9FKNCWVjOsSupZJGqP3p4tAZubDKgISxsiUNWai/J6Y00noSBbYzomakV725+J/XTU1Y9adcJqlByZaLwlQQE5P512TAFTIjJpZQpri9lbARVZQZm03BhuCtvrxOWpWyd1WuNK5LtWoWRx7O4BwuwYMbqMEd1KEJDBCe4RXenAfnxXl3PpatOSebOYU/cD5/AOSFjPY=</latexit>

y = f(x)
<latexit sha1_base64="O1HFgZphEuC34+9DDPV6gT8EzKk=">AAAB7XicbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRahXspuFexFKHjxWMF+QLuUbJptY7PJkmTFsvQ/ePGgiFf/jzf/jWm7B219MPB4b4aZeUHMmTau++3k1tY3Nrfy24Wd3b39g+LhUUvLRBHaJJJL1QmwppwJ2jTMcNqJFcVRwGk7GN/M/PYjVZpJcW8mMfUjPBQsZAQbK7Um12H56bxfLLkVdw60SryMlCBDo1/86g0kSSIqDOFY667nxsZPsTKMcDot9BJNY0zGeEi7lgocUe2n82un6MwqAxRKZUsYNFd/T6Q40noSBbYzwmakl72Z+J/XTUxY81Mm4sRQQRaLwoQjI9HsdTRgihLDJ5Zgopi9FZERVpgYG1DBhuAtv7xKWtWKd1Gp3l2W6rUsjjycwCmUwYMrqMMtNKAJBB7gGV7hzZHOi/PufCxac042cwx/4Hz+AMu5jpU=</latexit>

[
<latexit sha1_base64="drX6krkl3Exw7TB68OpIY9JNnDQ=">AAACGXicdVBLSwMxGMz6rPVV9eglWAQPsmTbLrYXKXjxWME+YLuUbJptQ7MPkqxQlv0bXvwrXjwo4lFP/hvTbQsqOhAYZuZLvowXcyYVQp/Gyura+sZmYau4vbO7t186OOzIKBGEtknEI9HzsKSchbStmOK0FwuKA4/Trje5mvndOyoki8JbNY2pG+BRyHxGsNLSoITSfn6JI0aemyIT2Q3bQufItJHVqM5Io1Gv2XaW9j0fOlk2KJWXKbhMwWUKWibKUQYLtAal9/4wIklAQ0U4ltKxUKzcFAvFCKdZsZ9IGmMywSPqaBrigEo3zZfK4KlWhtCPhD6hgrn6fSLFgZTTwNPJAKux/O3NxL88J1F+3U1ZGCeKhmT+kJ9wqCI4qwkOmaBE8akmmAimd4VkjAUmSpdZ1CUsfwr/J52KaVXNyk2t3Lxc1FEAx+AEnAELXIAmuAYt0AYE3INH8AxejAfjyXg13ubRFWMxcwR+wPj4Ap06nO4=</latexit>

[ <latexit sha1_base64="drX6krkl3Exw7TB68OpIY9JNnDQ=">AAACGXicdVBLSwMxGMz6rPVV9eglWAQPsmTbLrYXKXjxWME+YLuUbJptQ7MPkqxQlv0bXvwrXjwo4lFP/hvTbQsqOhAYZuZLvowXcyYVQp/Gyura+sZmYau4vbO7t186OOzIKBGEtknEI9HzsKSchbStmOK0FwuKA4/Trje5mvndOyoki8JbNY2pG+BRyHxGsNLSoITSfn6JI0aemyIT2Q3bQufItJHVqM5Io1Gv2XaW9j0fOlk2KJWXKbhMwWUKWibKUQYLtAal9/4wIklAQ0U4ltKxUKzcFAvFCKdZsZ9IGmMywSPqaBrigEo3zZfK4KlWhtCPhD6hgrn6fSLFgZTTwNPJAKux/O3NxL88J1F+3U1ZGCeKhmT+kJ9wqCI4qwkOmaBE8akmmAimd4VkjAUmSpdZ1CUsfwr/J52KaVXNyk2t3Lxc1FEAx+AEnAELXIAmuAYt0AYE3INH8AxejAfjyXg13ubRFWMxcwR+wPj4Ap06nO4=</latexit>

[<latexit sha1_base64="drX6krkl3Exw7TB68OpIY9JNnDQ=">AAACGXicdVBLSwMxGMz6rPVV9eglWAQPsmTbLrYXKXjxWME+YLuUbJptQ7MPkqxQlv0bXvwrXjwo4lFP/hvTbQsqOhAYZuZLvowXcyYVQp/Gyura+sZmYau4vbO7t186OOzIKBGEtknEI9HzsKSchbStmOK0FwuKA4/Trje5mvndOyoki8JbNY2pG+BRyHxGsNLSoITSfn6JI0aemyIT2Q3bQufItJHVqM5Io1Gv2XaW9j0fOlk2KJWXKbhMwWUKWibKUQYLtAal9/4wIklAQ0U4ltKxUKzcFAvFCKdZsZ9IGmMywSPqaBrigEo3zZfK4KlWhtCPhD6hgrn6fSLFgZTTwNPJAKux/O3NxL88J1F+3U1ZGCeKhmT+kJ9wqCI4qwkOmaBE8akmmAimd4VkjAUmSpdZ1CUsfwr/J52KaVXNyk2t3Lxc1FEAx+AEnAELXIAmuAYt0AYE3INH8AxejAfjyXg13ubRFWMxcwR+wPj4Ap06nO4=</latexit>

x<latexit sha1_base64="m/xxJ4kD8ilb27fTo7Ez4e1Q0yQ=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbRRI4kXjxCIo8ENmR26IWR2dnNzKyREL7AiweN8eonefNvHGAPClbSSaWqO91dQSK4Nq777eQ2Nre2d/K7hb39g8Oj4vFJS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfj27nffkSleSzvzSRBP6JDyUPOqLFS46lfLLlldwGyTryMlCBDvV/86g1ilkYoDRNU667nJsafUmU4Ezgr9FKNCWVjOsSupZJGqP3p4tAZubDKgISxsiUNWai/J6Y00noSBbYzomakV725+J/XTU1Y9adcJqlByZaLwlQQE5P512TAFTIjJpZQpri9lbARVZQZm03BhuCtvrxOWpWyd1WuNK5LtWoWRx7O4BwuwYMbqMEd1KEJDBCe4RXenAfnxXl3PpatOSebOYU/cD5/AOSFjPY=</latexit>

y = f(x)
<latexit sha1_base64="O1HFgZphEuC34+9DDPV6gT8EzKk=">AAAB7XicbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRahXspuFexFKHjxWMF+QLuUbJptY7PJkmTFsvQ/ePGgiFf/jzf/jWm7B219MPB4b4aZeUHMmTau++3k1tY3Nrfy24Wd3b39g+LhUUvLRBHaJJJL1QmwppwJ2jTMcNqJFcVRwGk7GN/M/PYjVZpJcW8mMfUjPBQsZAQbK7Um12H56bxfLLkVdw60SryMlCBDo1/86g0kSSIqDOFY667nxsZPsTKMcDot9BJNY0zGeEi7lgocUe2n82un6MwqAxRKZUsYNFd/T6Q40noSBbYzwmakl72Z+J/XTUxY81Mm4sRQQRaLwoQjI9HsdTRgihLDJ5Zgopi9FZERVpgYG1DBhuAtv7xKWtWKd1Gp3l2W6rUsjjycwCmUwYMrqMMtNKAJBB7gGV7hzZHOi/PufCxac042cwx/4Hz+AMu5jpU=</latexit>

b
<latexit sha1_base64="xXd3m+fmNwPVLSWXiWDxPCmIYdk=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KkkV7LHgxWML9gPaUDbbSbt2swm7G6GE/gIvHhTx6k/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvSATXxnW/nY3Nre2d3cJecf/g8Oi4dHLa1nGqGLZYLGLVDahGwSW2DDcCu4lCGgUCO8Hkbu53nlBpHssHM03Qj+hI8pAzaqzUDAalsltxFyDrxMtJGXI0BqWv/jBmaYTSMEG17nluYvyMKsOZwFmxn2pMKJvQEfYslTRC7WeLQ2fk0ipDEsbKljRkof6eyGik9TQKbGdEzVivenPxP6+XmrDmZ1wmqUHJlovCVBATk/nXZMgVMiOmllCmuL2VsDFVlBmbTdGG4K2+vE7a1Yp3Xak2b8r1Wh5HAc7hAq7Ag1uowz00oAUMEJ7hFd6cR+fFeXc+lq0bTj5zBn/gfP4Awy2M4A==</latexit>

[
<latexit sha1_base64="drX6krkl3Exw7TB68OpIY9JNnDQ=">AAACGXicdVBLSwMxGMz6rPVV9eglWAQPsmTbLrYXKXjxWME+YLuUbJptQ7MPkqxQlv0bXvwrXjwo4lFP/hvTbQsqOhAYZuZLvowXcyYVQp/Gyura+sZmYau4vbO7t186OOzIKBGEtknEI9HzsKSchbStmOK0FwuKA4/Trje5mvndOyoki8JbNY2pG+BRyHxGsNLSoITSfn6JI0aemyIT2Q3bQufItJHVqM5Io1Gv2XaW9j0fOlk2KJWXKbhMwWUKWibKUQYLtAal9/4wIklAQ0U4ltKxUKzcFAvFCKdZsZ9IGmMywSPqaBrigEo3zZfK4KlWhtCPhD6hgrn6fSLFgZTTwNPJAKux/O3NxL88J1F+3U1ZGCeKhmT+kJ9wqCI4qwkOmaBE8akmmAimd4VkjAUmSpdZ1CUsfwr/J52KaVXNyk2t3Lxc1FEAx+AEnAELXIAmuAYt0AYE3INH8AxejAfjyXg13ubRFWMxcwR+wPj4Ap06nO4=</latexit>

[ <latexit sha1_base64="drX6krkl3Exw7TB68OpIY9JNnDQ=">AAACGXicdVBLSwMxGMz6rPVV9eglWAQPsmTbLrYXKXjxWME+YLuUbJptQ7MPkqxQlv0bXvwrXjwo4lFP/hvTbQsqOhAYZuZLvowXcyYVQp/Gyura+sZmYau4vbO7t186OOzIKBGEtknEI9HzsKSchbStmOK0FwuKA4/Trje5mvndOyoki8JbNY2pG+BRyHxGsNLSoITSfn6JI0aemyIT2Q3bQufItJHVqM5Io1Gv2XaW9j0fOlk2KJWXKbhMwWUKWibKUQYLtAal9/4wIklAQ0U4ltKxUKzcFAvFCKdZsZ9IGmMywSPqaBrigEo3zZfK4KlWhtCPhD6hgrn6fSLFgZTTwNPJAKux/O3NxL88J1F+3U1ZGCeKhmT+kJ9wqCI4qwkOmaBE8akmmAimd4VkjAUmSpdZ1CUsfwr/J52KaVXNyk2t3Lxc1FEAx+AEnAELXIAmuAYt0AYE3INH8AxejAfjyXg13ubRFWMxcwR+wPj4Ap06nO4=</latexit>

[
<latexit sha1_base64="drX6krkl3Exw7TB68OpIY9JNnDQ=">AAACGXicdVBLSwMxGMz6rPVV9eglWAQPsmTbLrYXKXjxWME+YLuUbJptQ7MPkqxQlv0bXvwrXjwo4lFP/hvTbQsqOhAYZuZLvowXcyYVQp/Gyura+sZmYau4vbO7t186OOzIKBGEtknEI9HzsKSchbStmOK0FwuKA4/Trje5mvndOyoki8JbNY2pG+BRyHxGsNLSoITSfn6JI0aemyIT2Q3bQufItJHVqM5Io1Gv2XaW9j0fOlk2KJWXKbhMwWUKWibKUQYLtAal9/4wIklAQ0U4ltKxUKzcFAvFCKdZsZ9IGmMywSPqaBrigEo3zZfK4KlWhtCPhD6hgrn6fSLFgZTTwNPJAKux/O3NxL88J1F+3U1ZGCeKhmT+kJ9wqCI4qwkOmaBE8akmmAimd4VkjAUmSpdZ1CUsfwr/J52KaVXNyk2t3Lxc1FEAx+AEnAELXIAmuAYt0AYE3INH8AxejAfjyXg13ubRFWMxcwR+wPj4Ap06nO4=</latexit>

[<latexit sha1_base64="drX6krkl3Exw7TB68OpIY9JNnDQ=">AAACGXicdVBLSwMxGMz6rPVV9eglWAQPsmTbLrYXKXjxWME+YLuUbJptQ7MPkqxQlv0bXvwrXjwo4lFP/hvTbQsqOhAYZuZLvowXcyYVQp/Gyura+sZmYau4vbO7t186OOzIKBGEtknEI9HzsKSchbStmOK0FwuKA4/Trje5mvndOyoki8JbNY2pG+BRyHxGsNLSoITSfn6JI0aemyIT2Q3bQufItJHVqM5Io1Gv2XaW9j0fOlk2KJWXKbhMwWUKWibKUQYLtAal9/4wIklAQ0U4ltKxUKzcFAvFCKdZsZ9IGmMywSPqaBrigEo3zZfK4KlWhtCPhD6hgrn6fSLFgZTTwNPJAKux/O3NxL88J1F+3U1ZGCeKhmT+kJ9wqCI4qwkOmaBE8akmmAimd4VkjAUmSpdZ1CUsfwr/J52KaVXNyk2t3Lxc1FEAx+AEnAELXIAmuAYt0AYE3INH8AxejAfjyXg13ubRFWMxcwR+wPj4Ap06nO4=</latexit> [<latexit sha1_base64="drX6krkl3Exw7TB68OpIY9JNnDQ=">AAACGXicdVBLSwMxGMz6rPVV9eglWAQPsmTbLrYXKXjxWME+YLuUbJptQ7MPkqxQlv0bXvwrXjwo4lFP/hvTbQsqOhAYZuZLvowXcyYVQp/Gyura+sZmYau4vbO7t186OOzIKBGEtknEI9HzsKSchbStmOK0FwuKA4/Trje5mvndOyoki8JbNY2pG+BRyHxGsNLSoITSfn6JI0aemyIT2Q3bQufItJHVqM5Io1Gv2XaW9j0fOlk2KJWXKbhMwWUKWibKUQYLtAal9/4wIklAQ0U4ltKxUKzcFAvFCKdZsZ9IGmMywSPqaBrigEo3zZfK4KlWhtCPhD6hgrn6fSLFgZTTwNPJAKux/O3NxL88J1F+3U1ZGCeKhmT+kJ9wqCI4qwkOmaBE8akmmAimd4VkjAUmSpdZ1CUsfwr/J52KaVXNyk2t3Lxc1FEAx+AEnAELXIAmuAYt0AYE3INH8AxejAfjyXg13ubRFWMxcwR+wPj4Ap06nO4=</latexit>)<latexit sha1_base64="jwxyF+zfio6J2zFSfrbfaL9H44U=">AAACGXicdVBLSwMxGMzWV62vVY9egkVQkCXbdrG9SMGLxwr2Ae1Ssmm2Dc0+SLJCWfZvePGvePGgiEc9+W9MX6CiA4FhZr7ky3gxZ1Ih9GnkVlbX1jfym4Wt7Z3dPXP/oCWjRBDaJBGPRMfDknIW0qZiitNOLCgOPE7b3vhq6rfvqJAsCm/VJKZugIch8xnBSkt9E6W92SVdMfTcFFnIqTk2OkeWg+xaeUpqtWrFcbK05/nwLMv6ZnGZgssUXKagbaEZimCBRt987w0ikgQ0VIRjKbs2ipWbYqEY4TQr9BJJY0zGeEi7moY4oNJNZ0tl8EQrA+hHQp9QwZn6fSLFgZSTwNPJAKuR/O1Nxb+8bqL8qpuyME4UDcn8IT/hUEVwWhMcMEGJ4hNNMBFM7wrJCAtMlC6zoEtY/hT+T1olyy5bpZtKsX65qCMPjsAxOAU2uAB1cA0aoAkIuAeP4Bm8GA/Gk/FqvM2jOWMxcwh+wPj4AlEOnLw=</latexit>

[
<latexit sha1_base64="drX6krkl3Exw7TB68OpIY9JNnDQ=">AAACGXicdVBLSwMxGMz6rPVV9eglWAQPsmTbLrYXKXjxWME+YLuUbJptQ7MPkqxQlv0bXvwrXjwo4lFP/hvTbQsqOhAYZuZLvowXcyYVQp/Gyura+sZmYau4vbO7t186OOzIKBGEtknEI9HzsKSchbStmOK0FwuKA4/Trje5mvndOyoki8JbNY2pG+BRyHxGsNLSoITSfn6JI0aemyIT2Q3bQufItJHVqM5Io1Gv2XaW9j0fOlk2KJWXKbhMwWUKWibKUQYLtAal9/4wIklAQ0U4ltKxUKzcFAvFCKdZsZ9IGmMywSPqaBrigEo3zZfK4KlWhtCPhD6hgrn6fSLFgZTTwNPJAKux/O3NxL88J1F+3U1ZGCeKhmT+kJ9wqCI4qwkOmaBE8akmmAimd4VkjAUmSpdZ1CUsfwr/J52KaVXNyk2t3Lxc1FEAx+AEnAELXIAmuAYt0AYE3INH8AxejAfjyXg13ubRFWMxcwR+wPj4Ap06nO4=</latexit>

x<latexit sha1_base64="m/xxJ4kD8ilb27fTo7Ez4e1Q0yQ=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbRRI4kXjxCIo8ENmR26IWR2dnNzKyREL7AiweN8eonefNvHGAPClbSSaWqO91dQSK4Nq777eQ2Nre2d/K7hb39g8Oj4vFJS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfj27nffkSleSzvzSRBP6JDyUPOqLFS46lfLLlldwGyTryMlCBDvV/86g1ilkYoDRNU667nJsafUmU4Ezgr9FKNCWVjOsSupZJGqP3p4tAZubDKgISxsiUNWai/J6Y00noSBbYzomakV725+J/XTU1Y9adcJqlByZaLwlQQE5P512TAFTIjJpZQpri9lbARVZQZm03BhuCtvrxOWpWyd1WuNK5LtWoWRx7O4BwuwYMbqMEd1KEJDBCe4RXenAfnxXl3PpatOSebOYU/cD5/AOSFjPY=</latexit>

y = f(x)
<latexit sha1_base64="O1HFgZphEuC34+9DDPV6gT8EzKk=">AAAB7XicbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRahXspuFexFKHjxWMF+QLuUbJptY7PJkmTFsvQ/ePGgiFf/jzf/jWm7B219MPB4b4aZeUHMmTau++3k1tY3Nrfy24Wd3b39g+LhUUvLRBHaJJJL1QmwppwJ2jTMcNqJFcVRwGk7GN/M/PYjVZpJcW8mMfUjPBQsZAQbK7Um12H56bxfLLkVdw60SryMlCBDo1/86g0kSSIqDOFY667nxsZPsTKMcDot9BJNY0zGeEi7lgocUe2n82un6MwqAxRKZUsYNFd/T6Q40noSBbYzwmakl72Z+J/XTUxY81Mm4sRQQRaLwoQjI9HsdTRgihLDJ5Zgopi9FZERVpgYG1DBhuAtv7xKWtWKd1Gp3l2W6rUsjjycwCmUwYMrqMMtNKAJBB7gGV7hzZHOi/PufCxac042cwx/4Hz+AMu5jpU=</latexit>

[
<latexit sha1_base64="drX6krkl3Exw7TB68OpIY9JNnDQ=">AAACGXicdVBLSwMxGMz6rPVV9eglWAQPsmTbLrYXKXjxWME+YLuUbJptQ7MPkqxQlv0bXvwrXjwo4lFP/hvTbQsqOhAYZuZLvowXcyYVQp/Gyura+sZmYau4vbO7t186OOzIKBGEtknEI9HzsKSchbStmOK0FwuKA4/Trje5mvndOyoki8JbNY2pG+BRyHxGsNLSoITSfn6JI0aemyIT2Q3bQufItJHVqM5Io1Gv2XaW9j0fOlk2KJWXKbhMwWUKWibKUQYLtAal9/4wIklAQ0U4ltKxUKzcFAvFCKdZsZ9IGmMywSPqaBrigEo3zZfK4KlWhtCPhD6hgrn6fSLFgZTTwNPJAKux/O3NxL88J1F+3U1ZGCeKhmT+kJ9wqCI4qwkOmaBE8akmmAimd4VkjAUmSpdZ1CUsfwr/J52KaVXNyk2t3Lxc1FEAx+AEnAELXIAmuAYt0AYE3INH8AxejAfjyXg13ubRFWMxcwR+wPj4Ap06nO4=</latexit>

[ <latexit sha1_base64="drX6krkl3Exw7TB68OpIY9JNnDQ=">AAACGXicdVBLSwMxGMz6rPVV9eglWAQPsmTbLrYXKXjxWME+YLuUbJptQ7MPkqxQlv0bXvwrXjwo4lFP/hvTbQsqOhAYZuZLvowXcyYVQp/Gyura+sZmYau4vbO7t186OOzIKBGEtknEI9HzsKSchbStmOK0FwuKA4/Trje5mvndOyoki8JbNY2pG+BRyHxGsNLSoITSfn6JI0aemyIT2Q3bQufItJHVqM5Io1Gv2XaW9j0fOlk2KJWXKbhMwWUKWibKUQYLtAal9/4wIklAQ0U4ltKxUKzcFAvFCKdZsZ9IGmMywSPqaBrigEo3zZfK4KlWhtCPhD6hgrn6fSLFgZTTwNPJAKux/O3NxL88J1F+3U1ZGCeKhmT+kJ9wqCI4qwkOmaBE8akmmAimd4VkjAUmSpdZ1CUsfwr/J52KaVXNyk2t3Lxc1FEAx+AEnAELXIAmuAYt0AYE3INH8AxejAfjyXg13ubRFWMxcwR+wPj4Ap06nO4=</latexit>

[<latexit sha1_base64="drX6krkl3Exw7TB68OpIY9JNnDQ=">AAACGXicdVBLSwMxGMz6rPVV9eglWAQPsmTbLrYXKXjxWME+YLuUbJptQ7MPkqxQlv0bXvwrXjwo4lFP/hvTbQsqOhAYZuZLvowXcyYVQp/Gyura+sZmYau4vbO7t186OOzIKBGEtknEI9HzsKSchbStmOK0FwuKA4/Trje5mvndOyoki8JbNY2pG+BRyHxGsNLSoITSfn6JI0aemyIT2Q3bQufItJHVqM5Io1Gv2XaW9j0fOlk2KJWXKbhMwWUKWibKUQYLtAal9/4wIklAQ0U4ltKxUKzcFAvFCKdZsZ9IGmMywSPqaBrigEo3zZfK4KlWhtCPhD6hgrn6fSLFgZTTwNPJAKux/O3NxL88J1F+3U1ZGCeKhmT+kJ9wqCI4qwkOmaBE8akmmAimd4VkjAUmSpdZ1CUsfwr/J52KaVXNyk2t3Lxc1FEAx+AEnAELXIAmuAYt0AYE3INH8AxejAfjyXg13ubRFWMxcwR+wPj4Ap06nO4=</latexit>

[
<latexit sha1_base64="drX6krkl3Exw7TB68OpIY9JNnDQ=">AAACGXicdVBLSwMxGMz6rPVV9eglWAQPsmTbLrYXKXjxWME+YLuUbJptQ7MPkqxQlv0bXvwrXjwo4lFP/hvTbQsqOhAYZuZLvowXcyYVQp/Gyura+sZmYau4vbO7t186OOzIKBGEtknEI9HzsKSchbStmOK0FwuKA4/Trje5mvndOyoki8JbNY2pG+BRyHxGsNLSoITSfn6JI0aemyIT2Q3bQufItJHVqM5Io1Gv2XaW9j0fOlk2KJWXKbhMwWUKWibKUQYLtAal9/4wIklAQ0U4ltKxUKzcFAvFCKdZsZ9IGmMywSPqaBrigEo3zZfK4KlWhtCPhD6hgrn6fSLFgZTTwNPJAKux/O3NxL88J1F+3U1ZGCeKhmT+kJ9wqCI4qwkOmaBE8akmmAimd4VkjAUmSpdZ1CUsfwr/J52KaVXNyk2t3Lxc1FEAx+AEnAELXIAmuAYt0AYE3INH8AxejAfjyXg13ubRFWMxcwR+wPj4Ap06nO4=</latexit>

Links und Mitte: Stetige, aber nicht monotone oder nicht strikt-monotone Funktionen auf Intervallen sind nicht

invertierbar. Rechts: Stetige und strikt-monotone Funktionen auf Nicht-Intervallen besitzen zwar immer eine

Umkehrfunktion, aber diese muss nicht stetig sein.

Bemerkung

1. Dieses Resultat gilt analog auf jedem Intervall und auf ganz R, aber nicht auf
jeder Teilmenge von R.

2. Eine nicht-strikt monotone Funktion auf einem Intervall besitzt in der Regel keine
Umkehrfunktion und ist D kein Intervall, so gibt es stetige und invertierbare
Funktionen f : D ! R, deren Umkehrabbildung zwar wohldefiniert, aber nicht
stetig ist (siehe Bild).
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8.1. Stetigkeit 173

3. Existiert die Umkehrfunktion f�1 von f , so können die Graphen vomn f und f�1

durch Spiegelung an der Geraden y = x ineinander überführt werden.

Theorem (gleichmäßige Stetigkeit) Jede stetige Funktion f : [a, b] ! R ist
gleichmäßig stetig, d.h.

8 " > 0 9 � > 0 8 x, x⇤ 2 [a, b] :
��x� x⇤

�� < � =)
��f(x)� f(x⇤)

�� < " .

Oder anders gesagt: Beim "-�-Kriterium kann man bei kompakten Intervallen � zwar
nicht unabhängig von ", aber doch unabhängig von x⇤ wählen.

Beweis : Dieses technische — aber doch wichtige und nützliche Resultat — wird zum
Beispiel in [AORS, Seite 229] hergeleitet.

Weitere Aspekte

Klassifikation von Unstetigkeitsstellen In der Praxis treten oftmals isolierte
Unstetigkeitsstellen auf, d.h. Punkte x⇤ 2 D, so dass

1. f ist unstetig in x⇤.

2. Es existiert ⌘ > 0, so dass f stetig auf den Intervallen (x⇤�⌘, x⇤) und (x⇤, x⇤+⌘)
ist.

In diesem Fall kann man x⇤ wie folgt klassifizieren:

1. x⇤ heißt hebbare Unstetigkeit, wenn y⇤ = limx!x⇤ f(x) existiert.

2. x⇤ wird Sprungstelle genannt, wenn die einseitigen Grenzwerte limx%x⇤ f(x) und
limx&x⇤ f(x) (im eigentlichen Sinne) existieren und verschieden sind.

3. x⇤ heißt Polstelle, wenn die einseitigen Grenzwerte limx%x⇤ f(x) und limx&x⇤ f(x)
im uneigentlichen Sinne existieren (also den Wert +1 oder �1 annehmen).

Im ersten Fall gilt dabei y⇤ 6= f(x), da andernfalls f in x⇤ nicht unstetig, sondern stetig
wäre. Der wesentliche Punkt ist aber, dass die im Punkt x⇤ abgeänderte Funktion
f̃ : D ! R mit

f̃(x) =

⇢
y⇤ für x = x⇤

f(x) für x 6= x⇤

in x⇤ stetig ist. Bei Sprungstellen kann man nicht durch eine punktweise Änderung aus
f eine stetige Funktion machen, aber es existieren sowohl der linksseitige als auch der
rechtsseitige Grenzwert, wobei

R 3 |[f ]|x⇤ := lim
"&0

f(x⇤ + ")� lim
"&0

f(x⇤ � ") = lim
x&x⇤

f(x)� lim
x%x⇤

f(x)

der sogenannte Sprung von f an x⇤ ist. Bei einem Pol explodiert die Funktion auf bei-
den Seite zu ±1, wobei es möglich ist, dass auf beiden Seiten verschiedene oder gleiche
uneigentliche Grenzwerte angenommen werden (etwa f(x) = 1/x für x 6= x⇤ = 0 und
f(x⇤) = 0 bzw. f(x) = 1/x2 für x 6= x⇤ = 0 und f(x⇤) = 0). Darüber hinaus gibt es
aber auch isolierte Nullstellen, die weder hebbare Unstetigkeit noch Sprungstelle oder
Pol sind.
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174 8. Stetigkeit und Di↵erenzierbarkeit

Beispiel Wir betrachten die Funktionen fi : R ! R mit

f1(x) =

(
0 für x = 0

sin (x)

x
für x 6= 0

, f2(x) =

8
<

:

0 für x = 0
sin (x)p

x2
für x 6= 0

sowie

f3(x) =

(
0 für x = 0

sin (x)

x2
für x 6= 0

, f4(x) =

8
<

:

0 für x = 0

sin

✓
1

x

◆
für x 6= 0

.

In jedem Fall ist x⇤ = 0 eine isolierter Unstetigkeitsstelle, aber es handelt sich immer
um einen anderen Typ (siehe Bild). Beachte dabei, dass

lim
x&0

sin x

x
= 1 = lim

x%0

sin x

x
.

0.0 +5.0-5.0

0.0

+1.0
Graph von f1

0.0 +5.0-5.0

0.0

+1.0

-1.0

Graph von f2

0.0 +5.0-5.0

0.0
+1.0

-1.0

+5.0

-5.0

Graph von f3

0.0 +0.1-0.1

0.0

+1.0

-1.0

Graph von f4

Die vier im Text angegebenen Beispiele für eine isolierte Unstetigkeitsstelle bei x⇤ = 0: Es handelt sich um eine

hebbare Unstetigkeit, eine Sprungstelle, einen Pol und einen nicht-klassifizierten Typ.

Lücken im Definitionsbereich Neben isolierten Unstetigkeitsstellen kann es auch
isolierte Lücken im Definitionsbereich D geben, d.h. Punkte x⇤ so dass

1. x⇤ /2 D,

2. es existiert ⌘ > 0, so dass f auf den Intervalle (x⇤ � ⌘, x⇤) und (x⇤, x⇤ + ⌘)
definiert und stetig ist.

Man kann nun die Lücke x⇤ ganz analog zu oben klassifizieren, wobei man im ersten
Fall auch von einer hebbaren Singularität redet.

Beispiele Die obigen Formeln definieren für x 6= 0 stetige Funktionen fi : R\{0} !
R, wobei dann x⇤ keine isolierte Unstetigkeitsstelle, sondern eine isolierte Lücke im
Definitionsbereich ist.

Vertauschbarkeit von Grenzübergängen In vielen praktischen Fällen hängt ein
Ausdruck nicht nur von einer reellen Variablen x, sondern auch von einer zweiten
Variablen (oder einem Parameter) ⇠ ab. Man kann dann die Grenzprozesse x ! x⇤
und ⇠ ! ⇠⇤ auf zwei verschiedene Arten hintereinander ausführen.
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Beispiele

1. Wir betrachten f : R+ ⇥ R+ ! R mit

f(x, ⇠) = exp (�x/⇠)

und berechnen

lim
⇠&0

lim
x&0

f(x, ⇠) = lim
⇠&0

1 = 1

sowie

lim
x&0

lim
⇠&0

f(x, ⇠) = lim
x&0

0 = 0 .

Insbesondere hängt hier das Ergebnis von der Reihenfolge der Grenzübergänge
ab.

2. Wir betrachten f : R+ ⇥ R+ ! R mit

f(x, ⇠) = ⇠ exp (�x)

und berechnen

lim
⇠&0

lim
x&0

f(x, ⇠) = lim
⇠&0

⇠ = 0

sowie

lim
x&0

lim
⇠&0

f(x, ⇠) = lim
x&0

0 = 0 .

Dieses Beispiel ist regulärer, denn hier können beide Grenzübergänge vertauscht
werden.

Achtung Im Allgemeinen ist die Aussage

lim
⇠!⇠⇤

lim
x!x⇤

f(x, ⇠) = lim
x!x⇤

lim
⇠!⇠⇤

f(x, ⇠) ,

falsch, d.h. verschiedene Grenzprozesse können nicht unbedingt miteinander vertauscht
werden. Wir können diese Problematik hier nicht erschöpfend behandeln, wollen aber
ein wichtiges Resultat vorwegnehmen bzw. informell formulieren: Man kann, vereinfacht
gesprochen, nur dann die Gültigkeit der obigen Formel erwarten, wenn die Konvergenz
für x ! x⇤ gleichmäßig bzgl. ⇠ oder die Konvergenz für ⇠ ! ⇠⇤ gleichmäßig bzgl. x
erfolgt.

8.2 Di↵erenzierbarkeit

Definition f : D ! R heißt di↵erenzierbar an der Stelle x⇤ 2 D, falls der Grenz-
wert

lim
x!x⇤

f(x)� f(x⇤)

x� x⇤
=: f 0(x⇤) =:

d

dx
f(x⇤)

existiert, wobei er dann die Ableitung von f in x⇤ genannt wird. Existiert f 0(x) für

jedes jedes x⇤ 2 D (bzw. für jedes x⇤ 2 D̃ ⇢ D), so nennt man f di↵erenzierbar (bzw.
di↵erenzierbar auf der Menge D̃).
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Interpretation Der Ausdruck

f(x)� f(x⇤)

x� x⇤

ist der Anstieg derjenigen Sekante, die die Punkte (x, f(x)) und (x⇤, f(x⇤)) auf dem
Graphen von f miteinander verbindet. Im Limes x ! x⇤ wird daraus der Anstieg der
Tangente an den Graphen von f im Punkt (x⇤, f(x⇤)) (siehe Bild).

x⇤<latexit sha1_base64="iizqE1ntIbBwTVoUQZkyD6dVRws="></latexit>

x
<latexit sha1_base64="opK0HQiQi+ov5CCKhuU8nzcVFR4=">AAACE3icdZDLSgMxFIYz9VbrrerSTbAIIlJmpkNbdwU3LivYC7RDyaSZNjSTGZKMWIZ5Bze+ihsXirh14863MdMLqOiBwM//nZOc/F7EqFSm+WnkVlbX1jfym4Wt7Z3dveL+QVuGscCkhUMWiq6HJGGUk5aiipFuJAgKPEY63uQy451bIiQN+Y2aRsQN0IhTn2KktDUoniX92SU9MfLcxCxf1Ku2Uz03y6ZZs2wrE3bNqTjpXToolpYcLjlccmhpJ6sSWFRzUPzoD0McB4QrzJCUPcuMlJsgoShmJC30Y0kihCdoRHpachQQ6SazdVJ4op0h9EOhD1dw5n6fSFAg5TTwdGeA1Fj+Zpn5F+vFyq+7CeVRrAjH84f8mEEVwiwgOKSCYMWmWiAsqN4V4jESCCsdY0GHsPwp/F+07bJVKdvXTqlRX8SRB0fgGJwCC9RAA1yBJmgBDO7BI3gGL8aD8WS8Gm/z1pyxmDkEP8p4/wIV9Jp1</latexit>

f(x)
<latexit sha1_base64="nq5GPMMe4b+GwU7jNjY87AmtefE="></latexit>

x�x⇤<latexit sha1_base64="hl60gFJwCm9Hj/kguMxiT/Fw+Q8="></latexit>

f(x)�f(x⇤)
<latexit sha1_base64="RdtTnRmyOrvT9aO3gcrVTn3adSc="></latexit>

�
<latexit sha1_base64="noHKRMHIiUvT4cMusn3BA4iranY="></latexit>

�
<latexit sha1_base64="Cj2l/sSU8Id0EAqKHVJh2vtpMW8="></latexit>

f(x⇤)
<latexit sha1_base64="Tlop6PVI9Idw0+pd3+8e7wfim24="></latexit>

f 0(x⇤) = tan �
<latexit sha1_base64="ifv17KmSwYeSoI837XVD98pVaEo="></latexit>

tan�=
f(x)� f(x⇤)

x� x⇤<latexit sha1_base64="hwSL4p1EvjndpKo3YMauljCsqQ0="></latexit>

x ! x⇤
<latexit sha1_base64="zPRAma9/cCb3Df3BpzUuHJCkAN8="></latexit>

�
!

<latexit sha1_base64="8dQgokAqBf+pCXDsROfN8N2mShg=">AAAB+HicbVBNSwMxEM3Wr1o/uurRS7AInspuFeyx4MVjBfsB7VKyabYNzSZLMqvUpb/EiwdFvPpTvPlvTNs9aOuDgcd7M8zMCxPBDXjet1PY2Nza3inulvb2Dw7L7tFx26hUU9aiSijdDYlhgkvWAg6CdRPNSBwK1gknN3O/88C04UrewzRhQUxGkkecErDSwC33hZIjzUdjIFqrx4Fb8areAnid+DmpoBzNgfvVHyqaxkwCFcSYnu8lEGREA6eCzUr91LCE0AkZsZ6lksTMBNni8Bk+t8oQR0rbkoAX6u+JjMTGTOPQdsYExmbVm4v/eb0UonqQcZmkwCRdLopSgUHheQp4yDWjIKaWEKq5vRXTMdGEgs2qZEPwV19eJ+1a1b+s1u6uKo16HkcRnaIzdIF8dI0a6BY1UQtRlKJn9IrenCfnxXl3PpatBSefOUF/4Hz+AHCEk5A=</latexit>

Die Ableitung f
0(x⇤) ist der Anstieg der Tangente (lila) an den Graphen bzw. der Grenzwert des Anstiegs der

Sekanten (blau).

Bemerkung Bei der Berechnung von Di↵erenzenquotienten sowie den entsprech-
enden Konvergenzuntersuchungen wird immer stillschweigend x 6= x⇤ vorausgesetzt.

Vorlesung 24, 18. Dezember 2019

Beispiele

1. Für jedes Monom f(x) = xm mit m 2 N0 sowie der Abkürzung h = x� x⇤ gilt

f(x)� f(x⇤)

x� x⇤
=

f(x⇤ + h)� f(x⇤)

h

=

 
mX

j=0

✓
m
j

◆
· hj · xm�j

⇤

!
� xm

⇤

h

=

�
xm

⇤ +m · h · xm�1
⇤ + . . .+m · hm�1 · x⇤ + hm

�
� xm

⇤

h

= m · xm�1
⇤ +

mX

j=2

✓
m
j

◆
· hj�1 · xm�j

⇤ .

Der Limes x ! x⇤ bzw. h ! 0 liefert nun

f 0(x⇤) = m · xm�1
⇤

für alle x⇤ 2 R, wobei diese Formel insbesondere auch für m = 0 bzw. m = 1 im
Sinne von f 0(x⇤) = 0 und f 0(x⇤) = 1 gilt. Da x⇤ beliebig ist, können wir am Ende
auf beiden Seiten der Formel x⇤ durch x ersetzen, d.h. es gilt f 0(x) = m · xm�1

für alle x 2 R.
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2. Analog berechnet man für jedes Polynom

f(x) = ↵m · xm + ↵m�1 · xm�1 + . . .+ ↵2 · x2 + ↵1 · x+ ↵0

die Formel

f 0(x) = m · ↵m · xm�1 + (m� 1) · ↵m�1 · xm�2 + . . .+ 2 · ↵2 · x+ ↵1 .

3. Mit f(x) = 1/x für x 6= 0 berechnen wir für jedes feste x⇤ den Di↵erenzenquoti-
enten

f(x)� f(x⇤)

x� x⇤
=

f(x⇤ + h)� f(x⇤)

h
=

1

h · (x⇤ + h)
� 1

h · x⇤

=
x⇤ � (x⇤ + h)

h · (x⇤ + h) · x⇤
= � 1

(x⇤ + h) · x⇤

und erhalten f 0(x⇤) = �1/x2
⇤ nach Grenzübergang h ! 0. Alternativ können wir

auch

d

dx

1

x
= � 1

x2

schreiben.

4. Analog zeigt man für alle m 2 N und jedes x 6= 0 die Formel

d

dx

✓
1

xm

◆
= � m

xm+1
.

Ganz allgemein gilt
d

dx
xk = k · xk�1 für alle k 2 Z und x 6= 0.

5. Die Theorie der Potenzreihen (siehe nächstes Kapitel) impliziert

exp0 (x) = exp (x) , sin0 (x) = cos (x) , cos0 (x) = � sin (x) .

6. Die Di↵erentiationsregeln für Umkehrfunktionen (siehe unten) garantieren

ln0 (x) =
1

x

für alle x > 0.

7. Die Betragsfunktion f : R ! R mit f(x) = |x| ist an jeder Stelle x⇤ < 0 bzw.
x⇤ > 0 di↵erenzierbar mit f 0(x⇤) = �1 bzw. f 0(x⇤) = +1, denn es gilt

|x⇤ + h|� |x⇤|
h

=
�h

h
= �1 bzw

|x⇤ + h|� |x⇤|
h

=
+h

h
= +1

für alle hinreichend kleinen h (es sollte |h| < |x⇤| gelten). Die Betragsfunktion ist
aber nicht in x⇤ = 0 di↵erenzierbar, denn es gilt

lim
h&0

|h|
h

= 1 6= �1 = lim
h%0

|h|
h

,

d.h. der rechtsseitige und der linksseitige Grenzwert des Di↵erenzenquotienten
sind verschieden. Das ist nicht verwunderlich, da ja die Betragsfunktion einen
Knick bei x = 0 aufweist.

8. Die Vorzeichenfunktion sgn : R ! R ist in jedem Punkt x 6= 0 di↵erenzierbar
mit sgn0(x) = 0, aber die Ableitung existiert nicht an der Stelle x = 0.
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Lemma Wenn f : D ! R an der Stelle x⇤ di↵erenzierbar ist, so ist f auch stetig an
der Stelle x⇤. Die Umkehrung ist aber nicht richtig (zum Beispiel Knickstellen!).

Beweis : Für jedes x 6= x⇤ gilt

f(x)� f(x⇤) =
f(x)� f(x⇤)

x� x⇤
· (x� x⇤)

und da die rechte Seite nach Voraussetzung wegen der Rechenregeln für Grenzwerte
für x ! x⇤ gegen f 0(x⇤) · 0 = 0 konvergiert, gilt also limx!x⇤

�
f(x)� f(x⇤)

�
= 0 und

damit limx!x⇤ f(x) = f(x⇤).

Bemerkung

1. Di↵erenzierbarkeit ist (wie Stetigkeit) zunächst eine punktweise Eigenschaft, die
an jeder Stelle aus D überprüft werden muss. Es gibt seltsame Funktionen, die
zwar überall stetig sind, aber an keiner oder nur an sehr wenigen Stellen di↵e-
renzierbar sind.

2. Ist f : D ! R an jeder Stelle x 2 D di↵erenzierbar, so existiert die Ableitung als
Funktion f 0 : D ! R.

3. Besonders wichtig sind stetig di↵erenzierbare Funktionen, bei denen f 0 : D ! R
nicht nur in jeder Stelle wohldefiniert, sondern auch stetig ist.

4. Es gibt das allgemeinere Konzept der einseitigen Ableitungen

lim
x&x⇤

f(x)� f(x⇤)

x� x⇤
lim
x%x⇤

f(x)� f(x⇤)

x� x⇤
,

das vor allem bei Knickstellen sinnvoll ist.

5. Ableitungen kann man für Funktionen f : C ! C ganz analog via

f 0(z⇤) = lim
z!z⇤

f(z)� f(z⇤)

z � z⇤

für z, z⇤ 2 C einführen, aber die entsprechende Theorie ist ganz anders als im
Reellen. Wir werden komplexe Ableitungen erst im dritten Teil dieses Vorlesungs-
zyklus behandeln.

Elementare Rechenregeln für Ableitungen Für zwei an der Stelle x⇤ 2 D di↵e-
renzierbare Funktionen f, g : D ! R gelten die folgenden Aussagen:

1. (Linearität der Ableitung) Die obigen Definitionen implizieren

�
� · f + µ · g

�0
(x⇤) = � · f 0(x⇤) + µ · g0(x⇤)

für beliebige reelle Zahlen �, µ 2 R .

2. (Produktregel) Es gilt auch

�
f · g

�0
(x⇤) = f 0(x⇤) · g(x⇤) + f(x⇤) · g0(x⇤) .
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In der Tat, für h 6= 0 gilt

f(x⇤ + h) · g(x⇤ + h)� f(x⇤) · g(x⇤)

h

=
f(x⇤ + h)� f(x⇤)

h
· g(x⇤ + h) + f(x⇤) ·

g(x⇤ + h)� g(x⇤)

h

und der Limes h ! 0 liefert die gewünschte Formel, da f und g in x⇤ di↵eren-
zierbar und damit auch stetig sind.

3. (Quotientenregel) Unter der Zusatzannahme g(x⇤) 6= 0 gilt

✓
f

g

◆0

(x⇤) =
f 0(x⇤) · g(x⇤)� f(x⇤) · g0(x⇤)

g2(x⇤)
,

wobei diese Regel aus der Produkt- und der Kettenregel abgeleitet werden kann
(Übungsaufgabe).

Beispiele Für alle x im Definitionsbereich der jeweiligen Funktionen gilt

d

dx

⇣
3x2 + 4 sin (x)

⌘
= 3

d

dx
x2 + 4

d

dx
sin (x) = 6x+ 4 cos (x)

sowie

d

dx

�
ln (x) · sin (x)

�
= ln0 (x) · sin (x) + ln (x) · sin0 (x) =

sin (x)

x
+ ln (x) · cos (x)

und

d

dx
tan (x) =

d

dx

✓
sin (x)

cos (x)

◆
=

sin0 (x) · cos (x)� sin (x) · cos0 (x)
cos2 (x)

=
cos2 (x) + sin2 (x)

cos2 (x)
=

1

cos2 (x)
= sec2 (x) ,

wobei sec (x) = 1/ cos (x) der Sekans von x ist. Der Kosekans ist übrigens csc (x) =
1/ sin (x).

Kettenregel für Ableitungen Ist f : D ! E in x⇤ di↵erenzierbar und ist ausßer-
dem g : E ! R in f(x⇤) di↵erenzierbar, so ist auch g � f in x⇤ di↵erenzierbar und es
gilt

�
g � f

�0
(x⇤) =

d

dx
g
�
f(x)

�
= g0

�
f(x⇤)

�
· f 0(x⇤) ,

wobei die Terme g0
�
f(x⇤)

�
bzw. f 0(x⇤) manchmal die äußere bzw. die innere Ableitung

genannt werden.

Ein rigoroser Beweis findet sich in [AORS, Seite 235], aber informell kann die Ketten-
regel wie folgt begründet werden: Für h 6= 0 betrachten wir

⌘(h) := f(x⇤ + h)� f(x⇤)
h!0��! 0
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und schreiben

g
�
f(x⇤ + h)

�
� g
�
f(x⇤)

�

h
=

g
�
f(x⇤ + h)

�
� g
�
f(x⇤)

�

f(x⇤ + h)� f(x⇤)
· f(x⇤ + h)� f(x⇤)

h

=
g
�
f(x⇤) + ⌘(h)

�
� g
�
f(x⇤)

�

⌘(h)
· f(x⇤ + h)� f(x⇤)

h
,

wobei wir stillschweigend vorausgesetzt haben (und das ist die kleine Lücke in unserem

”
Beweis“), dass ⌘(h) 6= 0 für h 6= 0 gilt. Die behauptete Formel folgt nun durch
Grenzübergang h ! 0.

Beispiele Durch direkte Rechnungen verifizieren wir

d

dx

�
ln
�
1 + x2

��
= ln0 �1 + x2

�
· (2 · x) = 2 · x

1 + x2

sowie

d

dx
exp

�
sin
�
x3
��

= exp0 � sin
�
x3
��

· sin0 �x3
�
·
�
3 · x2

�

= 3 · x2 · cos
�
x3
�
· exp

�
sin
�
x3
��

.

Ableitung der Umkehrfunktion Besitzt die Funktion f : D ! E die Umkehr-
funktion f�1 : E ! D und ist f in x⇤ di↵erenzierbar mit f 0(x⇤) 6= 0, so ist f�1 in
y⇤ = f(x⇤) di↵erenzierbar mit

�
f�1
�0
(y⇤) =

1

f 0(x⇤)
.

Auch hier verweisen wir für einen rigorosen Beweis auf die Literatur (etwa [AORS, Seite
235], wollen aber erwähnen, dass die Formel mittels der Kettenregel durch symbolische
Di↵erentiation von

x = f�1
�
f(x)

�

nach x abgeleitet werden kann. In der Tat, wir erhalten

1 =
d

dx
f�1
�
f(x)

�
=
�
f�1
�0�

f(x)
�
· f 0(x) bzw.

�
f�1
�0�

f(x)
�
=

1

f 0(x)

für alle x und damit auch für x = x⇤. Alternativ hätten wir in

y = f
�
f�1(y)

�

beide Seiten nach y di↵erenzieren können, um (f�1)0(y) = 1/f 0�f�1(y)
�
für alle y zu

erhalten.

Beispiele

1. Für alle x 2 R gilt

x = exp (ln (x))

und durch Di↵erentiation nach x erhalten wir

1 = exp0 � ln (x)
�
· ln0 (x) = exp

�
ln (x)

�
· ln0 (x) = x · ln0 (x)

und damit ln0 (x) = 1/x für alle x > 0.
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2. Aus

x = sin
�
arcsin (x)

�
für alle x 2 (�1, +1)

ergibt sich

1 = sin0 (arcsin (x)) · arcsin0 (x)

= cos (arcsin (x)) · arcsin0 (x)

=
q

1� sin2
�
arcsin (x)

�
· arcsin0 (x)

=
p
1� x2 · arcsin0 (x) ,

und damit arcsin0 (x) = 1/
p
1� x2. Hierbei haben wir benutzt, dass arcsin Wer-

te in (�⇡/2, +⇡/2) annimmt und dass daher cos (arcsin (x)) immer positiv ist.
Beachte, dass f 0(x) ! 1 für x ! ±1.

Vorlesung 25, 20. Dezember 2019

Höhere Ableitungen Ist f di↵erenzierbar, so stellt sich die natürliche Frage, ob
denn auch die Funktion f 0 : D ! R an einzelnen oder gar an allen Stellen x⇤ 2 D
di↵erenzierbar ist. Ist die Antwort positiv, so spricht man von der zweiten Ableitung
von f und schreibt

f 00(x⇤) = lim
x!x⇤

f 0(x)� f 0(x⇤)

x� x⇤

an einer ausgezeichneten Stelle x⇤ bzw.

d2

dx2
f(x) =

d

dx
f 0(x) ,

sofern die zweite Ableitung im gesamten Definitionsbereich existiert. Analog kann
man dritte, vierte usw. Ableitungen einführen, wobei man dann die n-te Ableitung
üblicherweise als f (n) und nicht als f 00...00 schreibt. Insbesondere gilt

f (n)(x⇤) = lim
x!x⇤

f (n�1)(x)� f (n�1)(x⇤)

x� x⇤

bzw.

f (n)(x) =
dn

dxn
f(x) =

d

dx
f (n�1)(x) .

Aus Konsistenzgründen schreibt man auch f (0)(x) = f(x), d.h. jede Funktion gleicht
ihrer nullten Ableitung.

Beispiele

1. Für das Monom vom Grad m 2 N gilt

f (0)(x) = xm , f (1)(x) = m · xm�1 , f (2)(x) = m · (m� 1) · xm�2

usw. bis

f (m�1)(x) = m · (m� 1) · . . . · 2 · x1 , f (m)(x) = m!

und dann

f (m+n)(x) = 0

für alle x und alle n 2 N.
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2. Für Monome mit negativem Exponent gilt

f (0)(x) =
1

xm
, f (1)(x) = � m

xm+1
, f (2)(x) = �m(m+ 1)

xm+2
, . . . .

3. Es gilt sin0 = cos, sin00 = � sin, sin000 = � cos, sin0000 = sin und analog für den
Kosinus.

*Räume di↵erenzierbarer Funktionen Die Menge

C
k
�
D
�
:=
�
f : D ! R : f ist k-mal stetig di↵erenzierbar

 

ist ein Vektorraum unendlicher Dimension. Ist D ein abgeschlossenes Interval, so kann
man durch

kfk
k,1 :=

��f (0)
��
1 + . . .+

��f (k)
��
1 =

kX

j=0

max
x2D

��f (j)(x)
��

in sinnvoller Weise eine Norm einführen, wobei k·k1 gerade die Norm in C(D), also im
Raum der stetigen Funktionen ist.

Kurven in Vektorräumen

Verallgemeinerung Die Konzepte Di↵erenzierbarkeit und Ableitung können auch
auf vektorwertige Abbildungen f : D ⇢ R ! V verallgemeinert werden, sofern V
ein eindlich-dimensionaler Vektorraum mit Norm k·k ist, wobei man dann oftmals die
Elemente aus D mit t und nicht mit x bezeichnet. Insbesondere gilt

f 0(t) =
d

dt
f(t) = lim

h!0
h�1
�
f(t+ h)� f(t)

�
2 V .

Hierbei sind h 6= 0 und t reelle Zahlen, wohingegen f(t) und f 0(t) immer Elemente des
Vektorraumes V sind.

Bemerkung

1. Zu einer Abbildung x : D ! Rn gibt es in natürlicher Weise Komponentenabbil-
dungen xi : D ! R, so dass

x(t) =

0

B@
x1(t)
...

xn(t)

1

CA .

Man kann nun leicht zeigen, dass x genau dann di↵erenzierbar ist, wenn alle
Komponenten dies sind, wobei

x0(t) =

0

B@
x0
1(t)
...

x0
n
(t)

1

CA .
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2. Eine Abbildung z : D ⇢ R ! C entspricht in natürlicher Weise zwei Abbildungen
x : D ! R und y : D ! R, so dass

x(t) = Re
�
z(t)

�
, y(t) = Im

�
z(t)

�

und damit

z(t) = x(t) + i · y(t) , z0(t) = x0(t) + i · y0(t) .

Beachte, dass bei uns t immer noch reell ist; der Fall komplexer Argumente t
wird erst in Mathe III diskutiert.

3. Eine Abbildung A : D ⇢ R ! C(m,n) und ihre Ableitung (sofern existent) können
als

A(t) =

0

B@
a11(t) . . . a1n(t)

...
...

am1(t) . . . amn(t)

1

CA , A0(t) =

0

B@
a011(t) . . . a01n(t)

...
...

a0
m1(t) . . . a0

mn
(t)

1

CA

geschrieben werden, wobei aij : D ! R die ij-te Komponentenfunktion ist.

4. Komponentenabbildungen gibt es auch für allgemeine Vektorräume, aber dann
muss zunächst eine Basis gewählt werden. Es gilt dann

d

dt

 
nX

j=1

⌫j(t)vj

!
=

nX

j=1

⌫ 0
j
(t)vj

bzw.

d

dt

 
nX

j=1

⌫j(t)vj(t)

!
=

nX

j=1

⇣
⌫ 0
j
(t)vj(t) + ⌫j(t)v

0
j
(t)
⌘

für den Fall, dass die Basisvektoren vj selbst von t abhängen.

Beispiele

1. Die Position eines zur Zeit t = 0 aus dem Koordinatenursprung abgefeuerten
Projektils kann (stark vereinfacht) durch

x(t) =

0

@
v1 · t
v2 · t

v3 · t� 1
2gt

2

1

A

beschrieben werden, wobei x(t) die momentane Position bezeichnet, vj die j-te
Komponente der Anfangsgeschwindigkeit v 2 R3 ist und g für die Erdbeschleuni-
gung steht. Die Vektoren x0(t) und x00(t) geben für jedes t gerade die Geschwin-
digkeit und die Beschleunigung an. Die Formel macht allerdings nur Sinn, solange
x3(t) > 0 gilt, d.h. solange das Projektil nicht wieder den Erdboden erreicht hat,
und sofern kvk nicht zu groß ist.
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2. Ein vertikal in einer Ebene aufgehängtes Pendel kann näherungsweise durch

x(t) =

✓
sin (! t)

� cos (! t)

◆

beschrieben werden, wobei ! t gerade der Winkel zur vertikalen Lotgeraden ist.
Man könnte dies auch durch die komplexe Funktion

z(t) = sin (! t)� i cos
�
! t
�
= exp

�
i! t� i ⇡/2

�
= �i exp

�
i! t

�

modellieren.

3. Ein einfaches matrizenwertiges Beispiel ist

A(t) =

✓
cos (t) sin (t)
� sin (t) cos (t)

◆
, A0(t) = �

✓
sin (t) � cos (t)
cos (t) sin (t)

◆
.

Insbesondere gilt A00(t) + A(t) = 0 für alle t, d.h. A löst eine sehr einfache
Di↵erentialgleichung zweiter Ordnung.

Bemerkung Eine Abbildung f : D ! V nennt man auch parametrisierte Kurve in
V , wobei t oftmals als Zeit interpretiert werden kann. In diesem Sinne beschreibt eine
Kurve die zeitliche Änderung eines Vektors und f(t) kann als momentane Position im
Vektorraum V verstanden werden. Der Ableitungsvektor f 0(t) ist dann gerade der mo-
mentane Geschwindigkeitsvektor bzw. der sogenannte Tangentialvektor an die Kurve.
In der Physik und der Mathematischen Dynamik schreibt man auch gerne

ḟ(t) und f̈(t) statt f 0(t) und f 00(t) .

Geometrie von Kurven im R2 Eine planare Kurve wird durch eine (zweimal stetig
di↵erenzierbare) Abbildung x : D ! R2 mit

D 3 t 7! x(t) =

✓
x1(t)
x2(t)

◆
2 R2

beschrieben, wobei D üblicherweise ein Intervall ist und die Abbildung x auch
Parametrisierung der Kurve genannt wird. Man kann nun mit Hilfe von nullten, er-
sten und zweiten Ableitungen die folgenden geometrischen Konzepte einführen bzw.
berechnen:

`(s) = kx0(t)k =
q�

x0
1(t)
�2

+
�
x0
2(t)
�2

(infinitisimales Längenelement)

b1(t) =
x0(t)

kx0(t)k =
1

`(t)

✓
x0
1(t)

x0
2(t)

◆
(normierter Tangentialvektor)

b2(t) = b1(t)
? =

1

`(t)

✓
�x0

2(t)
x0
1(t)

◆
(normierter Normalenvektor)

(t) =
x00
1(t) · x0

2(t)� x00
2(t) · x0

1(t)

`(t)3
(Krümmung der Kurve)
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Beispiele Die Formeln

x(t) = t

✓
cos (t)
sin (t)

◆
bzw. x(t) = 2 cos (2t)

✓
cos (t)
sin (t)

◆

beschreiben eine Spirale bzw. ein vierblättriges Kleeblatt (siehe Bild und Film), wobei
die zweite Kurve sogar geschlossen ist .

Die zwei im Text beschriebenen Kurven sowie die mitbewegte ON-Basis b1(t), b2(t) (Frenetsches Zweibein) für

ausgewählte Werte von t.

Michael Herrmann: Mathematik für Elektrotechniker 1 Version vom 7.2.2020
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Kapitel 9

Di↵erentialrechnung

Vorlesung 26, 06. Januar 2020

9.1 Extrema, Mittelwertsätze und l’Hospital

Annahme In diesem Abschnitt betrachten wir Funktionen f : [a, b] ! R, die stetig
in [a, b] und di↵erenzierbar in (a, b) sind.

Lokale und globale Extrema Wir sagen, die Funktion f nimmt an der Stelle (oder
im Punkt) x⇤ 2 [a, b]

1. ein globales Maximum bzw. ein striktes globales Maximum an, falls f(x⇤) � f(x)
bzw. f(x⇤) > f(x) für alle x 2 [a, b] mit x 6= x⇤ gilt,

2. ein lokales Maximum bzw. ein striktes lokales Maximum an, sofern ein " > 0
existiert, so dass die entsprechende Ungleichung an jeder Stelle x 2 [a, b] mit
0 < |x� x⇤| < " gilt.

Analog werden die verschiedenen Arten von Minima definiert und ein Extremum ist
entweder ein Minimum oder ein Maximum, wobei x⇤ dann Extremalstelle heißt.

Lemma (notwendige Bedingung für Extrema in inneren Punkten) Nimmt
f an der Stelle x⇤ 2 (a, b) ein lokales Extremum (strikt oder nicht) an, so gilt f 0(x⇤) = 0.

Beweis: Für alle x 2 [a, b], die hinreichend nahe bei einer Maximalstelle x⇤ 2 (a, b)
liegen, gilt

f(x)� f(x⇤)

x� x⇤
� 0 für x < x⇤,

f(x)� f(x⇤)

x� x⇤
 0 für x > x⇤.

Durch die einseitigen Grenzübergänge x % x⇤ bzw. x & x⇤ erhalten wir

f 0(x⇤) � 0 bzw. f 0(x⇤)  0

und damit die Behauptung. Minimalstellen können analog behandelt werden.
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x
<latexit sha1_base64="m/xxJ4kD8ilb27fTo7Ez4e1Q0yQ=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbRRI4kXjxCIo8ENmR26IWR2dnNzKyREL7AiweN8eonefNvHGAPClbSSaWqO91dQSK4Nq777eQ2Nre2d/K7hb39g8Oj4vFJS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfj27nffkSleSzvzSRBP6JDyUPOqLFS46lfLLlldwGyTryMlCBDvV/86g1ilkYoDRNU667nJsafUmU4Ezgr9FKNCWVjOsSupZJGqP3p4tAZubDKgISxsiUNWai/J6Y00noSBbYzomakV725+J/XTU1Y9adcJqlByZaLwlQQE5P512TAFTIjJpZQpri9lbARVZQZm03BhuCtvrxOWpWyd1WuNK5LtWoWRx7O4BwuwYMbqMEd1KEJDBCe4RXenAfnxXl3PpatOSebOYU/cD5/AOSFjPY=</latexit>

y = f(x)
<latexit sha1_base64="O1HFgZphEuC34+9DDPV6gT8EzKk=">AAAB7XicbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRahXspuFexFKHjxWMF+QLuUbJptY7PJkmTFsvQ/ePGgiFf/jzf/jWm7B219MPB4b4aZeUHMmTau++3k1tY3Nrfy24Wd3b39g+LhUUvLRBHaJJJL1QmwppwJ2jTMcNqJFcVRwGk7GN/M/PYjVZpJcW8mMfUjPBQsZAQbK7Um12H56bxfLLkVdw60SryMlCBDo1/86g0kSSIqDOFY667nxsZPsTKMcDot9BJNY0zGeEi7lgocUe2n82un6MwqAxRKZUsYNFd/T6Q40noSBbYzwmakl72Z+J/XTUxY81Mm4sRQQRaLwoQjI9HsdTRgihLDJ5Zgopi9FZERVpgYG1DBhuAtv7xKWtWKd1Gp3l2W6rUsjjycwCmUwYMrqMMtNKAJBB7gGV7hzZHOi/PufCxac042cwx/4Hz+AMu5jpU=</latexit>

b
<latexit sha1_base64="xXd3m+fmNwPVLSWXiWDxPCmIYdk=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KkkV7LHgxWML9gPaUDbbSbt2swm7G6GE/gIvHhTx6k/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvSATXxnW/nY3Nre2d3cJecf/g8Oi4dHLa1nGqGLZYLGLVDahGwSW2DDcCu4lCGgUCO8Hkbu53nlBpHssHM03Qj+hI8pAzaqzUDAalsltxFyDrxMtJGXI0BqWv/jBmaYTSMEG17nluYvyMKsOZwFmxn2pMKJvQEfYslTRC7WeLQ2fk0ipDEsbKljRkof6eyGik9TQKbGdEzVivenPxP6+XmrDmZ1wmqUHJlovCVBATk/nXZMgVMiOmllCmuL2VsDFVlBmbTdGG4K2+vE7a1Yp3Xak2b8r1Wh5HAc7hAq7Ag1uowz00oAUMEJ7hFd6cR+fFeXc+lq0bTj5zBn/gfP4Awy2M4A==</latexit>a

<latexit sha1_base64="QpdaHAtULVhjrSKI0wwDhZf7M2g=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KkkV7LHgxWML9gPaUDbbSbt2swm7G6GE/gIvHhTx6k/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvSATXxnW/nY3Nre2d3cJecf/g8Oi4dHLa1nGqGLZYLGLVDahGwSW2DDcCu4lCGgUCO8Hkbu53nlBpHssHM03Qj+hI8pAzaqzUpINS2a24C5B14uWkDDkag9JXfxizNEJpmKBa9zw3MX5GleFM4KzYTzUmlE3oCHuWShqh9rPFoTNyaZUhCWNlSxqyUH9PZDTSehoFtjOiZqxXvbn4n9dLTVjzMy6T1KBky0VhKoiJyfxrMuQKmRFTSyhT3N5K2JgqyozNpmhD8FZfXiftasW7rlSbN+V6LY+jAOdwAVfgwS3U4R4a0AIGCM/wCm/Oo/PivDsfy9YNJ585gz9wPn8AwamM3w==</latexit>

x
<latexit sha1_base64="m/xxJ4kD8ilb27fTo7Ez4e1Q0yQ=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbRRI4kXjxCIo8ENmR26IWR2dnNzKyREL7AiweN8eonefNvHGAPClbSSaWqO91dQSK4Nq777eQ2Nre2d/K7hb39g8Oj4vFJS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfj27nffkSleSzvzSRBP6JDyUPOqLFS46lfLLlldwGyTryMlCBDvV/86g1ilkYoDRNU667nJsafUmU4Ezgr9FKNCWVjOsSupZJGqP3p4tAZubDKgISxsiUNWai/J6Y00noSBbYzomakV725+J/XTU1Y9adcJqlByZaLwlQQE5P512TAFTIjJpZQpri9lbARVZQZm03BhuCtvrxOWpWyd1WuNK5LtWoWRx7O4BwuwYMbqMEd1KEJDBCe4RXenAfnxXl3PpatOSebOYU/cD5/AOSFjPY=</latexit>

y = f(x)
<latexit sha1_base64="O1HFgZphEuC34+9DDPV6gT8EzKk=">AAAB7XicbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRahXspuFexFKHjxWMF+QLuUbJptY7PJkmTFsvQ/ePGgiFf/jzf/jWm7B219MPB4b4aZeUHMmTau++3k1tY3Nrfy24Wd3b39g+LhUUvLRBHaJJJL1QmwppwJ2jTMcNqJFcVRwGk7GN/M/PYjVZpJcW8mMfUjPBQsZAQbK7Um12H56bxfLLkVdw60SryMlCBDo1/86g0kSSIqDOFY667nxsZPsTKMcDot9BJNY0zGeEi7lgocUe2n82un6MwqAxRKZUsYNFd/T6Q40noSBbYzwmakl72Z+J/XTUxY81Mm4sRQQRaLwoQjI9HsdTRgihLDJ5Zgopi9FZERVpgYG1DBhuAtv7xKWtWKd1Gp3l2W6rUsjjycwCmUwYMrqMMtNKAJBB7gGV7hzZHOi/PufCxac042cwx/4Hz+AMu5jpU=</latexit>

b
<latexit sha1_base64="xXd3m+fmNwPVLSWXiWDxPCmIYdk=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KkkV7LHgxWML9gPaUDbbSbt2swm7G6GE/gIvHhTx6k/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvSATXxnW/nY3Nre2d3cJecf/g8Oi4dHLa1nGqGLZYLGLVDahGwSW2DDcCu4lCGgUCO8Hkbu53nlBpHssHM03Qj+hI8pAzaqzUDAalsltxFyDrxMtJGXI0BqWv/jBmaYTSMEG17nluYvyMKsOZwFmxn2pMKJvQEfYslTRC7WeLQ2fk0ipDEsbKljRkof6eyGik9TQKbGdEzVivenPxP6+XmrDmZ1wmqUHJlovCVBATk/nXZMgVMiOmllCmuL2VsDFVlBmbTdGG4K2+vE7a1Yp3Xak2b8r1Wh5HAc7hAq7Ag1uowz00oAUMEJ7hFd6cR+fFeXc+lq0bTj5zBn/gfP4Awy2M4A==</latexit>a

<latexit sha1_base64="QpdaHAtULVhjrSKI0wwDhZf7M2g=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KkkV7LHgxWML9gPaUDbbSbt2swm7G6GE/gIvHhTx6k/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvSATXxnW/nY3Nre2d3cJecf/g8Oi4dHLa1nGqGLZYLGLVDahGwSW2DDcCu4lCGgUCO8Hkbu53nlBpHssHM03Qj+hI8pAzaqzUpINS2a24C5B14uWkDDkag9JXfxizNEJpmKBa9zw3MX5GleFM4KzYTzUmlE3oCHuWShqh9rPFoTNyaZUhCWNlSxqyUH9PZDTSehoFtjOiZqxXvbn4n9dLTVjzMy6T1KBky0VhKoiJyfxrMuQKmRFTSyhT3N5K2JgqyozNpmhD8FZfXiftasW7rlSbN+V6LY+jAOdwAVfgwS3U4R4a0AIGCM/wCm/Oo/PivDsfy9YNJ585gz9wPn8AwamM3w==</latexit>

x
<latexit sha1_base64="m/xxJ4kD8ilb27fTo7Ez4e1Q0yQ=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbRRI4kXjxCIo8ENmR26IWR2dnNzKyREL7AiweN8eonefNvHGAPClbSSaWqO91dQSK4Nq777eQ2Nre2d/K7hb39g8Oj4vFJS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfj27nffkSleSzvzSRBP6JDyUPOqLFS46lfLLlldwGyTryMlCBDvV/86g1ilkYoDRNU667nJsafUmU4Ezgr9FKNCWVjOsSupZJGqP3p4tAZubDKgISxsiUNWai/J6Y00noSBbYzomakV725+J/XTU1Y9adcJqlByZaLwlQQE5P512TAFTIjJpZQpri9lbARVZQZm03BhuCtvrxOWpWyd1WuNK5LtWoWRx7O4BwuwYMbqMEd1KEJDBCe4RXenAfnxXl3PpatOSebOYU/cD5/AOSFjPY=</latexit>

y = f(x)
<latexit sha1_base64="O1HFgZphEuC34+9DDPV6gT8EzKk=">AAAB7XicbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRahXspuFexFKHjxWMF+QLuUbJptY7PJkmTFsvQ/ePGgiFf/jzf/jWm7B219MPB4b4aZeUHMmTau++3k1tY3Nrfy24Wd3b39g+LhUUvLRBHaJJJL1QmwppwJ2jTMcNqJFcVRwGk7GN/M/PYjVZpJcW8mMfUjPBQsZAQbK7Um12H56bxfLLkVdw60SryMlCBDo1/86g0kSSIqDOFY667nxsZPsTKMcDot9BJNY0zGeEi7lgocUe2n82un6MwqAxRKZUsYNFd/T6Q40noSBbYzwmakl72Z+J/XTUxY81Mm4sRQQRaLwoQjI9HsdTRgihLDJ5Zgopi9FZERVpgYG1DBhuAtv7xKWtWKd1Gp3l2W6rUsjjycwCmUwYMrqMMtNKAJBB7gGV7hzZHOi/PufCxac042cwx/4Hz+AMu5jpU=</latexit>

b
<latexit sha1_base64="xXd3m+fmNwPVLSWXiWDxPCmIYdk=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KkkV7LHgxWML9gPaUDbbSbt2swm7G6GE/gIvHhTx6k/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvSATXxnW/nY3Nre2d3cJecf/g8Oi4dHLa1nGqGLZYLGLVDahGwSW2DDcCu4lCGgUCO8Hkbu53nlBpHssHM03Qj+hI8pAzaqzUDAalsltxFyDrxMtJGXI0BqWv/jBmaYTSMEG17nluYvyMKsOZwFmxn2pMKJvQEfYslTRC7WeLQ2fk0ipDEsbKljRkof6eyGik9TQKbGdEzVivenPxP6+XmrDmZ1wmqUHJlovCVBATk/nXZMgVMiOmllCmuL2VsDFVlBmbTdGG4K2+vE7a1Yp3Xak2b8r1Wh5HAc7hAq7Ag1uowz00oAUMEJ7hFd6cR+fFeXc+lq0bTj5zBn/gfP4Awy2M4A==</latexit>a

<latexit sha1_base64="QpdaHAtULVhjrSKI0wwDhZf7M2g=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KkkV7LHgxWML9gPaUDbbSbt2swm7G6GE/gIvHhTx6k/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvSATXxnW/nY3Nre2d3cJecf/g8Oi4dHLa1nGqGLZYLGLVDahGwSW2DDcCu4lCGgUCO8Hkbu53nlBpHssHM03Qj+hI8pAzaqzUpINS2a24C5B14uWkDDkag9JXfxizNEJpmKBa9zw3MX5GleFM4KzYTzUmlE3oCHuWShqh9rPFoTNyaZUhCWNlSxqyUH9PZDTSehoFtjOiZqxXvbn4n9dLTVjzMy6T1KBky0VhKoiJyfxrMuQKmRFTSyhT3N5K2JgqyozNpmhD8FZfXiftasW7rlSbN+V6LY+jAOdwAVfgwS3U4R4a0AIGCM/wCm/Oo/PivDsfy9YNJ585gz9wPn8AwamM3w==</latexit>

Illustration der verschiedenen Konzepte von Extremum / Extramalstelle. Globale Minima (hellgrün), nur-lokale

Minima (dunkelgrün), globale Maxima (hellblau), nur-lokale Maxima (dunkelblau) sowie Sattelpunkte (lila).

x
<latexit sha1_base64="m/xxJ4kD8ilb27fTo7Ez4e1Q0yQ=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbRRI4kXjxCIo8ENmR26IWR2dnNzKyREL7AiweN8eonefNvHGAPClbSSaWqO91dQSK4Nq777eQ2Nre2d/K7hb39g8Oj4vFJS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfj27nffkSleSzvzSRBP6JDyUPOqLFS46lfLLlldwGyTryMlCBDvV/86g1ilkYoDRNU667nJsafUmU4Ezgr9FKNCWVjOsSupZJGqP3p4tAZubDKgISxsiUNWai/J6Y00noSBbYzomakV725+J/XTU1Y9adcJqlByZaLwlQQE5P512TAFTIjJpZQpri9lbARVZQZm03BhuCtvrxOWpWyd1WuNK5LtWoWRx7O4BwuwYMbqMEd1KEJDBCe4RXenAfnxXl3PpatOSebOYU/cD5/AOSFjPY=</latexit>

y = f(x)
<latexit sha1_base64="O1HFgZphEuC34+9DDPV6gT8EzKk=">AAAB7XicbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRahXspuFexFKHjxWMF+QLuUbJptY7PJkmTFsvQ/ePGgiFf/jzf/jWm7B219MPB4b4aZeUHMmTau++3k1tY3Nrfy24Wd3b39g+LhUUvLRBHaJJJL1QmwppwJ2jTMcNqJFcVRwGk7GN/M/PYjVZpJcW8mMfUjPBQsZAQbK7Um12H56bxfLLkVdw60SryMlCBDo1/86g0kSSIqDOFY667nxsZPsTKMcDot9BJNY0zGeEi7lgocUe2n82un6MwqAxRKZUsYNFd/T6Q40noSBbYzwmakl72Z+J/XTUxY81Mm4sRQQRaLwoQjI9HsdTRgihLDJ5Zgopi9FZERVpgYG1DBhuAtv7xKWtWKd1Gp3l2W6rUsjjycwCmUwYMrqMMtNKAJBB7gGV7hzZHOi/PufCxac042cwx/4Hz+AMu5jpU=</latexit>

b
<latexit sha1_base64="xXd3m+fmNwPVLSWXiWDxPCmIYdk=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KkkV7LHgxWML9gPaUDbbSbt2swm7G6GE/gIvHhTx6k/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvSATXxnW/nY3Nre2d3cJecf/g8Oi4dHLa1nGqGLZYLGLVDahGwSW2DDcCu4lCGgUCO8Hkbu53nlBpHssHM03Qj+hI8pAzaqzUDAalsltxFyDrxMtJGXI0BqWv/jBmaYTSMEG17nluYvyMKsOZwFmxn2pMKJvQEfYslTRC7WeLQ2fk0ipDEsbKljRkof6eyGik9TQKbGdEzVivenPxP6+XmrDmZ1wmqUHJlovCVBATk/nXZMgVMiOmllCmuL2VsDFVlBmbTdGG4K2+vE7a1Yp3Xak2b8r1Wh5HAc7hAq7Ag1uowz00oAUMEJ7hFd6cR+fFeXc+lq0bTj5zBn/gfP4Awy2M4A==</latexit>a

<latexit sha1_base64="QpdaHAtULVhjrSKI0wwDhZf7M2g=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KkkV7LHgxWML9gPaUDbbSbt2swm7G6GE/gIvHhTx6k/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvSATXxnW/nY3Nre2d3cJecf/g8Oi4dHLa1nGqGLZYLGLVDahGwSW2DDcCu4lCGgUCO8Hkbu53nlBpHssHM03Qj+hI8pAzaqzUpINS2a24C5B14uWkDDkag9JXfxizNEJpmKBa9zw3MX5GleFM4KzYTzUmlE3oCHuWShqh9rPFoTNyaZUhCWNlSxqyUH9PZDTSehoFtjOiZqxXvbn4n9dLTVjzMy6T1KBky0VhKoiJyfxrMuQKmRFTSyhT3N5K2JgqyozNpmhD8FZfXiftasW7rlSbN+V6LY+jAOdwAVfgwS3U4R4a0AIGCM/wCm/Oo/PivDsfy9YNJ585gz9wPn8AwamM3w==</latexit>

x
<latexit sha1_base64="m/xxJ4kD8ilb27fTo7Ez4e1Q0yQ=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbRRI4kXjxCIo8ENmR26IWR2dnNzKyREL7AiweN8eonefNvHGAPClbSSaWqO91dQSK4Nq777eQ2Nre2d/K7hb39g8Oj4vFJS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfj27nffkSleSzvzSRBP6JDyUPOqLFS46lfLLlldwGyTryMlCBDvV/86g1ilkYoDRNU667nJsafUmU4Ezgr9FKNCWVjOsSupZJGqP3p4tAZubDKgISxsiUNWai/J6Y00noSBbYzomakV725+J/XTU1Y9adcJqlByZaLwlQQE5P512TAFTIjJpZQpri9lbARVZQZm03BhuCtvrxOWpWyd1WuNK5LtWoWRx7O4BwuwYMbqMEd1KEJDBCe4RXenAfnxXl3PpatOSebOYU/cD5/AOSFjPY=</latexit>

y = f(x)
<latexit sha1_base64="O1HFgZphEuC34+9DDPV6gT8EzKk=">AAAB7XicbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRahXspuFexFKHjxWMF+QLuUbJptY7PJkmTFsvQ/ePGgiFf/jzf/jWm7B219MPB4b4aZeUHMmTau++3k1tY3Nrfy24Wd3b39g+LhUUvLRBHaJJJL1QmwppwJ2jTMcNqJFcVRwGk7GN/M/PYjVZpJcW8mMfUjPBQsZAQbK7Um12H56bxfLLkVdw60SryMlCBDo1/86g0kSSIqDOFY667nxsZPsTKMcDot9BJNY0zGeEi7lgocUe2n82un6MwqAxRKZUsYNFd/T6Q40noSBbYzwmakl72Z+J/XTUxY81Mm4sRQQRaLwoQjI9HsdTRgihLDJ5Zgopi9FZERVpgYG1DBhuAtv7xKWtWKd1Gp3l2W6rUsjjycwCmUwYMrqMMtNKAJBB7gGV7hzZHOi/PufCxac042cwx/4Hz+AMu5jpU=</latexit>

b
<latexit sha1_base64="xXd3m+fmNwPVLSWXiWDxPCmIYdk=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KkkV7LHgxWML9gPaUDbbSbt2swm7G6GE/gIvHhTx6k/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvSATXxnW/nY3Nre2d3cJecf/g8Oi4dHLa1nGqGLZYLGLVDahGwSW2DDcCu4lCGgUCO8Hkbu53nlBpHssHM03Qj+hI8pAzaqzUDAalsltxFyDrxMtJGXI0BqWv/jBmaYTSMEG17nluYvyMKsOZwFmxn2pMKJvQEfYslTRC7WeLQ2fk0ipDEsbKljRkof6eyGik9TQKbGdEzVivenPxP6+XmrDmZ1wmqUHJlovCVBATk/nXZMgVMiOmllCmuL2VsDFVlBmbTdGG4K2+vE7a1Yp3Xak2b8r1Wh5HAc7hAq7Ag1uowz00oAUMEJ7hFd6cR+fFeXc+lq0bTj5zBn/gfP4Awy2M4A==</latexit>a

<latexit sha1_base64="QpdaHAtULVhjrSKI0wwDhZf7M2g=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KkkV7LHgxWML9gPaUDbbSbt2swm7G6GE/gIvHhTx6k/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvSATXxnW/nY3Nre2d3cJecf/g8Oi4dHLa1nGqGLZYLGLVDahGwSW2DDcCu4lCGgUCO8Hkbu53nlBpHssHM03Qj+hI8pAzaqzUpINS2a24C5B14uWkDDkag9JXfxizNEJpmKBa9zw3MX5GleFM4KzYTzUmlE3oCHuWShqh9rPFoTNyaZUhCWNlSxqyUH9PZDTSehoFtjOiZqxXvbn4n9dLTVjzMy6T1KBky0VhKoiJyfxrMuQKmRFTSyhT3N5K2JgqyozNpmhD8FZfXiftasW7rlSbN+V6LY+jAOdwAVfgwS3U4R4a0AIGCM/wCm/Oo/PivDsfy9YNJ585gz9wPn8AwamM3w==</latexit>

x
<latexit sha1_base64="m/xxJ4kD8ilb27fTo7Ez4e1Q0yQ=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbRRI4kXjxCIo8ENmR26IWR2dnNzKyREL7AiweN8eonefNvHGAPClbSSaWqO91dQSK4Nq777eQ2Nre2d/K7hb39g8Oj4vFJS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfj27nffkSleSzvzSRBP6JDyUPOqLFS46lfLLlldwGyTryMlCBDvV/86g1ilkYoDRNU667nJsafUmU4Ezgr9FKNCWVjOsSupZJGqP3p4tAZubDKgISxsiUNWai/J6Y00noSBbYzomakV725+J/XTU1Y9adcJqlByZaLwlQQE5P512TAFTIjJpZQpri9lbARVZQZm03BhuCtvrxOWpWyd1WuNK5LtWoWRx7O4BwuwYMbqMEd1KEJDBCe4RXenAfnxXl3PpatOSebOYU/cD5/AOSFjPY=</latexit>

y = f(x)
<latexit sha1_base64="O1HFgZphEuC34+9DDPV6gT8EzKk=">AAAB7XicbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRahXspuFexFKHjxWMF+QLuUbJptY7PJkmTFsvQ/ePGgiFf/jzf/jWm7B219MPB4b4aZeUHMmTau++3k1tY3Nrfy24Wd3b39g+LhUUvLRBHaJJJL1QmwppwJ2jTMcNqJFcVRwGk7GN/M/PYjVZpJcW8mMfUjPBQsZAQbK7Um12H56bxfLLkVdw60SryMlCBDo1/86g0kSSIqDOFY667nxsZPsTKMcDot9BJNY0zGeEi7lgocUe2n82un6MwqAxRKZUsYNFd/T6Q40noSBbYzwmakl72Z+J/XTUxY81Mm4sRQQRaLwoQjI9HsdTRgihLDJ5Zgopi9FZERVpgYG1DBhuAtv7xKWtWKd1Gp3l2W6rUsjjycwCmUwYMrqMMtNKAJBB7gGV7hzZHOi/PufCxac042cwx/4Hz+AMu5jpU=</latexit>

b
<latexit sha1_base64="xXd3m+fmNwPVLSWXiWDxPCmIYdk=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KkkV7LHgxWML9gPaUDbbSbt2swm7G6GE/gIvHhTx6k/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvSATXxnW/nY3Nre2d3cJecf/g8Oi4dHLa1nGqGLZYLGLVDahGwSW2DDcCu4lCGgUCO8Hkbu53nlBpHssHM03Qj+hI8pAzaqzUDAalsltxFyDrxMtJGXI0BqWv/jBmaYTSMEG17nluYvyMKsOZwFmxn2pMKJvQEfYslTRC7WeLQ2fk0ipDEsbKljRkof6eyGik9TQKbGdEzVivenPxP6+XmrDmZ1wmqUHJlovCVBATk/nXZMgVMiOmllCmuL2VsDFVlBmbTdGG4K2+vE7a1Yp3Xak2b8r1Wh5HAc7hAq7Ag1uowz00oAUMEJ7hFd6cR+fFeXc+lq0bTj5zBn/gfP4Awy2M4A==</latexit>a

<latexit sha1_base64="QpdaHAtULVhjrSKI0wwDhZf7M2g=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KkkV7LHgxWML9gPaUDbbSbt2swm7G6GE/gIvHhTx6k/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvSATXxnW/nY3Nre2d3cJecf/g8Oi4dHLa1nGqGLZYLGLVDahGwSW2DDcCu4lCGgUCO8Hkbu53nlBpHssHM03Qj+hI8pAzaqzUpINS2a24C5B14uWkDDkag9JXfxizNEJpmKBa9zw3MX5GleFM4KzYTzUmlE3oCHuWShqh9rPFoTNyaZUhCWNlSxqyUH9PZDTSehoFtjOiZqxXvbn4n9dLTVjzMy6T1KBky0VhKoiJyfxrMuQKmRFTSyhT3N5K2JgqyozNpmhD8FZfXiftasW7rlSbN+V6LY+jAOdwAVfgwS3U4R4a0AIGCM/wCm/Oo/PivDsfy9YNJ585gz9wPn8AwamM3w==</latexit>

Beispiele für nicht-strikte Extrema (Farbkodierung wie oben).

Bemerkung

1. Da [a, b] kompakt ist und f stetig ist, existiert immer (mindestens) ein globales
Minimum sowie (mindestens) ein globales Maximum, die aber jeweils nicht strikt
sein müssen.

2. Lokale Extrema können, aber müssen nicht existieren.

3. Jedes globale Extremum ist nach unserer Definition auch ein lokales Extremum.

4. Nicht-strikte Extremalstellen können isoliert sein oder nicht, strikte sind immer
isoliert (siehe Bilder).

5. Jeder innere Punkt x⇤ 2 (a, b) mit f 0(x⇤) = 0 heißt stationärer Punkt oder
kritischer Punkt von f . Nicht jeder kritische Punkt ist aber lokale Extremalstelle,
denn es gibt auch Sattelpunkte (siehe Bilder).

6. f kann im linken Randpunkt x⇤ = a ein lokales oder globales Extremum anneh-
men, aber dann gilt f 0(a) � 0 für ein Minimum bzw. f 0(a)  0 für ein Maximum
(sofern f 0(a) als Grenzwert einseitiger Di↵erenzenquotienten existiert).

7. Für Minima bzw. Maxima, die am rechten Randpunkt x⇤ = b angenommen wer-
den, gilt f 0(b)  0 bzw. f 0(b) � 0.

Theorem (Mittelwertsätze) Ist f eine Funktion wie oben, so gilt:

1. (1. Mittelwertsatz) Es existiert x⇤ 2 (a, b), so dass f 0(x⇤) =
f(b)� f(a)

b� a
.

2. (Satz von Rolle) Im Fall von f(a) = f(b) gibt es ein x⇤ 2 (a, b) mit f 0(x⇤) = 0.

3. (2. Mittelwertsatz) Ist g eine weitere Funktion wie oben mit g0(x) 6= 0 für jedes
x 2 (a, b), so gilt

f 0(x⇤)

g0(x⇤)
=

f(b)� f(a)

g(b)� g(a)

für ein geeignetes x⇤ 2 (a, b).
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9.1. Extrema, Mittelwertsätze und l’Hospital 189

Beweis, Teil A : Obwohl der Satz von Rolle ein Spezialfall sowohl des 1. und des 2.
Mittelwertsatzes ist, beweisen wir ihn zuerst. Wir wählen x 2 [a, b] und x 2 [a, b], so
dass f in x bzw. in x ein globales Minimum bzw. Maximum annimmt. Im Entartungsfall
f(x) = f(x) ist f konstant, d.h. es gilt f 0(x) = 0 für jedes x 2 (a, b) und wir können
x⇤ beliebig wählen. Andernfalls liegt x oder x im o↵enen Intervall (a, b) (oder beide)
und wir können x⇤ = x oder x⇤ = x wählen.

Beweis, Teil B : Um den zweiten Mittelwertsatz zu beweisen, bemerken wir, dass nach
Voraussetzung an g auch g(b) 6= g(a) gelten muss, da andernfalls g0 nach dem Satz von
Rolle ein Nullstelle besäße. Wir können daher neben f auch die Funktion f̃ : [a, b] ! R
mit

f̃(x) := f(x)�
�
g(x)� g(a)

�
· f(b)� f(a)

g(b)� g(a)

betrachten, wobei f̃(a) = f̃(b) = f(a) und

f̃ 0(x) = f 0(x)� g0(x) · f(b)� f(a)

g(b)� g(a)

nach Konstruktion gilt. Der zweite Mittelwertsatz ergibt sich nun, indem wir den Satz
von Rolle auf f̃ anwenden. Der erste Mittelwertsatz ist dann gerade der Spezialfall
g(x) = x.

x
<latexit sha1_base64="m/xxJ4kD8ilb27fTo7Ez4e1Q0yQ=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbRRI4kXjxCIo8ENmR26IWR2dnNzKyREL7AiweN8eonefNvHGAPClbSSaWqO91dQSK4Nq777eQ2Nre2d/K7hb39g8Oj4vFJS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfj27nffkSleSzvzSRBP6JDyUPOqLFS46lfLLlldwGyTryMlCBDvV/86g1ilkYoDRNU667nJsafUmU4Ezgr9FKNCWVjOsSupZJGqP3p4tAZubDKgISxsiUNWai/J6Y00noSBbYzomakV725+J/XTU1Y9adcJqlByZaLwlQQE5P512TAFTIjJpZQpri9lbARVZQZm03BhuCtvrxOWpWyd1WuNK5LtWoWRx7O4BwuwYMbqMEd1KEJDBCe4RXenAfnxXl3PpatOSebOYU/cD5/AOSFjPY=</latexit>

y = f(x)
<latexit sha1_base64="O1HFgZphEuC34+9DDPV6gT8EzKk=">AAAB7XicbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRahXspuFexFKHjxWMF+QLuUbJptY7PJkmTFsvQ/ePGgiFf/jzf/jWm7B219MPB4b4aZeUHMmTau++3k1tY3Nrfy24Wd3b39g+LhUUvLRBHaJJJL1QmwppwJ2jTMcNqJFcVRwGk7GN/M/PYjVZpJcW8mMfUjPBQsZAQbK7Um12H56bxfLLkVdw60SryMlCBDo1/86g0kSSIqDOFY667nxsZPsTKMcDot9BJNY0zGeEi7lgocUe2n82un6MwqAxRKZUsYNFd/T6Q40noSBbYzwmakl72Z+J/XTUxY81Mm4sRQQRaLwoQjI9HsdTRgihLDJ5Zgopi9FZERVpgYG1DBhuAtv7xKWtWKd1Gp3l2W6rUsjjycwCmUwYMrqMMtNKAJBB7gGV7hzZHOi/PufCxac042cwx/4Hz+AMu5jpU=</latexit>

b
<latexit sha1_base64="xXd3m+fmNwPVLSWXiWDxPCmIYdk=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KkkV7LHgxWML9gPaUDbbSbt2swm7G6GE/gIvHhTx6k/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvSATXxnW/nY3Nre2d3cJecf/g8Oi4dHLa1nGqGLZYLGLVDahGwSW2DDcCu4lCGgUCO8Hkbu53nlBpHssHM03Qj+hI8pAzaqzUDAalsltxFyDrxMtJGXI0BqWv/jBmaYTSMEG17nluYvyMKsOZwFmxn2pMKJvQEfYslTRC7WeLQ2fk0ipDEsbKljRkof6eyGik9TQKbGdEzVivenPxP6+XmrDmZ1wmqUHJlovCVBATk/nXZMgVMiOmllCmuL2VsDFVlBmbTdGG4K2+vE7a1Yp3Xak2b8r1Wh5HAc7hAq7Ag1uowz00oAUMEJ7hFd6cR+fFeXc+lq0bTj5zBn/gfP4Awy2M4A==</latexit>a

<latexit sha1_base64="QpdaHAtULVhjrSKI0wwDhZf7M2g=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KkkV7LHgxWML9gPaUDbbSbt2swm7G6GE/gIvHhTx6k/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvSATXxnW/nY3Nre2d3cJecf/g8Oi4dHLa1nGqGLZYLGLVDahGwSW2DDcCu4lCGgUCO8Hkbu53nlBpHssHM03Qj+hI8pAzaqzUpINS2a24C5B14uWkDDkag9JXfxizNEJpmKBa9zw3MX5GleFM4KzYTzUmlE3oCHuWShqh9rPFoTNyaZUhCWNlSxqyUH9PZDTSehoFtjOiZqxXvbn4n9dLTVjzMy6T1KBky0VhKoiJyfxrMuQKmRFTSyhT3N5K2JgqyozNpmhD8FZfXiftasW7rlSbN+V6LY+jAOdwAVfgwS3U4R4a0AIGCM/wCm/Oo/PivDsfy9YNJ585gz9wPn8AwamM3w==</latexit>

f(a)
<latexit sha1_base64="QZxVcbvANReLhb0GWSVcv15/IR8=">AAAB63icbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRahXspuK9hjwYvHCvYD2qVk02wbmmSXJCuUpX/BiwdFvPqHvPlvzLZ70NYHA4/3ZpiZF8ScaeO6305ha3tnd6+4Xzo4PDo+KZ+edXWUKEI7JOKR6gdYU84k7RhmOO3HimIRcNoLZneZ33uiSrNIPpp5TH2BJ5KFjGCTSWEVX4/KFbfmLoE2iZeTCuRoj8pfw3FEEkGlIRxrPfDc2PgpVoYRThelYaJpjMkMT+jAUokF1X66vHWBrqwyRmGkbEmDlurviRQLrecisJ0Cm6le9zLxP2+QmLDpp0zGiaGSrBaFCUcmQtnjaMwUJYbPLcFEMXsrIlOsMDE2npINwVt/eZN06zWvUas/3FRazTyOIlzAJVTBg1towT20oQMEpvAMr/DmCOfFeXc+Vq0FJ585hz9wPn8AR7iNtA==</latexit>

f(b)
<latexit sha1_base64="4SgexGZBjsEAiCDJW4DJ/MM/23s=">AAAB63icbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRahXspuK9hjwYvHCvYD2qVk02wbmmSXJCuUpX/BiwdFvPqHvPlvzLZ70NYHA4/3ZpiZF8ScaeO6305ha3tnd6+4Xzo4PDo+KZ+edXWUKEI7JOKR6gdYU84k7RhmOO3HimIRcNoLZneZ33uiSrNIPpp5TH2BJ5KFjGCTSWE1uB6VK27NXQJtEi8nFcjRHpW/huOIJIJKQzjWeuC5sfFTrAwjnC5Kw0TTGJMZntCBpRILqv10eesCXVlljMJI2ZIGLdXfEykWWs9FYDsFNlO97mXif94gMWHTT5mME0MlWS0KE45MhLLH0ZgpSgyfW4KJYvZWRKZYYWJsPCUbgrf+8ibp1mteo1Z/uKm0mnkcRbiAS6iCB7fQgntoQwcITOEZXuHNEc6L8+58rFoLTj5zDn/gfP4AST2NtQ==</latexit>

Anstieg der Sekante =
f(b)� f(a)

b� a
<latexit sha1_base64="7tjlihvGsJwsNBpAyv5At8avDvU="></latexit>

x⇤<latexit sha1_base64="NHlG7CsewB5n20prDniUzPIDmaw=">AAACFXicdVBLSwMxGMz6rPW16tFLsAgiZcm2XWxvBS8eK9gHtEvJpmkbmn2QZMWy9E948a948aCIV8Gb/8Z02wUVHQgMM/MlX8aLOJMKoU9jZXVtfWMzt5Xf3tnd2zcPDlsyjAWhTRLyUHQ8LClnAW0qpjjtRIJi3+O07U0u5377lgrJwuBGTSPq+ngUsCEjWGmpbxaTXnpJV4w8N0EWcmqOjYrIcpBdK89JrVatOM7srn8+65uFLAGzBMwS0LZQigJYotE3P3qDkMQ+DRThWMqujSLlJlgoRjid5XuxpBEmEzyiXU0D7FPpJulCM3iqlQEchkKfQMFU/T6RYF/Kqe/ppI/VWP725uJfXjdWw6qbsCCKFQ3I4qFhzKEK4bwiOGCCEsWnmmAimN4VkjEWmChdZF6XkP0U/k9aJcsuW6XrSqFeXdaRA8fgBJwBG1yAOrgCDdAEBNyDR/AMXowH48l4Nd4W0RVjOXMEfsB4/wJqKZsq</latexit>

x⇤<latexit sha1_base64="KVer4JEENkHuCK5lCwW9O2xFp20=">AAACFXicdVBLSwMxGMz6rPW16tFLsAgiZcmurba3ghePFewD2qVk07QNzT5IsmJZ+ie8+Fe8eFDEq+DNf2O67YKKDgSGmfmSL+NFnEmF0KextLyyurae28hvbm3v7Jp7+00ZxoLQBgl5KNoelpSzgDYUU5y2I0Gx73Ha8saXM791S4VkYXCjJhF1fTwM2IARrLTUM4tJN72kI4aemyALOZVyySkiyymjql3VpIzs6nlpetc7nfbMQpaAWQJmCWhbKEUBLFDvmR/dfkhinwaKcCxlx0aRchMsFCOcTvPdWNIIkzEe0o6mAfapdJN0oSk81kofDkKhT6Bgqn6fSLAv5cT3dNLHaiR/ezPxL68Tq0HFTVgQxYoGZP7QIOZQhXBWEewzQYniE00wEUzvCskIC0yULjKvS8h+Cv8nTceyzyznulSoVRZ15MAhOAInwAYXoAauQB00AAH34BE8gxfjwXgyXo23eXTJWMwcgB8w3r8AWKGbHg==</latexit>

Anstieg der Tangente = f 0(x⇤)
<latexit sha1_base64="mVoZJ4wZO2wEUkjjrU4c0J1N6Do="></latexit>

x
<latexit sha1_base64="m/xxJ4kD8ilb27fTo7Ez4e1Q0yQ=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbRRI4kXjxCIo8ENmR26IWR2dnNzKyREL7AiweN8eonefNvHGAPClbSSaWqO91dQSK4Nq777eQ2Nre2d/K7hb39g8Oj4vFJS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfj27nffkSleSzvzSRBP6JDyUPOqLFS46lfLLlldwGyTryMlCBDvV/86g1ilkYoDRNU667nJsafUmU4Ezgr9FKNCWVjOsSupZJGqP3p4tAZubDKgISxsiUNWai/J6Y00noSBbYzomakV725+J/XTU1Y9adcJqlByZaLwlQQE5P512TAFTIjJpZQpri9lbARVZQZm03BhuCtvrxOWpWyd1WuNK5LtWoWRx7O4BwuwYMbqMEd1KEJDBCe4RXenAfnxXl3PpatOSebOYU/cD5/AOSFjPY=</latexit>

y = f(x)
<latexit sha1_base64="O1HFgZphEuC34+9DDPV6gT8EzKk=">AAAB7XicbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRahXspuFexFKHjxWMF+QLuUbJptY7PJkmTFsvQ/ePGgiFf/jzf/jWm7B219MPB4b4aZeUHMmTau++3k1tY3Nrfy24Wd3b39g+LhUUvLRBHaJJJL1QmwppwJ2jTMcNqJFcVRwGk7GN/M/PYjVZpJcW8mMfUjPBQsZAQbK7Um12H56bxfLLkVdw60SryMlCBDo1/86g0kSSIqDOFY667nxsZPsTKMcDot9BJNY0zGeEi7lgocUe2n82un6MwqAxRKZUsYNFd/T6Q40noSBbYzwmakl72Z+J/XTUxY81Mm4sRQQRaLwoQjI9HsdTRgihLDJ5Zgopi9FZERVpgYG1DBhuAtv7xKWtWKd1Gp3l2W6rUsjjycwCmUwYMrqMMtNKAJBB7gGV7hzZHOi/PufCxac042cwx/4Hz+AMu5jpU=</latexit>

b
<latexit sha1_base64="xXd3m+fmNwPVLSWXiWDxPCmIYdk=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KkkV7LHgxWML9gPaUDbbSbt2swm7G6GE/gIvHhTx6k/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvSATXxnW/nY3Nre2d3cJecf/g8Oi4dHLa1nGqGLZYLGLVDahGwSW2DDcCu4lCGgUCO8Hkbu53nlBpHssHM03Qj+hI8pAzaqzUDAalsltxFyDrxMtJGXI0BqWv/jBmaYTSMEG17nluYvyMKsOZwFmxn2pMKJvQEfYslTRC7WeLQ2fk0ipDEsbKljRkof6eyGik9TQKbGdEzVivenPxP6+XmrDmZ1wmqUHJlovCVBATk/nXZMgVMiOmllCmuL2VsDFVlBmbTdGG4K2+vE7a1Yp3Xak2b8r1Wh5HAc7hAq7Ag1uowz00oAUMEJ7hFd6cR+fFeXc+lq0bTj5zBn/gfP4Awy2M4A==</latexit>a

<latexit sha1_base64="QpdaHAtULVhjrSKI0wwDhZf7M2g=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KkkV7LHgxWML9gPaUDbbSbt2swm7G6GE/gIvHhTx6k/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvSATXxnW/nY3Nre2d3cJecf/g8Oi4dHLa1nGqGLZYLGLVDahGwSW2DDcCu4lCGgUCO8Hkbu53nlBpHssHM03Qj+hI8pAzaqzUpINS2a24C5B14uWkDDkag9JXfxizNEJpmKBa9zw3MX5GleFM4KzYTzUmlE3oCHuWShqh9rPFoTNyaZUhCWNlSxqyUH9PZDTSehoFtjOiZqxXvbn4n9dLTVjzMy6T1KBky0VhKoiJyfxrMuQKmRFTSyhT3N5K2JgqyozNpmhD8FZfXiftasW7rlSbN+V6LY+jAOdwAVfgwS3U4R4a0AIGCM/wCm/Oo/PivDsfy9YNJ585gz9wPn8AwamM3w==</latexit>

x⇤<latexit sha1_base64="NHlG7CsewB5n20prDniUzPIDmaw=">AAACFXicdVBLSwMxGMz6rPW16tFLsAgiZcm2XWxvBS8eK9gHtEvJpmkbmn2QZMWy9E948a948aCIV8Gb/8Z02wUVHQgMM/MlX8aLOJMKoU9jZXVtfWMzt5Xf3tnd2zcPDlsyjAWhTRLyUHQ8LClnAW0qpjjtRIJi3+O07U0u5377lgrJwuBGTSPq+ngUsCEjWGmpbxaTXnpJV4w8N0EWcmqOjYrIcpBdK89JrVatOM7srn8+65uFLAGzBMwS0LZQigJYotE3P3qDkMQ+DRThWMqujSLlJlgoRjid5XuxpBEmEzyiXU0D7FPpJulCM3iqlQEchkKfQMFU/T6RYF/Kqe/ppI/VWP725uJfXjdWw6qbsCCKFQ3I4qFhzKEK4bwiOGCCEsWnmmAimN4VkjEWmChdZF6XkP0U/k9aJcsuW6XrSqFeXdaRA8fgBJwBG1yAOrgCDdAEBNyDR/AMXowH48l4Nd4W0RVjOXMEfsB4/wJqKZsq</latexit>

f(a) = f(b)
<latexit sha1_base64="dBWEhRTWuEvoUe5is9WAWAcrFqk=">AAAB8HicbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRahvZTdKtiLUPDisYL9kHYp2TTbhibZJckKZemv8OJBEa/+HG/+G9N2D9r6YODx3gwz84KYM21c99vJbWxube/kdwt7+weHR8Xjk7aOEkVoi0Q8Ut0Aa8qZpC3DDKfdWFEsAk47weR27neeqNIskg9mGlNf4JFkISPYWOkxLOPKTVgOKoNiya26C6B14mWkBBmag+JXfxiRRFBpCMda9zw3Nn6KlWGE01mhn2gaYzLBI9qzVGJBtZ8uDp6hC6sMURgpW9Kghfp7IsVC66kIbKfAZqxXvbn4n9dLTFj3UybjxFBJlovChCMTofn3aMgUJYZPLcFEMXsrImOsMDE2o4INwVt9eZ20a1Xvslq7vyo16lkceTiDcyiDB9fQgDtoQgsICHiGV3hzlPPivDsfy9ack82cwh84nz8PM488</latexit>

Illustration des 1. Mittelwertsatzes (links) sowie des Satzes von Rolle (rechts) als Spezialfall. Der zweite Mittelwertsatz

ist eine Verallgemeinerung des ersten.

Folgerung Gilt f 0(x) = 0 für alle x 2 (a, b), so ist f konstant auf [a, b].

Beweis : Angenommen, es existieren ã, b̃ 2 [a, b] mit f
�
ã
�
6= f

�
b̃
�
und ã < b̃. Dann

existiert nach dem Mittelwertsatz, angewendet auf die Einschränkung von f auf das
Intervall [ã, b̃], ein x⇤ 2 (ã, b̃) ⇢ (a, b) mit

f 0(x⇤) =
f
�
b̃
�
� f

�
ã
�

b̃� ã
6= 0 ,

aber dies ist ein Widerspruch zur Annahme.

Folgerung (Monotonie und Vorzeichen der ersten Ableitung)

1. Die Funktion f ist genau dann monoton wachsend (bzw. fallend) auf [a, b], wenn
f 0(x) � 0 (bzw. f 0(x)  0) für alle x 2 (a, b) gilt.
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2. Gilt sogar f 0(x) > 0 (bzw. f 0(x) < 0) für alle x 2 (a, b), so ist f strikt monoton
wachsend (bzw. strikt monoton fallend).

Beweis : Alle Implikationen, die aus einer Vorzeichenbedingung an f 0 die Monotonie
von f folgern, können direkt aus dem Mittelwertsatz bzw. analog zum Beweis des
Satzes von Rolle abgeleitet werden (Übungsaufgabe). Die Umkehrungen im ersten Teil
können mit Vorzeichenuntersuchungen für Di↵erenzenquotienten und anschließendem
Grenzübergang begründet werden.

Bemerkung Die erste Aussage der Folgerung ist eine Äquivalenz, die zweite nicht.
Zum Beispiel ist das kubische Monom f(x) = x3 strikt monoton wachsend auf [�1, 1]
mit f 0(0) = 0.

Theorem (Regel von l’Hospital für Grenzwerte
”
Null durch Null“) Für je

zwei Funktionen f und g wie oben mit

f(x⇤) = g(x⇤) = 0 , g0(x) 6= 0 für x 2 (a, b)

gilt

lim
x!x⇤

f(x)

g(x)
= lim

x!x⇤

f 0(x)

g0(x)
,

sofern der Grenzwert auf der rechten Seite existiert. Insbesondere erhalten wir

lim
x!x⇤

f(x)

g(x)
=

f 0(x⇤)

g0(x⇤)

für den Fall, dass der Quotient auf der rechten Seite wohldefiniert ist.

Beweis : Für jedes x 2 [a, x⇤) existiert nach dem 2. Mittelwertsatz — angewendet auf
die Einschränkung von f auf das Intervall [x, x⇤] — ein x̂ 2 (x, x⇤) mit

f(x)

g(x)
=

f(x)� f(x⇤)

g(x)� g(x⇤)
=

f 0(x̂)

g0(x̂)
,

wobei x̂ im Allgemeinen von x und x⇤ abhängen wird. Analoges gilt für alle x 2 (x⇤, b].
Die Behauptung folgt nun nach Grenzübergang, wobei wir benutzen, dass x ! x⇤ auch
x̂ ! x⇤ impliziert (denn es gilt |x̂� x⇤|  |x� x⇤|).

Bemerkung

1. Die Formel von l’Hospital gilt immer dann, wenn f und g in einem (kleinen)
Intervall, dass x⇤ als inneren Punkt enthält, di↵erenzierbar sind und g0 dort keine
Nullstelle hat.

2. Manchmal ist der Quotient f 0(x⇤)/g0(x⇤) selbst ”
Null durch Null“ und dann gilt

lim
x!x⇤

f(x)

g(x)
= lim

x!x⇤

f 00(x)

g00(x)
,

sofern f und g zweimal di↵erenzierbar sind und der Limes auf der rechten Seite
wohldefiniert ist.
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3. In der Regel von l’Hospital kann x ! x⇤ durch die einseitigen Grenzwerte x & x⇤
bzw. x % x⇤ oder die uneigentlichen Grenzwerte x ! �1 bzw. x ! +1 ersetzt
werden.

4. Man kann die l’Hospital-Formel auch dann verwenden, wenn x⇤ eine isolier-
te Lücke im Definitionsbereich von f und g ist. Dies gilt insbesondere, wenn
limx!x⇤ f(x) = ±1 und limx!x⇤ g(x) = ±1, d.h. wenn der Quotient f(x⇤)/g(x⇤)

”
Unendlich durch Unendlich“ ist. Ein rigoroser Beweis findet sich in [AORS, Seite
255], aber formal kann dies mit

lim
x!x⇤

f(x)

g(x)
= lim

x!x⇤

1
g(x)
1

f(x)

= lim
x!x⇤

� g0(x)
g2(x)

�f 0(x)
f 2(x)

= lim
x!x⇤

✓
f(x)
g(x)

◆2

f 0(x)
g0(x)

=

✓
limx!x⇤

f(x)
g(x)

◆2

limx!x⇤
f 0(x)
g0(x)

und nach einer elementaren Umstellung der Terme begründet werden.

Beispiele

1. Direkte Anwendungen sind

lim
x!0

sin (x)

x
= lim

x!0

cos (x)

1
= 1 , lim

x!0

cos (x)� 1

x
= lim

x!0

� sin (x)

1
= 0 .

2. Eine zweifache Anwendung ist

lim
x!0

1� cos (x)

x2
= lim

x!0

sin (x)

2 · x = lim
x!0

cos (x)

2
= 1

2 .

3. Manchmal muss man die Terme erst geeignet umformen. Ein Beispiel ist

lim
x!0

✓
1

x
� 1

sin (x)

◆
= lim

x!0

sin (x)� x

x · sin (x) = lim
x!0

cos (x)� 1

sin (x) + x · cos (x)

= lim
x!0

� sin (x)

2 · cos (x)� x · sin (x) =
0

2 · 1� 0 · 0 = 0 ,

wobei wir die Regel von l’Hospital wieder zweimal angewendet haben.

4. Ein einfaches Beispiel mit Polstellen ist

lim
x&0

x ln (x) = lim
x&0

ln (x)
1

x

= lim
x&0

1

x

� 1

x2

= � lim
x&0

x = 0 .

Insbesondere erhalten wir damit

lim
x&0

xx = lim
x&0

exp
�
x ln (x)

�
= exp

�
lim
x&0

x ln (x)
�
= exp (0) = 1 ,

wobei wir die Stetigkeit der Exponentialfunktion exp benutzt haben.
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5. Manchmal ist auch eine Substitution sinnvoll. Zum Beispiel gilt

lim
x!1

⇣
1 +

a

x

⌘x
= exp

0

@ lim
x!1

ln
⇣
1 +

a

x

⌘

1
x

1

A

sowie

lim
x!1

ln
⇣
1 +

a

x

⌘

1
x

= lim
s&0

ln (1 + a · s)
s

= lim
s&0

a
1 + a · s

1
= a ,

wobei wir x durch s = 1/x ersetzt haben. Insgesamt erhalten wir
⇣
1 +

a

x

⌘x
x!1����! ea

und damit eine Verallgemeinerung der Definition der Eulerschen Zahl mittels
Folgen.

6. Ein weiteres Beispiel mit x ! 1 ist

lim
x!1

✓
x · ln

✓
x+ 1

x� 1

◆◆
= lim

x!1

ln (x+ 1)� ln (x� 1)
1
x

= lim
x!1

1
x+ 1 � 1

x� 1

� 1
x2

= lim
x!1

2 · x2

(x+ 1) · (x� 1)
= lim

x!1

2✓
1 +

1

x

◆
·
✓
1� 1

x

◆ = 2 .

Das vorletzte Gleichheitszeichen hätten wir via

lim
x!1

2 · x2

(x+ 1) · (x� 1)
= lim

x!1

4 · x
2 · x = 2 .

auch aus der Regeln von l’Hospital ableiten können.

Vorlesung 27, 08. Januar 2020

9.2 Satz von Taylor

Landau-Symbole Ist " eine positive reelle Zahl, �(") eine reelle Größe, die von "
abhängt, und r > 0 ein positiver Exponent, so schreibt man:

1. �(") = o("r), falls
���(")

��
"r

"!0����! 0 ,

d.h. falls
���(")

�� schneller als "r gegen 0 konvergiert.

2. �(") = O("), falls
���(")

�� nicht langsamer als "r gegen 0 konvergiert, d.h. falls es
Konstanten "⇤ > 0 und C⇤ > 0 gibt, so dass

���(")
��

"r
 C⇤ ,

für alle " mit 0 < "  "⇤ (d.h. für alle hinreichend kleinen ") gilt.
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Beispiele

1. Es gilt

"2 = o(") , "3 = o(") , "3 = o("2)

und ganz allgemein "s = o("r) für jedes s > r.

2. Es gilt C "r = O("r) sowie "r + C "r+1 = O("r) für jedes c > 0 und alle r > 0.

3. Für �(") = exp (�1/") gilt �(") = o("r) für jedes r > 0, da �(") exponentiell mit
" und damit schneller als jede Potenz von " gegen 0 konvergiert.

4. Mit �(") = "r/ ln (1/") gilt �(") = o("r) aber "r/ ln (") 6= O("s) für jedes r � 0
und alle s > r. Insbesondere gilt 1/ ln (1/") = o(1).

Bemerkung Die Landau-Symbole o undO sind extrem nützlich, aber es gelten einige
auf den ersten Blick seltsam anmutende Regeln:

5 ·O
�
"2
�
= O

�
"2
�
, O

�
"2
�
+O

�
"3
�
= O

�
"2
�
, O

�
"2
�
·O
�
"3
�
= O

�
"5
�
.

Der Grund ist, dass o("r) bzw. O("r) keine konkrete Zahl oder Größe bezeichnet, son-
dern eigentlich eine Klasse von Zahlen (und die Notation "3 2 O("2) eigentlich klarer
und intuitiver wäre). Nach etwas Übung und Gewöhnung kann man sehr gut und ef-
fektiv mit Landau-Symbolen rechnen.

Annahme Wir betrachten nun wieder eine beliebige stetige Funktion f : [a, b] ! R,
wollen aber diesmal annehmen, dass sie n-mal di↵erenzierbar im o↵enen Intervall (a, b)
ist. Außerdem bezeichnet x⇤ einen beliebig fixierten Punkt in (a, b).

Taylor-Polynome Das reelle Polynom

Tn(x) :=
nX

k=0

f (k)

k!
· (x� x⇤)

k

wird das Taylor-Polynom vom Grad n zu f im Entwicklungspunkt x⇤ genannt und ist
für alle x 2 R definiert. Manchmal schreibt man auch Tn,f,x⇤(x) oder Tn(x; x⇤) um die
Abhängigkeit von f und/oder x⇤ deutlich zu machen.

Per Definition gilt

T0(x) = f(x⇤) ,

T1(x) = f(x⇤) + f 0(x⇤) ·
�
x� x⇤

�
,

T2(x) = f(x⇤) + f 0(x⇤) ·
�
x� x⇤

�
+

f 00(x⇤)

2
·
�
x� x⇤

�2

T3(x) = f(x⇤) + f 0(x⇤) ·
�
x� x⇤

�
+

f 00(x⇤)

2
·
�
x� x⇤

�2
+

f 000(x⇤)

6
·
�
x� x⇤

�3

und durch direkte Rechnungen zeigt man

T (0)
0 (x⇤) = f(x⇤)
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sowie

T (0)
1 (x⇤) = f (0)(x⇤) = f(x⇤) , T (1)

1 (x⇤) = f (1)(x⇤) = f 0(x⇤)

und

T (0)
2 (x⇤) = f(x⇤) , T (1)

2 (x⇤) = f 0(x⇤) , T (2)
2 (x⇤) = f 00(x⇤).

Ganz allgemein gilt

T (k)
n

(x⇤) = f (k)(x⇤) für jedes n und alle k = 0, . . . , n .

Geometrisch bedeutet dies, dass sich der Graph von Tn im Punkt (x⇤, f(x⇤)) bis zur
n-ten Ordnung an den Graphen von f anschmiegt (siehe Bild). Der Term

Rn(x) = f(x)� Tn(x)

wird dabei das n-te Taylor-Restglied genannt.

0-� �x*

-3

-2

-1

0

1

2

Taylor-Polynome des Sinus im Punkt x*=-2.

-� �x*

-3

-2

-1

0

1

2

Taylor-Polynome des Sinus im Punkt x*=0.

0-� �x*

-3

-2

-1

0

1

2

Taylor-Polynome des Sinus im Punkt x*=1.

0-� �x*

-3

-2

-1

0

1

2

Taylor-Polynome des Sinus im Punkt x*=1.57

Die Taylor-Polynome des nullten (gelb, konstant), ersten (orange, linear), zweiten (rot, quadratisch) und dritten

(dunkelrot, kubisch) Grades in vier verschiedenen Entwicklungspunkten x⇤. Beachte, dass im zweiten Bild (x⇤ = 0)

T2 = T1 wegen f
00(x⇤) = 0 gilt und dass im vierten Bild (x⇤ = ⇡/2) aufgrund von f

0(x⇤) = f
000(x⇤) = 0 die

Taylor-Polynome T0 und T1 sowie T2 und T3 zusammenfallen.

Beispiele

1. Für f = sin erhalten wir

T0(x) = sin (x⇤) ,

T1(x) = sin (x⇤) + cos (x⇤) (x� x⇤) ,

T2(x) = sin (x⇤) + cos (x⇤) (x� x⇤)� 1
2 sin (x⇤) (x� x⇤)

2

T3(x) = sin (x⇤) + cos (x⇤) (x� x⇤)� 1
2 sin (x⇤) (x� x⇤)

2 � 1
6 cos (x⇤) (x� x⇤)

3

und mit x⇤ = 0 ergibt sich

T0(x) = 0 , T1(x) = T2(x) = x , T3(x) = T4(x) = x� 1
6 x

3 .

Für andere Entwicklungspunkte siehe das Bild.
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2. Für das kubische Polynom f(x) = x3 � x ergibt sich T0(x) = x3
⇤ � x⇤ sowie

T1(x) =
�
x3
⇤ � x⇤

�
+
�
3 x2

⇤ � 1
� �

x� x⇤
�
=
�
3 x2

⇤ � 1
�
x� 2 x3

⇤ .

Außerdem berechnen wir

T2(x) = T1(x) +
1
2 (6 x⇤) (x� x⇤)

2 = T1(x) + 3 x⇤ x
2 � 6 x2

⇤ x+ 3 x3
⇤

=
�
3 x⇤

�
x2 +

�
� 3 x2

⇤ � 1
�
x+ x3

⇤

und

T3(x) = T2(x) +
1
6 6 (x� x⇤)

3 = T2(x) + x3 � 3 x⇤ x
2 + 3 x2

⇤ x� x3
⇤ = x3 � x .

Insbesondere gilt hier T3(x) = f(x) für jedes x⇤ und alle x.

-� /2 +� /20x*

-3

-2

-1

0

1

2

3

Taylor-Polynome des Tangens im Punkt x*=-0.8

-� /2 +� /20 x*

-3

-2

-1

0

1

2

3

Taylor-Polynome des Tangens im Punkt x*=1.1

Die ersten drei Taylor-Polynome des Tangens in zwei Entwicklungspunkten

-1 10x*

-1

0

1

Taylor-Polynome f(x)=x3-x im Punkt x*=-0.3

-1 10 x*

-1

0

1

Taylor-Polynome f(x)=x3-x im Punkt x*=0.5

Die Taylor-Polynome T0, T1, T2, T3 für das Polynom f(x) = x
3 � x in zwei verschiedenen Entwicklungspunkten.

-1 10x*

-1

0

1

Taylor-Polynome f(x)=x2+x-1 im Punkt x*=-0.6

-1 10 x*

-1

0

1

Taylor-Polynome f(x)=x2+x-1 im Punkt x*=0.4

Die Taylor-Polynome T0, T1, T2 für das Polynom f(x) = x
2 + x� 1 und zwei verschiedene Entwicklungspunkte.

Lemma (Taylor-Polynome von Polynomen) Ist f ein Polynom vom Grad n, so
gilt Tn+m(x) = f(x) für alle x und alle m 2 N0.

Beweis : Induktion über n. Alternativ kann die Behauptung auch direkt aus der
Lagrange-Formel für das Taylor-Restglied (siehe unten) abgeleitet werden.
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Theorem (Satz von Taylor) Es gilt

Rn(x) = o
�
|x� x⇤|n

�
bzw. lim

x!x⇤

����
Rn(x)

(x� x⇤)
n

���� = 0 .

Beweis, Vorbemerkung : Die Behauptung kann mit unserem bisherigen Wissen abgelei-
tet werden, siehe zum Beispiel [AORS, Seite 244f], aber der Beweis ist sehr technisch.
Wir werden daher eine alternative Herleitung mittels Induktion über n vorstellen, die
allerdings schon Integration sowie den Hauptsatz der Di↵erential-und Integralrechnung

f(x) = f(x⇤) +

xZ

x⇤

f 0(y) dy

benutzt. Wir werden außerdem voraussetzen, dass f nicht nur n-mal di↵erenzierbar
ist, sondern dass sogar f (n+1) existiert und stetig ist, und unter dieser Zusatzannahme
die verbesserte Abschätzung

|Rn(x)|  Cn · |x� x⇤|n+1 = O
�
|x� x⇤|n+1�

ableiten, wobei die Konstante Cn von f und allen ihren Ableitungen, aber nicht von x
abhängt. Der Induktionsanfang n = 0 ergibt sich dabei wegen

R0(x) = f(x)� T0(x) = f(x)� f(x⇤) =

xZ

x⇤

f 0(y) dy

aus der Abschätzung

��R0(x)
�� =

��f(x)� T0(x)
�� 

xZ

x⇤

|f 0(y)| dy  C0 |x� x⇤| ,

wobei C0 := maxy2[a, b]
��f 0(y)

��.

Beweis, Induktionsschritt n�1 n : Wir können die Induktionsvoraussetzung auf f 0

anwenden und schreiben

f 0(x) =
n�1X

l=0

f (l+1)(x⇤)

l!
(x� x⇤)

l + Sn�1(x)

=
nX

k=1

f (k)(x⇤)

(k�1)!
(x� x⇤)

k�1 + Sn�1(x) .

Hier ist Sn�1 das Taylor-Restglied in der Entwicklung von f 0 und erfüllt |Sn(x)| 
Dn�1 |x� x⇤|n für eine geeignete Konstante Dn�1 und alle x 2 [a, b]. Der Hauptsatz
der Di↵erential- und Integralrechnung liefert

f(x) = f(x⇤) +

xZ

x⇤

f 0(y) dy
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und mittels

Rn(x) :=

xZ

x⇤

Sn�1(y) dy

ergibt sich via

f(x) = f(x⇤) +

xZ

x⇤

nX

k=1

f (k)(x⇤)

(k�1)!
·
�
y � x⇤

�k�1
dy + Rn(x)

= f(x⇤) +
nX

k=1

f (k)(x⇤)

(k�1)!
·

xZ

x⇤

�
y � x⇤

�k�1
dy + Rn(x)

= f(x⇤) +
nX

k=1

f (k)(x⇤)

(k�1)!
·
"
(y � x⇤)

k

k

#y=x

y=x⇤

+ Rn(x)

= f(x⇤) +
nX

k=1

f (k)(x⇤)

k!
· (x� x⇤)

k + Rn(x)

= Tn(x) + Rn(x)

die gewünschte Taylor-Formel. Für das Restglied gilt dabei die Abschätzung

��Rn(x)
�� 

Z
x

x⇤

��Sn�1(y)
�� dy  Dn�1

Z
x

x⇤

��y � x⇤
��n dy = Cn |x� x⇤|n+1 ,

wobei Cn := Dn�1/n.

Interpretation Der Satz von Taylor ist ausgesprochen nützlich und wird sehr häufig
in der Mathematik und den Ingenieurwissenschaften angewendet. Er garantiert, dass
jede hinreichend oft di↵erenzierbare Funktion f in der Nähe eines jeden Punktes x⇤
durch die Taylor-Polynome approximiert werden kann, wobei die Approximationsgüte
mit aufsteigendem Grad immer besser wird, denn für |x� x⇤| ⌧ 1 gilt

|x� x⇤|n ⌧ |x� x⇤|n�1 ⌧ . . . ⌧ |x� x⇤|3 ⌧ |x� x⇤|2 ⌧ |x� x⇤|1

Für große Abstände |x� x⇤| kann man jedoch nicht erwarten, dass die Taylor-
Approximation sinnvolle Näherungsformeln liefert. Das sieht man zum Beispiel sehr
gut an der Sinus-Funktion: Diese ist eine beschränkte Funktion auf R, aber alle Taylor-
Polynome Tn sind für n > 0 unbeschränkt.

Restglied-Darstellungen Es gibt verschiedene Möglichkeiten, das Restglied in der
Taylor-Entwicklung genauer anzugeben, wobei wieder die Existenz und Stetigkeit der
n+1-ten Ableitung von f vorausgesetzt sei:

1. Es gilt die Lagrange-Darstellung

Rn(x) =
f (n+1)(⇠)

(n+ 1)!
(x� x⇤)

n+1
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für eine Zwischenstelle ⇠, die zwischen x und x⇤ liegt (aber im allgemeinen nicht
explizit berechnet werden kann). Diese Formel impliziert zum Beispiel, dass

Cn =
sup

y2[a, b]
��f (n+1)(y)

��

(n+1)!

die optimale Konstante in unserem Beweis des Satzes von Taylor ist.

2. Die Schlömilch-Darstellung ist

Rn(x) =
f (n+1)

�
(1� ✓)x⇤ + ✓x

�

p · (n+ 1)!
(x� x⇤)

n+1(1� ✓)n+1�p ,

wobei p 2 {1, 2, . . . , n+1} beliebig ist und ✓ 2 [0, 1] in Abhängigkeit von
x, x⇤ und p zu wählen ist. Im Spezialfall p = 1 wird diese Formel auch die
Cauchy-Darstellung genannt.

3. Die Integraldarstellung

Rn(x) =
1

n

xZ

x⇤

(x� y)n+1f (n+1)(y) dy

kann direkt aus dem Hauptsatz der Di↵erential- und Integralrechnung abgeleitet
werden und ist besonders für Beweise sehr gut geeignet.

Bemerkung Jede der oberen Darstellungsformeln impliziert

Rn(x) = O
�
|x� x⇤|n+1�.

Beachte aber, dass der Satz von Taylor auch dann gilt, wenn nur die n-te Ableitung
existiert. In diesem Fall gibt es aber keine einfache Darstellungsformel für das Restglied
und man kann nur die schlechtere Abschätzung Rn(x) = o(|x� x⇤|n) beweisen.

Alternativer Beweis von l’Hospital Mit f(x⇤) = g(x⇤) = 0 ergibt sich

f(x)

g(x)
=

f(x⇤) + f 0(x⇤)(x� x⇤) +O
�
|x� x⇤|

�2

g(x⇤) + g0(x⇤)(x� x⇤) +O
�
|x� x⇤|

�2

=
f 0(x⇤) +O

�
|x� x⇤|

�

g0(x⇤) +O
�
|x� x⇤|

� x!x⇤�����! f 0(x⇤)

g0(x⇤)

aus Satzes von Taylor, wobei wir hier vorausgesetzt haben, dass f und g zweimal stetig
di↵erenzierbar sind mit g0(x⇤) 6= 0.

Zur Interpretation und Konvergenz des Newton-Verfahrens Das Newton-
Verfahren zu approximativen Berechnung von Nullstellen ist durch die Rekursion

xn+1 = xn �
f 0(xn)

f(xn)

gegeben, die auch als

f(xn) + f 0(xn) ·
�
xn+1 � xn

�
= T1,f,xn(xn+1) = 0

geschrieben werden kann. Oder anders gesagt: Man ersetzt im n+1-ten Schritt f durch
das lineare Taylor-Polynom an der Stützstelle xn und bestimmt xn+1 als die entspre-
chende Nullstelle des Taylor-Polynoms.
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Bei Newton-Verfahren wird im Schritt xn  xn+1 die Funktion f im Punkt xn linearisiert — d.h. durch das

entsprechende Taylor-Polynom 1. Grades im Entwicklungspunkt xn ersetzt — und xn+1 wird als Nullstelle der

linearen Approximation bestimmt.

Um die Konvergenz in der Nähe einer exakten Nullstelle x⇤ zu berechnen, schreiben
wir

0 = f(x⇤) = f(xn) + f 0(xn) ·
�
x⇤ � xn

�
+ 1

2 · f
00(⇠n) ·

�
x⇤ � xn

�2
,

wobei ⇠n die Lagrange-Zwischenstelle ist und zwischen x⇤ und xn liegt. Durch Einsetzen
erhalten wir

(xn+1 � x⇤) =
f 00(⇠n)

2 · f 0(xn)
·
�
xn � x⇤

�2
.

Ist nun der Startwert x0 hinreichend nahe bei x⇤, so gilt

|xn+1 � x⇤| ⇡ C⇤ ·
�
xn � x⇤

�2
mit C⇤ =

����
f 00(x⇤)

2 · f 0(x⇤)

���� ,

und damit auch |xn+1 � x⇤| 
��xn � x⇤

��. Insbesondere konvergiert die Newton-Folge
(xn)n2N sehr schnell (genauer gesagt: quadratisch) gegen die exakte Nullstelle x⇤. Al-
lerdings gilt dies nur, wenn x0 schon hinreichend nahe bei x⇤ liegt.

Vorlesung 28, 10. Januar 2020

Über Taylor-Reihen Besitzt f unendlich viele Ableitungen, so kann man formal
die Taylor-Reihe

T1(x) =
1X

k=0

f (k)(x⇤)

k!
(x� x⇤)

k

definieren und die folgende zwei Fragen untersuchen:

1. Für welche x 2 R ist T1(x) im Sinne einer konvergenten oder gar absolut kon-
vergenten Reihe wohldefiniert?

2. Für welche x 2 [a, b] gilt f(x) = T1(x) ?

Wir werden diese Frage am Ende dieses Kapitels bzw. in Mathe II genauer studieren,
wollen aber hier schon festhalten, dass für allgemeine Funktionen f diese Fragen nicht
ganz einfach zu beantworten sind.
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Beispiel Wir betrachten f(x) = exp (x) auf ganz R (bzw. auf einem beliebig
gewählten Intervall [a, b]). Dann gilt (beachte, dass exp(k) = exp)

Tn(x) =
nX

k=0

exp (x⇤)

k!

�
x� x⇤

�k n!1���! T1(x) =
1X

k=0

exp (x⇤)

k!

�
x� x⇤

�k
,

für jeden Entwicklungspunkt x⇤ und jedes x 2 R, denn das Quotientenkriterium ga-
rantiert via

exp (x⇤)
(k + 1)!

�
x� x⇤

�k+1

exp (x⇤)
k!

�
x� x⇤

�k =
x� x⇤

k + 1
k!1���! 0

dass die Partialsummenfolge (Tn(x))n2N absolut konvergiert. Außerdem verifizieren wir

T1(x) = exp (x⇤)
1X

k=0

�
x� x⇤

�k

k!
= exp (x⇤) exp (x� x⇤) = exp (x) = f(x)

für alle x 2 R. Man sagt auch, die Exponentialfunktion ist reell-analytisch, eben weil
f = T1 für jede Entwicklungsstelle x⇤ 2 R gilt.

Gegenbeispiel Wir betrachten

f(x) =

8
<

:

exp (1/x) für x < 0,
0 für x = 0,

exp (�1/x) für x > 0.

Man kann zeigen (⇤⇤-Übungsaufgabe), dass f an jeder Stelle x⇤ unendlich oft di↵eren-
zierbar ist, wobei

f (k)(0) = 0

für alle k 2 N gilt (es gilt aber f (k)(x) 6= 0 für alle x 6= 0 und alle k 2 N). Im
Entwicklungspunkt x⇤ = 0 erhalten wir deshalb

Tn(x) = 0

für alle n 2 N und jedes x 2 R und damit auch T1(x) = 0. Insbesondere existiert die
entsprechende Taylor-Reihe, aber es gilt o↵ensichtlich T1 6= f . Der Grund ist, dass
exp (�1/x) für kleine x sehr viel kleiner als jede Potenz von x ist, d.h. exp (�1/x) =
o(xr) für alle Exponenten r > 0.

-0.1 0 0.1
0

Graph von f

-0.1 0 0.1

0

Graph von f'

-0.1 0 0.1
0

Graph von f''

-0.1 0 0.1

0

Graph von f'''

Die ersten Ableitungen der Funktion aus dem oben eingeführten Gegenbeispiel. Beachte, dass alle Ableitungen an der

Stelle x⇤ = 0 verschwinden und daher die Taylor-Reihe trivial ist.

Michael Herrmann: Mathematik für Elektrotechniker 1 Version vom 7.2.2020



9.3. Ableitungen in der Kurvendiskussion 201

9.3 Ableitungen in der Kurvendiskussion

Hinreichende Kriterien für lokale Extrema Ist f dreimal stetig di↵erenzierbar,
so gilt in der Nähe eines kritischen Punktes

f(x) = f(x⇤) +
1
2 f

00(x⇤)
�
x� x⇤

�2
+O

�
|x� x⇤|3

�
,

wegen f 0(x⇤) = 0 und nach dem Satz von Taylor. Wir schließen nun, dass das Vorzeichen
von f 00(x⇤) darüber entscheidet, ob es sich um ein lokales Minimum oder Maximum
handelt.

Theorem (Zweite Ableitung und lokale Extrema) Ist f zweimal stetig di↵e-
renzierbar, so gelten für jeden inneren Punkt x⇤ 2 (a, b) die folgenden beiden Implika-
tionen

1. Gilt f 0(x⇤) = 0 und f 00(x⇤) > 0, so nimmt f in x⇤ ein striktes lokales Minimum
an.

2. Gilt f 0(x⇤) = 0 und f 00(x⇤) < 0, so nimmt f in x⇤ ein striktes lokales Maximum
an.

Beweis: Ein rigoroser Beweis findet sich in [AORS, Seite 250] und benötigt nur zweite
Ableitungen von f . Unter der leicht stärkeren Voraussetzung, dass f 000 existiert und
stetig ist, kann die Behauptung aber direkt aus der obigen Taylor-Formel abgelesen
werden, denn für |x� x⇤| ⌧ 1 dominiert der zweite Taylor-Term 1

2f
00(x⇤) (x� x⇤)

2 den

Fehlerterm O
�
|x� x⇤|3

�
.

x*

Taylor-Polynome und lokales Minimum

x*

Taylor-Polynome und lokales Maximum

Gilt f
0(x⇤) = 0 sowie f

00(x⇤) > 0 bzw. f 00(x⇤) < 0, so nimmt f in x⇤ ein striktes Minimum bzw. ein striktes Maximum

an. Gilt jedoch f
0(x⇤) = 0 sowie f

00(x⇤) = 0, so kann x⇤ nicht so einfach klassifiziert werden.

Bemerkung Gilt f 0(x⇤) = 0 sowie f 00(x⇤) = 0, so ist keine einfache Aussage über
das Verhalten von f in der Naḧe von x⇤ möglich (bzw. erfordert die Auswertung von
höheren Ableitungen). Einfache Beispiele sind

f1(x) = x3 , f2(x) = +x4 , f3(x) = �x4.

Insbesondere gilt stets f 0
j
(0) = 0 = f 00(0) im Entwicklungspunkt x⇤ = 0, aber f2 bzw.

f3 nimmt in 0 ein striktes Minimum bzw. Maximum an, wohingegen 0 ein Sattelpunkt
für f1 ist.
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Konvexe und konkave Funktionen Die Funktion f heißt konvex bzw. konkav,
wenn

f
�
(1� �) x+ � x̃

�
 (1� �) f(x) + � f(x̃)

bzw.

f
�
(1� �) x+ � x̃

�
� (1� �) f(x) + � f(x̃)

für alle x, x̃ 2 [a, b] mit x 6= x̃ und alle 0 < � < 1 gilt. Gilt sogar immer < bzw. >
statt  bzw. �, so nennt man f strikt konvex bzw. strikt konkav. Beachte, dass diese
Definitionen keine Ableitungen von f beinhalten und dass es eine direkt geometrische
Interpretation dieser Ungleichungen gibt (siehe Bild).

Lemma (Erste Ableitung und Konvexität/Konkavität) Für di↵erenzierbare
Funktionen f gilt:

1. f ist genau dann konvex bzw. konkav, wenn f 0 monoton wachsend bzw. monoton
fallend ist.

2. Ist f 0 strikt monoton wachsend bzw. strikt monoton fallend, so ist f strikt konvex
bzw. strikt konkav.

Beweis : Wir wollen hier auf einen rigorosen Beweis verzichten, da alle Behauptungen
auch aus der geometrischen Anschauung abgeleitet werden können.

Lemma (Zweite Ableitung und Konvexität/Konkavität) Ist f zweimal dif-
ferenzierbar, so gilt:

1. f ist genau dann konvex bzw. konkav, wenn f 00(x) � 0 bzw. f 00(x)  0 für alle
x 2 [a, b] gilt.

2. Gilt f 00(x) > 0 bzw. f 00(x) < 0 für alle x 2 [a, b], so ist f strikt konvex bzw. strikt
konkav.

Beweis : Wir hatten uns schon überlegt, dass die Monotonie einer Funktion äquiva-
lent zu gewissen Ungleichungsbedingungen an die Ableitung ist, und wir können diese
Ergebnisse nun auf die erste Ableitung f 0 anwenden.

x
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<latexit sha1_base64="O1HFgZphEuC34+9DDPV6gT8EzKk=">AAAB7XicbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRahXspuFexFKHjxWMF+QLuUbJptY7PJkmTFsvQ/ePGgiFf/jzf/jWm7B219MPB4b4aZeUHMmTau++3k1tY3Nrfy24Wd3b39g+LhUUvLRBHaJJJL1QmwppwJ2jTMcNqJFcVRwGk7GN/M/PYjVZpJcW8mMfUjPBQsZAQbK7Um12H56bxfLLkVdw60SryMlCBDo1/86g0kSSIqDOFY667nxsZPsTKMcDot9BJNY0zGeEi7lgocUe2n82un6MwqAxRKZUsYNFd/T6Q40noSBbYzwmakl72Z+J/XTUxY81Mm4sRQQRaLwoQjI9HsdTRgihLDJ5Zgopi9FZERVpgYG1DBhuAtv7xKWtWKd1Gp3l2W6rUsjjycwCmUwYMrqMMtNKAJBB7gGV7hzZHOi/PufCxac042cwx/4Hz+AMu5jpU=</latexit>

b
<latexit sha1_base64="xXd3m+fmNwPVLSWXiWDxPCmIYdk=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KkkV7LHgxWML9gPaUDbbSbt2swm7G6GE/gIvHhTx6k/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvSATXxnW/nY3Nre2d3cJecf/g8Oi4dHLa1nGqGLZYLGLVDahGwSW2DDcCu4lCGgUCO8Hkbu53nlBpHssHM03Qj+hI8pAzaqzUDAalsltxFyDrxMtJGXI0BqWv/jBmaYTSMEG17nluYvyMKsOZwFmxn2pMKJvQEfYslTRC7WeLQ2fk0ipDEsbKljRkof6eyGik9TQKbGdEzVivenPxP6+XmrDmZ1wmqUHJlovCVBATk/nXZMgVMiOmllCmuL2VsDFVlBmbTdGG4K2+vE7a1Yp3Xak2b8r1Wh5HAc7hAq7Ag1uowz00oAUMEJ7hFd6cR+fFeXc+lq0bTj5zBn/gfP4Awy2M4A==</latexit>

a
<latexit sha1_base64="QpdaHAtULVhjrSKI0wwDhZf7M2g=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KkkV7LHgxWML9gPaUDbbSbt2swm7G6GE/gIvHhTx6k/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvSATXxnW/nY3Nre2d3cJecf/g8Oi4dHLa1nGqGLZYLGLVDahGwSW2DDcCu4lCGgUCO8Hkbu53nlBpHssHM03Qj+hI8pAzaqzUpINS2a24C5B14uWkDDkag9JXfxizNEJpmKBa9zw3MX5GleFM4KzYTzUmlE3oCHuWShqh9rPFoTNyaZUhCWNlSxqyUH9PZDTSehoFtjOiZqxXvbn4n9dLTVjzMy6T1KBky0VhKoiJyfxrMuQKmRFTSyhT3N5K2JgqyozNpmhD8FZfXiftasW7rlSbN+V6LY+jAOdwAVfgwS3U4R4a0AIGCM/wCm/Oo/PivDsfy9YNJ585gz9wPn8AwamM3w==</latexit> x

<latexit sha1_base64="m/xxJ4kD8ilb27fTo7Ez4e1Q0yQ=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbRRI4kXjxCIo8ENmR26IWR2dnNzKyREL7AiweN8eonefNvHGAPClbSSaWqO91dQSK4Nq777eQ2Nre2d/K7hb39g8Oj4vFJS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfj27nffkSleSzvzSRBP6JDyUPOqLFS46lfLLlldwGyTryMlCBDvV/86g1ilkYoDRNU667nJsafUmU4Ezgr9FKNCWVjOsSupZJGqP3p4tAZubDKgISxsiUNWai/J6Y00noSBbYzomakV725+J/XTU1Y9adcJqlByZaLwlQQE5P512TAFTIjJpZQpri9lbARVZQZm03BhuCtvrxOWpWyd1WuNK5LtWoWRx7O4BwuwYMbqMEd1KEJDBCe4RXenAfnxXl3PpatOSebOYU/cD5/AOSFjPY=</latexit> x̃
<latexit sha1_base64="rxrnLnjagrPI1hXK8qJ+zsIy0zw=">AAAB8HicbVBNS8NAEN34WetX1aOXxSJ4KkkV7LHgxWMF+yFtKJvNtF262YTdiVhCf4UXD4p49ed489+4bXPQ1gcDj/dmmJkXJFIYdN1vZ219Y3Nru7BT3N3bPzgsHR23TJxqDk0ey1h3AmZACgVNFCihk2hgUSChHYxvZn77EbQRsbrHSQJ+xIZKDARnaKWHHgoZQvY07ZfKbsWdg64SLydlkqPRL331wpinESjkkhnT9dwE/YxpFFzCtNhLDSSMj9kQupYqFoHxs/nBU3pulZAOYm1LIZ2rvycyFhkziQLbGTEcmWVvJv7ndVMc1PxMqCRFUHyxaJBKijGdfU9DoYGjnFjCuBb2VspHTDOONqOiDcFbfnmVtKoV77JSvbsq12t5HAVySs7IBfHINamTW9IgTcJJRJ7JK3lztPPivDsfi9Y1J585IX/gfP4AQamQrA==</latexit>

(1� �)f(x) + �f(x̃)
<latexit sha1_base64="q9uz7XsIY06FQeTpJ3y7Z+4Eh1c="></latexit>

(1� �)x+ �x̃
<latexit sha1_base64="nsTFNZITk62bvaQz7vMXVdbVvXE="></latexit>

f(x)
<latexit sha1_base64="DYRSGglJa+l4pF8FZwH93XLRt3w=">AAAB63icbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRahXspuFeyx4MVjBfsB7VKyabYNTbJLkhXL0r/gxYMiXv1D3vw3Zts9aOuDgcd7M8zMC2LOtHHdb6ewsbm1vVPcLe3tHxwelY9POjpKFKFtEvFI9QKsKWeStg0znPZiRbEIOO0G09vM7z5SpVkkH8wspr7AY8lCRrDJpLD6dDksV9yauwBaJ15OKpCjNSx/DUYRSQSVhnCsdd9zY+OnWBlGOJ2XBommMSZTPKZ9SyUWVPvp4tY5urDKCIWRsiUNWqi/J1IstJ6JwHYKbCZ61cvE/7x+YsKGnzIZJ4ZKslwUJhyZCGWPoxFTlBg+swQTxeytiEywwsTYeEo2BG/15XXSqde8q1r9/rrSbORxFOEMzqEKHtxAE+6gBW0gMIFneIU3RzgvzrvzsWwtOPnMKfyB8/kDaquNyw==</latexit>

f(x̃)
<latexit sha1_base64="93R6bhIYJv1ESTwAjO03WTC5K8Q=">AAAB83icbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoMQL2E3CuYY8OIxgnlAdgmzk9lkyOyDmV4xLPkNLx4U8erPePNvnCR70MSChqKqm+4uP5FCo21/W4WNza3tneJuaW//4PCofHzS0XGqGG+zWMaq51PNpYh4GwVK3ksUp6Evedef3M797iNXWsTRA04T7oV0FIlAMIpGcoOqi0IOefY0uxyUK3bNXoCsEycnFcjRGpS/3GHM0pBHyCTVuu/YCXoZVSiY5LOSm2qeUDahI943NKIh1162uHlGLowyJEGsTEVIFurviYyGWk9D33SGFMd61ZuL/3n9FIOGl4koSZFHbLkoSCXBmMwDIEOhOEM5NYQyJcythI2pogxNTCUTgrP68jrp1GvOVa1+f11pNvI4inAG51AFB26gCXfQgjYwSOAZXuHNSq0X6936WLYWrHzmFP7A+vwBz8aRgQ==</latexit>

(1� �)x+ �x̃
<latexit sha1_base64="DjjMEz8CX5xsU4SkXLQZr5zpm8A="></latexit>

(1� �)f(x) + �f(x̃)
<latexit sha1_base64="k22Lwgz6oGJwsBRYUGegN0gmGy8="></latexit>

Bei einer strikt konvexen (links, grün) bzw. konkaven (rechts, lila) Funktion liegt der Graph unterhalb bzw. oberhalb

jeder Sekante (blau) an den Graphen. A�ne Funktionen (d.h. Polynome von Grad 0 oder 1) sind gleichzeitig konvex

und konkav (aber jeweils nicht strikt), da dann Graph und Sekante zusammenfallen.
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x
<latexit sha1_base64="m/xxJ4kD8ilb27fTo7Ez4e1Q0yQ=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbRRI4kXjxCIo8ENmR26IWR2dnNzKyREL7AiweN8eonefNvHGAPClbSSaWqO91dQSK4Nq777eQ2Nre2d/K7hb39g8Oj4vFJS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfj27nffkSleSzvzSRBP6JDyUPOqLFS46lfLLlldwGyTryMlCBDvV/86g1ilkYoDRNU667nJsafUmU4Ezgr9FKNCWVjOsSupZJGqP3p4tAZubDKgISxsiUNWai/J6Y00noSBbYzomakV725+J/XTU1Y9adcJqlByZaLwlQQE5P512TAFTIjJpZQpri9lbARVZQZm03BhuCtvrxOWpWyd1WuNK5LtWoWRx7O4BwuwYMbqMEd1KEJDBCe4RXenAfnxXl3PpatOSebOYU/cD5/AOSFjPY=</latexit>

y = f(x)
<latexit sha1_base64="O1HFgZphEuC34+9DDPV6gT8EzKk=">AAAB7XicbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRahXspuFexFKHjxWMF+QLuUbJptY7PJkmTFsvQ/ePGgiFf/jzf/jWm7B219MPB4b4aZeUHMmTau++3k1tY3Nrfy24Wd3b39g+LhUUvLRBHaJJJL1QmwppwJ2jTMcNqJFcVRwGk7GN/M/PYjVZpJcW8mMfUjPBQsZAQbK7Um12H56bxfLLkVdw60SryMlCBDo1/86g0kSSIqDOFY667nxsZPsTKMcDot9BJNY0zGeEi7lgocUe2n82un6MwqAxRKZUsYNFd/T6Q40noSBbYzwmakl72Z+J/XTUxY81Mm4sRQQRaLwoQjI9HsdTRgihLDJ5Zgopi9FZERVpgYG1DBhuAtv7xKWtWKd1Gp3l2W6rUsjjycwCmUwYMrqMMtNKAJBB7gGV7hzZHOi/PufCxac042cwx/4Hz+AMu5jpU=</latexit>

x
<latexit sha1_base64="m/xxJ4kD8ilb27fTo7Ez4e1Q0yQ=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbRRI4kXjxCIo8ENmR26IWR2dnNzKyREL7AiweN8eonefNvHGAPClbSSaWqO91dQSK4Nq777eQ2Nre2d/K7hb39g8Oj4vFJS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfj27nffkSleSzvzSRBP6JDyUPOqLFS46lfLLlldwGyTryMlCBDvV/86g1ilkYoDRNU667nJsafUmU4Ezgr9FKNCWVjOsSupZJGqP3p4tAZubDKgISxsiUNWai/J6Y00noSBbYzomakV725+J/XTU1Y9adcJqlByZaLwlQQE5P512TAFTIjJpZQpri9lbARVZQZm03BhuCtvrxOWpWyd1WuNK5LtWoWRx7O4BwuwYMbqMEd1KEJDBCe4RXenAfnxXl3PpatOSebOYU/cD5/AOSFjPY=</latexit>

y = f(x)
<latexit sha1_base64="O1HFgZphEuC34+9DDPV6gT8EzKk=">AAAB7XicbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRahXspuFexFKHjxWMF+QLuUbJptY7PJkmTFsvQ/ePGgiFf/jzf/jWm7B219MPB4b4aZeUHMmTau++3k1tY3Nrfy24Wd3b39g+LhUUvLRBHaJJJL1QmwppwJ2jTMcNqJFcVRwGk7GN/M/PYjVZpJcW8mMfUjPBQsZAQbK7Um12H56bxfLLkVdw60SryMlCBDo1/86g0kSSIqDOFY667nxsZPsTKMcDot9BJNY0zGeEi7lgocUe2n82un6MwqAxRKZUsYNFd/T6Q40noSBbYzwmakl72Z+J/XTUxY81Mm4sRQQRaLwoQjI9HsdTRgihLDJ5Zgopi9FZERVpgYG1DBhuAtv7xKWtWKd1Gp3l2W6rUsjjycwCmUwYMrqMMtNKAJBB7gGV7hzZHOi/PufCxac042cwx/4Hz+AMu5jpU=</latexit>

x
<latexit sha1_base64="m/xxJ4kD8ilb27fTo7Ez4e1Q0yQ=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbRRI4kXjxCIo8ENmR26IWR2dnNzKyREL7AiweN8eonefNvHGAPClbSSaWqO91dQSK4Nq777eQ2Nre2d/K7hb39g8Oj4vFJS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfj27nffkSleSzvzSRBP6JDyUPOqLFS46lfLLlldwGyTryMlCBDvV/86g1ilkYoDRNU667nJsafUmU4Ezgr9FKNCWVjOsSupZJGqP3p4tAZubDKgISxsiUNWai/J6Y00noSBbYzomakV725+J/XTU1Y9adcJqlByZaLwlQQE5P512TAFTIjJpZQpri9lbARVZQZm03BhuCtvrxOWpWyd1WuNK5LtWoWRx7O4BwuwYMbqMEd1KEJDBCe4RXenAfnxXl3PpatOSebOYU/cD5/AOSFjPY=</latexit>

y = f(x)
<latexit sha1_base64="O1HFgZphEuC34+9DDPV6gT8EzKk=">AAAB7XicbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRahXspuFexFKHjxWMF+QLuUbJptY7PJkmTFsvQ/ePGgiFf/jzf/jWm7B219MPB4b4aZeUHMmTau++3k1tY3Nrfy24Wd3b39g+LhUUvLRBHaJJJL1QmwppwJ2jTMcNqJFcVRwGk7GN/M/PYjVZpJcW8mMfUjPBQsZAQbK7Um12H56bxfLLkVdw60SryMlCBDo1/86g0kSSIqDOFY667nxsZPsTKMcDot9BJNY0zGeEi7lgocUe2n82un6MwqAxRKZUsYNFd/T6Q40noSBbYzwmakl72Z+J/XTUxY81Mm4sRQQRaLwoQjI9HsdTRgihLDJ5Zgopi9FZERVpgYG1DBhuAtv7xKWtWKd1Gp3l2W6rUsjjycwCmUwYMrqMMtNKAJBB7gGV7hzZHOi/PufCxac042cwx/4Hz+AMu5jpU=</latexit>

Typische Beispiele für strikt konvexe (grün) bzw. strikt konkave (lila) Funktionen auf kompakten Intervallen. Die

dünnen geraden Linien repräsentieren Tangenten an den Graphen von f , deren Anstiege gerade durch die monoton

wachsende bzw. fallende Funktion f
0 beschrieben werden.

Lemma (Konvexität/Konkavität und Extrema) Ist f konvex bzw. konkav auf
[a, b] und x⇤ 2 (a, b) ein kritischer Punkt, so nimmt f in x⇤ ein globales Minimum bzw.
globales Maximum an. Ist f darüber hinaus sogar strikt konvex bzw. konkav, so existiert
höchstens ein kritischer Punkt.

Beweis, Teil 1: Die Taylor-Formel mit Lagrange-Restglied impliziert

f(x) = f(x⇤) + f 0(x⇤)
�
x� x⇤

�
+ 1

2 f
00(⇠)

�
x� x⇤

�

für eine Zwischenstelle ⇠. Mit f 0(x⇤) = 0 sowie f 00(⇠) � 0 bzw. f 00(⇠)  0 erhalten wir
f(x) � f(x⇤) bzw. f(x)  f(x⇤) für alle x und damit f(x⇤) = min f bzw. f(x⇤) =
max f .

Beweis, Teil 2: Sei f strikt konvex und nehmen wir an, es gäbe zwei verschiedene
kritische Punkte x⇤, x̃⇤ 2 (a, b). Dann gilt nach dem ersten Teil f(x⇤) = f(x̃⇤) = min f
und die Definition von Konvexität liefert via

min f  f
�
1
2x⇤ +

1
2 x̃⇤
�
< 1

2 f(x⇤) +
1
2 f(x̃⇤) = min f

einen Widerspruch. Für konkave Funktionen kann analog argumentiert werden.

Hinreichende Kriterien für Wendepunkte Viele Funktionen sind weder konvex
noch konkav auf dem Intervall [a, b], sondern Konvexitäts- und Konkavitätsintervalle
wechseln sich ab. An einer Übergangsstelle x⇤ muss dann f 00(x⇤) = 0 gelten und damit
auch

f(x) = f(x⇤) + f 0(x⇤)
�
x� x⇤

�
+ 1

6 f
000(⇠)

�
x� x⇤

�3

= f(x⇤) + f 0(x⇤)
�
x� x⇤

�
+ 1

6 f
000(x⇤)

�
x� x⇤

�3
+O

�
|x� x⇤|4

�
,

wobei ⇠ wieder eine Lagrange-Zwischenstelle bezeichnet. Außerdem kann der Satz von
Taylor auch auf f 00 angewendet werden und liefert

f 00(x) = 0 + f 000(x⇤)
�
x� x⇤

�
+O

�
|x� x⇤|2

�
,

Aus jeder dieser Formeln kann das folgende Resultat abgeleitet werden.

Theorem (Dritte Ableitung und Wendepunkte) Ist f dreimal stetig di↵eren-
zierbar, so gelten für jeden inneren Punkt x⇤ 2 (a, b) die folgenden beiden Implikatio-
nen

1. Gilt f 00(x⇤) = 0 und f 000(x⇤) < 0, so ist f in der Nähe von x⇤ konvex-konkav.
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2. Gilt f 00(x⇤) = 0 und f 000(x⇤) > 0, so ist f in der Nähe von x⇤ konkav-konvex.

x*

Taylor-Polynome und Wendepunkte

x*

Taylor-Polynome und Wendepunkte

Die Taylor-Polynome T1 = T2 und T3 in Entwicklungspunkten x⇤, die zu Wendepunkten von f gehören (d.h. es gilt

f
00(x⇤) = 0 6= f

000(x⇤)). Das Vorzeichen von f
000(x⇤) gibt dabei an, ob die Funktion von konvex zu konkav oder

umgekehrt wechselt.

Zur Kurvendiskussion Um das qualitative Verhalten einer gegebenen Funktion zu
studieren, sollte man immer versuchen, die Nullstellen der nullten, ersten, und zweiten
Ableitung zu bestimmen:

1. Punkte x⇤ mit f(x⇤) = 0 sind die Nullstellen von f . Ist dabei die Nicht-
Entartungsbedingung f 0(x⇤) 6= 0 erfüllt, so handelt es sich um einen Schnitt-
punkt des Graphen mit der x-Achse. Andernfalls kann es sich um einen (entarte-
ten) Schnittpunkt oder einen echten Berührungspunkt handeln, aber um dies zu
entscheiden, muss man höhere Ableitungen auswerten.

2. Punkte x⇤ mit f 0(x⇤) = 0 entsprechen den lokalen Extrema, zumindest sofern die
Nicht-Entartungsbedingung f 00(x⇤) 6= 0 gilt.

3. Punkte x⇤ mit f 00(x⇤) = 0 liefern unter der Nicht-Entartungsvoraussetzung
f 000(x⇤) 6= 0 die Wendepunkte.

-5 0 5

0

1

2

Graph von f

-5 0 5

-1

-2

0

1

2
Graph von f'

-5 0 5

0

1

Graph von f''

-5 0 5

0

Graph von f'''

Erstes Beispiel zur Bedeutung der Nullstellen von f , f 0 und f
00. Beachte, dass zu f

(m)(x⇤) = 0 die

Nicht-Entartungsbedingung f
(m+1)(x⇤) 6= 0 gehört.

Außerdem ist es meist sinnvoll, auch das Verhalten der Funktion in den Randpunkten
und isolierten Lücken des Definitionsbereiches sowie das asymptotische Verhalten für
x ! ±1 genauer zu untersuchen. Im praktischen Leben kann man natürlich eine ge-
gebene Funktion mit Hilfe eines geeigneten Computerprogramms plotten und dadurch
viele wertvolle Informationen ohne aufwändige Rechnungen erhalten.
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Zweites Beispiel zur Bedeutung der Nullstellen von f , f 0 und f
00.

Vorlesung 29, 13. Januar 2020

9.4 Exkurs über Potenzreihen

Potenzreihen Für eine gegebene Koe�zientenfolge (�k)k2N0
⇢ C heißt

�(z) =
1X

k=0

�k · |z � z⇤|k

die entsprechende komplexe Potenzreihe im Entwicklungspunkt z⇤ 2 C und in der
Variablen z 2 C. Eine reelle Potenzreihe ist analog durch

f(x) =
1X

k=0

↵k · |x� x⇤|k

gegeben, wobei nun x, x⇤ 2 R sowie (↵k)k2N0
⇢ R. Wir wollen nun für eine reelle

Potenzreihe die Fragen

1. Für welche x ist f(x) im Sinne einer konvergenten Reihe wohldefiniert?

2. Ist f di↵erenzierbar?

3. Wie sehen die Taylor-Polynome aus?

4. Was kann man über die Taylor-Reihe von f sagen?

untersuchen, beginnen aber mit einem Resultat über komplexe Potenzreihen, das wir
aber erst in der Vorlesung Mathe III beweisen werden.

Theorem (Hauptsatz über die Konvergenz komplexer Potenzreihen) Für
jede Potenzreihe — d.h. für jede gegebene Koe�zientenfolge (�k)k2N und jeden gege-
benen Entwicklungspunkt z⇤ — gelten die folgenden Aussagen:

1. Es existiert ein Konvergenzradius r mit 0  r  1, so dass:

(a) Für jedes z 2 C mit |z � z⇤| < r konvergiert die Reihe zu �(z) absolut.

Michael Herrmann: Mathematik für Elektrotechniker 1 Version vom 7.2.2020



206 9. Di↵erentialrechnung

(b) Für jedes z 2 Cmit |z � z⇤| > r ist �(z) nicht definiert, da die entsprechende
Reihe divergiert.

2. Es gilt stets die Formel von Cauchy-Hadamard

r =
1

lim sup
k!1

k
p
|�k|

,

wobei lim sup
k!1

k
p
|�k| der größte Häufungspunkt der Folge

�
k
p
|�k|
�
k2N0

ist und
1/0 = 1 und 1/1 = 0 vereinbart sei. Insbesondere gilt

r = lim
k!1

����
�k
�k+1

���� bzw. r = lim
k!1

1
k
p
|�k|

,

sofern der jeweilige Grenzwert existiert.

3. Es gilt die lokal gleichmäßige Konvergenz

sup
z :|z�z⇤|r̃

�����

1X

k=0

. . .�
nX

k=0

. . .

����� = sup
z :|z�z⇤|r̃

�����

1X

k=n+1

�k ·
�
z � z⇤

�k
�����

n!1����! 0

für jeden Radius r̃ mit 0 < r̃ < r .

Bemerkungen

1. Die Cauchy-Hadamard-Formel liefert immer einen eindeutigen Wert von r, auch
wenn die Grenzwertformeln nicht verwendet werden dürfen.

2. Der Entartungsfall r = 0 kann eintreten, zum Beispiel für �(k) = k!.

3. Im Fall von r = 1 ist die Potenzreihe auf ganz C definiert.

4. Der Hauptsatz macht keine Aussage über die Konvergenz der Reihe für z 2 C
mit |z � z⇤| = r, d.h. auf dem Rand der Kreisscheibe vom Radius r um z⇤

5. Die Cauchy-Hadamard-Formel impliziert (Nachrechnen!), dass die Potenzreihen
1X

k=0

�k ·
�
z � z⇤

�k
und

1X

k=1

k · �k ·
�
z � z⇤

�k

denselben Konvergenzradius besitzen, wobei die zweite aus der ersten durch glied-
weise Di↵erentiation hervorgeht.

Ergänzung

Achtung Das Quotienten- bzw. Wurzelkriterium für Potenzreihen ergibt sich aus
dem entsprechenden Kriterium aus dem Abschnitt über Reihen von Zahlen, aber die
Details in den Formeln sind leicht anders. So garantiert zum Beispiel

lim
k!1

���k+1

����z � z⇤
��k+1

���k
����z � z⇤

��k
< 1

die absolute Konvergenz von �(z) für fixiertes z 2 C, und diese Bedingung kann als

��z � z⇤
�� <

1

lim
k!1

���k+1

��
���k
��

= lim
k!1

���k
��

���k+1

��

geschrieben werden (sofern die Grenzwerte existieren).
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Beispiele

1. Für �k = 1/k! und z⇤ = 0 gilt

�(z) = exp (z) =
1X

k=0

zk

k!
= 1 + z + 1

2 · z
2 + 1

6 · z
3 + 1

24 · z
4 + . . .

und

r = lim
k!1

(k+1)!

k!
= lim

k!1
k = 1

ist der entsprechende Konvergenzradius.

2. Für die beiden trigonometrischen Funktionen

sin (z) =
1X

m=0

(�1)2m · z2m+1

(2m+ 1)!
= z � 1

6 · z
3 + 1

120 · z
5 � 1

5040 · z
7 + . . .

bzw.

cos (z) =
1X

m=0

(�1)2m · z2m

(2m)!
= 1� 1

2 · z
2 + 1

24 · z
4 � 1

720 · z
6 + . . .

ist der Konvergenzradius ebenfalls 1.

3. Für �k = (�1)k/k + 1 ergibt sich

r = lim
k!1

k + 1

k + 2
= 1

und wir erhalten r = 1 als Konvergenzradius von �(z) = 1� 1
2 ·z+

1
3 ·z

3� 1
4 ·z

4+. . ..

4. Mit �k = 1 und z⇤ = 0 erhalten wir r = 1 als Konvergenzradius der geometrischen
Reihe und es gilt

�(z) =
1X

k=0

zk = 1 + z + z2 + z3 + z4 + . . . =
1

1� z

für alle |z| < 1.

Reelle Potenzreihen (zum Beispiel reelle Taylor-Reihen) Der komplexe
Hauptsatz gilt mit

�k = ↵k , z = x , z⇤ = x⇤

auch für eine reelle Potenzreihe und impliziert, dass f mit

f(x) = ↵0 + ↵1 · (x� x⇤) + ↵2 · (x� x⇤)
2 + ↵3 · (x� x⇤)

3 + ↵4 · (x� x⇤)
4 + . . . .

auf dem o↵enen Intervall (x⇤ � r, x⇤ + r) im Sinne absolut konvergenter Reihen wohl-
definiert ist.
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208 9. Di↵erentialrechnung

Theorem (Hauptsatz über reelle Potenzreihen) Eine reelle Potenzreihe ist in
ihrem reellen Definitionsbereich unendlich oft di↵erenzierbar, wobei alle Ableitungen
gliedweise berechnet werden können. Insbesondere gilt

f 0(x) = ↵1 + 2 · ↵2 · (x� x⇤) + 3 · ↵3 · (x� x⇤)
2 + 4 · ↵4 · (x� x⇤)

3 + . . .

=
1X

k=1

k · ↵k ·
�
x� x⇤

�k�1
=

1X

l=0

(l + 1) · ↵l+1 · (x� x⇤)
l

sowie

f 00(x) = 2 · ↵2 + 2 · 3 · ↵3 · (x� x⇤)
1 + 3 · 4 · ↵3 · (x� x⇤)

2 + . . .

=
1X

k=2

(k�1) · k · ↵k ·
�
x� x⇤

�k�2

und ganz allgemein

f (n)(x) =
1X

k=n

(k�n+1) · . . . · (k�1) · k · ↵k ·
�
x� x⇤

�k�n

Beweis : Wir verweisen wieder auf Mathe III, bemerken aber, dass wegen

lim sup
l!1

l
p

(l + 1) · |↵l+1| = lim sup
l!1

l
p
l + 1 · lim sup

l!1

l
p
|↵l+1| = 1 · lim sup

k!1

k
p
|↵k|

die Konvergenzradien von f und f 0 gleich sind. Induktiv folgt dann, dass die Konver-
genzradien aller Ableitungen übereinstimmen.

Folgerung Für eine reelle Potenzreihe gilt

f (n)(x⇤) = (n�n+1) · . . . · (n�1) · n · ↵n = n! · ↵n

und damit

f(x) =
1X

k=0

f (k)(x⇤)

k!
·
�
x� x⇤

�k

für alle x mit |x� x⇤| < r. Insbesondere ist jede reelle Potenzreihe ihre eigene Taylor-
Reihe.

Beispiele

1. Für alle |x| < 1 gilt

1

1� x
=

1X

k=0

xk = 1 + x+ x2 + x3 + . . .

und durch Di↵erenziation nach x erhalten wir

1

(1� x)2
=

1X

k=1

k · xk�1 = 1 + 2 · x+ 3 · x2 + 4 · x3 + . . .
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sowie

2

(1� x)3
=

1X

k=2

k · (k � 1) · xk�2 = 2 + 6 · x+ 12 · x2 + 20 · x4 . . . ,

wobei die rechte Seite jeweils die Taylor-Reihe der linken Seite ist und für |x| < 1
bzw. |x| > 1 konvergiert bzw. divergiert. Diese Formeln gelten sinngemäß für
z 2 C mit |z| < 1, aber dies werden wir erst in Mathe III richtig verstehen.

2. Für alle |x| < 1 gilt außerdem die Taylor-Reihendarstellung

ln (1 + x) =
1X

k=0

(�1)k · xk+1

k + 1
= x� 1

2 · x
2 + 1

3 · x
3 � 1

4 · x
4 + . . . ,

wobei der entsprechende Konvergenzradius gerade 1 ist und der Grenzübergang
x % 1 die schon bekannte Formel

ln 2 = 1� 1
2 +

1
3 �

1
4 +

1
5 �

1
6 + . . .

für die alternierende harmonische Reihe liefert. Beachte außerdem, dass wir nach
Di↵erentiation bzgl. x die Formeln

1

1 + x
= 1� x+ x2 � x3 + . . . =

1X

k=0

(�1)k · xk

und damit einen Spezialfall der geometrischen Reihe erhalten.

3. Wegen arctan 0 = 0 und

d

dx
arctan (x) =

1

1 + x2
=

1X

k=0

(�1)k · x2k = 1� x2 + x4 � x6 + . . .

gilt auch

arctan (x) = x� 1
3 · x

3 + 1
5 · x

5 � 1
7 · x

7 + . . . =
1X

k=0

(�1)k · x2 k+1

2 k + 1

für alle |x| < 1. Insbesondere gilt arctan(n) (0) = 0 für alle geraden n sowie
arctan(1) (0) = 1! = 1, arctan(3) (0) = �2! = �2 und arctan(5) (0) = 4! = 24 usw.
(allgemein gilt arctan(2 k+1) (0) = (2k + 1)! · (�1)k · 1/(2 k + 1) = (�1)k · (2 k)!).

4. Der Tangens und der Kotangens können via

tan (x) = x+ 1
3 · x

3 + 2
15 · x

5 + 17
315 · x

7 + . . . für x 2 (�⇡/2, ⇡/2)

und

cot (x) = �
�
x� 1

2⇡
�
� 1

3 ·
�
x� 1

2⇡
�3 � 2

15 ·
�
x� 1

2⇡
�5

+ . . . für x 2 (0, ⇡)

auch als Potenz- bzw. Taylor-Reihe geschrieben werden, aber die Formeln für die
Koe�zienten sind recht kompliziert.
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210 9. Di↵erentialrechnung

5. Die Funktion

f(x) =
cos (x)

1� x

kann für |x| < 1 als Potenzreihe und damit auch als Taylor-Reihe geschrieben
werden. Insbesondere gilt

f(x) =

 1X

k=0

(�1)k · xk

(2k)!

!
·
 1X

l=0

xl

!

=
�
1� 1

2 · x
2 + 1

24x
4 + . . .

�
·
�
1 + x+ x2 + x3 + . . .

�

= 1 + x+ 1
2 · x

2 + 1
2 · x

3 + 13
24 · x

4 + 13
24 · x

5 + 389
720 · x

6 + 389
720 · x

7 + . . .

=
1X

m=0

 
mX

k=0

(�1)k

(2k)!

!
· xm ,

wobei wir die Cauchysche Produktformel für absolut konvergente Reihen (siehe
Kapitel 7) verwendet haben.
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Kapitel 10

Integralrechnung

Motivation Integrale sind sehr wichtig, weil sie

1. die Fläche unter einer Kurve liefern,

2. invers zum Ableitungsbegri↵ sind, und

3. in vielen Anwendungsproblemen auftauchen.

10.1 Bestimmtes Riemann-Integral

Vorbemerkung Im Folgenden sei f : [a, b] ! R immer eine beschränkte Funktion,
d.h. es gelte stets sup

x2[a, b] |f(x)| < 1.

Zerlegung des Intervalles in Teilintervalle Eine Zerlegung des Intervalles [a, b]
besteht aus n geordneten Punkten xj mit

a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn�1 < xn = b ,

wobei n 2 N beliebig gewählt werden kann und

0 < kZk := max
j=1...n

��xj � xj�1

�� < 1

die Feinheit von Z genannt wird. Eine weitere Zerlegung Z̃ mit Punkten

a = x̃0 < x̃1 < . . . < x̃ñ = b

heißt Verfeinerung von Z, wenn jeder Punkt in Z auch zu Z̃ gehört, d.h. wenn für jedes

j 2 1 . . . n ein j̃ = 1 . . . n existiert, so dass xj = x̃
j̃
(siehe Bild).

2
<latexit sha1_base64="jk/1fpohXujb3eq/tOFNvjxoFrw=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeiF48t2FpoQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMSqE1CNgktsGW4EdhKFNAoEPgTj25n/8IRK81jem0mCfkSHkoecUWOlZq1frrhVdw6ySrycVCBHo1/+6g1ilkYoDRNU667nJsbPqDKcCZyWeqnGhLIxHWLXUkkj1H42P3RKzqwyIGGsbElD5urviYxGWk+iwHZG1Iz0sjcT//O6qQmv/YzLJDUo2WJRmApiYjL7mgy4QmbExBLKFLe3EjaiijJjsynZELzll1dJu1b1Lqq15mWlfpPHUYQTOIVz8OAK6nAHDWgBA4RneIU359F5cd6dj0VrwclnjuEPnM8ffW+Mug==</latexit>

4
<latexit sha1_base64="WqJ6Lk3Ioj0kJGz21f+UCQW7454=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHaRRI9ELx4hkUcCGzI79MLI7OxmZtaEEL7AiweN8eonefNvHGAPClbSSaWqO91dQSK4Nq777eQ2Nre2d/K7hb39g8Oj4vFJS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfju7nffkKleSwfzCRBP6JDyUPOqLFSo9ovltyyuwBZJ15GSpCh3i9+9QYxSyOUhgmqdddzE+NPqTKcCZwVeqnGhLIxHWLXUkkj1P50ceiMXFhlQMJY2ZKGLNTfE1MaaT2JAtsZUTPSq95c/M/rpia88adcJqlByZaLwlQQE5P512TAFTIjJpZQpri9lbARVZQZm03BhuCtvrxOWpWyd1WuNKql2m0WRx7O4BwuwYNrqME91KEJDBCe4RXenEfnxXl3PpatOSebOYU/cD5/AIB3jLw=</latexit>

1
<latexit sha1_base64="TtIgPQprnJE4HSS++PuM3etxya8=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeiF48t2FpoQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMSqE1CNgktsGW4EdhKFNAoEPgTj25n/8IRK81jem0mCfkSHkoecUWOlptcvV9yqOwdZJV5OKpCj0S9/9QYxSyOUhgmqdddzE+NnVBnOBE5LvVRjQtmYDrFrqaQRaj+bHzolZ1YZkDBWtqQhc/X3REYjrSdRYDsjakZ62ZuJ/3nd1ITXfsZlkhqUbLEoTAUxMZl9TQZcITNiYgllittbCRtRRZmx2ZRsCN7yy6ukXat6F9Va87JSv8njKMIJnMI5eHAFdbiDBrSAAcIzvMKb8+i8OO/Ox6K14OQzx/AHzucPe+uMuQ==</latexit>

3
<latexit sha1_base64="LNUgVcgcWmrkAqMqFwJgrNe8JZM=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbBRI9ELx4hkUcCGzI79MLI7OxmZtaEEL7AiweN8eonefNvHGAPClbSSaWqO91dQSK4Nq777eQ2Nre2d/K7hb39g8Oj4vFJS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfju7nffkKleSwfzCRBP6JDyUPOqLFSo9ovltyyuwBZJ15GSpCh3i9+9QYxSyOUhgmqdddzE+NPqTKcCZwVeqnGhLIxHWLXUkkj1P50ceiMXFhlQMJY2ZKGLNTfE1MaaT2JAtsZUTPSq95c/M/rpia88adcJqlByZaLwlQQE5P512TAFTIjJpZQpri9lbARVZQZm03BhuCtvrxOWpWyVy1XGlel2m0WRx7O4BwuwYNrqME91KEJDBCe4RXenEfnxXl3PpatOSebOYU/cD5/AH7zjLs=</latexit>

Vier Zerlegungen eines kompakten Intervalls. Die erste und die dritte Zerlegung sind äquidistant (d.h. alle Teilintervalle

[xj�1, xj ] haben dieselbe Länge, nämlich (b� a)/n), wohingegen die zweite und die vierte Zerlegung diese Eigenschaft

nicht besitzen. Außerdem ist die dritte bzw. vierte Zerlegung eine Verfeinerung der ersten bzw. zweiten.

211



212 10. Integralrechnung

Allgemeine und spezielle Riemann-Summen Für jede Wahl von n Stützstellen
⇠j 2 [xj�1, xj] wird

R(Z) =
nX

j=1

f(⇠j)
�
xj � xj�1

�

die Riemann-Summe bzgl. der Zerlegung und der Stützstellen genannt (wobei wir die
Abhängigkeit von f und den ⇠j nicht explizit schreiben). Von besonderer Bedeutung
sind die folgenden zwei Sonderfälle: Die Untersumme bzw. die Obersumme ist durch

U(Z) =
nX

j=1

inf f |[xj�1, xj ] ·
�
xj � xj�1

�

bzw.

O(Z) =
nX

j=1

sup f |[xj�1, xj ] ·
�
xj � xj�1

�

gegeben, wobei für eine stetige Funktion f die Formel

inf f |[xj�1, xj ] = inf
�
f(x) : xj�1  x  xj

 

= min
�
f(x) : xj�1  x  xj

 
= min f |[xj�1, xj ]

und bzw. analog sup f |[xj�1, xj ] = max f |[xj�1, xj ] gilt.

x0
<latexit sha1_base64="k8FbagrljJvKcILfAyNgzmg3SvU=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeCF48V7Qe0oWy2m3bpZhN2J2IJ/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekEhh0HW/ncLa+sbmVnG7tLO7t39QPjxqmTjVjDdZLGPdCajhUijeRIGSdxLNaRRI3g7GNzO//ci1EbF6wEnC/YgOlQgFo2il+6e+2y9X3Ko7B1klXk4qkKPRL3/1BjFLI66QSWpM13MT9DOqUTDJp6VeanhC2ZgOeddSRSNu/Gx+6pScWWVAwljbUkjm6u+JjEbGTKLAdkYUR2bZm4n/ed0Uw2s/EypJkSu2WBSmkmBMZn+TgdCcoZxYQpkW9lbCRlRThjadkg3BW355lbRqVe+iWru7rNTreRxFOIFTOAcPrqAOt9CAJjAYwjO8wpsjnRfn3flYtBacfOYY/sD5/AEK4I2h</latexit>

x1<latexit sha1_base64="AKojky6mOGQZs8aB9z1EmeXWpGg=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeCF48V7Qe0oWy2k3bpZhN2N2IJ/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiujet+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU0nGqGDZZLGLVCahGwSU2DTcCO4lCGgUC28H4Zua3H1FpHssHM0nQj+hQ8pAzaqx0/9T3+uWKW3XnIKvEy0kFcjT65a/eIGZphNIwQbXuem5i/Iwqw5nAaamXakwoG9Mhdi2VNELtZ/NTp+TMKgMSxsqWNGSu/p7IaKT1JApsZ0TNSC97M/E/r5ua8NrPuExSg5ItFoWpICYms7/JgCtkRkwsoUxxeythI6ooMzadkg3BW355lbRqVe+iWru7rNTreRxFOIFTOAcPrqAOt9CAJjAYwjO8wpsjnBfn3flYtBacfOYY/sD5/AEMZI2i</latexit>

x2<latexit sha1_base64="it4xmCsZPgjVU6aExhSqyUsJz7g=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeCF48V7Qe0oWy2m3bpZhN2J2IJ/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekEhh0HW/ncLa+sbmVnG7tLO7t39QPjxqmTjVjDdZLGPdCajhUijeRIGSdxLNaRRI3g7GNzO//ci1EbF6wEnC/YgOlQgFo2il+6d+rV+uuFV3DrJKvJxUIEejX/7qDWKWRlwhk9SYrucm6GdUo2CST0u91PCEsjEd8q6likbc+Nn81Ck5s8qAhLG2pZDM1d8TGY2MmUSB7YwojsyyNxP/87ophtd+JlSSIldssShMJcGYzP4mA6E5QzmxhDIt7K2EjaimDG06JRuCt/zyKmnVqt5FtXZ3WanX8ziKcAKncA4eXEEdbqEBTWAwhGd4hTdHOi/Ou/OxaC04+cwx/IHz+QMN6I2j</latexit>

x3
<latexit sha1_base64="bt/IutxDiT47l4k5vcsOjV2sJGU=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0laQY8FLx4r2lZoQ9lsN+3SzSbsTsQS+hO8eFDEq7/Im//GbZuDtj4YeLw3w8y8IJHCoOt+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjUNnGqGW+xWMb6IaCGS6F4CwVK/pBoTqNA8k4wvp75nUeujYjVPU4S7kd0qEQoGEUr3T316/1yxa26c5BV4uWkAjma/fJXbxCzNOIKmaTGdD03QT+jGgWTfFrqpYYnlI3pkHctVTTixs/mp07JmVUGJIy1LYVkrv6eyGhkzCQKbGdEcWSWvZn4n9dNMbzyM6GSFLlii0VhKgnGZPY3GQjNGcqJJZRpYW8lbEQ1ZWjTKdkQvOWXV0m7VvXq1drtRaXRyOMowgmcwjl4cAkNuIEmtIDBEJ7hFd4c6bw4787HorXg5DPH8AfO5w8PbI2k</latexit>

x4<latexit sha1_base64="FcVrVZCD/HofUTFEVhhETBn/65w=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4Kkkt6LHgxWNF+wFtKJvtpF262YTdjVhCf4IXD4p49Rd589+4bXPQ1gcDj/dmmJkXJIJr47rfztr6xubWdmGnuLu3f3BYOjpu6ThVDJssFrHqBFSj4BKbhhuBnUQhjQKB7WB8M/Pbj6g0j+WDmSToR3QoecgZNVa6f+rX+qWyW3HnIKvEy0kZcjT6pa/eIGZphNIwQbXuem5i/Iwqw5nAabGXakwoG9Mhdi2VNELtZ/NTp+TcKgMSxsqWNGSu/p7IaKT1JApsZ0TNSC97M/E/r5ua8NrPuExSg5ItFoWpICYms7/JgCtkRkwsoUxxeythI6ooMzadog3BW355lbSqFe+yUr2rlev1PI4CnMIZXIAHV1CHW2hAExgM4Rle4c0Rzovz7nwsWtecfOYE/sD5/AEQ8I2l</latexit> ⇠1
<latexit sha1_base64="5JhZGxiFFpPHln1dFGcd2YKIuoY=">AAAB7HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KkkV9Fjw4rGCaQttKJvtpF262YTdjVhCf4MXD4p49Qd589+4bXPQ1gcDj/dmmJkXpoJr47rfztr6xubWdmmnvLu3f3BYOTpu6SRTDH2WiER1QqpRcIm+4UZgJ1VI41BgOxzfzvz2IyrNE/lgJikGMR1KHnFGjZX83hPve/1K1a25c5BV4hWkCgWa/cpXb5CwLEZpmKBadz03NUFOleFM4LTcyzSmlI3pELuWShqjDvL5sVNybpUBiRJlSxoyV39P5DTWehKHtjOmZqSXvZn4n9fNTHQT5FymmUHJFouiTBCTkNnnZMAVMiMmllCmuL2VsBFVlBmbT9mG4C2/vEpa9Zp3WavfX1UbjSKOEpzCGVyAB9fQgDtogg8MODzDK7w50nlx3p2PReuaU8ycwB84nz+Dk457</latexit>

⇠2
<latexit sha1_base64="RJxXt3YNolqB0t15g7R85hc4+RI=">AAAB7HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KkkV9Fjw4rGCaQttKJvtpl262YTdiVhCf4MXD4p49Qd589+4bXPQ1gcDj/dmmJkXplIYdN1vZ219Y3Nru7RT3t3bPzisHB23TJJpxn2WyER3Qmq4FIr7KFDyTqo5jUPJ2+H4dua3H7k2IlEPOEl5ENOhEpFgFK3k955Ev96vVN2aOwdZJV5BqlCg2a989QYJy2KukElqTNdzUwxyqlEwyaflXmZ4StmYDnnXUkVjboJ8fuyUnFtlQKJE21JI5urviZzGxkzi0HbGFEdm2ZuJ/3ndDKObIBcqzZArtlgUZZJgQmafk4HQnKGcWEKZFvZWwkZUU4Y2n7INwVt+eZW06jXvsla/v6o2GkUcJTiFM7gAD66hAXfQBB8YCHiGV3hzlPPivDsfi9Y1p5g5gT9wPn8AhReOfA==</latexit>

⇠3
<latexit sha1_base64="I3SikS7RkZ9WQ2ZDs9NZz4TDMAY=">AAAB7XicbVBNSwMxEJ2tX3X9qnr0EiyCp7LbFvRY8OKxgv2AdinZNNvGZpMlyYpl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpg4PHeDDPzwoQzbTzv2ylsbG5t7xR33b39g8Oj0vFJW8tUEdoikkvVDbGmnAnaMsxw2k0UxXHIaSec3Mz9ziNVmklxb6YJDWI8EixiBBsrtd3+ExvUBqWyV/EWQOvEz0kZcjQHpa/+UJI0psIQjrXu+V5iggwrwwinM7efappgMsEj2rNU4JjqIFtcO0MXVhmiSCpbwqCF+nsiw7HW0zi0nTE2Y73qzcX/vF5qousgYyJJDRVkuShKOTISzV9HQ6YoMXxqCSaK2VsRGWOFibEBuTYEf/XlddKuVvxapXpXLzcaeRxFOINzuAQfrqABt9CEFhB4gGd4hTdHOi/Ou/OxbC04+cwp/IHz+QO64Y6R</latexit>

⇠4
<latexit sha1_base64="0l9lDSbweXDwdcsUrHRpe0RcERM=">AAAB7HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lqQY8FLx4rmLbQhrLZTtqlm03Y3Yil9Dd48aCIV3+QN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5YSq4Nq777RQ2Nre2d4q7pb39g8Oj8vFJSyeZYuizRCSqE1KNgkv0DTcCO6lCGocC2+H4du63H1FpnsgHM0kxiOlQ8ogzaqzk9554v94vV9yquwBZJ15OKpCj2S9/9QYJy2KUhgmqdddzUxNMqTKcCZyVepnGlLIxHWLXUklj1MF0ceyMXFhlQKJE2ZKGLNTfE1Maaz2JQ9sZUzPSq95c/M/rZia6CaZcpplByZaLokwQk5D552TAFTIjJpZQpri9lbARVZQZm0/JhuCtvrxOWrWqd1Wt3dcrjUYeRxHO4BwuwYNraMAdNMEHBhye4RXeHOm8OO/Ox7K14OQzp/AHzucPiB+Ofg==</latexit>

Untersumme (rot), Obersumme (blau) und Riemann-Summe (grün) für eine gegebene, nicht-äquidistante Zerlegung

von [a, b] in vier Teilintervalle und zwei verschiedene Funktionen. Alle Summen approximieren das bestimmte Integral,

d.h. die vorzeichenbehaftete Fläche unter dem Graphen der Funktion, wobei sich nach oben bzw. unten ö↵nende

Balken einen positiven bzw. negativen Beitrag liefern.

Beobachtung

1. Es gilt

U
�
Z
�
 R

�
Z
�
 O

�
Z
�

für jede Zerlegung Z.
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10.1. Bestimmtes Riemann-Integral 213

2. Ist Z̃ eine beliebige Verfeinerung von Z, so folgt

U
�
Z
�
 U

�
Z̃
�
 O

�
Z̃
�
 O

�
Z
�
.

3. Sind Z(1) und Z(2) zwei beliebige Zerlegungen, so gilt

U
�
Z(1)

�
 O

�
Z(2)

�
.

In der Tat, es gibt immer eine Zerlegung Z, die Verfeinerung von sowohl Z(1) als
auch Z(2) ist, und für diese gilt

U
�
Z(1)

�
 U(Z)  O(Z)  O

�
Z(2)

�

x
<latexit sha1_base64="7BDmLpc1X8Lko2TxwJrhB1o3SRs=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeCF48t2FZoQ9lsJ+3azSbsbsQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMTqPqAaBZfYMtwIvE8U0igQ2AnGNzO/84hK81jemUmCfkSHkoecUWOl5lO/XHGr7hxklXg5qUCORr/81RvELI1QGiao1l3PTYyfUWU4Ezgt9VKNCWVjOsSupZJGqP1sfuiUnFllQMJY2ZKGzNXfExmNtJ5Ege2MqBnpZW8m/ud1UxNe+xmXSWpQssWiMBXExGT2NRlwhcyIiSWUKW5vJWxEFWXGZlOyIXjLL6+Sdq3qXVRrzctKvZ7HUYQTOIVz8OAK6nALDWgBA4RneIU358F5cd6dj0VrwclnjuEPnM8f5u2M/g==</latexit>

y = f(x)
<latexit sha1_base64="WUmN3fcwto59HxRgCN+CrnfAdVE=">AAACGHicbZBNS8MwGMfT+TbnW9Wjl+AQJshsp6AXYeDF4wT3Al0ZaZZuwTQtSSqW0o/hxa/ixYMiXnfz25h1FXTzgcCP//95kid/L2JUKsv6MkpLyyura+X1ysbm1vaOubvXkWEsMGnjkIWi5yFJGOWkrahipBcJggKPka53fz31uw9ESBryO5VExA3QiFOfYqS0NDBP035+iSNGnptadSuvkwXIkiu/9nicDczqjwQXwS6gCopqDcxJfxjiOCBcYYakdGwrUm6KhKKYkazSjyWJEL5HI+Jo5Cgg0k3znTJ4pJUh9EOhD1cwV39PpCiQMgk83RkgNZbz3lT8z3Ni5V+6KeVRrAjHs4f8mEEVwmlKcEgFwYolGhAWVO8K8RgJhJXOsqJDsOe/vAidRt0+qzduz6vNZhFHGRyAQ1ADNrgATXADWqANMHgCL+ANvBvPxqvxYXzOWktGMbMP/pQx+QZwRJuY</latexit>

y
<latexit sha1_base64="DBX/BlQEfCdQe8br22k+PObqFZI=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeCF48t2A9oQ9lsp+3azSbsboQQ+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBZcG9f9dgobm1vbO8Xd0t7+weFR+fikraNEMWyxSESqG1CNgktsGW4EdmOFNAwEdoLp3dzvPKHSPJIPJo3RD+lY8hFn1FipmQ7KFbfqLkDWiZeTCuRoDMpf/WHEkhClYYJq3fPc2PgZVYYzgbNSP9EYUzalY+xZKmmI2s8Wh87IhVWGZBQpW9KQhfp7IqOh1mkY2M6Qmole9ebif14vMaNbP+MyTgxKtlw0SgQxEZl/TYZcITMitYQyxe2thE2ooszYbEo2BG/15XXSrlW9q2qteV2p1/M4inAG53AJHtxAHe6hAS1ggPAMr/DmPDovzrvzsWwtOPnMKfyB8/kD6HGM/w==</latexit>

Untersumme bzgl. einer groben (rot) und einer verfeinerten (gelb) Zerlegung.

Vorlesung 29, 15. Januar 2020

Folgerung Die reellen Zahlen

U := sup{U(Z) : Z ist Zerlegung von [a, b]}

bzw.

O := inf{O(Z) : Z ist Zerlegung von [a, b]}

sind wohldefiniert und werden Unterintegral bzw. Oberintegral von f genannt. Insbe-
sondere gilt

U(Z)  U  O  O(Z) ,

für jede Zerlegung Z, d.h. UntersummeUnterintegralOberintegralObersumme.

Definition Gilt

U = O =:

bZ

a

f(x) dx

so heißt die Funktion f (Riemann-)integrierbar und das Symbol auf der rechten Seite
wird das (Riemann-)Integral von f genannt.
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214 10. Integralrechnung

Notation Das x im bestimmten Integral ist keine freie, sondern eine gebundene
Variable. Insbesondere gilt

bZ

a

f(x) dx =

bZ

a

f(x̃) dx̃ =

bZ

a

f(y) dy =

bZ

a

f(t) dt .

Integrierbarkeit und Folgen von Zerlegungen Sei
�
Z(m)

�
m2N eine beliebige Fol-

ge von Zerlegungen, wobei die m-te Zerlegung Z(m) aus den n(m) Punkten

a = x(m)
0 < x(m)

1 < x(m)
2 < . . . < x(m)

n�1 < x(m)

n(m) = b ,

besteht. Gilt nun

lim
m!1

U
�
Z(m)

�
= lim

m!1
O
�
Z(m)

�
,

so ist die Funktion f integrierbar (wobei die Grenzwerte gerade das Integral liefern).

In der Tat, nach den Beobachtungen von eben gilt

U
�
Z(m)

�
 U  O  O

�
Z(m)

�

und die Behauptung ergibt sich nach Grenzübergang m ! 1 aus dem Sandwich-
Prinzip. Beachte, dass in aller Regel

lim
m!1

��Z(m)
�� = 0

gelten wird, dass heißt man kann nur dann die asymptotische Gleichheit von Unter- und
Obersumme erwarten, wenn die Feinheit von Z(m) mit m ! 1 gegen 0 konvergiert.

Beispiel Für eine a�ne Funktion f(x) = c1 · x+ c0 gilt

bZ

a

f(x) dx = 1
2 · c1 ·

�
b� a

�2
+ c0 ·

�
b� a

�
,

wobei wir den Beweis nur im vereinfachten Fall c1 > 0 mit a = 0 und b = 1 führen
wollen (der allgemeine Fall geht analog mit modifizierten Formeln). Wir definieren
durch

Z(m) =
⇣
x(m)
0 , . . ., x(m)

m

⌘
, x(m)

j
=

j

m

eine Folge von jeweils äquidistanten Zerlegungen des Intervalles [0, 1] und berechnen

U(Zm) =
mX

j=1

f(xj�1)

m
= c1 ·

mX

j=1

j � 1

m2
+ c0 ·

mX

j=1

1

m

=
c1
m2

· m(m� 1)

2
+ c0 =

c1
2

✓
1� 1

m

◆
+ c0

sowie

O(Zm) =
mX

j=1

f(xj)

m
= c1 ·

mX

j=1

j

m2
+ c0 ·

mX

j=1

1

m
=

c1
2

✓
1 +

1

m

◆
+ c0 .

Insbesondere gilt limm!1 U(Zm) = limm!1 O(Zm) =
1
2 · c1 + c0.
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10.1. Bestimmtes Riemann-Integral 215

Gegenbeispiel Die Funktion

f(x) =

⇢
1 falls x rational
0 falls x irrational

für x 2 [a, b] = [0, 1]

ist nicht Riemann-integrierbar, denn es gilt

U(Z) =
nX

j=1

0 ·
�
xj � xj�1

�
= 0

sowie

O(Z) =
nX

j=1

1 ·
�
xj � xj�1

�

=
�
x1 � x0

�
+
�
x2 � x1

�
+ . . .+

�
xn�2 � xn�1

�
+
�
xn�1 � xn

�

= xn � x0 = b� a = 1

für jede Zerlegung Z und damit U = 0 < 1 = O. Die Formel
P

n

j=1 xj � xj�1 = xn � x0

heißt übrigens Teleskopsummen-Prinzip.

*Lebesgue-Integral Statt des Riemann-Integrals wird in der Mathematik meist das
allgemeinere Konzept des Lebesgue-Integrals verwendet. Dabei gilt:

1. Jede Riemann-integrierbare Funktion ist Lebesgue-integrierbar und beide Inte-
grale sind gleich.

2. Es gibt Funktionen, die Lebesgue-, aber nicht Riemann-integrierbar sind. Ein
Standardbeispiel ist das angegebene Gegenbeispiel zur Riemann-Integrierbarkeit.

3. Das Lebesgue-Integral besitzt bessere Eigenschaften als das Riemann-Integral,
aber die mathematische Theorie ist wesentlich anspruchsvoller.

Im Rahmen dieser Vorlesung betrachten wir nur das Riemann-Integral und meinen mit

”
integrierbar“ immer Riemann-integrierbar.

Beim Riemann-Integral (links) wird der Urbildbereich der Funktion in Teilintervalle zerlegt, wohingegen beim

Lebesgue-Integral (rechts) der Bildbereich unterteilt wird. Für reguläre (zum Beispiel stetige) Funktionen sind beide

Ansätze äquivalent, aber für irreguläre Funktionen führt die Lebesguesche Idee zu einem wesentlich robusteren

Integralbegri↵.

Theorem (hinreichende Bedingungen für Integrierbarkeit)

1. Jede monotone Funktion ist integrierbar.

2. Jede stetige Funktion ist integrierbar.

Michael Herrmann: Mathematik für Elektrotechniker 1 Version vom 7.2.2020



216 10. Integralrechnung

Beweis, Teil 1 : Wir nehmen O.B.d.A. an, dass f monoton wachsend ist (der Beweis
für monoton fallende Funktionen geht analog) und definieren durch

x(m)
j

= a+
j

m
·
�
b� a

�
, n(m) = m, j = 0 . . .m

eine Folge äquidistanter Zerlegungen des Intervalls [a, b]. Dann gilt

O
�
Z(m)

�
� U

�
Z(m)

�
=

mX

j=1

f(xj) ·
�
xj � xj�1

�
�

mX

j=1

f(xj�1) ·
�
xj � xj�1

�

=
b� a

m
·

mX

j=1

�
f(xj)� f(xj�1)

�

=
b� a

m
·
�
f(b)� f(a)

�

nach der Teleskopsummenformel und es folgt limm!1 U
�
Z(m)

�
= limm!1 O

�
Z(m)

�
.

Beweis, Teil 2 : Wir wählen " > 0 beliebig und bemerken, dass nach dem Theorem
über die Gleichmäßige Stetigkeit ein � > 0 existiert, so dass

|x� x̃| < � =) |f(x)� f(x̃)| < "

Ist nun Z eine Zerlegung (äquidistant oder nicht) mit kZk < �, so folgt

0  O(Z)� U(Z) =
mX

j=1

�
max f |[xj�1, xj ]

�
� min f |[xj�1, xj ]

�
xj�1 � xj

�

< "
mX

j=1

�
xj � xj�1

�
= " ·

�
xn � x1

�
= " ·

�
b� a

�
,

wobei wir benutzt haben, dass die stetige Funktion f auf dem Intervall [xj�1, xj] ihr
Minimum und ihr Maximum annimmt, und dass der Abstand eines entsprechenden Mi-
nimierers und eines Maximierers durch xj�xj�1  kZk < � beschränkt ist. Insgersamt
erhalten wir

0  O � U  O(Z)� U(Z)  " ·
�
b� a

�
,

und weil " beliebig klein gewählt werden kann, muss U = O gelten.

Bemerkung

1. Das Theorem garantiert des Existenz des Integrals, aber liefert erstmal keine
einfache Berechnungsformel.

2. Mit wenig mehr Aufwand kann man zeigen, dass auch jede stückweise stetige
Funktion integrierbar ist, d.h. jede Funktion, die in endlich vielen Stellen unstetig,
aber in allen anderen Stellen ihres Definitionsbereiches stetig ist.

3. Nicht ganz so einfach zu zeigen ist, dass auch eine Funktion mit nur abzählbar
vielen Unstetigkeitsstellen immer noch Riemann-integrierbar ist. Ein Beispiel mit
a = 0 und b = 1 ist die Funktion

f(x) =

⇢
0 für x 2 [0, 1] \Q
1/q für x = p/q mit teilerfremden natürlichen Zahlen 1  p  q

deren Riemann-Integral übrigens 0 ist.
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Typische Beispiele für beschränkte, aber unstetige Funktionen auf einem kompakten Intervall (hebbare Unstetigkeit,

ein bzw. zwei Sprungstellen). Die Kreise stellen die die Funktionswerte am Rand und in den Unstetigkeitsstellen dar,

aber diese isolierten Werte tragen nichts zum Integral bei.

Eigenschaften von bestimmten Riemann-Integralen Unsere bisherigen Defini-
tionen und Resultate implizieren (Übungsaufgabe) die folgenden Aussagen:

1. (Linearität) Es gilt

bZ

a

� · f(x) + �̃ · f̃(x) dx = � ·
bZ

a

f(x) dx+ �̃ ·
bZ

a

f̃(x) dx

für alle integrierbaren Funktionen f , f̃ und alle Zahlen �, �̃ 2 R.

2. (Gebietsadditivität) Für jedes ⌘ mit a  ⌘  b gilt

bZ

a

f(x) dx =

⌘Z

a

f(x) dx+

bZ

⌘

f(x) dx .

Aus Konsistenzgründen definiert man daher auch

⌘Z

⌘

f(x) dx := 0 ,

aZ

b

f(x) dx := �
bZ

a

f(x) dx .

3. (Monotonie und Positivität) Es gelten die Implikationen

f(x) � f̃(x) für alle x 2 [a, b] =)
bZ

a

f(x) dx �
bZ

a

f̃(x) dx

sowie

f(x) � 0 für alle x 2 [a, b] =)
bZ

a

f(x) dx � 0 .

4. (Maximum- und Minimumprinzip) Es gilt

�
inf f

�
·
�
b� a

�


bZ

a

f(x) dx 
�
sup f

�
·
�
b� a

�

für jede integrierbare Funktion auf [a, b].
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5. (
”
Dreiecksungleichung“ für Integrale)

������

bZ

a

f(x) dx

������


bZ

a

��f(x)
�� dx .

bzw.
������

bZ

a

�
f(x)� f̃(x)

�
dx

������


bZ

a

��f(x)� f̃(x)
�� dx .

Funktionen mit überall verschwindendem Integral Gilt

b̃Z

ã

f(x) dx = 0

für alle ã, b̃ mit a  ã  b̃  b, so gilt f(x) = 0 in allen Stetigkeitsstellen. Beachte
hierbei, dass dies nicht in Unstetigkeitspunkten gelten muss. Ein Standardgegenbeispiel
mit a = �1 und b = 1 ist

f(x) =

⇢
1 falls x = 0
0 sonst

,

denn man kann für jedes Teilintervall [ã, b̃] mit Hilfe von Ober- und Untersummen
leicht zeigen, dass das entsprechende Integral von f verschwindet.

10.2 Der Hauptsatz der Di↵erential- und Integral-
rechnung

Vorlesung 30, 17. Januar 2020

Theorem (HDI, Fundamentalsatz der Analysis) Ist f : [a, b] ! R stetig und
ist F : [a, b] ! R Stammfunktion von f , d.h. F 0(⇠) = f(⇠) für alle ⇠ 2 [a, b], so gilt

�Z

↵

f(x) dx = F (�)� F (↵)

für alle ↵, � 2 [a, b]. Insbesondere werden durch

F1(⇠) := +

⇠Z

a

f(x) dx und F2(⇠) := �
bZ

⇠

f(x) dx

zwei spezielle Stammfunktionen F1 und F2 von f definiert.

Beweis, Teil 1 : Wir beweisen zunächst den zweiten Teil der Behauptung. Für alle ⇠ 2
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[a, b] und alle h > 0 mit ⇠ + h 2 [a, b] ergibt sich aus den Eigenschaften bestimmter
Integrale die Formel

F1(⇠ + h)� F1(⇠) :=

⇠+hZ

a

f(x) dx�
⇠Z

a

f(x) dx =

⇠+hZ

⇠

f(x) dx .

Da außerdem auch
⇠+hZ

⇠

f(⇠) dx = f(⇠)

⇠+hZ

⇠

1 dx = f(⇠) · h

gilt (wir integrieren über x, aber der Integrand hängt nur von ⇠ ab), erhalten wir

����
F1(⇠ + h)� F1(⇠)

h
� f(⇠)

���� =

������
1

h

⇠+hZ

⇠

�
f(x)� f(⇠)

�
dx

������

 1

h

⇠+hZ

⇠

��f(x)� f(⇠)
�� dx  C(⇠, h)

h

h

mit C(⇠, h) := sup
x2[⇠, ⇠+h]

��f(x)� f(⇠)
��. Die Stetigkeit von f impliziert C(⇠, h) ! 0

für h & 0 und damit

lim
h&0

F1(⇠ + h)� F1(⇠)

h
= f(⇠) .

Eine analoge Rechnung gilt für h < 0 und wir erhalten insgesamt das gewünschte
Ergebnis für F1. Desweiteren gilt

F1(⇠ + h)� F1(⇠) = �F2(⇠) + F2(⇠ + h)

und dies impliziert F 0
1(⇠) = F 0

2(⇠) nach Division durch h und Grenzübergang h ! 0.

x
<latexit sha1_base64="7BDmLpc1X8Lko2TxwJrhB1o3SRs=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeCF48t2FZoQ9lsJ+3azSbsbsQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMTqPqAaBZfYMtwIvE8U0igQ2AnGNzO/84hK81jemUmCfkSHkoecUWOl5lO/XHGr7hxklXg5qUCORr/81RvELI1QGiao1l3PTYyfUWU4Ezgt9VKNCWVjOsSupZJGqP1sfuiUnFllQMJY2ZKGzNXfExmNtJ5Ege2MqBnpZW8m/ud1UxNe+xmXSWpQssWiMBXExGT2NRlwhcyIiSWUKW5vJWxEFWXGZlOyIXjLL6+Sdq3qXVRrzctKvZ7HUYQTOIVz8OAK6nALDWgBA4RneIU358F5cd6dj0VrwclnjuEPnM8f5u2M/g==</latexit>

y
<latexit sha1_base64="DBX/BlQEfCdQe8br22k+PObqFZI=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeCF48t2A9oQ9lsp+3azSbsboQQ+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBZcG9f9dgobm1vbO8Xd0t7+weFR+fikraNEMWyxSESqG1CNgktsGW4EdmOFNAwEdoLp3dzvPKHSPJIPJo3RD+lY8hFn1FipmQ7KFbfqLkDWiZeTCuRoDMpf/WHEkhClYYJq3fPc2PgZVYYzgbNSP9EYUzalY+xZKmmI2s8Wh87IhVWGZBQpW9KQhfp7IqOh1mkY2M6Qmole9ebif14vMaNbP+MyTgxKtlw0SgQxEZl/TYZcITMitYQyxe2thE2ooszYbEo2BG/15XXSrlW9q2qteV2p1/M4inAG53AJHtxAHe6hAS1ggPAMr/DmPDovzrvzsWwtOPnMKfyB8/kD6HGM/w==</latexit>

a
<latexit sha1_base64="ouxTDW0oh8XFe0zLfuFYNUFySjw=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeCF48t2A9oQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgobm1vbO8Xd0t7+weFR+fikreNUMWyxWMSqG1CNgktsGW4EdhOFNAoEdoLJ3dzvPKHSPJYPZpqgH9GR5CFn1FipSQflilt1FyDrxMtJBXI0BuWv/jBmaYTSMEG17nluYvyMKsOZwFmpn2pMKJvQEfYslTRC7WeLQ2fkwipDEsbKljRkof6eyGik9TQKbGdEzVivenPxP6+XmvDWz7hMUoOSLReFqSAmJvOvyZArZEZMLaFMcXsrYWOqKDM2m5INwVt9eZ20a1XvqlprXlfq9TyOIpzBOVyCBzdQh3toQAsYIDzDK7w5j86L8+58LFsLTj5zCn/gfP4AxBGM5w==</latexit> b

<latexit sha1_base64="B5+uSdyP1A2Uv3n3sgcY3oK3JIA=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeCF48t2A9oQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgobm1vbO8Xd0t7+weFR+fikreNUMWyxWMSqG1CNgktsGW4EdhOFNAoEdoLJ3dzvPKHSPJYPZpqgH9GR5CFn1FipGQzKFbfqLkDWiZeTCuRoDMpf/WHM0gilYYJq3fPcxPgZVYYzgbNSP9WYUDahI+xZKmmE2s8Wh87IhVWGJIyVLWnIQv09kdFI62kU2M6ImrFe9ebif14vNeGtn3GZpAYlWy4KU0FMTOZfkyFXyIyYWkKZ4vZWwsZUUWZsNiUbgrf68jpp16reVbXWvK7U63kcRTiDc7gED26gDvfQgBYwQHiGV3hzHp0X5935WLYWnHzmFP7A+fwBxZWM6A==</latexit>

⇠
<latexit sha1_base64="8I3fLtU4EYR5OR4pwNhdL3Mbvsw=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeCF48V7Qe0oWy2m3bpZhN2J2IJ/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekEhh0HW/ncLa+sbmVnG7tLO7t39QPjxqmTjVjDdZLGPdCajhUijeRIGSdxLNaRRI3g7GNzO//ci1EbF6wEnC/YgOlQgFo2il+96T6JcrbtWdg6wSLycVyNHol796g5ilEVfIJDWm67kJ+hnVKJjk01IvNTyhbEyHvGupohE3fjY/dUrOrDIgYaxtKSRz9fdERiNjJlFgOyOKI7PszcT/vG6K4bWfCZWkyBVbLApTSTAms7/JQGjOUE4soUwLeythI6opQ5tOyYbgLb+8Slq1qndRrd1dVur1PI4inMApnIMHV1CHW2hAExgM4Rle4c2Rzovz7nwsWgtOPnMMf+B8/gBcmY3X</latexit>

F1(⇠)
<latexit sha1_base64="58rra/3krZEB0h4E1isk1ITsKvU=">AAACGnicdVBLSwMxGMzWV62vqkcvwSJUkGXT+qi3giAeK9gHdJclm2bb0OyDJCuWpb/Di3/FiwdFvIkX/43ptgUVHQgMM/MlX8aLOZPKsj6N3MLi0vJKfrWwtr6xuVXc3mnJKBGENknEI9HxsKSchbSpmOK0EwuKA4/Ttje8mPjtWyoki8IbNYqpE+B+yHxGsNKSW0SpnV3SFX3PSS3zxELnp9aRZVoZMlJDVTS+dFHZvmOHY7dYmsfgPAbnMYhmSgnM0HCL73YvIklAQ0U4lrKLrFg5KRaKEU7HBTuRNMZkiPu0q2mIAyqdNNtqDA+00oN+JPQJFczU7xMpDqQcBZ5OBlgN5G9vIv7ldRPl15yUhXGiaEimD/kJhyqCk55gjwlKFB9pgolgeldIBlhgonSbBV3C/Kfwf9KqmKhqVq6PS/X6rI482AP7oAwQOAN1cAUaoAkIuAeP4Bm8GA/Gk/FqvE2jOWM2swt+wPj4AvxvnG8=</latexit>

�F2(⇠)
<latexit sha1_base64="KaFFoHUTlnLRfL0dZuUZqzf9srQ="></latexit>

y = f(x)
<latexit sha1_base64="eiNbDJyrc5s4urESB/U6UYsIaOg=">AAAB7XicbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRahXsquCnoRCl48VrAf0C4lm2bb2GyyJFlxWfofvHhQxKv/x5v/xrTdg7Y+GHi8N8PMvCDmTBvX/XYKK6tr6xvFzdLW9s7uXnn/oKVloghtEsml6gRYU84EbRpmOO3EiuIo4LQdjG+mfvuRKs2kuDdpTP0IDwULGcHGSq30Oqw+nfbLFbfmzoCWiZeTCuRo9MtfvYEkSUSFIRxr3fXc2PgZVoYRTielXqJpjMkYD2nXUoEjqv1sdu0EnVhlgEKpbAmDZurviQxHWqdRYDsjbEZ60ZuK/3ndxIRXfsZEnBgqyHxRmHBkJJq+jgZMUWJ4agkmitlbERlhhYmxAZVsCN7iy8ukdVbzzmtndxeVej2PowhHcAxV8OAS6nALDWgCgQd4hld4c6Tz4rw7H/PWgpPPHMIfOJ8/ziGOnQ==</latexit>

⇠
<latexit sha1_base64="8I3fLtU4EYR5OR4pwNhdL3Mbvsw=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeCF48V7Qe0oWy2m3bpZhN2J2IJ/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekEhh0HW/ncLa+sbmVnG7tLO7t39QPjxqmTjVjDdZLGPdCajhUijeRIGSdxLNaRRI3g7GNzO//ci1EbF6wEnC/YgOlQgFo2il+96T6JcrbtWdg6wSLycVyNHol796g5ilEVfIJDWm67kJ+hnVKJjk01IvNTyhbEyHvGupohE3fjY/dUrOrDIgYaxtKSRz9fdERiNjJlFgOyOKI7PszcT/vG6K4bWfCZWkyBVbLApTSTAms7/JQGjOUE4soUwLeythI6opQ5tOyYbgLb+8Slq1qndRrd1dVur1PI4inMApnIMHV1CHW2hAExgM4Rle4c2Rzovz7nwsWgtOPnMMf+B8/gBcmY3X</latexit>

⇠ + h
<latexit sha1_base64="3lbtUE44LpV/D9rzej2wj1VbLcg=">AAAB7HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBZBEEpSBT0WvHisYNpCG8pmu2mXbjZhdyKW0t/gxYMiXv1B3vw3btsctPXBwOO9GWbmhakUBl332ymsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjpkkyzbjPEpnodkgNl0JxHwVK3k41p3EoeSsc3c781iPXRiTqAccpD2I6UCISjKKV/O6TuBj2yhW36s5BVomXkwrkaPTKX91+wrKYK2SSGtPx3BSDCdUomOTTUjczPKVsRAe8Y6miMTfBZH7slJxZpU+iRNtSSObq74kJjY0Zx6HtjCkOzbI3E//zOhlGN8FEqDRDrthiUZRJggmZfU76QnOGcmwJZVrYWwkbUk0Z2nxKNgRv+eVV0qxVvctq7f6qUq/ncRThBE7hHDy4hjrcQQN8YCDgGV7hzVHOi/PufCxaC04+cwx/4Hz+AIfrjn4=</latexit>

F1(⇠+h)� F1(⇠) = �F2(⇠)�
�
� F2(⇠ + h)

�
<latexit sha1_base64="BqQHiRVsBtyfidZsq++f5/1nOYo="></latexit>

a
<latexit sha1_base64="ouxTDW0oh8XFe0zLfuFYNUFySjw=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeCF48t2A9oQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgobm1vbO8Xd0t7+weFR+fikreNUMWyxWMSqG1CNgktsGW4EdhOFNAoEdoLJ3dzvPKHSPJYPZpqgH9GR5CFn1FipSQflilt1FyDrxMtJBXI0BuWv/jBmaYTSMEG17nluYvyMKsOZwFmpn2pMKJvQEfYslTRC7WeLQ2fkwipDEsbKljRkof6eyGik9TQKbGdEzVivenPxP6+XmvDWz7hMUoOSLReFqSAmJvOvyZArZEZMLaFMcXsrYWOqKDM2m5INwVt9eZ20a1XvqlprXlfq9TyOIpzBOVyCBzdQh3toQAsYIDzDK7w5j86L8+58LFsLTj5zCn/gfP4AxBGM5w==</latexit> b

<latexit sha1_base64="B5+uSdyP1A2Uv3n3sgcY3oK3JIA=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeCF48t2A9oQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgobm1vbO8Xd0t7+weFR+fikreNUMWyxWMSqG1CNgktsGW4EdhOFNAoEdoLJ3dzvPKHSPJYPZpqgH9GR5CFn1FipGQzKFbfqLkDWiZeTCuRoDMpf/WHM0gilYYJq3fPcxPgZVYYzgbNSP9WYUDahI+xZKmmE2s8Wh87IhVWGJIyVLWnIQv09kdFI62kU2M6ImrFe9ebif14vNeGtn3GZpAYlWy4KU0FMTOZfkyFXyIyYWkKZ4vZWwsZUUWZsNiUbgrf68jpp16reVbXWvK7U63kcRTiDc7gED26gDvfQgBYwQHiGV3hzHp0X5935WLYWnHzmFP7A+fwBxZWM6A==</latexit>

⇠
<latexit sha1_base64="8I3fLtU4EYR5OR4pwNhdL3Mbvsw=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeCF48V7Qe0oWy2m3bpZhN2J2IJ/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekEhh0HW/ncLa+sbmVnG7tLO7t39QPjxqmTjVjDdZLGPdCajhUijeRIGSdxLNaRRI3g7GNzO//ci1EbF6wEnC/YgOlQgFo2il+96T6JcrbtWdg6wSLycVyNHol796g5ilEVfIJDWm67kJ+hnVKJjk01IvNTyhbEyHvGupohE3fjY/dUrOrDIgYaxtKSRz9fdERiNjJlFgOyOKI7PszcT/vG6K4bWfCZWkyBVbLApTSTAms7/JQGjOUE4soUwLeythI6opQ5tOyYbgLb+8Slq1qndRrd1dVur1PI4inMApnIMHV1CHW2hAExgM4Rle4c2Rzovz7nwsWgtOPnMMf+B8/gBcmY3X</latexit>

x
<latexit sha1_base64="7BDmLpc1X8Lko2TxwJrhB1o3SRs=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeCF48t2FZoQ9lsJ+3azSbsbsQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMTqPqAaBZfYMtwIvE8U0igQ2AnGNzO/84hK81jemUmCfkSHkoecUWOl5lO/XHGr7hxklXg5qUCORr/81RvELI1QGiao1l3PTYyfUWU4Ezgt9VKNCWVjOsSupZJGqP1sfuiUnFllQMJY2ZKGzNXfExmNtJ5Ege2MqBnpZW8m/ud1UxNe+xmXSWpQssWiMBXExGT2NRlwhcyIiSWUKW5vJWxEFWXGZlOyIXjLL6+Sdq3qXVRrzctKvZ7HUYQTOIVz8OAK6nALDWgBA4RneIU358F5cd6dj0VrwclnjuEPnM8f5u2M/g==</latexit>

y
<latexit sha1_base64="DBX/BlQEfCdQe8br22k+PObqFZI=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeCF48t2A9oQ9lsp+3azSbsboQQ+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBZcG9f9dgobm1vbO8Xd0t7+weFR+fikraNEMWyxSESqG1CNgktsGW4EdmOFNAwEdoLp3dzvPKHSPJIPJo3RD+lY8hFn1FipmQ7KFbfqLkDWiZeTCuRoDMpf/WHEkhClYYJq3fPc2PgZVYYzgbNSP9EYUzalY+xZKmmI2s8Wh87IhVWGZBQpW9KQhfp7IqOh1mkY2M6Qmole9ebif14vMaNbP+MyTgxKtlw0SgQxEZl/TYZcITMitYQyxe2thE2ooszYbEo2BG/15XXSrlW9q2qteV2p1/M4inAG53AJHtxAHe6hAS1ggPAMr/DmPDovzrvzsWwtOPnMKfyB8/kD6HGM/w==</latexit>

y = f(x)
<latexit sha1_base64="eiNbDJyrc5s4urESB/U6UYsIaOg=">AAAB7XicbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRahXsquCnoRCl48VrAf0C4lm2bb2GyyJFlxWfofvHhQxKv/x5v/xrTdg7Y+GHi8N8PMvCDmTBvX/XYKK6tr6xvFzdLW9s7uXnn/oKVloghtEsml6gRYU84EbRpmOO3EiuIo4LQdjG+mfvuRKs2kuDdpTP0IDwULGcHGSq30Oqw+nfbLFbfmzoCWiZeTCuRo9MtfvYEkSUSFIRxr3fXc2PgZVoYRTielXqJpjMkYD2nXUoEjqv1sdu0EnVhlgEKpbAmDZurviQxHWqdRYDsjbEZ60ZuK/3ndxIRXfsZEnBgqyHxRmHBkJJq+jgZMUWJ4agkmitlbERlhhYmxAZVsCN7iy8ukdVbzzmtndxeVej2PowhHcAxV8OAS6nALDWgCgQd4hld4c6Tz4rw7H/PWgpPPHMIfOJ8/ziGOnQ==</latexit>

Zur Aussage und zum Beweis des Hauptsatzes der Di↵erential und Integalrechnung.

Beweis, Teil 2 : Wir beweisen nun den ersten Teil der Behauptung. Nach Voraussetzung
an F und aufgrund des ersten Beweisteils gilt F 0(⇠) = F 0

1(⇠) für alle ⇠ 2 [a, b], d.h. die
Ableitung der Di↵erenzfunktion F � F1 überall. Der Mittelwertsatz impliziert (siehe
Kapitel 9.1) die Existenz einer Konstanten c, so dass

F (⇠)� F1(⇠) = c

für alle ⇠ 2 [a, b]. Insbesondere gilt F (�)�F1(�) = F (↵)�F1(↵) und nach Umstellung
der Terme sowie der Eigenschaften bestimmter Integrale ergibt sich via

F
�
�
�
� F

�
↵
�
= F1

�
�
�
� F1

�
↵
�
=

�Z

a

f(x) dx�
↵Z

a

f(x) dx =

�Z

↵

f(x) dx ,

die gewünschte Formel.
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220 10. Integralrechnung

Beispiel Für f(x) = x2 definiert F (x) = 1
3 x

3 +C eine Stammfunktion, wobei C die
sogenannte Integrationskonstante ist. Damit gilt

�Z

↵

f(x) = F (�)� F (↵) = 1
3

�
�3 � ↵3

�

sowie

F1(⇠) =
1
3 ⇠

3 � 1
3 a

3 , F2(⇠) =
1
3 ⇠

3 � 1
3 b

3

für alle ⇠ nach dem Hauptsatz der Di↵erential- und Integral-Gleichung. Letzteres kann
auch als

F1(x) =
1
3 x

3 � 1
3 a

3 , F2(x) =
1
3 x

3 � 1
3 b

3

geschrieben werden. Insbesondere gilt F = F1 bzw. F = F2, sofern C = �1
3 a

3 bzw.
C = �1

3 b
3 gewählt wird.

Bemerkung

1. Ganz allgemein gilt

d

d�

�Z

↵

f(x) dx = +f(�) sowie
d

d↵

�Z

↵

f(x) dx = �f(↵) ,

d.h. die Ableitung des bestimmten Integrals von f nach der oberen bzw. un-
teren Integralgrenze ist +f bzw. �f , ausgewertet an der oberen bzw. unteren
Integralgrenze.

2. Achtung: Ausdrücke wie
R
x

a
f(x) dx oder

R
b

x
f(x) dx haben keinen Sinn, da x nicht

gleichzeitig Integrationsvariable und obere/untere Integrationsgrenze sein kann.

3. Die Aussagen des Hauptsatzes gelten auch, wenn f nur stückweise stetig ist,
wobei dann jede Stammfunktion F in den Unstetigkeitsstellen von f nicht di↵e-
renzierbar ist, sondern Knicke aufweist.

4. Eine Stammfunktion von f wird auch als
Z

f(x) dx

geschrieben und unbestimmtes Integral (also ohne Integrationsgrenzen) genannt.
Das unbestimmte Integral ist dabei nur bis auf eine Integrationskonstante (oft-
mals C genannt) bestimmt, und dieser Freiheitsgrad sollte immer mit angegeben
werden.

Achtung: Das unbestimmte Integral ist immer noch eine Funktion in x, d.h. die
Ausdrücke

R
f(x) dx und

R
f(y) dy sind nicht identisch (bei bestimmten Integra-

len war das anders). Insbesondere gilt
Z

x2 dx = 1
3 x

3 + C ,

Z
y2 dy = 1

3 y
3 + C ,

Z 1

0

x2 dx = 1
3 =

Z 1

0

y2 dy .

5. Man kann den ersten Teil des Hauptsatzes auch wie folgt formulieren:

�Z

↵

dF

dx
(x) dx =

�Z

↵

F 0(x) dx = F (�)� F (↵) .
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Wichtige Stammfunktionen Die folgenden Formeln können mittels Di↵erentiation
nach x nachgerechnet werden, wobei die (!)-Einträge besonders wichtig sind und p einen
reellen Parameter bezeichnet:

(!)

Z
xp dx =

xp+1

p+ 1
+ C für p 6= �1

(!)

Z
dx

x
= ln |x| + C für x 6= 0

(!)

Z
sin (x) dx = � cos (x) + C

(!)

Z
cos (x) dx = sin (x) + C

Z
tan (x) dx = � ln

��cos (x)
�� + C für cos (x) 6= 0

Z
cot (x) dx = ln

��sin (x)
�� + C für sin (x) 6= 0

Z
dx

cos2 (x)
= tan (x) + C für x 6= k⇡ + ⇡/2 , k 2 Z

Z
dx

sin2 (x)
= � cot (x) + C für x 6= k⇡ , k 2 Z

Z
dxp
1� x2

= arcsin (x) + C für |x| < 1
Z

dxp
x2 � 1

= ln
��x+

p
x2 � 1

�� + C für |x| > 1
Z

dxp
1 + x2

= ln
�
x+

p
1 + x2

�
+ C

Z
dx

1 + x2
= arctan (x) + C

Z
dx

1� x2
= 1

2 ln

����
1 + x

1� x

���� + C für |x| 6= 1

(!)

Z
exp (p x) dx =

exp (p x)

p
+ C für p 6= 0

(!)

Z
px dx =

px

ln p
+ C für p > 0 mit p 6= 1

(!)

Z
ln |x| dx = x · ln |x|� x + C für x 6= 0

(!)

Z
sinh (x) dx = cosh (x) + C

(!)

Z
cosh (x) dx = sinh (x) + C

Z
tanh (x) dx = ln

�
cosh (x)

�
+ C

Z
coth (x) dx = ln

��sinh (x)
�� + C für x 6= 0

Diese Liste der bekannten Integrale ist bei weitem nicht vollständig. Es fehlen zum Bei-
spiel die Umkehrfunktionen der trigonometrischen und der hyperbolischen Funktionen
(arcsin und arsinh usw.), deren Integrale man etwa unter Wikipedia in der Tabelle

von Ableitungs- und Stammfunktionen oder im Anhang von [PapF] findet.
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Bemerkung

1. Das Bilden einer Stammfunktion ist linear im Sinne von
Z ⇣

� · f(x) + �̃ · f̃(x)
⌘
dx = � ·

Z
f(x) dx+ �̃ ·

Z
f̃(x) dx .

2. Di↵erentiation und Integration sind (in gewisser Weise) zueinander inverse Ope-
rationen. Beachte aber, dass in der Praxis das Di↵erenzieren oftmals vergleichs-
weise einfach ist (da es die Ketten- und die Produktregel gibt), aber dass die
exakte Berechnung von Integralen sehr schnell sehr kompliziert wird.

3. Einige nicht explizit berechenbare Integrale haben spezielle Namen bekommen,
zum Beispiel:

Si(⇠) :=

⇠Z

0

sin (x)

x
dx (Integralsinus-Funktion)

Erf(⇠) :=
2p
⇡

⇠Z

0

exp
�
�x2

�
dx (Fehlerfunktion)

Partielle Integration Die Produktregel der Di↵erentiation impliziert
Z

u(x) · v0(x) dx = u(x) · v(x)�
Z

u0(x) · v(x) dx

für unbestimmte Integrale bzw.

bZ

a

u(x) · v0(x) dx = u(b) · v(b)� u(a) · v(a) �
bZ

a

u0(x) · v(x) dx

für bestimmte Integrale. Dabei wird oftmals

u(b) · v(b)� u(a) · v(a) =
h
u(x) · v(x)

ix=b

x=a

geschrieben.

Beispiele

1. Wegen exp0 = exp erhalten wir
Z

x · exp (x) dx = x · exp (x) �
Z

1 · exp (x) dx = (x� 1) · exp (x) + C

für das unbestimmte Integral und dies impliziert

Z
b

a

x · exp (x) dx = (b� 1) · exp (b)� (a� 1) · exp (a)

für das bestimmte Integral über dem Intervall [a, b].
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2. Für das unbestimmte Integral gilt
Z

ln (x) dx =

Z
ln (x) · 1 dx = x · ln (x) �

Z
1

x
· x dx = x ln (x)� x+ C

und für bestimmte Integrale erhalten wir analog

bZ

a

ln (x) dx =
h
x · ln (x)

ix=b

x=a

�
bZ

a

1 dx = b · ln b� a · ln a� b+ a .

Bemerkung : ln (x) ist nur für x > 0 definiert und daher ist auch die Stammfunk-
tion

R
ln (x) dx nur auf dem o↵enen Intervall (0, 1) definiert.

3. Die Ableitungsformeln der trigonometrischen Funktionen implizieren
Z

sin (x) · sin (x) dx = � sin (x) · cos (x) +

Z
cos (x) · cos (x) dx

= � sin (x) · cos (x) +

Z ⇣
1� sin (x) · sin (x)

⌘
dx

und damit
Z

sin2 (x) dx = 1
2

�
x� sin (x) · cos (x)

�
+ C

bzw.
Z

cos2 (x) dx = 1
2

�
x+ sin (x) · cos (x)

�
+ C ,

wobei die Integrationskonstante C in jeder der beiden Formeln beliebig gewählt
werden darf. Analoge Rechnungen kann man für die bestimmten Integrale
durchführen.

Vorlesung 31, 20. Januar 2020

Substitutionsformel Ist h : [c, d] ! [a, b] stetig di↵erenzierbar, so gilt

h(d)Z

h(c)

f(x) dx =

dZ

c

f
�
h(s)

�
· h0(s) ds .

Man kann diese sehr wichtige und nützliche Formel als die Integral-Variante der Ket-
tenregel betrachten. In der Tat, ist F eine Stammfunktion zu f , so gilt

dZ

c

f
�
h(s)

�
· h0(s) ds =

dZ

c

d

ds
F
�
h(s)

�
ds = F

�
h(d)

�
� F

�
h(c)

�
=

h(d)Z

h(c)

f(x) dx ,

wobei wir einmal die Kettenregel und zweimal den Hauptsatz angewendet haben. Al-
ternativ kann man die Substitutionsregel auch wie folgt verstehen: Wir setzen

x = h(s) und damit f(x) = f
�
h(s)

�
.
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Außerdem schreiben wir die Formel

dx

ds
=

d

ds
h(s) = h0(s)

symbolisch als

dx = h0(s) ds

und bemerken, dass s = c bzw. s = d genau dann gilt, wenn x = h(c) bzw. x = h(d)
gilt. Die rechte Seite in der Substitutionsformeln erhält man nun, indem alle Terme auf
der linken Seite substituiert werden.

Das Analogon für unbestimmte Integrale ist
Z

f(x) dx =

Z
f
�
h(s)

�
· h0(s) ds ,

wobei die linke Seite eine Funktion in x und die rechte Seite eine Funktion in s ist,
d.h. man muss nach Berechnung der Stammfunktion entweder links x durch s ersetzen
oder rechts s durch x ersetzen (siehe Beispiel).

Beispiele

1. Um das bestimmte Integral

I :=

+cZ

�c

r
1� x2

c2
dx

zu berechnen, substituieren wir

x = c sin (s) mit
dx

ds
= c cos (s) bzw. dx = c cos (s) ds

und bemerken, dass

x 2 [�c, +c] , s 2 [�⇡/2, +⇡/2] , x = ±c , s = ±⇡/2 .

Deshalb und wegen cos (s) � 0 erhalten wir mit

I = c ·
+⇡/2Z

�⇡/2

q
1� sin2 (s) · cos (s) ds = c ·

+⇡/2Z

�⇡/2

cos2 (s) ds

= 1
2 · c ·

h
s+ sin (s) · cos (s)

is=+⇡/2

s=�⇡/2
= 1

2 · ⇡ · c

eine explizite Formel für das gesuchte Integral, wobei die Stammfunktion von cos2

bereits in den Beispielen zu partieller Integration berechnet hatten.

2. Wir wollen das bestimmte Integral

I :=

eZ

1

dx

x (1 + ln x)
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berechnen und substituieren

s = ln (x) , ds =
dx

x
.

Wegen 0 = ln 1 und 1 = ln e erhalten wir

I =

Z 1

0

ds

1 + s
=
h
ln (1 + s)

is=1

s=0
= ln 2

und damit die gesuchte Zahl.

Bemerkung : Wir hätten dieses Ergebnis wegen

d

dx
ln (1 + lnx) =

1

x(1 + ln (x))

alternativ auch direkt mit dem Hauptsatz berechnen können:

I = ln
�
1 + ln e

�
� ln

�
1 + ln 1

�
= ln 2 .

3. Für x > 0 gilt
Z

2 x exp
�
�x2

�
dx =

Z
2
p
s exp (�s)

ds

2
p
s
=

Z
exp (�s) ds = � exp (�s) + C

wobei wir die Substitution

x =
p
s , dx =

ds

2
p
s

verwendet haben. Die Formel hat aber nur dann Sinn, wenn wir die rechte Seite
durch Rücksubstitution als Funktion von x schreiben. Dies liefert

Z
2 x exp

�
�x2

�
dx = � exp

�
�x2

�
+ C .

Bemerkung : Alternativ hätte wir auch diese Formel via
Z

2 x exp
�
�x2

�
dx =

Z
d

dx
exp

�
�x2

�
dx

direkt aus dem Hauptsatz der Di↵erential- und Integralrechnung ableiten können.

4. Mit der Substitution

p
x = s , ds =

dx

2
p
x
, dx = 2 s ds

ergibt sich
Z

exp
�p

x
�
dx =

Z
2 s exp (s) ds

= 2 (s� 1) exp (s) + C = 2
�p

x� 1
�
exp

�p
x
�
+ C ,

wobei wir das Integral bzgl. s mit partieller Integration berechnet haben und im
letzten Schritt wieder die Rücksubstitution durchgeführt haben.

Bemerkung : Wir können abschließend und bei Bedarf noch die Probe machen:
Die Ableitung der rechten Seite nach x liefert gerade den Integranden auf der
linken Seite (Nachrechnen!).
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5. Durch Substitution von

s = ex , dx =
ds
ds

dx

=
ds

ex
=

ds

s

berechnen wir
Z

1

ex + e�x
dx =

Z
1

s+
1

s

ds

s

=

Z
ds

s2 + 1
= arctan (s) + C = arctan (ex) + C .

6. Die Formeln
Z

g0(x)

g(x)
dx = ln

��g(x)
��+ C ,

Z
g0(x) · g(x) dx = 1

2 g(x)
2 + C

können via s = g(x) und ds = g0(x) ds abgeleitet werden.

Bemerkungen

1. Wird das unbestimmte Integral
R
f(x) dx durch Substitution der Variablen x

berechnet, so muss die Rücksubstitution durchgeführt werden, da wir am Ende ja
eine Stammfunktion in der Variablen x erhalten müssen. Bei der Substitution im
bestimmten Integral

R
b

a
f(x) dx gibt es keine Rücksubstitution, da das Ergebnis

nicht von x abhängt (sondern im einfachsten Fall eine Zahl ist).

2. Sowohl für bestimmte als auch für unbestimmte Integrale gilt: Die Substitutions-
regel ist viel einfacher und robuster als sie auf den ersten Blick erscheinen mag.
Nach etwas Übung kann man mit ihr sehr gut komplizierte Integrale berechnen.

3. Für viele Klassen von Integranden ist bekannt, welche Substitution zum Ziel,
d.h. zu expliziten oder vereinfachten Formeln, führt (siehe die Große Übung II).
Im Allgemeine gibt es aber leider keinen Algorithmus und kein Kochrezept zum
Au�nden einer geeigneten Substitution.

4. Für die Gültigkeit der Substitutionsformel bestimmter Integrale muss man nicht
voraussetzen, dass h bijektiv ist. In der Praxis wird h aber meist strikt monoton
wachsend mit a = h(c) und b = h(d) oder strikt monoton fallend mit a = h(d)
und b = h(c) sein.

Zwei wichtige Integralsätze Seien f, p : [a, b] ! R zwei stetige Funktionen und
gelte p(x) � 0 für alle x 2 [a, b].

Lemma (Mittelwertsatz für Integrale) Es existiert (mindestens) ein ⇠ 2 [a, b],
so dass

f(⇠) =

bZ

a

f(x) p(x) dx

bZ

a

p(x) dx

,
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wobei die rechte Seite der Formel das Integralmittel von f bzgl. p ist und p auch
Gewichtsfunktion genannt wird.

Beweis . Da f stetig ist, existieren min f und max f und es gilt

min f  f(x)  max f

für alle x 2 [a, b]. Nach Multiplikation mit p(x) � 0 und anschließender Integration
erhalten wir

(min f)

bZ

a

p(x) dx 
bZ

a

f(x) p(x) dx 
bZ

a

(max f) p(x) dx ,

d.h. die rechte Seite in der Behauptung liegt zwischen min f und max f . Der Zwischen-
wertsatz für stetige Funktionen liefert nun die Existenz von ⇠.

Bemerkung Gilt p(x) = 1 für alle x 2 [a, b], so gilt

F 0(⇠) = f(⇠) =

bZ

a

f(x) dx

b� a
=

F (b)� F (a)

b� a

für jede Stammfunktion F von f und der Mittelwertsatz für Integrale ist gerade der
Erste Mittelwertsatz für F .

Lemma (Jensensche Ungleichung) Es gilt

 

0

BBBBBBB@

bZ

a

f(x) p(x) dx

bZ

a

p(x) dx

1

CCCCCCCA



bZ

a

 
�
f(x)

�
p(x) dx

bZ

a

p(x) dx

für jede konvexe Funktion  : R ! R.

Beweis . Es sei auf die Literatur verwiesen. Die Strategie ist, zunächst eine analoge Un-
gleichung für Riemann-Summen zu etablieren und anschließend einen Grenzübergang
durchzuführen.

Beispiele

1. Mit p(x) = 1 ergibt sich

 

0

@ 1

b� a

bZ

a

f(x) dx

1

A  1

b� a

bZ

a

 
�
f(x)

�
dx

für jedes konvexe  .

2. Mit  (s) = s2 erhalten wir
0

@
bZ

a

f(x) p(x) dx

1

A
2



0

@
bZ

a

f 2(x) p(x) dx

1

A ·

0

@
bZ

a

p(x) dx

1

A .
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10.3 Weitere Aspekte der Integralrechnung

Vorlesung 32, 22. Januar 2020

Stammfunktionen rationaler Funktionen

Vorbemerkung Für eine rationale Funktion

f(x) =
p(x)

q(x)
mit reellen Polynomen p und q

können unbestimmte Integrale explizit berechnet werden, sofern die Nullstellen des
Nennerpolynoms q bekannt sind. Ein wesentlicher Teil der Berechnung der Integra-
le ist die sogenannte Partialbruchzerlegung, die f als Summe einfacher Bausteine (die
auch Partialbrüche genannt werden) darstellt. Wir berechnen nun zunächst die Stamm-
funktionen der Bausteine und diskutieren anschließend sowohl Beispiele als auch das
allgemeine Konzept.

Baustein 1 – Polynome Ist das Nennerpolynom trivial (q ⌘ 1), so ist die rationale
Funktion f ein Polynom und die Stammfunktion kann via

Z �
↵m · xm + . . .+ ↵1 · x+ ↵0

�
dx = ↵m · xm+1

m+ 1
+ . . .+ ↵1 ·

x2

2
+ ↵0 · x+ C

explizit berechnet werden (mit freier Integrationskonstante C).

Baustein 2 – Inverse Monome mit reellen Nullstellen Für festes x⇤ gilt
Z

dx

(x� x⇤)
= ln |x� x⇤|+ C

bzw.
Z

dx

(x� x⇤)
k
dx =

1

(1� k) · (x� x⇤)
k�1 + C

für alle k 2 N mit k > 1, wobei wir immer stillschweigend x 6= x⇤ voraussetzen.

Baustein 3 – Inverse Monome mit nicht-reellen Nullstellen Wir wollen nun
die Stammfunktionen

Ik(x) =

Z
1

�
(x� a)2 + b2

�k dx , Jk(x) =

Z
x� a

�
(x� a)2 + b2

�k dx

berechnen. Für k = 1 ergeben sich durch Hinsehen (bzw. Nachrechnen) die Formeln

I1(x) =
1

b
· arctan

✓
x� a

b

◆
+ C , J1(x) =

1

2
· ln
⇣
(x� a)2 + b2

⌘
+ C

und für k > 1 gilt

Jk(x) = � 1

2 · (k�1)

Z
d

dx

 
1

�
(x� a)2 + b2

�k�1

!
dx

= � 1

2 · (k�1) ·
�
(x� a)2 + b2

�k�1 + C .
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Die Funktion Ik kann leider nicht direkt, sondern nur rekursiv berechnet werden. Dazu
bemerken wir

Ik�1(x) =

Z
b2

�
(x� a)2 + b2

�k dx+

Z �
x� a

�2
�
(x� a)2 + b2

�k dx

= b2 · Ik(x) +
Z

x� a

2 · (k�1)
· 2 · (k�1) · (x� a)
�
(x� a)2 + b2

�k dx

= b2 · Ik(x)�
Z

x� a

2 · (k�1)
· d

dx

1
�
(x� a)2 + b2

�k�1 dx

= b2 · Ik(x)�
x� a

2 · (k�1) ·
�
(x� a)2 + b2

�k�1

+

Z
dx

2 · (k�1) ·
�
(x� a)2 + b2

�k�1

= b2 · Ik(x) +
Ik�1(x)

2 · (k�1)
� x� a

2 · (k�1) ·
�
(x� a)2 + b2

�k�1

und erhalten nach Umstellung die Rekursionsformel

Ik(x) =
2 · k � 3

b2 · 2 · (k�1)
· Ik�1(x) +

x� a

b2 · 2 · (k�1) ·
�
(x� a)2 + b2

�k�1 .

Insbesondere können wir Ik aus Ik�1 berechnen, zum Beispiel

I2(x) =
1

2 · b3 · arctan
✓
x� a

b

◆
+

x� a

2 · b2 ·
�
(x� a)2 + b2

�

aus der Formel für I1.

Einfache Partialbruchzerlegungen

1. Ein sehr einfaches Beispiel ist

f(x) =
2 · x� 1

x+ 2
=

2 · (x+ 2)� 5

x+ 2
= 2� 5

x+ 2

denn die Partialbruchzerlegung — alle Summanden auf rechten Seite sind Bau-
steine — kann hier sehr einfach abgeleitet werden und liefert

Z
f(x) dx = 2 · x� 5 · ln

��x+ 2
��+ C ,

wobei die Stammfunktion nur für x 6= 2 definiert ist und C die freie Integrations-
konstante bezeichnet.

2. Ein komplizierteres, aber immer noch einfaches Beispiel ist die Funktion

f(x) =
x2 + 2 · x� 4

x� 1
=

�
(x� 1) + 1

�2
+ 2 ·

�
(x� 1) + 1

�
� 4

x� 1

=
(x� 1)2 + 4 ·

�
x� 1

�
� 1

x� 1
= (x� 1) + 4� 1

x� 1
,
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für die wir wieder die Partialbruch- (bzw. Baustein-) Zerlegung zu Fuß hergeleitet
haben. Insgesamt erhalten wir

Z
f(x) dx = 1

2 · x
2 + 3 · x� ln |x� 1|+ C ,

wobei diese Stammfunktion nur für x 6= 1 definiert ist.

3. Für die rationale Funktion

f(x) =
x� 5

x2 � 4
=

x� 5

(x� 2) · (x+ 2)

beginnen wir mit dem Ansatz

f(x) =
c1

x� 2
+

c2
x+ 2

und wollen nun die beiden Koe�zienten c1, c2 bestimmen, denn wenn diese
existieren und bekannt sind, so haben wir mit

Z
f(x) dx = c1 · ln

��x� 2
��+ c2 · ln

��x+ 2
��

die gesuchte Stammfunktion für x 6= ±2 gefunden.

Koe�zientenvergleich : Wir können die Terme in der angesetzten Partialbruch-
zerlegung für f auf einen gemeinsamen Nenner bringen. Dies liefert

c1
x� 2

+
c2

x+ 2
=

c1 ·
�
x+ 2

�
+ c2 ·

�
x� 2

�

x2 � 4
=

�
c1 + c2

�
· x+ 2 · (c1 � c2)

x2 � 4

und nach einem Koe�zientenvergleich mit dem Zählerpolynom von f ergibt sich
das lineare Gleichungssystem

c1 + c2 = 1 , c1 � c2 = �5
2

für die gesuchten Koe�zienten, wobei

c1 = �3
4 , c2 =

7
4 .

o↵ensichtlich die einzige Lösung ist.

Einsetzungsmethode : Man kann Gleichungen für die Koe�zienten cj auch da-
durch gewinnen, dass man den Ansatz und die Funktion f jeweils an verschiede-
nen Stellen x auswertet. Im konkreten Fall muss zum Beispiel

�1
2 · c1 +

1
2 · c2 = f(0) = 5

4 , �c1 +
1
3 · c2 = f(1) = 4

3

gelten, wobei wir der Reihe nach x = 0 und x = 1 gesetzt haben. Wir hätten
auch andere Werte wählen können, aber werden am Ende immer dieselben Ko-
e�zienten erhalten.

4. Für die rationale Funktion

f(x) =
x4 + x3 + 1

x2 � 1
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können wir suksezzive eine Partialbruchzerlegung ableiten, in dem wir zunächst
solange wie möglich Polynome in additiver Weise abspalten (bzw. eine Polynom-
division mit Rest ausführen):

f(x) =
x4 � x2

x2 � 1
+

x3 + x2 + 1

x2 � 1
= x2 +

x3 � x

x2 � 1
+

x2 + x+ 1

x2 � 1

= x2 + x+
x2 � 1

x2 � 1
+

x+ 2

x2 � 1
= x2 + x+ 1 +

x+ 2

x2 � 1
.

Der letzte (d.h. der nicht-polynomiale) Summand auf der rechten Seite ist eine
sogenannte echt-gebrochene rationale Funktion, deren Zählerpolynom einen klei-
neren Grad besitzt als das Nennerpolynom. Dieser Term kann nun analog zu oben
weiter aufgespalten werden und wir erhalten

f(x) = x2 + x+ 1 + 3
2 ·

1

x� 1
� 1

2 ·
1

x+ 1

als Partialbruchzerlegung von f , in der alle Summanden in der obigen Liste der
Bausteine vorkommen. Insbesondere erhalten wirZ

f(x) dx = 1
3 · x

3 + 1
2 · x

2 + x+ 3
2 · ln

��x� 1
��� 1

2 · ln
��x+ 1

��+ C

und damit wieder eine explizite Formel für die Stammfunktion von f .

Bemerkung : Es empfiehlt sich, die Probe zu machen, um Rechenfehler auszu-
schließen.

Allgemeines Prinzip der Partialbruchzerlegung (im Reellen)

1. Abspalten eines Polynoms: Jede rationale Funktion f(x) = p(x)/q(x) kann in
eindeutiger Weise als

p(x)

q(x)
= p1(x) +

p2(x)

q(x)

mit Polynomen p1 und p2 geschrieben werden, wobei der Grad von p2 echt kleiner
als der Grad von q ist. Insbesondere gilt p1 ⌘ 0 (bzw. p1 ⌘ c), sofern der Grad
von p kleiner als der (bzw. gleich dem) Grad von q ist.

2. Zerlegung des Nennerpolynoms: Das Polynom q kann als Produkt

q(x) = d ·
mY

j=1

(x� xj)
kj ·

m+nY

j=m+1

�
(x� aj)

2 + b2
j

�kj

geschrieben werden, wobei d 2 R der führende Koe�zient von q ist. Desweiteren
ist xj die j-te reelle Nullstelle mit Vielfachheit kj (für j = 1 . . .m) und jedes
Paar (aj, bj) entspricht dem konjugiert-komplexen Nullstellenpaar aj ± i · bj mit
Vielfachheit kj (für j = m+ 1 . . . n).

3. Zerlegung des echt-gebrochen rationalen Anteils: Es gibt eindeutige reelle Koef-
fizienten cjl sowie �jl und �jl, so dass

p2(x)

q(x)
=

mX

j=1

kjX

l=1

cjl

(x� xj)
l
+

nX

j=m+1

kjX

l=1

�jl · x+ �jl
�
(x� aj)

2 + b2
j

�l .

Diese Koe�zienten können als eindeutige Lösung eines linearen Gleichungssy-
stems ermittelt werden.
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4. Zusammensetzen der Bausteine: Die Stammfunktion von f kann nun mit Hilfe
der Bausteine einfach angegeben werden. Insbesondere können wir immer expli-
zite Formeln für die Stammfunktion herleiten, obgleich diese sehr kompliziert sein
können.

Bemerkung

1. Wir werden später (Mathe III) eine komplexes Analogon der Partialbruchzerle-
gung kennen lernen. Dieses wird sogar einfacher als die reelle Variante sein, da
man nach dem Hauptsatz der Algebra im Komplexen jeden Baustein vom Typ 3
in Bausteine vom Typ 2 zerlegen kann. Mit anderen Worten:

(x� aj)
2 + b2

j
=
�
x� aj � i · bj

�
·
�
x� aj + i · bj

�

2. Die Aussage des Zerlegungsschrittes für q kann als reelle Variante des Hauptsatzes
der Algebra betrachtet werden. Beachte dabei, dass für jedes Polynom mit reellen
Koe�zienten die echt-komplexen Nullstellen (also die mit nicht-verschwindendem
Imaginärteil) in Paaren konjugiert-komplexer Zahlen auftreten (das war eine
Übungsaufgabe und kann leicht gezeigt werden).

3. Wichtig ist: In der Zerlegung des echt gebrochen-rationalen Anteils p2(x)/q(x)
ist die Anzahl der Bausteine bzw. die Anzahl der zu bestimmenen Konstanten
gerade der Polynomgrad von q. Nicht wichtig ist, wie diese Konstanten bezeichnet
werden. Oben haben wir die Symbole cjl, �jl und �jl verwendet, aber in jedem
konkreten Fall wird man die Konstanten oftmals einfach durchummerieren (c1,
c2 usw.).

Beispiel Die rationale Funktion

f(x) =
1� x

x4 + x2
=

1� x

x2 · (x2 + 1)

ist echt-gebrochen — d.h. der Grad des Zählerpolynoms (nämlich 1) ist kleiner als
der Grad des Nennerpolynoms (nämlich 4) — und deshalb existieren Koe�zienten
c1, c2, �, � 2 R, so dass

f(x) =
c1
x

+
c2
x2

+
� · x+ �

x2 + 1

gilt. Durch Ausmultiplizieren und Koe�zientenvergleich (oder mittels der Einsetzungs-
methode) erhalten wir

c1 = �1 , c2 = 1 , � = 1 , � = �1

bzw.

f(x) = �1

x
+

1

x2
+

x

x2 + 1
� 1

x2 + 1
als Partialbruchzerlegung von f . Insgesamt ergibt sich

Z
f(x) dx = �

Z
1

x
dx+

Z
1

x2
dx+

Z
x

x2 + 1
dx�

Z
1

x2 + 1
dx

= � ln |x|� 1

x
+ 1

2 · ln
�
x2 + 1

�
� arctan (x) + C

als Formel für die Stammfunktion.

Bemerkung : Machen Sie bei komplizierten Partialbruchzerlegungen immer die Probe!
Entweder per Hand oder mit Mathematica.
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Beispiele

1. Entsteht f aus

p(x) = �x2 + 20 · x+ 149 , q(x) = x3 + 4 · x2 � 11 · x� 30 ,

so gibt es wieder keinen polynomiellen Anteil, d.h. wir haben p1 = 0, p2 = p und
der erste Schritt entfällt. Außerdem gilt

q(x) = (x� 3) · (x+ 2) · (x+ 5)

und deshalb reduziert sich die Partialbruchzerlegung von f auf

f(x) =
c1

x� 3
+

c2
x+ 2

+
c3

x+ 5
,

wobei wir nun die entsprechenden Koe�zienten c1, c2, c3 2 R bestimmen müssen.
Durch Koe�zientenvergleich (oder alternativ mit Hilfe der Einsetzungsmethode)
berechnen wir

c1 = 5 , c2 = �7 , c3 = 1

und erhaltenZ
f(x) dx = 5 · ln

��x� 3
��� 7 · ln

��x+ 2
��+ ln

��x+ 5
��+ C

= ln

�����
(x� 3)5 · (x+ 5)

(x+ 2)7

�����+ C .

2. Zu den Polynomen

p(x) = 5 · x2 � 37 · x+ 54 , q(x) = x3 � 6 · x2 + 9 · x = x · (x� 3)2

gehört die Partialbruchzerlegung

f(x) =
p(x)

q(x)
=

6

x
� 1

x� 3
� 4

(x� 3)2

sowie die StammfunktionZ
f(x) dx = 6 · ln

��x
��� ln

��x� 3
��+ 4

x� 3
+ C .

3. Im Fall von

p(x) = x4 � 2 · x3 + 5 · x2 � 2 · x+ 2

und

q(x) = x3 � x2 + x� 1 = (x� 1) ·
�
x2 + 1

�

erhalten wir mittels Polynomdivision mit Rest im ersten Schritt zunächst

f(x) = x� 1 +
3 · x2 + 1

(x� 1) · (x2 + 1)

und anschließend die Partialbruchzerlegung

f(x) = x� 1 +
2

x� 1
+

x+ 1

x2 + 1
.

Insgesamt ergibt sich damit
Z

f(x) dx = 1
2 · x

2 � x+ 2 · ln
��x� 1

��+ arctan (x) + 1
2 · ln

�
x2 + 1

�
+ C ,

wobei natürlich x 6= 1 gelten muss.
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Uneigentliche Riemann-Integrale

Vorlesung 33, 24. Januar 2020

Vorbemerkung Bisher hatten wir bei der Berechnung von bestimmten Integralen
(d.h. des Flächeninhaltes unter dem Graphen) vorausgesetzt, dass der Integrand f aus
einem kompakten Intervall [a, b] definiert ist. Wir wollen nun die folgenden, allgemei-
neren Fälle studieren:

1. halb-o↵ene Intervalle wie [a, b) und (a, b] bzw. [a, +1) und (�1, b],

2. o↵ene Intervalle wie (a, b), (�1, +1) oder auch (�1, b), (a, +1),

3. isolierte Lücken im Definitionsbereich.

Uneigentliche Integrale auf halbo↵enen und halbunendlichen Intervallen
Ist f auf [a, 1) bzw. (�1, b] definiert und (stückweise) stetig, so nennt man

+1Z

a

f(x) dx := lim
�%+1

�Z

a

f(x) dx bzw.

bZ

�1

f(x) dx := lim
↵&�1

bZ

↵

f(x) dx

das uneigentliche Riemann-Integral von f , sofern der entsprechende Grenzwert im ei-
gentlichen Sinne existiert (d.h. wenn er wohldefiniert und reell ist).

Beispiele

1. Die Funktion f(x) = xp ist für p < �1 und jedes a > 0 auf [a, +1) integrierbar
mit

+1Z

a

xp dx = � ap+1

p+ 1

denn es gilt

�Z

a

xp dx =
h xp+1

p+ 1

ix=�

x=a

=
� p+1 � ap+1

p+ 1
�%+1������! � ap+1

p+ 1
,

wobei der Grenzwert wohldefiniert ist und einen Wert in (0, 1) annimmt.

Achtung : Für p � �1 ist die Funktion aber nicht integrierbar. Für p > �1 folgt

dies bereits aus obigen Formeln, da lim�%+1
R
�

a
xp dx = +1 gilt, und für p = �1

berechnen wir

�Z

a

x�1 dx =
h
ln (x)

ix=�

x=a

= ln (�)� ln (a)
�%+1������! +1 .

Heuristisch können diese Ergebnisse wie folgt verstanden werden: Nur für p < �1
klingt die Funktion im Unendlichen so schnell ab, dass der Flächeninhalt unter
dem Graphen immer noch endlich ist. Für �1  p < 0 ist das Abklingen jedoch
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vergleichsweise schwach und für p � 0 klingt die Funktion gar nicht ab.

Bemerkung : Da f keine Vorzeichenwechsel aufweist, schreibt man oftmals auchR1
a

xp dx = +1 für p � �1, aber dies ist streng genommen nur eine Abkürzung
und gilt nicht im Sinne der obigen Definition uneigentlicher Integrale.

2. Analog zu oben zeigt man

lim
�%+1

�Z

a

dx

x · ln (x) = lim
�%+1

⇣
ln
�
ln �

�
� ln

�
ln 2

�⌘
= +1 ,

d.h. 1/(x · ln x) klingt für x ! 1 zwar schon schneller ab als 1/x, aber dieses
schnellere Abklingen reicht noch nicht, um die Integrabilität sicherzustellen.

3. Für jedes a 2 R gilt

+1Z

a

x · exp
�
�x2

�
dx = 1

2 · e
�a

2
,

denn mit der Substitution s = x2 ergibt sich ds = 2 · x · dx sowie

�Z

a

x · e�x
2
dx =

�
2Z

a2

1
2 · e

�s ds =
h
� 1

2 · e
�s

is=�
2

s=a2
= 1

2 ·
�
e�a

2 � e��
2�

und der Grenzübergang � % +1 liefert die Behauptung.

a
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Zum uneigentlichen Integralbegri↵ auf den halbo↵enen Intervallen [a, +1) und (�1, b] (oben) bzw. [a, b) und (a, b]

(unten)

Uneigentliche Integrale auf halbo↵enen beschränkten Intervallen Ist f stetig
in (a, b] bzw. [a, b) (aber vielleicht nicht definiert in a bzw. b), so setzt man

bZ

a

f(x) dx :=

�%bZ

a

f(x) dx bzw.

bZ

a

f(x) dx :=

bZ

↵&a

f(x) dx
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sofern der jeweilige Grenzwerte existiert und reell ist. Beachte, dass die bereits studier-
ten halbunendlichen Intervalle den Grenzfällen a = �1 oder b = +1 entsprechen.

Beispiele

1. Für jedes b > 0 gilt

bZ

↵

xp dx =
hbp+1 � ↵p+1

p+ 1

i
↵&0�����!

8
<

:

b p+1

p+ 1
für p > �1

1 für p  �1
,

d.h. die Funktion f(x) = xp ist nur für p > �1 auf dem Intervall (0, b) uneigent-
lich Riemann-integrierbar.

2. Die Funktion f(x) = x/(1� x2) ist auf dem Intervall [0, +1) nicht uneigentlich
integrierbar, denn es gilt

�Z

0

x · dx
1� x2

=
h
� 1

2 · ln
�
1� x2

�ix=�

x=0
� 1

2 · ln
�
1� x2

� �%+1�����! +1 ,

d.h. der Grenzwert existiert nur im uneigentlichen Sinne.

Uneigentliche Integrale auf o↵enen Intervallen Ist f stetig in (a, b), so definiert
man

bZ

a

f(x) dx := lim
↵&a

⇠Z

↵

f(x) dx+ lim
�%b

�Z

⇠

f(x) dx

sofern jeder der beiden Grenzwerte im eigentlichen Sinne existiert und ⇠ eine beliebige
Zwischenstelle mit a < ⇠ < b ist. Diese Formel kann sowohl für endliche als auch für
unendliche Werte von a 2 [�1, +1) und b 2 (a, +1) verwendet werden. Beachte
außerdem, dass sowohl die Existenz beider Grenzwerte als auch der Wert ihrer Summe
nicht von der Wahl von ⇠ abhängen (Übungsaufgabe).

�
<latexit sha1_base64="zSz4irqEBagASSQ61UCmYUaQs6Q=">AAAB7HicdVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0haP+qt4MVjBdMW2lA22027dLMJuxuhhP4GLx4U8eoP8ua/cZtGUNEHA4/3ZpiZFyScKe04H1ZpZXVtfaO8Wdna3tndq+4fdFScSkI9EvNY9gKsKGeCepppTnuJpDgKOO0G0+uF372nUrFY3OlZQv0IjwULGcHaSN4goBoPqzXHPnfcqwsHObaTIydNt+Eit1BqUKA9rL4PRjFJIyo04Vipvusk2s+w1IxwOq8MUkUTTKZ4TPuGChxR5Wf5sXN0YpQRCmNpSmiUq98nMhwpNYsC0xlhPVG/vYX4l9dPddj0MyaSVFNBlovClCMdo8XnaMQkJZrPDMFEMnMrIhMsMdEmn4oJ4etT9D/p1G23Yddvz2qtVhFHGY7gGE7BhUtowQ20wQMCDB7gCZ4tYT1aL9brsrVkFTOH8APW2yf2A47I</latexit>

b
<latexit sha1_base64="B5+uSdyP1A2Uv3n3sgcY3oK3JIA=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeCF48t2A9oQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgobm1vbO8Xd0t7+weFR+fikreNUMWyxWMSqG1CNgktsGW4EdhOFNAoEdoLJ3dzvPKHSPJYPZpqgH9GR5CFn1FipGQzKFbfqLkDWiZeTCuRoDMpf/WHM0gilYYJq3fPcxPgZVYYzgbNSP9WYUDahI+xZKmmE2s8Wh87IhVWGJIyVLWnIQv09kdFI62kU2M6ImrFe9ebif14vNeGtn3GZpAYlWy4KU0FMTOZfkyFXyIyYWkKZ4vZWwsZUUWZsNiUbgrf68jpp16reVbXWvK7U63kcRTiDc7gED26gDvfQgBYwQHiGV3hzHp0X5935WLYWnHzmFP7A+fwBxZWM6A==</latexit>

↵
<latexit sha1_base64="K1m2VBNclvn5qhP3MdFaUWvS2tg=">AAACGHicdVBLSwMxGMz6rPW16tFLsAgeZM2urba3ghePFewD2qVk07QNzWaXJCuUpT/Di3/FiwdFvPbmvzHdtqCiA4FhZr7kywQxZ0oj9GmtrK6tb2zmtvLbO7t7+/bBYUNFiSS0TiIeyVaAFeVM0LpmmtNWLCkOA06bwehm5jcfqFQsEvd6HFM/xAPB+oxgbaSufZF2skvachD4KXKQVy4VvXPkeCVUcSuGlJBbuSpOOpjHQzzp2oVlCC5DcBmCroMyFMACta497fQikoRUaMKxUm0XxdpPsdSMcDrJdxJFY0xGeEDbhgocUuWn2U4TeGqUHuxH0hyhYaZ+n0hxqNQ4DEwyxHqofnsz8S+vneh+2U+ZiBNNBZk/1E841BGctQR7TFKi+dgQTCQzu0IyxBITbbrMmxKWP4X/k4bnuJeOd1csVKuLOnLgGJyAM+CCa1AFt6AG6oCAR/AMXsGb9WS9WO/Wxzy6Yi1mjsAPWNMvCSqcpQ==</latexit>

↵
<latexit sha1_base64="K1m2VBNclvn5qhP3MdFaUWvS2tg=">AAACGHicdVBLSwMxGMz6rPW16tFLsAgeZM2urba3ghePFewD2qVk07QNzWaXJCuUpT/Di3/FiwdFvPbmvzHdtqCiA4FhZr7kywQxZ0oj9GmtrK6tb2zmtvLbO7t7+/bBYUNFiSS0TiIeyVaAFeVM0LpmmtNWLCkOA06bwehm5jcfqFQsEvd6HFM/xAPB+oxgbaSufZF2skvachD4KXKQVy4VvXPkeCVUcSuGlJBbuSpOOpjHQzzp2oVlCC5DcBmCroMyFMACta497fQikoRUaMKxUm0XxdpPsdSMcDrJdxJFY0xGeEDbhgocUuWn2U4TeGqUHuxH0hyhYaZ+n0hxqNQ4DEwyxHqofnsz8S+vneh+2U+ZiBNNBZk/1E841BGctQR7TFKi+dgQTCQzu0IyxBITbbrMmxKWP4X/k4bnuJeOd1csVKuLOnLgGJyAM+CCa1AFt6AG6oCAR/AMXsGb9WS9WO/Wxzy6Yi1mjsAPWNMvCSqcpQ==</latexit> ⇠

<latexit sha1_base64="s/7GP0RwedJ/XKsRUt+wcEixb3I=">AAACFXicdVBLSwMxGMzWV62vqkcvwSJ4KEt2bbXHghePFewDukvJptk2NPsgyYpl2T/hxb/ixYMiXgVv/hvTbQsqOhAYZuZLvowXcyYVQp9GYWV1bX2juFna2t7Z3SvvH3RklAhC2yTikeh5WFLOQtpWTHHaiwXFgcdp15tczvzuLRWSReGNmsbUDfAoZD4jWGlpUK6mTn5JX4w8N0UmOq/XrEYVmXVkNay6JnbdQsjOnDuWDcqVZQIuE3CZgJaJclTAAq1B+cMZRiQJaKgIx1L2LRQrN8VCMcJpVnISSWNMJnhE+5qGOKDSTfOFMniilSH0I6FPqGCufp9IcSDlNPB0MsBqLH97M/Evr58ov+GmLIwTRUMyf8hPOFQRnFUEh0xQovhUE0wE07tCMsYCE6WLLOkSlj+F/5OObVpnpn1dqzSbizqK4Agcg1NggQvQBFegBdqAgHvwCJ7Bi/FgPBmvxts8WjAWM4fgB4z3L4EMmz4=</latexit>

a
<latexit sha1_base64="ouxTDW0oh8XFe0zLfuFYNUFySjw=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeCF48t2A9oQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgobm1vbO8Xd0t7+weFR+fikreNUMWyxWMSqG1CNgktsGW4EdhOFNAoEdoLJ3dzvPKHSPJYPZpqgH9GR5CFn1FipSQflilt1FyDrxMtJBXI0BuWv/jBmaYTSMEG17nluYvyMKsOZwFmpn2pMKJvQEfYslTRC7WeLQ2fkwipDEsbKljRkof6eyGik9TQKbGdEzVivenPxP6+XmvDWz7hMUoOSLReFqSAmJvOvyZArZEZMLaFMcXsrYWOqKDM2m5INwVt9eZ20a1XvqlprXlfq9TyOIpzBOVyCBzdQh3toQAsYIDzDK7w5j86L8+58LFsLTj5zCn/gfP4AxBGM5w==</latexit> �

<latexit sha1_base64="zSz4irqEBagASSQ61UCmYUaQs6Q=">AAAB7HicdVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0haP+qt4MVjBdMW2lA22027dLMJuxuhhP4GLx4U8eoP8ua/cZtGUNEHA4/3ZpiZFyScKe04H1ZpZXVtfaO8Wdna3tndq+4fdFScSkI9EvNY9gKsKGeCepppTnuJpDgKOO0G0+uF372nUrFY3OlZQv0IjwULGcHaSN4goBoPqzXHPnfcqwsHObaTIydNt+Eit1BqUKA9rL4PRjFJIyo04Vipvusk2s+w1IxwOq8MUkUTTKZ4TPuGChxR5Wf5sXN0YpQRCmNpSmiUq98nMhwpNYsC0xlhPVG/vYX4l9dPddj0MyaSVFNBlovClCMdo8XnaMQkJZrPDMFEMnMrIhMsMdEmn4oJ4etT9D/p1G23Yddvz2qtVhFHGY7gGE7BhUtowQ20wQMCDB7gCZ4tYT1aL9brsrVkFTOH8APW2yf2A47I</latexit>

⇠
<latexit sha1_base64="s/7GP0RwedJ/XKsRUt+wcEixb3I=">AAACFXicdVBLSwMxGMzWV62vqkcvwSJ4KEt2bbXHghePFewDukvJptk2NPsgyYpl2T/hxb/ixYMiXgVv/hvTbQsqOhAYZuZLvowXcyYVQp9GYWV1bX2juFna2t7Z3SvvH3RklAhC2yTikeh5WFLOQtpWTHHaiwXFgcdp15tczvzuLRWSReGNmsbUDfAoZD4jWGlpUK6mTn5JX4w8N0UmOq/XrEYVmXVkNay6JnbdQsjOnDuWDcqVZQIuE3CZgJaJclTAAq1B+cMZRiQJaKgIx1L2LRQrN8VCMcJpVnISSWNMJnhE+5qGOKDSTfOFMniilSH0I6FPqGCufp9IcSDlNPB0MsBqLH97M/Evr58ov+GmLIwTRUMyf8hPOFQRnFUEh0xQovhUE0wE07tCMsYCE6WLLOkSlj+F/5OObVpnpn1dqzSbizqK4Agcg1NggQvQBFegBdqAgHvwCJ7Bi/FgPBmvxts8WjAWM4fgB4z3L4EMmz4=</latexit>

Uneigentliche Integrale auf den o↵enen Intervallen (�1, 1) und (a, b) erfordern die Berechnung zweier unabhängiger

Grenzwerte (rot und blau), wobei die Zwischenstelle ⇠ (an der das Intervall zerteilt wird) beliebig gewählt werden darf.

Analoges gilt für (�1, b) und (a, +1).
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10.3. Weitere Aspekte der Integralrechnung 237

Beispiele

1. Die Funktion f(x) = xp ist für keinen Wert des Parameters p auf dem Intervall
(0, 1) definiert, denn für jede Wahl von ⇠ gilt

lim
↵&0

⇠Z

↵

xp dx = 1 oder lim
�%1

�Z

⇠

xp dx = 1 ,

je nachdem ob p � �1 oder p  �1 (siehe auch das Bild unten). Insbesondere
existieren für keinen Wert des Parameters p beide Integrale im eigentlichen Sinne.

2. Es gilt

1Z

�1

e�x
2
dx = lim

↵&�1

0Z

↵&�1

e�x
2
dx + lim

�%+1

�Z

0

e�x
2
dx

= lim
�%1

1
2 ·

p
⇡ · Erf(�)� lim

↵&�1
1
2 ·

p
⇡ · Erf(↵)

= 1
2 ·

p
⇡ ·
⇣
Erf(+1)� Erf(�1)

⌘
=

p
⇡ ,

wobei wir die verwendeten asymptotischen Eigenschaften der Fehlerfunktion Erf
erst später verstehen werden. Einfacher zu Rechnen ist der Fall

+1Z

�1

x · e�x
2
dx = lim

↵&�1

0Z

↵

x · e�x
2
dx + lim

�%+1

�Z

0

x · e�x
2
dx

= lim
�%+1

1
2 ·
⇣
1� e��

2
⌘
� lim

↵&�1
1
2 ·
⇣
1� e�↵

2
⌘
= 0 .

3. Es gilt

+1Z

�1

dxp
1� x2

= lim
↵%�1

0Z

↵

dxp
1� x2

+ lim
�%+1

�Z

0

dxp
1� x2

= lim
↵&�1

⇣
arcsin (0)� arcsin (↵)

⌘
+ lim

�%+1

⇣
arcsin (�)� arcsin (0)

⌘

= arcsin (+1)� arcsin (�1) = ⇡

im Sinne uneigentlicher Integrale. Das ist nicht überraschend, denn ein Taylor-
Argument (siehe unten für die Details) o↵enbart

1p
1� x2

=
1p
2
· 1p

1� x

⇣
1 +O(1� x)

⌘
für x / +1

sowie

1p
1� x2

=
1p
2
· 1p

1 + x

⇣
1 +O(1 + x)

⌘
für x ' �1 ,

d.h. der Integrand besitzt an den Intervallrändern x = �1 und x = +1 integrier-
bare Singularitäten. Siehe dazu auch das allgemeine Prinzip weiter unten.
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238 10. Integralrechnung

4. Für die Funktion F : R ! R mit

f(x) =
x

1 + x2

berechnen wir

�Z

↵

f(x) dx =
h1
2
· ln
�
1 + x2

�ix=�

x=↵

=
1

2
· ln
✓
1 + �2

1 + ↵2

◆
.

Dies impliziert

⇠Z

↵

f(x) dx
↵&�1������! �1 ,

�Z

⇠

f(x) dx
↵%1�����! 1

für jedes feste ⇠ 2 R und wir schließen, dass f nicht uneigentlich integrierbar auf
R ist.

Uneigentliche Integrale bei isolierten Lücken im Definitionsbereich Ist f
wohldefiniert auf [a, x⇤) [ (x⇤, b], so bezeichnet man

bZ

a

f(x) dx := lim
↵%x⇤

↵Z

a

f(x) dx+ lim
�&x⇤

bZ

�

f(x) dx

als das entsprechende uneigentliche Integral, sofern die Grenzwerte auf der rechten
Seite beide wohldefiniert sind.

↵
<latexit sha1_base64="8Z0TcQm/k2vXrdqOrEldNZOzPNw=">AAAB7XicdVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgaZmNr3gLePEYwTwgWcLsZDYZMzu7zMwKIeQfvHhQxKv/482/cbJZQUULGoqqbrq7gkRwbTD+cApLyyura8X10sbm1vZOeXevpeNUUdaksYhVJyCaCS5Z03AjWCdRjESBYO1gfDX32/dMaR7LWzNJmB+RoeQhp8RYqdUjIhmRfrmC3TPsXZ5jhF2cISM178RDXq5UIEejX37vDWKaRkwaKojWXQ8nxp8SZTgVbFbqpZolhI7JkHUtlSRi2p9m187QkVUGKIyVLWlQpn6fmJJI60kU2M6ImJH+7c3Fv7xuasKaP+UySQ2TdLEoTAUyMZq/jgZcMWrExBJCFbe3IjoiilBjAyrZEL4+Rf+TVtX1TtzqzWmlXs/jKMIBHMIxeHABdbiGBjSBwh08wBM8O7Hz6Lw4r4vWgpPP7MMPOG+fva6PPA==</latexit> �

<latexit sha1_base64="GpdNDj6Yy1bXnzwmYAY2lYw2YO0=">AAACF3icdVBLSwMxGMzWV62vVY9egkXwIEt2bbW9Fbx4rGAf0F1KNk3b0OyDJCuUZf+FF/+KFw+KeNWb/8Z024KKDgSGmfmSL+PHnEmF0KdRWFldW98obpa2tnd298z9g7aMEkFoi0Q8El0fS8pZSFuKKU67saA48Dnt+JOrmd+5o0KyKLxV05h6AR6FbMgIVlrqm1bq5pf0xMj3UmQhp1atOGfIcqqobtc1qSK7flHJXJ8qnPXN8jIDlxm4zEDbQjnKYIFm3/xwBxFJAhoqwrGUPRvFykuxUIxwmpXcRNIYkwke0Z6mIQ6o9NJ8pQyeaGUAh5HQJ1QwV79PpDiQchr4OhlgNZa/vZn4l9dL1LDmpSyME0VDMn9omHCoIjgrCQ6YoETxqSaYCKZ3hWSMBSZKV1nSJSx/Cv8nbceyzy3nplJuNBZ1FMEROAanwAaXoAGuQRO0AAH34BE8gxfjwXgyXo23ebRgLGYOwQ8Y7181qZwx</latexit>

x⇤<latexit sha1_base64="BJzZGU3JtOrUIJDCf4oXPFUNJ9s=">AAACFXicbVDLSsNAFL2pr1pfUZdugkUQKSWpgi4LblxWsK2QhjCZTtqhk0mYmYgl9Cfc+CtuXCjiVnDn3zhNI2jrgYEz59x7584JEkalsu0vo7S0vLK6Vl6vbGxube+Yu3sdGacCkzaOWSxuAyQJo5y0FVWM3CaCoChgpBuMLqd+944ISWN+o8YJ8SI04DSkGCkt+WYt6+VDXDEIvMyu2zlqC2Ry759MfLP6c7cWiVOQKhRo+eZnrx/jNCJcYYakdB07UV6GhKKYkUmll0qSIDxCA+JqylFEpJflC02sI630rTAW+nBl5ervjgxFUo6jQFdGSA3lvDcV//PcVIUXXkZ5kirC8eyhMGWWiq1pRFafCoIVG2uCsKB6VwsPkUBY6SArOgRn/suLpNOoO6f1xvVZtdks4ijDARzCMThwDk24gha0AcMDPMELvBqPxrPxZrzPSktG0bMPf2B8fAOBjJqW</latexit>

b
<latexit sha1_base64="B5+uSdyP1A2Uv3n3sgcY3oK3JIA=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeCF48t2A9oQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgobm1vbO8Xd0t7+weFR+fikreNUMWyxWMSqG1CNgktsGW4EdhOFNAoEdoLJ3dzvPKHSPJYPZpqgH9GR5CFn1FipGQzKFbfqLkDWiZeTCuRoDMpf/WHM0gilYYJq3fPcxPgZVYYzgbNSP9WYUDahI+xZKmmE2s8Wh87IhVWGJIyVLWnIQv09kdFI62kU2M6ImrFe9ebif14vNeGtn3GZpAYlWy4KU0FMTOZfkyFXyIyYWkKZ4vZWwsZUUWZsNiUbgrf68jpp16reVbXWvK7U63kcRTiDc7gED26gDvfQgBYwQHiGV3hzHp0X5935WLYWnHzmFP7A+fwBxZWM6A==</latexit>

a
<latexit sha1_base64="ouxTDW0oh8XFe0zLfuFYNUFySjw=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeCF48t2A9oQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgobm1vbO8Xd0t7+weFR+fikreNUMWyxWMSqG1CNgktsGW4EdhOFNAoEdoLJ3dzvPKHSPJYPZpqgH9GR5CFn1FipSQflilt1FyDrxMtJBXI0BuWv/jBmaYTSMEG17nluYvyMKsOZwFmpn2pMKJvQEfYslTRC7WeLQ2fkwipDEsbKljRkof6eyGik9TQKbGdEzVivenPxP6+XmvDWz7hMUoOSLReFqSAmJvOvyZArZEZMLaFMcXsrYWOqKDM2m5INwVt9eZ20a1XvqlprXlfq9TyOIpzBOVyCBzdQh3toQAsYIDzDK7w5j86L8+58LFsLTj5zCn/gfP4AxBGM5w==</latexit>

↵
<latexit sha1_base64="8Z0TcQm/k2vXrdqOrEldNZOzPNw=">AAAB7XicdVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgaZmNr3gLePEYwTwgWcLsZDYZMzu7zMwKIeQfvHhQxKv/482/cbJZQUULGoqqbrq7gkRwbTD+cApLyyura8X10sbm1vZOeXevpeNUUdaksYhVJyCaCS5Z03AjWCdRjESBYO1gfDX32/dMaR7LWzNJmB+RoeQhp8RYqdUjIhmRfrmC3TPsXZ5jhF2cISM178RDXq5UIEejX37vDWKaRkwaKojWXQ8nxp8SZTgVbFbqpZolhI7JkHUtlSRi2p9m187QkVUGKIyVLWlQpn6fmJJI60kU2M6ImJH+7c3Fv7xuasKaP+UySQ2TdLEoTAUyMZq/jgZcMWrExBJCFbe3IjoiilBjAyrZEL4+Rf+TVtX1TtzqzWmlXs/jKMIBHMIxeHABdbiGBjSBwh08wBM8O7Hz6Lw4r4vWgpPP7MMPOG+fva6PPA==</latexit> �

<latexit sha1_base64="GpdNDj6Yy1bXnzwmYAY2lYw2YO0=">AAACF3icdVBLSwMxGMzWV62vVY9egkXwIEt2bbW9Fbx4rGAf0F1KNk3b0OyDJCuUZf+FF/+KFw+KeNWb/8Z024KKDgSGmfmSL+PHnEmF0KdRWFldW98obpa2tnd298z9g7aMEkFoi0Q8El0fS8pZSFuKKU67saA48Dnt+JOrmd+5o0KyKLxV05h6AR6FbMgIVlrqm1bq5pf0xMj3UmQhp1atOGfIcqqobtc1qSK7flHJXJ8qnPXN8jIDlxm4zEDbQjnKYIFm3/xwBxFJAhoqwrGUPRvFykuxUIxwmpXcRNIYkwke0Z6mIQ6o9NJ8pQyeaGUAh5HQJ1QwV79PpDiQchr4OhlgNZa/vZn4l9dL1LDmpSyME0VDMn9omHCoIjgrCQ6YoETxqSaYCKZ3hWSMBSZKV1nSJSx/Cv8nbceyzy3nplJuNBZ1FMEROAanwAaXoAGuQRO0AAH34BE8gxfjwXgyXo23ebRgLGYOwQ8Y7181qZwx</latexit>

x⇤<latexit sha1_base64="BJzZGU3JtOrUIJDCf4oXPFUNJ9s=">AAACFXicbVDLSsNAFL2pr1pfUZdugkUQKSWpgi4LblxWsK2QhjCZTtqhk0mYmYgl9Cfc+CtuXCjiVnDn3zhNI2jrgYEz59x7584JEkalsu0vo7S0vLK6Vl6vbGxube+Yu3sdGacCkzaOWSxuAyQJo5y0FVWM3CaCoChgpBuMLqd+944ISWN+o8YJ8SI04DSkGCkt+WYt6+VDXDEIvMyu2zlqC2Ry759MfLP6c7cWiVOQKhRo+eZnrx/jNCJcYYakdB07UV6GhKKYkUmll0qSIDxCA+JqylFEpJflC02sI630rTAW+nBl5ervjgxFUo6jQFdGSA3lvDcV//PcVIUXXkZ5kirC8eyhMGWWiq1pRFafCoIVG2uCsKB6VwsPkUBY6SArOgRn/suLpNOoO6f1xvVZtdks4ijDARzCMThwDk24gha0AcMDPMELvBqPxrPxZrzPSktG0bMPf2B8fAOBjJqW</latexit>

b
<latexit sha1_base64="B5+uSdyP1A2Uv3n3sgcY3oK3JIA=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeCF48t2A9oQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgobm1vbO8Xd0t7+weFR+fikreNUMWyxWMSqG1CNgktsGW4EdhOFNAoEdoLJ3dzvPKHSPJYPZpqgH9GR5CFn1FipGQzKFbfqLkDWiZeTCuRoDMpf/WHM0gilYYJq3fPcxPgZVYYzgbNSP9WYUDahI+xZKmmE2s8Wh87IhVWGJIyVLWnIQv09kdFI62kU2M6ImrFe9ebif14vNeGtn3GZpAYlWy4KU0FMTOZfkyFXyIyYWkKZ4vZWwsZUUWZsNiUbgrf68jpp16reVbXWvK7U63kcRTiDc7gED26gDvfQgBYwQHiGV3hzHp0X5935WLYWnHzmFP7A+fwBxZWM6A==</latexit>

a
<latexit sha1_base64="ouxTDW0oh8XFe0zLfuFYNUFySjw=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeCF48t2A9oQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgobm1vbO8Xd0t7+weFR+fikreNUMWyxWMSqG1CNgktsGW4EdhOFNAoEdoLJ3dzvPKHSPJYPZpqgH9GR5CFn1FipSQflilt1FyDrxMtJBXI0BuWv/jBmaYTSMEG17nluYvyMKsOZwFmpn2pMKJvQEfYslTRC7WeLQ2fkwipDEsbKljRkof6eyGik9TQKbGdEzVivenPxP6+XmvDWz7hMUoOSLReFqSAmJvOvyZArZEZMLaFMcXsrYWOqKDM2m5INwVt9eZ20a1XvqlprXlfq9TyOIpzBOVyCBzdQh3toQAsYIDzDK7w5j86L8+58LFsLTj5zCn/gfP4AxBGM5w==</latexit>

Auch bei isolierten Lücken im Definitionsbereich wird das uneigentliche Integral mit Hilfe zweier unabhängiger

Grenzübergänge (wieder rot und blau) definiert.

Beispiele

1. Für jedes p 6= �1 betrachten wir die Funktion f(x) = (x� x⇤)
p und wegen

↵Z

a

(x� x⇤)
p dx =

(↵� x⇤)
p+1 � (a� x⇤)

p+1

p+ 1

und

bZ

�

(x� x⇤)
p dx =

(b� x⇤)
p+1 � (� � x⇤)

p+1

p+ 1
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schließen wir, dass f für p > �1 uneigentlich integrierbar ist mit

bZ

a

f(x) dx =
(b� x⇤)

p+1 � (a� x⇤)
p+1

p+ 1
.

Für p  �1 gilt dies aber nicht, da die zu betrachtenden Grenzwerte nur im
uneigentlichen, aber nicht im eigentlichen Sinn existieren. Beachte, dass der Fall
p = �1 eine leicht andere Rechnungen erfordert.

2. Die Funktion |f | (x) = |x� x⇤|p ist auch nur für p > �1 uneigentlich integrierbar,
wobei diesmal

bZ

a

|f | (x) dx =
(b� x⇤)

p+1 + (a� x⇤)
p+1

p+ 1

gilt.

*Allgemeines Prinzip für Lücken und Randpunkte Kann eine stetige Funktion
f in der Nähe einer isolierten Lücke x⇤ ihres Definitionsbereichs durch

f(x) =

⇢
c� ·

�
x⇤ � x

�p��1 +O(x⇤ � x)
�

für x < x⇤
c+ ·

�
x� x⇤

�p+�1 +O(x� x⇤)
�

für x > x⇤

approximiert werden, so ist f in der Nähe von x⇤ genau dann uneigentlich integrierbar,
wenn die beiden Exponenten den Bedigungen p� > �1 und p+ > �1 genügen. Die
einseitigen Analoga gelten auch, wenn x⇤ äußerer Randpunkt des Definitionsbereichs
ist.

Beispiel

1. Die Funktion

f(x) =
1p

1� x2

ist wohldefiniert auf (�1, +1) und wir betrachten nun das Verhalten für positive
aber kleine " = 1� x. Dies liefert

f(x) = f(1� ") =
1q

1�
�
1� "

�2 =
1p

2 · "� "2

=
1p

2 ·
p
"
· 1q

1� 1
2 · "

=
1p

2 ·
p
"
·
⇣
1 + 1

4 · "+O
�
"2
�⌘

=
1p

2 ·
p
1� x

⇣
1 + 1

4 · (1� x) +O(1� x)2
⌘
.

Wir haben hier benutzt, dass

g(") :=
1q

1� 1
2"

= g(0) + g0(0) · "+ . . .

nach dem Satz von Taylor gilt, wobei g(0) = 1 und g0(0) = 1
4 .
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2. Die rationale Funktion

f(x) =
x3 + 3

x� 1

besitzt einen Pol bei x⇤ = 1 und ist auf keinen Intervall [a, b] mit a < 1 < b
uneigentlich integrierbar. Mit x = x⇤ + " gilt nämlich

f(x) = f(1 + ") =
1

"
·
⇣
(1 + ")3 + 3

⌘
=

4

"
·
⇣
1 +O(")

⌘
,

wobei " hier sowohl positiv als auch negativ sein kann.

�1 < p < 0
<latexit sha1_base64="yyZT1afrE6LODUILtyZyvYE63mU=">AAAB7XicbVA9SwNBEJ2LXzF+RS1tFoNgY7iLghYpDmwsI5gPSI6wt9lL1uztHrt7QjjyH2wsFLH1/9j5b9wkV2jig4HHezPMzAsTzrRx3W+nsLa+sblV3C7t7O7tH5QPj1paporQJpFcqk6INeVM0KZhhtNOoiiOQ07b4fh25refqNJMigczSWgQ46FgESPYWKl14dWTutsvV9yqOwdaJV5OKpCj0S9/9QaSpDEVhnCsdddzExNkWBlGOJ2WeqmmCSZjPKRdSwWOqQ6y+bVTdGaVAYqksiUMmqu/JzIcaz2JQ9sZYzPSy95M/M/rpia6CTImktRQQRaLopQjI9HsdTRgihLDJ5Zgopi9FZERVpgYG1DJhuAtv7xKWrWqd1mt3V9VfD+PowgncArn4ME1+HAHDWgCgUd4hld4c6Tz4rw7H4vWgpPPHMMfOJ8/JA+OLg==</latexit>p < �1

<latexit sha1_base64="rRQaSj/U9f8w/jaaZ6Kz8gmTvGk=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBiyWpgh48BLx4rGA/oA1ls920S3c3YXcjlNC/4MWDIl79Q978N27aHLT1wcDjvRlm5oUJZ9q47rdTWlvf2Nwqb1d2dvf2D6qHR20dp4rQFol5rLoh1pQzSVuGGU67iaJYhJx2wsld7neeqNIslo9mmtBA4JFkESPY5FJye+ENqjW37s6BVolXkBoUaA6qX/1hTFJBpSEca93z3MQEGVaGEU5nlX6qaYLJBI9oz1KJBdVBNr91hs6sMkRRrGxJg+bq74kMC62nIrSdApuxXvZy8T+vl5roJsiYTFJDJVksilKOTIzyx9GQKUoMn1qCiWL2VkTGWGFibDwVG4K3/PIqaTfq3mW98XBV8/0ijjKcwCmcgwfX4MM9NKEFBMbwDK/w5gjnxXl3PhatJaeYOYY/cD5/ADT6ja4=</latexit>

Zur uneigentlichen Integrierbarkeit von f(x) = x
p mit p < 0 auf (0, 1), wobei die braunen bzw. gelben Flächen

endlich bzw. unendlich sind. Für p = �1 sind beide Flächen gelb.

*Allgemeines Prinzip für das Abkling-Verhalten Kann das Abklingverhalten
einer stetigen Funktion auf R durch

f(x) =

⇢
c� · |x|p�

�
1 +O(|1/x|)

�
für x ⌧ �1

c+ · |x|p+
�
1 +O(|1/x|)

�
für x � +1

beschrieben werden, so ist f genau dann uneigentlich integrierbar auf R, wenn p� < �1
und p+ < �1 gilt.

*Cauchysche Hauptwerte Es gibt ein schwächeres Konzept als Uneigentliche
Riemann-Integrale, nämlich die sogenannten Hauptwerte. Wir wollen dieses Konzept
hier nur streifen, indem wir zwei typische Beispiele studieren.

Die stetige Funktion f : R ! R mit f(x) = (x+ 2)/(x2 + 1) ist nicht uneigentlich
integrierbar auf (�1, 1), eben weil die Funktion im Unendlichen zu langsam abklingt
und daher die Grenzwerte

lim
↵&�1

⇠Z

↵

f(x) dx = �1 , lim
�%+1

�Z

⇠

f(x) dx = +1

nicht im eigentlichen, sondern nur im uneigentlichen Sinne existieren. Es gilt aber

lim
⇣%+1

+⇣Z

�⇣

f(x) dx = lim
⇣%+1

0

@
+⇣Z

�⇣

x

x2 + 1
dx+

+⇣Z

�⇣

2

x2 + 1
dx

1

A

= lim
⇣%+1

✓h
1
2 · ln

�
1 + x2

�ix=+⇣

x=�⇣

+
h
2 · arctan (x)

ix=+⇣

x=�⇣

◆

= 2 · lim
⇣%+1

⇣
arctan (+⇣)� arctan (�⇣)

⌘
= 2 · ⇡ ,
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wobei der Grenzwert auf der linken Seite der Cauchysche Hauptwert von f genannt
wird.

Analog ist die Funktion

f(x) =
x+ 1

x
= 1 +

1

x

nicht uneigentlich integrierbar auf [�1, 0)[(0, 1], aber es existiert wieder ein Hauptwert
im Sinne von

lim
"&0

0

@
�"Z

�1

f(x) dx+

+1Z

+"

f(x) dx

1

A = lim
"&0

✓h
x+ ln |x|

ix=�"

x=�1
+
h
x+ ln |x|

ix=+1

x=+"

◆

= lim
"&0

⇣�
� "+ ln "+ 1

�
+
�
1� ln "� "

�⌘

= lim
"&0

⇣
2� 2 · "

⌘
= 2 .

�⇣
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b
<latexit sha1_base64="B5+uSdyP1A2Uv3n3sgcY3oK3JIA=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeCF48t2A9oQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgobm1vbO8Xd0t7+weFR+fikreNUMWyxWMSqG1CNgktsGW4EdhOFNAoEdoLJ3dzvPKHSPJYPZpqgH9GR5CFn1FipGQzKFbfqLkDWiZeTCuRoDMpf/WHM0gilYYJq3fPcxPgZVYYzgbNSP9WYUDahI+xZKmmE2s8Wh87IhVWGJIyVLWnIQv09kdFI62kU2M6ImrFe9ebif14vNeGtn3GZpAYlWy4KU0FMTOZfkyFXyIyYWkKZ4vZWwsZUUWZsNiUbgrf68jpp16reVbXWvK7U63kcRTiDc7gED26gDvfQgBYwQHiGV3hzHp0X5935WLYWnHzmFP7A+fwBxZWM6A==</latexit>

a
<latexit sha1_base64="ouxTDW0oh8XFe0zLfuFYNUFySjw=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeCF48t2A9oQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgobm1vbO8Xd0t7+weFR+fikreNUMWyxWMSqG1CNgktsGW4EdhOFNAoEdoLJ3dzvPKHSPJYPZpqgH9GR5CFn1FipSQflilt1FyDrxMtJBXI0BuWv/jBmaYTSMEG17nluYvyMKsOZwFmpn2pMKJvQEfYslTRC7WeLQ2fkwipDEsbKljRkof6eyGik9TQKbGdEzVivenPxP6+XmvDWz7hMUoOSLReFqSAmJvOvyZArZEZMLaFMcXsrYWOqKDM2m5INwVt9eZ20a1XvqlprXlfq9TyOIpzBOVyCBzdQh3toQAsYIDzDK7w5j86L8+58LFsLTj5zCn/gfP4AxBGM5w==</latexit>+⇣

<latexit sha1_base64="LxS5aKD0SVz30ILL0y5KQkg6GY4=">AAAB7XicdZDLSgMxFIYz9VbrrerSTbAIgjDM1Puu4MZlBXuBdiiZ9LSNzSRDkhHq0Hdw40IRt76PO9/GtB1FRX8IHL7/HHLOH8acaeN5705ubn5hcSm/XFhZXVvfKG5u1bVMFIUalVyqZkg0cCagZpjh0IwVkCjk0AiHFxO/cQtKMymuzSiGICJ9wXqMEmNR/aB9B4Z0iiXPPfb88xMfe643Ff4ifkZKKFO1U3xrdyVNIhCGcqJ1y/diE6REGUY5jAvtRENM6JD0oWVLQSLQQTrddoz3LOninlT2CYOn9PtESiKtR1FoOyNiBvq3N4F/ea3E9M6ClIk4MSDo7KNewrGReHI67jIF1PCRLQhVzO6K6YAoQo0NqGBD+LwU/1/Uy65/6JavjkqVShZHHu2gXbSPfHSKKugSVVENUXSD7tEjenKk8+A8Oy+z1pyTzWyjH3JePwCP2I8f</latexit>

x⇤�"
<latexit sha1_base64="Dfz+APfxP0/YBdkyL05O3peX9TE=">AAAB+nicdZDLSsNAFIYn9VbrrdWlm8EiiGBI6n1XcOOygr1AG8pketIOnVyYmVRL7KO4caGIW5/EnW/jpI2ioj8MHL7/HM6Z3404k8qy3o3c3PzC4lJ+ubCyura+USxtNmQYCwp1GvJQtFwigbMA6oopDq1IAPFdDk13eJH6zREIycLgWo0jcHzSD5jHKFEadYul2+5+cjDpjIiASDKesrJlHlv2+YmNLdOaCn8ROyNllKnWLb51eiGNfQgU5UTKtm1FykmIUIxymBQ6sYSI0CHpQ1uXAfFBOsn09Ane1aSHvVDoFyg8pd8nEuJLOfZd3ekTNZC/vRT+5bVj5Z05CQuiWEFAZ4u8mGMV4jQH3GMCqOJjXRAqmL4V0wERhCqdVkGH8PlT/H/RqJj2oVm5OipXq1kcebSNdtAestEpqqJLVEN1RNENukeP6Mm4Mx6MZ+Nl1pozspkt9EPG6wevBpRI</latexit>

x⇤+"
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Beim Cauchyschen Hauptwert wird statt zweier separater Grenzwerte nur ein Limes betrachtet. Dieses Konzept ist

schwächer als das uneigentliche Integral, da es Auslöschungse↵ekte geben kann, bei denen sich positive und negative

Beiträge gegenseitig aufheben.

Parametrisierte Integrale

Vorlesung 34, 27. Januar 2020

Motivation In vielen Anwendungen tauchen bestimmte Integrale auf, bei denen
die Integrationsgrenzen und/oder der Integrand von einem reellen Parameter p 2 R
abhängen. Will man nun verstehen, wie sich der Wert des Integrals I(p) unter kleinen
Störungen �p des Parameters p verändert, so muss man die Ableitung von I nach p
studieren, denn es gilt

I
�
p+�p

�
= I(p) +

dI

dp
(p) ·�p+O

�
(�p)2

�
⇡ I(p) +

dI

dp
(p) ·�p

nach dem Satz von Taylor.

Parameterabhängige Integrationsgrenzen Es gilt

d

dp

b(p)Z

a(p)

f(x) dx = f
�
b(p)

�
· db

dp
(p)� f

�
a(p)

�
· da

dp
(p) ,
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sofern die Integralgrenzen in di↵erenzierbarer Weise von p abhängen. Dieses Gesetz
kann auf verschiedene Weisen abgeleitet werden.

Herleitung 1 : Ist F eine Stammfunktion zu f (d.h. F 0 = f), so impliziert der
Hauptsatz der Di↵erential- und Integralrechnung

I(p) = F
�
b(p)

�
� F

�
a(p)

�
.

Die Formel für d
dpI(p) ergibt sich nun durch Di↵erentiation nach p und Anwendung

der Kettenregel.
Herleitung 2 : Man kann auch Di↵erenzenquotienten benutzen: Die Eigenschaften

des Integrals implizieren für jedes �p die Formel

I(p+�p)� I(p)

�p
=

1

�p

b(p+�p)Z

b(p)

f(x) dx � 1

�p

a(p+�p)Z

a(p)

f(x) dx

=
�b

�p
· 1

�b

b(p)+�bZ

b(p)

f(x) dx � �a

�p
· 1

�a

a(p)+�aZ

a(p)

f(x) dx ,

wobei

�a := a(p+�p)� a(p)
�p!0����! 0 , �b := b(p+�p)� b(p)

�p!0����! 0 .

Die gewünschte Formel für d
dpI(p) ergibt sich nun nach Grenzübergang �p ! 0, wobei

die Di↵erenzierbarkeit der Funktionen a und b, die Stetigkeit von f und die Mittelwert-
eigenschaft der Integration in Form von limh!0

�
h�1

R
x⇤+h

x⇤
f(x) dx

�
= f(x⇤) verwendet

werden.
Herleitung 3 : Man kann das höherdimensionale Analogon zur Kettenregel verwen-

den (siehe Mathe II).

Beispiele

1. Die obige Formel liefert für das parametrisierte Integral

I(p) =

sin (p)Z

0

x2 dx

die Ableitung

d

dp
I(p) = sin2 (p) · cos (p) .

Alternativ können wir aber auch zunächst I(p) direkt berechnen und anschließend
nach p di↵erenzieren. Dies liefert aber wegen

I(p) =
h
1
3 · x

3
ix=sin (p)

x=0
= 1

3 ·
�
sin (p)

�3

das gleiche Endergebnis und wir haben die abstrakte Formel für den konkreten
Fall nachgewiesen.
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2. Für

I(p) =

1Z

exp (�p)

x4 dx

erhalten wir mit bzw. ohne Verwendung der Formel

d

dp
I(p) = �

�
exp (�p)

�4 ·
�
� exp (�p)

�
= exp (�5 · p) ,

bzw.

d

dp
I(p) =

d

dp

✓h
1
5 · x

5
ix=1

x=exp (�p)

◆

=
d

dp

⇣
1
5 · exp (�1)� 1

5 · exp (�5 · p)
⌘
= exp (�5 · p) .

Insbesondere liefern wieder beide Rechenwege dasselbe Ergebnis.

3. Die Formel impliziert

d

dp

p
3Z

p2

sin
�
� x3

�
dx = sin

�
�p9

�
·
�
3 · p6

�
� sin

�
�p4

�
·
�
2 · p

�
,

aber in diesem Beispiel gibt es keine echte Alternative, da wir die Stammfunktion
des Integranden nicht kennen.

Parameterabhängige Integranden Hängt jedoch der Integrand, aber nicht die
Integrationsgrenzen von p ab, so gilt

d

dp

bZ

a

g(x, p) dx =

bZ

a

@

@p
g(x, p) dx ,

wobei

@

@p
g(x, p) = lim

h!0

g(x, p+ h)� g(x, p)

h

die sogenannte partielle Ableitung von g nach p ist (die wir eigentlich erst in Mathe

II studieren) und wir annehmen, dass die Funktion g in hinreichend regulärer Wei-
se von den beiden Argumenten x und p abhängt (stetige Di↵erenzierbarkeit ist zum
Beispiel ausreichend). Diese Formel kann zum Beispiel wieder mit Di↵enzenquotienten
begründet werden.

Beispiele

1. Für das parametrisierte Integral

I(p) :=

1Z

0

exp (p · x) dx
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folgt aus der Formel sowie anschließender partieller Integration

d

dp
I(p) =

1Z

0

x · exp
�
p · x

�
dx =

h
x · exp (p · x)

p

ix=1

x=0
�

1Z

0

1 ·
exp

�
p · x

�

p
dx

=
h
x · exp (p · x)

p

ix=1

x=0
�
hexp (p · x)

p2

ix=1

x=0
=

✓
1

p
� 1

p2

◆
· exp (p) + 1

p2
.

Alternativ können wir via

d

dp
I(p) =

d

dp

✓hexp (p · x)
p

ix=1

x=0

◆
=

d

dp

✓
exp (p)

p
� 1

p

◆

dasselbe Ergebnis direkt herleiten (und damit die Formel in einem Spezialfall
beweisen).

2. Ein weiteres einfaches Beispiel ist

d

dp

⇡Z

1

sin (p x)

x
dx =

⇡Z

1

cos
�
p x
�
dx =

h� sin (p x)

p

ix=⇡

x=1
=

sin (p)� sin (p ⇡)

p
.

3. Für die sogenannte n-te Besselfunktion (die später wichtig werden wird)

Jn(x) :=
1

⇡

⇡Z

0

cos
�
x · sin (t)� n · t

�
dt

erhalten wir

J 0
n
(x) =

d

dx
Jn(x) = � 1

⇡

⇡Z

0

sin
�
x · sin (t)� n · t

�
· sin (t) dt

sowie

J 00
n
(x) =

d

dx
J 0
n
(x) = � 1

⇡

⇡Z

0

cos
�
x · sin (t)� n · t

�
· sin2 (t) dt .

Beachte, dass hier t die Integrationsvariable und x der Parameter im Integranden
ist.

Bemerkung Bestimmte Integrale können nicht nach der Integrationsvariablen dif-
ferenziert werden, d.h. die Ausdrücke

d

dx

bZ

a

f(x) dx ,
d

dx

bZ

a

g(x, p) dx

haben keinen Sinn, eben weil das Integral für jede Funktion f bzw. g eine reelle Zahl
ist, die im zweiten Fall zwar von p, aber in keinen Fall von x abhängt. Bei unbestimmten
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Integralen ist das anders. Insbesondere impliziert der Hauptsatz der Di↵erential- und
Integralrechnung die Formel

d

dx

Z
f(x) dx = f(x) ,

@

@x

Z
g(x, p) dx = g(x, p) ,

sofern f und g hinreichend regulär sin. Außerdem gilt

@

@p

Z
g(x, p) dx =

Z
@

@p
g(x, p) dx ,

eben weil p nicht die Integrationsvariable ist.

Allgemeiner Fall Oftmals hängen sowohl die Integralgrenzen als auch der Integrand
von einem Parameter ab. Dann gilt

d

dp

b(p)Z

a(p)

g(x, p) dx =

b(p)Z

a(p)

@

@p
g(x, p) dx+ g

�
b(p), p

�
· d

dp
b(p)� g

�
a(p), p

�
· d

dp
a(p) ,

sofern alle involvierten Funktionen hinreichend regulär sind.

Beispiel Für das parameterabhängige Integral

I(p) :=

epZ

p

(p · x)2 dx für p > 0

ergibt sich unter Verwendung der Formel

d

dp
I(p) =

epZ

p

2 · p · x2 dx+ (p · ep)2 · ep �
�
p · p

�2 · 1

=
h
2
3 · p · x

3
ix=ep

x=p

+ p2 · e3·p � p4 =
�
2
3 · p+ p2

�
· e3·p � 5

3 · p
4 ,

wobei die Terme weiter vereinfacht werden können. Alternativ kann man auch hier
zunächst I(p) durch die Stammfunktion des Integranden (als Funktion von x) aus-
drücken und anschließend das Ergebnis nach p di↵erenzieren. Mit anderen Worten, es
gilt

I(p) =
h
1
3 · p

2 · x3
ix=ep

x=p

= 1
3 · p

2 · e3·p � 1
3 · p

5

und wir können nun direkt nach p di↵erenzieren.

Gamma-Funktion Es gibt natürlich auch uneigentliche parametrisierte Integrale
und wir wollen hier ein wichtiges Beispiel besprechen. Die sogenannte �-Funktion ist
definiert durch

�(x) =

1Z

0

tx�1 · e�t dt
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wobei hier wieder x der Parameter und t die Integrationsvariable ist. Diese Funktion
ist wohldefiniert (weil der Integrand für jedes festes x und t ! 1 sehr schnell abklingt)
sowie di↵erenzierbar auf (0, 1) mit Ableitung

�0(x) :=
d

dx

1Z

0

tx�1 · e�t dt =

1Z

0

ln (t) · tx�1 · e�t dt .

Außerdem gilt

�(1) =

1Z

0

e�t dt =
h
� e�t

it=1

t=0
= 1

und die partielle Integration liefert die Funktionalgleichung

�(x+ 1) =

1Z

0

tx · e�t dt =
h
� tx · e�t

it=1

t=0
+

1Z

0

x · tx�1 · e�t dt

= 0 + x · �(x) ,

wobei wir 0x = 0 und limt!1 tx · e�t = 0 benutzt haben. Man zeigt nun leicht durch
vollständige Induktion über n, dass

�(n) = n! für alle n 2 N

gilt, d.h. die Funktion � kann als Verallgemeinerung der Fakultät betrachtet werden.
Beachte aber, dass limx&0 �(x) = 1 6= 0! (siehe Bild). Außerdem kann die Funktional-
gleichung in der Form �(x� 1) = �(x)/(x� 1) benutzt werden, um �(x) schrittweise
für alle negativen, aber nicht ganzzahligen Argumente x zu definieren.

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

0

-5

5

10

15
Graph der Gamma-Funktion

Die Gamma-Funktion � besitzt Polstellen an den nichtpositiven ganzen Zahlen. Für x > 0 ist �(x) durch ein

uneigentliches Integral definiert und es gilt �(n) = n! ür jedes n 2 N.

Integrale für Rotationskörper

Wir betrachten in diesem Abschnitt geometrische Objekte, die durch Rotation des
Graphen einer Funktion f : (a, b) ! (0, 1) um die x-Achse entstehen (siehe Bild).
Die Punktmenge des entsprechenden Rotationskörpers kann als

C :=
�
(x, y, z) : a < x < b ,

p
y2 + z2  f(x)

 

geschrieben werden, wobei die Menge

@MC :=
�
(x, y, z) : a < x < b ,

p
y2 + z2 = f(x)

 

Michael Herrmann: Mathematik für Elektrotechniker 1 Version vom 7.2.2020



10.3. Weitere Aspekte der Integralrechnung 247

gerade die Punkte der Mantelfläche von C enthält. Die Einschänkung auf o↵ene In-
tervalle (a, b) und nicht-negative Funktionen f ist dabei nicht wirklich wesentlich.
Desweiteren können mit analogen Argumenten auch Rotationskörper mit beliebiger
Drehachse studiert werden.

x
<latexit sha1_base64="7BDmLpc1X8Lko2TxwJrhB1o3SRs=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeCF48t2FZoQ9lsJ+3azSbsbsQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMTqPqAaBZfYMtwIvE8U0igQ2AnGNzO/84hK81jemUmCfkSHkoecUWOl5lO/XHGr7hxklXg5qUCORr/81RvELI1QGiao1l3PTYyfUWU4Ezgt9VKNCWVjOsSupZJGqP1sfuiUnFllQMJY2ZKGzNXfExmNtJ5Ege2MqBnpZW8m/ud1UxNe+xmXSWpQssWiMBXExGT2NRlwhcyIiSWUKW5vJWxEFWXGZlOyIXjLL6+Sdq3qXVRrzctKvZ7HUYQTOIVz8OAK6nALDWgBA4RneIU358F5cd6dj0VrwclnjuEPnM8f5u2M/g==</latexit>

y
<latexit sha1_base64="DBX/BlQEfCdQe8br22k+PObqFZI=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeCF48t2A9oQ9lsp+3azSbsboQQ+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBZcG9f9dgobm1vbO8Xd0t7+weFR+fikraNEMWyxSESqG1CNgktsGW4EdmOFNAwEdoLp3dzvPKHSPJIPJo3RD+lY8hFn1FipmQ7KFbfqLkDWiZeTCuRoDMpf/WHEkhClYYJq3fPc2PgZVYYzgbNSP9EYUzalY+xZKmmI2s8Wh87IhVWGZBQpW9KQhfp7IqOh1mkY2M6Qmole9ebif14vMaNbP+MyTgxKtlw0SgQxEZl/TYZcITMitYQyxe2thE2ooszYbEo2BG/15XXSrlW9q2qteV2p1/M4inAG53AJHtxAHe6hAS1ggPAMr/DmPDovzrvzsWwtOPnMKfyB8/kD6HGM/w==</latexit>

y = f(x)
<latexit sha1_base64="MVIE1NFIjtOkMrm9+tloCNM94nM="></latexit>

z
<latexit sha1_base64="6aXI8W27evcbbG8fsev7RTQ/Bgs=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeCF48t2FZoQ9lsJ+3azSbsboQa+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMTqPqAaBZfYMtwIvE8U0igQ2AnGNzO/84hK81jemUmCfkSHkoecUWOl5lO/XHGr7hxklXg5qUCORr/81RvELI1QGiao1l3PTYyfUWU4Ezgt9VKNCWVjOsSupZJGqP1sfuiUnFllQMJY2ZKGzNXfExmNtJ5Ege2MqBnpZW8m/ud1UxNe+xmXSWpQssWiMBXExGT2NRlwhcyIiSWUKW5vJWxEFWXGZlOyIXjLL6+Sdq3qXVRrzctKvZ7HUYQTOIVz8OAK6nALDWgBA4RneIU358F5cd6dj0VrwclnjuEPnM8f6fWNAA==</latexit>

�x
<latexit sha1_base64="Ytiv4XXUN2jFQYniOkmjd1eEzCI="></latexit>

xj
<latexit sha1_base64="NItT+CW8jCgyWF2rXbogUmlgqG0=">AAAB7HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeCF48VTFtoQ9lst+3azSbsTsQS+hu8eFDEqz/Im//GbZuDtj4YeLw3w8y8MJHCoOt+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjUNHGqGfdZLGPdDqnhUijuo0DJ24nmNAolb4Xjm5nfeuTaiFjd4yThQUSHSgwEo2gl/6mXPUx75Ypbdecgq8TLSQVyNHrlr24/ZmnEFTJJjel4boJBRjUKJvm01E0NTygb0yHvWKpoxE2QzY+dkjOr9Mkg1rYUkrn6eyKjkTGTKLSdEcWRWfZm4n9eJ8XBdZAJlaTIFVssGqSSYExmn5O+0JyhnFhCmRb2VsJGVFOGNp+SDcFbfnmVNGtV76Jau7us1Ot5HEU4gVM4Bw+uoA630AAfGAh4hld4c5Tz4rw7H4vWgpPPHMMfOJ8/J6aO5w==</latexit>

f(xj ��x)
<latexit sha1_base64="oFQw4CGNWhLqumnqGIfIw8yAdoU="></latexit> f(xj)

<latexit sha1_base64="0Jk0L+uttPKdx/QElowETAtUqHE=">AAACGHicdVBLSwMxGMz6rPW16tFLsAgVpO5ul7beCl48VrAPaJeSTbNtbPZBkhXL0p/hxb/ixYMiXnvz35htu6CiA4FhZr7ky7gRo0Iaxqe2srq2vrGZ28pv7+zu7esHhy0RxhyTJg5ZyDsuEoTRgDQllYx0Ik6Q7zLSdsdXqd++J1zQMLiVk4g4PhoG1KMYSSX19YukN7+ky4eukxily1rFsivnRskwqqZlpsSq2mV76hUf+ndn075eyEIwC8EsBE2lpCiAJRp9fdYbhDj2SSAxQ0J0TSOSToK4pJiRab4XCxIhPEZD0lU0QD4RTjLfaQpPlTKAXsjVCSScq98nEuQLMfFdlfSRHInfXir+5XVj6dWchAZRLEmAFw95MYMyhGlLcEA5wZJNFEGYU7UrxCPEEZaqy7wqIfsp/J+0rJJZLlk3dqFeX9aRA8fgBBSBCaqgDq5BAzQBBo/gGbyCN+1Je9HetY9FdEVbzhyBH9BmX1a9nC8=</latexit>

Links: Ein Rotationskörper C, der durch Rotation des Graphen der Funktion f (blau) um die x-Achse entsteht.

Rechts: Das Prinzip von Cavalieri besagt, dass jeder Rotationskörper durch eine Vereinigung von endlich vielen

Kreiskegelscheiben approximiert werden kann, wobei eine gute Approximation aus einer großen Anzahl von sehr

dünnen Scheiben besteht. Im Bild wurden die insgesamt drei Scheiben zur besseren Darstellung versetzt gezeichnet.

Mitte: Eine typische Kreiskegelscheibe Sj mit kleiner Dicke �x und Fußpunkt xj .

Volumen von C Nach dem Prinzip von Cavalieri kann der Rotationskörper in viele
kleine Kegelstümpfe zerlegt werden (siehe das Bild für eine sehr grobe Zerlegung in nur
3 Teile). Genauer gesagt, mit einer äquidistanten Intervall-Zerlegung

�x :=
b� a

n
, xj := a+ (�x) · j , j = 0 . . . n

in n Teilintervalle gilt a = x0 < x1 < . . . < xn = b und wir berechnen mit unserem
schulmathematischen Wissen (siehe auch die nachfolgenden Beispiele)

vol (Sj) =
⇡ ·�x

3
·
⇣�

f(xj ��x)
�2

+ f(xj ��x) · f(xj) +
�
f(xj)

�2⌘

= ⇡ ·
�
f(xj)

�2 ·�x+O
�
(�x)2

�

wobei Sj die j-te Scheibe meint und wir die Taylor-Formel

f(x+�x) = f(x) +O
�
�x
�

verwendet haben. Durch Summation über alle Teile erhalten wir

⇡�1 ·
nX

j=1

vol (Sj) = �x ·
nX

j=1

�
f(xj)

�2
+O(1/n)

wegen �x = O(1/n). Der führende Term auf der rechten Seite ist nun gerade die
Riemann-Summe eines Integrales und der Limes n ! 1 (bzw. �x ! 0) liefert daher
die Formel

vol (C) = ⇡ ·
bZ

a

�
f(x)

�2
dx

für das Volumen von C.
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Vorlesung 35, 29. Januar 2020

Mantelfläche von C Die Mantelfläche des Kreiskegelstumpfes Sj ist durch

areaM (Sj) = ⇡ ·
�
f
�
xj ��x

�
+ f(xj)

�
·
q�

f(xj)� f(xj ��x)
�2

+ (�x)2

gegeben und mit dem Satz von Taylor erhalten wir

areaM (Sj) = ⇡ ·
⇣
2 · f(xj) +O(�x)

⌘
·
r
(�x)2 ·

⇣�
f 0(xj) +O(�x)

�2
+ 1
⌘

= 2 · ⇡ · f(xj) ·
q
1 +

�
f 0(xj)

�2 ·�x+O
�
(�x)2

�
.

Das Prinzip von Cavalieri die Formel liefert daher die Formel

areaM (C) = 2 · ⇡ ·
bZ

a

f(x) ·
q
1 +

�
f 0(x)

�2
dx

für die Mantelfläche von C bzw,

area (C) = areaM (C) + ⇡ ·
⇣�

f(a)
�2

+
�
f(b)

�2⌘
,

für die Gesamtoberfläche von C, wobei die zusätzlichen Terme die Grund- und die
Deckfläche quantifizieren.

x
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y = c0
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<latexit sha1_base64="DBX/BlQEfCdQe8br22k+PObqFZI=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeCF48t2A9oQ9lsp+3azSbsboQQ+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBZcG9f9dgobm1vbO8Xd0t7+weFR+fikraNEMWyxSESqG1CNgktsGW4EdmOFNAwEdoLp3dzvPKHSPJIPJo3RD+lY8hFn1FipmQ7KFbfqLkDWiZeTCuRoDMpf/WHEkhClYYJq3fPc2PgZVYYzgbNSP9EYUzalY+xZKmmI2s8Wh87IhVWGZBQpW9KQhfp7IqOh1mkY2M6Qmole9ebif14vMaNbP+MyTgxKtlw0SgQxEZl/TYZcITMitYQyxe2thE2ooszYbEo2BG/15XXSrlW9q2qteV2p1/M4inAG53AJHtxAHe6hAS1ggPAMr/DmPDovzrvzsWwtOPnMKfyB8/kD6HGM/w==</latexit>

y = c1 · x+ c0
<latexit sha1_base64="Vdiy8Uw3dEYGugPHjHDHWBhuZ/Y="></latexit>

a
<latexit sha1_base64="ouxTDW0oh8XFe0zLfuFYNUFySjw=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeCF48t2A9oQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgobm1vbO8Xd0t7+weFR+fikreNUMWyxWMSqG1CNgktsGW4EdhOFNAoEdoLJ3dzvPKHSPJYPZpqgH9GR5CFn1FipSQflilt1FyDrxMtJBXI0BuWv/jBmaYTSMEG17nluYvyMKsOZwFmpn2pMKJvQEfYslTRC7WeLQ2fkwipDEsbKljRkof6eyGik9TQKbGdEzVivenPxP6+XmvDWz7hMUoOSLReFqSAmJvOvyZArZEZMLaFMcXsrYWOqKDM2m5INwVt9eZ20a1XvqlprXlfq9TyOIpzBOVyCBzdQh3toQAsYIDzDK7w5j86L8+58LFsLTj5zCn/gfP4AxBGM5w==</latexit> b

<latexit sha1_base64="B5+uSdyP1A2Uv3n3sgcY3oK3JIA=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeCF48t2A9oQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgobm1vbO8Xd0t7+weFR+fikreNUMWyxWMSqG1CNgktsGW4EdhOFNAoEdoLJ3dzvPKHSPJYPZpqgH9GR5CFn1FipGQzKFbfqLkDWiZeTCuRoDMpf/WHM0gilYYJq3fPcxPgZVYYzgbNSP9WYUDahI+xZKmmE2s8Wh87IhVWGJIyVLWnIQv09kdFI62kU2M6ImrFe9ebif14vNeGtn3GZpAYlWy4KU0FMTOZfkyFXyIyYWkKZ4vZWwsZUUWZsNiUbgrf68jpp16reVbXWvK7U63kcRTiDc7gED26gDvfQgBYwQHiGV3hzHp0X5935WLYWnHzmFP7A+fwBxZWM6A==</latexit>

x
<latexit sha1_base64="7BDmLpc1X8Lko2TxwJrhB1o3SRs=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeCF48t2FZoQ9lsJ+3azSbsbsQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMTqPqAaBZfYMtwIvE8U0igQ2AnGNzO/84hK81jemUmCfkSHkoecUWOl5lO/XHGr7hxklXg5qUCORr/81RvELI1QGiao1l3PTYyfUWU4Ezgt9VKNCWVjOsSupZJGqP1sfuiUnFllQMJY2ZKGzNXfExmNtJ5Ege2MqBnpZW8m/ud1UxNe+xmXSWpQssWiMBXExGT2NRlwhcyIiSWUKW5vJWxEFWXGZlOyIXjLL6+Sdq3qXVRrzctKvZ7HUYQTOIVz8OAK6nALDWgBA4RneIU358F5cd6dj0VrwclnjuEPnM8f5u2M/g==</latexit>

y
<latexit sha1_base64="DBX/BlQEfCdQe8br22k+PObqFZI=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeCF48t2A9oQ9lsp+3azSbsboQQ+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBZcG9f9dgobm1vbO8Xd0t7+weFR+fikraNEMWyxSESqG1CNgktsGW4EdmOFNAwEdoLp3dzvPKHSPJIPJo3RD+lY8hFn1FipmQ7KFbfqLkDWiZeTCuRoDMpf/WHEkhClYYJq3fPc2PgZVYYzgbNSP9EYUzalY+xZKmmI2s8Wh87IhVWGZBQpW9KQhfp7IqOh1mkY2M6Qmole9ebif14vMaNbP+MyTgxKtlw0SgQxEZl/TYZcITMitYQyxe2thE2ooszYbEo2BG/15XXSrlW9q2qteV2p1/M4inAG53AJHtxAHe6hAS1ggPAMr/DmPDovzrvzsWwtOPnMKfyB8/kD6HGM/w==</latexit>

y = � ·
p
1� (x/↵)2

<latexit sha1_base64="gMeH3oTi9V3RdnfJqR/30fD8iQE="></latexit>

�↵
<latexit sha1_base64="RMspvLn2khpyVp/uAs8+A6HwTzU=">AAAB7nicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBC8GHajoMeAF48RzAOSJfROJsmQ2dlhZlYISz7CiwdFvPo93vwbJ8keNLGgoajqprsrUoIb6/vf3tr6xubWdmGnuLu3f3BYOjpumiTVlDVoIhLdjtAwwSVrWG4FayvNMI4Ea0Xju5nfemLa8EQ+2oliYYxDyQeconVS67KLQo2wVyr7FX8OskqCnJQhR71X+ur2E5rGTFoq0JhO4CsbZqgtp4JNi93UMIV0jEPWcVRizEyYzc+dknOn9Mkg0a6kJXP190SGsTGTOHKdMdqRWfZm4n9eJ7WD2zDjUqWWSbpYNEgFsQmZ/U76XDNqxcQRpJq7WwkdoUZqXUJFF0Kw/PIqaVYrwVWl+nBdrtXyOApwCmdwAQHcQA3uoQ4NoDCGZ3iFN095L96797FoXfPymRP4A+/zB/Zlj1E=</latexit> +↵

<latexit sha1_base64="5bQ+dZpPYmgziQIeaR2leP+F/VI=">AAAB7nicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBAEIexGQY8BLx4jmAckS+idTJIhs7PDzKwQlnyEFw+KePV7vPk3TpI9aGJBQ1HVTXdXpAQ31ve/vbX1jc2t7cJOcXdv/+CwdHTcNEmqKWvQRCS6HaFhgkvWsNwK1laaYRwJ1orGdzO/9cS04Yl8tBPFwhiHkg84Reuk1mUXhRphr1T2K/4cZJUEOSlDjnqv9NXtJzSNmbRUoDGdwFc2zFBbTgWbFrupYQrpGIes46jEmJkwm587JedO6ZNBol1JS+bq74kMY2MmceQ6Y7Qjs+zNxP+8TmoHt2HGpUotk3SxaJAKYhMy+530uWbUiokjSDV3txI6Qo3UuoSKLoRg+eVV0qxWgqtK9eG6XKvlcRTgFM7gAgK4gRrcQx0aQGEMz/AKb57yXrx372PRuublMyfwB97nD/NRj08=</latexit>

0
<latexit sha1_base64="ravGwJX5RToDLcW9CG47phZuDg8=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeCF48t2A9oQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgobm1vbO8Xd0t7+weFR+fikreNUMWyxWMSqG1CNgktsGW4EdhOFNAoEdoLJ3dzvPKHSPJYPZpqgH9GR5CFn1Fip6Q7KFbfqLkDWiZeTCuRoDMpf/WHM0gilYYJq3fPcxPgZVYYzgbNSP9WYUDahI+xZKmmE2s8Wh87IhVWGJIyVLWnIQv09kdFI62kU2M6ImrFe9ebif14vNeGtn3GZpAYlWy4KU0FMTOZfkyFXyIyYWkKZ4vZWwsZUUWZsNiUbgrf68jpp16reVbXWvK7U63kcRTiDc7gED26gDvfQgBYwQHiGV3hzHp0X5935WLYWnHzmFP7A+fwBec2Mtg==</latexit>

�
<latexit sha1_base64="weguIxjVX4uHlLuESCH81QbJdys=">AAAB7HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeCF48VTFtoQ9lsN+3SzSbsToQS+hu8eFDEqz/Im//GbZuDtj4YeLw3w8y8MJXCoOt+O6WNza3tnfJuZW//4PCoenzSNkmmGfdZIhPdDanhUijuo0DJu6nmNA4l74STu7nfeeLaiEQ94jTlQUxHSkSCUbSS3w850kG15tbdBcg68QpSgwKtQfWrP0xYFnOFTFJjep6bYpBTjYJJPqv0M8NTyiZ0xHuWKhpzE+SLY2fkwipDEiXalkKyUH9P5DQ2ZhqHtjOmODar3lz8z+tlGN0GuVBphlyx5aIokwQTMv+cDIXmDOXUEsq0sLcSNqaaMrT5VGwI3urL66TdqHtX9cbDda3ZLOIowxmcwyV4cANNuIcW+MBAwDO8wpujnBfn3flYtpacYuYU/sD5/AHEio6m</latexit>

Die Funktionen für einen Kreiszylinder, einen Kreiskegelstumpf und einen Ellipsoiden.

Beispiele

1. Für eine konstante Funktion f(x) = c0 erhalten wir

vol (C) = ⇡ ·
bZ

a

c20 dx = ⇡ · (b� a) · c20 = ⇡ · h · r2 ,

areaM (C) = 2 · ⇡
bZ

a

c0 ·
p
1 + 0 dx = 2 · ⇡ · c0 · (b� a) = 2 · ⇡ · h · r

und damit die elementargeometrischen Formeln für den Kreiszylinder. Siehe Zy-

linder (Geometrie) unter Wikipedia und beachte, dass r = c0 der Radius und
h = b� a die Höhe des Zylinders sind.

2. Mit f(x) = c1 · x+ c0 ergibt sich

vol (C) = ⇡ ·
bZ

a

�
c21 · x2 + 2 · c1 · c0 · x+ c20

�
dx

= ⇡ · 1
3 · c

2
1 ·
�
b3 � a3

�
+ ⇡ · c1 · c0 ·

�
b2 � a2

�
+ c20 ·

�
b� a

�

=
⇡ · h
3

·
�
r2 + r ·R +R2

�
,
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sowie

areaM (C)) = 2 · ⇡ ·
bZ

a

(c1 · x+ c0) ·
q
1 + c21 dx

= 2 · ⇡ ·
q
1 + c21 ·

�
1
2 · c1 ·

�
b2 � a2

�
+ c0 · (b� a)

�

= ⇡ ·m · (r +R) .

Dies sind die bekannten Formeln für den Kreiskegelstumpf mit Höhe h = b � a
sowie den Radien r = f(a) = c1 · a + c0 und R = f(b) = c1 · b + c0, wobei

m =
q
(R� r)2 + h2 die Mantellinie ist, siehe Kegelstumpf bei Wikipedia.

Beispiel Durch

f(x) = � ·
r
1�

⇣x
↵

⌘2
=
�

↵
·
p
↵2 + x2 � ↵ < x < +↵

wird ein Rotationsellipsoid C↵,� beschrieben. Es gilt

vol (C↵,�) = ⇡ · �2 ·
↵Z

�↵

✓
1�

⇣x
↵

⌘2◆
dx = ⇡ · ↵ · �2 ·

1Z

�1

�
1� s2

�
ds

= ⇡ · ↵ · �2 ·
h
s� 1

3s
3
is=+1

s=�1
= 4

3 · ⇡ · ↵ · �2 ,

wobei wir x = ↵ · s substituiert haben. Im Spezialfall ↵ = � = % ergibt sich mit

vol (C%,%) =
4
3 · ⇡ · %3

die berühmte Formel für das Volumen der Kugel vom Radius %. Wegen

f 0(x) =
�

↵
· 1
2 ·

2 · xp
↵2 � x2

=
� · x

↵ ·
p
↵2 � x2

und

q
1 +

�
f 0(x)

�2
=

p
↵4 + (�2 � ↵2) · x2

↵ ·
p
↵2 � x2

erhalten wir außerdem

area (C↵,�) = areaM (C↵,�) =
2 · ⇡ · �
↵2

·
+↵Z

�↵

p
↵4 + (�2 � ↵2) · x2 dx

als vorläufige Formeln für die Mantelfläche, die wir nun weiter vereinfachen wollen. Für
↵ = � = % hängt der Integrand gar nicht von x ab und wir berechnen die Kugelober-
fläche zu

area (C%,%) =
2 · ⇡
%

· 2 · % ·
p
%4 = 4 · ⇡ · %2.
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Im Fall von � < ↵ substituieren wir x = ↵2/
p
↵2 � �2 · s und erhalten

area (C↵,�) =
2 · ⇡ · � · ↵2

p
↵2 � �2

·

+
p

↵2��2/↵Z

�
p

↵2��2/↵

p
1� s2 ds

=
2 · ⇡ · � · ↵2

p
↵2 � �2

·
h
s ·

p
1� s2 + arcsin (s)

is=+
p

↵2��2/↵

s=�
p

↵2��2/↵

=
2 · ⇡ · � · ↵2

p
↵2 � �2

·
 p

↵2 � �2

↵
· �
↵
+ arcsin

 p
↵2 � �2

↵

!!

= 2 · ⇡ · �2 +
2 · ⇡ · � · ↵2

p
↵2 � �2

· arcsin
 p

↵2 � �2

↵

!
,

wobei wir die unbestimmte Integralformel
R p

1� s2 ds = 1
2 ·s·

p
1� s2+ 1

2 ·arcsin (s)+C
verwendet haben. Im Fall von � > ↵ ergibt sich hingegen

area (C↵,�) = 2 · ⇡ · �2 +
2 · ⇡ · � · ↵2

p
�2 � ↵2

· arsinh
 p

�2 � ↵2

↵

!
,

durch analoge Rechnungen.

Kurvenintegrale

Erinnerung Eine (stückweise) stetig di↵erenzierbare Abbildung c : [a, b] ! Rm mit

c(t) =

0

B@
c1(t)
...

cm(t)

1

CA

wird Parametrisierung einer Kurve genannt, wobei die geometrische Kurve gerade der
Graph der Parametrisierung, d.h. die Punktmenge

C =
�
c(t) : t 2 [a, b]

 
⇢ Rm ,

ist und in den Anwendungen in der Regel m = 2 oder m = 3 gilt. Dabei kann der
Kurvenparameter t 2 [a, b] meist als Zeit interpretiert werden und

ċ(t) =
d

dt
c(t) =

0

B@
ċ1(t)
...

ċm(t)

1

CA

ist der momentane Tangential- oder Geschwindigkeitsvektor, der die vektorielle Ge-
schwindigkeit eines entlang der parametrisierten Kurve bewegten Teilchens beschreibt.
Beachte, dass bei Ableitungen nach der Zeit in Mathematik und Physik oftmals die
Punkt- statt der Strichnotation verwendet wird, d.h. wir schreiben ċ statt c0.

Die Kurve ist geschlossenen, wenn

c(a) = c(b)

gilt, d.h. wenn Anfangs- und Endpunkt zusammenfallen.
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x1<latexit sha1_base64="AKojky6mOGQZs8aB9z1EmeXWpGg=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeCF48V7Qe0oWy2k3bpZhN2N2IJ/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiujet+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU0nGqGDZZLGLVCahGwSU2DTcCO4lCGgUC28H4Zua3H1FpHssHM0nQj+hQ8pAzaqx0/9T3+uWKW3XnIKvEy0kFcjT65a/eIGZphNIwQbXuem5i/Iwqw5nAaamXakwoG9Mhdi2VNELtZ/NTp+TMKgMSxsqWNGSu/p7IaKT1JApsZ0TNSC97M/E/r5ua8NrPuExSg5ItFoWpICYms7/JgCtkRkwsoUxxeythI6ooMzadkg3BW355lbRqVe+iWru7rNTreRxFOIFTOAcPrqAOt9CAJjAYwjO8wpsjnBfn3flYtBacfOYY/sD5/AEMZI2i</latexit>

x2<latexit sha1_base64="it4xmCsZPgjVU6aExhSqyUsJz7g=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeCF48V7Qe0oWy2m3bpZhN2J2IJ/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekEhh0HW/ncLa+sbmVnG7tLO7t39QPjxqmTjVjDdZLGPdCajhUijeRIGSdxLNaRRI3g7GNzO//ci1EbF6wEnC/YgOlQgFo2il+6d+rV+uuFV3DrJKvJxUIEejX/7qDWKWRlwhk9SYrucm6GdUo2CST0u91PCEsjEd8q6likbc+Nn81Ck5s8qAhLG2pZDM1d8TGY2MmUSB7YwojsyyNxP/87ophtd+JlSSIldssShMJcGYzP4mA6E5QzmxhDIt7K2EjaimDG06JRuCt/zyKmnVqt5FtXZ3WanX8ziKcAKncA4eXEEdbqEBTWAwhGd4hTdHOi/Ou/OxaC04+cwx/IHz+QMN6I2j</latexit>

c(t)
<latexit sha1_base64="8Zf6zGLKv8GFSIIAAIWc2GJ1fg8="></latexit>

ċ(t)
<latexit sha1_base64="vtjYSv9Ayd7Uuui/2RHUX/5t/3c="></latexit>

c(t0)
<latexit sha1_base64="hD25WRfoKznF59/rx0gFM3PeZnw=">AAACHnicbZBPS8MwGMbT+W/Of1WPXoJDmCCjnYoeB148TnBz0JaSZukWlqYlSYVR+km8+FW8eFBE8KTfxqyroJsvBH48z/smb54gYVQqy/oyKkvLK6tr1fXaxubW9o65u9eTcSow6eKYxaIfIEkY5aSrqGKknwiCooCRu2B8NfXv7omQNOa3apIQL0JDTkOKkdKSb55nbnGJI4aBl1lNq6iTBcgzNwghzhvKt45z36z/GHAR7BLqoKyOb364gxinEeEKMySlY1uJ8jIkFMWM5DU3lSRBeIyGxNHIUUSklxWb5fBIKwMYxkIfrmCh/p7IUCTlJAp0Z4TUSM57U/E/z0lVeOlllCepIhzPHgpTBlUMp1nBARUEKzbRgLCgeleIR0ggrHSiNR2CPf/lRei1mvZps3VzVm+3yziq4AAcggawwQVog2vQAV2AwQN4Ai/g1Xg0no03433WWjHKmX3wp4zPb8MVneI=</latexit>

c(tn)
<latexit sha1_base64="jqgduzphaQTiEOmR0CFfh3huw1g=">AAACHnicbZBPS8MwGMbT+W/Of1WPXoJDmCCjnYoeB148TnBz0JaSZukWlqYlSYVR+km8+FW8eFBE8KTfxqyroJsvBH48z/smb54gYVQqy/oyKkvLK6tr1fXaxubW9o65u9eTcSow6eKYxaIfIEkY5aSrqGKknwiCooCRu2B8NfXv7omQNOa3apIQL0JDTkOKkdKSb55nbnGJI4aBl1lNq6iTBcgzNwghzhvK58e5b9Z/DLgIdgl1UFbHNz/cQYzTiHCFGZLSsa1EeRkSimJG8pqbSpIgPEZD4mjkKCLSy4rNcniklQEMY6EPV7BQf09kKJJyEgW6M0JqJOe9qfif56QqvPQyypNUEY5nD4UpgyqG06zggAqCFZtoQFhQvSvEIyQQVjrRmg7Bnv/yIvRaTfu02bo5q7fbZRxVcAAOQQPY4AK0wTXogC7A4AE8gRfwajwaz8ab8T5rrRjlzD74U8bnNyGYniA=</latexit>

C
<latexit sha1_base64="GOMNzxjV3lDEGXIpp66HbOn9cwU=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KkkV9FjoxWML9gPaUDbbSbt2swm7G6GE/gIvHhTx6k/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvSATXxnW/nY3Nre2d3cJecf/g8Oi4dHLa1nGqGLZYLGLVDahGwSW2DDcCu4lCGgUCO8GkPvc7T6g0j+WDmSboR3QkecgZNVZq1gelsltxFyDrxMtJGXI0BqWv/jBmaYTSMEG17nluYvyMKsOZwFmxn2pMKJvQEfYslTRC7WeLQ2fk0ipDEsbKljRkof6eyGik9TQKbGdEzVivenPxP6+XmvDOz7hMUoOSLReFqSAmJvOvyZArZEZMLaFMcXsrYWOqKDM2m6INwVt9eZ20qxXvulJt3pRrtTyOApzDBVyBB7dQg3toQAsYIDzDK7w5j86L8+58LFs3nHzmDP7A+fwBlpmMyQ==</latexit>

Capp
<latexit sha1_base64="JGKrZaOQmBzI/0SByJz3AFOzNZo=">AAACIHicdVDLSgMxFM34rPVVdekmWAQXUmZatXVX6MZlBfuAzlAyadqGZh4kd8QyzKe48VfcuFBEd/o1ptMOqOiBwOGcc5Ob44aCKzDND2NpeWV1bT23kd/c2t7ZLeztt1UQScpaNBCB7LpEMcF91gIOgnVDyYjnCtZxJ42Z37llUvHAv4FpyByPjHw+5JSAlvqFamynl/TkyHVis3RuWpcX5qlZMlOkpGZVrKTRj21gdxCTMEySpF8oZmGchXEWxtZCKaIFmv3Cuz0IaOQxH6ggSvUsMwQnJhI4FSzJ25FiIaETMmI9TX3iMeXE6W4JPtbKAA8DqY8POFW/T8TEU2rquTrpERir395M/MvrRTCsOTH3wwiYT+cPDSOBIcCztvCAS0ZBTDUhVHK9K6ZjIgkF3Wlel5D9FP9P2uWSVSmVr8+K9fqijhw6REfoBFmoiuroCjVRC1F0jx7RM3oxHown49V4m0eXjMXMAfoB4/MLpICgOw==</latexit>

c(t1)
<latexit sha1_base64="P73zhtiXnvGWLRvaJXLeSGIGBqg=">AAACHnicbZBPS8MwGMbT+W/Of1WPXoJDmCCjnYoeB148TnBz0JaSZukWlqYlSYVR+km8+FW8eFBE8KTfxqyroJsvBH48z/smb54gYVQqy/oyKkvLK6tr1fXaxubW9o65u9eTcSow6eKYxaIfIEkY5aSrqGKknwiCooCRu2B8NfXv7omQNOa3apIQL0JDTkOKkdKSb55nbnGJI4aBl1lNq6iTBcgzNwghzhvKt49z36z/GHAR7BLqoKyOb364gxinEeEKMySlY1uJ8jIkFMWM5DU3lSRBeIyGxNHIUUSklxWb5fBIKwMYxkIfrmCh/p7IUCTlJAp0Z4TUSM57U/E/z0lVeOlllCepIhzPHgpTBlUMp1nBARUEKzbRgLCgeleIR0ggrHSiNR2CPf/lRei1mvZps3VzVm+3yziq4AAcggawwQVog2vQAV2AwQN4Ai/g1Xg0no03433WWjHKmX3wp4zPb8SbneM=</latexit>

Eine parametrisierte Kurve und ein approximierender Polygonzug bestehend aus 4 Strecken (die einer Zerlegung von

[a, b] in vier Teilintervalle entspricht). Mittels sehr feiner Zerlegungen kann die Kurve beliebig gut durch einen

Polygonzug angenähert werden.

Bogenlänge einer Kurve Das Integral

L(c) :=

bZ

a

��ċ(t)
�� dt

liefert die Länge einer Kurve. Um dies zu verstehen, betrachten wir eine Zerlegung

a = t0 < t1 < t2 < . . . < tn = b

des Intervalles [a, b] und definieren (siehe Bild) eine stückweise a�ne Approximation
capp : [a, b] ! Rm durch

capp(t) =
tj � t

tj � tj�1
· c(tj�1) +

t� tj�1

tj � tj�1
· c(tj) für t 2 [tj�1, tj] ,

d.h. in jedem Teilintervall [tj�1, tj] verwenden wir eine leicht andere Formel. Wegen

ċapp(t) =
1

tj � tj�1
·
�
c(tj)� c(tj�1)

�
für t 2 [tj�1, tj]

gilt damit

L
�
capp

�
=

bZ

a

��ċapp(t)
�� dt =

nX

j=1

tjZ

tj�1

��ċapp(t)
�� dt

=
nX

j=1

tjZ

tj�1

����
c(tj)� c(tj�1)

tj � tj�1

���� dt =
nX

j=1

kc(tj)� c(tj�1)k
tj � tj�1

tjZ

tj�1

1 dt

=
nX

j=1

k c(tj)� c(tj�1)k .

Wir sehen nun für den Polygonzug capp, dass die obige Definition von Länge mittels
eines Integrals gerade die Summe der euklidischen Längen aller Teilstrecken ist und
daher mit dem intuitiven Längenbegri↵ übereinstimmt. Da jede (stückweise) di↵eren-
zierbare Kurve beliebig gut durch Polygonzüge approximiert werden kann, schließen
wir, dass die obige Integralformel in der Tat die Länge eine Kurve liefert.
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Beispiele

1. Die Standardparametrisierung der Kreislinie

C =
n
(x1, x2) 2 R2 : x2

1 + x2
2 = %2

 

vom Radius % ist

c(t) = % ·
✓
cos (t)
sin (t)

◆
, ċ(t) = % ·

✓
� sin (t)
cos (t)

◆

mit t 2 [0, 2⇡] und wir erhalten

L(c) =

2⇡Z

0

% dt = 2 · ⇡ · % .

Es gibt andere Parametrisierungen der Kreislinie, aber diese werden dieselbe
Länge liefern (siehe unten).

2. Die Kardioide ist die planare Kurve

c(t) =
�
1 + cos (t)

�
·
✓
cos (t)
sin (t)

◆
, t 2 [0, 2⇡]

die wegen c(0) = c(2⇡) eine geschlossene Kurve ist. Nach Produkt- und Ketten-
regel gilt

ċ(t) =
�
1 + cos (t)

�
·
✓
� sin (t)
cos (t)

◆
� sin (t) ·

✓
cos (t)
sin (t)

◆
,

und wir erhalten

kċ(t)k =
q
(1 + cos (t))2 + sin2 (t) =

q
2 ·
�
1 + cos (t)

�
= 2 ·

��cos
�
1
2 · t
��� ,

wobei wr zunächst cos2 (1) + sin2 (1) und anschließend

cos (t) = cos (2 · t/2) = cos2 (t/2)� sin2 (t/2) = 2 · cos2 (t/2)� 1

verwendet haben. Insgesamt ergibt sich

L(C) = 2 ·
2⇡Z

0

��cos
�
1
2 · t
��� dt = 2 ·

⇡Z

0

cos
�
1
2 · t
�
dt� 2 ·

2⇡Z

⇡

cos
�
1
2 · t
�
dt

= 2 ·
h
2 · sin

�
1
2 · t
�it=⇡

t=0
� 2 ·

h
2 · sin

�
1
2 · t
�it=2⇡

t=⇡

= 8

und damit eine ganzzahlige Länge der Kardioide.

0 1 2

-1

0

1

x1

x 2

0 1 2

-1

0

1

x1

x 2

Links: Die Kardioide. Rechts: Der Hyperbelast x
2
1 = x

2
2 + 1 mit x1 > 0.
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*Wichtige Eigenschaft Die Länge ist invariant unter Reparametrisierung in fol-

gendem Sinne: Ist h : [ã, b̃] ! [a, b] eine bijektive, streng monoton wachsende und
di↵erenzierbare Funktion, so beschreiben die parametrisierten Kurven c : [a, b] ! Rm

und c̃ : [ã, b̃] ! Rm mit

c̃
�
t̃
�
:= c

�
h
�
t̃
��

dasselbe geometrische Objekt (es gilt C̃ = C), aber mit Hilfe unterschiedlicher Para-
metern, nämlich t̃ bzw. t = h(t̃). Mit der Kettenregel für Ableitungen und der Substi-
tutionsformel für Integrale ergibt sich dann

L(c) =

bZ

a

����
dc

dt
(t)

���� dt =

b̃Z

ã

����
dc

dt

�
h(t̃)

�����
dh

dt̃
(t̃) dt̃ =

b̃Z

ã

����
dc̃

dt̃
(t̃)

���� dt̃ = L(c̃) ,

wobei wir benutzt haben, dass nach Annahme d
dt̃
h(t̃) > 0 gilt. Insbesondere ist die

Länge eine geometrische Eigenschaft von C.

*Bemerkung Durch

s(t) :=

tZ

a

kċ(⌧)k d⌧

wird die Bogenlängenfunktion von c definiert, die eine monoton wachsende Funktion
auf [a, b] ist. Gilt

d

dt
s(t) = kċ(t)k = 1 ,

für alle t 2 [a, b], so nennt man c auch eine Bogenlängenparametrisierung von C. Für
jede geometrische Kurve C kann immer eine Parametrisierung c gewählt werden, so
dass diese Bedingung erfüllt ist.

Überstrichene Fläche einer planaren Kurve Im Fall einer planaren Kurve (d.h.
m = 2) beschreibt das Integral

F (c) = 1
2 ·

bZ

a

�
c1(t) · ċ2(t)� ċ1(t) · c2(t)

�
dt

die vorzeichenbehaftete Fläche, die vom Ortsvektor eines entlang der Kurve bewegten
Punktes überstrichen wird. Für einen approximativen Polygonzug reduziert sich diese
Formel auf

F (capp) =
1
2 ·

nX

j=1

c1(tj�1) c2(tj)� c1(tj) c2(tj�1)

und kann als Summe von positiv und negativ gezählten Dreiecksflächen interpretiert
werden (siehe Bild).
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Herleitung: Die reduzierte Formel kann mittels folgender Rechnungen hergeleitet wer-
den. Die Formel für den approximierenden Polygonzug impliziert

F12,j :=

tjZ

tj�1

c1(t) ċ2(t) dt

=

tjZ

tj�1

✓
tj � t

tj � tj�1
c1(tj�1) +

t� tj�1

tj � tj�1
c1(tj)

◆
· c2(tj)� c2(tj�1)

tj � tj�1
dt

und wir berechnen unter Verwendung von

tjZ

tj�1

tj � t

tj � tj�1
dt =

tjZ

tj�1

t� tj�1

tj � tj�1
dt =

tj � tj�1

2

die vereinfachte Formel

F12,j =
1
2 ·
�
c1(tj) + c1(tj�1)

�
·
�
c2(tj)� c2(tj�1)

�
.

Durch Vertauschung der Koordinatenindizes 1 ! 2 erhalten wir den analogen Aus-
druck

F21,j =
1
2 ·
�
c2(tj) + c2(tj�1)

�
·
�
c1(tj)� c1(tj�1)

�
,

und mit

F (capp) =
1
2 ·

nX

j=1

�
F12,j � F21,j

�

folgt schließlich die behauptete Formel F (capp) nach einfachen Umformungen.

x1<latexit sha1_base64="AKojky6mOGQZs8aB9z1EmeXWpGg=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeCF48V7Qe0oWy2k3bpZhN2N2IJ/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiujet+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU0nGqGDZZLGLVCahGwSU2DTcCO4lCGgUC28H4Zua3H1FpHssHM0nQj+hQ8pAzaqx0/9T3+uWKW3XnIKvEy0kFcjT65a/eIGZphNIwQbXuem5i/Iwqw5nAaamXakwoG9Mhdi2VNELtZ/NTp+TMKgMSxsqWNGSu/p7IaKT1JApsZ0TNSC97M/E/r5ua8NrPuExSg5ItFoWpICYms7/JgCtkRkwsoUxxeythI6ooMzadkg3BW355lbRqVe+iWru7rNTreRxFOIFTOAcPrqAOt9CAJjAYwjO8wpsjnBfn3flYtBacfOYY/sD5/AEMZI2i</latexit>

x2<latexit sha1_base64="it4xmCsZPgjVU6aExhSqyUsJz7g=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeCF48V7Qe0oWy2m3bpZhN2J2IJ/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekEhh0HW/ncLa+sbmVnG7tLO7t39QPjxqmTjVjDdZLGPdCajhUijeRIGSdxLNaRRI3g7GNzO//ci1EbF6wEnC/YgOlQgFo2il+6d+rV+uuFV3DrJKvJxUIEejX/7qDWKWRlwhk9SYrucm6GdUo2CST0u91PCEsjEd8q6likbc+Nn81Ck5s8qAhLG2pZDM1d8TGY2MmUSB7YwojsyyNxP/87ophtd+JlSSIldssShMJcGYzP4mA6E5QzmxhDIt7K2EjaimDG06JRuCt/zyKmnVqt5FtXZ3WanX8ziKcAKncA4eXEEdbqEBTWAwhGd4hTdHOi/Ou/OxaC04+cwx/IHz+QMN6I2j</latexit>

c(tj�1)
<latexit sha1_base64="Im4J+LiuECmcmthMwK2PH69kab4=">AAACInicbZDLSgMxFIYzXmu9jbp0EyxCBS0zVVB3BTcuK9gLdIYhk2ba2MyFJCOUMM/ixldx40JRV4IPYzodQVsPBD7+/5zk5PcTRoW0rE9jYXFpeWW1tFZe39jc2jZ3dtsiTjkmLRyzmHd9JAijEWlJKhnpJpyg0Gek44+uJn7nnnBB4+hWjhPihmgQ0YBiJLXkmZfKyS/p8YHvKqtm5XU8B5ly/ADirCo9dXdiZ0eZZ1Z+TDgPdgEVUFTTM9+dfozTkEQSMyREz7YS6SrEJcWMZGUnFSRBeIQGpKcxQiERrsq3y+ChVvowiLk+kYS5+ntCoVCIcejrzhDJoZj1JuJ/Xi+VwYWraJSkkkR4+lCQMihjOMkL9iknWLKxBoQ51btCPEQcYalTLesQ7Nkvz0O7XrNPa/Wbs0qjUcRRAvvgAFSBDc5BA1yDJmgBDB7AE3gBr8aj8Wy8GR/T1gWjmNkDf8r4+gb3Q5+a</latexit>

c(tj)
<latexit sha1_base64="V5y9pRvtldqBy0qpWrkuhlspXQI=">AAACIHicbZBNS8MwGMfT+TbnW9Wjl+AQJshopzCPAy8eJ7gX6EpJs3SLS9OSpMIo/She/CpePCiiN/00Zl0F3Xwg8OP/f57kyd+PGZXKsj6N0srq2vpGebOytb2zu2fuH3RllAhMOjhikej7SBJGOekoqhjpx4Kg0Gek50+uZn7vnghJI36rpjFxQzTiNKAYKS15ZjMd5Jc4YuS7qVW38jpbgiwd+AHEWU156V12mnlm9ceCy2AXUAVFtT3zYzCMcBISrjBDUjq2FSs3RUJRzEhWGSSSxAhP0Ig4GjkKiXTTfLcMnmhlCINI6MMVzNXfEykKpZyGvu4MkRrLRW8m/uc5iQou3ZTyOFGE4/lDQcKgiuAsLTikgmDFphoQFlTvCvEYCYSVzrSiQ7AXv7wM3UbdPq83bi6qrVYRRxkcgWNQAzZogha4Bm3QARg8gCfwAl6NR+PZeDPe560lo5g5BH/K+PoG/jGfKA==</latexit>

Die durch eine planare Kurve überstrichene Fläche kann auch durch ein Integral berechnet werden. Für planare

Polygonzüge ist die entsprechende Formel äquivalent zu elementargeometrischen Argumenten, wobei die blauen bzw.

gelben Dreiecksflächen einen positiven bzw. negativen Beitrag liefern.

Beispiele

1. Für die Standardparametrisierung des Kreises vom Radius % (siehe oben) erhalten
wir

F (C) = 1
2 · %

2 ·
2⇡Z

0

�
cos (t) · cos (t) + sin (t) · sin (t)

�
dt = ⇡ · %2 .
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Durchlaufen wir den Kreis jedoch via

c(t) = % ·
✓
cos (�t)
sin (�t)

◆
=

✓
cos (t)
� sin (t)

◆
, ċ(t) = % ·

✓
� sin (t)
� cos (t)

◆

in mathematisch negativer Richtung (also gegen den Uhrzeigersinn), so gilt

F (c) = 1
2 ·

2⇡Z

0

�
� cos (t) · cos (t)� sin (t) · sin (t)

�
dt = �⇡ · %2 ,

d.h. wir erhalten den negativen Flächeninhalt.

2. Durch

c(t) =

✓
cosh (t)
sinh (t)

◆
, ċ(t) =

✓
sinh (t)
cosh (t)

◆

ist eine Parametrisierung eines Hyperbel-Astes (siehe Bild) gegeben, denn es gilt

c21(t)� c22(t) = 1 c1(t) > 0

für alle t 2 R. Wir erhalten

�Z

↵

�
c1(t) ċ2(t)� ċ1(t) c2(t)

�
dt =

�Z

↵

�
cosh2 (t)� sinh2 (t)

�
dt =

�Z

↵

1 dt = � � ↵ .

Insbesondere werden beim Durchlaufen dieser Kurve in gleichen Zeitintervallen
immer gleiche Flächen überstrichen.

3. Für die Kardioide von oben ergibt sich

F (c) = 1
2 ·

2⇡Z

0

�
1 + cos (t)

�2
dt = 1

2 ·
2⇡Z

0

�
1 + 2 cos (t) + cos2 (t)

�
dt = 3

2 · ⇡ .

*Umlaufzahl Beschreibt c eine geschlossene planare Kurve und ist ⇠ /2 C ein belie-
biger Punkt außerhalb der Kurve, so ist

wnd(c, ⇠) :=
1

2⇡
·

bZ

a

�
c1(t)� ⇠1

�
· ċ2(t)� ċ1(t) ·

�
c2(t)� ⇠2

�
�
c1(t)� ⇠1

�2
+ (c2(t)� ⇠2)

2
dt

die (ganzzahlige) Windungs- oder Umlaufzahl der Kurve C um den Punkt ⇠ (siehe
Bild).

�1
<latexit sha1_base64="RahW++/z4EGO6KwHm8UEWjkYFak=">AAAB6XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBiyWpgh4LXjxWsR/QhrLZTtqlm03Y3Qgl9B948aCIV/+RN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSK4Nq777RTW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFRS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfj25nffkKleSwfzSRBP6JDyUPOqLHSw4XXL1fcqjsHWSVeTiqQo9Evf/UGMUsjlIYJqnXXcxPjZ1QZzgROS71UY0LZmA6xa6mkEWo/m186JWdWGZAwVrakIXP190RGI60nUWA7I2pGetmbif953dSEN37GZZIalGyxKEwFMTGZvU0GXCEzYmIJZYrbWwkbUUWZseGUbAje8surpFWrepfV2v1VpV7P4yjCCZzCOXhwDXW4gwY0gUEIz/AKb87YeXHenY9Fa8HJZ47hD5zPH+SWjO4=</latexit> 0

<latexit sha1_base64="ravGwJX5RToDLcW9CG47phZuDg8=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeCF48t2A9oQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgobm1vbO8Xd0t7+weFR+fikreNUMWyxWMSqG1CNgktsGW4EdhOFNAoEdoLJ3dzvPKHSPJYPZpqgH9GR5CFn1Fip6Q7KFbfqLkDWiZeTCuRoDMpf/WHM0gilYYJq3fPcxPgZVYYzgbNSP9WYUDahI+xZKmmE2s8Wh87IhVWGJIyVLWnIQv09kdFI62kU2M6ImrFe9ebif14vNeGtn3GZpAYlWy4KU0FMTOZfkyFXyIyYWkKZ4vZWwsZUUWZsNiUbgrf68jpp16reVbXWvK7U63kcRTiDc7gED26gDvfQgBYwQHiGV3hzHp0X5935WLYWnHzmFP7A+fwBec2Mtg==</latexit>

+1
<latexit sha1_base64="MYh2j26zPwmkeH71dn5PiH1HMbs=">AAAB6XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBZBEEpSBT0WvHisYj+gDWWznbRLN5uwuxFK6D/w4kERr/4jb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ymsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjlo5TxbDJYhGrTkA1Ci6xabgR2EkU0igQ2A7GtzO//YRK81g+mkmCfkSHkoecUWOlhwuvX664VXcOskq8nFQgR6Nf/uoNYpZGKA0TVOuu5ybGz6gynAmclnqpxoSyMR1i11JJI9R+Nr90Ss6sMiBhrGxJQ+bq74mMRlpPosB2RtSM9LI3E//zuqkJb/yMyyQ1KNliUZgKYmIye5sMuEJmxMQSyhS3txI2oooyY8Mp2RC85ZdXSatW9S6rtfurSr2ex1GEEziFc/DgGupwBw1oAoMQnuEV3pyx8+K8Ox+L1oKTzxzDHzifP+GMjOw=</latexit>

+2
<latexit sha1_base64="n0hToe3c/ucIUffLimQwKz0V6Ko=">AAAB6XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBZBEEpSBT0WvHisYj+gDWWznbRLN5uwuxFK6D/w4kERr/4jb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ymsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjlo5TxbDJYhGrTkA1Ci6xabgR2EkU0igQ2A7GtzO//YRK81g+mkmCfkSHkoecUWOlh4tav1xxq+4cZJV4OalAjka//NUbxCyNUBomqNZdz02Mn1FlOBM4LfVSjQllYzrErqWSRqj9bH7plJxZZUDCWNmShszV3xMZjbSeRIHtjKgZ6WVvJv7ndVMT3vgZl0lqULLFojAVxMRk9jYZcIXMiIkllClubyVsRBVlxoZTsiF4yy+vklat6l1Wa/dXlXo9j6MIJ3AK5+DBNdThDhrQBAYhPMMrvDlj58V5dz4WrQUnnzmGP3A+fwDjEIzt</latexit>

Beispiele für die Umlaufzahl (schwarz) einer Kurve c (blau) bzgl. eines Punktes ⇠ (rot).
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Erstes (oder skalares) Kurvenintegral Ist f : D ⇢ Rm ! R eine stetige Funktion
und c : [a, b] ! D eine parametrisierte Kurve in D, so wird

Z

c

f(x) ds :=

bZ

a

f
�
c(t)

�
kċ(t)k dt 2 R

das Kurvenintegral der 1. Art von f bzgl. C genannt.

Anwendung Wir nehmen an, c beschreibt einen (dreidimensionalen, aber sehr
dünnen) Draht mit konstanter Massendichte %. Dann ist der Schwerpunkt des Drahtes
durch

X =

0

@
X1

X2

X3

1

A , Xi =

Z

c

xi ds
�Z

c

1 ds

gegeben, wobei das Nennerintegral gerade die Länge des Drahtes ist. Mit analogen
Formel in zwei Dimensionen erhalten wir für die Kardioide die Schwerpunktkoordinaten
X1 = 4/5, X2 = 0 (Nachrechnen!).

Zweites (oder vektorielles) Kurvenintegral Ist f : D ⇢ Rm ! Rm eine stetige
Funktion und c : [a, b] ! D eine parametrisierte Kurve in D, so wird

Z

c

f(x) · dx :=

bZ

a

f
�
c(t)

�
· ċ(t) dt 2 R

das Kurvenintegral der 2. Art von f bzgl. C genannt, wobei · auf der linken und der
rechten Seite das Skalarprodukt meint.

Anwendung Beschreibt c die Bahn eines geladenen Teilchens mit Ladung q und
Masse m und ist f das elektrische Feldstärke, so ist

q

Z

c

f(x) · dx

gerade die vom elektrischen Feld am Teilchen verrichtete Arbeit. Analog ist

m

Z

c

g(x) · dx

die vom Beschleunigungsfeld g (etwa Erdbeschleunigung) geleistete Arbeit.

*Wichtige Eigenschaft Beide Kurvenintegrale sind invariant unter Reparametri-
sierung, denn mit den obigen Notationen gilt

Z

c

f(x) · dx =

bZ

a

f
�
c(t)

�
· dc

dt
(t) dt =

b̃Z

ã

f
⇣
c
�
h(t̃)

�⌘
· dc

dt

�
h(t̃)

� dh
dt̃

(t̃) dt̃

=

b̃Z

ã

f
�
c̃(t̃)

�
· dc̃

dt̃
(t̃) dt̃ =

Z

c̃

f(x) · dx

Michael Herrmann: Mathematik für Elektrotechniker 1 Version vom 7.2.2020



10.3. Weitere Aspekte der Integralrechnung 257

sowie eine analoge Formel gilt für die Integrale der 1. Art. Insbesondere hängt der Wert
beider Kurvenintegrale nur von den Eigenschaften der geometrischen Kurve C und der
Abbildung f bzw. f ab.
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Kapitel 11

Fourier-Reihen

Motivation Jedes periodische Signal kann in elementare Bausteine zerlegt werden
bzw. aus diesen zusammengesetzt werden.

Vorlesung 36, 31. Januar 2019

11.1 Fourier-Reihen periodischer Funktionen

Über T -periodische Funktionen

Definition Für eine gegebene Periode T > 0 sagen wir, die Funktion f : R ! R ist
T -periodisch, falls

f(t+ T ) = f(t)

für alle t 2 R gilt.

Beobachtung Jede T -periodische Funktion ist eindeutig durch ihre Werte auf einem
halbo↵enen Intervall der Länge T , also auf einem Intervall der Bauart [t⇤, t⇤ +T ) oder
(t⇤, t⇤ + T ], definiert (siehe Bild). So gilt zum Beispiel:

f(t) =

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

. . .
f(t+ 2T ) für t⇤ � 2T  t < t⇤ � T
f(t+ T ) für t⇤ � T  t < t⇤
f(t) für t⇤  t < t⇤ + T
f(t� T ) für t⇤ + T  t < t⇤ + 2T
f(t� 2T ) für t⇤ + 2T  t < t⇤ + 3T

. . .

t⇤<latexit sha1_base64="jUvyDPVHsZar24em1gVS2p5JoEk=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSKIh5JUQY9FLx4r2g9oQ9lsN+3SzSbsToQS+hO8eFDEq7/Im//GbZuDtj4YeLw3w8y8IJHCoOt+Oyura+sbm4Wt4vbO7t5+6eCwaeJUM95gsYx1O6CGS6F4AwVK3k40p1EgeSsY3U791hPXRsTqEccJ9yM6UCIUjKKVHrB33iuV3Yo7A1kmXk7KkKPeK311+zFLI66QSWpMx3MT9DOqUTDJJ8VuanhC2YgOeMdSRSNu/Gx26oScWqVPwljbUkhm6u+JjEbGjKPAdkYUh2bRm4r/eZ0Uw2s/EypJkSs2XxSmkmBMpn+TvtCcoRxbQpkW9lbChlRThjadog3BW3x5mTSrFe+iUr2/LNdu8jgKcAwncAYeXEEN7qAODWAwgGd4hTdHOi/Ou/Mxb11x8pkj+APn8wf8O42Z</latexit>

t⇤+T
<latexit sha1_base64="xmNzSccgvNhmJCGYgPpiWAFczjE=">AAAB7nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoMgCmE3CnoMevEYIS9IljA7mSRDZmeXmV4hLPkILx4U8er3ePNvnCR70MSChqKqm+6uIJbCoOt+O7m19Y3Nrfx2YWd3b/+geHjUNFGiGW+wSEa6HVDDpVC8gQIlb8ea0zCQvBWM72d+64lrIyJVx0nM/ZAOlRgIRtFKLexdpJfTeq9YcsvuHGSVeBkpQYZar/jV7UcsCblCJqkxHc+N0U+pRsEknxa6ieExZWM65B1LFQ258dP5uVNyZpU+GUTalkIyV39PpDQ0ZhIGtjOkODLL3kz8z+skOLj1U6HiBLlii0WDRBKMyOx30heaM5QTSyjTwt5K2IhqytAmVLAheMsvr5JmpexdlSuP16XqXRZHHk7gFM7BgxuowgPUoAEMxvAMr/DmxM6L8+58LFpzTjZzDH/gfP4AzqiPOA==</latexit>

t⇤�T
<latexit sha1_base64="iOBNHAW0CqMRdNdbQpFiEtNvhlU=">AAAB7nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoMggmE3CnoMevEYIS9IljA7mSRDZmeXmV4hLPkILx4U8er3ePNvnCR70MSChqKqm+6uIJbCoOt+O7m19Y3Nrfx2YWd3b/+geHjUNFGiGW+wSEa6HVDDpVC8gQIlb8ea0zCQvBWM72d+64lrIyJVx0nM/ZAOlRgIRtFKLexdpJfTeq9YcsvuHGSVeBkpQYZar/jV7UcsCblCJqkxHc+N0U+pRsEknxa6ieExZWM65B1LFQ258dP5uVNyZpU+GUTalkIyV39PpDQ0ZhIGtjOkODLL3kz8z+skOLj1U6HiBLlii0WDRBKMyOx30heaM5QTSyjTwt5K2IhqytAmVLAheMsvr5JmpexdlSuP16XqXRZHHk7gFM7BgxuowgPUoAEMxvAMr/DmxM6L8+58LFpzTjZzDH/gfP4A0bSPOg==</latexit>

t⇤+2T
<latexit sha1_base64="lZyNkhlw2F2WHy6M6PvbXkbRyYc=">AAAB73icbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBBEIexGQY9BLx4j5AXJEmYnk2TI7Ow60yuEJT/hxYMiXv0db/6Nk2QPmljQUFR1090VxFIYdN1vZ2V1bX1jM7eV397Z3dsvHBw2TJRoxusskpFuBdRwKRSvo0DJW7HmNAwkbwaju6nffOLaiEjVcBxzP6QDJfqCUbRSC7vn6cWkXOsWim7JnYEsEy8jRchQ7Ra+Or2IJSFXyCQ1pu25Mfop1SiY5JN8JzE8pmxEB7xtqaIhN346u3dCTq3SI/1I21JIZurviZSGxozDwHaGFIdm0ZuK/3ntBPs3fipUnCBXbL6on0iCEZk+T3pCc4ZybAllWthbCRtSTRnaiPI2BG/x5WXSKJe8y1L54apYuc3iyMExnMAZeHANFbiHKtSBgYRneIU359F5cd6dj3nripPNHMEfOJ8/QcGPdA==</latexit>

t⇤�2T
<latexit sha1_base64="Bu9amxizeMoa5Lu8mOs0a5ov9Es=">AAAB73icbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBBEMOxGQY9BLx4j5AXJEmYnk2TI7Ow60yuEJT/hxYMiXv0db/6Nk2QPmljQUFR1090VxFIYdN1vZ2V1bX1jM7eV397Z3dsvHBw2TJRoxusskpFuBdRwKRSvo0DJW7HmNAwkbwaju6nffOLaiEjVcBxzP6QDJfqCUbRSC7vn6cWkXOsWim7JnYEsEy8jRchQ7Ra+Or2IJSFXyCQ1pu25Mfop1SiY5JN8JzE8pmxEB7xtqaIhN346u3dCTq3SI/1I21JIZurviZSGxozDwHaGFIdm0ZuK/3ntBPs3fipUnCBXbL6on0iCEZk+T3pCc4ZybAllWthbCRtSTRnaiPI2BG/x5WXSKJe8y1L54apYuc3iyMExnMAZeHANFbiHKtSBgYRneIU359F5cd6dj3nripPNHMEfOJ8/RM+Pdg==</latexit>

t⇤+3T
<latexit sha1_base64="cepAFUU7syh1+Tkkk3PiwMgMC1M=">AAAB73icbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoMgCmE3EfQY9OIxQl6QLGF2MpsMmX040yuEJT/hxYMiXv0db/6Nk2QPmljQUFR1093lxVJotO1vK7e2vrG5ld8u7Ozu7R8UD49aOkoU400WyUh1PKq5FCFvokDJO7HiNPAkb3vju5nffuJKiyhs4CTmbkCHofAFo2ikDvYv0stptdEvluyyPQdZJU5GSpCh3i9+9QYRSwIeIpNU665jx+imVKFgkk8LvUTzmLIxHfKuoSENuHbT+b1TcmaUAfEjZSpEMld/T6Q00HoSeKYzoDjSy95M/M/rJujfuKkI4wR5yBaL/EQSjMjseTIQijOUE0MoU8LcStiIKsrQRFQwITjLL6+SVqXsVMuVh6tS7TaLIw8ncArn4MA11OAe6tAEBhKe4RXerEfrxXq3PhatOSubOYY/sD5/AENGj3U=</latexit>

t
<latexit sha1_base64="btWuKJH9/rrCxCKL5tGKBdwWU5A=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeiF48t2FpoQ9lsN+3azSbsToQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IJHCoOt+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjUNnGqGW+xWMa6E1DDpVC8hQIl7ySa0yiQ/CEY3878hyeujYjVPU4S7kd0qEQoGEUrNbFfrrhVdw6ySrycVCBHo1/+6g1ilkZcIZPUmK7nJuhnVKNgkk9LvdTwhLIxHfKupYpG3PjZ/NApObPKgISxtqWQzNXfExmNjJlEge2MKI7MsjcT//O6KYbXfiZUkiJXbLEoTCXBmMy+JgOhOUM5sYQyLeythI2opgxtNiUbgrf88ipp16reRbXWvKzUb/I4inACp3AOHlxBHe6gAS1gwOEZXuHNeXRenHfnY9FacPKZY/gD5/MH4XeM/A==</latexit>

f(t)
<latexit sha1_base64="okRe8T99qY7bfUX90n2VlhPRkyo=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBahXkpSBT0WvXisYGuhDWWz3bRLN5uwOxFK6V/w4kERr/4hb/4bN20O2vpg4PHeDDPzgkQKg6777RTW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFR28SpZrzFYhnrTkANl0LxFgqUvJNoTqNA8sdgfJv5j09cGxGrB5wk3I/oUIlQMIqZFFbxvF+uuDV3DrJKvJxUIEezX/7qDWKWRlwhk9SYrucm6E+pRsEkn5V6qeEJZWM65F1LFY248afzW2fkzCoDEsbalkIyV39PTGlkzCQKbGdEcWSWvUz8z+umGF77U6GSFLlii0VhKgnGJHucDITmDOXEEsq0sLcSNqKaMrTxlGwI3vLLq6Rdr3kXtfr9ZaVxk8dRhBM4hSp4cAUNuIMmtIDBCJ7hFd6cyHlx3p2PRWvByWeO4Q+czx9nmY3R</latexit>

Zur T -periodischen Fortsetzung einer auf dem Intervall [t⇤, t⇤ + T ) (rot) gegebenen Funktion. Beachte, dass durch die

Fortsetzung Unstetigkeiten entstehen können.

259



260 11. Fourier-Reihen

Lemma (Nützliche Integralformeln) Für jede T -periodische Funktion gilt

t⇤+TZ

t⇤

f(t) dt =

TZ

0

f(t) dt =

T/2Z

�T/2

f(t) dt ,

nTZ

0

f(t) dt = n

TZ

0

f(t) dt ,

sofern auch nur eines der Integrale wohldefiniert ist.

Beweis : Wir bemerken zunächst, dass wegen

d

dt⇤

t⇤+TZ

t⇤

f(t) dt = f(t⇤ + T )� f(t⇤) = 0 ,

das Integral auf der linken Seite nicht von t⇤ abhängt. Außerdem gilt

nTZ

0

f(t) dt =
nX

i=1

i TZ

(i�1)T

f(t) dt =
nX

i=1

TZ

0

f
�
t̃+ (i� 1)T

�
dt̃ =

nX

i=1

TZ

0

f
�
t̃
�
dt̃ ,

wobei wir im i-ten Teilintegral t = t̃+ (i+ 1)T substituiert und die Periodizität von f
eingesetzt haben.

Harmonische Funktionen als Bausteine periodischer Funktionen Die Funk-
tionen

1 = cos (0! t) , cos (m! t) , sin (m! t)

mit m 2 N = {1, 2, 3, . . .} sind alle T -periodisch, sofern die Kreisfrequenz durch

! :=
2⇡

T

festgelegt ist (siehe Bild).

0 T 2T
-1

0

1
Kosinus-Bausteine

0 T 2T
-1

0

1
Sinus-Bausteine

Die harmonischen Funktionen für m = 1 (grün), m = 2 (gelb), m = 3 (blau) und die konstante Funktion (rot).

Michael Herrmann: Mathematik für Elektrotechniker 1 Version vom 7.2.2020



11.1. Fourier-Reihen periodischer Funktionen 261

Durch Nachrechnen im Reellen (oder im Komplexen wie weiter unten) verifizieren wir
die sogenannten Orthogonalitätsrelationen

TZ

0

1 · 1 dt = T ,

TZ

0

1 · cos (m! t) dt = 0 ,

TZ

0

1 · sin (m! t) dt = 0

sowie

TZ

0

sin (m! t) · sin(l ! t) · dt =
TZ

0

cos (m! t) · cos(l ! t) · dt = 1
2 · T · �ml

und

TZ

0

cos (k ! t) · sin(l ! t) · dt = 0 .

Hierbei sind m, l 2 N beliebig und

�ml =

⇢
1 für m = l ,
0 für m 6= l

ist wieder das Kronecker-Delta. Diese Relationen sind sehr wichtig und beschreiben,
dass die harmonischen Funktionen paarweise senkrecht aufeinander stehen, wobei ein
geeigneter Vektorraum (der sogenannte Lebesguesche Funktionenraum L

2) sowie das
Skalarprodukt

hu, vi = 1

T

TZ

0

u(t)v(t) dt

zu Grunde liegen. Wir werden zwar die Formeln benutzen, aber von dem abstrakten
Setting keinen weiteren Gebrauch machen.

Grundkonzept Die zentrale Idee der Fourier-Analysis ist, dass sich jede hinreichend
gute T -periodische Funktion als Reihe

f(t) =
a0
2

+
1X

m=1

am cos
�
m! t

�
+

1X

m=1

bm sin (m! t)

mit geeigneten Koe�zienten am und bm schreiben lässt.

Fragen Für welche Funktion f ist die Reihendarstellung möglich? Und wenn ja, wie
berechnen sich die Koe�zienten?

Notwendige Bedingungen Die zweite Frage können wir vergleichsweise einfach
beantworten: Wir multiplizieren beide Seiten der Reihendarstellung mit einer der
harmonischen Funktionen, integrieren über eine Periodenlänge, vertauschen Integra-
tion und Reihenbildung (obwohl man streng genommen erst rechtfertigen muss, dass
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man das wirklich darf), und setzen die Orthogonalitätsrelationen ein. Für den konstan-
ten Baustein ergibt sich

TZ

0

f(t) · 1 dt = a0
2

TZ

0

dt+
1X

m=1

am

TZ

0

cos
�
m! t

�
dt+

1X

m=1

bm

TZ

0

sin (m! t) dt

=
a0
2
T +

1X

m=0

am · 0 +
1X

m=1

bm · 0 = 1
2 · a0 · T

und damit eine notwendige Bedingung für a0. Für den l-ten Kosinus erhalten wir

TZ

0

f(t) cos (l ! t) dt =
a0
2

TZ

0

cos (l ! t) dt+
1X

m=1

am

TZ

0

cos
�
m! t

�
· cos (l ! t) dt

+
1X

m=1

bm

TZ

0

sin (m! t) · cos (l ! t) dt

= 1
2 · a0 · 0 +

1
2 · T ·

X

m=0

am · �ml +
1X

m=1

bm · 0

= 1
2 · T · al

und mit dem l-ten Sinus analog

TZ

0

f(t) sin (l ! t) dt = 1
2 · T · bl .

Fourier-Koe�zienten und Fourier-Polynome Wir betrachten nun die notwen-
digen Bedingungen als Definition der Koe�zienten, d.h. wir setzen

a0 :=
2

T

TZ

0

f(t) dt , am :=
2

T

TZ

0

f(t) cos (m! t) dt , bm :=
2

T

TZ

0

f(t) sin (m! t) dt

für jedes m 2 N, und definieren

FN(t) :=
a0
2

+
NX

m=1

am cos
�
m! t

�
+

NX

m=1

bm sin
�
m! t

�
.

Beachte, dass FN für jedes N 2 N unendlich oft stetig di↵erenzierbar und T -periodisch
ist. Außerdem kann man mit den Additionstheoremen

sin (2! t) = sin (! t) cos (! t) , cos (2! t) = cos2 (! t)� sin2 (! t) , usw.

zeigen, dass jede Funktion FN sich als trigonometrisches Polynom schreiben lässt, d.h
als Linearkombination von Produkten/Potenzen von sin (!t) und cos (!t). Die genauen
Formeln interessieren uns hier aber nicht.

Notation Manchmal schreibt man Ff,n(t) und af,m, bf,m statt Fn(t) und am, bm, um
die Abhängigkeit von f deutlich zu machen.
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Fragen Wir können nun für jede feste Funktion f die Fragen von oben wie folgt
erweitern:

1. Für welche Werte von t existiert der Limes F1(t) = limn!1 Fn(t) und wie
schnell/langsam ist die Konvergenz?

2. Für welche Werte von t gilt F1(t) = f(t)?

Wir wollen nun zunächst einige Beispiele rechnen, wobei in diesen Beispielen immer
T = 2⇡ und damit ! = 1 gilt.

Die Sägezahnfunktion Wir definieren f als 2⇡-periodische Fortsetzung von

f(t) := 1
2

�
⇡ � t

�
für 0 < t < 2 ⇡ , f(0) = 0 ,

wobei der Wert von f(0) nicht wirklich wichtig ist.

-� 0 � 2� 3� 4� 5�

-�
2

�
2

0

Graph von f

-� 0 � 2� 3� 4� 5�

-�
2

�
2

0

Graphen von f und F2

-� 0 � 2� 3� 4� 5�

-�
2

�
2

0

Graphen von f und F4

-� 0 � 2� 3� 4� 5�

-�
2

�
2

0

Graphen von f und F6

-� 0 � 2� 3� 4� 5�

-�
2

�
2

0

Graphen von f und F8

-� 0 � 2� 3� 4� 5�

-�
2

�
2

0

Graphen von f und F10

Beispiel 1: Die Sägezahnfunktion.

Da f ungerade ist (d.h. f(x) = �f(�x)) ergibt sich (siehe auch das Lemma oben)

a0 =
1

⇡

+⇡Z

�⇡

f(t) dt = 0

sowie

am =
1

⇡

2⇡Z

0

f(t) cos (mt) dt =
1

⇡

+⇡Z

�⇡

f(t) cos (mt) dt = 0 ,

weil der Integrand als Produkt einer geraden und einer ungeraden Funktion selbst
ungerade ist. Außerdem gilt

bm =
1

⇡

2⇡Z

0

f(t) sin (mt) dt =
1

⇡

2⇡Z

0

1
2

�
⇡ � t

�
sin (mt) dt

= � 1

2⇡

2⇡Z

0

t sin (mt) dt =
1

2⇡

h
t
cos (mt)

m

it=2⇡

t=0
� 1

2⇡

2⇡Z

0

cos (mt)

m
dt

=
1

2⇡

h
t
cos (mt)

m

i
6t = 2⇡ =

1

m
,
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und wir erhalten

F1(t) = sin (t) +
sin (2t)

2
+

sin (3t)

3
+

sin (4t)

4
+ . . .

als explizite Formel für die Fourier-Reihe von f sowie die entsprechenden Ausdrücke
für die Partialsummen FN(t) (siehe Bild).

Rechteckschwingung Für die 2⇡-periodische Funktion f mit

f(t) := +1 für 0 < t < ⇡ , f(t) := �1 für ⇡ < t < 2⇡ , f(0) := f(⇡) := 0 ,

gilt wieder

a0 = 0 , am = 0

für alle m 2 N, da f ungerade ist (siehe Bild). Des Weiteren berechnen wir

bm =
1

⇡

+⇡Z

�⇡

f(t) sin (mt) dt = � 1

⇡

0Z

�⇡

sin (mt) dt+
1

⇡

+⇡Z

0

sin (mt) dt

=
hcos (mt)

m ⇡

it=0

t=�⇡

�
hcos (mt)

m ⇡

it=+⇡

t=0
=

2

m ⇡
� 2 cos (m ⇡)

m ⇡

=
4

m ⇡

⇢
1 für m ungerade
0 für m gerade

und erhalten

F1(t) =
4 sin (t)

⇡
+

4 sin (3 t)

3 ⇡
+

4 sin (5 t)

5 ⇡
+ . . . .

-� 0 � 2� 3� 4� 5�

-1

1

0

Graph von f

-� 0 � 2� 3� 4� 5�

-1

1

0

Graphen von f und F1

-� 0 � 2� 3� 4� 5�

-1

1

0

Graphen von f und F3

-� 0 � 2� 3� 4� 5�

-1

1

0

Graphen von f und F5

-� 0 � 2� 3� 4� 5�

-1

1

0

Graphen von f und F7

-� 0 � 2� 3� 4� 5�

-1

1

0

Graphen von f und F9

Beispiel 2: Die Rechteckschwingung.

Nebenresultat Es gilt

F1

⇣⇡
2

⌘
=

4

⇡

✓
1

1
� 1

3
+

1

5
� 1

7
+ . . .

◆
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und, wie wir unten werden unten sehen, auch f(⇡/2) = F1(⇡/2). Durch Einsetzen und
Umformen erhalten wir

1X

n=0

(�1)n

2n+ 1
=
⇡

4
f
⇣⇡
2

⌘
=
⇡

4
.

Ganz allgemein gilt: Durch das Studium von Fourier-Reihen können viele exakte Sum-
menformeln für Reihen abgeleitet werden, obwohl das weder die ursprüngliche Motiva-
tion noch die wichtigste Anwendung die Theorie ist.

Periodisch fortgesetzte Parabel Die 2⇡-periodische Forstzung von

f(t) = t2 für � ⇡  t < ⇡

ist gerade (siehe Bild), d.h., diesmal gilt

bm =
1

⇡

+⇡Z

�⇡

f(t) sin (mt) dt = 0 ,

und eine direkte Rechnung zeigt

a0 =
1

⇡

+⇡Z

�⇡

t2 dt =
2

⇡

+⇡Z

0

t2 dt =


2t3

3 ⇡
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= 2
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Beispiel 3: Die periodische Fortsetzung der Parabel.

Eine zweifache partielle Integration liefert außerdem
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2
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,

und wir erhalten
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266 11. Fourier-Reihen

Nebenresultat Kombinieren wir

F1(⇡) =
⇡2

3
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+ . . .

mit F1(⇡) = f(⇡) (siehe unten), so erhalten wir die klassische Formel
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Beispiel 4: 2⇡-periodische Funktion f(t) = exp
�
sin (t) + cos (3t)

�
mit numerisch berechneten Fourier-Koe�zienten.
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Beispiel 5: 2⇡-periodische Funktion f(t) = cos
�
sin (2t) + ⇡ cos (t)

�
mit numerisch berechneten Fourier-Koe�zienten.

Vorlesung 37, 03. Februar 2019

Paritätseigenschaften Ist f gerade bzw. ungerade, d.h. gilt

f(t) = +f(�t) bzw. f(t) = �f(�t) für alle t 2 R ,
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11.1. Fourier-Reihen periodischer Funktionen 267

so rechnet man leicht nach, dass

am =
4

T

T/2Z

0

cos (m! t)f(t) dt und bm = 0

bzw.

am = 0 und bm =
4

T

T/2Z

0

sin (m! t)f(t) dt

gilt, wobei m 2 N0 jeweils beliebig ist.

Spektraldarstellung Man kann auch mit dem Ansatz

am cos (m! t) + bm sin (m! t) = %m sin (m! t+ ✓m)

die Fourier-Approximationen der Funktion f in der Form

T1(t) = 1
2 a0 +

1X

m=1

%m sin (m! t+ ✓m)

schreiben, wobei einfache Rechnungen zeigen, dass
✓
am
bm

◆
= %m

✓
sin (✓m)
cos (✓m)

◆

bzw.

%m =
p
a2
m
+ b2

m
, tan (✓m) =

bm
am

gelten muss. Man plottet nun oftmals die Größe %m bzw. ✓m über m und spricht vom
Amplitudenspektrum bzw. Phasenspektrum von f .

Beispiele

1. Für die Sägezahnfunktion und die Rechtecksspannung ergibt sich unmittelbar
%m = bm, ✓m = 0 und für die periodische Fortsetzung der Parabel gilt %m = m,
✓m = ±⇡/2.

2. Für die Beispiele 4 und 5 können die Spektren numerisch berechnet werden (siehe
Bild).
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Das Amplitudenspektrum (grün) und das Phasenspektrum (rot) für die Beispiel 4 (links) und 5 (rechts). Beachte, dass

in beiden Beispielen die (nichtnegative) Amplitude %m für m ! 1 sehr schnell (nämlich exponentiell) abklingt. Der

Grund ist, dass die jeweilige Funktion f als Potenzreihe geschrieben werden kann und damit insbesondere unendlich

oft di↵erenzierbar ist. Die Phase ✓m hat aber kein Vorzeichen und klingt auch nicht ab.
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Die Spektren für die Beispiele 2 und 3, wobei die Amplitude aufgrund des Sprunges bzw. des Knickes der Funktion f

nur vergleichsweise langsam (nämlich nur polynomiell in m) abklingt.

11.2 Elemente der Theorie

Die komplexe Variante Mit elementaren Umformungen zeigen wir, dass die
Fourier-Approximation FN auch als

FN(t) =
+NX

j=�N

�j exp (+i j ! t)

geschrieben werden kann, wobei der Index j 2 Z nun eine ganze Zahl ist und der
Koe�zient

�j =
1

T

TZ

0

f(t) exp (�i j ! t) dt

Werte in C annimmt. In der Tat, die Formel für �j kombiniert mit der Euler-Formel
und den Eigenschaften von Integralen liefert

�0 =
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2
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2
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2

für alle m 2 N und insgesamt erhalten wir mit
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NX
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die behauptete Gleichheit der beiden Formeln für FN (sowohl für N 2 N als auch im
Grenzfall N = 1). Des Weiteren gelten die Orthogonalitätsrelationen

1

T
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0

exp
�
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�
exp (in! t) dt =
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! T
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11.2. Elemente der Theorie 269

wobei wir in der Integralberechnung s = ! t substituiert haben. Mit dieser Identität
und der Euler-Formel können leicht die reellen Orthogonalitätsrelationen nachgeprüft
werden werden. Außerdem können wir die Parsevalsche Gleichung

1

T

TZ

0

��f(t)
��2 dt =

1X

j=�1

|�j|2

herleiten, die eine wesentliche Rolle in der Theorie der Fourier-Reihen spielt.

Interpretation Die komplexen Bausteine exp (i j ! t) bilden eine orthonormale
Basis im unendlich-dimensionalen und komplexen Vektorraum der T -periodischen
Funktionen, wobei das entsprechende Skalarprodukt zweier T -periodischer Funktionen
u, v : R ! C durch

hu, vi = 1

T

TZ

0

u(t)v(t) dt

gegeben ist. Die Parsevalsche Ungleichung ist dann gerade die entsprechende Variante
des Satzes von Pythagoras (vgl. dazu die analoge endlich-dimensionale Diskussion in
Abschitt §5.2).

Bemerkung

1. Die komplexe Variante kann auch auf Funktionen f : R ! C angewendet werden.

2. In der Mathematik schreibt man statt �j auch f̂j und bezeichnet die doppelt-
unendliche Folge (f̂j)j2Z als die Fourier-Transformierte von f . Insbesondere ent-
spricht jeder T -periodischen Funktion f : R ! C eine Funktion f̂ : Z ! C und
umgekehrt. Dieses Konzept kann dann auch sehr viel allgemeiner gefasst wer-
den. Schlagworte sind hier diskrete oder kontinuierliche Fourier-Transformation,
Fourier-Integrale, abstrakte harmonische Analysis.

3. Es hat sich leider weder in der Mathematik noch in den Anwendungswissenschaf-
ten eine einheitliche Notation für Fourier-Reihen (und allgemeiner für die soge-
nannten Fourier-Methoden) herausgebildet, sondern Formeln, Sprechweisen, Nor-
mierungen usw. variieren in der Literatur zum Teil stark. Die zugrunde liegende
Idee ist aber immer dieselbe: Eine Funktion/ein Signal wird in seine harmonischen
Bausteine zerlegt.

4. Fourier-Methoden sind extrem wichtig, sowohl in der Mathematik als auch in
den Natur- und Ingenieurwissenschaften. In der Quantenmechanik beschreibt die
Fourier-Transformation zum Beispiel den Welle-Teilchen-Dualismus und die da-
mit verbundene Heisenbergsche Unschärferelation.

Konvergenz der Fourier-Reihe Wir formulieren nun das wesentliche Konvergenz-
resultat, dessen Beweis allerdings im Rahmen dieser Vorlesungsreihe nicht gegeben
werden kann.
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270 11. Fourier-Reihen

Theorem (Hauptsatz über Fourier-Reihen) Sei f beschränkt und stückweise
stetig di↵erenzierbar, so dass in jeder Unstetigkeitsstelle t via

f(t± 0) := lim
"&0

f(t± ")

der linksseitige Grenzwert f(t� 0) und der rechtsseitige Grenzwert f(t+ 0) existiert.

1. (Existenz des punktweisen Grenzwertes) Für jedes t 2 R gilt

FN(t)
N!1������! f(t� 0) + f(t+ 0)

2
,

wobei f(t� 0) = f(t+ 0) = f(t) in jeder Stetigkeitsstelle t 2 R gilt.

2. (Lokal gleichmäßige Konvergenz im Stetigkeitsbereich) Ist f stetig auf dem o↵e-
nen Intervall I, so gilt

sup
t2K

��FN(t)� f(t)
�� N!1������! 0

für jedes kompakte Intervall K ⇢ I.

3. (Konvergenz im Integralsinn) Es gilt

��Fn � f
��
p
:=

0

@
TZ

0

��FN(t)� f(t)
��p dt

1

A
1/p

N!1������! 0

für jeden Exponenten p mit 1  p < 1.

Folgerung Die Fourier-Reihe F1 ist an jeder Stelle t 2 R wohldefiniert mit

F1(t) =
f(t� 0) + f(t+ 0)

2
.

Außerdem gilt

TZ

0

��F1(t)� f(t)
�� dt = 0

sowie F1(t) = f(t) in jeder Stetigkeitsstelle t.
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Der Approximationsfehler EN = FN � f als Funktion von t für die Beispiele 2 (oben) und 5 (unten). Beachte, dass die
Konvergenz in Beispiel 2 deutlich schlechter als in Beispiel 5 ist, da die Funktion f in Beispiel 2 einen Sprung aufweist

und in Beispiel 5 unendlich oft di↵erenzierbar ist.

kF3 � fk1 kF5 � fk1 kF7 � fk1 kF9 � fk1
Beispiel 2 1.371 1.026 0.829 0.700
Beispiel 5 1.147 0.575 0.145 0.024
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11.2. Elemente der Theorie 271

Bemerkung Der Approximationsfehler EN := Fn � f ist zunächst auch eine T -
periodische Funktion und konvergiert für N ! 1 auf drei verschiedene Art und Weisen
(die Konvergenz von Funktionenfolgen ist subtiler als die Konvergenz von Zahlenfolgen,
weil es verschiedene, nicht-äquivalente Konvergenzbegri↵e gibt).

Di↵erentiation Ist f stetig di↵erenzierbar, so gilt auch

ḟ(t) =
1X

m=1

bm m! cos (m! t)�
1X

m=1

am m! sin (m! t) ,

d.h. Fourier-Reihen dürfen gliedweise di↵erenziert werden und die Fourier-Koe�zienten
der Ableitung ḟ können aus denen für f berechnet werden. Analog gilt

f̈(t) = �
1X

m=1

am m2 !2 cos (m! t)�
1X

m=1

bm m2 !2 sin (m! t) ,

sofern die zweite Ableitung f̈ überall existiert. Ganz allgemein kann man sagen: Aus
den Fourier-Koe�zienten von f können sehr leicht die Fourier-Koe�zienten aller Ab-
leitungen von f berechnet werden (sofern diese existieren).

Bemerkung : Auch Stammfunktionen können gliedweise berechnet werden.

*Konvergenzgeschwindigkeit Es gilt die Faustregel: Je mehr Ableitungen von f
existieren, umso besser ist die Konvergenz für N ! 1. Quantitative Abschätzungen
können dabei aus der Parsevalschen Gleichung mit Hilfe des komplexen Kalküls ge-
wonnen werden. Ist zum Beispiel f insgesamt K-mal stetig di↵erenzierbar, so gilt

1X

m=1

�
%m ·mK

�2
= CK < 1 , %m =

q
|am|2 + |bm|2

für eine Konstante CK , die von F und K abhängt. Insbesondere müssen %m — bzw.
sowohl |am| als auch |bm| — im Limes m ! 1 mindestens so schnell wie

p
CK/mK

abklingen, und diese Schranke ist asymptotisch für große K besser als für kleine K.

*Gibbs-Phänomen Wir wollen das problematische Konvergenzverhalten in der
Nähe von Unstetigkeitsstellen noch genauer untersuchen und betrachten dazu das pro-
totypische Beispiel der Sägezahnfunktion mit Fehler

EN(t) = FN(t)� f(t) = 1
2 (t� ⇡) +

NX

n=1

sin (nt)

n
.

Die Ableitung kann nun sowohl durch

ĖN(t) =
1
2 +

NX

n=1

cos (nt)

als auch durch

ĖN(t) =
sin
⇣�

N + 1
2

�
t
⌘

2 sin
�
1
2 t
�
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272 11. Fourier-Reihen

berechnet werden, wobei die Gleichheit der Formeln aus den Additionstheoremen her-
geleitet werden kann. Insbesondere kann man zeigen, dass

tN =
⇡

N + 1
2

das erste lokale Extremum von FN in Intervall (0, 1) ist, und wir erhalten

EN(tN) =

tNZ

0

ĖN(t) dt�
⇡

2
=

⇡Z

0

sin (u)

u

u/(2N + 1)

sin (u/(2N + 1))
du� ⇡

2
,

wobei wir die Substitution u =
�
N + 1

2

�
t verwendet haben. Nach l’Hospital (für festes

u angewendet auf die N -Abhängigkeit) gilt nun

EN(tN)
N!1�����!

⇡Z

0

sin (u)

u
du� ⇡

2
= Si(⇡)� ⇡

2
⇡ 0.1789 f(0 + 0) .

Oder anders gesagt: Die Approximationen FN überschwingen für jedes N die Funk-

tion f , wobei für große N die Stärke dieses Überschwingens ca. 18% beträgt. Diese
Erkenntnis wird als Gibbs-Phänomen bezeichnet. Es tritt bei jedem N auf, und zwar
nicht nur für die Sägezahnfunktion, sondern analog auch für jede andere Funktion f
an jeder ihrer Unstetigkeitsstellen.
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Das Gibbs-Phänomen in Beispiel 1. Die Höhe des dunklen Streifens ist 18% der Höhe des hellen Streifens.

Vorlesung 38, 05. Februar 2019

Anwendung RC-Tiefpass

Uin
<latexit sha1_base64="3oewWquNzkYpaKXMh4WnLzKMU5k=">AAAB8XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeiF48VTFtsQ9lsN+3S3U3Y3Qgl9F948aCIV/+NN/+N2zQHbX0w8Hhvhpl5YcKZNq777ZTW1jc2t8rblZ3dvf2D6uFRW8epItQnMY9VN8Saciapb5jhtJsoikXIaSec3M79zhNVmsXywUwTGgg8kixiBBsrPfqDrK8EYnI2qNbcupsDrRKvIDUo0BpUv/rDmKSCSkM41rrnuYkJMqwMI5zOKv1U0wSTCR7RnqUSC6qDLL94hs6sMkRRrGxJg3L190SGhdZTEdpOgc1YL3tz8T+vl5roOsiYTFJDJVksilKOTIzm76MhU5QYPrUEE8XsrYiMscLE2JAqNgRv+eVV0m7UvYt64/6y1rwp4ijDCZzCOXhwBU24gxb4QEDCM7zCm6OdF+fd+Vi0lpxi5hj+wPn8AWvckMA=</latexit>

Uout
<latexit sha1_base64="asT8g2mFS2Evdvd1iWbJM1NS0m0=">AAAB8nicbVDLSgNBEJz1GeMr6tHLYBA8hd0o6DHoxWMENwkkS5idzCZD5rHM9AphyWd48aCIV7/Gm3/jJNmDJhY0FFXddHfFqeAWfP/bW1vf2NzaLu2Ud/f2Dw4rR8ctqzNDWUi10KYTE8sEVywEDoJ1UsOIjAVrx+O7md9+YsZyrR5hkrJIkqHiCacEnNQN+3nPSKwzmPYrVb/mz4FXSVCQKirQ7Fe+egNNM8kUUEGs7QZ+ClFODHAq2LTcyyxLCR2TIes6qohkNsrnJ0/xuVMGONHGlQI8V39P5ERaO5Gx65QERnbZm4n/ed0Mkpso5yrNgCm6WJRkAoPGs//xgBtGQUwcIdRwdyumI2IIBZdS2YUQLL+8Slr1WnBZqz9cVRu3RRwldIrO0AUK0DVqoHvURCGiSKNn9IrePPBevHfvY9G65hUzJ+gPvM8fWFqRSw==</latexit>

Uin
<latexit sha1_base64="3oewWquNzkYpaKXMh4WnLzKMU5k=">AAAB8XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeiF48VTFtsQ9lsN+3S3U3Y3Qgl9F948aCIV/+NN/+N2zQHbX0w8Hhvhpl5YcKZNq777ZTW1jc2t8rblZ3dvf2D6uFRW8epItQnMY9VN8Saciapb5jhtJsoikXIaSec3M79zhNVmsXywUwTGgg8kixiBBsrPfqDrK8EYnI2qNbcupsDrRKvIDUo0BpUv/rDmKSCSkM41rrnuYkJMqwMI5zOKv1U0wSTCR7RnqUSC6qDLL94hs6sMkRRrGxJg3L190SGhdZTEdpOgc1YL3tz8T+vl5roOsiYTFJDJVksilKOTIzm76MhU5QYPrUEE8XsrYiMscLE2JAqNgRv+eVV0m7UvYt64/6y1rwp4ijDCZzCOXhwBU24gxb4QEDCM7zCm6OdF+fd+Vi0lpxi5hj+wPn8AWvckMA=</latexit>

Uout
<latexit sha1_base64="asT8g2mFS2Evdvd1iWbJM1NS0m0=">AAAB8nicbVDLSgNBEJz1GeMr6tHLYBA8hd0o6DHoxWMENwkkS5idzCZD5rHM9AphyWd48aCIV7/Gm3/jJNmDJhY0FFXddHfFqeAWfP/bW1vf2NzaLu2Ud/f2Dw4rR8ctqzNDWUi10KYTE8sEVywEDoJ1UsOIjAVrx+O7md9+YsZyrR5hkrJIkqHiCacEnNQN+3nPSKwzmPYrVb/mz4FXSVCQKirQ7Fe+egNNM8kUUEGs7QZ+ClFODHAq2LTcyyxLCR2TIes6qohkNsrnJ0/xuVMGONHGlQI8V39P5ERaO5Gx65QERnbZm4n/ed0Mkpso5yrNgCm6WJRkAoPGs//xgBtGQUwcIdRwdyumI2IIBZdS2YUQLL+8Slr1WnBZqz9cVRu3RRwldIrO0AUK0DVqoHvURCGiSKNn9IrePPBevHfvY9G65hUzJ+gPvM8fWFqRSw==</latexit>C

<latexit sha1_base64="re76Zkt0iSC9uIARbCEdpPGTKdg=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbRRI9ELh4hkUcCGzI79MLI7OxmZtaEEL7AiweN8eonefNvHGAPClbSSaWqO91dQSK4Nq777eQ2Nre2d/K7hb39g8Oj4vFJS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfj2txvP6HSPJYPZpKgH9Gh5CFn1FipUesXS27ZXYCsEy8jJchQ7xe/eoOYpRFKwwTVuuu5ifGnVBnOBM4KvVRjQtmYDrFrqaQRan+6OHRGLqwyIGGsbElDFurviSmNtJ5Ege2MqBnpVW8u/ud1UxPe+lMuk9SgZMtFYSqIicn8azLgCpkRE0soU9zeStiIKsqMzaZgQ/BWX14nrUrZuypXGtel6l0WRx7O4BwuwYMbqMI91KEJDBCe4RXenEfnxXl3PpatOSebOYU/cD5/AJczjMs=</latexit>

R
<latexit sha1_base64="cVRUNBy/RTcU6LUbsjbBwonoaeo=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbRRI9ELx7ByCOBDZkdemFkdnYzM2tCCF/gxYPGePWTvPk3DrAHBSvppFLVne6uIBFcG9f9dnJr6xubW/ntws7u3v5B8fCoqeNUMWywWMSqHVCNgktsGG4EthOFNAoEtoLR7cxvPaHSPJYPZpygH9GB5CFn1Fipft8rltyyOwdZJV5GSpCh1it+dfsxSyOUhgmqdcdzE+NPqDKcCZwWuqnGhLIRHWDHUkkj1P5kfuiUnFmlT8JY2ZKGzNXfExMaaT2OAtsZUTPUy95M/M/rpCa89idcJqlByRaLwlQQE5PZ16TPFTIjxpZQpri9lbAhVZQZm03BhuAtv7xKmpWyd1Gu1C9L1ZssjjycwCmcgwdXUIU7qEEDGCA8wyu8OY/Oi/PufCxac042cwx/4Hz+AK3vjNo=</latexit>

R
<latexit sha1_base64="cVRUNBy/RTcU6LUbsjbBwonoaeo=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbRRI9ELx7ByCOBDZkdemFkdnYzM2tCCF/gxYPGePWTvPk3DrAHBSvppFLVne6uIBFcG9f9dnJr6xubW/ntws7u3v5B8fCoqeNUMWywWMSqHVCNgktsGG4EthOFNAoEtoLR7cxvPaHSPJYPZpygH9GB5CFn1Fipft8rltyyOwdZJV5GSpCh1it+dfsxSyOUhgmqdcdzE+NPqDKcCZwWuqnGhLIRHWDHUkkj1P5kfuiUnFmlT8JY2ZKGzNXfExMaaT2OAtsZUTPUy95M/M/rpCa89idcJqlByRaLwlQQE5PZ16TPFTIjxpZQpri9lbAhVZQZm03BhuAtv7xKmpWyd1Gu1C9L1ZssjjycwCmcgwdXUIU7qEEDGCA8wyu8OY/Oi/PufCxac042cwx/4Hz+AK3vjNo=</latexit>

C
<latexit sha1_base64="re76Zkt0iSC9uIARbCEdpPGTKdg=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbRRI9ELh4hkUcCGzI79MLI7OxmZtaEEL7AiweN8eonefNvHGAPClbSSaWqO91dQSK4Nq777eQ2Nre2d/K7hb39g8Oj4vFJS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfj2txvP6HSPJYPZpKgH9Gh5CFn1FipUesXS27ZXYCsEy8jJchQ7xe/eoOYpRFKwwTVuuu5ifGnVBnOBM4KvVRjQtmYDrFrqaQRan+6OHRGLqwyIGGsbElDFurviSmNtJ5Ege2MqBnpVW8u/ud1UxPe+lMuk9SgZMtFYSqIicn8azLgCpkRE0soU9zeStiIKsqMzaZgQ/BWX14nrUrZuypXGtel6l0WRx7O4BwuwYMbqMI91KEJDBCe4RXenEfnxXl3PpatOSebOYU/cD5/AJczjMs=</latexit>

Links: Ein RC-Tiefpass oder Tiefpass 1. Ordnung. Die mathematischen Eigenschaften werden im Text, die elektrischen

zum Beispiel unter Tiefpass auf Wikipedia diskutiert. Rechts: Der Hochpass kann mit ähnlichen Formeln beschrieben

werden.

mathematisches Modell Man kann ein idealisiertes Bauelement durch die lineare
Di↵erentialgleichung

⌧ U̇out(t) + Uout(t) = Uin(t) , ⌧ = R · C
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11.2. Elemente der Theorie 273

beschreiben, wobei R und C gegebene Konstanten sind (Widerstand und Kapazität,
zum Beispiel in SI-Einheiten). Außerdem ist die Eingangsspannung Uin(t) eine bekann-
te, die Ausgangsspannung Uout jedoch eine zu bestimmende Funktion der Zeit t. Wir
lernen die Theorie der Di↵erentialgleichungen erst in Mathe II kennen, können aber
hier schon wesentliche Resultate ableiten.

harmonischer Input Der Ausgangspunkt ist die Beobachtung

Uin(t) = exp (i⌦ t) =) Uout(t) =
1

1 + i ⌧ ⌦
exp (i⌦ t) ,

d.h. wenn der Input eine harmonische Funktion mit Frequenz ⌦ ist, so ist auch der
Output eine harmonische Funktion mit derselben Frequenz, aber wegen

1

1 + i ⌧ ⌦
=

1p
1 + ⌧ 2⌦2

exp (�i arctan (⌧ ⌦)) .

mit gedämpfter Amplitude und Phasenverschiebung. Dieses sehr einfache Gesetz über
den Zusammenhang zwischen harmonischem Input und harmonischem Output kann
zum Beispiel physikalisch begründet werden. Alternativ können wir einfach nachrech-
nen, dass die Formeln eine Lösung der Di↵erentialgleichung liefern:

⌧ U̇out(t) + Uout(t) = ⌧
i⌦

1 + i ⌧ ⌦
exp (i⌦ t) +

1

1 + i ⌧ ⌦
exp (i⌦ t) = Uin(t) .

T -periodischer Input Mit der obigen Beobachtung sowie der Theorie der Fourier-
Reihen können wir nun alle T -periodischen Inputfunktionen behandeln, wobei wir
gleich im Komplexen rechnen wollen. Ist die Eingangsspannung durch die Fourier-Reihe

Uin(t) =
1X

j=�1

Ûin,j exp (i j ! t)

gegeben, so können wir durch

Uout(t) =
1X

j=�1

Ûout,j exp (i j ! t) , Ûout,j =
Ûin,j

1 + i j ⌧ !

die entsprechende Ausgangsspannung erzeugen, wobei wir das obige Gesetz für ⌦ = j !
auswertet haben. Durch gliedweise Di↵erentiation kann außerdem leicht die Probe ge-
macht werden, d.h. wir können wieder nachrechnen, dass Uout in der Tat die Di↵eren-
tialgleichung erfüllt.

0 2� 4�
-2.0

0.0

+2.0
Input Uin

0 2� 4�
-2.0

0.0

+2.0
Output Uout

Beispiel mit T = 2⇡ und Uin(t) = 1.2 eit + i 0.5 ei 3 t, wobei Real- und Imaginärteil in Blau und Gelb erscheinen.
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274 11. Fourier-Reihen

Lösungsstrategie: Die obigen Formeln können auch als Handlungsanweisung formuliert
werden:

1. Berechne aus Uin die komplexen Fourier-Koe�zienten Ûin,j mit Hilfe der Integral-
formel

Ûin,j =
1

T

TZ

0

Uin(t) exp (�i j ! t) dt .

2. Berechne Ûout,j für jedes j aus Ûin,j durch Multiplikation mit 1/(1 + i ⌧ !).

3. Setze Uout durch Summation bzw. Reihenbildung aus seinen Fourier-Bausteinen
zusammen.

Das reelle Analogon zu den komplexen Formeln ist übrigens

aout,m =
ain,m � ⌧ m! bin,m

1 + ⌧ 2 m2 !2
, bout,m =

⌧ m! ain,m + bin,m
1 + ⌧ 2 m2 !2

und kann auch als

%out,m
%in,m

=
1p

1 + ⌧ 2 m2 !2
, ✓out,m � ✓in,m = � arctan (⌧ m!) ,

geschrieben werden, wobei man diese Formeln den Amplitudengang bzw. Phasengang
des Tiefpasses nennt. Der Graph der Funktion

H⌧ (⌦) =
1p

1 + ⌧ 2 ⌦2

wird dabei üblicherweise in einem doppelt logarithmischen Plot gezeichnet.

0 2 4 6 8 10
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

H�(�) versus �

0.01 0.05 0.10 0.50 1 5 10
0.1

0.2

0.5

1

ln(H�(�)) versus ln(�)

Normaler and doppelt-logarithmischer Plot der Funktion H⌧ (für ⌧ = 1), die den Amplitudengang beschreibt.

11.3 Varianten der Fourier-Reihe

Vorbemerkung Es gibt Varianten der Fourier-Reihe, die wichtig für viele Anwen-
dungen sind und die wir abschließend kurz vorstellen wollen. Wir beschränken uns
dabei auf den Fall reellwertiger Funktionen, obwohl analoge Aussagen auch für kom-
plexwertige Funktionen getro↵en werden können.
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Drei verschiedene Fortsetzungen Eine gegebene Funktion f : [0, T ] ! R kann
auf verschiedene Arten zu einer 2T -periodischen Funktion auf ganz R fortgesetzt
werden, wobei wir akzeptieren, dass an den Vielfachen von T Unstetigkeiten bzw.
Definitionsprobleme entstehen können.

1. Wir setzen f zu einer T -periodischen Funktion fort und können f durch die
Fourier-Reihe aus dem letzten Abschnitt approximieren. Beachte, dass jede T -
periodische Funktion auch 2T -periodisch ist.

2. Wir setzen f im ersten Schritt zunächst zu einer ungeraden Funktion auf [�T, T ]
fort und anschließend zu einer 2T -periodischen Funktion auf ganz R fort. Die
Fourier-Reihe dieser 2T -periodischen Fortsetzung kann als Fourier-Sinus-Reihe

f(t) =
1X

m=1

�m sin
�
1
2 m!

�
, �m =

2

T

TZ

0

f(x) sin
�
1
2 m! t

�
dt

geschrieben werden, da die Kosinus-Beiträge aus Paritätsgründen verschwinden.
Beachte aber, dass wir hier nun auch halbzahlige Sinus-Bausteine auf dem In-
tervall [0, T ] finden, da wir ja die Fourier-Reihe für 2T -periodische Funktionen
benutzen. Insbesondere liefert der erste ganze Sinus-Baustein auf dem Doppel-
intervall [�T, +T ] einen halben Sinus auf [0, T ].

3. Setzen wir jedoch f zunächst zu einer geraden und anschließend zu einer 2T -
periodischen Funktion fort, so erhalten wir die Fourier-Kosinus-Reihe

f(t) = 1
2 ↵0 +

1X

m=1

↵m cos
�
1
2 m!

�
, ↵m =

2

T

TZ

0

f(x) cos
�
1
2 m! t

�
dt

als Darstellung mit halb- und ganzzahligen Kosinus-Bausteinen.

0-T +T +2T +3T

Fortsetzung für die Fourier-Reihe

0-T +T +2T +3T

Fortsetzung für die Fourier-Sinus-Reihe

0-T +T +2T +3T

Fortsetzung für die Fourier-Kosinus-Reihe

Eine Funktion (schwarz) auf dem Intervall [0, T ] kann wie im Text beschrieben uf drei verschiedene Arten zu einer

2T -periodischen Funktion fortgesetzt werden.
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�

0 T

-1

0

1
Bausteine der Fourier-Reihe

0 T

-1

0

1
Bausteine der Fourier-Sinus-Reihe

0 T

-1

0

1
Bausteine der Fourier-Kosinus-Reihe

�

Die Bausteine (bzw. Basis-Funktionen) der drei Reihen auf dem Intervall [0, T ]. Bei der Fourier-Sinus-Reihe bzw. der

Fourier-Kosinus-Reihe treten sowohl halbzahlige als auch ganzzahlige Sinus- bzw. Kosinus-Funktionen auf, während

bei der Fourier-Reihe nur ganzzahlige Funktionen, aber dafür aus beiden Familien auftreten.

Folgerung Jede Funktion auf [0, T ] kann auf drei verschiedene Weisen als konver-
gente trigonometrische Reihe geschrieben werden, wobei jeweils Gibbs-Phänomene an
den Randpunkten t = 0 und t = T auftreten können.

0 � 2�
-1

0

1

Fourier-Approximation mit 3 Bausteinen

0 � 2�
-1

0

1

Fourier-Sinus-Approximation mit 2 Bausteinen

0 � 2�
-1

0

1

Fourier-Kosinus-Approximation mit 3 Bausteinen

0 � 2�
-1

0

1

Fourier-Approximation mit 5 Bausteinen

0 � 2�
-1

0

1

Fourier-Sinus-Approximation mit 4 Bausteinen

0 � 2�
-1

0

1

Fourier-Kosinus-Approximation mit 5 Bausteinen

0 � 2�
-1

0

1

Fourier-Approximation mit 7 Bausteinen

0 � 2�
-1

0

1

Fourier-Sinus-Approximation mit 6 Bausteinen

0 � 2�
-1

0

1

Fourier-Kosinus-Approximation mit 7 Bausteinen

Beispiel A: T = 2⇡ und f(t) = exp
�
cos (t)

�
+ sin (3 t).

0 � 2�
-1

0

1

Fourier-Approximation mit 3 Bausteinen

0 � 2�
-1

0

1

Fourier-Sinus-Approximation mit 2 Bausteinen

0 � 2�
-1

0

1

Fourier-Kosinus-Approximation mit 3 Bausteinen

0 � 2�
-1

0

1

Fourier-Approximation mit 5 Bausteinen

0 � 2�
-1

0

1

Fourier-Sinus-Approximation mit 4 Bausteinen

0 � 2�
-1

0

1

Fourier-Kosinus-Approximation mit 5 Bausteinen

0 � 2�
-1

0

1

Fourier-Approximation mit 7 Bausteinen

0 � 2�
-1

0

1

Fourier-Sinus-Approximation mit 6 Bausteinen

0 � 2�
-1

0

1

Fourier-Kosinus-Approximation mit 7 Bausteinen

Beispiel B: T = 2⇡ und f(t) = cos (t). Beachte die Gibbs-Phänome, die bei der Sinus-Reihe am Intervallrand auftreten.
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0 � 2�
-1

0

1

Fourier-Approximation mit 3 Bausteinen

0 � 2�
-1

0

1

Fourier-Sinus-Approximation mit 2 Bausteinen

0 � 2�
-1

0

1

Fourier-Kosinus-Approximation mit 3 Bausteinen

0 � 2�
-1

0

1

Fourier-Approximation mit 5 Bausteinen

0 � 2�
-1

0

1

Fourier-Sinus-Approximation mit 4 Bausteinen

0 � 2�
-1

0

1

Fourier-Kosinus-Approximation mit 5 Bausteinen

0 � 2�
-1

0

1

Fourier-Approximation mit 7 Bausteinen

0 � 2�
-1

0

1

Fourier-Sinus-Approximation mit 6 Bausteinen

0 � 2�
-1

0

1

Fourier-Kosinus-Approximation mit 7 Bausteinen

Beispiel C: Es gelten die Dirichlet-Randbedingungen f(0) = f(T ) = 0, die aber nur bei den

Fourier-Sinus-Approximationen erfüllt werden.

Bemerkung Die Kosinus-Funktion kann aus Sinus-Bausteinen zusammengesetzt
werden. Mit T = 2⇡ ergeben sich die Koe�zienten

�m = �
2m

�
(�1)m � 1

�

⇡ (m2 � 4)

und damit die Darstellung

cos (t) = �
4 sin

�
t

2

�

3⇡
+

12 sin
�
3t
2

�

5⇡
+

20 sin
�
5t
2

�

21⇡
+ . . .

für jedes t mit 0 < t < 2⇡. Für t = 0 und t = 2⇡ gilt diese Formel so nicht, da dort
die fortgesetzte Funktion unstetig ist und die Fourier-Sinus-Reihe den Wert 0 annimmt
(Gibbs-Phänomen). Siehe auch die Bilder für Beispiel B.

0 � 2�
-1

0

1

Fourier-Approximation mit 3 Bausteinen

0 � 2�
-1

0

1

Fourier-Sinus-Approximation mit 2 Bausteinen

0 � 2�
-1

0

1

Fourier-Kosinus-Approximation mit 3 Bausteinen

0 � 2�
-1

0

1

Fourier-Approximation mit 5 Bausteinen

0 � 2�
-1

0

1

Fourier-Sinus-Approximation mit 4 Bausteinen

0 � 2�
-1

0

1

Fourier-Kosinus-Approximation mit 5 Bausteinen

0 � 2�
-1

0

1

Fourier-Approximation mit 7 Bausteinen

0 � 2�
-1

0

1

Fourier-Sinus-Approximation mit 6 Bausteinen

0 � 2�
-1

0

1

Fourier-Kosinus-Approximation mit 7 Bausteinen

Beispiel D: Die Neumann-Randbedingungen ḟ(0) = ḟ(T ) = 0 werden nur von den Kosinus-Bausteinen respektiert.

Anwendungsregel

1. Gilt f(0) = f(T ) = 0 (Dirichlet-Randbedingungen), so ist die Fourier-Sinus-
Reihe am besten geeignet.

2. Gilt ḟ(0) = ḟ(T ) = 0 (Neumann-Randbedingungen), so bietet sich die Fourier-
Kosinus-Reihe an.

3. In allen anderen Fällen wird meist die Fourier-Reihe verwendet.
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Anhang A

Wiederholung: Lineare
Abbildungen und Matrizen

Vorlesung 39, 07. Februar 2020

Vorbemerkung Wir rechnen in diesem Anhang reell, aber alles gilt analog auch im
Komplexen.

Basiswechsel

Setting In einem (reellen) Vektorraum V der Dimension n = dimV seien zwei (ver-
schiedene) Basen gegeben:

(Basis 1) v1 , v2 , . . . , vn (Basis 2) ṽ1 , ṽ2 , . . . , ṽn

Für jeden Vektor v 2 V existieren damit zwei eindeutige Koordinatenvektoren x 2 Rn

und x̃ 2 Rn, so dass

v =
nX

j=1

xj · vj =
nX

j=1

x̃j · ṽj .

Beachte, dass für gegebenes v jeder der entsprechenden Koordinaten xj bzw. x̃j im
Allgemeinen durch ein lineares Gleichungssystem zu bestimmen ist.

v 2 V
<latexit sha1_base64="2Q8dhwUbspN2EvlbClTlVjSRjnE="></latexit>

x̃ 2 Rn
<latexit sha1_base64="Osqb+J5jFrn+iZGrN3VtOswe9fM="></latexit>

x 2 Rn
<latexit sha1_base64="FAUHjuhYo1SjSupq9E7saytidjI="></latexit>

Matrix S̃
<latexit sha1_base64="4Tmhpj3umf6Bux04ZjuxsOn05f0="></latexit>

v =
nX

j=1

xjvj v =
nX

j=1

x̃j ṽj

<latexit sha1_base64="OvZ3S+uJiJcG8onWhWmUv9t9ryw="></latexit>

Matrix S
<latexit sha1_base64="IcDlr5KyUZbqeilj0cuTrxGEizc="></latexit>

Das Diagramm zum Basiswechsel aus Kapitel 5.
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Prinzip/Theorem Mit den obigen Bezeichnungen gilt:

1. Es gibt zwei quadratische Basiswechsel-Matrizen (auch Übergangsmatrizen ge-
nannt) und S und S̃, so dass stets

x̃ = S̃ · x , x = S · x̃

gilt.

2. Die (n, n)-Matrizen S und S̃ sind invers zueinander, d.h. es gilt S · S̃ = In = S̃ ·S.

3. Die Einträge der Basiswechsel-Matrizen können durch die Formeln

ṽk =
nX

j=1

sjk · vj , vk =
nX

j=1

s̃jk · ṽj

bestimmt werden.

4. Ist der zu Grunde liegende Vektorraum V der Rn, so kann das folgende Kochrezept
verwendet werden: Wird die erweiterte Koe�zientenmatrix
0

@
| | | |
v1 . . . vn ṽ1 . . . ṽn

| | | |

1

A bzw.

0

@
| | | |
ṽ1 . . . ṽn v1 . . . vn

| | | |

1

A

solange mit dem Gauß-Jordan-Verfahren transformiert, bis links vom Mittelstrich
die Einheitsmatrix steht, so kann rechts die Matrix S bzw. S̃ abgelesen werden.
Bemerkung : Man kann natürlich auch die erste Koe�zientenmatrix solange um-
formen bis rechts die Einheitsmatrix und links S̃ steht.

Beispiel 1.1 Für n = 3 und V = R3 betrachten wir die kanonische Basis

v1 =

0

@
1
0
0

1

A , v2 =

0

@
0
1
0

1

A , v3 =

0

@
0
0
1

1

A

sowie die nicht-kanonische Basis

ṽ1 =

0

@
0
1
1

1

A , ṽ2 =

0

@
1
0
1

1

A , ṽ3 =

0

@
1
1
0

1

A .

Wir können nun die Basisvektoren ṽj als Linearkombination der vi darstellen und um-
gekehrt. Durch Scharfes Hinsehen (bzw. nach Lösen entsprechender Gleichungssysteme)
erhalten wir

ṽ1 =

0

@
0
1
1

1

A = 0 · v1 + 1 · v2 + 1 · v3

ṽ2 =

0

@
1
0
1

1

A = 1 · v1 + 0 · v2 + 1 · v3

ṽ3 =

0

@
1
1
0

1

A = 1 · v1 + 1 · v2 + 0 · v3
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bzw.

v1 =

0

@
1
0
0

1

A = �1
2 · ṽ1 +

1
2 · ṽ2 +

1
2 · ṽ3

v2 =

0

@
0
1
0

1

A = +1
2 · ṽ1 � 1

2 · ṽ2 +
1
2 · ṽ3

v3 =

0

@
0
0
1

1

A = +1
2 · ṽ1 +

1
2 · ṽ2 � 1

2 · ṽ3

und können die Matrizen S bzw. S̃ jeweils spaltenweise aus den einzelnen Gleichungen
zusammensetzen. Im konkreten Fall ergibt sich

S =

0

@
0 1 1
1 0 1
1 1 0

1

A bzw. S̃ = 1
2

0

@
�1 1 1
1 �1 1
1 1 �1

1

A .

Wir können außerdem durch einfache und direkte Rechnungen nachprüfen, dass in der
Tat S̃ · S = S · S̃ = I3 gilt. Das Kochrezept liefert natürlich dieselben Ergebnisse, zum
Beispiel via
0

@
1 0 0 0 1 1

0 1 0 1 0 1

0 0 1 1 1 0

1

A ⇠=

0

@
0 0 1 1 1 0

1 0 0 0 1 1

0 1 0 1 0 1

1

A ⇠=

0

@
0 0 1 1 1 0

1 0 0 0 1 1

0 1 �1 0 �1 1

1

A

⇠=

0

@
�1 0 1 1 0 �1

1 0 0 0 1 1

0 1 �1 0 �1 1

1

A ⇠=

0

@
�1 0 1 1 0 �1

1 0 0 0 1 1

1 1 �1 0 0 2

1

A

⇠=

0

@
�1 0 1 1 0 �1

1 0 0 0 1 1
1
2

1
2 �1

2 0 0 1

1

A ⇠=

0

@
�1 0 1 1 0 �1
1
2 �1

2 +
1
2 0 1 0

1
2

1
2 �1

2 0 0 1

1

A

⇠=

0

@
�1

2
1
2

1
2 1 0 0

1
2 �1

2 +
1
2 0 1 0

1
2

1
2 �1

2 0 0 1

1

A ,

wobei wir das Gauß-Jordan-Verfahren benutzt haben, um rechts die Einheitsmatrix zu
erzeugen.

Beispiel 1.2 Wie wollen noch ein weiteres, zweidimensionales Beispiel rechnen, aber
schreiben für spätere Zwecke W statt V , w statt v, y statt x, R statt S usw. In diesem
Beispiel gilt W = R2 und wir betrachten die zwei Basen

w1 =

✓
1
0

◆
, w2 =

✓
0
1

◆
, w̃1 =

✓
1
�1

◆
, w̃2 =

✓
�1
0

◆
.

Analog zu oben bemerken wir

w̃1 =

✓
1
�1

◆
= +1 ·w1 � 1 ·w2

w̃2 =

✓
�1
0

◆
= �1 ·w1 + 0 ·w2
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bzw.

w1 =

✓
1
0

◆
= +0 · w̃1 � 1 · w̃2

w2 =

✓
0
1

◆
= �1 · w̃1 � 1 · w̃2

und können nun die Basiswechsel-Matrizen

R =

✓
1 �1
�1 0

◆
, R̃ =

✓
0 �1
�1 �1

◆

ablesen, wobei R und R̃ wieder invers zueinander sind. Insbesondere gilt

nX

j=1

yj ·wj =
nX

j=1

ỹj · w̃j () ỹ = R̃ · y , y = R · ỹ .

Beispiel 1.3 Wir betrachten schließlich den (abstrakten) Vektorraum

⇧3 :=
�
reelle Polynome in der Variable t vom Grad  3

 

für den es neben der monomialen Basis

p1(t) = 1 , p̃2(t) = t , p3(t) = t2 , p̃4(t) = t3

viele weitere Basen gibt, zum Beispiel

p̃1(t) = 1 , p̃2(t) = t� 1 , p̃3(t) = (t� 2)2 , p̃4(t) = (t� 3)3.

Insbesondere gilt dim⇧3 = 4, aber wir benutzen hier (wie üblich bei Funkionenräumen)
nicht die Fettschreibweise, um Elemente aus ⇧3 zu kennzeichnen. Für jedes Element
von ⇧3 – d.h. für jedes Polynom p vom Grad  3 – gibt es nun Koe�zientenvektoren
c 2 R4 und c̃ 2 R4, so dass zum einen

p(t) = c1 · p1(t) + c2 · p2(t) + c3 · p3(t) + c4 · p4(t)

und zum anderen

p(t) = c̃1 · p̃1(t) + c̃2 · p̃2(t) + c̃3 · p̃3(t) + c̃4 · p̃4(t)

für alle t 2 R gilt. Wegen

p̃1(t) = 1 = +1 · 1 + 0 · t+ 0 · t2 + 0 · t3

p̃2(t) = t� 1 = �1 · 1 + 1 · t+ 0 · t2 + 0 · t3

p̃3(t) = (t� 2)2 = +4 · 1� 4 · t+ 1 · t2 + 0 · t3

p̃4(t) = (t� 3)3 = �27 · 1 + 27 · t� 9 · t2 + 1 · t3

und

p1(t) = 1 = +1 · 1 + 0 · (t� 1) + 0 · (t� 2)2 + ·(t� 3)3

p2(t) = t = +1 · 1 + 1 · (t� 1) + 0 · (t� 2)2 + ·(t� 3)3

p3(t) = t2 = +0 · 1 + 4 · (t� 1) + 1 · (t� 2)2 + 0 · (t� 3)3

p4(t) = t3 = +0 · 1 + 9 · (t� 1) + 9 · (t� 2)2 + 1 · (t� 3)3
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können wir nun die Basiswechsel-Matrizen hinschreiben. Insbesondere gilt in diesem
Beispiel immer
0

BB@

c1
c2
c3
c4

1

CCA =

0

BB@

1 �1 4 �27
0 1 �4 27
0 0 1 �9
0 0 0 1

1

CCA ·

0

BB@

c̃1
c̃2
c̃3
c̃4

1

CCA ,

0

BB@

c̃1
c̃2
c̃3
c̃4

1

CCA =

0

BB@

1 1 0 0
0 1 4 9
0 0 1 9
0 0 0 1

1

CCA ·

0

BB@

c1
c2
c3
c4

1

CCA .

Matrixdarstellung linearer Abbildungen

Setting Gegeben sei eine lineare Abbildung T zwischen zwei Vektorräumen V und
W mit n = dimV und m = dimW , wobei T genau dann linear ist, wenn

T
�
� · v + �̃ · ṽ

�
= � · T

�
v
�
+ �̃ · T

�
ṽ
�

für alle Vektoren v, ṽ 2 V und alle Skalare �, �̃ 2 R gilt. Wir betrachten außerdem
zwei Basen

v1 , v2 , . . . , vn (von V ) , w1 , w2 , . . . , wm (von W ) .

Damit gibt es für jedes v 2 V genau ein x 2 Rn sowie für jedes w 2 W genau ein
y 2 Rm mit

v =
X

j=1n

xj · vj w =
X

j=1n

yj ·wj .

v 2 V
<latexit sha1_base64="2Q8dhwUbspN2EvlbClTlVjSRjnE="></latexit> w 2 W

<latexit sha1_base64="sPV2I+iAG+Gt5dZTweu5S3x8HE0="></latexit>

y 2 Rm
<latexit sha1_base64="bNVGvh+JpSNOUEuXOgTAwOCo1X4="></latexit>

x 2 Rn
<latexit sha1_base64="FAUHjuhYo1SjSupq9E7saytidjI="></latexit>

w =
mX

i=1

yiwi

<latexit sha1_base64="C9Jz95ILB85nROpogmWZPbe09Mg="></latexit>

lineare Abbildung T
<latexit sha1_base64="+/RadWkdFRPYDC+XkuIr7YUgy68="></latexit>

Multiplikation mit A
<latexit sha1_base64="EDXZ2vwznw7azMqfkT2wbE1zfR0="></latexit>

v =
nX

j=1

xjvj

<latexit sha1_base64="hwEyGYWYCpnN2AoY6cCPkXXGudY="></latexit>

Das Diagramm zur Basisdarstellung aus Kapitel 5.

Prinzip/Theorem Mit den obigen Bezeichnungen gilt:

1. Es existiert eine eindeutige (m,n)-Matrix A, so dass

T (v) = w () y = A · x .

Diese Matrix A heißt Matrixdarstellung (oder auch Basisdarstellung) von T und
repräsentiert die Abbildung T bzgl. der gewählten Basen.

2. Die Komponenten aij von A sind eindeutig durch die n vektorwertigen Gleichun-
gen

T (vj) =
mX

i=1

aij ·wi ,

bestimmt.
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3. Im Fall von V = Rn und W = Rm gibt es wieder ein Kochrezept: Wir formen die
erweiterte Koe�zientenmatrix

0

@
| | | |
w1 . . . wm T (v1) . . . T (vn)
| | | |

1

A bzw.

solange mit dem Gauß-Jordan-Verfahren um, bis links vom Mittelstrich die Ein-
heitsmatrix steht. Die Matrix A kann dann rechts abgelesen werden.

Beispiel 2.1a Wir betrachten V = R3 und W = R2 sowie die lineare Abbildung

0

@
v1
v2
v3

1

A T����!
✓
w1

w2

◆
=

✓
1 2 3
4 5 6

◆
·

0

@
v1
v2
v3

1

A ,

die selbst durch eine Rechtecksmatrix vermittelt wird. Bzgl. der kanonischen Basen in
V und W gilt

T (v1) =

✓
1
4

◆
= 1 ·w1 + 4 ·w2 ,

T (v2) =

✓
2
5

◆
= 2 ·w1 + 5 ·w2 ,

T (v3) =

✓
3
6

◆
= 3 ·w1 + 6 ·w2 ,

und durch spaltenweises Zusammensetzen erhalten wir

A =

✓
1 2 3
4 5 6

◆

als Matrixdarstellung von T bzgl. der gewählten Basen in V undW . Da diese aber beide
kanonisch waren, ist A gerade die Matrix, mit der wir T definiert hatten. Bemerkung :
Der Unterschied zwischen einer linearen Abbildung und ihren Matrixdarstellungen tritt
erst dann deutlich zu Tage, wenn wir auch nicht-kanonischen Basen betrachten.

Beispiel 2.1b Wir betrachten nochmal V , W und T wie in letzten Beispiel 2.1a,
aber wählen nun die Basen ṽ1, ṽ2, ṽ3 bzw. w̃1, w̃2 aus den Beispielen 1.1 und 1.3. Wir
bezeichnen aus Konsistenzgründen die entsprechende Matrixdarstellung mit Ã (und
nicht mit A) und wegen

T (ṽ1) =

✓
5
11

◆
= �11 · w̃1 � 16 · w̃2

T (ṽ2) =

✓
4
10

◆
= �10 · w̃1 � 14 · w̃2

T (ṽ3) =

✓
3
9

◆
= �9 · w̃1 � 12 · w̃2

erhalten wir

Ã =

✓
�11 �10 �9
�16 �14 �12

◆
,
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wobei die Koe�zienten auf der rechten Seite der Gleichung für T (vj) gerade die j-te
Spalte von A liefert. Alternativ hätten wir auch das Kochrezept benutzen können:

✓
1 �1 5 4 3
�1 0 11 10 9

◆
⇠=
✓

�1 0 11 10 9
1 �1 5 4 3

◆
⇠=
✓

�1 0 11 10 9
0 �1 16 14 12

◆

⇠=
✓

1 0 �11 �10 �9
0 1 �16 �14 �12

◆

Bedeutung der Matrix Ã : Der Vektor

v = 1 · ṽ1 � 1 · ṽ3 =

0

@
�1
0
+1

1

A ,

wird zum Beispiel der unter der Abbildung (Pfeil oben im Diagramm) auf

T (v) =

✓
2
2

◆
= �2 · w̃1 � 4 · w̃2

abgebildet. Wir wissen nun, dass v bzw. T (v) den Koordinatenvektoren

x̃ =

0

@
1
0
�1

1

A bzw. ỹ =

✓
�2
�4

◆

entspricht. Diese Formeln repräsentieren den linken und den rechten Pfeil im Dia-
gramm, wobei alle Größen in der unteren Ebene des Diagramms aus Konsistenzgründen
mit der Schlange ˜ zu versehen sind. Der untere Pfeil im Diagramm meint nun gerade

Ã · x̃ =

✓
�11 �10 �9
�16 �14 �12

◆
·

0

@
1
0
�1

1

A =

✓
�2
�4

◆
= ỹ .

Beispiel 2.2a Diesmal betrachten wir V = W = ⇧3 sowie die lineare Abbildung
T : ⇧3 ! ⇧3, die durch die Di↵erentiation vermittelt wird. Mit anderen Worten, in
diesem Beispiel gilt

T (p) = ṗ

für jedes Polynom p und mit ṗ(t) = d
dtp(t). Wählen wir sowohl im Bild- als auch im

Urbildraum jeweils die monomiale Basis, so erhalten wir wegen

d

dt
1 = 0 = 0 · 1 + 0 · t+ 0 · t2 + 0 · t3

d

dt
t = 1 = 1 · 1 + 0 · t+ 0 · t2 + 0 · t3

d

dt
t2 = 2 t = 0 · 1 + 2 · t+ 0 · t2 + 0 · t3

d

dt
t3 = 3 t = 0 · 1 + 0 · t+ 3 · t2 + 0 · t3
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die Matrixdarstellung

A =

0

BB@

0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3
0 0 0 0

1

CCA .

Oder anders gesagt: Ist c 2 R4 der Koe�zientenvektor eines Polynoms p bzgl. der
monomialen Basis, so besitzt das Polynom ṗ den Koe�zientenvektor A · c.

Beispiel 2.2b Wir betrachten nochmal die Abbildung T von eben, wollen aber nun
die Matrixdarstellung bzgl. der nicht-monomialen Basis aus Beispiel 1.3 betrachten.
Wegen

d

dt
p̃1(t) = 0 = +0 · 1 + 0 · (t� 1) + 0 · (t� 2)2 + 0 · (t� 3)3

d

dt
p̃2(t) = 1 = +1 · 1 + 0 · (t� 1) + 0 · (t� 2)2 + 0 · (t� 3)3

d

dt
p̃3(t) = 2(t� 2) = �2 · 1 + 2 · (t� 1) + 0 · (t� 2)2 + 0 · (t� 3)3

d

dt
p̃4(t) = 3 (t� 3)2 = +9 · 1� 6 · (t� 1) + 3 · (t� 2)2 + 0 · (t� 3)3

ergibt sich diesmal die Matrix

Ã =

0

BB@

0 1 �2 +9
0 0 2 �6
0 0 0 3
0 0 0 0

1

CCA .

Insbesondere beschreiben die soeben berechnete Matrix Ã sowie die Matrix A aus dem
vorherigen Bespiel dieselbe lineare Operation (nämlich das Di↵erenzieren von Polyno-
men), aber bzgl. unterschiedlicher Basiswahlen.

Beispiel 2.3.b Wir betrachten V = W = Rn sowie die lineare Abbildung T , die
durch eine gegebene (n, n)-Matrix A vermittelt wird. Mit anderen Worten, es gilt

v
T����! w = T (v) = A · v ,

wobei wir der Einfachheit halber voraussetzen wollen, dass A symmetrisch ist (so dass
es n reelle Eigenwerte �1, . . . ,�n gibt). Wir wählen nun sowohl im Urbild- als auch im
Bildraum von T die Eigenbasis

ṽ1 , . . . , ṽn mit A · ṽj = �j · ṽj

und bezeichnen die Matrixdarstellung von T bzgl. dieser Basis mit Ã (A ist hier auch
wieder die Matrixdarstelllung von T bzgl. der kanonischen Basis in Bild- und Ur-
bildraum). Wegen

T (ṽ1) = A · ṽ1 = �1 · ṽ1 + 0 · ṽ2 + . . .+ 0 · ṽn

sehen wir, dass die erste Spalte von Ã in der ersten Zeile gerade �1, in allen ande-
ren Zeilen aber 0 enthält. Analoge Aussagen kann man leicht für alle anderen Spalten
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von Ã zeigen, d.h. Ã ist gerade die Diagonalmatrix, die aus den Eigenwerten von
A besteht. Oder anders gesagt: Bei einer diagonalisierbaren Matrix bietet es sich an,
den Basiswechsel auf die Eigenbasis zu vollziehen, eben weil man dann nur noch mit
Diagonalmatrizen rechnen muss. Wir werden dies insbesondere bei den Linearen Dif-
ferentialgleichungen in Mathe II so machen.

Matrixdarstellung und Basiswechsel

v 2 V
<latexit sha1_base64="2Q8dhwUbspN2EvlbClTlVjSRjnE="></latexit> w 2 W

<latexit sha1_base64="sPV2I+iAG+Gt5dZTweu5S3x8HE0="></latexit>

Abbildung T
<latexit sha1_base64="8fwyuyrxwiSFHuuQtpJ26PfaB+E="></latexit>

v =
nX

j=1

xjvj

<latexit sha1_base64="hwEyGYWYCpnN2AoY6cCPkXXGudY="></latexit>

v =
nX

j=1

x̃j ṽj

<latexit sha1_base64="JCeQWpodn3h2KIlcPgmQodpEsNQ="></latexit>

x 2 Rn
<latexit sha1_base64="FAUHjuhYo1SjSupq9E7saytidjI="></latexit>

x̃ 2 Rn
<latexit sha1_base64="4Ddlgnu5dR3IKfo65+KfqPajaxE="></latexit>

S̃
<latexit sha1_base64="165ZxdSWjeAdf0UhlPMVtuWYI+c="></latexit>

S
<latexit sha1_base64="4KBz3DtrycA8pA27YXRh02mA4S0="></latexit>

y 2 Rm
<latexit sha1_base64="bNVGvh+JpSNOUEuXOgTAwOCo1X4="></latexit>

ỹ 2 Rm
<latexit sha1_base64="cfMviVh1AEeh4ZMC/682Rn2X+GI="></latexit>

R̃
<latexit sha1_base64="pOyI+RgTEaHj4FYndHYxEBiLmcA="></latexit>

R
<latexit sha1_base64="ytkxfExiYKxUJ8OZygC/4UJaAu8="></latexit>

Ã
<latexit sha1_base64="jMB0rMB4W469zaRRq16Nco+471k="></latexit>

w =
mX

i=1

yiwi

<latexit sha1_base64="ZYkR9fEc+ceG35BEx55jvM8ZhJ8="></latexit>

w =
mX

i=1

ỹiw̃i

<latexit sha1_base64="KNnFmu3cYKCUft4mWIBBtI9y6zU="></latexit>

A
<latexit sha1_base64="b8O5oJ4QFpUnd9hD5rqmZNvZYnQ="></latexit>

Das kombinierte Diagramm aus Kapitel 5. Die Dreiecke beschreiben Basiswechsel, die Vierecke unterschiedliche

Matrixdarstellung der Abbildung T im Zentrum.

Prinzip/Theorem Das obige Diagramm kommutiert, d.h. man kann die Pfeile be-
liebig kombinieren. Insbesondere gilt

R · Ã = A · S , R̃ ·A = Ã · S̃

sowie

S̃ · S = S · S̃ = In , R̃ ·R = R · R̃ = Im

und

Ã = R̃ ·A · S , A = R · Ã · S̃

im Sinne der Matrizenmultiplikation.

Beispiel 3.1 Wir betrachten noch einmal eine diagonalisierbare Matrix A wie in
Beispiel 2.3.b mit V = W = Rn. Wählen wir im obigen Diagramm wieder vj = wj als
j-ten kanonischen Einheitsvektor sowie ṽj = w̃j als den j-ten Eigenvektoren von A, so
gilt R = S und R̃ = S̃ = S�1 = R�1 sowie

Ã = S̃ ·A · S ,

wobei die Spalten von S gerade die Eigenvektoren von A sind. Oder anders gesagt: Die
Spektaltheorie quadratischer Matrizen ist ein Speziallfall des allgemeinen Diagramms.
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