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Kapitel 1

Logik und Mengenlehre

1.1 Aussagenlogik

Vorlesung 01, 23. Oktober 2019

Motivation Sauberes Schlieen und fehlerfreies Argumentieren sind zentral in den
Wissenschaften.

Definition Mathematische Aussagen sind Sétze, die wahr/richtig oder falsch sind
(obwohl wir die Antwort vielleicht nicht kennen).

Beispiele
1. 2 ist eine Primzahl. (richtig)
2. Der Umfang eines Kreises von Radius r ist 7wr?. (falsch)
3. Mein Zug hatte gestern Verspatung. (je nach Kontext)

4. Es gibt unendliche viele Primzahlzwillinge. (nicht bekannt)

Gegenbeispiele
1. Der Film war spannend.
2. Das Essen war gut.

3. Morgen wird es regnen.

Notation Aussagen werden meist mit GroBbuchstaben (A, B, ...) bezeichnet;
Wahrheitswert einer Aussage:

w(A) = 0 falls A falsch ist, w(A) =1 falls A wahr ist,



1. Logik und Mengenlehre

Verkniipfungen von Aussagen

—-A nicht A Negation
ANB A und B Konjunktion (von A und B)
AV B A oder B Disjunktion bzw. Alternative
A= B aus A folgt B Implikation
(mit Préamisse A und Konklusion B)
As B A genau dann, wenn B Aquivalenz
w(A) | w(B) | w(=A) | w(AANB) | w(AV B) | w(A= B) | w(A < B)
0 0 1 0 0 1 1
0 1 1 0 1 1 0
1 0 0 0 1 0 0
1 1 0 1 1 1 1
Bemerkung

1. Das mathematische ODER ist nicht exklusiv: A V B ist auch dann wahr, wenn

sowohl A als auch B wahr sind.

2. Eine Implikation mit falscher Pramisse ist immer richtig bzw. aus einer falschen
Aussage folgt alles. Beispiel: Wenn 4 eine Primzahl ist, so ist auch 8 eine Primzahl.

Bezispiele

1. Konjuktion: 3 ist eine Primzahl und 6 ist gerade.

2. Alternative: 2 ist eine Primzahl oder 3 ist eine Primzahl.

3. Implikation: Jede durch 4 teilbare Zahl ist gerade. (A = B mit A = n ist durch

4 teilbar® und B =,n ist gerade®)

Definition Tautologien sind Aussagen, die immer wahr sind.

AV -A
—(AA-A)
-(mA) e A

ﬁEAvB) & g—'A;/\(—'B;
AANB) & (-A)V (=B
AN(BVC) & (AAB)V(AANC)
AV (BAC) & (AVB)A(AVC)

—_

(A= B) & (=B = -A4)
(A= B) & (-AVB)
(A=B)NA = B

(A= B)A-B = -A

(A= B)A(B=C)= (A=)

Michael Herrmann: Mathematik fiir Elektrotechniker 1

(Satz vom ausgeschlossenen Dritten)
(Satz vom Widerspruch)
(Negation der Negation)

(1. Regel von de Morgan)
(2. Regel von de Morgan)

(Distributivgesetz)
(Distributivgesetz)

(Kontraposition)
(modus ponens)
(modus tollens)
(modus barbara)
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1.1. Aussagenlogik 7

Beispiel Uberpriifung der Kontraposition mittels einer Wahrheitswertabelle

A|B| A= B|-A|-B | -B= —-A | Kontraposition
010 1 1 1 1 1
01 1 1 0 1 1
110 0 0 1 0 1
1]1 1 0 0 1 1

Bemerkung Die Kontraposition ist die Grundlage des indirekten Beweises (siehe
Grofie Ubung II).

Analogie in der Digitaltechnik = Logische Gatter

A

NOT A— 1 O—Q=-4 NANDB: & [O— Q=-(AAB)=(-A)V (-B)
AND g: & F—0=4rB  NOR g: >1 (O— Q= —~(AVB) = (=A) A (=B)
OR ’;: >1—Q=4vB  XOR ‘;::1 L Q= (=AAB)V(AA-B)

Die logischen Grundgatter.

P
B—E&O—I_

Ein OR-Gatter, dass aus drei NAND-Gattern gebaut wurde.

& O— Q:ﬂ<(ﬂ(A/\A)) A (—\(BAB))) :ﬂ<ﬂA/\ﬂB> =AVB

Definition Aussageformen sind Aussagen, die von einer Variablen anhingen, zum
Beispiel

A(x) = z ist gerade

Der Wahrheitswert von A(z) hidngt vom Wert der Variablen z ab.

Aussagen mit Quantoren

Aussage Bedeutung

Vo Ax) (Allaussage) Fiir jedes x ist A(x) wahr.

Jdx: A(z) (Existenzaussage) Es existiert (mind.) ein z, so dass A(x) wahr ist.

Bemerkung

1. Die Ausdriicke .,V x : A(z)“ und ,Vy : A(y)“ beschreiben dieselbe mathema-
tische Aussage. Analog fiir ,3x : A(z)“ und ,Jy : A(y)“

Michael Herrmann: Mathematik fir Elektrotechniker 1 [D)ey-sa | Version vom 7.2.2020



8 1. Logik und Mengenlehre

2. Es gelten die folgenden zwei Tautologien der Negation
-(Vaz:Ax) < Fz: -Alz)
und
—(Fz:Ax)) & Vo -A).

Insbesondere ist die Negation einer Allaussage immer eine Existenzaussage und
die Negation einer Existenzaussage immer eine Allaussage.

Beispiel

1. Um die Aussage ,,Alle Primzahlen sind ungerade® zu widerlegen, brauchen wir
nur ein Gegenbeispiel anzugeben (némlich die 2).

2. Um die Aussage ,,Es gibt eine gerade Primzahl grofler 2 zu widerlegen, miissen
wir zeigen, dass jede Primzahl grofier 2 ungerade ist (was nicht sonderlich schwie-
rig ist).

Hinweis und Bitte Benutzen Sie (z. Bsp. beim Aufschrieb der Hausaufgaben)
moglichst keine (oder nur ganz wenige) Quantoren, sondern argumentieren Sie lieber
verbal. Erfahrungsgemé&fl kommt sonst sehr schnell sehr viel Unsinn zustande.

Ganz allgemein gilt: Das Quintessenz der Mathematik besteht nicht darin, abstrakte
Formeln zu benutzen, sondern logisch zu denken und seine Gedanken klar und moglichst
einfach auszudriicken. Formeln kénnen dabei &uflerst hilfreich sein, aber sie konnen auch
verwirren und vom Wesentlichen ablenken.

Vorlesung 02, 25. Oktober 2019

Einschub Fiir zwei ganze Zahlen k < [ schreibt man

1
E G = Ak + Qg1 T Opp2+ ... T a1+ q

=k
sowie
!
Haj:ak'ak+1‘ak+2'---'al—1‘ala
Jj=k
wobel

E

k
a; = ap sowie Haj = ay,
j=k j=k
im Grenzfall k£ = [ gilt. Insbesondere gilt

n

Zj =1+4+2+...+n=3n(n+1) (GauB-Formel)

=1

sowie
nl=1-2.-...-n= Hj (sprich: n Fakultét).

Jj=1

Michael Herrmann: Mathematik fir Elektrotechniker 1 [D)evsa | Version vom 7.2.2020



1.2. Mengenlehre 9

1.2 Mengenlehre

Motivation Die fundamentalen Konzepte der modernen Mathematik sind nicht —
wie die meisten Leute meinen — Zahlen, sondern Mengen und Abbildungen. Diese Be-
griffe sind zum einen sehr einfach zu verstehen, aber zum anderen auch extrem niitzlich.

Definition Eine Menge ist eine Zusammenfassung von unterscheidbaren Elementen
der gleichen Art.

Beispiele
1. Alle Studierenden, die heute an der Vorlesung teilnehmen.
2. Meine Freunde auf Facebook (zu einem Stichtag).

3. Zu jedem Text gibt es die Menge seiner Wort. Es gibt auch die Menge seiner
Buchstaben.

4. Die Menge aller Dreiecke in der Ebene.

5. Die Menge der natiirlichen/rationalen/reellen/komplexen Zahlen.

6. {0,1}, {2,3}, {6,7,8,9} (drei Mengen von Zahlen).

7. {{0,0}, {0,1}, {1,0}, {1,1}} (eine Menge von Mengen von Zahlen).

Notation Es gibt verschiedene Moglichkeiten, eine Menge anzugeben:

Art Beispiel
verbale Beschreibung Die Menge M, bestehend aus ...
Auflistung der Elemente M = {1,6,9}
M ={2,4,6,8,...}
durch Aussageform M = {x : A(x) ist wahr}
M={x: A(x)}
M ={x]|A(z)}

Wir schreiben m € M (bzw. m ¢ M), sofern m ein (bzw. kein) Element von M ist.

Definition M wird Teilmenge von M genannt (wir schreiben dann McM ), wenn
jedes Element von M auch Element von M ist (d.h., wenn die Implikation m € M=

m € M gilt).
Bemerkung

1. Die Elemente einer Menge miissen unterscheidbar sein, d.h. sie diirfen nicht dop-
pelt vorkommen. {1,223} beschreibt also keine Menge.

2. Zwei Mengen sind genau dann gleich, wenn sie dieselben Elementen enthalten.
Insbesondere beschreiben {1,2,3,4} und {1, 3,2,4} dieselbe Menge.

3. Es gibt die leere Menge (), die gar kein Element besitzt.
4. Fiir jede Menge M gilt ) € M und M C M.

Michael Herrmann: Mathematik fir Elektrotechniker 1 [D)ey-sa | Version vom 7.2.2020



10 1. Logik und Mengenlehre

5. Die Anzahl der Elemente einer Menge M wird mit #M bezeichnet und auch
Méchtigkeit von M genannt. Sie kann den Wert 0 annehmen (fiir die leere Men-
ge), eine natiirliche Zahl sein (fiir endliche Mengen) oder den Wert co annehmen
(fiir unendliche Mengen).

6. Es diirfen immer nur Elemente derselben Art zu einer Menge zusammengefasst
werden, d.h. es gibt zum Beispiel keine Menge, die Personen, Dreiecke, und Zahlen
als Elemente enthélt.

7. Konstrukte wie ,,Die Menge aller Mengen* fithren zu logischen Widerspriichen,
siehe Russels Paradox.

Mengenoperationen

MyUM, = {m :me&MVme M} (Vereinigung)
MinMy = {m:me&M Ame M} (Durchschnitt)
My \ My = {m:meM Am¢ My} (Differenz)

Zwei Mengen M, und M, mit M; N My = () heiflen disjunkt.

My x My = {(mq, mg) : my € My, ms € My} (Kreuzprodukt, Menge von Paaren)

P(M)={N : NcC M} (Potenzmenge, Menge aller Teilmengen von M)

Beispiel Mit
M, ={1,3,5}, M, ={1,2,3}
gilt
MyUM, ={1,2,3,5}, M NnM,={1,3}, M\ My={5}, My\ M ={2}
sowie
My x My ={(1, 1),(1, 2),(1, 3),(3, 1), (3, 2),(3, 3),(5, 1), (5, 2), (5, 3)}
und

P(My) = {0,{1},{3}, {5}, {3,5},{1,5},{1,3},{1,3,5}} .

Beispiel Es gilt
R*=R x R,

wobei R die Menge der reellen Zahlen bzw. die Menge der Punkte auf einer Geraden
bezeichnet und R? = {(xy, z3) : 71 € R, xy € R} die Standardbezeichnung fiir die
Zahlenebene ist.

Bemerkung Fir jede endliche Menge M gilt
HP(M) = 2#M

Man kan dies kombinatorisch (siehe Grofle Ubung bzw. unten) oder mit vollstandiger
Induktion beweisen (siche [AORS, Seite 18]).

Michael Herrmann: Mathematik fir Elektrotechniker 1 [D)evsa | Version vom 7.2.2020



1.2. Mengenlehre 11

Definition FEine Abbildung von einer Menge D in eine Menge Z ist eine Vorschrift,
die jedem Element von D genau ein Element aus Z zuordnet. Je nach Kontext wird
eine Abbildung auch Funktion genannt.

Beispiele

1. Polynome sind Abbildungen der Menge der reellen Zahlen (R genannt) in sich,
d.h.esgilt D=7 =R.

2. Ordnet man jedem Dreieck seinen Fliacheninhalt zu, so entsteht eine Abbildung
mit D = {Dreiecke} in Z = R.

3. Man kann jede Menge von Personen in die Menge der Datumsangaben abbilden,

indem man jeder Person ihren Geburtstag zuordnet.

Notationen Man schreibt meist f : D — Z fiir eine Abbildungen f zwischen zwei
gegebenen Mengen D und Z. Es gibt mehrere Moéglichkeiten, eine solche zu definieren
bzw. anzugeben, zum Beispiel:

1. Verbale Beschreibung.

2. Bei endlichen Mengen D kann man eine Tabelle benutzen, zum Beispiel

3. Oftmals wird eine Formel angeben, zum Beispiel

f:R—=R mit f(z) = 2? fir zeR.

Definition Sei f: D — Z eine beliebige Abbildung.

1. D ist Definitionsbereich von f und Z wird der Zielbereich von f (oder der
Wertebereich von f) genannt.

2. f heifit injektiv, wenn verschiedene Elemente aus D auf verschiedene Elemente
aus Z abgebildet werden. Oder anders gesagt: f ist genau dann injektiv, wenn

Vay,x €D xy # 19 = f(a1) # f(22).

3. f heifit surjektiv, wenn jedes y € Z das Bild von einem z € D unter f ist, d.h.
wenn

VyeZ3zeD:y=f(x)

4. f heifit bijektiv, falls f sowohl injektiv als auch surjektiv ist. In diesem Fall gibt
es eine Abbildung g : Z — D mit

g(f(x)):x fir alle =z € D, (g(y)):y fir alle ye Z.

Die Abbildung ¢ wird die Umkehrabbildung von f (oder die Inverse von f) ge-
nannt und mit f~! bezeichnet.

5. Bijektive Abbildungen heiflen auch invertierbar.

Michael Herrmann: Mathematik fir Elektrotechniker 1 [D)ey-sa | Version vom 7.2.2020



12 1. Logik und Mengenlehre

Beispiele
o >0 °- v >
- »® [ N s J 0 o
o; e ¢ ® (N e
® ‘e ' 4 e
D 7Z D Z D A
nicht injektiv injektiv nicht injektiv
surjektiv nicht surjektiv nicht surjetiv
o ®
o v® o o
.\z“ o o
o re o o
D Z D 7
injektiv
surjektiv

Beispiele SeiD=7=Rund f:R — R.
1. f(x) = 2® definiert eine bijektive Abbildung mit f~*(y) = sgn(y) - |y|~*/*.
2. Mit f(x) = exp (x) ist f injektiv, aber nicht surjektiv. Die inverse Abbilding (der

sogenannte natiirliche Logarithmus) existiert als Abbildung mit D = (0, oo) und
Z =R, aber nicht als Abbildung von R nach R.

3. f(z) = x® — z liefert surjektive, aber nicht injektive Abbildung.

Die Graphen der drei Beispiel-Funktionen von R nach R (blau). Der Graph der inversen Funktion f~! (orange)

entsteht (sofern diese existiert) durch Spiegelung des Graphen von f an der Diagonalen y = z (griin).

Definition Sei f: D — Z eine beliebige Abbildung.

Michael Herrmann: Mathematik fir Elektrotechniker 1 [D)evsa | Version vom 7.2.2020



1.2. Mengenlehre 13

1. Die Menge
graph(f) .= {(z, y) : y = f(z), v € D}
wird Graph von f genannt.
2. Fiir jede Teilmenge A C D wird
f(4):={y e Z : y= f(z) fiir mindestens ein z € A} = {f(z) : z € A}

das Bild von A unter F' genannt.

3. Fiir jede Teilmenge B C Z wird
f7(B):={zeD : f(z) € B}

das Urbild von B unter f genannt. Diese Menge ist immer wohldefiniert, auch
wenn die Umkehrabbildung f~! nicht existiert.

Beispiele

Definition Fiir zwei Abbildungen f: D — Z und g : Z — P wird die Abbildung

f:D—=P mit (gof)(x)=g(f(z))

als die Komposition von g und f bezeichnet.

Bemerkung

1. g o f ist nur definiert, wenn der Definitionsbereich von ¢ eine Teilmenge des
Zielbereichs von f ist.

2. Fiir invertierbare Abbildungen f : D — Z gilt immer
ftof=idp foft=idg,

wobei fiir jede Menge M die Abbildung idy, : M — M mit idy(z) = 2z die
sogenannte Identitéit ist.

3. Sind f,g : D — D zwei Funktionen, so ist die Aussage gof = fogim Allgemeinen
falsch. Ein einfaches Gegenbeispiel ergibt sich mit D = R sowie f(x) = x* und
g(z) = sin (), denn es gilt in der Regel sin (z?) # (sin (z))?.

4. Sind f,g,h: D — D drei Funktionen, so gilt stets (hog) o f=ho(go f).

Michael Herrmann: Mathematik fir Elektrotechniker 1 [D)ey-sa | Version vom 7.2.2020



14 1. Logik und Mengenlehre

Zusatzmaterial ‘

1.3 xExkurs iiber die Unendlichkeit

Definition Zwei Mengen M und N heiflen gleichméchtig, falls es eine bijektive Ab-
bildung f : M — N gibt (und damit auch eine bijektive Abbildung g = f~*: N — M).

Eine Menge M heifit abzahlbar, wenn sie gleichméchtig zur Menge N = {1,2,3,4, ...}
der natiirlichen Zahlen ist.

Beispiel Die Menge der geraden Zahlen N, = {2,4,6,...} ist abzdhlbar, denn es
gibt eine bijektive Abbildung f : N, — N, zum Beispiel:

meN, [2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
flm)eN|1 2 34 5 6 7 8 9 10 11

Oder anders — und etwas salopp — gesagt: Es gibt genauso viele gerade Zahlen wie
natiirliche Zahlen, eben weil man die geraden Zahlen abzdihlen bzw. durchnummerieren
kann.

Beispiel Die Menge Z der ganzen Zahlen ist auch abzahlbar, wie die folgende Durch-
nummerierung zeigt:

meZ |... =4 =3 =2 -1 0 +1 +2 43 +4
flmyeN|... 9 7 5 3 1 2 4 6 38

Beispiel Die Menge Q. = {p/q : p, ¢ € N} ist abzihlbar, wie das folgende qua-
dratische Schema mit (roter) Durchnummerierung zeigt (,,—* verweist auf Leerstellen,
bei denen p und ¢ nicht teilerfremd sind):

pl 1 2 3 4 5 6 7
q
1 1 3 5 9 11 17 21
2 2 8§ - 16 -
3 4 7 - 15 20
4 6 - 14 -
S 10 13 19
6 12 -
7 18

Mit einem modifizierten Argument kann man zeigen, dass auch Q abzéhlbar ist,
d.h. es gibt genauso viele rationale wir natiirliche Zahlen.

Bemerkung Die Menge der reellen Zahlen ist iiberabzahlbar, d.h. es gibt — salopp
gesprochen — wesentlich mehr reelle als natiirliche oder rationalle Zahlen. Der klassische
Beweis benutzt die Dezimaldarstellung reeller Zahlen sowie Cantors Zweites Diagonal-
argument (siche WIKIPEDIA).
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Kapitel 2
Z.ahlen und Zahlbereiche

‘Vorlesung 03, 25. Oktober 2019

Zahlbereiche

natiirliche Zahlen N = {1, 2,3.4,... }
No=1{0,1,2,3,4,... }

ganze Zahlen Z=4{..,-3-2-101,23,...}
rationale Zahlen Q= {p/q s pEel,qcE N}
reelle Zahlen R

komplexe Zahlen C

Notationen Es gibt viele Arten, Zahlen zu schreiben:

1. Briiche fiir rationale Zahlen:

1 7
— — = 4/5
2 3 /
Zahler und Nenner sollten teilerfremd sein.
2. Dezimalzahlen fir reelle Zahlen:
2,4567 1,3333 ... — 67,34255476456 ...

Rationale Zahlen haben endlich viele oder sich periodisch wiederholende Kom-
mastellen. Irrationale Zahlen (Elemente von R\ Q) haben unendlich viele, nicht-
periodische Dezimalstellen.

Achtung: Im Englischen (und daher oft auch in der Wissenschaft) schreibt man
Punkt statt Komma.

3. Symbolische Schreibweise:
V2 (~1.414) Kreiszahl 7 (= 3, 142) Eulerzahl e (= 2, 718)

4. Gleitkommazahlen (mit Mantisse und Exponent):
1,345E+06 = 1,345 - 10° = 1345000, —4,02E—4 = —4,02-10"* = —0, 000402

5. Dualzahlen:
3=11=1-2'+1.2°, 17=1001 = -2* +1-2°

6. Hexadezimalzahlen, p-adischen Zahlen (siche GroBe Ubung 1)

15



16 2. Zahlen und Zahlbereiche

2.1 Natiirliche Zahlen

Beweisprinzip der vollstindigen Induktion

Prinzip Eine Aussage der Form
VneN: An) (,Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt die Aussage A(n).*)

kann durch folgende zwei Schritte bewiesen werden:

1. Induktionsanfang (n = 1) : Man zeigt A(1).

2. Induktionsschritt (n ~» n+ 1): Man zeigt die Implikation A(n) = A(n + 1), d.h.
man folgert aus der Giiltigkeit von A(n) (Induktionsvoraussetzung) die Giiltigkeit
von A(n + 1) (Induktionsbehauptung)

L A() = 4@ =2 43) 2 @) L5

Schematische Darstellung des Induktionsprinzips.

Beispiel Wir wollen die Formel
Y=+ 4 4nf=in’(n+1)

durch vollstandige Induktion iiber n herleiten.

Induktionsanfang (n = 1): Einfaches Rechnen liefert > 7 jPF=1=1=1-12-22und
damit die Giiltigkeit von A(1).

Induktionsschritt (n ~»n + 1):
Voraussetzung: 7, j° = § 2(n+ 1)

Behauptung: Z]Jrllj?’ = i(n +1)*(n +2)?

Beweis:
ntl

Z] = (Z] ) +(n+1)° (Aufspalten der Summe)
=1n?(n+1)> + (n + 1)3 (nach Induktionsvoraussetzung)
i(n+ 1)° (n® +4(n+1)) (Ausklammern)

1(n+ 1)2(n2 +4n + 4)
=1in+1)>*(n+2)° (binomische Formel)
0

Beispiel Wir wollen den mathematischen Satz
Die Zahl 2°" — 1 ist fiir jedes n € N durch 7 teilbar.

durch vollstandige Induktion iiber n beweisen.

Induktionsanfang (n =1): 22 — 1 = T ist offensichtlich durch 7 teilbar.
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2.1. Natirliche Zahlen 17

Induktionsschritt (n ~>n+1):
Zu zeigen: Wenn 2°" — 1 durch 7 teilbar ist, so ist auch 231 — 1 durch 7 teilbar.

Beweis:

23 1 =g.2% 1 (Potenzgesetze)
=8- (2" —-1+1)—1 (,nahrhafte Null*)
=8 (2" —1)+7 (Umformen)
=8-(7T-m)+7 (nach Ind.-Voraussetzung fiir ein m € N)
=7-(8-m+1)

]

Variante des Induktionsprinzips Zeigt man im Induktionsanfang die Aussage
A(ny) fir ein gegebenes n; € N und beweist den Induktionsschritt wie oben, so folgt
die Giiltigkeit der Aussage A(n) fiir alle n > n;.

Kombinatorik — Lehre vom Zihlen

(1) = me=m = (")

wird Binomialkoeffizient genannt.

Definition Die Grofie

Binomischer Lehrsatz Es gilt

(a+b)" = (Z) cak
k=0

wobei man diese Formeln entweder direkt (siche GroBe Ubung) oder mit vollstéindiger
Induktion iiber n ( Ubungsausfgabe) ableiten kann. Beispiele sind:

(a+b)? = a®+ 2ab+ b,

(a+b)° = d® + 3ab + 3ab® + b7,

(a+b)" = a* + 4d°b + 64b* + 4ab® + b*
Permutationen Anordnung von n unterscheidbaren Objekten in einer Reihe:

n! Moglichkeiten

Beispiel: Anordnungen von my, ..., m, (Zahlen, Buchstaben, Personen, oder ...)
n=2: my, Mo | mo, My
n=3: my,ma,ms | mi,mg,ma | ma,my,mas
ma,ms, m; | mgz, my, Mo ‘ mga, mso, My
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18 2. Zahlen und Zahlbereiche

Kombinationen Wihlen von k Stiick aus n Objekten, ohne Wiederholung und ohne
Berticksichtigung der Reihenfolge:

(Z) Mbglichkeiten

Anwendung: k-elementige Teilmengen der Menge {m, ..., m,}
Beispriel
3 3! 6
k=0n=3: { 0)_0!-3! 6!

k:27n:3: {m27m3}7{mlam3}7 {m17m2}

k:3,n:3: {m17m27m3}

(

k=tn=3: (b {ma), ) (1) -15-3
(
(

Variationen Waihlen von k Stiick aus n Objekten, mit Wiederholung und mit
Beriicksichtigung der Reihenfolge:

n® Moglichkeiten

Anwendung: Worte der Lange k, die aus Alphabet mit n Buchstaben gebildet werden
kénnen
Beispiel: k = 3, Buchstaben {A, B}:

AAA AAB ABA BAA ABB BAB BBA BBB

Y ) ) ) ) ) )

Anwendung: Eine Menge M = {x1,xs,...2,} mit n Elementen besitzt insgesamt 2"
Teilmengen, denn wir kénnen eine Teilmenge dadurch beschreiben, dass wir fiir jedes
Element von M angeben, ob es dazu gehort oder nicht. Jede Teilmenge wird also
eindeutig durch genau n bindre Entscheidungen charakterisiert.

Teilbarkeit

Definition m € N heifit Teiler von n € N (oder n ist durch m teilbar oder n ist ein
Vielfaches von m), wenn es ein k € N gibt, so dass n = m - k. Insbesondere ist jede
natiirliche Zahl n > 2 durch 1 und durch sich selbst teilbar.

Gibt es keine weiteren Teiler, so heifit n Primzahl :
2,3,5,7,11,13, 17,19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, ...
Die Zahl 1 ist keine Primzahl.

Theorem Jede Zahl n lasst sich als das Produkt von Primzahlen schreiben. Insbe-
sondere existieren & Primzahlen pq, ps,...,p, sowie k Exponenten r{,... ,r; € N, so
dass

n=p" Py ... pF
Jede Zahl dieser Primzahlen p; heifit Primfaktor von n. Die Primfaktorzerlegung von

n ist bis auf die Vertauschung von Faktoren eindeutig.
Beweis siche [AORS, Seite 22].
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2.1. Natirliche Zahlen 19

Beispiele

8 =23, 60=22-3-5 T="7, 999 =32.11

Theorem Es gibt unendlich viele Primzahlen.
(Indirekter) Beweis: Wir nehmen an, es existieren nur endlich viele Primzahlen,

sagen wir k Stiick, und bezeichnen die Primzahlen mit ¢q,...,qx. Wir betrachten
auBerdem

ni=q-q- ... qg+1,
und bemerken, dass n bei Division durch jede der Zahlen ¢ , ... , ¢; den Rest 1 ldsst und
damit kein Vielfaches dieser Zahl sein kann. Insbesondere kann keiner der Primfaktoren
von nin {q,...,qs} enthalten sein. Das ist aber ein Widerspruch zur Annahme, d.h.
unsere Annahme muss falsch gewesen sein. ]

Definition Fiir n,m € N nennt man
kgV(n, m) := min{k € N : £ ist Vielfaches von n und m }

das kleinste gemeinsame Vielfache von n und m und

ggT(n, m) == max{k € N : k teilt n und m}

den grofiten gemeinsamen Teiler von n und m.

Beispiel

kgV(2,8) =8, kgV(3,13) =39 kgV(6,9) = 18

ggT(5,7) =1, ggT(3,9)=3 ggT(6,15) =3

Bemerkung Sind die Primzahlzerlegungen von n und m bekannt, so konnen
kgV(n, m) und ggT(n, m) leicht abgelesen werden. Fiir

525 = 3. 52. 71, 180 = 2%.3%. 5!,
gilt zum Beispiel
kgV (525, 180) = 2%-3%.5%. 7' = 6300  ggT(525, 180) = 3' - 5! =15.
Insbesondere kann man mit Hilfe der Primfaktorzerlegungen von n und m die Formel
kgV(n, m)-ggT(n, m) =m-n

ableiten (siehe [AORS, Seite 23]). Bei grofien Zahlen ist es allerdings nicht einfach, die
Primfaktorzerlegung zu berechnen.
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20 2. Zahlen und Zahlbereiche

Bemerkung ggT(n, m) kann auch mittels des Fuklidischen Algorithmus durch fort-
gesetzte Division mit Rest berechnet werden. Fiir n = 3054 und m = 1002 berechnet
man zum Beispiel:

3054 = 3-1002 + 48 (Wie oft passt 1002 in 30547)
1002 = 20 - 48 4 42 (Wie oft passt 48 in 10027)
48=1-4246 (Wie oft passt 42 in 487)
42=7-6+0 (Wie oft passt 6 in 427)

Fertig wegen Rest 0 !

Es gilt nun ggT(3054, 1002) = 6 und damit kgV (3054, 1002) = 3054-1002/6 = 510018.

*lineare diophantische Gleichungen Fiir gegebene natiirliche Zahlen a, b, ¢ be-
sitzt die Gleichung

a-r+b-y=c
dann und nur dann eine ganzzahlige Losungen x,y € Z, wenn g := ggT(a, b) ein Teiler
von ¢ ist (Diese Aquivalenzaussage kann mit zahlentheoretischen Argumenten bewiesen
werden.). In diesem Fall kann man die Gleichung auch als

a-z+b- y==c
mita=a-g, b= b- g, ¢ = ¢ - g schreiben, wobei a und b teilerfremd sind. Man kann

anschliefend eine Losung durch Raten oder durch den dem sogenannten Erweiterten
Euklidischen Algorithmus (siehe zum Beispiel WIKIPEDIA) finden.

Vorlesung 04, 28. Oktober 2019 2019

2.2 Reelle Zahlen

Die reellen Zahlen kénnen als Dezimalzahlen (mit vielleicht unendlich vielen Nachkom-
mastellen) oder als die Punkte auf der Zahlengeraden betrachtet werden.

——t—t—t—t—+—+—+—>
-2-10 1 2

Die Zahlengerade. Es gilt x < y genau dann, wenn y rechts von z liegt.

Wichtige Eigenschaften - Axiome

(I) Regeln der Addition

r+(y+z) = (x+y +z (Assoziativgesetz)

T +y = y+ux (Kommutativgesetz)
T (

T (

+0 = x 0 ist neutrales Element)
+ (—x) = 0 —z ist inverses Element zu )
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2.2. Reelle Zahlen 21

(IT) Regeln der Multiplikation

(I.1) z-(y-2) = (v-y)- 2 (Assoziativgesetz)

(I1.2) z-y = y-x (Kommutativgesetz)

(IL.3) =-1 =z (1 ist neutrales Element)

(IL4) z-(1/z) = 1 (1/x ist fur = # 0 inverses Element zu x)

Achtung Man darf niemals durch die Zahl 0 teilen!

(ITII) Distributivgesetz
(III.1) z-(y+2)=x-y+x-2

(IV) Ordnungseigenschaften

(IV.l) z<uz

(IV.2) z<y Vv y<z

(IV3) z<y AN y<z = zxz=y

( ) z<y AN y<z = <z

( ) <y = x+4+z<y+z

(IV6) z2<y AN z2>0 = x-z<y-z (Multipl. mit pos. Zahl)
( ) <y A z2<0 = x-z>y-z (Multipl. mit neg. Zahl)
Notationen

1. x <y meint ,,z kleiner oder gleich y*

2. x <y meint ,x kleiner y “

3. x > y meint ,x grofler oder gleich y “ bzw. y < x
4. x >y meint y < .

5. x heifit positiv bzw. nichtnegativ, falls x > 0 bzw. x > 0.

(V) Vollstiandigkeit R ist vollstdndig, d.h. es gibt keine , Liicken“ in R.

Dieses Konzept ist sehr wichtig, aber nicht ganz so einfach zu verstehen. Wir wollen
hier mit vorldufigen Erkléarungen fortfahren; ein tiefes Verstdndnis von Vollsténdigkeit
werden wir aber erst spéter — ndmlich beim Studium von Cauchy-Folgen — erreichen.

1. Q ist nicht vollstéindig, denn jede irrationale Zahl (zum Beispiel v/2 oder )
beschreibt eine ,, Liicke” in Q.

2. Formale Beschreibung: Zerlegt man R in zwei Mengen A und B mit

AUB=R, ANB=10 A B#0, r<y firalle z€ Ay€B,
so gibt es stets genau eine reelle Schnittzahl s € R mit

r<s<y firale z€AyemB.

3. Ein Standardbeispiel ist s = /2 fiir
A={zr : <0 oder 2* <2}, B={z : >0 und 2*>2}.
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22 2. Zahlen und Zahlbereiche

*Bemerkung Sei M irgendeine Menge und + irgendeine bindre Verkniifung — d.h.
eine Abbildung M x M — M — so dass (I.1) — (I.4) gelten, so nennt man M eine
Abelsche Gruppe mit Addition. Gibt es dariiber hinaus noch eine Multiplikation, so
dass auch noch (II.1) — (I1.4) und (III.1) gelten, so wird M Koérper genannt.

Insbesondere ist Q ein Korper und erfiillt auerdem sogar die Regeln (IV.1) — (IV.7).
Q ist aber nicht vollstdndig. C ist hingegen ein Korper und vollsténdig, besitzt aber
keine sinnvolle Ordnungsrelation.

Nrtitzliche Tatsachen

1. Fiir jede reelle Zahl z > 0 existieren zwei natiirliche Zahlen n,m € N, so dass
0<1l/n<z<m.

2. Fiir je zwei reelle Zahlen a < b existieren unendlich viele rationale Zahlen ¢ € Q
mit a < ¢ < b und unendlich viele irrationale Zahlen x mit a < z < b..

Notation Doppelungleichungen wie a < z < b oder b > x > a kodieren immer
zwei Ungleichungen (nédmlich a < x und < b bzw. a < x und z < b).

Wir schreiben niemals a < x > b oder b > = < a, da dies nur Verwirrung stiftet.

Rechnen mit Ungleichungen und Betrigen

Intervalle Seien a,b zwei reelle Zahlen mit a < b.

1. offenes Intervall: (a, b) :={zx € R : a <z < b}

2. abgeschlossenes Intervall: [a, b] :={x € R : a <z < b}

3. halboffene Intervalle gibt es in zwei Varianten:

la,b) ={x €R : a<z<b}, (a, b :={xr €eR :a<z<0b}

4. Es gibt auch die unbeschrinkten Intervalle (a, 4+00), [a, +00) sowie (—o0, a),
(—o0, a.

5. Man schreibt oftmals auch R = (—o0, +00), aber niemals R = [—o00, +00] oder
Q = (—o0, +0) .

Weitere Ordnungseigenschaften (die man alle aus den obigen Axiomen ableiten
kann).

(IV.8) a2>0
(IV9) <290 AN 11 <ys = o1+ <To+1y
(IV.10) 0<z1 <29 AN 0< 1 <yn = 0< a1 -1y <ao-¥o

Beispiel
1<2, 2-1<2-2, (=1)-1>(-1)-2 1+3<2+5, 1-3<2-5
—-2<1, 2-(-2)<3-1, (=1)-(=2)>(-1)-1 —-243<1+5
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2.2. Reelle Zahlen 23

Definition Der Betrag (oder Absolutbetrag) von x € R ist
T fir x > 0
x| :=<¢ 0 firz =0

—T firz <0

und |z — y| ist der Abstand von x und y auf der Zahlengeraden.

Graph der Betragsfunktion f(x)=|x| Graph von f(x)= |7x-13]| Graph von f(x)= (xz—‘l)2
Y y

Graphen einige Funktionen.

Eigenschaften der Betragsfunktion Durch Fallunterscheidung leitet man leicht
die folgenden Aussagen fiir alle z € R ab:

1. |z| = |—z| > 0 fur z # 0.

2. |z| = max{x, —x}

w

. Bs gilt V2 = |z|. Die Formel /22 = z gilt nur fiir z > 0.

4. Es gilt |z| < ¢ genau dann, wenn —c < z < ¢

ot

Nr -yl =]yl

(@)

e =yl < |z — 2|+ |z — y| (,Dreiecksungleichung®, Variante 1)

J

Nz +y| < |z + 2|+ |y + 2| (,Dreiecksungleichung®, Variante 2)

oo

- |lz[ = Jy|| < |z — y| (,Dreiecksungleichung®, Variante 3)

Bemerkung Zum Beweis der 3. Variante bemerken wir, dass wegen
[ =0l <lz—yl+ly—0 und |y—-0]<|y—z|+]|z—0
auch
2] = [yl < |z —y[ und  — 2|+ |y < |z -y
gelten. Insbesondere folgt
||| = |2|| < max { x| = [y[, ] = |y| } < |z —y|.
O
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24 2. Zahlen und Zahlbereiche

Beispiel Fir welche z € R gilt |72 — 13| <27

Lésung 1: Es miissen (siehe 4. Eigenschaft der Betragsfunktion) die beiden Ungleichun-
gen

Tr—13 <2 und Tx —13 > =2
gelten und nach einfachen Unformungen beider Ungleichungen erhalten wir
|7z —13] < 2 & D<zund 2 <2 & z e [Y, L]

Losung 2: Wir treffen eine Fallunterscheidung.
Fall 1: Wir betrachten x € R mit 72 — 13 > 0, d.h. z > 1—73, wobei auch

2>|7Tx — 13| =T —13  bzw. r< 2

gelten soll. Die Menge der in diesem Fall zulédssigen z ist also gerade das Intervall
%, 7
Foll 2: Fir Tx — 13 <0 bzw. z < % soll

2> |7Tx — 13| = =Tz + 13 und damit r>

gelten. Insgesamt ergibt sich x € [1—71, %] fiir den zweiten Fall.

Durch Kombination der Teilresultate erhalten wir wieder dieselbe Antwort wie im
ersten Losungsweg.

Lésung 3: Man kann (in diesem einfachen Beispiel) die Losung auch graphisch bestim-
men, siehe dazau das Bild oben.

Beispiel Wie sicht die Menge M = {z € R : (2% —1)° < 4} aus ?
Lésung 1: x ist genau dann Element von M, wenn
—2<2°-1<2  bzw. —1<a2*<3.

Wegen 22 > 0 schliefilen wir, dass M gerade das offene Intervall (—\/§, \/§) ist.

Losung 2: Dasselbe Resultat mittels Fallunterscheidungen.

Fall 1: Unter der Annahme 22 —1 > 0 soll 22—1 < 2 gelten, und beide Bedingungen
liefern 1 < 22 < 3. Die Menge der zulidssigen x ist also gerade die Vereinigung der
Intervalle (—v/3, —1] und [1, v/3)

Fall 2: Fiir 22 —1 < 0 soll 1 —2? < 2 gelten, und beide Bedingungen werden gerade
durch z € (=1, +1) erfiillt.

Insgesamt ergibt sich M = (—/3, —1]U (=1, +1) U[1, v3) = (=3, V3).
Lésung 3: Es gibt auch wieder die Moglichkeit, die Losung graphisch zu bestimmen.

Schranken

Definition Sei M C R beliebig, aber nicht leer.

1. o € R heifit (eine) untere Schranke von M, falls o < z fiir alle x € M gilt.
B € R heifit (eine) obere Schranke von M, falls x < j fiir alle € M gilt.
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2. Existieren sowohl eine untere als auch eine obere Schranke, so wird M beschrinkt
genannt.

3. Ist a € R die grifite untere Schranke von M, so heifit o das Infimum von M und
wird mit o = inf M abgekiirzt.

Ist 5 € R die kleinste obere Schranke von M, so heifit 8 das Supremum von M
und wird mit 8 = sup M abgekiirzt.

4. Im Fall von a = inf M und o € M, nennen wir o das Minimum von M und
schreiben o = min M.

Im Fall von f = sup M und f € M, nennen wir 5 das Maximum von M und
schreiben = max M.

sup M =max M sup M

M.._+ . iP M {
= T =
B B

inf M=min M inf M

Zur Bedeutung von Schranken und von inf, sup, max, min.

0%

Beispiel Fiir jedes offene/halboffene/abgeschlossene Intervall M mit Randpunkten
a < b ist jedes a < a eine untere Schranke und jedes 8 > b eine obere Schranke. Die
grofite untere Schranke ist dabei immer inf M = a, die kleinste obere Schranke immer
sup M = b. Dariiber hinaus gilt:

1. Fiir M = [a, b] existieren das Maximum und das Minimum,
2. Fiir M = [a, b) existiert nur das Minimum,

3. Fir m = (a, b) existieren weder Minimum noch Maximum.
Beispiel Fir M ={1/n : n e N} gilt
supM =maxM =1, inf M =0,
aber das Infimum gehort nicht zu M und ist daher kein Minimum.

Bemerkung

1. Fiir eine Menge mit endlich vielen Elementen (0 < #M < oo) existierten stets
min M und max M.

2. Gibt es eine untere (bzw. obere) Schranke, so ist inf M bzw. sup M wohldefiniert.
Andernfalls schreiben wir inf M = —oo (bzw. sup M = +00).

Beispiel supN =00, minNy=infNyg=0, infZ=—-o0, supZ = +oo.
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Vorlesung 05, 30. Oktober 2019 2019

Wichtige Funktionen

Definition Ein (reelles) Polynom vom Grad n ist eine Funktion f : R — R der
Bauart

f@)=an - 2" +a, -2 "+ .. 4a-rttap-a?,

wobei alle Koeffizienten «; reelle Zahlen sind und «,, # 0 gilt. Beachte, dass immer
2! = z und 2° = 1 gilt und das Polynome immer auf ganz R definiert sind. Ein Polynom
vom Grad 1 oder 0 wird auch affine Funktion genannt.

Polynom 3. Ordnung Polynom 4. Ordnung
y y

Zwei typische Polynome.

Definition FEine Funktion f: R — R heiffit gerade bzw. ungerade, falls

f@)=f(=z)  bzw.  f(z)=—f(-2) (2.1)
fiir alle x € R gilt.

gerade Funktion ungerade Funktion
y y

Zwei typische Beispiel fiir gerade und ungerade Funktionen.

Exponentialfunktion Die (reelle) Exponentialfunktion exp : R — (0, co) ist durch
Potenzen der Eulerzahl

exp () = e”, e:= lim (14+1/n)" ~2,71828
n—o0
definiert, wobei die ganue Definition spéter gegeben wird. Die Umkehrfunktion — die
fiir alle positive Argumente definiert ist — wird natiirlicher Logarithmus genannt, und
mit In : (0, co) — R bezeichnet.
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Graph von exp

y
8

1

Graph von In

Die Exponentialfunktion und ihre Umkehrabbildung.

(fiir y > 0)

- exp (@1 + ) = exp (1) exp (2)

(exp(z))" =exp(r-z) (firr>0)

Rechenregeln:
L. In(exp(z)) ==
2. exp (ln (y)) =y
3
4.
5. In(y1-y2) = In(y1) + In (y2)
6. In(y") =7 -In(y)
7. exp(0) =1,

In(1)=0

Andere Logarithmen: Fiir jedes a > 0 wird die Umkehrfunktion von z + a” der Loga-
rithmus zur Basis a genannt und mit log, : (0, co) — R bezeichnet. Wegen

gilt stets

a® =exp (ln(a) - )

log, (z)

Trigonometrische Funktionen Die Funktionen sin (Sinus) und cos (Kosinus)

sind auf ganz R definiert und dort 2m-periodisch, d.h. sin ()

sin (z + 27) und

cos (z) = cos (z + 2m). Sie haben eine unmittelbare geometrische Bedeutung, sofern
x als Winkel im Bogenmafl (oder Radiant) interpretiert wird. Insbesondere entspricht
21 dem Vollkreis bzw. 360°.

r=m/6 (30°)

x =m/4 (45°)

x =m/3 (60°)

x =m7/2(90°)

z =0 (0°)
) 1
sin (z) 5\/6 =0
1
cos () 5\/1_1 =1

%ﬁzl/Q

%\/5: V3/2

%\/5:1/\/5

%\/5: 1/V2

%\@: V3/2

%ﬁz 1/2

1
-vd=1
2\/_

1
g0 =0
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2. Zahlen und Zahlbereiche

5 /4 = 225° ™2 180°
h m
h - sin(z)
. /2 2= 90°
et A
Zum Bogenmaf} und der elementargeometrischen Bedeutung von sin und cos.
Graphen von sin und cos Graphen von tan und cot
y y
= sin = tan
“ COS e cot
T X 27T ~r T 27T X

Die trigonometrischen Funktionen.

Dariiber hinaus werden durch

sin () cos ()

tan (x) =

~ cos (x) cot () =

sin ()

der Tangens und der Kotangens definiert. Diese Funktionen sind m-periodisch, aber

nicht auf ganz R definiert, sondern besitzen bei x = (% + m)ﬂ (m € Z, Nullstellen von
cos) bzw. x = mn (m € Z, Nullstellen von sin) sogenannte Polstellen.

Die ,,Umkehrfunktionen* der trigonometrischen Funktionen (Arkussinus usw. genannt)

existieren nur in einem lokalen Sinne:

arcsin : [—1, +1] — [—37, +37]

und

Y

arctan : (—oo, +00) = (=i, +37),

Graphen von arcsin und arccos
y
+7T|

e arcsin

~ arcos

-71/2

arccos : [—1, +1] — [0, 7],

arccot : (—oo, +00) — (0, 7).

Graphen von arctan und arccot

y
+7T]

+ Tr/ = arctan

~ arccot

-10

x

+10

-71/2

Die inversen trigonometrischen Funktionen.
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2.3. Komplexe Zahlen 29

2.3 Komplexe Zahlen

Motivation Komplexe Zahlen sind extrem wichtig fiir das Studium der Elektrotech-
nik und der Mathematik.

Definition und Rechenregeln

Postulat Es gibt eine Zahl i (die sogenannte imaginére Einheit) mit

aber eine solche Zahl existiert nicht in R.

Anmerkung In fritheren Zeiten wurde viel iiber die philosophische und metaphy-
sische Natur von Zahlen spekuliert und man dachte, i sei nur eine ,imaginére”, also
ygedachte oder ,virtuelle® Grofle, die zwar in unseren Gedanken, aber nicht in der
Wirklichkeit existiert. Heute weifl man es besser: Komplexe und imaginére Zahlen sind
genauso ,real” wie die reellen Zahlen und eine Beschreibung der physikalischen oder
technischen Welt ist ohne Verwendung komplexer Zahlen eigentlich unmoglich.

Definition Eine komplexe Zahl ist ein Ausdruck der Form
z=x+1-y,

wobei x = Re (2) € R der Realteil und y = Im (z) € R der Imaginérteil von z sind. Die
Menge aller komplexen Zahl wird mit C bezeichnet.

Addition und Multiplikation Die Addition komplexer Zahlen wird ganz intuitiv
eingefiihrt:

(1 4+i-y) 4+ (@e+i-y) = (v1+22) +1i- (11 +1)

Gleiches gilt fiir die Multiplikation, wobei allerdings schon i? = i - i = —1 benutzt

wird:

(wr+i-y) (meti-p)=o-2+a-i-pt+i-ze-yt+i-y-i-p
=z Toti-a iy +it oy
= (21 22 —y1-9p) +i- (21 2+ 22-11)
Definition Fiir jedes z =2+ y-1 € C heifit
Z=x—1-y

die zu z konjugiert komplexe Zahl. Der Ausdruck

\/Z~Z:\/mQ—yQ-iQ—f—i-(CE-y—m-y):\/x2+y2:: H

ist immer wohldefiniert (Wurzel einer nichtnegativen reellen Zahl) und wird Betrag von
z genannt. Insbesondere gilt |z| > 0 fiir jede komplexe Zahl z 20 =0+0 - i.

Michael Herrmann: Mathematik fir Elektrotechniker 1 [D)ey-sa | Version vom 7.2.2020



30 2. Zahlen und Zahlbereiche

Subtraktion und Division Zwei komplexe Zahlen kénnen via

(r+i-y1) = (za+1i-y2) = (1 —22) +1i- (Y1 — 1)

ganz einfach subtrahiert werden. Die Division erfolgt durch Erweitern mit der konju-
giert komplexen Zahl des Nenners via

x1+i-y1:x1+i-y1.w2—i-y2
Tot+i-Yo Xot+i-yo To—1-Yo
C(witiey) (w2 —i-y)

x5 + Y3
::1:1':132+y1'y2+i‘ —Z1 Y2+ X2 Y1
x5+ 5 x5+ 5

Damit diese Formel Sinn hat, muss xy + i -y # 0 gelten, d.h. wie diirfen auch im
Komplexen nicht durch 0 teilen.

Theorem Es gelten die iiblichen Rechenregeln der Addition und Multiplikation (siche
(I) — (III) aus Kapitel 2.2). Insbesondere ist C ein sogenannter Korper.

Beweis: Alle Rechenregeln fiir reelle Zahlen kénnen durch Nachrechnen auf die kom-
plexen Zahlen iibertragen werden. O

Bemerkung

1. Jede reelle Zahl kann via = x 4+ 1 - 0 als komplexe Zahl aufgefasst werden. In
diesem Sinne gilt R C C.

2. FEine komplexe Zahl der Bauart 0 + i - y heifit rein-imaginére Zahl.

3. Die Zahl z = z+1-y kann auch als z+y-1 oder i-y+x oder y- i+ x geschrieben
werden.

4. Die Formeln
N+ n=7+7%, Z 2y =71 %
konnen leicht nachgerechnet werden (Ubungsaufgabe).
5. Es gilt die komplexe Dreiecksungleichung
‘21 + 22| < |Z1\ + \22‘ )

deren geometrische Bedeutung wir bald verstehen werden.

Achtung Es gibt keine sinnvolle Ordnung in C, d.h. ,,<* und ,,>* sind nur fiir reelle,
aber nicht fiir allgemeine komplexe Zahlen definiert. Insbesondere meint z > 0 immer
auch z € R.
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Beispiel Man vereinfache die Formel

. 4+5-1
z=—-21i4+—=75

(1+1)

indem man den Realteil und den Imaginérteil von z explizit angibt.

Losung: Wir betrachten zunéchst einen Hilfsbruch und erweitern mit der konjugiert
komplexen Zahl des Zéahlers:

1 (1—1)? _ (-8 (1-4) 144%-2-4

(1+1i)> (1+1)-(1-1)® (1-i2)? 4 4
Durch Einsetzen erhalten wir
p=-2-i+(4+5-1) (—5-i)=2—-4-1.

]

quadratische Gleichungen mit reellen Koeffizienten Jede quadratische Glei-
chung der Form

P4p-z2+q¢=0

mit reellen Koeffizienten p,q € R besitzt zwei komplexe Losungen z_, z, € C, fiir die
die verallgemeinerte p-g-Formel gilt:

( p2
+ Z—q falls p? > 4 - q,

P
2

2y = - falls p> =4 - ¢,

p
2
/ 2
\ g:l:i- q—% falls p*> < 4-q.

Beweis: Die ersten beiden Falle sind aus der Schule bekannt. Im dritten Fall rechnen

WII':
> 2
2 p . b
= -Z+i. _
(22) ( g -1 Ve 4)

O
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Achtung Wir schreiben y/z nur fiir Argumente z € R mit z > 0. Fiir komplexe
Zahlen gibt es namlich zwei denkbare Wurzeln (siche auch den Fundamentalsatz der
Algebra unten).

Allgemein gilt: Ganzzahlige Potenzen komplexer Zahlen sind (zumindest fiir z # 0)
harmlos und es gilt
-2 1 -1

1

L, oz i=— l=Z2 =1, =z 2P=z.2, B=z-z2z,
Z-z z

Potenzen mit komplexer Basis und nichtganzzahligen Exponenten — wie zum Beispiel

2122302 5745 2™ oder gar 2t — sind mehrdeutig und werden daher nicht benutzt!

Den Urspung der Mehrdeutigkeit werden wir unten bzw. im dritten Semester beim

Studium der Komplexen Analysis richtig verstehen.

Geometrische Bedeutung

Beobachtung Zu jeder komplexen Zahl z = x + i - y gehort genau ein Punkt (z, y)
in der Zahlenebene R? und umgekehrt.

Im
z=xr+1i-y

Im(z) =y

r=l|z|

Re
x = Re(z)

Komplexe Zahlen sind Punkte in der Ebene.

Komplexe Zahlenebene Jeden Punkt (x, y) # (0, 0) kann man als

r=r-cos(p), y=r-sin(p)

schreiben, wobei die Lange r reell und positiv ist und der Winkel ¢ nur bis auf Vielfache
von 27 eindeutig bestimmt ist. Die Lange r ist gerade der Betrag der Komplexen Zahl
z=2x41-y und jeder Winkel ¢ = arg (z) heiit Argument von z.

Man nennt z,y die kartesischen Koordinaten von z = x 4+ i -y und r, ¢ die entspre-
chenden Polarkoordinaten. Die Berechnung von r und ¢ aus z und y gelingt mit den
folgenden Formeln

r=|z| = 2%+ y?

und
(0 falls >0, y=0,
arctan (y/x) falls >0, y>0, (1. Quadrant)
/2 falls =0, y>0,
B ) m+arctan (y/x) falls <0, y>0, (2. Quadrant)
= arg(z) = T falls =<0, y=0,
7 + arctan (y/x) falls <0, y<0, (3. Quadrant)
3r/2 falls =0, y<0,
27 + arctan (y/x)  falls >0, y<0. (4. Quadrant)
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wobei immer ein Winkel 0 < ¢ < 27 geliefert wird und die Arkustangens-Funktion
arctan : R — (—n/2, 7/2) in Kapitel 2.2 skizziert ist.

4Im
2. Quadrant 1. Quadrant
Re(z) <0, Im(z) >0 Re(z) > 0, Im(z) > 0
/2 <arg(z) <m 0 <arg(z) <m/2 Re
3. Quadrant 4. Quadrant
Re(z) <0, Im(z) <0 Re(z) > 0, Im(z) < 0
m < arg(z) < 3m/2 3r/2 < arg(z) < 27

Einige Formeln fiir komplexe Zahlen hidngen explizit davon ab, in welchen Quadranten die komplexe Zahl z € C liegt.
Die vier Halbachsen beschreiben dabei gerade die Grenze zwischen je zwei Quadranten und alle Quadranten beriihren

sich im Punkte z = 0.

Achtung Fiir x =0 und y = 0 (bzw. fiir z = 0) gilt » = 0, aber ¢ ist nicht definiert.

nochmal Addition Die Summation zweier komplexer Zahlen ist gerade die iibliche
Vektoraddition in der Zahlenebene, denn die Gesetze der Multiplikation garantieren

Re (21 + 22) = Re(z1) + Re (22), Im (21 + 22) = Im (21) + Im (29) .

A
Im 24z = (214 22) +1- (Y1 + y2)

Zog = To + 145

zZi=x1+1i-y1

Re
| -

»

Komplexe Zahlen werden wie Vektoren in der Ebene addiert.

nochmal Multiplikation Fiir das Produkt zweier komplexer Zahlen erhalten wir in
Polarkoordinaten die Formelkette
2] - 29 = (7"1 ~cos (p1) + 17y -sin (g01)> . (7"2 - cos (p2) + 179 -sin (cpg))

= 1175+ (cos (1) - cos (p2) — sin (1) - sin (92)) +
+i-7p -7y (sin(gr) - cos (@2) + cos (1) - sin ()
=7y 1o (cos(p1+@2)) +i-rr-ra- (sin(pr + ¢2)),

wobei wir zwei Additionstheoreme verwendet haben (siehe dazu weiter unten). Wir

haben damit gezeigt:
|21+ 22| = || - |22] arg (21 - 22) = arg (1) + arg (22) -
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Im

Die Multiplikation komplexer Zahlen kann als Summation der Argumente (Winkel) und Multiplikation der Betrige

(Léngen) interpretiert werden.

Bemerkung Mit z =1 (cos(¢) + 1 -sin(p)) gilt

Z=r-(cos(p)—1i-sin(yp)), 2t =771 (cos(p) —i-sin(p)).

‘Vorlesung 06, 01. November 2019

Potenzreihen und Euler-Formel

Komplexe Exponentialfunktion Wir werden im Laufe der Vorlesung sehen, dass
die folgende Reihe (=unendliche Summe)

k 22 3 4 5 6

OOZ VA A z ya
— Z S T T A R R
exp () ;k! At T e T T 0 T T

fiir alle z € C wohldefiniert ist. Fiir reelle Argumente z = £ + 0-i € R kann man
auflerdem zeigen, dass

xT

exp(z) =e

gilt, d.h. fiir x € R liefert die Reihe gerade die x-te Potenz der Eulerzahl e. Man
schreibt auch fiir komplexe Argumente oftmals e* statt exp (z).

Bemerkung Auch im Komplexen gilt

exp (21 + 22) = exp (21) - exp (22) .

(Wir werden spéter sehen, dass das ein Spezialfall der Cauchyschen Produktformel fiir
Reihen ist).

Komplexer Sinus und Kosinus Man kann durch

] o0 m Z2m+1 23 25 Z7

@)= 2 Wy T gt At
0 mZQm 22 24 26

cos2) = L 0 g = ey ta et

komplexe Varianten vom Sinus und Kosinus definieren, die fiir reelle Argumente mit
den aus der Schule bekannten Funktionen (siehe auch Kapitel 2.2) iibereinstimmen.
(Wir werden spéter verstehen, warum das wirklich so ist).
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Bemerkung Die obigen Reihen haben fiir jedes z € C Sinn, d.h. wir kénnen sin und
cos als Funktionen C — C betrachten. Auflerdem gilt immer

sin (—z) = —sin(2), cos (—z) = cos (z), (sin (z))2 + ((cos (z))2 =1.

Theorem Die Eulersche Formel

exp (i-z) =cos(z)+1-sin(z)
gilt fiir alle z € C.

Formaler Beweis: Wir setzen voraus, dass wir die Reihen beliebig umsortieren diirfen
(wir werden spéter diskutieren, warum das wirklich moglich ist) und rechnen:

Z(i)k—{z= S o+ Y

k=0 k € Np gerade k € Np ungerade
= E e+ E
k=2m ,meNy k=2m+1,meNy
00 .9\ m
(12) 2m+1

=2

— (2m i Z 2m—|—1

= cos () +1-sin(z)

Bemerkung

1. Ein Spezialfall ist die Eulersche Identitét

e+ 1=0,
die die wichtigsten Zahlen der Mathematik in einer Formel vereint.

2. Die Euler-Formel impliziert (Nachrechnen!)

e+i-z _ efi-z e+i<z + e7i~z

sin (z) = —T cos (z) = 5
i

12m — 1 gilt weiterhin immer

3. Wegen e
sin (z) = sin (z + 27) , cos (z) = cos (z + 2m)

allerdings konnen Sinus und Kosinus im Komplexen auch nicht reelle Werte bzw.
reelle Werte aufierhalb von [—1, 4+1] annehmen.

4. Die Multiplikation von z = z+1i -y mit e*® ist fiir « € R dquivalent zur Drehung
des Vektors (z, y) um den Winkel a.

5. Die Menge {e** : « € R} ist der Kreis vom Radius 1 um den Koordinaten-
ursprung (der sogenannte Einheitskreis).
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6. Potenzen der Bauart a® mit positiver reeller Basis a > 0 und Exponent z = x+1i-y
sind via
a* =exp(In(a)-z) =exp (In(a)-z) -exp (i-In(a)-y)
=a"- (cos (In(a)-y) +1i-sin(In(a)- y))

wohldefiniert.

7. Die Frage, ob es Komplexe Logarithmen gibt, werden wir erst im dritten Semester
studieren kénnen. Dasselbe gilt fiir allgemeine Potenzfunktionen auf C.

Additionstheoreme Mit Hilfe der Euler-Formel konnen sehr leicht die Additions-
theoreme abgeleitet werden. Es gilt zum Beispiel

cos(a+ ) +1i-sin(a+ ) =exp (i-(a+p))
—exp(i-a)-exp(i- )
= (cos (o) +1-sin (a)) : (cos (B)+1-sin (B))
= ((cos (@) - cos (8) = sin () -sin (3))
+i- <cos () - sin (B) + sin (a) - cos (5)) .

Die Additionstheorem fiir cos bzw. sin kénnen nun durch Vergleich der Real- bzw.
Imaginarteile auf der linken und der rechten Seite abgelesen werden. Analog kann man
zu jedem m € N Formeln fiir sin (m - «) und cos (m - «) ableiten (siche Hausaufgabe).

Hyperbolischer Sinus und Kosinus Man bezeichnet

+z _ A% +z —z
sinh (z) := %, cosh (z) := %

als den Sinus hyperbolicus und den Kosinus hyperbolicus. Aus diesen Definition folgt
(Nachrechnen!)

sinh (—z) = —sinh (2), cosh (—z) = cosh (2) , (cosh (z))2 — (sinh (z))2 =1.

sinh (2) :== —1-sin (1 - z), cosh (z) = cos (1 2).

Komplexe Polynome

Definition Ein (komplexes) Polynom vom Grad n ist eine Funktion f : C — C der
Bauart

fR)=ap 2" +an1-2"'+ .. ta-z a2

mit o, # 0, wobei alle Koeffizienten o;; komplexe Zahlen sein diirfen.
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Theorem (Fundamentalsatz der Algebra) Fiir jedes komplexe Polynom f vom
Grad n existieren n komplexe Zahlen zq, ..., 2, € C, so dass

f(z):an-(z—zn)-(z—zn,l)-...-(2—22)-(2—,21).

Diese Zahlen zi, ..., z, sind gerade die Nullstellen von f. Sie sind bis auf Umnumme-
rierung eindeutig, aber miissen nicht unbedingt verschieden sein, d.h. es kann Doppel-
nullstellen, Triplenullstellen usw. geben. (Ein Beweis des Fundamentalsatzes konnen
wir erst im dritten Semester geben).

Beispiele
L 22=1=(2-1)-(2+1), 2 =241 =(2—1), Z2+1=(2—1)-(z+1)
2.23-222422=(2-0)-(2—1—-1)- (2 —1+1)
3.2 —B-1)-22+(2-31)-242-1=(2-2)-(2—1)- (2 +1)

4. A4 B3 -2+ 2-2=(z-1)-(z24+1i)- (2 =1)-(2+2)

Bemerkung Die Bestimmung der Nullstellen eines gegebenen Polynoms ist keine
leichte Aufgabe und es gibt leider keinen Losungsalgorithmus, der fiir alle Polynome
zum Ziel fiihrt.

1. Fiir n = 2 kann man immer mit quadratischer Ergéinzung (siche GroBe Ubung I
und die Diskussion zu Quadratwurzeln unten) bzw. die aus solchen Betrachtungen
abgeleiteten Varianten der der p-g-Formel benutzen.

2. Fiir kubische (n = 3) und quartische (n = 4) Polynome gibt es zwar geschlossene
Losungsformeln (siehe zum Beispiel Cardansche Formeln unter WIKIPEDIA), aber
diese sind recht unhandlich und nur selten wirklich niitzlich.

3. Fiir n > 5 gibt es keine geschlossenen Formeln (das kann man sogar beweisen:
Satz von Abel-Ruffini).

4. Nullstellen kénnen heutzutage néherungsweise mit dem Computer berechnet wer-
den (siche Grofie Ubung II).

Bemerkung Selbst wenn die Koeffizienten o, ..., a, alle reell sind, konnen einige
(oder auch alle) der Nullstellen z;,... ,z, komplex sein. Allerdings treten die nicht-
reellen Nullstellen dann als Paare konjugiert komplexer Zahlen auf (siehe Hausaufgabe).

Polynomdivision Hat man fiir ein gegebenes Polynom f vom Grad n eine Nullstelle
z, gefunden (zum Beispiel durch Raten), so kann man ein Polynom g vom Grad n —
1 berechnen, so dass f(z) = (2 — z,) - g(2) gilt. AnschlieBend kann man dann die
Nullstellen des einfacheren Polynoms ¢ untersuchen.

Wir wollen das allgemeine Verfahren am Beispiel des kubischen Polynoms

f(2)=2+522+924+5=0
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mit der (geratenen) Nullstelle z3 = —1 erkldren, indem wir den Faktor (z 4+ 1) sukzes-
sive wie folgt abspalten:

P45+ 92 4+5=22(2+1) + 4224+92+5 (hochste Potenz z*)
42+ 92+5=42-(2+1) + 5245 (hochste Potenz z?)
5245= 5-(z+1) + 0 (hochste Potenz z')

Nach n (diesmal drei) Schritten enden wir mit dem Restterm 0 und erhalten durch
Einsammeln der Teilresultate die Darstellung

f(z)=(z+1)g(2) mit g(z) =2 +42 +5.

Im konkreten Fall ist ¢ ein quadratisches Polynom (also vom Grad 2) und wir kénnen
die Nullstellen von g durch die p-¢-Formel von oben berechnen. Insbesondere gilt

g(z)=(z+2—1) - (z+2+1).

Einheitswurzeln Fiir jedes n € N konnen die n komplexen Losungen z € C der
Gleichung

2" =1
explizit berechnet werden. Mit z = r - e*¥ erhalten wir niamlich
l=r"-exp(i-n-¢p)=r"-(cos(n-¢)+i-sin(n-yp))

und schliefend, dass » = 1 gelten muss und dass n - ¢ ein ganzzahliges Vielfaches von
27 sein muss. Dies liefert die n verschiedenen Losungen

2 = ei-27r-1/n7 29 = ei-27r~2/n’ e 2, = ei-27r<n/n’
die eine direkte geometrische Bedeutung haben. Beachte, dass hier z, = 1 immer
eine reelle Losung ist und wir z; = —1 und 2z, = 41 im Spezialfall n = 2 erhalten.

Desweiteren gilt
= l=(z—2) ... (2= 2)

nach dem Fundamentalsatz der Algebra.

A : A
° e o e

o ° [ @

Die n-ten Einheitswurzeln (rot, z; jeweils am hellsten) liegen auf dem Einheitskreis und bilden die Ecken eines

regelmiBiges n-Ecks (dargestellt fiir n € {3,4,5,6}).
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+Uber das Wurzelziehen im Komplexen Fiir gegebenes n € N und ¢ € C exi-
stieren n komplexe Losungen der Gleichung

2=

und die Rechenregeln der Multiplikation erzwingen (analog zur Berechnung der Ein-
heitswurzeln), dass |z|" = |¢| gelten muss und dass narg (z) — arg( ein ganzzahliges
Vielfaches von 27 sein muss. Insbesondere erhalten wir

2m - k
Zk:|C|1/n-exp(i-arg(g)+ T ) fiir ke{l,... ,n}.

n
Die Zahlen z; werden die n-ten Wurzeln von ¢ genannt. Beachte, dass man auch

2 = ei~2ﬂ'~k/n . K,l/n - exp (i . arg (C))

n

schreiben kann, wobei nur der erste Faktor von k£ abhéngt und gerade die k-te Ein-
heitswurzel ist.

A A * A
@ °
[ 3 ° o ®

\j
\J

A
o
| __‘_._0__,
o e ©

Die Losungen (rot) der Gleichung 2" = ( fiir ( = %(1 + 1) (blau) und n € {3,4,5,6}, wobei z1 jeweils am hellsten und

zn jeweils am dunkelsten erscheint. Der Kreis hat den Radius 1.

+Uber quadratische Wurzeln Im Fall von n = 2 vereinfachen sich die obigen
Formeln und die zwei komplexen Losungen der Gleichung

2=
konnen als
ar ar
==Vl (1 25) e (30 ),
geschrieben werden (beachte, dass exp (i-7) = —1 und dass zo = —z;). Allerdings

setzt dies die Kenntnis von arg (¢), also der Polarkoordinaten von ¢ voraus. Mit Hilfe
von

(Re@) +1-Im ()" = Re(©) + - Im (0

und elementarer Rechnungen (Ubungsaufgabe) mit reellen Ausdriicken zeigt man, dass
auch die Formeln

+Re () + Re(2+1mc2

|Re(21)‘ = !Re(zz)‘ = (©) \/ 2( ) ) |
—Re(¢) + 1/Re (¢)* +Im (¢)°

i 1) = flm 2)] = || VQU ©)
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40 2. Zahlen und Zahlbereiche

gelten, die man ohne die Polarkoordinaten von ( zu kennen auswerten kann. Die zu
wéhlenden Vorzeichen hingen wie folgt von den Eigenschaften von Im (¢) ab:

Im(()>0 : Re(z)<0, Im(z)<0, Re(z2) >0, Im(z2) >0
sowie
Im(() <0 : Re(z)>0,Im(z)<0, Re(z2) <0, Im(z) > 0.

Fiir Im (z) = 0 ist ¢ reell und wir erhalten die vereinfachten Formeln

(eERund (>0 : n=—C, z=+V/C

bzw.

(eRund ( <0 : z71=—1-v/—C, zo=+4i-+/—C.

Wegen der Zweizahl der Losungen und aufgrund der subtilen Vorzeichenbedingungen
benutzen wir in dieser Vorlesung das Wurzelzeichen /" nur fiir nichtnegative reelle
Zahlen, aber nicht fiir allgemeine komplexe Zahlen (obwohl einige Autoren dies tun).

Im Im
A A

Im(¢) >0) @2

P Im(¢) <0

Schematische Darstellung der zwei Losungen der Gleichung 22 = ¢ fiir ¢ ¢ R.
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Kapitel 3

Vektorrechnung und Analytische
Geometrie

Vorlesung 07, 04. November 2019

Motivation Vektoren sind ein zentraler Baustein der hoheren Mathematik. Insbe-
sondere kénnen mit ihrer Hilfe geometrische Objekte beschrieben werden.

3.1 Vektoren im R"

Vorbemerkung Wir arbeiten im Folgenden im n-dimensionalen ,,Raum®, wobei n
beliebig aber fest ist. Bei der ersten Lektiire konnen Sie sich vorstellen, dass n = 2
(2D, zweidimensionaler Raum = Ebene) oder n = 3 (3D, der uns umgebende physika-
lische Raum) gilt. Der Grofiteil der Theorie kann aber problemlos fiir beliebiges n € N
formuliert werden und wir werden spéter sehen, dass n-dimensionale Rédume ein sehr
sinnvolles Konzept sind.

Beobachtung Punkte in der zweidimensionalen Ebene bzw. im dreidimensionalen
Raum bzw. im n-dimensionalen Raum kénnen — sofern ein Achsenkreuz festgelegt ist
— als

D1 D1

P—(pl) bzw. P=|ps| baw. P=]:
P2

P3 Dn

geschrieben werden, wobei die p; die (kartesischen) Koordinaten sind und durch reelle
Zahlen gegeben sind. Aus mathematischer Sicht handelt es sich also um Elemente des
R? bzw. R? bzw. R™.

Einfithrung

Definition FEin n-dimensionaler Vektor ist der gerichtete Verbindungspfeil zwischen
zwei Punkten @) und P. Wir schreiben

o P -
v=|:]=@P=| : |.

Un P’n,_Q'n,

41
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3. Vektorrechnung und Analytische Geometrie

wobei v; die j-te Komponente von v genannt wird. Insbesondere wird auch jeder Vektor
eindeutig durch ein Element aus R™ beschrieben.

v

Uber Punkte (griin und blau) und Vektoren (rot). Hier dargestellt in 2D, d.h. fiir n = 2.

Klarstellung

o
1. Zu jedem Vektor v gibt es genau einen Punkt V', so dass v = OV, wobei O der

Koordinatenursprung ist, dessen Koordinaten sdmtlich verschwinden. Insbeson-
dere sind die Koordinaten von V' gerade die Komponenten von v und man nennt
v auch den Ortsvektor von V.

. Obwohl sowohl Punkte als auch Vektoren jeweils durch ein n-Tupel reeller Zah-

len beschrieben werden, gibt es einen wesentlichen konzeptionellen Unterschied:
Vektoren kénnen frei verschoben werden! (Mathematiker formulieren diese Tat-
sache mit anderen Worten: Vektoren bzw. Punkte gehtren zum linearen bzw. zum
affinen Raum).

Bemerkung

1. Wir schreiben hier Vektoren immer als Spaltenvektoren und werden erst spéter

das verwandte Konzept von Zeilenvektoren einfiithren.

. Wir benutzen im Skript die Schreibweise v fiir Vektoren. Manchmal wird in der

Literatur statt des Fettdruckes die Pfeilschreibweise o/ verwendet, aber diese ist
sehr unhandlich. Mathematiker benutzen iibrigens in aller Regel weder die Fett-
noch die Pfeilschreibweise, sondern notieren einfach v € R™.

. An der Tafel gilt: Vektoren werden (in der Regel) mit u,v,w bezeichnet und ihre

Komponenten mit u;, v;, w;. Andere reelle Zahlen (die wir auch Skalare nennen)
werden mit kleinen griechischen Buchstaben (A, p usw.) abgekiirzt.

Vektoraddition und Multiplikation mit Skalaren Vektoren kénnen komponen-
tenweise addiert und mit einem Skalar A € R multipliziert werden:

V1 + Wy AUy
V+w= : , AV =

Uy, + Wy, AU,

Rechenregeln Mit den Notationen

0= |: (Nullvektor) , -V = : =(-1)-v
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3.1. Vektoren im R"™ 43

gilt offensichtlich

(VR.I1) ut+ (v+w) = (u+v)+w
(VR.1.2) V4w = wW+vV
(VR.L.3) v+0 = Vv
(VR.I.4) v+(-v) =0
sowie
(VR.IL1) 1-v = v
(VR.IL.2) A(p-v) = (Ap)-v
(VR.IL3) A4+p)-v = X-vtpu-v
(VR.IL.4) A(vew) = Xv+Aw
Bemerkung Vektoren konnen addiert und via
V1 — Wy
v-w=v+(-1)-w=
Up — Wy,

auch voneinander subtrahiert werden. Die Frage, ob bzw. in welchem Sinn Vektoren
multipliziert werden koénnen, diskutieren wir gleich, wollen aber hier schon festhalten:
Vektoren diirfen niemals dividiert werden, d.h. Ausdriicke wie v/w haben keinen Sinn.

Einheitsvektoren In zwei bzw. drei Dimensionen nennt man

() o)

bzw.

1 0 0
€1 = 0 ) €y = 1 3 €y = 0
0 0 1

die Einheitsvektoren. Analoge Formeln gelten in nD, wobei es dann n Einheitsvektoren
gibt. Will man die Komponenten der Einheitsvektoren bezeichnen, so benutzt man
Doppelindizes und schreibt in 3D zum Beispiel

€41
€ =162
€;,3

Euklidische Norm und Skalarprodukt

Definition Die nichtnegative reelle Zahl

HVH:\/U%—kv%—i—...—Q—v?L
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44 3. Vektorrechnung und Analytische Geometrie

wird als euklidische Norm (oder Lénge oder Betrag) des Vektores v bezeichnet. Der

normalisierte Vektor
1
R 4 (bzw. L)
v v

wird die Richtung von v # 0 genannt. Insbesondere ist die Richtung von v ein Vektor
der Léange 1, wobei der Nullvektor keine Richtung besitzt.

Bemerkung Jeder Vektor v # 0 ist eindeutig durch seine Lénge und seine Richtung
bestimmt.

Notation Zwei Vektoren v # 0 und w # 0 mit v/ ||v|| = £w/ ||w|| werden parallel
genannt, wobei man dann oftmals v||w schreibt.

Eigenschaften der Norm

(VR.IILT) [lv|| >0 (Nicht-Negativitét)
(VR.IIL.2) Ivl=0 < v=0 (Nicht-Entartung)
(VR.IIL3) A=V = A vl (Homogenitét)
(VR.IIL.4) v+ wl| < ||v| + [|[w]| (Dreiecksungleichung)

Die ersten drei Eigenschaften folgen dabei direkt aus der Definition der Norm; die vierte
ist eine Konsequenz der Cauchy-Schwarz-Ungleichung, die wir weiter unten etablieren
werden.

Definition Der Ausdruck
(V, W) := v - Wy + Vg - Wo + ... + Uy - Wy

wird Skalarprodukt von v und w genannt. Insbesondere gilt (Vektor, Vektor) = Skalar.

Bemerkung Das Skalarprodukt wird manchmal auch als v-w geschrieben. Beachte:
In der n-dimensionalen Vektorrechnung gibt es im Allgemeinen kein Produkt der Art
,, Vektor mal Vektor gleich Vektor “. Insbesondere meint ,-“ zwischen zwei Vektoren
das Skalarprodukt und zwischen Vektor und Skalar die skalare Multiplikation von oben.
Fiir n = 3 werden wir allerdings unten das sogenannte Kreuzprodukt einfithren, dass
aber anders geschrieben wird.

Eigenschaften des Skalarproduktes Aus den Definitionen folgt unmittelbar:

(VR.IV.1) (v, v) = ||v| (SKP und Norm)
(VR.IV.2) (v, w) = (w, v) (Symmetrie)
(VR.IV.3) A-v,w) =X (v, w) (Bilinearitét, Teil 1)
(VR.IV.4) (u+v, w)=(u, w)+ (v, w) (Bilinearitét, Teil 2)
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3.1. Vektoren im R"™ 45

Bemerkung

1. Das Skalarprodukt ist linear im ersten Argument und wegen der Symmetrie auch
linear im zweiten Argument. d.h. es gilt

AN u+p-v,w)=X-(u, w)+p- (v, w)
:)\<W7 u>+N<W7 V>
=(w,A-u+p-v).
Man sagt daher auch, das Skalarprodukt sei bilinear.
2. Es gilt

o 1 fallsi=7g,
<ei’ef>_5""_{o falls 4 # §

wobei ¢;; das sogenannte Kronecker-Delta ist.

3. Fiir jeden Vektor gilt die Darstellungsformel
vV = Zvjej = Z<V, ej> -ej.
j=1 j=1
4. Unsere Definitionen implizieren die Formel

n
2
IvIi* =" o,
j=1

die als n-dimensionales Analogon zum Satz von Pythagoras betrachtet werden
kann.

Skalarprodukt und Winkel Mit elementargeometrischen Argumenten in 2D (siehe
Bild) zeigt man

Uy - Wy F Vg Wy = \/vf+v§-\/w%+w§ + (cos () - cos (B) + sin () - sin (3))

:\/v%+v§-\/w%+w§-cos(ﬁ—a)

bzw.
(v, w) = [[v[| - [w] - cos (<(v, W),

wobei Winkel in 2D iiblicherweise in mathematisch positiver Orientierung (d.h. gegen
den Uhrzeigersinn) gemessen und meist im Bogenmafl angegeben werden. Insbesondere
gilt in 2D

<w, v) =21 — (v, w),

wobei jeder der beiden Winkel im Intervall [0, 27] liegt. Da drei nicht-entartete Punkte
im R® — und analog im R" — immer eine Ebene aufspannen, kann man die obige
Formel zwischen dem Skalarprodukt und dem Winkel auch in nD verwenden. Beachte
aber, dass bei Winkelangaben in mehr als zwei Dimensionen meist keine Orientierung
ausgezeichnet wird, d.h. es gilt

<w, v) = <(v, w)

und der Winkel wird als Wert im Intervall (0, 7] angegeben.
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46 3. Vektorrechnung und Analytische Geometrie

wy = |w| - cos(f) /

/

wy = |w| - sin(p)

vV+w

vy = |v] - cos(a)

vg = |v| - sin(«)

v

Zum Winkel und zum Flacheninhalt in 2D.

Weiteres zur Geometrie Der Fliacheninhalt des bei der Vektoraddition im Bild
entstehenden Parallelogramms kann durch

(vl—i-wl)'(vg—f—wg)—2~U2~w1—2~(%-vva)—Q'(%'wng):vl'wg—v2~w1

berechnet werden (Parallelogramm = grofies Rechteck — zwei kleine Rechtecke — zwei-
mal zwei Dreiecke). Die Formel gilt immer, sofern ggf. noch das Vorzeichen korrigiert
wird (Flacheninhalte sind bei uns immer positiv). Aulerdem kann man analog zu oben
im Bild die 2D-Formel

v1~w2—v2-w1:\/v%+v§~\/w%+w§-sin(ﬁ—a)

ablesen, die unten beim Kreuzprodukt verallgemeinert wird.

*Bemerkung Fiir n = 2 gilt folgende komplexe Variante
(Ul—i'vz) . (w1+i-w2) = (vl-w1+v2-w2)+i- (Ul-wz—vz-uq),

die aber im Rahmen dieser Vorlesung keine Rolle spielen wird.

Bemerkung Fiir zwei gegebene Vektoren v und w # 0 heifit der Vektor

(v, w) < w > w
W = V’ Eee— [
(w, w) [wil /- [lwll
die Projektion von v auf w. Sie ist das einzige skalare Vielfache A\ - w von w, so dass
AZO0und (A-w, v—XA-w)=0.
A

v

Zur Projektion von Vektoren. Die grauen Boxen stehen fiir rechte Winkel.
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3.1. Vektoren im R"™ 47

Notation Wir sagen, zwei Vektoren v # 0 und w # 0 mit (v, w) = 0 stehen
senkrecht aufeinander und schreiben v_Lw. (Beachte, dass zwar (v, 0) = 0 fiir alle v
gilt, wir aber in der Regel nicht 0_Lv schreiben).

Theorem Die Cauchy-Schwarzsche-Ungleichung

v, W)l < [lvl - [[wll

gilt fiir alle v, w € R™.

Beweis Wir konnen v # 0 und w # 0 annehmen, denn andernfalls ist Behauptung
trivial (da dann sowohl die linke als auch die rechte Seite verschwinden). Nach den
obigen Regeln gilt

0<AN-vEp-w,A-vEu- w) =X -(v,VVE2- X pu- (v, w) +p* (w, w)

fiir alle Vektoren v,w € R" sowie alle Skalare A,z € R (wegen + handelt es sich
eigentlich um zwei Formeln). Mit der Wahl

A= [[w] = (w, w) >0, o= vl = (v, v) >0
erhalten wir nach Umstellen
F2- A p- (v, w) <2078
und nach Division durch 2 - X -z > 0 schliefSlich
Fv, w) < A-p=|v[-lwl .
Es gilt die Behauptung wegen |¢| < max{—(,+(} fur alle ¢ € R. ]

Folgerung Zum Beweis der Dreiecksungleichung bemerken wir

lv+w|’=(v+w, v+w) (Norm und SKP)
=(v,v)+2-(v, W)+ (w, w) (Bilinearitét des SKP)
< (v, v)+2-||v| - [[w]| + (w, W) (Cauchy-Schwarz)
= [IVI*+2- v - fwll -+ [l (Norm und SKP)
= (|Ivll + [lw] )2 (Binomische Formel)

und die gesuchte Ungleichung ergibt sich durch Wurzelziehen auf beiden Seiten. O

*Andere Normen Neben der euklidischen Norm — bzw. dem euklidischen Ab-
standsbegriff — betrachtet man manchmal fiir jeden reellen Parameter p mit 1 < p < co
die sogenannte p-Norm, die fiir jedes v € R™ durch

n 1/p
[vll, = (Z Ivilp>
i=1

gegeben ist, wobei der Fall p = 2 wieder die euklidische Norm liefert und

vl = max{ lvi| = i€ {1,...,n}}

im Grenzfall p — oo gilt. Die Formel (VR.IV.1) gilt aber nur fir p = 2, d.h. nur die
euklidische Norm ist mit dem Skalarprodukt vertréglich.
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NN AN
ZAANVANVAUDREE

Der ,,Einheitskreis* {v : Hva = 1} bzgl. der p-Norm in zwei Dimensionen und fiir verschiedene Wahlen von p.

1 p=5 p=20

| Vorlesung 08, 06. November2019 |

Kreuzprodukt von Vektoren im R?
Achtung In diesem Abschnitt betrachten wir dreidimensionale Vektoren, d.h. es gilt

n = 3. Den Grund fiir diese Einschréankung werden wir am Ende beleuchten.

Definition Fiir zwei 3D Vektoren v, w definieren wir das Kreuzprodukt (manchmal
auch Vektorprodukt genannt) durch

Vg - W3 — U3+ Wa
VXXW:!=|V3- W —VU1" W3
V1 - Wy — V2 W

Insbesondere gilt Vektor x Vektor = Vektor.

Beispiel
1 2 (=1)-(-4)—-0-3 4
v=|-1], w=|[ 3 VXW = 0-2—1-(-4) = |4
0 —4 1-3—(=1)-2 5

Beispiel Fiir die Einheitsvektoren ergibt sich durch Nachrechnen
e; X ey =es3, €y X e3 = ey, ez X e =€y
sowie

€y X e} = —eg, €3 X ey = —eyp, €1 X ez = —€y.

Bemerkung

1. Alle Formeln in diesem Abschnitt besitzen eine innere Symmetrie, die durch die
zyklische Permutation

1~ 2 2~3

beschrieben werden kann, aber nicht mit der antizyklischen Permutation (1 ~~ 3,
2 ~> 1, 3 ~ 2) vertréglich ist.

2. Es gilt stets 0 x v=v x0=0.

3. Es gilt v x v = 0 fiir jeden Vektor v € R3 und allgemeiner v x w = 0, sofern
v||w (denn in diesem Fall existiert immer ein Skalar A € R, so dass v =\ - w).

4. Sind v # 0 und w # 0 nicht parallel, so gilt v x w # 0 (siehe unten).
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Eigenschaften des Kreuzproduktes Aus der Definition ergibt sich sofort:

(VR.V.1) VXW=—-WXV (Antisymmetrie)
(VR.V.2) Av)xw=X(vxw) (Bilinearitét, Teil 1)
(VR.V.3) U+ V) XW=UXW+VXW (Bilinearitét, Teil 2)

Bemerkung Die obigen Regeln implizieren auflerdem

()\-u+,u-v) XW=A"UXWH+ U -VXW
sowie

W X ()\-u+u-v) =AWXUu+p WXV,
d.h. das Kreuzprodukt ist (trotz der Antisymmetrie) eine bilineare Operation.
geometrische Interpretation Es gilt (siehe auch die Bemerkungen zu Winkeln und
zum Skalarprodukt)

lv x wl| = [[v] - [|w]| - sin (<(v, w)) ,

und die Norm von v x w ist gerade der Fldcheninhalt des von v und w aufgespannten
Parallelogramms.

W
VXW v

Fiir nicht-parallele Vektoren v # 0 und w # 0 steht v X w senkrecht auf v und w. Fiir v||w gilt v x w = 0.
AuBlerdem zeigt
(V, v X W) :vl-(vg-wg—vy,-wg) +v2-(v3-w1—vl-w3)
+ vs - (Ul 'U)Q—’Uz'wl)
=0

sowie eine analoge Rechnung fiir (w, v x w) dass v x w immer senkrecht auf sowohl
v und w steht. Dabei gilt die Rechte-Hand-Regel:

v & Daumen, w 2 Zeigefinger, v x w = Mittelfinger .

Beispiel Fiir gegebene p,v € R" besteht die Menge
G:{XERH : (X—p) Xv:O}

aus den Ortsvektoren aller Punkte X, die auf der Geraden durch den Punkt P mit
Richtungsvektor v. Eine andere — aber geometrisch dquivalente — Schreibweise ist

G:{XGR“ : x:p—l—)\-vfiirein)\ER}.

Michael Herrmann: Mathematik fir Elektrotechniker 1 [D)ey-sa | Version vom 7.2.2020



20 3. Vektorrechnung und Analytische Geometrie

Beispiel Der Flicheninhalt des durch die drei Punkte

1 0 3
U=10], V=1|-1], W=1|1],
3 4 7
festgelegten Dreiecks in 3D ergibt sich mit
. —1 . 2
1 4
und
(-1)-4-1-1 -5
VXW= 1-2—(-1)-4 | =16
(-1)-1—-(-1)-2 1
aus
1 1./52 2 2 1./ 31
Anwendungen

1. Auf ein Teilchen mit Ladung ¢ und Geschwindigkeit v wirkt die elektromagneti-
sche Lorentzkraft

F=¢q - (E+vxB),

wobei E die elektrische Feldstéarke ist und B die magnetische Flussdichte bezeich-
net.

2. Das Drehmoment der klassischen Mechanik ist durch
M=rxF

gegeben, wobei r der Ortsvektor einer Punktmasse ist und F die wirkende Kraft
reprasentiert.

Rechentrick In der Literatur findet sich hdufig die symbolische Formel

€ €y e3
vxw=det | v, vy s
wp w2 ws

:(UQ'wg—Ug'wz)‘91+(U3‘w1—U1'w3)'82

+(v1-w2—vg-w1)-e3,

die das Kreuzprodukt mit der Sarrus-Regel als Determinante einer formalen 3x3-
Matrix darstellt. Matrizen und Determinanten werden wir spéter einfiihren.
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*Spatprodukt Der Ausdruck
[u,v,w] = (u x v, w)

beschreibt das Volumen des Parallelepipeds (auch Spat genannt), das durch die drei
Vektoren aufgespannt wird (siche zum Beispiel die Abbildungen in [AORS, Seite 60]
oder unter WIKIPEDIA). Man kann durch Nachrechnen zeigen, dass

u;y Uz U3
[u,v,w]j=det | v; vy w3 | =[v,w,u] =[w,u,vV]
w; W2 W3

sowie [u,v,w] = —[v,u, w]|.

*Verallgemeinerungen des Kreuzproduktes Das Kreuzprodukt existiert in der
eingefithrten Form nur in 3D. Es gibt Verallgemeinerungen in 2D bzw. hoheren Dimen-
sionen, die man aus allen unabhéngigen Varianten des Terms v; - w; — v; - w; zusam-
mensetzt. Die Anzahl solcher Terme héngt aber von der Dimension n ab:

2D+ (i,7) € {(1,2)} (1 Moglichkeit)
3D : (1, 5)€{(1,2),(2,3),3, 1} (3 Moglichkeiten)
4D = (4, 5) €{(1,2),(2,3),(3,4),(4,1),(2,3),(3,4)} (6 Mdglichkeiten)

Insbesondere bemerken wir, dass nur in 3D die Bausteinen zu einem dreidimensionalen
Vektor vereint werden konnen. In 4D hat das Analogon zum Kreuzprodukt von zwei
Vektoren 6 Komponenten und in 2D sogar nur eine Komponente.

3.2 (Affine) Geraden und Ebenen im R”

Erinnerung Ist eine kartesisches Achsenkreuz mit Ursprung O fixiert, so kann das
n-Tupel

3]
an
. .
sowohl als Punkt A als auch als Ortsvektor a = OA interpretiert werden.

Geraden im R" sind eindimensionale Mengen von Punkten bzw. Ortsvektoren, die
durch eine der folgenden zwei Gleichungen beschrieben werden konnen:

Zwei-Punkt-Gleichung mit gegebenen Punkten A, B € R™ und Parameter A € R:

x:a+)\~(b—a)

Punkt-Richtungsgleichung mit A € R™, Richtung u € R™ und Parameter A € R:

Xx=a+t+tAu
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52 3. Vektorrechnung und Analytische Geometrie

v

Eine Gerade in 2D. Der Normalenvektor n steht immer senkrecht auf dem Richtungsvektor u.

Bemerkung

1. Die Gerade G besteht aus allen Punkten X deren Ortsvektor x die Gleichung fiir
eine geeignete Wahl von A erfiillen, d.h. zum Beispiel

G={X :x=a+X-(b—a)fiir cin A € R}.

2. Damit die Gerade nicht entartet muss a # b bzw. u # 0 gelten. Andernfalls ist
die Gerade eigentlich ein Punkt.

3. Beide Darstellungen sind dquivalent (sofern u und b—a parallel sind, zum Beispiel
u=Db—a).

4. Die Daten (d.h. A und B bzw. A und u) sind nicht eindeutig.

Ebenen im R" sind zweidimensional und konnen wie folgt angegeben werden:

Drei-Punkt-Gleichung mit Punkten A, B, C' € R™ und zwei Parametern \, u € R:

x:a—f—)\-(b—a)—i—u-(c—a)

Punkt-Richtungsgleichung mit A € R", zwei Richtungen u, v € R" sowie A\, u € R:

X=a+A-u+pu-v

Eine Ebene in 3D.
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Bemerkung

1. Damit die Ebene nicht entartet, diirfen u und v (bzw. b — a und ¢ — a) nicht
parallel sein und jeweils nicht verschwinden. Andernfalls ist die Ebene eine Gerade
oder sogar ein Punkt.

2. Eine (nichtentartete) Ebene in 2D ist immer schon der gesamte R2.

*k-dimensionale Unterridume im R"® werden durch £+ 1 Punkte bzw. durch einen
Punkt und k£ Richtungen via

k k k
x:(l—Z/\m>-a+Z)\m-bm bzw. x:a+2)\m-um
m=1 m=1 m=1
beschrieben. Die Nicht-Entartungsbedingung ist, dass alle Richtungsvektoren linear

unabhéngig sind (siehe dazu den néchsten Abschnitt).

Geraden im R?* 1In 2D kann eine (nicht entartete) Gerade auch durch die Gleichung
Nny-T1+mng To="7 bzw. (n, u) =~

beschrieben werden, wobei n # 0 ein sogenannter Normalenvektor an die Gerade ist
und immer senkrecht auf dem Richtungsvektor u steht. Diese Gleichung wird auch
Normalform genannt und hat den Vorteil, dass kein Parameter A mehr auftaucht.

Beweis In Komponenten wird eine Gerade durch die zwei Gleichungen
Ty =a;+ Ay, Ty =ay+ AU

charakterisiert, wobei u; # 0 oder uy # 0 gilt. Im ersten Fall (der zweite geht analog)
konnen wir A mittels der ersten Gleichung in der zweiten ersetzen. Mit anderen Worten:
es gilt

Ir1 — ap Ty —ax

A= s To = Q9 +
Ui Ui

.u2

Nach Multiplikation der zweiten Gleichung mit u; folgt die erste Behauptung mit n; =
—Ug, Ny = Uy, Y = Qg - Uy — A1 * Ug. [

Aufgabe Man gebe die Punkt-Richtungsgleichung der Geraden an, die durch die
Normalform

3 - Tr1 — 2- To = 1
gegeben ist.

Lisung Wir suchen zunéchst zwei Punkte X (bzw. ihre Ortvektoren x), die die Nor-
malform gentigen und nennen diese A und B (bzw. a und b), zum Beispiel

(1) ()

Anschlieend berechnen wir u = b — a.
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Bemerkung

1. Die Normalform gibt es so nur in 2D, da in nD eine Gerade nicht durch einen,
sondern durch n — 1 Normalenvektoren beschrieben werden muss.

2. Wird die Normalform (auf beiden Seiten) durch eine geeignete reelle Zahl divi-
diert, so kann man zusétzlich erreichen, dass

[nff=1, =0

gilt und erhélt die Hessische Normalform der Geraden, wobei v dann gerade der
Abstand der Geraden vom Ursprung ist.

3. Die Literatur kennt weitere Varianten der Normalform, die aber alle ineinander
umgeformt werden konnen:

To—ag=m-(x] —ay) (Punkt-Steigungsform, m = us/uy)

To=m-T;+n (explizite Normalform, n = ay — ay)

AR (Achsenabschnittsform)
(631 (%)

Ebenen im R? Eine Ebene in 3D kann durch die Normalform
Ny-T1+ Ny Tog+ng-x3="r bzw. (n, x) =7

angegeben werden, wobei der Normalenvektor n € R? nun senkrecht auf beiden Rich-
tungsvektoren u und v steht. Im Fall von ||n|| = 1 und v > 0 spricht man wieder von
der Hessischen Normalform der Ebene.

Beweis  Mit Hilfe zweier der drei Komponentengleichungen

Ty =a;+ AU+ p-vg, To=as+ A -uy+ - vy, T3 =ag+ \-us+ - vs
kénnen wir A und g eliminieren. 0
Bemerkung

1. Jeder Normalenvektor ist parallel zu n = u x v.

2. Zwei verschiedene Ebenen in 3D sind genau dann parallel, wenn sie parallele
Normalenvektoren besitzen. Andernfalls schneiden Sie sich in einer Geraden.

3. Geraden in 3D koénnen auch durch zwei Ebenen-Normalformen, d.h. durch ein
Gleichungssystem der Bauart

<n7X>:77 <H,X>:’3/

beschrieben werden, sofern n und n nicht parallel sind.
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Vorlesung 09, 08. November 2019

3.3 Allgemeine Vektorrdume

Definition Jede Menge V', fir die eine Addition (als Abbildung V' x V' — V) und
eine skalare Multiplikation (als Abbildung R x V' — V') eingefiihrt werden kénnen , so
dass die Rechenregeln (VR.I) und (VR.II) gelten, nennt man reellen Vektorraum (oder
auch linearen Raum).

Beispiel
1. Der Raum R".

2. Die Menge der Balkendiagramme aus n Balken (siehe Bild), wobei Addition und
skalare Multiplikation balkenweise definiert sind.

3. Die Menge aller Funktionen D — R auf der Menge D wird durch
(f +9)(x) = f(z) +g(z) und (X f)(x)=la- f(z)
zu einem Vektorraum (z € D, A € R, f,g: D — R).

4. Die Menge aller stetigen (bzw. aller stetig differenzierbaren) Funktionen I — R
auf einem Intervall I (siche Bild).

5. Die Menge aller (m, n)-Matrizen (siehe néchstes Kapitel).
6. Der Menge aller Losungen einer linearen Gleichung (wieder nichstes Kapitel).

7. Die Menge aller reellen Polynome in der Variablen x € R bzw. die Menge aller
reellen Polynome vom Grad < k. Es gilt zum Beispiel

(3-x4+4-x2—5-fc+9)—|—(—x3—x2+2-x)
=3-2"—2*+3.22-3-2+9

und (=3) - (2 =2 -2 +4)=-3-22+6- -2 —12.

0.5v -w

. . 0.5
[

0.0/ 3 4 5 7 OO TR 3 maETTET 0.0

-05 -0.5 -05

-1.0

-1.0 -1.0]

Die Menge aller Diagramme aus n Balken (hier n = 7) ist in natiirlicher Weise ein Vektorraum und isomorph zu R".
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sin(n x) cos(n x)
1
0.5
JT
-0.5
1
Die Menge aller stetigen Funktionen auf einem Intervall I — hier I = (0, 2w) — ist (ein unendlich-dimensionaler)

Vektorraum, den wir im Kapitel iiber Fourier-Reihen genauer studieren werden.

Definition Sei V ein Vektorraum und W C V eine nichtleere Teilmenge von V', die
unter Addition und skalarer Multiplikation abgeschlossen ist, d.h.

vvweW = v+well, veW, A eR = XX-velW.

Dann nennt man W einen Untervektorraum bzw. einen linearen Unterraum von V.

Beispiel

1. Jeder Vektorraum V ist auch Unterraum seiner selbst und jeder Unterraum ist
auch wieder ein Vektorraum.

2. Der Raum aller Polynome vom Grad < 3 ist ein Unterraum des Raumes aller
Polynome.

3. Der Raum der stetig differenzierbaren Funktionen ist ein Unterraum des Raumes
aller stetigen Funktionen.

4. Die Menge {x € R" : ||x|| = 1} ist kein Unterraum von R".
5. Die (affine) Gerade
G={X€eR" : (n, x) =1}

ist genau dann ein linearer Unterraum des R™, wenn v = 0 bzw. O € G gilt, d.h.
wenn es sich um eine Ursprungsgerade handelt.

6. Sind vq,...,Vv,, gegebene Vektoren in V', so ist

m
span(vy, ..., Vi) i= {Zyj-vj Dy € R}
j=1

ein Unterraum von V' und wird der (von den v;) aufgespannte Unterraum ge-
nannt. Die Elemente heiflen Linearkombinationen der v;.

Bemerkung In jedem Vektorraum V gibt es einen Nullvektor 0 mit 0 - v = 0 fiir
alle veV.

Skalarprodukte bzw. Normen kénnen auch in allgemeinen Vektorrdumen betrach-
tet werden, wobei es sich dann um Abbildungen V' — R bzw. V' x V — R handelt, fiir
die die Regeln (VR.I) bzw. (VR.II) gelten.
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Lineare Unabhingigkeit und Basen

Definition Die Vektoren vy,...,v,, € V heiflen linear unabhéngig, sofern die Im-
plikation

m

Zyj-vjzo = m=...=v,=0

j=1

gilt. Andernfalls werden sie linear abhéingig genannt. Die Vektoren bilden aufler-
dem eine Basis des Unterraumes W, wenn sie linear unabhéngig sind und wenn
span(vy, ..., v,,) = W gilt.

Theorem Sei by,..., b, eine Basis von V. Dann existieren fiir jedes v € V eine
eindeutige Wahl von skalaren Gréflen vy, ..., v, € R, so dass die Basisdarstellung

vV = E V]b]
j=1

gilt. Die v; heiflen die Komponenten (oder Koordinaten oder Koeffizienten) des Vektors
v bzgl. der gewihlten Basis.

Beweis: Die Existenz der Komponenten folgt, weil V' von den b; aufgespannt wird. Die
Eindeutigkeit ergibt sich aus der linearen Unabhéingigkeit wie folgt:

Zl/j'b]':ZI;j'bj = Z(Vj—ﬂj)'bjzo
j=1 j=1 j=1
= v;—v;=0 firj=1.m.
A bs A by v
b, -
l/1b1 I/2b2

Basisdarstellung eines zweidimensionalen Vektors (griin) bzgl. zwei verschiedener Basen (blau und rot).

Beispiel

1. Die Einheitsvektoren bilden eine Basis im R™ — man spricht auch von der
kanonischen Basis des R” — und es gilt offensichtlich

(%1 m
N § Ui - €5,
Un j=1

d.h. die v; sind gerade die Komponenten des Vektors bzgl. der kanonischen Basis.
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mit

fiir alle v € R? gilt, bilden b; und by eine (nicht-kanonische) Basis des R? (die
Formeln fiir die v; kénnen abgelesen werden).

. Die Vektoren

bilden eine Basis des R?, denn fiir jedes v € R? gilt

(%1
V2
U3

—21}1 -+ 2’02 + vg
7

~ 3u; —3va+2-u3
B 7

2’U1 + 5’02 — Vs

by + -

by + - bs.

Bemerkung: Die Giiltigkeit der obigen Formal kann einfach nachgerechnet wer-
den. Zur Herleitung dieser Formel muss ein lineares Gleichungssystem fiir die
Vorfaktoren vy, 15 v3 gelost werden und wir werden im nédchsten Kapitel lernen,
wie das geht.

. Die Monome 1, z, 2 usw. bilden eine Basis im unendlich-dimensionalen Raum

aller Polynome in der Variablen z. (In welchem Sinne unendlich viele Vektoren

einen Raum aufspannen, werden wir spéter mit Hilfe von Reihen genauer disku-

tieren).

Die Funktionen
r—sin(l-z), zw—sin(2-z), z—sin(3-z),

bzw.

x> cos(l-x),

x> cos(0-x), x> cos(2-x),

bilden Basen in gewissen Funktionenrdumen auf dem Intervall [0, 7|, die wir
spéter genauer untersuchen werden.

1.0

Michael Herrmann: Mathematik fiir Elektrotechniker 1

-1.0;

Zwei Basen (lila und tiirkis) im Raum aller Balkendiagramme mit 4 Balken. Dieser Raum ist 4-dimensional.
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sin(n x) cos(n x)
1 1

0.5 0.5

T
-05 -05
-1 -1

Einige der Basisfunktionen fiir die Fourier-Sinus-Reihe (links) und die Fourier-Kosinus-Reihe (rechts) von Funktionen

auf dem Intervall [0, =].

Definition Ein Vektorraum V besitzt genau dann die Dimension n € N (wir schrei-
ben dim V' = n), wenn er eine Basis aus n Vektoren besitzt.

Bemerkungen
1. Der R" besitzt die Dimension n.

2. Gilt dim V' = n, so besteht jede Basis aus n-Vektoren und je n 4+ 1 Vektoren sind
immer linear abhéngig (das wird sich aus den Resultaten des folgenden Kapitels
ergeben).

3. Wird der Unterraum W von den Vektoren vq,...,v,, € V aufgespannt, so gilt
dim W < m. Sind diese Vektoren v; aulerdem sogar linear unabhéngig, so gilt
sogar dim W' = m, denn die v; bilden ja schon eine Basis von .

4. Ist W ein Unterraum dvon V| so gilt dimW < dim V.

5. Es gibt unendlich-dimensionale Rdume, zum Beispiel Funktionenrdume. Die ent-
sprechende Theorie ist aber deutlich komplizierter als die Theorie der endlich-
dimensionalen Rdume.

Zum Isomorphiebegriff Die volle Tragweite des folgenden Konzeptes wird sich uns
erst allméhlich im Laufe der Vorlesung erschlieBen: Man nennt zwei Vektorrdume V'
und W zueinander isomorph, falls es eine Abbildung 7" : V' — W gibt, so dass:

1. T ist bijektiv,
2. T ist linear, d.h. es gilt
TA-V+A-V)=XA-TH)+ A TF)
fiir alle v,v € V und A\, X € R.

Bemerkung Salopp kann man sagen: Isomorphe Vektorrdume sehen gleich aus und
alles was man in dem einen verstanden oder berechnet hat, kann man 1 : 1 auf den
anderen {ibertragen.
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Theorem Jeder Vektorraum der Dimension n € N ist isomorph zum R".
Beweis Wir wéhlen eine Basis by, ..., b, in V und kénnen jeden gegebenen Vektor v €

V in der entsprechenden Basisdarstellung schreiben. Wir kénnen damit 7" : V- — R"
durch

n %1
7=1

definieren und bemerken, dass T offensichtlich bijektiv ist. Auflerdem gilt

T(A-Zyj.ijrXZﬁj-bj) :T(Z(A-ujJrX-ﬁj)-bj)
i=1 i=1

Vn

j=1
ANvi+ Ay
AU+ ATy
n 21
=A-| | +x]:
Uy, Uy,

O-Basen und ON-Basen In einem n-dimensionalen Vektorraum mit Skalarprodukt
spricht man von einer orthogonalen Basis, sofern

(b, bj) =0 fiiralle 4,j=1...nmit ¢ # j, (b;, b;) >0 firalle i=1...n

Eine orthonormale Basis ist orthogonal und erfiillt aulerdem noch die Normierungs-
bedingung (b;, b;) =1 fiir alle i = 1...n. Man schreibt dann meist

(bi, bj) = 4y,
wobei die rechte Seite gerade das schon eingefiihrte Kronecker-Delta ist.

A A

v
v

Zwei Beispiele (blau und griin) sowie zwei Gegenbeispiele (orange und rot) fiir eine ON-Basis in 2D. Der Kreis ist der

Einheitskreis.

Michael Herrmann: Mathematik fir Elektrotechniker 1 [D)evsa | Version vom 7.2.2020



3.3. Allgemeine Vektorrdume 61

Bei einer ON-Basis kénnen die Komponenten eines Vektors v leicht mit Hilfe des
Skalarproduktes berechnet werden, denn es gilt

<V, b7,> = <ZV] 'bj, b1> = Zl/j . <bJ, bl> = Zl/j 5@] =V;.
j=1 j=1 j=1

Fiir O-Basen gilt immerhin noch
(v, by) = v |[bs]”

aber bei nicht-orthogonalen Basen muss ein lineares Gleichungssystem gelost werden,
um fiir einen gegebenen Vektor v seine Komponenten v; zu berechnen.

Komplexe Vektorrdume Neben den bisher betrachteten reellen Vektorrdumen gibt
es auch komplexe Vektorrdume, fiir die die skalare Multiplikation mit A € C definiert
sein muss. Das n-dimensionale Standardbeispiel ist der C", d.h. die Menge aller n-Tupel
komplexer Zahlen.

Die Theorie komplexer Vektorrdume kann ganz analog zu der Theorie der reellen Vek-
torrdume entwickelt werden, wobei n komplexe Dimensionen immer — wegen C = R?
— 2n reellen Dimensionen entsprechen. Der einzige Unterschied besteht darin, dass
man das Skalarprodukt leicht anders definiert, ndmlich durch

(v.w)=> v;-w;€C
j=1

fiir beliebige

U1 wq

Un Wn

Damit gilt weiterhin

n n
IVl =vvov)y = > v m= >l >0,
j=1 7=1

aber das Skalarprodukt ist nun nicht mehr bilinear sondern sesquilinear. Insbesondere
gilt

und damit zwar
A u+p-v,w)y=X-(u, w)+pu- (v, w)
aber auch

(W, \outp-vy=XA-(w,u)+7-(w, V).
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Kapitel 4

Lineare GGleichungssysteme und
Matrizen

Vorlesung 10, 11. November 2019

Motivation Matrizen bilden die Grundlage der Linearen Algebra und spielen ei-
ne zentrale Rolle in der Mathematik und allen Anwendungswissenschaften, da sie in
natiirlicher Weise beim Studium von Gleichungssystemen und von linearen Abbildun-
gen auftauchen.

4.1 Matrizen

Definition Eine reelle (bzw. komplexe) (m, n)-Matrix ist

aiy ... Qip
A=

Am1 -+ Amn

d.h. ein quadratisches Schema mit m Zeilen und n Spalten, deren Eintrdge a;; reelle
(oder komplexe) Zahlen sind. Wir schreiben R(™™ (oder C™™) fiir die Menge aller
Matrizen (andere Autoren benutzen R™*" bzw. C™*").

Eselsbriicke In der Theorie von Matrizen gilt ,,Zeilen zuerst, Spalten spéter®.

Addition und skalare Multiplikation Zwei (m, n)-Matrizen A und B konnen
komponentenweise addiert und mit einer reellen (oder komplexen) Zahl multipliziert
werden. Insbesondere ist R(™™ (oder C™™) ein n - m-dimensionaler reeller (oder
komplexer) Vektorraum. (Ubungsaufgabe: Finden Sie Basen in R(™™.)

Beispiel
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Matrizenmultiplikation Das Produkt einer (I, m)-Matrix A und einer (m, n)-
Matrix B ist eine (I, n)-Matrix C = A - B, wobei der Eintrag c;; gerade das Ska-
larprodukt des i-ten Zeilenvektors von A und des j-ten Spaltenvektors von B ist. Mit
anderen Worten: Es gilt

m
Cij = E Ak bkj
k=1

firallei=1...lund alle j =1...n.

Beispiel Das Produkt einer (3, 2)-Matrix und einer (2, 4)-Matrix ist

a2 _(bn biz bis b14)

21 Q22
bai baa bog Doy
aszr  as2

a11011 + a12ba1  @11b12 + a12bas  ai1bis + a12bes  a11b14 + arabosg
= | a21011 + ageba1  ag1b12 + asebaa  a21bi3 + agabes  az1bia + agebay
azibi + asebar  asibiz + asebae  asibiz 4 asebes  asibis 4 azaboy

und damit eine (3, 4)-Matrix. Beachte, dass das Produkt einer (2, 4)-Matrix und einer
(3, 2)-Matrix nicht definiert ist.

Bemerkung Wir werden im Laufe der Vorlesung sehen, dass diese auf den ersten
Blick seltsam anmutende Matrizenmultplikation sehr sinnvoll ist und in der Natur der
Sache begriindet liegt. Eine komponentenweise Multiplikation zweier (m, n)-Matrizen
konnte zwar definiert werden, wére aber ziemlich nutzlos.

Beispiel Das Produkt einer (2, 2)-Matrix und einer (2, 2)-Matrix ist

ap a2\ bir bio _ ai1biy + ai2ba a11b12 + a12b2s

G21 Q22 a1 b2 21011 + ag2bay ag1bia + agboy )
Ganz allgemein konnen zwei quadratische (n, n)-Matrizen zu einer (n, n)-Matrix mul-
tipliziert werden. Beachte aber

bin bi2\  fain a2\ _ fanbi +anbiz  anebin 4 abi

ba1  baz a1 G2 aribor + agibaz  a12bor + agbon
d.h. es gilt im Allgemeinen A - B # B - A. Die Multiplikation quadratischer Matrizen
ist also nicht kommutativ!

Beispiel

GGG GG )G )

Die rechte Seite im ersten Produkt ist {ibrigens die Null im Vektorraum aller (2, 2)-
Matrizen (bzw. eine sogenannte Nullmatrix), die manchmal auch mit 0 bezeichnet wird.
Beachte, dass aus A - B =0 weder B- A = 0 noch A = 0 oder B = 0 folgt.

*Bemerkung Aus Sicht der Mathematischen Algebra ist die Menge aller (n, n)-
Matrizen ein nichtkommutativer Ring, der nichttriviale Nullteiler besitzt.
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Beispiel Elemente des R" (bzw. des C") kénnen in natiirlicher Weise als (n, 1)-
Matrizen betrachtet werden, eben weil wir sie als Spaltenvektoren schreiben. Insbeson-
dere kann eine (m, n)-Matrix mit einem Spaltenvektor der Dimension n multipliziert
werden, wobei via

ai; ... QAip T

n
E A1,Tk
k=1

n
Am1 -+ Amn Tn
g AmkT
k=1

ein Spaltenvektor der Dimension m entsteht.

Beobachtung Das lineare Gleichungssystem

a11T1 + ...+ a1, = b1

A1 L1+ oo+ T, = by,

kann als A -x = b geschrieben werden. Das ist eine erste — aber weder die letzte noch
die beste — Motivation, Matrizen zu studieren.

Rechenregeln der Multiplikation Aus den obigen Definitionen kann man durch
Nachrechnen die folgenden Regeln ableiten:

(A+B) . C=A-C+B-C

A (B+C)=A-B+A-C

(A-B)-C=A-(B-C)
A-(AB)=(A-A)-B=X-(A-B)

Hierbei miissen natiirlich die Spalten- und Zeilenanzahlen der beteiligten Matrizen
jeweils zueinander passen.

Einheitsmatrix Fiir jedes n € N wird die (n, n)-Matrix

1 0
I, = .
0 1
als Einheitsmatrix bezeichnet, wobei die Schreibweise so zu verstehen ist, dass jeder
Diagonaleintrag 1 ist und alle anderen Eintrége 0 sind. Es gilt also

10
12: ((1] (1)) y 13: O 1
00

Fiir jede (n, n)-Matrix rechnet man nach, dass A -I, = A =1, - A.

0
01, I, = ,  USW.
1

o O O
o O = O
o = O O
o O O
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Die Transponierte einer Matrix Fiir jede Matrix

a1l ... Qup ai;y ... Ami
A= D | eRMY O wid AT = .| ermm

Am1 .- Amn A1y --- Amn

als die Transponierte zu A bezeichnet. Analog wird die Transponierte von komplexen
Matrizen eingefiihrt.

Rechenregeln
(A+B)" = AT + BT
(A-A)T =X AT
(A7) =
(A-B)" =BT. AT
Beispiel

(1 23>T_ - (1 2>T_(1 3)
4 5 6 3 6 3 4 2 4

Bemerkung Die Transponierte eines Spaltenvektors ist dabei ein Zeilenvektor und
umgekehrt, wobei das Produkt aus Zeilen- und Spaltenvektor gerade als Skalarprodukt
interpretiert werden kann. Genauer gesagt, fiir x,y € R” gilt

hn n
oy =(m o) | [ =) m=(xy) =y, x) =y x€R.
Yn 7=t
Beachte aber, dass
1 T1-Y1 ... T1°Yn
xy'=|{: |- - wm)=| : : | erem
Tn Ty Y1 oo Ty Up

Definition Eine reelle quadratische Matrix A € R(™™ heift:

symmetrisch falls A = AT
orthogonal falls A- AT =AT. A =1,
positiv definit falls A symmetrisch ist und x* - A - x > 0 fiir alle x # 0 € R"

Die Niitzlichkeit dieser Begriffe wird sich uns aber erst spéter erschlieffen.

Bemerkung Bei einer orthogonalen (n, n)-Matrix bilden die Spaltenvektoren sowie
die Zeilenvektoren jeweils eine ON-Basis des R™, zum Beispiel

A= (Sl ey, ees
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Operationen mit komplexen Matrizen Fiir A € C™"™ ist

ay ... Qip
A= : .| ectm

Am1 --- Amn

die konjugierte Matrix und A* := A" e die adjungierte Matrix.

Definition Eine komplexe quadratische Matrix A € C™™ heifit:
hermitesch falls A = A”
unitar falls A-A*=A"-A =1,
positiv definit falls A hermitesch ist und x* - A - x > 0 fiir alle x 20 € C"

| Vorlesung 11, 13. November 2019

4.2 Lineare Gleichungssysteme — Praxis

Einfache Beispiele und Michtigkeit der Losungsmenge
Beispiel

ry + .1'2:1
- n + 2-1; =5

Wir konnen die Losungen — jede Losung besteht aus je einem Wert fiir 1 und x5 — auf
verschiedene Weisen ableiten

1. Wir raten eine Losung, kénnen uns dann aber nicht sicher sein, ob es noch andere
gibt.

2. Wir bestimmen die Losung graphisch als die Schnittpunkte zweier Geraden in
der Ebene (siehe Bild).

3. Wir l6sen die erste Gleichung nach z5 auf und setzen die entstehende Formel in
die zweite Gleichung ein. Das ergibt

33'2:1—1'1, —$1+2'(1—$1):5
und nach einfachen Umformungen erhalten wir
T, = —1, To = 2.

Insbesondere gibt es in diesem Beispiel genau eine Losung.
Bemerkung: Wir hitten natiirlich auch die erste Gleichung nach x; oder die zweite
Gleichung nach x5 auflosen konnen und letztlich dasselbe Ergebnis erhalten.

4. Wir betrachten geschickte Linearkombinationen der Gleichungen. Zweimal die
erste Gleichung minus einmal die zweite Gleichung sowie die Summe beider Glei-
chungen ergeben
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68 4. Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

und damit auch
3'LL’1+0'LL’2:—3, 0.T1+3.I’2:6

Insbesondere gibt es im umgeformten Gleichungssystem viele Nullen und wir
konnen die Losung direkt ablesen.

Die ersten drei Losungsmoglichkeiten sind nur bei kleinen Systemen praktikabel. Die
vierte werden wir jedoch zu einem Algorithmus verallgemeinern kénnen, der dann ent-
weder manuell umgesetzt oder (mit einigen Modifikationen) auch im Computer imple-
mentiert werden kann.

Beispiel Ausgehend von

ry — Ty = 1
— 221 + 239 = -2

bemerken wir, dass zweimal die erste Gleichung plus die zweite Gleichung
0- xr1 + 0- To = 0

liefert, d.h. die beiden Gleichungen sind linear abhéngig. Oder anders gesagt: es handelt
sich bei dem gegebenen System eigentlich gar nicht um zwei Gleichungen, sondern nur
um eine, die nur zweimal leicht verschieden hingeschrieben wurde. Insbesondere gibt
es keine eindeutige Losung, sondern unendlich viele, ndmlich

1 € R beliebig, To=x1— 1.

Beispiel Fiir das Gleichungssystem

Ty + Ty = 1
2'1}1 -+ 2'372 = 5

multiplizieren wir die erste Gleichung mit 2 und subtrahieren die zweite Gleichung.
Das liefert

0'1‘1+O'ZL‘2:—3

und wir schliefen, dass es in diesem Beispiel keine Losung geben kann.

3 3 3
2 2 ’, 2
1 1 4 1
\ / \
<0 L0 / L0
1 1 / 1
_ - / _
2 -2 / !
/
-3 -3 -3
3 =2 1 o0 1 2 3 3 2 1 0 1 2 3 3 2 1 o0 1 2 3
X4 X1 X

Die geometrische Losungen der drei linearen Gleichungssysteme aus diesem Abschnitt. Lineare Gleichungssysteme aus
m Gleichungen fiir n Unbekannte besitzen immer eine geometrische Interpretation im R™ (als Schnittmengen von

Geraden, Ebenen, Hyperebenen usw).
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Prinzip Ganz allgemein kann man sagen: Ein lineares Gleichungssystem bestehend
aus m-Gleichungen fiir n Unbekannte kann entweder keine, genau eine, oder unendlich
viele (aber niemals genau zwei oder genau 17) Losungen besitzen. Wir werden das
weiter unten besser verstehen.

Gibt es keine bzw. unendlich viele Losungen, so nennt man das Gleichungssytem
iiberbestimmt bzw. unterbestimmt.

Achtung Man konnte meinen, dass ein lineares Gleichungssystem mit m < n (we-
niger Gleichungen als Unbekannte) oder m > n (mehr Gleichungen als Unbekannte)
immer unter- bzw. immer iiberbestimmt ist. Das gilt aber in dieser strengen Form
nicht immer, sondern nur, wenn die Gleichungen linear unabhéngig sind und wenn sie
sich nicht widersprechen. Genausowenig kann man sagen (siehe die Beispiele), dass ein
System von n linearen Gleichungen fiir n Unbekannte immer eine eindeutige Losung
hat.

Bemerkung Wir entwickeln in diesem Abschnitt die Losungstheorie linearer Glei-
chungen. Nichtlineare Gleichungssysteme wie zum Beispiel

v —aa=1, a2 +3-1y=5

sind zwar auch sehr wichtig (in der Mathematik und in den Anwendungen), aber im
Allgemeinen deutlich schwieriger zu verstehen.

Bemerkung Beiiiberbestimmten Gleichungssystemen kann mittels der Methode der
Kleinsten Fehlerquadrate eine optimale approximative Losung gefunden werden, siehe
zum Beispiel [ABHKLS, Seite 508] fiir eine Einfithrung in dieses Thema.

Gaul3-Elimination und Stufenform

Strategie Durch elementare Operationen kann jedes Gleichungssystem schrittweise
in eine Stufenform gebracht werden, aus der dann alle Losungen durch direkte Rech-
nungen abgeleitet werden kénnen.

Vereinfachende Notation Fiir das gegebene System

a1y + ... + aipx, = b1
11 + ... + QGunTn = by,
werden
aiy ... Qip aiy ... Qin bl
bzw
Aml - Qi Ami -+ Qmn | bm

die Koeffizientenmatrix bzw. die erweiterte Koeffizientenmatrix genannt. Beachte, dass
wir z1, ..., 7, in Abhingigkeit der Koeffizienten a,; und b; suchen.
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70 4. Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

Klarstellung Wir werden im Folgenden ausschliefllich mit reellen Zahlen rechnen,
d.h. es gilt a;; € R und b; € R sowie z; € R. Alle wesentlichen Argumente und
Algorithmen konnen aber leicht auf den Fall komplexer Zahlen iibertragen werden.

Beispiel Wir untersuchen das Gleichungssystem

1 -2 113
3 2 —-1]|1
-2 2 110

und erzeugen zunéchst in der ersten Spalte Nullen, indem wir die erste Zeile mit —3
bzw. +2 multiplizieren und sie dann zur zweiten bzw. dritten Zeile addieren:

1 -2 13
0 8 —4|-8
0 -2 3|6

Anschliefend multiplizieren wir die dritte Zeile mit 4 und addieren zu ihr die zweite
Zeile:

1 -2 113

0 8 —4|-8

0 0 8|16

Wir haben damit eine Stufenform erreicht und konnen die Losung schrittweise durch
sogenanntes Riickwirtseinsetzen bestimmen:

16 —8+4+4-
B Lk L U S S

8 8

Insbesondere ist die Losung in diesem Beispiel eindeutig und kann als

X1 1
x=|ax| =10
T3 2

geschrieben werden.

Beispiel Wir betrachten die erweiterte Koeffizientenmatrix

0 2 -2 -1 1,0
1 2 0 3 2]-2
-11 -3 2 1|1

mit 3 Gleichungen und 5 Unbekannten. Um in der ersten Spalte moglichst viele Nullen
zu erzeugen, vertauschen wir zunéchst die ersten beiden Zeilen und addieren anschlie-
Bend die dann erste Zeile zur dritten Zeile:

12 0 3 2|-=2
02 -2 -110
03 -3 5 3|-1
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Im néchsten Schritt multiplizieren wir die dritte Zeile mit —2 und addieren das Drei-
fache der zweiten Zeile:

12 0 3 2 | =2
02 -2 -1 11]0
00 0 —-13 —3|+42
Damit haben wir auch in diesem Beispiel eine Stufenform erreicht und kénnen die
Losung wie folgt ablesen: Die dritte Zeile der Stufenform impliziert
3 2
—1—3355 T 137
wobei x5 beliebig gewéhlt werden kann, und die anschliefende Auswertung der zweiten
Stufenzeile liefert

Ty =

.134—.155_ 8 1
2 BT3B T3

T9 = T3 +

Schliellich erzwingt die erste Stufe

2-2 3 2 2 ! 18
T1 = —2 — 2L9 — OL4 — L — — 2L — — L — —
1 2 4 5 371375 T 13
und wir erhalten insgesamt
1 —18 -2 -1
) —1 1 -8
1
x=|a3| = 3 0 +x3| 1 | + f—; 0
Ty —2 0 -3
T5 0 0 13

als Formel fiir die allgemeine Losung, wobei x3 und x5 jeweils beliebig gewéhlt werden
diirfen.

Beispiel Die erweiterte Koeffizientenmatrix

1 0 —-11]0
0 1 1|1
2 =2 —4)|2
-1 1 2|1

kann durch Addition geeigneter Vielfacher der ersten Zeile zur zweiten und dritten
Zeile in

1 0 —-1/0
0 1 1]1
0 -2 =212
0 1 1|1

umgeformt werden, und anschlieBend durch Addition geeigneter Vielfacher der zweiten
Zeile zur dritten und vierten Zeile in die Stufenform

10 —-1]0
01 1|1
00 0 4
00 010

gebracht werden. Die vierte transformierte Gleichung formuliert dabei iiberhaupt keine
Bedingung an die z;, aber die dritte transformierte Gleichung zeigt, dass es in diesem
Beispiel keine Losung gibt. Es handelt sich also um ein {iberbestimmtes Gleichungs-
system.
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Gauf3-Elimination Durch sukzessives Anwenden der Umformungsregeln

1. Vertausche zwei Zeilen.
2. Multipliziere eine Zeile mit einer von 0 verschiedenen Zahl.

3. Addiere ein geeignetes Vielfaches einer Zeile zu einer anderen Zeile.

kann jedes lineare Gleichungssystem in eine dquivalente Stufenform gebracht werden,
wobei Stufenform meint, dass die Anzahl der Null-Koeffizienten in jeder Zeile zunimmt.
Die allgemeine Losung kann dann durch Riickwértseinsetzen bestimmt werden.

Bemerkung

1. Bei der Anwendung der Gauf-Elimination hat man gewisse Freiheiten (zum Bei-
spiel bei der Vertauschung der Zeilen). Das Endergebnis héngt aber nicht von
den konkret gewihlten Schritten ab.

2. Der erste von 0 verschiedene Eintrag in jeder Zeile wird auch Pivot-Element der
Zeile genannt.

3. Varianten der Gauf-Elimination werden auch in der Numerischen Mathema-
tik zur approximativen Losung linearer Gleichungssysteme verwendet. Aller-
dings muss dann durch sorgféltiges Vertauschen der Zeilen sichergestellt werden,
dass die Pivot-Elemente nicht zu klein werden, da andernfalls die unvermeid-
baren Rundungsfehler zu grof§ werden kénnen. Oder anders gesagt: Die Gauf3-
Elimination ist anfillig fiir Rundungsfehler und bei der numerischen Implemen-
tierung der Gauf-Eliminierung mit Gleitkommazahlen gibt es weitere Regeln zu
beachten.

4. Manchmal wird in der Literatur bei der Gau-Elimination das Vertauschen zwei-
er Spalten zugelassen, was einer Umnummerierung der Unbekannten entspricht.
Sie sollten dies nur dann tun, wenn Sie ausreichend Erfahrung besitzen und die
wechselnde Nummerierung der Unbekannten immer konsequent und konsistent
beriicksichtigen.

5. Man kann die Gauf-Elimination als eine LR-Zerlegung der Koeffizientenmatrix
interpretieren, d.h. man berechnet eigentlich eine Darstellung der Form

A=LR,

wobei R eine rechte obere Dreiecksmatrix ist (die Stufenform) und die Transfor-
mationsschritte in einer linken unteren Dreiecks-Matrix kodiert werden kénnen.
Fiir die Details sei auf WIKIPEDIA oder [AORS, Abschnitt 4.4] verwiesen.

Notation Es gibt keine Standardnotation, um die Ergebnisse der Einzelschritte bei
einer Gauf3-Elimination aufzuschreiben. Eine mégliche und praktische Notation benutzt
das Aquivalenzzeichen 22, d.h. es gilt zum Beispiel

()= (@0, —+2- )]

wobei die eckigen Klammern uns daran erinnern, dass die erste Zeile unveridndert
iibernommen wurde und dass die zweite Zeile rechts als gewisse Linearkombination
der ersten beiden Zeilen links berechnet wurde.
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Gauf3-Jordan-Verfahren und Diagonalmatrizen

Beobachtung Man kann durch Zeilenoperationen weitere Nullen in der transformier-
ten Koeffizientenmatrix erzeugen und im Fall von m = n die Koeffizientenmatrix ggf.
sogar in eine Diagonalform bringen.

Beisptiel Wir betrachten das Gleichungssystem

0
-1

1
1
0 0
1

O = = O
SO = O =
OO O

-1

und benutzen die GauB-Elimination um nacheinander die dquivalent umgeformten Sy-
steme

1 1 0 —-1/0 110 —-10 110 =110
0 1 1 0|1 011 0]1 011 011
0O -10 110 |’ 001 11" 001 1|1
0 -1 1 110 002 1|1 000 —=1]-1

abzuleiten, aus dem die Losung durch Riickwértsenisetzen bestimmt werden konnte.
Man kann alternativ aber auch — und das nennt man das GauB-Jordan-Verfahren —
weitere Umformungsschritte durchfithren, indem man hier zunéchst zu jeder Zeile ein
Vielfaches der vierten Zeile addiert:

110 01
011 0|1
001 00
000 —-1]-1

Anschliefend kann man mit Hilfe der dritten bzw. zweiten Zeile weiter umformen

110 01 100 010
010 0711 010 011
001 070 ’ 001 010
000 —-1|-1 000 —-1]-1

bis schliefllich eine Diagonalmatrix entsteht. Im konkreten Beispiel kann man — da es
sich um einen quadratische Matrix handelt und alle Diagonaleintriage nicht verschwin-
den — im letzten Schritt jede Zeile mit einer geeigneten Zahl multiplizieren. Dies liefert

1 00 0]0
01 001
00100
000 1|1
und damit die eindeutige Losung
T 0
T2 . 1
T3 - 0
T4 1
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Beisptel Man kann natiirlich den Umweg {iber Stufenmatrizen vermeiden und gleich
versuchen, moglichst viele Nullen in jeder Spalte zu produzieren (diese Variante nennt
man auch Gau$-Jordan-Verfahren): Ausgehend von

12 0 1)1
1 2 -2 010
11 -1 110

gelingt dies zum Beispiel via

1 2 0 11 1 2 0 1|1
0o 0 -2 —-1|-11], 0O -1 -1 0 |—-1
0O -1 -1 0 |-1 0O 0 -2 —-1|-1
sowie
1 0 -2 1 |-1 1 0 0 2] 2
0 -1 -1 0 |-1], 0 -1 0 % |—3
0o 0 -2 —-1]-1 0O 0 -2 —-1|-1
und
100 2|2
1]1
010—15?
001 35 |3

Die allgemeine Losung ist also:

T 4 —4
i) o 1 1 Ty 1
P Bl ' R |
Ty 0 2

Zusammenfassung Die Grundidee der GauB-Elimination ist es, eine Stufenform zu
erzeugen, aus der alle Losungen durch Riickwértseinsetzen gewonnen werden koénnen.
Die Grundidee des GauB-Jordan-Verfahrens ist es, durch Umformungen moglichst vie-
le Nullen und pivotale Einsen auf der linken Seitr der Mittellinie zu erzeugen, um
aufwandige Rechungen beim Riickwirtseinsetzen zu vermeiden. Beide Strategien ba-
sieren dabei auf denselben elementaren Zeilenoperationen und liefern bei fehlerfreier
Umsetzung das gleiche Ergebnis.

gleichzeitiges Losen mehrerer Gleichungen Gleichungssysteme mit gleicher Ko-
effizientenmatrix, aber verschiedener rechter Seite, konnen parallel gelost werden, in-
dem die Koeffizientenmatrix um mehrere Spalten erweitert wird.

Beispiel Um das Gleichungssystem
1+ 229 = by, 1 +4xy = by

fiir die zwel rechten Seiten
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zu losen, betrachten wir die erweiterte Koeffizientenmatrix

1 210 1
1 4]-8 1
und transformieren diese via

120 1 1 0]+8 1 1 0]+8 1
02/ -8 0)/" 0 2/-820)" 0 1]—-4 0 )"

Insbesondere gilt
8 1
X = (_4) bzw. X = (0) .

Beispiel Wir betrachten die erweiterte Koeffizientenmatrix
1 0 11
1 1 —-110
1 -1 210

in der die Einheitsmatrix I3 rechts von der Mittellinie steht. Nach den Umformungen

1 0 1 1 00 1 0 1 1 00
0O 1 —-2/-110 , 01 —2]—-1 10
0O -1 1 ]—-1 01 00 —-1]—-2 11
und
10 01]-1 1 1 1 0 0]—-1 1 1
01 0|3 -1 =2 , 0103 -1 =2
00 —-1]-2 1 1 0012 -1 -1

steht die Einheitsmatrix schliefllich links von der Mittellinie. Insbesondere implizieren
unsere Rechnungen — siehe den Abschnitt unten iiber inverse Matrizen — die Matri-
zengleichung

1 0 1 -1 1 1
A-B=I;=B-A, A=(1 1 -1], B=(3 -1 —2|]=A"
1 -1 2 2 -1 —1

und wir schlieen, dass das Gauf-Jordan-Verfahren zur Berechnung inverser Matrizen
geeignet ist. Sollte die Inverse nicht existieren, so entsteht eine transformierte Koeffi-

zientenmatrix, in der mindestens eine Zeile kein von Null verschiedenes Pivot-Element
besitzt.

4.3 Lineare Gleichungssysteme — Theorie

Klarstellung Alle Resultate aus diesem Abschnitt gelten analog auch fiir komplexe
Matrizen.
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Motivation Wir betrachten in diesem Abschnitt das Gleichungssystem
A -x=Db,

wobei wir in aller Regel die Losung x € R™ suchen und A € R(™™ sowie b € R™
gegeben sind. Dabei heifit das Gleichungssystem homogen, falls b = 0 gilt, andernfalls
inhomogen. Beachte, dass es im homogenen Fall immer die triviale Losung x = 0 gibt.

Theorem (Losungsraum linearer Gleichungen)

1. Die Menge aller Losungen der homogenen Gleichung ist ein linearer Unterraum
von R", den man den Kern der Matrix A nennt — bzw. mit ker (A) abkiirzt — und
dessen Dimension wir mit £ < n bezeichnen. Insbesondere gibt es k Basisvektoren
xW . x® 5o dass die allgemeine homogene Lisung von A - x = 0 als

k
X = Z a; - x)
j=1

mit o; € R geschrieben werden kann.

2. Wurde eine spezielle Losung x™*) der inhomogenen Gleichung gefunden, so kann
die allgemeine inhomogene Losung als

k
x = x+ 3 ;- x0)
j=1
dargestellt werden.

Beweis, Teil 1: Die Menge
ker (A):={x€eR" : A-x=0}
ist offensichtlich Unterraum, denn fiir alle x, X € ker (A) und alle A\, A € R gilt wegen
A (Ax+A%) =A-Ax+ A AK=X-041-0=0
auch A -x + \-% € ker A.
Beweis, Teil 2: Fiir jede Losung x der inhomogenen Gleichung gilt
A - (x—x(*)) A x—-A-x*=b-b=0,

d.h. die Differenz zweier inhomogener Losungen ist eine Losung der homogenen Glei-
chung. O

Bemerkung Sofern es iiberhaupt Losungen der inhomogenen Gleichung gibt, héngt
die Anzahl der Losungen der Gleichung A - x = b entscheidend von den Eigenschaften
der Matrix A ab.
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‘Vorlesung 12, 15. November 2019

Beispiel Fiir

gilt

ker (A) = span 3
1
und damit k£ = 1, denn die Gleichung A - x = 0 impliziert

$1+2$3:O, 372—333'3:0

und damit

—2.1'3 -2

xekerA — x=1| 3z3 | =23 3
T3 1

Auflerdem ist

1

x*) = |3
1

eine spezielle inhomogene Losung (Nachrechnen!). Die allgemeine Losung der inhomo-
genen Gleichung ist damit

-2 1 -2
x=x3| 3 bzw. x=13|+x3| 3 |,
1 1 1

wobei z3 € R jeweils beliebig gewahlt werden darf.

(12 ()

gilt £ = 0, d.h. ker (A) ist der sogenannte Nullraum {0}, der nur aus der trivialen
Losung besteht, und es gilt £ = 0. Insbesondere gibt es genau eine Losung des inho-
mogenen Problems, nadmlich
< — —4
={ 5

Definition Die Anzahl der linear unabhéngigen Zeilenvektoren der Matrix A wird
Zeilenrang von A genannt und mit Rang (A) bezeichnet.

Beispiel Mit

Rang von Matrizen
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Theorem (Dimensionsformel) Fiir jede (m, n)-Matrix A gilt
dim (ker (A)) + Rang (A) =n

Beweis  Wir bemerken zunéchst, dass die Umstellungen der GauB-Elimination weder
den Rang noch den Kern der Matrix dndern (Ubungsaufgabe). Mit b = 0 bricht die
GauB-Elimination nach r Schritten ab und liefert die erweiterte Koeffizientenmatrix

ap; ap ... &1(7“71) aiy &1(7"4»1) oo a1 |0
O ELQQ e dg(r_l) ELQT &2(r+1) ‘e C~L2n 0
0

0 0 ... 0 Gy sy -- G |0 |
0 0 ... 0 0 0 ... 010
0 0 ... 0 0 0 ... 010

wobei wir hier der Einfachheit halber annehmen wollen, dass alle Pivot-Elemente
11,029, - - -, are jeweils nicht verschwinden (um dies in wirklich jedem Fall sicherzu-
stellen, muss man ggf. die Unbekannten umnummerieren bzw. Spalten vertauschen).
Man sieht nun leicht, dass in einer homogenen Losung — d.h. in einem Vektor x € R"
mit A -x = 0 — die Komponenten z,,1,...,x, beliebig gewéhlt werden kénnen und
dass dann alle anderen Komponenten x4, ..., x, durch Riickwértseinsetzen bestimmt
werden konnen. Die Stufenmatrix zeigt also, dass der Kern von A genau k = n —r Di-
mensionen (bzw. Freiheitsgrade) besitzt. Auflerdem gibt r gerade die Anzahl der linear
unabhéngigen Zeilen an, d.h. r ist der Zeilenrang der Matrix A. ]

Klarstellung

Klarstellung Die obige Dimensionsformeln gilt sowohl fiir quadratische und als auch
fiir nicht-quadratische Matrizen, wobei die Dimension des Kernes und der Zeilenrang
sich immer zur Anzahl der Spalten addieren. Die folgenden Aquivalenzaussagen gelten
in der angegebenen Form nur fiir quadratische Matrizen.

Folgerung (Losbarkeitskriterium bei quadratischen Matrizen) Die folgenden
vier Aussagen sind fiir jede quadratische (n, n)-Matrix zueinander dquivalent.

—_

. Es gilt dim (ker (A)) = 0.

2. Es gilt Rang (A) = n.

3. Die homogene Gleichung A - x = 0 besitzt nur die triviale Losung x = 0.

4. Die inhomogene Gleichung A -x = b besitzt fiir jedes b € R™ genau eine Losung.

Beweis Das ist eine Ubungsaufgabe zur Anwendung der Dimensionsformel und des Sat-
zes iiber den Losungsraum linearer Gleichungen. Beachte, dass sehr viele Implikationen
zu zeigen sind, ndmlich

Aussage ¢t = Aussage j

fiir jede Wahl von 4,5 € {1,2,3,4} mit ¢ # j.

Michael Herrmann: Mathematik fir Elektrotechniker 1 [D)evsa | Version vom 7.2.2020



4.3. Lineare Gleichungssysteme — Theorie 79

Beispiel Fiir
1 2 0
A=10 3 —4
1 1 2

gilt offensichtlich Rang (A) = 3 und damit dim (ker (A)) = 0.

Bemerkung Sei m < n und A eine beliebige (m, n)-Matrix. Dann besitzt die ho-
mogene Gleichung A - x = 0 nach dem Dimensionssatz mindestens n — m linear un-
abhéngige Losungen (aber vielleicht noch mehr). Die inhomogene Gleichung muss aber
trotzdem keine Losung besitzen.

Beispiel Fiir

10 1 1
A‘(—10—1 —1)

gilt Rang (A) = 1 und damit dim (ker (A)) = 3. Insbesondere beschreibt

0 -1 -1
1 0 0
ker (A)) = span ol 11110
0 0 1

alle Losungen x € R* der homogenen Gleichung A - x = 0 € R?, aber es gibt fiir

1
2= ()
keine Losung der inhomogenen Gleichung A - x = b.

Lemma (Bedeutung der Spalten einer Matrix) Sei A € R(™™ eine beliebige
Matrix und seien al¥), ... a(™ die entsprechenden Spaltenvektoren (Elemente des R™).
Dann gilt

Ax=g-aY+. . 4z, -a".

Beweis: Nachrechnen analog zum folgenden Beispiel.

Beispiel

T
app a2 a3 | = (T + 41272 + a13%3
. , | =
Q1 Q22 Q423 . G21T1 + A22%2 + A23T3
3

an a12 a32
=T + T9 + 3
a21 a22 a32

Definition Der Spaltenrang von A € R(™™ ist die Anzahl der linear unabhéngigen
Spaltenvektoren.
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Theorem (Es gibt nur einen Rang.) Fiir jede (quadratische oder nicht-
quadratische) Matrix sind Zeilen- und Spaltenrang gleich.

Beweis Sei | der Spaltenrang von A. Dann kénnen wir 0.B.d.A. — d.h. ,,ohne Be-
schrénkung der Allgemeinheit® — annehmen, dass die n Spaltenvektoren a®™, ... a®) ¢
R™ linear unabhéngig sind und finden Koeffizienten ~;; € R so dass

!
a® :Z%ia(i) firalle k=1+1,....n

i=1

Damit gilt (beachte den Wechsel des Laufindexes von k zu ¢ in der ersten Summe der
zweiten Zeile)

A -x= Zxka(k) = Zxka(k + Z mek al®)

k=l+1 =1
- Y+ 33 e
=1  k=Il+1
—Z rt 3 mow)a®
k=l+1
und wir erhalten die Implikation
n
0=A-x <— aci:—z:zmki firalle i=1...L
k=l+1

Hieraus schliefen wir, dass die Dimension von ker (A) gerade n — [ ist, denn fiir jeden
Vektor x € ker A konnen die Komponenten .1, ..., x, beliebig gewéhlt werden und
legen dann die Werte von 1, ..., x; eindeutig fest (siehe auch das nichste Beispiel).
Die Behauptung folgt nun mit der Dimensionsformel. O

Beispiel Um die Argumente im Beweis zu illustrieren, betrachten wir

1 2 1
A=|-1 -2 -1
0 1 2

Diese Matrix besitzt die Spaltenvektoren

1 2 1
al = | -1, a® =1 -2, a® = | -1

0 1 2

I

wobei die zwei Vektoren al¥, a(® linear unabhingig sind und auerdem
a® =5 -a +43-a®  mit 4y =3, Y32 = 2

gilt. Insbesondere besitzt A den Spaltenrang 2. Andererseits hatten wir im Beweis
gesehen, dass

A -x = (01 +7mas) - + (2 + qa015) -2
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fiir jeden Vektor x € R? gilt und hieraus der Kern von A abgelesen werden kann: Es
gilt A -x = 0 genau dann, wenn

T1 = —731x3, T2 = —732T3 bzw. x=x3|—-2],

und es folgt

3
ker A = span —2
1

Die Dimensionsformel besagt, dass der Zeilenrang von A auch 2 = 3 — dim ker A ist,

und dies ist offensichtlich auch die Anzahl der linear unabhéangigen Zeilenvektoren von
A.

Beispiel Die Matrix

210
1 21
besitzt offensichtlich den Zeilenrang 2 und damit nach dem Theorem auch den Spal-

tenrang 2. Insbesondere kann der Nullvektor in R? durch eine nichttriviale Linearkom-
bination der drei Spaltenvektoren der Matrix dargestellt werden, nédmlich als

(o) =) 2 () > ()

aber je zwei der drei Spaltenvektoren sind aber linear unabhéngig. Nach Dimensions-
formel gilt auch dim (ker A) = 3 — 2 = —1 und mit direkte Rechnungen ergibt sich

1

ker A = span -2
3

4.4 Quadratische Matrizen

Klarstellung Alles gilt wieder auch fiir komplexe Matrizen.

Invertierbare und Inverse Matrizen

Definition Eine quadratische Matrix A € R™™ mit Rang(A) = n bzw.
Rang (A) < n heifit reguldr bzw. singulér.

Definition Eine quadratische Matrix A € R(™™ heifit invertierbar, falls es eine
weitere quadratische Matrix A~' € R(™™ gibt, so dass

AA=T,=A" A,

wobei A™! die sogenannte Inverse Matrix von A ist.
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Theorem (Invertierbarkeit gleich Regularitit) FEine Matrix A € R(™™ ist
genau dann invertierbar, wenn sie regulér ist.

Beweis, Hinrichtung: Wir zeigen, dass jede invertierbare Matrix A auch regulér ist.
Dazu betrachten wir x € R” mit A - x = 0 und bemerken

x=I, - x=A"1 A-x=A1.0=0.

Insbesondere gilt also ker (A) = {0} bzw. dim (ker (A)) = 0 und die Dimensionsformel
liefert Rang (A) = n.

Beweis, Riickrichtung: Wir wollen nun zeigen, dass jede reguldre Matrix A auch in-
vertierbar ist. Dazu bemerken wir, dass es fiir jedes ¢ = 1,...,n genau einen Vektor
x(® e R" gibt, so dass

A-xD =e;,

wobei e; gerade der i-te Einheitsvektor (bzw. der i-te kanonische Basisvektor) ist. Diese
Vektoren sind wegen

Ozim-x(i) - <Zl/ X(Z)> Zl/ A-x(i):im-ei
i=1 ,

== m=...=v,=0

linear unabhéngig. Wir bezeichnen mit X die Matrix, deren Spaltenvektoren gerade
die x sind, und bemerken, dass nach Konstruktion

A-X=1I,

gilt (Nachrechnen analog zum vorherigen Lemmal). Auflerdem haben wir soeben ge-
zeigt, dass der Spaltenrang von X gleich n ist, d.h. es gilt Rang (X) = n und X ist
also regulér. Es bleibt zu zeigen, dass auch X - A =1, gilt (das folgt wegen der Nicht-
Kommutativitéit der Matrizenmultiplikation nicht unmittelbar aus A - X = I,,). Wir
konnen alle unsere Argumente mit X statt A wiederholen und erhalten eine regulére
Matrix Y mit X - Y =1I,,. Dann gilt
X-A=(X-A)-I=(X-A) (X-Y)
=X- (AX) Y=X-I,-Y=X-Y
=1,

und der Beweis ist beendet, da X alle gewiinschten Eigenschaften besitzt. ]

Bemerkung

1. Zu jeder reguldaren Matrix A kann es nur eine Inverse geben, denn A - X =1,
impliziert, dass der i-te Spaltenvektor x* von X gerade die eindeutige Losung
der inhomogenen Gleichung A - x® = e; ist.

2. Fiir jedes reguldre A kann A~! durch das GauB-Jordan-Verfahren berechnet wer-
den (siche oben).

3. Ist A regulér, so ist fiir jedes b € R” die eindeutige Losung der Gleichung A-x = b
durch x = A~! . b gegeben.

4. Nicht-quadratische Matrizen konnen niemals invertierbar sein. Es gibt aber das
allgemeinere Konzept von Pseudo-Inversen, siche WIKIPEDIA.
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Inverse von (2, 2)-Matrizen Fiir eine (2, 2)-Matrix

aip Qa9 . — 1 Q2  —A12
A= gilt A = )
a21 A22 a11Q922 — Q19G99 \ —a21 ai

sofern det A = aq1a29 — a12a20 # 0.

Regeln fiir Inverse Matrizen

1. A-B = Iimpliziert schon (siehe zum Beispiel die Determinantenformel weiter un-
ten), dass A und B beide reguldr und damit auch invertierbar sind. Insbesondere
gilt dann schon A =B 'und B=A‘!'und B-A =1

2. Sind A und B beide invertierbar, so ist auch A - B invertierbar und es gilt

1

(A-B) =A"-B"

3. Esgilt (A7) =1L

‘Vorlesung 13, 18. November 2019

Exkurs iiber Permutationen

Definition Eine n-stellige Permutation o ist eine bijektive Abbildung der Menge
{1,2,...,n} in sich. Wir schreiben

o:ie{l,....n}—o,e{l,...,n} bzw. o= (01, ..., 04)

Die Menge aller n-stelligen Permutationen wollen wir mit S,, bezeichnen und bemerken,
dass #S,, = nl.
Beispiele

S2 = {(L 2)7 (2> 1)}

Ss={(1,2,3), (1,3,2), (2,1,3), (2,3, 1), (3,1,2), (3,2, 1)}
Operationen mit Permutationen Permutationen kénnen — da sie Abbildungen
sind — in natiirlicher Weise komponiert werden. So gilt zum Beispiel

(1,3,2)0(2,1,3)=(3, 1, 2),
(2,1,3)0(1,3,2)=(2,3, 1),
(1,3,2)0(1,3,2)=(1, 2, 3),

sowie
(2,1,4,3)0(3,4,1,2)=(4, 3,2, 1).

Da Permutationen aber auch bijektive Abbildungen sind, konnen sie sogar invertiert
werden. So gilt zum Beispiel

c'=(1,3,2) fir o=(1,3,2) c'=(3,1,2) fir o=(2, 3, 1)
sowie

c'=(4,1,3,2) fir oc=(2 4,3, 1)
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*Bemerkung Die Menge S, bildet mit der Komposition eine nicht-kommutative
Gruppe, wobei das neutrale Element gerade die Identitdtsabbildung (1, 2, ..., n—1, n)
(bzw. die triviale Permutation) ist.

Einfache Permutationen Transpositionen sind Permutationen, bei denen nur zwei
Elemente vertauscht werden, zum Beispiel

(1, 3, 2), (4,2,3,1), (2,1, 3, 4)

sowie
(1,6, 3, 4, 5, 2), (1,2, 4,3,5,6).

Insbesondere ist jede Transposition zu sich selbst invers und wir benutzen fiir die n-
stellige Transposition, die die Zahlen ¢ und j miteinander vertauscht, auch die Kurz-
schreibweise [i, j].

Theorem (Zerlegungssatz) Jede Permutation kann als Komposition endlich vie-
ler Transpositionen geschrieben werden. Diese Zerlegung ist zwar im Allgemeinen nicht
eindeutig, aber man bendétigt fiir eine gegebene Permutation entweder immer eine ge-
rade oder immer eine ungerade Anzahl von Transpositionen.

Beweis: siche [AORS, Seite 98].

o1 :(3a271a4) 02 = (1737274) 03 = (1a4a3a2) (74:(4a371a2)

1 1 1—»1 1—»1
2>€2 2>< 2 2 2
37 43 3 3 3><>3

4—>»4 4—»4 4 4

1
2
3
4

e

04 =0300200]

Beispiele fiir 4-stellige Permutationen.

Beztspiele

(4,3,1,2)=2,3] 01, 3] oL, 4] =(1,3,2,4)0(3,2,1,4)0 (4, 2,3, 1)

Definition Das Vorzeichen sgn(o) einer Permutation o ist +1 bzw. —1, sofern o in
eine gerade bzw. eine ungerade Anzahl von Transpositionen zerlegt werden kann.

Beispiele
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Bemerkung Da Permutationen bijektive Abbildungen sind und weil [i, j]7' = [4, j]
gilt, verifiziert man leicht die logische Aquivalenz

U:[ik» jk}o"‘o[ilajl] — U_lz[ilajl}o"'o[ihjk]‘

Insbesondere gilt sgn(o) = sgn(oc™1) fiir jede Permutation o.

Determinanten von Matrizen

Motivation Wir fithren nun eine zunéchst sehr abstrakt wirkende Grofle ein, die
aber eine sehr bedeutende Rolle in der Theorie und den Anwendungen von Matrizen
spielt.

Definition Die Determinante einer quadratischen Matrix A € R(™™ ist
ai; ... Qip
det A :=| : L= Z sgn(o) - aipy * -t Gpg,
Anl . QGpn oESy

und damit eine alternierende Summe von n! Summanden, die jeweils das Produkt von n
verschiedenen Matrixeintriagen sind. Beachte, dass jeder Spalten- und jeder Zeilenindex
in jedem Summanden genau einmal vorkommt.

Beispiel Fiir n =2 gilt

det (an CL12) _
a21  a22
und det A ist gerade der vorzeichenbehaftete Flacheninhalt des durch die zwei Spal-

tenvektoren von A aufgespannten Parallelogramms.
Fiir n = 3 ergibt sich

11 Q12 |
= aiy - G2 — G12 * A21

a21 Q22

aj; Q12 a3 a11 Q12 A13 + a11-G - a3z — Q11 G23- A3
det | g1 age a3 | =| az1 ase a3 | = + ai2-as3-as — ajz- a9 - Ass )
a31 a3z as3 a3; G32 G33 + ai3-a21-a32 — 13- a2 Az

und wir konnen det A als das vorzeichenbehaftete Volumen des Spates interpretie-
ren, der aus den drei Spaltenvektoren von A gebildet werden kann. Beachte auch die
Sarrussche Regel fiir n = 2 und n = 3 (siehe Bild).

Die schematische Sarrus-Regel zur Berechnung der Determinante von (2, 2)- bzw. (3, 3)-Matrizen. Es gibt kein

direktes Analogon fiir (n, n)-Matrizen mit n > 4.
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Rechenregeln

det A = det AT
det (A-A) =detA-detA

Beweis: Es gilt

det AT = Z sgn(o) + g1t v v Aoy s

ogES,

aber durch Umsortierung der Summanden und nach Substitution 7 = ¢! kann man
diese Formel auch als

det AT = Z sgn(Tfl) 7 PO s

TESR

schreiben. Die erste Behauptung folgt nun wegen sgn(7) = sgn(7~!). Die zweite Be-
hauptung kann ebenfalls direkt nachgerechnet werden, aber die Rechnungen sind sehr
lang und miihsam.

Entwicklungssatz von Laplace Es gilt
det A = Z (—1)j+kajk det Aj;  (Entwicklung nach der j-ten Zeile)
k=1

sowlie

det A = Z (—1)j+kakj det Ay; (Entwicklung nach der j-ten Spalte),
k=1

wobei A;; die reduzierte (n—1, n—1)-Matrix bezeichnet, die aus A durch Loschung der
i-ten Zeile und der j-ten Spalte entsteht. Beide Behauptungen konnen mit Hilfe der
Definition einfach nachgerechnet werden, aber das erfordert wieder etwas Geschick und
Geduld im Umgang mit Permutationen. Die Details kénnen zum Beispiel in [AORS,
Seite 105] nachgeschlagen werden.

a2 @13
All = ao22 Q23 AZI = Alii = a21 a2
aszz2 @33 azz2 @33 asp as2

Beispiele fiir reduzierte Matrizen wie im Entwicklungssatz fiir n = 3. Die Streichungen sind grau markiert.

Beispiel Entwicklung nach der ersten Zeile

ajip iz Az

Qo2 (23 Q21 Q23
det | as1 ass aog | = +aq; - det — a9 - det
a3z 433 a3z; ass
a31 G322 33

+ a3 - det (CL21 a22>

aszr  as2
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Beispiel Fiir

0
2
1

e}
_ o O W
= o O O

0

entwickeln wir nach der vierten Spalte (dort gibt es viele Nullen)

1 30
det(A) = (=) -1.det | 0 0 2|,
-1 0 1

wobei der Vorfaktor gerade 1 ist. Anschliefend kénnen wir nach der zweiten Zeile
entwickeln und erhalten

det(A) = (—1)23 -2 det <_11 g) .

Im letzten Schritt kénnen wir verbleibende (2, 2) mit der Sarrusschen Regel berechen:

det(A) = —2- (1-0—3-(—1)> — 6.

Determinante von Dreiecksmatrizen Man kann — zum Beispiel direkt oder mit
dem Entwicklungssatz oder durch vollstédndige Induktion iiber n — die Formel

ai; ... Qaip
det =ai1 ... App
0 (nn
ableiten (sieche Hausaufgabe), wobei bei einer oberen Dreiecksmatrix a;; = 0 fir alle

1< <1 <ngilt.

Spalten- und Zeilenweise Linearitit der Determinante Identifizieren wir jede
quadratische Matrix A via

A= |a® ... a®

mit dem entsprechenden n-Tupel aus n-dimensionalen Spaltenvektoren a®| so gilt

v}

det | a® ... a®=bh X.ak —1— A-atk) gkt o p) | =
| | | | |
) | |
A-det [a® .. a®k=h g0k at+D) g )y
| | | | |
: | | | | |
A-det [a®) .. alk=h) gk k) j()
| | | | |
fiir jedes k = 1,...,n sowie eine analoge Formel fiir jede Zeile der Matrix A. Auch dies

kann direkt mit Hilfe der Definition nachgerechnet werden, siehe zum Beispiel [AORS,
Seite 102].

Michael Herrmann: Mathematik fir Elektrotechniker 1 [D)ey-sa | Version vom 7.2.2020



88 4. Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

Beispiel Die Linearitét bzgl. der dritten Spalte impliziert zum Beispiel

a1 G122 a3 aj; app 1
det ao1 Q29 Q93 :alg-det 91 A2 0]+
az1 as2 Gsg az; azgx 0
ai; app 0 aj; app 0
agg'det o1 Q22 1 +a33-det 91 QA92 0
az; asp 0 az;  az 1

Fiir (2, 2)-Matrizen ergibt sich aus der Linearitdt bzgl. der ersten und der zweiten
Spalte die Formel

ap; a2 1 ap 0 ap
det = aq1 - det + ag - det
(azl G22) H (0 a22) 2 <1 Gzz)
11 10
=ai - aig- det (O 0) + aq1 - aogo - det (O 1) =+

01 0 0
agl-alg-det (1 O>+a21-a22-det (1 1)

= a1 - a1g- 04 ayg - ag - (+1) +ag -arn- (—1) +ag - ag -0

= a1 - G2 — A12 * 21,

die wir aber schon kennen.

Achtung Es gilt im Allgemeinen det (A\- A +X-A) # \-det A+ \-det A, d.h. die
Determinante ist keine lineare Abbildung auf dem Raum der Matrizen. Es ist eine
sogenannte multi-lineare Abbildung. Aulerdem gilt

det (A-A) = \" - det A

fiir jede (n, n)-Matrix A und jeden Skalar A.

*Bemerkung Die Determinante ist im Wesentlichen — d.h. bis auf einen universel-
len Vorfaktor — die einzige multi-lineare Abbildung R(™™ — R.

Beispiel Es gilt zwar

L)o@ 66

10 10 00
l—det<0 1)7&det(0 0)+det(0 1>—O+0,
9 A0 1 0\

A —det(o )\)#)\det<0 1)—/\.

Folgerung (Determinante und Rang-Defizit) Besitzt A linear abhingige Spal-
ten oder linear abhéingige Zeilen, so gilt det A = 0.

aber auch
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Beispiel Es gilt
det [ O
1

Man kann dies entweder direkt nachrechnen oder mit der linearen Abhéangigkeit der
ersten und dritten Spalte begriinden.

Determinante und Permutationen von Zeilen oder Spalten Durch Rechnun-
gen mit Permutationen kann man ebenfalls zeigen (siehe etwa [AORS, Seite 101]), dass

det [al®) ... al™) | =sgn(o)-det [ a® ... a®

fiir jede Permutation o der Spalten und analog auch fiir jede Permutation der Zeilen
gilt. Insbesondere dndert jede Vertauschung von zwei Spalten bzw. jede Vertauschung
von zwei Zeilen das Vorzeichen der Determinante.

Beispiel
a1x a2 Q12 Qi aix a2 a1 22
det = —det , det = —det
Q21 Q22 Q2o Q21 Q21 22 11 Q12

Folgerung (Determinante und Gauf3-Verfahren) Bei der Gauf-Elimination
und dem Gauf3-Jordan-Verfahren gilt fiir die Determinante der Koeffizientenmatrix:

1. Sie dndert sich nicht, wenn das Vielfache einer Zeile zu einer anderen Zeile addiert
wird.

2. Sie @ndert sich jedesmal das Vorzeichen, wenn zwei Zeilen vertauscht werden.

3. Wird eine Zeile mit einer Zahl multipliziert, so wird sie auch mit dieser Zahl
multipliziert.

Insbesondere kann in jedem Schritt die Anderung die Determinante leicht protokolliert
werden. Da auflerdem die Determinante der resultierenden Dreiecksmatrix leicht be-
rechnet werden kann (siehe oben), kénnen Determinanten auch durch GauB-Verfahren
berechnet werden.

Bemerkung

1. Bei groflen Matrizen ist die Berechnung der Determinante mittels der Gauf3-
Elimination und der Diagonalformel effektiver und deutlich schneller als die Ver-
wendung der Definition.

2. Gibt es jedoch (sehr) viele Nulleintrige, so ist die sukzessive Anwendung der
Laplaceschen Entwicklungsformel am besten geeignet.
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Folgerung (Hauptsatz iiber quadratische Matrizen) Fiir jede quadratische
Matrix A sind die folgenden Aussagen paarweise dquivalent:

1. det (A) #£0.

A ist invertierbar.

A ist regular.

dim (ker (A)) = 0.

Die n Zeilenvektoren von A sind linear unabhéngig.

Die n Spaltenvektoren von A sind linear unabhéngig.

N s W

Die Gleichung A - x = b besitzt fiir jedes b € R" genau eine Losung x € R™.

*Kramersche Regel Man kann viele der bisher vorgestellten Resultate iiber Ma-
trizen mit der Hilfe von Determinanten ausdriicken. Zum Beispiel kann man fiir alle
reguldren Matrizen A und jeden Vektor b € R" zeigen, dass die k-te Komponente xy,
der eindeutigen Losung zur inhomogenen Gleichung A - x = b auch als

|
det [a® ... b ... a®
| |
\ \

|
!

det [a® ... a® . a®
|

geschrieben werden kann, wobei im Nenner gerade det A steht und im Zéhler die De-
terminante der Matrix, die aus A dadurch entsteht, dass man den k-ten Spaltenvektor
durch den Vektor b ersetzt.

Ty =

Beispiel Fiir

() -0

ist die Losung der inhomogenen Gleichung gerade

Man kann dies mit Hilfe des GauB-Jordan-Verfahrens

125\ o(1 2[5\ (1 0
34/6 ) \0o —2/-9)" {0 -2

-4\ (1 0] -4
-9/ 0 1]9/2
oder mit Hilfe der Inversen von A via

1 /4 -2\ /5
— -1 . e — .
x=A"-b=7 (—3 1 ) (6)

zeigen. Alternativ kann man aber auch Kramers Formel benutzen:

5 2 15
det(G 4) s, det(?) 6) 9 9

xlz—:—: x2:

det A -2 det A T2 2
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*Adjunkte einer Matrix und abstrakte Inversionsformel Die Matrix

CNLH e C~L1n '

Qn1 Qnn

wird die zu A komplementédre Matrix genannt, wobei jeder Eintrag a;; ein sogenanntes
Adjunkt (oder ein Kofaktor) von A ist und mittels der Determinante einer reduzierten
Matrix definiert ist (beachte die Indexvertauschung: a;; wird aus Aj; berechnet). Aus
der Kramers-Formel folgt

A-A=A-A=detA-I,

bzw.

1 ~
= detAA sofern det A #0.

Allerdings liefert dies fiir groie n keinen effizienten Algorithmus zur Berechnung von
Inversen.

Beispiel Fiir eine invertierbare (2, 2)-Matrix ergibt sich
aj; = asa, a2 = —ay2, ag1 = —as1, age = an

und wir erhalten wieder die schon bekannte Formel fiir A~!. Hierbei haben wir benutzt,
dass det (an) = ay fur (1, 1)-Matrizen gilt.
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‘ Zusatzmaterial ‘

4.5 *Elektrische Netzwerke und Matrizen

In diesem Abschnitt beschreiben wir drei unterschiedliche Verfahren, um die Strome
in einem gegebenen elektrischen Netzwerk mittels linearer Gleichungssysteme bzw. mit
Hilfe geeigneter Matrizen berechnen zu kénnen. Um die wesentlichen Ideen herauszu-
arbeiten, betrachten wir zunéchst immer das im linken Bild dargestellte Beispiel fiir
die folgende Netzwerkklasse:

1. Das Netzwerk (bzw. der Graph) besteht aus n Knoten, m Kanten und insgesamt
[ Maschen (graphentheoretische ,, Kreise®).

2. Auf jeder Kante gibt es einen gegebenen Widerstand und ggf. eine externe Strom-
quelle mit einer bekannten Spannung.

Als Vorbereitung fiir unsere Untersuchungen
1. nummerieren wir die Knoten, Kanten und Maschen jeweils beliebig,

2. wihlen wir entlang jeder Kante eine beliebige Orientierung (also einen Richtungs-
pfeil), wobei wir 0.B.d.A. vereinbaren wollen, dass auf jeder Kante mit Stromquel-
le der Kantenpfeil entgegengesetzt zum Spannungspfeil der Stromquelle festgelegt
wird,

3. wéhlen wir fiir jede Masche eine Orientierung, d.h. einen Umlaufsinn (bei plana-
ren Netzwerken konnen wir zum Beispiel immer gegen den Uhrzeigersinn laufen).

Erstes Beispiel fiir ein elektrisches Netzwerk. Es gilt n = 4, m = 5 und [ = 3 mit den drei Maschen 1 —2 —3 — 1,
1—-3—4—1sowiel—2—-3—-4—1.

Sobald geeignete Nummerierungen und Kantenorientierungen gewihlt sind, kénnen wir
fiir jede Kante i € {1, ..., m} die folgenden Groflen betrachten:

1. einen Widerstandswert R;, wobei wir immer 0 < R; < oo voraussetzen wollen,
2. die Spannung V; einer Stromquelle, wobei wir ggf. V; = 0 setzen,
3. einen Spannungsabfall U; am Widerstand R;,

4. einen Strom I; durch die Kante (auch Zweigstrom genannt).
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In der Regel sind die Werte R; und V; bekannt, aber wir miissen die Strome I; sowie
die Spannungen U; bestimmen. Die erhaltenen Kantenstrome werden am Ende nicht
von der Wahl der Kanten- und Maschenorientierungen abhéngen, da wir fiir jeden
Kantenstrom entweder einen positiven bzw. einen negativen Wert erhalten werden, je
nachdem ob der Strom mit bzw. gegen den willkiirlich gewahlten Kantenpfeil flief3t.

Zweigstrom-Analyse — Herleitung

Wir diskutieren zunéchst die grundlegenden physikalischen Prinzipien und identifizie-
ren ein vollstéandiges Gleichungssystem fiir die Kantenstrome I;.

n Kirchhoffsche Knotenregeln (Ladungserhaltung)

In jedem Knoten des Netzwerkes ist die Summe der einlaufenden Strome gleich
der Summe der auslaufenden Strome.

Dieses Gesetz kann in jedem Knoten in eine Gleichung fiir die Strome tibersetzt werden,
wobei die ein- bzw. auslaufenden Stréme mit +1 bzw. —1 gewichtet werden. Fiir das
konkrete Netzwerkbeispiel erhalten wir:

— _[1 — .[4 — _[5 = 0 (Knoten 1)
+ 5L — I =0 (Knoten 2)
+ L + I3 +I; =0 (Knoten 3)

- I3 + I = 0 (Knoten 4)

Beachte, dass diese Gleichungen linear abhéngig sind, da die Summe aller Gleichungen
aus graphentheoretischen Erwigungen (jede Kante hat genau einen Anfangs- und genau
einen Endknoten und erscheint daher genau zweimal mit verschiedenen Vorzeichen)
die Tautologie 0 = 0 ergeben muss; je n — 1 Knotengleichungen sollten aber linear
unabhéngig sein (sonst kann das Netzwerk nicht zusammenhéngend sein).

[ Kirchhoffsche Maschenregeln (Energieerhaltung)

In jeder Masche des Netzwerkes heben sich alle vorzeichenbehafteten Teilspan-
nungen insgesamt auf.

Dieses Gesetz liefert in jeder Masche eine lineare Gleichung fiir die Spannungen,
wobei alle Kanten der Masche geméfl der Maschenorientierung durchlaufen werden
und jede richtig oder falsch orientierte Teilspannung mit dem Vorfaktor +1 bzw. —1
beriicksichtigt wird. Im konkreten Netzwerk erhalten wir:

+ U + U, - Us + Vs = 0 (1. Masche: 1-2—3-1)
—Us + Vs —Us +Us — V5 = 0 (2. Masche: 1-3—4—1)
+ U +U; — Us + V3 — U, = 0 (3. Masche: 1—2—3—4—1)

Auch hier sind die Gleichungen nicht unabhéngig voneinander (siehe dazu die Bemer-
kung unten).

m Ohmsche Widerstinde (Materialgesetze) Schliellich wissen wir, dass es an
jedem Widerstand einen einfachen Zusammenhang zwischen der Spannung und dem
Strom gibt, ndmlich

U =R; I fir jede Kante i € {1,...,m}.
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Gleichungssystem fiir die Strome Ersetzen wir die Spannung in den Maschen-
regeln mit Hilfe der Ohmschen Gesetze durch die Strome I;, so erhalten wir insgesamt
n—+[ Gleichungen iir die m unbekannten Stréme I, ..., I,,. Die entsprechende erweiterte
Koeffizientenmatrix ergibt sich im konkreten Beispiel zu

-1 0 0 -1 -1 0

1 -1 0 0 0 0

0 1 1 0 1 0

0o 0 -1 1 0 0

Ry Ry O 0 —Rs Vs

0 0 —Rs —Ry Rs |-Vs+V;
Ry Ry, —Rs —Ry O —Vs

und enthélt nur die (bekannten) Widerstéande R; und die (bekannten) Beitrdge V; der
Stromquellen, wobei wir letztere auf die rechte Seite der Gleichungen verschoben haben.

Wir kénnen nun dieses Gleichungssystem fiir konkrete Werte der Parameter R;
und V; 16sen, wobei die Physik sicherstellt, dass es immer eine eindeutige Losung fiir
die Kantenstrome I; geben wird (oder wir uns irgendwo verrechnet haben). Anschlie-
Bend konnen wir die Spannungen U; mittels des Ohmschen Gesetzes aus den [; direkt
berechnen.

Fiir das konkrete Netzwerk ergibt sich zum Beispiel mit den Zahlenwerten

R1:R2:R3:R4:R5:1

und
Vs=4, Vs=2 bzw Vs=8, V5=8

der Stromvektor

—1 -3

—1 -3

I= 1 bzw. I= 1
1 1
0 2

Die Negativitdat von I; und I bedeutet jeweils, dass der Strom entgegen des von uns
willkiirlich gewé&hlten Pfeiles flieit, wohingegen die Positivitdt von I3 und I, zeigt,
dass die gewéhlten Kantenpfeile mit der technischen Stromrichtung in der berechneten
Losung iibereinstimmen.

Zweigstrom-Verfahren — Umformulierung

Wir kénnen die Gleichungen fiir ein elektrisches Netzwerk auch etwas systematischer
studieren. Dazu betrachten wir zunéchst die Inzidenzmatrix IM des Netzwerkes, die m
Zeilen sowie n Spalten besitzt und deren Eintridge nur Werte in {—1,0, 41} annehmen.
Genauer gesagt: In der i-ten Zeile und der j-ten Spalte der Inzidenzmatrix steht genau
dann —1 bzw. +1, wenn der j-te Knoten des Netzwerkes der Anfangs- bzw. Endknoten
der i-ten Kante ist. Fiir das obige Beispiel ergibt sich

-1 +1 0 O 10 0 -1 -1
0 -1 10 1 =10 0 0
IM=|0 0 1 -1/, IMT =
0 1 1 0 1
“Lo 0 0 -1 1 0
-1 0 1 0
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Die Kirchhoffschen Knotenregeln lassen sich mit Hilfe der Inzidenzmatrix in kompakter
Form als

IM”-1=0 (n Gleichungen fiir die m Strome I;)

schreiben, wobei auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens ein n-dimensionaler Vektor
steht und I den m-dimensionalen Spaltenvektor mit Komponenten I; bezeichnet.

Desweiteren betrachten wir die Maschenmatrix MM mit [ Zeilen und m-Spalten,
wobei das Element in der k-ten Zeile und der i-ten Spalte nur dann von 0 verschieden ist,
wenn die Kante ¢ zur Masche k gehort; in diesem Fall wéhlen wir den Wert +1 bzw. —1,
je nachdem ob die Orientierung der Kante i (der gewihlte Pfeil) und die Orientierung
der Masche k (meist gegen den Uhrzeigersinn) kompatibel bzw. inkompatibel sind. Fiir
das konkrete Netzwerk ergibt sich damit:

1 0 1
11 0 0 -1 1 0 1
MM= (00 -1 —1 41}, MM'=]0 -1 -1
11 -1 -1 0 0 —1 —1

-1 1 0

Die Kirchhoffschen Maschenregeln kénnen nun als
MM-(U-V)=0 (I Gleichungen fiir die m Spannungen U;)

kodiert werden, wobei wir schon jeder Kante ¢ ohne Stromquelle den Wert V; = 0
zugeordnet hatten.

Schliellich fithren wir noch die quadratische Widerstandsmatrix WM ein, indem
wir aus allen Werten R; eine (m, m)-Diagonalmatrix erzeugen. Im Beispiel meint dies

R, 0 0 0 O
0 R, 0 O
WM=]10 0 Ry 0 O
0 0 0 Ry O
0 0 0 0 Rs

Insgesamt konnen wir das Gleichungssystem fiir die Kantenstrome in Form der zwei
matrizenwertigen Gleichungen

IMT - I1=0, MM-(WM-I-V)=0

schreiben, die jeweils die n Knotenregeln und die | Maschenregeln représentieren. (Die
erweiterte Koeflizientenmatrix von oben umfasst alle n + [ Gleichungen).

Bemerkung Es ist bei mittleren und grofien Netzwerken nicht einfach zu erkennen,
wieviele Maschengleichungen linear unabhéngig sind bzw. wieviele man eigentlich igno-
rieren kann. Die Graphentheorie liefert fiir dieses Problem effiziente Algorithmen (zum
Beispiel mit Hilfe geeignet gewéhlter oder berechneter Spannbdume), und man kann
zeigen, dass es genau m —n + 1 sogenannte Fundamentalmaschen gibt. Man kann aber
auch immer gefahrlos die tiberfliisssigen Gleichungen mitnehmen.
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Knotenpotential-Verfahren

Wir besprechen nun eine zweite Netzwerkmethode, bei der man die elektrischen Po-
tentiale ®; in den Knoten betrachtet. Der Schliissel fiir dieses Verfahren sind die Kan-
tengleichungen

Ui = Vi= D) — Degi)

die entlang jeder Kante ¢ die Potentialdifferenz in den Eckknoten mit den Spannungen
in Verbindung setzt. Hierbei meint

a(i) € {1,...,n} bzw. e(i) € {1,...,n}

den Knotenindex des Anfangs- bzw. des Endknoten der Kante i. Insbesondere sind
diese Werte gerade die Spaltenindizes, fiir die in der ¢-ten Zeile der Inzidenzmatrix
gerade —1 bzw. 41 steht. Im konkreten Fall gilt:
U = Vi = & — O
Uy — V3
Us — V3 = &4 — @3
Uy — Vi = & — 94
Us — V5 = &1 — O3

Ganz allgemein kann dies als

I
A
[N}
|
A
w

U-V=-IM &

geschrieben werden, wobei das Minus-Zeichen auf der rechten Seite die technische
Stromrichtung représentiert (die sich von der physikalischen im Vorzeichen unterschei-
det).

Die erste wesentliche Beobachtung ist nun, dass diese Gleichung — bzw. der
Ubergang zu den Knotenpotentialen — nach Multiplikation mit MM schon die
Giiltigkeit aller Maschenregeln garantiert.

Theorem In jedem Netzwerk gilt
MM-IM=0 bzw. IM"-MM’ =0

im Sinne von (I, n)-Matrizen bzw. (n, [)-Matrizen. Beachte, dass die (I, m)-Matrix
MM und die (m, n)-Matrix IM die Geometrie des Netzwerkes beschreiben, d.h. sie
héngen weder von den Quellspannungen V; noch von den Widerstéinden R; oder den
Stromen I; ab.

Beweis: Die Regeln der Matrizenmultiplikation implizieren, dass der Eintrag in der
k-ten Zeile und der j-ten Spalte des Matrixproduktes MM - IM eine Summe iiber
Kantenindizes ist, wobei die Nullen in der Inzidenz- und in der Maschenmatrix ga-
rantieren, dass nur zwei von Null verschiedene Summanden auftauchen, die jeweils ein
Produkt von zwei Zahlen mit Betrag 1 sind. Insbesondere sind nur die beiden Kanten
relevant, die sowohl zum Knoten j als auch zur Masche £ gehoren.

Knoten j
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Mit Hilfe des Bildes und elementarer Vertauschungen (Wechsel der Kanten- oder/oder
Maschenorientierung) zeigt man nun leicht, dass fiir jede Wahl von k € {1,...,l}
und j € {1,...,n} die zwei von Null verschiedenen Summanden sich im Vorzeichen
unterscheiden, und dies impliziert die erste Behauptung. Die zweite folgt dann nach
Transposition aller Matrizen. O

Bemerkung Insbesondere gilt: Zu jeder Masche, d.h. zu jeder Zeile von MM, gibt
es einen Spaltenvektor im Kern von IM”, dessen Eintriage nur Werte in {-1,0,+1}
annehmen.

Die zweite wesentliche Beobachtung ist, dass die Kirchhoffschen Knotenregeln ein Glei-
chungssystem fiir die Knotenpotentiale liefern. In der Tat, ersetzen wir U durch ® und
V, so impliziert das Ohmsche Gesetz die Gleichung

I=LM-U=LM- (-IM-®+V),

wobei die Matrix LM gerade die Inverse zu WM ist. Insbesondere ist LM wieder eine
Diagonalmatrix, wobei der (i, i)-Eintrag gerade der i-te Leitwert L; = 1/R; ist. Im
konkreten Netzwerk gilt insbesondere

L, 0 0 0 O
0 Ly 0 O
ILM=WM'=]0 0 Ly 0 0
0 0 0 Ly O
0 0 0 0 Ls

Die n Kirchoffschen Knotenregeln kénnen damit als
(IM"-LM-IM) - & =IM"-LM -V

geschrieben werden, wobei alle Terme auf der rechten Seite bekannt sind und auf der
linken Seite vor dem unbekannten Vektor ® € R™ eine (n, n)-Matrix steht. Fiir das
Beispiel ergibt sich

Ly+Ly+Ls —Ly —Ls —Ly
—L Li+L —L 0
T B 1 1+Lo 2
(IM LM IM) o —Ls —Ly  Lo+Ls+Ls —Ls
—Ly 0 —Ls Ls+ 1,
sowie
—Ls- Vs
0
IMT . LM -V =
Ly-Vs+ Ls- Vs
—L3-V3

Sobald alle Knotenpotentiale durch Losen des Gleichungssytem bestimmt wurden, kann
anschlieflend fiir jede Kante ¢ die Spannung U; sowie der Strom I; mit Hilfe von R;, V;
und ®,(;), Pe;) direkt berechnet werden.

Ein Vorteil des Knoten-Potentialverfahrens besteht darin, dass man die Maschen-
matrix weder aufschreiben noch auf linear abhéngige Zeilen untersuchen muss. Au-
Berdem besitzt das zu losende Gleichungssystem fiir die ®; eine quadratische und
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symmetrische Koeffizientenmatrix, und dies erleichtert bei grofien Systemen die nu-
merische Berechnung von Losungen erheblich. Die gewonnenen Resultate sind aber
immer dquivalent zu den Kantenstromen, die mit Hilfe von Rechtecksmatrizen in der
Zweigstrom-Analyse ermittelt werden. Beachte auch, dass die Potentiale in den Knoten
leben, wohingegen die Stréme durch Kanten fliefen.

Fiir das konkrete Netzwerk ergibt sich mit den oben spezifizierten Zahlenwerten

1 1 1 1
2 1 4 1

P = 5 + - ) bzw. P = - + - R
0 1 0 1

als Losung der entsprechenden Potentialgleichung, wobei der Parameter v € R beliebig
gewihlt werden kann. Diese Mehrdeutigkeit ist nicht {iberraschend, da nur Potential-
differenzen eine physikalische Bedeutung besitzen. Insbesondere kann man ~ immer so
wihlen, dass das Potential in einem frei gewéhlten Knoten verschwindet (Erdung des
Netzwerkes).

Die Struktur der Potentialgleichung Die Rechnungen fiir das erste Netzwerkbei-
spiel illustrieren die folgenden allgemeinen Prinzipien:

1. Fir je zwei Knotenindizes j; # jo verschwinden die Matrixeintriage (ji, j2) und
(j2, j1) genau dann, wenn die Knoten j; und j, nicht durch eine Kante ver-
bunden sind. Andernfalls steht in beiden Eintragen der negative Leitwert der
Verbindungskante.

2. Alle Diagonaleintréige sind positiv, so dass alle Zeilen- und Spaltensummen in der
Matrix verschwinden. Insbesondere entélt der Diagonaleintrag (j, j) die Summe
der Leitwerte aller Kanten, fiir die der Knoten j entweder Anfangs- oder End-
knoten ist.

3. Die j-te Zeile der rechten Seite ist eine gewichtete Summe von Beitrdgen der
Bauart L; - V; iiber alle Kanten ¢, die den Knoten j enthalten, wobei ein- bzw.
auslaufenden Kanten mit +1 bzw. —1 gewichtet sind. (Beachte, dass die Pfeile
der Kanten und der Spannungsquellen entgegengesetzt gewéhlt wurden).

Zweites Beispiel fiir elektrisches Netzwerk mit n = 6, m = 8 und Leitwerten L; = 1/R;. Es gibt insgesamt [ = 6

Maschen, aber nur m — n + 1 = 3 Fundamentalmaschen, aus denen die anderen zusammengesetzt werden kénnen.
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Mit diesen Regeln ergeben sich fiir das zweite, etwas kompliziertere Netzwerkbeispiel
die Koeffizientenmatrix

Li+L+Lg —1L4 0 —Ly 0 —Lg
I Li+Ly —1Ls 0 0 0
0 —Lo  Lo+Ls —Ls 0 0
—L 0 —Ls  Ly+Lsg+Ls+Lg  —Ly —Lg
0 0 0 —Ly L4+Ls —Ls
—Lg 0 0 —Lg —Ls +Lg+Lsg+Ls
sowie die rechte Seite
Ly V7
—Ly- V3
Ly- Vs
—L7-Vi— Lg- V3
0
Lg - Vg

aber beide Formeln konnen alternativ auch schrittweise aus den Kirchhoffschen Regeln
abgeleitet werden.

Die im Knotenpotential-Verfahren enstehende Koeffizientenmatrix ist ein Beispiel fiir
einen gewichteten Laplace-Operator auf Graphen. Solche und &hnliche Operatoren sind
von zentraler Bedeutung in der Mathematik und den Anwendungswissenschaften. Sie
tauchen in sehr vielen und sehr unterschiedlichen Kontexten auf.

Maschenstrom-Verfahren

Es gibt noch ein drittes Verfahren, bei dem jeder Masche k ein sogenannter Maschen-
strom Jj zugeordnet wird, wobei die Kantenstrome sich als Linearkombinationen der
Maschenstrome darstellen lassen. Fiir das erste Netzwerkbeispiel ergeben sich unter
sorgfiltiger Beriicksichtigung aller Orientierungen die Gleichungen

[1 = + J1 + J3
_[2 = + J1 + J3
Iy = - S = s
I, = - Jy — J3
[4 = — J1 + J2

und ganz allgemein gilt immer
I=MM”.J,

wobei J gerade der [-dimensionale Vektor der Maschenstréme ist. Der wesentliche
Punkt bei dieser Methode ist, dass die Einfithrung der Maschenstréome automatisch
die Giiltigkeit aller Kirchhoffschen Knotenregeln garantiert. In der Tat, es gilt

IMT . T=1MT - MM .J=0"-J=0,

wobei wir das weiter oben bewiesene Geometrie-Theorem benutzt haben. Auflerdem
kann nun mit Hilfe der Kirchhoffschen Maschenregeln und der Ohmschen Gesetze das
Gleichungssystem

MM-RM-MM”.J=MM -V
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fiir J abgeleitet werden, wobei die Koeffizientenmatrix diesmal aus [ Zeilen und [ Spal-
ten besteht. Fiir das erste Netzwerkbeispiel ergibt sich die rechte Seite

—Vs
MM -V = | —Va+V5
-V
sowie die Koeflizientenmatrix
Ri+Ry+Rs —Rs Ri+R,
MM -RM - MM = —Rs Rs+R,+R; Rs+Ry
Ri+Rs Rs+R, Ri+Ry+Rs3+Ry

Beachte, dass die quadratische Koeffizientenmatrix im Maschenstrom-Verfahren wie-
der symmetrisch ist, aber diesmal werden die Eintrdge aus den Widerstanden gebildet
und maschenweise, nicht knotenweise zusammengesetzt. Aulerdem wird die Koeffizi-
entenmatrix im Allgemeinen einen Kern besitzen, wobei dessen Dimension gerade die
Anzahl der linear abhéngigen Maschengleichungen ist.

Mit den konkreten Zahlenwerten von oben berechnen wir

—1 1 -3 1
J=|-1]+0-[ 1 bzw. J=|-1]+4-[ 1
0 -1 0 -1

als allgemeine Losung fiir die Maschenstrome, wobei der Parameter § € R beliebig
gewihlt werden darf. AnschlieBend erhalten wir nach Multiplikation mit M” dieselben
Kantenstrome wie in der Zweigstrom-Analyse und im Knotenpotential-Verfahren, und
zwar fiir jede Wahl von 4.

Diskussion

1. Alle drei Verfahren fithren auf unterschiedlichen Wegen zum gleichen Ergebnis.
Insbesondere werden einmal die Kantenstréme direkt, die anderen beiden Male
iiber den ,,Umweg* Knotenpotentiale bzw. Maschenstréme berechnet.

2. Jedes Verfahren fiihrt zu linearen Gleichungssystemen, aber die entsprechenden
Koeffizientenmatrizen sind sehr verschieden.

3. Jedes Verfahren hat seine Vor- und Nachteile. Bei grofien Netzwerken wird in der
Praxis entweder das Knotenpotential- oder das Maschenstrom-Verfahren verwen-
det (je nach Anwendung und Netzwerk).

4. Beim Maschenstrom-Verfahren muss man explizit alle Maschen kennen bzw. er-
mitteln. Das Knotenpotential-Verfahren beruht hingegen nur auf der Kenntnis
von Kanten und Knoten.

5. Knotenpotential- und Maschenstrom-Verfahren sind aus mathematischer Sicht
zueinander konjugierte oder duale Probleme.

6. Alle Verfahren erlauben es, durch geschickte Tricks (Zusammenfassung von Kno-
ten und/oder Kanten, Einschrankung auf fundamentale Maschen usw.) die An-
zahl der Gleichungen zu reduzieren. Im ersten Netzwerk konnte man zum Beispiel
den Knoten 2 entfernen und die Kanten 1 und 2 zu einer einzigen Kante mit Wi-
derstand R; + R zusammenfassen.
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7. Wir haben in diesem Abschnitt die mathematisch-geprégte Sicht des Dozenten auf
die drei Verfahren kennengelernt, die von der ingenieurwissenschaftlichen Darstel-

lung in Notation und Terminologie abweichen kann (je nach Quelle und Autor).

Zum Abschluss geben wir noch ein kleines Ubungsnetzwerk an, mit dem man sowohl
die finale Aquivalenz als auch die algorithmischen Unterschiede des Zweigstrom-, des
Knotenpotential- und des Maschenstrom-Verfahren sehr gut studieren kann.

I Einfachster Fall:

TUl U?T Vi=Ve=V, Ri=R,=R

1@ 02

W

2V
3R

Einfaches Netzwerk mit n = 2, m = 2 und | = 2 + 1 als Testobjekt. Was passiert jeweils bei Anderung der Kanten-

oder Maschenorientierungen?
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102 4. Lineare Gleichungssysteme und Matrizen
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Kapitel 5

Lineare Abbildungen

‘Vorlesung 14, 20. November 2019

5.1 Basisdarstellungen und -wechsel

Klarstellung Alle nachfolgenden Betrachtungen gelten wieder im Reellen und ganz
analog im Komplexen.

Definition Eine Abbildung T : V — W zwischen zwei Vektordumen heifit linear,
falls

TA-Vv+A-V)=X-T(V)+ X - T(¥)

fiir alle Vektoren v,v € V und alle Skalare A, \ gilt.

Beispiele
1. Jede (m, n)- Matrix A definiert via
T(x)=A -x
in natirlicher Weise eine lineare Abbildung 7" : R" — R™.

2. Die Vorschrift

foe T(f) = / £(s)ds

0

definiert eine lineare Abbildung vom Raum aller stetigen Funktionen auf dem
Interval [0, 1] in die Menge der reellen Zahlen.

3. Die Ableitungsoperation p — p’ mit

3
—
3

Pa)=) (k+1)-apq-2*  fir  pla)=) ap 2"
0 k=0

o~
Il

ist eine lineare Abbildung des Raumes aller Polynome vom Grad < n in sich.

4. Die Umkehrabbildung einer linearen und bijektiven Abbildung ist auch linear.
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104 5. Lineare Abbildungen

Bemerkung Eine lineare Abbildung 7" : V' — W ist bereits eindeutig durch die
Angabe von

T(v1), ..., T(vy)

charakterisiert, sofern die Vektoren vy,...,v, eine Basis des Definitionsbereiches V'
bilden (Ubungsaufgabe).

Theorem (Basisdarstellung linearer Abbildung) Seien V bzw. W endlich-
dimensionale Raume der Dimension n bzw. m und seien

(V17~~~7Vn)7 (Wl,...,Wm)

zwei gegebene Basen. Dann existiert fiir jede lineare Abbildung T : V' — W genau eine
(m, n)-Matrix A, so dass die folgenden Aussagen erfiillt sind:

1. Es gilt
T(v;) =) ay-w;
i=1
firallet=1,...,mund alle j =1,... n.

2. Fiir je zwei Vektoren v € V und w € W mit den Basisdarstellungen

n m
V=) mvy, W=D 4w
j=1 i=1

gilt die logische Implikation
w="T(v) & y=A-x,
wobei x € R" bzw. y € R™ aus den Komponenten x; bzw. y; bestehen.

Die Matrix A wird die Basisdarstellung (oder die Matrixdarstellung) der linearen Ab-
bildung T bzgl. der gewéhlten Basen genannt.

Beweis: Fiir jedes feste j besitzt T'(v;) € W eine eindeutige Darstellung bzgl. der
Basis in W. Die entsprechenden Komponenten nennen wir ayj, ..., a,; und schreiben
Sie als Eintrége in die j-te Spalte einer (m, n)-Matrix A. Insbesondere gilt damit die
erste Behauptung nach Konstruktion und wir erhalten wegen der Linearitit von T' die
Formel

T(v) :T<ij-vj> = ij-T(Vj) = ij'zaij'wi
J=1 Jj=1 j=1 i=1
-3 (S
=1 j=1

fiir jedes v € V. Da die Vektoren w; aber eine Basis in W bilden, kann die Formel

T(v) = >,y - w; nur dann gelten, wenn die Koeffizienten in beiden Formeln
iibereinstimmen. Dies ist aber gerade die komponentenweise Formulierung der zwei-
ten Behauptung. O
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5.1. Basisdarstellungen und -wechsel 105

@ lineare Abbildung T' > @

n
vV = E .”L’jVj
=1

Multiplikation mit A
x € R" » (yeR"

Flussdiagramm zur Basisdarstellung linearer Abbildungen.

Beispiel Wir betrachten V = W = R? sowie die lineare Abbildung 7" : V — W mit

Gain) (i)

die mittels Polarkoordinaten eingefiihrt wird und eine Drehung um den Winkel a be-
schreibt. Wir wéhlen nun die kanonische Basis in V und W, d.h.

1 0
Vi =W = 0/ Vo = Wy = 1)

T(v,) = (COS (O‘)> — cos (a) - wy +sin (a) - w

und erhalten

sowie

sin (o + 7/2) cos ()

_— (Cos (a+7r/2)) B (—sin (a)) () w4 cos(a) .

wobei wir die Additionstheoreme benutzt haben. Wir sehen nun, dass die Drehung um
den Winkel « bzgl. der kanonischen Basis durch die Drehmatrix

~ [cos (o) —sin(a)

B ( (@) cos(a) )

beschrieben wird.

Beispiel Wir betrachten die Rdume und die Basis aus dem vorangegangenen Beispiel
sowie die lineare Abbildung

O O ()]
die einer Indexvertauschung entspricht. Diesmal finden wir
T(vy) = v, T(vy) =vy
und damit die einfache Permutationsmatrix
A=(0 1),
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106 5. Lineare Abbildungen

Bemerkung Statten wir die Rdume V' = R"™ und W = R™ mit ihren jeweiligen ka-
nonischen Basen aus, so gibt es keinen Unterschied zwischen linearen Abbildungen und
ihren Basisdarstellungen durch Matrizen. Genauer gesagt: Jede (m, n)-Matrix definiert
in natiirlicher Weise eine lineare Abbildung R™ — R™ und die durch das Theorem be-
reitgestellte Matrix ist gerade wieder die Matrix, mit der wir die Abbildung definiert
haben. Fiir m = 3 und n = 2 folgt dies aus der ersten Formel im Theorem kombiniert

mit
aix Q12 1 1 0 0
a; az | - (0) =ap - [0 +an- 1] +as-{0],
asy aso 0 0 1

aip a1 1 0 0

0
ag A | - (1) =ap2- [0 +an-|1]+a2-{0],
asy  aso 0 0 1

aber die Argumente gelten ganz analog auch fiir andere Werte von m und n.
Achtung: Bei allgemeinen Vektorrdumen bzw. nicht-kanonischen Basen muss man
aber zwischen Abbildungen und ihren Basisdarstellungen sauber trennen.

Beispiel Fiir V =R? und W = R? betrachten wir die lineare Abbildung

— Zl T W — 1 2 3 . :jl . 1'U1+2'U2+3"U3
- UQ } ~\4 5 6 UQ T4 45094 6-05) 7
3

die durch Multiplikation mit einer konkreten (2, 3)-Matrix definiert ist, und wir hatten
uns gerade iiberlegt, dass diese Matrix auch die Basisdarstellung der Abbildung bzgl.
der kanonischen Basen in V' und W ist.

Wir wollen nun die Basisdarstellung der Abbildung 7" bzgl. der Basen

1 0 1
V1 = 1 s V2 = 1 , V3 = O
0 1 1

und

wo) we ()

herleiten. Dazu berechnen wir zunéchst das Bild jedes Basisvektors v; in V' und stellen
dieses dann bzgl. der Basis in W dar. Durch einfache Rechnungen verifizieren wir

T(vy) = (S) =6-w; +3 Wy
T(VQ) = (151) =8 -wy; +3-Wy

T(V3) = (140> = 7'W1 +3W2

und koénnen nun (nach dem ersten Teil des Theorems) die Spalten der Matrix A nach-
einander ablesen. Wir erhalten
6 8 7
A= (3 3 3)

Michael Herrmann: Mathematik fir Elektrotechniker 1 [D)evsa | Version vom 7.2.2020



5.1. Basisdarstellungen und -wechsel 107

als Basisdarstellung von T bzgl. der gewéahlten Basen in V' und W.

Interpretation: Die Matrizen

1 23 y 6 8 7
45 6 v 333

beschreiben dieselbe lineare Abbildung R?® — R? nur bzgl. unterschiedlicher Basis-
wahlen. Die erste Matrix entspicht dabei den kanonischen Basen, die zweite den oben
angegebenen.

Bemerkung: Wir wollen zur Vollstdandigkeit festhalten, dass wir eigentlich drei inhomo-
gene Gleichungssysteme gelost haben. In der Tat, fiir jedes 7 =1,...,3 soll

wW1,1 Wa 1 wy,1 W21 ay;
T(v;) = ayj - Wi + agj - Wy = ay; - + ag; - = o
W12 W22 Wi,2 W22 a2;

gelten und wir erhalten daher insgesamt die drei Gleichungssysteme

G- (-0 G- ()

fiir die drei zweidimensionalen Spaltenvektoren der Matrix A. Beachte, dass alle diese
Gleichungssysteme die gleiche Koeffizientenmatrix besitzen, deren i-te Spalte gerade
der Vektor w; ist. Wir hatten die Losung oben schon im Kopf berechnet, aber wir
hétten natiirlich alternativ auch das Gauf-Jordan-Verfahren verwenden kénnen:

I =113 5 4 \_ (1 -1|354\_(10/6 87

1 19 1110/ \0 1]333) \01[3 3 3
Kochrezept Unsere Beispiele illustrieren das folgende, allgemeine Prinzip fiir den
Fall V =R" und W = R™: Wir konnen die Basisdarstellung A der gegebenen linearen

Abbildung T : R® — R™ dadurch bestimmen, dass wir die erweiterte Koeffizienten-
Matrix

solange mit dem Gaufl-Jordan-Verfahren bearbeiten, bis links vom Mittelstrich die
Einheitsmatrix I,,, steht und wir die gesuchte Matrix A rechts vom Mittelstrich ablesen
kénnen.

Matrizenmultiplikation und Komposition von Abbildungen Seien V., W, U
nun drei Vektorrdume der Dimension n, m, k und seien

T:V->W, S:W-—=>U

zwei lineare Abbildungen. Sind nun Basen (Vl,...,Vn) bzw. (Wl,...,Wm> bzw.
(ul, .. .,uk) von V bzw. W bzw. U gegeben, und sind A bzw. B die Basisdarstel-
lungen von T bzw. S, so ist

B-A
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108 5. Lineare Abbildungen

die Basisdarstellung von S o T'. Diese wichtige Tatsache ergibt sich unmittelbar aus
der Definition von Basisdarstellung und den Regeln der Matrizenmultiplikation (oder
anders gesagt: man kann dies einfach nachrechnen). Insbesondere zeigt sich hier, dass
die Matrizenmultiplikation in sehr sinnvoller Weise definiert wurde: Die Matrizenmul-
tiplikation enstspricht der Komposition linearer Abbildungen.

Abbildung S o T

@ Abbildung T' Abbildung S
AN L LA

Matrix A . Matrix B
— () ——

Matrix B - A

»
>

Flussdiagramm zur Basisdarstellung linearer Abbildungen.

Folgerung Fine lineare Abbildung 7' : V' — W ist dann genau bijektiv, wenn die
Basisdarstellung A eine invertierbare Matrix ist und in diesem Fall ist die Basisdar-
stellung der Umkehrabbildung 7! gerade die zu A inverse Matrix A~!. Insbesondere
kann im Fall dim V' # dim W die lineare Abbildung 7" niemals bijektiv sein.

Beispiel Mit den Additionstheoremen ergibt sich

(G o) (el ) < (i) e D)

d.h. die Komposition zweier Teildrehungen in der Ebene ist ein Gesamtdrehung um die
Summe der Teilwinkel. Insbesondere gilt damit auch

cos (a) —sin («) ! _ f(cos(—a) —sin(—a)\ [ cos(a) sin(a)

sin (o) cos («) ~\sin(—a) cos(—a) ) \—sin(a) cos(a)/)’
d.h. die Inverse der (2, 2)-Drehmatrix mit Winkel « ist gerade die (2, 2)-Drehmatrix
zum Winkel —a.

Beispiel Mit den Additionstheoremen und der Matrizen-Multiplikation berechnen
wir

cos(a) —sin(a)) (1 0\ [ cos(a) sin(a)) _ (cos(2a) sin(2a)

sin () cos (@) 0 -1 —sin(a) cos(a))  \sin(2a) —cos(2a))
Die linke Seite beschreibt die Komposition (von rechts nach links) der Drehung um
den Winkel —«, der Spiegelung an der x-Achse, und der Drehung um den Winkel +a«

und wir kénnen mit unserem geometrischen Wissen schliefen, dass auf der rechten
Seite eine Spiegelungsmatrix steht. Es handelt sich dabei um die Spiegelung an der

Ursprungsgeraden
cos ()
SPAA \ sin () '
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5.1. Basisdarstellungen und -wechsel 109

denn diese Vektoren werden unter der Abbildung nicht bewegt. Mit anderen Worten:
Es gilt

(cos (2a))  sin (2a) ) ‘ (cos (a)) B (cos (2a) cos (@) + sin (2a) sin (a)) B (CF)S (a)) ’

sin (2a))  — cos (2a) sin () ) \sin (2a0) cos (o) — cos (2a) sin ()

wobei die letzte Gleichheit wieder aufgrund von Additionstheoremen gilt.

Basiswechsel und Ubergangsmatrizen Sei V' ein gegebener Vektorraum der Di-
mension n und seien

(Vl,...,Vn) bzw. ({71,...,\7n)

zwei verschiedene Basen in V. Dann existieren fiir jeden Vektor v € V via
n n
E (L'j'Vj:V:E .’L‘j‘Vj
j=1 j=1

zwei Komponentensétze, und es stellt sich die Frage, ob bzw. wie man fiir gegebenes v €
V' die entsprechenden Basisdarstellungen x € R” und x € R" ineinander umrechnen
kann.

Theorem (ﬂbergangsmatrizen und Ba}siswechsel) Mit den obigen Notationen
gibt es genau zwei (n, n)-Matrizen S und S mit Eintrégen s;; und §;;, so dass die
folgenden vier Aussagen erfiillt sind:

1. Es gilt
n n
Vi = E Sjk * Vj sowie Vi = g Sjk - Vj
J=1 J=1

fur alle k =1,...,n.
2. Esgilt S- S=S.-S= 1., d.h. beide Matrizen sind zueinander invers.
3. Es gilt immer x = S - %, d.h. S bescheibt den Ubergang von % nach x.

4. Es gilt immer x = S - x, d.h. S bescheibt den Ubergang von x nach x.

Beweis: Wir kénnen die erste Behauptung als Definition der Eintrige von S und S
betrachten und miissen nur noch zeigen, dass dann alle anderen Behauptungen erfiillt
sind. Zunéchst gilt

n n n n n n
E 5jk'{’j:‘~/k:§ Slk'Vl:E Stk - E Sj1 -V :E E it S | Vi
j=1 =1 =1 j=1

j=1 \i=1

und ein Koeffizientenvergleich (die ¥; bilden eine Basis) liefert

“ 1 sofern j =k . .
Zsﬂ-slk—éjk—{o sonst J fir alle j,k=1,...,n,
1=1
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110 5. Lineare Abbildungen

aber dies ist gerade die Komponentenschreibweise von S-S = I,,. Die Gleichung S-S =
I,, kann vollkommen analog bewiesen werden. Andererseits gilt auch stets

n n n n n n
g l‘j-ijvzg :ik-{szg T - g Sjk * Vj :5 E Sjk - T | -V
j=1 k=1 k=1

j=1 j=1 \k=1

und ein Koeffizientenvergleich zeigt
n
xj:Zsjk-i“k firalle j=1,...,n,
k=1

aber dies ist gerade die Komponentenschreibweise von x = S - X. Die Herleitung der
vierten Behauptung erfolgt analog. m

n

vV = E .’If‘l'Vj

Jj=1

Matrix S
; 4
Matrix S

Flussdiagramm zu Basiswechseln und Ubergangsmatrizen.

Beispiel Fiir V =R? und

e (G) e (V) we () 0= (7)
3 8 1 1
verifizieren wir — durch scharfes Hinsehen oder kleine Rechnungen — die Formeln
vi=3-vi+1-vy, Vo=5-vi+2-vy.
sowie
vi=2-vi—1-vy, Vo =—5-Vi+3-Vy
Wir kénnen nun spaltenweise die Formeln
(13 - (G7)
ablesen und auflerdem leicht per Hand nachpriifen, dass diese Matrizen wirklich invers
zueinander sind.

Komponenten von Vektoren Zur Vollstandigkeit wollen wir auch die Aussagen des
Theorems zur Basisdarstellung von ausgewéhlten Vektoren v € V nachpriifen. Fiir
den ersten Einheitsvektor gilt zum Beispiel

VvV = (é) :—8'V1—3'V2:—1'\~/1—1'\~’2,
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5.1. Basisdarstellungen und -wechsel 111

und dies impliziert die Basisdarstellungen

(=8 . (-1
x=|_4]: x=(_1)-
Wir kénnen nun leicht nachrechnen, dass mit diesen konkreten Werten wirklich x = S-x
und x = S - x gilt. Analoges gilt fiir den zweiten Einheitsvektor

VvV = <O> :—19'V1—7'V2:—3'\~/1—2'\~/’2,

1
< — —19 % -3
o\ =7 o \=2)"
Beachte, dass in beiden Fillen x # S - % und X # S - x gilt, aber diese Kombinationen
tauchen auch weder im Theorem noch im Bild auf.

mit

Beispiel Wir betrachten V = R? sowie

0 1 1
Vi = 1 ) Vo = 0 ) V3 = 1
1 1
und
0 2 0
wi=(o], w.=(0], wi=|-1
1 0 0

Um die Koeffizienten der Matrix S zu bestimmen, bemerken wir zunéchst fiir jedes k,
dass die Darstellungsformel fiir ¥ als lineares Gleichungssystem fiir die Komponenten
der k-ten Spalte von S geschrieben werden kann:

Vg1
Ug2 | = Vi = S1g - Vi + Sok - Vo + Sz, - V3
Uk,3
’ ’ | S1k 011 S1k
= Vi Vg V3 . SoLk = 1 0 1 Sok
I S3k 1 10 Sak

Insbesondere kénnen wir die Matrix S durch das Gauf}-Jordan-Verfahren bestimmen,
und erhalten via

01 1/02 0 10 1]00 -1 10 1]0 0 -1
10100 -1 |=fo0o1 1/02 0 |J=({01 1|0 2

1 10[10 0 01 —-1/10 1 00 —2|1 =2 1

1010 0 -1 1oofli -1 -1

~(fo11/0 2 0 |=lo0o10]1 1 1

00 1|—3 1 —3 00 1|—-3 1 —3
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112 5. Lineare Abbildungen

die Formel

Anschliefiend koénnen wir S entweder als Inverse von S oder mittels der GauB-Jordan-
Rechnung

02 01]0 11 10 0110 1 00/1 1 0
00 -1{101]=l02 0011 ]|=f010 0 5 3
10 0110 00 —1{1 0 1 00 1/—-10 -1

bestimmen und erhalten

i (2 20
S:S—1:§o11
-2 0 -2

Bemerkung: Wir konnen aus den Spaltenvektoren von S die Identitéiten

S 1 1 1
Vi=+5:Vit+5:Va—5-V3
{’2:—1'V1+1'V2+1'V3
I 1 1 1
V3——§'V1+§'V2+§'V3

ablesen, wohingegen die Spalten von S uns

V1:+1'\~71+0‘\~/2—1'V3
Vo=+1-Vi+1-v40-v;

V3:+0'\~’1+%'V2—1'V3

liefern.

Kochrezept Unsere Beispiele illustrieren das folgende, allgemeine Prinzip fir V' =
R™: Wir kénnen die Ubergangsmatrizen S und S zum Beispiel dadurch bestimmen,
dass wir das Gaufl-Jordan-Verfahren auf die erweiterten Koeffizienten-Matrizen

Vi Vo V3|V Vg V3 und Vi V3 V3 |V] V3 Vg3

anwenden. Wenn wir S oder S bereits kennen, so kénnen wir die jeweils andere auch als
inverse Matrix (zum Beispiel wieder mit einer Variante des GauB-Jordan-Verfahrens)
bestimmen. Ein wichtiger Spezialfall entsteht, wenn jeder Basisvektor v; der j-te Ein-
heitsvektor ist: In diesem Fall kann die Matrix S direkt aus den Vektoren v; zusam-
mengesetzt werden.
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5.1. Basisdarstellungen und -wechsel 113

‘Vorlesung 15, 22. November 2019‘

Basiswechsel fiir lineare Abbildungen Sei T : V — W eine lineare Abbildung
und sei A ihre Basisdarstellung bzgl. zweier Basen (Vl, . ,vn) und (wl, . ,Wm) von
V und W. Sind nun (\71, . ,{/n) und (Wl, e ,Wm) zwei andere Basen in V und W
und A die entsprechende Basisdarstellung von T, so gilt

A=R-A-S sowie A:R-A-s,

wobei S und S bzw. R und R die Basiswechsel in V und W beschreiben (siehe Bild).
Diese Formeln ergeben sich unmittelbar aus den bisher abgeleiteten Resulaten in diesem

Abschnitt.

.
V=289 W= 5w

i=1 i=1

»
»

Flussdiagramm zu Basiswechsel und Basisdarstellung bei linearen Abbildungen. Beachte, dass weder T noch A oder A

invertierbar sein miissen, aber dass immer S = S~! und R = R~! gilt.

Beispiel Wir betrachten den einfachen Fall V = W = R? sowie die lineare Abbildung

w=T(v) mit wr) _ (G101t a1z 02
Wo Qo1 * V1 + G99 - Vo
mit gegebenen Koeffizienten a;; € R. Wir wollen der Einfachheit halber auch jeweils
eine Basis in V und W kanonisch wéhlen, d.h. wir setzen

1 0
V1:W1:(0), V2:W2:(1).

Damit kann die entsprechenden Basisdarstellung A von T' (unterer Pfeil im Bild) direkt

als
A — (011 CL12)
Q21 A22
abgelesen werden und wir wollen die Matrix A (oberer Pfeil im Bild) fiir zwei Wahlen
der jeweils anderen Basen berechnen.

Basiswechsel 1: Wir betrachten sowohl im Bild- als auch im Urbildraum jeweils die

Basis
- - 1 - - —1
Vi = W (= 1 s Vg i= Wy = 1
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114 5. Lineare Abbildungen

und bemerken zunéchst, dass wegen
{71:1'V1+1'V2, \72:—1'V1+1'V2

bzw.

=1.
)

N [—=

~ ~ _1 ~
Vi Vi — 35 Va2, Vo =5 Vi+

die entsprechenden Ubergangsmatrizen und ihre Inverse spaltenweise als

(1 -1 S . m_aq-l_p-1_1(1 1
S—R—(1 1), S=R=S"=R —2(_1 1)

identifiziert werden konnen. Mit den Formeln fiir die Basiswechsel-Matrizen ergibt sich
insbesondere

A:S.A.S:g,(anJrau —a11+a12)

Q21 + G232 —a91 + Q22
- 1 a11 + @12 + az1 + agm —a11 + @12 — G21 + a2
2 \—a11 — a2 + a1 + ag a11 — Q12 — Q21 + Q22

Wir wollen nun abschlieend eben hergeleitete Formel alternativ begriinden. Dazu be-
rechnen wir

T({,)_ a1l + aig —a11+a12+a21+a22'v~v +_a11_a12+a21+a22'v~v
V" \agy +as) 2 ! 2 2
21 22
sowie
T(\?)* —a;1 +aip\ _a11+a12_a21+a22-v~v +a11_a12_a21+a22-v~v
27 \—ag +axn) 2 ! 2 2
21 22

und kénnen aus die Formeln die Matrix A spaltenweise und analog zum ersten Theorem
in diesem Abschnitts berechnen. Wir erhalten dabei wieder das gleiche Ergebnis. Man
kann A schlieBlich auch auf eine dritte Art, nidmlich durch das oben beschriebene
Kochrezept berechnen. Dazu wendet man das Gauf-Jordan-Verfahrens auf die folgende
erweiterte Koeffizientenmatrix an:

1 -1
1 1
Basiswechsel 2: Mit der alternativen Wahl

- - 0 - - —1
V1—W1—<1), V2—W2—<0)

konnen wir auch wieder die Matrix A auf zwei verschiedene Weisen berechnen. Wir
beginnen diesmal mit dem direkten Weg ohne Basis wechsel und lesen aus

ail + aiz —a11 + a2
Q21 + Q22 —ag1 + a2

~ a19 ~ ~
T(V1) = = Q22 - W1 — 412 - W3
22

sowie

—a2

T(\72) = (—a11> = —ag1 - W1 + a1 W3
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e Q2o  —Q21
A =
_12 A1l

\71:0'V1+1'V2, {72:—1'V1+O'V2

spaltenweise die Formel

ablesen. Andererseits gilt

bzw.
V1:O‘\~/'1—].'{’2, V2:1‘{71—0'\~/2

und damit auch

_p_(0 —1 S B _a-l_p-ta-1_ (0 1
S—R—(1 O) bzw. S=R=S""=R"S —(_1 O).

Wir kénnen nun leicht nachrechnen, dass auch wieder A = S - A - S gilt. Dasselbe
Ergebnis kann man drittens auch mittels der erweitereten Koeffizientenmatrix und

dem
0 —1|ap —an
1 0 Jaxp —axn

Gaufl-Jordan-Verfahren erreichen.

Bemerkung: Analog zeigt man: Bei Vertauschungen von Basisvektoren miissen die Ein-
triage in der Basisdarstellung A entsprechend vertauscht werden. Wir werden das spéter
beim Studium von Permutationsmatrizen besser verstehen.

Definition Zwei (m, n)-Matrizen A und B heiflen dquivalent, falls es eine invertier-
bare (n, n)-Matrix S sowie eine invertierbare (m, m)-Matrix R gibt, so dass

B=R'!-A-S bzw. A=R-B-S!

gilt, wobei die jeweils eine Gleichung die andere impliziert (Ubungsaufgabe). Im Fall
von m = n und R = S nennt man die (dann quadratischen) Matrizen A und B auch
ahnlich.

B
n —> m

a
a

R

4
«

0]

.

=~

A m
—

n

e
a

Zur Aquivalenz und Ahnlichkeit von Matrizen.

Bemerkung Bei dhnlichen Matrizen gilt
det B = det (S_1 A S) = (detS_l) . (detA) . (detS) =det A,

weil mit S™! - S auch (det Sfl) -det S = 1 erfiillt ist
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Beispiele Mit

1 20 3 0 0
A=|10 2|, B=|0 -2 0
0 21 0 0 1
und
1 3 6 6 1 2 =2
S_lzR_lzﬁ 1 -3 2 S=R=(1 -3 0
-5 0 5 1 2 1

gilt A=R-B-R™!. Insbesondere sind die 3, —2, und 1 die sogenannten Eigenwerte
(siche néchstes Kapitel) der zu einander dhnlichen Matrizen A und B.

Bemerkung Ahnliche bzw. dquivalente Matrizen beschreiben letztlich dieselbe linea-
re Abbildung, nur bzgl. jeweils anderer Basen. Eine naheliegende und wichtige Frage
ist nun, welche Eigenschaften einer Matrix sich nicht beim Wechsel von Basen dndern
(Invariantentheorie) bzw. ob man immer geschickt Basen so wéhlen kann, dass die ent-
sprechende Basisdarstellung moglichst einfach wird (Theorie der Normalformen). Wir
werden beide Aspekte weiter untersuchen und insbesondere die Klasse der zugelassenen
Ubergangsmatrizen R und S weiter einschriinken.

5.2 Orthogonalitit und Gram-Schmidt-Verfahren

Setting fiir diesen Abschnitt

1. V ist reeller Vektorraum der Dimension n € N und besitzt ein Skalarprodukt
(-, -} sowie eine entsprechende Norm ||-||.

2. vy ...,v, ist gegebene Basis von V.

3. W ist m-dimensionaler Unterraum von V', der von den linear unabhéngigen Vek-
toren wy, ..., w,, aufgespannt wird.

Klarstellung Alle Aussagen in diesem Abschnitt gelten zunédchst nur fiir reelle
Matrizen. Im Komplexen gelten analoge Formeln und Ergebnisse, aber man muss
beriicksichtigen, dass Skalarprodukte dann nicht mehr bilinear, sondern sesquilinear
sind und deshalb an einigen Stellen konjugiert komplexe Zahlen auftreten werden.

Erinnerung Die Basis (wy,..., w,,) heiit Orthogonalbasis (O-Basis) in W, falls

(wy, w;) =0 firalle [,i=1,...,m mit [#1

bzw. Orthonormalbasis (ON-Basis), falls zusétzlich

(wi, w;) =1 firalle ¢1=1,...,m

gilt. Man spricht alternativ auch von einem O-System bzw. einem ON-System in V
(denn dort sind die w; immer noch linear unabhéngig und orthogonal, aber fiir m <n
keine Basis mehr).

Michael Herrmann: Mathematik fir Elektrotechniker 1 [D)evsa | Version vom 7.2.2020



5.2. Orthogonalitdt und Gram-Schmidt-Verfahren 117

Lemma (Fourier-Entwicklung und Satz von Pythagoras) Bilden die w; eine
ON-Basis in W, so gilt

m m
w= (wow)owi, wl =) (w, wy)?
i=1 i=1

fiir jedes w € W.

Beweis: Der Ansatz

m

W:Zyl'wl

=1

impliziert

(Wi, w) = <Wi, Zyl 'Wz> = Zyz (Wi, W) = Zyl “0i = Yi
=1 =1 =1

wobei 9;; wieder das Kronecker-Delta ist und nur fiir ¢ = [ eine 1, sonst immer eine 0
liefert. Analog folgt

(w, w) = <ZZ/1'W1, Z%"Wi> :Zzyi‘yl'éil = Zylz
=1 =1 i=1

i=1 j=1
O

Gram-Schmidtsches Orthogonalisierungs-Verfahren

Idee Mit einfachen Algorithmen kann aus einer gegebenen Basis wy, ..., w,, von W

rekursiv eine orthogonale bzw. eine orthonormale Basis wy, ... w,, erzeugt werden.

O-Variante

1. Setze im ersten Schritt w; := wy.

2. Berechne im i-ten Schritt (i = 2,...,m) den Vektor w; via
— (wi, W)
Wi = W; — W = A0 U
Wi © W; ;Czl Wi, Ci - <wl, V~Vl>

aus w; sowie den Ergebnissen der vorangegangenen Schritte.

Eigenschaften Dieses Verfahren erzeugt aus den folgenden Griinden sukzessive eine
ON-Basis:

1. Der Algorithmus impliziert
V~V2:W2—621'V~Vl bzw. V~\73:W3—031'V~Vl—032'\i’2
fiir den zweiten bzw. den dritten Schritt, wobei die , Korrekturkoeffizienten*

_ <W27 V~V1> baw. Cay = <W3, V~V1> Cap = <V~V37 ‘iV2>
<W2, W2>

Co = = = -
! <W17 W1> <W1, W1> ’

gerade so gewahlt sind, dass Wy aus wy senkrecht steht bzw. das w3 auf w; und
wy senkrecht steht, d.h.

<\X72, \X/1> =0 bzw. <V~Vg, v~v1> =0 und (Wg, V~V2> =0.
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2. Ganz allgemein kann man die Implikation
wi,...,W;_1 sind O-System = w1, ..., Ww; sind O-System

zeigen. In der Tat, mit 1 < k < i—1 gilt nach Konstruktion

=1 <Wl’ Wl>
i—1 ~
o <Wl7 Wl> ~ ~
Wi Wid = 2 (G gy 0 W
< <WZ7 Wk)> ~
= (Wg, W7,> <V~vk V~Vk . <Wk, Wk>
3

wobei wir benutzt haben, dass

(Wi, Wi) = Opt - (W, Wy)
nach Induktionsvoraussetzung gilt. Wir schlielen, dass der im i-ten Schritt er-
zeugte neue Basisvektor w; in der Tat auf allen vorher konstruierten senkrecht

steht (eben weil wir die richtigen Korrekturkoeffizienten verwenden).

3. Nach Konstruktion gilt

w; € span{wl, . ,Wi}
fiir alle 2 = 1,...,m und rekursiv iiber i zeigt man
w; & span{wy,..., W;_;}

mit Hilfe der Basis-Eigenschaft der w; (Ubungsaufgabe fiir Fortgeschrittene). Ins-
besondere kann w; niemals der Nullvektor sein und das Verfahren ist wohldefiniert
und liefert nach m Schritten wieder eine Basis von W.

Bemerkung Der Ausdruck

L9 () E

(W, W) Ry

ist gerade der Anteil von w in Richtung von w (auch Projektion von w auf span{w}
genannt).

Beispiel Fiirn =4 und m = 3 sei

_— o O W

<

—_

|
O~ =N

<

(3]

|
N NN O
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die gegebene Basis von W C V = R*. Die ersten beiden Schritte im Algorithmus liefern

2 3 2 1
- 1 - o 1| _|-1
W1 - 1 Y W2 - O 621 1 - _1
0 1 0 1
mit dem Zwischenergebnis
S 3:24+0-140-1+1-0
21 — 22 112 4 12 4 ()2 -
Im dritten und letzen Schritt erhalten wir
0 2 1 -1
- 2 |1 -1 10
W3 = al~ C31 1|~ C32 11~ 9 )
2 0 1 3
wobei
0-242-14+4-14+2-0 ] 0-1—2-1—-4-1+2-1 ]
C: - = C = = —1.
o 22 4 12 4 12 4 02 ’ % 12412 4 12 4 12
Bemerkung Hat man eine O-Basis wy, ..., W,, berechnet, so kann man durch ab-
schlieBende Normierung aller Vektoren via
W; = Vf” , 1=1,....,m
gl
auch eine entsprechende ON-Basis wy, ..., W,, erzeugen. Man kann die Normierung

aber auch gleich in jedem Zwischenschritt ausfithren und erhélt die folgende Variante
des Algorithmus.

ON-Variante

1. Setze im ersten Schritt w; :== —— - wy .
[[w
2. Berechne im i-ten Schritt
. 1 ) -, . .
W, = ol Wi, W, = W; — ;dil -Wy, dy = (w;, Wp)

Beispiel Wir betrachten W = R3 mit der gegebenen Basis

0 4 3
W = 2 y Wo = -3 s W3 = 2
0 4 1
Im ersten Schritt ergibt sich
) 1 0 0
Wi = —2 5 5 2 = 1
V02422402 \ 0
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und anschlieSend erhalten wir

aus den Zwischenresultaten

4 0 4
wo=|-3]—-dy-|1]=1[0], dy3=4-0—-3-14+4-0=-3
4 0 4
und
3 0 d 1 1
Wa= 2] —ds- (1] -2 [0]=]0
1 0 V2 1 —1
mit
3-1+2-0+1-1
dyy=3-0+2-14+1-0=2,  dyp= % =2V/2.
Bemerkung Wir konnen die Verfahren auch auf die Basis vy, ..., v, anwenden, um
in n Schritten eine O-Basis oder ON-Basis vy, ..., V, zu erzeugen. Auflerdem iiberlegt

man sich leicht die Implikation

Wi =Vy, ..., W, =V, — Wi =V, ey, Wy, =V,

Vorlesung 16, 25. November 2019

Orthogonalprojektionen

Komplemente von Unterrdumen Die Menge
WL::{UEV (v, w) =0 fiiralle we W}

ist auch ein linearer Unterraum von V (Ubungsaufgabe), besitzt die Dimension n —m
und wird das orthogonale Komplement von W genannt. Auflerdem zeigt man leicht

(WH =w.

Beispiel Fiir V =R3 und W = span{w, wy} gilt
wt = span{w1 X W2} ,
sofern w; und wy linear unabhéngig sind.

Michael Herrmann: Mathematik fir Elektrotechniker 1 [D)evsa | Version vom 7.2.2020



5.2. Orthogonalitdt und Gram-Schmidt-Verfahren 121

Theorem (Projektionssatz) Fiir jedes v € V existiert eine eindeutige Zerlegung
v=vl4vt mit view, vtewt.

Die Vektoren v/l und v+ werden die Orthogonalprojektionen von v auf W und W+
genannt.

Beweis: Nach einem geeigneten Basiswechsel kénnen wir (Ubungsaufgabe)

W = span{vy,..., vy}
annehmen und durch eine Anwendung des Gram-Schmidtschen Verfahrens auflerdem
sicherstellen, dass vy, ...V, sogar eine ON-Basis in V ist. Dies impliziert dann auto-
matisch (wieder Ubungsaufgabe)

W = span{vyy1,...,Va}.

Mit Hilfe der Fourier-Entwicklung

n

VZZ(V, V) -V

J=1
sehen wir nun leicht, dass
m n
- A
vil= E (v, vj) - vj, v o= E (v, vj) - vj
j=1 Jj=m+1

die gewiinschten Eigenschaften besitzen. Um auch noch die Eindeutigkeit dieser For-
meln zu zeigen, nehmen wir an, dass zusatzlich

v=ul+ut, ul e w, ut ¢ Wt
erfillt ist und erhalten

0=(vj,v—v)={v;, vl 4+ vt —ul —ut) = (v;, vll) = (v;, d)

fiir jedes 7 = 1,..., m. Insbesondere gilt
vl = Z <ij VH> v = Z<V1’ uH> u; = ull,
j=1 J=1
und damit auch v =v — vl = v —ull = ut. O

Bemerkung Die Projektionen v/l und v existieren unabhingig von der gewihlten
Basis und koénnen im Prinzip mit jeder Basis berechnet werden. Bei nicht-ortho-
normalen Basen sind die entsprechenden Formeln aber deutlich komplizierter als die
im Beweis angegebenen.
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Theorem (Approximationssatz) FEs gilt
v — VHH <|lv—w]| firalle weW
sowie
[v—=v'| <lv—u|] firale uew".

Beweis Wir betrachten wieder eine ON-Basis von V' wie im Beweis des Projektionssatzes
und bemerken, dass

=P = v P = 30 v = P = I =D v v,

j=m+1 Jj=1

Andererseits gilt wegen w € W und mit der Fourier-Entwickung

v=wlP =Y (v—w,v))? + > (v, vj)—(w, V)

J=1 j=m+1

=Y v=w,vi)t o+ Y (v, v;) —0)
J=1 j=m+1

=> vowov)t 4 vV
j=1

> v ="

Analog ergibt sich
v=ul® =3 ((v,v;)=0)" + > (v-u vy’
j=1 j=m+1
:HV—VLHQ + Z <V—1,1,Vj>2
j=m+1

> v —v*|*

und die beiden Behauptungen folgen nach Wurzelziehen.

5.3 Orthogonale Matrizen

Erinnerung

1. Eine reelle Matrix A € R(™™ heifit orthogonal, falls A - AT = AT . A =1, gilt,
d.h. wenn AT = A1,

2. Das komplexe Analogon von orthogonal ist unitéir, d.h. A-A* = A*- A =1, mit
L . —T
adjungierter Matrix A* = A" .
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Niitzliche Formeln

1. Fiir alle x,x € R" gilt

sowie
(A-x, x) = (A-X)T-fc:xT- (AT-fc) = <x, AT-Sc>,
wobei A € R(™™ beliebig ist.

2. Es gilt auch stets die Parallelogramm-Identitét

4-(x, %) =(X+X,Xx+X) - (X+X,Xx—X) = H(X—i—f()HQ— H(X—Ff()”2
Insbesondere kann jedes Skalarprodukt durch Normen ausgedriickt werden.
Theorem (Hauptsatz iiber orthogonale Matrizen) Fiir eine quadratische Ma-

trix A € R(™™ sind die folgenden Aussagen dquivalent
1. A ist langentreu, d.h. es gilt ||A - x|| = ||x|| fiir alle x € R™.
2. A erhilt das Skalarprodukt, d.h es gilt

(A-x, A-x)=(x, X)
fiir alle x,x € R”
3. A ist orthogonale Matrix.
4. Die Zeilen von A bilden eine ON-Basis im R".
5. Die Spalten von A bilden eine ON-Basis im R".

Beweis, 1. = 2.: Die Parallelogramm-Identitdt und die Voraussetzung liefern

1A x AR =[[A (x 2| - A (x-R)[°
=[x +%|* - [Ix — x||”
=4-(x, X).

Beweis, 2. = 3.: Fiir die (i, j)-te Komponente des Matrizproduktes AT - A gilt

(AT : A)Z] = eiT : AT -A - €; = <A - €, A - ej> = (ei, ej> = (5”‘ = (In)lj’
und wir haben damit komponentenweise die Gleichung
AT A=1,

gezeigt. Die Rechenregeln fiir inverse Matrizen garantieren, dass AT die Inverse von A
ist und damit auch A - AT =1, erfiillt.

Beweis, 3. = 1.: Es gilt

JA-xIP = (A%, A-x) = (x, AT+ A x) = (x, %) = x|

Beweis, 3. < 4. < 5.: Dies wird in den GroSen Ubungen gezeigt. O
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Folgerung Das Produkt zweier orthogonaler Matrizen ist wieder orthogonal,wie die
folgende Rechnung zeigt:

1

(A-A) =AT . AT—A"'". A (A-A)

Auferdem sind mit A auch immer A7 und A~! orthogonal.

Bemerkung
1. Fiir jede orthogonale Matrix gilt det A = %1 (siche GroBe Ubung).

2. Die Menge alle orthogonalen Matrizen aus R(™™ ist die orthogonale Gruppe
O(n) und alle orthogonalen Matrizen mit Determinate 1 bilden die spezielle

orthogonale Gruppe SO(n).

3. Fiir n = 2 werden alle orthogonalen Matrizen in der Grofien Ubung charakteri-
siert. Insbesondere gibt es nur Drehungen und Spiegelungen.

Permutationsmatrizen Jede (n, n)-Matrix der Form

b
eg(l) eg(n)

mit Permutation o € S(n) ist orthogonal und heit Permutationsmatrix zu o, wobei
e; € R” der i-te Einheitsvektor ist . Die Determinate einer Permutationsmatrix ist ge-
rade das Vorzeichen der Permutation und die Transponierte einer Permutationsmatriz
ist auch eine Permutationsmatrix.

Beispiel Fiir n = 2 gibt es die zwei Permutationsmatrizen

) (o)

wohingegen
100 0 01 010
00 1], 01 , 1 0
010 1 00 0 01
und
100 0 01 010
010]), 10 0], 0 1
0 1 010 100

alle Permuationsmatrizen fiir n = 3 sind.
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Orthogonale Matrizen fiir n = 3

Spiegelungen an einer Ursprungsebene Jede Ursprungsebene in R? wird durch
zwei linear unabhéngige Vektoren w; und ws aufgespannt und besitzt immer einen
Normalenvektor

Wi X Wy
n:=4+——"——
[[w1 x wol|

der Lange 1 (die Wahl des Vorzeichen ist hier egal). Die Spiegelung an dieser Ebene
wird durch die Householder-Matrix

A=I;—2-n-n”

beschrieben, denn wegen

gilt mit
X:)\l'W1+)\2'W2+/J'Il
auch

AX:(/\1W1+)\2W2+MII)—2(0+0+/J/)n

=AW+ AWy — -1

Insbesondere folgt A - A -x = x, d.h. es gilt A - A = I, und weil auch AT = A gilt
(Nachrechnen!) schlieBen wir, dass jede Householder-Matrix wirklich orthogonal ist.

Beispiele Die Matrizen

~10 0 1 0 0 10 0
0 1 0], 0 -1 0], 01 0
0 01 0 0 1 00 —1

beschreiben Spiegelungen an Ebenen, die jeweils senkrecht auf einem Einheitsvektor
stehen. Die Matrix

100 cos
A=|01 0| —2]sin«a ~(cosa sin « 0)
0 01 0
sin® a — cos® a —2sin o cos « 0
= | —2sinacosa —sin’a+cos’a 0
0 0 1
—cos(2a)  —sin(2a) 0
= | —sin(2a) cos (2a) 0
0 0 1
beschreibt auch eine Spiegelung.
Bemerkung Jeder Vektor n € R? mit ||n|| = 1 kann als

cosa - cosf3
n=|sina-cospf

sin 3

geschrieben werden, wobei a und [ die sogenannten Euler-Winkel sind.
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Bemerkung Householder-Matrizen existieren auch fiir n > 4 und haben analoge
Eigenschaften.

Drehungen um eine Achse fiihren auch auf orthogonale Matrizen.

Beispiele Die Matrizen

1 0 0 cos(a) 0 —sin(a) cos (a) —sin(a) 0
0 cos(a) —sin(a) | , 0 1 0 : sin (o)  cos(a) O
0 sin(a) cos(a) sin(a) 0 cos(a) 0 0 1

beschreiben Drehungen um den Winkel a bzgl. einer zu einem Einheitsvektor parallelen
Drehachse.
Therorem (Darstellungssatz fiir O(3)) Sei A € R®3) orthogonal. Dann ist A
1. eine Drehung, sofern det A =1,
2. eine Komposition einer Drehung und einer Spiegelung an einer Ebene, falls
det A = —1.
Beweis, Teil 1a : Wir zeigen zuniichst, dass es einen Achsenvektor v, € R mit A-v, =
v, gibt. Dazu bemerken wir, dass wegen
det (A —I3) = det (A - (I; — A”)) = det A - det ((I; — A)") = 1-det (I; — A)
=det ((—1)- (A 1)) = (—1)° - det (A — I3) = —det (A — I

schon det (A — Ig) = 0 gelten muss und wir daher v, # 0 im Kern von A — I3 wéihlen
kénnen, wobei durch Multiplikation mit einem geeigneten Skalar zusétzlich [|v,| = 1
sichergestellt werden kann.

Beweis, Teil 1b : Wir wéhlen nun (zum Beispiel mit Gram-Schmidt) eine ON-Basis v,
Va, V3 mit vi = v, und betrachten die Matrix

N ]
A=S1.A-S, S=|[v ¥» ¥

Da S und S! :NST orthogonal sind (die Spalten bzw. Zeilen sind gerade die ON
Vektoren v;), ist A als Produkt orthogonaler Matrizen auch wieder orthogonal. Nach
Konstruktion gilt auflerdem

{7128'81, A'\~/'1:\~/'1, S_l'{"l:el
und daher auch
A-e=S"ASe=S"Av=S"v=¢

und wir schlieBen, dass die erste Spalte von A gerade der erste Einheitsvektor e; ist.
Da die Spalten von A aber ein ON-Basis bilden, muss damit schon

3 1 0 0
A=10 b1 b2
0 b1 bo
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bll b12
b21 b22

eine orthogonale (2, 2)-Matrix mit Determinante +1 ist. Der Darstellungssazt fiir O(2)
aus der Groflen Ubung garantiert nun

gelten, wobei

10 0
A=10 cos(o) —sin(a)
0 sin(a) cos(a)

fiir ein a € R. Diese Matrix beschreibt die Drehung mit Winkel o um die zu e; parallele
Drehachse.

Beweis, Teil 1c : Die Matrizen A und A beschreiben dieselbe lineare Abbbildung T
bzgl. zweier verschiedener Basen — A bzgl. der kanonischen Basisvektoren e; und A
bzgl. der geschickt gewéhlten Basisvektoren v; — und wir schlieflen, dass auch A die
Drehung mit Winkel o und Drehachse v, beschreibt.

Beweis, Teil 2 : Im Fall von det A = —1 betrachten wir die Matrix

0
0

die als Produkt orthogonaler Matrizen selbst orthogonal ist und fiir die wir wegen
det A = det A - (detA) —(~1)-(-1) =1

die Ergebnisse des ersten Teils anwenden konnen. Insbesondere ist A eine Drehung
und weil die Householder-Matrix A = AT = A~! ein Spiegelung beschreibt, folgt die
Behauptung aus A = A - AL O

Bemerkung: Im Beweis beschreibt die Matrix S mit den Spalten v; gerade den Basis-
wechsel von (Vvq, ..., V3) nach (eq, ..., e3). Dies kann entweder mit den abstrakten
Resultaten von oben begriindet oder wie folgt direkt verifiziert werden: Wenn wir die

i-te Komponente des Spaltenvektors v; mit 0;; und den (7, j)-Eintrag von S wie iiblich
mit s;; bezeichnen, so gilt v,, = s;; und aus

3 3 3 3 3 3
E T -€; = E ij-vj: E Li'j‘ E 17j7iei = E .i’j' E s,-jei
i=1 j=1 j=1 i=1 j=1 i=1
3 3
i=1 j=1

ergibt sich z; = Z?Zl sij - & bzw. x = S - X nach Koeffizientenvergleich.

Folgerung

1. Die Komposition zweier beliebiger Drehungen im R? ist eine einzelne Drehung!
Die Komposition zwei Spieglungen ist auch eine Drehung.
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128 5. Lineare Abbildungen

2. Jede (3, 3)-Permutationsmatrix ist entweder Drehung oder Drehspiegelung.

3. Jede Permuationsmatrix ist entweder Drehung oder Komposition von Drehung
und Spiegelung. Das kann man auch direkt sehen!

Bemerkung Fiir n > 4 sind die Darstellungssitze von O(n) deutlich komplizierter.

Beispiel Die Matrix

1 2 2
A= 3 2 1 =2
-2 2 -1

ist orthogonal mit Determinante +1 (Nachrechnen!) und beschreibt daher eine Dre-
hung. Fiir die Drehachse suchen wir Losungen v, der Gleichung (A — I3) - v, = 0 und
finden

1
ve=A-|1],
0

wobei A € R freier Parameter ist (und etwa als A = 1/4/2 gew#hlt werden konnte, um
|vi]| = 1 zu erreichen). Um auch noch den Drehwinkel o zu bestimmen, kénnen wir
die Transformationen aus dem Beweis benutzen oder alternativ mit

0 1 2
w=|0], A-w:g -2
1 -1

wie folgt argumentieren: w und A - w stehen beide senkrecht auf der durch v, aufge-
spannten Drehachse. Also ist der Drehwinkel gerade der Winkel zwischen diesen beiden
Vektoren und wir erhalten

(w, A -w) 1

s (0) = ST TA-wl ~ 3

bzw. o = arccos (—%) ~ 1,9 = 109,5°.
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Kapitel 6

Spektraltheorie

Vorlesung 17, 27. November 2019‘

Vorbemerkung In diesem Kapitel studieren wir ausschliellich quadratische (n,n)-
Matrizen und fithren die fundamentalen Konzepte der sogenannten Figenwerttheorie
oder Spektraltheorie ein. Um die Darstellung moglichst einfach zu halten, wollen wir
jede quadratische Matrix standardmiBig immer als Element von C™ betrachten,
selbst dann, wenn alle ihre Eintrdge reelle Zahlen sind. Der Grund ist, dass auch in
der Spektraltheorie reeller Matrizen in natiirlicher Weise komplexe Zahlen auftauchen
konnen, ndmlich als Nullstellen eines Polynoms. Alternativ kann man zwischen einer
reellen und einer komplexen Theorie unterscheiden. In diesem Fall schreibt man oftmals
A € K™ sofern eine Aussage sowohl fiir reelle als auch fiir komplexe Matrizen gilt
und K entweder durch R oder durch C ersetzt werden kann.

6.1 Eigenwerte und Eigenvektoren

Definition Eine Matrix A € C™™ heifit diagonalisierbar, falls
A=S"1.-A-S

fiir eine Diagonalmatrix A € C™™ (mit Diagonaleintriigen A, ..., \,) sowie eine in-
vertierbare Matrix S € C™™ gilt.

Beobachtung Ist A diagonalisierbar, so gilt \; -e; = S7'- A - S - e; fiir jeden
Einheitsvektor e; und damit
)‘j . Vj =A- Vj s

wobei v; := S - e; der j-te Spaltenvektor von S ist.

Interpretation Wenn A diagonalisierbar ist, dann existiert eine Basis vy,...,v,
(die Spaltenvektoren von S), so dass die durch A kodierte lineare Abbildung T'(v) =
A - v bzgl. der neuen Basis sehr einfach aussieht:
V:ZVJ“V]' - T(V):Z)\j-yj-vj

j=1

j=1

Insbesondere ist T'(v;) = A; - v;, d.h. die Abbildung T streckt jeden Vektor v; um den
den Faktor \; (siehe Bild).
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130 6. Spektraltheorie

A'Vl

A‘el

Einfaches Beispiel fiir eine diagonalisierbare Matrix, wobei hier alle auftretenden Matrizen reell sind.

Definition Gilt
Av=A-v

fiir ein A € C und ein v € C" mit v # 0, so heiBt A Eigenwert von A € C™™ und v
wird Eigenvektor zum Eigenwert A genannt.

Beispiel Esgilt S7'-A-S = A fiir

(21 (11 L, 1/(-31 (00
A<(Ga) s=(3a) st=5(5 1) A=)

d.h. A ist diagonalisierbar (wobei in diesem Beispiel nur reelle Zahlen auftauchen).
Insbesondere sind

)\1:(), )\2:57 V]_:(_21) ng(;>

die Eigenwerte und Eigenvektoren von A. A\; und A; sind auch die Eigenwerte der
Diagonalmatrix A, aber die entsprechenden Eigenvektoren sind die Einheitsvektoren
e; und e,.

Beispiel Die reelle Matrix

A:(a _b>, a,beR
b a

ist diagonalisierbar mit komplexen Matrizen

o (-ii L 1/i _f(a—=i-b 0
S_(1 1)’ S _2<—i 1)’ A_( 0 a+i-b>'

Insbesondere liefern die Diagonaleintrige von A bzw. die Spalten von S die Eigenwerte
bzw. Eigenvektoren von A, denn einfache Rechnungen zeigen

A-vi=A- (_11) - (;b__ii"b“) —(a—i-b) (T) AV
A-vi—A- G) - (_abjii.'b“) —(a+i-b) G) .

Ein Spezialfall sind zweidimensionale Drehmatrizen mit a = cos (#) und b = sin (6).

sowie
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6.1. Eigenwerte und Eigenvektoren 131

Achtung

1.

Die Eigenwerte und -vektoren einer reellen Matrix kénnen nicht-verschwindende
Imaginérteile aufweisen! Insbesondere gilt: In der Eigenwert-Theorie reeller Ma-
trizen sind komplexe Zahlen im Allgemeinen nicht zu vermeiden!

. Nicht jede Matrix A ist diagonalisierbar, und eine zentrale Frage ist, welche Ma-

trizen dies sind bzw. nicht sind. Standard-Beispiele fiir Nicht-Diagonalisierbarkeit
sind die weiter unten betrachteten Jordan-Matrizen.

. Ist A reelle Matrix und A ein reeller Eigenwert von A, so gibt es auch immer einen

entsprechenden reellen Eigenvektor v. In der Tat, unter diesen Annahmen kann
leicht gezeigt werden, dass aus jedem Eigenvektor v mit komplexen Eintrdgen
durch komponentenweisen Ubergang zum Realteil und zum Imaginérteil reelle
Eigenvektoren konstruiert werden konnnen (Ubungsaufgabe).

Bemerkung

1.

Die Menge aller Eigenwerte von A wird Spektrum von A genannt und mit spec A
abgekiirzt. Das Spektrum von A ist also eine Teilmenge von C.

. Die Menge

Eyi={veC": A-v=A-v}=ker(A-\I

ist fiir jedes A € C ein Unterraum von C" und wird fiir Eigenwerte A € spec A
der entsprechende Eigenraum genannt. Insbesondere liefert der Hauptsatz iiber

quadratische Matrizen (angewendet auf A — X - I) die logische Aquivalenz
AespecA & Ey#{0} & dim(ker(A-X-T)) >0
& det(A—X-T)=0
bzw. A ¢ spec A & E\ = {0} < det (A — X-I) # 0. Die Determinantenbedin-

gung fiihrt in sehr natiirlicher Weise zum weiter unten diskutierten charakteristi-
schen Polynom der Matrix A.

. Das Spektrum kodiert alle wichtigen Eigenschaften einer Matrix und spielt eine

zentrale Rolle in vielen Bereichen der Mathematik und den Anwendungswissen-
schaften. Zum Beispiel miissen bei Stabilitdtsuntersuchungen in der Regel Eigen-
werte quadratischer Martizen berechnet und ausgewertet werden.

. Fiir jede Diagonalmatrix zeigt man durch einfache Rechnungen: Die Diagonal-

eintriage sind die Eigenwerte und die kanonischen Einheitsvektoren sind die ent-
sprechenden Eigenvektoren.

. Das Spektrum &hnlicher Matrizen ist identisch. Genauer gesagt: Aus

B=R''A-R und ANv=A-v
folgt (Nachrechnen!)
Aw=B-w fiir w=R-v.

Insbesondere ist jeder Eigenwert von A auch Eigenwert von B, und wegen
A=R-B-R!und v=R1 wgilt analog auch auch die Umkehrung. Die ent-
sprechenden Eigenvektoren v und w sind zwar verschieden, konnen aber mittels
der Ubergangsmatrizen R bzw. R~! ineinander umgerechnet werden.
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132 6. Spektraltheorie

Lemma (Unabhingigkeit von Eigenvektoren) Seien Aq,...,\; paarweise ver-
schiedene Eigenwerte der Matrix A und seien vy, ..., v, entsprechende Eigenvektoren.
Dann sind diese Eigenvektoren linear unabhéngig.

Beweis: Wir benutzen vollstéandige Induktion iiber k& und bemerken, dass der Indukti-
onsanfang k£ = 1 trivial ist. Fiir den Induktionsschritt & — 1 ~» k betrachten wir eine
Linearkombination der v; mit Gewichten v; € C, so dass

k

OZZVZ"V]'.

J=1

Durch Multiplizieren beider Seiten mit der Matrix A — A; - I ergibt sich

k k k
OZ(A—)\kI) <ZVj'Vj> :Zyj'A'Vj_ZVj')‘k'Vj
k
:Z )\ _/\k "V = <ZVJ )\ _/\k >

Die Induktionsvoraussetzung impliziert nun v; - (A\; — A\g) =0 fiiralle j =1,...,k — 1
und wegen \; # Ay erhalten wir

V1:...:I/k,1:0.

AuBlerdem muss aber auch v, = 0 gelten, weil ja insgesamt die betrachtete Linearkom-
bination verschwinden soll, und wir haben den Induktionsschritt etabliert. O

Theorem (1. Diagonalisierbarkeitssatz) Jede Matrix A € C™™ die n paar-
weise verschiedene Eigenwerte besizt, ist diagonalisierbar.

Beweis: Wir wéhlen fiir jeden Eigenwert \; einen Eigenvektor v; und bilden aus diesen
spaltenweise eine Matrix S, d.h.

S:=|vy ... v,

Nach dem vorangegangenen Lemma sind die Vektoren vy,...,v, linear unabhéngig,
d.h. die Matrix S besitzt maximalen Rang und ist damit invertierbar (Hauptsatz iiber
quadratische Matrizen). AuBerdem ist A := S~ - A - S gerade die Diagonalmatrix der
Eigenwerte \;, denn es gilt

S'ej:Vj, A'S'ej:A'Vj:)\j'Vj, Sfl-A-S-ej:)\j-Sfl-Vj:)\j-e]

fir alle j = 1,...,n, d.h. die Matrix-Multiplikation mit S™' - A - S bildet jeden Ein-
heitsvektor e; auf \; - e; ab. l

Beispiel Die Matrix

Il
N O
S w o
— O 0o
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6.1. Eigenwerte und Eigenvektoren 133

besitzt die drei verschiedenen Eigenwerte
A= -3, Ao =3, A3 =05,
wobei wir gleich sehen werden, dass diese als Nullstellen des Polynoms
pa(z) = —2° +52° + 92 — 45

ermittelt werden konnen. Fiir jeden Eigenwert A\; bestimmen wir nun durch Losen des
entsprechenden Gleichungssystems einen Eigenvektor v; mit (A -\ I) und schreiben
diese als Spalten in die Matrix S. Dies liefert zum Beispiel

-2 0 2
S=(0 10
1 01
und durch direkte Rechnungen verifizieren wir
1 -1 0 2 -3 0 0
St=-1l0 4 0], St.A.s=[0 3 0],
1 0 2 0 05

wobei die Diagonalmatrix wieder aus den Eigenwerten besteht.

Bemerkung: Die Eigenvektoren sind nur bis auf einen Vorfaktor eindeutig bestimmt.
Zum Beispiel: Um den Raum £, bzw. den Kern von A — A; - I zu bestimmen, miissen
wir das lineare und homogene Gleichungssystem

4 0 8 Ul,l
(A=) I)-vi=0 bzw. 06 0]-fvia]| =
2 0 4 V1,3

o O O

losen und erhalten

U171 -2
vi=\|vi2]| =viz| O
V1,3 1

als allgemeine Losung, wobei vy 3 # 0 beliebig gewahlt werden kann. Die Wahl der
Matrix S ist also nicht eindeutig bzw. wir werden weiter unten sehen, dass man weitere
Bedingungen an die Eigenvektoren stellen kann.

Polynome und Spektrum Der Hauptsatz iiber quadratische Matrizen — bzw. die
entsprechende Bemerkung weiter oben — zeigt, dass A € C genau dann Eigenwert von
A ist, wenn )\ komplexe Nullstelle von pp ist, wobei

pa(z) :=det (A —z-T)

das charakteristische Polynom von A ist, das immer den Grad n besitzt. Der Fun-
damentalsatz der Algebra impliziert daher, dass jede quadratische (n, n)-Matrix (reell
oder komplex) genau n komplexe Eigenwerte besitzt, wobei Mehrfachnullstellen moglich
sind und einige (oder sogar alle) komplexen Nullstellen reell sein diirfen.

*Bemerkung Der Fundamentalsatz der Algebra gilt nur im Komplexen, nicht im
Reellen. Das ist der Grund, warum komplexe Spektraltheorie viel klarer und einfacher
ist als die reelle Variante der Theorie.
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134 6. Spektraltheorie

Beispiele
1. Mit

erhalten wir

1—=z2 2

pA(z)z‘ 1 3, =(1—2)-3—2)—2-4=22—42-5

und die pg-Formel liefert spec A = { -1, 5}.
2. Fir

1
A=14
7

co Ut N
NelNe)RNJV]

ergibt sich mit der Sarrus-Regel

1—=2 2 3
pa(z)=| 4 5—2z 6
7 8 9—z
=(1-2)-5-2)-9—2)+2-6-7T+3-4-8
-3-5—-2)-7T—6-8-(1—2)—(2—-9)-2-4
:—z-(z2—15-z—18)
und anschliefend spec A = {O, %(5—\/@), %(5—1—\/@)} nach Berechnung der

Nullstellen von pa .

3. Fiir Diagonalmatrizen ist wieder alles ganz einfach: Mit

A1
A=
An
ergibt sich
pa(z) =M1 —2) ... (M — 2), spec A ={\i, ..., \.}.
Beachte, dass wir hier nicht vorausgesetzt haben, dass alle \; paarweise verschie-

den sind.

Vielfachheiten von Eigenwerten Eine weitere Konsequenz aus dem Fundamental-
satz der Algebra kann wie folgt formuliert werden: Bezeichnen wir mit m die Anzahl
der paarweise verschiedene Eigenwerte von A (es gilt 1 < m < n), d.h. gilt

SpeCA:{)\l,...,)\m}, Ny # Ny s
so existieren m natiirliche Zahlen aq, ..., a,, mit a; + ...+ a,, = n, so dass
pa(z) = (=D)" - (2= A)" o (2= )™

Die Zahl a; = a();) heifit dabei die algebraische Vielfachheit des Eigenwerts \;, wo-
hingegen

g(A;) = dimker (A — \; - 1)

die geometrische Vielfachheit genannt wird. Beide Vielfachheiten miissen nicht iden-
tisch sein.
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6.1. Eigenwerte und Eigenvektoren 135

Bemerkung

1. Fiir zwei dhnliche Matrizen A und B gilt pa(z) = pg(2) fiir jedes z € C so-
wie dim ker (A — A I) = dim ker (B — A I) fiir jedes A\ € spec A = specB.
Insbesondere konnen die algebraischen und die geometrischen Vielfachheiten der
Eigenwerte sowohl mit A als auch mit B berechnet werden.

2. Fiir jeden Eigenwert A gilt 1 < g(\) < a(A\) < n. Dies folgt aus einfachen
Dimensionsbetrachtungen und geschickter Umformulierung mit dhnlichen Matri-
zen, siehe zum Beispiel [AORS, Seite 158].

Beispiel Die Matrix

—1
4
-1

A= . palx) = —2° +16:2 ~ 802 +128 = —(2 — 4)* - (2 - 8)

N OO
o O N

besitzt den Eigenwert 4 mit algebraischer Vielfachheit 2 sowie den Eigenwert 8 mit
algebraischer Vielfachheit 1. Durch eine Gaufl-Elimination finden wir

ker (A -4 I) = span{vl, Vg} ,  ker (A -8 I) = Span{v3}
mit
1 11
S=1[|vy v v3|] =0 2 0],
|| -1 0 1

wobei die Eigenvektoren vy, vo und vj linear unabhéingig sind und spaltenweise zur
Matrix S vereint wurden. Wir kénnen nun leicht nachrechnen, dass A via

L2 -1 =2 400
s'=210 2 o), sTAs=(040])=4A
2 —1 2 00 8

diagonalisierbar ist, wobei die Diagonalelemente von A gerade die Eigenwerte von A
sind.

Theorem (2. Diagonalisierbarkeitssatz Eine Matrix A € C™™ ist genau dann
diagonalisierbar, wenn a(\) = ¢g(\) fiir jeden Eigenwert A von A gilt.

Beweis, Hinrichtung: Die Behauptung folgt aus den Eigenschaften von Diagonalmatri-
zen und der Tatsache, dass dhnliche Matrizen dieselben Eigenwerte und Vielfachheiten
besitzen.

Beweis, Riickrichtung: Da sich die geometrischen Vielfachheiten aller Eigenwerte nach
Voraussetzung zu n addieren (im Allgemeinen gilt dies nach dem Fundamental-
satz der Algebra nur fiir die algebraischen Vielfachheiten), kénnen wir eine Basis
Vi,...,V, von KEigenvektoren wéhlen und anschliefend analog zum Beweis des 1.
Diagonalisierbarkeitssatzes argumentieren. Siehe dazu auch das vorherige Beispiel.
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*Bemerkung Der erste Diagonalisierbarkeitssatz gilt analog auch in der reellen
Spektraltheorie, der zweite aber nicht, denn er basiert auf dem Fundamentalsatz der
Algebra.

Vorlesung 18, 29. November 2019

Berechungsvorschrift Fiir eine gegeben Matrix A € C™™ miissen wir im Allgemei-
nen folgende Schritte ausfithren, um alle Groflen aus diesem Abschnitt zu bestimmen:

1. Bestimme das charakterisistische Polynom pa durch Determinantenberechnung
mit Parameter z.

2. Finde alle Eigenwerte A von A als komplexe Nullstellen von pa sowie deren
algebraischen Vielfachheiten a()). Dies kann fiir grofle Werte von n sehr schwierig
bzw. aufwindig sein und gelingt vielleicht nur approximativ auf dem Computer.

3. Berechne fiir jeden Eigenwert A € spec A den Eigenraum FE) durch Losen des
homogenen Gleichungssystems (A — A -I) - v = 0 mit unbekanntem Vektor v.
E) ist gerade der entsprechende Losungsraum (d.h. die Menge aller Losungen
v € C") und seine Dimension die geometrische Vielfachkeit g(\).

6.2 Normalform allgemeiner Matrizen

Nicht alle Matrizen sind diagonalisierbar, denn es kann Eigenwerte A geben, fiir die
1 < g(N\) < a()) gilt. Wir wollen zunéchst anhand einfacher Beispiele verstehen, was
dies bedeutet.

Vorbemerkung Die einfachste (3, 3)-Diagonalmatrix ist

A
D=10
0

o > O
> O O
=
=
o
—~
N
S~—

I
>~
|
I
S~—
w

d.h. X € C ist algebraisch dreifacher Eigenwert mit a(A) = 3. Wie bemerken auflerdem,
dass wegen

ker (D - I) =ker0=C?= Span{e1 , €9 ,eg}

die geometrische Vielfachheit von A ebenfalls 3 ist und es einen dreidimensionalen
komplexen Eigenraum gibt (némlich ganz C?). Insbesondere gilt fiir die kanonische
Basis

e, 22, o,
D-\I

e, 221, o,
D-X\1I

e; 221, o,

d.h. jeder der Vektoren e; ist Eigenvektor von D und im Kern von D — A\ - I. Wir
werden nun sehen, dass diese Beobachtung uns besser verstehen lafit, was eigentlich
bei nicht-diagonalisierbaren Matrizen passiert.

Michael Herrmann: Mathematik fir Elektrotechniker 1 [D)evsa | Version vom 7.2.2020
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Jordan-Matrizen Wir betrachten nun zum Vergleich

A—2z 1 0
mit  pyN)=| 0 A—z 1 |=(0\-2)>°

A
J=1{0
0 0 0 A—2z

O > =
> = O

als prototypisches Beispiel einer nicht-diagonalisierbaren (3, 3)-Matrix. In der Tat, A
ist wieder der einzige Eigenwert mit algebraischer Vielfachheit a(\) = 3. Wegen

J-A-I=

o O O

1
0
0

o = O

ist aber diesmal die geometrische Vielfachheit g(A) = 1, d.h. es gibt nur einen eindi-
mensionalen komplexen Eigenraum (aufgespannt durch e;). Durch Nachrechnen bzw.
scharfes Hinsehen verifizieren wir nun die sogenannte Kettenbedingung

ee —— 0,
J=\1
€9 EEm— e,

e — ey,
bzw.
ker (J - A I)1 = span{el} ,
ker (J - A 1)2 = span{el ,eg} ,
ker (J - 1)3 = span{e1 , € ,83} .
Mit anderen Worten: e; und e sind zwar keine Eigenvektoren von J mehr, aber immer

noch verallgemeinerte Eigenvektoren (oder sogenannte Hauptvektoren), die zwar nicht
im Kern von J — A - I, aber im Kern gewisser Potenzen von J — A - I enthalten sind.

Verallgemeinerung Ist \ ein Eigenwert von A mit g(\) < a(\), so muss man nicht
nur den Kern von A — A -1 berechnen, um die Eigenvektoren zu erhalten, sondern man
muss zusétzlich den Kern der Potenzen von A — \-1 studieren, da dort verallgemeinerte
Eigenvektoren zu finden sind.

Definition Die Matrizen

A1 000
A1 0 AL00 0O X100

Al 00X 10
BVE 0 X 1], 00 X 11l 00 X100
0 0 A 00 0 A 00 0 A1
00 0 0 A

werden die 2-, 3-, 4- und 5-dimensionale Jordan-Matrix zum Eigenwert A genannt.
Analoge Formeln gibt es fiir die n-dimensionale Jordan-Matrix zum Eigenwert A\ und
das 1-dimensionale Analogon ist die (1,1)-Matrix (A).

Jordan-Matrizen liefern nicht nur typische Beispiele fiir nicht-diagonalisierbare Ma-
trizen, sondern — wie wir gleich sehen werden — auch die fundamentalen Bausteine,
aus denen man jede andere Matrix in gewisser Weise zusammensetzen kann.
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Bemerkung Fiir eine n-dimensionale Jordan-Matrix mit n > 1 gilt (Ubungsaufgabe)
die Kettenbedingung

REDN | J—-A1 REDN | REDN | REDN |
e, — e, — ... —T e —T= e —= 0

und damit auch

ker (A — X-I)’ = span{e; ... ,e;}

fir alle j =1,...,n.

Bemerkung Ist J n-dimensionale Jordan-Matrix zum Eigenwert A\, so ist J — A -1
Jordan-Matrix zum Eigenwert 0 und es gilt

J-XxI)"=o0
im Sinne von (n,n)-Matrizen. Man sagt deswegen auch, die n-dimensionale Jordan-

Matrix zum Eigenwert 0 ist nilpotent, eben weil die n-te Potenz die Nullmatrix ergibt.

Jordansche Normalform

Wir wollen nun mit Hilfe der Jordan-Matrizen einen ganz zentralen Satz der Matrizen-
theorie formulieren, der fiir jede beliebige quadratische Matrix A € C™™ gilt. Dazu
bezeichnen wir mit

)\1 )ttt >\m eC )
die paarweise verschiedenen Eigenwerte (1 < m < n) von A und mit
a(Ar) bzw. 9(Ar)

die algebraische bzw. geometrische Vielfachheit des Eigenwerts A\, (K = 1,...,m).
Insbesondere gilt stets

L<g) <a(h) <n, > a(h) =n.

k=1

Theorem (Jordansche Normalform) Fiir jedes A existieren Matrizen J und S,
so dass die folgenden Aussagen erfiillt sind (siche Bild):

1. Esgit J=S"1.A.S.
2. J ist eine Blockmatrix
Jm

Jm)

aus m Blocken, wobei jede Matrix J®) der Jordan-Block zum Eigenwert \; ge-
nannt wird und die folgenden Eigenschaften aufweist:

(a) Sie ist quadratisch mit a(\;) vielen Zeilen und Spalten.
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(b) Sie ist selbst wieder Blockmatrix

J&1
J®) —
J(kvlk)

(¢) Jeder Unterblock J )
(i) ist eine Jordan-Matrix (im Sinne der obigen Definition) der Dimension
d®9)  wobei der Entartungsfall d*% = 1 zugelassen ist,
(17) wird Jordan-Késtchen zum Eigenwert \; genannt.

(d) Es gilt I = g(\x), d.h. die Anzahl der Jordan-Késtchen zum Eigenwert Ay
ist gerade die geometrische Vielfachheit von Ay,

(e) Es gilt Zé’; Ld%®) = a()\;), d.h. die Dimensionen aller Jordan-Kistenchen
zum Eigenwert )\, summieren sich zur algebraischen Vielfachheit von Ay.

3. Fiir jedes Jordan-Kistchen J*9) erfiillen die entsprechenden Spaltenvektoren

ng’j ), e ,V((;f,f 3) von S die Kettenbedingungen
(A=X-T)vi" =0
sowie
(A=A-T) v =y (A=A D) v = D

fiir alle ¢ = 2,...,d"*9),

Die Matrix J wird Jordansche Normalform von A genannt und jede Spalten von S ist
entweder Eigenvektor oder Hauptvektor zu einem Eigenwert von A.

™™]o o o0 o o o o 0 0 0 0 0 0 O
oflx 1 0/0o o o o 0o 0o 0 0 0 0 O
0f0 » 1|0 0 0O 0 O 0O O 0O O 0 O
0{0 0 N/0 0 0O 0 O 0O O 0O O 0 O
0 0 0 O0f[X/O0OfO0O 0 0O 0 0O 0 O 0 O
0 0 0 O0[O0|X]JO 0 0 0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 O0|A L|O O 0 0 0 0 O

J=]1 0 0 0 0 0 0|0 X|[0 0 0 0O 0 0 O
00 0 0 0 0 0 O0/X 1|0 0 0 0 O
00 0 0 0 0 0 0,0 XN|[0O 0 0 0 0
00 0 0 0 0 0 0 0 0/AX L 0 0 O
00 0 0 0 0 0 0 0 0/0 X 1 0 0
00 0 0 0 0 0 0 0 0/0 0 X 1 0
00 0 0 0 0 0 0 0 0/0 0 0 X 1
00 0 0 0 0 0 0 0 0/0 0 0 0 X

Beispiel fiir die Jordansche Normalform einer (15, 15)-Matrix mit zwei Jordanbldcken, wobei der erste Block (rot) zum
Eigenwert A1 aus 2 Jordankéstchen der Lénge 1 bzw. 3 besteht. Der zweite Block (blau) gehért zum Eigenwert A2 und
umfasst 5 Jordankéstchen der Lingen 1, 1, 2, 2 und 5. Insbesondere gilt a(A1) =4, g(A1) = 2 sowie a(A2) = 11,
g(A1) = 5. Beachte, dass die Jordankistchen der Lange 1 in manchen Formulierungen des Theorems zu

Diagonalblécken zusammengefasst werden (lila).
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w]o o0 o o o 0 0 0 0

0/ M|0O 0 0 0 0 0 0 o0

0 0[Xx]o 0o 0o 0o 0o 0 o0

0 0 0f[Xx T]0 0 0 0 0

j_| 0 0 ofo Xlo 0 0 0 0
"1 o 0o 0o 0 o[X]O 0 0 o0
0 0 0 0 0 0|\ 0 0 O

00 0 0 0 0 0 X 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 A 1

00 0 0 0 0 0 0 0 X

Zweites Beispiel fiir eine Jordansche Normalform mit einem Jordanblock bestehend aus 3 Késtchen und vier

Jordanblocken mit jeweils einem Késtchen.

Merkregel Jede quadratische komplexe Matrix kann nach einem geeigneten Basis-
wechsel vollsténdig in Jordankéstchen zerlegt werden. Dabei ist die Matrix genau dann
diagonalisierbar, wenn alle Jordankéstchen die Dimension 1 besitzen.

Bemerkung

1. Es gibt verschiedene Formulierungen des Theorems, die aber letztlich alle

daquivalent sind.

Die Matrix J ist bis auf Permutationen der Eigenwerte und der Jordankéstchen
eindeutig durch A bestimmt. Die Matrix S ist ebenfalls nicht eindeutig, aber eine
vollstédndige Beschreibung aller Mehrdeutigkeiten ist recht aufwéandig.

3. Wir konnen den Beweis des Satzes im Rahmen dieser Vorlesung nicht fithren. Er

beruht auf dem Satz von Hamilton-Caley. Dieses sehr tiefe Resulat besagt, dass
mit

palz) = (-1)" (2 — )\1)@()\1) (o )\m)a()\m)
auch schon die Gleichheit
(A — A - I)a()\l) . (A — A\, - I)a(/\m) —0

im Sinne quadratischer Matrizen gilt. Oder anders formuliert: Jede quadratische
Matrix A annuliert ihr eigenes charakteristisches Polynom!

*Beispiel Fiir

gilt

()

pa(z)=(1—-2)-(4—2)—2-3=1-2-2-5-2-2=1-22-5.21—2.2°

und die Erkenntnis von Hamilton-Caley kann im konkreten Fall einfach nachgerechnet
werden (wobei wir A® = I verwenden):

1-A2—-5-A'—2. A°’=1-A-A-5-A—-2-1

GRG0
-5 5)

Michael Herrmann: Mathematik fir Elektrotechniker 1 [D)evsa | Version vom 7.2.2020



6.2. Normalform allgemeiner Matrizen 141

Beispiel Wir wollen die Jordansche Normalform der Matrix

-3 15 11
A=1|-9 21 -9
-9 15 0

bestimmen und berechnen zunéchst die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
via

—3—2z 15 —11
paz)=| -9 21—z -9 |=—2"+1822—1082+216 = —(z—6)°.
-9 15 —z

Insbesondere gibt es in diesem (sehr einfachen) Beispiel nur den Eigenwert A\; = 6
mit algebraischer Vielfachheit a()\;) = 3 und wir schlieflen, dass es auch nur einen
Jordanblock geben wird, der aber vielleicht aus mehreren Késtchen besteht. Um dies zu
klaren, bestimmen wir nun die geometrische Vielfachheit von Ay, indem wir ker A —6-1
durch Gauf-Elimination berechnen. Mit

-9 15 =110 -9 15 =110 -9 15 0|0
-9 15 -9 |0 | = o 0 2 |0 |= 0 0 2|0
-9 15 —6 |0 0O 0 5 |0 0 0 00
erhalten wir
5
ker(A—/\l-I):span 3
0

und damit die geometrische Vielfachheit g(A;) = 1. Insbesondere wissen wir nun schon,
dass der Jordanblock nur aus einem Jordan-Késtchen der Dimension 3 bestehen kann.
Es gilt also

J =

O OO
S O =
D= O

Wir miissen nun noch einen zuléssigen Basiswechsel finden, wobei wir wegen der Ketten-
bedingung schon wissen, dass die erste Spalte von S im Kern von A — 6 -1 liegen wird.
Wir haben nun prinzipiell mehrere Moglichkeiten, eine geeignete Matrix S zu finden:

1. Esmuss S-J — A -S = 0 gelten und dies liefert 9 lineare und homogene Glei-
chungen fiir die 9 Komponenten von S, deren (nicht eindeutige Losung) man
zum Beispiel mit Gauf-Elimination berechnen kann. Diese Variante ist aber im
Allgemeinen recht aufwéndig und wenig elegant, da wir zunéchst eine (9,9)-
Koeffizientenmatrix berechnen und anschliefend das entsprechende Gleichungs-
system l6sen miissen.

2. Unsere Rechungen oben implizieren, dass

Vi =

S W ot
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eine mogliche Wahl des ersten Spaltenvektors von S ist, denn es gilt
(A—6-I) -vi=0.

Wir konnen nun mittels der Kettenbedingung v, als Losung der Gleichung
(A—6-I) S Vo = Vy

und anschlieend v3 als Losung von
(A—6-I) “V3 = Vo

bestimmen (es wird aber keine eindeutige Losung geben). In dieser Variante
miissen wir neben der bereits gelosten homogenen Gleichung zusétzlich noch zwei
inhomogene Gleichungssyteme losen, aber die (3, 3)-Koeffizientenmatrix ist jedes-
mal dieselbe.

3. Wir konnen schliefllich alternativ auch die Kerne
ker (A—6-1)7  fir j=1,2,3

bestimmen, wobei wir schon wissen, dass der erste bzw. zweite bzw. dritte Kern
die Dimension 1 bzw. 2 bzw. 3 besitzt. Insbesondere konnen wir mittels der all-
gemeinen Losungen drei verschiedener homogener Gleichungssysteme sukzessive
drei linear unabhéngige Vektoren vy, vo, v identifizieren, so dass

ker (A —6- 1)1 = span{vl} )

ker (A —6- 1)2 = span{vl,VQ} )

ker (A —6- I)3 = span{vl, V2,V3} .

Mit den letzten beiden Methoden konnen geeignete Vektoren vy, vs, v als Spalten von
S konstruiert werden. Im konkreten Fall ergibt sich zum Beispiel

15 2 1 ([0 1 0
S=19 0 0], S*lz§ -9 15 -9/,
0 -3 —1 27 —45 18

aber das ist nicht die einzige mogliche Wahl.

Bemerkung Im Allgemeinen ist die Berechnung der Jordanschen Normalform recht
aufwéndig und erfordert die Losung grofler und/oder vieler linearer Gleichungssysteme.
Heutzutage iibernehmen die Aufgabe natiirlich meist Computer.

Beispiel Die MATHEMATICA-Befehle JordanDecomposition und Inverse liefern
fiir

0o 0 -2 -1 0 3
0 1 0 -1 020
-1 0 1 1 01
A= o 0 0 2 00
-1 -2 -1 -2 3 2
-2 0 -2 0 0 5
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6.3. Hauptachsentransformation 143

zum Beispiel

1 00 0 0O

01 0O0O0O

J:OO2100

000200

000031

00 0O0O0O 3

sowie

10 -1 0 01 1 0 1 0 0 -1
01 0 -1 00 o 1 0 1 0 0
S:101000 gl _ -1 0 0 0 0 1
00 0 1 00’ O 0O 0 1 0 0
01 0 0 10 O -1 0 -1 1 0
10 0 0 01 -1 0 -1 0 0 2

Insbesondere gibt es in diesem Beispiel 3 Jordan-Blocke (da drei verschiedene Eigen-
werte) mit insgesamt 4 Jordan-Késtchen. Die Befehle CharacteristicPolynomial und
FactorList bzw. Solve sind auch niitzlich und liefern in diesem Beispiel

pal(z) = (z — 1)2-(2—2)2 . (2—3)2.

Bemerkung Weitere Beispiele finden sich in [AORS, Seite 164 ff] und in anderen
Biichern.

| Vorlesung 19, 02. Dezember 2019

6.3 Hauptachsentransformation

Erinnerung (Skalarprodukt in C")

L(v,w)=3" v -w=(w,v), (v,w)=v -W=w" v

2. Skalarprodukte sind im Komplexen sesquilinear, d.h.
<)\-V+5\-\7, W> =A- (v, W)+ A (¥, W)
aber

<V,/L-W—|—/1-W>:ﬂ~<V, W>—|—ﬁ-<V, W>

vl = Vv, v) =V W

4 A*=A"

5. (A-v, W)z(A-V)T-W:vT-AT-W:vT-(A*-w):(v, A* - w)

Bemerkung Die genaue Definition von sesquilinear variiert in der Literatur. In eini-

gen Biichern benutzt man die Formel (v, w) = 2?21 v; - wj, so dass das Skalarprodukt

linear im zweiten Argument w und anti-linear im ersten Argument v ist.
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Erinnerung
1. Eine komplexe Matrix A heifit unitiir, falls A - A* = A*- A =1 bzw. A* = A~}

und hermitesch, falls A* = A. Insbesondere ist eine reelle Matrix genau dann
unitir bzw. hermitesch, falls sie orthogonal bzw. symmetrisch ist.

2. Analog zum Reellen zeigt man: A ist genau dann unitér, wenn die Spaltenvekto-
ren (oder die Zeilenvektoren) von A eine ON-Basis in C™ bilden.

Beispiele Die Matrizen

DO | —

1 (i 1-d 1
NCAVE S un

sind unitér; die Matrizen

-1 1 -1
—-i -1 i

—_ = =

-2 1+4+i 1+44 2

3 2414 1 1—i 2 1 —2i
un 1—4i 1 4 1-1

2 2i 1+1 =2

sind hermitesch.

Theorem (Spektrum hermitescher Matrizen) Fiir jede hermitesche Matrix
gilt:

1. Alle Eigenwerte sind reell.

2. FEigenvektoren zu verschiedenenen Eigenwerten stehen senkrecht aufeinander.
Beweis, Teil 1: Aus den obigen Rechenregeln und wegen A = A* folgen fiir jeden
Eigenvektor v # 0 zum Eigenwert A\ die Formeln

AfIVIF = v, v) = (A v, v) = (v, AT v) = (v A v) = (v A v) =0 v
und wir erhalten A = X und damit A\ € R wegen ||v|| # 0.
Beweis, Teil 2: Mit
A-v=\v, A-w=pu-w, ﬁ:u#)\zx, v#0#£wW
ergibt sich
Av,w)y=N-v,w)=(A-v,w)=(v, A-w)=(v, u-w) =7 (v, w),
und deshalb muss (v, w) = 0 gelten. O
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6.3. Hauptachsentransformation 145

Theorem (Hauptachsen-Transformation hermitescher Matrizen) Jede her-
mitesche Matrix A ist diagonalisierbar. Insbesondere existieren eine reelle Diagonal-
matrix A sowie eine unitdre Matrix S, so dass

A=S"1-A-S.

Dabei sind die Diagonaleintrage von A gerade die (reellen) Eigenwerte von A und die
Spalten von S bestehen aus Eigenvektoren.

Beweis, Teil 1: Angenommen, A wéare nicht diagonalisierbar. Dann gibt es nach dem
Theorem iiber die Jordansche Normalform mindestens einen (reellen) Eigenwert A mit
1 < g(\) < a(\) sowie einen verallgemeinerten Eigenvektor v, so dass

(A-A-D)>-v=0, (A-X-I)-v#0.

Da A — X - I auch hermitesch ist (Nachrechnen!) gilt nun

0:<(A—)\-I)-(A—)\-I)-V, V>
:<(A—)\-I)-V, (A—)\-I)-V>
=[l(Aa-x-1)-v[°

und wir erhalten mit (A - A I) - v = 0 den gewiinschten Widerspruch. Insbesondere
ist A diagonalisierbar und es gilt (siche den 2. Diagonalisierbarkeitssatz) g(\) = a(\)
fiir jeden Eigenwert A von A.

Beweis, Teil 2: Die Matrix A besitzt m verschiedene Eigenwerte A1, ..., A, € R, wobei

D ) =D aly) =n
j=1 j=1
gilt. Wir wihlen nun fiir jedes j = 1,...,m genau g(}\;) linear unabhéngige Eigenvek-
toren
WY

g(A;)

wobei wir O.B.d.A. annehmen diirfen, dass diese eine ON-Basis im Eigenraum E); bil-
den, denn wir konnen aus jeder anderen Basis mit Hilfe des Gram-Schmidt-Verfahrens
eine solche konstruieren. Der zweite Teil des Satzes iiber das Spektrum hermitescher
Matrizen garantiert, dass die n Vektoren

(1) (m) (m)

o) e Vi, ..,V

(1)
vy, ...,V 7 Vo)

eine komplexe ON-Basis von C™ bilden bzw. dass die spaltenweise aus diesen Vektoren
gebildete Matrix S hermitesch ist. Die behauptete Diagonalisierbarkeit folgt nun analog
zum Beweis des ersten Diagonalisierungssatzes, sofern die A; der Reihe nach und geméf
ihrer Vielfachheit in die Diagonaleintrége von A geschrieben werden. O

Bemerkung

1. Die Hauptachsentransformation ist ein Spezialfall des Theorems iiber die Jordan-
sche Normalform (im Sinne von J = A).
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2. Die Matrix A ist wieder bis auf Permutationen der Eigenwerte bzw. Diagonal-
elemente eindeutig bestimmt. Die Matrix S besitzt weitere Mehrdeutigkeiten, da
es viele ON-Basen im Eigenraum E), gibt (jedenfalls sofern dim Ey, = g(};) > 1).

3. Beachte, dass nicht jede diagonalisierbare Matrix hermitesch ist. Ein einfaches
Gegenbeispiel ist

() (@) 0D a ()

wobel aber A nicht hermitesch und S nicht unitér ist.

4. Es gilt die folgende partielle Umkehrung (Ubungsaufgabe): Gibt es fiir A eine
unitire Matrix S, so dass S™! - A - S eine reelle Diagonalmatrix ist, so ist A
hermitesch.

5. Ist A reellwertig und symmetrisch, so kann S immer als reelle und orthogonale
Matrix gewahlt werden, eben weil es dann immer auch reelle Eigenvektoren gibt.

Beispiel Die hermitesche Matrix

2 1+1
A=(20)

besitzt (Nachrechnen!) die jeweils einfachen Eigenwerte

sowie die entsprechenden Eigenrdume

el {11}

Insbesondere gilt das Theorem iiber die Hauptachsen-Transformation mit

- (00) s O s (s )
wobei S™1 = S*.

Beispiel Wir wollen die Hauptachsentransformation fiir die symmetrische Matrix

1 3 0
A=1|3 -2 -1
0 -1 1

durchfithren und berechnen zunéchst ihr charakteristisches Polynom zu
pa(z)=(1—2)-(-2—2)-(1—2)—1—-9=—-2*4+13-2—12.

Durch scharfes Hinsehen bemerken wir pa (1) = 0 und erhalten nach Polynomdivision
sowie quadratischer Ergénzung

pa(z)=—(z—1)-(2—=3)- (2 +4)
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6.3. Hauptachsentransformation 147

und damit die drei Eigenwerte
=1, Ao =3, A3 = —4,

deren algebraische und geometrische Vielfachheit jeweils 1 ist. Wir berechnen nun fiir
A1 mittels der GauB-Elimination

0 3 010 3 =3 —-11]0 30 —-11]0
3 -3 -1/0 =10 1 O0(0]=(01 010
0 -1 010 0 3 010 00 010

den Eigenvektor

wobei wir ||vy]| = 1 durch geeignete Wahl des Vorfaktors sichergestellt haben. Anschlie-
Bend berechnen wir den zweiten Eigenvektor via

-2 3 010 1 -2 —-110
3 -5 —-1]0 | = 3 =5 =110
0 -1 —-210 0 1 2 10
1 -2 —-110 1 0 30
=~ 0 1 210 =21 01 2|0
0 1 2 10 00 010
und geeigneter Normierung zu
3
1
2

Wir kénnten nun analog vs konstruieren, aber alternativ kénnen wir auch die Formel

. 0-(=1)—3-2 . (-6 . (-3
—[33-1-(-1) | = 10|=—1|5
VIO-vVIA " 5 g3 2-V35 | 5 V35 \

V3 = V] X Vg =

verwenden, weil wir ja schon wissen, dass vs senkrecht auf v; und vy stehen muss.
Insgesamt ergibt sich

10 0 || — vi —
A= 0 3 0 s S = Vi Vg V3 S_1:ST: —VQT -
00 —4 . -
*Reelle Quadriken Eine Funktion ¢ : R™ — R der Bauart
¢x)=x"-A-x+b" -x+c
heifit quadratisches Polynom in den Variablen x1,...,z,, wobei die symmeterische

Matrix A = AT € R™™, der Vektor b € R und der Skalar ¢ € R gegeben sind.
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Die Nullstellenmenge von ¢ wird die entsprechende Quadrik genannt, siche die Grofle
Ubung bzw. [AORS, Seite 173ff] fiir Beispiele.

Durch die Hauptachsen-Transformation

ST A-S=A=A sowie b:=S"'b=S".b
wird ein neues quadratisches Polynom
§x) =x"-A-x+b"-x+c
definiert, und mittels der Koordinatentransformationen
x=8-x x=S"'x
kann leicht gezeigt werden, dass

q(x) =0 = g(x)=0.

Oder anders gesagt: Die Quadriken von ¢ und ¢ unterscheiden sich nur durch eine
orthogonale Abbildung (zum Beispiel Drehung oder Spiegelung). Diese Beobachtung
ist sehr niitzlich und erlaubt es, Quadriken anhand von Normalformen zu klassifizieren,
siehe wieder [AORS, Seite 173ff], wobei dann meist noch eine geeigete Verschiebung
eingebaut wird.
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Kapitel 7

Folgen und Reihen

‘Vorlesung 20, 06. Dezember 2019

7.1 Folgen

Definition Eine (komplexe Zahlen-) Folge ist eine Abbildung a : N — C, aber wir
schreiben meist

an statt a(n)

fir die Glieder oder Elemente der Folge. Die Folge selbst wird mit a oder (a,)
bezeichnet.

neN

Gehdren alle Folgenglieder zu einer Menge M C C, so schreiben wir auch (ay),,.y C M
(andere Autoren benutzen die Abkiirzung a € M"). Zum Beispiel gilt (a,,), oy C R fiir
jede reelle Zahlenfolge.

Bemerkung Es gibt mehrere Arten, eine Folge zu beschreiben:
1. verbal, zum Beispiel ,,die Folge der Quadratzahlen®,

2. durch eine explizite Formel, wie zum Beispiel
an=(141i-n)® firalle neN. (7.1)
3. rekursiv, via
a; =0, ani1 = f(a,) furalle n>1,

wobei f : C — C die sogenannte Iterationsvorschrift ist.

4. salopp, wie zum Beispiel
a=(2,4,6,8,...),

fiir die Folge der geraden Zahlen, obwohl diese Notation streng genommen
missversténdlich ist.

5. Manchmal wé&hlt man einen anderen Startindex, d.h. man betrachtet Folgen

(an)nznl = (an17an1+17 Qpy+2 - - )

149
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Definition Ist (ay), oy eine Folge und (n;)._ C N eine Folge natiirlicher Zahlen mit

jEN
n<ng <ng<...,

so wird die Folge (anj) auch Teilfolge von (ay),, oy genannt.

JEN
Beispiel
1. Die Folge der Quadratzahlen (1,4,9,6,...) ist Teilfolge der Folge der natiirlichen
Zahlen (1,2,3,4,...), denn mit a, = n und n; = j* gilt a,, = j>.

2. Die Folge der Primzahlen (2,3,5,7,...) ist auch Teilfolge der Folge aller
natiirlichen Zahlen, obwohl es keine geschlossene Formel fiir n; gibt.

3. Die geometrische Folge (1,%,}1,%,

<]‘? %7 %’ 4117 %’ . ')‘

- --) ist Teilfolge der harmonischen Folge

Definition Eine Folge a : N — C heif3t
1. beschrinkt, falls

3 C>0 V neN : Ja,|<C.

2. konvergent mit Grenzwert a, € C, falls

V. e>0 3 NeN V n>N : |a,—ax| <€,
wobei N von e abhéngen darf (und meist wird). Wir schreiben
oo = lim a,, oder a, —5 a.

n—00

oder ganz kurz a,, — G-

3. konvergent, falls sie gegen einen Grenzwert konvergiert, und divergent, falls sie
nicht konvergiert,

4. Cauchy-Folge, falls

V ¢>0 4 NeN V ny,n>N o an, —an,| <€,
Aa, Aay,

Tllustration der Konvergenz von Folgen am Beispiel einer reellen Nullfolge ay, — acc = 0. Je kleiner € > 0 ist, desto

grofler muss N gewihlt werden.

p=-0.05 p=0.0 p=+0.05
+2 +2 +2 .
e ) o0, o°, o0 _".. e
%%, 000, 0
0 - = - 0 T 0
e o 0
-2 -2 -2 *
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50

Die Folge an = exp (p - n) - sin (n/2) fiir verschiedene Werte des Parameters p. Links: konvergent und damit

beschréankt. Mitte: beschréankt, aber nicht konvergent. Links: weder konvergent noch beschrankt.
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Beispiele

1. Die harmonische Folge a,, = 1/n konvergiert gegen a., = 0, denn fiir jedes € > 0
kénnen wir N mit N > 1/e wihlen und erhalten

la, — as| =a, =1/n <1/N <e
fir alle n > N.

2. Die komplexe Folge a, = 1/(Inn) +1i- (1 + (—1)"/n) konvergiert gegen a = 1,
denn wegen Inn < n gilt

1 1 2
’an - GOO| <\t - ST
(Inn)” n (Inn)

fir alle n € N und damit auch

V2

|an—aoo|§m<5

fiir alle n > N, sofern N > exp (\/ﬁ/a)

3. Fiir jeden reellen Parameter p > 0 sind die vier Folgen

1 1 1 1

= n = (Inn)?’ In = (Inlnn)”’ n = (1+p)"

alle Nullfolgen, d.h. es gilt stets a,, — ao, = 0. Die vier Folgen

1/n? 1/n 1/v/n

1/Inn
an=p"", a,=p"",  a,=p"V",  a,=p"

konvergieren hingegen alle gegen a,, = 1.

a;=1/n a=1/n? a,=1/2"

0 10 0 10 0 10

Einige wichtige Nullfolgen.

a,=2"" a,=2'N" a=(112)"
® ®

0 10 0 10 0 10

Einige Folgen, die gegen 1 konvergieren.

Achtung Es ist in aller Regel alles andere als einfach, die Konvergenz einer gege-
benen Folge mit Hilfe der Definition nachzuweisen. Wir werden daher meist versuchen,
eine oder mehrere der folgenden Regeln anzuwenden und die Grenzwerte bekannter
Folgen einzusetzen.
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7. Folgen und Reihen

Rechenregeln fiir Grenzwerte Fiir zwei konvergente Folgen a,, — ao, und b, — bso

gilt:

1.
2.

3.

Avlp + by = XN ge + - by fiir alle A\, € C
Ay - by = Qoo - boo und a,, /by, — Goo /boo, sofern by, # 0

f(a,) — fl(as) fiir jede stetige Funktion f (siehe dazu auch das néchste Kapitel)

Auflerdem implizieren unsere Definitionen die folgenden Aussagen:

1.
2.

Es gilt a,, — as genau dann, wenn |a,, — ao| — 0.

Fiir eine komplexe Folge gilt a, — @, genau dann, wenn Re (a,) — Re (@) und
Im (a,) — Im (@) (Ubungsaufgabe).

. Jede Teilfolge einer konvergenten Folge konvergiert auch gegen den Grenzwert

der Folge.

Beztspiele

1.
2.

3.

limy, o (—2/n+3/n?) = =2-limy, 00 1/n 43 limy 00 1/0* = =2-0+3-0=10
limy, o0 (24 1/n) /(5 —1/n?) = (2 + lim,y00 1/n) / (5 + limy,ye0 1/0%) = 2/5.

lim,, 00 sin (2 4+ 1/n) = sin (2 + lim,, o 1/n) = sin (2)

Beispiel Es gilt

ap=vVni+n-—n-—1

denn wir kénnen a,, wie folgt umformen:

_\/nz—l—n—n \/n2+n+n_ n

an . =
1 Vnl+n+n  VnP+n+n
B n I/n 1 1

vnZ+n+n 1/n o JT+1/n+1 2

Theorem (Eigenschaften konvergenter Folgen) Jede konvergente Folge

1.

ist beschréinkt,

2. ist Cauchy-Folge,

3. besitzt genau einen Grenzwert.

Beweis, Teil 1: Es existiert ein N € N, so dass

la, —ax] <1 und damit lan| < Jaoo| + [an — Goo| < Jaoo| + 1

fur alle n > N. Die Behauptung folgt mit C' = max{|a1|,...,|a|y,|ax| + 1}.

Beweis, Teil 2: Fiir jedes feste € > 0 wahlen wir NV, so dass

la, — aco| < /2 fir alle n >N
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und erhalten mit der Dreiecksungleichung
|y — am| < |an — aoo] + |am — aoo| < 2¢/2 fir alle n,m> N.

Beweis, Teil 3: Angenommen, es gelte a,, — ao, SOWie a — do. Dann gibt es fiir jedes
e > 0 Indizes N, N € N mit

la, —ax| <e/2 fiiralle n> N, |y — Goo| < /2 fiiralle n> N,
und wir erhalten fiir n > max{N, N} die Abschitzung
0 < oo — o] < |an — Qo] + |an — Goo| < €.

Da ¢ beliebig klein gewéhlt werden kann, folgt as = Goo- ]

Theorem (Bedeutung der Cauchy-Eigenschaft) Jede Cauchy-Folge ist kon-
vergent.

Beweis : Das ist eine sehr tiefe Erkenntnis, die wir hier nicht beweisen konnen. Sie gilt
letztlich, weil R und C wvollstindig sind, d.h. weil es keine Liicken in den reellen oder
komplexen Zahlen gibt (siche dazu Kapitel 2). O

*Bemerkung Da Q nicht vollstindig ist, gibt es Folgen rationaler Zahlen, die der
Cauchy-Eigenschaft geniigen und gegen einen Grenzwert konvergieren, der zwar zu R,
aber nicht zu Q gehort. Ein einfaches Beispiel sind die endlichen Dezimalapproxima-
tionen von 7 ¢ Q, d.h.

ay =31, ay=314, a3=3.141, a4 =3.1415, a5=3.14159,
Es handelt sich hierbei um eine Cauchy-Folge rationaler Zahlen, denn fiir ny > n; gilt
n2
|any = | <Y 9-107" < 107
n=n1+1

da sich a,, und a,, nur in der n; 4+ 1-ten bis zur ny-ten Nachkommastelle unterscheiden.
Oder anders gesagt: Es gilt |a,, — a,,| < € fiir alle ny > n; > N, sofern bei gegebenem
e > 0 der Index N so grof§ gewihlt wird, dass 107V < ¢ gilt.

Vorlesung 21a, 09. Dezember 2019‘

Theorem (Folgenkompaktheit bzw. Satz von Bolzano-Weierstraf3) Jede be-
schriankte Folge besitzt (mindestens) eine konvergente Teilfolge, wobei der Grenzwert
einer solchen Teilfolge Haufungspunkt der Folge heifit.

Beweis : Auch diese Aussage konnen wir hier nicht beweisen. O

Beispiele

1. Die Folge a, = (—1)" besitzt die beiden Haufungspunkte —1 und +1, denn die
beiden Teilfolgen (as;);c;, und (agjt1);c; sind konstant und daher auch konver-
gent.
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2. Die Folge (ay), ¢y mit a, := sin (n) besitzt sehr viele Hiufungspunkte, namlich
jeden Wert in [0, 1]. (Das ist allerdings gar nicht so einfach zu beweisen).

a,=(-1)" a,=sin(n)
+1 +1 o o e © o o o o ©
' 4 % . o L 4 % °
[ ] [ ] oo [ ] °
oo o ® °
° L4 °
° . ° .
0 0 g . -
° ° °
° ° b ° °
[ ]
oo ° o® °
° ° °
° ° o ® °
-1 1l e o @ ® o0 T e o o ® o
0 10 20 30 40 50 60 70 80 0 10 20 30 40 50 60 70 80

Zwei Beispiele fiir beschriankte, aber nicht konvergente Folgen. Es gibt immer konvergente Teilfolgen und

Haufungspunkte.

Folgen in Vektorrdumen Alle bisherigen Definitionen und Aussagen lassen sich
leicht auf vektorwertige Folgen a : N — V {ibertragen, sofern der Betrag |-| durch
eine Norm ||-|| ersetzt wird. Hierbei ist V' ein Vektorraum, zum Beispiel V' = R™ oder

vV =Cchm),

Achtung Bei unendlich-dimensionalen Rdumen — zum Beispiel Funktionenrdume
— kann man aber nicht unbedingt davon ausgehen, dass sie vollstindig sind, d.h. dass
jede Cauchy-Folge auch konvergiert. Auerdem sind in einem unendlich-dimensionalen
Vektorraum nicht alle Normen dquivalent, d.h. ob eine gegebene Folge konvergiert oder
nicht, héngt von der gewahlten Norm ab. In endlich-dimensionalen Rdumen treten diese
Subtilitdten hingegen nicht auf.

Bemerkung Fiir jede Folge mit Werten in C"* oder C™™) sind die folgenden Aussa-
gen dquivalent:

1. sie konvergiert,
2. sie konvergiert komponentenweise,

3. sie ist Cauchy-Folge.

Beispiele
2+ Sirll (Im)\ (2) <1 +1/n 2+i ) nt00 (1 2+ i)
- - ? ) s 2 — .
2 cos (1/m) 0 i/n* cos(1/n) 0 1

Konvergenzkriterien fiir reelle Zahlenfolgen

Definition Wir sagen, eine reelle Folge (ay),.y C R konvergiert uneigentlich gegen
+0o (bzw. gegen —oo), falls

v ¢>0 3 NeN V n>N : a,>C (bzw. a, < —=C).
Bezispiele

lim /n = +o0, lim In (1/n) = —oo.
n—oo

n—oo
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Definition Eine reelle Folge (ay), oy C R heifit

1. monoton wachsend, falls a,, < a,4; fiir alle n € N|

2. strikt (oder streng) monoton wachsend, falls a,, < a,; fiir alle n € N,

3. nach oben beschrankt, falls es eine Konstante C' € R gibt, so dass a,, < C fiir
alle n € N.

Durch analoge Formeln werden die Begriffe monoton fallend, strikt monoton fallend,
und nach unten beschrénkt eingefiihrt. Insbesondere ist eine reelle Folge genau dann
beschrankt, falls sie nach oben und nach unten beschrinkt ist.

Theorem (Monotonie + Beschrinktheit = Konvergenz) Fiir die reelle Folge
(an),en gelte

an < app <C (bzw. C < aps1 < ay)
fiir eine geeignete Konstante C' € R und alle n € N (siehe Bild). Dann gilt
U — (oo

mit ae := sup{a, : n € N} (bzw. ay = inf{a, : n € N}).

Beweis: Wir betrachten nur den ersten Fall, da wir im zweiten analog argumentieren
konnen. Die Eigenschaften des Supremums implizieren, dass es fiir jedes € > 0 ein
N € N gibt, so dass

oo —E < apn,

denn andernfalls konnte a., nicht die kleinste obere Schranke sein. Andererseits gilt
nach Konstruktion von a., und der Monotonie von a,, auch

any < a, < oo fir alle n> N.
Die Kombination beider Aussagen liefert |a, — o] = oo — ap < a0 — an < €. O
Aan Aap
C L]
foo eoo ..
. Uoe ®%0000e
. 7;L C n

Zur monotonen Konvergenz reeller Folgen.

Sandwich-Prinzip Seien (a,),cy, (@,),en 5 (@n),ey drei reelle Folgen mit
a, < a, < ap, Ay < Uy, Apy1 < Gy
fiir alle n € N und sei aulerdem lim,,_,~, @,, = lim,,_,o @,, =: @. Dann gilt
Ay s

|, — a| < max{aw — a,, @, — ax} 00

und damit insbesondere a,, — «.
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[ a'n
[ ]
[ ]

Qan

v

Das Sandwich-Prinzip ist ein sehr méchtiges und robustes Werkzeug, um die Konvergenz reeller Folgen nachzuweisen.

Beispiel Die Konvergenzaussage

.9 9
sin” (n?) nooo, 0

U= (2 + cos (n)

folgt aus dem Sandwich-Prinzip mit @, = 0 und @, = 1/n.

Achtung Durch Grenziibergang kénnen aus strikten Ungleichungen Gleichungen
werden. Zum Beispiel gilt z,, = 1/n > 0 fiir alle n € N, aber z, = 0.

Theorem (Eulersche Zahl und reelle Exponentialfunktion) Fiir jeden Para-
meter p € R gilt

lim <1 + £>n =exp(p) =e”.

n—o00 n

Insbesondere erhalten wir fiir p = 1 die mathematische Definition der Eulerschen Zahl
e =2.7182....

Beweis, Vorbemerkung: Die Bernoullische Ungleichung

(14+2)">1+nx fiir alle x > —1 und alle n € N

kann fiir festes x leicht mittels vollstandiger Induktion iiber n abgeleitet werden. Wir
werden auflerdem nur den Spezialfall p = 1 mit

1\" n+1\" 1
ap =14+ — = — =
n n 1
1— —
n-+1

betrachten und verweisen auf [AORS, Seite 204f] fiir eine analoge Diskussion im allge-
meinen Fall.

Beweis, Monotonie der Folge: Mit elementaren Umformungen sowie der Bernoulli-

Ungleichung fiir 2 = —1/(n + 1) berechnen wir

14 1 " n+2 "
Ant1 _ (4 1 n+l1| _nt+2 n+1
ap n+1 1+l n+1 n+1
n n
n+2 (n(n+2))”_n+2 (1_ 1 )"
n+1l \ (n+1)° n+1 (n+1)°
S nt2 (1 n )_n—|—2 n® +n+1
“n+1 (n+1)2 n+1 (n+1)2

nd+3n24+3n+2
nd+3n2+3n+1 "~
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und schlieBen, dass die Folge (ay), c in der Tat monoton wachsend ist.

Beweis, obere Beschrdnktheit und Konvergenz der Folge: Desweiteren gilt

2 2

2
Un < Ay = ! | = ;n —(2n+1> <4,
1_ 1 1— n+1
2n +1 2n+1

wobei wir diesmal die Bernoullische Ungleichung fiir z = 1/(2n + 1) benutzt haben.
Aus der Monotonie und der Beschrinktheit der Folge (ay,), oy folgt nun die Konvergenz,
wobei der Grenzwert e genannt wird. ]

7.2 Reihen

Partialsummenfolgen Zu einer gegebenen Zahlenfolge (ay), .y definiert man die
Partialsummenfolge (sy,),,cy durch

m
Sm = E ap ,
n=1

und kann nun fragen, ob es einen entsprechenden Grenzwert s, gibt.
Definition Konvergiert die Partialsummenfolge, so schreiben wir
o0
Seo = lim s, = E an,
m—0o0
n=1

und sagen, die Reihe zur Folge (a,), .y konvergiert. Wir reden dariiber hinaus von
absoluter Konvergenz, wenn sogar die Reihe >~ | |a,| konvergiert, d.h. wenn der Limes
der Folge

m
lim E ||
m—0o0
n=1
existiert.

Beispiele

1. Fiir jedes z € C mit |z| < 1 konvergiert die Reihe der entsprechenden geometri-
schen Folge (ay,), oy mit a, = 2", wobei

Zznzljz'

n=1

In der Tat, mit a,, = 2" gilt

m m m+1 m
zsm—sng z”*l—g z”:E z”—g 2t =Ml pt
n=1 n=1 n=2 n=1
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und damit

7z — zmtl Moo z

1—z 1—2°

Sm —

Die Konvergenz ist sogar absolut, denn unsere Resultate gelten ja auch fiir 0 <
|z| <1 und implizieren )"~ |2z = |2] /(1 — |2]) < oo.

2. Fiir jeden Parameter s > 1 ist die Riemannsche Zeta-Funktion

)=

n=1

wohldefiniert. Insbesondere kann man zeigen, dass

2 4 6
g(2)—1+%l+é+1—16+...—%, C(4) == g((;):;TS.

Bemerkung: Die Frage, welche Eigenschaften die Zeta-Funktion fiir komplexe
Parameter s besitzt, fithrt zu einem der sogenannten Milleniums-Probleme der
Mathematik sowie zur Frage nach der asymptotischen Verteilung der Primzahlen.

3. Wegen

" 1 " /1 1 1 1 1
Sm_;n(n—l-l)_;(ﬁ_n—l—l)_;ﬁ_ 521_771—4—1

gilt
=~ 1
St
“—~n(n+1)

Die Konvergenz ist sogar absolut, da die Folgenglieder sdmtlich positive reelle
Zahlen sind.

Vorlesung 21b, 11. Dezember 2019

Bemerkung

1. Das Cauchy-Kriterium fiir die Konvergenz einer Reihe lautet

m2

S

n=mi+1

V ¢>0 3 MeN V me>m >M ‘Smg—sm!: <e,

und ein analoges Kriterium mit |a,| statt a, charakterisiert die absolute Konver-
genz.

2. Das Cauchy-Kriterium impliziert: Konvergiert die Reihe zu (ay,),,cy (absolut oder
nicht), so gilt a, — 0. Insbesondere kénnen nur die Reihen zu Nullfolgen konver-
gieren.
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3. Absolute Konvergenz untersucht die Konvergenz der reellen und monoton wach-
senden Partialsummenfolge (t,,),,.y mit

m
tw =Y _lal, ,
n=1

wobei der Grenzwert entweder im eigentlichen (¢, < c0) oder im uneigentlichen
Sinne existiert (fo, = 00, siche oben). Insbesondere konvergiert die Reihe der
Folge (an),cy genau dann absolut, wenn (t,,), .y nach oben beschrinkt ist, d.h.
wenn » >~ }an} = limy, 00 tm < 00.

4. Absolute Konvergenz impliziert Konvergenz, denn mit ms > m; gilt nach

Dreiecksungleichung
mo mi m2
‘sz Sm1| - E an — E an S E |an‘ - ’tmg - 2(:m—‘,-l y
n=1 n=1 n=mi1+1

d.h. (sp),,en ist Cauchy-Folge, sofern (t,,) Cauchy-Folge ist.

meN

5. Konvergenz impliziert im Allgemeinen nicht absolute Konvergenz. Das Standard-
Gegenbeispiel (siehe auch Grofie Ubung II bzw. den Abschnitt iiber Taylor-
Reihen) ist

00 (_1)n+1 ) > 1
Z n + 1T n2, nz::ln 00

n=1

NI
W=

Beachte aber, dass fiir reelle Folgen mit nur positiven oder nur negativen Folgen-
gliedern Konvergenz und absolute Konvergenz gleichbedeutend sind.

6. Manchmal ist es sinnvoll, eine Reihe bei dem Index 0 oder ng € N zu starten:

oo o0 m [o.@] oo

E a, = ap + E a, = ap + lim g Uy, g a, = E (pg—1+7 5
m—00

n=0 n=1 n=1 j=1

n=ng

und alle Resultate in diesem Abschnitt gelten sinngeméf auch fiir solche Reihen.
Insbesondere gilt Y > 2" = 1/(1 — z) fiir alle z € C mit |z| < 1 im Sinne absolut
konvergenter Reihen.

Konvergenzkriterien

Theorem Die folgenden Bedingungen implizieren die absolute Konvergenz der Reihe

zur Folge (an),cn:

1. (Majorantenkriterium) Es gilt |a,| < b, fir alle n € N mit >, b, < oo, wobei
die Folge (b,), ., die sogenannte Majorante ist.

neN

2. (Quotientenkriterium) Es existiert 0 < ¢ < 1, so dass |an+1 / an| < ¢ < 1 fiir alle
n € N.

3. (Wurzelkriterium) Es existiert 0 < ¢ < 1, so dass {/|a,| < ¢ < 1 fiir alle n € N.
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Beweis:

1. Die Folge (tm),,cy mit

m
=2_la
n=1

ist monoton wachsend (wegen t,, 11 = t;, + |ams1| > ty, fiir alle m € N) und nach
Vorraussetzung auch nach oben beschrénkt via

m oo
tm§2bn§an<oo.
n=1 n=1

Hieraus folgt die Existenz des Grenzwertes lim,, o0 tm = > o |an| und damit

die absolute Konvergenz der Reihe >~ | ay,.
2. Es gilt
jas] < q-laal,  as| S q-laol <@l Jaal S g-fas| < ¢

und mit vollstdndiger Induktion iiber n folgt

Jaa]

lan| < ¢"-
q

=:b,.

Die behauptete absolute Konvergenz folgt aus dem Majorantenkriterium wegen

> b=

Jaa|
n=1 q

S g =l L:W_1|<OO_

— q -q 1l—g¢q
3. Nach Voraussetzung gilt diesmal

la,| < ¢" =:0b,

und wir kénnen wieder das Majorantenkriterium verwenden.

Bemerkung

1. Man kann das Quotienten- bzw. das Wurzelkriterium wie folgt abschwéchen: Die
Bedingungen

Ap41
Qnp,

lim

n—00

<1 bzw. lim {/|a,| <1

n—00

implizieren (mit leicht abgewandeltem Beweis) auch schon die absolute Konver-

genz der Reihe zu (ay),,cy-

2. Aus den Bedingungen

. an—i—l
lim
n—oo

> 1 bzw. lim {/|a,| > 1

n—oo

Qn

folgt jedoch > > |a,| = oo, d.h. die absolute Nicht-Konvergenz, den man kann
fur |a|, eine divergente Minorante finden.
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3. In den Grenzfillen

an+1
Qp

=1 bzw. lim /|a,| =1

n—oo

lim

n—oo

ist keine einfache Aussage moglich und das Verhalten von |a,| muss genauer
untersucht werden.

4. Analoge Aussagen gelten fiir Reihen Y °° a, mit ng € Z (zum Beispiel ng = 0).

n=ngo

Beispiele

1. Die komplexe Reihe

o0

SLRIE
n=0

konvergiert wegen

I N~
|ay| n+1

An41
an

fiir jedes z € C absolut nach dem (verallgemeinerten) Quotientenkriterium. Ana-
loge Aussagen gelten fiir

o0 S2n+1 3 5 T
—1)" -, _ 2 4Lz _Z _
;( ) 2n+ 1) 3l + 5T + sin (2)
und
0 " ZQn 2’2 2’4 26
> (-1 el a gt e
n=0 )
2. Die Reihe
> . 20+l
Z (—1) 1 arctan (2)
n=0

konvergiert wegen

Ant1 2n+1 n—00 2

'2n+3

2|

= |z”

n

fiir |2| < 1 nach dem verallgemeinerten Quotientenkriterium absolut.

Theorem (Leibnitz-Kriterium fiir alternierende Reihen) Fiir jede monoton
fallende Nullfolge (&n)neN — dh. 0 < apy1 < @y, firalen € Nund a, - 0 —
konvergiert die alternierende Reihe

o
E @n7

n=1
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aber die Konvergenz dieser Reihe ist im Allgemeinen nicht absolut (sondern nur, falls
auBerdem Y7 | @, < oo gilt).

Beweis: Wir definieren die Folgen (u, ), und (vp,),,cy durch

2m—1
n~ ~ ~ ~ ~
Upy = E (-D)"a, = —a1 +ay—as... — agm_1,
n=1
2m
n~ ~ ~ ~ ~ ~
Uy 1= E (=1)"a, = —ay + ag — as ... — Gom—1 + dom
n=1
und bemerken, dass
~ m—0o0
0 < vy — Uy = Qom 0
Andererseits gilt
Ups1 = —A1 + A2 ... — Q21 + A2 — A2mp1 = U + A2y — Q21 = U,
sowie
Upyl = —A1 + Q2... — 21 + A2 — G2my1 + Q2my2 = U — Q21 T Q2mg2 < Upy

d.h. (up),,cn ist monoton wachsend und (vy,),,.y ist monoton fallend. Wir schlieflen
nun via

UmS'UmS’Ul, ulgumgvm

dass beide Folgen nach oben bzw. nach unten beschrénkt sind und damit konvergieren,
wobei die Grenzwerte wegen der ersten Identitdt sogar gleich sein miissen. Dies impli-
ziert schlieflich mit wu,, = $,,—1 und v,, = s3,, die Konvergenz der Partialsummenfolge

(Sm) men- O
Bemerkung
1. Analoge Resultate gelten fir Y 7 (—1)"a, oder » > (=1)"""a,. Wichtig

beim Leibnitz-Kriterium ist nur, dass die Vorzeichen alternieren (d.h. sgn(a,+1) =
—sgn(ay) fiir alle n) und dass (|ay|), oy eine monoton fallende Nullfolge ist.

2. Die Konveregnz der alternierenden geometrischen Reihe

i(—l)”“_l LR NS S S
n 1 2 3 4 5 6

n=1

kann mit dem Leibnitz-Kriterium begriindet werden, aber den genauen Zahlen-
wert der Reihe (nédmlich In2) erhélt man so nicht.

3. Weitere Beispiele sind

oder

i(—@” 1,1 L1 L,
Inn In2 In3 I=n4 In5 In6 77

wobei die erste Reihe sogar absolut konvergiert, das zweiter aber nicht.
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Theorem (Umordnungssatz) Absolut konvergente Reihen kénnen beliebig umge-
ordnet werden, d.h. es gilt

oo o0 o0
E la,| < oo — E a, = E (o,
n=1 n=1 n=1

fiir jede bijektive Abbildung ¢ : N — N.
Beweis: Es gilt

m 0
D lao, < lan] < o0
n=1 n=1

und wegen der Monotonie der linken Seite bzgl. m folgt sowohl die absolute Konvergenz
der Reihe zu (a,,), oy als auch > |a,, | < > |a,|. Die umgekehrte Ungleichung

kann analog abgeleitet werden. O

*Paradox der Umordnung Die absolute Konvergenz der Reihe ist wesentlich im
Umordnungssatz. Fiir die alternierende harmonische Folge a,, = (—1)""" /n kann zum
Beispiel gezeigt werden (**—Ubungsaufgabe), dass fiir jedes r € R eine bijektive Abbil-
dung o : N — N existiert, so dass

oo

E Qy, =T

n=1

Man kann also so zu jedem vorgeschriebenem Reihenwert r eine entsprechende Umord-
nung finden (siche Bild).

Reihenwert r=1.5

+1.5 @ .—. ‘—'—. .—.—'—.—.—.—“.—.—'—.—.-
® .. o °o® o X J [ )
) o
o
o ..
0.0 M
® o
0 10 20 30
111 1111 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
173752 277797117137 15° 17177197 217 237 257 6727729731 337 35? 87377397417
Reihenwert r=-0.4
+1.0 [ )
¢ o
o
° e °
0.0
°® .:. ¢ %o ®ooo (X
_04 ° [ 1P 9_._._.—.._._._._._
0 10 20 30
.+ _1r _r 1 _+r 1 1 1 1 i1 1+ _+r 1 1 _1 _ 1 _ 1 _ 1 1 _1
21 47 67 87 10 12» 142 16° 187 3» 207 227 240 267 28° 307 327 34 367 57 387"

Zwei verschiedene Umordnungen der alternierenden harmonischen Folge (rote Punkt sowie die Zahlen) sowie die

entsprechende Partialsummmenfolge (blaue Punkte).
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164 7. Folgen und Reihen

Cauchy-Produkt von Reihen Mit absolut konvergenten Reihen kann man so rech-
nen, wie man es von endlichen Summen gewchnt ist. Zum Beispiel gilt nach dem
Umordnungssatz die Formel

<Zan> : (;;bk> = (a0+a1+a2+a3+...>-<b0+b1+b2+b3+...>

n=0

:ao'b0+(ao'b1+a1'b0>+((Io'b2+a1'b1+a2'bo>+...

o0

n—0 k=0 m=01=0
oo m o m
1 m _ (y + Z)
()R e
m=0 =0 m=0

fiir je zwei komplexe Zahlen v, z.

Vektor- und matrizenwertige Reihen Neben Reihen zu Zahlenfolgen kénnen
auch unendliche Summen fiir Folgen ¢ : N — C” oder a : N — C™™ betrachtet
werden, wobei die Konvergenz wieder ganz natiirlich als Grenzwert der Partialsummen
Sm = y.", a, definiert wird und absolute Konvergenz > "_, |la,|| < oo meint. Ein
wichtiges Beispiel fiir eine absolut konvergente (und damit auch konvergente) Reihe im
Raum der quadratischen Matrizen ist das Matrix-Exponential

oo n

A
exp(A):ZF:I+A+%-A-A+%-A-A-A+i-A-A-A-A+...,
n=0

das eine sehr wichtige Rolle in der Theorie linearer Differentialgleichungen spielt (siehe
GroBie Ubung II). Insbesondere kann fiir jedes A € C™™ die Allgemeine Losung des
Differentialgleichungssystems

als
x(t) =exp (t-A) -x(0)

geschrieben bzw. berechnet werden.
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Kapitel 8

Stetigkeit und Differenzierbarkeit

‘Vorlesung 22, 13. Dezember 2019‘

Vorbemerkung Wir betrachten Funktionen f : D — R auf einem Definitions-
bereich D C R und fiihren die zentralen Begriffe Stetigkeit und Differenzierbarkeit ein.
Wir werden auch immer diskutieren, welche Konzepte und Resultate auf Abbildungen
F:D —V verallgemeinert werden konnen, sofern V' ein (endlich-dimensionaler)
Vektorraum ist. Die Analysis von f : 2 — R™ mit 2 C R" ist komplizierter und
wird erst im zweiten Kurs dieser Reihe behandelt.

8.1 Stetigkeit

Definition Sei f : D — R eine Funktion auf der Menge D C R und sei z, € D
gegeben. Wir sagen, f konvergiert fiir x — x, gegen y. € R, falls fiir jede Folge (2,),,cy
mit

T, €D und Ty F Ty fir alle n
die Implikation
Ty —xe = f(Tn) = Y
gilt. Wir schreiben dann
yx = lim f(x) oder flz) ==y,

oder auch f(x) — y, fir z — z,.

Bemerkung

1. Es gelten analoge Rechenregeln zur Konvergenz von Folgen, d.h. zum Beispiel

lim (A f+p-g)(w) = Tim (A f(2) +p-g(x))

T—Tx x

= () e (Jm o))

oder

i (/9)(a) = Jim (/) 9(0) = ( Jim f(0)) - (Jim o).

T—>Tx T—Tx T—Tx T—Tx

165



166 8. Stetigkeit und Differenzierbarkeit

2. Mit y,, = f(z,) kann man die Konvergenz f(x,) — y. als eine Konvergenz von
Punkten auf dem Graphen von f, d.h. auf der Menge

graph (f) = {(z,y) : x € D, y = f(x)} CR?

verstehen: Mit z,, — x, gilt v, — y. genau dann, wenn (z,,, yn) — (T4, Ys)-

3. Es gibt das allgemeinere Konzept der einseitigen Grenzwerte

lim f(z)= lim f(z), lim f(z)= lim f(x).

T,/ T TT5, < T+ TN\ T—Te,T> T

Dabei gilt lim, »,, f(x) = lim, »,, f(x) = y. (Gleichheit der einseiten Grenzwer-
te) genau dann, wenn y, = lim,_,,, f(z) (Konvergenz).

((x):cos(gnxQ)exp(-x) f(x)=0.5sin(2rmx)+0.5sgn(x-0.5) f(x)=sin(1/x)
+1.0) +1.0) /\ +1.0f
\ JANVAN /o f\ /\
\/ 1 ] 7‘_0 V\/
05 1

0 0.0 05 1.0 0.0 0.5 1.0

o

03
Drei Beispiele fiir Funktionen f : (0, 1) — R (blau) sowie Folgen (x5, yn) C graph f (rote bzw. griine Punkte). Im
ersten Beispiel folgt aus z,, — z+ stets f(zn) — y« = f(xx), da diese Funktion auf (0, 1) stetig ist (siche unten). Im
zweiten Beispiel gilt dies nur fiir z. # 1/2, da die Funktion an der Stelle z. = 1/2 unstetig ist. Es existieren aber noch
die einseitigen Grenzwerte lim; ~; /2 f(2) und lim,\ 1,2 f(z), die allerdings verschieden sind. Das rechte Beispiel zeigt

fiir ¢, — O ein recht seltsames Verhalten, da es sehr viele verschiedene Hiufungspunkte von f(x) fiir z — 0 gibt.

Definition FEine Funktion f: D — R heifit
1. stetig an der Stelle z, € D, falls f(z.) = lim,,,, f(x),

2. unstetig an der Stelle x, € D, falls f nicht stetig in z, ist,

3. stetig auf der Menge D C D, falls f stetig in jeder Stelle x, € D ist,

4. stetig, falls sie stetig auf dem Definitionsbereich D ist.

Statt ,an der Stelle z,“ sagt man oft auch ,im Punkt z,* oder einfach ,,in x,*“.

ty=flz)
(.’L’l,yl) (I37y3)

Ysp - = —-—-=—=-~-= -

(72, 92) €

>

xT
>
>

Zur Definition von Stetigkeit durch Grenzwerte: f : D — R ist genau dann stetig im Punkt z., wenn mit z, — z«

schon yn, = f(zn) = y+« = f(z«) und damit auch (zn, yn) — (z+, y«) gilt.

Interpretation Salopp kann man sagen: Eine Funktion ist genau dann stetig, wenn
man ihren Graphen zeichnen kann, ohne den Stift neu ansetzen zu miissen. Die mathe-
matische Definition ist allerdings viel genauer, da sie Stetigkeit zunéchst als punktweise
Eigenschaft definiert.
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8.1. Stetigkeit 167

Beispiele
1. Jedes reelle Polynom f : R — R vom Grad m mit
f@)=ap- 2"+ ... 12+ a, # 0

ist auf ganz R stetig, denn aus z,, — z, folgt 2!, — = fiir jedes i = 0,...,m und
damit auch f(z,) — f(z.).

2. Man zeigt leicht, dass die Signum-Funktion

-1 firz <0
f(z) =sgn(x) = 0 firz =0
+1 fir x >0

unstetig an der Stelle z, = 0, aber stetig in jeder anderen Stelle x, # 0 ist.

In der Tat, die Unstetigkeit bei z, = 0 folgt zum Beispiel mit z,, = 1/n — 0 und
1 = f(z,) 4 f(z.) = 0 und die Stetigkeit in z, < 0 bzw. x, > 0 kann wie folgt
begriindet werden: Aus z, — z, folgt x, < 0 bzw. x,, > 0 fiir fast alle (d.h. bis
auf vielleicht endlich viele) n € N, d.h. die Folge (f(xy)),,cy ist fast konstant und
nimmt ab einem gewissen Index nur den Wert —1 bzw. +1 an.

3. Die Funktion f : R\ {0} — R mit f(z) = 1/x ist stetig auf ihrem gesamten
Definitionsbereich. Die Funktion besitzt zwar eine Singularitét bei x, = 0, aber
dieser Punkt ist nicht Teil des Definitionsbereiches.

4. Die Exponentialfunktion exp : R — R ist stetig auf ganz R. Dies folgt zum Bei-
spiel aus der Tatsache, dass die Exponentialfunktion als Potenzreihe geschrieben
werden kann (siche weiter unten).

5. Die trigonometrischen Funktionen sin, cos, tan, cot usw. sind stetig auf ihrem
jeweiligen Definitionsbereich.

6. Da exp : R — R, strikt monoton wachsend und stetig ist, ist auch die Um-
kehrfunktion In : R, — R stetig (siehe das Theorem iiber die Stetigkeit der
Umkehrabbildung).

7. Die Funktion f : R™ — R mit f(z) = 2P ist fiir jeden Parameter p > 0 stetig,
denn es gilt f(z) =exp (Inp - x).

Komposition stetiger Abbildungen Sind f; : Dy — Dy und f5 : Dy — R zwei
stetige Funktionen, so ist auch die Komposition f; o f; : D; — R stetig. Zum Beispiel
wird durch

f(z) = sin (z* — 22) bzw. f(z) =In (1 + cos®(z))

jeweils eine stetige Funktion f : R — R definiert.
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168 8. Stetigkeit und Differenzierbarkeit

*Raum der stetigen Funktionen Die Menge
C(D) = {f :D =R : fist stetig}

bildet in natiirlicher Weise einen reellen Vektorraum, dessen Dimension allerdings nicht
endlich ist. Auflerdem handelt es sich sogar um ein Modul im Sinne der Algebra, da
das (punktweise) Produkt zweier Elemente wieder eine stetige Funktion auf D ist. Ist
D = |a, b] ein kompaktes Intervall, so wird durch

1]l :==max{|f(z)| : 2 € D}

eine Norm auf C([a, b]) definiert, wobei es aber kein entsprechendes Skalarprodukt gibt.

Bemerkung Nach Betrachtung der Beispiele kénnte man meinen, dass jede Funktion
in fast allen Punkten stetig ist und gegebenenfalls nur einige wenige Unstetigkeitsstellen
besitzt. Dies ist aber so nicht richtig: Die Formel

1 firzxeQ
f@y‘{o fir z € R\ Q

definiert zum Beispiel eine Funktion, die in jedem Punkt z, € R unstetig ist. Es geht
aber noch verriickter: Mit

o) = 0 firz e R\ Q
| 1/q¢ fiir x = p/q mit teilerfremden Zahlen p € Z und ¢ € N

erhélt man eine Funktion, die in allen rationalen Punkten z, € Q unstetig, in allen
irrationalen Punkten z, € R\ Q aber stetig ist (x*-Ubungssaufgabe)

Theorem (Aquivalente Charakterisierung von Stetigkeit) FEine Funktion
f D — Rist genau dann stetig in x, € D, falls

V ¢>0 4 6>0 V ze€D ’SE—CE*

<5 = |[f(a) - flz)

Beachte, dass 0 von z, und ¢ (aber nicht von x) abhéngen darf.

<e€.

Beweis: Siche zum Beispiel [AORS, Seite 222].

) 5,0
—d D A o d
& ¢
Y Y. 1
i .
xr T

Illustration des e-6-Kriteriums der Stetigkeit in einem Stetigkeitspunkt: Fiir jedes £ > 0 gibt es entsprechendes § > 0,

und je kleiner ¢ ist, umso kleiner muss auch ¢ gewé#hlt werden.

y=f@)
-

7

Illustration des e-§-Kriteriums der Stetigkeit in einem Unstetigkeitspunkt: Fiir gewisse Werte von € > 0 kann kein

6 > 0 mit den gewiinschten Eigenschaften gefunden werden.
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8.1. Stetigkeit 169

Verallgemeinerung Alle bisher eingefithrten Konzepte kénnen auf Funktionen
f:D — Vmit D C Riibertragen werden, sofern V' ein beliebiger endlich-dimensionaler
Vektorraum ist und der Betrag |-| ggf. durch eine Norm ||| ersetzt wird. Insbesondere
gilt: Eine Abbildung f : D — C ist genau dann stetig, wenn Re (f) : D — R und
Im (f) : D — R stetig sind, und eine Abbildung f : D — C" oder f : D — C™™ ist
genau dann stetig, wenn jede Komponentenabbildung stetig ist.

Beispiel Die Formeln z(z) = exp (—2?%) + i - (2® — 2) sowie

v(z) = —3;:2 . Alx) = ( cos (z) Siﬂ(l’)) +< 0 1095)

A —sin (z) cos(x) —i-z

definieren stetige Abbildungen z : R — C, v:R = R3, A : R — C?? eben weil jede
Komponente stetig von x abhéngt.

Stetige Funktionen auf kompakten Intervallen

Bemerkung Ein Intervall [a, b] mit —co < a < b < oo wird kompakt genannt.
Es handelt sich insbesondere um eine beschrinkte Menge, die dariiber hinaus auch
abgeschlossen unter Konvergenz ist. Letzteres meint, dass fiir jede Folge (z,,),,cy, deren
Glieder sdmtlich in [a, b] liegen und die konvergiert, der Grenzwert x,, auch im Intervall
[a, b] liegt. Beachte, dass ein offenes Intervall nicht abgeschlossen unter Konvergenz
ist; die Glieder der Folge (1/n), _y liegen zum Beispiel alle im Intervall (0, 2), aber der
Grenzwert 0 liegt aulerhalb.

neN

Theorem (Zwischenwertsatz) Sei f : [a, b — R eine stetige Funktion auf dem
kompakten Intervall [a, b]. Gilt f(a) < f(b), so existiert fiir jedes y, mit f(a) < y, <

f(b) mindestens ein z. € [a, b], so dass y. = f(z.). Eine analoge Aussage gilt fiir
fla) > f(b).
Beweis, Teil 1: Wir definieren rekursiv zwei Folgen (a,),cy, und (bs),cy, durch die

Anfangsbedingung
ap = a, bo =10
sowie den folgenden Iterationsschritt n ~» n + 1: Wir betrachten

a, + by,

Tn 1= —

und nutzen eine der folgenden Alternativen:
1. Gilt f(z,) = ys«, so sind wir fertig und konnen mit z, := x,, sofort abbrechen.
2. Gilt f(x,) < yx, so setzen Wir a,1 := @, und b, = by,.
3. Gilt f(x,) > y., so setzen wir a,41 := a, und b,4q := .

Beweis, Teil 2: Es kann nun sein, dass unser Algorithmus nach endlich vielen Schritten
ein geeignetes x liefert. Andernfalls zeigt man leicht durch Induktion iiber n, dass

f(an) < Y < f(bn)a Ap, S An41 bn+1 S bna Ap S Tn S bn
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170 8. Stetigkeit und Differenzierbarkeit

sowie

b bn — Qp bO — Qo
n+1 — Qp41 = =

fiir alle n € Ny gilt. Mit anderen Worten, a,, bzw. b, wachsen bzw. fallen mit n und
die Differenz halbiert sich in jedem Schritt. Insbesondere existiert nach dem Sandwich-
Prinzip ein z € [a, b] mit

Too = lim z, = lim a, = lim b,,,
n—oo n—oo n—oo

und nach Konstruktion sowie der Stetigkeit von f folgt

lim f(an) = f(2e) <y < f(50) = Tim f(b,)

n—roo n—oo
und damit f(z.) = y.. Das ist gerade die erste Behauptung mit . := . Der
Beweis der zweiten Behauptung kann analog gefithrt werden (Ubungsaufgabe), sofern
die Ordnungsrelationen angepasst werden. O
py = f(x) ty=f@)
—_
Yu —_
Y ay by Ys
_~
fla)| 82 02
\V -
x as bz z
a Ty Ty b > an Ty bn o

Ap+1 Tn+1 b/z +1
lllustration der Aussage (links) und des Beweis (rechts) des Zwischenwertsatzes sowie der entsprechenden

Intervallschachtelung (Mitte), die durch sukzessives Halbieren entsteht.

Bemerkung Die im Beweis des Zwischenwertsatzes verwendete Methode ist ein Bei-
spiel fiir eine Intervallschachtelung. Dies ist ein sehr robustes Konzept, dass in vielen
Bereichen angewendet werden kann.

Folgerung Sei f : [a, b] — R stetig mit
fla) <0< f(b) oder  f(a)>0> f(b).

Dann besitzt f mindestens eine reelle Nullstelle im Intervall [a, b].

Folgerung Jedes reelle Polynom ungerader Ordnung besitzt mindestens eine reelle
Nullstelle.

Beweis: Je nach Vorzeichen des Koeffizienten vor der hochsten x Potenz gilt entweder

lim f(z) =— d lim f(x) =+
N \H_n (x) 00 un N /1&1 (x) 00
oder
li =4 d li = —00.
I\lr_n f(x) 00 un x/lrf f(x) 00

Insbesondere kénnen immer a,b € R gefunden werden, so dass die vorherige Folgerung
angewendet werden kann. O
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8.1. Stetigkeit 171

‘Vorlesung 23, 16. Dezember 2019

Theorem (Minima und Maxima) Sei f : [a, b] :— R stetig auf dem kompakten
Intervall [a, b]. Dann existieren Z, x € [a, b], so dass

f(@ = max{f(x) D x € a, b]}, flz) = min{f(g:) € a, b]}
Man schreibt
f(@) = max,<,<p f(x) =max f, T =argmax,.,, f(z) = argmax f

und nennt f(Z) bzw. T das Maximum bzw. einen Maximierer (oder eine Maximalstelle)
von f. Analoge Notationen und Bezeichnungen verwendet man fiir das Minimum f(z)
und den Minimierer z.

Beweis: Im ersten Teil betrachten wir eine mazimierende Folge (), .y C |a, b] mit

flz,) == supf:=sup{f(z):x€la,b]}.

Ein solche Folge existiert immer, denn wir kénnen nach Definition des Supremums zum
Beispiel fiir jedes n € N eine Zahl z,, € [a, b] wéhlen, so dass

supf—%<f(3:n)§supf.

Da das Intervall [a, b] sowohl beschriankt als auch abgeschlossen ist, gibt es (siehe den
Satz von Bolzano-Weierstraf}) eine konvergente Teilfolge (I”J')jeN mit
Jj—o0

Inj } Ioo G [a, b] .

Die Stetigkeit von f impliziert

f(z) = sup f
und damit auch die Behauptung via T = z, und sup f = max f. Der Beweis des
zweiten Teiles folgt analog mit Hilfe einer minimierenden Folge. O

f(x)=cos(3x)+sin(x) f(x)=tan(x) f(x)=x+ 1(x71/2)

+2.0|
9.0

9.0;

0.0 0.

-9.0|
-2.0f 0.

-n2 0 +112 -ni2 0 +112 -ni2 0 +112

Links: Beispiel fiir eine stetige Funktion auf dem Intervall [—7/2, 7/2], die dort auch ihr Minimum und ihr Maximum
annimmt. Mitte und Rechts: Stetige Funktionen auf den nicht kompakten Intervallen (—/2, 7/2) oder (—m/2, w/2]

konnen, aber miissen kein Minimum oder Maximum besitzen.

Bemerkung Das soeben bewiesene Theorem ist ein Spezialfall des allgemeinen to-
pologischen Prinzips
Jede stetige Funktion f : K — R auf einer kompakten Menge K nimmt ithr
Minimum und thr Maximum an.
Diese sehr bedeutende Erkenntnis gilt nicht nur auf Teilmengen K = D C R, son-
dern auf einer sehr viel grofleren Klasse von Mengen K, zum Beispiel auf einer Verei-
nigung kompakter Intervalle sowie auf jeder beschrinkten und abgeschlossenen Teil-
menge eines endlich-dimensionalen Vektorraumes. Die von uns verwendete Beweis-
methode kann ebenfalls sehr viel allgemeiner angewendet werden und wird auch die
Direkte Methode der Optimierung genannt.
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172 8. Stetigkeit und Differenzierbarkeit

Theorem (Existenz und Stetigkeit einer Umkehrfunktion) Die Funktion
f i [a, b] — R sei stetig und strikt monoton (wachsend oder fallend). Dann existiert die
Umkehrabbildung f~!: [f(a), f(b)] — R und ist auch strikt monoton und stetig.

Beweis, Teil 1: Wir betrachten den Fall wachsender Funktionen (der andere Fall kann
analog behandelt werden) und bemerken zunéchst, dass f das Intervall I := [a, 0]
bijektiv und monoton auf das Intervall J := [f(a), f(b)] abbildet (sieche Bild und
den Zwischenwertsatz). Insbesondere ist f~! : J — I wohldefiniert und auch strikt
monoton, denn mit y; = f(x;) bzw. x; = f~1(y;) gilt 21 < 25 dann und nur dann, wenn

Y1 < Yo

Beweis, Teil 2: Um die Stetigkeit von f~! zu zeigen, fixieren wir 3, € J sowie ein
beliebiges € > 0. Wir setzen nun (siehe Bild)

6 :==min {y. — f(z. — ), flz. +¢) —u}

mit z, = f~1(y.), so dass nach Konstruktion und wegen der strikten Monotonie von f
die Implikation

YE[ —6, y+6)] = x=f1y) €lr.—¢, 1.+
gilt. Da € > 0 beliebig war, folgt die Stetigkeit von f~1. m
vy = f(z) ry=f(z) ty=f(=)
T T e fla)
Y Y [o Y
Io

fla) L i EF(ORE

i FH ys) = . i ’ i - }' (ILz z, = [ ) Ii ’

Links und Rechts : Jede strikt monotone und stetige Funktionen auf einem Intervall besitzt eine strikt monotone und
stetige Umkehrfunktion. Mitte: Zum Beweis der Stetigkeit der Umkehrfunktion f—!. Beachte, dass das Bild den Graph

von f zeigt. Der Graph von f~! kann aber hieraus leicht rekonstruiert werden (siche unten).

Ay = f()

[~/

vy = f(x)

-

S/

vy = f(x)

=

LS |

z z z

1 L 1y L B 1 5
+—> t B 1 1 € 1

b

VR

Links und Mitte: Stetige, aber nicht monotone oder nicht strikt-monotone Funktionen auf Intervallen sind nicht
invertierbar. Rechts: Stetige und strikt-monotone Funktionen auf Nicht-Intervallen besitzen zwar immer eine

Umkehrfunktion, aber diese muss nicht stetig sein.

Bemerkung

1. Dieses Resultat gilt analog auf jedem Intervall und auf ganz R, aber nicht auf
jeder Teilmenge von R.

2. Eine nicht-strikt monotone Funktion auf einem Intervall besitzt in der Regel keine
Umkehrfunktion und ist D kein Intervall, so gibt es stetige und invertierbare
Funktionen f : D — R, deren Umkehrabbildung zwar wohldefiniert, aber nicht
stetig ist (siehe Bild).

Version vom 7.2.2020
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3. Existiert die Umkehrfunktion f~! von f, so kénnen die Graphen vomn f und f~!
durch Spiegelung an der Geraden y = x ineinander iiberfithrt werden.

Theorem (gleichmiflige Stetigkeit) Jede stetige Funktion f : [a, b] — R ist
gleichméfig stetig, d.h.

Ve>03 >0V x,z.€la, b : |:U—:U*‘<(5 = ‘f(:c)—f(x*)

<e€.

Oder anders gesagt: Beim e-0-Kriterium kann man bei kompakten Intervallen ¢ zwar
nicht unabhéngig von ¢, aber doch unabhéngig von x, wihlen.

Beweis: Dieses technische — aber doch wichtige und niitzliche Resultat — wird zum
Beispiel in [AORS, Seite 229] hergeleitet.

Weitere Aspekte

Klassifikation von Unstetigkeitsstellen In der Praxis treten oftmals isolierte
Unstetigkeitsstellen auf, d.h. Punkte x, € D, so dass

1. f ist unstetig in z,.

2. Es existiert n > 0, so dass f stetig auf den Intervallen (z,—n, x,) und (z,, z.+mn)
ist.

In diesem Fall kann man x, wie folgt klassifizieren:

1. z, heiit hebbare Unstetigkeit, wenn y, = lim,_,,, f(x) existiert.

2. x, wird Sprungstelle genannt, wenn die einseitigen Grenzwerte lim, »,, f(z) und
lim,~ .. f(x) (im eigentlichen Sinne) existieren und verschieden sind.

3. x, heiBt Polstelle, wenn die einseitigen Grenzwerte lim, ;. f(z) und limg\ ., f(x)
im uneigentlichen Sinne existieren (also den Wert +00 oder —oco annehmen).

Im ersten Fall gilt dabei y, # f(z), da andernfalls f in z, nicht unstetig, sondern stetig
wire. Der wesentliche Punkt ist aber, dass die im Punkt z, abgeénderte Funktion
f:D — R mit

fir x = x,

2w
fle) = { f(x) fir © # .

in x, stetig ist. Bei Sprungstellen kann man nicht durch eine punktweise Anderung aus
f eine stetige Funktion machen, aber es existieren sowohl der linksseitige als auch der
rechtsseitige Grenzwert, wobei

RS [flo, = lim f(z. +¢) — lim f(z. — ) = lim f(z) - lim f(2)
der sogenannte Sprung von f an z, ist. Bei einem Pol explodiert die Funktion auf bei-
den Seite zu +o00, wobei es moglich ist, dass auf beiden Seiten verschiedene oder gleiche
uneigentliche Grenzwerte angenommen werden (etwa f(z) = 1/x fiir x # x, = 0 und
f(z,) = 0 bzw. f(x) = 1/2? fiir 2 # 2, = 0 und f(x,) = 0). Dariiber hinaus gibt es
aber auch isolierte Nullstellen, die weder hebbare Unstetigkeit noch Sprungstelle oder
Pol sind.
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Beispiel Wir betrachten die Funktionen f; : R — R mit

sinx(x) fiir 2 £0 falx) = Slj}i_‘f) fir x £ 0

0 firz=0 0 firz=0
fl(ﬂf)—{

sowie
0 firz=0 0 fir z =0
f3(@) = { sin gx) firx £0 falw) = sin (%) firz #0
x

In jedem Fall ist z,. = 0O eine isolierter Unstetigkeitsstelle, aber es handelt sich immer
um einen anderen Typ (siehe Bild). Beachte dabei, dass
sin sin

lim =1=1lim
T\0 X z/0 X

Graph von f; Graph von £,

-5.0 0.0 +5.0 -5.0 0.0 +5.0

Graph von f3 Graph von f;
+5.0 \ +1.0|
0.0 S~ 0.0
-1.0 T~ / \/ h
-5.0 \ -1.0
-0.1

-5.0 0.0 +5.0

0.0 +0.1

Die vier im Text angegebenen Beispiele fiir eine isolierte Unstetigkeitsstelle bei x4« = 0: Es handelt sich um eine

hebbare Unstetigkeit, eine Sprungstelle, einen Pol und einen nicht-klassifizierten Typ.

Liicken im Definitionsbereich Neben isolierten Unstetigkeitsstellen kann es auch
isolierte Liicken im Definitionsbereich D geben, d.h. Punkte x, so dass

1. z. ¢ D,

2. es existiert n > 0, so dass f auf den Intervalle (z, — 7, z,) und (z., x. + )
definiert und stetig ist.

Man kann nun die Liicke x, ganz analog zu oben klassifizieren, wobei man im ersten
Fall auch von einer hebbaren Singularitit redet.

Beispiele Die obigen Formeln definieren fiir x # 0 stetige Funktionen f; : R\ {0} —
R, wobei dann x, keine isolierte Unstetigkeitsstelle, sondern eine isolierte Liicke im
Definitionsbereich ist.

Vertauschbarkeit von Grenziibergingen In vielen praktischen Féllen héngt ein
Ausdruck nicht nur von einer reellen Variablen z, sondern auch von einer zweiten
Variablen (oder einem Parameter) £ ab. Man kann dann die Grenzprozesse x — .
und & — &, auf zwei verschiedene Arten hintereinander ausfiihren.
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Beispiele
1. Wir betrachten f: R, x R, — R mit

f(x, §) = exp (—z/§)
und berechnen

lim li L) =liml =1
SRR

sowie

lim Ii L) =1lm0=0.
xlg(l);{%f(ft £) lim

Insbesondere hingt hier das Ergebnis von der Reihenfolge der Grenziibergéinge
ab.

2. Wir betrachten f: R, x R, — R mit
[z, &) = Eexp(—2)

und berechnen

lim li L&) =1limE=0
lily /(o ) = Jge

sowie
limlim f(z, £§) =1lim0=0.
2 \0 £\,0 f( 6) z\0

Dieses Beispiel ist regulédrer, denn hier kénnen beide Grenziiberginge vertauscht
werden.

Achtung Im Allgemeinen ist die Aussage
lim lim f(z, §) = lim lim f(x, &),

E—Ex TT T—Tx E—Ex
falsch, d.h. verschiedene Grenzprozesse kénnen nicht unbedingt miteinander vertauscht
werden. Wir kénnen diese Problematik hier nicht erschopfend behandeln, wollen aber
ein wichtiges Resultat vorwegnehmen bzw. informell formulieren: Man kann, vereinfacht
gesprochen, nur dann die Giiltigkeit der obigen Formel erwarten, wenn die Konvergenz
fir x — x, gleichméfBig bzgl. £ oder die Konvergenz fiir £ — &, gleichméfig bzgl. x
erfolgt.

8.2 Differenzierbarkeit

Definition f : D — R heifit differenzierbar an der Stelle z, € D, falls der Grenz-
wert

o @) = fw)

= ) = < f(.)

existiert, wobei er dann die Ableitung von f in x, genannt wird. Existiert f’(x) fiir

jedes jedes x, € D (bzw. fiir jedes z, € D C D), so nennt man f differenzierbar (bzw.
differenzierbar auf der Menge D).
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Interpretation Der Ausdruck

f(x) — flz)

T — Ty

ist der Anstieg derjenigen Sekante, die die Punkte (x, f(z)) und (z., f(x.)) auf dem
Graphen von f miteinander verbindet. Im Limes © — x, wird daraus der Anstieg der
Tangente an den Graphen von f im Punkt (z., f(z.)) (siche Bild).

f(@) = f(z.)

T — Ty

l i )

f(x.) =tan v

tan 3=

v

XL xr
Die Ableitung f’(z«) ist der Anstieg der Tangente (lila) an den Graphen bzw. der Grenzwert des Anstiegs der
Sekanten (blau).

Bemerkung Bei der Berechnung von Differenzenquotienten sowie den entsprech-
enden Konvergenzuntersuchungen wird immer stillschweigend = # x, vorausgesetzt.

Vorlesung 24, 18. Dezember 2019

Bezispiele
1. Fiir jedes Monom f(z) = 2™ mit m € Ny sowie der Abkiirzung h = = — x, gilt

f@) = fx.) _ flaa+h) = fla)

T — Ty h
(Z (m) 'hj':c;"_j> — ™
= \J
B h
(" +m-h-a . +m- T + BT — 2l

h
=m-a" !+ (m) SR
’ Z j ;
7j=2
Der Limes z — z, bzw. h — 0 liefert nun
[ =m- 2!
fir alle z, € R, wobei diese Formel insbesondere auch fiir m = 0 bzw. m = 1 im
Sinne von f'(z,) = 0 und f’(x,) = 1 gilt. Da x, beliebig ist, konnen wir am Ende

auf beiden Seiten der Formel x, durch z ersetzen, d.h. es gilt f'(z) = m - ™!
fiir alle x € R.
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2. Analog berechnet man fiir jedes Polynom
f(x) :am'$m+04mf1'l'm71—|—.._+ O(2~$2—|—a1.x+a0
die Formel

flxy=m-am- 2"+ m—1)ap1- 2™ 2+... +2 -7 +a.

3. Mit f(x) = 1/x fiir x # 0 berechnen wir fiir jedes feste x, den Differenzenquoti-

enten
f@) = f@)  fatm)—f@) 11
T — T, h h-(z.+h) h-z,
oz —(z.+h) 1
h-(ze+h)-z.  (v.+h) .
und erhalten f’(z,) = —1/x2 nach Grenziibergang h — 0. Alternativ kénnen wir
auch
d1 1

dex a?

schreiben.

4. Analog zeigt man fiir alle m € N und jedes x # 0 die Formel
d /1Y) m
de\azm ) gm+l’

d
Ganz allgemein gilt d—x’k = k- 2" fiir alle k € Z und = # 0.
x

5. Die Theorie der Potenzreihen (siehe néchstes Kapitel) impliziert

exp’ (r) = exp (), sin’ (z) = cos (), cos' () = —sin (z) .

6. Die Differentiationsregeln fiir Umkehrfunktionen (siehe unten) garantieren

1
In' (z) = —
T

fir alle x > 0.

7. Die Betragsfunktion f : R — R mit f(z) = |z| ist an jeder Stelle x, < 0 bzw.
z, > 0 differenzierbar mit f'(x,) = —1 bzw. f'(x,) = +1, denn es gilt
|z, +h|— |z —h |z, + h| — |z +h

o oo o !

fir alle hinreichend kleinen A (es sollte |h| < |z.| gelten). Die Betragsfunktion ist
aber nicht in x, = 0 differenzierbar, denn es gilt

. |h] . |h]

lim — =1%# —1=lim —

N 7 noo b
d.h. der rechtsseitige und der linksseitige Grenzwert des Differenzenquotienten
sind verschieden. Das ist nicht verwunderlich, da ja die Betragsfunktion einen
Knick bei x = 0 aufweist.

8. Die Vorzeichenfunktion sgn : R — R ist in jedem Punkt x # 0 differenzierbar
mit sgn’(z) = 0, aber die Ableitung existiert nicht an der Stelle z = 0.
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Lemma Wenn f: D — R an der Stelle x, differenzierbar ist, so ist f auch stetig an
der Stelle . Die Umkehrung ist aber nicht richtig (zum Beispiel Knickstellen!).

Beweis: Fiir jedes x # x, gilt

_ f@) = fla)
f@) = fla) = B )
und da die rechte Seite nach Voraussetzung wegen der Rechenregeln fiir Grenzwerte
fiir © — x, gegen f'(z.) -0 = 0 konvergiert, gilt also lim,_,,, (f(z) — f(z.)) = 0 und
damit lim, ., f(z) = f(x.). O

Bemerkung

1. Differenzierbarkeit ist (wie Stetigkeit) zunéchst eine punktweise Eigenschaft, die
an jeder Stelle aus D iiberpriift werden muss. Es gibt seltsame Funktionen, die
zwar iiberall stetig sind, aber an keiner oder nur an sehr wenigen Stellen diffe-
renzierbar sind.

2. Ist f: D — R an jeder Stelle z € D differenzierbar, so existiert die Ableitung als
Funktion f': D — R.

3. Besonders wichtig sind stetig differenzierbare Funktionen, bei denen f': D — R
nicht nur in jeder Stelle wohldefiniert, sondern auch stetig ist.

4. Es gibt das allgemeinere Konzept der einseitigen Ableitungen

o J@ = F) @) = )
TN\ T — Ty T, T T — Ty

das vor allem bei Knickstellen sinnvoll ist.

5. Ableitungen kann man fiir Funktionen f : C — C ganz analog via

o) — i T (2

Z—rZx Z — Z*

fiir z, z, € C einfiihren, aber die entsprechende Theorie ist ganz anders als im
Reellen. Wir werden komplexe Ableitungen erst im dritten Teil dieses Vorlesungs-
zyklus behandeln.

Elementare Rechenregeln fiir Ableitungen Fiir zwei an der Stelle x, € D diffe-
renzierbare Funktionen f,g: D — R gelten die folgenden Aussagen:

1. (Linearitdat der Ableitung) Die obigen Definitionen implizieren

(A f+u-9) (@) =\ f(w) +p-g()
fiir beliebige reelle Zahlen A\, u € R .

2. (Produktregel) Es gilt auch
(F-9) (@) = f'(@) - gla) + f(x) - g (2).
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In der Tat, fiir h #£ 0 gilt

f(l’* + h) : g(x* + h) - f(ZL’*) g(ili*)
h

- St W TE) i ny e

g(x. +h) —g(z.)
h

und der Limes h — 0 liefert die gewiinschte Formel, da f und ¢ in x, differen-
zierbar und damit auch stetig sind.

3. (Quotientenregel) Unter der Zusatzannahme g(z.) # 0 gilt
Yo P g = fa) ()
(9) (@)= g% () ’

prei diese Regel aus der Produkt- und der Kettenregel abgeleitet werden kann
(Ubungsaufgabe).

Beispiele Fiir alle x im Definitionsbereich der jeweiligen Funktionen gilt

(% <3x2 + 4sin (x)) = S%mZ + 4(%5111 (x) = 6x + 4cos (z)
d;i(ln () - sin(z)) =In’ (z) - sin (z) + In (z) - sin’ (z) = sinx(:c) +In () - cos (z)
und
d an () — ~d (sin (z) _ sin’ () - cos (x) — sin (z) - cos’ (x)
dz tan () dz (cos (x)) cos? ()
_ cos? (x) + sin? (z) _ 1 sec? ()
cos? (x) cos? (x) ’

wobei sec (z) = 1/cos (x) der Sekans von x ist. Der Kosekans ist {ibrigens csc (x) =

1/sin (z).

Kettenregel fiir Ableitungen Ist f: D — E in z, differenzierbar und ist ausfer-
dem g : £ — R in f(x,) differenzierbar, so ist auch g o f in z, differenzierbar und es
gilt

(901 (r.) = < g(7() = ¢ (F(.)) - F(2.).

wobei die Terme ¢'(f(x.)) bzw. f’(x,) manchmal die dufiere bzw. die innere Ableitung
genannt werden.

Ein rigoroser Beweis findet sich in [AORS, Seite 235], aber informell kann die Ketten-
regel wie folgt begriindet werden: Fiir A # 0 betrachten wir

h—0

n(h) = flz.+h) = flz.) — 0
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und schreiben

g(f@+ 1) —g(f(a.) _ g(fleath) —g(f(z)) flz.+h) = flz.)
h o flaeth) = fla) h
_9(f@@) +n(h) —g(f(2.) fla.+h) = flz)
n(h) h ’

wobei wir stillschweigend vorausgesetzt haben (und das ist die kleine Liicke in unserem
,Beweis“), dass n(h) # 0 fir h # 0 gilt. Die behauptete Formel folgt nun durch
Grenziibergang h — 0.

Beispiele Durch direkte Rechnungen verifizieren wir
2.z

S () = (14 2) @) = 1y

dx

sowlie

4 exp (sin (2°)) = exp’ (sin (2%)) - sin’ (2%) - (3 - 2?)

dx
=3-2% cos (x3) - exp (sin (x?’)) .

Ableitung der Umkehrfunktion Besitzt die Funktion f : D — E die Umkehr-
funktion f~! : £ — D und ist f in z, differenzierbar mit f’(x,) # 0, so ist f~! in
Y« = f(x,) differenzierbar mit

1
F) @) = 57—
(/™) )
Auch hier verweisen wir fiir einen rigorosen Beweis auf die Literatur (etwa [AORS, Seite
235], wollen aber erwéhnen, dass die Formel mittels der Kettenregel durch symbolische
Differentiation von

v="(f()
nach x abgeleitet werden kann. In der Tat, wir erhalten
d , / N )
1= gf—l(f(x)) — () (f@) - @) bzw. () (fl@) = ~

fiir alle z und damit auch fiir x = z.. Alternativ hatten wir in
y=f(f"(v)
beide Seiten nach y differenzieren kénnen, um (1) (y) = 1/f(f~(y)) fiir alle y zu
erhalten.
Beispiele
1. Fiir alle x € R gilt
x =exp (In(x))
und durch Differentiation nach z erhalten wir
l1=-exp' (In(z)) -In'(z) =exp (In(z)) - In' (z) =z - In' (2)

und damit In’ (z) = 1/z fiir alle z > 0.
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2. Aus
z = sin (arcsin (z)) fir alle 2 € (-1, +1)
ergibt sich
1 = sin’ (arcsin (x)) - arcsin’ ()
= cos (arcsin (z)) - arcsin’ (z)
= \/1 — sin® (arcsin (z)) - arcsin’ (z)
=1 — 22 arcsin’ (),

und damit arcsin’ (x) = 1/+/1 — 22. Hierbei haben wir benutzt, dass arcsin Wer-
te in (—m/2, +7/2) annimmt und dass daher cos (arcsin (z)) immer positiv ist.
Beachte, dass f'(z) — oo fir o — +1.

| Vorlesung 25, 20. Dezember 2019

Ho6here Ableitungen Ist f differenzierbar, so stellt sich die natiirliche Frage, ob
denn auch die Funktion f’ : D — R an einzelnen oder gar an allen Stellen z, € D
differenzierbar ist. Ist die Antwort positiv, so spricht man von der zweiten Ableitung
von f und schreibt

/ o
T—Tx T — Ty
an einer ausgezeichneten Stelle z, bzw.
d? d
Wf(x) = af (),
sofern die zweite Ableitung im gesamten Definitionsbereich existiert. Analog kann

man dritte, vierte usw. Ableitungen einfithren, wobei man dann die n-te Ableitung
iiblicherweise als f und nicht als f”+” schreibt. Insbesondere gilt

f (@) — f V()

f™(z,) = lim

T—rTx T — Ty
bzw.
d” d
M) () = — _— fn-1)

Aus Konsistenzgriinden schreibt man auch f(©(z) = f(z), d.h. jede Funktion gleicht
ihrer nullten Ableitung.

Beispiele
1. Fiir das Monom vom Grad m € N gilt
fO)y=am,  [O@)=m-2""  fPa)=m-(m—1) 2"
usw. bis
fm @)y =m-(m—-1)-...-2- 2!, M (z) = m!
und dann
frr(z) =0

fiir alle z und alle n € N.

Michael Herrmann: Mathematik fir Elektrotechniker 1 [D)ey-sa | Version vom 7.2.2020



182 8. Stetigkeit und Differenzierbarkeit

2. Fiir Monome mit negativem Exponent gilt

1 m m(m + 1)
f(O)(x):x_m7 f(l)(x):_xm+17 f(Z)('I):_W7
3. Es gilt sin’ = cos, sin” = —sin, sin” = — cos, sin” = sin und analog fiir den

Kosinus.

*Raume differenzierbarer Funktionen Die Menge
ck (D) = {f :D — R : fist k-mal stetig differenzierbar}

ist ein Vektorraum unendlicher Dimension. Ist D ein abgeschlossenes Interval, so kann
man durch

k
1o = 1N+ 1P = 2o max | £ ()]

z€eD
5=0

in sinnvoller Weise eine Norm einfiihren, wobei ||-||  gerade die Norm in C(D), also im
Raum der stetigen Funktionen ist.

Kurven in Vektorraumen

Verallgemeinerung Die Konzepte Differenzierbarkeit und Ableitung kénnen auch
auf vektorwertige Abbildungen f : D C R — V verallgemeinert werden, sofern V
ein eindlich-dimensionaler Vektorraum mit Norm ||-|| ist, wobei man dann oftmals die
Elemente aus D mit ¢ und nicht mit z bezeichnet. Insbesondere gilt

f'(t) = %f(t) = lim W (E(t+h)—£1) V.

Hierbei sind h # 0 und ¢ reelle Zahlen, wohingegen f(¢) und f’(¢) immer Elemente des

Vektorraumes V sind.

Bemerkung

1. Zu einer Abbildung x : D — R™ gibt es in natiirlicher Weise Komponentenabbil-
dungen z; : D — R, so dass

%’1(75)
x(t)=|[
Tn(t)

Man kann nun leicht zeigen, dass x genau dann differenzierbar ist, wenn alle
Komponenten dies sind, wobei
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2. FEine Abbildung z : D C R — C entspricht in natiirlicher Weise zwei Abbildungen
z:D—Rund y: D — R, so dass

z(t) = Re (2(t)) y(t) =Im (2(t))

und damit

2(t) = z(t) +1-y(t), Z(t)=a'(t)+1-y'(t).

Beachte, dass bei uns ¢ immer noch reell ist; der Fall komplexer Argumente ¢
wird erst in Mathe III diskutiert.

3. Eine Abbildung A : D C R — C(™™ und ihre Ableitung (sofern existent) kénnen
als

ajn(t) ... ap(t) ay,(t) ... d),(t)
Alt)=1 o, A= :
A1 (t) oo Amn(t) al () ... oal . (t)

geschrieben werden, wobei a;; : D — R die ij-te Komponentenfunktion ist.

4. Komponentenabbildungen gibt es auch fiir allgemeine Vektorrdume, aber dann
muss zunéchst eine Basis gewéahlt werden. Es gilt dann

d (¢ -
0 <Z v;(t) Vj) => Vi(t)v;

bzw.
% (; v;(t) Vj(t)) = ]Z; (1/]’ (1) v;(t) + v;(t) V;(t))

fiir den Fall, dass die Basisvektoren v; selbst von ¢ abhéngen.

Beispiele

1. Die Position eines zur Zeit t = 0 aus dem Koordinatenursprung abgefeuerten
Projektils kann (stark vereinfacht) durch

Ul't
x(t) = vy -t
V3 -t — %gt2

beschrieben werden, wobei x(t) die momentane Position bezeichnet, v; die j-te
Komponente der Anfangsgeschwindigkeit v € R3 ist und ¢ fiir die Erdbeschleuni-
gung steht. Die Vektoren x/(t) und x”(t) geben fir jedes t gerade die Geschwin-
digkeit und die Beschleunigung an. Die Formel macht allerdings nur Sinn, solange
x3(t) > 0 gilt, d.h. solange das Projektil nicht wieder den Erdboden erreicht hat,
und sofern ||v|| nicht zu grof ist.

Michael Herrmann: Mathematik fir Elektrotechniker 1 [D)ey-sa | Version vom 7.2.2020



184 8. Stetigkeit und Differenzierbarkeit

2. Ein vertikal in einer Ebene aufgehéngtes Pendel kann ndherungsweise durch

x(t) = ( sin (wt) )

—cos (wt)

beschrieben werden, wobei wt gerade der Winkel zur vertikalen Lotgeraden ist.
Man konnte dies auch durch die komplexe Funktion

2(t) =sin (wt) — i cos (wt) =exp (1wt —1i7/2) = —i exp (iwt)
modellieren.

3. Ein einfaches matrizenwertiges Beispiel ist

Alt) = ( cos (t) sin (t)) ? Al = — (sin (t) —cos (t)) '

—sin (t) cos(t) cos(t) sin(t)

Insbesondere gilt A”(t) + A(t) = 0 fur alle ¢, d.h. A 16st eine sehr einfache
Differentialgleichung zweiter Ordnung.

Bemerkung Eine Abbildung f : D — V nennt man auch parametrisierte Kurve in
V', wobei t oftmals als Zeit interpretiert werden kann. In diesem Sinne beschreibt eine
Kurve die zeitliche Anderung eines Vektors und f(¢) kann als momentane Position im
Vektorraum V' verstanden werden. Der Ableitungsvektor f/(¢) ist dann gerade der mo-
mentane Geschwindigkeitsvektor bzw. der sogenannte Tangentialvektor an die Kurve.
In der Physik und der Mathematischen Dynamik schreibt man auch gerne

f(t) und f(¢) statt  f(¢) und £7(¢).

Geometrie von Kurven im R? Eine planare Kurve wird durch eine (zweimal stetig
differenzierbare) Abbildung x : D — R? mit

D>t — x(t)= (i;gg) € R?

beschrieben, wobei D {iblicherweise ein Intervall ist und die Abbildung x auch
Parametrisierung der Kurve genannt wird. Man kann nun mit Hilfe von nullten, er-
sten und zweiten Ableitungen die folgenden geometrischen Konzepte einfithren bzw.
berechnen:

os) = [IX@)| = \/ (@4(1)° + (a5(1))” (infinitisimales Léingenelement)
= x(t) = L 7 (t) normierter Tangentialvektor

b0 = ey = 5 () (nommiester Tangentialvelcor)
_ T N 100 :

by(t) = by(t)” = 5] ( (1) ) (normierter Normalenvektor)

(Kriimmung der Kurve)
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Beispiele Die Formeln

cos (t) cos (t)

X(t):t(sin (t)> bzw.  x(t) = 2cos (2t) (Sm(t)>

beschreiben eine Spirale bzw. ein vierblattriges Kleeblatt (siehe Bild und Film), wobei
die zweite Kurve sogar geschlossen ist .

Die zwei im Text beschriebenen Kurven sowie die mitbewegte ON-Basis b1 (¢), ba(t) (Frenetsches Zweibein) fiir

ausgewidhlte Werte von ¢.
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Kapitel 9

Differentialrechnung

‘Vorlesung 26, 06. Januar 2020‘

9.1 Extrema, Mittelwertsidtze und I’Hospital

Annahme In diesem Abschnitt betrachten wir Funktionen f : [a, b] — R, die stetig
in [a, b] und differenzierbar in (a, b) sind.

Lokale und globale Extrema Wir sagen, die Funktion f nimmt an der Stelle (oder
im Punkt) z. € [a, 0]

1. ein globales Maximum bzw. ein striktes globales Maximum an, falls f(z,) > f(z)
bzw. f(z.) > f(x) fur alle z € [a, b] mit = # z, gilt,

2. ein lokales Maximum bzw. ein striktes lokales Maximum an, sofern ein € > 0
existiert, so dass die entsprechende Ungleichung an jeder Stelle x € [a, b] mit
0< |z —a, < e gilt.

Analog werden die verschiedenen Arten von Minima definiert und ein Extremum ist
entweder ein Minimum oder ein Maximum, wobei x, dann Extremalstelle heifit.

Lemma (notwendige Bedingung fiir Extrema in inneren Punkten) Nimmt
f an der Stelle z,. € (a, b) ein lokales Extremum (strikt oder nicht) an, so gilt f'(x.) = 0.

Beweis: Fiir alle x € [a, b], die hinreichend nahe bei einer Maximalstelle z, € (a, b)
liegen, gilt

T — Ty T — Ty

<0 firz> z,.

Durch die einseitigen Grenziibergéinge z 7 x, bzw. x \, x, erhalten wir
f(x,) >0  bzw. f'(z.) <0
und damit die Behauptung. Minimalstellen kénnen analog behandelt werden.
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Ay = f(2)

T

a

b

py=fl(x)

T

)

Ay = f(x)

x

a b

Tllustration der verschiedenen Konzepte von Extremum / Extramalstelle. Globale Minima (hellgriin), nur-lokale

Minima (dunkelgriin), globale Maxima (hellblau), nur-lokale Maxima (dunkelblau) sowie Sattelpunkte (lila).

py=fx) ry=flx) ty=f(2)
a b - a b - a b -
Beispiele fiir nicht-strikte Extrema (Farbkodierung wie oben).
Bemerkung
1. Da [a, b] kompakt ist und f stetig ist, existiert immer (mindestens) ein globales

Theorem

1.

2.
3.

Minimum sowie (mindestens) ein globales Maximum, die aber jeweils nicht strikt
sein miissen.

. Lokale Extrema konnen, aber miissen nicht existieren.

Jedes globale Extremum ist nach unserer Definition auch ein lokales Extremum.

. Nicht-strikte Extremalstellen konnen isoliert sein oder nicht, strikte sind immer

isoliert (siehe Bilder).

. Jeder innere Punkt =, € (a, b) mit f'(z.) = 0 heiBt stationdrer Punkt oder

kritischer Punkt von f. Nicht jeder kritische Punkt ist aber lokale Extremalstelle,
denn es gibt auch Sattelpunkte (siehe Bilder).

f kann im linken Randpunkt z, = a ein lokales oder globales Extremum anneh-
men, aber dann gilt f’(a) > 0 fir ein Minimum bzw. f'(a) < 0 fir ein Maximum
(sofern f’(a) als Grenzwert einseitiger Differenzenquotienten existiert).

Fiir Minima bzw. Maxima, die am rechten Randpunkt x, = b angenommen wer-
den, gilt f'(b) < 0 bzw. f'(b) > 0.

(Mittelwertsitze) Ist f eine Funktion wie oben, so gilt:

£(b) ~ 7(a)
b—a

(Satz von Rolle) Im Fall von f(a) = f(b) gibt es ein z, € (a, b) mit f'(z,) = 0.

(1. Mittelwertsatz) Es existiert x, € (a, b), so dass f'(z,) =

(2. Mittelwertsatz) Ist g eine weitere Funktion wie oben mit ¢'(z) # 0 fiir jedes
x € (a, ), so gilt

Fla) _ fb) = f(@
g'(z)  g(b) —gla)
fiir ein geeignetes x, € (a, b).
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9.1. Extrema, Mittelwertsidtze und I’'Hospital 189

Beweis, Teil A: Obwohl der Satz von Rolle ein Spezialfall sowohl des 1. und des 2.
Mittelwertsatzes ist, beweisen wir ihn zuerst. Wir wihlen z € [a, bl und T € [a, b], so
dass f in x bzw. in T ein globales Minimum bzw. Maximum annimmt. Im Entartungsfall
f(z) = f(Z) ist f konstant, d.h. es gilt f'(z) = 0 fiir jedes x € (a, b) und wir kénnen
x, beliebig wihlen. Andernfalls liegt x oder T im offenen Intervall (a, b) (oder beide)
und wir kénnen z, = x oder z, = ¥ wahlen.

Beweis, Teil B: Um den zweiten Mittelwertsatz zu beweisen, bemerken wir, dass nach
Voraussetzung an g auch g(b) # g(a) gelten muss, da andernfalls g’ nach dem Satz von
Rolle ein Nullstelle beséBe. Wir konnen daher neben f auch die Funktion f : [a, b] - R
mit

nach Konstruktion gilt. Der zweite Mittelwertsatz ergibt sich nun, indem wir den Satz
von Rolle auf f anwenden. Der erste Mittelwertsatz ist dann gerade der Spezialfall
g(x) = =x. O
ry = f(z) 4y = f(2)

1®) fla) = £(6)| .

‘(b) — f(a
Anstieg der Sekante = M
h—a

Anstieg der Tangente = f'(x,)

T x
> >

a T T b a Ty b
Ilustration des 1. Mittelwertsatzes (links) sowie des Satzes von Rolle (rechts) als Spezialfall. Der zweite Mittelwertsatz

ist eine Verallgemeinerung des ersten.

Folgerung Gilt f'(x) =0 fiir alle z € (a, b), so ist f konstant auf [a, b].

Beweis: Angenommen, es existieren ZL,B € la, b] mit f(&) =+ f(l;) und @ < b. Dann
existiert nach dem Mittelwertsatz, angewendet auf die Einschrinkung von f auf das
Intervall [a, b], ein z, € (a, b) C (a, b) mit

f(b) - f(a
fley =LA@ L
b—a
aber dies ist ein Widerspruch zur Annahme. O

Folgerung (Monotonie und Vorzeichen der ersten Ableitung)

1. Die Funktion f ist genau dann monoton wachsend (bzw. fallend) auf [a, b], wenn
f'(z) >0 (bzw. f'(z) <0) fiir alle z € (a, b) gilt.
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190 9. Differentialrechnung

2. Gilt sogar f'(x) > 0 (bzw. f'(z) < 0) fiir alle x € (a, b), so ist f strikt monoton
wachsend (bzw. strikt monoton fallend).

Beweis: Alle Implikationen, die aus einer Vorzeichenbedingung an f’ die Monotonie
von [ folgern, konnen direkt aus dem Mittelwertsatz bzw. analog zum Beweis des
Satzes von Rolle abgeleitet werden (Ubungsaufgabe). Die Umkehrungen im ersten Teil
kénnen mit Vorzeichenuntersuchungen fiir Differenzenquotienten und anschlieBendem
Grenziibergang begriindet werden. ]

Bemerkung Die erste Aussage der Folgerung ist eine Aquivalenz, die zweite nicht.
Zum Beispiel ist das kubische Monom f(z) = z® strikt monoton wachsend auf [—1, 1]

mit £(0) = 0.

Theorem (Regel von ’Hospital fiir Grenzwerte ,,Null durch Null®“) Fiir je
zwei Funktionen f und ¢ wie oben mit

f(.) = gla.) = 0, (@) £0 fir @€ (ab)
gilt
lim /(@) = lim f(z)

T—>Tx g((I}) T—>Tx g'((IJ)

7

sofern der Grenzwert auf der rechten Seite existiert. Insbesondere erhalten wir

o 1@ )

wome g(x) ()

fiir den Fall, dass der Quotient auf der rechten Seite wohldefiniert ist.

Beweis: Fiir jedes z € [a, x,) existiert nach dem 2. Mittelwertsatz — angewendet auf
die Einschréankung von f auf das Intervall [z, z.] — ein & € (z, ) mit

@) f@) - fa) @)
9@ gl - gle) 4@

Y

wobei Z im Allgemeinen von z und z, abhéngen wird. Analoges gilt fiir alle z € (z., b].
Die Behauptung folgt nun nach Grenziibergang, wobei wir benutzen, dass © — x, auch
& — x, impliziert (denn es gilt |z — z.| < |z — x4]).

Bemerkung

1. Die Formel von I'Hospital gilt immer dann, wenn f und ¢ in einem (kleinen)
Intervall, dass x, als inneren Punkt enthélt, differenzierbar sind und ¢’ dort keine
Nullstelle hat.

2. Manchmal ist der Quotient f’(x,)/¢'(z.) selbst ,Null durch Null* und dann gilt
LT )

m ——- =
T—>Tx g(x) T—>Tx g"(w)

7

sofern f und g zweimal differenzierbar sind und der Limes auf der rechten Seite
wohldefiniert ist.
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9.1. Extrema, Mittelwertsidtze und I’'Hospital 191

3. In der Regel von I’'Hospital kann © — x, durch die einseitigen Grenzwerte z \, x,
bzw. x  x, oder die uneigentlichen Grenzwerte x — —oo bzw. © — +00 ersetzt
werden.

4. Man kann die I’'Hospital-Formel auch dann verwenden, wenn x, eine isolier-
te Liicke im Definitionsbereich von f und g ist. Dies gilt insbesondere, wenn
lim, ., f(x) = 00 und lim, _,, g(x) = +00, d.h. wenn der Quotient f(x,)/g(x.)
,» Unendlich durch Unendlich* ist. Ein rigoroser Beweis findet sich in [AORS, Seite
255], aber formal kann dies mit

1 _9/(13)
lim @ = lim g(lzlr) = lim gf(x)
oy g(gj) T T m T T _ff((xx))
f_‘r) i 1m f—x) 2
= lim <9(93)) _ <l . g(”“"))
e [(x) i, L&)
g/(l‘) T—>Tx g/( )

und nach einer elementaren Umstellung der Terme begriindet werden.

Beispiele

1. Direkte Anwendungen sind

lim sin () _ i &% (x) _1, limg &% () —1 i = sin () _o
x—0 €T x—0 1 z—0 € x—0 1
2. Eine zweifache Anwendung ist
lim 1 — cos () — fim sin () _ iy €8 (x) 1
z—0 z2 =0 2-x z—=0 2 2

3. Manchmal muss man die Terme erst geeignet umformen. Ein Beispiel ist

) 1 1 . sin(z)—x cos () —1

Ilm({—-——— ] =lim ———*—— = lim —

s=0 \z  sin (z) =0 x-sin(z)  2—0sin(z) 4+ x - cos (z)

— tim —sin (z) ' _ 0 0.
e>02-cos(x)—x-sin(zx) 2-1—-0-0

wobei wir die Regel von 1’'Hospital wieder zweimal angewendet haben.

4. FEin einfaches Beispiel mit Polstellen ist

Insbesondere erhalten wir damit
glﬂi{l(l) ¥ = glﬁlg% exp (z1n (z)) = exp (rlvii%:nln (z)) = exp (0) =1,

wobei wir die Stetigkeit der Exponentialfunktion exp benutzt haben.
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192 9. Differentialrechnung

5. Manchmal ist auch eine Substitution sinnvoll. Zum Beispiel gilt

a
s In (1+2)
lim (1—1——) = exp limfx
T—00 T T—r00 =
T
sowie
In (142 a
_ n( +5) . In(1+a-s) [fa-s
hmf:hm—:hm—:a,
T—00 T sN\0 S sN\0 1

wobei wir z durch s = 1/x ersetzt haben. Insgesamt erhalten wir
a\<x
<1 + —> T, e
x

und damit eine Verallgemeinerung der Definition der Eulerschen Zahl mittels
Folgen.

6. Ein weiteres Beispiel mit x — oo ist

1 1
1 1 1) -1 -1 T =
lim | z-In T = lim n(zt+1)—lnfe ):lim v+l r—1
T—00 r—1 T—00 1 T—00 _1
T 2
2 z? 2

Das vorletzte Gleichheitszeichen hatten wir via

) 2. 2? o 4z
lim = lim — =2.
oo (x4 1) (x—1) 902z

auch aus der Regeln von 'Hospital ableiten kénnen.

‘Vorlesung 27, 08. Januar 2020

9.2 Satz von Taylor

Landau-Symbole Ist ¢ eine positive reelle Zahl, §(¢) eine reelle GroBe, die von &
abhéngt, und r > 0 ein positiver Exponent, so schreibt man:
1. §(e) = o(e"), falls
|5(5)‘ e—0

57‘

\ O ,

d.h. falls ‘5(€)| schneller als " gegen 0 konvergiert.

2. 4(e) = O(e), falls ‘5(5)| nicht langsamer als €” gegen 0 konvergiert, d.h. falls es
Konstanten e, > 0 und C, > 0 gibt, so dass

bel g
er

fir alle e mit 0 < € < e, (d.h. fiir alle hinreichend kleinen ¢) gilt.
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9.2. Satz von Taylor 193

Beispiele

1. Es gilt

und ganz allgemein £° = o(e") fiir jedes s > r.
2. Es gilt Ce” = O(e") sowie e” 4+ C' ™ = O(e") fiir jedes ¢ > 0 und alle r > 0.

3. Fiir 0(e) = exp (—1/¢) gilt 6(e) = o(e") fur jedes r > 0, da d(¢) exponentiell mit
e und damit schneller als jede Potenz von € gegen 0 konvergiert.

4. Mit §(e) = €"/In(1/e) gilt §(e) = o(e") aber "/In(g) # O(&*) fiir jedes r > 0
und alle s > r. Insbesondere gilt 1/1In (1/¢) = o(1).

Bemerkung Die Landau-Symbole o und O sind extrem niitzlich, aber es gelten einige
auf den ersten Blick seltsam anmutende Regeln:

5-0(%) =0(e?), O(e*) + 0(e%) = 0(?), 0(e*) - O(e%) = 0(<%) .

Der Grund ist, dass o(¢") bzw. O(e") keine konkrete Zahl oder Griofie bezeichnet, son-
dern eigentlich eine Klasse von Zahlen (und die Notation £* € O(e?) eigentlich klarer
und intuitiver wire). Nach etwas Ubung und Gewohnung kann man sehr gut und ef-
fektiv mit Landau-Symbolen rechnen.

Annahme Wir betrachten nun wieder eine beliebige stetige Funktion f : [a, b] — R,
wollen aber diesmal annehmen, dass sie n-mal differenzierbar im offenen Intervall (a, b)
ist. AuBerdem bezeichnet z, einen beliebig fixierten Punkt in (a, b).

Taylor-Polynome Das reelle Polynom

wird das Taylor-Polynom vom Grad n zu f im Entwicklungspunkt x, genannt und ist
fir alle € R definiert. Manchmal schreibt man auch T, ;.. (z) oder T),(x; x,) um die
Abhéngigkeit von f und/oder x, deutlich zu machen.

Per Definition gilt

To(z) = f(z.),
Ti(x) = f(a) + f'(2.) - (2 —2.) |

f(SE*) + f,(l'*) ’ (SE - :C*) + f//(x*) ’ (ZE - :[*)2

Ty(x)

Ty(@) = f(2) + f(@) - (x —2) +
und durch direkte Rechnungen zeigt man

13" () = f(x.)
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194 9. Differentialrechnung

sowie
TO@,) = fOx) = f@),  TP(@) = D) = f(@)
und
70) = fl), T =f), T@)=f(z).
Ganz allgemein gilt
TW (z,) = f®(z,) fiir jedes n und alle k =0,...,n.

Geometrisch bedeutet dies, dass sich der Graph von 7,, im Punkt (z., f(x,)) bis zur
n-ten Ordnung an den Graphen von f anschmiegt (siche Bild). Der Term

Ry(x) = f(z) = Th(x)
wird dabei das n-te Taylor-Restglied genannt.

Taylor-Polynome des Sinus im Punkt x,=-2. Taylor-Polynome des Sinus im Punkt x,=0.
< = v -
\ 4
[ g
20\ ]
“\ /7
1 13 7
Y ¥
\\‘ ’ l'
OF—=—=
) ~‘\ ’ \
-1 -
-2 M~ N
-3 Teal
-7 X 0 T

1 -
' b
' -\ )
0 - s
v - 4 \
.
LY -, 74 . \\
N \

Y
4 1}

PR ey

< ¢ \

- ’ 4

g
"I
ll 1
ll
L

-7 0 x s
Die Taylor-Polynome des nullten (gelb, konstant), ersten (orange, linear), zweiten (rot, quadratisch) und dritten
(dunkelrot, kubisch) Grades in vier verschiedenen Entwicklungspunkten z. Beachte, dass im zweiten Bild (z« = 0)
To = Ti wegen f"(z+) = 0 gilt und dass im vierten Bild (z+ = m/2) aufgrund von f/(z«) = f"(z«) = 0 die

Taylor-Polynome Tp und T3 sowie T und 73 zusammenfallen.

Bezispiele

1. Fiir f = sin erhalten wir

To(x) = sin (z,),

Ty (x) = sin (x,) + cos (z,) (x — x4),

Ty(x) = sin (z,) + cos (z.) (v — x,) — 3 sin (v,) (v — 2.)°

Ts(x) = sin (z,) + cos (z,) (z — z,) — 5 sin (z,) (z — ) — & cos (z,) (& — z,)°

und mit z, = 0 ergibt sich
To(z) =0, Ti(z) = Te(z) =z, T3(z) = Ty(z) = x — L3

Fiir andere Entwicklungspunkte siehe das Bild.
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2. Fiir das kubische Polynom f(z) = 2® — x ergibt sich Ty(z) = 23 — x, sowie
Ti(z) = (22 —2.) + (327 —1) (z —2,) = (322 — 1)z — 2.
Auflerdem berechnen wir
To(x) =T (z) + 5 (6x,) (x — 2,)’ =Ty(z) + 3z, 22 — 6222 + 32°
= (Sx*)m2+ (—3:153 — 1)x+x‘:’
und

Ty(x) = To(x) + 6 (v — .)" = Ty(x) + 2° = 3w.a” + 322w — ¥ = 2

—z.
Insbesondere gilt hier T3(x) = f(x) fiir jedes z, und alle x.

Taylor-Polynome des Tangens im Punkt x,=-0.8 Taylor-Polynome des Tangens im Punkt x,=1.1
- ) .

+71/2 -1/2 0 X, +77/2

-1t/2 X, 0

Die ersten drei Taylor-Polynome des Tangens in zwei Entwicklungspunkten

Taylor-Polynome f(x)=x°-x im Punkt x,=—0.3 Taylor-Polynome f(x)=x3-x im Punkt x,=0.5

.- .
"‘/-\ N ¢'
& — \

0

-1 X, 0 1 -1 0 X, 1

Die Taylor-Polynome Ty, T}, T2, T3 fiir das Polynom f(z) = 23 —  in zwei verschiedenen Entwicklungspunkten.

Taylor-Polynome f(x)=x?+x-1im Punkt x,=-0.6 Taylor-Polynome f(x)=x?+x—1im Punkt x,=0.4

-1 X 0 1 -1 0 X 1

Die Taylor-Polynome Ty, T1, T% fiir das Polynom f(x) = 22 + = — 1 und zwei verschiedene Entwicklungspunkte.

Lemma (Taylor-Polynome von Polynomen) Ist f ein Polynom vom Grad n, so
gilt Ty, 1m(z) = f(x) fiir alle z und alle m € Ny.

Beweis: Induktion iiber n. Alternativ kann die Behauptung auch direkt aus der
Lagrange-Formel fiir das Taylor-Restglied (siehe unten) abgeleitet werden. O
Version vom 7.2.2020
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196 9. Differentialrechnung

Theorem (Satz von Taylor) Es gilt

Ry (x)

T—Tx

=0.

Beweis, Vorbemerkung: Die Behauptung kann mit unserem bisherigen Wissen abgelei-
tet werden, siehe zum Beispiel [AORS, Seite 244f], aber der Beweis ist sehr technisch.
Wir werden daher eine alternative Herleitung mittels Induktion iiber n vorstellen, die
allerdings schon Integration sowie den Hauptsatz der Differential-und Integralrechnung

f(@) = fla) + / f(y) dy

benutzt. Wir werden auflerdem voraussetzen, dass f nicht nur n-mal differenzierbar
ist, sondern dass sogar f(™*1) existiert und stetig ist, und unter dieser Zusatzannahme
die verbesserte Abschiatzung

[Ro(@)] < Cu- [z — 2. = Oz — ™)

ableiten, wobei die Konstante C,, von f und allen ihren Ableitungen, aber nicht von x
abhéngt. Der Induktionsanfang n = 0 ergibt sich dabei wegen

Ro(a) = f(a) = Tola) = f(a) = fla) = [ ) dy
aus der Abschétzung

|Rolw)| = |£(x) - To)| < /\f’(y)| dy < Colz — .| |

wobei Cp := maxye|q, 5 ‘f’(?/)|-

Beweis, Induktionsschritt n—1 ~» n: Wir kénnen die Induktionsvoraussetzung auf f’
anwenden und schreiben

nol o4t
fllay=>" L) “(x*)

=0

"L R (x, o
= Z %(x —z,)" + Spoa(z).

k=1

(@—z.) + Seala)

Hier ist S,,_; das Taylor-Restglied in der Entwicklung von f" und erfiillt |S,(x)| <
D,_1|x — x,|" fiir eine geeignete Konstante D,,_; und alle x € [a, b]. Der Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung liefert

f(@) = f(a) + / F(y) dy
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und mittels
R, (z) = /Sn—l(y) dy
ergibt sich via

F O FR) (g »
fa) =)+ [SEE e a4 R

"R () [ .

& G-t
) (g, ) y=e

L OIe
= f(z.) + Zf ( )-(m—x*)k +  Ry(x)

=Tu(z) + Ru(z)
die gewiinschte Taylor-Formel. Fiir das Restglied gilt dabei die Abschétzung

"dy = Cyp |z — x, "

9

Ro(x)] < / 1S ()| dy < Dnl/ ly— .
wobei C,, := D,,_1/n. O]

Interpretation Der Satz von Taylor ist ausgesprochen niitzlich und wird sehr hiufig
in der Mathematik und den Ingenieurwissenschaften angewendet. Er garantiert, dass
jede hinreichend oft differenzierbare Funktion f in der Ndhe eines jeden Punktes z,
durch die Taylor-Polynome approximiert werden kann, wobei die Approximationsgiite
mit aufsteigendem Grad immer besser wird, denn fiir |z — z,| < 1 gilt

|'n—1 1

|z — 2" < |v — 2, . . Llr-n <z -] < |z — 1z
Fiir grofie Abstdnde |z — z,| kann man jedoch nicht erwarten, dass die Taylor-
Approximation sinnvolle Ndherungsformeln liefert. Das sieht man zum Beispiel sehr
gut an der Sinus-Funktion: Diese ist eine beschriankte Funktion auf R, aber alle Taylor-
Polynome 7;, sind fiir n > 0 unbeschrénkt.

Restglied-Darstellungen Es gibt verschiedene Moglichkeiten, das Restglied in der
Taylor-Entwicklung genauer anzugeben, wobei wieder die Existenz und Stetigkeit der
n+1-ten Ableitung von f vorausgesetzt sei:

1. Es gilt die Lagrange-Darstellung

A3

Bnlw) = (n+1)! r

(x — x4
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fiir eine Zwischenstelle £, die zwischen z und z, liegt (aber im allgemeinen nicht
explizit berechnet werden kann). Diese Formel impliziert zum Beispiel, dass

sup,ciay [f ()]
(n+1)!

die optimale Konstante in unserem Beweis des Satzes von Taylor ist.

C, =

2. Die Schlomilch-Darstellung ist

(1 =)z, + Ox)
B p-(n+1)!
wobei p € {1,2,...,n+1} beliebig ist und # € [0, 1] in Abhéngigkeit von

x, x, und p zu wahlen ist. Im Spezialfall p = 1 wird diese Formel auch die
Cauchy-Darstellung genannt.

Ry () (& —z)" (1=,

3. Die Integraldarstellung

Rue) = [ o= 1000 dy

Tx

kann direkt aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung abgeleitet
werden und ist besonders fiir Beweise sehr gut geeignet.

Bemerkung Jede der oberen Darstellungsformeln impliziert
R,(z) = O(|z — z.|"").

Beachte aber, dass der Satz von Taylor auch dann gilt, wenn nur die n-te Ableitung
existiert. In diesem Fall gibt es aber keine einfache Darstellungsformel fiir das Restglied
und man kann nur die schlechtere Abschitzung R, () = o|z — z.]") beweisen.

Alternativer Beweis von I’'Hospital Mit f(z,) = g(z.) = 0 ergibt sich
2
fl) _ fl)+ f@)(@—2) +O(lz — 2.])

glx) g(z) + ¢ (z) (@ — z.) + O( |z — z.] )2
@)+ O0(lr =) ame  flw)
C g(z) +O(|z — ) g'(x)
aus Satzes von Taylor, wobei wir hier vorausgesetzt haben, dass f und g zweimal stetig
differenzierbar sind mit ¢'(x,) # 0.

Zur Interpretation und Konvergenz des Newton-Verfahrens Das Newton-
Verfahren zu approximativen Berechnung von Nullstellen ist durch die Rekursion

_ f'(xn)

AT

gegeben, die auch als

fzn) + fl(xn) ) (xn—&-l - wn) =T sz, (Tny1) =0

geschrieben werden kann. Oder anders gesagt: Man ersetzt im n+1-ten Schritt f durch
das lineare Taylor-Polynom an der Stiitzstelle x,, und bestimmt x,,; als die entspre-
chende Nullstelle des Taylor-Polynoms.
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) ~L/
. :
- i N S
2. T3

Bei Newton-Verfahren wird im Schritt z, ~» 41 die Funktion f im Punkt z, linearisiert — d.h. durch das

entsprechende Taylor-Polynom 1. Grades im Entwicklungspunkt x;, ersetzt — und z,41 wird als Nullstelle der

linearen Approximation bestimmt.

Um die Konvergenz in der Néahe einer exakten Nullstelle x, zu berechnen, schreiben
wir

0= f(x.) = flan) + f'@n) - (@ —20) +5- (&) - (2 =),

wobei £, die Lagrange-Zwischenstelle ist und zwischen z, und x,, liegt. Durch Einsetzen
erhalten wir

f" (&) .(In_x*)Z.

(tner = 2.) = o)

T2 /(e
Ist nun der Startwert xq hinreichend nahe bei z,, so gilt
2 . f"(x.)
|[Zp1 — | = C - (l“n - l’*) mit = ‘m ’

und damit auch |z, — x| < ‘mn — x,|. Insbesondere konvergiert die Newton-Folge
(#5) ey sehr schnell (genauer gesagt: quadratisch) gegen die exakte Nullstelle z,. Al-
lerdings gilt dies nur, wenn x( schon hinreichend nahe bei x, liegt.

’Vorlesung 28, 10. Januar 2020

Uber Taylor-Reihen Besitzt f unendlich viele Ableitungen, so kann man formal
die Taylor-Reihe

definieren und die folgende zwei Fragen untersuchen:

1. Fiir welche = € R ist T (x) im Sinne einer konvergenten oder gar absolut kon-
vergenten Reihe wohldefiniert?

2. Fiir welche z € [a, b] gilt f(z) = Too(z)?
Wir werden diese Frage am Ende dieses Kapitels bzw. in Mathe II genauer studieren,
wollen aber hier schon festhalten, dass fiir allgemeine Funktionen f diese Fragen nicht

ganz einfach zu beantworten sind.
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Beispiel Wir betrachten f(z) = exp(z) auf ganz R (bzw. auf einem beliebig
gewihlten Intervall [a, b]). Dann gilt (beachte, dass exp®) = exp)

Tn(az)zz%@(z—x*)k M Too(x)zz%@(x—x*)k,

fiir jeden Entwicklungspunkt z, und jedes x € R, denn das Quotientenkriterium ga-
rantiert via

exp(x*)( B *)k+1

(k+1)! T — T, koo
exp () k T k+1 0
Bl (o - .)

dass die Partialsummenfolge (75, (x)), oy absolut konvergiert. AuBerdem verifizieren wir

Too(x) = exp (x4) Z % = exp (z4) exp (x — z,) = exp (z) = f(z)

k=0
fiir alle z € R. Man sagt auch, die Exponentialfunktion ist reell-analytisch, eben weil
f =Ty fiir jede Entwicklungsstelle x, € R gilt.

Gegenbeispiel Wir betrachten
exp (1/x) fir <0,
flz) = 0 fir z = 0,
exp(—1/z)  firxz > 0.
Man kann zeigen (¥*-Ubungsaufgabe), dass f an jeder Stelle x, unendlich oft differen-
zierbar ist, wobei

790) =0

fir alle k¥ € N gilt (es gilt aber f®)(z) # 0 fiir alle z # 0 und alle ¥ € N). Im
Entwicklungspunkt x, = 0 erhalten wir deshalb

T.(z) =0

fir alle n € N und jedes # € R und damit auch T, (z) = 0. Insbesondere existiert die
entsprechende Taylor-Reihe, aber es gilt offensichtlich T,, # f. Der Grund ist, dass
exp (—1/x) fiir kleine = sehr viel kleiner als jede Potenz von x ist, d.h. exp (—1/z) =
o(z") fur alle Exponenten r > 0.

Graph von f Graph von f'

-0.1 0 0.1 -0.1 0 0.1

Graph von f* Graph von "

| ya
v

-0.1 0 0.1 -0.1 0 0.1

0

Die ersten Ableitungen der Funktion aus dem oben eingefiihrten Gegenbeispiel. Beachte, dass alle Ableitungen an der

Stelle 2, = 0 verschwinden und daher die Taylor-Reihe trivial ist.
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9.3 Ableitungen in der Kurvendiskussion

Hinreichende Kriterien fiir lokale Extrema Ist f dreimal stetig differenzierbar,
so gilt in der Néhe eines kritischen Punktes

f@) = @)+ 2 @) (e —2) +0(lr —n]*),

wegen f’(x,) = 0 und nach dem Satz von Taylor. Wir schlielen nun, dass das Vorzeichen
von f”(x,) dariiber entscheidet, ob es sich um ein lokales Minimum oder Maximum
handelt.

Theorem (Zweite Ableitung und lokale Extrema) Ist f zweimal stetig diffe-
renzierbar, so gelten fiir jeden inneren Punkt z, € (a, b) die folgenden beiden Implika-
tionen

1. Gilt f'(x,) =0 und f”(x,) > 0, so nimmt f in z, ein striktes lokales Minimum
an.

2. Gilt f(z,) =0 und f"(z,) <0, so nimmt f in x, ein striktes lokales Maximum
an.

Beweis: Ein rigoroser Beweis findet sich in [AORS, Seite 250] und benotigt nur zweite
Ableitungen von f. Unter der leicht stirkeren Voraussetzung, dass f” existiert und
stetig ist, kann die Behauptung aber direkt aus der obigen Taylor-Formel abgelesen
werden, denn fiir |z — z,| < 1 dominiert der zweite Taylor-Term 3 f”(z,) (z — ,)? den

Fehlerterm O( |z — z,® ).

Taylor-Polynome und lokales Minimum Taylor-Polynome und lokales Maximum
I

A
]
\ i
\ i
\ ]
\ ]
\ i
\ i
\ i
\ i
\ i
\ i
\! i
\ i
\ Vi
\ /
7
)7

X, X

Gilt f'(z«) = 0 sowie f”(z+«) > 0 bzw. f"(z+) < 0, so nimmt f in x ein striktes Minimum bzw. ein striktes Maximum

an. Gilt jedoch f/(z«) = 0 sowie f”(xz+) =0, so kann x. nicht so einfach klassifiziert werden.

Bemerkung Gilt f'(z.) = 0 sowie f"(z.) = 0, so ist keine einfache Aussage iiber
das Verhalten von f in der Nahe von x, moglich (bzw. erfordert die Auswertung von
hoheren Ableitungen). Einfache Beispiele sind

fl(l'> ::[37 f2<$) :+‘T47 f3(l‘):—l‘4.
Insbesondere gilt stets f;(0) = 0 = f”(0) im Entwicklungspunkt =, = 0, aber f; bzw.
f3 nimmt in 0 ein striktes Minimum bzw. Maximum an, wohingegen 0 ein Sattelpunkt

fiir f; ist.
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Konvexe und konkave Funktionen Die Funktion f heifit konvex bzw. konkav,
wenn

F(A=XNz+X2) < (1=X) flz)+ A f(@)
bzw.
F(A=XNz+X2) > (1=X) f(z)+ A f(@)

fir alle z,% € [a, b] mit x # Z und alle 0 < A\ < 1 gilt. Gilt sogar immer < bzw. >
statt < bzw. >, so nennt man f strikt konvex bzw. strikt konkav. Beachte, dass diese
Definitionen keine Ableitungen von f beinhalten und dass es eine direkt geometrische
Interpretation dieser Ungleichungen gibt (siehe Bild).

Lemma (Erste Ableitung und Konvexitit/Konkavitit) Fiir differenzierbare
Funktionen f gilt:

1. f ist genau dann konvex bzw. konkav, wenn f’ monoton wachsend bzw. monoton
fallend ist.

2. Ist f’ strikt monoton wachsend bzw. strikt monoton fallend, so ist f strikt konvex
bzw. strikt konkav.

Beweis: Wir wollen hier auf einen rigorosen Beweis verzichten, da alle Behauptungen
auch aus der geometrischen Anschauung abgeleitet werden kénnen. O

Lemma (Zweite Ableitung und Konvexitit/Konkavitidt) Ist f zweimal dif-
ferenzierbar, so gilt:

1. f ist genau dann konvex bzw. konkav, wenn f”(z) > 0 bzw. f"(z) < 0 fiir alle
x € [a, b] gilt.

2. Gilt f"(x) > 0 bzw. f”(x) < 0 fiir alle z € [a, b], so ist f strikt konvex bzw. strikt
konkav.

Beweis: Wir hatten uns schon iiberlegt, dass die Monotonie einer Funktion dquiva-
lent zu gewissen Ungleichungsbedingungen an die Ableitung ist, und wir kénnen diese

Ergebnisse nun auf die erste Ableitung f’ anwenden. ]

y=f(z)

f(2)

(L=2f(z) + \f(Z) 7
—Nf(@)+ (@)« o—
ey —
—.—p"l7 L 4 ——p

a v T b

| =20

(1

Bei einer strikt konvexen (links, griin) bzw. konkaven (rechts, lila) Funktion liegt der Graph unterhalb bzw. oberhalb

Nz + A3 (1 Nz + 0@

jeder Sekante (blau) an den Graphen. Affine Funktionen (d.h. Polynome von Grad 0 oder 1) sind gleichzeitig konvex

und konkav (aber jeweils nicht strikt), da dann Graph und Sekante zusammenfallen.
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y = f(z) y=f(z) y=f(z)

\ X\,

Typische Beispiele fiir strikt konvexe (griin) bzw. strikt konkave (lila) Funktionen auf kompakten Intervallen. Die
diinnen geraden Linien reprisentieren Tangenten an den Graphen von f, deren Anstiege gerade durch die monoton

wachsende bzw. fallende Funktion f’ beschrieben werden.

Lemma (Konvexitit/Konkavitiat und Extrema) Ist f konvex bzw. konkav auf
[a, b] und =, € (a, b) ein kritischer Punkt, so nimmt f in z, ein globales Minimum bzw.
globales Maximum an. Ist f dariiber hinaus sogar strikt konvex bzw. konkav, so existiert
hochstens ein kritischer Punkt.

Beweis, Teil I: Die Taylor-Formel mit Lagrange-Restglied impliziert

f@) = flz)+ f(2) (z = 2) + 5 f(6) (z — 2.)

fiir eine Zwischenstelle £&. Mit f'(x,) = 0 sowie f”(£) > 0 bzw. f”(£) < 0 erhalten wir
f(z) > f(zy) bzw. f(z) < f(z,.) fiir alle x und damit f(z,) = min f bzw. f(z,) =

max f.

Beweis, Teil 2: Sei f strikt konvex und nehmen wir an, es gibe zwei verschiedene
kritische Punkte ., Z. € (a, b). Dann gilt nach dem ersten Teil f(z.) = f(Z.) = min f
und die Definition von Konvexitét liefert via

min f < f(%a;* + %i*) < %f(x*) + %f(ic*) = min f
einen Widerspruch. Fiir konkave Funktionen kann analog argumentiert werden. O
Hinreichende Kriterien fiir Wendepunkte Viele Funktionen sind weder konvex
noch konkav auf dem Intervall [a, b], sondern Konvexitéts- und Konkavitétsintervalle

wechseln sich ab. An einer Ubergangsstelle 2, muss dann f”(z,) = 0 gelten und damit
auch

fl@) = fla) + f'@) (o —x) + 2 7€) (¢ - z.)°
= flz) + f(@) (2 —2) + 2 (@) (v —2)° + O(|z — 2.]"),

wobei ¢ wieder eine Lagrange-Zwischenstelle bezeichnet. Auflerdem kann der Satz von
Taylor auch auf f” angewendet werden und liefert

() =0+ f"(x.) (:U — :c*) + O( |z — x*|2) ,

Aus jeder dieser Formeln kann das folgende Resultat abgeleitet werden.

Theorem (Dritte Ableitung und Wendepunkte) Ist f dreimal stetig differen-
zierbar, so gelten fiir jeden inneren Punkt z, € (a, b) die folgenden beiden Implikatio-
nen

1. Gilt f"(z.) =0 und f"”(z.) <0, so ist f in der Néhe von x, konvex-konkav.
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2. Gilt f"(zs) =0 und f"(z,) >0, so ist f in der Ndhe von x, konkav-konvex.

Taylor-Polynome und Wendepunkte Taylor-Polynome und Wendepunkte

Die Taylor-Polynome 77 = T und T3 in Entwicklungspunkten z., die zu Wendepunkten von f gehéren (d.h. es gilt
" (z+) =0# f""(xx)). Das Vorzeichen von f””(z«) gibt dabei an, ob die Funktion von konvex zu konkav oder

umgekehrt wechselt.

Zur Kurvendiskussion Um das qualitative Verhalten einer gegebenen Funktion zu
studieren, sollte man immer versuchen, die Nullstellen der nullten, ersten, und zweiten
Ableitung zu bestimmen:

1. Punkte z, mit f(z,) = 0 sind die Nullstellen von f. Ist dabei die Nicht-
Entartungsbedingung f'(x.) # 0 erfiillt, so handelt es sich um einen Schnitt-
punkt des Graphen mit der z-Achse. Andernfalls kann es sich um einen (entarte-
ten) Schnittpunkt oder einen echten Beriihrungspunkt handeln, aber um dies zu
entscheiden, muss man hohere Ableitungen auswerten.

2. Punkte x, mit f'(x.) = 0 entsprechen den lokalen Extrema, zumindest sofern die
Nicht-Entartungsbedingung f”(x,) # 0 gilt.

3. Punkte z, mit f”(x.) = 0 liefern unter der Nicht-Entartungsvoraussetzung
f"(z.) # 0 die Wendepunkte.
Graph von f Graph von f'
2
2
]
1 0
-1
0
-2
-5 0 5 -5 0 5
Graph von f" Graph von "
]
0
0
-5 0 5 -5 0 5

Erstes Beispiel zur Bedeutung der Nullstellen von f, f/ und f. Beachte, dass zu f(") (x,) = 0 die
Nicht-Entartungsbedingung f(m+1) (z,) # 0 gehért.

Auflerdem ist es meist sinnvoll, auch das Verhalten der Funktion in den Randpunkten
und isolierten Liicken des Definitionsbereiches sowie das asymptotische Verhalten fiir
x — £00 genauer zu untersuchen. Im praktischen Leben kann man natiirlich eine ge-
gebene Funktion mit Hilfe eines geeigneten Computerprogramms plotten und dadurch
viele wertvolle Informationen ohne aufwindige Rechnungen erhalten.
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Graph von f Graph von f'
2
1
1
0
0
-1
-1
-5 0 5 -5 0 5
Graph von f" Graph von f"
3
1 2
1
0 /\
0 N\
S —
) ! \/ \/
_2 -2
-5 0 5

-5 0 5

Zweites Beispiel zur Bedeutung der Nullstellen von f, f/ und f”’.

’Vorlesung 29, 13. Januar 2020

9.4 Exkurs iiber Potenzreihen

Potenzreihen Fiir eine gegebene Koeffizientenfolge (f),cy, C C heifit

$(=) =) B le ==l
k=0

die entsprechende komplexe Potenzreihe im Entwicklungspunkt z, € C und in der
Variablen z € C. Eine reelle Potenzreihe ist analog durch

fla) =Y oo -zl
k=0

gegeben, wobei nun z,z. € R sowie (a),cy, € R. Wir wollen nun fiir eine reelle
Potenzreihe die Fragen

1. Fiir welche x ist f(z) im Sinne einer konvergenten Reihe wohldefiniert?

2. Ist f differenzierbar?

3. Wie sehen die Taylor-Polynome aus?

4. Was kann man {iber die Taylor-Reihe von f sagen?

untersuchen, beginnen aber mit einem Resultat iiber komplexe Potenzreihen, das wir
aber erst in der Vorlesung Mathe Il beweisen werden.

Theorem (Hauptsatz iiber die Konvergenz komplexer Potenzreihen) Fiir
jede Potenzreihe — d.h. fiir jede gegebene Koeffizientenfolge (8y),oy und jeden gege-
benen Entwicklungspunkt z, — gelten die folgenden Aussagen:

1. Es existiert ein Konvergenzradius r mit 0 < r < o0, so dass:

(a) Fiir jedes z € C mit |z — z,| < r konvergiert die Reihe zu ¢(z) absolut.
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(b) Fiir jedes z € C mit |z — z,| > rist ¢(2) nicht definiert, da die entsprechende
Reihe divergiert.
2. Es gilt stets die Formel von Cauchy-Hadamard
1

~ limsupy oo /18]

wobei lim supy_,.. ¥/|8x| der grofte Haufungspunkt der Folge ({/]8|) ren, st und
1/0 = oo und 1/00 = 0 vereinbart sei. Insbesondere gilt

B
Br+1

sofern der jeweilige Grenzwert existiert.

1
bzw. r = lim —=
k—oo |6k|

r = lim
k—o0

3. Es gilt die lokal gleichméBige Konvergenz

—Z Zﬁk z = z)

k_
fiir jeden Radius 7 mit 0 < 7 < r .

z:|z—2z« | <T

|z z*|<7'

k=0

Bemerkungen

1. Die Cauchy-Hadamard-Formel liefert immer einen eindeutigen Wert von r, auch
wenn die Grenzwertformeln nicht verwendet werden diirfen.

2. Der Entartungsfall » = 0 kann eintreten, zum Beispiel fiir 5(k) = k!.
3. Im Fall von r = oo ist die Potenzreihe auf ganz C definiert.

4. Der Hauptsatz macht keine Aussage iiber die Konvergenz der Reihe fiir z € C
mit |z — z.| = r, d.h. auf dem Rand der Kreisscheibe vom Radius r um z,

5. Die Cauchy-Hadamard-Formel impliziert (Nachrechnen!), dass die Potenzreihen

iﬁk-(z—z*)k und ik-ﬁk-(z—z*)k
k=0 k=1

denselben Konvergenzradius besitzen, wobei die zweite aus der ersten durch glied-

weise Differentiation hervorgeht.

Achtung Das Quotienten- bzw. Wurzelkriterium fiir Potenzreihen ergibt sich aus
dem entsprechenden Kriterium aus dem Abschnitt iiber Reihen von Zahlen, aber die
Details in den Formeln sind leicht anders. So garantiert zum Beispiel

k+1

fullz - =
koo Bz — 2 k
die absolute Konvergenz von ¢(z) fiir fixiertes z € C, und diese Bedingung kann als

‘z—z*’ < ; = lim mk‘
lim 1B k=0 [ B |

geschrieben werden (sofern die Grenzwerte existieren).

Michael Herrmann: Mathematik fir Elektrotechniker 1 [D)evsa | Version vom 7.2.2020



9.4. Exkurs iiber Potenzreihen 207

Beispiele

1. Fir = 1/k! und z, = 0 gilt

2 2k
o(z) =exp(z E k——1+z+%-22+%-23+2—1-z4+...
k=0
und
k+1)!
r:lim(Jr) = lim k = o0
k—o0 ! k—oo

ist der entsprechende Konvergenzradius.

2. Fiir die beiden trigonometrischen Funktionen

e 2m+1
1 .3 1 5 1 7
:0
bzw.
- 2% 1.2, 1 .4 1 6
cos () = 3 (~ e IR TR
m=0
ist der Konvergenzradius ebenfalls co.
3. Fiir By = (=1)"/k + 1 ergibt sich
5 k+1
r=lim —— =

und wir erhalten r = 1 als Konvergenzradius von ¢(z) = 1—3-2+35-2°— -2 4. . .

4. Mit B = 1 und z, = 0 erhalten wir r = 1 als Konvergenzradius der geometrischen
Reihe und es gilt

> 1
:sz:1+z+22+z3+z4+...:
k=0

fur alle |z| < 1.

Reelle Potenzreihen (zum Beispiel reelle Taylor-Reihen) Der komplexe
Hauptsatz gilt mit

By = oy, z=u, Ze = Ty
auch fiir eine reelle Potenzreihe und impliziert, dass f mit
f@)=ap+or-(r—z)+oy- (r—a)+as - (x—z,) +ay-(x—z) +....

auf dem offenen Intervall (z, — r, x, 4+ r) im Sinne absolut konvergenter Reihen wohl-
definiert ist.
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Theorem (Hauptsatz iiber reelle Potenzreihen) Eine reelle Potenzreihe ist in
ihrem reellen Definitionsbereich unendlich oft differenzierbar, wobei alle Ableitungen
gliedweise berechnet werden konnen. Insbesondere gilt

fl@)=a1+2-ay-(x—2)+3 a3 - (z—x,) 4404 (z—x,)" +...

o0

:Zk-ak-(:L'—l'*)k_l:Z<l+1)~al+1-<1‘—$*)l

=0

sowie

fix)=2-a+2-3-a3- (x—x) +3-4-a3- (x—2,)° + ...

= Z (k=1) - k-ay- (z - :/r:*)k_2

k=2

und ganz allgemein
™ (x Z (k—n+1)-...- (k=1)- k- ay - (m—m*)kfn
k=n

Beweis: Wir verweisen wieder auf Mathe I, bemerken aber, dass wegen

limsupv/(L+ 1) - || = hmsup\/l +1 - limsupy/|a41| = 1 - limsup v/ |ag]
=00 k—00

l—o0

die Konvergenzradien von f und f’ gleich sind. Induktiv folgt dann, dass die Konver-
genzradien aller Ableitungen iibereinstimmen. ]

Folgerung Fiir eine reelle Potenzreihe gilt
fM(z,) = (n—-n+1)-...-(n=1)-n-a, =n!-ay

und damit

= R (g,
fo =3 I o)t

fiir alle x mit |z — x,| < r. Insbesondere ist jede reelle Potenzreihe ihre eigene Taylor-
Reihe.

Bezispiele

1. Fiir alle |z] < 1 gilt

Zx =l4z+22+2>+.
k=0

und durch Differenziation nach z erhalten wir

Zk Pl =142 243 -22+4- 25+ ...

1—ac P}
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9.4. Exkurs iiber Potenzreihen 209

sowie

=Y ke(k=1)-2"?=246-2+12-2"+20-2* ...,
k=2

2
(1-2)°

wobei die rechte Seite jeweils die Taylor-Reihe der linken Seite ist und fur |z| < 1
bzw. |x| > 1 konvergiert bzw. divergiert. Diese Formeln gelten sinngemé&f fiir
z € C mit |z] < 1, aber dies werden wir erst in Mathe I richtig verstehen.

2. Fiir alle |z| < 1 gilt auBlerdem die Taylor-Reihendarstellung

oo k1
ln(l—i—x):Z(—l)k-Ij_'_l:x—%-x2+%-az3—}l-x4+...,
k=0

wobei der entsprechende Konvergenzradius gerade 1 ist und der Grenziibergang
x /1 die schon bekannte Formel
1,1

+ + ...

=
Sl
=

fiir die alternierende harmonische Reihe liefert. Beachte auflerdem, dass wir nach
Differentiation bzgl. x die Formeln

o0

:1—x+x2—w3+...:Z(—1)k-xk
k=0

1+

und damit einen Spezialfall der geometrischen Reihe erhalten.

3. Wegen arctan 0 = 0 und

d 1 =
d—arctan(a:): —Z(—l)k-x%:1—x2+x4—x6+...

- =
x 14+ —
gilt auch
1.3 1.5 1. .7 - g @t
arctan (z) =z —5-2° + -2 — 7w +...:k§:0(—1) R
fiir alle |#| < 1. Insbesondere gilt arctan™ (0) = 0 fiir alle geraden n sowie

arctanV) (0) = 1! = 1, arctan® (0) = —2! = —2 und arctan® (0) = 4! = 24 usw.
(allgemein gilt arctan®*+1) (0) = (2k + 1)!- (=1)* - 1/(2k +1) = (=1)" - (2k))).

4. Der Tangens und der Kotangens kénnen via

tan(z) =z +1-2°+ 2.2+ 22T+ fir xe€ (—7/2, 7/2)
und
COt(TL‘):—(ZE—%Tr)—%-(:L‘—%?T)B—l—%'(l’—%ﬂ')5+... fuir € (0, m)

auch als Potenz- bzw. Taylor-Reihe geschrieben werden, aber die Formeln fiir die
Koeffizienten sind recht kompliziert.
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210 9. Differentialrechnung

5. Die Funktion

cos ()
1—2x

fz) =

kann fiir |z] < 1 als Potenzreihe und damit auch als Taylor-Reihe geschrieben

werden. Insbesondere gilt
o= (S ) (e
k=0 (2k)! 1=0
:(1—%-:102—1—%4:104—1—...)-(1+x+x2+x3—|—...)
=l+a+1-22+5 22+ 8. 204 8.0+ 38920438 ,74

(= DY)
:Z<kz_:o (2k;)!>'x ’

m=0

wobei wir die Cauchysche Produktformel fiir absolut konvergente Reihen (siehe
Kapitel 7) verwendet haben.
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Kapitel 10

Integralrechnung

Motivation Integrale sind sehr wichtig, weil sie
1. die Flache unter einer Kurve liefern,
2. invers zum Ableitungsbegriff sind, und

3. in vielen Anwendungsproblemen auftauchen.

10.1 Bestimmtes Riemann-Integral

Vorbemerkung Im Folgenden sei f : [a, b] — R immer eine beschrinkte Funktion,
d.h. es gelte stets sup,¢(, 4 |f(7)] < o0.

Zerlegung des Intervalles in Teilintervalle Eine Zerlegung des Intervalles [a, b]
besteht aus n geordneten Punkten z; mit

Aa=20 <11 <Ty<...<Tp1<x,=0b,
wobei n € N beliebig gewahlt werden kann und

0<|Z| := :1a>%‘:1:j —zj1] < o0

J

die Feinheit von Z genannt wird. Eine weitere Zerlegung Z mit Punkten

a::%0<5:1<...<£ﬁ:b

heift Verfeinerung von Z, wenn jeder Punkt in Z auch zu Z gehort, d.h. wenn fiir jedes

j€1l...neinj=1..n existiert, so dass z; = &5 (siche Bild).

1 2
—H——— At
3 4

Vier Zerlegungen eines kompakten Intervalls. Die erste und die dritte Zerlegung sind dquidistant (d.h. alle Teilintervalle
[zj—1, z;] haben dieselbe Lénge, némlich (b — a)/n), wohingegen die zweite und die vierte Zerlegung diese Eigenschaft

nicht besitzen. Auflerdem ist die dritte bzw. vierte Zerlegung eine Verfeinerung der ersten bzw. zweiten.

211



212 10. Integralrechnung

Allgemeine und spezielle Riemann-Summen Fiir jede Wahl von n Stiitzstellen
fj € [(L’jfl, $j] wird

R(Z) = Zf(fj)(@“j — ;1)

die Riemann-Summe bzgl. der Zerlegung und der Stiitzstellen genannt (wobei wir die
Abhéngigkeit von f und den ¢; nicht explizit schreiben). Von besonderer Bedeutung
sind die folgenden zwei Sonderfille: Die Untersumme bzw. die Obersumme ist durch

U(Z) =Y inf fli, 0y (25— 2521)
j=1
bzw.
0(2) = Zsup fl[itjfl,xj] ) (xj - xj—l)
j=1

gegeben, wobei fiir eine stetige Funktion f die Formel
inff|[xj71’x].] = inf {f(l') P Tj-1 <zr< l']}
=min{f(z) : 2,1 <z <z;} =min flg,

und bzw. analog sup f|,_, »;) = max f|q,_, 4, gilt.

yd Ve o i
4 B e <

\
S

Untersumme (rot), Obersumme (blau) und Riemann-Summe (griin) fiir eine gegebene, nicht-dquidistante Zerlegung

von [a, b] in vier Teilintervalle und zwei verschiedene Funktionen. Alle Summen approximieren das bestimmte Integral,
d.h. die vorzeichenbehaftete Fliche unter dem Graphen der Funktion, wobei sich nach oben bzw. unten 6ffnende

Balken einen positiven bzw. negativen Beitrag liefern.

Beobachtung
1. Es gilt
U(Z) < R(Z) <0(2)
fiir jede Zerlegung Z.
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10.1. Bestimmtes Riemann-Integral 213

2. Ist Z eine beliebige Verfeinerung von Z, so folgt
U(Z)<U(2)<0(Z)<0(2).
3. Sind ZM und Z® zwei beliebige Zerlegungen, so gilt
U(zW) <o(z®).

In der Tat, es gibt immer eine Zerlegung Z, die Verfeinerung von sowohl Z() als
auch Z® ist, und fiir diese gilt

U(ZzW) <U(Z2)<0(Z) <0(2?)

v v=fa,~ el
/ S

-
jmpmm

T

Untersumme bzgl. einer groben (rot) und einer verfeinerten (gelb) Zerlegung.

Vorlesung 29, 15. Januar 2020

Folgerung Die reellen Zahlen

U :=sup{U(Z) : Z ist Zerlegung von [a, b]}
bzw.

O :=inf{O(Z) : Z ist Zerlegung von [a, b]}

sind wohldefiniert und werden Unterintegral bzw. Oberintegral von f genannt. Insbe-
sondere gilt

U(Z)<U<0<0(2),

fiir jede Zerlegung 7, d.h. Untersumme < Unterintegral < Oberintegral < Obersumme.

Definition Gilt

U:Q::/bf(m)da:

so heifit die Funktion f (Riemann-)integrierbar und das Symbol auf der rechten Seite
wird das (Riemann-)Integral von f genannt.
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214 10. Integralrechnung

Notation Das z im bestimmten Integral ist keine freie, sondern eine gebundene
Variable. Insbesondere gilt

/bf(x)dm:/bf(:i)dj:/bf(y)dy:/bf(t)dt.

Integrierbarkeit und Folgen von Zerlegungen Sei (Z (m))m N eine beliebige Fol-
ge von Zerlegungen, wobei die m-te Zerlegung Z(™ aus den n(™ Punkten

(m) (m) (m)

a=uxy <T7 <y ™) (m):b,

(
<<y <TG

n

besteht. Gilt nun
lim U(Z™) = lim O(z™),

m—00 m—00

so ist die Funktion f integrierbar (wobei die Grenzwerte gerade das Integral liefern).

In der Tat, nach den Beobachtungen von eben gilt
U(z™) <U<0<0(z™)

und die Behauptung ergibt sich nach Grenziibergang m — oo aus dem Sandwich-
Prinzip. Beachte, dass in aller Regel

lim ||Z™| =0

m—0o0

gelten wird, dass heifit man kann nur dann die asymptotische Gleichheit von Unter- und
Obersumme erwarten, wenn die Feinheit von Z(™ mit m — co gegen 0 konvergiert.

Beispiel Fiir eine affine Funktion f(z) = ¢1 -z + ¢ gilt

/f(x)dx:%-cl-(b—a)2+co-(b—a),

wobei wir den Beweis nur im vereinfachten Fall ¢; > 0 mit @ = 0 und b = 1 fithren

wollen (der allgemeine Fall geht analog mit modifizierten Formeln). Wir definieren
durch

Zm) — <x(()m), — xfﬁ”) , a:§-m) _J
m

eine Folge von jeweils dquidistanten Zerlegungen des Intervalles [0, 1] und berechnen

f(@j-1) J—1 1
U(Zm)—ZT— 1 Z 5 TG —
7j=1 7j=1 Jj=1
cg m(m—1) ¢ 1
_W 5 —f—CO:?(l—— —|—Co
sowie
L f(z)) L 1 g 1
O(Zm):Z m A ZW‘FCO 2525 I+ — ) +co
j=1 j=1 j=1
Insbesondere gilt lim,, o U(Z,,) = lim, 00 O(Z,,) = % -c1 + ¢

Michael Herrmann: Mathematik fir Elektrotechniker 1 [D)evsa | Version vom 7.2.2020



10.1. Bestimmtes Riemann-Integral 215

Gegenbeispiel Die Funktion

) = { 1 falls x rational fiir z€fa, b =0, 1]

0 falls x irrational

ist nicht Riemann-integrierbar, denn es gilt
U(Z) e ZO (l’j —l']‘_l) =0
j=1

sowie

n

02) = Zl Nz —xio)

Jj=1
= (ZL’l —l‘o) + (l‘g—fL‘l) + ...+ (lEn_Q—l'n_l) + (xn_l—xn)
=x,—To=b—a=1

fiir jede Zerlegung Z und damit U = 0 < 1 = O. Die Formel Z?:1 Tj—Tj_1 = Ty — T
heifit iibrigens Teleskopsummen-Prinzip.

*Lebesgue-Integral Statt des Riemann-Integrals wird in der Mathematik meist das
allgemeinere Konzept des Lebesgue-Integrals verwendet. Dabei gilt:

1. Jede Riemann-integrierbare Funktion ist Lebesgue-integrierbar und beide Inte-
grale sind gleich.

2. Es gibt Funktionen, die Lebesgue-, aber nicht Riemann-integrierbar sind. Ein
Standardbeispiel ist das angegebene Gegenbeispiel zur Riemann-Integrierbarkeit.

3. Das Lebesgue-Integral besitzt bessere Eigenschaften als das Riemann-Integral,
aber die mathematische Theorie ist wesentlich anspruchsvoller.

Im Rahmen dieser Vorlesung betrachten wir nur das Riemann-Integral und meinen mit
yintegrierbar“ immer Riemann-integrierbar.

/ 2\
\

Beim Riemann-Integral (links) wird der Urbildbereich der Funktion in Teilintervalle zerlegt, wohingegen beim
Lebesgue-Integral (rechts) der Bildbereich unterteilt wird. Fiir regulire (zum Beispiel stetige) Funktionen sind beide
Ansitze dquivalent, aber fiir irregulidre Funktionen fiihrt die Lebesguesche Idee zu einem wesentlich robusteren

Integralbegriff.

Theorem (hinreichende Bedingungen fiir Integrierbarkeit)
1. Jede monotone Funktion ist integrierbar.

2. Jede stetige Funktion ist integrierbar.
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216 10. Integralrechnung

Beweis, Teil 1: Wir nehmen O.B.d.A. an, dass f monoton wachsend ist (der Beweis
fiir monoton fallende Funktionen geht analog) und definieren durch
x§m) —a+ J

eine Folge dquidistanter Zerlegungen des Intervalls [a, b]. Dann gilt

Oz —U(Z2™) =" fla)) - (25— xjm) — Zf(%—l) (= xj1)
= () — ()
= (50) - f(@)

nach der Teleskopsummenformel und es folgt lim,, o, U (Z (m)) = lim,, 00 O(Z (m)).
Beweis, Teil 2: Wir wéhlen € > 0 beliebig und bemerken, dass nach dem Theorem
iiber die Gleichméflige Stetigkeit ein § > 0 existiert, so dass

lz -] <0 = |f(x) - f@)] <e
Ist nun Z eine Zerlegung (dquidistant oder nicht) mit ||Z]|| < d, so folgt

0<0(2)-U(2) = Z (maxf][xj_hxj]) — min flg; 4 (xj—l - xj)

<

A
O)

(2 —wja) = (za—w1) =2 (b—a),

1
m
J=

wobei wir benutzt haben, dass die stetige Funktion f auf dem Intervall [z;_;, x;] ihr
Minimum und ihr Maximum annimmt, und dass der Abstand eines entsprechenden Mi-
nimierers und eines Maximierers durch z; —x;_1 < ||Z|| < § beschrénkt ist. Insgersamt
erhalten wir

0<0-U<0(Z)-U(zZ)<e-(b—a),

und weil € beliebig klein gewihlt werden kann, muss U = O gelten. 0

Bemerkung

1. Das Theorem garantiert des Existenz des Integrals, aber liefert erstmal keine
einfache Berechnungsformel.

2. Mit wenig mehr Aufwand kann man zeigen, dass auch jede stiickweise stetige
Funktion integrierbar ist, d.h. jede Funktion, die in endlich vielen Stellen unstetig,
aber in allen anderen Stellen ihres Definitionsbereiches stetig ist.

3. Nicht ganz so einfach zu zeigen ist, dass auch eine Funktion mit nur abzéhlbar
vielen Unstetigkeitsstellen immer noch Riemann-integrierbar ist. Ein Beispiel mit
a =0 und b =1 ist die Funktion

Flz) = 0 firz € [0, 1]\ Q
71 /q  fiir x = p/q mit teilerfremden natiirlichen Zahlen 1 < p < g

deren Riemann-Integral iibrigens 0 ist.
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10.1. Bestimmtes Riemann-Integral 217

NG /\ S\

Typische Beispiele fiir beschréinkte, aber unstetige Funktionen auf einem kompakten Intervall (hebbare Unstetigkeit,

ein bzw. zwei Sprungstellen). Die Kreise stellen die die Funktionswerte am Rand und in den Unstetigkeitsstellen dar,

aber diese isolierten Werte tragen nichts zum Integral bei.

Eigenschaften von bestimmten Riemann-Integralen Unsere bisherigen Defini-
tionen und Resultate implizieren (Ubungsaufgabe) die folgenden Aussagen:

1. (Linearitéit) Es gilt

/b)\-f(:z:)—&-j\-f(x)dx—)\-/bf(:c)d:r+5\-/bf(x)dx

fiir alle integrierbaren Funktionen f, f und alle Zahlen A\, \ € R,

2. (Gebietsadditivitéit) Fiir jedes n mit a < n < b gilt

/bf(m)d:c:/nf(x)der/bf(x)dm.

Aus Konsistenzgriinden definiert man daher auch

a

/f(x)dx =0, /f(x)dx :——/bf(x)dx.

b

3. (Monotonie und Positivitét) Es gelten die Implikationen

f(z) > f(z) firalle z € [a, b] = /f(:c) dz > /f(x) dz

f(z) >0 firalle z € [a, D] = /f(x)dxzo.

4. (Maximum- und Minimumprinzip) Es gilt

b

(inf f) - (b—a) S/f(:zz)dxg (sup f) - (b—a)

a

fiir jede integrierbare Funktion auf [a, b].
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218 10. Integralrechnung

5. (,Dreiecksungleichung* fiir Integrale)

b b

[ e < [ 15)]as.

a a

bzw.

b

/ (f(z) = f(x)) dz| < / 1£(2) — F()| da

a

Funktionen mit iiberall verschwindendem Integral Gilt

jf(:c)dsz

fiir alle @,b mit a < @ < b < b, so gilt f(z) = 0 in allen Stetigkeitsstellen. Beachte
hierbei, dass dies nicht in Unstetigkeitspunkten gelten muss. Ein Standardgegenbeispiel
mit a = —1 und b =1 ist

f(x):{ 1 falls x = 0

0 sonst

denn man kann fiir jedes Teilintervall [a, b] mit Hilfe von Ober- und Untersummen
leicht zeigen, dass das entsprechende Integral von f verschwindet.

10.2 Der Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung

’Vorlesung 30, 17. Januar 2020‘

Theorem (HDI, Fundamentalsatz der Analysis) Ist f : [a, ] — R stetig und
ist F': [a, b] — R Stammfunktion von f, d.h. F'(§) = f(&) fiir alle £ € [a, b], so gilt

B
/ f(z)de = F(B) — F(a)

fiir alle o, B € [a, b]. Insbesondere werden durch

€ b
Fi(¢) = +/f(gc) dz und Fy(€) = —/f(x) dz
a 3

zwei spezielle Stammfunktionen F; und F; von f definiert.
Beweis, Teil 1: Wir beweisen zunéchst den zweiten Teil der Behauptung. Fiir alle £ €
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10.2. Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung 219

la, b] und alle h > 0 mit £ + h € [a, b] ergibt sich aus den Eigenschaften bestimmter
Integrale die Formel

E+h E+h
Fi(§+h) - /f dx—/ (x)dx :/f(x)dx
3
Da auflerdem auch
&+h &+h
[ r9d=1© [1d0=5)-n
13 13

gilt (wir integrieren iiber x, aber der Integrand hingt nur von £ ab), erhalten wir

&+h
‘F1(§+h})l—F1(§) _f@‘ _ %/(f(x)—f(g))dx
3
L h
< [ @ -r@la<cen;
3

mit C(§, h) := Sup,ce ¢4 | f(z) = f(£)]. Die Stetigkeit von f impliziert C(&, h) — 0
fiir A\, 0 und damit

. Fi(§+h)—-Fi(§)
fim > = f(8)-

Eine analoge Rechnung gilt fiir o < 0 und wir erhalten insgesamt das gewiinschte
Ergebnis fiir F;. Desweiteren gilt

Fi(§+h) — Fi(§) = —Fa(8) + F2(E+ )
und dies impliziert F}(§) = Fj(§) nach Division durch h und Grenziibergang h — 0.

Fi(§4+h) — Fi(€) = —Fa(8) — (— Fa(§ + 1))
Y Yy
y = f(z) y=f(z)
ﬁ/\ e
Fi(8)
z \ x
a 3 b & &E+h a 13 b

Zur Aussage und zum Beweis des Hauptsatzes der Differential und Integalrechnung.

Beweis, Teil 2: Wir beweisen nun den ersten Teil der Behauptung. Nach Voraussetzung
an F' und aufgrund des ersten Beweisteils gilt F'(§) = F{(&) fiir alle € € [a, b], d.h. die
Ableitung der Differenzfunktion F' — Fj iiberall. Der Mittelwertsatz impliziert (siehe
Kapitel 9.1) die Existenz einer Konstanten ¢, so dass

F(§) - Fi(§) =c

fiir alle € € [a, b]. Insbesondere gilt F/(5) — F1(8) = F(«)— Fi(«) und nach Umstellung
der Terme sowie der Eigenschaften bestimmter Integrale ergibt sich via

F(8) - F(0) = A (9) /f dw—/f dx—/f

die gewiinschte Formel. O

Michael Herrmann: Mathematik fir Elektrotechniker 1 [D)ey-sa | Version vom 7.2.2020



220 10. Integralrechnung

Beispiel Fiir f(x) = 2? definiert F(z) = 3 2° + C eine Stammfunktion, wobei C' die

sogenannte Integrationskonstante ist. Damit gilt

B
/ f(z) = F(8) — F(a) = 1 (5° — o?)

sowlie
F(§ =38 —-3a%, B =38 -3

fiir alle £ nach dem Hauptsatz der Differential- und Integral-Gleichung. Letzteres kann
auch als

Fi(z)=42"—3d°, Fy(z) =42° — 30’
geschrieben werden. Insbesondere gilt F' = F} bzw. F' = F;, sofern C' = —%a?’ bzw.

C' = —3 b* gewdihlt wird.

Bemerkung

1. Ganz allgemein gilt

8 8
5 [ f@dr =) sovie o [ faydr = (@),

d.h. die Ableitung des bestimmten Integrals von f nach der oberen bzw. un-
teren Integralgrenze ist +f bzw. —f, ausgewertet an der oberen bzw. unteren
Integralgrenze.

2. Achtung: Ausdriicke wie [ f(x) dz oder f; f(z) dz haben keinen Sinn, da z nicht
gleichzeitig Integrationsvariable und obere/untere Integrationsgrenze sein kann.

3. Die Aussagen des Hauptsatzes gelten auch, wenn f nur stiickweise stetig ist,
wobei dann jede Stammfunktion F'in den Unstetigkeitsstellen von f nicht diffe-
renzierbar ist, sondern Knicke aufweist.

4. Eine Stammfunktion von f wird auch als

/f(x) dz

geschrieben und unbestimmtes Integral (also ohne Integrationsgrenzen) genannt.
Das unbestimmte Integral ist dabei nur bis auf eine Integrationskonstante (oft-
mals C' genannt) bestimmt, und dieser Freiheitsgrad sollte immer mit angegeben
werden.

Achtung: Das unbestimmte Integral ist immer noch eine Funktion in z, d.h. die
Ausdriicke [ f(z)dz und [ f(y)dy sind nicht identisch (bei bestimmten Integra-
len war das anders). Insbesondere gilt

1 1
24 1.3 24 1.3 291 _ 2
/xdx—gx + C, /ydy—gy +C, /0$d33—§—/0ydy~

5. Man kann den ersten Teil des Hauptsatzes auch wie folgt formulieren:
B

B
[ @ = [ Pla)as = F) - Fla).

« o
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10.2. Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung 221

Wichtige Stammfunktionen Die folgenden Formeln kénnen mittels Differentiation
nach x nachgerechnet werden, wobei die (!)-Eintriage besonders wichtig sind und p einen
reellen Parameter bezeichnet:

(" /xpdx = + C fir p # —1
q p+1
(" & = In|z| + C fir  # 0
T
(" sin(z)de = —cos(z) + C
(" cos (z)dx = sin(x) + C
tan (z)dz = —In|cos ()| + C fir cos (x) # 0
cot (z)dz = In|sin(z)] + C fiir sin (z) # 0
de = tan(z) + ¢ firadkr+n/2,k €2
o2 (2) = tan(z ir x # kr +7/2,
dz .
5 = —cot(x) + C firz £ kr, ke Z
sin® (z)
de arcsin () + C fur |z] <1
[ — — 1
V1—2a?

(2133 - = ln‘x+\/x2—1‘ + C fir |z| > 1
2 _
1dj = = Wm(@+vV1i+a?) + C
x
d
1+x 5 = arctan (z) + C
T
dx L |1t .
[ = ilnl—x + C fir |z] # 1
(" exp (px)de = exp (p) + C firp #0
p
O] p* dx - 7 + C fir p > 0 mit p # 1
Inp
(" In|z| dz = z-Injz|—= + C firz #0
(" sinh (z)dx = cosh(z) + C
) (x)dz = sinh(x) + C

In (cosh (z)) + C

o o )
o) & o
= = 0
= = =
&

o,

S

I

(z)dz = In|sinh(z)] + C fir z # 0

L S

Diese Liste der bekannten Integrale ist bei weitem nicht vollstandig. Es fehlen zum Bei-
spiel die Umkehrfunktionen der trigonometrischen und der hyperbolischen Funktionen
(arcsin und arsinh usw.), deren Integrale man etwa unter WIKIPEDIA in der Tabelle
von Ableitungs- und Stammfunktionen oder im Anhang von [PapF| findet.
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Bemerkung

1. Das Bilden einer Stammfunktion ist linear im Sinne von
/()\-f(:z:)+5\-f(:r)> dx:x/f(x)dﬁx/f(x)dx.

2. Differentiation und Integration sind (in gewisser Weise) zueinander inverse Ope-
rationen. Beachte aber, dass in der Praxis das Differenzieren oftmals vergleichs-
weise einfach ist (da es die Ketten- und die Produktregel gibt), aber dass die
exakte Berechnung von Integralen sehr schnell sehr kompliziert wird.

3. Einige nicht explizit berechenbare Integrale haben spezielle Namen bekommen,
zum Beispiel:

5 .
Si(¢) = / Slnx(x) dz (Integralsinus-Funktion)
0
5 €
Erf(¢) = 7 / exp (—2%) dz (Fehlerfunktion)
0

Partielle Integration Die Produktregel der Differentiation impliziert

geschrieben.

Beispiele

1. Wegen exp’ = exp erhalten wir
/x-exp(m)dx:x-exp(m) — /1-exp(m)dx: (x—1)-exp(z)+C
fiir das unbestimmte Integral und dies impliziert
b
/ x-exp(x)de=(b—1)-exp(b) — (a—1)-exp(a)
fiir das bestimmte Integral iiber dem Intervall [a, b].
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2. Fiir das unbestimmte Integral gilt

/ln(:z:)dx:/ln(x)-1d:5::1:-1n(x) - /i-xdx:xln(x)—x%—C’

und fiir bestimmte Integrale erhalten wir analog

b b

r=b
/ln(m)dmz[mln(m)} —/ldx:b-lnb—a-lna—b+a.

a a

Bemerkung: In (z) ist nur fiir z > 0 definiert und daher ist auch die Stammfunk-
tion [In (z)dz nur auf dem offenen Intervall (0, co) definiert.

3. Die Ableitungsformeln der trigonometrischen Funktionen implizieren
/sin (x) - sin (z) dz = —sin (z) - cos (x) + /COS (x) - cos (z)dx
= —sin () - cos (z) + / (1 — sin (z) - sin (1:)) dx
und damit
/sim2 (z)dz =L (2 —sin (z) - cos (z)) + C
bzw.
/C082 (z)dz =1 (2 +sin(z) - cos (z)) + C,
wobei die Integrationskonstante C' in jeder der beiden Formeln beliebig gewé&hlt

werden darf. Analoge Rechnungen kann man fiir die bestimmten Integrale
durchfiihren.

‘Vorlesung 31, 20. Januar 2020

Substitutionsformel Ist & : [¢, d] — [a, U] stetig differenzierbar, so gilt

h(d) d
[ rwas= [ £us) - wis)as.
h(c) c

Man kann diese sehr wichtige und niitzliche Formel als die Integral-Variante der Ket-
tenregel betrachten. In der Tat, ist F' eine Stammfunktion zu f, so gilt

d d h(d)
/f(h(s)) .h’(s)ds:/%F(h(s))ds:F(h(d)) ~F(h(e)) = /f(x)dx,
c c h(c)

wobei wir einmal die Kettenregel und zweimal den Hauptsatz angewendet haben. Al-
ternativ kann man die Substitutionsregel auch wie folgt verstehen: Wir setzen

x = h(s) und damit f(z) = f(h(s)).
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Auflerdem schreiben wir die Formel

dx d ,
Fr gh@) = h(s)

symbolisch als

dz = h'(s)ds

und bemerken, dass s = ¢ bzw. s = d genau dann gilt, wenn = = h(c) bzw. z = h(d)
gilt. Die rechte Seite in der Substitutionsformeln erhélt man nun, indem alle Terme auf
der linken Seite substituiert werden.

Das Analogon fiir unbestimmte Integrale ist

[ o= [ £(nts)) ws)ds,

wobei die linke Seite eine Funktion in x und die rechte Seite eine Funktion in s ist,
d.h. man muss nach Berechnung der Stammfunktion entweder links x durch s ersetzen
oder rechts s durch x ersetzen (siehe Beispiel).

Beispiele

1. Um das bestimmte Integral

+c 3
]:z/\/l—x—gdx
C

zu berechnen, substituieren wir

dx

x = csin (s) mit =, = ¢ cos (s) bzw. dz = c cos(s)ds
s
und bemerken, dass
€ [—c, +c] & sel-n/2, +71/2], r=%4c & s==4n/2.

Deshalb und wegen cos (s) > 0 erhalten wir mit

+7/2 +m/2
I=c- / \/1—sin?(s) - cos(s)ds = c- /COSQ(S)dS
—7/2 —7/2
L ) s=+m/2 1
=5-cC- [s—f—sm(s)-cos(:;)]s:W/2 =5-T-C

eine explizite Formel fiir das gesuchte Integral, wobei die Stammfunktion von cos?
bereits in den Beispielen zu partieller Integration berechnet hatten.

2. Wir wollen das bestimmte Integral

e

7 ._/ dx
) 2(1+ )

1

Michael Herrmann: Mathematik fir Elektrotechniker 1 [D)evsa | Version vom 7.2.2020



10.2. Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung 225

berechnen und substituieren
s=1In(z), ds = —.

Wegen 0 =In1 und 1 = Ine erhalten wir

[:/01 1d8 = [ln(l—ks)r:l =1In2

+ s

und damit die gesuchte Zahl.

Bemerkung: Wir hitten dieses Ergebnis wegen

d 1
—In(l1+Inz) = A m@)

dx
alternativ auch direkt mit dem Hauptsatz berechnen kénnen:

Izln(l—l—lne) —ln(1+ln1) =In2.

3. Fir z > 0 gilt

/2ac exp (—2°) dx:/2\/§exp 2\/_ /exp ds = —exp (—s) +C

wobel wir die Substitution

ds
25

verwendet haben. Die Formel hat aber nur dann Sinn, wenn wir die rechte Seite
durch Riicksubstitution als Funktion von x schreiben. Dies liefert

/21; exp (—xQ) dr = —exp (—ZL’Q) +C.

r=4/s, dr =

Bemerkung: Alternativ hatte wir auch diese Formel via

/2:1: eXp dx—/—exp dx

direkt aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ableiten konnen.

4. Mit der Substitution

Vr=s, ds =

ergibt sich

/exp /25 exp (s
2(s

—1) exp (s )—1—022(\/5—1) exp (V) + C,

wobei wir das Integral bzgl. s mit partieller Integration berechnet haben und im
letzten Schritt wieder die Riicksubstitution durchgefiihrt haben.

Bemerkung: Wir kénnen abschliefend und bei Bedarf noch die Probe machen:
Die Ableitung der rechten Seite nach x liefert gerade den Integranden auf der
linken Seite (Nachrechnen!).
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5. Durch Substitution von

x

s=¢e", dx= = = —

berechnen wir
1 1 d
/ﬁdl’:/—l—s
et + e s = S
s

= / (f 1= arctan (s) + C' = arctan (e”) + C'.

g2

6. Die Formeln

g’<$> —Inla(z ") - ale) de = L 5C2

konnen via s = g(x) und ds = ¢'(x) ds abgeleitet werden.

Bemerkungen

1. Wird das unbestimmte Integral [ f(z)dz durch Substitution der Variablen
berechnet, so muss die Riicksubstitution durchgefiihrt werden, da wir am Ende ja
eine Stammfunktion in der Variablen x erhalten miissen. Bei der Substitution im
bestimmten Integral f; f(x)dx gibt es keine Riicksubstitution, da das Ergebnis
nicht von x abhéngt (sondern im einfachsten Fall eine Zahl ist).

. Sowohl fiir bestimmte als auch fiir unbestimmte Integrale gilt: Die Substitutions-
regel ist viel einfacher und robuster als sie auf den ersten Blick erscheinen mag.
Nach etwas Ubung kann man mit ihr sehr gut komplizierte Integrale berechnen.

. Fiir viele Klassen von Integranden ist bekannt, welche Substitution zum Ziel,
d.h. zu expliziten oder vereinfachten Formeln, fiihrt (siehe die GroBe Ubung T).
Im Allgemeine gibt es aber leider keinen Algorithmus und kein Kochrezept zum
Auffinden einer geeigneten Substitution.

. Fiir die Giiltigkeit der Substitutionsformel bestimmter Integrale muss man nicht
voraussetzen, dass h bijektiv ist. In der Praxis wird h aber meist strikt monoton
wachsend mit @ = h(c) und b = h(d) oder strikt monoton fallend mit a = h(d)
und b = h(c) sein.

Zwei wichtige Integralsidtze Seien f,p : [a, b] — R zwei stetige Funktionen und
gelte p(x) > 0 fiir alle = € [a, b].

Lemma (Mittelwertsatz fiir Integrale) Es existiert (mindestens) ein £ € [a, b],
so dass
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wobei die rechte Seite der Formel das Integralmittel von f bzgl. p ist und p auch
Gewichtsfunktion genannt wird.

Beweis. Da f stetig ist, existieren min f und max f und es gilt
min f < f(z) < max f

fur alle z € [a, b]. Nach Multiplikation mit p(z) > 0 und anschliefender Integration
erhalten wir
b

(min f) / ple) de < / f@)p(a)do < [ (max f)pla)do,

d.h. die rechte Seite in der Behauptung liegt zwischen min f und max f. Der Zwischen-
wertsatz fiir stetige Funktionen liefert nun die Existenz von &. O

Bemerkung Gilt p(z) =1 fur alle x € [a, 0], so gilt

[ fayas
(&) = 1(6) =~ 7o) = Ha)

fiir jede Stammfunktion F' von f und der Mittelwertsatz fiir Integrale ist gerade der
Erste Mittelwertsatz fiir F.

a - b—a

Lemma (Jensensche Ungleichung) Es gilt

/ f(z) pla) dz / $(f(x)) p(z) da
w s b S s b

[ pia)as [y

a a

fiir jede konvexe Funktion ¢ : R — R.

Beweis . Es sei auf die Literatur verwiesen. Die Strategie ist, zunéchst eine analoge Un-
gleichung fiir Riemann-Summen zu etablieren und anschliefend einen Grenziibergang
durchzufiihren.

Beispiele
1. Mit p(x) = 1 ergibt sich

“b—a

¥ bia/bf(x)dx < ! /z/z(f(x))dx

fiir jedes konvexe 1.

2. Mit 9(s) = s* erhalten wir
2

/b f@p@dr | < | [P | [
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10.3 Weitere Aspekte der Integralrechnung

’Vorlesung 32, 22. Januar 2020

Stammfunktionen rationaler Funktionen

Vorbemerkung Fiir eine rationale Funktion
= —= mit reellen Polynomen p und ¢

konnen unbestimmte Integrale explizit berechnet werden, sofern die Nullstellen des
Nennerpolynoms ¢ bekannt sind. Ein wesentlicher Teil der Berechnung der Integra-
le ist die sogenannte Partialbruchzerlegung, die f als Summe einfacher Bausteine (die
auch Partialbriiche genannt werden) darstellt. Wir berechnen nun zunéchst die Stamm-
funktionen der Bausteine und diskutieren anschlieBend sowohl Beispiele als auch das
allgemeine Konzept.

Baustein 1 — Polynome Ist das Nennerpolynom trivial (¢ = 1), so ist die rationale
Funktion f ein Polynom und die Stammfunktion kann via

m+1 2

T T
—|—...+011'?+Oéo‘l’+0

m—+1

/(am-xm—l—...—i-al-x+ao)d1:—am-

explizit berechnet werden (mit freier Integrationskonstante C').

Baustein 2 — Inverse Monome mit reellen Nullstellen Fiir festes x, gilt

/(izln|x—w*|+0

T —T.)

bzw.

dz 1
/(w—x*)k = T

fiir alle £ € N mit k£ > 1, wobei wir immer stillschweigend = # x, voraussetzen.

Baustein 3 — Inverse Monome mit nicht-reellen Nullstellen Wir wollen nun
die Stammfunktionen

1 T —a
I.(z) = - dx, Jip(z) = - dr
(@) /((x—a)2+b2) (@) /((x—a)2+b2)

berechnen. Fiir k£ = 1 ergeben sich durch Hinsehen (bzw. Nachrechnen) die Formeln

r—a

1
Ii(x) = 7 arctan ( 2

1

>+C’7 Jl(x):—-ln<(x—a)2+b2)+0
2

und fiir £ > 1 gilt

1 d 1
Ji(z) = — 2 (k—1) /@<((x — o)+ b2)k1> dx

1
—— -+ C.

2. (k=1) - ((x — a)? +12)"
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Die Funktion I kann leider nicht direkt, sondern nur rekursiv berechnet werden. Dazu
bemerken wir

b? (aj—a)2
I (z) = dzx dzx
O v Sl e
. r—a 2-(k=1)-(z—a)
=" 'Ik(xH/z-(k:—l)' ((x — a)? +12)" v

2 i ¢ 1
—b 'Ik(x)_/2-(k—1) 'a((x—a)2+52)k*1 dz

2. (k=1)- ((z —a)* +42)"
dx

! / 2. (k=1) - ((z —a)* +2)""

Ix_1(x) r—a

=0 Ip(x) + 2. (k—1) N 2. (k—1) - ((z — a)? + b2)k—1

= b2 . Ik(x) —

und erhalten nach Umstellung die Rekursionsformel
2-k—-3 T —a
:—[k;_l(l‘)—i- — .
0?2 (k—1) 2.2 (k=1)- (& —a)® +02)""

Insbesondere kénnen wir I, aus I;_; berechnen, zum Beispiel

r—a

D(z) = — ¢ (x_a>+
xr) = - arctan
2T 2 b 22 ((x—a) +1?)

aus der Formel fiir I;.

Einfache Partialbruchzerlegungen
1. Ein sehr einfaches Beispiel ist

_2~x—1_2-(m+2)—5_2 5
o422 x4+ 2 - T+ 2

()

denn die Partialbruchzerlegung — alle Summanden auf rechten Seite sind Bau-
steine — kann hier sehr einfach abgeleitet werden und liefert

/f(x)dm:2~x—5~ln‘x+2|+0,

wobei die Stammfunktion nur fiir z # 2 definiert ist und C' die freie Integrations-
konstante bezeichnet.

2. Ein komplizierteres, aber immer noch einfaches Beispiel ist die Funktion

_P42a-4  (@-1+1) 42 (@-1)+1) -4

/()

z—1 z—1

_(=-1 +x4_-(1x—1)—1 1)t 1

7

z—1
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fiir die wir wieder die Partialbruch- (bzw. Baustein-) Zerlegung zu Fuf3 hergeleitet
haben. Insgesamt erhalten wir

/f(a;)dx:%-x2+3-$—ln|x—1|+C,

wobei diese Stammfunktion nur fiir z # 1 definiert ist.

3. Fir die rationale Funktion
T —5 T —95
2 —4 (x-2)-(v+2)

C1 Co
+
r—2 x+2

und wollen nun die beiden Koeflizienten c¢q, ¢ bestimmen, denn wenn diese
existieren und bekannt sind, so haben wir mit

/f(x)d:p—cl'ln‘x—2|+02'ln|x+2‘

die gesuchte Stammfunktion fiir z # £2 gefunden.

Koeffizientenvergleich: Wir konnen die Terme in der angesetzten Partialbruch-
zerlegung fiir f auf einen gemeinsamen Nenner bringen. Dies liefert

¢ o _cl~(3:+2)+02~(x—2)_(cl+02)-:£—|—2-(cl—02)

w—2+x—|—2_ 2 —4 2 —4

und nach einem Koeffizientenvergleich mit dem Z&ahlerpolynom von f ergibt sich
das lineare Gleichungssystem

cg+c=1, c1— Cy = —

Nt

fiir die gesuchten Koeffizienten, wobei

SN [9N]

— _ T
C1 = —7, Cg—z.

offensichtlich die einzige Losung ist.

Finsetzungsmethode: Man kann Gleichungen fiir die Koeffizienten ¢; auch da-
durch gewinnen, dass man den Ansatz und die Funktion f jeweils an verschiede-
nen Stellen x auswertet. Im konkreten Fall muss zum Beispiel

—5-a+5-c=f(0)=13, —C1+%'02:f(1):§

gelten, wobei wir der Reihe nach z = 0 und x = 1 gesetzt haben. Wir hétten
auch andere Werte wéhlen kénnen, aber werden am Ende immer dieselben Ko-
effizienten erhalten.

4. Fir die rationale Funktion

Michael Herrmann: Mathematik fir Elektrotechniker 1 [D)evsa | Version vom 7.2.2020



10.3. Weitere Aspekte der Integralrechnung 231

konnen wir suksezzive eine Partialbruchzerlegung ableiten, in dem wir zunéchst
solange wie méglich Polynome in additiver Weise abspalten (bzw. eine Polynom-
division mit Rest ausfiithren):

f(x):x4—x2+1:3—|—$2+1:x2+x3—1’ ?+r+1
2 —1 2 —1 2 —1 2 —1
:x2+x+x2_1+ x+2 el 1:+2‘
2 -1 22-1 2 —1

Der letzte (d.h. der nicht-polynomiale) Summand auf der rechten Seite ist eine
sogenannte echt-gebrochene rationale Funktion, deren Zéhlerpolynom einen klei-
neren Grad besitzt als das Nennerpolynom. Dieser Term kann nun analog zu oben
weiter aufgespalten werden und wir erhalten

1
rz—1

1
Tx+1

als Partialbruchzerlegung von f, in der alle Summanden in der obigen Liste der
Bausteine vorkommen. Insbesondere erhalten wir

_ 2 3
flx) =" +24+145-

N

/f(a:)dx:%-x3+%-x2+az+%-ln|x—1’—%-1n‘x+1|+0

und damit wieder eine explizite Formel fiir die Stammfunktion von f.

Bemerkung: Es empfiehlt sich, die Probe zu machen, um Rechenfehler auszu-
schlieflen.

Allgemeines Prinzip der Partialbruchzerlegung (im Reellen)

1. Abspalten eines Polynoms: Jede rationale Funktion f(z) = p(x)/q(z) kann in
eindeutiger Weise als

p(x) p2(z)

() PTG
mit Polynomen p; und ps geschrieben werden, wobei der Grad von p, echt kleiner
als der Grad von ¢ ist. Insbesondere gilt p; = 0 (bzw. p; = ¢), sofern der Grad

von p kleiner als der (bzw. gleich dem) Grad von g ist.

2. Zerlegung des Nennerpolynoms: Das Polynom ¢ kann als Produkt

g(z) =d-

. (w—:cj)kj- H ((x—aj)2+b?)kj

7j=1 j=m+1

geschrieben werden, wobei d € R der fithrende Koeffizient von ¢ ist. Desweiteren
ist z; die j-te reelle Nullstelle mit Vielfachheit k; (fir j = 1...m) und jedes
Paar (a;, b;) entspricht dem konjugiert-komplexen Nullstellenpaar a; £ 1 - b; mit
Vielfachheit k; (fiir j =m+1...n).

3. Zerlegung des echt-gebrochen rationalen Anteils: Es gibt eindeutige reelle Koef-
fizienten c;; sowie ~;; und d;;, so dass

ko
<S8

m

n k;
DD I R DD D

] b
Q(m) j=1 1=1 .17]) j=m+1 =1 ((‘T - aj)2 + b?)

Diese Koeffizienten kénnen als eindeutige Losung eines linearen Gleichungssy-
stems ermittelt werden.
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4. Zusammensetzen der Bausteine: Die Stammfunktion von f kann nun mit Hilfe
der Bausteine einfach angegeben werden. Insbesondere konnen wir immer expli-
zite Formeln fiir die Stammfunktion herleiten, obgleich diese sehr kompliziert sein
konnen.

Bemerkung

1. Wir werden spéater (Mathe IIT) eine komplexes Analogon der Partialbruchzerle-
gung kennen lernen. Dieses wird sogar einfacher als die reelle Variante sein, da
man nach dem Hauptsatz der Algebra im Komplexen jeden Baustein vom Typ 3
in Bausteine vom Typ 2 zerlegen kann. Mit anderen Worten:

(:L’—a])2+b?:(:c—a]—1b])(x—a]+1b])

2. Die Aussage des Zerlegungsschrittes fiir ¢ kann als reelle Variante des Hauptsatzes
der Algebra betrachtet werden. Beachte dabei, dass fiir jedes Polynom mit reellen
Koeffizienten die echt-komplexen Nullstellen (also die mit nicht-verschwindendem
Imaginérteil) in Paaren konjugiert-komplexer Zahlen auftreten (das war eine
Ubungsaufgabe und kann leicht gezeigt werden).

3. Wichtig ist: In der Zerlegung des echt gebrochen-rationalen Anteils po(x)/q(z)
ist die Anzahl der Bausteine bzw. die Anzahl der zu bestimmenen Konstanten
gerade der Polynomgrad von ¢. Nicht wichtig ist, wie diese Konstanten bezeichnet
werden. Oben haben wir die Symbole c;j;, v;; und d;; verwendet, aber in jedem
konkreten Fall wird man die Konstanten oftmals einfach durchummerieren (¢,
Co USW.).

Betspiel Die rationale Funktion

11—z 11—z
J@) = et a2 22 (224 1)
ist echt-gebrochen — d.h. der Grad des Z#hlerpolynoms (namlich 1) ist kleiner als
der Grad des Nennerpolynoms (némlich 4) — und deshalb existieren Koeffizienten
c1,C2,7,0 € R, so dass
g x40
fa) =242, 20270

r  x? x?+1
gilt. Durch Ausmultiplizieren und Koeffizientenvergleich (oder mittels der Einsetzungs-
methode) erhalten wir

c=-—1, co =1, y=1, o6=-—1

bzw.

)= Lyl x 1

r 22 22+l 2241
als Partialbruchzerlegung von f. Insgesamt ergibt sich

1 1 T 1
/f(x)dx——/deJr/deJr/xQ_i_1dm—/$2+1dm

1
= —In|z| —E—l—%-ln(q}z—l—l) — arctan (z) + C

als Formel fir die Stammfunktion.

Bemerkung: Machen Sie bei komplizierten Partialbruchzerlegungen immer die Probe!
Entweder per Hand oder mit MATHEMATICA.
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Beispiele
1. Entsteht f aus
p(z) = =22 +20 - 2 4 149, qr) =2 +4-22 —11-2 - 30,
so gibt es wieder keinen polynomiellen Anteil, d.h. wir haben p; = 0, p, = p und
der erste Schritt entféllt. AuBlerdem gilt
g(z)=(x—=3)-(x+2) - (x+5)

und deshalb reduziert sich die Partialbruchzerlegung von f auf

C1 Co C3
x) = ,
f(z) :L’—3+$+2+IL‘+5
wobei wir nun die entsprechenden Koeffizienten ¢y, ¢o, c3 € R bestimmen miissen.
Durch Koeffizientenvergleich (oder alternativ mit Hilfe der Einsetzungsmethode)

berechnen wir

61:5, 62:—7, C3:1
und erhalten

/f(x)d:c:5-ln‘x—3|—7-ln|x+2‘+ln‘x+5‘+0

(z—3)° (z+5)
(z+2)

+C.

=1In

2. Zu den Polynomen
p(z) =52 —37 -2+ 54, g2)=2—6-22+9-x =z (x —3)°
gehort die Partialbruchzerlegung
p(z) 6 1 4

f(x):ng_x—i%_(g;—?,f

sowie die Stammfunktion

4
/f(:z:)d:z::6-ln|x‘—ln‘x—3|+m+0.

3. Im Fall von
pr)y=a"-2-2°+5- 2> =22 +2
und
glz) =2 -2+ —-1=(x—-1)- (2" +1)

erhalten wir mittels Polynomdivision mit Rest im ersten Schritt zunéchst

3-22+1
(x—1)-(z2+1)
und anschliefend die Partialbruchzerlegung

2 Tx+1
—r—1 :
flz)=x +x—1+x2—|—1

fla)y=a-1+

Insgesamt ergibt sich damit
/f(x)dx:%-xQ—x+2-ln|x—1‘ +arctan (z) + 1 -In (2 +1) + C,

wobei natiirlich = # 1 gelten muss.
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Uneigentliche Riemann-Integrale

‘Vorlesung 33, 24. Januar 2020‘

Vorbemerkung Bisher hatten wir bei der Berechnung von bestimmten Integralen
(d.h. des Flécheninhaltes unter dem Graphen) vorausgesetzt, dass der Integrand f aus
einem kompakten Intervall [a, b] definiert ist. Wir wollen nun die folgenden, allgemei-
neren Félle studieren:

1. halb-offene Intervalle wie [a, b) und (a, b] bzw. [a, +00) und (—oo, b],
2. offene Intervalle wie (a, b), (—o0, +00) oder auch (—o0, b), (a, +00),
3. isolierte Liicken im Definitionsbereich.
Uneigentliche Integrale auf halboffenen und halbunendlichen Intervallen
Ist f auf [a, 00) bzw. (—oo, b] definiert und (stiickweise) stetig, so nennt man
~+o0 B b b
/ f(z)dz := lim /f(x) dz  bzw. / f(x)dz := lim /f($) dz

B,/ 400 a\—oo

a

das uneigentliche Riemann-Integral von f, sofern der entsprechende Grenzwert im ei-
gentlichen Sinne existiert (d.h. wenn er wohldefiniert und reell ist).

Bezispiele

1. Die Funktion f(x) = aP ist fiir p < —1 und jedes a > 0 auf [a, +00) integrierbar
mit
+oo
pH
/ 2P dr = — ¢
p+1

a

denn es gilt

B
/xpdx: |:J?p+1]$_ﬁ: ﬁp-ﬁ-l_ap—}—l 8 Moo . _ap+1
p+1 r=a p+1 p—|—17

a

wobei der Grenzwert wohldefiniert ist und einen Wert in (0, co) annimmt.

Achtung: Fiir p > —1 ist die Funktion aber nicht integrierbar. Fiir p > —1 folgt
dies bereits aus obigen Formeln, da limg 4 ff 2P do = 400 gilt, und fiir p = —1
berechnen wir

B
/wl dz = [ln (w)]xﬂ =In(8) —In(a) O L 4o,

Heuristisch konnen diese Ergebnisse wie folgt verstanden werden: Nur fiir p < —1
klingt die Funktion im Unendlichen so schnell ab, dass der Flacheninhalt unter
dem Graphen immer noch endlich ist. Fiir —1 < p < 0 ist das Abklingen jedoch
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vergleichsweise schwach und fiir p > 0 klingt die Funktion gar nicht ab.

Bemerkung: Da f keine Vorzeichenwechsel aufweist, schreibt man oftmals auch
faoo 2P dx = 400 fiir p > —1, aber dies ist streng genommen nur eine Abkiirzung
und gilt nicht im Sinne der obigen Definition uneigentlicher Integrale.

2. Analog zu oben zeigt man
B
: dz :
lim /— = lim (ln(ln ﬁ) —ln(ln 2)) =400,

B/+o00 | x-In(x) B+

a

d.h. 1/(z - Inz) klingt fir x — oo zwar schon schneller ab als 1/x, aber dieses
schnellere Abklingen reicht noch nicht, um die Integrabilitéit sicherzustellen.

3. Fiir jedes a € R gilt

“+oco

/:c'exp (—12) dr = % . e_az,

a

denn mit der Substitution s = 22 ergibt sich ds = 2 -z - dz sowie

B B? e
-
/x-e_”"?dx:/%-e_sds: [—%-e_SL:az :%- (e_“2 —e_ﬁQ)
a a2

und der Grenziibergang  ,* oo liefert die Behauptung.

A A
— -«
\/ /
>
a I54 « b
A A

S T— \
> \/
a 5 b a « b

Zum uneigentlichen Integralbegriff auf den halboffenen Intervallen [a, +00) und (—oo, b] (oben) bzw. [a, b) und (a, b]

v

(unten)

Uneigentliche Integrale auf halboffenen beschrinkten Intervallen Ist f stetig
in (a, b] bzw. [a, b) (aber vielleicht nicht definiert in a bzw. b), so setzt man

b B,b b b
/ f(z)dz = / f(z)dz bzw. / f(z)de = / f(x)dx
a a a aNa
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sofern der jeweilige Grenzwerte existiert und reell ist. Beachte, dass die bereits studier-
ten halbunendlichen Intervalle den Grenzfillen a = —oo oder b = 400 entsprechen.

Bezispiele

1. Fiir jedes b > 0 gilt

b pp+l

prtl — qrtl a0 fir p > —1
/:E”dm = [ T ] p+1 p ,
p 00 firp<-—1

«

d.h. die Funktion f(z) = 2P ist nur fiir p > —1 auf dem Intervall (0, b) uneigent-
lich Riemann-integrierbar.

2. Die Funktion f(z) = z/(1 — 2?) ist auf dem Intervall [0, +1) nicht uneigentlich
integrierbar, denn es gilt

B
/ZL’
1—
0

d.h. der Grenzwert existiert nur im uneigentlichen Sinne.

—%-ln(l—ﬁ)r: —%-ln(l—ﬁ) BN +00,

Uneigentliche Integrale auf offenen Intervallen Ist f stetigin (a, b), so definiert
man

¢
—l )dz +1
/f dx 1m f(z)dz ﬂl%/f

sofern jeder der beiden Grenzwerte im eigentlichen Sinne existiert und & eine beliebige
Zwischenstelle mit a < £ < b ist. Diese Formel kann sowohl fiir endliche als auch fiir
unendliche Werte von a € [—o0, +00) und b € (a, +00) verwendet werden. Beachte
auflerdem, dass sowohl die Existenz beider Grenzwerte als auch der Wert ihrer Summe
nicht von der Wahl von & abhéngen (Ubungsaufgabe).

-« 4 — -« —

v

4 /
,\/ P
./ ~ /]

a ¢ B ao & Bb

Uneigentliche Integrale auf den offenen Intervallen (—oo, co) und (a, b) erfordern die Berechnung zweier unabhingiger

Grenzwerte (rot und blau), wobei die Zwischenstelle ¢ (an der das Intervall zerteilt wird) beliebig gewihlt werden darf.

Analoges gilt fiir (—oo, b) und (a, +00).
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Beispiele

1. Die Funktion f(z) = 2P ist fiir keinen Wert des Parameters p auf dem Intervall
(0, 00) definiert, denn fiir jede Wahl von £ gilt

lim [ 2Pdx = oder lim [ 2Pdx = o,
a0 B0
a 3

je nachdem ob p > —1 oder p < —1 (siehe auch das Bild unten). Insbesondere
existieren fiir keinen Wert des Parameters p beide Integrale im eigentlichen Sinne.

2. Es gilt
00 0 B
/e_gﬁ2 dr = lim / e dg + lim /e_g”2 dx
a\(—oo B/ Hoo
—00 a\(—oo 0
= lim i /7 - Erf — lim i./7-Erf(a
lim VA Bif(9) - lim 37 Brf(a)

=1 v+ (Bri(+00) - Frf(—00)) = V7,

wobei wir die verwendeten asymptotischen Eigenschaften der Fehlerfunktion Erf
erst spéter verstehen werden. Einfacher zu Rechnen ist der Fall

+oo 0 B8
/ r-e @ dr = lim /x e dg 4+ lim /m e dg
a\—oo B,/ +oo
—00 e 0

= lim %-(1—e*ﬁ2)— Q‘m %-(1—e*°‘2)20.

3. Es gilt

+1 0 B
[t [ty [
Ve o) e T e
—1 o 0
oy ( (0} arcsi ) . < o 0)
Jm, arcsin (0) — arcsin (o) +B lim ( arcsin (B) — arcsin (0)
= arcsin (+1) —arcsin (—1) =7

im Sinne uneigentlicher Integrale. Das ist nicht iiberraschend, denn ein Taylor-
Argument (siehe unten fiir die Details) offenbart

1 1 1
_— = — 14+0(1— fi <+l
VoAt M| CRR Ut B RS

sowie
! Lo (1+O(1+ )) fir x2 -1
—_— = x ir x g —1,
Vi—22 V2 JVi+4z ~
d.h. der Integrand besitzt an den Intervallrindern x = —1 und = = +1 integrier-

bare Singularititen. Siehe dazu auch das allgemeine Prinzip weiter unten.
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4. Fiir die Funktion F' : R — R mit

berechnen wir

Dies impliziert
3 B
/f(x)dm B N —00, /f(:c)d:c BTN
a 1

fiir jedes feste £ € R und wir schlieflen, dass f nicht uneigentlich integrierbar auf
R ist.

Uneigentliche Integrale bei isolierten Liicken im Definitionsbereich Ist f
wohldefiniert auf [a, x,) U (24, b], so bezeichnet man

b a b
x)dz := lim xdx+lim/ x)dx
[ t@dri= in [ fados fin [ 1)
a a B
als das entsprechende uneigentliche Integral, sofern die Grenzwerte auf der rechten
Seite beide wohldefiniert sind.

— — <

\
\\ \ /| / /[

SN\

a o Ty f3 b a a Ty f b

v

v

Auch bei isolierten Liicken im Definitionsbereich wird das uneigentliche Integral mit Hilfe zweier unabhéngiger

Grenziibergénge (wieder rot und blau) definiert.

Bezispiele

1. Fiir jedes p # —1 betrachten wir die Funktion f(x) = (z — z,)” und wegen

[e%

o p+l . p+1
Ja (0 —2)" — (a—a.)
p+1

a

und

b
) * p+1
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schlieen wir, dass f fiir p > —1 uneigentlich integrierbar ist mit

p _ (b—$*)p+1—(a—x*)p+1
/f(x)dx— o :

Fiir p < —1 gilt dies aber nicht, da die zu betrachtenden Grenzwerte nur im
uneigentlichen, aber nicht im eigentlichen Sinn existieren. Beachte, dass der Fall
p = —1 eine leicht andere Rechnungen erfordert.

2. Die Funktion |f| () = |x — 2.|" ist auch nur fir p > —1 uneigentlich integrierbar,
wobei diesmal

b
B (b—x,)"" + (0 — 2"
[ 1716 de = T

gilt.

*Allgemeines Prinzip fiir Liicken und Randpunkte Kann eine stetige Funktion
f in der Néhe einer isolierten Liicke x, ihres Definitionsbereichs durch

{ o (v —2)" (14 0(z. —2)) firz<uz,

f(x) = ep - (z—2)" (1+0(x —x,))  fiir e >z,

approximiert werden, so ist f in der Ndhe von z, genau dann uneigentlich integrierbar,
wenn die beiden Exponenten den Bedigungen p_ > —1 und p, > —1 geniigen. Die
einseitigen Analoga gelten auch, wenn z, duflerer Randpunkt des Definitionsbereichs
ist.

Beispiel

1. Die Funktion
1
V1 —a?

ist wohldefiniert auf (—1, +1) und wir betrachten nun das Verhalten fiir positive
aber kleine € = 1 — z. Dies liefert

fx) =

1
\/1— 1—52 V2-e e

ff a1 e o)

(+ (1—:70)—1—0(1—1:)).

flz) = f(1—¢)

T2 V= \/Tx
Wir haben hier benutzt, dass
1
g(e) = ——==90)+4(0) - e+ ...
1-— %E

nach dem Satz von Taylor gilt, wobei g(0) = 1 und ¢'(0) = 1.
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2. Die rationale Funktion
3 +3
z—1

fz) =

besitzt einen Pol bei z, = 1 und ist auf keinen Intervall [a, b] mit a < 1 < b
uneigentlich integrierbar. Mit x = x, + € gilt ndmlich

1 4
f@)=fa+e)==-(1+e+3) == (1+00)).
wobei ¢ hier sowohl positiv als auch negativ sein kann.

A A

»
»

»
»

Zur uneigentlichen Integrierbarkeit von f(z) = 2P mit p < 0 auf (0, co), wobei die braunen bzw. gelben Flichen

endlich bzw. unendlich sind. Fiir p = —1 sind beide Flichen gelb.

*Allgemeines Prinzip fiir das Abkling-Verhalten Kann das Abklingverhalten
einer stetigen Funktion auf R durch

ez (T O(1/2]))  fiir z < —1
flo) = { ezl (14 0(11/x]))  fiir o> +1

beschrieben werden, so ist f genau dann uneigentlich integrierbar auf R, wenn p_ < —1
und p, < —1 gilt.

*Cauchysche Hauptwerte Es gibt ein schwicheres Konzept als Uneigentliche
Riemann-Integrale, ndmlich die sogenannten Hauptwerte. Wir wollen dieses Konzept
hier nur streifen, indem wir zwei typische Beispiele studieren.

Die stetige Funktion f : R — R mit f(z) = (z+2)/(2* + 1) ist nicht uneigentlich

integrierbar auf (—oo, 00), eben weil die Funktion im Unendlichen zu langsam abklingt
und daher die Grenzwerte

aN\y—oo B,/ +oo

lim jf(x) do =00,  lim if(x) dz = 400
a 13

nicht im eigentlichen, sondern nur im uneigentlichen Sinne existieren. Es gilt aber

+C +¢ oo
ngloo f(:v)dxzcginoo /x2ilda:+/$2+1da:
=~ ¢ .
= Cgiﬂw ({% ‘In (14 xz)] ii + [2 - arctan (m)} Zii)
=2 cginoo (arctan (+¢) — arctan (—C)) =27,
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wobei der Grenzwert auf der linken Seite der Cauchysche Hauptwert von f genannt
wird.

Analog ist die Funktion

r+1 1
X X

f(z)

nicht uneigentlich integrierbar auf [—1, 0)U(0, 1], aber es existiert wieder ein Hauptwert
im Sinne von

e\ T=-+¢

¢ +1
lim [f(x)dijJZf(:r)dx :l%({x+ln‘$‘]ii—i+ [x+ln]g;qw:+1>

:?{‘%((—gjulnaqtl)qt(1—ln€—€)>
:l%<2—2-a)=2.

A A > ¢

N\ \_—

—C +C a Ty—E Ty Tyte b

v
v

Beim Cauchyschen Hauptwert wird statt zweier separater Grenzwerte nur ein Limes betrachtet. Dieses Konzept ist
schwiicher als das uneigentliche Integral, da es Ausloschungseffekte geben kann, bei denen sich positive und negative

Beitriage gegenseitig aufheben.

Parametrisierte Integrale

Vorlesung 34, 27. Januar 2020

Motivation In vielen Anwendungen tauchen bestimmte Integrale auf, bei denen
die Integrationsgrenzen und/oder der Integrand von einem reellen Parameter p € R
abhingen. Will man nun verstehen, wie sich der Wert des Integrals I(p) unter kleinen
Storungen Ap des Parameters p veréndert, so muss man die Ableitung von I nach p
studieren, denn es gilt

I(p-+80) = 1)+ 1 () 0+ O((Bp)") = 1(6) + L (5)- A
nach dem Satz von Taylor.
Parameterabhingige Integrationsgrenzen Es gilt
d " db da
& [ F@ e =) - o) - fla) - ).
a(p)
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sofern die Integralgrenzen in differenzierbarer Weise von p abhéngen. Dieses Gesetz
kann auf verschiedene Weisen abgeleitet werden.

Herleitung 1: Ist F' eine Stammfunktion zu f (d.h. F' = f), so impliziert der
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

I(p) = F(b(p)) — F(a(p)) -

Die Formel fiir dipl (p) ergibt sich nun durch Differentiation nach p und Anwendung
der Kettenregel.

Herleitung 2: Man kann auch Differenzenquotienten benutzen: Die Eigenschaften
des Integrals implizieren fiir jedes Ap die Formel

b(p+Ap) a(p+Ap)

Ip+Ap)—I(p) 1 / 1 /
Ap vy f(z)dz Ap f(z)dz
b(p) a(p)
Ab . b(p)+Ab A . a(p)+Aa
a
-5 [ foe - T [ e,
b(p) a(p)
wobei

Aa = a(p+ Ap) — a(p) A, 0, Ab :=b(p+ Ap) — b(p) )

Die gewiinschte Formel fiir dipl (p) ergibt sich nun nach Grenziibergang Ap — 0, wobei
die Differenzierbarkeit der Funktionen a und b, die Stetigkeit von f und die Mittelwert-
eigenschaft der Integration in Form von limy_.g (h_1 f;:Jrh f(x) d:c) = f(z.) verwendet
werden.

Herleitung 3: Man kann das hoherdimensionale Analogon zur Kettenregel verwen-
den (siche Mathe II).

Bezispiele
1. Die obige Formel liefert fiir das parametrisierte Integral

sin (p)
I(p) = / 2 dz

o

die Ableitung
——1I(p) = sin” (p) - cos (p) -
Alternativ kénnen wir aber auch zunéchst I(p) direkt berechnen und anschlieSend
nach p differenzieren. Dies liefert aber wegen
1 3 z=sin (p) 1 . 3
I(p):[g‘xhzo =3 - (sin(p))
das gleiche Endergebnis und wir haben die abstrakte Formel fiir den konkreten

Fall nachgewiesen.
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2. Fir

1

I(p) = / ot da

exp (—p)

erhalten wir mit bzw. ohne Verwendung der Formel

dipf(p) = —(exp(=p))" - (= exp(=p)) = exp(=5-p),
bzw.
d d (1, 1%
d_pl(p) B d_p<[5 e ]w—exp(p))
= dip(é cexp (—1) — 5 -exp (=5 'p)) =exp (=5-p).

Insbesondere liefern wieder beide Rechenwege dasselbe Ergebnis.

3. Die Formel impliziert
p3
dip /Sin ( - x3) dx = sin (—pg) . (3 -pﬁ) — sin (—p4) . (2 -p) ,
p2

aber in diesem Beispiel gibt es keine echte Alternative, da wir die Stammfunktion
des Integranden nicht kennen.

Parameterabhingige Integranden Héngt jedoch der Integrand, aber nicht die
Integrationsgrenzen von p ab, so gilt

wobel

0 BT g(I,p+h)—g<!L’, p)
8—pg(w, p) = lim -

die sogenannte partielle Ableitung von g nach p ist (die wir eigentlich erst in Mathe
II studieren) und wir annehmen, dass die Funktion ¢ in hinreichend reguldrer Wei-
se von den beiden Argumenten x und p abhéngt (stetige Differenzierbarkeit ist zum
Beispiel ausreichend). Diese Formel kann zum Beispiel wieder mit Diffenzenquotienten
begriindet werden.

Beispiele

1. Fiir das parametrisierte Integral

1

1(p) :Z/exp(p-w)dw

0

Michael Herrmann: Mathematik fir Elektrotechniker 1 [D)ey-sa | Version vom 7.2.2020



244

10. Integralrechnung

folgt aus der Formel sowie anschlieBender partieller Integration

1 1

i](p):/x-exp(p-a:)dxz [I.M]x_l_/l.wdx

dp p 2=0 p
0 0

— [w.w]m_l _ [M]Zﬂ — (1 _ i) .eXp(p)+l_

p 2=0 p? =0 \p p?

Alternativ konnen wir via

- (=20 -5

dasselbe Ergebnis direkt herleiten (und damit die Formel in einem Spezialfall
beweisen).

. Ein weiteres einfaches Beispiel ist

us

dip/sin(pm) dx:/cos (pa) da {—sin(px)rm _ sin (p) —sin(pw).

x p =1 p
1 1

. Fiir die sogenannte n-te Besselfunktion (die spater wichtig werden wird)

Jp(x) = 1 /cos (z-sin(t) —n-t)dt

(s
0

erhalten wir

™

J (z) = %Jn(x) = —l/sin (z-sin(t) —n-t)-sin(¢)dt

sowie

s

) (x) = (%J,’L(w) = —% /cos (z-sin(t) —n-t)-sin®(¢)dt.

Beachte, dass hier ¢ die Integrationsvariable und x der Parameter im Integranden
ist.

Bemerkung Bestimmte Integrale konnen nicht nach der Integrationsvariablen dif-
ferenziert werden, d.h. die Ausdriicke

b b
d d

haben keinen Sinn, eben weil das Integral fiir jede Funktion f bzw. g eine reelle Zahl
ist, die im zweiten Fall zwar von p, aber in keinen Fall von x abhéngt. Bei unbestimmten
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Integralen ist das anders. Insbesondere impliziert der Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung die Formel

d 0
5 [t@ar=t@. 5 e pde=glep),
sofern f und ¢ hinreichend regulér sin. Aulerdem gilt
o [ ot pde= [ Zote p)dr,
eben weil p nicht die Integrationsvariable ist.

Allgemeiner Fall Oftmals hdngen sowohl die Integralgrenzen als auch der Integrand
von einem Parameter ab. Dann gilt

b(p) b(p)

d B d d

d—p/g(fv, p)dm—/a—p (z, p)dx+g(b(p),p)-d—pb(p)—g(a(p),p)-d—pa(p),
(p) a(p)

sofern alle involvierten Funktionen hinreichend regulér sind.

Beispiel Fiir das parameterabhéngige Integral

eP

I(p) Z—/(p'fL‘)QdZL' fir p>0

p

ergibt sich unter Verwendung der Formel

d e
d—pf(p)=/2-p-x2dx+(p-ep)2-ep—(p-p)2'1
p
:[%pxs} +p2.e3'p_p4:(%.p+p2).eg'p_§.p47

T=p

wobei die Terme weiter vereinfacht werden konnen. Alternativ kann man auch hier
zunéchst I(p) durch die Stammfunktion des Integranden (als Funktion von x) aus-
driicken und anschlieend das Ergebnis nach p differenzieren. Mit anderen Worten, es
gilt

T=p

und wir kénnen nun direkt nach p differenzieren.

Gamma-Funktion Es gibt natiirlich auch uneigentliche parametrisierte Integrale
und wir wollen hier ein wichtiges Beispiel besprechen. Die sogenannte ['-Funktion ist
definiert durch

[oe]

['(z) = /t“”l e tdt

0
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wobei hier wieder x der Parameter und ¢ die Integrationsvariable ist. Diese Funktion
ist wohldefiniert (weil der Integrand fiir jedes festes x und ¢t — oo sehr schnell abklingt)
sowie differenzierbar auf (0, co) mit Ableitung

o

I'(z) = (%/tm_l-e_tdt = /ln (t) -t 1. et dt.
0 0

AuBlerdem gilt

und die partielle Integration liefert die Funktionalgleichung

t=00
F(a:—i—l):/t””-etdt: [—ﬂ-eﬂ +/x-t“-etdt
t=0
0 0

wobei wir 0* = 0 und lim;_,o t* - e = 0 benutzt haben. Man zeigt nun leicht durch
vollstdndige Induktion iiber n, dass

I'(n) =n! fir alle neN

gilt, d.h. die Funktion I' kann als Verallgemeinerung der Fakultdt betrachtet werden.
Beachte aber, dass lim,\ o I'(x) = oo # 0! (siehe Bild). AuBerdem kann die Funktional-
gleichung in der Form I'(x — 1) = I'(z)/(x — 1) benutzt werden, um I'(x) schrittweise
fiir alle negativen, aber nicht ganzzahligen Argumente x zu definieren.

Graph der Gamma-Funktion

15

10

1Y

0
-5T N

4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Die Gamma-Funktion I" besitzt Polstellen an den nichtpositiven ganzen Zahlen. Fiir > 0 ist I'(z) durch ein

uneigentliches Integral definiert und es gilt I'(n) = n! iir jedes n € N.

Integrale fiir Rotationskérper

Wir betrachten in diesem Abschnitt geometrische Objekte, die durch Rotation des
Graphen einer Funktion f : (a, b) — (0, co) um die x-Achse entstehen (siehe Bild).
Die Punktmenge des entsprechenden Rotationskérpers kann als

C:={(z,y,2) s a<z<b, Vi?+22< f(z)}

geschrieben werden, wobei die Menge

omC:={(z,y,2) : a<z<b, Vy?+2*= f(2)}
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gerade die Punkte der Mantelfliche von C enthélt. Die Einschénkung auf offene In-
tervalle (a, b) und nicht-negative Funktionen f ist dabei nicht wirklich wesentlich.
Desweiteren konnen mit analogen Argumenten auch Rotationskoérper mit beliebiger
Drehachse studiert werden.

Links: Ein Rotationskérper C, der durch Rotation des Graphen der Funktion f (blau) um die z-Achse entsteht.

Rechts: Das Prinzip von Cavalieri besagt, dass jeder Rotationskorper durch eine Vereinigung von endlich vielen
Kreiskegelscheiben approximiert werden kann, wobei eine gute Approximation aus einer grolen Anzahl von sehr
diinnen Scheiben besteht. Im Bild wurden die insgesamt drei Scheiben zur besseren Darstellung versetzt gezeichnet.

Mitte: Eine typische Kreiskegelscheibe S; mit kleiner Dicke Az und Fufpunkt ;.

Volumen von C' Nach dem Prinzip von Cavalieri kann der Rotationskorper in viele
kleine Kegelstiimpfe zerlegt werden (siehe das Bild fiir eine sehr grobe Zerlegung in nur
3 Teile). Genauer gesagt, mit einer dquidistanten Intervall-Zerlegung

_b—a

Ax : , zj=a+ (Az)-j, j=0...n
n

in n Teilintervalle gilt a = 2y < 21 < ... < x, = b und wir berechnen mit unserem
schulmathematischen Wissen (siehe auch die nachfolgenden Beispiele)
- Ax 2 2
vol (55) = =+ ((fay = Aa))* + fwy = An) - f(w5) + (f(a)”)
2
=7 (f(ZL’J)) - Az + O((AIL’)2)

wobei S die j-te Scheibe meint und wir die Taylor-Formel
[+ Az) = f(z) + O(Ax)

verwendet haben. Durch Summation tiber alle Teile erhalten wir

n

7L Zvol (8;) = Az > (f(x))* + 01 /n)

j=1

wegen Ax = O(1/n). Der fithrende Term auf der rechten Seite ist nun gerade die
Riemann-Summe eines Integrales und der Limes n — oo (bzw. Az — 0) liefert daher
die Formel

vol (C) =7 - / (f(:r))Qdm

fir das Volumen von C.
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‘Vorlesung 35, 29. Januar 2020‘

Mantelfliche von C' Die Mantelfliche des Kreiskegelstumpfes \S; ist durch

areay (9;) =7 - (f(z; — Az) + f(z;)) - \/(f(x]) — flx; — Am))2 + (Az)?

gegeben und mit dem Satz von Taylor erhalten wir
2 2
areay (S;) = 7 - (2 flxy) + O(Am)) : \/(A:c) : ((ff(xj) +0(A))” + 1)

=27 f(z;)-\/1+ (f’(xj))2 Az + O((Az)?%).

Das Prinzip von Cavalieri die Formel liefert daher die Formel

areay (C)=2-7- /f f/( ))

fiir die Mantelfliche von C' bzw,

area (C') = areay (C) + 7 - <(f(a))2 + (f(b))2> ;

fiir die Gesamtoberflaiche von C', wobei die zusétzlichen Terme die Grund- und die
Deckflache quantifizieren.

Yy Y

Yy
y=co I y=p5-V1-(z/a)

/\ '/I:

a b ' a b ‘ —Q 0 +a

Die Funktionen fiir einen Kreiszylinder, einen Kreiskegelstumpf und einen Ellipsoiden.

Bezispiele
1. Fiir eine konstante Funktion f(z) = ¢y erhalten wir
b
VO](C):W-/C[Q)dl’:ﬂ'~(b—a)~0(2):71"h-7“2,

b
areaM(C):Q-W/co-\/1+0dx:2-7r-co-(b—a):2-7r-h-r

und damit die elementargeometrischen Formeln fiir den Kreiszylinder. Siehe Zy-
linder (Geometrie) unter WIKIPEDIA und beachte, dass r = ¢y der Radius und
h = b — a die Hohe des Zylinders sind.

2. Mit f(x) =¢1 - & + ¢ ergibt sich

b
vol (C) =7 - /(C% P +2 ¢ x4 ) da
=t d-(VP-ad)+7mc1c0- (VP —0a®)+¢ - (b—a)
:%h (P +r-R+R?),
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sowie

b
areaM(C’))—2-%-/(01-334—00)- 1+cide

:Q.W.1/1+cg.(%.cl,(bz_az)JrCO.(b_a))

=m-m-(r+R).

Dies sind die bekannten Formeln fiir den Kreiskegelstumpf mit Héhe h = b — a
sowie den Radien r = f(a) = ¢1 - a4+ ¢o und R = f(b) = ¢1 - b+ ¢, wobei

m = /(R — ) + h? die Mantellinie ist, siche Kegelstumpf bei WIKIPEDIA.

Beispiel Durch
z\2 [
flz)=8- 1—(—) == -Va?+ g2 —a<zr<—ta
e @)

wird ein Rotationsellipsoid C,, 3 beschrieben. Es gilt

vol(Caﬁ):ﬂ-ﬂz-/a<1—(2)2>dxzﬁ-a-62-/1(1—32)ds

-« -1

2 L 31Ty 2
:7TOKB|:S_§S:| 1:§‘7T'OK'B,
s=—

wobei wir z = « - s substituiert haben. Im Spezialfall o = = g ergibt sich mit

vol (C,,) = % e 0°

die berithmte Formel fiir das Volumen der Kugel vom Radius ¢. Wegen

oy B 2.z B-x
T = Jom e va—r

und

Vi (po) -

erhalten wir auflerdem

2.

area (Cq,p) = areays (Cy g) = o

“+a
WQ'ﬁ -/\/044—1-(52—042) cx?dx

als vorlaufige Formeln fiir die Mantelfliche, die wir nun weiter vereinfachen wollen. Fiir
a = = p hingt der Integrand gar nicht von z ab und wir berechnen die Kugelober-
fliche zu

9.
area(Cg,g):Tﬁ~2'g-\/g4:4o7r-gz.
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Im Fall von 8 < a substituieren wir x = o?/1/a? — 32 - s und erhalten

+y/02—p2/a

area (C, ) = 27807 / ST ds
a7ﬂ /az — /82
_ /a27/32/a

2.m1m-8-a2 s=+4/a2-p2/a
_rrmpa [s -V1— s? + arcsin (s)}
a2 — ﬁQ s=— /0427B2/04

2.-m-5-a® [a?-p2? , a? — 32
= \/m ( o -a—l—arcsm (T))
:2.77.52+2'7T2'—5'O;2.arcsm(—\/a2_ﬂ2)7

ot — [0

wobei wir die unbestimmte Integralformel [ v/1 — s2ds = 1-5-v/1 — s2+3-arcsin (s)+C

verwendet haben. Im Fall von 8 > « ergibt sich hingegen

2.1m-8-a2 2 _ 42
area (Ca,ﬁ> e 2 T . BQ _|_ ﬂ . ar81nh<u>7

ﬁQ—OZQ «

durch analoge Rechnungen.

Kurvenintegrale

Erinnerung FEine (stiickweise) stetig differenzierbare Abbildung c : [a, b] — R™ mit

Cm.(t)

wird Parametrisierung einer Kurve genannt, wobei die geometrische Kurve gerade der
Graph der Parametrisierung, d.h. die Punktmenge

C={c(t) : tela b} CR™,

ist und in den Anwendungen in der Regel m = 2 oder m = 3 gilt. Dabei kann der
Kurvenparameter ¢ € [a, b] meist als Zeit interpretiert werden und

o (1)
¢(t) = —c(t) = |
dt .

Cm (1)

ist der momentane Tangential- oder Geschwindigkeitsvektor, der die vektorielle Ge-
schwindigkeit eines entlang der parametrisierten Kurve bewegten Teilchens beschreibt.
Beachte, dass bei Ableitungen nach der Zeit in Mathematik und Physik oftmals die
Punkt- statt der Strichnotation verwendet wird, d.h. wir schreiben ¢ statt c’.

Die Kurve ist geschlossenen, wenn

c(a) =c(b)

gilt, d.h. wenn Anfangs- und Endpunkt zusammenfallen.
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To c(t1) C
A
Capp C(t())

c(ty)

—P T

Eine parametrisierte Kurve und ein approximierender Polygonzug bestehend aus 4 Strecken (die einer Zerlegung von
la, b] in vier Teilintervalle entspricht). Mittels sehr feiner Zerlegungen kann die Kurve beliebig gut durch einen

Polygonzug angenihert werden.

Bogenlinge einer Kurve Das Integral

— [ leto) a

liefert die Lénge einer Kurve. Um dies zu verstehen, betrachten wir eine Zerlegung
a=thy<t; <ty<...<t,=0b

des Intervalles [a, b] und definieren (siehe Bild) eine stiickweise affine Approximation
Capp © [@, D] = R™ durch

—t t—tj

—— - C(tj_1) + ———— - (¢ fir teltj_q, ],
t;— b (] 1) t;— b (]) []1 J}

Capp(t) =

d.h. in jedem Teilintervall [t;_;, t;] verwenden wir eine leicht andere Formel. Wegen

1

m ) (C(tj) - C(t]‘f1)) fir ¢ e [tj_1, ]

éapp(t) =

gilt damit

L(Capp) /Hcapp |dt = Z/Hcapp |at
Ly

—Z/

= Z | e(t;) —c(t;-1)ll -

] 1

Z”C H/
1
‘dt . —tj X dt

t—t

Wir sehen nun fiir den Polygonzug c,p,, dass die obige Definition von Lénge mittels
eines Integrals gerade die Summe der euklidischen Léngen aller Teilstrecken ist und
daher mit dem intuitiven Léngenbegriff iibereinstimmt. Da jede (stiickweise) differen-
zierbare Kurve beliebig gut durch Polygonziige approximiert werden kann, schliefen
wir, dass die obige Integralformel in der Tat die Lénge eine Kurve liefert.
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Beispiele
1. Die Standardparametrisierung der Kreislinie
C= {(ml, Ty) ER? 2?2 422 = QQ}

vom Radius p ist

w=e(@fd) = ()

mit ¢ € [0, 2] und wir erhalten

21

L(c)—/gdt—2~7rog.
0

Es gibt andere Parametrisierungen der Kreislinie, aber diese werden dieselbe
Lénge liefern (siehe unten).

2. Die Kardioide ist die planare Kurve

cos (t)

c(t) = (1 + cos (1)) - (sin (t)) : t €0, 27

die wegen ¢(0) = c(27) eine geschlossene Kurve ist. Nach Produkt- und Ketten-

regel gilt
S (—sin(t)) [ cos (t)
¢(t) = (1+ cos (1)) ( cos (1) ) sin (t) (sin (t)) :
und wir erhalten
le(t)]| = \/(1 + cos () + sin? (t) = \/2 (14 cos (t)) =2 |cos (5 - 1)
wobei wr zunichst cos? (1) + sin? (1) und anschlieBend

cos (1) = cos (2-t/2) = cos® (t/2) — sin? (t/2) = 2 - cos® (t/2) — 1

verwendet haben. Insgesamt ergibt sich

27 T 21
L(C)22’/|COS(%'i)’dtIQ'/COS(%-t)dt—Q-/COS(%-t)dt
0 0 T
t=m t=2m
_9. [Q-Sm(g-t)]tzo—z- [2-sin(%-t)]t:ﬂ — 3

und damit eine ganzzahlige Lange der Kardioide.

0 1 2 0 1 2
X1 X1

Links: Die Kardioide. Rechts: Der Hyperbelast 1‘% = z% + 1 mit z1 > 0.
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*Wichtige FEigenschaft Die Linge ist invariant unter Reparametrisierung in fol-

gendem Sinne: Ist h : [a, 5] — [a, b] eine bijektive, streng monoton wachsende und
differenzierbare Funktion, so beschreiben die parametrisierten Kurven c : [a, b] — R™
und ¢ : [a, b] — R™ mit

e(0) = c(n(D)
dasselbe geometrische Objekt (es gilt C' = C), aber mit Hilfe unterschiedlicher Para-

metern, némlich £ bzw. ¢ = h(t). Mit der Kettenregel fiir Ableitungen und der Substi-
tutionsformel fiir Integrale ergibt sich dann

0= [ o] - [ iswn] - |5

wobei wir benutzt haben, dass nach Annahme $h(f) > 0 gilt. Insbesondere ist die
Lange eine geometrische Eigenschaft von C'.

i 100),

*Bemerkung Durch

—jl\é<7)ll dr

wird die Bogenldngenfunktion von c definiert, die eine monoton wachsende Funktion
auf [a, b] ist. Gilt

fiir alle ¢ € [a, b], so nennt man ¢ auch eine Bogenlingenparametrisierung von C'. Fiir
jede geometrische Kurve C' kann immer eine Parametrisierung ¢ gewéhlt werden, so
dass diese Bedingung erfiillt ist.

Uberstrichene Fliche einer planaren Kurve Im Fall einer planaren Kurve (d.h.
m = 2) beschreibt das Integral

die vorzeichenbehaftete Fliche, die vom Ortsvektor eines entlang der Kurve bewegten
Punktes iiberstrichen wird. Fiir einen approximativen Polygonzug reduziert sich diese
Formel auf

n

F(Capp) = 3+ Y crltj1) ealty) — ealty) ea(tj 1)

j=1

und kann als Summe von positiv und negativ gezéhlten Dreiecksflichen interpretiert
werden (siehe Bild).
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Herleitung: Die reduzierte Formel kann mittels folgender Rechnungen hergeleitet wer-
den. Die Formel fiir den approximierenden Polygonzug impliziert

t
F127j = / Cl(t) CQ(t) dt
tj—l
tj
t, —t t—t._ ) — colts
= / (J— ci(tj1) + —2— 01(tj)) call) ~ eally) dt
tj—tj— tj—tj1 ti—ti1
j—1
und wir berechnen unter Verwendung von
tj tj
/ =t 4 / b=t g =t
tj — tj,1 tj — tj,1 2
ti—1 tj—1

die vereinfachte Formel

Fioj; = % . (Cl(tj) + cl(tj_l)) . (cz(tj) — CQ(tj_l)) )

Durch Vertauschung der Koordinatenindizes 1 «~ 2 erhalten wir den analogen Aus-
druck

Forj =% (calty) + ca(tjor)) - (erty) — ea(tjn))

und mit

n

Fleapp) = - Y (Fioy — Fary)

j=1
folgt schlieflich die behauptete Formel F'(c,pp) nach einfachen Umformungen.

T2
A

c(tj—1)

—» 1

Die durch eine planare Kurve iiberstrichene Fliche kann auch durch ein Integral berechnet werden. Fiir planare
Polygonziige ist die entsprechende Formel dquivalent zu elementargeometrischen Argumenten, wobei die blauen bzw.

gelben Dreiecksflédchen einen positiven bzw. negativen Beitrag liefern.

Beispiele
1. Fiir die Standardparametrisierung des Kreises vom Radius p (siehe oben) erhalten
wir
27
F(C)=1.0"" / (cos (t) - cos (t) +sin (¢) - sin (t)) dt = 7 - 0°.
0
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Durchlaufen wir den Kreis jedoch via

aw=o (BN =(20) . ww=o(T2O)

in mathematisch negativer Richtung (also gegen den Uhrzeigersinn), so gilt

2

F<C)—%'/(—cos(t)~cos(t)—sin(t)-sm(t))dt_—7r~92,

0

d.h. wir erhalten den negativen Fldcheninhalt.

0= () 0= ()

ist eine Parametrisierung eines Hyperbel-Astes (siehe Bild) gegeben, denn es gilt

2. Durch

At) —cAt) =1 c(t) >0

fiir alle t € R. Wir erhalten

8 8 8
/ (cr(t) éa(t) = ca(t) co(t)) dt = / (cosh? (t) — sinh® (¢)) dt = /1 dt =8 —«.

« « «

Insbesondere werden beim Durchlaufen dieser Kurve in gleichen Zeitintervallen
immer gleiche Flichen iiberstrichen.

3. Fiir die Kardioide von oben ergibt sich

F(c)—%-/(1+cos(t))2dt—%~/(1—|—2<:os(t)—|—0082(t))dt—%~7T.

*Umlaufzahl Beschreibt c eine geschlossene planare Kurve und ist £ ¢ C' ein belie-
biger Punkt auflerhalb der Kurve, so ist

_ 1 / (cr(t) = &) - e2(t) — é1(t) - (ea(t) — &)
2m (er(t) = &1)° + (calt) — &)

a

wnd(c, &) : dt

die (ganzzahlige) Windungs- oder Umlaufzahl der Kurve C' um den Punkt & (siehe

EolcAvyc:

Beispiele fiir die Umlaufzahl (schwarz) einer Kurve ¢ (blau) bzgl. eines Punktes £ (rot).
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Erstes (oder skalares) Kurvenintegral Ist f: D C R™ — R eine stetige Funktion
und c : [a, b] — D eine parametrisierte Kurve in D, so wird

/f(x)ds :=/f(c(t>) le@)) dt € R

das Kurvenintegral der 1. Art von f bzgl. C' genannt.

Anwendung Wir nehmen an, ¢ beschreibt einen (dreidimensionalen, aber sehr
diinnen) Draht mit konstanter Massendichte p. Dann ist der Schwerpunkt des Drahtes
durch

X
X=|X;], Xi—/xids //lds
X3 c c

gegeben, wobei das Nennerintegral gerade die Léange des Drahtes ist. Mit analogen
Formel in zwei Dimensionen erhalten wir fiir die Kardioide die Schwerpunktkoordinaten
X7 =4/5, Xy = 0 (Nachrechnen!).

Zweites (oder vektorielles) Kurvenintegral Ist f: D C R™ — R™ eine stetige
Funktion und ¢ : [a, b] — D eine parametrisierte Kurve in D, so wird

/f(x)-dx ::/bf(c(t)) -¢(t)dt € R

das Kurvenintegral der 2. Art von f bzgl. C' genannt, wobei - auf der linken und der
rechten Seite das Skalarprodukt meint.

Anwendung Beschreibt ¢ die Bahn eines geladenen Teilchens mit Ladung ¢ und
Masse m und ist f das elektrische Feldstarke, so ist

o [ 160 dx

Cc

gerade die vom elektrischen Feld am Teilchen verrichtete Arbeit. Analog ist

m/g(x)-dx

die vom Beschleunigungsfeld g (etwa Erdbeschleunigung) geleistete Arbeit.

*Wichtige Eigenschajft Beide Kurvenintegrale sind invariant unter Reparametri-
sierung, denn mit den obigen Notationen gilt

b
de

/f(x) Cdx = /f(c(t)) St = /f(c(h(f))) 5 () = (D) di

Cc a
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sowie eine analoge Formel gilt fiir die Integrale der 1. Art. Insbesondere hingt der Wert
beider Kurvenintegrale nur von den Eigenschaften der geometrischen Kurve C und der

Abbildung f bzw. f ab.
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Kapitel 11

Fourier-Reihen

Motivation Jedes periodische Signal kann in elementare Bausteine zerlegt werden
bzw. aus diesen zusammengesetzt werden.

’Vorlesung 36, 31. Januar 2019

11.1 Fourier-Reihen periodischer Funktionen

Uber T-periodische Funktionen

Definition Fiir eine gegebene Periode T > 0 sagen wir, die Funktion f: R — R ist
T-periodisch, falls

fE+T)=f(t)
fiir alle t € R gilt.

Beobachtung Jede T-periodische Funktion ist eindeutig durch ihre Werte auf einem
halboffenen Intervall der Lange T, also auf einem Intervall der Bauart [t,, ¢, +T') oder
(ts, t. + T, definiert (siehe Bild). So gilt zum Beispiel:

¢

flt+2T)  fir ¢, —2T < t < t,—T

ft+1T) fiir t,—T < t < t,
f)y =< f) fiir t, < t < t,+T

flt—=1) fiir t+T < t < t, 42T

f(t—2T)  fir £, +2T < t < t,+37T
f@)

t

t,—2T  t,—T t, toAT  t,42T  t.+3T

Zur T-periodischen Fortsetzung einer auf dem Intervall [¢«, t« + T') (rot) gegebenen Funktion. Beachte, dass durch die

Fortsetzung Unstetigkeiten entstehen kénnen.

259
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Lemma (Niitzliche Integralformeln) Fiir jede T-periodische Funktion gilt

7Tf(t)dt:/Tf(t)dt: 72f(t)dt, 7f(t)dt:n/Tf(t)dt
b 0 —T/2 0 0

sofern auch nur eines der Integrale wohldefiniert ist.

Beweis: Wir bemerken zunéchst, dass wegen

te+T

/ f@)dt=f(ts+ T)— f(t.) =0,

ty

dt,

das Integral auf der linken Seite nicht von ¢, abhéngt. Aulerdem gilt

T
n

/f t)dt = Z/f t)dt = Z/ft+z—1 T)di = Z/fi)dt

Yispr =179 =17

wobei wir im i-ten Teilintegral ¢ = ¢ + (i + 1)T substituiert und die Periodizitit von f
eingesetzt haben. O

Harmonische Funktionen als Bausteine periodischer Funktionen Die Funk-
tionen

1 =cos(0wt), cos (mwt), sin (mwt)

mit m € N={1,2,3,...} sind alle T-periodisch, sofern die Kreisfrequenz durch

festgelegt ist (siehe Bild).

0 T 2T
Sinus-Bausteine

AR

0 T 2T

Kosinus-Bausteine

o

Die harmonischen Funktionen fiir m =1 (griin), m = 2 (gelb), m = 3 (blau) und die konstante Funktion (rot).
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Durch Nachrechnen im Reellen (oder im Komplexen wie weiter unten) verifizieren wir
die sogenannten Orthogonalitédtsrelationen

T T
1-1dt=T, /1 cos(mwt)dt =0, /1 sin(mwt)dt =0
0

0

St —

sowie
T T
/sin(mwt) sin(lwt) /cos (mwt)-cos(lwt) - dt =5 -T - 6y
0 0

und
T
/cos(kwt)-sin(lwt)- dt=0.

0

Hierbei sind m, [ € N beliebig und

P 1 firm=1,
M0 fiir m £

ist wieder das Kronecker-Delta. Diese Relationen sind sehr wichtig und beschreiben,
dass die harmonischen Funktionen paarweise senkrecht aufeinander stehen, wobei ein
geeigneter Vektorraum (der sogenannte Lebesguesche Funktionenraum L?) sowie das

Skalarprodukt
T
/ u(t
0

zu Grunde liegen. Wir werden zwar die Formeln benutzen, aber von dem abstrakten
Setting keinen weiteren Gebrauch machen.

'ﬂlH

Grundkonzept Die zentrale Idee der Fourier-Analysis ist, dass sich jede hinreichend
gute T-periodische Funktion als Reihe

f(t) = —I—Zam cos (mw't) +me sin (mwt)

m=1

mit geeigneten Koeffizienten a,, und b,, schreiben lasst.

Fragen Fiir welche Funktion f ist die Reihendarstellung moglich? Und wenn ja, wie
berechnen sich die Koeffizienten?

Notwendige Bedingungen Die zweite Frage konnen wir vergleichsweise einfach
beantworten: Wir multiplizieren beide Seiten der Reihendarstellung mit einer der
harmonischen Funktionen, integrieren iiber eine Periodenlédnge, vertauschen Integra-
tion und Reihenbildung (obwohl man streng genommen erst rechtfertigen muss, dass
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262 11. Fourier-Reihen

man das wirklich darf), und setzen die Orthogonalitdtsrelationen ein. Fiir den konstan-
ten Baustein ergibt sich

T T - T - T
aop :

/f( -1dt = 5/dt+Zam/cos(mwt)dt—f—me/sm(mwt)dt

0 0 0

m=1 0 m=1
:%T—i—Zam-O—i—meﬂ:%-ao-T
m=0 m=1

und damit eine notwendige Bedingung fiir ag. Fiir den I-ten Kosinus erhalten wir

T T -
/f Jeos (lwt) dt:é]/ (lwt dt+Zam/cos (mwt) - cos (lwt)dt
0 0 m=1

T

+me/sm (mwt)-cos(lwt)dt
m=1

0

-a0-0+%-T-Zam-5ml+§:bm 0
m=0 m=1

1
—QTal

N[

und mit dem [-ten Sinus analog
T
/f sin (lwt)dt :%-T-bl.
0

Fourier-Koeffizienten und Fourier-Polynome Wir betrachten nun die notwen-
digen Bedingungen als Definition der Koeffizienten, d.h. wir setzen

T T
2

/ m.:?/f cos (mwt)dt

0 0

fiir jedes m € N, und definieren

ﬁll\ﬁ
ﬂlw

T
/f sin (mwt) dt
0

Fn(t) = —|—Zam cos (mw't) —|—me sin (mwt).

m=1
Beachte, dass Fly fiir jedes N € N unendlich oft stetig differenzierbar und T-periodisch
ist. AuBerdem kann man mit den Additionstheoremen

sin (2wt) = sin (wt) cos (wt), cos (2wt) = cos? (wt) — sin? (wt), usw.

zeigen, dass jede Funktion Fly sich als trigonometrisches Polynom schreiben lasst, d.h
als Linearkombination von Produkten/Potenzen von sin (wt) und cos (wt). Die genauen
Formeln interessieren uns hier aber nicht.

Notation Manchmal schreibt man Fy,,(t) und ay,,, by, statt F,(t) und a,,, by, um
die Abhéangigkeit von f deutlich zu machen.
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11.1. Fourier-Reihen periodischer Funktionen 263

Fragen Wir kénnen nun fiir jede feste Funktion f die Fragen von oben wie folgt
erweitern:

1. Fiir welche Werte von ¢ existiert der Limes F..(t) = lim, . F,(t) und wie
schnell/langsam ist die Konvergenz?

2. Fiir welche Werte von ¢ gilt Fio(t) = f(¢)?

Wir wollen nun zunéchst einige Beispiele rechnen, wobei in diesen Beispielen immer

T = 27 und damit w =1 gilt.

Die Sidgezahnfunktion Wir definieren f als 2w-periodische Fortsetzung von
ft):=3(r—t) fir 0<t<2r, f(0) =0,

wobei der Wert von f(0) nicht wirklich wichtig ist.

Graph von f Graphen von f und F,
3 7
0 0
hid o
T2 T2
-1 0 s 2 3 4 5 -1 0 s 2 3 4 5
Graphen von fund F4 Graphen von f und Fg
: N N N, :
™~ LN .
= N N \\,_ 0
\\\ \\\ \\\
” N N » x
T2 T2
-7 0 s 2m 3 4 5 -7 0 e 2m 3 4 5m
Graphen von fund Fg Graphen von f und F1g
z £
0 0
I 13
2 T2
-7 0 s 2m 3 4 5m =TT 0 s 2m 3 4 5

Beispiel 1: Die Sdgezahnfunktion.

Da f ungerade ist (d.h. f(x) = —f(—=x)) ergibt sich (siehe auch das Lemma oben)
+7
! / F(t)dt =0
an = — prnd
T r
sowie
2w +m
1 1
Uy = —/f(t) cos (mt)dt = —/f(t) cos (mt)dt =0,
T T
0 -

weil der Integrand als Produkt einer geraden und einer ungeraden Funktion selbst
ungerade ist. Auflerdem gilt

2 27
1 1
T T
0 0
2 2
1 . 17 cos(mt)1t=2r 1 [ cos(mt)
——%/tsm(mt)dt—%[t—m ]t:O _%/—m dt
5 0
1 t 1
_ Lot o 1
2T m m
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264 11. Fourier-Reihen

und wir erhalten

sin (2t) n sin (3t) N sin (4t)

Fo(t) = sin (t) + 5 3 1

als explizite Formel fiir die Fourier-Reihe von f sowie die entsprechenden Ausdriicke
fiir die Partialsummen Fy () (siehe Bild).

Rechteckschwingung Fiir die 27-periodische Funktion f mit
ft):=4+1fir 0<t<m, f(t):=—1 fir m<t<2m, f(0) := f(m):=0,
gilt wieder
ag =0, am, =0

fiir alle m € N, da f ungerade ist (siche Bild). Des Weiteren berechnen wir

0 +7
by = — /f sin (mt)d :—l/sm (mt)dt + — ! /sin(mt)dt
= 0
_ [cos(mt)] = [COS( )r 2 2cos(mm)
mm  Ji=—x o omT mm

4 [ 1 fiir m ungerade
0  fiir m gerade

und erhalten

4 sin (t) n 4 sin (31) n 4 sin (5t) n

F (t) =
s 3T oT
Graph von f Graphen von fund F
1 1 N N 2N
0 0
- i N N4
-7 0 s 2 3r 4 5 -1 0 s 2 3 4 5
Graphen von fund F3 Graphen von f und Fs
1 £ ___# 1 .\ . NP
0 0
1 ) R SR —m—ae
=TT 0 b 2m 3 47 5 =TT 0 ld 2m 3 47 5
Graphen von fund F Graphen von f und Fg
Soaoa Boaoa Boaca A A A
1 . . . L g L L g 1 Wiy Wyt " 2 -1
0 0
R . R P _1Hdm o s e e,
-1 0 m 2m 3 4 5 -1 0 m 2m 3 47 5m

Beispiel 2: Die Rechteckschwingung.

Nebenresultat Es gilt
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und, wie wir unten werden unten sehen, auch f(7/2) = F,(7/2). Durch Einsetzen und
Umformen erhalten wir

Yo 13T

n=0

Ganz allgemein gilt: Durch das Studium von Fourier-Reihen konnen viele exakte Sum-
menformeln fiir Reihen abgeleitet werden, obwohl das weder die urspriingliche Motiva-
tion noch die wichtigste Anwendung die Theorie ist.

Periodisch fortgesetzte Parabel Die 2m-periodische Forstzung von
fity=t* fir —r<t<m

ist gerade (siehe Bild), d.h., diesmal gilt

+m
by — %/f(t)sin(mt)dt— 0,

und eine direkte Rechnung zeigt

+m +

t=m
1 2 2t3
2 2 2,2
ag=— [dt==[Edt=|"—| =27
7 7r 3m|,_
t=0
—T 0
Graph von f Graphen von f und F
e e
0 0
- 0 s 2 3 4 5 -7 0 ld 2 3 4 5
Graphen von f und Fp Graphen von fund F3
" NT/AN /N |/ "
LN LA | S NPZaNi
=TT 0 T 2m 3 4 5m =TT 0 s 2m 3 4 5m
Graphen von f und F4 Graphen von f und Fs
e i
0 0
=TT 0 T 2 3 4 5m =TT 0 s 2 3 4 5m

Beispiel 3: Die periodische Fortsetzung der Parabel.

Eine zweifache partielle Integration liefert auflerdem

+m
2 —-1)"4
am:—/t2 cos(mt)dt:%,
T m
0

und wir erhalten

2 4cos(t) 4cos(2t) 4 cos(3t)
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Nebenresultat Kombinieren wir

2 4 4 4
FOO(W):%+I+1+§+...

mit Fo(m) = f(m) (siehe unten), so erhalten wir die klassische Formel

00 1,2 2
>t
m?2 4 6
m=1
Graph von f Graphen von f und F4
7 7
0 A~ ./\j ./\j 0_&} >§J >§.}
-7 0 I 2 3 4 5m - 0 m 2m 3 4 5
Graphen von fund F, Graphen von fund F3
7 7
e Wi LN ON
-1 0 L 2 3 4 5m - 0 s 2 3r 4 5
Graphen von fund Fy Graphen von f und Fs
7 7
0 0
-7 0 L 2 3 4 5m - 0 s 2 3r 4 5

Beispiel 4: 2w-periodische Funktion f(t) = exp (sin (t) + cos (3t)) mit numerisch berechneten Fourier-Koeffizienten.

Graph von f Graphen von f und Fy

NAAAAN ALALAN

-1 0 s 2m 3r 4n 5m -1
Graphen von f und F3 Graphen von f und Fs

INEAIALA INATA TIACAALA AR

o

s 2m 3 4m 5

-7 0 s 2 3 4n 5m - 0 m 2m 3m 4 5m
Graphen von f und F; Graphen von f und Fg

;/\I\/\l\f\l\Jf\l\/\l\f\l\

=7 0 s 2 3 4n 5m =T 0 m 2m 3m 4 5m

Beispiel 5: 2w-periodische Funktion f(t) = cos (sin (2t) 4+ 7 cos (t)) mit numerisch berechneten Fourier-Koeflizienten.

’Vorlesung 37, 03. Februar 2019

Paritatseigenschaften Ist f gerade bzw. ungerade, d.h. gilt

F(t) = +f(=t) baw. f(t)=—f(~t) firalle teR,
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11.1. Fourier-Reihen periodischer Funktionen 267

so rechnet man leicht nach, dass

T/2
4
amzf/cos(mwt)f(t)dt und by, =0

0

bzw.
T/2
Ay, =0 und bm:%/sin(mwt)f(t)dt
0

gilt, wobei m € Ny jeweils beliebig ist.

Spektraldarstellung Man kann auch mit dem Ansatz
A, €OS (Mwt) + by, sin (mwt) = gy sin (mwt + 6,,)

die Fourier-Approximationen der Funktion f in der Form

Tolt)=3ao+ Y omsin(mwt +0,,)

m=1

schreiben, wobei einfache Rechnungen zeigen, dass
am\ sin (6,,,)
b )~ 9™\ cos (6,,)

b
Om = /a2, + b2, tan (0,,) = —

am

bzw.

gelten muss. Man plottet nun oftmals die Gré8e g, bzw. 6,, iiber m und spricht vom
Amplitudenspektrum bzw. Phasenspektrum von f.

Beispiele

1. Fir die Sédgezahnfunktion und die Rechtecksspannung ergibt sich unmittelbar
Om = bm, 0, = 0 und fiir die periodische Fortsetzung der Parabel gilt o, = m,
O = £m/2.

2. Fiir die Beispiele 4 und 5 kénnen die Spektren numerisch berechnet werden (siehe
Bild).

x z
5 10 15 10 15

0 5 10 15 5
Das Amplitudenspektrum (griin) und das Phasenspektrum (rot) fiir die Beispiel 4 (links) und 5 (rechts). Beachte, dass

'
SR
Gl

0 5 10 15

in beiden Beispielen die (nichtnegative) Amplitude g, fiir m — oo sehr schnell (ndmlich exponentiell) abklingt. Der
Grund ist, dass die jeweilige Funktion f als Potenzreihe geschrieben werden kann und damit insbesondere unendlich

oft differenzierbar ist. Die Phase 6,, hat aber kein Vorzeichen und klingt auch nicht ab.
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I 4 I
2 2
0]
aIIIIIIII
2

_z =
0 o
5 10 15 ° 5 10 15 5 10 15

Die Spektren fiir die Beispiele 2 und 3, wobei die Amplitude aufgrund des Sprunges bzw. des Knickes der Funktion f

nur vergleichsweise langsam (nimlich nur polynomiell in m) abklingt.

11.2 Elemente der Theorie

Die komplexe Variante Mit elementaren Umformungen zeigen wir, dass die
Fourier-Approximation Fj auch als

+N

Fy(t) = Z v; exp (+ijwt)
j=—N

geschrieben werden kann, wobei der Index j € Z nun eine ganze Zahl ist und der
Koeffizient

T

1

T/f exp (—ijwt)dt
0

Werte in C annimmt. In der Tat, die Formel fiir ; kombiniert mit der Euler-Formel
und den Eigenschaften von Integralen liefert

g A, — 1 by A, + 10y

’70:77 'Y+m:Ta V—m = B

fiir alle m € N und insgesamt erhalten wir mit

Z v; exp (ijwt) —70+Z m exp(—imwt) + vYim exp(—i—imwt))
=+ Z (Vom + Vem) cos (mwt)
m=1
N
+ Z(—fy,er'erm)isin(mwt)
m=1

N
=1ao+ Zamcos(mwt) + mesin(mwt)

m=1 m=1

die behauptete Gleichheit der beiden Formeln fiir Fyy (sowohl fiir N € N als auch im
Grenzfall N = 00). Des Weiteren gelten die Orthogonalitéitsrelationen

T
/exp (j—n)wt)dt

'ﬂ |

T
/exp ijwt) exp (inwt)d
0

1 27
:—T/ ]—n) )dS:w—Tajn:(Sjn,
0
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11.2. Elemente der Theorie 269

wobei wir in der Integralberechnung s = wt substituiert haben. Mit dieser Identitét
und der Euler-Formel kénnen leicht die reellen Orthogonalitétsrelationen nachgepriift
werden werden. Auflerdem koénnen wir die Parsevalsche Gleichung

7 [lroPa= 3" 1P

j==o0

herleiten, die eine wesentliche Rolle in der Theorie der Fourier-Reihen spielt.

Interpretation Die komplexen Bausteine exp (ijwt) bilden eine orthonormale
Basis im unendlich-dimensionalen und komplexen Vektorraum der T-periodischen
Funktionen, wobei das entsprechende Skalarprodukt zweier T-periodischer Funktionen
u,v : R — C durch

N

<u> U> =

/T u(t)v(t) dt

gegeben ist. Die Parsevalsche Ungleichung ist dann gerade die entsprechende Variante
des Satzes von Pythagoras (vgl. dazu die analoge endlich-dimensionale Diskussion in
Abschitt §5.2).

Bemerkung
1. Die komplexe Variante kann auch auf Funktionen f : R — C angewendet werden.

2. In der Mathematik schreibt man statt -; auch fj und bezeichnet die doppelt-
unendliche Folge ( f]) jez als die Fourier-Transformierte von f. Insbesondere ent-
spricht jeder T-periodischen Funktion f : R — C eine Funktion f :Z — C und
umgekehrt. Dieses Konzept kann dann auch sehr viel allgemeiner gefasst wer-
den. Schlagworte sind hier diskrete oder kontinuierliche Fourier-Transformation,
Fourier-Integrale, abstrakte harmonische Analysis.

3. Es hat sich leider weder in der Mathematik noch in den Anwendungswissenschaf-
ten eine einheitliche Notation fiir Fourier-Reihen (und allgemeiner fiir die soge-
nannten Fourier-Methoden) herausgebildet, sondern Formeln, Sprechweisen, Nor-
mierungen usw. variieren in der Literatur zum Teil stark. Die zugrunde liegende
Idee ist aber immer dieselbe: Eine Funktion/ein Signal wird in seine harmonischen
Bausteine zerlegt.

4. Fourier-Methoden sind extrem wichtig, sowohl in der Mathematik als auch in
den Natur- und Ingenieurwissenschaften. In der Quantenmechanik beschreibt die
Fourier-Transformation zum Beispiel den Welle-Teilchen-Dualismus und die da-
mit verbundene Heisenbergsche Unschérferelation.

Konvergenz der Fourier-Reihe Wir formulieren nun das wesentliche Konvergenz-
resultat, dessen Beweis allerdings im Rahmen dieser Vorlesungsreihe nicht gegeben
werden kann.
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270 11. Fourier-Reihen

Theorem (Hauptsatz iiber Fourier-Reihen) Sei f beschriankt und stiickweise
stetig differenzierbar, so dass in jeder Unstetigkeitsstelle ¢ via

f(t+0):= ll\rf(l)f(lf +e)
der linksseitige Grenzwert f(¢ —0) und der rechtsseitige Grenzwert f(t 4 0) existiert.

1. (Existenz des punktweisen Grenzwertes) Fiir jedes t € R gilt
Voo | JL=0)F f(+0)
2 )
wobei f(t —0) = f(t+0) = f(t) in jeder Stetigkeitsstelle ¢t € R gilt.

Fn(t)

2. (Lokal gleichméfige Konvergenz im Stetigkeitsbereich) Ist f stetig auf dem offe-
nen Intervall I, so gilt

N—o00

sup |Fx(t) = f(t)] ——— 0
fiir jedes kompakte Intervall K C 1.
3. (Konvergenz im Integralsinn) Es gilt
T 1/p
|Fu— 1] = / Fx() — F(0)] e ERELIN
0

fiir jeden Exponenten p mit 1 < p < oc.

Folgerung Die Fourier-Reihe F ist an jeder Stelle t € R wohldefiniert mit

f(t=0)+ f(t+0)

Foolt) = .
2
Auflerdem gilt
T
[ 1Pt = s(o] @t =0
0
sowie Fio(t) = f(t) in jeder Stetigkeitsstelle t.
Graph von F3-f Graph von Fs—f Graph von F7—f Graph von Fg—f
+1.0 | ‘ +1.0 ] +1.0 +1.0
0.0 > 00 00 VJ/\/V\/\\/W\}/\/\ 00 NJ(\WI\\/\AA&J{\N
-1.0 ‘ ‘ ‘ -1.0 -1.0 -10
0 ™ a 0 g 2n 0 m 2n 0 g 2r
Graph von F3-f Graph von Fs—f Graph von F7—f Graph von Fg—f
+0.5 +0.5 +0.5 +05
0.0 0.0 /\/\/\/\/\/\/\/\/\ 0.0 AR A e A A O
0.5 0.5 -05 -05
0 ™ 2n 0 g ra 0 m 2n 0 m 2r

Der Approximationsfehler Ey = Fy — f als Funktion von ¢ fiir die Beispiele 2 (oben) und 5 (unten). Beachte, dass die
Konvergenz in Beispiel 2 deutlich schlechter als in Beispiel 5 ist, da die Funktion f in Beispiel 2 einen Sprung aufweist
und in Beispiel 5 unendlich oft differenzierbar ist.

s = flly 1Es = fll IF7 = fll, (F = £l
Beispiel 2 | 1.371 1.026 0.829 0.700
Beispiel 5 | 1.147 0.575 0.145 0.024
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Bemerkung Der Approximationsfehler Ey := F,, — f ist zunéchst auch eine T-
periodische Funktion und konvergiert fiir N — oo auf drei verschiedene Art und Weisen
(die Konvergenz von Funktionenfolgen ist subtiler als die Konvergenz von Zahlenfolgen,
weil es verschiedene, nicht-dquivalente Konvergenzbegriffe gibt).

Differentiation Ist f stetig differenzierbar, so gilt auch

f(t) = memwcos (mwt) — Zammw sin (mwt),
m=1 m=1

d.h. Fourier-Reihen diirfen gliedweise differenziert werden und die Fourier-Koeffizienten
der Ableitung f konnen aus denen fiir f berechnet werden. Analog gilt

ft) = —Zamm2w2cos (mwt) — mem2w2 sin (mwt),

m=1 m=1

sofern die zweite Ableitung f iiberall existiert. Ganz allgemein kann man sagen: Aus
den Fourier-Koeffizienten von f kénnen sehr leicht die Fourier-Koeffizienten aller Ab-
leitungen von f berechnet werden (sofern diese existieren).

Bemerkung: Auch Stammfunktionen kénnen gliedweise berechnet werden.

*Konvergenzgeschwindigkeit FEs gilt die Faustregel: Je mehr Ableitungen von f
existieren, umso besser ist die Konvergenz fiir N — oo. Quantitative Abschétzungen
kénnen dabei aus der Parsevalschen Gleichung mit Hilfe des komplexen Kalkiils ge-
wonnen werden. Ist zum Beispiel f insgesamt K-mal stetig differenzierbar, so gilt

Z(gm'mK)ZZCK < o0, Om = \/ |am’2+‘bm‘2

m=1

fiir eine Konstante C, die von F' und K abhéingt. Insbesondere miissen g,, — bzw.
sowohl |a,,| als auch |b,,| — im Limes m — oo mindestens so schnell wie \/Cy/m®
abklingen, und diese Schranke ist asymptotisch fiir grole K besser als fiir kleine K.

*Gibbs-Phinomen Wir wollen das problematische Konvergenzverhalten in der
Néhe von Unstetigkeitsstellen noch genauer untersuchen und betrachten dazu das pro-
totypische Beispiel der Sédgezahnfunktion mit Fehler

sin (nt)

Ex(t)=Fy(t) = f() =5t —m) + )

n
n=1

Die Ableitung kann nun sowohl durch

Ex(t) =1+ Z cos (nt)

als auch durch

sin ((N + %)t)

2 sin (% t)

En(t) =
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berechnet werden, wobei die Gleichheit der Formeln aus den Additionstheoremen her-
geleitet werden kann. Insbesondere kann man zeigen, dass

™

ty = —
NNl

das erste lokale Extremum von Fly in Intervall (0, co) ist, und wir erhalten

7 L7 [sn(w  w/@N+1) K
En(ty) = O/EN(t) di 2 _/ u sin (u/(2N + 1)) du 27

wobei wir die Substitution u = (N + 1)t verwendet haben. Nach I'Hospital (fiir festes
u angewendet auf die N-Abhéngigkeit) gilt nun

s

En(ty) 2= wdu - g = Si(7) — g ~ 0.1789 f(0 4 0) .
0

Oder anders gesagt: Die Approximationen Fy iiberschwingen fiir jedes N die Funk-
tion f, wobei fiir groBe N die Stirke dieses Uberschwingens ca. 18% betriigt. Diese
Erkenntnis wird als Gibbs-Phénomen bezeichnet. Es tritt bei jedem N auf, und zwar

nicht nur fiir die Sdgezahnfunktion, sondern analog auch fiir jede andere Funktion f
an jeder ihrer Unstetigkeitsstellen.

Graphen von fund Fy Graphen von Ex=Fyn-f
z D fid
2 Q 2
/5 =
77 =
0 =S /
//

4 =2 -5

T 3 T 3
T2 0 2 T2 0 2

Das Gibbs-Phidnomen in Beispiel 1. Die Hohe des dunklen Streifens ist 18% der Hohe des hellen Streifens.

Vorlesung 38, 05. Februar 2019

Anwendung RC-Tiefpass

) e )
() (B
Uin C Usut Uin Uout
O O O O
~ ~

Links: Ein RC-Tiefpass oder Tiefpass 1. Ordnung. Die mathematischen Eigenschaften werden im Text, die elektrischen
zum Beispiel unter Tiefpass auf WIKIPEDIA diskutiert. Rechts: Der Hochpass kann mit dhnlichen Formeln beschrieben

werden.

mathematisches Modell Man kann ein idealisiertes Bauelement durch die lineare
Differentialgleichung

T Uout(t) + Uout(t) = Uni(t) T=R-C
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beschreiben, wobei R und C gegebene Konstanten sind (Widerstand und Kapazitét,
zum Beispiel in SI-Einheiten). Auflerdem ist die Eingangsspannung U, (t) eine bekann-
te, die Ausgangsspannung Uy, jedoch eine zu bestimmende Funktion der Zeit t. Wir
lernen die Theorie der Differentialgleichungen erst in Mathe II kennen, konnen aber
hier schon wesentliche Resultate ableiten.

harmonischer Input Der Ausgangspunkt ist die Beobachtung

Uin(t) = exp (1 Q1) = Usut (1) exp (1 Qt),

T 1+irQ
d.h. wenn der Input eine harmonische Funktion mit Frequenz 2 ist, so ist auch der
Output eine harmonische Funktion mit derselben Frequenz, aber wegen

1 1
1+170 Vit m®

mit geddmpfter Amplitude und Phasenverschiebung. Dieses sehr einfache Gesetz iiber
den Zusammenhang zwischen harmonischem Input und harmonischem Output kann
zum Beispiel physikalisch begriindet werden. Alternativ kénnen wir einfach nachrech-
nen, dass die Formeln eine Losung der Differentialgleichung liefern:

exp (—iarctan (7)) .

iQ

1 .
Tm - exp (th) = Um(t)

T Uout(t) + Uout (t) = m

exp (1Qt) +

T-periodischer Input Mit der obigen Beobachtung sowie der Theorie der Fourier-
Reihen konnen wir nun alle T-periodischen Inputfunktionen behandeln, wobei wir
gleich im Komplexen rechnen wollen. Ist die Eingangsspannung durch die Fourier-Reihe

Un(t) = > Unjexp(ijwt)
j=—00
gegeben, so kénnen wir durch
Uout<t) - f: 00ut j €XP (IJWt) ) Uout = &
= 5 5] 1 4 1]7'(,0

die entsprechende Ausgangsspannung erzeugen, wobei wir das obige Gesetz fiir (2 = jw
auswertet haben. Durch gliedweise Differentiation kann auflerdem leicht die Probe ge-
macht werden, d.h. wir kénnen wieder nachrechnen, dass U,y in der Tat die Differen-
tialgleichung erfiillt.

Input U, Output Upyy

f A M\ AN SN [T
\,\/ \/\/ N XK

-2.0p -2.0
0 2 4 0 2 4

Beispiel mit T' = 27 und Ui, (t) = 1.2 e 4+ 10.5e* 3%, wobei Real- und Imaginirteil in Blau und Gelb erscheinen.
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Lésungsstrategie: Die obigen Formeln kénnen auch als Handlungsanweisung formuliert
werden:

1. Berechne aus Uj, die komplexen Fourier-Koeffizienten ﬁin,j mit Hilfe der Integral-
formel

~ 1

T
U,j = T/Uin(t) exp (—ijwt)dt.
0

2. Berechne (Afouw» fiir jedes j aus (A]in,j durch Multiplikation mit 1/(1 + i 7 w).

3. Setze Uy durch Summation bzw. Reihenbildung aus seinen Fourier-Bausteinen
zusammen.

Das reelle Analogon zu den komplexen Formeln ist {ibrigens

ain,m —Tmw bin,m Tmw a'in,m + bin,m

Qout,m = bout,m =
14+72m2w? 14+ 7m2m2w?
und kann auch als
gout,m 1
= — Oinm = —arctan (Tmw),

] - 1 2 5 3’ Qout,m
Oin;m +T1emew

geschrieben werden, wobei man diese Formeln den Amplitudengang bzw. Phasengang
des Tiefpasses nennt. Der Graph der Funktion

1

ey

wird dabei iiblicherweise in einem doppelt logarithmischen Plot gezeichnet.

H, () =

HL(Q) versus Q In(H,(Q)) versus In(Q)
1.0 1
0.8 "\
N AN
0.5 N\
06 N\ \\
04 N A
~ 0.2
0.2 \
N
0.0 0.1
0 2 4 6 8 10 0.01 0.05 0.10 050 1 5 10

Normaler and doppelt-logarithmischer Plot der Funktion H, (fiir 7 = 1), die den Amplitudengang beschreibt.

11.3 Varianten der Fourier-Reihe

Vorbemerkung Es gibt Varianten der Fourier-Reihe, die wichtig fiir viele Anwen-
dungen sind und die wir abschlieBend kurz vorstellen wollen. Wir beschrinken uns
dabei auf den Fall reellwertiger Funktionen, obwohl analoge Aussagen auch fiir kom-
plexwertige Funktionen getroffen werden koénnen.
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Drei verschiedene Fortsetzungen Eine gegebene Funktion f : [0, 7] — R kann
auf verschiedene Arten zu einer 27-periodischen Funktion auf ganz R fortgesetzt
werden, wobei wir akzeptieren, dass an den Vielfachen von T Unstetigkeiten bzw.
Definitionsprobleme entstehen kénnen.

1. Wir setzen f zu einer T-periodischen Funktion fort und koénnen f durch die
Fourier-Reihe aus dem letzten Abschnitt approximieren. Beachte, dass jede T-
periodische Funktion auch 27-periodisch ist.

2. Wir setzen f im ersten Schritt zunéchst zu einer ungeraden Funktion auf [T, T']
fort und anschliefend zu einer 27 -periodischen Funktion auf ganz R fort. Die
Fourier-Reihe dieser 2T -periodischen Fortsetzung kann als Fourier-Sinus-Reihe

T

f(t):ZBmsin(%mw), ﬁm:%/f(x)sin(%mwt)dt

0

geschrieben werden, da die Kosinus-Beitrage aus Paritédtsgriinden verschwinden.
Beachte aber, dass wir hier nun auch halbzahlige Sinus-Bausteine auf dem In-
tervall [0, 7] finden, da wir ja die Fourier-Reihe fiir 27-periodische Funktionen
benutzen. Insbesondere liefert der erste ganze Sinus-Baustein auf dem Doppel-
intervall [T, 47T einen halben Sinus auf [0, 7.

3. Setzen wir jedoch f zunéchst zu einer geraden und anschlieBend zu einer 27-
periodischen Funktion fort, so erhalten wir die Fourier-Kosinus-Reihe

N o

- T
f(t):%ozo—f—Zamcos(%mw), Oy = /f(:v)cos(%mwt)dt
m=1 0

als Darstellung mit halb- und ganzzahligen Kosinus-Bausteinen.

Fortsetzung fiir die Fourier-Reihe

L AL AL NN
VOV JEVYTV YV T

-T 0 +T +2T +3T
Fortsetzung fiir die Fourier-Sinus-Reihe

VAW Y ATNVNEAYNA
V/AVEEL AV AVEER'AY A

=T 0 +T +2T +3T
Fortsetzung fiir die Fourier-Kosinus-Reihe

A A L AAA LN
V/ VTV YN VTV N

0 +T +2T +3T

Eine Funktion (schwarz) auf dem Intervall [0, 7] kann wie im Text beschrieben uf drei verschiedene Arten zu einer

2T -periodischen Funktion fortgesetzt werden.

Michael Herrmann: Mathematik fir Elektrotechniker 1 [D)ey-sa | Version vom 7.2.2020



276 11. Fourier-Reihen

Bausteine der Fourier-Reihe

Bausteine der Fourier-Sinus-Reihe

Bausteine der Fourier-Kosinus-Reihe
AL X >T7 |
0 M

0 T

Die Bausteine (bzw. Basis-Funktionen) der drei Reihen auf dem Intervall [0, T'|. Bei der Fourier-Sinus-Reihe bzw. der
Fourier-Kosinus-Reihe treten sowohl halbzahlige als auch ganzzahlige Sinus- bzw. Kosinus-Funktionen auf, wihrend

bei der Fourier-Reihe nur ganzzahlige Funktionen, aber dafiir aus beiden Familien auftreten.

Folgerung Jede Funktion auf [0, 7| kann auf drei verschiedene Weisen als konver-
gente trigonometrische Reihe geschrieben werden, wobei jeweils Gibbs-Phénomene an
den Randpunkten ¢ = 0 und ¢t = T auftreten konnen.

Fourier—Approximation mit 3 Bausteinen Fourier-Sinus—Approximation mit 2 Bausteinen Fourier-Kosinus-Approximation mit 3 Bausteinen
1 1 1
0 0 /\ 0
1 4 M 1
0 ™ 2m 0 s 2 0 m 2m
Fourier—Approximation mit 5 Bausteinen Fourier-Sinus—Approximation mit 4 Bausteinen Fourier—Kosinus-Approximation mit 5 Bausteinen
1 1 1
. -1M L M
0 s 2 0 s 2 0 m 2m
Fourier—Approximation mit 7 Bausteinen Fourier-Sinus—Approximation mit 6 Bausteinen Fourier—Kosinus—-Approximation mit 7 Bausteinen
1 1 1
0 L 2 0 bid 2 0 g 2
Beispiel A: T'= 27 und f(t) = exp (cos (t)) + sin (3¢).
Fourier-Approximation mit 3 Bausteinen Fourier-Sinus—Approximation mit 2 Bausteinen Fourier-Kosinus-Approximation mit 3 Bausteinen

1

/

-1

1 1
m 0 s 2n 0 m
Fourier—Approximation mit 5 Bausteinen Fourier-Sinus—Approximation mit 4 Bausteinen Fourier-Kosinus-Approximation mit 5 Bausteinen
i 2 0 bid 2 0 L
Fourier-Approximation mit 7 Bausteinen Fourier-Sinus-Approximation mit 6 Bausteinen Fourier-Kosinus-Approximation mit 7 Bausteinen

™ AN PAIRN /
N \n/ | N

-1 -1
™ 2r

o

2m 27

/

0 2m

-1

0 g 2m 0 2m

Beispiel B: T'= 27 und f(t) = cos (t). Beachte die Gibbs-Phénome, die bei der Sinus-Reihe am Intervallrand auftreten.
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Fourier-Approximation mit 3 Bausteinen Fourier-Sinus—-Approximation mit 2 Bausteinen Fourier-Kosinus-Approximation mit 3 Bausteinen

I A N\

0 s 2r 0 s 2n 0 g 2m
Fourier-Approximation mit 5 Bausteinen Fourier-Sinus—Approximation mit 4 Bausteinen Fourier-Kosinus-Approximation mit 5 Bausteinen

0 0 0 1 :
4 . » \A

0 m 2m 0 s 2n 0 s 2
Fourier—Approximation mit 7 Bausteinen Fourier-Sinus—Approximation mit 6 Bausteinen Fourier-Kosinus—Approximation mit 7 Bausteinen

X /\. /N
S~——

-1 N -1 -1
0 b 2 0 g 2m 0 g 2m

Beispiel C: Es gelten die Dirichlet-Randbedingungen f(0) = f(T") = 0, die aber nur bei den

Fourier-Sinus-Approximationen erfiillt werden.

Bemerkung Die Kosinus-Funktion kann aus Sinus-Bausteinen zusammengesetzt
werden. Mit T' = 27 ergeben sich die Koeffizienten

2m ()" - 1)
T (m2— 4)

ﬁm:

und damit die Darstellung
4 sin (%) 12sin (%) 20 sin (%)
3m + 5% + 217

fiir jedes t mit 0 < ¢t < 27. Fiir t = 0 und ¢t = 27 gilt diese Formel so nicht, da dort
die fortgesetzte Funktion unstetig ist und die Fourier-Sinus-Reihe den Wert 0 annimmt
(Gibbs-Phénomen). Siehe auch die Bilder fiir Beispiel B.

cos (t) = —

Fourier-Approximation mit 3 Bausteinen Fourier-Sinus-Approximation mit 2 Bausteinen Fourier-Kosinus-Approximation mit 3 Bausteinen
0 0 0 V .
) ) ) W\
0 s 2 0 s 2n 0 s 2n
Fourier—Approximation mit 5 Bausteinen Fourier-Sinus—Approximation mit 4 Bausteinen Fourier-Kosinus-Approximation mit 5 Bausteinen
0 0 w 0 P -
) ) ) W\
0 g 2n 0 n 2n 0 g 2
Fourier-Approximation mit 7 Bausteinen Fourier-Sinus-Approximation mit 6 Bausteinen Fourier-Kosinus-Approximation mit 7 Bausteinen
1 A 1 1 /\
-1 -1 -1 \/V

o

0 s 27 i 2n 0 bd 2r

Beispiel D: Die Neumann-Randbedingungen f(O) = f(T) = 0 werden nur von den Kosinus-Bausteinen respektiert.

Anwendungsregel

1. Gilt f(0) = f(T') = 0 (Dirichlet-Randbedingungen), so ist die Fourier-Sinus-
Reihe am besten geeignet.

2. Gilt f(0) = f(T) = 0 (Neumann-Randbedingungen), so bietet sich die Fourier-
Kosinus-Reihe an.

3. In allen anderen Fillen wird meist die Fourier-Reihe verwendet.
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Anhang A

Wiederholung: Lineare
Abbildungen und Matrizen

‘Vorlesung 39, 07. Februar 2020

Vorbemerkung Wir rechnen in diesem Anhang reell, aber alles gilt analog auch im
Komplexen.

Basiswechsel

Setting In einem (reellen) Vektorraum V' der Dimension n = dim V' seien zwei (ver-
schiedene) Basen gegeben:

(Basis 1) vy, wva, ..., Vv, (Basis 2) vy, Vi, ..., V,

Fiir jeden Vektor v € V existieren damit zwei eindeutige Koordinatenvektoren x € R"
und x € R”, so dass

n n
V:E .I']V]:E .%‘j'Vj.
j=1 7=1

Beachte, dass fiir gegebenes v jeder der entsprechenden Koordinaten z; bzw. z; im
Allgemeinen durch ein lineares Gleichungssystem zu bestimmen ist.

Matrix S
: 1S
Matrix S
Das Diagramm zum Basiswechsel aus Kapitel 5.
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Prinzip/Theorem Mit den obigen Bezeichnungen gilt:

1. Es gibt zwei quadratische Basiswechsel-Matrizen (auch Ubergangsmatrizen ge-
nannt) und S und S, so dass stets

x=S-x, x=5-x
gilt.
2. Die (n,n)-Matrizen S und S sind invers zueinander, d.h. es gilt S-S =1, =S-S.

3. Die Eintriage der Basiswechsel-Matrizen konnen durch die Formeln

n n

Vi = E Sjk'vj; Vi = E Sjk'Vj

=1 j=1
bestimmt werden.

4. Ist der zu Grunde liegende Vektorraum V der R", so kann das folgende Kochrezept
verwendet werden: Wird die erweiterte Koeflizientenmatrix

Vi ... Vu | V] ... V, bzw. Vi ... Vo | Vi ... Vy,
| ] | | ] |

solange mit dem Gauf-Jordan-Verfahren transformiert, bis links vom Mittelstrich
die Einheitsmatrix steht, so kann rechts die Matrix S bzw. S abgelesen werden.
Bemerkung : Man kann natiirlich auch die erste Koeffizientenmatrix solange um-

formen bis rechts die Einheitsmatrix und links S steht.

Beispiel 1.1 Fiir n = 3 und V = R? betrachten wir die kanonische Basis

1 0 0
Vi = 0 s Vo = 1 s V3 = 0
0 0 1
sowie die nicht-kanonische Basis
0 1 1
vi=|1], vo=(0], v3=11
1 1 0

Wir kénnen nun die Basisvektoren v; als Linearkombination der v; darstellen und um-
gekehrt. Durch Scharfes Hinsehen (bzw. nach Losen entsprechender Gleichungssysteme)
erhalten wir

:O'V1+1'V2+1'V3

=1-vi+0-vo+1-v3

=1-vit+1l-vo+0-v;3

<
[V
|
O = = = O == O
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bzw.

1

vi=|0 :—% V1+%"~72+% V3
0
0

Vo= (1] =4+53-Vi—3 Vo435 Vs
0
0

vi= (0] =+3-Vi+35-V2—3 V3
1

und kénnen die Matrizen S bzw. S jeweils spaltenweise aus den einzelnen Gleichungen
zusammensetzen. Im konkreten Fall ergibt sich

o
I
PO
[—
|
-
p—t

011
S=1|1 01 bzw.
1 10

Wir kénnen auerdem durch einfache und direkte Rechnungen nachpriifen, dass in der

Tat S-S =S -S =13 gilt. Das Kochrezept liefert natiirlich dieselben Ergebnisse, zum
Beispiel via

1 0 0j0 1 1 0 01/1 10 00 11 1 O
01 0|1 01 = 1 0 0/]0 1 1 = 10 010 1 1
00 1|1 1 0 01 0j1 01 01 —-1/0 -1 1
-10 1|1 0 -1 -1 0 1|1 0 -1
= 1 0 0|0 1 1 = 1 0 0|0 1 1
0O 1 —-1|]0 -1 1 1 1 —-1/0 0
-1 0 1 (1 0 -1 -1 0 111 0 -1
¥l 1 0 001 1 |= % -1 +§ 01 0
11 _1 1
3 2 —z/00 1 3 2 —32/00 1
11 1
2 3, 3 |1 00
2 2 —2/001
wobei wir das GauB-Jordan-Verfahren benutzt haben, um rechts die Einheitsmatrix zu

erzeugern.

Beispiel 1.2 Wie wollen noch ein weiteres, zweidimensionales Beispiel rechnen, aber
schreiben fiir spatere Zwecke W statt V', w statt v, y statt x, R statt S usw. In diesem
Beispiel gilt W = R? und wir betrachten die zwei Basen

o)) () o)

Analog zu oben bemerken wir

\X/1:<_11):+1W1—1W2
- -1
W2:(0)2—1W1+0W2
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bzw.

Wi = ((1)) :+O‘“~/1_1'“~/2

Wgz(i)):—lwl—].ﬁfz

und konnen nun die Basiswechsel-Matrizen
1 -1 ~ 0 -1
= (0) om0 5
ablesen, wobei R und R wieder invers zueinander sind. Insbesondere gilt

ypowi=> gi-w; < y=R-y, y=R.y.
j=1 j=1

Beispiel 1.3 Wir betrachten schlielich den (abstrakten) Vektorraum
II5 := {reelle Polynome in der Variable ¢ vom Grad < 3}
fiir den es neben der monomialen Basis
pt)=1,  pt)=t, pt)=t,  pt)=*
viele weitere Basen gibt, zum Beispiel
Bt)=1, B)=t—1, BHt)=0-27%  §t)=(1-3)"

Insbesondere gilt dim IT3 = 4, aber wir benutzen hier (wie iiblich bei Funkionenrdumen)
nicht die Fettschreibweise, um Elemente aus Il3 zu kennzeichnen. Fiir jedes Element
von II3 — d.h. fiir jedes Polynom p vom Grad < 3 — gibt es nun Koeffizientenvektoren
c € R* und ¢ € R*, so dass zum einen

p(t) =G -p1(t)—|-02-pg(t)+03-p3(t)+c4-p4(t)
und zum anderen
p(t) = ¢1-pi(t) + - Pa(t) + C3 - P3(t) + Ca - Palt)
fiir alle ¢ € R gilt. Wegen
Pt)=1=+1-1+0-t+0-¢>+0-¢
t—1=—1-1+1-t+0-*+0-13
(t—2P2=+4-1—4-t+1->40-¢°
pit)=(t—3°==27-1427-t—9-2+1-1

und
) =1=41-140-(t—1)40-(t —2)*+-(t — 3)°
pot) =t =—41-141-(t—1)40-(t—2)"+-(t—3)°
pst) =2 =+40-14+4-(t—1)+1-(t—2)"+0-(t—3)°
pat) =t =40-149-(t—1)+9-(t—2°+1-(t—3)°
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kéonnen wir nun die Basiswechsel-Matrizen hinschreiben. Insbesondere gilt in diesem
Beispiel immer

o 1 -1 4 =27 ¢ &1 1100 o
| [0 1 —4 27 Gs &l |01 49 Cs
es| o 0o 1 —9f |é&l|” sl oo 19 cs
Cy 0 0 0 1 54 64 00 01 Cy

Matrixdarstellung linearer Abbildungen

Setting Gegeben sei eine lineare Abbildung 7" zwischen zwei Vektorrdumen V' und
W mit n = dimV und m = dim W, wobei T' genau dann linear ist, wenn

TA-Vv+AV)=X-T(V)+X-T(¥)

fiir alle Vektoren v,v € V und alle Skalare A\, A € R gilt. Wir betrachten auflerdem
zwei Basen

Vi, Vo, ..., Vv, (vonV), Wi, Wz, ..., W, (vonW).

Damit gibt es fiir jedes v € V genau ein x € R" sowie fiir jedes w € W genau ein
y € R mit

j=1n j=1n

lineare Abbildung T
>

n
VvV = E !L’jVj
Jj=1

Multiplikation mit A
»

Das Diagramm zur Basisdarstellung aus Kapitel 5.

Prinzip/Theorem Mit den obigen Bezeichnungen gilt:

1. Es existiert eine eindeutige (m,n)-Matrix A, so dass
T(v)=w = y=A -x.

Diese Matrix A heifit Matrixdarstellung (oder auch Basisdarstellung) von 7" und
reprisentiert die Abbildung T' bzgl. der gewihlten Basen.

2. Die Komponenten a;; von A sind eindeutig durch die n vektorwertigen Gleichun-
gen

m
T(vy) =Y aij-wi,
i=1
bestimmt.
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3. Im Fall von V' =R" und W = R™ gibt es wieder ein Kochrezept: Wir formen die
erweiterte Koeffizientenmatrix

Wi ... Wp | T(vy) ... T(v,) | bzw.

solange mit dem Gauf3-Jordan-Verfahren um, bis links vom Mittelstrich die Ein-
heitsmatrix steht. Die Matrix A kann dann rechts abgelesen werden.

Beispiel 2.1a Wir betrachten V = R3 und W = R? sowie die lineare Abbildung

o T w) _ (123 [
2 wy) \4 5 6 2
U3 U3

die selbst durch eine Rechtecksmatrix vermittelt wird. Bzgl. der kanonischen Basen in

V und W gilt
1
T(Vl): (4> :1'W1+4'W2,
2
T(Vg): <5> :2'W1+5'W2,

3
T(Vg): <6> :3‘W1+6‘W2,

und durch spaltenweises Zusammensetzen erhalten wir

12 3
A_(456>

als Matrixdarstellung von T bzgl. der gewéhlten Basen in V und W. Da diese aber beide
kanonisch waren, ist A gerade die Matrix, mit der wir T" definiert hatten. Bemerkung :
Der Unterschied zwischen einer linearen Abbildung und ihren Matrixdarstellungen tritt
erst dann deutlich zu Tage, wenn wir auch nicht-kanonischen Basen betrachten.

Beispiel 2.1b Wir betrachten nochmal V', W und T wie in letzten Beispiel 2.1a,
aber wihlen nun die Basen vy, Vo, Vg bzw. Wi, Wy aus den Beispielen 1.1 und 1.3. Wir
bezeichnen aus Konsistenzgriinden die entsprechende Matrixdarstellung mit A (und
nicht mit A) und wegen

T(v) = (151) = —11-W; — 16 - Wy

T(¥) = (140) 10 Wy — 14y
T(¥3) = (g) — 9 — 12 W

erhalten wir
~ —11 —-10 -9
A= (—16 —14 —12) ’
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wobei die Koeffizienten auf der rechten Seite der Gleichung fiir 7'(v;) gerade die j-te
Spalte von A liefert. Alternativ hétten wir auch das Kochrezept benutzen kénnen:

1 1[5 4 3\ (-1 011 10 9\ (-1 0[11 10 9
~1 0oj1n109) "\ 1 —1|5 4 3)"\ 0 -1]/16 14 12
(1 0|-11 —10 -9
0 1|-16 —14 —12

Bedeutung der Matrix A: Der Vektor

Vzl'{fl—l‘{/'g: 0 s

wird zum Beispiel der unter der Abbildung (Pfeil oben im Diagramm) auf

T(v) = @) 0N — 4

abgebildet. Wir wissen nun, dass v bzw. T'(v) den Koordinatenvektoren

1 —2
x=10 bzw. y = ( >
1 —4

entspricht. Diese Formeln représentieren den linken und den rechten Pfeil im Dia-
gramm, wobei alle Gréfen in der unteren Ebene des Diagramms aus Konsistenzgriinden
mit der Schlange ~ zu versehen sind. Der untere Pfeil im Diagramm meint nun gerade

1
i . (11 —10 -9 -2\ .
A'X_<—16 —14 —12)' _01 _<—4)_y'

Beispiel 2.2a Diesmal betrachten wir V' = W = Il3 sowie die lineare Abbildung
T : 1I3 — Il3, die durch die Differentiation vermittelt wird. Mit anderen Worten, in
diesem Beispiel gilt

T(p)=p
fiir jedes Polynom p und mit p(t) = %p(t). Wihlen wir sowohl im Bild- als auch im
Urbildraum jeweils die monomiale Basis, so erhalten wir wegen
d 2 3
51:0:0-1+0-t+0-t +0-1
d
—t=1=1-1+4+0-t4+0-*+0-¢
dt
d
Et2:2t:0«1+2-t+0-t2+0't3

d
Ezf?’:?>t:()-1+0-t+:’>-t2+0-t3
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die Matrixdarstellung

o O OO
o O o
S O N O
S W o o

Oder anders gesagt: Ist ¢ € R* der Koeffizientenvektor eines Polynoms p bzgl. der
monomialen Basis, so besitzt das Polynom p den Koeffizientenvektor A - c.

Beispiel 2.2b Wir betrachten nochmal die Abbildung 7" von eben, wollen aber nun
die Matrixdarstellung bzgl. der nicht-monomialen Basis aus Beispiel 1.3 betrachten.
Wegen

%]51(0=0=+0-1+O-(t—1)+0-(t_2)2+0.(t_3)3

%ﬁz(t):1=+1~1+0-(t—1)+0-(t_2)2+0.(t_3>3
%ﬁs(t)—Q(t—2)——2-1+2~(t—1)+0'(t—2)2+0-(t—3)3
d

Em(t):S(t—3)2:+9-1—6-(t—1)+3-(t—2)2+0-(t—3)3

ergibt sich diesmal die Matrix

01 -2 49
X 00 2 -6
A= 00 0 3
00 0 O

Insbesondere beschreiben die soeben berechnete Matrix A sowie die Matrix A aus dem
vorherigen Bespiel dieselbe lineare Operation (ndmlich das Differenzieren von Polyno-
men), aber bzgl. unterschiedlicher Basiswahlen.

Beispiel 2.3.b Wir betrachten V= W = R" sowie die lineare Abbildung T, die
durch eine gegebene (n,n)-Matrix A vermittelt wird. Mit anderen Worten, es gilt

v — w=T(V)=A v,

wobei wir der Einfachheit halber voraussetzen wollen, dass A symmetrisch ist (so dass
es n reelle Eigenwerte Ay, ..., A\, gibt). Wir wihlen nun sowohl im Urbild- als auch im
Bildraum von T die Eigenbasis

\71, e, {’n mit A{’]:A]\N/'J

und bezeichnen die Matrixdarstellung von T bzgl. dieser Basis mit A (A ist hier auch
wieder die Matrixdarstelllung von T bzgl. der kanonischen Basis in Bild- und Ur-
bildraum). Wegen

sehen wir, dass die erste Spalte von A in der ersten Zeile gerade Aq, in allen ande-
ren Zeilen aber 0 enthélt. Analoge Aussagen kann man leicht fiir alle anderen Spalten
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von A zeigen, d.h. A ist gerade die Diagonalmatrix, die aus den Eigenwerten von
A besteht. Oder anders gesagt: Bei einer diagonalisierbaren Matrix bietet es sich an,
den Basiswechsel auf die Eigenbasis zu vollziehen, eben weil man dann nur noch mit
Diagonalmatrizen rechnen muss. Wir werden dies insbesondere bei den Linearen Dif-
ferentialgleichungen in Mathe II so machen.

Matrixdarstellung und Basiswechsel

:
x€eR

A o m
TV, _ 7
1 v ; ’
S S @ Abbildung T @
_— >
v vV = ; :]:jv‘] W ’\‘: ‘//’, W; v

: S

Das kombinierte Diagramm aus Kapitel 5. Die Dreiecke beschreiben Basiswechsel, die Vierecke unterschiedliche

Matrixdarstellung der Abbildung 7" im Zentrum.

Prinzip/Theorem Das obige Diagramm kommutiert, d.h. man kann die Pfeile be-
liebig kombinieren. Insbesondere gilt

R-A=A-S, R-A=A-S

sowie

und
A=R-A-S, A=R-A-S

im Sinne der Matrizenmultiplikation.

Beispiel 3.1 Wir betrachten noch einmal eine diagonalisierbare Matrix A wie in
Beispiel 2.3.b mit V' = W = R". Wéhlen wir im obigen Diagramm wieder v; = w; als
J-ten kanonischen Einheitsvektor sowie v; = w; als den j-ten Eigenvektoren von A, so
glt R=Sund R=S=8"1=R" sowie

A=S-A-S,

wobei die Spalten von S gerade die Eigenvektoren von A sind. Oder anders gesagt: Die
Spektaltheorie quadratischer Matrizen ist ein Speziallfall des allgemeinen Diagramms.
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