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Kapitel 1

Kurven

In diesem Kapitel untersuchen wir Kurven, d.h. eindimensionale geometrische Objekte
im R?, wobei wir vor allem an den Fillen d = 2 (planare Kurven) und d = 3 (Raum-
kurven) interessiert sind. Punkte in R? bezeichnen wir in der Regel mit

T = (33'1, e Q?d) S Rd,

aber es ist meist nicht wichtig, ob wir x als Zeilenvektor oder als Spaltenvektor schrei-
ben. Das Skalarprodukt zweier Vektoren z,7 € R? ist durch

d

=
&
I

gegeben, wohingegen

den Betrag (bzw. die euklidische Norm) von x bezeichnet.

1.1 Kurven im R

1.1.1 Grundbegriffe

Definition 1 (Kurve in RY). Eine parametrisierte Kurve ist eine stetige Abbildung
a: I — R die auf einem Intervall I C R definiert ist. Die Bildmenge

sp(a) :={a(t): t eI}

wird Spur der Kurve oder unparametrisierte Kurve genannt.

Die Menge sp « ist eigentlich das geometrische Objekt im R?, das man anschaulich
Kurve nennt. Fiir die mathematischen Betrachtungen in dieser Vorlesung ist es aber
besser, geometrische Kurven immer via

Parameterwert ¢t € T — Punkt a(t) € R der Kurve,

als durch die Abbildung « parametrisiert zu betrachten. Wir werden im Folgenden
meist einfach Kurve sagen und damit je nach Kontext eine parametrisierte oder eine
unparametrisierte Kurve meinen.



6 1. Kurven

Beispiel. Wir betrachten die parametrisierte Kurve
tel:=(0,7) = «aft):=(cost, sint) € R (1.1)

Dann ist sp « offensichtlich der obere (und offene) Halbkreis, den wir durch den Winkel
t zur x-Achse parameterisert haben.

Bemerkung.

1. Es gibt zundchst keine Einschrinkung an das Intervall, d.h. I kann endlich oder
unendlich und offen oder abgeschlossen sein. Spater werden wir dann aber ggf.
die Menge der zuldssigen I einschranken.

2. Ist I = [a, b], so werden a(a) bzw. a(b) der Anfangs- und der Endpunkt der Kurve
a genannt.

3. Fine wichtige Rolle spielen k-mal stetig-differenzierbare Kurven «, wobei die
Ableitung in den ggf. vorhandenen Randpunkten des Intervalles I im Sinne der
Grenzwerte von einseitigen Differenzenoperatoren zu verstehen ist.

4. Ist a: I — R? stetig differenzierbar, so heifst

aft) = %(t) € R

der Tangentialvektor an die Kurve im Punkt a(t).

5. Gilt &(tg) = 0 bzw. &(ty) # 0 so nennen wir ty einen singuldren bzw. reguldren
Parameterwert und a(ty) einen singuldaren bzw. reguldren Punkt der parametri-
sterten Kurve.

6. Ist « stetig differenzierbar mit &(t) # 0 fir alle t € I, so heifst « requldar. Wir
werden oftmals unsere Betrachtungen auf requldre Kurven einschrdinken.

Beispiel (Traktrix). Das Bild der parametriserten Kurve
a(t) == (sin (), cos (t) 4+ In (tan (t/2))>, tel:=(0,n)

ist requldr fiir alle t # 7/2 (siehe Ubungsaufgabe).

In unserer Anschauung ist die Spur einer parametrisierten Kurve « eine eindimen-
sionale Teilmenge des R?. Dies ist aber nur dann richtig, sofern a hinreichend glatt ist
(zum Beispiel stetig differenzierbar), denn es gibt auch raumfillende Kurven, fir die
a: I — R? stetig ist aber eine hoherdimensionale Spur besitzt.!

Definition 2 (ParameterwechsNel). Zwei k-mal stetig differenzierbare parametrierte
Kurven o : I — R® und & : I — R heiflen geometrisch dquivalent (oder einfach

dquivalent), falls es eine bijektive Abbildung ¢ : I — T gibt, so dass sowohl ¢ als auch

¢ = ¢t k-mal stetig differenzierbar sind und so dass
at) = d(gzg(t)) firalle tel bzw. a(t) = a(e(t)) firalle te I

Man nennt auch & (bzw. a) eine Umparametrisierung von o (bzw. von &), wobei ¢
(bzw. ¢) der Parameterwechsel ist, siche Abbildung 1.2.

'Ein weiteres Beispiel ist die Hilbertkurve, sieche etwa WIKEPEDIA.
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1.1. Kurven im R¢ 7

Kurve ay Kurve a; Kurve as

Abbildung 1.1: Beipiel einer raumfiillenden Kurve: Durch geschickte rekursive Definitionen
kann man Folgen (o), oy von parametrisierten Kurven oy, : [0, 1] — [0, 1] x [0, 1] konstruie-
ren, die gegen eine stetige Limeskurve aq, konvergieren, die das Einheitsintervall surjektiv auf
das Einheitsquadrat abbildet. Allerdings wird ., weder rektifizierbar noch glatt sein (nicht
mal stiickweise), da das Bild einer stetig differenzierbaren Kurve immer eindimensional ist.

Bemerkung.

1. Aquivalente Kurven besitzen dieselbe Spur und geometrische Aquivalenz im Sinne
von Definition 2 ist eine Aquivalenzrelation im Sinne der Mengenlehre.

2. Jede stetige Bijektion zwischen zwei Intervallen ist entweder strikt monoton wach-
send oder strikt monoton fallend.

3. Fin monoton wachsender bzw. monoton fallender Parameterwechsel wird auch
ortentierungserhaltend bzw. orientierungsumkehrend genannt.

tel

2
m
~n

Abbildung 1.2: Parameterwechsel und Aquivalenz von Kurven, siche Definition 2.

Beispiel.

1. Sei oo : I — R? eine parametrisierte Kurve iber dem Intervall I = [a, b] und sei
I = [a, b] beliebig gegeben. Dann wird durch

eine zu o dquivalente Kurve & : I — RY definiert, wobei sich die Orientierung
umkehrt.
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8 1. Kurven

2. Die parametrisierte Kurve

a(i)::(l_t? 25), fel=(0o0)

2+1 2241
18t via

o(t) = tan (t/2), $(t) = 2 arctan(t)

aquwalent zur Kurve o aus (1.1), wobei die Orientierung erhalten bleibt. Siehe
Ubungsaufgabe.

1.1.2 Lange und Bogenlange

Definition 3 (Linge). Sei a : [a, b] — RY eine stetig differenzierbare Kurve. Dann
wird

len (a) = / l&(0)| dt € R

die Linge von o genannt.

Ein allgemeineres Konzept von Lénge (némlich die sogenannte Rektifizierbarkeit)
wird in den Ubungsaufgaben behandelt.

Lemma 4 (Lénge ist eine geometrische Grofe). Sei o wie in Definition 3. Dann gilt
len () = len (&)
fir jede zu o dquivalente Kurve &.

Beweis. Aufgrund der Aquivalenz ist & : [a, b] — R? auch stetig differenzierbar. Nach
Definition 3 und der Kettenregel gilt

a(t) =a(e®),  a(l) =a(ed)d'(®),

wobei wir 0.B.d.A. annehmen kénnen, dass die Parameterwechsel ¢ und ¢ monoton
wachsend sind. Nach der Transformationsformel fiir Integrale ergibt sich dann die Iden-
titat

b b b
len(a) = / a(t)] df = / & (o)) |¢'(F) At = / |G (t)| dt = len (),
wobei wir benutzt haben, dass t = ¢(f) auch dt = ¢/(f) dt impliziert. O

Definition 5 (Bogenlinge einer Kurve). Sei o : I — R? regulir und t, € I beliebig
fixiert. Dann heifst die durch

i
fel o (i) = / l6(6)] dt
[

definierte Funktion auf I die Bogenlinge von « bzgl. t.. Insbesondere gilt

lot. (f) = sgn(f — t*) len (oz|[t*’ﬂ)

fiir jedes t € I.

Michael Herrmann: Kurven und Fldachen [D)ey-sa | Version vom 3.7.2021



1.1. Kurven im R¢ 9

Beispiel (Ast der Neilschen? Parabel). Die Kurve

at) = (¢, %), tel:=(0,00)
st requldr auf I mait
492
/\/Mdt / fds—27<(4+9£2)3—133),
13

wobei wir das Integral mit der Substitution s = 4 + 9t> berechnet haben.
Definition 6 (Parametrisierung nach Bogenlinge). Eine requlire Kurve o : I — RY
mit

la(t)] =1 fir allet € 1

heifit nach Bogenlinge parametrisiert.

Fiir eine Kurve wie in Definition 6 gilt
log,(t) =t —t, bzw. t =1+ los () fir allet € I,

das heifst der Parameter t gibt bis auf die Konstante t, die Bogenldnge der Kurve bzgl.
t. an.

Satz 7 (Existenz einer Parametrisierung nach Bogenlénge). Jede regulire Kurve o :
I — R? ist dquivalent zu einer nach Bogenlinge parametrisierten Kurve.

Beweis. Wir fixieren t, €1 beliebig und setzen ¢(t) == lo,, (t) fiir t € I, so dass

do do

E(t) = E(t) > 0.

Nach Konstruktion ist ¢ eine stetig differenzierbare und monoton wachsende Abbil-
dung, die das gegebene Intervall I bijektiv auf das Intervall I:= ¢([ ) abbildet. Daher
existiert die inverse Abbildung ¢ := ¢ : I — I, wobei ¢(¢( t)) =t schon

90 6@) - 2 -1
impliziert. Die Kurve
ad=ao¢p: I —>R?
besitzt die gewiinschten Eigenschaften, denn nach Kettenregel gilt

da - da (¢(5)) _ da

@) - & o) - 22)

dt A
und wir erhalten
dé -~ da, - do da, - d¢
—(@D)] = |—(o(D))] - —(o(i =1
0] = |5 )] 50 =[G o)1 o) -
nach Einsetzen aller Teilresultate. O

Bemerkung.
1. Der im Beweis von Satz 7 konstruierte Parameterwechsel ist orientierungserhal-
tend und im Wesentlichen — d.h. bis auf die Wahl von t, — eindeutig.
2. Im Allgemeinen wird es sehr schwierig bzw. unmaglich sein, die Parameterwechsel
¢ oder ¢ explizit zu berechnen.
2William Neile (1637-1670), englischer Mathematiker.

Michael Herrmann: Kurven und Fldachen [D)ev-sa | Version vom 3.7.2021



10 1. Kurven

Abbildung 1.3: Frenet-Kurven in 2D und 3D mit ihren Rahmenvektoren (e; griin, ea blau,
ez rot), die in 3D verzerrt dargestellt sind.

1.1.3 Grundziige der Frenet-Theorie

Wenn wir, wie in diesem Abschnitt, nach Bogenldnge parametrisierte Kurven o : [ —
R¢ betrachten, so schreiben wir oftmals

_da da

a(s) und d/(s) ds(s) statt  «(t) und o'z(t):E(t)

wobei s € I der Bogenldngenparameter ist.

Definition 8 (Frenetsche Kurve). Eine Kurve o : I — R auf einem Intervall I heifst
Frenet-Kurve?, falls die folgenden Bedingungen erillt sind:

1. « ist m-mal stetig differenzierbar, wobei m > d gilt*,
2. « is nach Bogenlinge parametrisiert, d.h. es gilt |o/(s)| =1

3. fiir jedes s € I sind die d—1 Vektoren a9 (s) mit j € {1, ...,d—1} linear unab-
hingig in RY.

Fiir d = 2 ist jede zweimal stetig-differenzierbare und nach Bogenlinge parame-
trisierte Kurve schon Frenet-Kurve; fiir d = 3 muss a dariiberhinaus sogar dreimal
stetig-differenzierbar sein mit o/’(s) # 0 fiir alle s € 1.

Lemma 9 (begleitendes d-Bein). Zu jeder Frenet-Kurve o : I — RY gibt es eindeutige
Abbildungen e, ...,eq : I — R? so dass:

1. Die Vektoren ei(s), ...,eq(s) bilden fiir jedes s € I eine positiv orientierte Ortho-
normalbasis des R?.

2. Es qilt
span{e(s), ...,e;(s)} = span{a’/(s) , ...,a¥(s)} sowie {(e;(s), a(j)(s)> >0

fir alle j ={1,...,d—1} und jedes s € I.

3Jean Frédéric Frenet (1816-1900), franzosischer Mathematiker, Astronom und Meteorologe.
4Bei der ersten Lektiire dieses Abschnittes kénnen Sie m = oo setzen. Dann sind alle im diesem
Abschnitt konstruierten Abbildungen unendlich oft differenzierbar.
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1.1. Kurven im R¢ 11

3. Fir j ={1,...,d—1} is die Abbildung e; ist (m—j)-mal stetig differenzierbar; eq
ist (m—d) + 1-mal stetig differenzierbar.

Das d-Tupel (eq, ..., eq) wird das Frenetsche d-Bein oder der Frenet-Rahmen der Kurve
a genannt.

Beweis. Es gilt notwendigerweise
e1(s) = /()
sowie
ez =a’(s)/ [a"(s)] ,

denn (o/(s), o/(s)) = 1 impliziert schon (a”(s), &/(s)) = 0. Die Terme e, ..., €41 kon-
nen sukzessive mit dem Gram-Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren konstruiert
werden, d.h.

es(s) = (s)/| ()], fals) = a”(5) — (0" (s), ex(s)er(s) — (a"(5), eals))ea(s)

ea1(8) = far(8)/|famr(s)] s fama(s) = ' V(s) — Z (a(s), ei(s))eis).

Abschliefend ist e;4(s) durch die erste Bedingung eindeutig bestimmt. Die behaupte-
tet Regularitdat von ey, ...,eqs1 ergibt sich unmittelbar aus der Konstruktion mittels
des Orthogonalisierungsverfahrens. Die Regularitéit von ey ist eine direkte Konsequenz
bekannter Resultate {iber die Losungen glatter Gleichungen. O]

Die Lemma 9 zugrunde liegende Idee ist, dass fiir jedes s € I die Vektoren
e1(s), ..., eq(s) ein mitbewegtes und an die Frenet-Kurve o angepasstes Koordinatensy-
stem liefern, siehe Abbildung 1.3. Die d Vektoren e;(s), ..., eq(s) aus Lemma 9 konnen
als Zeilen® einer Matrix E(s) aufgefasst werden, d.h. wir schreiben im Folgenden

_ 61(8) —
E(s) := € SO(d),
— ed(s) —

wobei Lemma 9 sicherstellt, dass F/(s) immer eine orthonormale Matrix mit Determi-
nante +1 ist.% Eine wesentliche Erkenntnis ist nun, dass die so definierte matrizenwer-
tige Abbildung E : I — Mat(d x d) einer Differentialgleichung geniigt.

Satz 10 (Frenetsche Differentialgleichung). Fliir jede Frenet-Kurve a: I — R? gibt es
d—1 eindeutig bestimmte Funktionen ki, ...,kq—1 : 1 — R, so dass’

E'(s) = K(s) - E(s) (1.2)

SWiirden wir die Vektoren ey, ..., eq in die Spalten der Matrix E schreiben, so miissten einige der
nachfolgenden Formeln abgeéndert werden.

6Die Menge aller orthonormalen d x d-Matrizen mit Determinante +1 ist eine multiplikative Gruppe
und wird mit SO(d) bezeichnet. Insbesondere kann der Frenet-Rahmen einer Kurve o : I — R als
die entsprechende Kurve e : I — SO(d) betrachtet werden.

"Das Symbol - steht hier die iibliche Matrizenmultiplikation.
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12 1. Kurven

fiir alle s € I, wobei

0 4r(s) 0 0 .. 0 0 0

—k1(8) 0 +ra(S) 0 0 0 0

K(s) = 0 —Ka($) 0 +r3(s) ... 0 0 0
0 0 0 0 e —Kg—2(s) 0 +ra-1(8)

0 0 0 0 0 —FKa—1(s) 0

eine schiefsymmetrische Tridiagonalmatriz ist. Dabei ist die Funktion k; (m—1—7j)-mal
stetig differenzierbar, und die Funktionen Ky, ...kq_o nehmen nur positive Werte an.

Beweis. Konstruktion der Matriz K: Wegen der ON-Eigenschaft des Frenet-Rahmens
(siche Lemma 9) gilt

d

ei(s) =Y Kij(s)ej(s)  mit  Kij(s) = (ei(s), ¢;(s))

j=1
und wir erhalten (Nachrechnen!)die Differentialgleichung (1.2) mit

Kl,l(s) Kl,d(5>
K(s) := (Kivj(s))i,jzl...d =
Kd’l(S) Kd7d(8)
Es bleibt zu zeigen, dass die dxd-Matrix K(s) fiir jedes s € I schiefsymmetrisch ist

und dass alle Eintrédge auferhalb der beiden Nebendiagonalen verschwinden.
Figenschaften der Matriz K: Nach Konstruktion und Produktregel gilt

0= %@(S% ej(s)) = (€ils). €j(s)) + (eils), €j(s)) = Ki;(s) + Kji(s)

firalles,j € {1,...,d}, d.h. die Matrix K (s) ist in der Tat schiefsymmetrisch. Auferdem
gilt nach dem Beweis von Lemma 9 die Formel

¢j(s) = cr(s)alV(s) + ... + ¢5(s)al (s)

fir jedes j € {1,...,d—1} und geeignete Koeffizienten-Funktionen ¢;; : I — R, die
mindestens stetig differenzierbar sind. Nach Differentiation bzgl. s € I schliefen wir
nun fiir jedes feste s, dass €/(s) in dem von aW(s),...,al*)(s) aufgespannten Unter-
raum liegt, aber dieser Unterraum wird nach Konstruktion auch von den Vektoren
e1(s), ..., ej41(s) aufgespannt. Damit haben wir

KLg(S) = ... = Kl,d(s) = O, KQA(S) = ... = K27d(8) = O, Kd_gd(s) =0

gezeigt und schliefsen mit der schon bewiesenen Schiefsymmetrie, dass in der Tat nur die
Nebendiagonalelemente der Matrix K (s) von Null verschieden sein kénnen, wobei die
Positivitét und die Regularitiit von ;(s) := Kjj41(s) = (€5(s), €;41(s)) aus Lemma 9
folgen. O]

Die Grofe x; wird die j-te Frenet-Kriimmung der Kurve genannt und x4_; heifst
auch Torsion der Kurve. K wird auch als Frenet-Matrix der Kurve « bezeichnet.

Michael Herrmann: Kurven und Fldachen [D)ey-sa | Version vom 3.7.2021



1.1. Kurven im R¢ 13

Lemma 11 (Invarianz unter eigentlichen Euklidischen Bewegungen). Seien R : R? —
R? eine lineare, orientierungserhaltende und orthonormale Transformation® des R?,
YV :R? — R? eine Verschiebung und o : I — R? eine Frenet-Kurve wie oben. Dann ist
auch & = VoRoa : I — R eine Frenet-Kurve, wobei é¢; = R oe; und k; = k; fiir
den entsprechenden Frenet-Vektoren e; und die entsprechenden Frenet-Krimmungen
Beweis. Schreiben wir alle Vektoren als Zeilenvektoren, so existieren eine Matrix R €
SO(d) sowie ein Vektor v € R?, so dass

a(s) :=a(s) R+, a9 (s) = a(s)- R, &/ (s)] = |a(s)]

fir alle ¢ gilt. (Wenn wir Spaltenvektoren benutzen, so wird die Rotation durch die
Multiplikation mit einer Matrix von rechts beschreiben). Dies impliziert — vgl. die
Beweise von Lemma 9 und Satz 10 — die gewiinschten Ergebnisse via

ej(t) =e;(t) R, Ri(t) = (€j(s) - R, ejq1(s) - R) = (€;(5), ej1(s)) = Aj(s),
wobei wir R~! = RT benutzt haben. O
Wir sind nun in der Lage, den Hauptsatz zu beweisen.

Theorem 12 (Hauptsatz der lokalen Kurventheorie). Sei I eine Intervall und seien
die Funktionen k1, ..., kq—1 : I — R gegeben, wobei k; (m—1—j)-mal stetig differenzier-
bar sei und K1, ..., kq_o nur positive Werte annehmen. Dann existiert eine Frenet-Kurve
a: I —= R so dass jedes kj gerade die j-te Frenet-Krimmung der Kurve o ist. Insbe-
sondere ist diese Kurve a bis auf affine Transformationen wie in Lemma 11 eindeutig
bestimmi.

Beweis. Ezxistenz des Frenet-Rahmen: Wir wahlen s, € I beliebig. Dann existiert eine
eindeutige? und stetig differenzierbare Losung E : I — Mat(dxd) = R¥ zum linearen
Anfangswertproblem

%(3) = K(s) - E(s), E(sy) =1id, (1.3)

wobei K (s) wie in Satz 10 die schiefsymmetrische Tridiagonalmatrix ist, deren Eintrége
die gegebenen Funktionen ~; sind. Wir wollen nun fiir festes s € I zeigen, dass die so
konstruierte Matrix F(s) wirklich eine ON-Matrix ist, und betrachten dazu M(s) :=
E(s)- E(s)". Dann gilt M(s,) = id sowie

o= (L0 B B0 ()
= (K(s)- E(s)) - B(s)" + E(s) - (E"(s) - K" (5))
=K(s) - M(s)— M(s)- K(s),

d.h. auch M : I — Mat(dxd) ist Losung eines linearen Anfangswertproblems. Da
dieses Anfangswertproblem aber die konstante Losung s + id besitzt, muss wegen der
Eindeutigkeit von Losungen schon

M(s)=id fiiralle sel

8In d = 2 und d = 3 sind also Drehungen, aber keine Spiegelungen zugelassen.

9Die rechte Seite in (1.3); ist stetig in s und lokal Lipschitz-stetig bzgl. E(s). Die Existenz und
Eindeutigkeit einer maximalen Losung folgt daher aus dem Satz von Picard-Lindel6f. Aufgrund der
Linearitdt der Gleichung existiert die maximale Losung auf ganz I.
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14 1. Kurven

gelten. Dies bedeutet aber, dass die Zeilen von E(s) stets eine ON-Basis von R? bilden,
und die stetige Abhéngigkeit der Abbildung s +— det E(s) € {—1,+1} impliziert, dass
die Orientierung sich nicht &ndern kann und wegen det E(s,) = 1 immer positiv sein

muss. Auferdem gilt nach Konstruktion!®
e(s) = +  ri(s)ea(s)
eh(s) = —  ri(s)ei(s) +  Ka(s)es(s)
(1.4)
ei_1(s) = — ka-a(s)eas(s) + Ka-1(s)eq-1(s)
ehls) = — Fals)eas(s)

wobei die Vektoren e;(s),...,eq(s) die Zeilen von FE(s) bezeichnen, und induktiv
zeigt man, dass e; mindestens (m—j)-mal stetig differenzierbar ist und das e; sogar
(m—d+1)-mal stetig differenzierbar ist.

Fxistenz der Kurve-Rahmen: Wir definieren

a(s) := /61(5) ds, e1(s) :=d'(s) = ey(s),

wobei wir schon wissen, dass die Abbildung « : I — R? d-mal stetig differenzierbar ist.
Unter Ausnutzung der Differentialgleichungen (1.3) kann nun induktiv und analog zum
Gram-Schmidt-Verfahren aus dem Beweis von Lemma 9 gezeigt werden, dass ey, ..., ¢;
gerade das Frenetsche d-Bein der Kurve « ist.

Zur Eindeutigkeit: Sei nun & : I — R? eine weitere Frenet-Kurve mit Rahmen

E und mit vorgeschriebener Kriimmungsmatrix K = K. Durch Superposition mit
orientierungserhaltenden euklidischen Bewegungen konnen wir aus & eine weitere
Frenet-Kurve & konstruieren, so dass

A ~

a(sy) = asy) =0, E(sy) = E(sy), K(s)=K(s).

Satz 10 liefert £'(s) = K(s)E(s), d.h. E und E lésen das gleiche Anfangswertproblem
und miissen daher identisch sein. Dies impliziert dann auch & = «.

[]

Bemerkung. Satz 10 und Theorem 12 gelten sinngemdf auch fir jede Kurve, die zwar
hinreichend reguldr, aber nicht unbedingt nach Bogenlinge parametrisiert ist, sofern die
Frenetschen Gleichungen in (1.2) als

B(t) = |a(t)| K(t) - B(t)
geschrieben werden.

Von besonderen Interesse sind Kurven a mit konstanten Frenet-Kriimmungen &;.
In diesem Fall hdngt K nicht von s ab und die Frenetschen Gleichungen kénnen mit
Hilfe des Matrixexponentials explizit zu

% k
E(s) =exp ((s — s,)K) - E(s,),  exp(A) =) % =id+ A+ 1A%+ 1A%+
k=0

(1.5)

mit s € R berechnet werden.

10Man rechnet leicht nach, dass (1.4) eine Umformulierung von (1.2); ist.
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1.2 Planare Kurven

In diesem Abschnitt gilt d = 2.

1.2.1 Frenet-Theorie

Wir betrachten zunédchst Frenet-Kurven, also zweimal stetig-differenzierbare Abbildun-
gen

sel =  as)=(a(s), az(s)) € R?

die nach Bogenlange parametrisiert sind, d.h.

|/ (s)] = \/(0/1(3))2 - (01/2(8))2 =1 fir alle sel.

Der entsprechende Frenet-Rahmen ist dann in eindeutiger Weise durch

ei(s) = (+ai(s), +ah(s)),  exs) = (—aj(s), +ai(s)) (1.6)

gegeben, d.h. e; = o ist der Tangentialvektor und e, ist der dazu senkrechte Normalen-
vektor!! an die Kurve, wobei die positive Orientierung verlangt, dass Winkel zwischen
e1(s) und es(s) den Wert +7/2 (und nicht den Wert —m/2) annimmt. Die Frenetschen
Gleichungen aus Satz 10 betreffen die Matrix

B = (20 ) mit o) = (oo eials)

6271 (S) 6272 (8)

(6'1,1(5) 6'1,2(8)) _ ( 0 +f€($)) , <61,1(8) 61,2(8))
€1(s)  €hs(s) —r(s) 0 e21(s) e22(s))
wobei k(s) = ki(s) die einzige Frenet-Kriimmung fiir d = 2 ist. Alternativ kénnen

die Frenetschen Gleichungen in kompakterer Form als die vektorwertigen Differential-
gleichungen

und lauten

€1(s) = +r(s)ea(s),  €y(s) = —r(s)ei(s) (1.7)
geschrieben'? werden, und die obigen Formeln fiir e;(s) und ey(s) implizieren
k(s) = (€i(s), e2(s)) = a(s)as(s) — ay(s)a(s). (1.8)
Desweiteren gilt

a'(s) = €1(s) = r(s)ea(s)

"Tn der Literatur wird e;(s) oftmals als t(s) und es(s) als n(s) geschrieben.
12Tn der Literatur findet sich auch die Schreibweise

(eﬂ(s)) _ ( 0 +/<a(s)> . (61(8)>

€5(s) —r(s) 0 ea(s)

wobei die linke Seite und der zweite Faktor auf der rechten Seite dann ‘Vektoren von Vektoren’ sind,
wohingegen die Eintridge der schiefsymmetrischen Matrix reelle Zahlen sind.
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16 1. Kurven

und damit auch

[K(s)| = 1a"(s)[,  eals) = +a"(s)/|a"(s)] ,

wobei das Vorzeichen in der zweiten Gleichung durch die Bedingung festgelegt ist, dass
e1(s) = /(s) und ez(s) immer eine positiv orientierte ON-Basis bilden.

Die Frenetschen Gleichungen offenbaren, dass |k(s)| gerade angibt, wie schnell sich die
Vektoren e;(s) und ey(s) bei wachsendem s dndern, wobei die folgenden Vorzeichenre-
geln gelten (siehe auch Abbildung 1.4) :

k(s) > 0: ei(s) und ey(s) drehen sich mit wachsendem s gegen den Uhrzeiger
und der Winkel zwischen o/(s) und o”(s) ist +7/2
k(s) <0: ei(s) und ey(s) drehen sich mit wachsendem s mit dem Uhrzeiger

und der Winkel zwischen o/(s) und o (s) ist —m/2

Abbildung 1.4: Planare Frenet-Kurve mit Frenetschem 2-Bein und Kriimmungskreisen, wo-
bei die griinen Pfeile in Richtung wachsendes s zeigen. In den grauen bzw. schwarzen Bereichen
gilt £(s) < 0 bzw. k(s) > 0 und es gilt stets o/ (s) = e1(s) sowie @ (s) = k(s)e2(s). Wie wiirden
sich alle Grofen bei einem Wechsel des Durchlaufsinns dndern?

Definition 13 (Kriimmung planer Kurven). Seia : I — R? eine planare Frenet-Kurve
und seien ey, es : I — R? sowie k : I — R wie oben.

1. Der Wert k(s) heifit die (orientierte) Krimmung von o im Punkt a(s).

2. Gilt k(s) # 0, so wird der (unparametrisierte) Kreis vom Radius 1/ |k(s)| und
Mittelpunkt a(s)+eq(s)/k(s) wird der entsprechende Kriimmungskreis genannt.'?

3Fiir x(s) = 0 kann man die Tangentialgerade als den “unendlichen grofen” Kriimmungskreis
interpretieren, dessen Mittelpunkt mit dem “unendlich fernen Punkt” zusammenfllt. Wir werden das
in dieser Vorlesung nicht vertiefen, aber diese auf den ersten Blick vielleicht kiinstliche Interpretation
macht sehr viel Sinn.
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Beispiel (Kurven konstanter Kriimmung). Fir konstantes k € R\ {0} und beliebiges
s € R betrachten wir (vgl. (1.5))

s =e (5%, 7)) = (i) Ty

d.h. die eindeutige Losung der Frenetschen Gleichung mit Anfangswert E(0)=id.** Dies
entspricht dem Frenet-Rahmen

e1(s) = (+cos(ks), +sin(ks)), ea(s) = (—sin(ks), +cos(ks))

und offensichtlich gilt €}(s) = +res(s) sowie eh(s) = —rei(s). Die entsprechende
Frenet-Kurve ist bis auf Verschiebungen durch

a(s) = (+r"sin(ks), —k " cos (k s)) (1.9)

gegeben. Dies ist offensichtlich ein nach Bogenlinge parametrisierter Kreis vom Radius
|k|7', der in mathematisch positiver (k > 0) oder negativer (k < 0) Orientierung
durchlaufen wird, siehe Abbildung 1.5.

G

Abbildung 1.5: Eine planare Frenet-Kurve mit konstanter Kriimmung s # 0 ist ein Kreis
vom Radius || !, der entweder im positiven (links, £ > 0) oder im negativen (rechts, & < 0)
Sinne durchlaufen wird, siehe (1.9). Insbesondere fillt die Spur der Kurve mit den Kriim-
mungskreisen zusammen.

Lemma 14 (Eigenschaften des Kriimmungskreises). Seien o : I — R? eine Frenet-
Kurve, s, € I beliebig fiziert mit k(s,) # 0 und

t e R~ [(t)

eine Bogenlingenparametrisierung des entsprechenden Krimmungskreises mit 5(0) =
a(s.). Dann gilt auch

B0)=a/(s.),  B(0) =a"(s.),

d.h. der Kriimmungskreis beriihrt die Kurve zu zweiter Ordnung.'> Insbesondere stimmt
1m Beriihrungspunkt der Frenet-Rahmen der Kurve o mit dem des Krimmungskreises
tiberein.

4 Andere Anfangswerte fiir £(0) entsprechen einer globalen Drehung der resultierenden Kurve.
5Deshalb wird der Kriimmungskreis auch Schmiegkreis genannt.
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18 1. Kurven

Beweis. Nach Anwendung einer Verschiebung und einer Rotation kénnen wir 0.B.d.A.
a(s) =0, els)=d(s)=(1,0), els)=(01)

annehmen und parametrisieren den Kriimmungskreis nach Bogenldnge durch

B(t) = (o, ffl(s*)) + Ffl(s*)(+ sin (#(s.)t), — cos (/f(s*)t)> ,
siehe dazu auch (1.9). Wir berechnen

B(0)=(1,0),  B"(0) = (0, K(s.))

und bemerken andererseits, dass

a'(s.) = €1(s.) = (s.)ea(ss) = (0, £(s.))
wegen der Frenetschen Gleichungen gilt. O

Lemma 15 (Einfachste Darstellungsformel). Sei o : I — R? eine planare Frenet-
Kurve mit Krimmung k : I — R und a(s.) = (0, 0) sowie o/(s,) = (1, 0) fir eine
gegebenes s, € 1. Dann gilt

o) = ( foon ([ wtas) s foin( [ as

Sk Sx

fir alle s € I. Nach Superposition mit einer Verschiebung und einer Drehung gilt diese
Formel sogar fir alle planaren Frenet-Kurven.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Lemma 16 (Frenet-Theorie allgemeiner Kurven). Sei a : I — R? eine regulire und
zweimal stetig differenzierbare, aber nicht unbedingt nach Bogenlinge parameterisierte
Kurve mit Parameter t € I. Dann kénnen via

er(t) = |a(t)™ (dn(t), aa(t)), ea(t) = |a(t)| ™ (—dna(t), du(t)),

und
r(t) = |a()] ™ (én(D)da(t) - as(t)iin (1))

die entsprechenden Grofien der Frenet-Theorie direkt berechnet werden.

Beweis. Unsere Beweisstrategie ist es, die Kurve zundchst nach Bogenlange zu parame-
trisieren, danach die Frenet-Grofen bzgl. der Bogenlédnge zu berechnen, und schliefllich
die Riickparametrisierung durchzufiihren. Um die Rechnungen moglichst iibersichtlich
zu halten, rechnen wir wie die Physiker und bezeichnen mit a(t) bzw. a(s) denselben
Punkt im Bild der Kurve, nur einmal in Abhéngigkeit von ¢t und das andere Mal in
Abhéngigkeit vom Bogenldngenparameter s. Die Reparametrisierung ist dann gerade
die Angabe von s(t) bzw. t(s), wobei s genau dann — vgl. den Beweis von Satz 7 — die
Bogenlange ist, wenn

E = |d| bzw ﬁ = 1 = i
dt ’ ds ﬁ el
dt
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Damit konnen die t-Ableitung sowie die s-Ableitung einer beliebigen Grofe f via

L df  dsdf  ds, ..
F=w=aas - al =l

ineinander umgerechnet werden und die Formeln fiir die Berechnung des Frenet-
Rahmens folgen unmittelbar aus

aj = &/ |d]
und Formel (1.6). Desweiteren gilt
wr— L(G&)_dtd a1 /6 a dldl
T ds \|d ds dt \ |&| @l \|a] |a)® dt

und eine kleine Nebenrechnung offenbart

d |dl _i\/m_dl@l‘i‘dmdz (@)
e AtV TP a2 1Al ET

Durch Einsetzen erhalten wir

und in Kombination mit (1.8) schliefslich

= ool ol — ﬂ( o do{d, d>> o ( i, d)) |

A\lal el ) TaI\JaP el

wobei sich einige Terme auf der rechten Seite gegenseitig aufheben. m

1.2.2 Windungszahlen

In diesem Abschnitt studieren wir zwei wichtige Eigenschaften geschlossener planarer
Kurven.

Lemma 17 (Hilfsresultat iiber die Existenz eines Polarwinkels). Sei o : [ — R?\ {0}
eine m-mal stetig differenzierbare Kurve. Dann existiert eine m-mal stetig differenzier-
bare Funktion 6 : I — R, so dass

a(t) = |a(t)] (cos (0(1)), sin (9(t))>

fiir alle t € I. Diese Funktion 0 ist eindeutig bis auf die Addition einer konstanten
Funktion t — 215 mit j € Z bestimmt und wird Polarwinkelfunktion von a genannt.

Beweis. Einfachster Fall: Ist die Spur von « in einer Halbebene

H, = {(z1, ©2) € R* : z; cos (n) + z2sin (n) > 0}

mit festem Parameter n € R enthalten, so kann 6 mit Hilfe inverser trigono-
metrischer Funktionen konstruiert werden und alle Behauptungen folgen unmittelbar
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20 1. Kurven

7

Abbildung 1.6: Zur stiickweisen Definition des Polarwinkels im Beweis von Lemma 17: In
diesem Beispiel wird die gegebene Kurve in vier Teile zerlegt (schwarz, rot, griin, blau), so
dass die Spur jeder Teilkurve in einer entsprechenden Halbebene enthalten ist.

aus bekannten Resultaten aus Analysis [+II . Haben wir zum Beispiel n = 0, so ist H,,
gerade die rechte Halbebene und es gilt notwendigerweise

(1) .
0(t) = arctan (al(t)) +27j,
wobei die Konstante j € Z beliebig, aber unabhingig von ¢ gewéahlt werden kann. Fiir
andere Werte von n kénnen analoge Formeln mit Hilfe einer Drehung abgeleitet werden.
Allgemeiner Faoll: Fiir eine allgemeine Kurve auf einem kompakten Intervall I =
la, b] existiert — siche Abbildung 1.6 — wegen der gleichgradigen Stetigkeit von « eine
endliche, aber nicht eindeutige Zerlegung

a:t0<t1<...<tM:b
des Intervalls [a, b] in M Teile sowie dazugehorige Winkel 7y, ..., 5, so dass
sp (a’[tmfl,tm]) C H,,, und ‘nm_l — nm} =m/2 firalle m=1,...,M.

Die Funktion 6y, |, ,.+,,] kann nun durch Iteration der Argumente von oben konstruiert
werden, wobei die Konstante j,, € Z nur im ersten Teilintervall gewahlt werden kann
und in den anderen Teilintervallen bereits eindeutig durch die Stetigkeitsforderung an
0 festgelegt ist. Der Fall allgemeiner Intervalle kann analog behandelt werden, sofern
man auch abzéhlbare Zerlegungen von [ zulédsst (m € N oder m € Z). O

Die Winkelfuntion # aus Lemma 17 quantifiziert fiir jedes ¢t € I den Winkel des
Vektors «(t) bzgl. der x;-Achse. Der Winkel bzgl. der um 6, gedrehten Achse ist dann
o(t) — 0..

Die Polarwinkelfunktion ist bei geschlossenen Kurven besonders interessant.
Definition 18 (Geschlossene Kurve). Eine stetige Kurve o : [a, b] — R? heifst
geschlossen, falls a(a) = «a(b) gilt, und einfach geschlossen, falls auflerdem af(t;) #

a(ty) fir alle a < t; <ty < b gilt. Wir sagen, eine geschlossene Kurve ist m-mal stetig
differenzierbar, falls die Ableitungen o, ...,a™ : [a, b] — R? exzistieren und via

a'(a) = (b)), . o™ (a) = o™ (b)

im Anfangs- und im Endpunkt der parametrisierten Kurve tbereinstimmen.
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Eine wesentliche Beobachtung bei geschlossenen Kurven ist, dass die Polarwinkel
von Anfangs- und Endpunkt sich nur um ein Vielfaches von 27 unterscheiden kénnen.

Definition 19 (Windungszahl stetiger Kurven). Seien o : [a, b] — R eine geschlossene
Kurve, p ¢ sp («) ein gegebener Punkt, und 60, der Polarwinkel der um p verschobenen
Kurve ay,(t) == a(t) — p. Dann heifit

Op(b) — 0,(a)
2

€L

wn (a, p) =

die Windungszahl der Kurve o bzgl. des Punktes p.

a(t)

Op (1)

P

Abbildung 1.7: Links: Die Windungszahl bzw. der Polarwinkel 8, einer festen Kurve o bzgl.
eines Punktes p hidngt entscheidend von der Lage von p ab. Rechts: Die Windungszahl einer
gegeben Kurve « (schwarz) fiir verschiedene Wahlen des Punktes p (bunt). Die Windungszahl
ist — fiir gegebenes « als Funktion in p ¢ sp («) betrachtet — auf jeder Zusammenhangskom-
ponente von R? \ sp (a) konstant.

Das Konzept der Windungszahl kann auch auf Tangentialvektoren angewendet wer-
den, und dies fiihrt zu dem zweiten zentralen Begriff dieses Abschnitts.

Definition 20 (Umlaufzahl regulérer geschlossener Kurven). Sei «v : [a, b] — R eine
requldre und geschlossene Kurve. Dann heifst

ind () := wn (&, 0) € Z

die Umlaufzahl (oder der Rotationsindex) der Kurve a.

Man zeigt leicht, dass sowohl die Windungszahl als auch die Umlaufzahl'® geometri-

sche Grofen sind und sich daher unter Reparametrisierungen der Kurve nicht dndern.
Beide dndern sich auch nicht bei Drehungen und Verschiebungen von «, sofern bei der
Windungszahl der Punkt p entsprechend mitbewegt wird.

Lemma 21 (Umlaufzahl und Kriimmung). Fir jede regulire und zweimal stetig diffe-
renzierbare Kurve o : [a, b] — R gilt'”

K(t) = — fir alle teR, (1.10)

16Windungszahlen und Umlaufzahlen werden in der Literatur zum Teil anders bezeichnet. Wichtig
ist, dass das eine Konzept eine Kurve und einen Punkt, aber keine Ableitungen involviert, wohingegen
das andere Konzept eine Eigenschaft differenzierbarer Kurven ist.

1"st o nach Bogenléinge parametrisiert, so gilt x(s) = w’(s).
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w(t)
. Ry
w(t)
w(t)
alt)

Abbildung 1.8: Links: Die Umlaufzahl einer Kurve « ist {iber den Polarwinkel w des Tan-
gentenvektors definiert, dessen Anderung bzgl. der Bogenlinge gerade durch die Kriimmung
beschrieben wird, siehe (1.10). Rechts: Zwei geschlossene Kurven mit Umlaufzahl +1.

RS

Abbildung 1.9: Beispiele fiir die Umlaufzahlen +2 und —3.

wobei w : [a, b] der Polarwinkel des Tangentialvektors ¢ : [a, b] — R? ist. Insbesondere
gilt®

1

b
ind (o) = %//{(t) la(t)] dt, (1.11)

sofern a auch geschlossen ist.

Beweis. Wir fithren den Beweis in dem einfachen Fall, dass @ nach Bogenlinge pa-
rametrisiert ist, und schreiben daher wieder a(s) und o/(s) statt «(t) und &(t). Der
allgemeine Fall kann anschlieffend mittels direkter Rechnungen wie im Beweis von Lem-
ma 16 auf den einfachen Fall zuriickgefiihrt werden.

Nach Konstruktion und vereinfachender Annahme gilt

e1(s) = (0/1(5), 0/2(5)) = (COS (w(s)), sin (w(s)))
und die Kettenregel impliziert
el(s) = (o/ll(s), o/é(s)) = uW'(s) (— sin (w(s)), cos (w(s))) = w'(s)ea(s).

Aus den Frenetschen Gleichungen — siehe (1.7) — folgt nun unmittelbar /1( ) = W(s)
durch Koeffizientenvergleich und Integration iiber s ergibt 27 ind (o) = f k(s)ds. O

Polarwinkelfunktionen existieren nicht nur entlang von Kurven, sondern auch auf
hinreichend guten Teilmengen des R2.

18Das Integral auf der rechten Seite von (1.11) ist gerade das Kurvenintegral erster Art von x, das
invariant unter Reparametrisierungen ist. In diesem Sinne gilt 27 ind () = fa Kk ds.
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Abbildung 1.10: Beispiele fiir eine sternférmige Menge (mit markiertem Zentralpunkt),
eine einfach-zusammenhéngende, aber nicht sternférmige Menge sowie eine nicht einfach-
zusammenhéngende Menge (jeweils die graue Flache). Die ersten beiden Beispiele illustrie-
ren auch den Jordanschen Kurvensatz aus Theorem 25, weil der Rand jeweils als Spur einer
einfach geschlossenen Kurve betrachtet werden kann.

Lemma 22 (Hilfssatz tiber Polarwinkelfunktionen auf sternférmigen Gebieten). Sei
Q C R? sternformig®® bzgl. x. € Q und sei ¢ : Q — R*\ {0} ein stetiges Vektorfeld.
Dann ezistiert eine stetige Abbildung 0 : Q2 — R, so dass

U(@) = 9 ()] (cos (6(x), sin (6(2)) )

fiir alle x € Q. Dabei ist 0 eindeutig bis auf die Addition einer konstanten Funktion
x — 27j fiir festes j € 7.

Beweis. Konstruktion von 0: Wir setzen 0.B.d.A z, = 0 und wéhlen 6(0) € R als
Winkel von #(0). Fiir jedes x € € ist nun nach Voraussetzung die parametrisierte
Verbindungsstrecke

tel0, 1] —tre
in 2 enthalten und mit Lemma 17 ist # entlang der Kurve
t €0, 1] — ¢(tx) € R*\ {0}

eindeutig festgelegt und dort auch stetig. Insbesondere ist 0(x) fiir jedes x € Q durch
diese Konstruktion wohldefiniert, aber wir miissen noch zeigen, dass 6(x) stetig von x
abhéangt.

Stetigkeit von 0: Wir fiihren den Nachweis indirekt und nehmen an, dass 6 nicht
stetig ist. Dann existiert eine Folge (z,), .y die gegen einen Grenzwert zo, € €2 kon-
vergiert, so dass 0(x,) nicht gegen 0(x.,) konvergiert. Da aber ¢ (x,) gegen ¥ ()
konvergiert (Stetigkeit von ), kann dies nur gelten, wenn

limsup |0(z,) — 0(z0)| > 27.

n—oo

Fiir alle hinreichend grofen n betrachten wir nun die nach Konstruktion stetige Funk-
tion

t €10, 1] = gu(t) := |0(tx,) — 0(trs)|

190) ist per Definition genau dann sternférmig bzgl x,, wenn fiir jeden Punkt in Q auch die affine
Verbindungsstrecke zwischen z, und z zu Q gehort, d.h. z € Q impliziert {(1 — t)x,+tx : t € [0, 1]} C
Q. Der Punkt z, wird auch Zentrum von §2 genannt.
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fiir die ¢,(0) = 0 und g,,(1) > 27 gilt. Nach dem Zwischenwertsatz existiert ein ¢, €
0, 1] mit g,(t,) = 7, d.h. ¥(t,z,) und Y(t,2) sind immer antipodale Vektoren mit

Y(tntn) = —(trToo) -

Nach Ubergang zu einer geeignetenTeilfolge konnen wir aukerdem ¢, — to € [0, 1]
annehmen, und die Stetigkeit von v impliziert via

n—oo n—o0
den gewtinschten Widerspruch wegen t,zo €  und (teoo0) # 0. ]

Lemma 22 gilt auch fiir einfach-zusammenhdingende Mengen, d.h. salopp gespro-
chen, sofern 2 keine Locher aufweist (siehe Abbildung 1.10). Das Standardgegenbeispiel
fiir nicht einfach zusammenhéngende Mengen ist

Q=DBy(0)\ Bi(0),  ¥(x1, 22) = (29, 71)

also ein um das Loch in einem Kreisring rotierendes Vektorfeld. Fiir dieses kann keine
stetige Polarwinkelfunktion auf ganz ) definiert werden.

Wegen R? = C kann  auch als Teilmenge von C interpretiert werden und ¢ kann via

T + iZL’Q = (ZEh (L’Q) — (1/)1(1’1, 1'2), ¢($1, Ig)) = wl(l’l, ZEQ) + i¢($1, ZEQ)

als Abbildung von €2 — C betrachtet werden. Die entsprechende Funktion # heifst dann
Argumentfunktion von v auf 2 und spielt eine wichtige Rolle in der Komplexen Ana-
lysis. Insbesondere definieren Argument-Funktionen 6, der Identitét ¢(z) = x mittels

log (x1 + ixe) = In\/x? + 23 + 10, (21, 2)

einen Zweig des Komplexen Logarithmus auf Q C C\ {0} und umgekehrt.

1.2.3 Globale Analysis geschlossener Kurven

Theorem 23 (Hopfscher?® Umlaufsatz fiir einfach geschlossene Kurven). Fliir jede
requldre und einfach geschlossene Kurve ac: [a, b] — R gilt entweder ind () = +1 oder
ind (o) = —1.

Beweis. Wir konnen 0.B.d.A ¢ = 0 und b = 1 annehmen, setzen

Q= {(tl,tQ)OStl StQ S 1}

und definieren die normalisierte Sekantenabbildung ¢ : Q — R?\ {0} durch

( Oé(tQ) — a/(tl) fir 0 <t <ty < ].,
‘Oz(tz) (—t ()Jé( 1)|
a ..
w0 o) fir0<ti =t <1,
—ﬂ fir t; =0 und ¢, =1,
o [&(0)]

20Heinz Hopf (1894-1971), deutsch-schweizerischer Mathematiker.
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\ AN

Abbildung 1.11: Zum Beweis von Theorem 23: v(t1, t2) ist fiir t1 < to der normierte
Sekantenvektor zwischen «(t;) und a(t2) und definiert den Polarwinkel 6(¢1, t2). Die roten
bzw. blauen Pfeile illustrieren die Grenziibergénge to — 0 und to — 1 fiir t71 = 0 bzw. t1 — 0
und t; — 1 fir &5 = 1.

siehe Abbildung 1.11. Diese Funktion ist wohldefiniert und stetig auf der sternférmigen
Menge 2 und nimmt dariiber hinaus nur Werte in R? \ {0} an, weil die Kurve a
sowohl reguldr (Tangentialvektoren veschwinden nicht) als auch einfach geschlossen
(Sekantenvektoren verschwinden nicht) ist. Damit existiert eine Polarwinkelfunktion
0 : Q) — R wie in Lemma 22 und durch einfache Grenzprozesse verifizieren wir

6(0,1) —6(0,0) =+7=6(1,1) —6(0, 1).
Andererseits gilt
w(t) =0(t, t)
wobei w die Polarwinkelfunktion zum Tangentialvektor ¢ ist, und dies liefert via
w(1) — w(0) = (1, 1) — 6(0, 0) = (9(1, 1) — 0(0, 1)) + (9(0, 1) — 0(0, 0)) = or
und Definition 20 die Behauptung. m

Folgerung 24 (Wegintegral der Absolutkriimmung). Sei a wie in Theorem 23. Dann
qilt

b
/mm l&(0)] dt > 2r

mit Gleichheit dann und nur dann, wenn k sein Vorzeichen nicht wechselt.
Beweis. Lemma 21 und Theorem 23. O

Wir formulieren schliefslich ein weiteres zentrales Resultat der globalen Theorie
planarer Kurven, miissen aber fiir einen Beweis auf die Literatur verweisen (ein Beweis
fiir den Spezialfall reguldre Kurven findet sich in [doC, Seite 400]), da dieser mit den
Mitteln dieser Vorlesung nicht zu fiihren ist.
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Abbildung 1.12: Der Jordansche Kurvensatz gilt sogar dann, wenn die geschlossene Kurve
nicht differenzierbar, sondern nur stetig ist. Ein Beispiel ist der Rand der Kochschen Schnee-
flocke, die als Grenzkurve einer Folge von geschlossenen Polygonziigen definiert wird. Dar-
gestellt sind die ersten 5 Kurven dieser approximierenden Folge, wobei der graue Bereich
immer das Innere der Kurve, also die beschrinke Zusammenhangskomponente aus Theorem
25, reprasentiert. Der Rand der Kochschen Schneeflocke ist iirigens fraktal mit Dimension
In4/In3 ~ 1.26

Theorem 25 (Jordanscher?! Kurvensatz). Die Spur einer einfach geschlossenenen
Kurve zerlegt den R? in genau zwei Zusammenhangskomponenten, wobei die eine (die
innere Menge) beschrinkt ist und die andere (die duflere Menge) unbeschrinkt ist.

Wir werden auch den folgenden Satz nicht beweisen, obwohl wir dies mit den Kennt-
nissen dieser Vorlesung kénnten (siehe zum Beispiel [Kue, Seite 29]).

Satz 26. Sei afa, b] — R? eine einfach geschlossene, requlire und zweimal stetig dif-
ferenzierbare Kurve mit innerer Menge Q C R%. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

1. Die Menge 2 ist konvex.

2. Jede affine Gerade schneidet Q0 entweder iberhaupt nicht oder in einer Strecke,
wobet letztere auch zu einem Punkt entarten kann.

3. Jede affine Gerade schneidet OS2 = sp (o) entweder diberhaupt nicht, oder in einer
Strecke, oder in zwei Punkten.

4. Die Krimmung k von o wechselt nicht ihr Vorzeichen. d.h. es gilt entweder k(t) >
0 fir alle t € [a, b] oder k(t) <0 fir allet € [a, b].

5. Fiir jedest € |a, b] liegt die Spur von a ganz auf einer Seite der Tangentialgerade
durch den Punkt o(t).

Abbildung 1.13: Links: Die vier Scheitelpunkte einer Ellipse. Rechts: Zum Beweis von Theo-
rem 27.

2IMarie Ennemond Camille Jordan (1838-1922), frandsischer Mathematiker.
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Theorem 27 (Vier-Scheitel-Satz). Sei a : [a, b] — R? eine geschlossene, requlire und
dreimal stetig differenzierbare Kurve, die dariberhinaus Rand einer konveren Menge )
1st. Dann besitzt o mindestens vier Scheitelpunkte, d.h. lokale Extrema der Krimmung
K.

Beweis. Voriberlegungen: Wir nehmen 0.B.d.A an, dass a nach dem Bogenlédngen-
parameter s parametrisiert ist, und miissen nur den Fall betrachten, dass s auf keinem
Teilintervall konstant ist, da wir andernfalls schon unendlich viele Scheitelpunkte hét-
ten. Damit entsprechen die Scheitelpunkte gerade den Nullstellen mit echtem Vorzei-
chenwechsel der Funktion «' : [a, b] — R. Da aber x'(a) = x/(b) nach Voraussetzung gilt
(siche Definition 18) muss die Anzahl der echten Vorzeichenwechsel von x gerade sein.
Andererseits besitzt die stetige Funktion x auf dem kompakten Intervall [a, b] minde-
stens ein globales Minimum und ein globales Maximum, die wegen der obigen Nicht-
degeneriertheitsannahme echten Vorzeichenwechseln von /' entsprechen. Wir miissen
also nur zeigen, dass die Funktion ' noch mindestens einen weiteren Vorzeichenwechsel
besitzt.

Widerspruchsbeweis: Wir nehmen an, dass x nur die zwei oben genannten Extre-
malstellen besitzt. O.B.d.A. kdénnen wir auferdem annehmen, dass das Minimum bzw.
das Maximum bei s = a bzw. s = s, angenommen werden und dass sowohl «(0) als
auch auch o(s,) auf der z;-Achse liegen, siche Abbildung 27. Da 2 konvex ist und &
auf keinem Intervall konstant ist, kann die zweite Kurvenkomponente a, weder in dem
offenen Intervall (a, s.) noch in (s,, b) eine Nullstelle besitzen, und wir schliefien, dass
k'ay das Vorzeichen nicht wechselt, dass also entweder £/(s)ag(s) > 0 fiir alle s € [a, 0]
oder £'(s)az(s) < 0 fiir alle s € [a, b]. Die Frenetschen Gleichungen implizieren

o/ (s) = —r(s)as(s)

und nach Integration iiber s € |[a, b] sowie Ausnutzung der partiellen Integration er-
halten wir

s=b

= /a’l’(s) ds = [O/(S)L:a =0,

wobei wir die Geschlossenheit der Kurve ausgenutzt haben. Wegen der Vorzeichen- und
Nullstelleneigenschaften des Integranden auf der linken Seite erhalten wir £'(s) = 0 fiir
alle s € [a, b], aber das widerspricht der Nicht-Konstanz von k. ]

Theorem (27) gilt auch, wenn die innere Menge von « nicht konvex ist, aber dann
ist der Beweis aufwendiger.

1.2.4 Deformationen von Kurven
In diesem Abschnitt betrachten wir einparametrige Schaaren von Kurven.

Definition 28 (Familien von Kurven). Seien J ein Intervall, a,b: J — R zwei stetige
Abbildungen mit a(t) < b(t) fir alle T € J und

Q:={(r,t) : T€J, a(r)<t<b(r)}.
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28 1. Kurven

FEine stetige Familie von m-mal stetig differenzierbaren (parametrisierten) Kurven ist
eine stetige Abbildung o : Q0 — R?, so dass fiir jedes j = 0, ...,m die Abbildungen

(r,)eQ — 0Pa(r, t)€R

wohldefiniert und stetig auf 2 sind. Die Familie heifit k-mal stetig differenzierbar, wenn

die Terme at(j)oz(T, t) sogar k-mal stetig differenzierbar von T € J abhdngen.

Bemerkung. Analoge Definitionen gelten fiir Familien geschlossener Kurven, wobei
zusdtzlich

(9,50)04(7, a(T)) = azfj)oz(T, b(T))

fiir alle T € J und alle 7 =0, ...,m gefordert wird. Aufferdem konnen alle Begriffe auch
in hoheren Dimensionen (d = 3 usw.) verwendet werden.

Wir schreiben manchmal auch
a-(t) statt  o(r, 1), a-(t) statt  Owa(T, t), usw.

um deutlich zu machen, dass wir eine Familie (oder Schaar) von Kurven betrachten,
wobei 7 gerade der sogenannte Schaarparameter ist. Wir bemerken aufserdem, dass fiir
Familien reguldrer Kurven die Frenet-Grofen

e;(1, t) = e ;(t), K(T, t) = K. (1)
wohldefiniert sind.
Wir werden nun zunéchst eine weitere Interpretation von Kriimmung ableiten, die
spater wichtig werden wird.
Lemma 29 (Krimmung und Variation der Lénge). Sei
(1,t) € (—¢, &) x [a,b] — afr,t) € R?

eine stetig differenzierbare Familie requldrer Kurven mit festgehaltenen Anfangs- und
Endpunkten, d.h. a(1, a) = «(0, a) und a(t, b) = «(0, b) fir alle T € (—¢, +¢). Dann
qgilt

Lien(ar) = - / br (1) 12(8) |6 (8)]

wober
n(r, t) = <8Ta(7', t), es(T, t)>
gerade den Normalenanteil des infinitesimalen Verschiebungsvektors angibt.

Beweis. Es reicht, die Behauptung fiir ein beliebiges, aber festes 7, € J zu zeigen und
0.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass zumindest die Kurve «,, nach Bogenldnge para-
metrisiert ist (ohne diese Annahme sind die nachfolgenden Rechnungen komplizierter).
Dann gilt

b b
ata T, 1), 8t67-CY T,
%len (a7> = /87\/<ata(7-, t), atOé(T, t)> dt = / < ( t) ( t>> dt

}6toz(7, t)|
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1.2. Planare Kurven 29

fiir jedes 7 € J, sowie die vereinfachte Formel

b

= / (Op(Ts, 1), BiOru(Te, B)) dt

a

d
T len (o)

T=Tx

Nach partieller Integration bzgl. ¢ erhalten wir

b

- / (02a(r., t), Orar(re, 1)) dt.

a

t=b
a4 len (a,)

dr

= (@a(n, t)0,a(Ts, t))

T=Tx t=a

wobei die Randterme wegen der fixierten Endpunkte verschwinden. Nun gilt aber auch
0Ty, t) = €1(Ts, 1), 02a(t,, t) = Oiey(Ty, ) = K(Ts, t)ea(Ts, 1)

und Einsetzen liefert den den Spezialfall der Behauptung wegen ’(‘Loz(n, t)| =1 O

Als néchstes wollen wir ein wichtiges topologisches Konzept einfiihren, das eng mit
speziellen Familien geschlossener Kurven zusammenhéngt.

Definition 30 (Homotopie planarer Kurven). Seien 3 : [a, b] — R? und 3 : [a, b] — R?
zwei planare Kurven. Eine stetige Familie von Kurven

a:Q—R?, Q:={(r,t) : 0<7<1, I-7)a+ra<t<(1—71)b+7b}
mat

a0, t) = B(t) fir alle t € [a, b und a1, t) = B(t) fir alle t € [a, b

heif§t stetige Homotopie zwischen 8 und B

Bemerkung.

1. Analog zur Bemerkung nach Definition 28 kiénnen Homotopien m-mal stetig-
differenzierbarer Kurven und Homotopien geschlossener Kurven definiert werden.
Auflerdem konnen Homotopien k-mal stetig differenzierbar sein.

2. Wir nennen eine Homotopie o requldr, wenn sie stetig differenzierbar ist (bzgl.
T und t) und wenn der Tangentenvektor Oyov niemals verschwindet. Eine reguldre
Homotopie ist also eine stetig-differenzierbare Familie von requldren Kurven.

3. Die Ewistenz einer Homotopie definiert eine Aquivalenzrelation ~ auf der Menge
der planaren Kurven (Ubungsaufgabe). Insbesondere gilt

B~B, BB = B8, BrBAB~E = B p

4. Analoge Definitionen gelten fir d = 3 usw.

Lemma 31 (Trivialfille). Seien 8 und B zwei requlire Kurven. Dann sind die folgenden
Aussagen hinreichend fir die Ezxistenz einer requldren Homotopie.

1. B und B unterscheiden sich nur durch eine orientierungserhaltende Reparametri-
Sterung.
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2. B und B unterscheiden sich nur durch eine Drehung oder eine Verschiebung oder
eine Reskalierung.

Beweis. Ubungsaufgabe. m

Lemma 32 (Invarianz der Umlaufzahl unter reguldren Homotopien). Ewistiert eine
reguldre Homotopie zwischen den geschlossenen Kurven 3 und 3, so gilt ind (8) =

ind(5).
Beweis. Nach Definition von regularer Homotopie ist die Tangentenvektorabbildung
= Or: ) — R?

mit o und Q wie in Definition 30 wohldefiniert und stetig mit Werten in R? \ {0}.
Damit — und weil das Trapez €2 sternférmig bzgl. eines jeden inneren Punktes ist —
existiert eine entsprechende stetige Polarwinkelfunktion 6 : 2 — R wie in Lemma 22.
Inbesondere ist die Abbildung

1 ~
7€[0,1] ~ ind(a,)= 2—(0(7, (L—7)b+7b) —O(7, (1 — T)(H—T&)) €Z
T

stetig, aber die einzigen stetigen Funktionen mit Werten in der diskreten Menge Z sind
die konstanten Funktionen. O

Theorem 33 (Satz von Whitney und Graustein®?). Seien § und § zwei requlire und

geschlossene Kurven mit ind (8) = ind(8). Dann existiert eine reguldre Homotopie
zwischen 3 und 5.

Abbildung 1.14: Illustration des speziellen Entartungsfalls im Beweis von Theorem 33.
Links: Beispiele fiir Kurven 8 und S (in Schwarz und Grau), fiir die die Homotopie in (1.15)
entartet. Mitte: Die entsprechenden Polarwinkelfunktionen w und @, deren Konvexkombina-
tion (1.14) fiir 7 = 7 eine konstante Funktion ist. Rechts: Der Entartungsfall kann vermieden
werden, wenn in (1.15) statt 3 ein homotoper Ersatz (gepunktet) betrachtet wird (die konkrete
Konstruktion am Ende des Beweises von Theorem 33 ist etwas anders, aber ganz &hnlich).

Beweis. Voriberlegungen: Wir miissen die Behauptung nur in dem folgenden Spezialfall
beweisen:

(C1) B und 3 besitzen beide die Lange 1 und sind jeweils nach Bogenlénge iiber dem
Intervall [0, 1] parametrisiert.

%2Hassler Whitney (1907-1989) und William Caspar Graustein (1888-1941), US-amerikanische Ma-
thematiker.
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(C2) Es gilt
B(0) = B(0) = (0,0),  B(0)=p(0) = (1,0) (1.12)
und damit auch
AM0)=X0), A1) =X1)=2aN,

wobei N € Z die gemeinsame Umlaufzahl von § und 3 bezeichnet und A bzw. A
via

B'(s) = (cos (A(s)), sin (A(s))) B'(s) = (cos (A(s)), sin (\(s))), (1.13)

die Polarwinkelfunktionen von ' bzw. 8 wie in Lemma 17 darstellen.

In der Tat, im allgemeinen Fall konnen wir durch Reskalierung und/oder Umparame-
trisierung und /oder Verschiebung und/oder Drehung 3 in eine Kurve v und f in eine
Kurve ¥ tiberfithren, so dass die transformierten Kurven die gewiinschten Eigenschaften
besitzen. Nach Lemma 31 gilt dann 8 ~ v und 3 ~ % und die obigen Bemerkungen zur
homotopischen Aquivalenzrelation zeigen, dass /3 ~ B genau dann gilt, wenn v ~ 7.

Konstruktion der Homotopie: Wir interpolieren die Polarwinkel der Tangentenvek-
toren via

w(T, 5) == (1 — 7)A(s) + TA(s) (1.14)

und definieren eine Abbildung @ : [0, 1] x [0, 1] — R? durch

a(r, s) = / <COS (w(r, ), sin (w(r, §))> ds.

0

Diese Abbildung ist stetig differenzierbar (und damit eine hinreichend gute Familie von
Kurven), aber es muss nicht unbedingt a(r, 0) = a(r, 1) fiir alle 7 € (0, 1) gelten. Die
modifizierte Familie

a(r, s) :=a(r, s) —sa(r, 1) (1.15)

besitzt aber alle gewiinschten Eigenschaften, wie wir nun zeigen werden.
Nachweis der Homotopie-Figenschaften: Nach Konstruktion gilt

S

a(0, 5) / (cos (A(). sin (A() ) 43 = 5(s)

0

aq, s) :/<Cos (A(8)), sin (x(g)))dgzé(s),

wobei wir (1.13) sowie die Normierung (1.12) verwendet haben. Formel (1.15) liefert
daher

a(0, s) = (0, s) = B(s),  a(l, s) = B(s) — sB(1) = B(s)
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fiir alle s € [0, 1], d.h. a ist wirklich Homotopie zwischen 3 und j. Desweiteren gilt
a(r, 1) = (0, 0) = a(r, 0)
sowie
Osa(t, 1) — Osa(T, 0) = Osa(T, 1) — dsax(T, 0)
= (COS (w(r, 1)), sin (w(, 1))) - (COS (w(, 0)), sin (w(, O)))
= (cos (27TN), sin (QWN)) — (cos (0), sin (O))
=(0,0),

d.h. s — a(r, s) ist fir jedes 7 € [0, 1] wirklich eine geschlossene und stetig differen-
zierbare Kurve. Es bleibt zu zeigen, dass

|0sa(T, s)| >0

fiir alle (7, s) € [0, 1] x [0, 1] gilt.
Nachweis der Regularitit: Angenommen es existiert (7., s.) € (0, 1) x [0, 1], so dass

0s0(Ty, Sx) = (O, O) .
Dann gilt
la(r,, 1) =1
wegen (1.15) und wir schliefen, dass die Kurve
s+ Q(Ty, s) (1.16)

zwei Punkte verbindet, deren euklidischer Abstand den Wert 1 annimmt. Andererseits
ist diese Kurve per Definition nach Bogenlédnge parametrisiert und besitzt damit auch
die Lénge 1. Aus den letzten beiden Uberlegungen folgt (siche Ubungsaufgabe), dass
die Kurve (1.16) die Gerade ist, die &(7, 0) = (0, 0) mit &(7y, 1) verbindet, und dies
impliziert

c=w(T, 8) = (1 = 1)A(s) + TA(s) (1.17)

fiir eine geeignete Konstante ¢ und alle s € [0, 1]. Aufgrund der Voriiberlegungen gilt
aber

c=w(r, 0)=0 sowie c=w(r, 1) =27N

und wir schliefen ¢ = 0 und N = 0. Damit haben wir im Fall von N # 0 den ge-
wiinschten Widerspruch konstruiert und insbesondere die behauptete Regularitat der
Homotopie gezeigt.

Nachbetrachtungen: Fiir N = 0 muss die von uns konstruierte Homotopie nicht
unbedingt regulér sein, siche Abbildung 1.14. Wir koénnen aber in diesem Fall durch
folgende Uberlegungen eine verbesserte Konstruktion angeben. Da nun A(0) = A(1) =0
und A(0) = \(1) = 0 gilt, kénnen sowohl X als auch \ zu einer stetigen periodischen
Funktion auf ganz R fortgesetzt werden, die jeweils ein globales Maximum und ein glo-
bales Minimum annehmen (das ist im Fall von N # 0 nicht méglich). Nach geeigneten
Reparametrisierungen von 3 und (3 konnen wir deshalb annehmen, dass neben (C1)
und (C2) zusétzlich die folgende Bedingung erfiillt ist:
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(C'3) Fiir alle s € [0, 1] gilt sowohl A(0) > A(s) als auch A(0) > A(s).

In der Tat, diese Bedingung kann immer erreicht, weil bei einer geschlossenen Kurve
jeder Punkt nach einer geeigneten Reparametrisierung der Kurve als Anfangs- und
Endpunkt gewdhlt werden kann. Wir konnen nun alle Argumente von oben wiederholen
und erhalten unter derselben Widerspruchsannahme wieder die Gleichungen (1.17) mit
¢ = 0. Insbesondere gilt

Te
)\<8) - _1 _ T*)\(s> )
und in Kombination mit (C3) auch
Te Te
> i - — < — -
A(0) > A(s) sowie A(0) T 7_*)\(O) S A(s) = A(s),

wobei wir —oco < —7,./(1 — 7.) < 0 benutzt haben. Insgesamt haben wir damit gezeigt,
dass sowohl A als auch A konstant sind und gar nicht von s abhéngen. Das widerspricht
aber der Voraussetzung, dass $ und [ geschlossen und regulér sind. O]

1.3 Raumkurven

In diesem Abschnitt gilt d = 3.

1.3.1 Frenet-Theorie

In Ubereinstimmung mit Definition 8 betrachten wir in diesem Abschnitt nach Bogen-
linge parametrisierte und dreimal stetig differenzierbare Kurven o : I — R3, so dass
fir jedes t € I die zwei Vektoren o/(s) und o”(s) linear unabhéngig sind (und damit
auch nicht verschwinden). Insbesondere existiert nach Lemma 9 das Frenetsche 3-Bein

elfs) =a'(s),  exs) =a"(s)/|a"(s)],  es(s) = eals) x eas),

dessen Vektoren die Tangente, Normale, und Binormale genannt?3

fiir e3 kann auch als

werden. Die Formel

es(t) = (o/(t) X o/’(t)) / |o/(t) X a”(s)‘
geschrieben werden.

Bemerkung (Kreuzprodukt in 3D). Seien u = (u1, u, u3) und v = (v, va, v); 2wei
belicbige Vektoren im R3. Dann gilt

Uy U2 U3
uxv=—-vxu=det | vy vy uz| = (ugvz — uzvy, UV — U V3, UV — UsV])
by by bs

wobei b; der i-te Finheitsvektor im R3 ist und die Determinantenformel rein symbolisch
zu verstehen ist. Insbesondere verschwindet u X v, sofern u und v parallel sind. An-
dernfalls steht u x v immer senkrecht auf u und v — wobei die Basis aus u, v, und u X v
immer positiv orientiert ist — und die Lange von u X v ist gerade der Facheninhalt des
von u und v aufgespannten Parallelogramms. Hieraus folgen auch die Formel

b1XbQZb3, ngngbl, b3><l71:b2

die natiirlich auch direkt nachgerechnet werden kénnen.

2In der Literatur wird das Dreibein (e;(s), e2(s), e3(s)) oft als (t(s), n(s), b(s)) bezeichnet.
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Nach Satz 10 gibt es nun zwei Frenet-Kriimmengen x; und ko, wobei ki meist
die Kriimmung und s, die Torsion der Kurve o genannt werden.?* Beachte, dass x;
hier immer positiv ist, wohingegen xo das Vorzeichen wechseln kann. Die Frenetschen
Gleichungen kénnen entweder als

6'1,1(3) 6'1,2(3) 6'1,3(3) 0 +r1(s) 0 e11(s) eia(s) ers(s)
6'2,1(3) 6'2,2(3) 6'2,3(3) = | —ri(s) 0 +ra(s) || e21(s) e22(s) eas(s)
ey 1(s) e54(s) e55(s) 0 —kia(s) 0 e31(s) e32(s) ess(s)

)

oder kompakter in vektorieller Form als
¢i(s) = +ri(s)ea(s),  €y(s) = —rils)ei(s) + ra(s)es(s),  e5(s) = —ra(s)ea(s)

geschrieben werden. Dabei ergeben sich (Nachrechnen!) die folgenden Formeln

ri(s) = (€y(s), ez(s)) = o ()] ,
ka(s) = (€5(s), e3(s)) = ("(s), &'(s) x a"(s)) / ‘a”(s)f.

Beispiel (planare Kurven als dreidimensionale Frenet-Kurven). Sei & : I — R? eine
2D-Frenet-Kurve. Dann ist die eingebettete Kurve

a(s) = (a1(3); al(s), 0)

eine 3D Frenet-Kurve mit e3(s) = (0,0, 1), sofern a dreimal stetig differenzierbar
ist und Q" nirgends verschwindet. Insbesondere ist eine Gerade zwar eine 2D-Frenet-
Kurve, aber keine 3D-Frenet-Kurve.?s.

Beispiel (Helix als Frenet-Kurve). Die Kurve o : R — R3 mit
a(t) = (rcos(wt), rsin (wt), qwt)

beschreibt eine Helix in x3-Richtung mit Radius v, Winkelgeschwindigkeit w und Sprei-
zungsparameter q. Sie ist genau dann nach Bogenldnge parametrisiert (und damit
Frenet-Kurve), wenn

9 1
w'= —5—.
r2 + q2
In diesem Fall gilt s =1, & = o' und es ergeben sich (Nachrechnen!) die Formeln

r 4q

R1 = ) Rg = )
T2+q2 T2+q2

d.h. die beiden Frenet-Krimmungen einer Helix sind konstant und hdingen nicht von s
oder t ab.

Beispiel (Kurven mit konstanten Frenet-Kriimmungen). Fir konstantes k1 > 0 und
ko # 0 betrachten wir

0 +Kq 0
E(s)=exp|s|—rk1 0 ko :
0 — K2 0

24Viele Autoren schreiben x statt x; und 7 statt xo.
25Qder anders gesagt: Bei einer Geraden in 3D ist — im Gegensatz zu einer Geraden in 2D — der
Normalenvektor nicht eindeutig festgelegt.
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1.3. Raumkurven 35

d.h. die eindeutige Losung der Frenetschen Gleichungen mit Anfangswert E(0)=id,
siehe auch die allgemeine Formel (1.5). Nach einigen Rechnungen erhalten wir

3 3

a(s) = (Kow™?s + Kjw ™’ sin (ws), —kiw ™2 cos (ws), Kikaw s — K1kaw ™ sin (ws))

mit w = \/K? + K3, und dies beschreibt via

r q 1

Kl = ———=, Ky = ——, w=——
g Rt NG

eine gedrehte Helix, wobei r und q eindeutig aus k1 und ko berechnet werden konnen.

Definition 34 (Lokale Ebenen entlang einer Frenet-Kurve). Sei o : I — R3 eine
Frenet-Kurve und s, € I beliebig. Dann heiflen die affinen Rdume

€L

1. Agy, i= afsi) +es(s.)” = as.) + span{ei(s.), ea(s.)} die Schmiegebene,

2. AN,t* = CL’(S*) + 61(8*)J_

= a(s.) + span{es(s.), es(s.)} die Normalebene,
3. Ary. = als,) + ex(s.)" = a(s.) + span{e;(s.), es(s.)} die Streckebene®

der Kurve im Punkt a(s.).

_

Abbildung 1.15: Links: Frenet-Kurve (schwarz, Teil einer Helix) mit Dreibein e; (griin), es
(blau) und e3 (rot), die Ebenen aus Definition 34 sowie die entsprechenden Projektionen der
Kurve. Dabei sind die Normal- bzw. die Streck- bzw. die Schmiegebene griin bzw. blau bzw. rot
gefarbt (so wie der jeweils senkrechte Vektor des Dreibeins). Rechts: 2D-Plots der Projektionen
der Kurve auf die verschiedenen Ebenen. In der Nidhe des Kurvenpunktes (Ursprung im Plot)
kann jede diese Projektionen durch die jeweilige Normalform aus Lemma 35 approximiert
werden.

Die drei Ebenen aus Definition 34 stehen offensichtlich in jedem Punkt der Kur-
ve senkrecht zueinander, siehe Abbildung 1.15, und die Projektionen der Kurve in
die verschiedenen Ebenen kénnen lokal durch entsprechende Normalformen dargestellt

26 Ag 4, wird auch die rektifizierbare Ebene genannt. Daher der Index R.
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36 1. Kurven

werden. Dies ergibt sich aus der folgenden Variante des Satzes von Taylor, der in seiner
klassischen Form ja als

a(s) = a(s.) +a/(s.)(s — s.) + 20" (5.)(s — 5.)° + L a”(s.) (s — 5.)° + 0((s — 5.)°)

bzw. als das komponentenweise Analogon geschrieben werden kann, wobei der Fehler-
term fiir viermal stetig differenzierbare Kurven iiblicherweise mit O((s — 5*)4) bezeich-
net wird.

Lemma 35 (Modifizerte Taylor-Entwicklung von Frenet-Kurven). Fiir jede Frenet-
Kurve a: I — R? gilt

a(s) —a(s,) —o(s*) =+ (s —5.) — #K1(s)(s — s*)3] e1(8+) (1.18)
T[Sl (s = 57 + LRl (s)(s = 5% ealsn) (119)
+ [Fa(sdma(sn) (s — 5. es(s.) (1.20)

fiir jedes s, € I. Insbesondere geniigen die Projektionen der Kurve auf die Ebenen aus
Definition 34 den Formeln

Pss.a(s) = a(s,) + (s — S) + h.o.t. ] e1(sy)

+ _%m(s*)(s —5.)" + h.o.t.]eQ(s*) ,
(Standardparabel in der Schmiegebene)
Pys.a(s) = a(s:) + |3r1(s:)(s — 5.)° + h.o.t. ] ea(8x)

+ %/{1(8*)/{2(3*)(5 —5.)° + h.o.t. } es3(ss)
(Neilsche Parabel in der Normalebene),
Prs.a(s) = a(s.) + ((s — S4) + h.o.t. )el(s*)

+ [%/@1(3*)/@2(5*)(3 — 5%+ h.o.t. } e3(s4),
(kubische Parabel in der Streckebene)
wobei h.o.t. jeweils héhere Ordungsterme bezeichnet.
Beweis. Aufgrund der Frenetschen Gleichungen gilt
o(sa) =eilsa),  a’(s.) = €i(s.) = rs)ea(s)
sowie
0"(s.) = Ky (s.)ea(s,) + ka(5.)eh(s.)
= mi(s:)ea(s:) + mls:) (= muls-)ea(s:) + mals)es(s.))

Die gewiinschte Formel (1.18) folgt nun durch Einsetzen und impliziert sofort alle
weiteren Behauptungen. O

Satz 36 (Existenz und Eindeutigkeit einer Schmiegkugel). Sei «: I — R eine Frenet-
Kurve mit ko(s.) # 0 fir ein beliebiges, aber festes s, € I. Dann beriht die Kugelober-
fliche mat Mittelpunkt

)63(3*) (1.21)
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1.3. Raumkurven 37

und Radius

\/(Kl(s*)ﬂg(s*))Q + (F&ll(s*))Q

Fi (54 )ra(54)

0(ss) =

die Kurve o im Punkt a(s,) zu dritter Ordnung. Sie ist die einzige Kugel mit dieser
Figenschaft.

Beweis. Wir betrachten zunéchst einen beliebigen Kugelmittelpunkt
m = a(S.) + cre1(s.) + caea(sy) + czes(sy)

mit noch freien Konstanten cy, ¢y, c3, einen dazugehérigen Radius ¢ = \/c? + ¢2 + 2
sowie die Funktion

f(s) = (m—a(s), m—a(s)) - o*,

wobei der erste Term auf der rechten Seite gerade der quadratischen Abstand des
Kurvenpunktes «(s) von m ist. Mit Hilfe der Frenetschen Gleichungen berechnen wir

f(s) = =2(m — a(s), a'(s)) = =2(m — a(s), ex(s))
f'(s) = =2(m — a(s), &"(s)) + 2 = =2(m — a(s), k1(s)e2(s)) + 2,
und

f"(s) = =2(m — a(s), a"(s))
1(s)e2(s) + ra(s)eq(s))
= —2(m — a(s), K (s)ea(s) — ki(s)e1(s) + ri(s)ra(s)es(s)) .

Durch Auswertung bei s = s, ergibt sich damit

= —2(m —a(s), k

f(s4) = —2¢1, 1"(s:) = —2K1(8)ca + 2
bzw.
" (54) = +2K2(s)cp — 2K (8)cy — 2k1(8)ka(s)cs .

Nach Konstruktion gilt f(s.) = 0, d.h. der Kurvenpunkt «(s,) liegt fiir jede Wahl von
1, Co, c3 in der Sphére vom Radius ¢ um m, wobei die Ordnung des Beriihrens gerade
die Vielfachheit der Nullstelle s, von f ist. Die obigen Rechnungen zeigen, dass die
betrachtete Sphére die Kurve genau dann zu zweiter Ordnung im Punkt «(s,) beriihrt,
wenn

=0, co = 1/K1(s4)

gilt. Eine Beriihrung dritter Odnung ist nur dann moglich, wenn auch c3 den richtigen
Wert annimmt und dies liefert alle Behauptungen. O]

Die Aussage in Satz 36 gilt auch fiir ks(s.) = 0, sofern unendlich grofe Kugeln
zugelassen werden. Die Schmiegkugel ist dann gerade die Schmiegebene.
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38 1. Kurven

Folgerung 37 (Sphirische Kurven). Die Spur einer Frenet-Kurve o : I — R3 mit
Ko(s) # 0 fir alle s € I liegt genau dann in einer Sphdire, wenn die Differentialgleichung

i /
P 2
K1 R1R2

Beweis. Wir differenzieren die Mittelpunktsformel (1.21) nach dem Argument s, und
erhalten (in Kurzschreibweise)

/ / / /

K 1 K K
! 1 / 1 1 !
m=e — | 5|2+ —e—|—5—|es—|—5—|e;s

und die Frenetschen Gleichungen

auf ganz I erfillt ist.

! !
€y = —K1€1 + Ka€3, €3 = —Ko€o

/ !/
/ K2 K1
m = —_— = 3 €3 .
K1 R1R2

Insbesondere ist m genau dann konstant, wenn die Differentialgleichung erfiillt ist. Aus
m’ = 0 folgt aber auch

implizieren

(92)/ = (<m —a, m— Oé>)/ = —2<m — a, o/> = —2<m — a, €1> -0

wobei die letzte Identitét aufgrund von (1.21) gilt. Damit ist die behauptete Aquivalenz
bewiesen. n

Zum Abschluss dieses Abschnitts formulieren wir wieder die Frenet-Theorie fiir
nicht nach Bogenldnge parametrisierte Kurven.

Lemma 38 (Frenet-Grofen fiir allgemeine Kurven). Sei o : I — R dreimal stetig
differenzierbar, so dass &(t) und &(t) fir alle t € I linear unabhdngig sind. Dann
konnen via

_ ), . iy G) < a(t)
el(t) - ‘Oz(t)‘ ) 2<t) 3(t) X 1(t), 3(t) ‘a(t) » &(t)’
und
a(p) = 1SOXEG] gy det (60, 6(0), G ()
|a(t)] la(t) x a(t)|

die entsprechenden Grifsen der Frenet-Theorie berechnet werden, wobei die Determi-
nante von der Matriz zu berechnen ist, deren Zeilen (oder Spalten) durch die angege-
benen Vektoren gegeben sind.

Beweis. Ubungsaufgabe. O]

Michael Herrmann: Kurven und Fldachen [D)ey-sa | Version vom 3.7.2021



Kapitel 2

Flachen

2.1 Grundlagen

2.1.1 Konzepte und Definitionen

Wir fiihren zunéchst zwei verwandte, aber unterschiedliche mathematische Konzepte
fiir eine Flache ein. Das erste Konzept ist das direkte Analogon zum Kurvenbegriff
und besonders gut geeignet, um lokale Aussagen iiber Fldachen zu formulieren und zu
beweisen.

Definition 39 (parametrisierte Flachenstiicke und Reparametrisierung).

1. Ein (regulires) parametrisiertes Flichenstiick ist eine Abbildung o : U — R,

(a) die auf einer offenen Menge U C R? definiert ist,
(b) die stetig differenzierbar ist,
(c) so dass fir jedes w = (uy, u2) € U die Vektoren Oy, o(uy, uz) und

Ou, (U1, ug) linear unabhingig sind.!

2. Die Bildmenge sp(«a) := «(U) wird Spur von o oder (unparametrisiertes)
Flachenstick genannt, und o wird auch als Parametrisierung von sp («) bezeich-
net.

3. Zwei regulire und parametrisierte Flichenstiicke o : U — R? und & : (~]~—> R4
heiffen (geometrisch) dquivalent, falls es eine invertierbare Abbildung ¢ : U — U

gibt, so dass sowohl ¢ als auch gf; = ¢~ U — U stetig differenzierbar sind und

a(@) =a(o@) b a(u) = a(d(w)

fiir alle @ € U bzw. u € U gilt. Die Abbildungen ¢ und& heiffen Parameterwechsel.

Beispiel (parametrisierte Flachenstiicke im Raum).
1. Die Ebene
(ur, up) €ER? = alug, up) = (w1, ug, 0) €R?

st naturlich ein Fldchenstick tm Sinne von Definition 39.

nsbesondere besitzt die Jacobi-Matrix d,c(u) immer den maximalen Rang, niimlich 2.

39



40 2. Flachen

2. Der Einheitszylinder
(ug, ug) €ER* = a(ug, up) = (cos (uy), sin (uy), Ug) eR3
st auch ein Fldichenstiick, aber a ist diesmal nicht injektiv.

3. Das parametrisierte Fldchenstiick
(w1, u2) € B1(0) =  alug, ug) = (ur, ug, \/1—u? —ud) €R®

beschreibt eine nordliche Hemisphdire und o ist eine Bijektion zwischen U = B;(0)
und sp («). Die volle Sphdre erhdlt man zum Beispiel durch?

a(ur, uz) = (cos (uy) cos (uz), cos (uq) sin (us), sin (u;)) € R?, (2.1)
mit (uy, ug) € R?, aber « ist nicht mehr injektiv.
4. Durch
a(ur, uz) = ((R+7cos (us)) cos (u1), (R+ rcos (uz))sin (ug), rsin (up))
mit (uy, ug) € R?* und 0 < r < R wird ein Torus parametrisiert.
5. Das Flachenstiick
a(uy, uz) = (uz cos (uy), upsin (uy), uy) € R? (2.2)

mit (u1, ug) € R* wird Helikoid genannt und ist in Abbildung 2.1 dargestellt. Die
Spur wird erzeugt durch eine Gerade, die parallel zur (x1, x2)-Ebene entlang einer
Heliz rotiert.

6. Der Oloid entspricht

U
Oél(ul, ’LLQ) = TIS(U) + (1 - Ul) COS (Ug)
- 2
as(ur, uz) = (1 — uq) sin (uz) (2.3)
U/ 1 — 2 cos ug
as(ur, uz) = 1 — cos (ug)

mit (uy, up) € U := (0, 2) x (7/3, 57/3) und kann vollstindig abgerollt werden.?
Das zweite Konzept einer Flache ist eher global.
Definition 40 (regulire Fliche bzw. Untermannigfaltigkeit).

1. Eine Menge M C R? heifit (regulire) Fliche, falls fiir jedes p € M eine offene

Menge V. .C RY mit p € V sowie eine parametrisiertes Flichenstiick oo : U — R?
existiert, so dass

spla)=MnNV

gilt und die Umkehrabbildung o ': M NV —U wohldefiniert und stetig ist.
Reguldre Fldachen werden in der Differentialgeometrie auch als zweidimensionale
und eingebettete Untermannigfaltigkeiten bezeichnet.

2In dieser Parametrisierung sind vy und us die Eulerwinkel.
3Das Konzept des Abrollens und weitere wichtige Eigenschaften des Oloiden werden bei WIKIPEDIA
erklart.
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Abbildung 2.1: Links: Der Helikoid als parametrisiertes Flachenstiick mit u; € (0, 27) und
up € (—5,+5,), sieche Formel (2.2). Rechts: Der Oliod aus (2.3). Die Kante entspricht u; =1
und gehort damit nicht zum Bild der angegebenen Parametrisierung iiber der offenen Menge

U.

2. Die Abbildung o wird auch lokale Parametrisierung von M um p genannt, o

heifst Karte von MOV und M NV wird als Kartenumgebung von p bezeichnet.
Desweiteren werden (uy, ug) € U die Koordinaten des Punktes a(u) genannt und
die Koordinatenfunktionen

aw)eMNV  — wu €U
sind wohldefiniert und stetig.

5. Bin Liste (Uj, a;); von Parametrisierungen mit
Usp(ay) = M,
J

wird vollstindig genannt und liefert mat (sp (o), ozj_l)j einen Atlas von M.

4. M heif$t k-mal stetig differenzierbar, sofern es ein vollstindiges System von k-mal
stetig differenzierbaren Parametrisierungen gibt.

Merke: ein parametrisiertes Flachenstiick ist im wesentlichen durch eine Abbildung
bestimmt. Eine Fliche im Sinne von Definition 40 ist eine Teilmenge des R?, die durch
mehrere Abbildungen beschrieben werden kann.

Bemerkung (Mehrdeutigkeit von Karten). Karten und Kartenumgebungen sind in
aller Regel nicht eindeutig. Sind aber o : U — M NV und & : U — M NV zwei
Parametrisierungen, die zwei verschiedenen Kartenumgebungen M NV und M NV
eines festen Punktes p entsprechen, so existieren offene Mengen W C U und W C U
mit p € a(W) = a(W) so dass a|w und a|y dquivalent im Sinne von Definition 39
sind, siehe Abbildung 2.2. Dies folgt aus einer Anwendung des Satzes tiber implizite
Funktionen (siehe dazu auch den Beweis von Lemma 43).

Ist M kompakte Teilmenge, so gibt es immer einen endlichen Atlas.

Beispiel (zweidimensionale Untermannigfaltigkeiten des R3).
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42 2. Flachen

Abbildung 2.2: Zur Mehrdeutigkeit von Karten; siehe auch die Bemerkung zu Definition
40. Die Reparametrisierungen ¢ und ¢ = ¢! beschreiben die lokalen Kartenwechsel.

1. Jedes regulire Flichenstiick o : U — R® ist eine Fliche, sofern a™t :sp (o) — U
existiert und stetig 1st.

2. Der Zylinder ist eine Fldche, wobei fiir gegebenes
P = (cos (1), sin (uy1), teo) € R?
durch
(w1, u2) € (usy — /2, Uy +7/2) xR — (cos (u1), sin (uy), uQ) eR3
eine magliche lokale Parametrisierung um p, gegeben ist.

3. Die Sphdre ist eine Fliche, denn zu jedem Punkt kann eine Hemisphdre als Kar-
tenumgebung gewdhlt werden.

el

Abbildung 2.3: Die Standardbeispiele fiir Fliachen im Sinne von Definition 40.

Flachen sehen also lokal wie Fliachenstiicke aus, aber nicht jedes Flachenstiick ist
auch eine Flache, siehe Abbildung 2.4. Lokale ist aber jedes Flachenstiick auch eine
Flache.
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Abbildung 2.4: Beispiele fiir ,,Flachen“, die nicht von Definition 40 abgedeckt sind. Links:
Ein Flichenstiick mit ,,Selbstdurchdringung“ (ist aber in Definition 39 zugelassen). Die farbi-
gen Markierungen illustrieren die Aussage und den Beweis von Lemma 41. Rechts: Flachen
mit Knick kénnen nicht reguldr parametrisert werden.

Lemma 41 (Flichenstiicke sind lokale Flichen). Seien o : U — R? ein regulires
Fldchenstiick und u, € U beliebig. Dann existiert eine offene Menge U, mit u, € U, C
U, so dass sp (a|y,) eine Fliche in Sinne von Definition 40 ist.

Beweis. Nach Voraussetzung besitzt die Jacobi-Matrix*

8U1a1 (U*) awal(u*>
Jaca(u,) =
au1 ad(u*) 8u2 Qq (U*)

den Rang 2 und 0.B.d.A kénnen wir annehmen, dass die ersten beiden Zeilen linear un-
abhéngig sind (andernfalls vertauschen wir Indizes). Wir betrachten nun die Abbildung
F:U x R%2 5 R mit

F(u, w) = a(u) + (0, w),

wobei w = (wy, ..., wq_2) und (u, w) € R? x R¥2? = R? und zeigen durch Rechnungen
fiir die entsprechende quadratische Jacobi-Matrix

Ouy Fi(u, w) Oy Fi(u, w) Oy, Fi(u, w) ... Oy, ,Fi(u, w)
Jac F(u, w) = ,
Ouy Fa(u, w) Oy Fy(u, w) Owy Fa(u, w) ... Ow, ,Fa(u, w)
dass

gilt, weil viele der Terme 0, F)j(u, 0) verschwinden. Der Satz iiber inverse Funktionen
garantiert nun, dass es offene Umgebungen X, C R? von (us, 0) und V, C R¢ von
a(u,) = F(u., 0) gibt, so dass F' die Menge X, bijektiv nach V, abbildet, wobei sowohl
F:X,— V,alsauch F~!:V, = X, stetig differenzierbar sind. Wir setzen nun

Us:={ueU : (u,0) € X,}

4Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851), deutscher Mathematiker.
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und bemerken, dass

M :=sp («

U*> = F(U* X {O})

nach Konstruktion die gewiinschten Eigenschaften hat, denn fiir jeden Punkt p € M
kann (U,, «|y,) als Parametrisierung bzw. M NV, als Kartenumgebung gewéhlt werden.
O

Lemma 42 (Graph einer Funktion in zwei Variablen). Seien U C R? offen und f :
R? — R eine stetig differenzierbare Funktion. Dann definiert

aluy, us) = (uy, ua, f(us, uz))

eine parametrisiertes Flichenstiick oo : U — R3. Insbesondere ist

M = graphf = {(u1, u2) f(u1, u2)}
eine requlare Fliche mit globaler Parametrisierung o.

Beweis. Die beiden Vektoren

aula(ula u?) = (17 07 8ulf(u17 Ug)) ) auza(uly u?) = (Oa 17 8u2f<u1a UQ))
sind offensichtlich immer linear unabhéngig und alle Behauptungen folgen sofort. [

Lemma 43 (Nullstellenmenge einer Funktion in drei Variablen). Seien Q C R? offen,
g : 2 — R eine stetig differenzierbare Funktion und p € € gegeben mit

g) =0,  9:9(p) = (92,9(p), 92, 9(p), Duy9(p)) # (0, 0, 0).
Dann existiert eine offene Menge V- -mit p € V C €1, so dass

M:={z eV : g(x) =0}

eine Fldche mit globaler Parametrisierung ist. Gilt sogar 0,g9(p) # (0, 0, 0) fir jedes
peN:={peQ : g(p) =0}, soist auch die globale Nullstellenmenge N eine Fliche.?

Beweis. Der Vektor 0,¢(p) besitzt mindestens eine von Null verschiedene Komponente
und 0.B.d.A. kénnen wir 0,,9(p) # 0 annehmen (andernfalls vertauschen wir Indizes).
Nach dem Satz iiber implizite Funktionen existieren offene Umgebungen V' von p in
R3 und U von (pi1, po) in R? sowie eine stetig differenzierbare Abbildung f : U — R,
so dass die Implikation

g(mla T, 1’3) - O -~ €T3 = f(xla :EQ)

fir alle x = (1, xq, x3) € V gilt. Insbesondere ist M gerade der Graph von f und die
Behauptung folgt aus Lemma 42. O

Jede Untermannigfaltigkeit des R? im Sinne von Definition 40 kann lokal als Graph
einer Funktion, als Bild einer Parametrisierung, oder als Nullstellenmenge einer Funk-
tion mit nicht verschwindender Ableitung geschrieben werden (siche Ubungsaufgabe),
aber in der Regel wird dies nicht global gelingen. Zum Beispiel kann die Einheits-
sphire im R? zwar global parametrisiert und auch als globale Nullstellenmenge von
g(z1, T9, x3) = 22 + 25 + 22 — 1 betrachtet werden, aber man kann die Sphére nur lokal
als Graph einer Funktion auffassen.

°Im Allgemeinen ist die globale Nullstellenmenge einer stetig differenzierbaren Funktion keine FI1i-
che im Sinne von Definition 40. Ein Standardgegenbeispiel ist g(x1, @2, 3) = 122, deren Nullstel-
lenmenge N aus zwei Ebenen besteht, die sich in der x3-Achse schneiden. Fiir jeden Punkt p auf der
x3-Achse kann keine Umgebung V' wie Definition 40 gefunden werden.
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2.1.2 Tangentialraum und Erste Fundamentalform

Wir kléren zunéchst das Konzept Tangentialvektor, das fiir die gesamte Geometrie und
Analysis von Fliachen von zentraler Bedeutung ist.

Definition 44 (Tangentialraum).

1. Seien o : U — R3 ein regulires parametrisiertes Flichenstiick und u, € U gege-
ben. Dann heifst der lineare Raum

Togua(U) = span{dy, a(u.), y,a(u,)} C R?

der (lineare) Tangentialraum im Punkt o(u,).

2. Seien M eine regulire Fliche, p. € M ein Punkt und a(U) — M eine lokale
Parametrisierung von M um p, = a(uy). Dann wird

TP*M = Ta(u*)a(U)

der (lineare) Tangentialraum von M in p, genannt.

Bemerkung.

1. Der zweite Teil der Definition macht wirklich Sinn, denn die Definition von
T,, M hingt nicht von der Wahl der Parametrisierung ab. Oder anders gesagt:
Gilt zusdtzlich p. = &(i.) fir eine weitere lokale Parametrisierung, so folgt

Totun(U) = Ta@aya(U). Dies kann einfach nachgerechnet werden® bzw. aus Satz
45 abgeleitet werden.

2. Die Elemente von Ty o (U) bzw. T, M nennt man Tangentialvektoren an f(U)
bzw. M in f(u.) bzw. p,.

3. Der Tangentialraum ist wegen der Regularitdtsannahmen aus Definition 39 bzw.
Definition 40 immer zweidimensionall und enthdlt als linearer Unterraum des
R? notwendigerweise den Nullvektor 0 € RY. Dariiber hinaus gibt es noch den
affinen Tangentialraum

p*+Tp*M7

der eine Ebene im Raum beschreibt, die die Menge M im Punkt p, berihrt,
und der manchmal auch als Tangentialraum bezeichnet wird.® Wir werden im
Folgenden meist einfach nur vom Tangentialraum sprechen und dann tmmer die
lineare Variante meinen.

6Mit den Notationen aus Definition 40 und Abbildung 2.2 gilt nach Kettenregel
2 ~ ~
Ous () =) 0,61 (()) D, b5 (w)
j=1

fiir alle i = 1,2 und alle k = 1...d. Da k beliebig ist, folgt fiir u, = a=!(p,) und @ = & 1(ps)
insbesondere

2
O, ) = Zci,j(u*)aajd(ﬂ*) € Ta(@*)d(ﬁ) mit cij(u) = &Mq;j(u)

j=1

und damit Tj, ¢, a(U) C T&(a*)d(f]). Vollkommen analog zeigt man schlieflich T&(ﬁ*)d([j) C
Ta(u*)a(U) :

"Wegen dieser Zweidimensionalitit wird der Tangentialraum einer Fliche oftmals Tangentialebene
genannt.

8Zum Beispiel in [Kue].
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4. Der (lineare) Normalenraum an M in p, ist definiert durch

N, M = (Tp*Z\/[)L ={weR (v, w) =0 fiirallev e T, M}
und damit immer ein (d—2)-dimensionaler linearer Unterraum des R

5. FEine wichtige Rolle in der Analysis von Fldchen spielen Vektorfelder, d.h. Ab-
bildungen f : M — R? von M in den umgebenden Raum R®. Ein solches wird
tangential bzw. normal genannt, wenn f(p.) € T,, M bzw. f(p.) € N,. M fir alle
P« € M qult.

Beispiel (Tangentialriume an die dreidimensionale Einheitssphére). Fir jedes p €
M :=5?=0B,(0) C R? gilt

N,M = span{p}

und damit zum Beispiel
Ti,00M = span{ (0, 1, 0), (0, 0, 1) }

Tis v 1jvno)M = spanf (=1, 1,0), (0,0, 1)}

Diese Formeln kénnen entweder nachgerechnet werden (zum Beispiel mit Hilfe der Pa-
rametrisierung durch die Eulerwinkel) oder einfach aus der geometrischen Anschauung
abgeleitet werden.

Satz 45 (Charakterisierung des Tangentialraumes). Fir jede regulire Fliche M und
alle p, € M gelten die folgenden Aussagen:

1. Fiir jede stetig differenzierbare Kurve 8 : I — M in M die via 3(t.) = p. durch
ps lduft, gilt B(t.) € T, M.

2. Fiir jeden Tangentialvektor v, € Ty, a(U) existiert eine Kurve 3 : (—¢, +€) — M
mit 5(0) = p. und B(ps) = v,.

Beweis. Es reicht, die Behauptung im Fall von M = sp () und o : U — M bijektiv
Zu zeigen.
Teil 1: Wir definieren die Kurve v : I — U durch

¥(t) = o~ (B(1)) -
Dann gilt B(t) = a(y(t)) = a(n(t), 72(t)) und nach Differentiation auch
B(t) = 1) (1(t)) + F2() e (v(t)) € Tana(U),

so dass die Behauptung mit ¢ = ¢, folgt.
Teil 2: Sei nun v, € Ty, )a(U) beliebig. Dann existieren ¢, c; € R mit

Vs = 10y, (Us) + €20y, 0(uy)
und fiir hinreichend kleine £ > 0 ist die planare Kurve 7 : (—¢, +¢) — U mit
Y(t) = uy + (1t cat)
wegen der Offenheit von U wohldefiniert. Wir setzen () := a(~(t)) und berechnen
Blt) = 100, a(7(1)) + 20, ((1)) -
Die Behauptung folgt nun mit ¢ = 0. [
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Jede lokale Parametrisierung p, = a(u,) mit a(U) — M liefert via

d
auloz(u*, :)EQ(U*J + t, U*72)|t:0

und
d
au2a<u*7 :)EO&(’U/*J? Ux,2 + t)‘t:O

zwei Basisvektoren fiir den Tangentialraum an M in p,. Insbesondere gilt immer
(9,04(u) € Ta(u)M.

Definition 46 (Erste Fundamentalform I). Als Erste Fundamentalform eine Fliche
M bezeichnet man die Einschrinkung des euklidischen Skalarproduktes auf die Tangen-
tialriume. Genauer gesagt, I ist die Abbildung’

p € M w— I, € Bilin(T,,M) mit L(v, w) = (v, w) firalle v,weT,M.
Analog wird die erste Fundamentalform fiir parametriserte Flichenstiicke definiert.
Mit p = a(u) und zwei beliebigen Tangentialvektoren
v = 010y, (1) + ve0y,a(u) w = w10y, a(u) + wely,cx(u)
gilt
L(v, w) = (v1, v) - Ly - (w1, wz)T
wobei

(O a(u), Opa(u)) (Oya(u), Opa(u))\ T Tacala
fua = <<5u10<(U>7 Duzc(u)) (D (w), 8uQa(u))) = JacTa(u) - Jac a(u)

eine quadratische, symmetrische und positiv-definite Matrix ist, die aus der Jabobi-
Matrix

aulal (u) auzal (u) T
Jaca(u) = , Jac"a(u) = (Jaca(u))

Ouyg(u)  Ou,ag(u)

berechnet werden kann. Die Matrix I, , ist nicht invariant unter Reparametrisierung,
sondern mit « = @ o ¢ bzw. @ = a0 ¢ gilt

Jaca(u) = Jacd(é(u)) - Jac o(u) bzw. Jaca(a) = Jaca(p(a)) - Jac d(a) .
Wir erhalten daher
Lo = JacT ¢(u) - Iz 5 - Jac ¢(u) bzw. Lia = Jac” ¢() - Lo - Jac (@), (2.4)

wobei p = a(u) = a(a).

9Bilin(V) ist die Menge der bilinearen Abbildungen von VxV nach R, wobei V ein endlich-
dimensionaler Vektorraum ist.
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Bemerkung.
1. In der Literatur findet sich oft die Schreibweise
Ly = (ga,z‘m(u))il@:m € Mat(2x2)
und
ga(u) = det (I,.,) (25)

wird Gramsche Determinante genannt und definiert via dA = \/ga(u)du das
infinitesimale Fldchenelement (siehe auch Definition 47). Der Index o wird in
der Notation auch oft weggelassen.

In drei Raumdimensionen (d = 3) gilt
2
ga(u) = |8u1a(u) X 8u2oz(u)} )

Die erste Fundamentalform wird in der Differentialgeometrie oft auch Metrik
oder metrischer Tensor genannt, obwohl es eigentlich fiir jeden Punkt p € M ein
Skalarprodukt auf T,M definiert, mit dem dann eine Norm im Sinne der Hilbert-
Rdume eingefiithrt werden kann.

Beispiel (Fundamentalform des achsenparallelen Ellipsoiden). Mit

a(ug, ug) = (A cos (ug) cos (ug), Az cos (uq)sin (ug), Az sin (uy)) (2.6)

ergibt sich

— Ay sin (ug) cos (ug)  —Ap cos (uq) sin (ug) | ]

Jaca(u) = | —Agsin (ug)sin (uz2) +Agcos (ug)cos (ug) | = | Oya(u) Ouya(u)

+As3 cos (u1) 0 | |

und damit

wobei

ga,ll(u) ga,12(u)

[a u),a — 3
®), (ga,12(u) (Ia,22(u)>

Im Fall von A\; = Ay = A3 = ¢ (Sphdre von Radius o) erhalten wir

Michael

(10
fua =0 (O cos? (ul)) '
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Wir schlieffen diesen Abschnitt mit einem ersten Ausblick auf das Thema Inte-
gration auf Mannigfaltigkeiten, indem wir das Integral auf parametrisierten Fléachen
bzw. auf Flachen mit globaler Parametrisierung einfithren. Spater werden wir dann die
Integration auf allgemeinen Flachen genauer studieren.

Definition 47 (Oberflichenintegral auf Flichenstiicken). Seien o : U — R? ein regu-
lares und injektives Flichenstick, f : a(U) — R eine stetige Funktion und K C U eine
kompakte Teilmenge von U. Dann ist der Ausdruck

/ FdA ::/f(oc(u))\/ga(u)du 2.7)
a(K) K

wohldefiniert und wird das Oberflichenintegral von f iber a(K) genannt, wobei go
die Gramsche Determinante aus (2.5) ist. Fur f = 1 wird das Integral auch
Fldacheninhalt von oK) genannt.

Die Transformationsformel fiir Integrale impliziert, dass das Oberflachenintegral
invariant unter Reparametrisierung ist, wohingegen die Gramsche Matrix sich sehr
wohl bei einem Wechsel der Parametrisierung dndern wird (siche(2.4)). Wir erinnern
auch daran, dass der Integrand auf der rechten Seite in (2.7) stetig ist und damit das
Integral sowohl im Riemannschen als auch im Lebesgueschen Sinne interpretiert werden
kann.!?

Als Beispiel betrachten wir
a(uy, ug) = o(cos (uy) cos (ug), cos (up)sin (us), sin (uy))
mit
(ug, ug) € U := (—7/2, +7/2) x (0, 27)

als eine Parametrisierung der geschlitzten Sphare vom Radius o (es fehlt ein halber
Grofkreis vom Nord- zum Sitidpol) und mit den Formeln von oben erhalten wir

ga(ur, uz) = 0" cos® (un)
und damit
area(a(K)) := ¢° / dA = 92/005 (up) du.
a(K) K

Schopfen wir schlieklich U mit immer groffer werdendem K aus, so erhalten wir im
Limes und mit dem Satz von Fubini die wohlbekannte Formel

+7/2 21
area(g SQ) = 92/008 (uy) du = o* / /cos (u1) dug duy = 4mo?,
U —7/2 0

wobei wir stillschweigend benutzt haben, dass die Fldcheninhalte einer Sphéire und
einer geschlitzten Sphafe gleich sind.

10Analog zum R? gibt es auch auf Mannigfaltigkeiten eine Riemannsche und eine Lebesguesche
Integrationstheorie, wobei letztere ein sehr viel grossere Klasse von Integranden zuldfit. Wir werden in
dieser Vorlesung nur stetige Funktionen integrieren, fiir die beide Theorien dasselbe Integral liefern.
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2.1.3 Differenzierbarkeit

Definition 48 (Differenzierbarkeit von Funktionen auf Flachen). Seien M eine k-mal
stetig differenzierbare Flache und p, € M gegeben. Eine Funktion f : M — R heifit
k-mal stetig differenzierbar in py, falls fir eine lokale Parametrisierung o : U — M
von M um p, mit p, = a(u,) die Abbildung foa: U — R k-mal stetig differenzierbar
N Uy 1St

Bemerkung.

1. Die Differenzierbarkeit ist unabhdngig von der Wahl der lokalen Parametrisie-
rung: Ist ¢ : U — M eine weitere lokale Parametrisierung von M um p,., so
ist foa genau dann k-mal stetig differenzierbar in u., falls f o & k-mal stetig
differenzierbar in u, ist. Dies liegt daran, dass bei einer k-mal stetig differen-
zierbaren Fldiche die lokalen Kartenwechsel in Abbildung 2.2 auch k-mal stetig
differenzierbar sind.

2. Eine Abbildung f : M — R ist k-mal stetig differenzierbar auf M, falls sie es in
jedem Punkt p, € M ist. Man schreibt dann oft auch f € CF(M).M

3. Komponentenweise wird Differenzierbarkeit von Abbildungen f : M — R™ de-
finiert. Insbesondere ist ein Vektorfeld f : M — R k-mal stetig differenzierbar,
falls alle Komponentenabbildungen f; : M — R k-mal stetig differenzierbar sind.

4. Ganz analog zu Definition 48— siehe Abbildung 2.5 — wird die Differenzierbarkeit
von Abbildungen f : M — M zwzschen zwei Flichen M C R* und M C RY
definiert. Man fordert einfach, dass & *o foa:U — U im Punkt u, = o~ L(p,)
stetig differenzierbar ist, wobei o bzw. & lokale Parametrisierungen von M bzw.
M um p, bzw. P, = f(ps) sind.

In Definition 48 blieb offen, was genau nun die Ableitung einer Funktion f : M — R
bzw. f : M — M sein soll. Um diese Frage zu beantworten, erinnern wir uns an
die Situation in flachen Raumen: Ist f : & C R® — R™ eine stetig differenzierbare
Abbildung mit n unabhéngigen und m abhéngigen Variablen, so gilt nach Analysis II

Df: Q= Lin(R:R™)  mit ., € Qs (Df),
wobei die lineare Abbildung (Df), ausgewertet in v € R™ via

Op f1(me) o On, f1(s) vy

O fon(22) e Oufn(z))  \oa

mit Hilfe der Jacobi-Matrix Jac f(x,) € Mat(n x m) dargestelllt werden kann. Insbe-

sondere ist (Df), fiir jedes z, immer eine lineare Abbildung zwischen den linearen
Réumen R™ und R™.

(D), (v) = Jac f(z.) - v =

Definition 49 (Differential einer Abbildung zwischen Fléchen). Sei f : M — M eine
stetig differenzierbare Abbildung zwischen den reguldren Fldchen M und M. Dann wird
durch

(D), (3(0)) := B(0)

U Abbildungen f : M — R, die hinreichend oft stetig differenzierbar sind, werden oft auch glatt
genannt, wobei der Grad der Differenzierbarkeit in der Regel nicht explizit angegeben wird.
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Abbildung 2.5: Hlustration fiir die Differenzierbarkeit und fiir das Differential einer Ab-
bildung f : M — M zwischen zwei Flichen M und M, siche Definitionen 48 und 49. Die
Differentiale Dal,,, Dé|s, und Dfl,, kénnen direkt durch Jacobi-Matrizen dargestellt wer-
den, da die entsprechenden Abbildungen auf den flachen Mengen U bzw. U definiert sind. Die
Differentiale Da~!|,., Da~!|;, sind zwar keine Jacobi-Matrizen, aber die inversen konnen als
Jacobi-Matrix aufgefasst werden. Das Differential D f|,, kann dann mit der verallgemeinerten
Kettenregel aus Satz 50 berechnet werden.

fiir jede regulire Kurve 3 : (—e, +&) — M mit 3(0) = p, und = fop eine Abbildung
p« € M+ (Df), € Lin(T,,M;T; M)

definiert, die das Differential von f genannt wird. Man schreibt oft auch Df
(Df),, und Dfl,.v statt Dfl,, (v) firve T, M.

p. Statt

Das Differential einer Abbildung zwischen zwei Flachen verallgemeinert das Kon-
zept der Jacobi-Matrix auf Abbildungen zwischen ,,gekriimmten’ Mengen. Inshesonde-
re kann (Df), als die Linearisierung der (im Allgemeinen nichtlinearen) Abbildung
f in der Nédhe des Punktes p, betrachtet werden, wobei die linearisierte Abbildung
zwischen den linearisierten Flachen, d.h. zwischen den Tangentialrdumen 7, M und
Tf(p*)M wirkt. Der flache Fall ist dabei natiirlich als Spezialfall enthalten.

Beispiel (Spezialfille in Definition 49).

1. Seien M = U und M = U zwei offene Teilmengen des R? (mit jeweils trivialer
Parametrisierung) und f : U — U stetig differenzierbar. Dann gilt

Df

aul 1 (U aug 1 (Ux . 2 2
w. = Jac f(u.) = (%}25%3 &igu*b € Lin(R%RY),

denn mit 3(t) = f(B(t)) gilt nach Kettenregel auch 3(0) = (Jac f(u*)),@(t),
sofern alle Vektoren als Spaltenvektoren interpretiert werden.'> Beachte, dass
T,.U = R? fiir alle uw € U gilt, d.h. bei der flachen Fliche U C R? gibt es den
universalen Tangentialraum R?.

12Beim Rechnen mit Jacobi-Matrizen muss man Zeilen- und Spaltenvektoren sauber unterscheiden.
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2. Sind M = U und f = & eine Parametrisierung von M, so gilt

c%ldl (INL*) 8112641 (U*) B
a, = Jac f(u) = | 95, G0(w) Oa,Ga(u.) | € Lin(R?; Tag,)M)
81;1&3(12*) 8@2543(U*)

Da

mit Dalg, w = <Jac f(u*)> : (zl) im Sinne der Matrizenmultiplikation.
2

3. Sind M =U und f =a™ " eine Karte von M, so ergibt sich

Do o = (Daly.) ™" € Lin(Taw.)M; R?)
im Sinne von Abbildungen. Dies ist eine Variante der Ableitungsregel fir Um-
kehrfunktionen. Es gibt aber kein direktes Analogon mit Matrizen, da Jac o(uy)
keine quadratische Matriz ist.'3

Wir hatten bereits gesehen, dass jede lokale Parametrisierung p = a(u) mit « :
U — M mit 0,,o(u) eine lokale Basis in T}, M liefert. Nach Konstruktion gilt dann

D ooy (Bu () = By, (f 0 ) (). (2.8)

fir i = 1,2 und wegen der Linearitit des Differentials kann hieraus die Abbildung Df|,
rekonstruiert werden.

Satz 50 (Darstellung des Differential bzgl. zweier Parametrisierungen). Sei f : M —
M eine stetig differenzierbare Abbildung zwischen den reguldren Flichen M und M,
und seien o : U — M und & : U — M zwei lokale Parametrisierungen, so dass f die
Menge a(U) nach &(U) abbildet. Dann gilt die verallgemeinerte Kettenregel

D((Sfl ofoa) = (D(Sfl) o(Df)o (Da),

wobei die linke Seite als klassische Jacobi-Matrixz berechnet werden kann und als
Parameterdarstellung von Df bzgl. o und & bezeichnet wird.

Beweis. Wir benutzen die Notation von Abbildung 2.5. Insbesondere fixieren wir p, €
M, betrachten eine eine beliebe, aber fixierte Kurve § : (—¢, +¢) — M mit 5(0) = p.
und definieren die entsprechenden Kurven ~ : (—¢, +¢) — U, iR (—e, +e) — M und
5 :(—e, +&) = U durch

V()= a7 (BR), B =F(B1), A =aTt(B) = F(1 ().
Dann gilt zum einen (,,kurzer Weg oben®)
3(0) = Df1,. 4(0)
und zum anderen auch (,,langer Weg {iber unten*) wegen

»B0),  A4(0) =Dfl..4(0),  B(0) = Dals.5(0)

BFiir nichtquadratische Matrizen gibt es die Theorie der Pseudo-Inversen, aber wir wollen diese
hier nicht weiter diskutieren.

#(0) = Da™!
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auch

*

3(0) = ((Da);, © (Df)u. oDa™),. ) 3(0).
Da (8 beliebig war folgt

Dflp. = Dédla. o Dfl, o Da™"

D=

und wir hatten schon (Bemerkungen oben) gesehen, dass

w.) a)

im Sinne bijektiver Abbildung gilt. Die Behauptung folgt nun in der punktweisen Form

Da~'|,. = (Da

', DA = (Da

Da~'[;. o Dfl,. o Da

nach Umstellen der Terme. O

Wir wollen ein Beispiel rechnen. Dazu bilden wir durch

D1 D1 +cos (n(ps)) —sin(n(ps)) O\ [m
Po| =fp2|:=|+sin(nlps)) —+cos(nlps)) 0] [pe
D3 D3 0 0 1 D3

die Sphéire M = M = S? bijektiv auf sich ab, wobei die gegebene Funktion 7 : [—1, 1] —
R angibt, um welchen Winkel jede horizontale Kreislinie gedreht wird.

Variante 1: Wir kénnen D f|, mit Hilfe von Definition 49 charakterisieren: Ist 5(t)
irgendeine Kurve in M, so ist

5:1 (t) + cos (7] (B5(t))) —sin(n(Bs(t)) O Bi(t)
Bo(t) | = | +sin (77 (B5(t))) +cos(n(Bs(t))) O Ba(t)
0 0 1

Bs(t) Bs(t)
die entsprechende Kurve in M und Differentiation nach ¢ liefert
”Bj,l () +eos (n(Bs(0)) = sin (n(Bs(1))) 0 Bu(t)
ﬁf(t) =+ | +sin (77(63(15))) + cos (n(ﬁg(t)) 0] | 5()
Bs(t) 0 0 1] \Bs(t)
. — sin (n(ﬂg(t))> + cos 77(5;;(75))) 0\ /8.(t)
+1'(B5(1)) Bs(t) | — cos 3 —sin 3 Pa(t)
1 (8a(1)) (770(5 1)) no(ﬁ ®)) oJ G
und nach Substitution erhalten wir
01 +cos (n(ps))  —sin (n(ps)) O (1
Oy | =+ | +sin(n(ps)) +cos(n(ps)) 0| | v
U3 0 0 1 U3
—sin (77 (pg)) +cos (n(ps)) 0 1
+ 1/ (ps)vs | —cos (n(ps)) —sin(n(ps)) 0| | p2
0 0 0/ \ps
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als Vorschrift fiir die Abbildung
veET,M +— ©=Df|,veT;M.

Im Prinzip kénnen wir diese auch in Form von o = X]|, - ¢ mit einer Matrix
X|, € Mat(3x3) schreiben, aber die drei Komponenten von v sind nicht unabhén-
gig, da v in dem zweidimensionalen Unterraum 7,M lebt. Oder anders gesagt: Df|,,
kann nicht in natiirlicher Weise mit einer 2x2-Matrix identifiziert werden. Durch Wahl
einer Parametrisierung kann man aber — wie wir gleich sehen werden — die lineare Abbil-
dung Df |, berechnen, die dann in natiirlicher Weise als 2 x 2-Matrix dargestellt werden
kann, eben weil die Parametrisierung die Basisvektoren 0,,a(u) € T,,M auszeichnet.

Variante 2: Um alles in Koordinaten zu berechnen, parametrisieren wir sowohl M
als auch M durch Euler-Winkel wie in (2.1), d.h. wir schreiben

2] aq (ug, ug) cos (uy) cos (usg)
p2 | = | aa(ur, uz) | = | cos (u1)sin (uz)
2! Qg (Ul, ’LLQ) sin (ul)

und analog fiir p = &(@). Die Abbildung f kann (scharfes Hinsehen) bzgl. der gewéhlten
Koordinaten als

(gi> B (%EZ; ZZD a <u2 +u%(u1)) mit  7j(ur) = n(sin (u1))

geschrieben werden, d.h. wir haben f : U = R2 — U = R? gefunden, so dass @ o f =
f o« wie in Abbildung 2.5 gilt. Mit anderen Worten: f beschreibt die geometrische
Transformation f bzgl. der in M und M gewéhlten Koordinaten.'* Das Differential
von f kann nun einfach in Form einer Jacobi-Matrix ausgerechnet werden, d.h. die
Abbildung

weT,U=R*> — o=Df|,weT;U=R?

kann mit Hilfe von Jac f(u) als

<U~J1> _ (aulfil(ula U2) augfl(ul7 U2)> (wl)
Wo Ouy fo(ur, ug) O, fo(ur, uz) ) \we

- (ﬁ/(ulﬁ " w2>

geschrieben werden, und die inverse Abbildung ist gerade

() = ot 1) (22)

Mit denselben Argumenten kann die Abbildung

weT,U +— v=Daj,we ThuM

Der Vorteil von f gegeniiber f ist, dass f auf der flachen — bzw. nicht-gekrimmten — Menge U
definiert ist, fiir die wir die Ergebnisse aus Analysis I+II verwenden konnen.
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als
U1 Ouy 1 (ur, uz) Oy (uy, uz) w
vy | = | Ouya(u, ug) Ouyan(us, ug) ( 1)
U3 Ouy i3 (ur, uz)  Ouyaz(uy, uz) 2
— sin (uy) cos (us) — cos (uq) sin (ug)
=w; | —sin (u1)sin (ug) | +wy | + cos (u1) cos (uz)
cos (uq) sin (uz)

identifiziert werden und analoge Formeln gelten fiir die entsprechenden ~-Groéfsen. Fiir
jedes p € M gilt nun lokal

Df|, = Da|z o Df|, o Dal,' : T,M — T;M ,

wobei Da™!|, die inverse Abbildung zu Dal, ist und nicht so einfach als Matrix ge-
schrieben werden kann.

Bemerkung.

1. Ist f : M — M invertierbar und sind sowohl f als auch f~' differenzierbar, so
gilt

Df ' = (Df|p)_1

mit p = f(p), also eine Variante der Ableitungsregel fir inverse Funktionen. Dies
folgt mat denselben Argumenten wie tm Beweis von Satz 50 direkt aus Definition
49. Analog zeigt man die Kettenregel

D(ho f)|p = Dh|f(p) ° Df|pv

sofern h: M — M stetig differenzierbar ist.

2. Das Differential kann analog auch fir Abbildungen zwischen (flachen oder ge-
krimmten) Raumen und Mannigfaltigkeiten beliebiger Dimension definiert wer-
den. Zum Beispiel gilt

Dfl, € Lin(TMGRY) . DL (3(0)) = < F(3(0)) o

fiir eine Abbildung f : M — R* und jede Kurve B : (—¢, +¢) — M mit 5(0) = p.
Auferdem kann immer die Fomel (2.8) verwendet werden, um Differentiale in
lokalen Koordinaten auszudriicken.

3. Ist f : M — R eine skalare Funktion auf M, so ist das Differential D f|, in jedem
Punkt p eine lineare (und damit auch stetige) Abbildung von T,M nach R, also
ein Element des Dualraumes Ty M := Lin(T,M;R) und damit kein Tangential-
vektor. Wir werden aber spater sehen, dass es auch das verwandte Konzept des
Gradienten gibt: Es gilt

grad f|, € T,M so dass I (grad f,, v) = Df|,(v) fir alle veT,M.

In flachen Rdumen ist unterscheiden sich Differential und Gradient nur wie
Zeilenvektoren wvon Spaltenvektoren. In gekrimmten Rdumen ist die Unter-
scheidung aber wesentlich.
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4. Das Differential Df aus Definition 49 beschreibt die ersten Ableitungen, aber
héhere Ableitungen kénnen rekursiv eingefiihrt werden. Zum Beispiel kann die
zweite Ableitung von f: M — R via

D’ f|p. € Lin(T,M;Lin(T,M;R)) (2.9)

als das ,, Differential vom Differential von f“ betrachtet werden.

2.1.4 Orientierbarkeit und Normalenfeld

Wir betrachten im Folgenden Flachen im dreidimensionalen Raum, d.h. bis auf weiteres
gilt d = 3 und jede Fliche M ist eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit des R3.
Fiir ein parametrisiertes Flachenstiick o : U — R3 kann man durch

ve(a(u)) == Oy (1) X Dy ()
s(a(u)) =+ | Oy () X Dyyx(u)|

€ Na(u)a(U) (2.10)

zwei normale Vektorfelder auf a(U) definieren, aber diese Definition ist nicht invariant
unter Reparametrisierung und kann daher nicht auf alle regulére Flachen {ibertragen
werden. In der Tat, mit den Notationen aus Abbildung 2.2 und elementaren Rechnun-
gen (Ubungsaufgabe) folgt

v(a(a)) = sgn(det (Jac ¢(ﬂ))) 1/(04(¢(11))>

und wir schliefsen, dass sich das Vorzeichen der Normalenvektoren unter einem Wechsel
der Parametrisierung dndern kann.

Definition 51 (Orientierbarkeit). Eine Fliche M C R® heifst orientierbar, falls es ein
stetig differenzierbares Normalenvektorfeld v — R?® mit

v(p) e NpM  und  [v(p)| =1
fir alle p € M gibt.

Wir bemerken, dass mit v auch immer —v ein Normalenvektorfeld auf M ist, d.h.
man hat immer eine bindre Wahl bzw. die Wahl zwischen zwei Orientierungen.

Beispiel (Orientierbare Fléchen).

1. vi(p) = +p/|p| und v_(p) = —p/ |p| definieren jeweils ein stetig differenzierbares
Normalenvektorfeld auf

SZ = {(z1, 22, x3) : 2% + a3+ 23 = 0°},

d.h. auf der Sphdre vom Radius o0 um 0. Die Abbildungen v, bzw. v_ werden aus
offensichtlichen Grinden hier dufleres bzw. inneres Normalenvektorfeld genannt.

2. Auf dem Kreiszylinder
M = {(xl, Ty, T3) 1 TF 4+ Th = 92}
liefern

vi(p) = 0 (p1, p2, 0)

wieder ein dufleres und ein inneres Normalenvektorfeld, wobei beide auch stetig
differenzierbar sind.
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Abbildung 2.6: Die Fliachen zu (2.11): Das Mébius-Band (m = 1, links) ist das Standard-
beispiel fiir eine nicht-orientierbare Flache. Fiir m = 2 (Mitte) erhédlt man eine orientierbare
Flache, fir m = 3 wieder eine nicht-orientierbare.

3. Der Torus und der Helikoid sind orientierbar.
4. Ist das Flichenstiick o : U — R3 injektiv, so ist spur(a) orientierbar.
Beispiel (Nicht-orientierbare Fliche). Das Mabius-Band *° kann auf viele Arten kon-

struiert werden, zum Beispiel fiir den Parameter m = 1 als Spur der nicht-injektiven
Parametrisierung

am(u) = (sin (ul)(l + Uy sin (%ul)), cos (uq) (1 — Uy sin (%ul)), Uy COS (%ul))
(2.11)

mit (u1, ug) € Rx(—¢, €), wobei 2¢ die Breite des Bandes ist und m € 7 die Anzahl der
Verdrehungen beschreibt. Die Nichtorientierbarkeit fiir ungerade m kann sehr anschau-
lich erklirt werden, da das entsprechende Band nur eine Seite besitzt (und nicht — wie
zum Beispiel das zylindrische Band fiir m = 0 — eine Auflenseite und eine Innenseite).
Auf formaler Ebene kann dies wie folgt verstanden werden: Es gilt

alu; +m, —ug) = auy, us)
fiir alle (uy, ug) und damit auch
Oy, (uy + 7, —ug) = 40y, a(ug, uz), Oyy,a(uy + 7, —ug) = —Oy,a(uy, ug). (2.12)
Die Formeln (2.10) liefern deshalb via
vy (a(ul + T, _U/Q)) = vy (a(ul, Ug)) ; (2.13)
zwet verschiedene Normalenvektoren fir denselben Punkt in spur(«).

Satz 52 (Aquivalente Charakterisierung von Orientierbarkeit). Eine Fliche M ist ge-
nau dann orientierbar, falls es ein vollstindiges System von lokalen Parametrisierungen
(Us, a;) gibt, so dass fiir je zwei Parametrisierungen a; : U; — RY und a; U — R?
mit M;; = o;(U;) N (Uj) # O die Jacobi-Matriz der entsprechenden Reparametrisie-
rungsabbildung o' o o = a; ' (My;) = a;(M;;) eine positive Determinante besitzt.

15 August Ferdinand Mébius (1790-1868), deutscher Mathematiker und Astronom.
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Beweis. Hinrichtung (=): Sei v ein gegebenes Normalenvektorfeld auf M und (o, U;),

(]
ein vollstéindiges System von Parametrisierungen. Gilt v(a;(u)) = v ;(a;(u)) fiir alle
u € U;, wobei v ; wie in (2.10) durch das Kreuzprodukt von 0, 1, @i definiert ist, so
bleiben U; und «; unverdndert. Andernfalls ersetzen wir diese lokale Parametrisierung
durch

Ui = {(u, u2) : (—ui, us) € U;}, a; U = M mit @(ur, ug) = ai(—uq, up)

und dies impliziert 7, ; = —v, ;. Wenden wir diesen Schritt auf jedes ¢ an, erhalten wir
schlielich ein System von Parametrisierungen mit den gewiinschten Eigenschaften.
Riickrichtung (<): Mit Hilfe des gegebenen Systems von Parametrisierungen kann
die Formel (2.10) mit globaler Vorzeichenwahl (zum Beispiel immer "+") benutzt wer-
den, um das Normalenvektorfeld auf ganz M zu definieren, denn die Voraussetzun-
gen garantieren, dass diese Definition mit den zugelassenen Kartenwechseln vertraglich
ist. 0

Theorem 52 zeigt insbesondere, wie man Orientierbarkeit fiir Flichen M C RY
mit d > 3 oder gar héherdimensionalen Mannigfaltigkeiten definieren kann, n&mlich
mittels der Funktionaldeterminante von Kartenwechseln. Fiir Flichen im R? ist aber
der Zugang iiber das Kreuzprodukt intuitiver.
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2.2 Krimmung von Flachen

In diesem Abschnitt betrachten wir orientierbare Flichen M C R3, die mindestens
zweimal stetig differenzierbar sind und fithren die wesentlichen Kriimmungsbegriffe
ein.

2.2.1 Gauf’- und Weingarten-Abbildung

Die wesentliche Beobachtung fiir die folgenden Betrachtungen kann wie folgt formuliert
werden: Fiir jede orientierbare Fléche besitzt der Normalenvektor

v:M—S?

als Abbildung zwischen zwei Flichen — nimlich zwischen M und der Einheitssphire S
— nach Definition 49 ein Differential mit

DV’p : TpM — T,j(p)s2 .
Nach Konstruktion gilt aber
TypS* = {v eR® : (v(p), v) = O} =T,M,

d.h. der Urbildraum und der Bildraum von Dv|, sind identisch. Insbesondere ist Dv|,
immer ein Automorphismus von 7,M und in den néchsten zwei Abschnitten wollen
wir herausarbeiten, dass diese Abbildung alle wesentliche lokalen Informationen iiber
die Krimmung von M kodiert. Aus historischen Griinden betrachet man aber — Dv/|,.

Definition 53 (noch ein paar Namen). Sei M eine orientierbare Fliche im R3. Das
Normalenvektorfeld v wird auch Gauf-Abbildung'® von M genannt und die Abbildung

p€ M s L, :=—Duv|, € Lin(T,M;T,M)

heifit Weingarten-Abbildung'”™ (oder auch Form-Operator).

Die erste wichtige Eigenschaft von L, ist eine gewisse Kompatibilitdt mit der er-
sten Fundamentalform, die es uns anschliefsend erlauben wird, weitere symmetrische
Bilinearformen auf 7}, M zu identifizieren.

Lemma 54 (Symmetrie von L, bzgl. I,). Es gilt
Iy(Lyv, w) = Ip(v, Lyw)
fiir jedes p € M und alle v,w € T, M.

Beweis. Wegen der Bilinearitat von I, reicht es, die Behauptung fiir Basisvektoren in
T,M zu zeigen. Dazu wéhlen wir eine lokale Parametrisierung p = a(v) mit o : U — M
und mit

Ly () = 0y, (v 0 ) (u)

16 Johann Carl Friedrich GauR (1777-1855), in Braunschweig geborener , Fiirst der Mathematik®.
17 Julius Weingarten (1836-1910), deutscher Mathematiker.
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erhalten wir

I (Ly0y,c(u), Oy o(u)) = —(9y, (v o @) (u), Oy, a(u))
= —0, <(1/o a) U (’9ujoz U > + <(V o Oé) u), anauja<u)>
=0+ {(voa)(u), 0,0,a(u)),

wobel wir benutzt haben, dass v(p) immer senkrecht auf 7,M steht. Da aber der
Ausdruck auf der rechten Seite symmetrisch in ¢ und j ist, erhalten wir via

I (Lp0y,a(u), Oy,o(u)) = I, (Lp0y, c(u), Oy,ex(u))
das gewiinschte Ergebnis. O
Definition 55 (Weitere Fundamentalformen). Die Abbildung
peM — I, e Bilin(T,M) mit  IL,(v, w) = L,(Lyv, w)

heifit Zweite Fundamentalform der orientierbaren Fldiche M und

peM — I, eBilin(T,M) mit (v, w):= L(Lyw, Lw)

wird die Dritte Fundamentalform genannt.

Als einfaches Beispiel wollen wir mit M = ¢S? die Sphire vom Radius g betrachten,
fir die das Normalenvektorfeld und sein Differential durch

vip)==x0'p, L,=Fo 'id,

gegeben sind, wobei das Vorzeichen von der gewihlten Orientierung abhingt. Damit!®
gilt

I, = Foll, = +0°11I,

fiir alle p € M, aber im Allgemeinen sind die zweite und dritte Fundamentalform
nicht durch globale Vielfache der ersten Fundamentalform zu bestimmen. Wir werden
weiter unten sehen, wie die Fundamentalformen allgemeinerer Flachen durch lokale
Parametrisierungen berechnet werden konnen.

Bemerkung.

1. Alle drei Fundamentalformen sind stetig differenzierbar in dem folgenden Sinne:
Sind v,w : M — R?® zwei stetig differenzierbare und tangentiale'® Vektorfelder
auf M, so sind die Abbildungen

peM — L(v(p), w(p) bzw. IL,(v(p), w(p)) bzw. IHl,(v(p),w(p))

stetig differenzierbar. Dies gilt weil wir per Generalannahme itmmer vorausset-
zen, dass M mindestens zweimal stetig differenzierbar sind. Insbesondere sind
i diesem Kapitel alle betrachteten Parametrisierungen o immer zweimal ste-
tig differenzierbar und dies impliziert, dass v, = v o a mindestens einmal stetig
differenzierbar ist.

8Insbesondere impliziert das positive Vorzeichen in der Formel fiir v — bzw. die Wahl des dufSeren
Normalenvektors — dass die zweite Fundamenmentalform negativ definit ist.
YErinnerung: v : M — R? ist tangentiales Vektorfeld, falls v(p) € T, M fiir alle p € M.
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2. Nach Konstruktion und Lemma 54 gilt
L(v, w) = I,(w, v) II,(v, w) = II,(w, v) 11, (v, w) = I, (w, v),
d.h. alle drei Fundamentalformen sind symmetrische Bilinearformen auf T, M.

In einer lokalen und invertierbaren Parametrisierung M 3> p = o(u) mit a: U — M
wird die Gauf-Abbildung durch

Vg ::1/004:U—>N,,]\4C]R3
vertreten, wohingegen L, fiir jedes p € a(U) durch
Ly = (Dal,) " o L, o Da, € Lin(R*R?)

reprasentiert wird, und wir werden weiter unten sehen, wie die entsprechende Matrix
bzgl. der lokalen Koordinaten berechnet werden kann.

Satz 56 (Fundamentalformen und Koordinaten). Sei p = a(u) mit o : U — M eine
lokale Parametrisierung von M. Dann entsprechen die drei Fundamentalformen in T, M
den quadratischen 2x2-Matrizen

Lo=+ (((%la(U), 8Ui2a(u)>>,~1,¢2_1,2’
]]%a = — <<8ul.10z(U), auiz Va(u)>>i17i21,2’

[, =+ ((&Hlva(u), O, Va(U)>>

i1,i2=1,2
bzgl. der durch die Parametrisierung induzierten Basiswahl in T, M.
Beweis. Die lokalen Koordinaten entsprechen der Basiswahl

Oy, a(u), Oy,ce(u) € T,M
und mit (2.8) schliefen wir, dass

L, Oy;0(u) = =0y, V0 (u)
fiir « = 1,2 gilt. Sind nun

v = 010y, a(u) + v20y,0(u), W = w10y, (1) + waly,x(u)
zwei beliebige Tangentialvektoren in 7,M, so gilt
I, (v, w) =vywi 1, (8, ou(u), By, ox(u))+
(viwa + vowy ) I (B, (), Buyr(u)) + vowsly(Oyyr(u), Oyycr(u))

und dies ist gerade die quadratische Form, die von der Matrix I, , erzeugt wird. Analog
folgt aus

11, (v, w) =v1wiIL,(By, x(u), Duyce(u))+
(viws + vowy ) I, (O, (), Dyyr(w)) + vows I, (Dy,ce(w), Oyyx(u))
=v1w1 L, (Oy, (), L0y, a(u))+
(viws + vows ) I (B x(u), LyOuyar(w)) + vowsly(Ouyr(u), Lyy,ar(u))

dass die zweite Fundamentalform durch die Matrix II,, , vermittelt wird, und die Her-
leitung der dritten Behauptung ist analog. O]
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Bemerkung.

1. I, 1o und I, o, sind wegen Lemma 54 immer symmetrische Matrizen. I, o
und I, o sind dariberhinaus positiv definit, II,, , im Allgemeinen aber nicht.

2. Die Eintrige der Matrizen I, o, I, o, I, werden in der Literatur oft mit
Gaivis (W), hoiyis(W)und eq i, (u) bezeichnet, wobei der Index oo meist nicht ge-
schrieben wird.

3. Die obigen Formeln implizieren

[Iu,a = Iu.a . Lu,oz bzw Lua e Iu_’(i . I[u7a

)

im Sinne der Matrizenmultiplikation, wobei wir benutzt haben, dass I, o als sym-
metrische und positiv definite Matriz invertierbar ist. In der Literatur wird oft

-l — (951@) QQQ(U)) _ gaL ( Ga,22(1) —ga,m(u))

we o (u) g2 (u) () \—Ga2(u)  gaa1(u)
geschrieben.

4. Lyo tst im Allgemeinen nicht symmetrisch, sondern es gilt
Lo Lua =Ly Tua  baw. L, =1Iua-Lya- 1,4 (2.14)

wegen der Symmetrie von I, . und II, .. Die Lineare Algebra garantiert aber
trotzdem, dass L, . zwei reelle Eigenwerte besitzt, die entweder verschieden sind
oder aber sowohl die algebraische als auch geometrische Vielfachheit 2 besitzen.
Insbesondere ist L, ,, stets diagonalisierbar und kann niemals einen Jordan-Block
besitzen.?

5. Die zweite Fundamentalform kann wegen

—<8ui11/a(t), 8ui2a(u)> = —0u,, <ya(t), 3ui2a(u)> + <1/a(t), auila%a(u»
= =0+ (va(t), 8ui18ui2a(u)>

direkt aus den zweiten Ableitungen von « sowie der Formel fiir v, — und damit
insbesondere ohne die partiellen Ableitungen von v, — berechnet werden. Analoges
gilt fiir die dritte Fundamentalform mit Lemma 57.

Als (sehr) einfaches Beispiel betrachten wir die natiirliche Parametrisierung des
Zylinders vom Radius p > 0, also

(ur, uz) € R* = a(ug, uz) = (0cos (u1), osin (uy), us) € R?,

20Diese Behauptungen iiber das Spektrum kénnen wie folgt iiberpriift werden: Da I, ,, symmetrisch
und positiv definit ist, existiert eine invertierbare Matrix @y o, so dass I, ., = Qia * Qu,o- Fir
Kuo :=Q - Ly - Qy, gilt dann

KZO/ P Q*T . LT 0T — Q;T . LT . Iu,a . Qfl

u,o u,o u,0 ,Q u,o u,

=T —1 —1
:Qu,a : Iu,a : Lu,a . Qu,oc = Qu,a : Lu,a : Q%a = Ku,a 5

d.h. L, ist zwar nicht symmetrisch aber konjugiert zu der symmetrischen Matrix K, , Insbesondere
besitzen K, o und L, , dasselbe Spektrum.
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sowie den aulieren Normalenvektor
Vo(u) = (cos (w1), sin (u1), 0). (2.15)

Durch direkte Rechnungen erhalten wir

Oua(u) = (—osin (u1), +ocos (us), 0), dus(u) = (0, 0, 1)
bzw.
OurVa(u) = (—sin (uy), + cos (us), 0), Ousva(u) = (0, 0, 0)
und damit
(). () m ()
sowle

_ 1 _ (1 0 (o 0\ _ (o 0
Lyo= I} Iy =0 (0 2) (8 0)=1(5 o)

Insbesondere besitzt L, als linearer Endomorphismus von 7,M in jedem Punkt p die
beiden Eigenwerte 0 und g, und wir werden spéter sehen, dass dies gerade die beiden
Hauptkriimmungen des Zylinders sind.

Wie leiten nun eine niitzliche Formel zwischen den Fundamentalformen her, die na-
tiirlich analog auch fiir die entsprechenden Matrixdarstellungen in lokalen Koordinaten
gilt.

Lemma 57 (punktweise Identitdt zwischen den Fundamentalformen). Fiir alle p € M
qilt

I, — tr (L,)II, + det (L,)I, = 0,

wobei tr (L,) € R und det (L,) € R die Spur und die Determinante der linearen Abbil-
dung L, € Lin(T,M;T,M) sind. *!

Beweis. In lokalen Koordinaten entsprechen die drei Fundamentalformen den quadra-
tischen Formen, die durch die Matrizen aus Satz 56 vermittelt werden, und die Matrix
L, . besitzt die beiden reellen Eigenwerte £; und 9 mit den dazugehorigen Eigenvek-
toren e; und ey (die natiirlich von u und « abhéngen). Da nun

0= kK7 — (K1 + Ko)ki + K1k = K7 — tr (L,)k; + det (Ly)
sowohl fiir 2 = 1 als auch fiir ¢+ = 2 gilt, erhalten wir

0=r¢ Lo~ (K, — (K1 + K2)Ki, + Kik2) €,

— €T . (Iu,a : Lu,a : Lu,a - (/‘il + /12) Iu,a : Lu,a + K1k Iu,a) " Ciy

11

und damit die gewtinschte Identitat fiir die Eigenbasis von L, ,. Die Behauptung folgt
nun aus der Bilinearitét. O

21Dje Spur einer linearen Abbildung kann als Spur einer Matrixdarstellung berechnet werden, wobei
nach Lineare Algebra I das Ergebnis nicht von der Wahl der Basis abhéingt. Analoges gilt fiir die
Determinante.
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Wie schliefsen diesen Abschnitt mit der Bemerkung, dass fiir eine gegebene Parame-
trisierung o : U — M die lokale GauRabbildung v, : U — S? als eine Parametrisierung
eines Sphirenstiicks interpretiert ?? werden kann. Insbesondere gilt

I[[u,a = [u,lla )

d.h. die dritte Fundamentalform zu « ist gerade die erste Fundamentalform zu v,.
Man nennt daher die dritte Fundamentalform II7 von M manchmal auch die Metrik

des sphdrischen Bildes bzgl. der Gaufs-Abbildung.

2.2.2 Krimmungsbegriffe

Zum Einstieg in die nachfolgenden Untersuchungen betrachten wir eine Kurve S :
I — M in einer orientierbaren Mannigfaltigkeit M C R3. Ist 3 eine Frenet-Kurve, so
existiert ein Frenet-Rahmen sowie eine Kriimmung und eine Torsion (die wir hier mit
fi und \; bezeichnen wollen), so dass die Frenetschen Gleichungen

fils) = +x(s)fals),  fals) = =Mls)fils) + Aals) fs(s),  fa(s) = —Aa(s)fa(s)

erfiillt sind. Der Vektor 5”(s) = fi(s) steht dabei immer senkrecht auf fi(s) = 5'(s),
wird aber im Allgemeinen weder tangential noch normal auf M stehen. Wir zerlegen
ihn daher

B(s) = (8"(5)) sang T (8"(5)) sorm
mit
(B8"(8)) orm = (B"(5), v(B(5))) v(B(s)) € Ny M
und
(B"(5)) tang = B"(8) = (B"(5)) orm € ThsyM

in seine normale und tangentiale Komponente. Insbesondere gilt

(#(5). v(8(5))) % v (3(6)
= —<6 ( 5))) = (B(s), 37 (8(5))
=0+ (8'(s), Lps)B'(s))

= ]Iﬁ(s)( ( ) (3)>

=k (B(s), B'(s))

mit
11, (v, v)

oo (p, v) = I, (v, v)

fir peM,veT,M, (2.16)
wobei wir benutzt haben, dass 5'(s) und v(53(s)) immer senkrecht aufeinander stehen
mit g5 (6'(s), 8'(s)) =1 und dass

%V(B(S)) = Dvfg(5)8'(s) = —Lg(s)5'(s)

22S8treng genommen gilt dies gem#R Definition 39 nur dann, wenn L, (u) den Rang zwei besitzt, d.h.
sofern Oy, Vo (u) und 0y,v (u) fiir jedes u € U linear unabhéngig sind.
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wegen (2.8) und Definition 2.8 gilt. Mit anderen Worten: Die Normalkomponente von
fa(s) ist bereits eindeutig durch den Tangentialvektor fi(s) = f’(s) und die Fldche
festgelegt und beschreibt den Teil der Kurvenkriimmung A;(s), der durch die Kriim-
mung der Flache verursacht wird und kann benutzt werden, um die Kriimmung der
Flache zu charakterisieren. Der tangentiale Anteil von ”(s) beschreibt hingegen die
Kriimmung der Kurve innerhalb der Flache.

Der in Formel (2.16) definierte Ausdruck &, (p, v) wird die Normalkriimmung der
Flache M im Punkt p in Richtung v genannt und &, (5(s), 5'(s)) ist die entsprechende
Normalkrimmung der Kurve § im Punkt 3(s). Sie erfiillt

ku(B(s), B'(s)) < M(s),

wobei Gleichheit dann und nur dann gilt, wenn 8”(s) = +v(8(s)). Diese Bedingung
meint gerade, dass die affine Tangentialebene der Fliache im Punkt p mit der Streckebe-
ne der Kurve im Punkt p zusammenfillt bzw. dass die Flachennormale v(5(s)) immer
in der Schmiegebene der Kurve enthalten ist.

Ein wichtiger Spezialfall — sieche auch Abbildung 2.7 — entsteht, wenn die Kurve
fiir festgehaltenes p € M und gegebene Richtung v € T, M die Schnittmenge der Flache
M mit der affinen Ebene E = p + span{v(p),v} parametrisiert, denn in diesem Fall ist
Ky (p, v) gerade die Krimmung der planaren Schnittkurve (.

Abbildung 2.7: Zum Inhalt des Satzes von Meusnier iiber sogenannte Normalenschnitte.
Links: Orientierbare Flache M (gelb) mit festgehaltenem Punkt p (schwarz) und entsprechen-
dem Fliachennormalenvektor v(p) (blau) sowie ein Beispiel fiir eine zu wéhlende tangentiale
Richtung v (griin), die dann die affine Ebene E (grau) und die planare Schnittkurve 5 (rot)
festlegt. Rechts: Blick auf die Ebene F mit Kurve 8 und entsprechendem Kriimmungskreis
(braun). In diesem Beispiel ist die Normalkriimmung &, (p, v) negativ.

Lemma 58 (Satz von Meusnier?®). Seien p € M und 0 # v € T,M gegeben, E = p +
span{v(p),v} die von v(p) und v aufgespannte affine Ebene durchp und B : —(—¢, €) —
M N E eine requlire und zweimal-stetig differenzierbare Kurve mit

B0)=p, B0)=v.

23 Jean Baptiste Marie Charles Meusnier de la Place (1754-1793), franzdsischer Mathematiker.
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Dann ist die Krimmung von 8 im Punkt p gerade durch k,(p, v) gegeben. Auferdem
ist der entsprechende Krimmungskreis gerade die Schnittmenge der Ebene E mit der
Sphdre vom Radius 1/k,(p, v) um den Mittelpunkt p + v(p)/k.(p, v)

Beweis. Ist f nach Bogenlédnge parametrisiert, so folgen beide Behauptungen aus den
obigen Betrachtungen sowie Definition 13. Der allgemeine Fall kann mittels einer Re-
parametrisierung der Kurve auf diesen Spezialfall zuriickgef iihrt werden. m

Es ist nun naheliegend, nach Normalenschnitten zu suchen, die eine minimale oder
maximalen Kriimmung der Schnittkurve produzieren und dies fiihrt in natiirlicher Wei-
se auf das Spektalsproblem des Weingartenoperators.

Lemma 59 (Normalkriimmung und Spektrum des Weingarten-Operators). Fir jedes
p € M sind

Kfl(p) = O#E)%%,M /{V<p7 U) und /’62(p) = 0#1516%“};M /{l/<p’ U)

wohldefiniert und liefern jeweils einen Eigenwert von L.

Beweis. Der Beweis folgt einem allgemeinen Prinzip aus der Theorie der quadratischen
Formen — siehe Lineare Algebra 161 —und kann wie folgt skizziert werden: Wegen

Ky (p, W) = K, (p, v) firalle pe M,0#veT,M,0#XeR
gilt

k1(p) = min {II,(v, v) : (v, v) =1},

Ka(p) = max { I, (v, v) : L,(v,v) =1}, (2.17)

wobei das Minimum und das Maximum aus Kompaktheitsgriinden wirklich angenom-
men werden. Nach Satz 56 kénnen wir lokal v = v10,, a(u) 4+ v20,,a(u) schreiben und
erhalten

(%1 U1
b= v has (B B = w) e L ()
Die Langrange Multiplikatorenregel garantiert, dass in jedem lokalen Extremum
(U1, U2) der Optimierungsprobleme die Gleichung

mit einem Multiplikator & erfiillt ist, wobei wir benutzt haben, dass I,, und I, ,
symmetrisch sind und dass I, auch invertierbar ist. Die Extremstellen v € T( )M
zu den Optimierungsproblemen in (2.17) sind also gerade normierte Eigenvektoren
der Matrix L, ., die ja gerade die lineare Abbildung L, représentiert, und nach
linksseitiger Multiplikation mit (o1, v3) folgt II,(v, v) = KI,(1, V). O

Der Zusammenhang zwischen Kriimmung von Schnittkurven und Eigenwerten des
Weingartenoperators motiviert die folgende Definition.

Definition 60 (Vier skalare Kriimmungsbegriffe).

1. Kk1(p) und Ko(p) heiffen die Hauptkrimmungen von M in p. Die entsprechenden
FEigenvektoren aus T, M entsprechen den Hauptkrimmungsrichtungen.
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2. H(p) := 3k1(p) + 362(p) = 3 tr (Lp) bzw. K(p) := r1(p)ra(p) = det (L) sind die
mittlere Krimmung bzw. die Gauf-Krimmung von M in p.

Bemerkung.

1. Bei uns gilt immer k1(p) < ko(p), aber in der Literatur muss dass nicht immer
so sein (die beiden Krimmungen werden manchmal nur als die zwei Eigenwerte
von L, eingefiihrt).

2. K1, ke, K und H sind als Abbildungen von M nach R stetig differenzierbar im
Sinne von Definition 48.

3. Bzgl. lokaler Koordinaten o : U — M kénnen ri(a(u)) und ro(a(u)) als die
Eigenwerte von L, . berechnet werden. Analog gilt K(a(u)) = det (Lyqo) und
H(a(u)) = 2tr (Lua) -

— 2

4. Bei einem Wechsel der Orientierung®* indern ri(p) und ka(p) in jedem Punkt
p € M ihr Vorzeichen (und damit auch H(p), aber nicht K(p)).

5. Alle Krimmungen sind invariant unter affinen Verschiebungen und Rotationen
von M. Bei Spiegelungen kann sich die Orientierung dndern.

6. Es qilt

H*(p) — K(p) = 1(ka(p) — ka(p))® > 0,

wobei Gleichheit nur in (eigentlichen oder uneigentlichen) Nabelpunkten erreicht
wird (siehe die folgende Definition,).

7. v € T,M heifit asymptotische Richtung, falls k,(p, v) = 0. Eine solche Richtung
kann nur existieren, wenn k1 und ke verschiedene Vorzeichen besitzen bzw. k1
oder ko verschwindet.

Die spektralen Eigenschaften von L, bestimmen, wie wir gleich sehen werden, die
lokale Geometrie der Fldache in der Ndhe von p.

Definition 61 (Klassifikation von Punkten). p € M heift
1. elliptisch, falls K(p) > 0,
2. hyperbolisch, falls K(p) < 0,
3. parabolisch, falls K(p) =0 aber H(p) # 0,

4. eigentlicher Nabelpunkt, falls k1(p) = kao(p) # 0,

5. Flachpunkt oder uneigentlicher Nabelpunkt, falls k1(p) = ka(p) = 0,

Diese Benennungen sind historisch entstanden, aber kénnen durch das folgende
Resultat sowie Abbildung 2.8 motiviert werden.

24Das meint, dass man —v : M — S? an Stelle von v : M — S? als Normalenvektorfeld betrachtet.
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-1.0 -05 00 o5 1.6
X1
K1=+1, K2=+2

Abbildung 2.8: Links: Typische Beispiel fiir hyperbolische und elliptische Punkte p mit
entsprechender Tangentialebene (grau) und Flachennormale (schwarz) sowie zwei Normalen-
schnittkurven, entlang derer die Hauptkriimmungen realisiert werden (rot und griin). In allen
Beispielen ist f quadratisch und fillt daher mit der Taylor-Appoximation f aus (2.21) zusam-
men. Fiir nicht-quadratische Funktionen f sehen die Graphen von f und f in der Nihe des
Ursprungs qualitativ gleich aus solange die entsprechende Hesse-Matrix H keine verschwin-
denden Eigenwerte besitzt. Rechts: Die entsprechenden Contourplots des Graphen von f mit
Hyperbeln bzw. Ellipsen als Niveaukurven. Die Hyperbeln und Ellipsen entstehen auch als
Schnittkurven zwischen der Fldche und den gedrehten Tangentialebenen.

Lemma 62 (Graphen von Funktionen). Seien f : R? — R eine zweimal stetig diffe-
renzierbare Funktion mit

f£(0,0) =0y, f(0,0) =0y, f(0,0) =0 (2.18)
und o : R?2 — R3 eine Parametrisierung des Graphen von f, d.h.

a(ur, uz) = (w1, u, f(ur, us)), (u1, up) € R?.
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Dann wird M := graph f durch

n(uy, us)

y(ul, ug, f(u, UQ)) - ‘n(ul Us)

9

n(uh u2) = (_8u1f(u17 u2)7 _augf(ub UQ)’ +1)

eine orientierbare Mannigfaltigkeit und tm Koordinatenursprung gilt

Li0.0.0)(v, w) = (v3 UQ)-(“”), 0,0.0)(v, w) = (g UQ)-H-(““) (2.19)

(] W2
mit

- [ 2£0,0) 0,0, (0, 0)
H = Hess /(0. 0) = (amamﬂo, 0) &, (0,0) )

fiir alle Tangentialvektoren v = (vi, va, 0) und w = (w1, we, 0) in T 0,0)M . Insbeson-
dere sind die Hauptkrimmungen von M in (0, 0, 0) gerade die Eigenwerte von H.

Beweis. Teil 1: Wir berechnen

aula(ula U'Q) = (17 07 8u1f(u17 u?))a auza(ula Ug) = (07 17 aqu(ub Ug))

und schliefen, dass n(ui, us) fiir jedes (uq, us) € R* immer senkrecht auf Ty, uy) M
steht und daher v in der Tat ein zulédssiges Normalenvektorfeld ist, wobei die stetige
Differenzierbarkeit unmittelbar mit |n(u, us)| # 0 folgt.

Teil 2: Im Koordinatenursprung gilt offensichtlich

v(0,0,0)=(0,0,1),  8ya(0,0)=(1,0,0),  ya(0,0)=(0,1,0)

und damit auch Tig 0,00 M = {(vl, v, v3) ER3 1 vy = 0}. Mit

OuVa(ur, uz) = Oy, <M>

|n(u1, U2)|

_ Oyn(u, ug) n(uq, ug)

|, us) N n(u, us))|

3
3 Z”j(Uh U2) 0y, 15 (U1, Usg)

Jj=1

und wegen n(0, 0) = (0, 0, 1) erhalten wir aufserdem

Ourva(0, 0) = 0,1 (0, 0) = (=92, f(0, 0), =8y, 04, f(0, 0), 0)
Ousa (0, 0) = 0,1 (0, 0) = (=94, 8, £(0, 0), =02, f(0, 0), 0),

so dass sich fir die Matrizen aus Satz 56 die Formeln

10 _
Li0,0),0 = (O 1) ; 00 =H, Lo, 0pa = Lg'0y0 Ho,000 =H  (2.20)

ergeben. O]
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Abbildung 2.9: Oben: Beispiel fiir einen parabolischen Punkt analog zu den Beispielen aus
Abbildung 2.8. Parabeln entstehen als Schnittkurven der Fliche (Graph einer quadratischen
Funktion) mit gedrehten Tangentialebenen. Mitte/Unten: Graph der rein kubischen Funktio-
nen f(u1, ug) = ui —3uiu3 bzw. f(ui, uz) = uyus (u% — u%) als Beispiele fiir einen Affensattel
bzw. einen Hundesattel . Im Ursprung verschwinden in diesen entarteten Fillen alle nullten,
ersten und zweiten Ableitungen von f. Insbesondere ist der Graph der Approximation f die
flache (z1, z2)-Ebene und unterscheidet sich damit doch sehr vom Graphen von f.

Besonders einfach wird die Situation, wenn f selbst eine quadratische Funktion ist,
wenn also

Uz

flur, ug) = § (wr up) - H - (Ul)

fiir eine gegebene symmetrische Matrix H € Mat(2x2) gilt, siehe Abbildung 2.8 fiir
den elliptischen und den hyperbolischen Fall. Ist nun f eine allgemeine Funktion wie in
Lemma 62, so kann f nach dem Satz von Taylor und wegen (2.18) lokal immer durch

Flu, ug) = f(uy, uz) + O(|ul?)
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mit

Fluy, ug) == % (u1 uQ) - H - <Z;> H = Hessf(0, 0) = Hessf(0, 0) (2.21)
approximiert werden. Verschwindet keiner der beiden Eigenwerte von H (generischer®
Fall), so sehen die Graphen von f und f lokal gleich aus. Wir wollen das hier weder
rigoros formulieren noch beweisen, aber die wesentliche Idee ist, dass in der Néhe von
(0, 0) alle hoheren Ordnungsterme durch die quadratischen Taylor-Terme dominiert
werden, eben weil letztere nicht entartet sind. Besitzt H hingegen einen oder gar zwei
verschwindende Eigenwerte (nicht-generischer, entarteter Fall), so hingt das qualita-
tive Verhalten des Graphen von f nicht nur von den quadratischen, sondern auch von
héheren Ordnungstermen ab. Zwei Beispiele sind in Abbildung 2.9 dargestellt.

Wir erinnern aufserdem daran, dass jede Fliache lokal als Graph einer Funktion ge-
schrieben werden kann und durch Drehungen, Verschiebungen und Indexvertauschun-
gen kann man immer die Voraussetzungen von Lemma 62 sicherstellen. Insbesondere
sieht jede Fléche M in der Néhe eines jeden Punktes p € M mit K(p) # 0 so aus wie
eine der Flachen aus Abbildung 2.8.

Lemma 63. Sei M C R?® eine orientierbare, zusammenhdingende und dreimal stetig
differenzierbare Fldche, die nur aus Nabelpunkten besteht. Dann ist M entweder Teil-
menge einer Ebene oder Teilmenge einer Sphdre.

Beweis. Wir wahlen eine lokale und injektive Parametrisierung o : U — M und wissen
nach Voraussetzung, dass der Weingartenoperator L, , fiir jedes u € U ein Vielfaches
der Identitét ist. Insbesondere gibt es eine Funktion x : U — R, so dass

10
Lu,a - K/(U17 u2) (0 1)

und wir wollen nun zeigen, dass k schon die konstante Funktion sein muss. Dazu be-
merken wir, dass

Ou,Va (U1, us) + K(u1, ug)dy,a(uy, ug) = 0 € R?

sowohl fiir ¢ = 1 als auch fiir ¢ = 2 gilt, und Differentiation nach dem jeweils anderen
u; liefert

aujauiya(uly Uz) + H(Uh u2>au]'au7;a(u17 U2) = —auj/i(ula UQ) 37”04(”17 uz).
Da die linke Seite symmetrisch unter Vertauschung von u; und us ist, folgt
Ouy (U1, Ug) Oy, x(uy, ug) = Oy, k(uy, Us) Ouyar(ur, us) € R?

und weil die partiellen Ableitungen von « linear unabhéngige Vektoren liefern, erhalten
wir Oy, k(u1, ug) = Ouyk(u1, uz) = 0. Insbesondere muss « eine konstante Funktion auf
U sein und dies impliziert

Vo (1, ug) = —k(uq, ug) + ¢

25 Generisch meint, salopp gesprochen, dass eine Situation robust unter kleinen Stérungen ist. Zum
Beispiel: Besitzt eine quadratische Matrix nur von Null verschiedene Eigenwerte, so wird diese Eigen-
schaft auch fiir jede hinreichend kleine Stérung der Matrix gelten (Stetigkeit des Spektrums) und ist
daher generisch. Einen verschwindenden Eigenwert kann man jedoch durch beliebig kleine Stérungen
eliminieren, so dass die Existenz eines Nulleigenwerts keine generische, sondern eine sehr spezielle
Eigenschaft ist.
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fiir ein geeigneten gewihlten Vektor ¢ € R3. Ist x = 0, so gilt vy (uy, u1) = ¢ und a(U)
liegt im Bild einer zu ¢ orthogonalen affinen Ebene. Anderfalls gilt

|a(ug, up) — k7| = |K|7,

d.h. a(uy, up) liegt fiir jedes (uy, up) € U in der Sphire vom Radius ||~ um den
Mittelpunkt £~ tc. Wir haben nun gezeigt, dass M in der Umgebung eines jeden Punktes
entweder flach oder Teil eine Sphére ist. Aufgrund der Zusammenhangsvoraussetzung
kann nun durch ein einfaches Uberdeckungsargument gezeigt werden, dass es sich immer
um dieselbe Sphére/Ebene handeln muss. O

Definition 64 (Spezielle Kurven auf Flichen). Eine requlire Kurve 8 : I — M heifit
Krimmungslinie, falls 5(t) fir jedest € I eine Hauptkrimmungrichtung im Punkt 5(t)

ist. Sie heifst Asymptotenlinie, falls ﬂ(t) fiir jedes t € I eine asymptotische Richtung

ist, d.h. wenn Igqy(B(t), 5(t)) =0 .

Die Existenz von Kriimmungslinien kann abstrakt mit Hilfe gewohnlicher Differen-
tialgleichungen gezeigt werden, so dass es fiir jeden Punkt p € M mit k1(p) < K2(p)
bis auf Kurven-Reparametrisierung genau zwei Kriitmmungslinien in M gibt, die durch
diesen Punkt laufen. Diese Kurven kénnen durch das Anfangswertproblem

Bty =e(Bt),  BO)=p

bestimmt werden, wobei e;(p) eine Hauptkriimmungsrichtung zu x;(p) ist. Analog kann
fir k1(p) < 0 < Ka(p) gezeigt werden, dass genau zwei Asymptotenlinien durch durch
p laufen.

Mit Hilfe partieller Differentialgleichungen kann man dariiber hinaus zeigen, dass
jede Fldche M lokal so durch o : (—e1, +¢£1) X (—€2, +€2) — M parametrisiert werden
kann, dass die Kurven

up o~ alug, ug), us o~ afug, ug)

Kriimmungslinien sind. Dies ist genau dann der Fall, wenn sowohl I, , als auch 11, ,
fiir jedes (u1, uz) Diagonalmatrizen sind, und das klassische Beispiel ist die Standard-
parametrisierung von Rotationsflichen (Ubungsaufgabe).

2.2.3 Exkurs iiber Minimalflachen

Definition 65 (Minimalfliche). Ein orientierbare Fliche M C R?® mit H(p) = 0
fur alle p € M heifit Minimalfliiche. Analog werden parametrisierte Minimalfidchen
eingefiihrt.

Zur Motivation betrachten wir injektive Flichenstiicke av : U — R? auf einer offenen
und beschréankten Menge U, so dass a bis zum Rand OU stetig fortgesetzt werden kann
und dort gegebene Randwerte @ : U — R? annimmt. Dann ist o, ein kritischer Punkt
der Oberflachenfunktionals

a area(a(U)):/\/ga(u)du
U
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genau dann, wenn o Minimalfliche ist.?® Dies gilt weil die Anderung der Fliche unter
normalen Variationen der Bauart

az(u) = a(u) + ep(u)vy(u) fiir festes ¢:U—R mit ¢logy =0
durch den Term

area(a.(U)) = area(ag(U)) — 2¢ / o(u)H ((u))/ga(u) du + O(€?)

U

gegeben ist.

Lemma 66 (winkeltreue Parametrisierung). Fin parametrisiertes Flichenstick o :
U — R? ist genau dann winkeltreu®” im Sinne von

cos (<(v, w)) = cos (<(Darl,v, Dal,w)) fiir alle v,w € R* = T,U,

wenn die erste Fundamentalform in jedem Punkt ein Vielfaches der Identitdt ist, d.h
wenn

Lo = (gn,a(u) 912@(“)) — V(W) ((1) ?) .

912,04 (u) 922,04 (’LL)

In diesem Fuall gilt auch

02 au) + 02 a(u) = 2H (a(u)) v/ ga(u) va(u) (2.22)
fiir jedes u € U.
Beweis. Ubungsaufgabe. O

Folgerung 67 (Winkeltreue der Gauk-Abbildung von Minimalflachen). Ist o : U — R
eine winkeltreue Parametrisierung einer Minimalfldche mit K(p) #0, soistv,: U —
S? eine winkeltreue Parametrisierung der Sphire.

Beweis. Mit Lemma 57 und wegen der Voraussetzung gilt
Ly, =1,,= 2H(o¢(u))ﬂu,a — K(a(u))]u,a ,

und dies impliziert die Behauptung mit \/g,, (v) = —K (a(u))+/ga(u) (beachte, dass
K(a(u)) < 0 gelten muss). O

Der Vektor H(p)v(p) wird auch mittlerer Kriimmungsvektor an M in p € M ge-
nannt.

Satz 68 (Komplexifizierung eines Fliachenstiickes). Fiir ein stetig differenzierbares Fli-
chenstiick o : U — R? seien die drei komplexwerten Funktionen ; : U — C definiert
durch

QOj(Ul + iUQ) = 8u104j(u1, Ug) — i@w&j(ul, UQ) . (223)

Dann gilt

26Im Allgemeinen muss « nicht unbedingt lokaler Minimierer des Oberflichenfunktionals sein, son-
dern konnte auch einem lokalen Maximum oder einem Sattelpunkt entsprechen. Die Bezeichnung
Minimalflache ist historisch entstanden und hat sich gehalten.

2TStatt winkeltreu sagt man oft auch konform.
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1. Die Parametrisierung o ist genau dann winkeltreu, falls ©3 + o3 + 3 = 0 im
Sinne von Funktionen gilt.

2. Ist a winkeltreu, so ist sp (a) genau dann eine Minimalfidche, wenn ¢, pa, ©3
holomorph sind bzw. wenn jede Komponente von o harmonisch ist, d.h. 831043 +
02 a; =0.

ug —J

Hier bei betrachten wir U wahlweise als Teilmenge von R? oder C.

Beweis. Teil 1: Wir berechnen

Z% = (Ouay(w)’ ~

(GuQaj —21Z<3ula] )Ouy v (1)
j=1 1

= (Ou,a(u), Oy a(u > (Ouyr(u), Oyyr(u )> — 2i(0y, (), Dyya(u))
= gll,a(u) - 912,a(u) 2ig19,0 (u) )

M«

und schlieffend, dass 23:1 gp? = 0 dann und nur dann gilt, wenn gi1, = ¢22,, und
912, = 0. Die erste Behauptung folgt nun mit Lemma 66.

Teil 2 : Die Behauptung folgt direkt aus Formel 2.22 sowie der funktionentheore-
tischen Aussage, dass ¢; genau dann holomoporph ist, wenn der Realteil 0,,«; und
der Imaginérteil 0,,«; die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen erfiillen. Die
zweite dieser Differentialgleichungen ist hier trivialerweise erfiillt, aber erste fordert
gerade

@31041'(“1, uy) = —aggai(“l’ us)
fir alle 7. =

Satz 69 (Komplexe Definition einer Minimalfliche). Sei U einfach zusammenhdhgend
und seien ¢y, @a, w3 : U — C holomorph mit p? + @3 + 3 = 0. Dann existiert eine
winkeltreue Parametrisierung einer Minimalfliche o : U — R3, so dass (2.23) erfiillt
ist. Dabei ist a genau dann regquldr in uw € U, wenn die Funktion ©19, + @205 + p3P5
in diesem Punkt nicht verschwindet.

Beweis. Die Funktionen «; sind durch
O, i (uq, ug) = Re (gpi(ul + iug)) , Ouy i (U1, ug) = Im (goi(ul + iug))

bis auf Konstanten wohldefiniert, wobei die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichun-
gen sicherstellen, dass die Integrabilitdtsbedingung erfiillt ist. Auferdem gilt

3
— — 2 2
(2181 + 2Py + 0383 (w1 + iuy) Z Ouy iU, Ug))” 4 (Dup (U2, u2))
j=1

<8u101 8U105 > + <aug05 8u2a( )>
und die Winkeltreue von « impliziert

(O, 0(u), Oy (1)) = (Duya(u), Dyya(u)) .

Die Behauptung iiber die Regularitdt von o« folgt unmittelbar. [
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Satz 69 erlaubt es uns also, winkeltreue Parametrisierungen von Minimalfldchen aus
holomorphen bzw. harmonischen Funktionen zu gewinnen. Zur Vollsténdigkeit wollen
wir dabei erwidhnen, dass lokal jede Minimalfiche winkeltreu parametrisiert werden
kann, eben weil jede Fléche lokal durch Kriimmungslinienparameter dargestellt werden
kann. Oder anders gesagt: Zumindest lokal sehen alle Minimalfléchen so aus wie in Satz
69. Den Beweis wollen wir hier nicht fiihren, da er Kenntnisse iiber elliptische Differen-
tialgleichungen erfordert. Dieses Resultat impliziert aber zusammen mit Satz 68, dass
jede Minimalflache schon unendlich oft differenzierbar ist, eben weil jede harmonische
Funktion bzw. jede holomorphe Funktion unendlich oft differenzierbar ist.

Wir erinnern daran, dass a; durch komplexe Wegintegration via

o (r. ) = Re / (0 d¢ | = Re / o3 (3ull)) - Ault) dt

aus den ¢ rekonstruiert werden kann, wobei v, : [0, L] ein stetig differenzierbarer Weg
in U ist, der einen festgehaltenen Punkt u, € U mit u € U verbindet, und - fiir die
komplexe Multiplikation steht. Ist U sternférmig bzgl. u,, so kann

L=1, Yu = (t)(1 = t)u, + tu
gewahlt werden.

Lemma 70 (Weierstrak-Darstellung von Minimalflachen). Sind 1, o, w3 : U — C
drei holomorphe und nicht identische verschwindende Funktionen mit o2 + 03+ ¢32 = 0,
so werden durch
F = —ip, G= L
Y1 — 1p2
eine holomorphe Funktion F : U — C sowie eine meromorphe®® Funktion G : U —

CU {0} definiert, wobei FG*: U — C auch holomorph ist. Auferdem gilt
1 .
p1=5F(1- ) ¢2:%F(1+G2) 03 = FG,

d.h. F und G legen die ¢, bereits eindeutig fest.

Beweis. Die punktweisen Formeln ergeben sich durch elementare Rechnungen mit kom-
plexen Zahlen und die Behauptungen zur Differenzierbarkeit sind eine direkte Konse-
quenz der entsprechenden funktionentheoretischen Definitionen. O

ai(ur, us) = 3 Re /F(C)(l —G(¢)") d¢

VY

ai(ur, us) = 5 Im /F(C)(l +G()*) d¢

Yu

s (ur, uz) = Re / F(OG(C) d¢

Yu

Z8meromorph meint, holomorph bis auf isolierte Singularitéiten
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Abbildung 2.10: Beispiele fiir Minimalflichen, wobei das Gitter (sofern gezeichnet) aus
Kriimmungslinien besteht: Oben links: Der Katenoid aus (2.24). Oben rechts: Der Helikoid
aus (2.25) Unten links: Die Enneper-Fliache aus (2.26). Unten rechts: Die Scherksche Flidche
aus (2.27).

Beispiel (Minimalflachen). In Abbildungen 2.10 sind die folgenden Flichen illustriert:
1. Der Katenoid

a(ur, ug) = (cosh (uy) cos (ug), cosh (uy) sin (us), uy) (2.24)
1st Minimal- und Rotationsfliche und entspricht
p1(Q) =sinh (C),  ¢a(¢) = —icosh((),  @s(() =1
bzw.
F(Q)=—exp(=¢),  G(¢) = —exp(+().
mm komplexen Kalkiil.
2. Die Parametrisierung
a(uy, uz) = (—sinh (uy) sin (uz), sinh (u;) cos (u2), —us) (2.25)
beschreibt einem Helikoiden (der Minimal- und Regelfiche ist) und wird durch
p1(Q) =isinh(C),  @a(C) =cos(¢),  ws(¢) =1
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bzw.

F(¢) = —iexp(=(), G(¢) = —exp (+() .

erzeugt. Insbesondere unterscheiden sich die ¢; nur durch einen konstanten Faktor
von denen des Katenoiden.

3. Die Weierstraf$-Darstellung®® mit

bzw.
pr(Q=1-¢,  @=i1+¢), =2
liefert via
alur, uz) = (w1 — 3uf + wus, —us + $uj — ufus, uf — u3) (2.26)

eine Parametrisierung der Enneper-Fliche.>°

4. Die Scherksche Minimalfiiche3! entspricht

4
e

F(¢) G(¢)=¢

bzw.

2 21 4
T p2(C) = T p2(C) = 1_—24,

¢1(€)

aber ist singuldr fir ( € {£1,£i}. Die winkeltreue Parametrisierung kann
hieraus berechnet werden, ist aber komplizierter als

aluy, us) = (ul, us, In (COS (“2>>) (2.27)

cos (u)

die die Scherksche Fliche nicht-winkeltreu als Graph darstellt.

2.2.4 Regelflachen

Definition 71 (Regelfliche). Sei I ein offenes Intervall. Ein regulires und dreimal
stetig differenzierbares Flachenstiick o : I x R wird Regelfidche genannt, wenn es zwei
Kurven 3,y : I — R? gibt, so dass

a(uy, uz) = Bur) + ugy(u) .

Die Kurve [ wird dabei auch Leitkurve oder Direktriz genannt und die Menge von
affinen Geraden

up €R  —  afu, ug)

heifst die Familie der erzeugenden Geraden.
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Abbildung 2.11: Fiir eine gebene Frenet-Kurve (hier eine Helix) konnen drei Regelflichen
wie in (2.28) definiert werden, wobei diese nicht unbedingt regulér im Sinne von Definition 71
sein miissen.

In der Literatur werden unterschiedlich starke Regularitdtsannahmen gemacht. Zum
Beispiel liefern fiir eine Frenet-Kurve § mit Rahmen fi, fs, f3 die Formeln

v(s) = B'(s) (Tangentenfliache)
v(s) = ["(s) (Normalenfliache) (2.28)
v(s) = ["(s) (Binormalenfléache)

jeweils Regelflichen mit Leitlinie 5, siche Abbildung 2.11, aber die entstehende FIla-
che ist nicht unbedingt regulir (zum Beispiel gilt bei der Tangentenfliche immer
Oy, (uy, 0) = Oy,a(uy, 0) entlang der Leitkurve).

Die Existenz zweier Kurven f und 7 ist eine sehr restriktive Eigenschaft der Flache
bzw. von «, aber die Kurven selbst sind nicht eindeutig. Man kann daher 0.B.d. A weite-
re Eigenschaften vorschreiben (beachte, dass 5 und 7 zweimal stetig differenzierbar sein
miussen und dass Oy, (u1, uz2) = v(u;) wegen der Regularitdt von « nicht verschwinden
kann).

Lemma 72 (Existenz von Standardparametern). Zu jeder Regelfiiche o existiert eine
Umparametrisierung und eine Umdefinition der Kurven B und v, so dass

@) Pl =1, @) P)|=1, (@) (B(w), () =0

fur alleuy, € I gilt. In diesem Fall heiffen uy und uy Standardparameter, 8 die Kehllinie
und « eine Standardregelfidche.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Lemma 73 (Weitere Bestimmungsparameter). Eine Standardregelfiiche ist bis auf
euklidische Bewegungen eindeutig durch die Ausdriicke

F(uy) := (6" (u1), y(ua))

AMu) = <B/(U1)’ y(ur) ’Y’(U1)> = det (5%“1)7 v(uy), ’Y/<U1))

29Karl Theodor Wilhelm Weierstra (1815-1897), deutscher Mathematiker.
30 Alfred Enneper (1830-1885), deutscher Mathematiker.
31Heinrich Ferdinand Scherk (1798-1885), deutscher Mathematiker und Astronom.
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sowie

J(uy) = <’Y”(U1), Y(u1) x ’Y/(U1)> = det (”Y(Ul)a ’Y/<U1)a ’Y”(U1))

festgelegt, wobei die Funktionen F', A\ zweimal stetig differenzierbar und J wenigstens
einmal stetig differenzierbar auf I sind. Umgekehrt definiert jede Wahl solcher Funk-
tionen eine Standardregelfidche.

Beweis. Wir miissen nur zeigen, dass § und ~ bis auf euklidische Bewegungen eindeutig
aus der Kenntnis von F', A und J bestimmt werden konnen.

Berechnung von v: Um zu zeigen, dass die nach Bogenldnge parametrisierte und
dreimal stetig differenzierbare Kurve v : I — S? bereits durch .J bestimmt ist, leiten
wir zundchst notwendige Bedingungen fiir v her. Nach Voraussetzung bzw. Lemma 72
miissen die Formeln

(v(ur), y(wa)) = ('(ur), ¥ () =1, (¥ (w), y(u1)) =0

und damit auch

<7H(U1)7 ’Y/(U1)> =0, <7”(u1), 7(“1)> = _<7,(U1), 7/(U1)> =—1

sowie

(¥"(ur), ' (w)) =0

gelten. Insbesondere beschreiben y(uy), ' (u;) und y(uy) x v/ (u;) immer ein orthonor-
males 3-Bein entlang von v (das aber nicht das Frenetsche 3-Bein ist) und mit Blick
auf

7" () =(" (), () Yy(un) + (), 7' () ) (wn)
(7' (), () % 7 () )y(un) x 7 (1)
— — () + Je) y(wn) x 7' ()
schlieken wir, dass v eine Frenet-Kurve mit Kriimmung 7y (u;) := m sein

muss, wobei die ersten beiden Frenetschen Rahmenvektoren gerade +/, 7" (uy)/m (uq)
sind. Die Torsion 7(u) berechnet sich dementsprechend zu

na(ur) = —{(n  (w) (i) x 7" (w))", 7t ()" (wr) )
= =0y 2 (un) (' (u1) x 7" (uy), 7" (w1))
= =y *(ur) det (7" (ur), ' (u1), " (wr)) = —J' (ur)/ (L + J*(s)) .

Wir haben nun Formeln fiir 7, und 7, als notwendige Bedingungen fiir v hergeleitet.
Nach dem Hauptsatz der Kurventheorie — siche Theorem 12 — legen diese Bedingungen
aber schon ~ bis auf euklidische Bewegungen eindeutig fest.

Berechnung von B: Wir schreiben

B () =(B'(wn), () py () + (B(wn), 7/ (1) )7 (wn)
(B w), () x () () x ()
=F(u1) y(u1) + 09" (ur) + A(ur) v(wr) X

wobei die rechte Seite nun bereits bekannt ist. Damit kann die Kurve g bis auf Ver-
schiebungen durch Integration rekonstruiert werden. O]

¥ (1),
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F=0 J=0 A=1 F=0 J=1 A=1 F=1 J=0 A=1
x x X1

Abbildung 2.12: Beispiele fiir Schraubregelflichen, also Regelflachen mit konstanten Para-
metern F', \, J wie in Lemma 73, wobei 8 bzw. ~ in griin bzw. blau gezeichnet ist. Ganz links
sehen wir einen Helikoiden.

Beispiel (Konstante Bestimmungsparameter).

1. Fir F =J =0und A\ = ¢ # 0 ist v eine torsionsfreie Kurve mit konstan-
ter Krimmung 1, also eine Parametrisierung des (verschobenen und gedrehten)
planaren Einheitskreises und (8 eine dazu normale Gerade. Die entstehende Re-
gelfidche ist bis auf euklidische Bewegungen und Stauchungen bzw. Streckungen
entlang dieser Geraden der Helikoid aus (2.2).

2. Fir F' = J = XN = 0 entstehen etwas allgemeinere Varianten von sogenannten
Schraubregelflichen mit Standardparametern, aber v ist immer noch eine Kreis-
linie.

Satz 74 (Kriimmungen einer Regelfliche). Fiir eine Standardregelfiiche gilt

J(ul)ug + )\/(Ul)UQ + )\(ul)()\(ul)J(ul) + F(Ul))

H(Oé(Ul, U2)) = - 2()\2(u1) N u%)g/g

sowie
A2 (uy)
2 2 20
()\(ul) —i—u2)

K(a(ul, uQ)) = —

wobei die Orientierung durch die +-Variante von (2.10) festgelegt ist.

Beweis. Wir hatten schon im Beweis von Lemma 73 gesehen, dass y(uy), 7/'(u;) und
v(u1) X v'(u1) ein orthonormales 3-Bein aufspannen, wobei mit

OQuyae(u) = B'(ur) + ugy (ur) = F(ur)y(ur) + ugy (ur) + Aur) y(ur) x v'(u1),
Oy a(u) = y(ur)

auch

)

I = <F2(U1) ;()\;1(;1) +u3 F(fl))

und
. 9 o —1 1 _F<u1)
Iu,a = ()\ (ul) + u2) (—F(ul) Fz(ul) + )‘2(U’1) + u%>
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gilt. Der Normalenvektor erfiillt

Vo(u) = na ()

= o N (1) 1= Oy (1) X Dyor(t) = Mur) Y (us) — us y(wr) x 7 (u2)

und die zweite Fundamentalform kann damit direkt aus den zweiten Ableitungen von
a und ohne die partiellen Ableitungen von v, zu benutzen berechnet werden (siehe die
letzte Bemerkung zu Satz 56). Wegen

Oy Oy (1) = ~'(uy) , 8§2a(u) =0
und weil

v (ur) = =y(ur) + J(ur) y(ur) x 7' (ur), Y(u1) x 7" (u1) = —J(u1)y (u1)

schon
83104(“) = F'(ur)y(ur) + F(ur)y (wr) +upy" (ur)
+ N (ur) y(ur) x o' (wr) + Mua) y(ur) x " (ur)
=(F"(u1) = ug)y(ur) + (F(ur) — Mur)J (u1)) 7' (us)
+ (uaJ (ur) + N (u1)) y(u1) X o (ur)

impliziert, erhalten wir

_ 1 Fup)Muy) — pluy, ug)  A(up)
Hoa = (A2(uy) + ud)? ( M) 0 )
mit
g, ug) i= N(uy) + J(up)ud + N (uy)us . (2.29)

Schlieflich ergeben sich via

J 1 ( —p(ur, up) Alur) )
() + u2)P? \N () + Au)ud + Fun)p(ug, uz)  —F(u) )
die gewiinschten Formeln als Spur bzw. Determinante von L, 4. O

Lemma 75 (Kriterium fiir verschwindende Gauf-Kriimmung). Die folgenden Aussa-
gen sind fiir Regelfldchen dquivalent

1. Die Gaufs-Krimmung K der Regelfliche verschwindet in jedem Punkt.
2. Die Gauf-Abbildung v ist konstant entlang jeder der erzeugenden Geraden.
Beweis. Es gilt stets
0= <1/a(u1, Ug), Oyyar(uy, u2)> = <Va(u1, Us), ”y(u1)>,

und nach Differentiation bzgl. uy erhalten wir

0= <au2l/a(U1, UQ>, a’uza(uh u2)>
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d.h. der rechte untere Eintrag in der Matrix II, , muss stets verschwinden. Da nun
aber 0,,V,(u1, uz) immer ein Tangentialvektor ist, folgt hieraus

Ouy Vo (U1, ug) =0 = (OuyVa(ur, u), Oyya(ur, uz)) =0

d.h. Oy, Ve (u1, ug) verschwindet genau dann, wenn auch die Nebendiagonalelemente von
II,, o, verschwinden. Andererseits gilt

. det I]u,a . <au2ya(u17 u2)7 ama(ula u2)>2

- det LL,OZ det [u,a

K (a(uy, up)) = det (I} - I1,.,)

und wir schliefen
K(a(ul, u2)) =0 — OuyVa (U, uz) =0

wie behauptet. O

Wir werden spéter sehen, dass jede Flache mit verschwindender Gauf-Kriimmung
abgewickelt werden kann. Ein direkter, aber etwas technischer Beweis dieser Aussage
fir den Spezialfall von Regelfldchen findet sich in [Kue].
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2.3 Die Innere Geometrie von Flachen

In diesem Abschnitt betrachten wir orientierbare und dreimal stetig differenzierbare
Flachen bzw. Flachenstiicke und beschéftigen uns mit der sogenannten inneren Geo-
metrie von Fléachen, d.h. mit der Frage, welche geometrischen Informationen man allein
aus lokalen Messungen/Beobachtungen innerhalb der Flache gewinnen kann.

2.3.1 Kovariante Ableitung

Ein Vektorfeld X auf einer orientierbaren Fliche M C R3 ist eine Abbildung X : M —
R?, die im Fall von X(p) € T,M bzw. X(p) € N,M fiir alle p € M iiblicherweise
tangential bzw. normal genannt wird.

Definition 76 (Richtungsableitung von Vektorfeldern). Fir gegebenes p € M und
v € T,M bezeichnen wir

D,X(p) :=DX|,v = %}tZOX(B(t)) , (2.30)

als die Richtungsableitung von X im Punkt p und in Richtung v, wober § : [ — M
eine Kurve mit 3(0) = p und 3(0) = v ist.?

Beachte, dass selbst wenn X ein tangentiales Vektorfeld an M ist, der Vektor
D,X(p) € R® im Allgemeinen kein Tangentialvektor sein wird, sondern sowohl eine
tangentiale als auch eine normale Komponente aufweisen wird.

Definition 77 (kovariante Ableitung von Vektorfeldern). Mit den Notationen aus De-
finition 76 wird

VX (p) := DX (p) — (D, X(p), v(p)) v(p) € T,M

als die kovariante Ableitung von X im Punkt p und in Richtung v bezeichnet.

Bemerkung.

1. V,X(p) ist die orthogonale Projektion des dreidimensionalen Vektors D, X (p) auf
den zweidimensionalen Unterraum T,M .

2. Es qilt stets
D,v(p) = Vv (p) = —L,yv (2.31)
wegen il (B(t)) = —LyH(0).

3. Der Unterschied zwischen V,X (p) und D, X (p) kann fir ein tangentiales Vektor-
feld X auch durch den Weingartenoperator ausgedriickt werden, denn es gilt

D, X (p) = Vo X (p) = (X(p), Lyv) v(p) = II,(X(p), v)v(p) (2.32)
wegen

0= 5],_o(X(B(1), »(8(1))) = (DuX(p), v(p)) + (X(p), Duv(p))
= (Do X(p), v(p)) — (X(p), Lyv),

wobet B wieder eine Kurve wie oben ist.

32Wir hatten bereits in §2.1.3 gesehen, dass das Differential D nicht nur fiir Abbildungen zwischen
Flachen, sondern analog auch fiir Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeiten verschiedener Dimension
definieren kann.
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4. Sind X undY zwei tangentiale Vektorfelder, so schreiben wir

Vy X (p) :== Vyp X(p)

In diesem Sinne existiert die kovariante Ableitung Vy X des tangentialen Vek-
torfeldes X nach dem tangentialen Vektorfeld Y als tangentiales Vektorfeld.

5. Ist f: M — R eine Funktion auf M, so setzen wir

Vof(p) = Duf(p) == Dflpv = g|,_of(B(t)) €R und Vy[f(p):=Vy(p)f(p)

d.h. die kovariante Ableitung einer skalaren Funktion auf M in Richtung eines
tangentiales Vektorfeldes ist eine skalare Funktion auf M.

6. Die kovariante Ableitung eines Vektorfeldes X bzw. einer Funktion f ist schon
eindeutig festgelegt, sofern X bzw. f nur entlang der Kurve B bekannt ist.

Als einfaches Beispiel wollen wir den R?, d.h. die flache Fliche
M = {(x1, 22, 13) : 23 =0} = {(uy, ug, 0) : (uy, uy) € R?},
sowie ein beliebiges Vektorfeld X : M — R3 auf M mit Komponenten-Darstellung
X(p) = <X1(U1, uz), Xo(ur, uz), Xsz(us, UQ)) :
betrachten, wobei p = (u1, ug, 0) € M. Desweiteren bezeichnen
Er(uy, us, 0) = (1, 0, 0) By (uy, us, 0) = (0, 1, 0)

die tangentialen Einheitsvektorfelder, fiir die bei festgehaltenem p = (uq, ug, 0) € M
die entsprechenden Integralkurven in M durch

Bi(t) = (Ul +1, ug, 0) ) Ba(t) = (Ub uz + 1, 0)
gegeben sind (es gilt also 3;(0) = p € M und 3;(0) = E;(p) € T,M). Dann gilt

D, X(p) = §,_oX (B1(1))
— 4| (Xl(ul t, us), Xo(ur + 1, us), Xa(ur +1t, uQ)>

= <8ule(u1, Ug), Ouy Xo(u1, ug), Oy, X3(uq, u2)> cR?
und mit
v(uy, us, 0) = Es(uq, ug, 0) = (0, 0, 1)
erhalten wir

vElX(p) = DElX(p) - <DE1X<p)7 E3(p)>E3(p>
= <8ulX1(u1, ug), Ou, Xo(ug, uz), O) e T,M.

Analog folgt
De,X(p) = (auzXl(ula U2), Oup Xo (U1, Us2), Ouy X3(us, U2)> eR?,

VEQX(p> = (6u2X1(u1, Ug), au2X2(U1, ’LLQ), 0> € TpM
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Ist nun
Y (uy, ug) = <Y1(u1, us), Ya(uy, usg), O)
ein beliebiges tangentiales Vektorfeld und p € M wieder fixiert, so betrachten wir
Bt) = (w1 + tY1(u1, us), ug + tYa(uy, us), 0)

als einfachste Wahl fiir eine Kurve mit 4(0) = p und 4(0) = Y (p) und berechnen analog
zu oben

Dy X(p) = Yi(p) D, X (p) + Y2(p) DE, X (p) ,
VyX(p) =Yi(p)Ve,X(p)+ Y2(p)VeX(p).

Insbesondere sind in flachen Rdumen und fiir tangentiale Vektorfelder die Richtungs-

ableitung und die kovariante Ableitungen identisch.
Wir bemerken weiterhin, dass Dy X und DxY (bzw. Vy X und VxY') im Allgemei-
nen verschiedene Vektorfelder sind. Als simples Beispiel betrachten wir

X (ug, ug, 0) = Ey(ug, ug, 0), Y (uy, ug, 0) = u Es(0, 1, 0) = (0, uyg, 0)
und berechnen
Dy X = &, X (u1, ug + tu, 0) = &|,_, (u1, 0, 0) = (0, 0, 0)
sowie

DXY = %‘t:oy(ul +t7 Ug, O) = %‘t:()(O? Uy +t7 0) = (07 17 0) '

Als weiteres Beispiel wollen wir die Einheitssphére
M =S*= {(pl, P2 p3) t pIE Py Ps = 1}
mit v(p) = p betrachten. Wir fixieren den Punkt
p=v(p) = (cos 6,0, sine) mit T,M = span{(— sinf, 0, cosf), (0, 1, O)}
mit gegebenem Breitengradwinkel 6 € (—7/2, 7/2) und betrachten die Kurve
B(t) = (cos (0 + at) cos (bt), cos (6 + at) sin (bt), sin (6 + at)) eM
mit Parametern a, b, so dass
B(0)=p B(O)za(—sin@, 0, cos@)—i—bcosQ(O, 1, 0).

Insbesondere entsprechen b = 0 # a bzw. a = 0 # b einem Rotationskreis um die xs-
Achse bzw. um die z3-Achse. Jede stetig differenzierbare Abbildung X : R? — R3 mit
Komponenten X;(x1, xa, x3) definiert in natiirlicher Weise (d.h. durch Einschrankung)
ein Vektorfeld auf M und wir wollen nun verstehen, wie sich dieses Vektorfeld entlang
der Kurve  dndert. Dazu berechnen wir

D0 X)) = X (500) = (], %1510 - )
= a(—sinf 0y, X1(p) + cos0 9y, X1, .., ...) + bcos 00y, X1, ..oy )
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wobei ‘..." fiir entsprechende Terme mit X5 oder X3 statt X steht, und durch Projektion
auf den Tangentialraum konnen entsprechende Ausdriicke fiir Vi X (8(0)) hergelei-
tet werden. Wir wollen nun spezielle Vektorfelder einsetzen. Mit X,(z1, z2, z3) = ;
erhalten wir via

Dsoyv(p) = (—asin®, +bcosf, +acosb) = Vo (®)

Formeln fiir die Ableitungen des duferen Normalenvektors im Punkt p. Fiir den Brei-
tengradvektor

Xi(x1, xg, x3) = —22, Xo(x1, xg, x3) = 27, Xs(z1, w9, 3) =0
ergibt sich

DB(O)X(I?) = (—b cosf, —asiné, 0) ,
Vi X(p) = (beos® 6 — beos O, —asinb, beos® @sinb)

und fiir den Langengradvektor
X1(£U1, T, I3) = —I173, X2($17 T2, $3) = — X213, X3(9€1, T, 933) =1- $§
erhalten wir
D)X (p) = COS@SiHG(O, b, —2a> ,
VB(O)X(p) = (Qa cos? §sin® 0, bcos @ sin ), —2a cos® fsin 9) .

Lemma 78 (Rechenregeln fiir kovariante Ableitungen und Richtungsableitungen). Es
gelten die folgenden Aussagen:

1. (Linearitét bzgl. der Richtung)

Df1Y1+f2Y2X = fl DY1X + f? DY2X7
vleH-szrX = fle1X + f2vY2X

2. (Summenregel)
Dy (X7 + X3) = Dy X; + Dy Xy,
VY(Xl + Xg) =VyX;+VyX,

3. (Produktregel)

Dy (fX)
Vy (fX)

(Dyf)X + fDyX,
(Vyf)X—i-fva

4. (Vertréglichkeit mit Skalarprodukt)

DY<X17 X2> = <DYX17 X2> + <X1, DYX2>7
VY<X17 X2> = <VYX17 X2> + <X1, VYX2>

Hierbei bezieht sich der untere Index nicht auf Komponentenfunktionen, sondern un-
terscheidet verschiedene Funktionen bzw. Vektorfelder.
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Beweis. Alle Behauptungen iiber die Richtungsableitung folgen fiir fixiertes p € M
unmittelbar aus Definition und den Rechenregeln der iiblichen Ableitung. Die Formeln
fiir die kovariante Ableitung ergeben sich dann durch Projektion auf 7, M. Wir wollen
dies fiir zwei Aussagen im Detail diskutieren.

Behauptung 1. Sind 7, und 7, zwei Kurven mit 7;(0) = p und 4;(0) = Y;(p) und
a : U — M eine lokale und invertierbare Parametrisierung von M um p = a(u), so
betrachten wir die entsprechenden Kurven ¢; in U mit

5i(t) == a7 (%(t)),

so dass

() =a(@(1),  4(0) = Dal.é;(0).

Wir betrachten weiterhin die Kurven
2
= Z fi(p)di(t), V() = 0‘(5(75))
i=1
und berechnen

7(0) = Dary 8( Zfz ) Da,d;(0 Zfz

Oder anders gesagt: Ausgehend von v, und 7, kénnen wir eine konkrete Kurve v an-
geben, so dass

7(0) = [1(P)F1(0) + f2(p)32(0) = fi(p)Yi(p) + f2(p)Ya(p) -

Damit ergibt sich

D, vi o) +fatova0) X () = |, X (7(£)) = DX[,%(0)
= fi(p) DX|,71(0) + f2(p) DX|,72(0)
= fi(p) DY1(p)X(p) + fa(p) DYQ(p)X<p) ;

aufgrund der Linearitét von DX],.
Behauptung 3. Mit ~(0) = p und 4(0) = Y (p) erhalten wir

Dy (F)X (D) = &, (FGO)X (7))
= (4] OE)) X (40) + F(3(0) (4] X (1))
= (Dyf @) X(w) + ) ( Dyin X (9))
Die anderen Aussagen kénnen analog bewiesen werden. O
Definition 79 (Lie-Klammer®?). Fiir zwei tangentiale Vektorfelder wird
(X, Y](p) == VxY(p) — VyX(p) = DxY(p) — Dy X(p)

als die Lie-Klammer von X und Y bezeichnet, wobei das zweite Gleichheitszeichen
wegen (2.32) und der Symmetrie des Weingartenoperators (Lemma 54) gilt.

33Marius Sophus Lie (1842-1899), norwegischer Mathematiker.
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Ist eine lokale und (injektive) Parametrisierung o : U — M von M gegeben, so
existieren lokal um jeden Punkt p = «o(u) die lokalen Vektorfelder

A”L(p) = auia(a_l(p)) ) (233>

die zumindest auf der Teilfliche a(U) C M wohldefiniert und nach Generalannahme
in diesem Abschnitt mindestens zweimal stetig differenzierbar sind. Insbesondere gilt
mit (2.32) die Formel

Day, A (p) = Vot Ay (p) + I ( Ay, (p), A (0) v(p). (2.34)
und aus Definition 76 ergibt sich
Di, Ap(p) = &, _ou,(u + 1e;) = By, By, 0w) (2.35)

wobei e; und e, die kartesischen Einheitsvektoren im R? bezeichnen, und der Satz von
Schwarz liefert

[A;,, A;,] =0. (2.36)
Analog berechnen wir
Da,, Da,, Ax(p) = Ouj, Ouy, Ou,(u) = Day, Da; Ar(p) (2.37)
sowie
Dy, Day, f(p) = Oy, Ou,, (f © 04)(“) = Da,, Da, f(p) (2.38)

fiir jede zweimal stetig differenzierbare Funktion f : M — R.

Lemma 80 (Hilfsresultat iiber Richtungsableitungen). Es gilt
DxDyZ — Dy DxZ —Dix,y1Z =0
fuir beliebige tangentiale Vektorfelder X, Y, Z.

Beweis. Nach Wahl einer Parametrisierung gelten lokal die Formeln

= Z &Gi(p)Ai(p),  Y(p) = Z ni(PA;i(p),  Z(p) =Y G(p)Ar(p)

fiir geeignete Koeffizienten-Funktionen &;,7; : a(U) — R und mit Lemma 78 berechnen
wir

T;j = DAi DAjZ— DA]. DAZZ

D, D, (GeAx) = Dat, D, (Gee) )

|
ij

2
=D (D4, ) A + G D Ak - ZDA( (D) As + G Da,Ay)
2

2
= (DA, DA G —Da; DaG) Ak + Y Ge(Da, Dy Ax — D, Da, Ay

=1 k=1
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wobei alle Terme mit Produkten erster Ableitungen sich gegenseitig aufgehoben haben
und die Terme mit zweiten Ableitungen wegen (2.37) und (2.38) verschwinden. Ins-
besondere gilt die Behauptung fiir alle Z im Spezialfall X = A; und ¥ = A, wegen
(2.36). Im allgemeinen Fall berechnen wir

2

2 2 2
(X, Y] = Z & Da, < 77jAj> - Z 1; Da, (Z fiAz)
i=1 1 J=1 =1

j=

N

2

=33 (60am)A; - (D48 A)

i=1 j=1

wobei wir Lemma 78 und Formel (2.36) benutzt haben. Desweiteren gilt

2 2 2 2
DxDyZ —DyDxZ =) &Dy, (Z n; DAjZ> —) n;Dy, (Z & DAiZ)
i=1 j=1 j=1 i=1

2 2
=>.D. (&(DAmj) DA, Z —1;(Da,&) DAZ'Z>
i=1 j=1

= D[X,Y]Z>

wobei wir wieder (2.37) und Lemma 78 verwendet haben. O

2.3.2 Gleichungen von Gaufs und Codazzi-Mainardi

Satz 81 (Gleichungen von Gauf und Codazzi-Mainardi3*). Fiir beliebige tangentiale
(und stetig differenzierbare) Vektorfelder X, Y, und Z gilt

VxVyvZ —-VyVxZ— V[Xy]Z =1(Y, Z)LX — I(X, Z)LY (2.39)
sowie
Vx(LY)—Vy (LX) — L[X, Y} =0, (2.40)

wobei L und II den Weingarten-Operator und die zweite Fundamentalform der orien-
tierten Fliche M bezeichnen.

Beweis. Mit Lemma 78 und unter Verwendung der Formel (2.32) berechnen wir

VxVyZ =Vx(DyZ — (LY, Z)v)
=Dx(DyZ — (LY, Z)v) — (LX, DyZ — (LY, Z)v)v
=DxDyZ — (Dx(LY),Z)v — (LY ,DxZ)v — (LY, Z)Dxv — (LX ,Dy Z)v
=DxDyZ+ (LY, Z)LX — ((Dx(LY),Z) + (LY, DxZ) + (LX, Dy Z))v,

wobei wir auch (2.31) sowie (LX, v) = 0 benutzt haben, und Lemma 80 liefert

VxVyZ —VyVxZ = D[X,Y}Z —+ <LY'7 Z>LX _ <L}(7 Z>LY
(— (Dx(LY), Z) + (Dy(LX), Z))v.

34Delfino Codazzi (1824-1873) und Gaspare Mainardi (1800-1879), italienische Mathematiker.
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Auferdem impliziert (2.32) die Formel
D[ny]Z = V[X’y]Z—F <L[X, Y], Z>V

und Einsetzen in die rechte Seite der vorangegangenen Gleichung liefert beide Behaup-
tungen als Gleichheit der tangentialen bzw. normalen Anteile, wobei wir aufterdem die
Definition von II verwendet haben. O

Die rechte Seite in der Gauk-Gleichung (2.39) wird auch als R(X, Y')Z geschrieben
und als Riemannscher Kriimmungstensor bezeichnet. Er ist eindeutig durch kovariante
Ableitungen bestimmt und gehort daher, wie wir unten sehen werden, zur inneren
Geometrie einer Fléche.

Folgerung 82 (Theorema Egregium?®, Variante 1). Seien X;, X, zwei tangentiale
Vektorfelder auf M, die via

I(Xq, Xq) =1(Xy, Xo) =1, I(X1, X5)=0
orthonormal bzgl. der ersten Fundamentalform sind. Dann gilt
(R(X1, X2) Xy, X1) = (LXy, X1)(LXy, Xa) — (LX1, X5)(LXs, X1) = K,

d.h. die Gauf-Krimmung K kann mittels kovarianter Ableitungen von tangentialen
Vektorfeldern berechnet werden.

Beweis. Jedes tangentiale Vektorfeld Y kann als
YV =Y, X1)X; + (Y, X5)X>

geschrieben werden, und mit

((LY, X1>> s <<Y, X1>> Lo (<LX1, X1) (LXa, X1>> |

(LY, X,) (Y, Xs) (LX1, Xa) {(LX3, X)

schliefen wir, dass Lx, x, gerade die Matrixdarstellung des Weingartenoperators ist,
d.h. es gilt K = det Lx, x,. Andererseits liefert die Gauf-Gleichung (2.39) (mit X = X;
und Y = Z = Xj) die Formel

R(X1, Xo)Xo = II(Xs, Xo)LX7 — (X, X2)LX,
= (LX5, Xo)L X1 — (LX1, Xo)LX>,
und die Behauptung folgt nach skalarer Multiplikation mit Xj. O

Als Vorbereitung auf die nachfolgenden Betrachtungen fithren wir noch ein sehr
wichtiges Konzept ein.

Definition 83 (Isometrie). Seien M und M zwei requlire Flichen.

1. Ewne stetig differenzierbare und bijektive Abbildung ¢ : M — M heifit Isometrie
zwischen M und M, sofern

<D¢\p017 D¢\pU1> = <U1, U2>

fiir jedes p € M und alle vi,ve € T,M gill. Ezistiert eine solche Abbildung, so
werden M und M auch (global) isometrisch genannt.

35Meint in etwa Bemerkenswerter Lehrsatz und wurde von seinem Entdecker Gauf selbst so ge-
nannt. Er impliziert, dass die Gauf-Kriimmung (im Gegensatz zur mittleren Kriimmung) zur inneren
Geometrie der Fliache gehort.
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2. Existiert fir jedes p € M ein p € M sowie eine Isometrie ¢ : N — N
fiir zwei regulire Teilflichen p € N € M und p € N C M, so sagt man,
M st lokal isometrisch zu M. Gilt dariber hinaus auch die analoge Aussage fiir
jedes p € M, so werden M und M lokal isometrisch genannt.

Bemerkung.

1. Sowohl die lokale als auch die globale Isometrie definieren eine Aquivalenzrelation
zunschen Fldchen.

2. Seien o : U — R3 und & : U — R3 zwei injektive Parametrisierungen der
Flichensticke M = o(U) und M = &(U). Dann ist ¢ := & o a genau dann eine
Isometrie, wenn

Iio=1a (2.41)
fiir alle w € U gilt (siche Ubungsaufgabe).

3. Die Abbildung ¢ : M — M st genau dann isometrisch im Sinne von Definition
83, wenn sie langenerhaltend in folgenden Sinne ist(siehe Ubungsaufgabe): Es gilt

len (5) = len (B)

fiir jede Kurve 8 : I — M und die entsprechende Kurve 3 := ¢ o 3 : 1 — M.
Dies erkldrt die Benamung Isometrie.

4. Jede Isometrie ist per Definition auch winkeltreu (da I, . ein Vielfaches von I, 4
ist) und flichenerhaltend (weil det I, , = det I, 5).

5. Der Kreiskegel und die Ebene sind lokal isometrisch (siehe Ubungsaufgabe), d.h.
sie besitzen dieselbe innere Geometrie. Analoges gilt fir den Katenoiden und den
Helikoiden, siehe Ubungsaufgabe sowie (2.24) und (2.25).

2.3.3 Christoffel-Symbole

Wir wollen nun eine andere, etwas konkretere Sicht auf den Satz von Gaufs besprechen.
Dazu bemerken wir, dass das tangentiale Vektorfeld V., Aj,(p) auf einem parametri-
sierten Flachenstiick als Linearkombination der A;(p) dargestellt werden kann. Deshalb

existieren Funktionen I'} ; : U — R — die sogenannten Christoffel-Symbole®® — so dass

Va, Z I (w)Ai(a(w) (2.42)

fiir alle v € U gilt.

Lemma 84 (Berechnung und Symmetrie der Christoffel-Symbole). Es gilt

2
D () = 5 3 0™ (0) (O, 0300 () + O, 050(0) = DucGin(w)), (243)
k=1
wobei g, j,(u) bzw. g77*(u) die Komponenten der Matriz I, o bzw. I, bezeichnet. Ins-
besondere gilt stets sz = I‘]’m

36Elwin Bruno Christoffel (1829-1900), deutscher Mathematiker.
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Beweis. Wir multiplizieren (2.42) skalar mit Ay (p) und erhalten

Zrhm glk - <VA ( ) Ak’ > = <DA ( )7 Ak(p)>,

wobei wir benutzt haben, dass die Definition der ersten Fundamentalform die Identitét
gie(u) = (Ai(p), Ai(p)) impliziert und dass sich Da, Aj(p) und V4, Aj, (p) nur um ein
Vlelfaches von I/(p) unterscheiden. Weiterhin gilt wegen (2.37) und der Produktregel
auch

2<DAJ'1 Ajz( > - 2<a 8“J2a a“ka<u>>
- a“J1< uj, & a“ka > + “Jz< “31 auka<u>>
-9, <(9 a( ), 3uj204(u)>

Ujq

= 5uj19j2k( u) + 3u329y1k(u) — OuGjij(w) ,

und wir erhalten nach Multiplikation mit ¢**(u) und Summation iiber k die Formel

QZPM ) 0" wginl) = D 9" () (Duy, Gk (0) + Ouy, G0 (0) — 0u s (w))

Andererseits gilt3”

2

Ik A g 1 firi=1
und die Behauptung folgt mit [ statt i. O]

Insbesondere sind kovariante Ableitungen — und alle sich hieraus ergebenden Gro-
Ken — bereits eindeutig durch die erste Fundamentalform bzw. durch ihre punktweisen
Koeffizienten und deren Ableitungen bestimmt. Man sagt daher auch, dass kovariante
Ableitungen zur inneren Geometrie3® der Fliche gehéren, da die erste Fundamental-
form im Prinzip aus lokalen Messungen von Langen und Winkel innerhalb der Flache
bestimmt werden kann.

Lemma 85 (Formeln von Gauf und Codazzi-Mainardi in Koordinaten). Die Gleichun-
gen aus Satz 81 konnen lokal als

2 2
0 T — 0y, T + Z Tl =Tl = (hijhim — hrihjm)g™ (2.45)
= m=1
und
2
Duihig — O + Y (h,m-r;g; - hmjr;g;) —0 (2.46)
m=1

geschrieben werden, wobei die Funktionen h;,;, : U — R die Komponenten der Matriz
II,, o bezeichnen.

375{“ ist das sogenannte Kronecker-Delta

38 Geometrie heift ja wortlich Erdvermessung.
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Beweis. Hilfsresultat: Wir zeigen zunéchst, dass

2

> (X (D), An(p))g™ (u)An(p) (2.47)

=1 n=

X(p) =

—_

mit p = a(u) fiir jedes tangentiale Vektorfeld gilt. Dazu betrachten wir das Skalarpro-
dukt der rechten Seite mit Aj(p) und rechnen

(rechte Seite, Ay(p)) = Z Z (X(p), An(P))g™ (w){(An(p), Ac(p))

2

= (X(), An(0)) D ™" (1) gnn(w)

=D (X(), A4n(p))3,
= (X(p), Ak(p)> = <1inke Seite, Ak(p)>7

wobei k € {1,2} beliebig gewihlt werden kann. Da A;(p) und As(p) eine Basis in T, M
bilden, folgt die Behauptung.
Gauf-Formel: Um die Gauf-Gleichung (2.39) mit X = A; und Y = A4; und Z = A,

im Punkt p = a(u) auszuwerten, berechnen wir

Va,Va;As(p) = Vayaw) (Z () A (O‘(“))>

E

(Vi o@Dk (u) A (c(w)) + T (0)V 4, (a(u) Am ((u))

= (0T (W) A (a(w)) + 3 T (u) Y T8, (u) An(o(u))

2

(Ou T () + >~ T ()T, (1) An(e(w)

1 m=1

Il
M~

3
Il

wobei wir die Rechenregeln aus Lemma 78 sowie (2.42) benutzt haben. Analoge Formeln
mit vertauschten Indizes gelten fiir V4,V 4, Ax(p) und (2.36) garantiert V4, a,)Ax(p) =
0. Auferdem gilt

II,(Aj(p), Ax(p)) = hji(u) (2.48)

und das Hilfsresultat Formel (2.47) impliziert

Die lokale Gauf-Formel (2.45) folgt nun unmittelbar aus der globalen Variante (2.39)
durch Einsetzen der bisher abgeleiteten Teilformeln nach Koeffizientenvergleich bzgl.
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der A, und unter Beriicksichtigung von (2.36) sowie Symmetrieeigenschaften von I'
und II (d.h. von I'}; = I'%; und hy; = hy;) .
Codazzi-Formel:: Mit Lemma 78 ergibt sich

<VAijAi<p), Ak(p)> = VA <L A An> - < D z( ) VA Ak>

2 2

ZZZ@W (u) A, Th A

n=1m=1 [=1
2 2

Z Z Z R (u Fék( )G ()

n=1m=1 [=1
2

3 i)

m=1 [=1

Z i () 5 (1)
und (2.46) folgt wieder aus dem globalen Analogon (2.40) durch Einsetzen und Koeff-
zientenvergleich. [

Lemma 86 (Lokale Ableitungsgleichungen). Mit den obigen Notationen gilt

Ouy, Oy, (u) = hjyj, (u +Zrm ). (1) (2.49)

sowe
O, V(U Z Z hij, (0) 772 (1) Dy () (2.50)
Ji=1j2=1
wobei v, =voa: U — R3 die Flichennormale beschreibt.

Beweis. Die erste Gleichung ist nur eine Umformulierung von (2.34), die durch Einset-
zen von (2.33), (2.35), (2.42) sowie unter Ausnutzung von

7 (D) = (LpA;, (D), Aija(p)) = hjyjo(u)

folgt. Fiir die Herleitung der zweite Gleichung bemerken wir, dass

v(p) = va(u), II,(Aj (p), A

Ouvalu) = Da(p) =Y ) (Daw(p), Aj(p))g" 72 (u) A (p) - (2.51)

Ji= ja2=1
eine Konsequenz das Hilfsresultats (2.47) ist, und dass
<DAiV(p)7 Ajl (p>> = _<LPAi(p)7 Ajl(p)> - _IIP(Ai(p)v Aj1 (p)) = hijl(u)
wegen (2.31) und (2.33) gilt. O

Wir wollen erwahnen, dass die Formeln aus Lemma 85 direkt aus Lemma 86 via

O, Ou; Oy (1) = Oy, Oy, Oy (1)
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und einfachen Rechnungen abgeleitet werden kénnen, wobei (2.45) bzw. (2.46) gerade
die Gleicheit der tangentialen bzw. normalen Anteile beschreiben. Insbesondere kénnen
die Gauk-Gleichung und die Codazzi-Mainardi-Gleichung als lokale Integrabilitditsbedin-
gungen interpretiert werden, die sich aus der Darstellung (2.49) ergeben. Wir werden
unten beim Satz von Bonnet auf diesen Aspekt zuriickkommen. Die Integrabilitatsbe-
dingung zu (2.50), also

Ou;Ou; Vo (1) = Oy 0y, Vo (1)

liefert keine neuen Bedingungen, sondern fiithrt wieder auf (2.46).

2.3.4 Die Satze von Gaufs und Bonnet

Die zweite Fundamentalform ist zunéchst keine Grofse der inneren Geometrie, da sie
beschreibt, wie die Flache sich im umgebenden Raum kriimmt, d.h. wie sich der Nor-
malenvektor entlang der Fliche dndert. Die bemerkenswerte Erkenntnis von Gaufs war
nun, dass man die Gaufskriimmung — also das Produkt der Hauptkriimmungen — schon
aus lokalen Messungen innerhalb der Flache und ohne Bezugnahme auf den Norma-
lenvektor bestimmen kann. Die mittlere Kriimmung ist jedoch nicht Teil der inneren
Geometrie. Insbesondere kann ein gedachtes Lebewesen auf einem Kreiszylinder durch
lokale Messungen niemals den Zylinderradius bestimmen, sondern alle lokalen Messun-
gen werden auf einen flachen Raum hindeuten.’

Theorem 87 (Theorem von Gauk bzw. Theorema Egregium, Variante 2). Ist ¢ :
M — M eine Isometrie, so gilt K(p) = K(p) mit p = ¢(p), wobei K und K die
Gaufs-Krimmungen von M und M sind.

Beweis. Wir rechnen mit lokalen und injektiven Parametrisierungen o : U — M bzw.
& =d¢oa:U — M und bezeichnen die lokalen Koeffizienten der ersten und zweiten
Fundamentalformen mit g;; und h;; bzw. g;; und Bl] Nach Voraussetzung und wegen
des lokalen Isometriekriteriums (2.41) gilt dann

9ij (u) = §”(u) ) gij(u) = f]”(’d> ) aukgij(u) = aukgij (u)

fiir alle 4,7,k € {1,2} und alle u € U, aber im Allgemeinen miissen wir mit h;;(u) #
h;j(u) rechnen. Aus Lemma 84 folgt

k(\ _ Tk
[ (u) = I (u)
fiir die Christoffelsymbole und Lemma 85 garantiert

2 2
Z hk] im hkz ]m Z (hkj ;Lkl];/jm> gmn
m=1

m=1

fir alle Indizes i, j, k,n € {1,2} und insbesondere

2 2
> (rasham = hishin)g™ = 3 (Basham = Pashin ) 5™
m=1

m=1

39Durch globale Argumente kann eine Flichenwesen mehr Informationen bekommen. Zum Beispiel
kann es auf dem Zylinder passieren, dass man immer ‘geradeaus geht’ (d.h. entlang einer Geodéte
wandert, siche unten) und am Ende letztlich wieder am Startpunkt ankommt. Aus dieser Beobachtung
kann das Lebewesen nun schlieffen, dass es nicht im flachen Raum lebt.
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Multiplikation mit g9, = g2, und anschliefende Summation iiber n liefert schliefilich
det IT,, o = hi1hos — highia = hi1hoy — highyy = det I, 4
wegen (2.44) und die Behauptung folgt via det I, , = det 1,, 5. O

Lemma 88 (Eindeutigkeit der Fundamentalformen von Flichenstiicken). Ist U C R?
offen und zusammenhingend und sind o : U C R3 sowie & : U — R3 zwei gleich
orientierte Flichenstiicke*® mit

gij(u) = gij(u), hij(w) = hij(u)

fiir alle i,5 € {1,2} und alle w € U, so ezistiert eine orientierungserhaltende und
orthonormale Transformation R € SO(3) sowie eine Verschiebung V : R® — R3, so
dass & =V oRoa.

Beweis. Wir wollen die Behauptung mit V = id im Spezialfall «(0) = &(0) = 0 bewei-
sen; der allgemeine Fall kann dann durch Einfiihrung einer Verschiebung V behandelt
werden. Fiir jedes u € U existiert ein R(u) € SO(3) mit

R(u)0y,a(u) = 0y, a(u), R(u)y,a(u) = Oy,a(u), R(u)rv(u) =R(u)v(u), (2.52)

wobei wir hier v statt v, bzw. U statt vs schreiben, um die Normalenvektoren zu
bezeichnen. Wir wollen nun zeigen, dass die Abbildung R : U — SO(3) konstant ist
und bemerken zunéchst, dass R zweimal stetig differenzierbar ist (weil @ und & nach
Generalannahme in diesem Abschnitt dreimal stetig differenzierbar sind).

Nach Voraussetzung und Konstruktion sowie der Formeln aus Lemma 86 gilt zum
einen

0u; 0,0 (u) = R(u) Oy, 0y, ax(ur) Oy, V(1) = R(u) Oy, v(u) .

Andererseits liefert die komponentenweise Anwendung der Produktregel auf die Terme
in (2.52)

Ou Dy 1) = By, (R()Dr, (1) ) = R(w)Du,Duyx(1r) + (04 R(w)Dyyx(1)
aui’;(u) = R(u)@uzy(u) + (aqu(u))V(O‘)
und wir schlieffen, dass
(0, R(W)Da(u) =0, (0, RW)dalu) =0, (8, R(u))v(a) =0.

fur alle ¢ € {1,2} und alle u € U. Da aber 0,,a(u), Oy,c(u) und v(u) fur jedes u eine
Basis des R? darstellt, folgt

Oy, R(u) =0.

Insbesondere verschwinden alle partiellen Ableitungen von R : U — Mat(3x3), so dass
R nach einen bekannten Resultat aus Analysis [+I1I in der Tat konstant ist (Wére U

40Gleiche Orientierung meint, dass v bzw. 7 mit der gleichen Vorzeichenwahl in (2.10) von 9,7
bzw. 0,7 abhéngen.
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nicht zusammenhéngend, so wiare R nur auf jeder Zusammenhangskomponente von U
konstant.)
Schliefslich folgt aus

O, (@ —R-a)(u) =0,

dass @ — R -« : U — R? konstant ist, und unsere Normierung impliziert, dass dieser
konstante Vektor sogar verschwindet. O]

Theorem 89 (Theorem von Bonnet). Sei U offen und zusammenhdngend und seien
Gij hij - U — R mit i,j € {1,2} gegebene Funktionen mit g12 = go1 und his = hoy,
so dass die Gleichungen aus Lemma 85 erfiillt sind, wobei die Funktionen g™ Tk
U — R fir m,n, k € {1,2} wie in Lemma 84 mit Hilfe der g;; berechnet seien. Dann
existiert fiir jede Wahl von u, € U und p, € R® und jede Wahl von T 1y Ta,2, Vs 1N R3
mat

<7—*,i7 T*,j> = gij(u*>7 <7—*,i, I/*> = 07 <V*7 V*> =1
ein parametrisiertes Flichenstiick oo : U — R? mit
a(uy) = ps, Oy () = Tu Oy 0(Uy) = Tu 2, Vo (us) = vy,

so dass die g;; und h;; gerade die Komponenten der ersten und zweiten Fundamental-
form sind.

Beweis. O.B.d.A. gelte u, =0, p, =0, e,; = e;, denn der allgemeine Fall kann dann
durch Superposition mit euklidischen Bewegungen auf diesen zuriickgefiihrt werden.
Wir wollen auferdem annehmen, dass U ein Rechteck der Bauart

U= (_>\17 +)\1) X (_>\27 )\2>

ist, da dies einige Argumente vereinfachen wird. Der allgemeine Fall kann aber mit
etwas mehr Aufwand analog gefiihrt werden. Desweiteren schreiben wir 71 bzw. 7
statt Oy, a(u) bzw. Oy,a(u) und v statt v,.

Konstruktion der Vektorfelder 7; und v: Der halbe Gleichungssatz aus Lemma 86
kann als

2
Ouy T (U1, ug) — hyj(ur, ug)v(ug, ug) — ZF’fj(ul, ug) T (U1, ug) =0 (2.53)
k=1
und
2 2
Ou, v (U1, ug) + Z Z hag (w1, u2)g"™ (uy, ug) Ty (ur, ug) = 0 (2.54)
k=1 m=1

geschrieben werden und fiir jedes feste uy € (—Ag, A2) als gewdhnliche Differentialglei-
chung fiir die unbekannten Funktionen

Tl(', Ug), 7'2(', UQ), V(', UQ) : (-)\1, +)\1> — Rg

angesehen werden. Dabei sind diese Differentialgleichungen linear in den gesuch-
ten Funktionen, aber besitzen nicht-konstante Koeffizienten, die gerade durch die
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915, hij, F’fj, ¢’* gegeben sind. Analog liefert der andere halbe Gleichungssatz aus Lem-
ma 86 mit

2
Ou, Tj (U1, Ug) — hoj(ur, ug)v(uy, ug) — ngj(ul, ug) T (ug, ug) =0 (2.55)
k=1
und
2 2
Ou, v (U1, u2) + Z Z hog (w1, u2)g"™ (uy, ug) Ty (w1, ug) = 0 (2.56)
k=1 m=1

fir jedes feste u; € (—Aq, +A1) ein System linearer Differentialgleichungen fiir die
Funktionen

Tl(uh ')7 7_2(u17 ')a V(ula ) : (_/\17 +)\1) - RS'
Wir benutzen die Anfangsbedingung
’7'1(0, O) = Tx,1; 7'2(0, 0) = Tk, V(O, O) = Uy

sowie das erste System von Differentialgleichungen (2.53)+(2.54) mit uy = 0 um 7y, 7
und v auf der Strecke

(—)\1, +)\1) X {O} (257)

zu bestimmen, wobei wir benutzen, dass die Losung zum Anfangswertproblem einer
linearer Differentialgleichung mit stetigen Koeffizienten eindeutig ist und immer global,
d.h. hier auf dem Intervall (—A;, +X;), existiert. Anschliefend 16sen wir das zweite
System von Differentialgleichungen (2.55)+(2.56) fiir jedes feste u; € (—Ay, +A;) auf
dem Intervall (—\g, +X2), wobei wir die Anfangsdaten fiir us = 0 ja bereits berechnet
haben.

Eigenschaften der Vektorfelder T; und v: Wir haben nun 7y, 7o und v auf ganz U

mit Werten in R? konstruiert, wobei das zweite System von Differentialgleichungen
(2.55)+(2.56) in jedem Punkt u € U erfiillt ist, aber das erste zunédchst nur auf der
Strecke (2.57) gilt. Die wesentliche Beobachtung ist nun, dass die Gaufs-Gleichung und
die Codazzi-Gleichung aus Lemma 85 die Giiltigkeit

O, (linke Seite in (2.53)) =0, s, (linke Seite in (2.54)) = 0

garantieren (siehe dazu auch die Bemerkung nach Lemma 86). Diese Integrabilitits-
bedingung impliziert nun, dass (2.53) und (2.54) wirklich auf ganz U erfiillt sind.

Als néchstes wollen wir {iberpriifen, ob die von uns konstruierten Vektorfelder
71,72, : U — R3 wirklich die Gleichungen

(ri(u), 7j(w)) = gi(u),  (m(w), v(w) =0,  (v(u), v(u)) =1 (2.58)

fir alle Indizes 7,5 € {1,2} und alle u € U erfiillen, und bemerken zunéchst, dass diese
aufgrund der Anfangsbedingung fiir u; = us = 0 gelten. Desweiteren garantieren die
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Differentialgleichungen (2.53)—(2.56) die Giiltigkeit von

2 2

Ou (v(w), v(w)) = =2 " Mg (u) g™ () {7 (1), v(u)) (2.59)

m=1 n=1

Bu, (7i(w), v(w)) = hga(u)(v(w), v(w)) + > Ti(w)(7m(w), v(u))

221 g Rt (u){mi(u), Tn(u)) (2.60)

8uk<7',-(u), > = u)<7'] u), v(u >—|— hjk(u)<7'i(u), V(u)>

+ > TR {(ri(u), m(w)) + Y Th(w){7i(u), T(u)), (2.61)

m=1

das heilst die 6 nun bereits bekannten Funktionen

(r1, 1), (11, ), (T2, T2), (7, V), {m2, v), {v,v): U =R

erfilllen neben speziellen Anfangsbedingungen im Ursprung auch lineare gewohnliche
Differentialgleichungen in wu;- und in uo-Richtung. Wir wollen nun zeigen, dass diese
Differentialgleichungen sowie die Anfangsbedingungen auch durch die Funktionen

911, 912, 922, 07 07 1

erfiillt werden, denn dann folgt aus der Eindeutigkeit von Losungen zu Anfangswert-
problemen die Giiltigkeit von (2.58) fiir alle u € U. Die Giiltigkeit der entsprechenden
Anfangsbedingung folgt unmittelbar und ersetzen wir in (2.59) die Ausdriicke

(ri(w), 7j(u)) ~ gy(w),  (mi(u), v(w) ~ 0, (v(u), v(w) ~ 1,

so erhalten wir mit d,,1 = 0 in der Tat eine wahre Aussage. Dieselbe Ersetzung in
(2.60) erzeugt 0,,0 = 0, sofern wir (2.44) berticksichtigen. Die Ersetzung in (2.61)
liefert hingegen zunéchst

2

Ougii(1) = D (i) gins (1) + T (1) gna(w) ) (2.62)

m=1

aber diese Formel folgt direkt aus der Definition der Christoffel-Symbole. In der Tat,
(2.43) impliziert

2

2 Z F gmj Z gm] Z gmn ukgm( ) + 8uigk‘n (U) - aungki(u))

= ukgz‘j( )+8ui9kj( ) — Ou; gri(u)

und mit direkten Rechnungen erhalten wir (2.62). Insgesamt haben wir damit (2.58)
fiir jedes u € U gezeigt.

Konstruktion von o: Um o aus den nun bekannten Vektorfeldern 73 und 7 zu be-
rechnen, betrachten wir

Oy (uq, ug) = 11 (U1, uz), Ouyt(uq, ug) = To(uq, usg) (2.63)
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als degenerierte Differentialgleichungen mit Anfangsbedingung «(0) = 0. Wir 16sen nun
wieder die erste Differentialgleichung (2.63); mit us = 0 auf dem Intervall (=Ay, +X;)
um « auf der Menge (2.57) zu berechnen und 16sen anschliefend die zweite Differen-
tialgleichung (2.63), fiir jedes feste uy € (—A1, +A1) auf dem Intervall (—Ag, +X2) um
« auf ganz U zu berechnen, wobei die Losung der entarteten Differentialgleichungen
einfach Integration bzgl. u; bzw. us meint. Dann gilt — analog zu oben — (2.63), wieder
auf ganz U, aber (2.63); zunéchst nur auf der Strecke (2.57) . Die obige Konstruktion
— siehe (2.53) und (2.55) — kombiniert mit den Symmetriebedingungen h;;(u) = hj;(u)
und I'};(u) = T'¥(u) garantiert aber

3u172(7~617 Uz) = 3U2T1(U1, U2)7

und dies liefert — wieder analog zu oben — die Gleichung (2.63); fiir jedes u € U.

Finale Argumente: Die Gleichungen in (2.58) implizieren, dass die g;; in der Tat die
Koeffizienten der ersten Fundamentalform der soeben konstruierten parametrisierten
Fliche a : U — R3 sind und dass v wirklich ein entsprechendes Normalenvektorfeld
beschreibt. Auferdem gilt wegen (2.53) und (2.55)

<8U¢auj05<u)7 V(u)> = <aui7-j(u)7 V(’U,)> = hij<t)7

und wir schlieffen, dass die h;; wirklich die Koeffizienten der zweiten Fundamentalform
sind. 0

Als eine Anwendung von Theorem 87 wollen wir untersuchen, ob es ein Flachenstiick
a : R? — R3 gibt, so dass

[ (911(“) 912(U)) _ (1 0) 7 (hn(u) hn(“)) _ (0 0)

T \gi2(u)  gao(u) 0 1)’ w0\ hyg(u)  hag(u) 0 w) "
Wir miissen dazu die Gaufs- und die Codazzi-Gleichung auswerten und berechnen zu-
nachst

sowie alle 8 Christoffelsymbole via

2
= % Z gkn (8%9]”05( ) + aujgin@(u) - (9ung”oz(u)>

n=1

= 5 Ou, gjro(u) + &ngika(u) — 8ukgija(u)> =0.

A

Nun miissen wir fiir jede Wahl von i, j, k,n die insgesamt 16 Gaufs-Gleichungen aus
(2.45) iiberpriifen. Die linke Seite verschwindet immer und auch die rechte Seite liefert

> (g (u = Tgi(W)hjm () g™ (1) = gy (W)hin(w) = hgs(u)ljn(u) = 0

immer 0 (sowohl der erste als auch der zweite Term auf der rechten Seite sind nur
fir i = j = k = n = 2 von Null verschieden). Die 8 Codazzi-Gleichungen sind
auch immer erfiillt und wir kénnen schlieften, dass es ein entsprechendes Flachen-
stiick gibt. Wir konnten dieses Flachenstiick sogar mit Hilfe der Differentialgleichungen
(2.53)+(2.54)+(2.55)+(2.56)+(2.63) schrittweise berechnen.
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2.3.5 Paralleltransport und Geodaten

Definition 90 (Parallelitiat von Vektorfeldern). Seien M eine orientierbare Fliche und
B : 1 — M eine regulire Kurve in M. Fin stetig differenzierbares Vektorfeld X heifst
parallel entlang der Kurve 3, falls

Vi X(B(1t)) =0

fir alle t € I gqilt. Ist X parallel entlang jeder Kurve (B in M, so wird X auch
parallel auf M genannt.

Bemerkung.
1. Fiir die Parallelitit bzgl. 8 muss X nur auf der Spur von [ gegeben sein.
2. X muss hier nicht unbedingt tangential sein, obwohl viele Autoren dies fordern.
3. Jedes konstante Vektorfeld ist parallel.

Definition 91 (Geodéten). Eine requlire Kurve 5 : I — M in einer orientierbaren
Fldche mit

vB(t)B(t) =0
fir alle t € I heifit Geoddte (oder manchmal auch Geoddtische).

Ob eine gegebene Kurve geodétisch ist, hdngt letzlich nur von der ersten Funda-
mentalform ab und ist daher eine Eigenschaft der inneren Geometrie. Ist zum Beispiel
¢ : M — M eine Isometrie, so ist § genau dann Geodéte in M, wenn = ¢o 3 Geodite
in M ist.

Bemerkung.

1. Beachte, dass f3 kein Vektorfeld auf ganz M, sondern nur auf sp 3 ist. Die Rich-
tungsableitung

D,B'(t)B@) = B(t)

st aber immer wohldefiniert und durch Projektion auf den Normal- und den Tan-
gentialraum via

DB(t)B(t) = <5(t)7 v(B(t))v(B)(t) + V,B(t)B(t) (2.64)
erhalten wir die entsprechende kovariante Ableitung.

2. Fir jede Kurve B in M gilt

%W”’ B(t) = (Vs B0), B(E) (2.65)

und wir schlieffen, dass ‘ﬁ(t)| fiir jede Geoddte konstant entlang der Kurve ist.

3. Ist M = R?, so gilt V@@)B(t) = B(t) und B ist genau dann eine Geoddte, wenn [3
affin ist.
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4. Ist B eine Frenet-Kurve (und damit insbesondere nach Bogenlinge parametrisiert,
so gilt

B"(s) = ku(B(s), B'(s)) v(B(s)) + VB (s),

wobei

5, (8(5), 81(5)) = (8"(5), v(B(3))) = (B(s), Lo () = S22 0L P0)

I)(B'(s), F'(s))

gerade die Normalenkrimmung der Kurve [ ist (vgl. (2.16)) und den Teil der
Kurvenkrimmung beschreibt, der von der Krimmung der Fliche herrihrt. Man
schreibt auch oft

"inorm<5) = <ﬁ”(5)7 V(ﬁ<8))>
statt k,(B(s), B'(s)). Der tangentiale Anteil von "(s) — also Vgs3'(s) — be-

schreibt hmgegen wie sich die Kurve mnerhalb der Flache krimmt und steht

wegen (B'(s), B'(s)) =1 bzw. (B"(s), B'(s)) = 0 senkrecht auf v(B(s)) und B'(s).
Man nennt

Kgeod(s) = (Vr(s)8'(s), v(B(s)) xB'(5)) = (B"(s), v(B(5)) xB'(s))

die geoddtische Krimmung von 3. Insbesondere gilt

B"(s) = /{norm(s)y(ﬁ(s)) + Kgeod(S) V(ﬁ(s)) x ' (s) (2.66)

sowie

18" (5)° = Kporm(3) + Kacouls) (2.67)

wobei die linke Seite gerade k3(s), also das Quadrat der Kurvenkrimmung in
der Frenet-Theorie ist. Vergleiche auch die Ubungsaufgabe 6.5 zum Darbouschen
Dreibein.

Newtons Gesetz fiir ein Teilchen mit Masse m, dass sich auf einer Flidche m unter
dem Einfluss eines tangentialen Kraftfeldes F' bewegt, kann als

mvg’(t)ﬁ'(t) = F(/B(t))

geschrieben werden. Geodéten entsprechen also gerade den Bahnen derjenigen Teilchen,
die sich auf der Fldache bewegen, ohne von tangentialen Kraften beeinflusst zu werden.
Fiir solche Teilchen gilt auferdem (wir nehmen 0.B.d.A m =1 an)

B(t) = ¢t v(B(1)), (2.68)
wobei

= (B(1), v(5(%)))

die sogenannten Zwangskrifte beschreibt, die normal zur Flache wirken und das Teil-
chen auf der Fliache halten. Beachte, dass wegen

(Bt), v(B(1)) = 5(B), v(B1)) = (B(1), v(B(®)))
—0+<()Lﬁ(tﬁ()>

- 0. )
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auch
() = Mo (B(1), H(®)) (2.69)

gilt, d.h. der Betrag ((t) der Zwangskraft kann aus der zweiten Fundamentalform be-
rechnet werden kann, obwohl Geodaten letztlich — und wie wir in Lemma 92 genauer
sehen werden — nur von der ersten Fundamentalform abhingen. Ganz allgemein gilt:
jede Geodéte geniigt der vektorwertigen und autonomen Differentialgleichung, die man
durch Einsetzen von (2.69) in (2.68) erhdlt. Wie kénnen auferdem leicht nachrechnen,
dass auch die Umkehrung gilt.

Wir wollen nun exemplarisch zeigen, dass man Geodéten im Prinzip ohne Benutzung
von Koordinaten berechnen kann.

Beispiel (Geoditen auf der Sphire). Geoditen auf M = S? erfiillen

wober
C(t) = (B(t), Bt)) = L(B(t), Bt)) — (BE), B(t)) =0 — 0,
fir eine Konstante o. Wihlen wir als Anfangsbedingung
B(0)=(1,0,0),  B(0)=(0,1,0)

so erhalten wir

B(t) = (cos (ot), sin (o t), 0),

und mit analogen Rechnungen zeigt man leicht, dass jede Geoddte Teil eines Grofskreises
ist, wobei der Grofikreis gerade der Schnittkreis von M mit der durch 5(0) und 3(0)
aufgespannten Ebene ist.

Beispiel (Geodéten auf dem Kreiszylinder). Fir M = {x € R? : 22 + 22 = 1} lautet
die Geoddatengleichung

Bl(t) = C(t)ﬁl(t) ) B2(t) = C(t)ﬁ2<t) ) Bs(t) =0,

und analog zu den Rechnungen fiir die Sphire zeigen wir, dass B1(t)* + 52(t) = 0 schon
C(t) = 0 mit o € R impliziert. Wir erhalten damit

B(t) = (cos (ot + 0), sin (ot + ), £3(0) + B5(0)t)
wobet o und 0 via
B(0) = (cos (0), sin (9), 55(0)),  (0) = (—osin(6), 7 cos (6), H3(0))
aus den Anfangsdaten bestimmt werden kénnen.

Wir wollen schlieflich die Differentialgleichungen (2.68)+(2.69) in lokalen Koordi-
naten formulieren. Dies ist nicht nur fiir praktische Zwecke sinnvoll, sondern zeigt auch,
dass Geodéten zur inneren Geometrie gehoren und also auch ohne Bezugnahme auf die
zweite Fundamentalform charakterisiert werden kénnen.
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Lemma 92 (Geodéten in lokalen Koordinaten). Sei v : U — M eine Parametrisierung
von M und v : 1 — U eine requldre Kurve. Dann gilt

2 2
4> D TEG) (1) =0 (2.70)
i=1 j=1
fiir k € {1,2} und alle t € I genau dann, wenn 3 = a oy eine Geoddte in M ist.

Beweis. Mit

_ Z%(t)amoz(v(t))

gilt
Z% D00 + 303 A0 0,010
=1 j=1
und in Kombination mit (2.64),(2.65) sowie (2.50) erhalten wir

2
(6)0uea(1()) + Y

1 =1 j=

( )+ Z Z T (y(0)) (67 (t)) Oupa((1))

i=1 j=1

2

Mw

2
1

k =1

v

k=

Die Behauptung folgt nun durch Koeffizientenvergleich bzgl. der tangentialen Basis-
vektoren Oy, a(y(t)). O

Folgerung 93 (Existenz von Geodéten). Fir jedes p € M und jedes v € T),M existiert
eine Geoddte §: I — M mit 3(0) = p und $(0) = v. Diese ist auch eindeutig in dem
folgenden Sinne: Ist B : I — M eine weitere Kurve mit den gewiinschten Figenschaften,

so gilt f(t) = B(t) fir allet € IN1.

Beweis. Wir wahlen zunéchst lokale Koordinaten o : U — M um p und ergéinzen das
System gewohnlicher Differentialgleichungen (2.70) um die Anfangsbedingungen

7(0)=a'(p),  4(0) =Da v = (Dal,) v

und die lokale Existenz und Fast-Eindeutigkeit einer Kurve ~ : I — M folgt nach dem
Satz von Picard-Lindelof (beachte, dass die rechte Seite in (2.70) stetig differenzierbar
und damit auch lokal Lipschitz-stetig bzgl. v(¢) und 4(t) ist). O

Bemerkung.

1. Analog zur Theorie der gewdhnlichen Differentialgleichungen kann man fiir jedes
p € M und jedes v € T,M die Existenz und Eindeutigkeit einer maximalen
Geodite zeigen.

2. Ist B eine Geodite, so ist auch B(t) = B(ct) fir jede Konstante ¢ € R eine
Geodate.
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3. Aus der Theorie der gewdhnlichen Differentialgleichungen folgt: Fiir jeden Punkt
p € M ewistiert eine offene Menge B € T,M sowie eine offene Menge V € R?,
so dass die Abbildung

veB — B(l)eVnM

ein Diffeomorphismus ist, wobei B,, die Geoddte mit 8,,(0) = p und BP,U(O) =
bezeichnet. Die so konstruierte Abbildung wird auch die Exponentialabbildung
oder geodétischer Fluss genannt und man schreibt exp, (v) = B,(1)

Abbildung 2.13: Zwei Rotationsflichen mit je drei verschiedenfarbigen Geodéten, die als
numerischer Losungen von (2.71)+ (2.72) berechnet wurden.

Wir wollen als Beispiel die Geodéaten der Rotationsfliache
alug, ug) = (§(uq), r(uy) cos (ug), r(uy)sin (ug)), (u1, ug) € J xR

mit Meridiankurve J 3 u; +— (&(uy), r(u1)) € R? charakterisieren und berechnen
zunéchst (siehe Ubungsaufgabe)

' (u1)€" (ur) + 7' (wa)r" (uy) >

Ihi(u) = 2 R 'Y (u)=0
" (5’(%)) + (T/(ul)) (u)
Tly(u) =Ty (u) =0, [y (u) = T3 (u) = 7"(1;1;(7;1(;“)
und
Thy(u) = ——ealle) -y o,

(&) + (' (w))”

Die Geoditengleichung fiir v : I — R? aus Lemma 92 kann nun als
Hu(t) + T (v(1))31(1) + Tap (4(1)) 43 (t) = 0 (2.71)
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und

Fo(t) + 2% (7(1)) 41.(t) 2 () = 0 (2.72)

geschrieben werden. Dies ist ein nichtlineares Differentialgleichungssystem und die Lo-
sungen mit vorgegebenen Anfangsdaten konnen im Allgemeinen nicht explizit, sondern
nur numerisch berechnet werden (siehe auch Abbildung 2.13).

Wenn wir zusétzlich annehmen, dass die Meridankurve nach Bogenldnge parame-
trisiert ist, d.h.

2 2

(§/(u1)> + (T’(lﬁ)) =1 fir alle wu; € J,

so gilt
M) = 3= ((€'(w))” + (7' (w))?) = 0.

Insbesondere ist dann fiir jedes feste (u1, uy) die Kurve

V() = (w1 +1, us)
eine Losung von (2.71)+ (2. 72) die der gedrehten Meridiankurve

=a(y(t) = (§(u1 + 1), r(us +t) cos (us), r(us + t) sin (us))

entspricht, wobei 5(0) = (ul, ug). Die Kurve

V() = (w1, uz +1)

ist genau dann ein Losung der Geodétengleichung (Nachrechnen), wenn 7(u;) = 0. Ins-
gesamt schliefsen wir mit Folgerung 93, dass es im Allgemeinen noch weitere Geodéten
gibt, fiir die aber weder ~;(f) = const noch ~5(t) = const gilt.

Um die allgemeine Form einer Geodéten auf Rotationsflichen mit nach Bogenlénge
parametrisierter Meridiankurve zu bestimmen bemerken wir, dass (2.71) die sogenannte
Clairaut-Relation*!

r’ (’Yl (t))’);Z(t) = const = ¢,

impliziert. Kombinieren wir dies mit

1= (B(t), B1) = ((€(n(®))" + (/(n®))*)32®) + (r((8)) 55 (0)

erhalten wir

(zgf«a%@»%wﬂm@»ﬁ:ﬁ9¥30%mm—8)

Insbesondere gilt

duy r(ul)\/ r2(1;1) — 2 2
duz e (€ (w))” + ((wm)

entlang einer jeden Geodéten fiir eine gewisse Konstante ¢, und dies kann auch als

e [ L JEOI T

Uy

formuliert werden. Allerdings kann dieses Integral in den meisten Féllen nicht explizit
berechnet werden.

41 Alexis-Claude Clairaut (1713 —1765), franzosischer Mathematiker.
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Satz 94 (Geodéten und Minimierer der Lange). Seien p und q zwei verschiedene Punk-
te in M und sei B, eine kiirzeste Verbindung von p und q in M, d.h. eine Kurve aus
der Menge

Cpq = {regulc'ire Kurve B : [a, b = M mit f(a) = p und 5(b) = q}

mit len (5,) <len () fir alle B € C,, Dann ist B eine Geodite.

Beweis. O.b.D.A kénnen wir annehmen, dass 5, nach Bogenldnge und auf dem Intervall
[0, L] parametrisiert ist.

Herleitung der Optimalitatsbedingung: Wir betrachten nun zunéchst eine stetig dif-
ferenzierbare Familie von Kurven aus C, das heift eine Abbildung 8 : [—¢, €] x [0, L] —
M mit den folgenden Eigenschaften:

1. die Ableitungen
0-8, 0P, 0:0,8 =005
existieren als stetige Funktionen auf [—¢, €| x [0, L],
2. fiir jedes feste 7 € (—¢, ¢) gehort die Kurve 8, mit §.(t) = 5(7, t) zu C, 4,
3. es gilt 5(0, t) = S, (t) fur alle t € [0, {].
Dann gilt

L

%!Tzolen (8,) = d%'mo / (@80, a8, b)) at

dt

_ / (0,0,8(0, 1), D,8(0, 1)) dt |

wobei wir {(‘)tﬁ (0, t)| = 1 benutzt haben. Nach partieller Integration bzgl. ¢ und weil
87'5(7—7 0) =0= 87'5<7_7 L)

wegen 3. € C,, gilt, erhalten wir

L

%’TO len (/87'> - = / <87—6(07 t), 6152/3(0, t)> dt = — / <a’rﬁ(07 t)? vﬁ*(t)ﬂ*(t)> de

0
wobei wir auferdem 0,3(0, t) € T,M benutzt haben. Andererseits gilt

d
E‘Tz() len(5,) =0

nach Voraussetzung an (.. Wir wollen nun mit Hilfe dieser Darstellung zeigen, dass
V. P(t) = 0 fiir alle ¢ € [0, L] gilt.
Auswertung der Optimalititsbedingung: ... O]
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Wir bemerken, dass die Umkehrung von Satz 94 im Allgemeinen falsch ist. Das
Standardgegenbeispiel sind zwei nicht-antipodale Punkte p und ¢ auf einer Sphére,
fiir die es immer einen eindeutigen Grofskreis gibt, der durch beide Punkte verlauft
und durch die Punkte in zwei Segmente wie im Satz 94 zerteilt wird. Jedes dieser
Grofskreissegmente ist eine Geodéte, aber nur ein Segment ist der Minimierer der Lénge
im Sinne von Satz 94.

Wir bemerken aufserdem, dass ein Minimierer (3, nicht immer existieren muss.

Lemma 95 (Paralleltransport entlang von Kurven). Seien 8 : I — M eine reguldre
Kurve und t, € I sowie v, € T, M gegeben. Dann existiert ein eindeutiges tangen-
tiales Vektorfeld V entlang von (3, so dass

ViV (8(t) =0
fiir alle t € I sowie V(B(t.)) = v,.

Beweis. Wir nehmen 0.B.d.A. an, dass  nach Bogenldnge parametrisiert ist, und kon-
struieren das Vektorfeld entlang der Kurve durch den Darboux-Ansatz

V(B(s)) = f(s)B8'(s) + g(s) v(B(s)) xB'(s) ,
mit noch zu bestimmenden Koeffizienten-Funktionen f,g : I — R. Die Kettenregel
impliziert
Dy o)V (B(s)) = %V(ﬁ(s)) (2.73)
= ['(s)B'(s) + ¢'(s) v(B(5)) xB'(s) + f(s)a(s) + g(s)p(s),

wobel

a(s)=p"(s),  p(s):=—(LewB'(s))xB'(s) +v(B(s)) x"(s)

bekannte Vektorfelder entlang der Kurve /3 sind. Insbesondere verschwindet der tan-
gentiale Anteil von Dy (5 V (5(s)) genau dann, wenn sowohl

f'(s) + f(s)<a(s), ﬁ’(s)> + g(s)<p(s), ﬂ/(s)> =0

als auch

g'(s) + f(s)(o(s), v(B(s)) x'(s)) + g(s)(p(s), v(B(s)) x f'(s)) = 0

gilt, wobei wir bei der Herleitung dieser Gleichungen das Skalarprodukt der rechten
Seite in (2.73) mit 3'(s) bzw. mit v (B xs) x §'(s) ausgewertet haben. Dies sind zwei
gekoppelte lineare Differentialgleichungen fiir f und g, wobei die Anfangsdaten f(¢.)
und g¢(¢,) eindeutig aus v, berechnet werden kénnen. Insbesondere existiert nach dem
Satz von Picard-Lindeldf eine eindeutige maximale Losung des Anfangswertproblems.
Weil auferdem die Gleichungen linear in f und ¢ sind, existiert die maximale Losung
auch auf ganz I. O]

Lemma 96. Seien V und W zwet tangentiale Vektorfelder, die parallel entlang einer
Kurve B : I — M sind. Dann gilt

(V(B(®), W(B(®))) = (V(B(t)), W(B(t.)))

fur alle t,t, € I.
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Beweis. Wir berechnen

SVB0), WE0)) = (D3 V(D). WED)) +(V(B(0), Dy W (5(1))

und die Tangentialitdt von V' und W impliziert

%(V(ﬁ(t)), W(B(1)) = (Ve V(B(1), W(B()) + (V(B(1), Vi W(B(1))) -
Die Behauptung folgt nun unmittelbar. 0
Bemerkung.

1. Entlang einer Geodiite ist das Darbouzsche tangentiale Zweibein
By, v(B(1)xp(t)

immer parallel und der Paralleltransport ist simpel: Ist V irgendein paralleles und
tangentiales Vektorfeld entlang der gegebenen Geoddte, so sind die Koeffizienten
der Basis-Entwicklung bzgl. des Darbouz-Beines konstant und umgekehrt.

2. Ist M eine Teilmenge des R?, so gilt V (B(t)) = v..

3. Analog zum Beweis von Lemma 92 und Lemma 95 kann man zeigen, dass
Paralleltransport ein Konzept der inneren Geometrie ist. Insbesondere kann man
mittels des Ansatzes

B=aocy  V(B(t) = vi(t)0u,a(Y(t) + va(t)Duya((1))

Differentialgleichungen fiir vi und vy herleiten, in denen die Ableitungen von -y
sowie die Christoffel-Symbole ldngs von v auftauchen (Ubungsaufgabe).

4. Ist ¢ : M — M eine Isometrie, so ist V' genau dann parallel zu 3, wenn V=
Do oV parallel zu = ¢ o 3 ist.

5. Sind die Flichen M und M tangtial an die Kurve 3, d.h. gilt TenyM = Tﬁ(t)M fuir
allet € I, so ist der Paralleltransport entlang von 3 bzgl M der Paralleltransport
entlang von 3 bzgl. M. Anwendung: Kegel und Sphdre

2.3.6 Satz von Gaul-Bonnet

Theorem 97 (Satz von Gauf-Bonet, lokale Variante). Sei a : U — M ein injektives
parametrisiertes Flichenstick und Q C U eine offene Menge sowie v : [a, b] — U eine
Kurve mit den folgenden Figenschaften:

1. 7 st stetig und einfach geschlossen.
2. es gilt Q C U und spy = 09, wobei Q auf der linken Seite von sp~y liegt,
3. es gibt eine Zerlequng

lh=a<t;<ty<..<ty=0"0,

50 dass Y, 1,1, €ine zweimal stetig differenzierbar Kurve in U ist,
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4. an jeder Stelle t,, existieren die linksseitigen und rechtsseitigen Grenzwerte von
von (ty,).

Dann gilt

M
/KdA+//£geodds+Zai:27r
m=1

a(©) B

fiir B =« oy, wobei
O = <I<B(tm +0), Bty — 0)) e (—m, +n)

der signierte Aufenwinkel an der Knickstelle t,, ist und B(ty + 0) = B(to + 0) verein-
bart sei.

Bemerkung. Die globale Variante impliziert fir eine kompakte Mannigfaltigkeit ohne
Rand, dass

/KdA: 2x (M),
M

wobei x die Fuler-Charakteristik ist.
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