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Kapitel 1

Kurven

In diesem Kapitel untersuchen wir Kurven, d.h. eindimensionale geometrische Objekte
im Rd, wobei wir vor allem an den Fällen d = 2 (planare Kurven) und d = 3 (Raum-
kurven) interessiert sind. Punkte in Rd bezeichnen wir in der Regel mit

x = (x1, ..., xd) ∈ Rd ,

aber es ist meist nicht wichtig, ob wir x als Zeilenvektor oder als Spaltenvektor schrei-
ben. Das Skalarprodukt zweier Vektoren x, x̃ ∈ Rd ist durch

〈x, x̃〉 = x · x̃ =
d∑
i=1

xix̃i

gegeben, wohingegen

|x| =

√√√√ d∑
i=1

x2
i

den Betrag (bzw. die euklidische Norm) von x bezeichnet.

1.1 Kurven im Rd

1.1.1 Grundbegriffe

Definition 1 (Kurve in Rd). Eine parametrisierte Kurve ist eine stetige Abbildung
α : I → Rd, die auf einem Intervall I ⊂ R definiert ist. Die Bildmenge

sp (α) := {α(t) : t ∈ I}

wird Spur der Kurve oder unparametrisierte Kurve genannt.

Die Menge spα ist eigentlich das geometrische Objekt im Rd, das man anschaulich
Kurve nennt. Für die mathematischen Betrachtungen in dieser Vorlesung ist es aber
besser, geometrische Kurven immer via

Parameterwert t ∈ I α−→ Punkt α(t) ∈ Rd der Kurve ,

als durch die Abbildung α parametrisiert zu betrachten. Wir werden im Folgenden
meist einfach Kurve sagen und damit je nach Kontext eine parametrisierte oder eine
unparametrisierte Kurve meinen.
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6 1. Kurven

Beispiel. Wir betrachten die parametrisierte Kurve

t ∈ I := (0, π) 7→ α(t) := (cos t, sin t) ∈ R2. (1.1)

Dann ist spα offensichtlich der obere (und offene) Halbkreis, den wir durch den Winkel
t zur x-Achse parameterisert haben.

Bemerkung.

1. Es gibt zunächst keine Einschränkung an das Intervall, d.h. I kann endlich oder
unendlich und offen oder abgeschlossen sein. Später werden wir dann aber ggf.
die Menge der zulässigen I einschränken.

2. Ist I = [a, b], so werden α(a) bzw. α(b) der Anfangs- und der Endpunkt der Kurve
α genannt.

3. Eine wichtige Rolle spielen k-mal stetig-differenzierbare Kurven α, wobei die
Ableitung in den ggf. vorhandenen Randpunkten des Intervalles I im Sinne der
Grenzwerte von einseitigen Differenzenoperatoren zu verstehen ist.

4. Ist α : I → Rd stetig differenzierbar, so heißt

α̇(t) :=
dα

dt
(t) ∈ Rd

der Tangentialvektor an die Kurve im Punkt α(t).

5. Gilt α̇(t0) = 0 bzw. α̇(t0) 6= 0 so nennen wir t0 einen singulären bzw. regulären
Parameterwert und α(t0) einen singulären bzw. regulären Punkt der parametri-
sierten Kurve.

6. Ist α stetig differenzierbar mit α̇(t) 6= 0 für alle t ∈ I, so heißt α regulär. Wir
werden oftmals unsere Betrachtungen auf reguläre Kurven einschränken.

Beispiel (Traktrix). Das Bild der parametriserten Kurve

α(t) :=
(

sin (t), cos (t) + ln
(

tan (t/2)
))
, t ∈ I := (0, π)

ist regulär für alle t 6= π/2 (siehe Übungsaufgabe).

In unserer Anschauung ist die Spur einer parametrisierten Kurve α eine eindimen-
sionale Teilmenge des Rd. Dies ist aber nur dann richtig, sofern α hinreichend glatt ist
(zum Beispiel stetig differenzierbar), denn es gibt auch raumfüllende Kurven, für die
α : I → Rd stetig ist aber eine höherdimensionale Spur besitzt.1

Definition 2 (Parameterwechsel). Zwei k-mal stetig differenzierbare parametrierte
Kurven α : I → Rd und α̃ : Ĩ → Rd heißen geometrisch äquivalent (oder einfach
äquivalent), falls es eine bijektive Abbildung φ : Ĩ → I gibt, so dass sowohl φ als auch
φ̃ := φ−1 k-mal stetig differenzierbar sind und so dass

α(t) = α̃
(
φ̃(t)

)
für alle t ∈ I bzw. α̃(t̃) = α

(
φ
(
t̃
))

für alle t̃ ∈ Ĩ

Man nennt auch α̃ (bzw. α) eine Umparametrisierung von α (bzw. von α̃), wobei φ̃
(bzw. φ) der Parameterwechsel ist, siehe Abbildung 1.2.

1Ein weiteres Beispiel ist die Hilbertkurve, siehe etwa Wikepedia.
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1.1. Kurven im Rd 7

Kurve α1 Kurve α2 Kurve α3

Abbildung 1.1: Beipiel einer raumfüllenden Kurve: Durch geschickte rekursive Definitionen
kann man Folgen (αn)n∈N von parametrisierten Kurven αn : [0, 1]→ [0, 1]× [0, 1] konstruie-
ren, die gegen eine stetige Limeskurve α∞ konvergieren, die das Einheitsintervall surjektiv auf
das Einheitsquadrat abbildet. Allerdings wird α∞ weder rektifizierbar noch glatt sein (nicht
mal stückweise), da das Bild einer stetig differenzierbaren Kurve immer eindimensional ist.

Bemerkung.

1. Äquivalente Kurven besitzen dieselbe Spur und geometrische Äquivalenz im Sinne
von Definition 2 ist eine Äquivalenzrelation im Sinne der Mengenlehre.

2. Jede stetige Bijektion zwischen zwei Intervallen ist entweder strikt monoton wach-
send oder strikt monoton fallend.

3. Ein monoton wachsender bzw. monoton fallender Parameterwechsel wird auch
orientierungserhaltend bzw. orientierungsumkehrend genannt.

t 2 I
<latexit sha1_base64="g34wvqNpDyAmUt2VJ5ABl9IwRxw=">AAAB7XicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hV0RzDHgRW8RzAOSJcxOJsmY2ZllplcIS/7BiwdFvPo/3vwbJ8keNLGgoajqprsrSqSw6Pvf3tr6xubWdmGnuLu3f3BYOjpuWp0axhtMS23aEbVcCsUbKFDydmI4jSPJW9H4Zua3nrixQqsHnCQ8jOlQiYFgFJ3UxK5Q5K5XKvsVfw6ySoKclCFHvVf66vY1S2OukElqbSfwEwwzalAwyafFbmp5QtmYDnnHUUVjbsNsfu2UnDulTwbauFJI5urviYzG1k7iyHXGFEd22ZuJ/3mdFAfVMBMqSZErtlg0SCVBTWavk74wnKGcOEKZEe5WwkbUUIYuoKILIVh+eZU0LyuBS+b+qlyr5nEU4BTO4AICuIYa3EIdGsDgEZ7hFd487b14797HonXNy2dO4A+8zx8L9I67</latexit><latexit sha1_base64="g34wvqNpDyAmUt2VJ5ABl9IwRxw=">AAAB7XicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hV0RzDHgRW8RzAOSJcxOJsmY2ZllplcIS/7BiwdFvPo/3vwbJ8keNLGgoajqprsrSqSw6Pvf3tr6xubWdmGnuLu3f3BYOjpuWp0axhtMS23aEbVcCsUbKFDydmI4jSPJW9H4Zua3nrixQqsHnCQ8jOlQiYFgFJ3UxK5Q5K5XKvsVfw6ySoKclCFHvVf66vY1S2OukElqbSfwEwwzalAwyafFbmp5QtmYDnnHUUVjbsNsfu2UnDulTwbauFJI5urviYzG1k7iyHXGFEd22ZuJ/3mdFAfVMBMqSZErtlg0SCVBTWavk74wnKGcOEKZEe5WwkbUUIYuoKILIVh+eZU0LyuBS+b+qlyr5nEU4BTO4AICuIYa3EIdGsDgEZ7hFd487b14797HonXNy2dO4A+8zx8L9I67</latexit><latexit sha1_base64="g34wvqNpDyAmUt2VJ5ABl9IwRxw=">AAAB7XicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hV0RzDHgRW8RzAOSJcxOJsmY2ZllplcIS/7BiwdFvPo/3vwbJ8keNLGgoajqprsrSqSw6Pvf3tr6xubWdmGnuLu3f3BYOjpuWp0axhtMS23aEbVcCsUbKFDydmI4jSPJW9H4Zua3nrixQqsHnCQ8jOlQiYFgFJ3UxK5Q5K5XKvsVfw6ySoKclCFHvVf66vY1S2OukElqbSfwEwwzalAwyafFbmp5QtmYDnnHUUVjbsNsfu2UnDulTwbauFJI5urviYzG1k7iyHXGFEd22ZuJ/3mdFAfVMBMqSZErtlg0SCVBTWavk74wnKGcOEKZEe5WwkbUUIYuoKILIVh+eZU0LyuBS+b+qlyr5nEU4BTO4AICuIYa3EIdGsDgEZ7hFd487b14797HonXNy2dO4A+8zx8L9I67</latexit><latexit sha1_base64="g34wvqNpDyAmUt2VJ5ABl9IwRxw=">AAAB7XicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hV0RzDHgRW8RzAOSJcxOJsmY2ZllplcIS/7BiwdFvPo/3vwbJ8keNLGgoajqprsrSqSw6Pvf3tr6xubWdmGnuLu3f3BYOjpuWp0axhtMS23aEbVcCsUbKFDydmI4jSPJW9H4Zua3nrixQqsHnCQ8jOlQiYFgFJ3UxK5Q5K5XKvsVfw6ySoKclCFHvVf66vY1S2OukElqbSfwEwwzalAwyafFbmp5QtmYDnnHUUVjbsNsfu2UnDulTwbauFJI5urviYzG1k7iyHXGFEd22ZuJ/3mdFAfVMBMqSZErtlg0SCVBTWavk74wnKGcOEKZEe5WwkbUUIYuoKILIVh+eZU0LyuBS+b+qlyr5nEU4BTO4AICuIYa3EIdGsDgEZ7hFd487b14797HonXNy2dO4A+8zx8L9I67</latexit> t̃ 2 Ĩ

<latexit sha1_base64="iahzzoIifKit6npCCN5v4YmTS+I=">AAAB/3icbVDLSsNAFJ34rPUVFdy4GSyCq5KIYJcFN7qrYB/QhDKZTNqhk0mYuRFKzMJfceNCEbf+hjv/xmmbhbYeuHDmnHuZe0+QCq7Bcb6tldW19Y3NylZ1e2d3b98+OOzoJFOUtWkiEtULiGaCS9YGDoL1UsVIHAjWDcbXU7/7wJTmibyHScr8mAwljzglYKSBfewBFyHLofC4xOXjthjYNafuzICXiVuSGirRGthfXpjQLGYSqCBa910nBT8nCjgVrKh6mWYpoWMyZH1DJYmZ9vPZ/gU+M0qIo0SZkoBn6u+JnMRaT+LAdMYERnrRm4r/ef0Mooafc5lmwCSdfxRlAkOCp2HgkCtGQUwMIVRxsyumI6IIBRNZ1YTgLp68TDoXddckc3dZazbKOCroBJ2ic+SiK9REN6iF2oiiR/SMXtGb9WS9WO/Wx7x1xSpnjtAfWJ8/eg6WWA==</latexit><latexit sha1_base64="iahzzoIifKit6npCCN5v4YmTS+I=">AAAB/3icbVDLSsNAFJ34rPUVFdy4GSyCq5KIYJcFN7qrYB/QhDKZTNqhk0mYuRFKzMJfceNCEbf+hjv/xmmbhbYeuHDmnHuZe0+QCq7Bcb6tldW19Y3NylZ1e2d3b98+OOzoJFOUtWkiEtULiGaCS9YGDoL1UsVIHAjWDcbXU7/7wJTmibyHScr8mAwljzglYKSBfewBFyHLofC4xOXjthjYNafuzICXiVuSGirRGthfXpjQLGYSqCBa910nBT8nCjgVrKh6mWYpoWMyZH1DJYmZ9vPZ/gU+M0qIo0SZkoBn6u+JnMRaT+LAdMYERnrRm4r/ef0Mooafc5lmwCSdfxRlAkOCp2HgkCtGQUwMIVRxsyumI6IIBRNZ1YTgLp68TDoXddckc3dZazbKOCroBJ2ic+SiK9REN6iF2oiiR/SMXtGb9WS9WO/Wx7x1xSpnjtAfWJ8/eg6WWA==</latexit><latexit sha1_base64="iahzzoIifKit6npCCN5v4YmTS+I=">AAAB/3icbVDLSsNAFJ34rPUVFdy4GSyCq5KIYJcFN7qrYB/QhDKZTNqhk0mYuRFKzMJfceNCEbf+hjv/xmmbhbYeuHDmnHuZe0+QCq7Bcb6tldW19Y3NylZ1e2d3b98+OOzoJFOUtWkiEtULiGaCS9YGDoL1UsVIHAjWDcbXU7/7wJTmibyHScr8mAwljzglYKSBfewBFyHLofC4xOXjthjYNafuzICXiVuSGirRGthfXpjQLGYSqCBa910nBT8nCjgVrKh6mWYpoWMyZH1DJYmZ9vPZ/gU+M0qIo0SZkoBn6u+JnMRaT+LAdMYERnrRm4r/ef0Mooafc5lmwCSdfxRlAkOCp2HgkCtGQUwMIVRxsyumI6IIBRNZ1YTgLp68TDoXddckc3dZazbKOCroBJ2ic+SiK9REN6iF2oiiR/SMXtGb9WS9WO/Wx7x1xSpnjtAfWJ8/eg6WWA==</latexit><latexit sha1_base64="iahzzoIifKit6npCCN5v4YmTS+I=">AAAB/3icbVDLSsNAFJ34rPUVFdy4GSyCq5KIYJcFN7qrYB/QhDKZTNqhk0mYuRFKzMJfceNCEbf+hjv/xmmbhbYeuHDmnHuZe0+QCq7Bcb6tldW19Y3NylZ1e2d3b98+OOzoJFOUtWkiEtULiGaCS9YGDoL1UsVIHAjWDcbXU7/7wJTmibyHScr8mAwljzglYKSBfewBFyHLofC4xOXjthjYNafuzICXiVuSGirRGthfXpjQLGYSqCBa910nBT8nCjgVrKh6mWYpoWMyZH1DJYmZ9vPZ/gU+M0qIo0SZkoBn6u+JnMRaT+LAdMYERnrRm4r/ef0Mooafc5lmwCSdfxRlAkOCp2HgkCtGQUwMIVRxsyumI6IIBRNZ1YTgLp68TDoXddckc3dZazbKOCroBJ2ic+SiK9REN6iF2oiiR/SMXtGb9WS9WO/Wx7x1xSpnjtAfWJ8/eg6WWA==</latexit>

�
<latexit sha1_base64="G70039xYadKOzAN40iWwksiTqVg=">AAAB63icbVBNSwMxEJ34WetX1aOXYBE8lV0R7LHgxWMF+wHtUrJpthuaZJckK5Slf8GLB0W8+oe8+W/MtnvQ1gcDj/dmmJkXpoIb63nfaGNza3tnt7JX3T84PDqunZx2TZJpyjo0EYnuh8QwwRXrWG4F66eaERkK1gund4Xfe2La8EQ92lnKAkkmikecEltIwzTmo1rda3gL4HXil6QOJdqj2tdwnNBMMmWpIMYMfC+1QU605VSweXWYGZYSOiUTNnBUEclMkC9uneNLp4xxlGhXyuKF+nsiJ9KYmQxdpyQ2NqteIf7nDTIbNYOcqzSzTNHloigT2Ca4eByPuWbUipkjhGrubsU0JppQ6+KpuhD81ZfXSfe64btkHm7qrWYZRwXO4QKuwIdbaME9tKEDFGJ4hld4QxK9oHf0sWzdQOXMGfwB+vwBEDSONA==</latexit><latexit sha1_base64="G70039xYadKOzAN40iWwksiTqVg=">AAAB63icbVBNSwMxEJ34WetX1aOXYBE8lV0R7LHgxWMF+wHtUrJpthuaZJckK5Slf8GLB0W8+oe8+W/MtnvQ1gcDj/dmmJkXpoIb63nfaGNza3tnt7JX3T84PDqunZx2TZJpyjo0EYnuh8QwwRXrWG4F66eaERkK1gund4Xfe2La8EQ92lnKAkkmikecEltIwzTmo1rda3gL4HXil6QOJdqj2tdwnNBMMmWpIMYMfC+1QU605VSweXWYGZYSOiUTNnBUEclMkC9uneNLp4xxlGhXyuKF+nsiJ9KYmQxdpyQ2NqteIf7nDTIbNYOcqzSzTNHloigT2Ca4eByPuWbUipkjhGrubsU0JppQ6+KpuhD81ZfXSfe64btkHm7qrWYZRwXO4QKuwIdbaME9tKEDFGJ4hld4QxK9oHf0sWzdQOXMGfwB+vwBEDSONA==</latexit><latexit sha1_base64="G70039xYadKOzAN40iWwksiTqVg=">AAAB63icbVBNSwMxEJ34WetX1aOXYBE8lV0R7LHgxWMF+wHtUrJpthuaZJckK5Slf8GLB0W8+oe8+W/MtnvQ1gcDj/dmmJkXpoIb63nfaGNza3tnt7JX3T84PDqunZx2TZJpyjo0EYnuh8QwwRXrWG4F66eaERkK1gund4Xfe2La8EQ92lnKAkkmikecEltIwzTmo1rda3gL4HXil6QOJdqj2tdwnNBMMmWpIMYMfC+1QU605VSweXWYGZYSOiUTNnBUEclMkC9uneNLp4xxlGhXyuKF+nsiJ9KYmQxdpyQ2NqteIf7nDTIbNYOcqzSzTNHloigT2Ca4eByPuWbUipkjhGrubsU0JppQ6+KpuhD81ZfXSfe64btkHm7qrWYZRwXO4QKuwIdbaME9tKEDFGJ4hld4QxK9oHf0sWzdQOXMGfwB+vwBEDSONA==</latexit><latexit sha1_base64="G70039xYadKOzAN40iWwksiTqVg=">AAAB63icbVBNSwMxEJ34WetX1aOXYBE8lV0R7LHgxWMF+wHtUrJpthuaZJckK5Slf8GLB0W8+oe8+W/MtnvQ1gcDj/dmmJkXpoIb63nfaGNza3tnt7JX3T84PDqunZx2TZJpyjo0EYnuh8QwwRXrWG4F66eaERkK1gund4Xfe2La8EQ92lnKAkkmikecEltIwzTmo1rda3gL4HXil6QOJdqj2tdwnNBMMmWpIMYMfC+1QU605VSweXWYGZYSOiUTNnBUEclMkC9uneNLp4xxlGhXyuKF+nsiJ9KYmQxdpyQ2NqteIf7nDTIbNYOcqzSzTNHloigT2Ca4eByPuWbUipkjhGrubsU0JppQ6+KpuhD81ZfXSfe64btkHm7qrWYZRwXO4QKuwIdbaME9tKEDFGJ4hld4QxK9oHf0sWzdQOXMGfwB+vwBEDSONA==</latexit>

�̃
<latexit sha1_base64="TTEw916N6RpHOXcNA9JCNqIP694=">AAAB83icbVBNS8NAEJ34WetX1aOXYBE8lUQEeyx48VjBfkATymazaZduNsvuRCihf8OLB0W8+me8+W/ctjlo64OBx3szzMyLlOAGPe/b2djc2t7ZrexV9w8Oj45rJ6ddk+Wasg7NRKb7ETFMcMk6yFGwvtKMpJFgvWhyN/d7T0wbnslHnCoWpmQkecIpQSsFAXIRsyJQYz4b1upew1vAXSd+SepQoj2sfQVxRvOUSaSCGDPwPYVhQTRyKtisGuSGKUInZMQGlkqSMhMWi5tn7qVVYjfJtC2J7kL9PVGQ1JhpGtnOlODYrHpz8T9vkGPSDAsuVY5M0uWiJBcuZu48ADfmmlEUU0sI1dze6tIx0YSijalqQ/BXX14n3euGb5N5uKm3mmUcFTiHC7gCH26hBffQhg5QUPAMr/Dm5M6L8+58LFs3nHLmDP7A+fwBd1mR6g==</latexit><latexit sha1_base64="TTEw916N6RpHOXcNA9JCNqIP694=">AAAB83icbVBNS8NAEJ34WetX1aOXYBE8lUQEeyx48VjBfkATymazaZduNsvuRCihf8OLB0W8+me8+W/ctjlo64OBx3szzMyLlOAGPe/b2djc2t7ZrexV9w8Oj45rJ6ddk+Wasg7NRKb7ETFMcMk6yFGwvtKMpJFgvWhyN/d7T0wbnslHnCoWpmQkecIpQSsFAXIRsyJQYz4b1upew1vAXSd+SepQoj2sfQVxRvOUSaSCGDPwPYVhQTRyKtisGuSGKUInZMQGlkqSMhMWi5tn7qVVYjfJtC2J7kL9PVGQ1JhpGtnOlODYrHpz8T9vkGPSDAsuVY5M0uWiJBcuZu48ADfmmlEUU0sI1dze6tIx0YSijalqQ/BXX14n3euGb5N5uKm3mmUcFTiHC7gCH26hBffQhg5QUPAMr/Dm5M6L8+58LFs3nHLmDP7A+fwBd1mR6g==</latexit><latexit sha1_base64="TTEw916N6RpHOXcNA9JCNqIP694=">AAAB83icbVBNS8NAEJ34WetX1aOXYBE8lUQEeyx48VjBfkATymazaZduNsvuRCihf8OLB0W8+me8+W/ctjlo64OBx3szzMyLlOAGPe/b2djc2t7ZrexV9w8Oj45rJ6ddk+Wasg7NRKb7ETFMcMk6yFGwvtKMpJFgvWhyN/d7T0wbnslHnCoWpmQkecIpQSsFAXIRsyJQYz4b1upew1vAXSd+SepQoj2sfQVxRvOUSaSCGDPwPYVhQTRyKtisGuSGKUInZMQGlkqSMhMWi5tn7qVVYjfJtC2J7kL9PVGQ1JhpGtnOlODYrHpz8T9vkGPSDAsuVY5M0uWiJBcuZu48ADfmmlEUU0sI1dze6tIx0YSijalqQ/BXX14n3euGb5N5uKm3mmUcFTiHC7gCH26hBffQhg5QUPAMr/Dm5M6L8+58LFs3nHLmDP7A+fwBd1mR6g==</latexit><latexit sha1_base64="TTEw916N6RpHOXcNA9JCNqIP694=">AAAB83icbVBNS8NAEJ34WetX1aOXYBE8lUQEeyx48VjBfkATymazaZduNsvuRCihf8OLB0W8+me8+W/ctjlo64OBx3szzMyLlOAGPe/b2djc2t7ZrexV9w8Oj45rJ6ddk+Wasg7NRKb7ETFMcMk6yFGwvtKMpJFgvWhyN/d7T0wbnslHnCoWpmQkecIpQSsFAXIRsyJQYz4b1upew1vAXSd+SepQoj2sfQVxRvOUSaSCGDPwPYVhQTRyKtisGuSGKUInZMQGlkqSMhMWi5tn7qVVYjfJtC2J7kL9PVGQ1JhpGtnOlODYrHpz8T9vkGPSDAsuVY5M0uWiJBcuZu48ADfmmlEUU0sI1dze6tIx0YSijalqQ/BXX14n3euGb5N5uKm3mmUcFTiHC7gCH26hBffQhg5QUPAMr/Dm5M6L8+58LFs3nHLmDP7A+fwBd1mR6g==</latexit>

↵
<latexit sha1_base64="Os6PmsbE+4+wzisehp3dwk+RxU0=">AAAB7XicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyKYI4BLx4jmAckS+idzCZjZmeWmVkhhPyDFw+KePV/vPk3TpI9aGJBQ1HVTXdXlApurO9/e4WNza3tneJuaW//4PCofHzSMirTlDWpEkp3IjRMcMmallvBOqlmmESCtaPx7dxvPzFtuJIPdpKyMMGh5DGnaJ3U6qFIR9gvV/yqvwBZJ0FOKpCj0S9/9QaKZgmTlgo0phv4qQ2nqC2ngs1KvcywFOkYh6zrqMSEmXC6uHZGLpwyILHSrqQlC/X3xBQTYyZJ5DoTtCOz6s3F/7xuZuNaOOUyzSyTdLkozgSxisxfJwOuGbVi4ghSzd2thI5QI7UuoJILIVh9eZ20rqqBS+b+ulKv5XEU4QzO4RICuIE63EEDmkDhEZ7hFd485b14797HsrXg5TOn8Afe5w+ILY8N</latexit><latexit sha1_base64="Os6PmsbE+4+wzisehp3dwk+RxU0=">AAAB7XicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyKYI4BLx4jmAckS+idzCZjZmeWmVkhhPyDFw+KePV/vPk3TpI9aGJBQ1HVTXdXlApurO9/e4WNza3tneJuaW//4PCofHzSMirTlDWpEkp3IjRMcMmallvBOqlmmESCtaPx7dxvPzFtuJIPdpKyMMGh5DGnaJ3U6qFIR9gvV/yqvwBZJ0FOKpCj0S9/9QaKZgmTlgo0phv4qQ2nqC2ngs1KvcywFOkYh6zrqMSEmXC6uHZGLpwyILHSrqQlC/X3xBQTYyZJ5DoTtCOz6s3F/7xuZuNaOOUyzSyTdLkozgSxisxfJwOuGbVi4ghSzd2thI5QI7UuoJILIVh9eZ20rqqBS+b+ulKv5XEU4QzO4RICuIE63EEDmkDhEZ7hFd485b14797HsrXg5TOn8Afe5w+ILY8N</latexit><latexit sha1_base64="Os6PmsbE+4+wzisehp3dwk+RxU0=">AAAB7XicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyKYI4BLx4jmAckS+idzCZjZmeWmVkhhPyDFw+KePV/vPk3TpI9aGJBQ1HVTXdXlApurO9/e4WNza3tneJuaW//4PCofHzSMirTlDWpEkp3IjRMcMmallvBOqlmmESCtaPx7dxvPzFtuJIPdpKyMMGh5DGnaJ3U6qFIR9gvV/yqvwBZJ0FOKpCj0S9/9QaKZgmTlgo0phv4qQ2nqC2ngs1KvcywFOkYh6zrqMSEmXC6uHZGLpwyILHSrqQlC/X3xBQTYyZJ5DoTtCOz6s3F/7xuZuNaOOUyzSyTdLkozgSxisxfJwOuGbVi4ghSzd2thI5QI7UuoJILIVh9eZ20rqqBS+b+ulKv5XEU4QzO4RICuIE63EEDmkDhEZ7hFd485b14797HsrXg5TOn8Afe5w+ILY8N</latexit><latexit sha1_base64="Os6PmsbE+4+wzisehp3dwk+RxU0=">AAAB7XicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyKYI4BLx4jmAckS+idzCZjZmeWmVkhhPyDFw+KePV/vPk3TpI9aGJBQ1HVTXdXlApurO9/e4WNza3tneJuaW//4PCofHzSMirTlDWpEkp3IjRMcMmallvBOqlmmESCtaPx7dxvPzFtuJIPdpKyMMGh5DGnaJ3U6qFIR9gvV/yqvwBZJ0FOKpCj0S9/9QaKZgmTlgo0phv4qQ2nqC2ngs1KvcywFOkYh6zrqMSEmXC6uHZGLpwyILHSrqQlC/X3xBQTYyZJ5DoTtCOz6s3F/7xuZuNaOOUyzSyTdLkozgSxisxfJwOuGbVi4ghSzd2thI5QI7UuoJILIVh9eZ20rqqBS+b+ulKv5XEU4QzO4RICuIE63EEDmkDhEZ7hFd485b14797HsrXg5TOn8Afe5w+ILY8N</latexit> ↵̃

<latexit sha1_base64="y7HHmwJR4YruqKdXUHXzoBLfQ1A=">AAAB9XicbVBNS8NAEN34WetX1aOXxSJ4KokI9ljw4rGC/YA2lslm0i7dbMLuRimh/8OLB0W8+l+8+W/ctjlo64OBx3szzMwLUsG1cd1vZ219Y3Nru7RT3t3bPzisHB23dZIphi2WiER1A9AouMSW4UZgN1UIcSCwE4xvZn7nEZXmibw3kxT9GIaSR5yBsdJD33ARYt4HkY5gOqhU3Zo7B10lXkGqpEBzUPnqhwnLYpSGCdC657mp8XNQhjOB03I/05gCG8MQe5ZKiFH7+fzqKT23SkijRNmShs7V3xM5xFpP4sB2xmBGetmbif95vcxEdT/nMs0MSrZYFGWCmoTOIqAhV8iMmFgCTHF7K2UjUMCMDapsQ/CWX14l7cuaZ5O5u6o26kUcJXJKzsgF8cg1aZBb0iQtwogiz+SVvDlPzovz7nwsWtecYuaE/IHz+QP2CZLD</latexit><latexit sha1_base64="y7HHmwJR4YruqKdXUHXzoBLfQ1A=">AAAB9XicbVBNS8NAEN34WetX1aOXxSJ4KokI9ljw4rGC/YA2lslm0i7dbMLuRimh/8OLB0W8+l+8+W/ctjlo64OBx3szzMwLUsG1cd1vZ219Y3Nru7RT3t3bPzisHB23dZIphi2WiER1A9AouMSW4UZgN1UIcSCwE4xvZn7nEZXmibw3kxT9GIaSR5yBsdJD33ARYt4HkY5gOqhU3Zo7B10lXkGqpEBzUPnqhwnLYpSGCdC657mp8XNQhjOB03I/05gCG8MQe5ZKiFH7+fzqKT23SkijRNmShs7V3xM5xFpP4sB2xmBGetmbif95vcxEdT/nMs0MSrZYFGWCmoTOIqAhV8iMmFgCTHF7K2UjUMCMDapsQ/CWX14l7cuaZ5O5u6o26kUcJXJKzsgF8cg1aZBb0iQtwogiz+SVvDlPzovz7nwsWtecYuaE/IHz+QP2CZLD</latexit><latexit sha1_base64="y7HHmwJR4YruqKdXUHXzoBLfQ1A=">AAAB9XicbVBNS8NAEN34WetX1aOXxSJ4KokI9ljw4rGC/YA2lslm0i7dbMLuRimh/8OLB0W8+l+8+W/ctjlo64OBx3szzMwLUsG1cd1vZ219Y3Nru7RT3t3bPzisHB23dZIphi2WiER1A9AouMSW4UZgN1UIcSCwE4xvZn7nEZXmibw3kxT9GIaSR5yBsdJD33ARYt4HkY5gOqhU3Zo7B10lXkGqpEBzUPnqhwnLYpSGCdC657mp8XNQhjOB03I/05gCG8MQe5ZKiFH7+fzqKT23SkijRNmShs7V3xM5xFpP4sB2xmBGetmbif95vcxEdT/nMs0MSrZYFGWCmoTOIqAhV8iMmFgCTHF7K2UjUMCMDapsQ/CWX14l7cuaZ5O5u6o26kUcJXJKzsgF8cg1aZBb0iQtwogiz+SVvDlPzovz7nwsWtecYuaE/IHz+QP2CZLD</latexit><latexit sha1_base64="y7HHmwJR4YruqKdXUHXzoBLfQ1A=">AAAB9XicbVBNS8NAEN34WetX1aOXxSJ4KokI9ljw4rGC/YA2lslm0i7dbMLuRimh/8OLB0W8+l+8+W/ctjlo64OBx3szzMwLUsG1cd1vZ219Y3Nru7RT3t3bPzisHB23dZIphi2WiER1A9AouMSW4UZgN1UIcSCwE4xvZn7nEZXmibw3kxT9GIaSR5yBsdJD33ARYt4HkY5gOqhU3Zo7B10lXkGqpEBzUPnqhwnLYpSGCdC657mp8XNQhjOB03I/05gCG8MQe5ZKiFH7+fzqKT23SkijRNmShs7V3xM5xFpP4sB2xmBGetmbif95vcxEdT/nMs0MSrZYFGWCmoTOIqAhV8iMmFgCTHF7K2UjUMCMDapsQ/CWX14l7cuaZ5O5u6o26kUcJXJKzsgF8cg1aZBb0iQtwogiz+SVvDlPzovz7nwsWtecYuaE/IHz+QP2CZLD</latexit>

Abbildung 1.2: Parameterwechsel und Äquivalenz von Kurven, siehe Definition 2.

Beispiel.

1. Sei α : I → Rd eine parametrisierte Kurve über dem Intervall I = [a, b] und sei
Ĩ = [ã, b̃] beliebig gegeben. Dann wird durch

α̃
(
t̃
)

:= α

(
a
t̃− ã
b̃− ã

+ b
b̃− t̃
b̃− ã

)

eine zu α äquivalente Kurve α̃ : Ĩ → Rd definiert, wobei sich die Orientierung
umkehrt.

Michael Herrmann: Kurven und Flächen Version vom 3.7.2021



8 1. Kurven

2. Die parametrisierte Kurve

α̃(t̃) :=

(
1− t̃2

t̃2 + 1
,

2t̃

t̃2 + 1

)
, t̃ ∈ Ĩ := (0, ∞)

ist via

φ̃(t) = tan (t/2) , φ(t̃) = 2 arctan(t̃)

äquivalent zur Kurve α aus (1.1), wobei die Orientierung erhalten bleibt. Siehe
Übungsaufgabe.

1.1.2 Länge und Bogenlänge

Definition 3 (Länge). Sei α : [a, b] → Rd eine stetig differenzierbare Kurve. Dann
wird

len (α) :=

b∫
a

∣∣α̇(t)
∣∣ dt ∈ R

die Länge von α genannt.

Ein allgemeineres Konzept von Länge (nämlich die sogenannte Rektifizierbarkeit)
wird in den Übungsaufgaben behandelt.

Lemma 4 (Länge ist eine geometrische Größe). Sei α wie in Definition 3. Dann gilt

len (α) = len (α̃)

für jede zu α äquivalente Kurve α̃.

Beweis. Aufgrund der Äquivalenz ist α̃ : [ã, b̃]→ Rd auch stetig differenzierbar. Nach
Definition 3 und der Kettenregel gilt

α̃(t̃) = α
(
φ(t̃)

)
, ˙̃α

(
t̃
)

= α̇
(
φ(t̃)

)
φ′(t̃) ,

wobei wir o.B.d.A. annehmen können, dass die Parameterwechsel φ und φ̃ monoton
wachsend sind. Nach der Transformationsformel für Integrale ergibt sich dann die Iden-
tität

len(α̃) =

b̃∫
ã

∣∣ ˙̃α(t̃)
∣∣ dt̃ =

b̃∫
ã

∣∣α̇(φ(t̃)
)∣∣φ′(t̃) dt̃ =

b∫
a

∣∣α̇(t)
∣∣ dt = len (α) ,

wobei wir benutzt haben, dass t = φ(t̃) auch dt = φ′(t̃) dt̃ impliziert.

Definition 5 (Bogenlänge einer Kurve). Sei α : I → Rd regulär und t∗ ∈ I beliebig
fixiert. Dann heißt die durch

t̂ ∈ I 7→ lα,t∗
(
t̂
)

:=

t̂∫
t∗

∣∣α̇(t)
∣∣ dt

definierte Funktion auf I die Bogenlänge von α bzgl. t∗. Insbesondere gilt

lα,t∗
(
t̂
)

= sgn
(
t̂− t∗

)
len
(
α|[t∗, t̂]

)
für jedes t̂ ∈ I.
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1.1. Kurven im Rd 9

Beispiel (Ast der Neilschen2 Parabel). Die Kurve

α(t) :=
(
t2, t3

)
, t ∈ I := (0, ∞)

ist regulär auf I mit

lα,1(t̂) =

t̂∫
1

√
4t2 + 9t4 dt =

1

18

4+9t̂2∫
13

√
s ds =

1

27

((
4 + 9t̂2

) 3
2 − 13

3
2

)
,

wobei wir das Integral mit der Substitution s = 4 + 9t2 berechnet haben.

Definition 6 (Parametrisierung nach Bogenlänge). Eine reguläre Kurve α : I → Rd

mit

|α̇(t)| = 1 für alle t ∈ I
heißt nach Bogenlänge parametrisiert.

Für eine Kurve wie in Definition 6 gilt

lα,t∗(t) = t− t∗ bzw. t = t∗ + lα,t∗(t) für alle t ∈ I ,
das heißt der Parameter t gibt bis auf die Konstante t∗ die Bogenlänge der Kurve bzgl.
t∗ an.

Satz 7 (Existenz einer Parametrisierung nach Bogenlänge). Jede reguläre Kurve α :
I → Rd ist äquivalent zu einer nach Bogenlänge parametrisierten Kurve.

Beweis. Wir fixieren t∗ ∈I beliebig und setzen φ̃(t) := lα,t∗(t) für t ∈ I, so dass

dφ̃

dt
(t) =

∣∣∣∣ dα

dt
(t)

∣∣∣∣ > 0 .

Nach Konstruktion ist φ̃ eine stetig differenzierbare und monoton wachsende Abbil-
dung, die das gegebene Intervall I bijektiv auf das Intervall Ĩ := φ̃(I) abbildet. Daher
existiert die inverse Abbildung φ := φ̃−1 : Ĩ → I, wobei φ̃

(
φ(t̃)

)
= t̃ schon

dφ̃

dt̃

(
φ(t̃)

)
· dφ

dt̃

(
t̃
)

= 1

impliziert. Die Kurve

α̃ := α ◦ φ : Ĩ → Rd

besitzt die gewünschten Eigenschaften, denn nach Kettenregel gilt
dα̃

dt̃
(t̃) =

dα

dt̃

(
φ(t̃)

)
=

dα

dt

(
φ(t̃)

)
· dφ

dt̃

(
t̃
)

und wir erhalten∣∣∣∣ dα̃

dt̃
(t̃)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ dα

dt

(
φ(t̃)

)∣∣∣∣ · dφ

dt̃

(
t̃
)

=

∣∣∣∣ dα

dt

(
φ(t̃)

)∣∣∣∣ / dφ̃

dt̃

(
φ(t̃)

)
= 1

nach Einsetzen aller Teilresultate.

Bemerkung.

1. Der im Beweis von Satz 7 konstruierte Parameterwechsel ist orientierungserhal-
tend und im Wesentlichen — d.h. bis auf die Wahl von t∗ — eindeutig.

2. Im Allgemeinen wird es sehr schwierig bzw. unmöglich sein, die Parameterwechsel
φ oder φ̃ explizit zu berechnen.

2William Neile (1637–1670), englischer Mathematiker.
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10 1. Kurven

Abbildung 1.3: Frenet-Kurven in 2D und 3D mit ihren Rahmenvektoren (e1 grün, e2 blau,
e3 rot), die in 3D verzerrt dargestellt sind.

1.1.3 Grundzüge der Frenet-Theorie

Wenn wir, wie in diesem Abschnitt, nach Bogenlänge parametrisierte Kurven α : I →
Rd betrachten, so schreiben wir oftmals

α(s) und α′(s) =
dα

ds
(s) statt α(t) und α̇(t) =

dα

dt
(t)

wobei s ∈ I der Bogenlängenparameter ist.

Definition 8 (Frenetsche Kurve). Eine Kurve α : I → R auf einem Intervall I heißt
Frenet-Kurve3, falls die folgenden Bedingungen erüllt sind:

1. α ist m-mal stetig differenzierbar, wobei m ≥ d gilt4,

2. α is nach Bogenlänge parametrisiert, d.h. es gilt |α′(s)| = 1

3. für jedes s ∈ I sind die d−1 Vektoren α(j)(s) mit j ∈ {1, ... , d−1} linear unab-
hängig in Rd.

Für d = 2 ist jede zweimal stetig-differenzierbare und nach Bogenlänge parame-
trisierte Kurve schon Frenet-Kurve; für d = 3 muss α darüberhinaus sogar dreimal
stetig-differenzierbar sein mit α′′(s) 6= 0 für alle s ∈ I.

Lemma 9 (begleitendes d-Bein). Zu jeder Frenet-Kurve α : I → Rd gibt es eindeutige
Abbildungen e1, ..., ed : I → Rd so dass:

1. Die Vektoren e1(s), ..., ed(s) bilden für jedes s ∈ I eine positiv orientierte Ortho-
normalbasis des Rd.

2. Es gilt

span{e1(s), ..., ej(s)} = span{α′(s) , ... , α(j)(s)} sowie
〈
ej(s), α

(j)(s)
〉
> 0

für alle j = {1, . . . , d−1} und jedes s ∈ I.
3Jean Frédéric Frenet (1816–1900), französischer Mathematiker, Astronom und Meteorologe.
4Bei der ersten Lektüre dieses Abschnittes können Sie m = ∞ setzen. Dann sind alle im diesem

Abschnitt konstruierten Abbildungen unendlich oft differenzierbar.

Michael Herrmann: Kurven und Flächen Version vom 3.7.2021



1.1. Kurven im Rd 11

3. Für j = {1, ..., d−1} is die Abbildung ej ist (m−j)-mal stetig differenzierbar; ed
ist (m−d) + 1-mal stetig differenzierbar.

Das d-Tupel (e1, ..., ed) wird das Frenetsche d-Bein oder der Frenet-Rahmen der Kurve
α genannt.

Beweis. Es gilt notwendigerweise

e1(s) = α′(s)

sowie

e2 = α′′(s)/ |α′′(s)| ,

denn
〈
α′(s), α′(s)

〉
= 1 impliziert schon

〈
α′′(s), α′(s)

〉
= 0. Die Terme e3, ..., ed−1 kön-

nen sukzessive mit dem Gram-Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren konstruiert
werden, d.h.

e3(s) = f3(s)/
∣∣f3(s)

∣∣ , f3(s) = α′′′(s)−
〈
α′′′(s), e1(s)

〉
e1(s)−

〈
α′′′(s), e2(s)

〉
e2(s)

sowie

ed−1(s) = fd−1(s)/
∣∣fd−1(s)

∣∣ , fd−1(s) = α(d−1)(s)−
d−2∑
i=1

〈
α(i)(s), ei(s)

〉
ei(s).

Abschließend ist ed(s) durch die erste Bedingung eindeutig bestimmt. Die behaupte-
tet Regularität von e1, ..., ed−1 ergibt sich unmittelbar aus der Konstruktion mittels
des Orthogonalisierungsverfahrens. Die Regularität von ed ist eine direkte Konsequenz
bekannter Resultate über die Lösungen glatter Gleichungen.

Die Lemma 9 zugrunde liegende Idee ist, dass für jedes s ∈ I die Vektoren
e1(s), ..., ed(s) ein mitbewegtes und an die Frenet-Kurve α angepasstes Koordinatensy-
stem liefern, siehe Abbildung 1.3. Die d Vektoren e1(s), ..., ed(s) aus Lemma 9 können
als Zeilen5 einer Matrix E(s) aufgefasst werden, d.h. wir schreiben im Folgenden

E(s) :=

 − e1(s) −
...

− ed(s) −

 ∈ SO(d) ,

wobei Lemma 9 sicherstellt, dass E(s) immer eine orthonormale Matrix mit Determi-
nante +1 ist.6 Eine wesentliche Erkenntnis ist nun, dass die so definierte matrizenwer-
tige Abbildung E : I → Mat(d× d) einer Differentialgleichung genügt.

Satz 10 (Frenetsche Differentialgleichung). Für jede Frenet-Kurve α : I → Rd gibt es
d−1 eindeutig bestimmte Funktionen κ1, ..., κd−1 : I → R, so dass7

E ′(s) = K(s) · E(s) (1.2)

5Würden wir die Vektoren e1, ..., ed in die Spalten der Matrix E schreiben, so müssten einige der
nachfolgenden Formeln abgeändert werden.

6Die Menge aller orthonormalen d×d-Matrizen mit Determinante +1 ist eine multiplikative Gruppe
und wird mit SO(d) bezeichnet. Insbesondere kann der Frenet-Rahmen einer Kurve α : I → Rd als
die entsprechende Kurve e : I → SO(d) betrachtet werden.

7Das Symbol · steht hier die übliche Matrizenmultiplikation.
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12 1. Kurven

für alle s ∈ I, wobei

K(s) :=


0 +κ1(s) 0 0 ... 0 0 0

−κ1(s) 0 +κ2(s) 0 ... 0 0 0
0 −κ2(s) 0 +κ3(s) ... 0 0 0

...
0 0 0 0 ... −κd−2(s) 0 +κd−1(s)
0 0 0 0 ... 0 −κd−1(s) 0


eine schiefsymmetrische Tridiagonalmatrix ist. Dabei ist die Funktion κj (m−1−j)-mal
stetig differenzierbar, und die Funktionen κ1, ...κd−2 nehmen nur positive Werte an.

Beweis. Konstruktion der Matrix K: Wegen der ON-Eigenschaft des Frenet-Rahmens
(siehe Lemma 9) gilt

e′i(s) =
d∑
j=1

Ki,j(s)ej(s) mit Ki,j(s) :=
〈
e′i(s), ej(s)

〉
und wir erhalten (Nachrechnen!)die Differentialgleichung (1.2) mit

K(s) :=
(
Ki,j(s)

)
i,j=1...d

=

K1,1(s) ... K1,d(s)
... ... ...

Kd,1(s) ... Kd,d(s)

 .

Es bleibt zu zeigen, dass die d×d-Matrix K(s) für jedes s ∈ I schiefsymmetrisch ist
und dass alle Einträge außerhalb der beiden Nebendiagonalen verschwinden.

Eigenschaften der Matrix K: Nach Konstruktion und Produktregel gilt

0 =
d

ds

〈
ei(s), ej(s)

〉
=
〈
e′i(s), ej(s)

〉
+
〈
ei(s), e

′
j(s)

〉
= Ki,j(s) +Kj,i(s) ,

für alle i, j ∈ {1, ..., d}, d.h. die MatrixK(s) ist in der Tat schiefsymmetrisch. Außerdem
gilt nach dem Beweis von Lemma 9 die Formel

ej(s) = c1,j(s)α
(1)(s) + ...+ cj,j(s)α

(j)(s)

für jedes j ∈ {1, ..., d−1} und geeignete Koeffizienten-Funktionen ci,j : I → R, die
mindestens stetig differenzierbar sind. Nach Differentiation bzgl. s ∈ I schließen wir
nun für jedes feste s, dass e′j(s) in dem von α(1)(s), ..., α(j+1)(s) aufgespannten Unter-
raum liegt, aber dieser Unterraum wird nach Konstruktion auch von den Vektoren
e1(s), ..., ej+1(s) aufgespannt. Damit haben wir

K1,3(s) = ... = K1,d(s) = 0 , K2,4(s) = ... = K2,d(s) = 0 , Kd−2,d(s) = 0

gezeigt und schließen mit der schon bewiesenen Schiefsymmetrie, dass in der Tat nur die
Nebendiagonalelemente der Matrix K(s) von Null verschieden sein können, wobei die
Positivität und die Regularität von κj(s) := Kj,j+1(s) =

〈
e′j(s), ej+1(s)

〉
aus Lemma 9

folgen.

Die Größe κj wird die j-te Frenet-Krümmung der Kurve genannt und κd−1 heißt
auch Torsion der Kurve. K wird auch als Frenet-Matrix der Kurve α bezeichnet.
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Lemma 11 (Invarianz unter eigentlichen Euklidischen Bewegungen). Seien R : Rd →
Rd eine lineare, orientierungserhaltende und orthonormale Transformation8 des Rd,
V : Rd → Rd eine Verschiebung und α : I → Rd eine Frenet-Kurve wie oben. Dann ist
auch α̂ = V ◦ R ◦ α : I → R eine Frenet-Kurve, wobei êj = R ◦ ej und κ̂j = κj für
den entsprechenden Frenet-Vektoren êj und die entsprechenden Frenet-Krümmungen
κ̂j gilt.

Beweis. Schreiben wir alle Vektoren als Zeilenvektoren, so existieren eine Matrix R ∈
SO(d) sowie ein Vektor v ∈ Rd, so dass

α̂(s) := α(s) ·R + v , α̂(j)(s) = α(s) ·R ,
∣∣α̂′(s)∣∣ =

∣∣α′(s)∣∣
für alle t gilt. (Wenn wir Spaltenvektoren benutzen, so wird die Rotation durch die
Multiplikation mit einer Matrix von rechts beschreiben). Dies impliziert – vgl. die
Beweise von Lemma 9 und Satz 10 – die gewünschten Ergebnisse via

êj(t) = ej(t) ·R , κ̂j(t) =
〈
e′j(s) ·R, ej+1(s) ·R

〉
=
〈
e′j(s), ej+1(s)

〉
= κ̂j(s) ,

wobei wir R−1 = RT benutzt haben.

Wir sind nun in der Lage, den Hauptsatz zu beweisen.

Theorem 12 (Hauptsatz der lokalen Kurventheorie). Sei I eine Intervall und seien
die Funktionen κ1, ..., κd−1 : I → R gegeben, wobei κj (m−1−j)-mal stetig differenzier-
bar sei und κ1, ..., κd−2 nur positive Werte annehmen. Dann existiert eine Frenet-Kurve
α : I → Rd, so dass jedes κj gerade die j-te Frenet-Krümmung der Kurve α ist. Insbe-
sondere ist diese Kurve α bis auf affine Transformationen wie in Lemma 11 eindeutig
bestimmt.

Beweis. Existenz des Frenet-Rahmen: Wir wählen s∗ ∈ I beliebig. Dann existiert eine
eindeutige9 und stetig differenzierbare Lösung E : I → Mat(d×d) ∼= Rd2 zum linearen
Anfangswertproblem

dE

ds
(s) = K(s) · E(s) , E(s∗) = id , (1.3)

wobei K(s) wie in Satz 10 die schiefsymmetrische Tridiagonalmatrix ist, deren Einträge
die gegebenen Funktionen κj sind. Wir wollen nun für festes s ∈ I zeigen, dass die so
konstruierte Matrix E(s) wirklich eine ON-Matrix ist, und betrachten dazu M(s) :=
E(s) · E(s)T . Dann gilt M(s∗) = id sowie

dM

ds
(s) =

(
dE

ds
(s)

)
· E(s)T + E(s) ·

(
dET

ds
(s)

)
=
(
K(s) · E(s)

)
· E(s)T + E(s) ·

(
ET (s) ·KT (s)

)
= K(s) ·M(s)−M(s) ·K(s) ,

d.h. auch M : I → Mat(d×d) ist Lösung eines linearen Anfangswertproblems. Da
dieses Anfangswertproblem aber die konstante Lösung s 7→ id besitzt, muss wegen der
Eindeutigkeit von Lösungen schon

M(s) = id für alle s ∈ I
8In d = 2 und d = 3 sind also Drehungen, aber keine Spiegelungen zugelassen.
9Die rechte Seite in (1.3)1 ist stetig in s und lokal Lipschitz-stetig bzgl. E(s). Die Existenz und

Eindeutigkeit einer maximalen Lösung folgt daher aus dem Satz von Picard-Lindelöf. Aufgrund der
Linearität der Gleichung existiert die maximale Lösung auf ganz I.

Michael Herrmann: Kurven und Flächen Version vom 3.7.2021



14 1. Kurven

gelten. Dies bedeutet aber, dass die Zeilen von E(s) stets eine ON-Basis von Rd bilden,
und die stetige Abhängigkeit der Abbildung s 7→ detE(s) ∈ {−1,+1} impliziert, dass
die Orientierung sich nicht ändern kann und wegen detE(s∗) = 1 immer positiv sein
muss. Außerdem gilt nach Konstruktion10

e′1(s) = + κ1(s)e2(s)
e′2(s) = − κ1(s)e1(s) + κ2(s)e3(s)

...
e′d−1(s) = − κd−2(s)ed−3(s) + κd−1(s)ed−1(s)
e′d(s) = − κd−1(s)ed−1(s)

(1.4)

wobei die Vektoren e1(s), ..., ed(s) die Zeilen von E(s) bezeichnen, und induktiv
zeigt man, dass ej mindestens (m−j)-mal stetig differenzierbar ist und das ed sogar
(m−d+1)-mal stetig differenzierbar ist.

Existenz der Kurve-Rahmen: Wir definieren

α(s) :=

s∫
t∗

e1(s̃) ds̃ , e1(s) := α′(s) = e1(s) ,

wobei wir schon wissen, dass die Abbildung α : I → Rd d-mal stetig differenzierbar ist.
Unter Ausnutzung der Differentialgleichungen (1.3) kann nun induktiv und analog zum
Gram-Schmidt-Verfahren aus dem Beweis von Lemma 9 gezeigt werden, dass e1, ..., ej
gerade das Frenetsche d-Bein der Kurve α ist.

Zur Eindeutigkeit : Sei nun α̃ : I → Rd eine weitere Frenet-Kurve mit Rahmen
Ẽ und mit vorgeschriebener Krümmungsmatrix K̃ = K. Durch Superposition mit
orientierungserhaltenden euklidischen Bewegungen können wir aus α̃ eine weitere
Frenet-Kurve α̂ konstruieren, so dass

α̂(s∗) = α(s∗) = 0 , Ê(s∗) = E(s∗) , K̂(s) = K(s) .

Satz 10 liefert Ê ′(s) = K(s)Ê(s), d.h. Ê und E lösen das gleiche Anfangswertproblem
und müssen daher identisch sein. Dies impliziert dann auch α̂ = α.

Bemerkung. Satz 10 und Theorem 12 gelten sinngemäß auch für jede Kurve, die zwar
hinreichend regulär, aber nicht unbedingt nach Bogenlänge parametrisiert ist, sofern die
Frenetschen Gleichungen in (1.2) als

Ė(t) =
∣∣α̇(t)

∣∣K(t) · E(t)

geschrieben werden.

Von besonderen Interesse sind Kurven α mit konstanten Frenet-Krümmungen κj.
In diesem Fall hängt K nicht von s ab und die Frenetschen Gleichungen können mit
Hilfe des Matrixexponentials explizit zu

E(s) = exp
(
(s− s∗)K

)
· E(s∗) , exp (A) =

∞∑
k=0

Ak

k!
= id + A+ 1

2
A2 + 1

6
A3 + ...

(1.5)

mit s ∈ R berechnet werden.
10Man rechnet leicht nach, dass (1.4) eine Umformulierung von (1.2)1 ist.
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1.2 Planare Kurven

In diesem Abschnitt gilt d = 2.

1.2.1 Frenet-Theorie

Wir betrachten zunächst Frenet-Kurven, also zweimal stetig-differenzierbare Abbildun-
gen

s ∈ I 7→ α(s) =
(
α1(s), α2(s)

)
∈ R2

die nach Bogenlänge parametrisiert sind, d.h.

|α′(s)| =
√(

α′1(s)
)2

+
(
α′2(s)

)2
= 1 für alle s ∈ I .

Der entsprechende Frenet-Rahmen ist dann in eindeutiger Weise durch

e1(s) =
(
+α′1(s), +α′2(s)

)
, e2(s) =

(
−α′2(s), +α′1(s)

)
(1.6)

gegeben, d.h. e1 = α′ ist der Tangentialvektor und e2 ist der dazu senkrechte Normalen-
vektor11 an die Kurve, wobei die positive Orientierung verlangt, dass Winkel zwischen
e1(s) und e2(s) den Wert +π/2 (und nicht den Wert −π/2) annimmt. Die Frenetschen
Gleichungen aus Satz 10 betreffen die Matrix

E(s) =

(
e1,1(s) e1,2(s)
e2,1(s) e2,2(s)

)
mit ej(s) =:

(
ej,1(s), ej,2(s)

)
und lauten (

e′1,1(s) e′1,2(s)
e′2,1(s) e′2,2(s)

)
=

(
0 +κ(s)

−κ(s) 0

)
·
(
e1,1(s) e1,2(s)
e2,1(s) e2,2(s)

)
,

wobei κ(s) = κ1(s) die einzige Frenet-Krümmung für d = 2 ist. Alternativ können
die Frenetschen Gleichungen in kompakterer Form als die vektorwertigen Differential-
gleichungen

e′1(s) = +κ(s)e2(s) , e′2(s) = −κ(s)e1(s) (1.7)

geschrieben12 werden, und die obigen Formeln für e1(s) und e2(s) implizieren

κ(s) =
〈
e′1(s), e2(s)

〉
= α′1(s)α′′2(s)− α′2(s)α′′1(s) . (1.8)

Desweiteren gilt

α′′(s) = e′1(s) = κ(s)e2(s)

11In der Literatur wird e1(s) oftmals als t(s) und e2(s) als n(s) geschrieben.
12In der Literatur findet sich auch die Schreibweise(

e′1(s)
e′2(s)

)
=

(
0 +κ(s)

−κ(s) 0

)
·
(
e1(s)
e2(s)

)
wobei die linke Seite und der zweite Faktor auf der rechten Seite dann ‘Vektoren von Vektoren’ sind,
wohingegen die Einträge der schiefsymmetrischen Matrix reelle Zahlen sind.
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16 1. Kurven

und damit auch

|κ(s)| = |α′′(s)| , e2(s) = ±α′′(s)/ |α′′(s)| ,

wobei das Vorzeichen in der zweiten Gleichung durch die Bedingung festgelegt ist, dass
e1(s) = α′(s) und e2(s) immer eine positiv orientierte ON-Basis bilden.

Die Frenetschen Gleichungen offenbaren, dass |κ(s)| gerade angibt, wie schnell sich die
Vektoren e1(s) und e2(s) bei wachsendem s ändern, wobei die folgenden Vorzeichenre-
geln gelten (siehe auch Abbildung 1.4) :

κ(s) > 0 : e1(s) und e2(s) drehen sich mit wachsendem s gegen den Uhrzeiger
und der Winkel zwischen α′(s) und α′′(s) ist +π/2

κ(s) < 0 : e1(s) und e2(s) drehen sich mit wachsendem s mit dem Uhrzeiger
und der Winkel zwischen α′(s) und α′′(s) ist −π/2

Abbildung 1.4: Planare Frenet-Kurve mit Frenetschem 2-Bein und Krümmungskreisen, wo-
bei die grünen Pfeile in Richtung wachsendes s zeigen. In den grauen bzw. schwarzen Bereichen
gilt κ(s) < 0 bzw. κ(s) > 0 und es gilt stets α′(s) = e1(s) sowie α′′(s) = κ(s)e2(s). Wie würden
sich alle Größen bei einem Wechsel des Durchlaufsinns ändern?

Definition 13 (Krümmung planer Kurven). Sei α : I → R2 eine planare Frenet-Kurve
und seien e1, e2 : I → R2 sowie κ : I → R wie oben.

1. Der Wert κ(s) heißt die (orientierte) Krümmung von α im Punkt α(s).

2. Gilt κ(s) 6= 0, so wird der (unparametrisierte) Kreis vom Radius 1/ |κ(s)| und
Mittelpunkt α(s)+e2(s)/κ(s) wird der entsprechende Krümmungskreis genannt.13

13Für κ(s) = 0 kann man die Tangentialgerade als den “unendlichen großen” Krümmungskreis
interpretieren, dessen Mittelpunkt mit dem “unendlich fernen Punkt” zusammenfällt. Wir werden das
in dieser Vorlesung nicht vertiefen, aber diese auf den ersten Blick vielleicht künstliche Interpretation
macht sehr viel Sinn.
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Beispiel (Kurven konstanter Krümmung). Für konstantes κ ∈ R \ {0} und beliebiges
s ∈ R betrachten wir (vgl. (1.5))

E(s) = exp

(
s

(
0 +κ
−κ 0

))
=

(
+ cos (κ s) + sin (κ s)
− sin (κ s) + cos (κ s)

)
,

d.h. die eindeutige Lösung der Frenetschen Gleichung mit Anfangswert E(0)=id.14 Dies
entspricht dem Frenet-Rahmen

e1(s) =
(
+ cos (κ s), + sin (κ s)

)
, e2(s) =

(
− sin (κ s), + cos (κ s)

)
und offensichtlich gilt e′1(s) = +κ e2(s) sowie e′2(s) = −κ e1(s). Die entsprechende
Frenet-Kurve ist bis auf Verschiebungen durch

α(s) =
(
+κ−1 sin (κ s), −κ−1 cos (κ s)

)
(1.9)

gegeben. Dies ist offensichtlich ein nach Bogenlänge parametrisierter Kreis vom Radius
|κ|−1, der in mathematisch positiver (κ > 0) oder negativer (κ < 0) Orientierung
durchlaufen wird, siehe Abbildung 1.5.

Abbildung 1.5: Eine planare Frenet-Kurve mit konstanter Krümmung κ 6= 0 ist ein Kreis
vom Radius |κ|−1, der entweder im positiven (links, κ > 0) oder im negativen (rechts, κ < 0)
Sinne durchlaufen wird, siehe (1.9). Insbesondere fällt die Spur der Kurve mit den Krüm-
mungskreisen zusammen.

Lemma 14 (Eigenschaften des Krümmungskreises). Seien α : I → R2 eine Frenet-
Kurve, s∗ ∈ I beliebig fixiert mit κ(s∗) 6= 0 und

t ∈ R 7→ β(t)

eine Bogenlängenparametrisierung des entsprechenden Krümmungskreises mit β(0) =
α(s∗). Dann gilt auch

β′(0) = α′(s∗) , β′′(0) = α′′(s∗) ,

d.h. der Krümmungskreis berührt die Kurve zu zweiter Ordnung.15 Insbesondere stimmt
im Berührungspunkt der Frenet-Rahmen der Kurve α mit dem des Krümmungskreises
überein.

14Andere Anfangswerte für E(0) entsprechen einer globalen Drehung der resultierenden Kurve.
15Deshalb wird der Krümmungskreis auch Schmiegkreis genannt.
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Beweis. Nach Anwendung einer Verschiebung und einer Rotation können wir o.B.d.A.

α(s∗) = 0 , e1(s∗) = α′(s∗) =
(
1, 0

)
, e2(s∗) =

(
0, 1

)
annehmen und parametrisieren den Krümmungskreis nach Bogenlänge durch

β(t) =
(

0, κ−1(s∗)
)

+ κ−1(s∗)
(

+ sin (κ(s∗)t), − cos (κ(s∗)t)
)
,

siehe dazu auch (1.9). Wir berechnen

β′(0) =
(
1, 0

)
, β′′(0) =

(
0, κ(s∗)

)
und bemerken andererseits, dass

α′′(s∗) = e′1(s∗) = κ(s∗)e2(s∗) =
(
0, κ(s∗)

)
wegen der Frenetschen Gleichungen gilt.

Lemma 15 (Einfachste Darstellungsformel). Sei α : I → R2 eine planare Frenet-
Kurve mit Krümmung κ : I → R und α(s∗) = (0, 0) sowie α′(s∗) = (1, 0) für eine
gegebenes s∗ ∈ I. Dann gilt

α(s) =

 s∫
s∗

cos

(∫ s

s∗

κ(s̃) ds̃

)
ds,

s∫
s∗

sin

(∫ s

s∗

κ(s̃) ds̃

)
ds


für alle s ∈ I. Nach Superposition mit einer Verschiebung und einer Drehung gilt diese
Formel sogar für alle planaren Frenet-Kurven.

Beweis. Übungsaufgabe.

Lemma 16 (Frenet-Theorie allgemeiner Kurven). Sei α : I → Rd eine reguläre und
zweimal stetig differenzierbare, aber nicht unbedingt nach Bogenlänge parameterisierte
Kurve mit Parameter t ∈ I. Dann können via

e1(t) = |α̇(t)|−1 (α̇1(t), α̇2(t)
)
, e2(t) = |α̇(t)|−1 (−α̇2(t), α̇1(t)

)
,

und

κ(t) = |α̇(t)|−3
(
α̇1(t)α̈2(t)− α̇2(t)α̈1(t)

)
die entsprechenden Größen der Frenet-Theorie direkt berechnet werden.

Beweis. Unsere Beweisstrategie ist es, die Kurve zunächst nach Bogenlänge zu parame-
trisieren, danach die Frenet-Größen bzgl. der Bogenlänge zu berechnen, und schließlich
die Rückparametrisierung durchzuführen. Um die Rechnungen möglichst übersichtlich
zu halten, rechnen wir wie die Physiker und bezeichnen mit α(t) bzw. α(s) denselben
Punkt im Bild der Kurve, nur einmal in Abhängigkeit von t und das andere Mal in
Abhängigkeit vom Bogenlängenparameter s. Die Reparametrisierung ist dann gerade
die Angabe von s(t) bzw. t(s), wobei s genau dann – vgl. den Beweis von Satz 7 – die
Bogenlänge ist, wenn

ds

dt
= |α̇| bzw.

dt

ds
=

1

ds

dt

=
1

|α̇|
.
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Damit können die t-Ableitung sowie die s-Ableitung einer beliebigen Größe f via

ḟ =
df

dt
=

ds

dt

df

ds
=

ds

dt
f ′ = |α̇| f ′

ineinander umgerechnet werden und die Formeln für die Berechnung des Frenet-
Rahmens folgen unmittelbar aus

α′j = α̇j/ |α̇|

und Formel (1.6). Desweiteren gilt

α′′j =
d

ds

(
α̇j
|α̇|

)
=

dt

ds

d

dt

(
α̇j
|α̇|

)
=

1

|α̇|

(
α̈j
|α̇|
− α̇j

|α̇|2
d |α̇|
dt

)
und eine kleine Nebenrechnung offenbart

d |α̇|
dt

=
d

dt

√
α̇2

1 + α̇2
2 =

α̇1α̈1 + α̇2α̈2√
α̇2

1 + α̇2
2

=

〈
α̇, α̈

〉
|α̇|

.

Durch Einsetzen erhalten wir

α′′j =
α̈j

|α̇|2
−
α̇j
〈
α̇, α̈

〉
|α̇|4

und in Kombination mit (1.8) schließlich

κ = α′1α
′′
2 − α′2α′′2 =

α̇1

|α̇|

(
α̈2

|α̇|2
−
α̇2

〈
α̇, α̈

〉
|α̇|4

)
− α̇2

|α̇|

(
α̈1

|α̇|2
−
α̇1

〈
α̇, α̈

〉
|α̇|4

)
,

wobei sich einige Terme auf der rechten Seite gegenseitig aufheben.

1.2.2 Windungszahlen

In diesem Abschnitt studieren wir zwei wichtige Eigenschaften geschlossener planarer
Kurven.

Lemma 17 (Hilfsresultat über die Existenz eines Polarwinkels). Sei α : I → R2 \ {0}
eine m-mal stetig differenzierbare Kurve. Dann existiert eine m-mal stetig differenzier-
bare Funktion θ : I → R, so dass

α(t) = |α(t)|
(

cos
(
θ(t)

)
, sin

(
θ(t)

))
für alle t ∈ I. Diese Funktion θ ist eindeutig bis auf die Addition einer konstanten
Funktion t 7→ 2π j mit j ∈ Z bestimmt und wird Polarwinkelfunktion von α genannt.

Beweis. Einfachster Fall: Ist die Spur von α in einer Halbebene

Hη := {(x1, x2) ∈ R2 : x1 cos (η) + x2 sin (η) > 0}

mit festem Parameter η ∈ R enthalten, so kann θ mit Hilfe inverser trigono-
metrischer Funktionen konstruiert werden und alle Behauptungen folgen unmittelbar
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Abbildung 1.6: Zur stückweisen Definition des Polarwinkels im Beweis von Lemma 17: In
diesem Beispiel wird die gegebene Kurve in vier Teile zerlegt (schwarz, rot, grün, blau), so
dass die Spur jeder Teilkurve in einer entsprechenden Halbebene enthalten ist.

aus bekannten Resultaten aus Analysis I+II . Haben wir zum Beispiel η = 0, so ist Hη

gerade die rechte Halbebene und es gilt notwendigerweise

θ(t) = arctan

(
α2(t)

α1(t)

)
+ 2π j ,

wobei die Konstante j ∈ Z beliebig, aber unabhängig von t gewählt werden kann. Für
andere Werte von η können analoge Formeln mit Hilfe einer Drehung abgeleitet werden.

Allgemeiner Fall: Für eine allgemeine Kurve auf einem kompakten Intervall I =
[a, b] existiert – siehe Abbildung 1.6 – wegen der gleichgradigen Stetigkeit von α eine
endliche, aber nicht eindeutige Zerlegung

a = t0 < t1 < ... < tM = b

des Intervalls [a, b] in M Teile sowie dazugehörige Winkel η1, ..., ηM , so dass

sp
(
α|[tm−1, tm]

)
⊂ Hηm und

∣∣ηm−1 − ηm
∣∣ = π/2 für alle m = 1, ...,M .

Die Funktion θm|[tm−1, tm] kann nun durch Iteration der Argumente von oben konstruiert
werden, wobei die Konstante jm ∈ Z nur im ersten Teilintervall gewählt werden kann
und in den anderen Teilintervallen bereits eindeutig durch die Stetigkeitsforderung an
θ festgelegt ist. Der Fall allgemeiner Intervalle kann analog behandelt werden, sofern
man auch abzählbare Zerlegungen von I zulässt (m ∈ N oder m ∈ Z).

Die Winkelfuntion θ aus Lemma 17 quantifiziert für jedes t ∈ I den Winkel des
Vektors α(t) bzgl. der x1-Achse. Der Winkel bzgl. der um θ∗ gedrehten Achse ist dann
θ(t)− θ∗.

Die Polarwinkelfunktion ist bei geschlossenen Kurven besonders interessant.

Definition 18 (Geschlossene Kurve). Eine stetige Kurve α : [a, b] → R2 heißt
geschlossen, falls α(a) = α(b) gilt, und einfach geschlossen, falls außerdem α(t1) 6=
α(t2) für alle a ≤ t1 < t2 < b gilt. Wir sagen, eine geschlossene Kurve ist m-mal stetig
differenzierbar, falls die Ableitungen α′, ..., α(m) : [a, b]→ R2 existieren und via

α′(a) = α′(b) , ... , α(m)(a) = α(m)(b)

im Anfangs- und im Endpunkt der parametrisierten Kurve übereinstimmen.
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Eine wesentliche Beobachtung bei geschlossenen Kurven ist, dass die Polarwinkel
von Anfangs- und Endpunkt sich nur um ein Vielfaches von 2π unterscheiden können.

Definition 19 (Windungszahl stetiger Kurven). Seien α : [a, b]→ R eine geschlossene
Kurve, p /∈ sp (α) ein gegebener Punkt, und θp der Polarwinkel der um p verschobenen
Kurve αp(t) := α(t)− p. Dann heißt

wn (α, p) :=
θp(b)− θp(a)

2π
∈ Z

die Windungszahl der Kurve α bzgl. des Punktes p.
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<latexit sha1_base64="5l7YX0RlPmWExikMBpluQCPHyZs=">AAAB6HicdZDLSgMxFIbP1Futt6pLN8EiuBoyxeuu4MZlC/YC7VAyaaaNzWSGJCOUoU/gxoUibn0kd76NaTuKiv4QOHz/OeScP0gE1wbjd6ewtLyyulZcL21sbm3vlHf3WjpOFWVNGotYdQKimeCSNQ03gnUSxUgUCNYOxlczv33HlOaxvDGThPkRGUoeckqMRQ3cL1ewe4q9yzMPYRfPhb6Il5MK5Kr3y2+9QUzTiElDBdG66+HE+BlRhlPBpqVeqllC6JgMWdeWkkRM+9l80Sk6smSAwljZJw2a0+8TGYm0nkSB7YyIGenf3gz+5XVTE174GZdJapiki4/CVCATo9nVaMAVo0ZMbEGo4nZXREdEEWpsNiUbwuel6P+iVXU97HqNk0qtmsdRhAM4hGPw4BxqcA11aAIFBvfwCE/OrfPgPDsvi9aCk8/sww85rx+z8YzQ</latexit><latexit sha1_base64="5l7YX0RlPmWExikMBpluQCPHyZs=">AAAB6HicdZDLSgMxFIbP1Futt6pLN8EiuBoyxeuu4MZlC/YC7VAyaaaNzWSGJCOUoU/gxoUibn0kd76NaTuKiv4QOHz/OeScP0gE1wbjd6ewtLyyulZcL21sbm3vlHf3WjpOFWVNGotYdQKimeCSNQ03gnUSxUgUCNYOxlczv33HlOaxvDGThPkRGUoeckqMRQ3cL1ewe4q9yzMPYRfPhb6Il5MK5Kr3y2+9QUzTiElDBdG66+HE+BlRhlPBpqVeqllC6JgMWdeWkkRM+9l80Sk6smSAwljZJw2a0+8TGYm0nkSB7YyIGenf3gz+5XVTE174GZdJapiki4/CVCATo9nVaMAVo0ZMbEGo4nZXREdEEWpsNiUbwuel6P+iVXU97HqNk0qtmsdRhAM4hGPw4BxqcA11aAIFBvfwCE/OrfPgPDsvi9aCk8/sww85rx+z8YzQ</latexit><latexit sha1_base64="5l7YX0RlPmWExikMBpluQCPHyZs=">AAAB6HicdZDLSgMxFIbP1Futt6pLN8EiuBoyxeuu4MZlC/YC7VAyaaaNzWSGJCOUoU/gxoUibn0kd76NaTuKiv4QOHz/OeScP0gE1wbjd6ewtLyyulZcL21sbm3vlHf3WjpOFWVNGotYdQKimeCSNQ03gnUSxUgUCNYOxlczv33HlOaxvDGThPkRGUoeckqMRQ3cL1ewe4q9yzMPYRfPhb6Il5MK5Kr3y2+9QUzTiElDBdG66+HE+BlRhlPBpqVeqllC6JgMWdeWkkRM+9l80Sk6smSAwljZJw2a0+8TGYm0nkSB7YyIGenf3gz+5XVTE174GZdJapiki4/CVCATo9nVaMAVo0ZMbEGo4nZXREdEEWpsNiUbwuel6P+iVXU97HqNk0qtmsdRhAM4hGPw4BxqcA11aAIFBvfwCE/OrfPgPDsvi9aCk8/sww85rx+z8YzQ</latexit><latexit sha1_base64="5l7YX0RlPmWExikMBpluQCPHyZs=">AAAB6HicdZDLSgMxFIbP1Futt6pLN8EiuBoyxeuu4MZlC/YC7VAyaaaNzWSGJCOUoU/gxoUibn0kd76NaTuKiv4QOHz/OeScP0gE1wbjd6ewtLyyulZcL21sbm3vlHf3WjpOFWVNGotYdQKimeCSNQ03gnUSxUgUCNYOxlczv33HlOaxvDGThPkRGUoeckqMRQ3cL1ewe4q9yzMPYRfPhb6Il5MK5Kr3y2+9QUzTiElDBdG66+HE+BlRhlPBpqVeqllC6JgMWdeWkkRM+9l80Sk6smSAwljZJw2a0+8TGYm0nkSB7YyIGenf3gz+5XVTE174GZdJapiki4/CVCATo9nVaMAVo0ZMbEGo4nZXREdEEWpsNiUbwuel6P+iVXU97HqNk0qtmsdRhAM4hGPw4BxqcA11aAIFBvfwCE/OrfPgPDsvi9aCk8/sww85rx+z8YzQ</latexit>

�1<latexit sha1_base64="7ij3NMYTVCrXV86x/2iRiWTpnTk=">AAAB63icdVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4cUjGauuu4MZlBfuAdiiZNNOGJjNDkhHK0F9w40IRt/6QO//GTFtBRQ9cOJxzL/feEySCa4PQh1NYWV1b3yhulra2d3b3yvsHbR2nirIWjUWsugHRTPCItQw3gnUTxYgMBOsEk+vc79wzpXkc3ZlpwnxJRhEPOSUml7KzGR6UK8hFl1XsYYjcC4TrHlqQq9o5xC6aowKWaA7K7/1hTFPJIkMF0bqHUWL8jCjDqWCzUj/VLCF0QkasZ2lEJNN+Nr91Bk+sMoRhrGxFBs7V7xMZkVpPZWA7JTFj/dvLxb+8XmrCup/xKEkNi+hiUZgKaGKYPw6HXDFqxNQSQhW3t0I6JopQY+Mp2RC+PoX/k7bnYuTi22ql4S3jKIIjcAxOAQY10AA3oAlagIIxeABP4NmRzqPz4rwuWgvOcuYQ/IDz9gnyMY4f</latexit><latexit sha1_base64="7ij3NMYTVCrXV86x/2iRiWTpnTk=">AAAB63icdVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4cUjGauuu4MZlBfuAdiiZNNOGJjNDkhHK0F9w40IRt/6QO//GTFtBRQ9cOJxzL/feEySCa4PQh1NYWV1b3yhulra2d3b3yvsHbR2nirIWjUWsugHRTPCItQw3gnUTxYgMBOsEk+vc79wzpXkc3ZlpwnxJRhEPOSUml7KzGR6UK8hFl1XsYYjcC4TrHlqQq9o5xC6aowKWaA7K7/1hTFPJIkMF0bqHUWL8jCjDqWCzUj/VLCF0QkasZ2lEJNN+Nr91Bk+sMoRhrGxFBs7V7xMZkVpPZWA7JTFj/dvLxb+8XmrCup/xKEkNi+hiUZgKaGKYPw6HXDFqxNQSQhW3t0I6JopQY+Mp2RC+PoX/k7bnYuTi22ql4S3jKIIjcAxOAQY10AA3oAlagIIxeABP4NmRzqPz4rwuWgvOcuYQ/IDz9gnyMY4f</latexit><latexit sha1_base64="7ij3NMYTVCrXV86x/2iRiWTpnTk=">AAAB63icdVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4cUjGauuu4MZlBfuAdiiZNNOGJjNDkhHK0F9w40IRt/6QO//GTFtBRQ9cOJxzL/feEySCa4PQh1NYWV1b3yhulra2d3b3yvsHbR2nirIWjUWsugHRTPCItQw3gnUTxYgMBOsEk+vc79wzpXkc3ZlpwnxJRhEPOSUml7KzGR6UK8hFl1XsYYjcC4TrHlqQq9o5xC6aowKWaA7K7/1hTFPJIkMF0bqHUWL8jCjDqWCzUj/VLCF0QkasZ2lEJNN+Nr91Bk+sMoRhrGxFBs7V7xMZkVpPZWA7JTFj/dvLxb+8XmrCup/xKEkNi+hiUZgKaGKYPw6HXDFqxNQSQhW3t0I6JopQY+Mp2RC+PoX/k7bnYuTi22ql4S3jKIIjcAxOAQY10AA3oAlagIIxeABP4NmRzqPz4rwuWgvOcuYQ/IDz9gnyMY4f</latexit><latexit sha1_base64="7ij3NMYTVCrXV86x/2iRiWTpnTk=">AAAB63icdVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4cUjGauuu4MZlBfuAdiiZNNOGJjNDkhHK0F9w40IRt/6QO//GTFtBRQ9cOJxzL/feEySCa4PQh1NYWV1b3yhulra2d3b3yvsHbR2nirIWjUWsugHRTPCItQw3gnUTxYgMBOsEk+vc79wzpXkc3ZlpwnxJRhEPOSUml7KzGR6UK8hFl1XsYYjcC4TrHlqQq9o5xC6aowKWaA7K7/1hTFPJIkMF0bqHUWL8jCjDqWCzUj/VLCF0QkasZ2lEJNN+Nr91Bk+sMoRhrGxFBs7V7xMZkVpPZWA7JTFj/dvLxb+8XmrCup/xKEkNi+hiUZgKaGKYPw6HXDFqxNQSQhW3t0I6JopQY+Mp2RC+PoX/k7bnYuTi22ql4S3jKIIjcAxOAQY10AA3oAlagIIxeABP4NmRzqPz4rwuWgvOcuYQ/IDz9gnyMY4f</latexit>
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<latexit sha1_base64="zo3Jj/XcNbr6mjP+oxOLdmgb9qo=">AAAB63icdVDLSgMxFM3UV62vqks3wSIIwpAZWm13BTcuK9gHtEPJpJk2NMkMSUYoQ3/BjQtF3PpD7vwbM20FFT1w4XDOvdx7T5hwpg1CH05hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8edXScKkLbJOax6oVYU84kbRtmOO0limIRctoNp9e5372nSrNY3plZQgOBx5JFjGCTS9nF3B+WK8hFfr1W9SFy/RpqeA1LashrXFah56IFKmCF1rD8PhjFJBVUGsKx1n0PJSbIsDKMcDovDVJNE0ymeEz7lkosqA6yxa1zeGaVEYxiZUsauFC/T2RYaD0Toe0U2Ez0by8X//L6qYnqQcZkkhoqyXJRlHJoYpg/DkdMUWL4zBJMFLO3QjLBChNj4ynZEL4+hf+Tju96yPVuq5Wmv4qjCE7AKTgHHrgCTXADWqANCJiAB/AEnh3hPDovzuuyteCsZo7BDzhvnwlvji8=</latexit><latexit sha1_base64="zo3Jj/XcNbr6mjP+oxOLdmgb9qo=">AAAB63icdVDLSgMxFM3UV62vqks3wSIIwpAZWm13BTcuK9gHtEPJpJk2NMkMSUYoQ3/BjQtF3PpD7vwbM20FFT1w4XDOvdx7T5hwpg1CH05hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8edXScKkLbJOax6oVYU84kbRtmOO0limIRctoNp9e5372nSrNY3plZQgOBx5JFjGCTS9nF3B+WK8hFfr1W9SFy/RpqeA1LashrXFah56IFKmCF1rD8PhjFJBVUGsKx1n0PJSbIsDKMcDovDVJNE0ymeEz7lkosqA6yxa1zeGaVEYxiZUsauFC/T2RYaD0Toe0U2Ez0by8X//L6qYnqQcZkkhoqyXJRlHJoYpg/DkdMUWL4zBJMFLO3QjLBChNj4ynZEL4+hf+Tju96yPVuq5Wmv4qjCE7AKTgHHrgCTXADWqANCJiAB/AEnh3hPDovzuuyteCsZo7BDzhvnwlvji8=</latexit><latexit sha1_base64="zo3Jj/XcNbr6mjP+oxOLdmgb9qo=">AAAB63icdVDLSgMxFM3UV62vqks3wSIIwpAZWm13BTcuK9gHtEPJpJk2NMkMSUYoQ3/BjQtF3PpD7vwbM20FFT1w4XDOvdx7T5hwpg1CH05hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8edXScKkLbJOax6oVYU84kbRtmOO0limIRctoNp9e5372nSrNY3plZQgOBx5JFjGCTS9nF3B+WK8hFfr1W9SFy/RpqeA1LashrXFah56IFKmCF1rD8PhjFJBVUGsKx1n0PJSbIsDKMcDovDVJNE0ymeEz7lkosqA6yxa1zeGaVEYxiZUsauFC/T2RYaD0Toe0U2Ez0by8X//L6qYnqQcZkkhoqyXJRlHJoYpg/DkdMUWL4zBJMFLO3QjLBChNj4ynZEL4+hf+Tju96yPVuq5Wmv4qjCE7AKTgHHrgCTXADWqANCJiAB/AEnh3hPDovzuuyteCsZo7BDzhvnwlvji8=</latexit><latexit sha1_base64="zo3Jj/XcNbr6mjP+oxOLdmgb9qo=">AAAB63icdVDLSgMxFM3UV62vqks3wSIIwpAZWm13BTcuK9gHtEPJpJk2NMkMSUYoQ3/BjQtF3PpD7vwbM20FFT1w4XDOvdx7T5hwpg1CH05hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8edXScKkLbJOax6oVYU84kbRtmOO0limIRctoNp9e5372nSrNY3plZQgOBx5JFjGCTS9nF3B+WK8hFfr1W9SFy/RpqeA1LashrXFah56IFKmCF1rD8PhjFJBVUGsKx1n0PJSbIsDKMcDovDVJNE0ymeEz7lkosqA6yxa1zeGaVEYxiZUsauFC/T2RYaD0Toe0U2Ez0by8X//L6qYnqQcZkkhoqyXJRlHJoYpg/DkdMUWL4zBJMFLO3QjLBChNj4ynZEL4+hf+Tju96yPVuq5Wmv4qjCE7AKTgHHrgCTXADWqANCJiAB/AEnh3hPDovzuuyteCsZo7BDzhvnwlvji8=</latexit>
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<latexit sha1_base64="hMb92uXIx1O3cYalhfYBm3tKVJ8=">AAAB63icdVDLSgMxFM3UV62vqks3wSIIwpDUV90V3LisYB/QDiWTZtrQTGZIMkIZ+gtuXCji1h9y59+YmY6gogcuHM65l3vv8WPBtUHowyktLa+srpXXKxubW9s71d29jo4SRVmbRiJSPZ9oJrhkbcONYL1YMRL6gnX96XXmd++Z0jySd2YWMy8kY8kDTonJpPRkjofVGnLPEb66QBC5KEdOGvgUQ1woNVCgNay+D0YRTUImDRVE6z5GsfFSogyngs0rg0SzmNApGbO+pZKETHtpfuscHlllBINI2ZIG5ur3iZSEWs9C33aGxEz0by8T//L6iQkaXsplnBgm6WJRkAhoIpg9DkdcMWrEzBJCFbe3QjohilBj46nYEL4+hf+TTt3FyMW3Z7VmvYijDA7AITgGGFyCJrgBLdAGFEzAA3gCz07oPDovzuuiteQUM/vgB5y3T9Fmjgg=</latexit><latexit sha1_base64="hMb92uXIx1O3cYalhfYBm3tKVJ8=">AAAB63icdVDLSgMxFM3UV62vqks3wSIIwpDUV90V3LisYB/QDiWTZtrQTGZIMkIZ+gtuXCji1h9y59+YmY6gogcuHM65l3vv8WPBtUHowyktLa+srpXXKxubW9s71d29jo4SRVmbRiJSPZ9oJrhkbcONYL1YMRL6gnX96XXmd++Z0jySd2YWMy8kY8kDTonJpPRkjofVGnLPEb66QBC5KEdOGvgUQ1woNVCgNay+D0YRTUImDRVE6z5GsfFSogyngs0rg0SzmNApGbO+pZKETHtpfuscHlllBINI2ZIG5ur3iZSEWs9C33aGxEz0by8T//L6iQkaXsplnBgm6WJRkAhoIpg9DkdcMWrEzBJCFbe3QjohilBj46nYEL4+hf+TTt3FyMW3Z7VmvYijDA7AITgGGFyCJrgBLdAGFEzAA3gCz07oPDovzuuiteQUM/vgB5y3T9Fmjgg=</latexit><latexit sha1_base64="hMb92uXIx1O3cYalhfYBm3tKVJ8=">AAAB63icdVDLSgMxFM3UV62vqks3wSIIwpDUV90V3LisYB/QDiWTZtrQTGZIMkIZ+gtuXCji1h9y59+YmY6gogcuHM65l3vv8WPBtUHowyktLa+srpXXKxubW9s71d29jo4SRVmbRiJSPZ9oJrhkbcONYL1YMRL6gnX96XXmd++Z0jySd2YWMy8kY8kDTonJpPRkjofVGnLPEb66QBC5KEdOGvgUQ1woNVCgNay+D0YRTUImDRVE6z5GsfFSogyngs0rg0SzmNApGbO+pZKETHtpfuscHlllBINI2ZIG5ur3iZSEWs9C33aGxEz0by8T//L6iQkaXsplnBgm6WJRkAhoIpg9DkdcMWrEzBJCFbe3QjohilBj46nYEL4+hf+TTt3FyMW3Z7VmvYijDA7AITgGGFyCJrgBLdAGFEzAA3gCz07oPDovzuuiteQUM/vgB5y3T9Fmjgg=</latexit><latexit sha1_base64="hMb92uXIx1O3cYalhfYBm3tKVJ8=">AAAB63icdVDLSgMxFM3UV62vqks3wSIIwpDUV90V3LisYB/QDiWTZtrQTGZIMkIZ+gtuXCji1h9y59+YmY6gogcuHM65l3vv8WPBtUHowyktLa+srpXXKxubW9s71d29jo4SRVmbRiJSPZ9oJrhkbcONYL1YMRL6gnX96XXmd++Z0jySd2YWMy8kY8kDTonJpPRkjofVGnLPEb66QBC5KEdOGvgUQ1woNVCgNay+D0YRTUImDRVE6z5GsfFSogyngs0rg0SzmNApGbO+pZKETHtpfuscHlllBINI2ZIG5ur3iZSEWs9C33aGxEz0by8T//L6iQkaXsplnBgm6WJRkAhoIpg9DkdcMWrEzBJCFbe3QjohilBj46nYEL4+hf+TTt3FyMW3Z7VmvYijDA7AITgGGFyCJrgBLdAGFEzAA3gCz07oPDovzuuiteQUM/vgB5y3T9Fmjgg=</latexit>
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<latexit sha1_base64="+NYHOSca5xYavmWPFK0PDEvQePY=">AAAB63icdVBNSwMxEM3Wr1q/qh69BIsgCEt222J7K3jxWMHaQruUbJptQ5PskmSFsvQvePGgiFf/kDf/jdm2goo+GHi8N8PMvDDhTBuEPpzC2vrG5lZxu7Szu7d/UD48utNxqgjtkJjHqhdiTTmTtGOY4bSXKIpFyGk3nF7lfveeKs1ieWtmCQ0EHksWMYJNLmUX8+qwXEFus4lqtTpEbh35vt+wBFX9RtODnosWqIAV2sPy+2AUk1RQaQjHWvc9lJggw8owwum8NEg1TTCZ4jHtWyqxoDrIFrfO4ZlVRjCKlS1p4EL9PpFhofVMhLZTYDPRv71c/MvrpyZqBBmTSWqoJMtFUcqhiWH+OBwxRYnhM0swUczeCskEK0yMjadkQ/j6FP5P7nzXQ653U6u0/FUcRXACTsE58MAlaIFr0AYdQMAEPIAn8OwI59F5cV6XrQVnNXMMfsB5+wQM6Y4x</latexit><latexit sha1_base64="+NYHOSca5xYavmWPFK0PDEvQePY=">AAAB63icdVBNSwMxEM3Wr1q/qh69BIsgCEt222J7K3jxWMHaQruUbJptQ5PskmSFsvQvePGgiFf/kDf/jdm2goo+GHi8N8PMvDDhTBuEPpzC2vrG5lZxu7Szu7d/UD48utNxqgjtkJjHqhdiTTmTtGOY4bSXKIpFyGk3nF7lfveeKs1ieWtmCQ0EHksWMYJNLmUX8+qwXEFus4lqtTpEbh35vt+wBFX9RtODnosWqIAV2sPy+2AUk1RQaQjHWvc9lJggw8owwum8NEg1TTCZ4jHtWyqxoDrIFrfO4ZlVRjCKlS1p4EL9PpFhofVMhLZTYDPRv71c/MvrpyZqBBmTSWqoJMtFUcqhiWH+OBwxRYnhM0swUczeCskEK0yMjadkQ/j6FP5P7nzXQ653U6u0/FUcRXACTsE58MAlaIFr0AYdQMAEPIAn8OwI59F5cV6XrQVnNXMMfsB5+wQM6Y4x</latexit><latexit sha1_base64="+NYHOSca5xYavmWPFK0PDEvQePY=">AAAB63icdVBNSwMxEM3Wr1q/qh69BIsgCEt222J7K3jxWMHaQruUbJptQ5PskmSFsvQvePGgiFf/kDf/jdm2goo+GHi8N8PMvDDhTBuEPpzC2vrG5lZxu7Szu7d/UD48utNxqgjtkJjHqhdiTTmTtGOY4bSXKIpFyGk3nF7lfveeKs1ieWtmCQ0EHksWMYJNLmUX8+qwXEFus4lqtTpEbh35vt+wBFX9RtODnosWqIAV2sPy+2AUk1RQaQjHWvc9lJggw8owwum8NEg1TTCZ4jHtWyqxoDrIFrfO4ZlVRjCKlS1p4EL9PpFhofVMhLZTYDPRv71c/MvrpyZqBBmTSWqoJMtFUcqhiWH+OBwxRYnhM0swUczeCskEK0yMjadkQ/j6FP5P7nzXQ653U6u0/FUcRXACTsE58MAlaIFr0AYdQMAEPIAn8OwI59F5cV6XrQVnNXMMfsB5+wQM6Y4x</latexit><latexit sha1_base64="+NYHOSca5xYavmWPFK0PDEvQePY=">AAAB63icdVBNSwMxEM3Wr1q/qh69BIsgCEt222J7K3jxWMHaQruUbJptQ5PskmSFsvQvePGgiFf/kDf/jdm2goo+GHi8N8PMvDDhTBuEPpzC2vrG5lZxu7Szu7d/UD48utNxqgjtkJjHqhdiTTmTtGOY4bSXKIpFyGk3nF7lfveeKs1ieWtmCQ0EHksWMYJNLmUX8+qwXEFus4lqtTpEbh35vt+wBFX9RtODnosWqIAV2sPy+2AUk1RQaQjHWvc9lJggw8owwum8NEg1TTCZ4jHtWyqxoDrIFrfO4ZlVRjCKlS1p4EL9PpFhofVMhLZTYDPRv71c/MvrpyZqBBmTSWqoJMtFUcqhiWH+OBwxRYnhM0swUczeCskEK0yMjadkQ/j6FP5P7nzXQ653U6u0/FUcRXACTsE58MAlaIFr0AYdQMAEPIAn8OwI59F5cV6XrQVnNXMMfsB5+wQM6Y4x</latexit>
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<latexit sha1_base64="zIVcRGeH+0POxupFCeG3Ac1TYP8=">AAAB63icdVBNSwMxEM3Wr1q/qh69BIsgCEt2aW17K3jxWMHaQruUbJptQ5PskmSFsvQvePGgiFf/kDf/jdm2goo+GHi8N8PMvDDhTBuEPpzC2vrG5lZxu7Szu7d/UD48utNxqgjtkJjHqhdiTTmTtGOY4bSXKIpFyGk3nF7lfveeKs1ieWtmCQ0EHksWMYJNLmUXc39YriDXr6FmvQGRW0Nes+pbglCjeYmgZ0mOClihPSy/D0YxSQWVhnCsdd9DiQkyrAwjnM5Lg1TTBJMpHtO+pRILqoNscescnlllBKNY2ZIGLtTvExkWWs9EaDsFNhP928vFv7x+aqJGkDGZpIZKslwUpRyaGOaPwxFTlBg+swQTxeytkEywwsTYeEo2hK9P4f/kznc95Ho31UrLX8VRBCfgFJwDD9RBC1yDNugAAibgATyBZ0c4j86L87psLTirmWPwA87bJw4xjjI=</latexit><latexit sha1_base64="zIVcRGeH+0POxupFCeG3Ac1TYP8=">AAAB63icdVBNSwMxEM3Wr1q/qh69BIsgCEt2aW17K3jxWMHaQruUbJptQ5PskmSFsvQvePGgiFf/kDf/jdm2goo+GHi8N8PMvDDhTBuEPpzC2vrG5lZxu7Szu7d/UD48utNxqgjtkJjHqhdiTTmTtGOY4bSXKIpFyGk3nF7lfveeKs1ieWtmCQ0EHksWMYJNLmUXc39YriDXr6FmvQGRW0Nes+pbglCjeYmgZ0mOClihPSy/D0YxSQWVhnCsdd9DiQkyrAwjnM5Lg1TTBJMpHtO+pRILqoNscescnlllBKNY2ZIGLtTvExkWWs9EaDsFNhP928vFv7x+aqJGkDGZpIZKslwUpRyaGOaPwxFTlBg+swQTxeytkEywwsTYeEo2hK9P4f/kznc95Ho31UrLX8VRBCfgFJwDD9RBC1yDNugAAibgATyBZ0c4j86L87psLTirmWPwA87bJw4xjjI=</latexit><latexit sha1_base64="zIVcRGeH+0POxupFCeG3Ac1TYP8=">AAAB63icdVBNSwMxEM3Wr1q/qh69BIsgCEt2aW17K3jxWMHaQruUbJptQ5PskmSFsvQvePGgiFf/kDf/jdm2goo+GHi8N8PMvDDhTBuEPpzC2vrG5lZxu7Szu7d/UD48utNxqgjtkJjHqhdiTTmTtGOY4bSXKIpFyGk3nF7lfveeKs1ieWtmCQ0EHksWMYJNLmUXc39YriDXr6FmvQGRW0Nes+pbglCjeYmgZ0mOClihPSy/D0YxSQWVhnCsdd9DiQkyrAwjnM5Lg1TTBJMpHtO+pRILqoNscescnlllBKNY2ZIGLtTvExkWWs9EaDsFNhP928vFv7x+aqJGkDGZpIZKslwUpRyaGOaPwxFTlBg+swQTxeytkEywwsTYeEo2hK9P4f/kznc95Ho31UrLX8VRBCfgFJwDD9RBC1yDNugAAibgATyBZ0c4j86L87psLTirmWPwA87bJw4xjjI=</latexit><latexit sha1_base64="zIVcRGeH+0POxupFCeG3Ac1TYP8=">AAAB63icdVBNSwMxEM3Wr1q/qh69BIsgCEt2aW17K3jxWMHaQruUbJptQ5PskmSFsvQvePGgiFf/kDf/jdm2goo+GHi8N8PMvDDhTBuEPpzC2vrG5lZxu7Szu7d/UD48utNxqgjtkJjHqhdiTTmTtGOY4bSXKIpFyGk3nF7lfveeKs1ieWtmCQ0EHksWMYJNLmUXc39YriDXr6FmvQGRW0Nes+pbglCjeYmgZ0mOClihPSy/D0YxSQWVhnCsdd9DiQkyrAwjnM5Lg1TTBJMpHtO+pRILqoNscescnlllBKNY2ZIGLtTvExkWWs9EaDsFNhP928vFv7x+aqJGkDGZpIZKslwUpRyaGOaPwxFTlBg+swQTxeytkEywwsTYeEo2hK9P4f/kznc95Ho31UrLX8VRBCfgFJwDD9RBC1yDNugAAibgATyBZ0c4j86L87psLTirmWPwA87bJw4xjjI=</latexit>

Abbildung 1.7: Links: Die Windungszahl bzw. der Polarwinkel θp einer festen Kurve α bzgl.
eines Punktes p hängt entscheidend von der Lage von p ab. Rechts: Die Windungszahl einer
gegeben Kurve α (schwarz) für verschiedene Wahlen des Punktes p (bunt). Die Windungszahl
ist – für gegebenes α als Funktion in p /∈ sp (α) betrachtet – auf jeder Zusammenhangskom-
ponente von R2 \ sp (α) konstant.

Das Konzept der Windungszahl kann auch auf Tangentialvektoren angewendet wer-
den, und dies führt zu dem zweiten zentralen Begriff dieses Abschnitts.

Definition 20 (Umlaufzahl regulärer geschlossener Kurven). Sei α : [a, b] → R eine
reguläre und geschlossene Kurve. Dann heißt

ind (α) := wn (α̇, 0) ∈ Z

die Umlaufzahl (oder der Rotationsindex) der Kurve α.

Man zeigt leicht, dass sowohl die Windungszahl als auch die Umlaufzahl16 geometri-
sche Größen sind und sich daher unter Reparametrisierungen der Kurve nicht ändern.
Beide ändern sich auch nicht bei Drehungen und Verschiebungen von α, sofern bei der
Windungszahl der Punkt p entsprechend mitbewegt wird.

Lemma 21 (Umlaufzahl und Krümmung). Für jede reguläre und zweimal stetig diffe-
renzierbare Kurve α : [a, b]→ R gilt17

κ(t) =
ω̇(t)

|α̇(t)|
für alle t ∈ R , (1.10)

16Windungszahlen und Umlaufzahlen werden in der Literatur zum Teil anders bezeichnet. Wichtig
ist, dass das eine Konzept eine Kurve und einen Punkt, aber keine Ableitungen involviert, wohingegen
das andere Konzept eine Eigenschaft differenzierbarer Kurven ist.

17Ist α nach Bogenlänge parametrisiert, so gilt κ(s) = ω′(s).
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22 1. Kurven

!(t)
<latexit sha1_base64="CVNlcMeiwhzMloKyjel83jRB+hM="></latexit><latexit sha1_base64="CVNlcMeiwhzMloKyjel83jRB+hM="></latexit><latexit sha1_base64="CVNlcMeiwhzMloKyjel83jRB+hM="></latexit><latexit sha1_base64="CVNlcMeiwhzMloKyjel83jRB+hM="></latexit>

!(t)
<latexit sha1_base64="n3ch5zHHhyeXeSFyD7chTDwBmKc=">AAACG3icdVBLSwMxGMz6rPVV9eglWIQKsmTXauut4MVjBfuAdinZNLsNzT5IskJZ9n948a948aCIJ8GD/8b0saCiA4FhZr7ky7gxZ1Ih9GksLa+srq0XNoqbW9s7u6W9/baMEkFoi0Q8El0XS8pZSFuKKU67saA4cDntuOOrqd+5o0KyKLxVk5g6AfZD5jGClZYGJTvtzy7pCd91UmSii6plW6fIPEdW3UZzclk7y/pRQH1cUSfZoFTOczDPwTwHLRPNUAYLNAel9/4wIklAQ0U4lrJnoVg5KRaKEU6zYj+RNMZkjH3a0zTEAZVOOlsrg8daGUIvEvqECs7U7xMpDqScBK5OBliN5G9vKv7l9RLl1Z2UhXGiaEjmD3kJhyqC06LgkAlKFJ9ogolgeldIRlhgonSdRV1C/lP4P2nbpoVM66ZabtQXdRTAITgCFWCBGmiAa9AELUDAPXgEz+DFeDCejFfjbR5dMhYzB+AHjI8vmoCdXQ==</latexit><latexit sha1_base64="n3ch5zHHhyeXeSFyD7chTDwBmKc=">AAACG3icdVBLSwMxGMz6rPVV9eglWIQKsmTXauut4MVjBfuAdinZNLsNzT5IskJZ9n948a948aCIJ8GD/8b0saCiA4FhZr7ky7gxZ1Ih9GksLa+srq0XNoqbW9s7u6W9/baMEkFoi0Q8El0XS8pZSFuKKU67saA4cDntuOOrqd+5o0KyKLxVk5g6AfZD5jGClZYGJTvtzy7pCd91UmSii6plW6fIPEdW3UZzclk7y/pRQH1cUSfZoFTOczDPwTwHLRPNUAYLNAel9/4wIklAQ0U4lrJnoVg5KRaKEU6zYj+RNMZkjH3a0zTEAZVOOlsrg8daGUIvEvqECs7U7xMpDqScBK5OBliN5G9vKv7l9RLl1Z2UhXGiaEjmD3kJhyqC06LgkAlKFJ9ogolgeldIRlhgonSdRV1C/lP4P2nbpoVM66ZabtQXdRTAITgCFWCBGmiAa9AELUDAPXgEz+DFeDCejFfjbR5dMhYzB+AHjI8vmoCdXQ==</latexit><latexit sha1_base64="n3ch5zHHhyeXeSFyD7chTDwBmKc=">AAACG3icdVBLSwMxGMz6rPVV9eglWIQKsmTXauut4MVjBfuAdinZNLsNzT5IskJZ9n948a948aCIJ8GD/8b0saCiA4FhZr7ky7gxZ1Ih9GksLa+srq0XNoqbW9s7u6W9/baMEkFoi0Q8El0XS8pZSFuKKU67saA4cDntuOOrqd+5o0KyKLxVk5g6AfZD5jGClZYGJTvtzy7pCd91UmSii6plW6fIPEdW3UZzclk7y/pRQH1cUSfZoFTOczDPwTwHLRPNUAYLNAel9/4wIklAQ0U4lrJnoVg5KRaKEU6zYj+RNMZkjH3a0zTEAZVOOlsrg8daGUIvEvqECs7U7xMpDqScBK5OBliN5G9vKv7l9RLl1Z2UhXGiaEjmD3kJhyqC06LgkAlKFJ9ogolgeldIRlhgonSdRV1C/lP4P2nbpoVM66ZabtQXdRTAITgCFWCBGmiAa9AELUDAPXgEz+DFeDCejFfjbR5dMhYzB+AHjI8vmoCdXQ==</latexit><latexit sha1_base64="n3ch5zHHhyeXeSFyD7chTDwBmKc=">AAACG3icdVBLSwMxGMz6rPVV9eglWIQKsmTXauut4MVjBfuAdinZNLsNzT5IskJZ9n948a948aCIJ8GD/8b0saCiA4FhZr7ky7gxZ1Ih9GksLa+srq0XNoqbW9s7u6W9/baMEkFoi0Q8El0XS8pZSFuKKU67saA4cDntuOOrqd+5o0KyKLxVk5g6AfZD5jGClZYGJTvtzy7pCd91UmSii6plW6fIPEdW3UZzclk7y/pRQH1cUSfZoFTOczDPwTwHLRPNUAYLNAel9/4wIklAQ0U4lrJnoVg5KRaKEU6zYj+RNMZkjH3a0zTEAZVOOlsrg8daGUIvEvqECs7U7xMpDqScBK5OBliN5G9vKv7l9RLl1Z2UhXGiaEjmD3kJhyqC06LgkAlKFJ9ogolgeldIRlhgonSdRV1C/lP4P2nbpoVM66ZabtQXdRTAITgCFWCBGmiAa9AELUDAPXgEz+DFeDCejFfjbR5dMhYzB+AHjI8vmoCdXQ==</latexit>

↵(t)
<latexit sha1_base64="Wuga20QZ/ze5AMzmIAYoozkcK6k=">AAAB8HicdVDLSgMxFM3UV62vqks3wSLUzZAZWm13BTcuK9iHtEPJpJk2NMkMSUYoQ7/CjQtF3Po57vwb04egogcuHM65l3vvCRPOtEHow8mtrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjto5TRWiLxDxW3RBrypmkLcMMp91EUSxCTjvh5Grud+6p0iyWt2aa0EDgkWQRI9hY6a6PeTLGZXM+KJaQi/xateJD5PpVVPfqllSRV7+oQM9FC5TACs1B8b0/jEkqqDSEY617HkpMkGFlGOF0VuinmiaYTPCI9iyVWFAdZIuDZ/DMKkMYxcqWNHChfp/IsNB6KkLbKbAZ69/eXPzL66UmqgUZk0lqqCTLRVHKoYnh/Hs4ZIoSw6eWYKKYvRWSMVaYGJtRwYbw9Sn8n7R910Oud1MpNWqrOPLgBJyCMvDAJWiAa9AELUCAAA/gCTw7ynl0XpzXZWvOWc0cgx9w3j4BkdqQOQ==</latexit><latexit sha1_base64="Wuga20QZ/ze5AMzmIAYoozkcK6k=">AAAB8HicdVDLSgMxFM3UV62vqks3wSLUzZAZWm13BTcuK9iHtEPJpJk2NMkMSUYoQ7/CjQtF3Po57vwb04egogcuHM65l3vvCRPOtEHow8mtrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjto5TRWiLxDxW3RBrypmkLcMMp91EUSxCTjvh5Grud+6p0iyWt2aa0EDgkWQRI9hY6a6PeTLGZXM+KJaQi/xateJD5PpVVPfqllSRV7+oQM9FC5TACs1B8b0/jEkqqDSEY617HkpMkGFlGOF0VuinmiaYTPCI9iyVWFAdZIuDZ/DMKkMYxcqWNHChfp/IsNB6KkLbKbAZ69/eXPzL66UmqgUZk0lqqCTLRVHKoYnh/Hs4ZIoSw6eWYKKYvRWSMVaYGJtRwYbw9Sn8n7R910Oud1MpNWqrOPLgBJyCMvDAJWiAa9AELUCAAA/gCTw7ynl0XpzXZWvOWc0cgx9w3j4BkdqQOQ==</latexit><latexit sha1_base64="Wuga20QZ/ze5AMzmIAYoozkcK6k=">AAAB8HicdVDLSgMxFM3UV62vqks3wSLUzZAZWm13BTcuK9iHtEPJpJk2NMkMSUYoQ7/CjQtF3Po57vwb04egogcuHM65l3vvCRPOtEHow8mtrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjto5TRWiLxDxW3RBrypmkLcMMp91EUSxCTjvh5Grud+6p0iyWt2aa0EDgkWQRI9hY6a6PeTLGZXM+KJaQi/xateJD5PpVVPfqllSRV7+oQM9FC5TACs1B8b0/jEkqqDSEY617HkpMkGFlGOF0VuinmiaYTPCI9iyVWFAdZIuDZ/DMKkMYxcqWNHChfp/IsNB6KkLbKbAZ69/eXPzL66UmqgUZk0lqqCTLRVHKoYnh/Hs4ZIoSw6eWYKKYvRWSMVaYGJtRwYbw9Sn8n7R910Oud1MpNWqrOPLgBJyCMvDAJWiAa9AELUCAAA/gCTw7ynl0XpzXZWvOWc0cgx9w3j4BkdqQOQ==</latexit><latexit sha1_base64="Wuga20QZ/ze5AMzmIAYoozkcK6k=">AAAB8HicdVDLSgMxFM3UV62vqks3wSLUzZAZWm13BTcuK9iHtEPJpJk2NMkMSUYoQ7/CjQtF3Po57vwb04egogcuHM65l3vvCRPOtEHow8mtrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjto5TRWiLxDxW3RBrypmkLcMMp91EUSxCTjvh5Grud+6p0iyWt2aa0EDgkWQRI9hY6a6PeTLGZXM+KJaQi/xateJD5PpVVPfqllSRV7+oQM9FC5TACs1B8b0/jEkqqDSEY617HkpMkGFlGOF0VuinmiaYTPCI9iyVWFAdZIuDZ/DMKkMYxcqWNHChfp/IsNB6KkLbKbAZ69/eXPzL66UmqgUZk0lqqCTLRVHKoYnh/Hs4ZIoSw6eWYKKYvRWSMVaYGJtRwYbw9Sn8n7R910Oud1MpNWqrOPLgBJyCMvDAJWiAa9AELUCAAA/gCTw7ynl0XpzXZWvOWc0cgx9w3j4BkdqQOQ==</latexit>

↵(t)
<latexit sha1_base64="Nf5PUMXRQarYIHwNauIzbn3WtV8=">AAAB8HicdVDLSgMxFM3UV62vqks3wSLUzZDUauuu4MZlBfuQdiiZNNOGJpkhyQil9CvcuFDErZ/jzr8xfQgqeuDC4Zx7ufeeMBHcWIQ+vMzK6tr6RnYzt7W9s7uX3z9omjjVlDVoLGLdDolhgivWsNwK1k40IzIUrBWOrmZ+655pw2N1a8cJCyQZKB5xSqyT7rpEJENStKe9fAH56KKMSxgi/xzhagktyGXlDGIfzVEAS9R7+fduP6apZMpSQYzpYJTYYEK05VSwaa6bGpYQOiID1nFUEclMMJkfPIUnTunDKNaulIVz9fvEhEhjxjJ0nZLYofntzcS/vE5qo2ow4SpJLVN0sShKBbQxnH0P+1wzasXYEUI1d7dCOiSaUOsyyrkQvj6F/5NmycfIxzflQq26jCMLjsAxKAIMKqAGrkEdNAAFEjyAJ/Dsae/Re/FeF60ZbzlzCH7Ae/sEeSOQKA==</latexit><latexit sha1_base64="Nf5PUMXRQarYIHwNauIzbn3WtV8=">AAAB8HicdVDLSgMxFM3UV62vqks3wSLUzZDUauuu4MZlBfuQdiiZNNOGJpkhyQil9CvcuFDErZ/jzr8xfQgqeuDC4Zx7ufeeMBHcWIQ+vMzK6tr6RnYzt7W9s7uX3z9omjjVlDVoLGLdDolhgivWsNwK1k40IzIUrBWOrmZ+655pw2N1a8cJCyQZKB5xSqyT7rpEJENStKe9fAH56KKMSxgi/xzhagktyGXlDGIfzVEAS9R7+fduP6apZMpSQYzpYJTYYEK05VSwaa6bGpYQOiID1nFUEclMMJkfPIUnTunDKNaulIVz9fvEhEhjxjJ0nZLYofntzcS/vE5qo2ow4SpJLVN0sShKBbQxnH0P+1wzasXYEUI1d7dCOiSaUOsyyrkQvj6F/5NmycfIxzflQq26jCMLjsAxKAIMKqAGrkEdNAAFEjyAJ/Dsae/Re/FeF60ZbzlzCH7Ae/sEeSOQKA==</latexit><latexit sha1_base64="Nf5PUMXRQarYIHwNauIzbn3WtV8=">AAAB8HicdVDLSgMxFM3UV62vqks3wSLUzZDUauuu4MZlBfuQdiiZNNOGJpkhyQil9CvcuFDErZ/jzr8xfQgqeuDC4Zx7ufeeMBHcWIQ+vMzK6tr6RnYzt7W9s7uX3z9omjjVlDVoLGLdDolhgivWsNwK1k40IzIUrBWOrmZ+655pw2N1a8cJCyQZKB5xSqyT7rpEJENStKe9fAH56KKMSxgi/xzhagktyGXlDGIfzVEAS9R7+fduP6apZMpSQYzpYJTYYEK05VSwaa6bGpYQOiID1nFUEclMMJkfPIUnTunDKNaulIVz9fvEhEhjxjJ0nZLYofntzcS/vE5qo2ow4SpJLVN0sShKBbQxnH0P+1wzasXYEUI1d7dCOiSaUOsyyrkQvj6F/5NmycfIxzflQq26jCMLjsAxKAIMKqAGrkEdNAAFEjyAJ/Dsae/Re/FeF60ZbzlzCH7Ae/sEeSOQKA==</latexit><latexit sha1_base64="Nf5PUMXRQarYIHwNauIzbn3WtV8=">AAAB8HicdVDLSgMxFM3UV62vqks3wSLUzZDUauuu4MZlBfuQdiiZNNOGJpkhyQil9CvcuFDErZ/jzr8xfQgqeuDC4Zx7ufeeMBHcWIQ+vMzK6tr6RnYzt7W9s7uX3z9omjjVlDVoLGLdDolhgivWsNwK1k40IzIUrBWOrmZ+655pw2N1a8cJCyQZKB5xSqyT7rpEJENStKe9fAH56KKMSxgi/xzhagktyGXlDGIfzVEAS9R7+fduP6apZMpSQYzpYJTYYEK05VSwaa6bGpYQOiID1nFUEclMMJkfPIUnTunDKNaulIVz9fvEhEhjxjJ0nZLYofntzcS/vE5qo2ow4SpJLVN0sShKBbQxnH0P+1wzasXYEUI1d7dCOiSaUOsyyrkQvj6F/5NmycfIxzflQq26jCMLjsAxKAIMKqAGrkEdNAAFEjyAJ/Dsae/Re/FeF60ZbzlzCH7Ae/sEeSOQKA==</latexit>

↵(t)
<latexit sha1_base64="J9fkb/f5jMwewGBmnun+KZwAr3w=">AAAB8HicdVDLSgMxFM34rPVVdekmWIS6GRKfdVdw47KCfUg7lEyatqFJZkgyQhn6FW5cKOLWz3Hn35hOR1DRAxcO59zLvfeEseDGIvThLSwuLa+sFtaK6xubW9ulnd2miRJNWYNGItLtkBgmuGINy61g7VgzIkPBWuH4aua37pk2PFK3dhKzQJKh4gNOiXXSXZeIeEQq9qhXKiP/DOHLcwSRjzJkpIpPMMS5UgY56r3Se7cf0UQyZakgxnQwim2QEm05FWxa7CaGxYSOyZB1HFVEMhOk2cFTeOiUPhxE2pWyMFO/T6REGjORoeuUxI7Mb28m/uV1EjuoBilXcWKZovNFg0RAG8HZ97DPNaNWTBwhVHN3K6Qjogm1LqOiC+HrU/g/aR77GPn45rRcq+ZxFMA+OAAVgMEFqIFrUAcNQIEED+AJPHvae/RevNd564KXz+yBH/DePgFbZJAT</latexit><latexit sha1_base64="J9fkb/f5jMwewGBmnun+KZwAr3w=">AAAB8HicdVDLSgMxFM34rPVVdekmWIS6GRKfdVdw47KCfUg7lEyatqFJZkgyQhn6FW5cKOLWz3Hn35hOR1DRAxcO59zLvfeEseDGIvThLSwuLa+sFtaK6xubW9ulnd2miRJNWYNGItLtkBgmuGINy61g7VgzIkPBWuH4aua37pk2PFK3dhKzQJKh4gNOiXXSXZeIeEQq9qhXKiP/DOHLcwSRjzJkpIpPMMS5UgY56r3Se7cf0UQyZakgxnQwim2QEm05FWxa7CaGxYSOyZB1HFVEMhOk2cFTeOiUPhxE2pWyMFO/T6REGjORoeuUxI7Mb28m/uV1EjuoBilXcWKZovNFg0RAG8HZ97DPNaNWTBwhVHN3K6Qjogm1LqOiC+HrU/g/aR77GPn45rRcq+ZxFMA+OAAVgMEFqIFrUAcNQIEED+AJPHvae/RevNd564KXz+yBH/DePgFbZJAT</latexit><latexit sha1_base64="J9fkb/f5jMwewGBmnun+KZwAr3w=">AAAB8HicdVDLSgMxFM34rPVVdekmWIS6GRKfdVdw47KCfUg7lEyatqFJZkgyQhn6FW5cKOLWz3Hn35hOR1DRAxcO59zLvfeEseDGIvThLSwuLa+sFtaK6xubW9ulnd2miRJNWYNGItLtkBgmuGINy61g7VgzIkPBWuH4aua37pk2PFK3dhKzQJKh4gNOiXXSXZeIeEQq9qhXKiP/DOHLcwSRjzJkpIpPMMS5UgY56r3Se7cf0UQyZakgxnQwim2QEm05FWxa7CaGxYSOyZB1HFVEMhOk2cFTeOiUPhxE2pWyMFO/T6REGjORoeuUxI7Mb28m/uV1EjuoBilXcWKZovNFg0RAG8HZ97DPNaNWTBwhVHN3K6Qjogm1LqOiC+HrU/g/aR77GPn45rRcq+ZxFMA+OAAVgMEFqIFrUAcNQIEED+AJPHvae/RevNd564KXz+yBH/DePgFbZJAT</latexit><latexit sha1_base64="J9fkb/f5jMwewGBmnun+KZwAr3w=">AAAB8HicdVDLSgMxFM34rPVVdekmWIS6GRKfdVdw47KCfUg7lEyatqFJZkgyQhn6FW5cKOLWz3Hn35hOR1DRAxcO59zLvfeEseDGIvThLSwuLa+sFtaK6xubW9ulnd2miRJNWYNGItLtkBgmuGINy61g7VgzIkPBWuH4aua37pk2PFK3dhKzQJKh4gNOiXXSXZeIeEQq9qhXKiP/DOHLcwSRjzJkpIpPMMS5UgY56r3Se7cf0UQyZakgxnQwim2QEm05FWxa7CaGxYSOyZB1HFVEMhOk2cFTeOiUPhxE2pWyMFO/T6REGjORoeuUxI7Mb28m/uV1EjuoBilXcWKZovNFg0RAG8HZ97DPNaNWTBwhVHN3K6Qjogm1LqOiC+HrU/g/aR77GPn45rRcq+ZxFMA+OAAVgMEFqIFrUAcNQIEED+AJPHvae/RevNd564KXz+yBH/DePgFbZJAT</latexit>

!(t)
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Abbildung 1.8: Links: Die Umlaufzahl einer Kurve α ist über den Polarwinkel ω des Tan-
gentenvektors definiert, dessen Änderung bzgl. der Bogenlänge gerade durch die Krümmung
beschrieben wird, siehe (1.10). Rechts: Zwei geschlossene Kurven mit Umlaufzahl +1.

Abbildung 1.9: Beispiele für die Umlaufzahlen +2 und −3.

wobei ω : [a, b] der Polarwinkel des Tangentialvektors α̇ : [a, b]→ R2 ist. Insbesondere
gilt18

ind (α) =
1

2π

b∫
a

κ(t) |α̇(t)| dt , (1.11)

sofern α auch geschlossen ist.

Beweis. Wir führen den Beweis in dem einfachen Fall, dass α nach Bogenlänge pa-
rametrisiert ist, und schreiben daher wieder α(s) und α′(s) statt α(t) und α̇(t). Der
allgemeine Fall kann anschließend mittels direkter Rechnungen wie im Beweis von Lem-
ma 16 auf den einfachen Fall zurückgeführt werden.

Nach Konstruktion und vereinfachender Annahme gilt

e1(s) =
(
α′1(s), α′2(s)

)
=
(

cos
(
ω(s)

)
, sin

(
ω(s)

))
und die Kettenregel impliziert

e′1(s) =
(
α′′1(s), α′′2(s)

)
= ω′(s)

(
− sin

(
ω(s)

)
, cos

(
ω(s)

))
= ω′(s)e2(s) .

Aus den Frenetschen Gleichungen – siehe (1.7) – folgt nun unmittelbar κ(s) = ω′(s)

durch Koeffizientenvergleich und Integration über s ergibt 2π ind (α) =
∫ b
a
κ(s) ds.

Polarwinkelfunktionen existieren nicht nur entlang von Kurven, sondern auch auf
hinreichend guten Teilmengen des R2.

18Das Integral auf der rechten Seite von (1.11) ist gerade das Kurvenintegral erster Art von κ, das
invariant unter Reparametrisierungen ist. In diesem Sinne gilt 2π ind (α) =

∫
α
κds.
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Abbildung 1.10: Beispiele für eine sternförmige Menge (mit markiertem Zentralpunkt),
eine einfach-zusammenhängende, aber nicht sternförmige Menge sowie eine nicht einfach-
zusammenhängende Menge (jeweils die graue Fläche). Die ersten beiden Beispiele illustrie-
ren auch den Jordanschen Kurvensatz aus Theorem 25, weil der Rand jeweils als Spur einer
einfach geschlossenen Kurve betrachtet werden kann.

Lemma 22 (Hilfssatz über Polarwinkelfunktionen auf sternförmigen Gebieten). Sei
Ω ⊂ R2 sternförmig19 bzgl. x∗ ∈ Ω und sei ψ : Ω → R2 \ {0} ein stetiges Vektorfeld.
Dann existiert eine stetige Abbildung θ : Ω→ R, so dass

ψ(x) = |ψ(x)|
(

cos
(
θ(x)

)
, sin

(
θ(x)

))
für alle x ∈ Ω. Dabei ist θ eindeutig bis auf die Addition einer konstanten Funktion
x 7→ 2πj für festes j ∈ Z.

Beweis. Konstruktion von θ: Wir setzen o.B.d.A x∗ = 0 und wählen θ(0) ∈ R als
Winkel von ψ(0). Für jedes x ∈ Ω ist nun nach Voraussetzung die parametrisierte
Verbindungsstrecke

t ∈ [0, 1] 7→ tx ∈ Ω

in Ω enthalten und mit Lemma 17 ist θ entlang der Kurve

t ∈ [0, 1] 7→ ψ(tx) ∈ R2 \ {0}

eindeutig festgelegt und dort auch stetig. Insbesondere ist θ(x) für jedes x ∈ Ω durch
diese Konstruktion wohldefiniert, aber wir müssen noch zeigen, dass θ(x) stetig von x
abhängt.

Stetigkeit von θ: Wir führen den Nachweis indirekt und nehmen an, dass θ nicht
stetig ist. Dann existiert eine Folge (xn)n∈N die gegen einen Grenzwert x∞ ∈ Ω kon-
vergiert, so dass θ(xn) nicht gegen θ(x∞) konvergiert. Da aber ψ(xn) gegen ψ(x∞)
konvergiert (Stetigkeit von ψ), kann dies nur gelten, wenn

lim sup
n→∞

|θ(xn)− θ(x∞)| ≥ 2π .

Für alle hinreichend großen n betrachten wir nun die nach Konstruktion stetige Funk-
tion

t ∈ [0, 1] 7→ gn(t) := |θ(txn)− θ(tx∞)|

19Ω ist per Definition genau dann sternförmig bzgl x∗, wenn für jeden Punkt in Ω auch die affine
Verbindungsstrecke zwischen x∗ und x zu Ω gehört, d.h. x ∈ Ω impliziert {(1− t)x∗+tx : t ∈ [0, 1]} ⊂
Ω. Der Punkt x∗ wird auch Zentrum von Ω genannt.
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für die gn(0) = 0 und gn(1) ≥ 3
2
π gilt. Nach dem Zwischenwertsatz existiert ein tn ∈

[0, 1] mit gn(tn) = π, d.h. ψ(tnxn) und ψ(tnx∞) sind immer antipodale Vektoren mit

ψ(tnxn) = −ψ(tnx∞) .

Nach Übergang zu einer geeignetenTeilfolge können wir außerdem tn → t∞ ∈ [0, 1]
annehmen, und die Stetigkeit von ψ impliziert via

ψ(t∞x∞) = lim
n→∞

ψ(tnxn) = − lim
n→∞

ψ(tnx∞) = −ψ(t∞x∞)

den gewünschten Widerspruch wegen t∞x∞ ∈ Ω und ψ(t∞x∞) 6= 0.

Lemma 22 gilt auch für einfach-zusammenhängende Mengen, d.h. salopp gespro-
chen, sofern Ω keine Löcher aufweist (siehe Abbildung 1.10). Das Standardgegenbeispiel
für nicht einfach zusammenhängende Mengen ist

Ω = B2(0) \B1(0) , ψ(x1, x2) =
(
−x2, x1

)
,

also ein um das Loch in einem Kreisring rotierendes Vektorfeld. Für dieses kann keine
stetige Polarwinkelfunktion auf ganz Ω definiert werden.

Wegen R2 ∼= C kann Ω auch als Teilmenge von C interpretiert werden und ψ kann via

x1 + ix2
∼= (x1, x2) 7→

(
ψ1(x1, x2), ψ(x1, x2)

) ∼= ψ1(x1, x2) + iψ(x1, x2)

als Abbildung von Ω→ C betrachtet werden. Die entsprechende Funktion θ heißt dann
Argumentfunktion von ψ auf Ω und spielt eine wichtige Rolle in der Komplexen Ana-
lysis. Insbesondere definieren Argument-Funktionen θ∗ der Identität ψ(x) = x mittels

log (x1 + ix2) = ln
√
x2

1 + x2
2 + iθ∗(x1, x2)

einen Zweig des Komplexen Logarithmus auf Ω ⊂ C \ {0} und umgekehrt.

1.2.3 Globale Analysis geschlossener Kurven

Theorem 23 (Hopfscher20 Umlaufsatz für einfach geschlossene Kurven). Für jede
reguläre und einfach geschlossene Kurve α : [a, b]→ R gilt entweder ind (α) = +1 oder
ind (α) = −1.

Beweis. Wir können o.B.d.A a = 0 und b = 1 annehmen, setzen

Ω := {(t1, t2) 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ 1}

und definieren die normalisierte Sekantenabbildung ψ : Ω→ R2 \ {0} durch

ψ(t1, t2) :=



α(t2)− α(t1)∣∣α(t2)− α(t1)
∣∣ für 0 ≤ t1 < t2 < 1,

α̇(t1)∣∣α̇(t1)
∣∣ für 0 ≤ t1 = t2 ≤ 1,

− α̇(0)∣∣α̇(0)
∣∣ für t1 = 0 und t2 = 1,

,

20Heinz Hopf (1894-1971), deutsch-schweizerischer Mathematiker.
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<latexit sha1_base64="+m0QdqZTl2iv/BBwHLqSx36pc2E=">AAAB+3icdVDJSgNBEO2JW4xbjEcvjUGIIEP3kGiOAS8eI5gFkjD0dDpJk56F7hoxhPyKFw+KePVHvPk3dhZBRR8UPN6roqpekChpgJAPJ7O2vrG5ld3O7ezu7R/kDwtNE6eaiwaPVazbATNCyUg0QIIS7UQLFgZKtILx1dxv3QltZBzdwiQRvZANIzmQnIGV/Hyha2TYTYwsgU/PwffOcn6+SFxyUSnTKiZuhdAqrVjiVSghHqYuWaCIVqj7+fduP+ZpKCLgihnToSSB3pRpkFyJWa6bGpEwPmZD0bE0YqEwveni9hk+tUofD2JtKwK8UL9PTFlozCQMbGfIYGR+e3PxL6+TwqDam8ooSUFEfLlokCoMMZ4HgftSCw5qYgnjWtpbMR8xzTjYuOYhfH2K/ydNz6XEpTflYs1bxZFFx+gElRBFl6iGrlEdNRBH9+gBPaFnZ+Y8Oi/O67I146xmjtAPOG+fg5CTYg==</latexit><latexit sha1_base64="+m0QdqZTl2iv/BBwHLqSx36pc2E=">AAAB+3icdVDJSgNBEO2JW4xbjEcvjUGIIEP3kGiOAS8eI5gFkjD0dDpJk56F7hoxhPyKFw+KePVHvPk3dhZBRR8UPN6roqpekChpgJAPJ7O2vrG5ld3O7ezu7R/kDwtNE6eaiwaPVazbATNCyUg0QIIS7UQLFgZKtILx1dxv3QltZBzdwiQRvZANIzmQnIGV/Hyha2TYTYwsgU/PwffOcn6+SFxyUSnTKiZuhdAqrVjiVSghHqYuWaCIVqj7+fduP+ZpKCLgihnToSSB3pRpkFyJWa6bGpEwPmZD0bE0YqEwveni9hk+tUofD2JtKwK8UL9PTFlozCQMbGfIYGR+e3PxL6+TwqDam8ooSUFEfLlokCoMMZ4HgftSCw5qYgnjWtpbMR8xzTjYuOYhfH2K/ydNz6XEpTflYs1bxZFFx+gElRBFl6iGrlEdNRBH9+gBPaFnZ+Y8Oi/O67I146xmjtAPOG+fg5CTYg==</latexit><latexit sha1_base64="+m0QdqZTl2iv/BBwHLqSx36pc2E=">AAAB+3icdVDJSgNBEO2JW4xbjEcvjUGIIEP3kGiOAS8eI5gFkjD0dDpJk56F7hoxhPyKFw+KePVHvPk3dhZBRR8UPN6roqpekChpgJAPJ7O2vrG5ld3O7ezu7R/kDwtNE6eaiwaPVazbATNCyUg0QIIS7UQLFgZKtILx1dxv3QltZBzdwiQRvZANIzmQnIGV/Hyha2TYTYwsgU/PwffOcn6+SFxyUSnTKiZuhdAqrVjiVSghHqYuWaCIVqj7+fduP+ZpKCLgihnToSSB3pRpkFyJWa6bGpEwPmZD0bE0YqEwveni9hk+tUofD2JtKwK8UL9PTFlozCQMbGfIYGR+e3PxL6+TwqDam8ooSUFEfLlokCoMMZ4HgftSCw5qYgnjWtpbMR8xzTjYuOYhfH2K/ydNz6XEpTflYs1bxZFFx+gElRBFl6iGrlEdNRBH9+gBPaFnZ+Y8Oi/O67I146xmjtAPOG+fg5CTYg==</latexit><latexit sha1_base64="+m0QdqZTl2iv/BBwHLqSx36pc2E=">AAAB+3icdVDJSgNBEO2JW4xbjEcvjUGIIEP3kGiOAS8eI5gFkjD0dDpJk56F7hoxhPyKFw+KePVHvPk3dhZBRR8UPN6roqpekChpgJAPJ7O2vrG5ld3O7ezu7R/kDwtNE6eaiwaPVazbATNCyUg0QIIS7UQLFgZKtILx1dxv3QltZBzdwiQRvZANIzmQnIGV/Hyha2TYTYwsgU/PwffOcn6+SFxyUSnTKiZuhdAqrVjiVSghHqYuWaCIVqj7+fduP+ZpKCLgihnToSSB3pRpkFyJWa6bGpEwPmZD0bE0YqEwveni9hk+tUofD2JtKwK8UL9PTFlozCQMbGfIYGR+e3PxL6+TwqDam8ooSUFEfLlokCoMMZ4HgftSCw5qYgnjWtpbMR8xzTjYuOYhfH2K/ydNz6XEpTflYs1bxZFFx+gElRBFl6iGrlEdNRBH9+gBPaFnZ+Y8Oi/O67I146xmjtAPOG+fg5CTYg==</latexit>

x2
<latexit sha1_base64="KmGgQ/jikD0FraFz4h/IW5WxZDI=">AAAB6nicdVDJSgNBEK2JW4xb1KOXxiB4GnpiwOQW8OIxolkgGUJPpydp0tMzdPeIYcgnePGgiFe/yJt/Y2cRXB8UPN6roqpekAiuDcbvTm5ldW19I79Z2Nre2d0r7h+0dJwqypo0FrHqBEQzwSVrGm4E6ySKkSgQrB2ML2Z++5YpzWN5YyYJ8yMylDzklBgrXd/1y/1iCbuVWhWf1dBv4rl4jhIs0egX33qDmKYRk4YKonXXw4nxM6IMp4JNC71Us4TQMRmyrqWSREz72fzUKTqxygCFsbIlDZqrXycyEmk9iQLbGREz0j+9mfiX101NWPUzLpPUMEkXi8JUIBOj2d9owBWjRkwsIVRxeyuiI6IINTadgg3h81P0P2mVXQ+73lWlVC8v48jDERzDKXhwDnW4hAY0gcIQ7uERnhzhPDjPzsuiNecsZw7hG5zXD5etjfQ=</latexit><latexit sha1_base64="KmGgQ/jikD0FraFz4h/IW5WxZDI=">AAAB6nicdVDJSgNBEK2JW4xb1KOXxiB4GnpiwOQW8OIxolkgGUJPpydp0tMzdPeIYcgnePGgiFe/yJt/Y2cRXB8UPN6roqpekAiuDcbvTm5ldW19I79Z2Nre2d0r7h+0dJwqypo0FrHqBEQzwSVrGm4E6ySKkSgQrB2ML2Z++5YpzWN5YyYJ8yMylDzklBgrXd/1y/1iCbuVWhWf1dBv4rl4jhIs0egX33qDmKYRk4YKonXXw4nxM6IMp4JNC71Us4TQMRmyrqWSREz72fzUKTqxygCFsbIlDZqrXycyEmk9iQLbGREz0j+9mfiX101NWPUzLpPUMEkXi8JUIBOj2d9owBWjRkwsIVRxeyuiI6IINTadgg3h81P0P2mVXQ+73lWlVC8v48jDERzDKXhwDnW4hAY0gcIQ7uERnhzhPDjPzsuiNecsZw7hG5zXD5etjfQ=</latexit><latexit sha1_base64="KmGgQ/jikD0FraFz4h/IW5WxZDI=">AAAB6nicdVDJSgNBEK2JW4xb1KOXxiB4GnpiwOQW8OIxolkgGUJPpydp0tMzdPeIYcgnePGgiFe/yJt/Y2cRXB8UPN6roqpekAiuDcbvTm5ldW19I79Z2Nre2d0r7h+0dJwqypo0FrHqBEQzwSVrGm4E6ySKkSgQrB2ML2Z++5YpzWN5YyYJ8yMylDzklBgrXd/1y/1iCbuVWhWf1dBv4rl4jhIs0egX33qDmKYRk4YKonXXw4nxM6IMp4JNC71Us4TQMRmyrqWSREz72fzUKTqxygCFsbIlDZqrXycyEmk9iQLbGREz0j+9mfiX101NWPUzLpPUMEkXi8JUIBOj2d9owBWjRkwsIVRxeyuiI6IINTadgg3h81P0P2mVXQ+73lWlVC8v48jDERzDKXhwDnW4hAY0gcIQ7uERnhzhPDjPzsuiNecsZw7hG5zXD5etjfQ=</latexit><latexit sha1_base64="KmGgQ/jikD0FraFz4h/IW5WxZDI=">AAAB6nicdVDJSgNBEK2JW4xb1KOXxiB4GnpiwOQW8OIxolkgGUJPpydp0tMzdPeIYcgnePGgiFe/yJt/Y2cRXB8UPN6roqpekAiuDcbvTm5ldW19I79Z2Nre2d0r7h+0dJwqypo0FrHqBEQzwSVrGm4E6ySKkSgQrB2ML2Z++5YpzWN5YyYJ8yMylDzklBgrXd/1y/1iCbuVWhWf1dBv4rl4jhIs0egX33qDmKYRk4YKonXXw4nxM6IMp4JNC71Us4TQMRmyrqWSREz72fzUKTqxygCFsbIlDZqrXycyEmk9iQLbGREz0j+9mfiX101NWPUzLpPUMEkXi8JUIBOj2d9owBWjRkwsIVRxeyuiI6IINTadgg3h81P0P2mVXQ+73lWlVC8v48jDERzDKXhwDnW4hAY0gcIQ7uERnhzhPDjPzsuiNecsZw7hG5zXD5etjfQ=</latexit>

x1
<latexit sha1_base64="S+OaOKjcBaG5pIhrlFTmWCTpXUM=">AAAB6nicdVDJSgNBEK2JW4xb1KOXxiB4GnpiwOQW8OIxolkgGUJPpydp0tMzdPeIYcgnePGgiFe/yJt/Y2cRXB8UPN6roqpekAiuDcbvTm5ldW19I79Z2Nre2d0r7h+0dJwqypo0FrHqBEQzwSVrGm4E6ySKkSgQrB2ML2Z++5YpzWN5YyYJ8yMylDzklBgrXd/1vX6xhN1KrYrPaug38Vw8RwmWaPSLb71BTNOISUMF0brr4cT4GVGGU8GmhV6qWULomAxZ11JJIqb9bH7qFJ1YZYDCWNmSBs3VrxMZibSeRIHtjIgZ6Z/eTPzL66YmrPoZl0lqmKSLRWEqkInR7G804IpRIyaWEKq4vRXREVGEGptOwYbw+Sn6n7TKrodd76pSqpeXceThCI7hFDw4hzpcQgOaQGEI9/AIT45wHpxn52XRmnOWM4fwDc7rB5YpjfM=</latexit><latexit sha1_base64="S+OaOKjcBaG5pIhrlFTmWCTpXUM=">AAAB6nicdVDJSgNBEK2JW4xb1KOXxiB4GnpiwOQW8OIxolkgGUJPpydp0tMzdPeIYcgnePGgiFe/yJt/Y2cRXB8UPN6roqpekAiuDcbvTm5ldW19I79Z2Nre2d0r7h+0dJwqypo0FrHqBEQzwSVrGm4E6ySKkSgQrB2ML2Z++5YpzWN5YyYJ8yMylDzklBgrXd/1vX6xhN1KrYrPaug38Vw8RwmWaPSLb71BTNOISUMF0brr4cT4GVGGU8GmhV6qWULomAxZ11JJIqb9bH7qFJ1YZYDCWNmSBs3VrxMZibSeRIHtjIgZ6Z/eTPzL66YmrPoZl0lqmKSLRWEqkInR7G804IpRIyaWEKq4vRXREVGEGptOwYbw+Sn6n7TKrodd76pSqpeXceThCI7hFDw4hzpcQgOaQGEI9/AIT45wHpxn52XRmnOWM4fwDc7rB5YpjfM=</latexit><latexit sha1_base64="S+OaOKjcBaG5pIhrlFTmWCTpXUM=">AAAB6nicdVDJSgNBEK2JW4xb1KOXxiB4GnpiwOQW8OIxolkgGUJPpydp0tMzdPeIYcgnePGgiFe/yJt/Y2cRXB8UPN6roqpekAiuDcbvTm5ldW19I79Z2Nre2d0r7h+0dJwqypo0FrHqBEQzwSVrGm4E6ySKkSgQrB2ML2Z++5YpzWN5YyYJ8yMylDzklBgrXd/1vX6xhN1KrYrPaug38Vw8RwmWaPSLb71BTNOISUMF0brr4cT4GVGGU8GmhV6qWULomAxZ11JJIqb9bH7qFJ1YZYDCWNmSBs3VrxMZibSeRIHtjIgZ6Z/eTPzL66YmrPoZl0lqmKSLRWEqkInR7G804IpRIyaWEKq4vRXREVGEGptOwYbw+Sn6n7TKrodd76pSqpeXceThCI7hFDw4hzpcQgOaQGEI9/AIT45wHpxn52XRmnOWM4fwDc7rB5YpjfM=</latexit><latexit sha1_base64="S+OaOKjcBaG5pIhrlFTmWCTpXUM=">AAAB6nicdVDJSgNBEK2JW4xb1KOXxiB4GnpiwOQW8OIxolkgGUJPpydp0tMzdPeIYcgnePGgiFe/yJt/Y2cRXB8UPN6roqpekAiuDcbvTm5ldW19I79Z2Nre2d0r7h+0dJwqypo0FrHqBEQzwSVrGm4E6ySKkSgQrB2ML2Z++5YpzWN5YyYJ8yMylDzklBgrXd/1vX6xhN1KrYrPaug38Vw8RwmWaPSLb71BTNOISUMF0brr4cT4GVGGU8GmhV6qWULomAxZ11JJIqb9bH7qFJ1YZYDCWNmSBs3VrxMZibSeRIHtjIgZ6Z/eTPzL66YmrPoZl0lqmKSLRWEqkInR7G804IpRIyaWEKq4vRXREVGEGptOwYbw+Sn6n7TKrodd76pSqpeXceThCI7hFDw4hzpcQgOaQGEI9/AIT45wHpxn52XRmnOWM4fwDc7rB5YpjfM=</latexit>

t2
<latexit sha1_base64="rWjaXVwLDvt1xFWR36KzE5wyqyk=">AAAB6nicdVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgadmNAZNbwIvHiCYGkiXMTibJkNnZZaZXCEs+wYsHRbz6Rd78GycPwWdBQ1HVTXdXmEhh0PPendzK6tr6Rn6zsLW9s7tX3D9omTjVjDdZLGPdDqnhUijeRIGStxPNaRRKfhuOL2b+7R3XRsTqBicJDyI6VGIgGEUrXWOv3CuWPLdSq3pnNfKb+K43RwmWaPSKb91+zNKIK2SSGtPxvQSDjGoUTPJpoZsanlA2pkPesVTRiJsgm586JSdW6ZNBrG0pJHP160RGI2MmUWg7I4oj89ObiX95nRQH1SATKkmRK7ZYNEglwZjM/iZ9oTlDObGEMi3srYSNqKYMbToFG8Lnp+R/0iq7vuf6V5VSvbyMIw9HcAyn4MM51OESGtAEBkO4h0d4cqTz4Dw7L4vWnLOcOYRvcF4/AJGVjfA=</latexit><latexit sha1_base64="rWjaXVwLDvt1xFWR36KzE5wyqyk=">AAAB6nicdVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgadmNAZNbwIvHiCYGkiXMTibJkNnZZaZXCEs+wYsHRbz6Rd78GycPwWdBQ1HVTXdXmEhh0PPendzK6tr6Rn6zsLW9s7tX3D9omTjVjDdZLGPdDqnhUijeRIGStxPNaRRKfhuOL2b+7R3XRsTqBicJDyI6VGIgGEUrXWOv3CuWPLdSq3pnNfKb+K43RwmWaPSKb91+zNKIK2SSGtPxvQSDjGoUTPJpoZsanlA2pkPesVTRiJsgm586JSdW6ZNBrG0pJHP160RGI2MmUWg7I4oj89ObiX95nRQH1SATKkmRK7ZYNEglwZjM/iZ9oTlDObGEMi3srYSNqKYMbToFG8Lnp+R/0iq7vuf6V5VSvbyMIw9HcAyn4MM51OESGtAEBkO4h0d4cqTz4Dw7L4vWnLOcOYRvcF4/AJGVjfA=</latexit><latexit sha1_base64="rWjaXVwLDvt1xFWR36KzE5wyqyk=">AAAB6nicdVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgadmNAZNbwIvHiCYGkiXMTibJkNnZZaZXCEs+wYsHRbz6Rd78GycPwWdBQ1HVTXdXmEhh0PPendzK6tr6Rn6zsLW9s7tX3D9omTjVjDdZLGPdDqnhUijeRIGStxPNaRRKfhuOL2b+7R3XRsTqBicJDyI6VGIgGEUrXWOv3CuWPLdSq3pnNfKb+K43RwmWaPSKb91+zNKIK2SSGtPxvQSDjGoUTPJpoZsanlA2pkPesVTRiJsgm586JSdW6ZNBrG0pJHP160RGI2MmUWg7I4oj89ObiX95nRQH1SATKkmRK7ZYNEglwZjM/iZ9oTlDObGEMi3srYSNqKYMbToFG8Lnp+R/0iq7vuf6V5VSvbyMIw9HcAyn4MM51OESGtAEBkO4h0d4cqTz4Dw7L4vWnLOcOYRvcF4/AJGVjfA=</latexit><latexit sha1_base64="rWjaXVwLDvt1xFWR36KzE5wyqyk=">AAAB6nicdVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgadmNAZNbwIvHiCYGkiXMTibJkNnZZaZXCEs+wYsHRbz6Rd78GycPwWdBQ1HVTXdXmEhh0PPendzK6tr6Rn6zsLW9s7tX3D9omTjVjDdZLGPdDqnhUijeRIGStxPNaRRKfhuOL2b+7R3XRsTqBicJDyI6VGIgGEUrXWOv3CuWPLdSq3pnNfKb+K43RwmWaPSKb91+zNKIK2SSGtPxvQSDjGoUTPJpoZsanlA2pkPesVTRiJsgm586JSdW6ZNBrG0pJHP160RGI2MmUWg7I4oj89ObiX95nRQH1SATKkmRK7ZYNEglwZjM/iZ9oTlDObGEMi3srYSNqKYMbToFG8Lnp+R/0iq7vuf6V5VSvbyMIw9HcAyn4MM51OESGtAEBkO4h0d4cqTz4Dw7L4vWnLOcOYRvcF4/AJGVjfA=</latexit>

t1
<latexit sha1_base64="aibt+joZoivinpeZm3/FzAlIe04=">AAAB6nicdVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgadmNAZNbwIvHiCYGkiXMTibJkNnZZaZXCEs+wYsHRbz6Rd78GycPwWdBQ1HVTXdXmEhh0PPendzK6tr6Rn6zsLW9s7tX3D9omTjVjDdZLGPdDqnhUijeRIGStxPNaRRKfhuOL2b+7R3XRsTqBicJDyI6VGIgGEUrXWPP7xVLnlupVb2zGvlNfNebowRLNHrFt24/ZmnEFTJJjen4XoJBRjUKJvm00E0NTygb0yHvWKpoxE2QzU+dkhOr9Mkg1rYUkrn6dSKjkTGTKLSdEcWR+enNxL+8ToqDapAJlaTIFVssGqSSYExmf5O+0JyhnFhCmRb2VsJGVFOGNp2CDeHzU/I/aZVd33P9q0qpXl7GkYcjOIZT8OEc6nAJDWgCgyHcwyM8OdJ5cJ6dl0VrzlnOHMI3OK8fkBGN7w==</latexit><latexit sha1_base64="aibt+joZoivinpeZm3/FzAlIe04=">AAAB6nicdVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgadmNAZNbwIvHiCYGkiXMTibJkNnZZaZXCEs+wYsHRbz6Rd78GycPwWdBQ1HVTXdXmEhh0PPendzK6tr6Rn6zsLW9s7tX3D9omTjVjDdZLGPdDqnhUijeRIGStxPNaRRKfhuOL2b+7R3XRsTqBicJDyI6VGIgGEUrXWPP7xVLnlupVb2zGvlNfNebowRLNHrFt24/ZmnEFTJJjen4XoJBRjUKJvm00E0NTygb0yHvWKpoxE2QzU+dkhOr9Mkg1rYUkrn6dSKjkTGTKLSdEcWR+enNxL+8ToqDapAJlaTIFVssGqSSYExmf5O+0JyhnFhCmRb2VsJGVFOGNp2CDeHzU/I/aZVd33P9q0qpXl7GkYcjOIZT8OEc6nAJDWgCgyHcwyM8OdJ5cJ6dl0VrzlnOHMI3OK8fkBGN7w==</latexit><latexit sha1_base64="aibt+joZoivinpeZm3/FzAlIe04=">AAAB6nicdVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgadmNAZNbwIvHiCYGkiXMTibJkNnZZaZXCEs+wYsHRbz6Rd78GycPwWdBQ1HVTXdXmEhh0PPendzK6tr6Rn6zsLW9s7tX3D9omTjVjDdZLGPdDqnhUijeRIGStxPNaRRKfhuOL2b+7R3XRsTqBicJDyI6VGIgGEUrXWPP7xVLnlupVb2zGvlNfNebowRLNHrFt24/ZmnEFTJJjen4XoJBRjUKJvm00E0NTygb0yHvWKpoxE2QzU+dkhOr9Mkg1rYUkrn6dSKjkTGTKLSdEcWR+enNxL+8ToqDapAJlaTIFVssGqSSYExmf5O+0JyhnFhCmRb2VsJGVFOGNp2CDeHzU/I/aZVd33P9q0qpXl7GkYcjOIZT8OEc6nAJDWgCgyHcwyM8OdJ5cJ6dl0VrzlnOHMI3OK8fkBGN7w==</latexit><latexit sha1_base64="aibt+joZoivinpeZm3/FzAlIe04=">AAAB6nicdVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgadmNAZNbwIvHiCYGkiXMTibJkNnZZaZXCEs+wYsHRbz6Rd78GycPwWdBQ1HVTXdXmEhh0PPendzK6tr6Rn6zsLW9s7tX3D9omTjVjDdZLGPdDqnhUijeRIGStxPNaRRKfhuOL2b+7R3XRsTqBicJDyI6VGIgGEUrXWPP7xVLnlupVb2zGvlNfNebowRLNHrFt24/ZmnEFTJJjen4XoJBRjUKJvm00E0NTygb0yHvWKpoxE2QzU+dkhOr9Mkg1rYUkrn6dSKjkTGTKLSdEcWR+enNxL+8ToqDapAJlaTIFVssGqSSYExmf5O+0JyhnFhCmRb2VsJGVFOGNp2CDeHzU/I/aZVd33P9q0qpXl7GkYcjOIZT8OEc6nAJDWgCgyHcwyM8OdJ5cJ6dl0VrzlnOHMI3OK8fkBGN7w==</latexit>

⌦
<latexit sha1_base64="rfO94mEvdxpW7wY1vD9IlpEhTH8=">AAAB7XicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hd0g6DHgxZsRzAOSJcxOepMxM7PLzKwQQv7BiwdFvPo/3vwbJ8keNLGgoajqprsrSgU31ve/vbX1jc2t7cJOcXdv/+CwdHTcNEmmGTZYIhLdjqhBwRU2LLcC26lGKiOBrWh0M/NbT6gNT9SDHacYSjpQPOaMWic1u3cSB7RXKvsVfw6ySoKclCFHvVf66vYTlklUlglqTCfwUxtOqLacCZwWu5nBlLIRHWDHUUUlmnAyv3ZKzp3SJ3GiXSlL5urviQmVxoxl5DoltUOz7M3E/7xOZuPrcMJVmllUbLEozgSxCZm9TvpcI7Ni7AhlmrtbCRtSTZl1ARVdCMHyy6ukWa0EfiW4vyzXqnkcBTiFM7iAAK6gBrdQhwYweIRneIU3L/FevHfvY9G65uUzJ/AH3ucPWmGO6w==</latexit><latexit sha1_base64="rfO94mEvdxpW7wY1vD9IlpEhTH8=">AAAB7XicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hd0g6DHgxZsRzAOSJcxOepMxM7PLzKwQQv7BiwdFvPo/3vwbJ8keNLGgoajqprsrSgU31ve/vbX1jc2t7cJOcXdv/+CwdHTcNEmmGTZYIhLdjqhBwRU2LLcC26lGKiOBrWh0M/NbT6gNT9SDHacYSjpQPOaMWic1u3cSB7RXKvsVfw6ySoKclCFHvVf66vYTlklUlglqTCfwUxtOqLacCZwWu5nBlLIRHWDHUUUlmnAyv3ZKzp3SJ3GiXSlL5urviQmVxoxl5DoltUOz7M3E/7xOZuPrcMJVmllUbLEozgSxCZm9TvpcI7Ni7AhlmrtbCRtSTZl1ARVdCMHyy6ukWa0EfiW4vyzXqnkcBTiFM7iAAK6gBrdQhwYweIRneIU3L/FevHfvY9G65uUzJ/AH3ucPWmGO6w==</latexit><latexit sha1_base64="rfO94mEvdxpW7wY1vD9IlpEhTH8=">AAAB7XicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hd0g6DHgxZsRzAOSJcxOepMxM7PLzKwQQv7BiwdFvPo/3vwbJ8keNLGgoajqprsrSgU31ve/vbX1jc2t7cJOcXdv/+CwdHTcNEmmGTZYIhLdjqhBwRU2LLcC26lGKiOBrWh0M/NbT6gNT9SDHacYSjpQPOaMWic1u3cSB7RXKvsVfw6ySoKclCFHvVf66vYTlklUlglqTCfwUxtOqLacCZwWu5nBlLIRHWDHUUUlmnAyv3ZKzp3SJ3GiXSlL5urviQmVxoxl5DoltUOz7M3E/7xOZuPrcMJVmllUbLEozgSxCZm9TvpcI7Ni7AhlmrtbCRtSTZl1ARVdCMHyy6ukWa0EfiW4vyzXqnkcBTiFM7iAAK6gBrdQhwYweIRneIU3L/FevHfvY9G65uUzJ/AH3ucPWmGO6w==</latexit><latexit sha1_base64="rfO94mEvdxpW7wY1vD9IlpEhTH8=">AAAB7XicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hd0g6DHgxZsRzAOSJcxOepMxM7PLzKwQQv7BiwdFvPo/3vwbJ8keNLGgoajqprsrSgU31ve/vbX1jc2t7cJOcXdv/+CwdHTcNEmmGTZYIhLdjqhBwRU2LLcC26lGKiOBrWh0M/NbT6gNT9SDHacYSjpQPOaMWic1u3cSB7RXKvsVfw6ySoKclCFHvVf66vYTlklUlglqTCfwUxtOqLacCZwWu5nBlLIRHWDHUUUlmnAyv3ZKzp3SJ3GiXSlL5urviQmVxoxl5DoltUOz7M3E/7xOZuPrcMJVmllUbLEozgSxCZm9TvpcI7Ni7AhlmrtbCRtSTZl1ARVdCMHyy6ukWa0EfiW4vyzXqnkcBTiFM7iAAK6gBrdQhwYweIRneIU3L/FevHfvY9G65uUzJ/AH3ucPWmGO6w==</latexit>

✓(t1, t2)
<latexit sha1_base64="42aipaLzAhrLc+9062hISEF3g6E=">AAAB+XicdVBNSwMxEM36WevXqkcvwSJUkCVZutpjwYtHBatCuyzZNG2D2Q+SWaEs/hMvHhTx6j/x5r8xWyuo6IOBx3szzMyLcyUNEPLuzM0vLC4t11bqq2vrG5vu1valyQrNRZdnKtPXMTNCyVR0QYIS17kWLImVuIpvTir/6lZoI7P0Aia5CBM2SuVQcgZWily3D2MBrAkRPYTIP6hHboN45Cho0TYmXkBomwaW+AElxMfUI1M00AxnkfvWH2S8SEQKXDFjepTkEJZMg+RK3NX7hRE54zdsJHqWpiwRJiynl9/hfasM8DDTtlLAU/X7RMkSYyZJbDsTBmPz26vEv7xeAcN2WMo0L0Ck/HPRsFAYMlzFgAdSCw5qYgnjWtpbMR8zzTjYsKoQvj7F/5NL36PEo+etRsefxVFDu2gPNRFFx6iDTtEZ6iKObtE9ekRPTuk8OM/Oy2frnDOb2UE/4Lx+AN9oknM=</latexit><latexit sha1_base64="42aipaLzAhrLc+9062hISEF3g6E=">AAAB+XicdVBNSwMxEM36WevXqkcvwSJUkCVZutpjwYtHBatCuyzZNG2D2Q+SWaEs/hMvHhTx6j/x5r8xWyuo6IOBx3szzMyLcyUNEPLuzM0vLC4t11bqq2vrG5vu1valyQrNRZdnKtPXMTNCyVR0QYIS17kWLImVuIpvTir/6lZoI7P0Aia5CBM2SuVQcgZWily3D2MBrAkRPYTIP6hHboN45Cho0TYmXkBomwaW+AElxMfUI1M00AxnkfvWH2S8SEQKXDFjepTkEJZMg+RK3NX7hRE54zdsJHqWpiwRJiynl9/hfasM8DDTtlLAU/X7RMkSYyZJbDsTBmPz26vEv7xeAcN2WMo0L0Ck/HPRsFAYMlzFgAdSCw5qYgnjWtpbMR8zzTjYsKoQvj7F/5NL36PEo+etRsefxVFDu2gPNRFFx6iDTtEZ6iKObtE9ekRPTuk8OM/Oy2frnDOb2UE/4Lx+AN9oknM=</latexit><latexit sha1_base64="42aipaLzAhrLc+9062hISEF3g6E=">AAAB+XicdVBNSwMxEM36WevXqkcvwSJUkCVZutpjwYtHBatCuyzZNG2D2Q+SWaEs/hMvHhTx6j/x5r8xWyuo6IOBx3szzMyLcyUNEPLuzM0vLC4t11bqq2vrG5vu1valyQrNRZdnKtPXMTNCyVR0QYIS17kWLImVuIpvTir/6lZoI7P0Aia5CBM2SuVQcgZWily3D2MBrAkRPYTIP6hHboN45Cho0TYmXkBomwaW+AElxMfUI1M00AxnkfvWH2S8SEQKXDFjepTkEJZMg+RK3NX7hRE54zdsJHqWpiwRJiynl9/hfasM8DDTtlLAU/X7RMkSYyZJbDsTBmPz26vEv7xeAcN2WMo0L0Ck/HPRsFAYMlzFgAdSCw5qYgnjWtpbMR8zzTjYsKoQvj7F/5NL36PEo+etRsefxVFDu2gPNRFFx6iDTtEZ6iKObtE9ekRPTuk8OM/Oy2frnDOb2UE/4Lx+AN9oknM=</latexit><latexit sha1_base64="42aipaLzAhrLc+9062hISEF3g6E=">AAAB+XicdVBNSwMxEM36WevXqkcvwSJUkCVZutpjwYtHBatCuyzZNG2D2Q+SWaEs/hMvHhTx6j/x5r8xWyuo6IOBx3szzMyLcyUNEPLuzM0vLC4t11bqq2vrG5vu1valyQrNRZdnKtPXMTNCyVR0QYIS17kWLImVuIpvTir/6lZoI7P0Aia5CBM2SuVQcgZWily3D2MBrAkRPYTIP6hHboN45Cho0TYmXkBomwaW+AElxMfUI1M00AxnkfvWH2S8SEQKXDFjepTkEJZMg+RK3NX7hRE54zdsJHqWpiwRJiynl9/hfasM8DDTtlLAU/X7RMkSYyZJbDsTBmPz26vEv7xeAcN2WMo0L0Ck/HPRsFAYMlzFgAdSCw5qYgnjWtpbMR8zzTjYsKoQvj7F/5NL36PEo+etRsefxVFDu2gPNRFFx6iDTtEZ6iKObtE9ekRPTuk8OM/Oy2frnDOb2UE/4Lx+AN9oknM=</latexit>

✓(t, t)
<latexit sha1_base64="GLIM05vtqkhzIIzOhqwSam7DbVg=">AAAB83icdVDLSgNBEJyNrxhfUY9eBoMQQZbZNcHkFvDiMYJ5QDaE2ckkGTL7YKZXCEt+w4sHRbz6M978G2eTCCpa0FBUddPd5cdSaCDkw8qtrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjto4SxXiLRTJSXZ9qLkXIWyBA8m6sOA18yTv+9DrzO/dcaRGFdzCLeT+g41CMBKNgJM+DCQdahgs4LwyKJWLX66RSqWJiV4nrujVDyKVbqzvYsckCJbRCc1B894YRSwIeApNU655DYuinVIFgks8LXqJ5TNmUjnnP0JAGXPfTxc1zfGaUIR5FylQIeKF+n0hpoPUs8E1nQGGif3uZ+JfXS2BU66cijBPgIVsuGiUSQ4SzAPBQKM5AzgyhTAlzK2YTqigDE1MWwten+H/Sdm2H2M5tpdRwV3Hk0Qk6RWXkoCvUQDeoiVqIoRg9oCf0bCXWo/VivS5bc9Zq5hj9gPX2CSYPkQw=</latexit><latexit sha1_base64="GLIM05vtqkhzIIzOhqwSam7DbVg=">AAAB83icdVDLSgNBEJyNrxhfUY9eBoMQQZbZNcHkFvDiMYJ5QDaE2ckkGTL7YKZXCEt+w4sHRbz6M978G2eTCCpa0FBUddPd5cdSaCDkw8qtrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjto4SxXiLRTJSXZ9qLkXIWyBA8m6sOA18yTv+9DrzO/dcaRGFdzCLeT+g41CMBKNgJM+DCQdahgs4LwyKJWLX66RSqWJiV4nrujVDyKVbqzvYsckCJbRCc1B894YRSwIeApNU655DYuinVIFgks8LXqJ5TNmUjnnP0JAGXPfTxc1zfGaUIR5FylQIeKF+n0hpoPUs8E1nQGGif3uZ+JfXS2BU66cijBPgIVsuGiUSQ4SzAPBQKM5AzgyhTAlzK2YTqigDE1MWwten+H/Sdm2H2M5tpdRwV3Hk0Qk6RWXkoCvUQDeoiVqIoRg9oCf0bCXWo/VivS5bc9Zq5hj9gPX2CSYPkQw=</latexit><latexit sha1_base64="GLIM05vtqkhzIIzOhqwSam7DbVg=">AAAB83icdVDLSgNBEJyNrxhfUY9eBoMQQZbZNcHkFvDiMYJ5QDaE2ckkGTL7YKZXCEt+w4sHRbz6M978G2eTCCpa0FBUddPd5cdSaCDkw8qtrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjto4SxXiLRTJSXZ9qLkXIWyBA8m6sOA18yTv+9DrzO/dcaRGFdzCLeT+g41CMBKNgJM+DCQdahgs4LwyKJWLX66RSqWJiV4nrujVDyKVbqzvYsckCJbRCc1B894YRSwIeApNU655DYuinVIFgks8LXqJ5TNmUjnnP0JAGXPfTxc1zfGaUIR5FylQIeKF+n0hpoPUs8E1nQGGif3uZ+JfXS2BU66cijBPgIVsuGiUSQ4SzAPBQKM5AzgyhTAlzK2YTqigDE1MWwten+H/Sdm2H2M5tpdRwV3Hk0Qk6RWXkoCvUQDeoiVqIoRg9oCf0bCXWo/VivS5bc9Zq5hj9gPX2CSYPkQw=</latexit><latexit sha1_base64="GLIM05vtqkhzIIzOhqwSam7DbVg=">AAAB83icdVDLSgNBEJyNrxhfUY9eBoMQQZbZNcHkFvDiMYJ5QDaE2ckkGTL7YKZXCEt+w4sHRbz6M978G2eTCCpa0FBUddPd5cdSaCDkw8qtrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjto4SxXiLRTJSXZ9qLkXIWyBA8m6sOA18yTv+9DrzO/dcaRGFdzCLeT+g41CMBKNgJM+DCQdahgs4LwyKJWLX66RSqWJiV4nrujVDyKVbqzvYsckCJbRCc1B894YRSwIeApNU655DYuinVIFgks8LXqJ5TNmUjnnP0JAGXPfTxc1zfGaUIR5FylQIeKF+n0hpoPUs8E1nQGGif3uZ+JfXS2BU66cijBPgIVsuGiUSQ4SzAPBQKM5AzgyhTAlzK2YTqigDE1MWwten+H/Sdm2H2M5tpdRwV3Hk0Qk6RWXkoCvUQDeoiVqIoRg9oCf0bCXWo/VivS5bc9Zq5hj9gPX2CSYPkQw=</latexit>

↵(t)
<latexit sha1_base64="gQHZG8ysEKa2iElEzSHDOdoVlmY=">AAAB8HicbVBNS8NAEN3Ur1q/qh69LBahXkpSBD0WvHisYD+kDWWy3bRLd5OwOxFK6K/w4kERr/4cb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkQKg6777RQ2Nre2d4q7pb39g8Oj8vFJ28SpZrzFYhnrbgCGSxHxFgqUvJtoDiqQvBNMbud+54lrI+LoAacJ9xWMIhEKBmilxz7IZAxVvByUK27NXYCuEy8nFZKjOSh/9YcxSxWPkEkwpue5CfoZaBRM8lmpnxqeAJvAiPcsjUBx42eLg2f0wipDGsbaVoR0of6eyEAZM1WB7VSAY7PqzcX/vF6K4Y2fiShJkUdsuShMJcWYzr+nQ6E5Qzm1BJgW9lbKxqCBoc2oZEPwVl9eJ+16zXNr3v1VpVHP4yiSM3JOqsQj16RB7kiTtAgjijyTV/LmaOfFeXc+lq0FJ585JX/gfP4AKB2P6w==</latexit><latexit sha1_base64="gQHZG8ysEKa2iElEzSHDOdoVlmY=">AAAB8HicbVBNS8NAEN3Ur1q/qh69LBahXkpSBD0WvHisYD+kDWWy3bRLd5OwOxFK6K/w4kERr/4cb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkQKg6777RQ2Nre2d4q7pb39g8Oj8vFJ28SpZrzFYhnrbgCGSxHxFgqUvJtoDiqQvBNMbud+54lrI+LoAacJ9xWMIhEKBmilxz7IZAxVvByUK27NXYCuEy8nFZKjOSh/9YcxSxWPkEkwpue5CfoZaBRM8lmpnxqeAJvAiPcsjUBx42eLg2f0wipDGsbaVoR0of6eyEAZM1WB7VSAY7PqzcX/vF6K4Y2fiShJkUdsuShMJcWYzr+nQ6E5Qzm1BJgW9lbKxqCBoc2oZEPwVl9eJ+16zXNr3v1VpVHP4yiSM3JOqsQj16RB7kiTtAgjijyTV/LmaOfFeXc+lq0FJ585JX/gfP4AKB2P6w==</latexit><latexit sha1_base64="gQHZG8ysEKa2iElEzSHDOdoVlmY=">AAAB8HicbVBNS8NAEN3Ur1q/qh69LBahXkpSBD0WvHisYD+kDWWy3bRLd5OwOxFK6K/w4kERr/4cb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkQKg6777RQ2Nre2d4q7pb39g8Oj8vFJ28SpZrzFYhnrbgCGSxHxFgqUvJtoDiqQvBNMbud+54lrI+LoAacJ9xWMIhEKBmilxz7IZAxVvByUK27NXYCuEy8nFZKjOSh/9YcxSxWPkEkwpue5CfoZaBRM8lmpnxqeAJvAiPcsjUBx42eLg2f0wipDGsbaVoR0of6eyEAZM1WB7VSAY7PqzcX/vF6K4Y2fiShJkUdsuShMJcWYzr+nQ6E5Qzm1BJgW9lbKxqCBoc2oZEPwVl9eJ+16zXNr3v1VpVHP4yiSM3JOqsQj16RB7kiTtAgjijyTV/LmaOfFeXc+lq0FJ585JX/gfP4AKB2P6w==</latexit><latexit sha1_base64="gQHZG8ysEKa2iElEzSHDOdoVlmY=">AAAB8HicbVBNS8NAEN3Ur1q/qh69LBahXkpSBD0WvHisYD+kDWWy3bRLd5OwOxFK6K/w4kERr/4cb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkQKg6777RQ2Nre2d4q7pb39g8Oj8vFJ28SpZrzFYhnrbgCGSxHxFgqUvJtoDiqQvBNMbud+54lrI+LoAacJ9xWMIhEKBmilxz7IZAxVvByUK27NXYCuEy8nFZKjOSh/9YcxSxWPkEkwpue5CfoZaBRM8lmpnxqeAJvAiPcsjUBx42eLg2f0wipDGsbaVoR0of6eyEAZM1WB7VSAY7PqzcX/vF6K4Y2fiShJkUdsuShMJcWYzr+nQ6E5Qzm1BJgW9lbKxqCBoc2oZEPwVl9eJ+16zXNr3v1VpVHP4yiSM3JOqsQj16RB7kiTtAgjijyTV/LmaOfFeXc+lq0FJ585JX/gfP4AKB2P6w==</latexit>

⇠  (t, t)
<latexit sha1_base64="VBbOYh/7+zcZWAWPsk+8nBnWLqk=">AAAB9XicdVDLSgNBEJyNrxhfUY9eBoMQQZbZNcHkFvDiMYJ5QDaG2ckkGTL7YKZXCSH/4cWDIl79F2/+jbNJBBUtaCiquunu8mMpNBDyYWVWVtfWN7Kbua3tnd29/P5BU0eJYrzBIhmptk81lyLkDRAgeTtWnAa+5C1/fJn6rTuutIjCG5jEvBvQYSgGglEw0q2nReDFWhThDE5zvXyB2NUqKZXKmNhl4rpuxRBy7laqDnZsMkcBLVHv5d+9fsSSgIfAJNW645AYulOqQDDJZzkv0TymbEyHvGNoSAOuu9P51TN8YpQ+HkTKVAh4rn6fmNJA60ngm86Awkj/9lLxL6+TwKDSnYowToCHbLFokEgMEU4jwH2hOAM5MYQyJcytmI2oogxMUGkIX5/i/0nTtR1iO9elQs1dxpFFR+gYFZGDLlANXaE6aiCGFHpAT+jZurcerRfrddGasZYzh+gHrLdPxm6R+w==</latexit><latexit sha1_base64="VBbOYh/7+zcZWAWPsk+8nBnWLqk=">AAAB9XicdVDLSgNBEJyNrxhfUY9eBoMQQZbZNcHkFvDiMYJ5QDaG2ckkGTL7YKZXCSH/4cWDIl79F2/+jbNJBBUtaCiquunu8mMpNBDyYWVWVtfWN7Kbua3tnd29/P5BU0eJYrzBIhmptk81lyLkDRAgeTtWnAa+5C1/fJn6rTuutIjCG5jEvBvQYSgGglEw0q2nReDFWhThDE5zvXyB2NUqKZXKmNhl4rpuxRBy7laqDnZsMkcBLVHv5d+9fsSSgIfAJNW645AYulOqQDDJZzkv0TymbEyHvGNoSAOuu9P51TN8YpQ+HkTKVAh4rn6fmNJA60ngm86Awkj/9lLxL6+TwKDSnYowToCHbLFokEgMEU4jwH2hOAM5MYQyJcytmI2oogxMUGkIX5/i/0nTtR1iO9elQs1dxpFFR+gYFZGDLlANXaE6aiCGFHpAT+jZurcerRfrddGasZYzh+gHrLdPxm6R+w==</latexit><latexit sha1_base64="VBbOYh/7+zcZWAWPsk+8nBnWLqk=">AAAB9XicdVDLSgNBEJyNrxhfUY9eBoMQQZbZNcHkFvDiMYJ5QDaG2ckkGTL7YKZXCSH/4cWDIl79F2/+jbNJBBUtaCiquunu8mMpNBDyYWVWVtfWN7Kbua3tnd29/P5BU0eJYrzBIhmptk81lyLkDRAgeTtWnAa+5C1/fJn6rTuutIjCG5jEvBvQYSgGglEw0q2nReDFWhThDE5zvXyB2NUqKZXKmNhl4rpuxRBy7laqDnZsMkcBLVHv5d+9fsSSgIfAJNW645AYulOqQDDJZzkv0TymbEyHvGNoSAOuu9P51TN8YpQ+HkTKVAh4rn6fmNJA60ngm86Awkj/9lLxL6+TwKDSnYowToCHbLFokEgMEU4jwH2hOAM5MYQyJcytmI2oogxMUGkIX5/i/0nTtR1iO9elQs1dxpFFR+gYFZGDLlANXaE6aiCGFHpAT+jZurcerRfrddGasZYzh+gHrLdPxm6R+w==</latexit><latexit sha1_base64="VBbOYh/7+zcZWAWPsk+8nBnWLqk=">AAAB9XicdVDLSgNBEJyNrxhfUY9eBoMQQZbZNcHkFvDiMYJ5QDaG2ckkGTL7YKZXCSH/4cWDIl79F2/+jbNJBBUtaCiquunu8mMpNBDyYWVWVtfWN7Kbua3tnd29/P5BU0eJYrzBIhmptk81lyLkDRAgeTtWnAa+5C1/fJn6rTuutIjCG5jEvBvQYSgGglEw0q2nReDFWhThDE5zvXyB2NUqKZXKmNhl4rpuxRBy7laqDnZsMkcBLVHv5d+9fsSSgIfAJNW645AYulOqQDDJZzkv0TymbEyHvGNoSAOuu9P51TN8YpQ+HkTKVAh4rn6fmNJA60ngm86Awkj/9lLxL6+TwKDSnYowToCHbLFokEgMEU4jwH2hOAM5MYQyJcytmI2oogxMUGkIX5/i/0nTtR1iO9elQs1dxpFFR+gYFZGDLlANXaE6aiCGFHpAT+jZurcerRfrddGasZYzh+gHrLdPxm6R+w==</latexit>

Abbildung 1.11: Zum Beweis von Theorem 23: ψ(t1, t2) ist für t1 < t2 der normierte
Sekantenvektor zwischen α(t1) und α(t2) und definiert den Polarwinkel θ(t1, t2). Die roten
bzw. blauen Pfeile illustrieren die Grenzübergänge t2 → 0 und t2 → 1 für t1 = 0 bzw. t1 → 0
und t1 → 1 für t2 = 1.

siehe Abbildung 1.11. Diese Funktion ist wohldefiniert und stetig auf der sternförmigen
Menge Ω und nimmt darüber hinaus nur Werte in R2 \ {0} an, weil die Kurve α
sowohl regulär (Tangentialvektoren veschwinden nicht) als auch einfach geschlossen
(Sekantenvektoren verschwinden nicht) ist. Damit existiert eine Polarwinkelfunktion
θ : Ω→ R wie in Lemma 22 und durch einfache Grenzprozesse verifizieren wir

θ(0, 1)− θ(0, 0) = +π = θ(1, 1)− θ(0, 1) .

Andererseits gilt

ω(t) = θ(t, t)

wobei ω die Polarwinkelfunktion zum Tangentialvektor α̇ ist, und dies liefert via

ω(1)− ω(0) = θ(1, 1)− θ(0, 0) =
(
θ(1, 1)− θ(0, 1)

)
+
(
θ(0, 1)− θ(0, 0)

)
= 2π

und Definition 20 die Behauptung.

Folgerung 24 (Wegintegral der Absolutkrümmung). Sei α wie in Theorem 23. Dann
gilt

b∫
a

∣∣κ(t)
∣∣ ∣∣α̇(t)

∣∣ dt ≥ 2π

mit Gleichheit dann und nur dann, wenn κ sein Vorzeichen nicht wechselt.

Beweis. Lemma 21 und Theorem 23.

Wir formulieren schließlich ein weiteres zentrales Resultat der globalen Theorie
planarer Kurven, müssen aber für einen Beweis auf die Literatur verweisen (ein Beweis
für den Spezialfall reguläre Kurven findet sich in [doC, Seite 400]), da dieser mit den
Mitteln dieser Vorlesung nicht zu führen ist.
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26 1. Kurven

Abbildung 1.12: Der Jordansche Kurvensatz gilt sogar dann, wenn die geschlossene Kurve
nicht differenzierbar, sondern nur stetig ist. Ein Beispiel ist der Rand der Kochschen Schnee-
flocke, die als Grenzkurve einer Folge von geschlossenen Polygonzügen definiert wird. Dar-
gestellt sind die ersten 5 Kurven dieser approximierenden Folge, wobei der graue Bereich
immer das Innere der Kurve, also die beschränke Zusammenhangskomponente aus Theorem
25, repräsentiert. Der Rand der Kochschen Schneeflocke ist ürigens fraktal mit Dimension
ln 4/ ln 3 ≈ 1.26

Theorem 25 (Jordanscher21 Kurvensatz). Die Spur einer einfach geschlossenenen
Kurve zerlegt den R2 in genau zwei Zusammenhangskomponenten, wobei die eine (die
innere Menge) beschränkt ist und die andere (die äußere Menge) unbeschränkt ist.

Wir werden auch den folgenden Satz nicht beweisen, obwohl wir dies mit den Kennt-
nissen dieser Vorlesung könnten (siehe zum Beispiel [Kue, Seite 29]).

Satz 26. Sei α[a, b] → R2 eine einfach geschlossene, reguläre und zweimal stetig dif-
ferenzierbare Kurve mit innerer Menge Ω ⊂ R2. Dann sind die folgenden Aussagen
äquivalent:

1. Die Menge Ω ist konvex.

2. Jede affine Gerade schneidet Ω entweder überhaupt nicht oder in einer Strecke,
wobei letztere auch zu einem Punkt entarten kann.

3. Jede affine Gerade schneidet ∂Ω = sp (α) entweder überhaupt nicht, oder in einer
Strecke, oder in zwei Punkten.

4. Die Krümmung κ von α wechselt nicht ihr Vorzeichen. d.h. es gilt entweder κ(t) ≥
0 für alle t ∈ [a, b] oder κ(t) ≤ 0 für alle t ∈ [a, b].

5. Für jedes t ∈ [a, b] liegt die Spur von α ganz auf einer Seite der Tangentialgerade
durch den Punkt α(t).

↵(a) = ↵(b)
<latexit sha1_base64="cwp27w5F151te6mXW2nKTdJ9Ocg=">AAAB/HicbZBNS8NAEIYnftb6Fe3RS7AI7aUkRdCLUPDisYL9gDaUyXbbLt1swu5GCKH+FS8eFPHqD/Hmv3Hb5qCtLyw8vDPDzL5BzJnSrvttbWxube/sFvaK+weHR8f2yWlbRYkktEUiHslugIpyJmhLM81pN5YUw4DTTjC9ndc7j1QqFokHncbUD3Es2IgR1MYa2KU+8niCFaze5BRUB3bZrbkLOevg5VCGXM2B/dUfRiQJqdCEo1I9z421n6HUjHA6K/YTRWMkUxzTnkGBIVV+tjh+5lwYZ+iMImme0M7C/T2RYahUGgamM0Q9Uau1uflfrZfo0bWfMREnmgqyXDRKuKMjZ56EM2SSEs1TA0gkM7c6ZIISiTZ5FU0I3uqX16Fdr3luzbu/LDfqeRwFOINzqIAHV9CAO2hCCwik8Ayv8GY9WS/Wu/WxbN2w8pkS/JH1+QMso5O/</latexit><latexit sha1_base64="cwp27w5F151te6mXW2nKTdJ9Ocg=">AAAB/HicbZBNS8NAEIYnftb6Fe3RS7AI7aUkRdCLUPDisYL9gDaUyXbbLt1swu5GCKH+FS8eFPHqD/Hmv3Hb5qCtLyw8vDPDzL5BzJnSrvttbWxube/sFvaK+weHR8f2yWlbRYkktEUiHslugIpyJmhLM81pN5YUw4DTTjC9ndc7j1QqFokHncbUD3Es2IgR1MYa2KU+8niCFaze5BRUB3bZrbkLOevg5VCGXM2B/dUfRiQJqdCEo1I9z421n6HUjHA6K/YTRWMkUxzTnkGBIVV+tjh+5lwYZ+iMImme0M7C/T2RYahUGgamM0Q9Uau1uflfrZfo0bWfMREnmgqyXDRKuKMjZ56EM2SSEs1TA0gkM7c6ZIISiTZ5FU0I3uqX16Fdr3luzbu/LDfqeRwFOINzqIAHV9CAO2hCCwik8Ayv8GY9WS/Wu/WxbN2w8pkS/JH1+QMso5O/</latexit><latexit sha1_base64="cwp27w5F151te6mXW2nKTdJ9Ocg=">AAAB/HicbZBNS8NAEIYnftb6Fe3RS7AI7aUkRdCLUPDisYL9gDaUyXbbLt1swu5GCKH+FS8eFPHqD/Hmv3Hb5qCtLyw8vDPDzL5BzJnSrvttbWxube/sFvaK+weHR8f2yWlbRYkktEUiHslugIpyJmhLM81pN5YUw4DTTjC9ndc7j1QqFokHncbUD3Es2IgR1MYa2KU+8niCFaze5BRUB3bZrbkLOevg5VCGXM2B/dUfRiQJqdCEo1I9z421n6HUjHA6K/YTRWMkUxzTnkGBIVV+tjh+5lwYZ+iMImme0M7C/T2RYahUGgamM0Q9Uau1uflfrZfo0bWfMREnmgqyXDRKuKMjZ56EM2SSEs1TA0gkM7c6ZIISiTZ5FU0I3uqX16Fdr3luzbu/LDfqeRwFOINzqIAHV9CAO2hCCwik8Ayv8GY9WS/Wu/WxbN2w8pkS/JH1+QMso5O/</latexit><latexit sha1_base64="cwp27w5F151te6mXW2nKTdJ9Ocg=">AAAB/HicbZBNS8NAEIYnftb6Fe3RS7AI7aUkRdCLUPDisYL9gDaUyXbbLt1swu5GCKH+FS8eFPHqD/Hmv3Hb5qCtLyw8vDPDzL5BzJnSrvttbWxube/sFvaK+weHR8f2yWlbRYkktEUiHslugIpyJmhLM81pN5YUw4DTTjC9ndc7j1QqFokHncbUD3Es2IgR1MYa2KU+8niCFaze5BRUB3bZrbkLOevg5VCGXM2B/dUfRiQJqdCEo1I9z421n6HUjHA6K/YTRWMkUxzTnkGBIVV+tjh+5lwYZ+iMImme0M7C/T2RYahUGgamM0Q9Uau1uflfrZfo0bWfMREnmgqyXDRKuKMjZ56EM2SSEs1TA0gkM7c6ZIISiTZ5FU0I3uqX16Fdr3luzbu/LDfqeRwFOINzqIAHV9CAO2hCCwik8Ayv8GY9WS/Wu/WxbN2w8pkS/JH1+QMso5O/</latexit>

↵(s⇤)
<latexit sha1_base64="CgEHlfF6nGQKGK6vv/00ahINVFc=">AAAB8nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBaheihJEfRY8OKxgv2ANJTNdtsu3WzC7kQooT/DiwdFvPprvPlv3LY5aOuDgcd7M8zMCxMpDLrut1PY2Nza3inulvb2Dw6PyscnbROnmvEWi2WsuyE1XArFWyhQ8m6iOY1CyTvh5G7ud564NiJWjzhNeBDRkRJDwShaye9RmYxp1fSvLvvliltzFyDrxMtJBXI0++Wv3iBmacQVMkmN8T03wSCjGgWTfFbqpYYnlE3oiPuWKhpxE2SLk2fkwioDMoy1LYVkof6eyGhkzDQKbWdEcWxWvbn4n+enOLwNMqGSFLliy0XDVBKMyfx/MhCaM5RTSyjTwt5K2JhqytCmVLIheKsvr5N2vea5Ne/hutKo53EU4QzOoQoe3EAD7qEJLWAQwzO8wpuDzovz7nwsWwtOPnMKf+B8/gBHF5CH</latexit><latexit sha1_base64="CgEHlfF6nGQKGK6vv/00ahINVFc=">AAAB8nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBaheihJEfRY8OKxgv2ANJTNdtsu3WzC7kQooT/DiwdFvPprvPlv3LY5aOuDgcd7M8zMCxMpDLrut1PY2Nza3inulvb2Dw6PyscnbROnmvEWi2WsuyE1XArFWyhQ8m6iOY1CyTvh5G7ud564NiJWjzhNeBDRkRJDwShaye9RmYxp1fSvLvvliltzFyDrxMtJBXI0++Wv3iBmacQVMkmN8T03wSCjGgWTfFbqpYYnlE3oiPuWKhpxE2SLk2fkwioDMoy1LYVkof6eyGhkzDQKbWdEcWxWvbn4n+enOLwNMqGSFLliy0XDVBKMyfx/MhCaM5RTSyjTwt5K2JhqytCmVLIheKsvr5N2vea5Ne/hutKo53EU4QzOoQoe3EAD7qEJLWAQwzO8wpuDzovz7nwsWwtOPnMKf+B8/gBHF5CH</latexit><latexit sha1_base64="CgEHlfF6nGQKGK6vv/00ahINVFc=">AAAB8nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBaheihJEfRY8OKxgv2ANJTNdtsu3WzC7kQooT/DiwdFvPprvPlv3LY5aOuDgcd7M8zMCxMpDLrut1PY2Nza3inulvb2Dw6PyscnbROnmvEWi2WsuyE1XArFWyhQ8m6iOY1CyTvh5G7ud564NiJWjzhNeBDRkRJDwShaye9RmYxp1fSvLvvliltzFyDrxMtJBXI0++Wv3iBmacQVMkmN8T03wSCjGgWTfFbqpYYnlE3oiPuWKhpxE2SLk2fkwioDMoy1LYVkof6eyGhkzDQKbWdEcWxWvbn4n+enOLwNMqGSFLliy0XDVBKMyfx/MhCaM5RTSyjTwt5K2JhqytCmVLIheKsvr5N2vea5Ne/hutKo53EU4QzOoQoe3EAD7qEJLWAQwzO8wpuDzovz7nwsWwtOPnMKf+B8/gBHF5CH</latexit><latexit sha1_base64="CgEHlfF6nGQKGK6vv/00ahINVFc=">AAAB8nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBaheihJEfRY8OKxgv2ANJTNdtsu3WzC7kQooT/DiwdFvPprvPlv3LY5aOuDgcd7M8zMCxMpDLrut1PY2Nza3inulvb2Dw6PyscnbROnmvEWi2WsuyE1XArFWyhQ8m6iOY1CyTvh5G7ud564NiJWjzhNeBDRkRJDwShaye9RmYxp1fSvLvvliltzFyDrxMtJBXI0++Wv3iBmacQVMkmN8T03wSCjGgWTfFbqpYYnlE3oiPuWKhpxE2SLk2fkwioDMoy1LYVkof6eyGhkzDQKbWdEcWxWvbn4n+enOLwNMqGSFLliy0XDVBKMyfx/MhCaM5RTSyjTwt5K2JhqytCmVLIheKsvr5N2vea5Ne/hutKo53EU4QzOoQoe3EAD7qEJLWAQwzO8wpuDzovz7nwsWwtOPnMKf+B8/gBHF5CH</latexit>

x2
<latexit sha1_base64="KmGgQ/jikD0FraFz4h/IW5WxZDI=">AAAB6nicdVDJSgNBEK2JW4xb1KOXxiB4GnpiwOQW8OIxolkgGUJPpydp0tMzdPeIYcgnePGgiFe/yJt/Y2cRXB8UPN6roqpekAiuDcbvTm5ldW19I79Z2Nre2d0r7h+0dJwqypo0FrHqBEQzwSVrGm4E6ySKkSgQrB2ML2Z++5YpzWN5YyYJ8yMylDzklBgrXd/1y/1iCbuVWhWf1dBv4rl4jhIs0egX33qDmKYRk4YKonXXw4nxM6IMp4JNC71Us4TQMRmyrqWSREz72fzUKTqxygCFsbIlDZqrXycyEmk9iQLbGREz0j+9mfiX101NWPUzLpPUMEkXi8JUIBOj2d9owBWjRkwsIVRxeyuiI6IINTadgg3h81P0P2mVXQ+73lWlVC8v48jDERzDKXhwDnW4hAY0gcIQ7uERnhzhPDjPzsuiNecsZw7hG5zXD5etjfQ=</latexit><latexit sha1_base64="KmGgQ/jikD0FraFz4h/IW5WxZDI=">AAAB6nicdVDJSgNBEK2JW4xb1KOXxiB4GnpiwOQW8OIxolkgGUJPpydp0tMzdPeIYcgnePGgiFe/yJt/Y2cRXB8UPN6roqpekAiuDcbvTm5ldW19I79Z2Nre2d0r7h+0dJwqypo0FrHqBEQzwSVrGm4E6ySKkSgQrB2ML2Z++5YpzWN5YyYJ8yMylDzklBgrXd/1y/1iCbuVWhWf1dBv4rl4jhIs0egX33qDmKYRk4YKonXXw4nxM6IMp4JNC71Us4TQMRmyrqWSREz72fzUKTqxygCFsbIlDZqrXycyEmk9iQLbGREz0j+9mfiX101NWPUzLpPUMEkXi8JUIBOj2d9owBWjRkwsIVRxeyuiI6IINTadgg3h81P0P2mVXQ+73lWlVC8v48jDERzDKXhwDnW4hAY0gcIQ7uERnhzhPDjPzsuiNecsZw7hG5zXD5etjfQ=</latexit><latexit sha1_base64="KmGgQ/jikD0FraFz4h/IW5WxZDI=">AAAB6nicdVDJSgNBEK2JW4xb1KOXxiB4GnpiwOQW8OIxolkgGUJPpydp0tMzdPeIYcgnePGgiFe/yJt/Y2cRXB8UPN6roqpekAiuDcbvTm5ldW19I79Z2Nre2d0r7h+0dJwqypo0FrHqBEQzwSVrGm4E6ySKkSgQrB2ML2Z++5YpzWN5YyYJ8yMylDzklBgrXd/1y/1iCbuVWhWf1dBv4rl4jhIs0egX33qDmKYRk4YKonXXw4nxM6IMp4JNC71Us4TQMRmyrqWSREz72fzUKTqxygCFsbIlDZqrXycyEmk9iQLbGREz0j+9mfiX101NWPUzLpPUMEkXi8JUIBOj2d9owBWjRkwsIVRxeyuiI6IINTadgg3h81P0P2mVXQ+73lWlVC8v48jDERzDKXhwDnW4hAY0gcIQ7uERnhzhPDjPzsuiNecsZw7hG5zXD5etjfQ=</latexit><latexit sha1_base64="KmGgQ/jikD0FraFz4h/IW5WxZDI=">AAAB6nicdVDJSgNBEK2JW4xb1KOXxiB4GnpiwOQW8OIxolkgGUJPpydp0tMzdPeIYcgnePGgiFe/yJt/Y2cRXB8UPN6roqpekAiuDcbvTm5ldW19I79Z2Nre2d0r7h+0dJwqypo0FrHqBEQzwSVrGm4E6ySKkSgQrB2ML2Z++5YpzWN5YyYJ8yMylDzklBgrXd/1y/1iCbuVWhWf1dBv4rl4jhIs0egX33qDmKYRk4YKonXXw4nxM6IMp4JNC71Us4TQMRmyrqWSREz72fzUKTqxygCFsbIlDZqrXycyEmk9iQLbGREz0j+9mfiX101NWPUzLpPUMEkXi8JUIBOj2d9owBWjRkwsIVRxeyuiI6IINTadgg3h81P0P2mVXQ+73lWlVC8v48jDERzDKXhwDnW4hAY0gcIQ7uERnhzhPDjPzsuiNecsZw7hG5zXD5etjfQ=</latexit>

x1
<latexit sha1_base64="S+OaOKjcBaG5pIhrlFTmWCTpXUM=">AAAB6nicdVDJSgNBEK2JW4xb1KOXxiB4GnpiwOQW8OIxolkgGUJPpydp0tMzdPeIYcgnePGgiFe/yJt/Y2cRXB8UPN6roqpekAiuDcbvTm5ldW19I79Z2Nre2d0r7h+0dJwqypo0FrHqBEQzwSVrGm4E6ySKkSgQrB2ML2Z++5YpzWN5YyYJ8yMylDzklBgrXd/1vX6xhN1KrYrPaug38Vw8RwmWaPSLb71BTNOISUMF0brr4cT4GVGGU8GmhV6qWULomAxZ11JJIqb9bH7qFJ1YZYDCWNmSBs3VrxMZibSeRIHtjIgZ6Z/eTPzL66YmrPoZl0lqmKSLRWEqkInR7G804IpRIyaWEKq4vRXREVGEGptOwYbw+Sn6n7TKrodd76pSqpeXceThCI7hFDw4hzpcQgOaQGEI9/AIT45wHpxn52XRmnOWM4fwDc7rB5YpjfM=</latexit><latexit sha1_base64="S+OaOKjcBaG5pIhrlFTmWCTpXUM=">AAAB6nicdVDJSgNBEK2JW4xb1KOXxiB4GnpiwOQW8OIxolkgGUJPpydp0tMzdPeIYcgnePGgiFe/yJt/Y2cRXB8UPN6roqpekAiuDcbvTm5ldW19I79Z2Nre2d0r7h+0dJwqypo0FrHqBEQzwSVrGm4E6ySKkSgQrB2ML2Z++5YpzWN5YyYJ8yMylDzklBgrXd/1vX6xhN1KrYrPaug38Vw8RwmWaPSLb71BTNOISUMF0brr4cT4GVGGU8GmhV6qWULomAxZ11JJIqb9bH7qFJ1YZYDCWNmSBs3VrxMZibSeRIHtjIgZ6Z/eTPzL66YmrPoZl0lqmKSLRWEqkInR7G804IpRIyaWEKq4vRXREVGEGptOwYbw+Sn6n7TKrodd76pSqpeXceThCI7hFDw4hzpcQgOaQGEI9/AIT45wHpxn52XRmnOWM4fwDc7rB5YpjfM=</latexit><latexit sha1_base64="S+OaOKjcBaG5pIhrlFTmWCTpXUM=">AAAB6nicdVDJSgNBEK2JW4xb1KOXxiB4GnpiwOQW8OIxolkgGUJPpydp0tMzdPeIYcgnePGgiFe/yJt/Y2cRXB8UPN6roqpekAiuDcbvTm5ldW19I79Z2Nre2d0r7h+0dJwqypo0FrHqBEQzwSVrGm4E6ySKkSgQrB2ML2Z++5YpzWN5YyYJ8yMylDzklBgrXd/1vX6xhN1KrYrPaug38Vw8RwmWaPSLb71BTNOISUMF0brr4cT4GVGGU8GmhV6qWULomAxZ11JJIqb9bH7qFJ1YZYDCWNmSBs3VrxMZibSeRIHtjIgZ6Z/eTPzL66YmrPoZl0lqmKSLRWEqkInR7G804IpRIyaWEKq4vRXREVGEGptOwYbw+Sn6n7TKrodd76pSqpeXceThCI7hFDw4hzpcQgOaQGEI9/AIT45wHpxn52XRmnOWM4fwDc7rB5YpjfM=</latexit><latexit sha1_base64="S+OaOKjcBaG5pIhrlFTmWCTpXUM=">AAAB6nicdVDJSgNBEK2JW4xb1KOXxiB4GnpiwOQW8OIxolkgGUJPpydp0tMzdPeIYcgnePGgiFe/yJt/Y2cRXB8UPN6roqpekAiuDcbvTm5ldW19I79Z2Nre2d0r7h+0dJwqypo0FrHqBEQzwSVrGm4E6ySKkSgQrB2ML2Z++5YpzWN5YyYJ8yMylDzklBgrXd/1vX6xhN1KrYrPaug38Vw8RwmWaPSLb71BTNOISUMF0brr4cT4GVGGU8GmhV6qWULomAxZ11JJIqb9bH7qFJ1YZYDCWNmSBs3VrxMZibSeRIHtjIgZ6Z/eTPzL66YmrPoZl0lqmKSLRWEqkInR7G804IpRIyaWEKq4vRXREVGEGptOwYbw+Sn6n7TKrodd76pSqpeXceThCI7hFDw4hzpcQgOaQGEI9/AIT45wHpxn52XRmnOWM4fwDc7rB5YpjfM=</latexit>

Abbildung 1.13: Links: Die vier Scheitelpunkte einer Ellipse. Rechts: Zum Beweis von Theo-
rem 27.

21Marie Ennemond Camille Jordan (1838-1922), franösischer Mathematiker.
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1.2. Planare Kurven 27

Theorem 27 (Vier-Scheitel-Satz). Sei α : [a, b]→ R2 eine geschlossene, reguläre und
dreimal stetig differenzierbare Kurve, die darüberhinaus Rand einer konvexen Menge Ω
ist. Dann besitzt α mindestens vier Scheitelpunkte, d.h. lokale Extrema der Krümmung
κ.

Beweis. Vorüberlegungen: Wir nehmen o.B.d.A an, dass α nach dem Bogenlängen-
parameter s parametrisiert ist, und müssen nur den Fall betrachten, dass κ auf keinem
Teilintervall konstant ist, da wir andernfalls schon unendlich viele Scheitelpunkte hät-
ten. Damit entsprechen die Scheitelpunkte gerade den Nullstellen mit echtem Vorzei-
chenwechsel der Funktion κ′ : [a, b]→ R. Da aber κ′(a) = κ′(b) nach Voraussetzung gilt
(siehe Definition 18) muss die Anzahl der echten Vorzeichenwechsel von κ gerade sein.
Andererseits besitzt die stetige Funktion κ auf dem kompakten Intervall [a, b] minde-
stens ein globales Minimum und ein globales Maximum, die wegen der obigen Nicht-
degeneriertheitsannahme echten Vorzeichenwechseln von κ′ entsprechen. Wir müssen
also nur zeigen, dass die Funktion κ′ noch mindestens einen weiteren Vorzeichenwechsel
besitzt.

Widerspruchsbeweis: Wir nehmen an, dass κ nur die zwei oben genannten Extre-
malstellen besitzt. O.B.d.A. können wir außerdem annehmen, dass das Minimum bzw.
das Maximum bei s = a bzw. s = s∗ angenommen werden und dass sowohl α(0) als
auch auch α(s∗) auf der x1-Achse liegen, siehe Abbildung 27. Da Ω konvex ist und κ
auf keinem Intervall konstant ist, kann die zweite Kurvenkomponente α2 weder in dem
offenen Intervall (a, s∗) noch in (s∗, b) eine Nullstelle besitzen, und wir schließen, dass
κ′α2 das Vorzeichen nicht wechselt, dass also entweder κ′(s)α2(s) ≥ 0 für alle s ∈ [a, b]
oder κ′(s)α2(s) ≤ 0 für alle s ∈ [a, b]. Die Frenetschen Gleichungen implizieren

α′′1(s) = −κ(s)α′2(s)

und nach Integration über s ∈ [a, b] sowie Ausnutzung der partiellen Integration er-
halten wir

b∫
a

κ′(s)α2(s) ds =
[
κ(s)α2(s)

]s=b
s=a
−

b∫
a

κ(s)α′2(s) ds

=

b∫
a

α′′1(s) ds =
[
α′(s)

]s=b
s=a

= 0 ,

wobei wir die Geschlossenheit der Kurve ausgenutzt haben. Wegen der Vorzeichen- und
Nullstelleneigenschaften des Integranden auf der linken Seite erhalten wir κ′(s) = 0 für
alle s ∈ [a, b], aber das widerspricht der Nicht-Konstanz von κ.

Theorem (27) gilt auch, wenn die innere Menge von α nicht konvex ist, aber dann
ist der Beweis aufwendiger.

1.2.4 Deformationen von Kurven

In diesem Abschnitt betrachten wir einparametrige Schaaren von Kurven.

Definition 28 (Familien von Kurven). Seien J ein Intervall, a, b : J → R zwei stetige
Abbildungen mit a(τ) < b(τ) für alle τ ∈ J und

Ω :=
{

(τ, t) : τ ∈ J, a(τ) ≤ t ≤ b(τ)
}
.
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Eine stetige Familie von m-mal stetig differenzierbaren (parametrisierten) Kurven ist
eine stetige Abbildung α : Ω→ R2, so dass für jedes j = 0, ...,m die Abbildungen

(τ, t) ∈ Ω 7→ ∂
(j)
t α(τ, t) ∈ R

wohldefiniert und stetig auf Ω sind. Die Familie heißt k-mal stetig differenzierbar, wenn
die Terme ∂(j)

t α(τ, t) sogar k-mal stetig differenzierbar von τ ∈ J abhängen.

Bemerkung. Analoge Definitionen gelten für Familien geschlossener Kurven, wobei
zusätzlich

∂
(j)
t α

(
τ, a(τ)

)
= ∂

(j)
t α

(
τ, b(τ)

)
für alle τ ∈ J und alle j = 0, ...,m gefordert wird. Außerdem können alle Begriffe auch
in höheren Dimensionen (d = 3 usw.) verwendet werden.

Wir schreiben manchmal auch

ατ (t) statt α(τ, t) , α̇τ (t) statt ∂tα(τ, t) , usw.

um deutlich zu machen, dass wir eine Familie (oder Schaar) von Kurven betrachten,
wobei τ gerade der sogenannte Schaarparameter ist. Wir bemerken außerdem, dass für
Familien regulärer Kurven die Frenet-Größen

ej(τ, t) = eτ,j(t) , κ(τ, t) = κτ (t)

wohldefiniert sind.

Wir werden nun zunächst eine weitere Interpretation von Krümmung ableiten, die
später wichtig werden wird.

Lemma 29 (Krümmung und Variation der Länge). Sei

(τ, t) ∈ (−ε, ε)× [a, b] 7→ α(τ, t) ∈ R2

eine stetig differenzierbare Familie regulärer Kurven mit festgehaltenen Anfangs- und
Endpunkten, d.h. α(τ, a) = α(0, a) und α(τ, b) = α(0, b) für alle τ ∈ (−ε, +ε). Dann
gilt

d

dτ
len
(
ατ
)

= −
∫ b

a

κτ (t) ητ (t) |α̇τ (t)| dt ,

wobei

η(τ, t) =
〈
∂τα(τ, t), e2(τ, t)

〉
gerade den Normalenanteil des infinitesimalen Verschiebungsvektors angibt.

Beweis. Es reicht, die Behauptung für ein beliebiges, aber festes τ∗ ∈ J zu zeigen und
o.B.d.A. können wir annehmen, dass zumindest die Kurve ατ∗ nach Bogenlänge para-
metrisiert ist (ohne diese Annahme sind die nachfolgenden Rechnungen komplizierter).
Dann gilt

d

dτ
len (ατ ) =

b∫
a

∂τ

√〈
∂tα(τ, t), ∂tα(τ, t)

〉
dt =

b∫
a

〈
∂tα(τ, t), ∂t∂τα(τ, t)

〉∣∣∂tα(τ, t)
∣∣ dt
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für jedes τ ∈ J , sowie die vereinfachte Formel

d

dτ
len (ατ )

∣∣∣
τ=τ∗

=

b∫
a

〈
∂tα(τ∗, t), ∂t∂τα(τ∗, t)

〉
dt .

Nach partieller Integration bzgl. t erhalten wir

d

dτ
len (ατ )

∣∣∣
τ=τ∗

=
(
∂tα(τ∗, t)∂τα(τ∗, t)

)t=b
t=a
−

b∫
a

〈
∂2
t α(τ∗, t), ∂τα(τ∗, t)

〉
dt .

wobei die Randterme wegen der fixierten Endpunkte verschwinden. Nun gilt aber auch

∂tα(τ∗, t) = e1(τ∗, t) , ∂2
t α(τ∗, t) = ∂te1(τ∗, t) = κ(τ∗, t)e2(τ∗, t)

und Einsetzen liefert den den Spezialfall der Behauptung wegen
∣∣∂τα(τ∗, t)

∣∣ = 1.

Als nächstes wollen wir ein wichtiges topologisches Konzept einführen, das eng mit
speziellen Familien geschlossener Kurven zusammenhängt.

Definition 30 (Homotopie planarer Kurven). Seien β : [a, b]→ R2 und β̃ : [ã, b̃]→ R2

zwei planare Kurven. Eine stetige Familie von Kurven

α : Ω→ R2 , Ω := {(τ, t) : 0 ≤ τ ≤ 1 , (1− τ)a+ τ ã ≤ t ≤ (1− τ)b+ τ b̃ }

mit

α(0, t) = β(t) für alle t ∈ [a, b] und α(1, t) = β̃(t) für alle t ∈ [ã, b̃]

heißt stetige Homotopie zwischen β und β̃.

Bemerkung.

1. Analog zur Bemerkung nach Definition 28 können Homotopien m-mal stetig-
differenzierbarer Kurven und Homotopien geschlossener Kurven definiert werden.
Außerdem können Homotopien k-mal stetig differenzierbar sein.

2. Wir nennen eine Homotopie α regulär, wenn sie stetig differenzierbar ist (bzgl.
τ und t) und wenn der Tangentenvektor ∂tα niemals verschwindet. Eine reguläre
Homotopie ist also eine stetig-differenzierbare Familie von regulären Kurven.

3. Die Existenz einer Homotopie definiert eine Äquivalenzrelation ∼ auf der Menge
der planaren Kurven (Übungsaufgabe). Insbesondere gilt

β ∼ β , β ∼ β̃ =⇒ β̃ ∼ β , β ∼ β̃ ∧ β̃ ∼ β̄ =⇒ β ∼ β̄

4. Analoge Definitionen gelten für d = 3 usw.

Lemma 31 (Trivialfälle). Seien β und β̃ zwei reguläre Kurven. Dann sind die folgenden
Aussagen hinreichend für die Existenz einer regulären Homotopie.

1. β und β̃ unterscheiden sich nur durch eine orientierungserhaltende Reparametri-
sierung.
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2. β und β̃ unterscheiden sich nur durch eine Drehung oder eine Verschiebung oder
eine Reskalierung.

Beweis. Übungsaufgabe.

Lemma 32 (Invarianz der Umlaufzahl unter regulären Homotopien). Existiert eine
reguläre Homotopie zwischen den geschlossenen Kurven β und β̃, so gilt ind (β) =
ind(β̃).

Beweis. Nach Definition von regulärer Homotopie ist die Tangentenvektorabbildung

ψ := ∂tα : Ω→ R2

mit α und Ω wie in Definition 30 wohldefiniert und stetig mit Werten in R2 \ {0}.
Damit – und weil das Trapez Ω sternförmig bzgl. eines jeden inneren Punktes ist –
existiert eine entsprechende stetige Polarwinkelfunktion θ : Ω → R wie in Lemma 22.
Inbesondere ist die Abbildung

τ ∈ [0, 1] 7→ ind (ατ ) =
1

2π

(
θ
(
τ, (1− τ)b+ τ b̃

)
− θ
(
τ, (1− τ)a+ τ ã

))
∈ Z

stetig, aber die einzigen stetigen Funktionen mit Werten in der diskreten Menge Z sind
die konstanten Funktionen.

Theorem 33 (Satz von Whitney und Graustein22). Seien β und β̃ zwei reguläre und
geschlossene Kurven mit ind (β) = ind(β̃). Dann existiert eine reguläre Homotopie
zwischen β und β̃.

0 1

0

+π

-π

Abbildung 1.14: Illustration des speziellen Entartungsfalls im Beweis von Theorem 33.
Links: Beispiele für Kurven β und β̃ (in Schwarz und Grau), für die die Homotopie in (1.15)
entartet. Mitte: Die entsprechenden Polarwinkelfunktionen ω und ω̃, deren Konvexkombina-
tion (1.14) für τ = τ∗ eine konstante Funktion ist. Rechts: Der Entartungsfall kann vermieden
werden, wenn in (1.15) statt β̃ ein homotoper Ersatz (gepunktet) betrachtet wird (die konkrete
Konstruktion am Ende des Beweises von Theorem 33 ist etwas anders, aber ganz ähnlich).

Beweis. Vorüberlegungen: Wir müssen die Behauptung nur in dem folgenden Spezialfall
beweisen:

(C1) β und β̃ besitzen beide die Länge 1 und sind jeweils nach Bogenlänge über dem
Intervall [0, 1] parametrisiert.

22Hassler Whitney (1907-1989) und William Caspar Graustein (1888-1941), US-amerikanische Ma-
thematiker.
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(C2) Es gilt

β(0) = β̃(0) =
(
0, 0

)
, β′(0) = β̃′(0) =

(
1, 0

)
(1.12)

und damit auch

λ(0) = λ̃(0) , λ(1) = λ̃(1) = 2πN ,

wobei N ∈ Z die gemeinsame Umlaufzahl von β und β̃ bezeichnet und λ bzw. λ̃
via

β′(s) =
(
cos
(
λ(s)

)
, sin

(
λ(s)

))
, β̃′(s) =

(
cos
(
λ̃(s)

)
, sin

(
λ̃(s)

))
, (1.13)

die Polarwinkelfunktionen von β′ bzw. β̃′ wie in Lemma 17 darstellen.

In der Tat, im allgemeinen Fall können wir durch Reskalierung und/oder Umparame-
trisierung und/oder Verschiebung und/oder Drehung β in eine Kurve γ und β̃ in eine
Kurve γ̃ überführen, so dass die transformierten Kurven die gewünschten Eigenschaften
besitzen. Nach Lemma 31 gilt dann β ∼ γ und β̃ ∼ γ̃ und die obigen Bemerkungen zur
homotopischen Äquivalenzrelation zeigen, dass β ∼ β̃ genau dann gilt, wenn γ ∼ γ̃.

Konstruktion der Homotopie: Wir interpolieren die Polarwinkel der Tangentenvek-
toren via

ω(τ, s) := (1− τ)λ(s) + τ λ̃(s) (1.14)

und definieren eine Abbildung α̂ : [0, 1]× [0, 1]→ R2 durch

α̂(τ, s) :=

s∫
0

(
cos
(
ω(τ, ŝ)

)
, sin

(
ω(τ, ŝ)

))
dŝ .

Diese Abbildung ist stetig differenzierbar (und damit eine hinreichend gute Familie von
Kurven), aber es muss nicht unbedingt α̂(τ, 0) = α̂(τ, 1) für alle τ ∈ (0, 1) gelten. Die
modifizierte Familie

α(τ, s) := α̂(τ, s)− s α̂(τ, 1) (1.15)

besitzt aber alle gewünschten Eigenschaften, wie wir nun zeigen werden.
Nachweis der Homotopie-Eigenschaften: Nach Konstruktion gilt

α̂(0, s) =

s∫
0

(
cos
(
λ(ŝ)

)
, sin

(
λ(ŝ)

))
dŝ = β(s)

sowie

α̂(1, s) =

s∫
0

(
cos
(
λ̃(ŝ)

)
, sin

(
λ̃(ŝ)

))
dŝ = β̃(s) ,

wobei wir (1.13) sowie die Normierung (1.12) verwendet haben. Formel (1.15) liefert
daher

α(0, s) = α̂(0, s) = β(s) , α(1, s) = β̃(s)− sβ̃(1) = β̃(s)
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für alle s ∈ [0, 1], d.h. α ist wirklich Homotopie zwischen β und β̃. Desweiteren gilt

α(τ, 1) =
(
0, 0

)
= α(τ, 0)

sowie

∂sα(τ, 1)− ∂sα(τ, 0) = ∂sα̂(τ, 1)− ∂sα̂(τ, 0)

=
(

cos
(
ω(τ, 1)

)
, sin

(
ω(τ, 1)

))
−
(

cos
(
ω(τ, 0)

)
, sin

(
ω(τ, 0)

))
=
(

cos
(
2πN

)
, sin

(
2πN

))
−
(

cos
(
0
)
, sin

(
0
))

=
(
0, 0

)
,

d.h. s 7→ α(τ, s) ist für jedes τ ∈ [0, 1] wirklich eine geschlossene und stetig differen-
zierbare Kurve. Es bleibt zu zeigen, dass∣∣∂sα(τ, s)

∣∣ > 0

für alle (τ, s) ∈ [0, 1]× [0, 1] gilt.
Nachweis der Regularität: Angenommen es existiert (τ∗, s∗) ∈ (0, 1)× [0, 1], so dass

∂sα(τ∗, s∗) =
(
0, 0

)
.

Dann gilt ∣∣α̂(τ∗, 1)
∣∣ = 1

wegen (1.15) und wir schließen, dass die Kurve

s 7→ α̂(τ∗, s) (1.16)

zwei Punkte verbindet, deren euklidischer Abstand den Wert 1 annimmt. Andererseits
ist diese Kurve per Definition nach Bogenlänge parametrisiert und besitzt damit auch
die Länge 1. Aus den letzten beiden Überlegungen folgt (siehe Übungsaufgabe), dass
die Kurve (1.16) die Gerade ist, die α̂(τ∗, 0) = (0, 0) mit α̂(τ∗, 1) verbindet, und dies
impliziert

c = ω(τ∗, s) = (1− τ∗)λ(s) + τ∗λ̃(s) (1.17)

für eine geeignete Konstante c und alle s ∈ [0, 1]. Aufgrund der Vorüberlegungen gilt
aber

c = ω(τ∗, 0) = 0 sowie c = ω(τ∗, 1) = 2πN

und wir schließen c = 0 und N = 0. Damit haben wir im Fall von N 6= 0 den ge-
wünschten Widerspruch konstruiert und insbesondere die behauptete Regularität der
Homotopie gezeigt.

Nachbetrachtungen: Für N = 0 muss die von uns konstruierte Homotopie nicht
unbedingt regulär sein, siehe Abbildung 1.14. Wir können aber in diesem Fall durch
folgende Überlegungen eine verbesserte Konstruktion angeben. Da nun λ(0) = λ(1) = 0
und λ̃(0) = λ̃(1) = 0 gilt, können sowohl λ als auch λ̃ zu einer stetigen periodischen
Funktion auf ganz R fortgesetzt werden, die jeweils ein globales Maximum und ein glo-
bales Minimum annehmen (das ist im Fall von N 6= 0 nicht möglich). Nach geeigneten
Reparametrisierungen von β und β̃ können wir deshalb annehmen, dass neben (C1)
und (C2) zusätzlich die folgende Bedingung erfüllt ist:
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(C3) Für alle s ∈ [0, 1] gilt sowohl λ(0) ≥ λ(s) als auch λ̃(0) ≥ λ̃(s).

In der Tat, diese Bedingung kann immer erreicht, weil bei einer geschlossenen Kurve
jeder Punkt nach einer geeigneten Reparametrisierung der Kurve als Anfangs- und
Endpunkt gewählt werden kann. Wir können nun alle Argumente von oben wiederholen
und erhalten unter derselben Widerspruchsannahme wieder die Gleichungen (1.17) mit
c = 0. Insbesondere gilt

λ(s) = − τ∗
1− τ∗

λ̃(s) ,

und in Kombination mit (C3) auch

λ(0) ≥ λ(s) sowie λ(0) = − τ∗
1− τ∗

λ̃(0) ≤ − τ∗
1− τ∗

λ̃(s) = λ(s) ,

wobei wir −∞ < −τ∗/(1− τ∗) < 0 benutzt haben. Insgesamt haben wir damit gezeigt,
dass sowohl λ als auch λ̃ konstant sind und gar nicht von s abhängen. Das widerspricht
aber der Voraussetzung, dass β und β̃ geschlossen und regulär sind.

1.3 Raumkurven
In diesem Abschnitt gilt d = 3.

1.3.1 Frenet-Theorie

In Übereinstimmung mit Definition 8 betrachten wir in diesem Abschnitt nach Bogen-
länge parametrisierte und dreimal stetig differenzierbare Kurven α : I → R3, so dass
für jedes t ∈ I die zwei Vektoren α′(s) und α′′(s) linear unabhängig sind (und damit
auch nicht verschwinden). Insbesondere existiert nach Lemma 9 das Frenetsche 3-Bein

e1(s) = α′(s) , e2(s) = α′′(s)/
∣∣α′′(s)∣∣ , e3(s) = e1(s)× e2(s) ,

dessen Vektoren die Tangente, Normale, und Binormale genannt23 werden. Die Formel
für e3 kann auch als

e3(t) =
(
α′(t)× α′′(t)

) / ∣∣α′(t)× α′′(s)∣∣
geschrieben werden.

Bemerkung (Kreuzprodukt in 3D). Seien u = (u1, u2, u3) und v = (v1, v2, v)3 zwei
beliebige Vektoren im R3. Dann gilt

u× v = −v × u = det

u1 u2 u3

v1 v2 u3

b1 b2 b3

 = (u2v3 − u3v2, u3v1 − u1v3, u1v2 − u2v1)

wobei bi der i-te Einheitsvektor im R3 ist und die Determinantenformel rein symbolisch
zu verstehen ist. Insbesondere verschwindet u × v, sofern u und v parallel sind. An-
dernfalls steht u×v immer senkrecht auf u und v – wobei die Basis aus u, v, und u×v
immer positiv orientiert ist – und die Länge von u× v ist gerade der Fächeninhalt des
von u und v aufgespannten Parallelogramms. Hieraus folgen auch die Formel

b1 × b2 = b3 , b2 × b3 = b1 , b3 × b1 = b2

die natürlich auch direkt nachgerechnet werden können.
23In der Literatur wird das Dreibein (e1(s), e2(s), e3(s)) oft als (t(s), n(s), b(s)) bezeichnet.
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Nach Satz 10 gibt es nun zwei Frenet-Krümmengen κ1 und κ2, wobei κ1 meist
die Krümmung und κ2 die Torsion der Kurve α genannt werden.24 Beachte, dass κ1

hier immer positiv ist, wohingegen κ2 das Vorzeichen wechseln kann. Die Frenetschen
Gleichungen können entweder alse′1,1(s) e′1,2(s) e′1,3(s)
e′2,1(s) e′2,2(s) e′2,3(s)
e′3,1(s) e′3,2(s) e′3,3(s)

=

 0 +κ1(s) 0
−κ1(s) 0 +κ2(s)

0 −κ2(s) 0

·
e1,1(s) e1,2(s) e1,3(s)
e2,1(s) e2,2(s) e2,3(s)
e3,1(s) e3,2(s) e3,3(s)


oder kompakter in vektorieller Form als

e′1(s) = +κ1(s)e2(s) , e′2(s) = −κ1(s)e1(s) + κ2(s)e3(s) , e′3(s) = −κ2(s)e2(s)

geschrieben werden. Dabei ergeben sich (Nachrechnen!) die folgenden Formeln

κ1(s) =
〈
e′1(s), e2(s)

〉
= |α′′(s)| ,

κ2(s) =
〈
e′2(s), e3(s)

〉
=
〈
α′′′(s), α′(s)× α′′(s)

〉 / ∣∣α′′(s)∣∣2 .
Beispiel (planare Kurven als dreidimensionale Frenet-Kurven). Sei α̂ : I → R2 eine
2D-Frenet-Kurve. Dann ist die eingebettete Kurve

α(s) = (α̂1(s), α̂1(s), 0)

eine 3D Frenet-Kurve mit e3(s) = (0, 0, 1), sofern α̂ dreimal stetig differenzierbar
ist und α̂′′ nirgends verschwindet. Insbesondere ist eine Gerade zwar eine 2D-Frenet-
Kurve, aber keine 3D-Frenet-Kurve.25.

Beispiel (Helix als Frenet-Kurve). Die Kurve α : R→ R3 mit

α(t) = (r cos (ω t), r sin (ω t), q ω t)

beschreibt eine Helix in x3-Richtung mit Radius r, Winkelgeschwindigkeit ω und Sprei-
zungsparameter q. Sie ist genau dann nach Bogenlänge parametrisiert (und damit
Frenet-Kurve), wenn

ω2 =
1

r2 + q2
.

In diesem Fall gilt s = t, α̇ = α′ und es ergeben sich (Nachrechnen!) die Formeln

κ1 =
r

r2 + q2
, κ2 =

q

r2 + q2
,

d.h. die beiden Frenet-Krümmungen einer Helix sind konstant und hängen nicht von s
oder t ab.

Beispiel (Kurven mit konstanten Frenet-Krümmungen). Für konstantes κ1 > 0 und
κ2 6= 0 betrachten wir

E(s) = exp

s
 0 +κ1 0
−κ1 0 +κ2

0 −κ2 0

 ,

24Viele Autoren schreiben κ statt κ1 und τ statt κ2.
25Oder anders gesagt: Bei einer Geraden in 3D ist – im Gegensatz zu einer Geraden in 2D – der

Normalenvektor nicht eindeutig festgelegt.
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d.h. die eindeutige Lösung der Frenetschen Gleichungen mit Anfangswert E(0)=id,
siehe auch die allgemeine Formel (1.5). Nach einigen Rechnungen erhalten wir

α(s) =
(
κ2

2ω
−2s+ κ2

1ω
−3 sin (ωs), −κ1ω

−2 cos (ωs), κ1κ2ω
−2s− κ1κ2ω

−3 sin (ωs)
)
,

mit ω =
√
κ2

1 + κ2
2, und dies beschreibt via

κ1 =
r

r2 + q2
, κ2 =

q

r2 + q2
, ω =

1√
r2 + q2

eine gedrehte Helix, wobei r und q eindeutig aus κ1 und κ2 berechnet werden können.

Definition 34 (Lokale Ebenen entlang einer Frenet-Kurve). Sei α : I → R3 eine
Frenet-Kurve und s∗ ∈ I beliebig. Dann heißen die affinen Räume

1. AS,t∗ := α(s∗) + e3(s∗)
⊥ = α(s∗) + span{e1(s∗), e2(s∗)} die Schmiegebene,

2. AN,t∗ := α(s∗) + e1(s∗)
⊥ = α(s∗) + span{e2(s∗), e3(s∗)} die Normalebene,

3. AR,t∗ := α(s∗) + e2(s∗)
⊥ = α(s∗) + span{e1(s∗), e3(s∗)} die Streckebene26

der Kurve im Punkt α(s∗).

Abbildung 1.15: Links: Frenet-Kurve (schwarz, Teil einer Helix) mit Dreibein e1 (grün), e2

(blau) und e3 (rot), die Ebenen aus Definition 34 sowie die entsprechenden Projektionen der
Kurve. Dabei sind die Normal- bzw. die Streck- bzw. die Schmiegebene grün bzw. blau bzw. rot
gefärbt (so wie der jeweils senkrechte Vektor des Dreibeins). Rechts: 2D-Plots der Projektionen
der Kurve auf die verschiedenen Ebenen. In der Nähe des Kurvenpunktes (Ursprung im Plot)
kann jede diese Projektionen durch die jeweilige Normalform aus Lemma 35 approximiert
werden.

Die drei Ebenen aus Definition 34 stehen offensichtlich in jedem Punkt der Kur-
ve senkrecht zueinander, siehe Abbildung 1.15, und die Projektionen der Kurve in
die verschiedenen Ebenen können lokal durch entsprechende Normalformen dargestellt

26AR,t∗ wird auch die rektifizierbare Ebene genannt. Daher der Index R.
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werden. Dies ergibt sich aus der folgenden Variante des Satzes von Taylor, der in seiner
klassischen Form ja als

α(s) = α(s∗) + α′(s∗)(s− s∗) + 1
2
α′′ (s∗)(s− s∗)2 + 1

6
α′′′(s∗) (s− s∗)3 + o

(
(s− s∗)3)

bzw. als das komponentenweise Analogon geschrieben werden kann, wobei der Fehler-
term für viermal stetig differenzierbare Kurven üblicherweise mit O

(
(s− s∗)4) bezeich-

net wird.

Lemma 35 (Modifizerte Taylor-Entwicklung von Frenet-Kurven). Für jede Frenet-
Kurve α : I → R3 gilt

α(s)− α(s∗)− o
(
s3
)

= +
[
(s− s∗)− 1

6
κ2

1(s∗)(s− s∗)3
]
e1(s∗) (1.18)

+
[

1
2
κ1(s∗)(s− s∗)2 + 1

6
κ′1(s∗)(s− s∗)3

]
e2(s∗) (1.19)

+
[

1
6
κ1(s∗)κ2(s∗)(s− s∗)3

]
e3(s∗) (1.20)

für jedes s∗ ∈ I. Insbesondere genügen die Projektionen der Kurve auf die Ebenen aus
Definition 34 den Formeln

PS,s∗α(s) = α(s∗) +
[
(s− s∗) + h.o.t.

]
e1(s∗)

+
[

1
2
κ1(s∗)(s− s∗)2 + h.o.t.

]
e2(s∗) ,

(Standardparabel in der Schmiegebene)

PN,s∗α(s) = α(s∗) +
[

1
2
κ1(s∗)(s− s∗)2 + h.o.t.

]
e2(s∗)

+
[

1
6
κ1(s∗)κ2(s∗)(s− s∗)3 + h.o.t.

]
e3(s∗)

(Neilsche Parabel in der Normalebene) ,

PR,s∗α(s) = α(s∗) +
(

(s− s∗) + h.o.t.
)
e1(s∗)

+
[

1
6
κ1(s∗)κ2(s∗)(s− s∗)3 + h.o.t.

]
e3(s∗) ,

(kubische Parabel in der Streckebene)

wobei h.o.t. jeweils höhere Ordungsterme bezeichnet.

Beweis. Aufgrund der Frenetschen Gleichungen gilt

α′(s∗) = e1(s∗) , α′′(s∗) = e′1(s∗) = κ1(s∗)e2(s∗)

sowie

α′′′(s∗) = κ′1(s∗)e2(s∗) + κ1(s∗)e
′
2(s∗)

= κ′1(s∗)e2(s∗) + κ1(s∗)
(
− κ1(s∗)e1(s∗) + κ2(s∗)e3(s∗)

)
.

Die gewünschte Formel (1.18) folgt nun durch Einsetzen und impliziert sofort alle
weiteren Behauptungen.

Satz 36 (Existenz und Eindeutigkeit einer Schmiegkugel). Sei α : I → R eine Frenet-
Kurve mit κ2(s∗) 6= 0 für ein beliebiges, aber festes s∗ ∈ I. Dann berüht die Kugelober-
fläche mit Mittelpunkt

m(s∗) = α(s∗) +
1

κ1(s∗)
e2(s∗)−

κ′1(s∗)

κ2
1(s∗)κ2(s∗)

e3(s∗) (1.21)
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und Radius

%(s∗) =

√(
κ1(s∗)κ2(s∗)

)2
+
(
κ′1(s∗)

)2

κ2
1(s∗)κ2(s∗)

die Kurve α im Punkt α(s∗) zu dritter Ordnung. Sie ist die einzige Kugel mit dieser
Eigenschaft.

Beweis. Wir betrachten zunächst einen beliebigen Kugelmittelpunkt

m := α(s∗) + c1e1(s∗) + c2e2(s∗) + c3e3(s∗)

mit noch freien Konstanten c1, c2, c3, einen dazugehörigen Radius % =
√
c2

1 + c2
2 + c2

3

sowie die Funktion

f(s) :=
〈
m− α(s), m− α(s)

〉
− %2 ,

wobei der erste Term auf der rechten Seite gerade der quadratischen Abstand des
Kurvenpunktes α(s) von m ist. Mit Hilfe der Frenetschen Gleichungen berechnen wir

f ′(s) = −2
〈
m− α(s), α′(s)

〉
= −2

〈
m− α(s), e1(s)

〉
sowie

f ′′(s) = −2
〈
m− α(s), α′′(s)

〉
+ 2 = −2

〈
m− α(s), κ1(s)e2(s)

〉
+ 2 ,

und

f ′′′(s) = −2
〈
m− α(s), α′′′(s)

〉
= −2

〈
m− α(s), κ′1(s)e2(s) + κ1(s)e′2(s)

〉
= −2

〈
m− α(s), κ′1(s)e2(s)− κ2

1(s)e1(s) + κ1(s)κ2(s)e3(s)
〉
.

Durch Auswertung bei s = s∗ ergibt sich damit

f ′(s∗) = −2c1 , f ′′(s∗) = −2κ1(s)c2 + 2

bzw.

f ′′′(s∗) = +2κ2
1(s)c1 − 2κ′1(s)c2 − 2κ1(s)κ2(s)c3 .

Nach Konstruktion gilt f(s∗) = 0, d.h. der Kurvenpunkt α(s∗) liegt für jede Wahl von
c1, c2, c3 in der Sphäre vom Radius % um m, wobei die Ordnung des Berührens gerade
die Vielfachheit der Nullstelle s∗ von f ist. Die obigen Rechnungen zeigen, dass die
betrachtete Sphäre die Kurve genau dann zu zweiter Ordnung im Punkt α(s∗) berührt,
wenn

c1 = 0 , c2 = 1/κ1(s∗)

gilt. Eine Berührung dritter Odnung ist nur dann möglich, wenn auch c3 den richtigen
Wert annimmt und dies liefert alle Behauptungen.

Die Aussage in Satz 36 gilt auch für κ2(s∗) = 0, sofern unendlich große Kugeln
zugelassen werden. Die Schmiegkugel ist dann gerade die Schmiegebene.
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Folgerung 37 (Sphärische Kurven). Die Spur einer Frenet-Kurve α : I → R3 mit
κ2(s) 6= 0 für alle s ∈ I liegt genau dann in einer Sphäre, wenn die Differentialgleichung

κ2

κ1

=

(
κ′1
κ2

1κ2

)′
auf ganz I erfüllt ist.

Beweis. Wir differenzieren die Mittelpunktsformel (1.21) nach dem Argument s∗ und
erhalten (in Kurzschreibweise)

m′ = e1 −
(
κ′1
κ2

1

)
e2 +

1

κ1

e′2 −
(

κ′1
κ2

1κ2

)′
e3 −

(
κ′1
κ2

1κ2

)
e′3

und die Frenetschen Gleichungen

e′2 = −κ1e1 + κ2e3 , e′3 = −κ2e2

implizieren

m′ =

(
κ2

κ1

−
(

κ′1
κ2

1κ2

)′)
e3 .

Insbesondere ist m genau dann konstant, wenn die Differentialgleichung erfüllt ist. Aus
m′ = 0 folgt aber auch(

%2
)′

=
(〈
m− α, m− α

〉)′
= −2

〈
m− α, α′

〉
= −2

〈
m− α, e1

〉
= 0

wobei die letzte Identität aufgrund von (1.21) gilt. Damit ist die behauptete Äquivalenz
bewiesen.

Zum Abschluss dieses Abschnitts formulieren wir wieder die Frenet-Theorie für
nicht nach Bogenlänge parametrisierte Kurven.

Lemma 38 (Frenet-Größen für allgemeine Kurven). Sei α : I → R dreimal stetig
differenzierbar, so dass α̇(t) und α̈(t) für alle t ∈ I linear unabhängig sind. Dann
können via

e1(t) =
α̇(t)∣∣α̇(t)

∣∣ , e2(t) = e3(t)× e1(t) , e3(t) =
α̇(t)× α̈(t)

|α̇(t)× α̈(t)|

und

κ1(t) =
|α̇(t)× α̈(t)|
|α̇(t)|3

, κ2(t) =
det
(
α̇(t), α̈(t),

...
α(t)

)
|α̇(t)× α̈(t)|2

die entsprechenden Größen der Frenet-Theorie berechnet werden, wobei die Determi-
nante von der Matrix zu berechnen ist, deren Zeilen (oder Spalten) durch die angege-
benen Vektoren gegeben sind.

Beweis. Übungsaufgabe.
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Kapitel 2

Flächen

2.1 Grundlagen

2.1.1 Konzepte und Definitionen

Wir führen zunächst zwei verwandte, aber unterschiedliche mathematische Konzepte
für eine Fläche ein. Das erste Konzept ist das direkte Analogon zum Kurvenbegriff
und besonders gut geeignet, um lokale Aussagen über Flächen zu formulieren und zu
beweisen.

Definition 39 (parametrisierte Flächenstücke und Reparametrisierung).

1. Ein (reguläres) parametrisiertes Flächenstück ist eine Abbildung α : U → Rd,

(a) die auf einer offenen Menge U ⊂ R2 definiert ist,

(b) die stetig differenzierbar ist,

(c) so dass für jedes u = (u1, u2) ∈ U die Vektoren ∂u1α(u1, u2) und
∂u2α(u1, u2) linear unabhängig sind.1

2. Die Bildmenge sp (α) := α(U) wird Spur von α oder (unparametrisiertes)
Flächenstück genannt, und α wird auch als Parametrisierung von sp (α) bezeich-
net.

3. Zwei reguläre und parametrisierte Flächenstücke α : U → Rd und α̃ : Ũ → Rd

heißen (geometrisch) äquivalent, falls es eine invertierbare Abbildung φ : Ũ → U

gibt, so dass sowohl φ als auch φ̃ := φ−1 : U → Ũ stetig differenzierbar sind und

α̃(ũ) = α
(
φ(ũ)

)
bzw. α(u) = α̃

(
φ̃(u)

)
für alle ũ ∈ Ũ bzw. u ∈ U gilt. Die Abbildungen φ und φ̃ heißen Parameterwechsel.

Beispiel (parametrisierte Flächenstücke im Raum).

1. Die Ebene

(u1, u2) ∈ R2 7→ α(u1, u2) = (u1, u2, 0) ∈ R3

ist natürlich ein Flächenstück im Sinne von Definition 39.
1Insbesondere besitzt die Jacobi-Matrix ∂uα(u) immer den maximalen Rang, nämlich 2.

39
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2. Der Einheitszylinder

(u1, u2) ∈ R2 7→ α(u1, u2) =
(
cos (u1), sin (u1), u2

)
∈ R3

ist auch ein Flächenstück, aber α ist diesmal nicht injektiv.

3. Das parametrisierte Flächenstück

(u1, u2) ∈ B1(0) 7→ α(u1, u2) =
(
u1, u2,

√
1− u2

1 − u2
2

)
∈ R3

beschreibt eine nördliche Hemisphäre und α ist eine Bijektion zwischen U = B1(0)
und sp (α). Die volle Sphäre erhält man zum Beispiel durch2

α(u1, u2) =
(
cos (u1) cos (u2), cos (u1) sin (u2), sin (u1)

)
∈ R3 , (2.1)

mit (u1, u2) ∈ R2, aber α ist nicht mehr injektiv.

4. Durch

α(u1, u2) =
(
(R + r cos (u2)) cos (u1), (R + r cos (u2)) sin (u1), r sin (u2)

)
mit (u1, u2) ∈ R2 und 0 < r < R wird ein Torus parametrisiert.

5. Das Flächenstück

α(u1, u2) =
(
u2 cos (u1), u2 sin (u1), u1

)
∈ R3 (2.2)

mit (u1, u2) ∈ R2 wird Helikoid genannt und ist in Abbildung 2.1 dargestellt. Die
Spur wird erzeugt durch eine Gerade, die parallel zur (x1, x2)-Ebene entlang einer
Helix rotiert.

6. Der Oloid entspricht

α1(u1, u2) =
u1

1− cos (u2)
+ (1− u1) cos (u2)

α2(u1, u2) = (1− u1) sin (u2)

α3(u1, u2) =
u1

√
1− 2 cosu2

1− cos (u2)

(2.3)

mit (u1, u2) ∈ U := (0, 2)× (π/3, 5π/3) und kann vollständig abgerollt werden.3

Das zweite Konzept einer Fläche ist eher global.

Definition 40 (reguläre Fläche bzw. Untermannigfaltigkeit).

1. Eine Menge M ⊂ Rd heißt (reguläre) Fläche, falls für jedes p ∈ M eine offene
Menge V ⊂ Rd mit p ∈ V sowie eine parametrisiertes Flächenstück α : U → Rd

existiert, so dass

sp (α) = M ∩ V

gilt und die Umkehrabbildung α−1 :M ∩V →U wohldefiniert und stetig ist.
Reguläre Flächen werden in der Differentialgeometrie auch als zweidimensionale
und eingebettete Untermannigfaltigkeiten bezeichnet.

2In dieser Parametrisierung sind u1 und u2 die Eulerwinkel.
3Das Konzept des Abrollens und weitere wichtige Eigenschaften des Oloiden werden bei Wikipedia

erklärt.
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Abbildung 2.1: Links: Der Helikoid als parametrisiertes Flächenstück mit u1 ∈ (0, 2π) und
u2 ∈ (−5,+5, ), siehe Formel (2.2). Rechts: Der Oliod aus (2.3). Die Kante entspricht u1 = 1
und gehört damit nicht zum Bild der angegebenen Parametrisierung über der offenen Menge
U .

2. Die Abbildung α wird auch lokale Parametrisierung von M um p genannt, α−1

heißt Karte von M ∩V und M ∩V wird als Kartenumgebung von p bezeichnet.
Desweiteren werden (u1, u2) ∈ U die Koordinaten des Punktes α(u) genannt und
die Koordinatenfunktionen

α(u) ∈M ∩ V 7→ ui ∈ U

sind wohldefiniert und stetig.

3. Ein Liste (Uj, αj)j von Parametrisierungen mit⋃
j

sp (αj) = M,

wird vollständig genannt und liefert mit
(
sp (αj), α

−1
j

)
j
einen Atlas von M .

4. M heißt k-mal stetig differenzierbar, sofern es ein vollständiges System von k-mal
stetig differenzierbaren Parametrisierungen gibt.

Merke: ein parametrisiertes Flächenstück ist im wesentlichen durch eine Abbildung
bestimmt. Eine Fläche im Sinne von Definition 40 ist eine Teilmenge des Rd, die durch
mehrere Abbildungen beschrieben werden kann.

Bemerkung (Mehrdeutigkeit von Karten). Karten und Kartenumgebungen sind in
aller Regel nicht eindeutig. Sind aber α : U → M ∩ V und α̃ : Ũ → M ∩ Ṽ zwei
Parametrisierungen, die zwei verschiedenen Kartenumgebungen M ∩ V und M ∩ Ṽ
eines festen Punktes p entsprechen, so existieren offene Mengen W ⊂ U und W̃ ⊂ Ũ
mit p ∈ α(W ) = α(W̃ ) so dass α|W und α̃|W̃ äquivalent im Sinne von Definition 39
sind, siehe Abbildung 2.2. Dies folgt aus einer Anwendung des Satzes über implizite
Funktionen (siehe dazu auch den Beweis von Lemma 43).

Ist M kompakte Teilmenge, so gibt es immer einen endlichen Atlas.

Beispiel (zweidimensionale Untermannigfaltigkeiten des R3).
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Ũ
<latexit sha1_base64="3B6fiXOhEL6i33YRXmUgbUiRpXc=">AAAB8HicdVDLSgMxFM34rPVVdekmWARXQ+Kz7gpuXFZw2ko7lEwm04YmM0OSEcrQr3DjQhG3fo47/8Z0OoKKHrhwOOde7r0nSAXXBqEPZ2FxaXlltbJWXd/Y3Nqu7ey2dZIpyjyaiER1A6KZ4DHzDDeCdVPFiAwE6wTjq5nfuWdK8yS+NZOU+ZIMYx5xSoyV7vqGi5Dl3nRQqyP3DOHLcwSRiwoUpIFPMMSlUgclWoPaez9MaCZZbKggWvcwSo2fE2U4FWxa7WeapYSOyZD1LI2JZNrPi4On8NAqIYwSZSs2sFC/T+REaj2Rge2UxIz0b28m/uX1MhM1/JzHaWZYTOeLokxAk8DZ9zDkilEjJpYQqri9FdIRUYQam1HVhvD1KfyftI9djFx8c1pvNss4KmAfHIAjgMEFaIJr0AIeoECCB/AEnh3lPDovzuu8dcEpZ/bADzhvnz8NkK8=</latexit><latexit sha1_base64="3B6fiXOhEL6i33YRXmUgbUiRpXc=">AAAB8HicdVDLSgMxFM34rPVVdekmWARXQ+Kz7gpuXFZw2ko7lEwm04YmM0OSEcrQr3DjQhG3fo47/8Z0OoKKHrhwOOde7r0nSAXXBqEPZ2FxaXlltbJWXd/Y3Nqu7ey2dZIpyjyaiER1A6KZ4DHzDDeCdVPFiAwE6wTjq5nfuWdK8yS+NZOU+ZIMYx5xSoyV7vqGi5Dl3nRQqyP3DOHLcwSRiwoUpIFPMMSlUgclWoPaez9MaCZZbKggWvcwSo2fE2U4FWxa7WeapYSOyZD1LI2JZNrPi4On8NAqIYwSZSs2sFC/T+REaj2Rge2UxIz0b28m/uX1MhM1/JzHaWZYTOeLokxAk8DZ9zDkilEjJpYQqri9FdIRUYQam1HVhvD1KfyftI9djFx8c1pvNss4KmAfHIAjgMEFaIJr0AIeoECCB/AEnh3lPDovzuu8dcEpZ/bADzhvnz8NkK8=</latexit><latexit sha1_base64="3B6fiXOhEL6i33YRXmUgbUiRpXc=">AAAB8HicdVDLSgMxFM34rPVVdekmWARXQ+Kz7gpuXFZw2ko7lEwm04YmM0OSEcrQr3DjQhG3fo47/8Z0OoKKHrhwOOde7r0nSAXXBqEPZ2FxaXlltbJWXd/Y3Nqu7ey2dZIpyjyaiER1A6KZ4DHzDDeCdVPFiAwE6wTjq5nfuWdK8yS+NZOU+ZIMYx5xSoyV7vqGi5Dl3nRQqyP3DOHLcwSRiwoUpIFPMMSlUgclWoPaez9MaCZZbKggWvcwSo2fE2U4FWxa7WeapYSOyZD1LI2JZNrPi4On8NAqIYwSZSs2sFC/T+REaj2Rge2UxIz0b28m/uX1MhM1/JzHaWZYTOeLokxAk8DZ9zDkilEjJpYQqri9FdIRUYQam1HVhvD1KfyftI9djFx8c1pvNss4KmAfHIAjgMEFaIJr0AIeoECCB/AEnh3lPDovzuu8dcEpZ/bADzhvnz8NkK8=</latexit><latexit sha1_base64="3B6fiXOhEL6i33YRXmUgbUiRpXc=">AAAB8HicdVDLSgMxFM34rPVVdekmWARXQ+Kz7gpuXFZw2ko7lEwm04YmM0OSEcrQr3DjQhG3fo47/8Z0OoKKHrhwOOde7r0nSAXXBqEPZ2FxaXlltbJWXd/Y3Nqu7ey2dZIpyjyaiER1A6KZ4DHzDDeCdVPFiAwE6wTjq5nfuWdK8yS+NZOU+ZIMYx5xSoyV7vqGi5Dl3nRQqyP3DOHLcwSRiwoUpIFPMMSlUgclWoPaez9MaCZZbKggWvcwSo2fE2U4FWxa7WeapYSOyZD1LI2JZNrPi4On8NAqIYwSZSs2sFC/T+REaj2Rge2UxIz0b28m/uX1MhM1/JzHaWZYTOeLokxAk8DZ9zDkilEjJpYQqri9FdIRUYQam1HVhvD1KfyftI9djFx8c1pvNss4KmAfHIAjgMEFaIJr0AIeoECCB/AEnh3lPDovzuu8dcEpZ/bADzhvnz8NkK8=</latexit>

U
<latexit sha1_base64="dMj1uXUGWA4TxAo5ikNt7/3xcJc=">AAAB6HicdVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgaZldEk1uAS8eE3BjIFnC7GQ2GTP7YGZWCEu+wIsHRbz6Sd78GycPQUULGoqqbrq7glRwpTH+sApr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoo5JMUubRRCSyGxDFBI+Zp7kWrJtKRqJAsNtgcjX3b++ZVDyJb/Q0ZX5ERjEPOSXaSG1vUK5gG7v1WtVF2HZruOE0DKlhp3FRRY6NF6jACq1B+b0/TGgWsVhTQZTqOTjVfk6k5lSwWamfKZYSOiEj1jM0JhFTfr44dIbOjDJEYSJNxRot1O8TOYmUmkaB6YyIHqvf3lz8y+tlOqz7OY/TTLOYLheFmUA6QfOv0ZBLRrWYGkKo5OZWRMdEEqpNNiUTwten6H/ScW0H2067Wmk2V3EU4QRO4RwcuIQmXEMLPKDA4AGe4Nm6sx6tF+t12VqwVjPH8APW2ycYkY0f</latexit><latexit sha1_base64="dMj1uXUGWA4TxAo5ikNt7/3xcJc=">AAAB6HicdVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgaZldEk1uAS8eE3BjIFnC7GQ2GTP7YGZWCEu+wIsHRbz6Sd78GycPQUULGoqqbrq7glRwpTH+sApr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoo5JMUubRRCSyGxDFBI+Zp7kWrJtKRqJAsNtgcjX3b++ZVDyJb/Q0ZX5ERjEPOSXaSG1vUK5gG7v1WtVF2HZruOE0DKlhp3FRRY6NF6jACq1B+b0/TGgWsVhTQZTqOTjVfk6k5lSwWamfKZYSOiEj1jM0JhFTfr44dIbOjDJEYSJNxRot1O8TOYmUmkaB6YyIHqvf3lz8y+tlOqz7OY/TTLOYLheFmUA6QfOv0ZBLRrWYGkKo5OZWRMdEEqpNNiUTwten6H/ScW0H2067Wmk2V3EU4QRO4RwcuIQmXEMLPKDA4AGe4Nm6sx6tF+t12VqwVjPH8APW2ycYkY0f</latexit><latexit sha1_base64="dMj1uXUGWA4TxAo5ikNt7/3xcJc=">AAAB6HicdVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgaZldEk1uAS8eE3BjIFnC7GQ2GTP7YGZWCEu+wIsHRbz6Sd78GycPQUULGoqqbrq7glRwpTH+sApr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoo5JMUubRRCSyGxDFBI+Zp7kWrJtKRqJAsNtgcjX3b++ZVDyJb/Q0ZX5ERjEPOSXaSG1vUK5gG7v1WtVF2HZruOE0DKlhp3FRRY6NF6jACq1B+b0/TGgWsVhTQZTqOTjVfk6k5lSwWamfKZYSOiEj1jM0JhFTfr44dIbOjDJEYSJNxRot1O8TOYmUmkaB6YyIHqvf3lz8y+tlOqz7OY/TTLOYLheFmUA6QfOv0ZBLRrWYGkKo5OZWRMdEEqpNNiUTwten6H/ScW0H2067Wmk2V3EU4QRO4RwcuIQmXEMLPKDA4AGe4Nm6sx6tF+t12VqwVjPH8APW2ycYkY0f</latexit><latexit sha1_base64="dMj1uXUGWA4TxAo5ikNt7/3xcJc=">AAAB6HicdVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgaZldEk1uAS8eE3BjIFnC7GQ2GTP7YGZWCEu+wIsHRbz6Sd78GycPQUULGoqqbrq7glRwpTH+sApr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoo5JMUubRRCSyGxDFBI+Zp7kWrJtKRqJAsNtgcjX3b++ZVDyJb/Q0ZX5ERjEPOSXaSG1vUK5gG7v1WtVF2HZruOE0DKlhp3FRRY6NF6jACq1B+b0/TGgWsVhTQZTqOTjVfk6k5lSwWamfKZYSOiEj1jM0JhFTfr44dIbOjDJEYSJNxRot1O8TOYmUmkaB6YyIHqvf3lz8y+tlOqz7OY/TTLOYLheFmUA6QfOv0ZBLRrWYGkKo5OZWRMdEEqpNNiUTwten6H/ScW0H2067Wmk2V3EU4QRO4RwcuIQmXEMLPKDA4AGe4Nm6sx6tF+t12VqwVjPH8APW2ycYkY0f</latexit>

W
<latexit sha1_base64="9OFuyB402SodgcTJbqkadTYPvBI=">AAAB6HicdVDJSgNBEO1xjXGLevTSGARPQ3fIaI4BLx4TMAskQ+jp1CRteha6e4Qw5Au8eFDEq5/kzb+xswgq+qDg8V4VVfWCVAptCPlw1tY3Nre2CzvF3b39g8PS0XFbJ5ni0OKJTFQ3YBqkiKFlhJHQTRWwKJDQCSbXc79zD0qLJL410xT8iI1iEQrOjJWanUGpTFxy6VVpDRPXI7RGPUsqHiWkgqlLFiijFRqD0nt/mPAsgthwybTuUZIaP2fKCC5hVuxnGlLGJ2wEPUtjFoH288WhM3xulSEOE2UrNnihfp/IWaT1NApsZ8TMWP/25uJfXi8zYc3PRZxmBmK+XBRmEpsEz7/GQ6GAGzm1hHEl7K2Yj5li3NhsijaEr0/x/6RdcSlxabNartdXcRTQKTpDF4iiK1RHN6iBWogjQA/oCT07d86j8+K8LlvXnNXMCfoB5+0TAkaNDw==</latexit><latexit sha1_base64="9OFuyB402SodgcTJbqkadTYPvBI=">AAAB6HicdVDJSgNBEO1xjXGLevTSGARPQ3fIaI4BLx4TMAskQ+jp1CRteha6e4Qw5Au8eFDEq5/kzb+xswgq+qDg8V4VVfWCVAptCPlw1tY3Nre2CzvF3b39g8PS0XFbJ5ni0OKJTFQ3YBqkiKFlhJHQTRWwKJDQCSbXc79zD0qLJL410xT8iI1iEQrOjJWanUGpTFxy6VVpDRPXI7RGPUsqHiWkgqlLFiijFRqD0nt/mPAsgthwybTuUZIaP2fKCC5hVuxnGlLGJ2wEPUtjFoH288WhM3xulSEOE2UrNnihfp/IWaT1NApsZ8TMWP/25uJfXi8zYc3PRZxmBmK+XBRmEpsEz7/GQ6GAGzm1hHEl7K2Yj5li3NhsijaEr0/x/6RdcSlxabNartdXcRTQKTpDF4iiK1RHN6iBWogjQA/oCT07d86j8+K8LlvXnNXMCfoB5+0TAkaNDw==</latexit><latexit sha1_base64="9OFuyB402SodgcTJbqkadTYPvBI=">AAAB6HicdVDJSgNBEO1xjXGLevTSGARPQ3fIaI4BLx4TMAskQ+jp1CRteha6e4Qw5Au8eFDEq5/kzb+xswgq+qDg8V4VVfWCVAptCPlw1tY3Nre2CzvF3b39g8PS0XFbJ5ni0OKJTFQ3YBqkiKFlhJHQTRWwKJDQCSbXc79zD0qLJL410xT8iI1iEQrOjJWanUGpTFxy6VVpDRPXI7RGPUsqHiWkgqlLFiijFRqD0nt/mPAsgthwybTuUZIaP2fKCC5hVuxnGlLGJ2wEPUtjFoH288WhM3xulSEOE2UrNnihfp/IWaT1NApsZ8TMWP/25uJfXi8zYc3PRZxmBmK+XBRmEpsEz7/GQ6GAGzm1hHEl7K2Yj5li3NhsijaEr0/x/6RdcSlxabNartdXcRTQKTpDF4iiK1RHN6iBWogjQA/oCT07d86j8+K8LlvXnNXMCfoB5+0TAkaNDw==</latexit><latexit sha1_base64="9OFuyB402SodgcTJbqkadTYPvBI=">AAAB6HicdVDJSgNBEO1xjXGLevTSGARPQ3fIaI4BLx4TMAskQ+jp1CRteha6e4Qw5Au8eFDEq5/kzb+xswgq+qDg8V4VVfWCVAptCPlw1tY3Nre2CzvF3b39g8PS0XFbJ5ni0OKJTFQ3YBqkiKFlhJHQTRWwKJDQCSbXc79zD0qLJL410xT8iI1iEQrOjJWanUGpTFxy6VVpDRPXI7RGPUsqHiWkgqlLFiijFRqD0nt/mPAsgthwybTuUZIaP2fKCC5hVuxnGlLGJ2wEPUtjFoH288WhM3xulSEOE2UrNnihfp/IWaT1NApsZ8TMWP/25uJfXi8zYc3PRZxmBmK+XBRmEpsEz7/GQ6GAGzm1hHEl7K2Yj5li3NhsijaEr0/x/6RdcSlxabNartdXcRTQKTpDF4iiK1RHN6iBWogjQA/oCT07d86j8+K8LlvXnNXMCfoB5+0TAkaNDw==</latexit> W̃

<latexit sha1_base64="cZ4AV53eQ2U0waIcjXkp2BFbqAc=">AAAB8HicdVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4GpLS0S4LblxWsA9ph5LJpG1okhmSjFCGfoUbF4q49XPc+TemD0FFD1w4nHMv994TpYIbi9CHV1hb39jcKm6Xdnb39g/Kh0dtk2SashZNRKK7ETFMcMVallvBuqlmREaCdaLJ1dzv3DNteKJu7TRloSQjxYecEuuku77lImZ5ZzYoV5CPLoIarkPkBwjXceBINcAIVSH20QIVsEJzUH7vxwnNJFOWCmJMD6PUhjnRllPBZqV+ZlhK6ISMWM9RRSQzYb44eAbPnBLDYaJdKQsX6veJnEhjpjJynZLYsfntzcW/vF5mh/Uw5yrNLFN0uWiYCWgTOP8exlwzasXUEUI1d7dCOiaaUOsyKrkQvj6F/5N21cfIxze1SqOxiqMITsApOAcYXIIGuAZN0AIUSPAAnsCzp71H78V7XbYWvNXMMfgB7+0TXzqQxQ==</latexit><latexit sha1_base64="cZ4AV53eQ2U0waIcjXkp2BFbqAc=">AAAB8HicdVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4GpLS0S4LblxWsA9ph5LJpG1okhmSjFCGfoUbF4q49XPc+TemD0FFD1w4nHMv994TpYIbi9CHV1hb39jcKm6Xdnb39g/Kh0dtk2SashZNRKK7ETFMcMVallvBuqlmREaCdaLJ1dzv3DNteKJu7TRloSQjxYecEuuku77lImZ5ZzYoV5CPLoIarkPkBwjXceBINcAIVSH20QIVsEJzUH7vxwnNJFOWCmJMD6PUhjnRllPBZqV+ZlhK6ISMWM9RRSQzYb44eAbPnBLDYaJdKQsX6veJnEhjpjJynZLYsfntzcW/vF5mh/Uw5yrNLFN0uWiYCWgTOP8exlwzasXUEUI1d7dCOiaaUOsyKrkQvj6F/5N21cfIxze1SqOxiqMITsApOAcYXIIGuAZN0AIUSPAAnsCzp71H78V7XbYWvNXMMfgB7+0TXzqQxQ==</latexit><latexit sha1_base64="cZ4AV53eQ2U0waIcjXkp2BFbqAc=">AAAB8HicdVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4GpLS0S4LblxWsA9ph5LJpG1okhmSjFCGfoUbF4q49XPc+TemD0FFD1w4nHMv994TpYIbi9CHV1hb39jcKm6Xdnb39g/Kh0dtk2SashZNRKK7ETFMcMVallvBuqlmREaCdaLJ1dzv3DNteKJu7TRloSQjxYecEuuku77lImZ5ZzYoV5CPLoIarkPkBwjXceBINcAIVSH20QIVsEJzUH7vxwnNJFOWCmJMD6PUhjnRllPBZqV+ZlhK6ISMWM9RRSQzYb44eAbPnBLDYaJdKQsX6veJnEhjpjJynZLYsfntzcW/vF5mh/Uw5yrNLFN0uWiYCWgTOP8exlwzasXUEUI1d7dCOiaaUOsyKrkQvj6F/5N21cfIxze1SqOxiqMITsApOAcYXIIGuAZN0AIUSPAAnsCzp71H78V7XbYWvNXMMfgB7+0TXzqQxQ==</latexit><latexit sha1_base64="cZ4AV53eQ2U0waIcjXkp2BFbqAc=">AAAB8HicdVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4GpLS0S4LblxWsA9ph5LJpG1okhmSjFCGfoUbF4q49XPc+TemD0FFD1w4nHMv994TpYIbi9CHV1hb39jcKm6Xdnb39g/Kh0dtk2SashZNRKK7ETFMcMVallvBuqlmREaCdaLJ1dzv3DNteKJu7TRloSQjxYecEuuku77lImZ5ZzYoV5CPLoIarkPkBwjXceBINcAIVSH20QIVsEJzUH7vxwnNJFOWCmJMD6PUhjnRllPBZqV+ZlhK6ISMWM9RRSQzYb44eAbPnBLDYaJdKQsX6veJnEhjpjJynZLYsfntzcW/vF5mh/Uw5yrNLFN0uWiYCWgTOP8exlwzasXUEUI1d7dCOiaaUOsyKrkQvj6F/5N21cfIxze1SqOxiqMITsApOAcYXIIGuAZN0AIUSPAAnsCzp71H78V7XbYWvNXMMfgB7+0TXzqQxQ==</latexit>

� = (↵̃|W̃ )�1 � ↵|W
<latexit sha1_base64="jpt68znlsg6QA4bqvzsUMxzt+o4="></latexit><latexit sha1_base64="jpt68znlsg6QA4bqvzsUMxzt+o4="></latexit><latexit sha1_base64="jpt68znlsg6QA4bqvzsUMxzt+o4="></latexit><latexit sha1_base64="jpt68znlsg6QA4bqvzsUMxzt+o4="></latexit>

�̃ = (↵|W )�1 � ↵̃|W̃
<latexit sha1_base64="6y8znFXCq/tAR15hXbvt370J0L0="></latexit><latexit sha1_base64="6y8znFXCq/tAR15hXbvt370J0L0="></latexit><latexit sha1_base64="6y8znFXCq/tAR15hXbvt370J0L0="></latexit><latexit sha1_base64="6y8znFXCq/tAR15hXbvt370J0L0="></latexit>

M
<latexit sha1_base64="pTONXLzxMZe6oeCko4SzDS4G1ug=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEqMeCFy9CC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0PBh7vzTAzL0gE18Z1v53CxubW9k5xt7S3f3B4VD4+aes4VQxbLBax6gZUo+ASW4Ybgd1EIY0CgZ1gcjv3O0+oNI/lg5km6Ed0JHnIGTVWat4PyhW36i5A1omXkwrkaAzKX/1hzNIIpWGCat3z3MT4GVWGM4GzUj/VmFA2oSPsWSpphNrPFofOyIVVhiSMlS1pyEL9PZHRSOtpFNjOiJqxXvXm4n9eLzXhjZ9xmaQGJVsuClNBTEzmX5MhV8iMmFpCmeL2VsLGVFFmbDYlG4K3+vI6aV9VPbfqNa8r9XoeRxHO4BwuwYMa1OEOGtACBgjP8ApvzqPz4rw7H8vWgpPPnMIfOJ8/pHOMzw==</latexit><latexit sha1_base64="pTONXLzxMZe6oeCko4SzDS4G1ug=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEqMeCFy9CC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0PBh7vzTAzL0gE18Z1v53CxubW9k5xt7S3f3B4VD4+aes4VQxbLBax6gZUo+ASW4Ybgd1EIY0CgZ1gcjv3O0+oNI/lg5km6Ed0JHnIGTVWat4PyhW36i5A1omXkwrkaAzKX/1hzNIIpWGCat3z3MT4GVWGM4GzUj/VmFA2oSPsWSpphNrPFofOyIVVhiSMlS1pyEL9PZHRSOtpFNjOiJqxXvXm4n9eLzXhjZ9xmaQGJVsuClNBTEzmX5MhV8iMmFpCmeL2VsLGVFFmbDYlG4K3+vI6aV9VPbfqNa8r9XoeRxHO4BwuwYMa1OEOGtACBgjP8ApvzqPz4rw7H8vWgpPPnMIfOJ8/pHOMzw==</latexit><latexit sha1_base64="pTONXLzxMZe6oeCko4SzDS4G1ug=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEqMeCFy9CC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0PBh7vzTAzL0gE18Z1v53CxubW9k5xt7S3f3B4VD4+aes4VQxbLBax6gZUo+ASW4Ybgd1EIY0CgZ1gcjv3O0+oNI/lg5km6Ed0JHnIGTVWat4PyhW36i5A1omXkwrkaAzKX/1hzNIIpWGCat3z3MT4GVWGM4GzUj/VmFA2oSPsWSpphNrPFofOyIVVhiSMlS1pyEL9PZHRSOtpFNjOiJqxXvXm4n9eLzXhjZ9xmaQGJVsuClNBTEzmX5MhV8iMmFpCmeL2VsLGVFFmbDYlG4K3+vI6aV9VPbfqNa8r9XoeRxHO4BwuwYMa1OEOGtACBgjP8ApvzqPz4rw7H8vWgpPPnMIfOJ8/pHOMzw==</latexit><latexit sha1_base64="pTONXLzxMZe6oeCko4SzDS4G1ug=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEqMeCFy9CC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0PBh7vzTAzL0gE18Z1v53CxubW9k5xt7S3f3B4VD4+aes4VQxbLBax6gZUo+ASW4Ybgd1EIY0CgZ1gcjv3O0+oNI/lg5km6Ed0JHnIGTVWat4PyhW36i5A1omXkwrkaAzKX/1hzNIIpWGCat3z3MT4GVWGM4GzUj/VmFA2oSPsWSpphNrPFofOyIVVhiSMlS1pyEL9PZHRSOtpFNjOiJqxXvXm4n9eLzXhjZ9xmaQGJVsuClNBTEzmX5MhV8iMmFpCmeL2VsLGVFFmbDYlG4K3+vI6aV9VPbfqNa8r9XoeRxHO4BwuwYMa1OEOGtACBgjP8ApvzqPz4rw7H8vWgpPPnMIfOJ8/pHOMzw==</latexit>

M \ V
<latexit sha1_base64="civgskqSDO3fVLzwRKIZgZU/THA=">AAAB7nicdVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgaZkNiSa3gBcvQgTzgGQJs5PZZMjs7DIzK4QlH+HFgyJe/R5v/o2Th6CiBQ1FVTfdXUEiuDYYfzi5tfWNza38dmFnd2//oHh41NZxqihr0VjEqhsQzQSXrGW4EaybKEaiQLBOMLma+517pjSP5Z2ZJsyPyEjykFNirNS56VOSoPagWMIuLteqlTLCbrmK617dkir26hcV5Ll4gRKs0BwU3/vDmKYRk4YKonXPw4nxM6IMp4LNCv1Us4TQCRmxnqWSREz72eLcGTqzyhCFsbIlDVqo3ycyEmk9jQLbGREz1r+9ufiX10tNWPMzLpPUMEmXi8JUIBOj+e9oyBWjRkwtIVRxeyuiY6IINTahgg3h61P0P2mXXQ+73m2l1Gis4sjDCZzCOXhwCQ24hia0gMIEHuAJnp3EeXRenNdla85ZzRzDDzhvnwKEj1k=</latexit><latexit sha1_base64="civgskqSDO3fVLzwRKIZgZU/THA=">AAAB7nicdVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgaZkNiSa3gBcvQgTzgGQJs5PZZMjs7DIzK4QlH+HFgyJe/R5v/o2Th6CiBQ1FVTfdXUEiuDYYfzi5tfWNza38dmFnd2//oHh41NZxqihr0VjEqhsQzQSXrGW4EaybKEaiQLBOMLma+517pjSP5Z2ZJsyPyEjykFNirNS56VOSoPagWMIuLteqlTLCbrmK617dkir26hcV5Ll4gRKs0BwU3/vDmKYRk4YKonXPw4nxM6IMp4LNCv1Us4TQCRmxnqWSREz72eLcGTqzyhCFsbIlDVqo3ycyEmk9jQLbGREz1r+9ufiX10tNWPMzLpPUMEmXi8JUIBOj+e9oyBWjRkwtIVRxeyuiY6IINTahgg3h61P0P2mXXQ+73m2l1Gis4sjDCZzCOXhwCQ24hia0gMIEHuAJnp3EeXRenNdla85ZzRzDDzhvnwKEj1k=</latexit><latexit sha1_base64="civgskqSDO3fVLzwRKIZgZU/THA=">AAAB7nicdVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgaZkNiSa3gBcvQgTzgGQJs5PZZMjs7DIzK4QlH+HFgyJe/R5v/o2Th6CiBQ1FVTfdXUEiuDYYfzi5tfWNza38dmFnd2//oHh41NZxqihr0VjEqhsQzQSXrGW4EaybKEaiQLBOMLma+517pjSP5Z2ZJsyPyEjykFNirNS56VOSoPagWMIuLteqlTLCbrmK617dkir26hcV5Ll4gRKs0BwU3/vDmKYRk4YKonXPw4nxM6IMp4LNCv1Us4TQCRmxnqWSREz72eLcGTqzyhCFsbIlDVqo3ycyEmk9jQLbGREz1r+9ufiX10tNWPMzLpPUMEmXi8JUIBOj+e9oyBWjRkwtIVRxeyuiY6IINTahgg3h61P0P2mXXQ+73m2l1Gis4sjDCZzCOXhwCQ24hia0gMIEHuAJnp3EeXRenNdla85ZzRzDDzhvnwKEj1k=</latexit><latexit sha1_base64="civgskqSDO3fVLzwRKIZgZU/THA=">AAAB7nicdVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgaZkNiSa3gBcvQgTzgGQJs5PZZMjs7DIzK4QlH+HFgyJe/R5v/o2Th6CiBQ1FVTfdXUEiuDYYfzi5tfWNza38dmFnd2//oHh41NZxqihr0VjEqhsQzQSXrGW4EaybKEaiQLBOMLma+517pjSP5Z2ZJsyPyEjykFNirNS56VOSoPagWMIuLteqlTLCbrmK617dkir26hcV5Ll4gRKs0BwU3/vDmKYRk4YKonXPw4nxM6IMp4LNCv1Us4TQCRmxnqWSREz72eLcGTqzyhCFsbIlDVqo3ycyEmk9jQLbGREz1r+9ufiX10tNWPMzLpPUMEmXi8JUIBOj+e9oyBWjRkwtIVRxeyuiY6IINTahgg3h61P0P2mXXQ+73m2l1Gis4sjDCZzCOXhwCQ24hia0gMIEHuAJnp3EeXRenNdla85ZzRzDDzhvnwKEj1k=</latexit>

M \ Ṽ
<latexit sha1_base64="cSmYPe9DDnwssU0OCxiw0vfu2pY=">AAAB+HicdVDLSgMxFM3UV62Pjrp0EyyCqyHxWXcFN26ECrYVOkPJZDJtaOZBkhHq0C9x40IRt36KO//GdDqCih64cDjnXu69x08FVxqhD6uysLi0vFJdra2tb2zW7a3trkoySVmHJiKRtz5RTPCYdTTXgt2mkpHIF6znjy9mfu+OScWT+EZPUuZFZBjzkFOijTSw61cuJSl0NRcBy7vTgd1AzgnC56cIIgcVKEgTH2GIS6UBSrQH9rsbJDSLWKypIEr1MUq1lxOpORVsWnMzxVJCx2TI+obGJGLKy4vDp3DfKAEME2kq1rBQv0/kJFJqEvmmMyJ6pH57M/Evr5/psOnlPE4zzWI6XxRmAuoEzlKAAZeMajExhFDJza2QjogkVJusaiaEr0/h/6R76GDk4OvjRqtVxlEFu2APHAAMzkALXII26AAKMvAAnsCzdW89Wi/W67y1YpUzO+AHrLdPsP6TGg==</latexit><latexit sha1_base64="cSmYPe9DDnwssU0OCxiw0vfu2pY=">AAAB+HicdVDLSgMxFM3UV62Pjrp0EyyCqyHxWXcFN26ECrYVOkPJZDJtaOZBkhHq0C9x40IRt36KO//GdDqCih64cDjnXu69x08FVxqhD6uysLi0vFJdra2tb2zW7a3trkoySVmHJiKRtz5RTPCYdTTXgt2mkpHIF6znjy9mfu+OScWT+EZPUuZFZBjzkFOijTSw61cuJSl0NRcBy7vTgd1AzgnC56cIIgcVKEgTH2GIS6UBSrQH9rsbJDSLWKypIEr1MUq1lxOpORVsWnMzxVJCx2TI+obGJGLKy4vDp3DfKAEME2kq1rBQv0/kJFJqEvmmMyJ6pH57M/Evr5/psOnlPE4zzWI6XxRmAuoEzlKAAZeMajExhFDJza2QjogkVJusaiaEr0/h/6R76GDk4OvjRqtVxlEFu2APHAAMzkALXII26AAKMvAAnsCzdW89Wi/W67y1YpUzO+AHrLdPsP6TGg==</latexit><latexit sha1_base64="cSmYPe9DDnwssU0OCxiw0vfu2pY=">AAAB+HicdVDLSgMxFM3UV62Pjrp0EyyCqyHxWXcFN26ECrYVOkPJZDJtaOZBkhHq0C9x40IRt36KO//GdDqCih64cDjnXu69x08FVxqhD6uysLi0vFJdra2tb2zW7a3trkoySVmHJiKRtz5RTPCYdTTXgt2mkpHIF6znjy9mfu+OScWT+EZPUuZFZBjzkFOijTSw61cuJSl0NRcBy7vTgd1AzgnC56cIIgcVKEgTH2GIS6UBSrQH9rsbJDSLWKypIEr1MUq1lxOpORVsWnMzxVJCx2TI+obGJGLKy4vDp3DfKAEME2kq1rBQv0/kJFJqEvmmMyJ6pH57M/Evr5/psOnlPE4zzWI6XxRmAuoEzlKAAZeMajExhFDJza2QjogkVJusaiaEr0/h/6R76GDk4OvjRqtVxlEFu2APHAAMzkALXII26AAKMvAAnsCzdW89Wi/W67y1YpUzO+AHrLdPsP6TGg==</latexit><latexit sha1_base64="cSmYPe9DDnwssU0OCxiw0vfu2pY=">AAAB+HicdVDLSgMxFM3UV62Pjrp0EyyCqyHxWXcFN26ECrYVOkPJZDJtaOZBkhHq0C9x40IRt36KO//GdDqCih64cDjnXu69x08FVxqhD6uysLi0vFJdra2tb2zW7a3trkoySVmHJiKRtz5RTPCYdTTXgt2mkpHIF6znjy9mfu+OScWT+EZPUuZFZBjzkFOijTSw61cuJSl0NRcBy7vTgd1AzgnC56cIIgcVKEgTH2GIS6UBSrQH9rsbJDSLWKypIEr1MUq1lxOpORVsWnMzxVJCx2TI+obGJGLKy4vDp3DfKAEME2kq1rBQv0/kJFJqEvmmMyJ6pH57M/Evr5/psOnlPE4zzWI6XxRmAuoEzlKAAZeMajExhFDJza2QjogkVJusaiaEr0/h/6R76GDk4OvjRqtVxlEFu2APHAAMzkALXII26AAKMvAAnsCzdW89Wi/W67y1YpUzO+AHrLdPsP6TGg==</latexit>

p
<latexit sha1_base64="C50pkrGeTYlIc0VWLblfqsQv1p8=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEqMeiF48t2A9oQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgobm1vbO8Xd0t7+weFR+fikreNUMWyxWMSqG1CNgktsGW4EdhOFNAoEdoLJ3dzvPKHSPJYPZpqgH9GR5CFn1FipmQzKFbfqLkDWiZeTCuRoDMpf/WHM0gilYYJq3fPcxPgZVYYzgbNSP9WYUDahI+xZKmmE2s8Wh87IhVWGJIyVLWnIQv09kdFI62kU2M6ImrFe9ebif14vNeGNn3GZpAYlWy4KU0FMTOZfkyFXyIyYWkKZ4vZWwsZUUWZsNiUbgrf68jppX1U9t+o1ryv12zyOIpzBOVyCBzWowz00oAUMEJ7hFd6cR+fFeXc+lq0FJ585hT9wPn8A2hmM9A==</latexit><latexit sha1_base64="C50pkrGeTYlIc0VWLblfqsQv1p8=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEqMeiF48t2A9oQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgobm1vbO8Xd0t7+weFR+fikreNUMWyxWMSqG1CNgktsGW4EdhOFNAoEdoLJ3dzvPKHSPJYPZpqgH9GR5CFn1FipmQzKFbfqLkDWiZeTCuRoDMpf/WHM0gilYYJq3fPcxPgZVYYzgbNSP9WYUDahI+xZKmmE2s8Wh87IhVWGJIyVLWnIQv09kdFI62kU2M6ImrFe9ebif14vNeGNn3GZpAYlWy4KU0FMTOZfkyFXyIyYWkKZ4vZWwsZUUWZsNiUbgrf68jppX1U9t+o1ryv12zyOIpzBOVyCBzWowz00oAUMEJ7hFd6cR+fFeXc+lq0FJ585hT9wPn8A2hmM9A==</latexit><latexit sha1_base64="C50pkrGeTYlIc0VWLblfqsQv1p8=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEqMeiF48t2A9oQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgobm1vbO8Xd0t7+weFR+fikreNUMWyxWMSqG1CNgktsGW4EdhOFNAoEdoLJ3dzvPKHSPJYPZpqgH9GR5CFn1FipmQzKFbfqLkDWiZeTCuRoDMpf/WHM0gilYYJq3fPcxPgZVYYzgbNSP9WYUDahI+xZKmmE2s8Wh87IhVWGJIyVLWnIQv09kdFI62kU2M6ImrFe9ebif14vNeGNn3GZpAYlWy4KU0FMTOZfkyFXyIyYWkKZ4vZWwsZUUWZsNiUbgrf68jppX1U9t+o1ryv12zyOIpzBOVyCBzWowz00oAUMEJ7hFd6cR+fFeXc+lq0FJ585hT9wPn8A2hmM9A==</latexit><latexit sha1_base64="C50pkrGeTYlIc0VWLblfqsQv1p8=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEqMeiF48t2A9oQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgobm1vbO8Xd0t7+weFR+fikreNUMWyxWMSqG1CNgktsGW4EdhOFNAoEdoLJ3dzvPKHSPJYPZpqgH9GR5CFn1FipmQzKFbfqLkDWiZeTCuRoDMpf/WHM0gilYYJq3fPcxPgZVYYzgbNSP9WYUDahI+xZKmmE2s8Wh87IhVWGJIyVLWnIQv09kdFI62kU2M6ImrFe9ebif14vNeGNn3GZpAYlWy4KU0FMTOZfkyFXyIyYWkKZ4vZWwsZUUWZsNiUbgrf68jppX1U9t+o1ryv12zyOIpzBOVyCBzWowz00oAUMEJ7hFd6cR+fFeXc+lq0FJ585hT9wPn8A2hmM9A==</latexit>

↵̃�1
<latexit sha1_base64="9kdzqgtJb5FGmuW3iXDWIbY1iwM=">AAAB/HicdVDLSgMxFM3UV62vapdugkVw45D4rLuCG5cV7AM6Y8mkmTY0kxmSjFCG8VfcuFDErR/izr8xfQgqeuDC4Zx7ufeeIBFcG4Q+nMLC4tLySnG1tLa+sblV3t5p6ThVlDVpLGLVCYhmgkvWNNwI1kkUI1EgWDsYXU789h1TmsfyxowT5kdkIHnIKTFW6pUrnuGizzKPiGRI8tvsEOe9chW5pwhfnCGIXDTFlNTwMYZ4rlTBHI1e+d3rxzSNmDRUEK27GCXGz4gynAqWl7xUs4TQERmwrqWSREz72fT4HO5bpQ/DWNmSBk7V7xMZibQeR4HtjIgZ6t/eRPzL66YmrPkZl0lqmKSzRWEqoInhJAnY54pRI8aWEKq4vRXSIVGEGptXyYbw9Sn8n7SOXIxcfH1SrdfncRTBLtgDBwCDc1AHV6ABmoCCMXgAT+DZuXcenRfnddZacOYzFfADztsnEO6VBQ==</latexit><latexit sha1_base64="9kdzqgtJb5FGmuW3iXDWIbY1iwM=">AAAB/HicdVDLSgMxFM3UV62vapdugkVw45D4rLuCG5cV7AM6Y8mkmTY0kxmSjFCG8VfcuFDErR/izr8xfQgqeuDC4Zx7ufeeIBFcG4Q+nMLC4tLySnG1tLa+sblV3t5p6ThVlDVpLGLVCYhmgkvWNNwI1kkUI1EgWDsYXU789h1TmsfyxowT5kdkIHnIKTFW6pUrnuGizzKPiGRI8tvsEOe9chW5pwhfnCGIXDTFlNTwMYZ4rlTBHI1e+d3rxzSNmDRUEK27GCXGz4gynAqWl7xUs4TQERmwrqWSREz72fT4HO5bpQ/DWNmSBk7V7xMZibQeR4HtjIgZ6t/eRPzL66YmrPkZl0lqmKSzRWEqoInhJAnY54pRI8aWEKq4vRXSIVGEGptXyYbw9Sn8n7SOXIxcfH1SrdfncRTBLtgDBwCDc1AHV6ABmoCCMXgAT+DZuXcenRfnddZacOYzFfADztsnEO6VBQ==</latexit><latexit sha1_base64="9kdzqgtJb5FGmuW3iXDWIbY1iwM=">AAAB/HicdVDLSgMxFM3UV62vapdugkVw45D4rLuCG5cV7AM6Y8mkmTY0kxmSjFCG8VfcuFDErR/izr8xfQgqeuDC4Zx7ufeeIBFcG4Q+nMLC4tLySnG1tLa+sblV3t5p6ThVlDVpLGLVCYhmgkvWNNwI1kkUI1EgWDsYXU789h1TmsfyxowT5kdkIHnIKTFW6pUrnuGizzKPiGRI8tvsEOe9chW5pwhfnCGIXDTFlNTwMYZ4rlTBHI1e+d3rxzSNmDRUEK27GCXGz4gynAqWl7xUs4TQERmwrqWSREz72fT4HO5bpQ/DWNmSBk7V7xMZibQeR4HtjIgZ6t/eRPzL66YmrPkZl0lqmKSzRWEqoInhJAnY54pRI8aWEKq4vRXSIVGEGptXyYbw9Sn8n7SOXIxcfH1SrdfncRTBLtgDBwCDc1AHV6ABmoCCMXgAT+DZuXcenRfnddZacOYzFfADztsnEO6VBQ==</latexit><latexit sha1_base64="9kdzqgtJb5FGmuW3iXDWIbY1iwM=">AAAB/HicdVDLSgMxFM3UV62vapdugkVw45D4rLuCG5cV7AM6Y8mkmTY0kxmSjFCG8VfcuFDErR/izr8xfQgqeuDC4Zx7ufeeIBFcG4Q+nMLC4tLySnG1tLa+sblV3t5p6ThVlDVpLGLVCYhmgkvWNNwI1kkUI1EgWDsYXU789h1TmsfyxowT5kdkIHnIKTFW6pUrnuGizzKPiGRI8tvsEOe9chW5pwhfnCGIXDTFlNTwMYZ4rlTBHI1e+d3rxzSNmDRUEK27GCXGz4gynAqWl7xUs4TQERmwrqWSREz72fT4HO5bpQ/DWNmSBk7V7xMZibQeR4HtjIgZ6t/eRPzL66YmrPkZl0lqmKSzRWEqoInhJAnY54pRI8aWEKq4vRXSIVGEGptXyYbw9Sn8n7SOXIxcfH1SrdfncRTBLtgDBwCDc1AHV6ABmoCCMXgAT+DZuXcenRfnddZacOYzFfADztsnEO6VBQ==</latexit>

↵�1
<latexit sha1_base64="MBg/qkISt8WkVbG3O0ZE0fvQDLo=">AAAB8nicdVDLSgMxFM34rPVVdekmWAQ3Dpmh1XZXcOOygn3AdCyZNNOGZpIhyQhl6Ge4caGIW7/GnX9j+hBU9MCFwzn3cu89UcqZNgh9OCura+sbm4Wt4vbO7t5+6eCwrWWmCG0RyaXqRlhTzgRtGWY47aaK4iTitBONr2Z+554qzaS4NZOUhgkeChYzgo2Vgh7m6Qjf5efetF8qIxf5tWrFh8j1q6ju1S2pIq9+UYGei+YogyWa/dJ7byBJllBhCMdaBx5KTZhjZRjhdFrsZZqmmIzxkAaWCpxQHebzk6fw1CoDGEtlSxg4V79P5DjRepJEtjPBZqR/ezPxLy/ITFwLcybSzFBBFovijEMj4ex/OGCKEsMnlmCimL0VkhFWmBibUtGG8PUp/J+0fddDrndTKTcayzgK4BicgDPggUvQANegCVqAAAkewBN4dozz6Lw4r4vWFWc5cwR+wHn7BE/6kUQ=</latexit><latexit sha1_base64="MBg/qkISt8WkVbG3O0ZE0fvQDLo=">AAAB8nicdVDLSgMxFM34rPVVdekmWAQ3Dpmh1XZXcOOygn3AdCyZNNOGZpIhyQhl6Ge4caGIW7/GnX9j+hBU9MCFwzn3cu89UcqZNgh9OCura+sbm4Wt4vbO7t5+6eCwrWWmCG0RyaXqRlhTzgRtGWY47aaK4iTitBONr2Z+554qzaS4NZOUhgkeChYzgo2Vgh7m6Qjf5efetF8qIxf5tWrFh8j1q6ju1S2pIq9+UYGei+YogyWa/dJ7byBJllBhCMdaBx5KTZhjZRjhdFrsZZqmmIzxkAaWCpxQHebzk6fw1CoDGEtlSxg4V79P5DjRepJEtjPBZqR/ezPxLy/ITFwLcybSzFBBFovijEMj4ex/OGCKEsMnlmCimL0VkhFWmBibUtGG8PUp/J+0fddDrndTKTcayzgK4BicgDPggUvQANegCVqAAAkewBN4dozz6Lw4r4vWFWc5cwR+wHn7BE/6kUQ=</latexit><latexit sha1_base64="MBg/qkISt8WkVbG3O0ZE0fvQDLo=">AAAB8nicdVDLSgMxFM34rPVVdekmWAQ3Dpmh1XZXcOOygn3AdCyZNNOGZpIhyQhl6Ge4caGIW7/GnX9j+hBU9MCFwzn3cu89UcqZNgh9OCura+sbm4Wt4vbO7t5+6eCwrWWmCG0RyaXqRlhTzgRtGWY47aaK4iTitBONr2Z+554qzaS4NZOUhgkeChYzgo2Vgh7m6Qjf5efetF8qIxf5tWrFh8j1q6ju1S2pIq9+UYGei+YogyWa/dJ7byBJllBhCMdaBx5KTZhjZRjhdFrsZZqmmIzxkAaWCpxQHebzk6fw1CoDGEtlSxg4V79P5DjRepJEtjPBZqR/ezPxLy/ITFwLcybSzFBBFovijEMj4ex/OGCKEsMnlmCimL0VkhFWmBibUtGG8PUp/J+0fddDrndTKTcayzgK4BicgDPggUvQANegCVqAAAkewBN4dozz6Lw4r4vWFWc5cwR+wHn7BE/6kUQ=</latexit><latexit sha1_base64="MBg/qkISt8WkVbG3O0ZE0fvQDLo=">AAAB8nicdVDLSgMxFM34rPVVdekmWAQ3Dpmh1XZXcOOygn3AdCyZNNOGZpIhyQhl6Ge4caGIW7/GnX9j+hBU9MCFwzn3cu89UcqZNgh9OCura+sbm4Wt4vbO7t5+6eCwrWWmCG0RyaXqRlhTzgRtGWY47aaK4iTitBONr2Z+554qzaS4NZOUhgkeChYzgo2Vgh7m6Qjf5efetF8qIxf5tWrFh8j1q6ju1S2pIq9+UYGei+YogyWa/dJ7byBJllBhCMdaBx5KTZhjZRjhdFrsZZqmmIzxkAaWCpxQHebzk6fw1CoDGEtlSxg4V79P5DjRepJEtjPBZqR/ezPxLy/ITFwLcybSzFBBFovijEMj4ex/OGCKEsMnlmCimL0VkhFWmBibUtGG8PUp/J+0fddDrndTKTcayzgK4BicgDPggUvQANegCVqAAAkewBN4dozz6Lw4r4vWFWc5cwR+wHn7BE/6kUQ=</latexit>

Abbildung 2.2: Zur Mehrdeutigkeit von Karten; siehe auch die Bemerkung zu Definition
40. Die Reparametrisierungen φ und φ̃ = φ−1 beschreiben die lokalen Kartenwechsel.

1. Jedes reguläre Flächenstück α : U → Rd ist eine Fläche, sofern α−1 : sp (α)→ U
existiert und stetig ist.

2. Der Zylinder ist eine Fläche, wobei für gegebenes

p∗ =
(
cos (u∗,1), sin (u∗,1), u∗,2

)
∈ R3

durch

(u1, u2) ∈ (u∗,1 − π/2, u∗,1 + π/2)× R 7→
(
cos (u1), sin (u1), u2

)
∈ R3

eine mögliche lokale Parametrisierung um p∗ gegeben ist.

3. Die Sphäre ist eine Fläche, denn zu jedem Punkt kann eine Hemisphäre als Kar-
tenumgebung gewählt werden.

Abbildung 2.3: Die Standardbeispiele für Flächen im Sinne von Definition 40.

Flächen sehen also lokal wie Flächenstücke aus, aber nicht jedes Flächenstück ist
auch eine Fläche, siehe Abbildung 2.4. Lokale ist aber jedes Flächenstück auch eine
Fläche.
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Abbildung 2.4: Beispiele für „Flächen“, die nicht von Definition 40 abgedeckt sind. Links:
Ein Flächenstück mit „Selbstdurchdringung“ (ist aber in Definition 39 zugelassen). Die farbi-
gen Markierungen illustrieren die Aussage und den Beweis von Lemma 41. Rechts: Flächen
mit Knick können nicht regulär parametrisert werden.

Lemma 41 (Flächenstücke sind lokale Flächen). Seien α : U → Rd ein reguläres
Flächenstück und u∗ ∈ U beliebig. Dann existiert eine offene Menge U∗ mit u∗ ∈ U∗ ⊂
U , so dass sp (α|U∗) eine Fläche in Sinne von Definition 40 ist.

Beweis. Nach Voraussetzung besitzt die Jacobi-Matrix4

Jacα(u∗) =

∂u1α1(u∗) ∂u2α1(u∗)
... ...

∂u1αd(u∗) ∂u2αd(u∗)


den Rang 2 und o.B.d.A können wir annehmen, dass die ersten beiden Zeilen linear un-
abhängig sind (andernfalls vertauschen wir Indizes). Wir betrachten nun die Abbildung
F : U × Rd−2 → Rd mit

F (u, w) := α(u) + (0, w) ,

wobei w = (w1, ..., wd−2) und (u, w) ∈ R2×Rd−2 = Rd, und zeigen durch Rechnungen
für die entsprechende quadratische Jacobi-Matrix

JacF (u, w) =

∂u1F1(u, w) ∂u2F1(u, w) ∂w1F1(u, w) ... ∂wd−2
F1(u, w)

... ... ... ... ...
∂u1Fd(u, w) ∂u2Fd(u, w) ∂w1Fd(u, w) ... ∂wd−2

Fd(u, w)

 ,

dass

det JacF (u∗, 0) = det

(
∂u1F1(u∗, 0) ∂u2F1(u∗, 0)
∂u1F2(u∗, 0) ∂u2F2(u∗, 0)

)
= det

(
∂u1α1(u∗) ∂u2α1(u∗)
∂u1α2(u∗) ∂u2α2(u∗)

)
6= 0

gilt, weil viele der Terme ∂wiFj(u∗, 0) verschwinden. Der Satz über inverse Funktionen
garantiert nun, dass es offene Umgebungen X∗ ⊂ Rd von (u∗, 0) und V∗ ⊂ Rd von
α(u∗) = F (u∗, 0) gibt, so dass F die Menge X∗ bijektiv nach V∗ abbildet, wobei sowohl
F : X∗ → V∗ als auch F−1 : V∗ → X∗ stetig differenzierbar sind. Wir setzen nun

U∗ := {u ∈ U : (u, 0) ∈ X∗}
4Carl Gustav Jacob Jacobi (1804–1851), deutscher Mathematiker.
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und bemerken, dass

M := sp (α|U∗) = F (U∗ × {0})

nach Konstruktion die gewünschten Eigenschaften hat, denn für jeden Punkt p ∈ M
kann (U∗, α|U∗) als Parametrisierung bzw.M∩V∗ als Kartenumgebung gewählt werden.

Lemma 42 (Graph einer Funktion in zwei Variablen). Seien U ⊆ R2 offen und f :
R2 → R eine stetig differenzierbare Funktion. Dann definiert

α(u1, u2) := (u1, u2, f(u1, u2))

eine parametrisiertes Flächenstück α : U → R3. Insbesondere ist

M = graphf = {(u1, u2)f(u1, u2)}

eine reguläre Fläche mit globaler Parametrisierung α.

Beweis. Die beiden Vektoren

∂u1α(u1, u2) =
(
1, 0, ∂u1f(u1, u2)

)
, ∂u2α(u1, u2) =

(
0, 1, ∂u2f(u1, u2)

)
sind offensichtlich immer linear unabhängig und alle Behauptungen folgen sofort.

Lemma 43 (Nullstellenmenge einer Funktion in drei Variablen). Seien Ω ⊂ R3 offen,
g : Ω→ R eine stetig differenzierbare Funktion und p ∈ Ω gegeben mit

g(p) = 0 , ∂xg(p) =
(
∂x1g(p), ∂x2g(p), ∂x3g(p)

)
6= (0, 0, 0) .

Dann existiert eine offene Menge V mit p ∈ V ⊂ Ω, so dass

M := {x ∈ V : g(x) = 0}

eine Fläche mit globaler Parametrisierung ist. Gilt sogar ∂xg(p) 6= (0, 0, 0) für jedes
p ∈ N := {p ∈ Ω : g(p) = 0}, so ist auch die globale Nullstellenmenge N eine Fläche.5

Beweis. Der Vektor ∂xg(p) besitzt mindestens eine von Null verschiedene Komponente
und o.B.d.A. können wir ∂x3g(p) 6= 0 annehmen (andernfalls vertauschen wir Indizes).
Nach dem Satz über implizite Funktionen existieren offene Umgebungen V von p in
R3 und U von (p1, p2) in R2 sowie eine stetig differenzierbare Abbildung f : U → R,
so dass die Implikation

g(x1, x2, x3) = 0 ⇔ x3 = f(x1, x2)

für alle x = (x1, x2, x3) ∈ V gilt. Insbesondere ist M gerade der Graph von f und die
Behauptung folgt aus Lemma 42.

Jede Untermannigfaltigkeit des R3 im Sinne von Definition 40 kann lokal als Graph
einer Funktion, als Bild einer Parametrisierung, oder als Nullstellenmenge einer Funk-
tion mit nicht verschwindender Ableitung geschrieben werden (siehe Übungsaufgabe),
aber in der Regel wird dies nicht global gelingen. Zum Beispiel kann die Einheits-
sphäre im R3 zwar global parametrisiert und auch als globale Nullstellenmenge von
g(x1, x2, x3) = x2

1 +x2
2 +x2

3−1 betrachtet werden, aber man kann die Sphäre nur lokal
als Graph einer Funktion auffassen.

5Im Allgemeinen ist die globale Nullstellenmenge einer stetig differenzierbaren Funktion keine Flä-
che im Sinne von Definition 40. Ein Standardgegenbeispiel ist g(x1, x2, x3) = x1x2, deren Nullstel-
lenmenge N aus zwei Ebenen besteht, die sich in der x3-Achse schneiden. Für jeden Punkt p auf der
x3-Achse kann keine Umgebung V wie Definition 40 gefunden werden.
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2.1.2 Tangentialraum und Erste Fundamentalform

Wir klären zunächst das Konzept Tangentialvektor, das für die gesamte Geometrie und
Analysis von Flächen von zentraler Bedeutung ist.

Definition 44 (Tangentialraum).

1. Seien α : U → R3 ein reguläres parametrisiertes Flächenstück und u∗ ∈ U gege-
ben. Dann heißt der lineare Raum

Tα(u∗)α(U) := span{∂u1α(u∗), ∂u2α(u∗)} ⊂ R3

der (lineare) Tangentialraum im Punkt α(u∗).

2. Seien M eine reguläre Fläche, p∗ ∈ M ein Punkt und α(U) → M eine lokale
Parametrisierung von M um p∗ = α(u∗). Dann wird

Tp∗M := Tα(u∗)α(U)

der (lineare) Tangentialraum von M in p∗ genannt.

Bemerkung.

1. Der zweite Teil der Definition macht wirklich Sinn, denn die Definition von
Tp∗M hängt nicht von der Wahl der Parametrisierung ab. Oder anders gesagt:
Gilt zusätzlich p∗ = α̃(ũ∗) für eine weitere lokale Parametrisierung, so folgt
Tα(u∗)α(U) = Tα̃(ũ∗)α(Ũ). Dies kann einfach nachgerechnet werden6 bzw. aus Satz
45 abgeleitet werden.

2. Die Elemente von Tα(u∗)α(U) bzw. Tp∗M nennt man Tangentialvektoren an f(U)
bzw. M in f(u∗) bzw. p∗.

3. Der Tangentialraum ist wegen der Regularitätsannahmen aus Definition 39 bzw.
Definition 40 immer zweidimensional7 und enthält als linearer Unterraum des
Rd notwendigerweise den Nullvektor 0 ∈ Rd. Darüber hinaus gibt es noch den
affinen Tangentialraum

p∗ + Tp∗M ,

der eine Ebene im Raum beschreibt, die die Menge M im Punkt p∗ berührt,
und der manchmal auch als Tangentialraum bezeichnet wird.8 Wir werden im
Folgenden meist einfach nur vom Tangentialraum sprechen und dann immer die
lineare Variante meinen.

6Mit den Notationen aus Definition 40 und Abbildung 2.2 gilt nach Kettenregel

∂ui
αk(u) =

2∑
j=1

∂ũj
α̃k
(
φ̃(u)

)
∂ui

φ̃j(u)

für alle i = 1, 2 und alle k = 1...d. Da k beliebig ist, folgt für u∗ = α−1(p∗) und ũ∗ = α̃−1(p∗)
insbesondere

∂ui
α(u∗) =

2∑
j=1

ci,j(u∗)∂ũj
α̃(ũ∗) ∈ Tα̃(ũ∗)α̃(Ũ) mit ci,j(u) := ∂ui

φ̃j(u)

und damit Tα(u∗)α(U) ⊆ Tα̃(ũ∗)α̃(Ũ). Vollkommen analog zeigt man schließlich Tα̃(ũ∗)α̃(Ũ) ⊆
Tα(u∗)α(U) .

7Wegen dieser Zweidimensionalität wird der Tangentialraum einer Fläche oftmals Tangentialebene
genannt.

8Zum Beispiel in [Kue].
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4. Der (lineare) Normalenraum an M in p∗ ist definiert durch

Np∗M :=
(
Tp∗M

)⊥
= {w ∈ Rd 〈v, w〉 = 0 für alle v ∈ Tp∗M}

und damit immer ein (d−2)-dimensionaler linearer Unterraum des Rd.

5. Eine wichtige Rolle in der Analysis von Flächen spielen Vektorfelder, d.h. Ab-
bildungen f : M → Rd von M in den umgebenden Raum Rd. Ein solches wird
tangential bzw. normal genannt, wenn f(p∗) ∈ Tp∗M bzw. f(p∗) ∈ Np∗M für alle
p∗ ∈M gilt.

Beispiel (Tangentialräume an die dreidimensionale Einheitssphäre). Für jedes p ∈
M := S2 = ∂B1(0) ⊂ R3 gilt

NpM = span{p}

und damit zum Beispiel

T(1, 0, 0)M = span
{(

0, 1, 0
)
,
(
0, 0, 1

)}
,

T(1/
√

2, 1/
√

2, 0)M = span
{(
−1, 1, 0

)
,
(
0, 0, 1

)}
.

Diese Formeln können entweder nachgerechnet werden (zum Beispiel mit Hilfe der Pa-
rametrisierung durch die Eulerwinkel) oder einfach aus der geometrischen Anschauung
abgeleitet werden.

Satz 45 (Charakterisierung des Tangentialraumes). Für jede reguläre Fläche M und
alle p∗ ∈M gelten die folgenden Aussagen:

1. Für jede stetig differenzierbare Kurve β : I → M in M die via β(t∗) = p∗ durch
p∗ läuft, gilt β̇(t∗) ∈ Tp∗M .

2. Für jeden Tangentialvektor v∗ ∈ Tp∗α(U) existiert eine Kurve β : (−ε, +ε)→M
mit β(0) = p∗ und β̇(p∗) = v∗.

Beweis. Es reicht, die Behauptung im Fall von M = sp (α) und α : U → M bijektiv
zu zeigen.

Teil 1: Wir definieren die Kurve γ : I → U durch

γ(t) := α−1(β(t)) .

Dann gilt β(t) = α(γ(t)) = α(γ1(t), γ2(t)) und nach Differentiation auch

β̇(t) = γ̇1(t)∂u1α
(
γ(t)

)
+ γ̇2(t)∂u2α

(
γ(t)

)
∈ Tβ(t)α(U) ,

so dass die Behauptung mit t = t∗ folgt.
Teil 2: Sei nun v∗ ∈ Tα(u∗)α(U) beliebig. Dann existieren c1, c2 ∈ R mit

v∗ = c1∂u1α(u∗) + c2∂u2α(u∗)

und für hinreichend kleine ε > 0 ist die planare Kurve γ : (−ε, +ε)→ U mit

γ(t) := u∗ +
(
c1t, c2t

)
wegen der Offenheit von U wohldefiniert. Wir setzen β(t) := α(γ(t)) und berechnen

β̇(t) = c1∂u1α
(
γ(t)

)
+ c2∂u2α

(
γ(t)

)
.

Die Behauptung folgt nun mit t = 0.
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Jede lokale Parametrisierung p∗ = α(u∗) mit α(U)→M liefert via

∂u1α(u∗, =)
d

dt
α(u∗,1 + t, u∗,2)|t=0

und

∂u2α(u∗, =)
d

dt
α(u∗,1, u∗,2 + t)|t=0

zwei Basisvektoren für den Tangentialraum an M in p∗. Insbesondere gilt immer
∂iα(u) ∈ Tα(u)M .

Definition 46 (Erste Fundamentalform I). Als Erste Fundamentalform eine Fläche
M bezeichnet man die Einschränkung des euklidischen Skalarproduktes auf die Tangen-
tialräume. Genauer gesagt, I ist die Abbildung9

p ∈M 7→ Ip ∈ Bilin(TpM) mit Ip(v, w) = 〈v, w〉 für alle v, w ∈ TpM .

Analog wird die erste Fundamentalform für parametriserte Flächenstücke definiert.

Mit p = α(u) und zwei beliebigen Tangentialvektoren

v = v1∂u1α(u) + v2∂u2α(u) , w = w1∂u1α(u) + w2∂u2α(u)

gilt

Ip(v, w) = (v1, v2) · Iu,α · (w1, w2)T

wobei

Iu,α :=

(
〈∂u1α(u), ∂u1α(u)〉 〈∂u1α(u), ∂u2α(u)〉
〈∂u1α(u), ∂u2α(u)〉 〈∂u2α(u), ∂u2α(u)〉

)
= JacTα(u) · Jacα(u)

eine quadratische, symmetrische und positiv-definite Matrix ist, die aus der Jabobi-
Matrix

Jacα(u) :=

∂u1α1(u) ∂u2α1(u)
... ...

∂u1αd(u) ∂u2αd(u)

 , JacTα(u) =
(

Jacα(u)
)T

berechnet werden kann. Die Matrix Ip,α ist nicht invariant unter Reparametrisierung,
sondern mit α = α̃ ◦ φ̃ bzw. α̃ = α ◦ φ gilt

Jacα(u) = Jac α̃
(
φ̃(u)

)
· Jac φ̃(u) bzw. Jac α̃(ũ) = Jacα

(
φ(ũ)

)
· Jacφ(ũ) .

Wir erhalten daher

Iu,α = JacT φ̃(u) · Iũ,α̃ · Jac φ̃(u) bzw. Iũ,α̃ = JacT φ(ũ) · Iu,α · Jacφ(ũ) , (2.4)

wobei p = α(u) = α̃(ũ).

9Bilin(V ) ist die Menge der bilinearen Abbildungen von V×V nach R, wobei V ein endlich-
dimensionaler Vektorraum ist.

Michael Herrmann: Kurven und Flächen Version vom 3.7.2021



48 2. Flächen

Bemerkung.

1. In der Literatur findet sich oft die Schreibweise

Iu,α =
(
gα,i1i2(u)

)
i1,i2=1,2

∈ Mat(2×2)

und

gα(u) = det
(
Iu,α
)

(2.5)

wird Gramsche Determinante genannt und definiert via dA =
√
gα(u) du das

infinitesimale Flächenelement (siehe auch Definition 47). Der Index α wird in
der Notation auch oft weggelassen.

2. In drei Raumdimensionen (d = 3) gilt

gα(u) =
∣∣∂u1α(u)× ∂u2α(u)

∣∣2 .
3. Die erste Fundamentalform wird in der Differentialgeometrie oft auch Metrik

oder metrischer Tensor genannt, obwohl es eigentlich für jeden Punkt p ∈M ein
Skalarprodukt auf TpM definiert, mit dem dann eine Norm im Sinne der Hilbert-
Räume eingeführt werden kann.

Beispiel (Fundamentalform des achsenparallelen Ellipsoiden). Mit

α(u1, u2) = (λ1 cos (u1) cos (u2), λ2 cos (u1) sin (u2), λ3 sin (u1)) (2.6)

ergibt sich

Jacα(u) =

−λ1 sin (u1) cos (u2) −λ1 cos (u1) sin (u2)
−λ2 sin (u1) sin (u2) +λ2 cos (u1) cos (u2)

+λ3 cos (u1) 0

 =

 | |
∂u1α(u) ∂u2α(u)
| |


und damit

Iα(u),α =

(
gα,11(u) gα,12(u)
gα,12(u) qα,22(u)

)
,

wobei

gα,11(u) =
〈
∂u1α(u), ∂u1α(u)

〉
:= λ2

1 sin2 (u1) cos2 (u2) + λ2
2 sin2 (u1) sin2 (u2) + λ2

3 cos2 (u1)

gα,12(u) =
〈
∂u1α(u), ∂u2α(u)

〉
:=
(
λ2

1 − λ2
2

)
sin (u1) cos (u1) sin (u1) cos (u2)

gα,22(u) =
〈
∂u2α(u), ∂u2α(u)

〉
:= λ2

1 cos2 (u1) sin2 (u2) + λ2
2 cos2 (u1) cos2 (u2) .

Im Fall von λ1 = λ2 = λ3 = % (Sphäre von Radius %) erhalten wir

Iu,α = %2

(
1 0
0 cos2 (u1)

)
.
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Wir schließen diesen Abschnitt mit einem ersten Ausblick auf das Thema Inte-
gration auf Mannigfaltigkeiten, indem wir das Integral auf parametrisierten Flächen
bzw. auf Flächen mit globaler Parametrisierung einführen. Später werden wir dann die
Integration auf allgemeinen Flächen genauer studieren.

Definition 47 (Oberflächenintegral auf Flächenstücken). Seien α : U → Rd ein regu-
läres und injektives Flächenstück, f : α(U)→ R eine stetige Funktion und K ⊂ U eine
kompakte Teilmenge von U . Dann ist der Ausdruck∫

α(K)

f dA :=

∫
K

f
(
α(u)

)√
gα(u) du (2.7)

wohldefiniert und wird das Oberflächenintegral von f über α(K) genannt, wobei gα
die Gramsche Determinante aus (2.5) ist. Für f ≡ 1 wird das Integral auch
Flächeninhalt von α(K) genannt.

Die Transformationsformel für Integrale impliziert, dass das Oberflächenintegral
invariant unter Reparametrisierung ist, wohingegen die Gramsche Matrix sich sehr
wohl bei einem Wechsel der Parametrisierung ändern wird (siehe(2.4)). Wir erinnern
auch daran, dass der Integrand auf der rechten Seite in (2.7) stetig ist und damit das
Integral sowohl im Riemannschen als auch im Lebesgueschen Sinne interpretiert werden
kann.10

Als Beispiel betrachten wir

α(u1, u2) = %(cos (u1) cos (u2), cos (u1) sin (u2), sin (u1))

mit

(u1, u2) ∈ U := (−π/2, +π/2)× (0, 2π)

als eine Parametrisierung der geschlitzten Sphäre vom Radius % (es fehlt ein halber
Großkreis vom Nord- zum Südpol) und mit den Formeln von oben erhalten wir

gα(u1, u2) = %4 cos2 (u1)

und damit

area(α(K)) := %2

∫
α(K)

dA = %2

∫
K

cos (u1) du .

Schöpfen wir schließlich U mit immer größer werdendem K aus, so erhalten wir im
Limes und mit dem Satz von Fubini die wohlbekannte Formel

area
(
% S2

)
= %2

∫
U

cos (u1) du = %2

+π/2∫
−π/2

2π∫
0

cos (u1) du2 du1 = 4π%2 ,

wobei wir stillschweigend benutzt haben, dass die Flächeninhalte einer Sphäre und
einer geschlitzten Sphar̈e gleich sind.

10Analog zum Rd gibt es auch auf Mannigfaltigkeiten eine Riemannsche und eine Lebesguesche
Integrationstheorie, wobei letztere ein sehr viel grössere Klasse von Integranden zuläßt. Wir werden in
dieser Vorlesung nur stetige Funktionen integrieren, für die beide Theorien dasselbe Integral liefern.
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2.1.3 Differenzierbarkeit

Definition 48 (Differenzierbarkeit von Funktionen auf Flächen). Seien M eine k-mal
stetig differenzierbare Fläche und p∗ ∈ M gegeben. Eine Funktion f : M → R heißt
k-mal stetig differenzierbar in p∗, falls für eine lokale Parametrisierung α : U → M
von M um p∗ mit p∗ = α(u∗) die Abbildung f ◦ α : U → R k-mal stetig differenzierbar
in u∗ ist.

Bemerkung.

1. Die Differenzierbarkeit ist unabhängig von der Wahl der lokalen Parametrisie-
rung: Ist α̃ : Ũ → M eine weitere lokale Parametrisierung von M um p∗, so
ist f ◦ α genau dann k-mal stetig differenzierbar in u∗, falls f ◦ α̃ k-mal stetig
differenzierbar in ũ∗ ist. Dies liegt daran, dass bei einer k-mal stetig differen-
zierbaren Fläche die lokalen Kartenwechsel in Abbildung 2.2 auch k-mal stetig
differenzierbar sind.

2. Eine Abbildung f : M → R ist k-mal stetig differenzierbar auf M , falls sie es in
jedem Punkt p∗ ∈M ist. Man schreibt dann oft auch f ∈ Ck(M).11

3. Komponentenweise wird Differenzierbarkeit von Abbildungen f : M → Rm de-
finiert. Insbesondere ist ein Vektorfeld f : M → R k-mal stetig differenzierbar,
falls alle Komponentenabbildungen fj : M → R k-mal stetig differenzierbar sind.

4. Ganz analog zu Definition 48— siehe Abbildung 2.5 — wird die Differenzierbarkeit
von Abbildungen f : M → M̃ zwischen zwei Flächen M ⊂ Rd und M̃ ⊂ Rd̃

definiert. Man fordert einfach, dass α̃−1 ◦ f ◦ α : U → Ũ im Punkt u∗ = α−1(p∗)
stetig differenzierbar ist, wobei α bzw. α̃ lokale Parametrisierungen von M bzw.
M̃ um p∗ bzw. p̃∗ = f(p∗) sind.

In Definition 48 blieb offen, was genau nun die Ableitung einer Funktion f : M → R
bzw. f : M → M̃ sein soll. Um diese Frage zu beantworten, erinnern wir uns an
die Situation in flachen Räumen: Ist f : Ω ⊂ Rn → Rm eine stetig differenzierbare
Abbildung mit n unabhängigen und m abhängigen Variablen, so gilt nach Analysis II

Df : Ω→ Lin
(
Rn;Rm

)
mit x∗ ∈ Ω 7→ (Df)x∗ ,

wobei die lineare Abbildung (Df)x∗ ausgewertet in v ∈ Rn via

(Df)x∗(v) := Jac f(x∗) · v =

∂x1f1(x∗) ... ∂xnf1(x∗)
... ...

∂x1fm(x∗) ... ∂xnfm(x∗)

 ·
v1

...
vn


mit Hilfe der Jacobi-Matrix Jac f(x∗) ∈ Mat(n×m) dargestelllt werden kann. Insbe-
sondere ist (Df)x∗ für jedes x∗ immer eine lineare Abbildung zwischen den linearen
Räumen Rn und Rm.

Definition 49 (Differential einer Abbildung zwischen Flächen). Sei f : M → M̃ eine
stetig differenzierbare Abbildung zwischen den regulären Flächen M und M̃ . Dann wird
durch

(Df)p∗
(
β̇(0)

)
:= ˙̃β(0)

11Abbildungen f : M → R, die hinreichend oft stetig differenzierbar sind, werden oft auch glatt
genannt, wobei der Grad der Differenzierbarkeit in der Regel nicht explizit angegeben wird.
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↵
<latexit sha1_base64="oH09NZGiXrMoBXOPzaSfocFjEsA=">AAAB7XicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hV0R9Bjw4jGCeUCyhN7JbDJmdmaZmRXCkn/w4kERr/6PN//GSbIHTSxoKKq66e6KUsGN9f1vb219Y3Nru7RT3t3bPzisHB23jMo0ZU2qhNKdCA0TXLKm5VawTqoZJpFg7Wh8O/PbT0wbruSDnaQsTHAoecwpWie1eijSEfYrVb/mz0FWSVCQKhRo9CtfvYGiWcKkpQKN6QZ+asMcteVUsGm5lxmWIh3jkHUdlZgwE+bza6fk3CkDEivtSloyV39P5JgYM0ki15mgHZllbyb+53UzG9+EOZdpZpmki0VxJohVZPY6GXDNqBUTR5Bq7m4ldIQaqXUBlV0IwfLLq6R1WQv8WnB/Va3XizhKcApncAEBXEMd7qABTaDwCM/wCm+e8l68d+9j0brmFTMn8Afe5w+K548W</latexit><latexit sha1_base64="oH09NZGiXrMoBXOPzaSfocFjEsA=">AAAB7XicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hV0R9Bjw4jGCeUCyhN7JbDJmdmaZmRXCkn/w4kERr/6PN//GSbIHTSxoKKq66e6KUsGN9f1vb219Y3Nru7RT3t3bPzisHB23jMo0ZU2qhNKdCA0TXLKm5VawTqoZJpFg7Wh8O/PbT0wbruSDnaQsTHAoecwpWie1eijSEfYrVb/mz0FWSVCQKhRo9CtfvYGiWcKkpQKN6QZ+asMcteVUsGm5lxmWIh3jkHUdlZgwE+bza6fk3CkDEivtSloyV39P5JgYM0ki15mgHZllbyb+53UzG9+EOZdpZpmki0VxJohVZPY6GXDNqBUTR5Bq7m4ldIQaqXUBlV0IwfLLq6R1WQv8WnB/Va3XizhKcApncAEBXEMd7qABTaDwCM/wCm+e8l68d+9j0brmFTMn8Afe5w+K548W</latexit><latexit sha1_base64="oH09NZGiXrMoBXOPzaSfocFjEsA=">AAAB7XicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hV0R9Bjw4jGCeUCyhN7JbDJmdmaZmRXCkn/w4kERr/6PN//GSbIHTSxoKKq66e6KUsGN9f1vb219Y3Nru7RT3t3bPzisHB23jMo0ZU2qhNKdCA0TXLKm5VawTqoZJpFg7Wh8O/PbT0wbruSDnaQsTHAoecwpWie1eijSEfYrVb/mz0FWSVCQKhRo9CtfvYGiWcKkpQKN6QZ+asMcteVUsGm5lxmWIh3jkHUdlZgwE+bza6fk3CkDEivtSloyV39P5JgYM0ki15mgHZllbyb+53UzG9+EOZdpZpmki0VxJohVZPY6GXDNqBUTR5Bq7m4ldIQaqXUBlV0IwfLLq6R1WQv8WnB/Va3XizhKcApncAEBXEMd7qABTaDwCM/wCm+e8l68d+9j0brmFTMn8Afe5w+K548W</latexit><latexit sha1_base64="oH09NZGiXrMoBXOPzaSfocFjEsA=">AAAB7XicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hV0R9Bjw4jGCeUCyhN7JbDJmdmaZmRXCkn/w4kERr/6PN//GSbIHTSxoKKq66e6KUsGN9f1vb219Y3Nru7RT3t3bPzisHB23jMo0ZU2qhNKdCA0TXLKm5VawTqoZJpFg7Wh8O/PbT0wbruSDnaQsTHAoecwpWie1eijSEfYrVb/mz0FWSVCQKhRo9CtfvYGiWcKkpQKN6QZ+asMcteVUsGm5lxmWIh3jkHUdlZgwE+bza6fk3CkDEivtSloyV39P5JgYM0ki15mgHZllbyb+53UzG9+EOZdpZpmki0VxJohVZPY6GXDNqBUTR5Bq7m4ldIQaqXUBlV0IwfLLq6R1WQv8WnB/Va3XizhKcApncAEBXEMd7qABTaDwCM/wCm+e8l68d+9j0brmFTMn8Afe5w+K548W</latexit>

↵̃
<latexit sha1_base64="VaHKUWqLhq9XJ49JYHkXBuurQMY=">AAAB9XicbVBNS8NAEN3Ur1q/qh69LBbBU0lE0GPBi8cK9gPaWCabTbt0swm7E6WE/g8vHhTx6n/x5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvSKUw6LrfTmltfWNzq7xd2dnd2z+oHh61TZJpxlsskYnuBmC4FIq3UKDk3VRziAPJO8H4ZuZ3Hrk2IlH3OEm5H8NQiUgwQCs99FHIkOd9kOkIpoNqza27c9BV4hWkRgo0B9WvfpiwLOYKmQRjep6bop+DRsEkn1b6meEpsDEMec9SBTE3fj6/ekrPrBLSKNG2FNK5+nsih9iYSRzYzhhwZJa9mfif18swuvZzodIMuWKLRVEmKSZ0FgENheYM5cQSYFrYWykbgQaGNqiKDcFbfnmVtC/qnlv37i5rjUYRR5mckFNyTjxyRRrkljRJizCiyTN5JW/Ok/PivDsfi9aSU8wckz9wPn8A+MOSzA==</latexit><latexit sha1_base64="VaHKUWqLhq9XJ49JYHkXBuurQMY=">AAAB9XicbVBNS8NAEN3Ur1q/qh69LBbBU0lE0GPBi8cK9gPaWCabTbt0swm7E6WE/g8vHhTx6n/x5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvSKUw6LrfTmltfWNzq7xd2dnd2z+oHh61TZJpxlsskYnuBmC4FIq3UKDk3VRziAPJO8H4ZuZ3Hrk2IlH3OEm5H8NQiUgwQCs99FHIkOd9kOkIpoNqza27c9BV4hWkRgo0B9WvfpiwLOYKmQRjep6bop+DRsEkn1b6meEpsDEMec9SBTE3fj6/ekrPrBLSKNG2FNK5+nsih9iYSRzYzhhwZJa9mfif18swuvZzodIMuWKLRVEmKSZ0FgENheYM5cQSYFrYWykbgQaGNqiKDcFbfnmVtC/qnlv37i5rjUYRR5mckFNyTjxyRRrkljRJizCiyTN5JW/Ok/PivDsfi9aSU8wckz9wPn8A+MOSzA==</latexit><latexit sha1_base64="VaHKUWqLhq9XJ49JYHkXBuurQMY=">AAAB9XicbVBNS8NAEN3Ur1q/qh69LBbBU0lE0GPBi8cK9gPaWCabTbt0swm7E6WE/g8vHhTx6n/x5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvSKUw6LrfTmltfWNzq7xd2dnd2z+oHh61TZJpxlsskYnuBmC4FIq3UKDk3VRziAPJO8H4ZuZ3Hrk2IlH3OEm5H8NQiUgwQCs99FHIkOd9kOkIpoNqza27c9BV4hWkRgo0B9WvfpiwLOYKmQRjep6bop+DRsEkn1b6meEpsDEMec9SBTE3fj6/ekrPrBLSKNG2FNK5+nsih9iYSRzYzhhwZJa9mfif18swuvZzodIMuWKLRVEmKSZ0FgENheYM5cQSYFrYWykbgQaGNqiKDcFbfnmVtC/qnlv37i5rjUYRR5mckFNyTjxyRRrkljRJizCiyTN5JW/Ok/PivDsfi9aSU8wckz9wPn8A+MOSzA==</latexit><latexit sha1_base64="VaHKUWqLhq9XJ49JYHkXBuurQMY=">AAAB9XicbVBNS8NAEN3Ur1q/qh69LBbBU0lE0GPBi8cK9gPaWCabTbt0swm7E6WE/g8vHhTx6n/x5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvSKUw6LrfTmltfWNzq7xd2dnd2z+oHh61TZJpxlsskYnuBmC4FIq3UKDk3VRziAPJO8H4ZuZ3Hrk2IlH3OEm5H8NQiUgwQCs99FHIkOd9kOkIpoNqza27c9BV4hWkRgo0B9WvfpiwLOYKmQRjep6bop+DRsEkn1b6meEpsDEMec9SBTE3fj6/ekrPrBLSKNG2FNK5+nsih9iYSRzYzhhwZJa9mfif18swuvZzodIMuWKLRVEmKSZ0FgENheYM5cQSYFrYWykbgQaGNqiKDcFbfnmVtC/qnlv37i5rjUYRR5mckFNyTjxyRRrkljRJizCiyTN5JW/Ok/PivDsfi9aSU8wckz9wPn8A+MOSzA==</latexit>

Ũ
<latexit sha1_base64="lN3vgj6ygCVJdUoOqdVomO3PRh8=">AAAB8HicdVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4GjKl1XZXcOOygtNW2qFkMpk2NMkMSUYoQ7/CjQtF3Po57vwb04egogcuHM65l3vvCVPOtEHowymsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjjk4yRahPEp6oXog15UxS3zDDaS9VFIuQ0244uZr73XuqNEvkrZmmNBB4JFnMCDZWuhsYxiOa+7NhuYJcVG3Ua1WI3GodNb2mJXXkNS9q0HPRAhWwQntYfh9ECckElYZwrHXfQ6kJcqwMI5zOSoNM0xSTCR7RvqUSC6qDfHHwDJ5ZJYJxomxJAxfq94kcC62nIrSdApux/u3Nxb+8fmbiRpAzmWaGSrJcFGccmgTOv4cRU5QYPrUEE8XsrZCMscLE2IxKNoSvT+H/pFN1PeR6N7VKq7WKowhOwCk4Bx64BC1wDdrABwQI8ACewLOjnEfnxXldthac1cwx+AHn7RN1g5DV</latexit><latexit sha1_base64="lN3vgj6ygCVJdUoOqdVomO3PRh8=">AAAB8HicdVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4GjKl1XZXcOOygtNW2qFkMpk2NMkMSUYoQ7/CjQtF3Po57vwb04egogcuHM65l3vvCVPOtEHowymsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjjk4yRahPEp6oXog15UxS3zDDaS9VFIuQ0244uZr73XuqNEvkrZmmNBB4JFnMCDZWuhsYxiOa+7NhuYJcVG3Ua1WI3GodNb2mJXXkNS9q0HPRAhWwQntYfh9ECckElYZwrHXfQ6kJcqwMI5zOSoNM0xSTCR7RvqUSC6qDfHHwDJ5ZJYJxomxJAxfq94kcC62nIrSdApux/u3Nxb+8fmbiRpAzmWaGSrJcFGccmgTOv4cRU5QYPrUEE8XsrZCMscLE2IxKNoSvT+H/pFN1PeR6N7VKq7WKowhOwCk4Bx64BC1wDdrABwQI8ACewLOjnEfnxXldthac1cwx+AHn7RN1g5DV</latexit><latexit sha1_base64="lN3vgj6ygCVJdUoOqdVomO3PRh8=">AAAB8HicdVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4GjKl1XZXcOOygtNW2qFkMpk2NMkMSUYoQ7/CjQtF3Po57vwb04egogcuHM65l3vvCVPOtEHowymsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjjk4yRahPEp6oXog15UxS3zDDaS9VFIuQ0244uZr73XuqNEvkrZmmNBB4JFnMCDZWuhsYxiOa+7NhuYJcVG3Ua1WI3GodNb2mJXXkNS9q0HPRAhWwQntYfh9ECckElYZwrHXfQ6kJcqwMI5zOSoNM0xSTCR7RvqUSC6qDfHHwDJ5ZJYJxomxJAxfq94kcC62nIrSdApux/u3Nxb+8fmbiRpAzmWaGSrJcFGccmgTOv4cRU5QYPrUEE8XsrZCMscLE2IxKNoSvT+H/pFN1PeR6N7VKq7WKowhOwCk4Bx64BC1wDdrABwQI8ACewLOjnEfnxXldthac1cwx+AHn7RN1g5DV</latexit><latexit sha1_base64="lN3vgj6ygCVJdUoOqdVomO3PRh8=">AAAB8HicdVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4GjKl1XZXcOOygtNW2qFkMpk2NMkMSUYoQ7/CjQtF3Po57vwb04egogcuHM65l3vvCVPOtEHowymsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjjk4yRahPEp6oXog15UxS3zDDaS9VFIuQ0244uZr73XuqNEvkrZmmNBB4JFnMCDZWuhsYxiOa+7NhuYJcVG3Ua1WI3GodNb2mJXXkNS9q0HPRAhWwQntYfh9ECckElYZwrHXfQ6kJcqwMI5zOSoNM0xSTCR7RvqUSC6qDfHHwDJ5ZJYJxomxJAxfq94kcC62nIrSdApux/u3Nxb+8fmbiRpAzmWaGSrJcFGccmgTOv4cRU5QYPrUEE8XsrZCMscLE2IxKNoSvT+H/pFN1PeR6N7VKq7WKowhOwCk4Bx64BC1wDdrABwQI8ACewLOjnEfnxXldthac1cwx+AHn7RN1g5DV</latexit>

U
<latexit sha1_base64="dMj1uXUGWA4TxAo5ikNt7/3xcJc=">AAAB6HicdVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgaZldEk1uAS8eE3BjIFnC7GQ2GTP7YGZWCEu+wIsHRbz6Sd78GycPQUULGoqqbrq7glRwpTH+sApr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoo5JMUubRRCSyGxDFBI+Zp7kWrJtKRqJAsNtgcjX3b++ZVDyJb/Q0ZX5ERjEPOSXaSG1vUK5gG7v1WtVF2HZruOE0DKlhp3FRRY6NF6jACq1B+b0/TGgWsVhTQZTqOTjVfk6k5lSwWamfKZYSOiEj1jM0JhFTfr44dIbOjDJEYSJNxRot1O8TOYmUmkaB6YyIHqvf3lz8y+tlOqz7OY/TTLOYLheFmUA6QfOv0ZBLRrWYGkKo5OZWRMdEEqpNNiUTwten6H/ScW0H2067Wmk2V3EU4QRO4RwcuIQmXEMLPKDA4AGe4Nm6sx6tF+t12VqwVjPH8APW2ycYkY0f</latexit><latexit sha1_base64="dMj1uXUGWA4TxAo5ikNt7/3xcJc=">AAAB6HicdVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgaZldEk1uAS8eE3BjIFnC7GQ2GTP7YGZWCEu+wIsHRbz6Sd78GycPQUULGoqqbrq7glRwpTH+sApr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoo5JMUubRRCSyGxDFBI+Zp7kWrJtKRqJAsNtgcjX3b++ZVDyJb/Q0ZX5ERjEPOSXaSG1vUK5gG7v1WtVF2HZruOE0DKlhp3FRRY6NF6jACq1B+b0/TGgWsVhTQZTqOTjVfk6k5lSwWamfKZYSOiEj1jM0JhFTfr44dIbOjDJEYSJNxRot1O8TOYmUmkaB6YyIHqvf3lz8y+tlOqz7OY/TTLOYLheFmUA6QfOv0ZBLRrWYGkKo5OZWRMdEEqpNNiUTwten6H/ScW0H2067Wmk2V3EU4QRO4RwcuIQmXEMLPKDA4AGe4Nm6sx6tF+t12VqwVjPH8APW2ycYkY0f</latexit><latexit sha1_base64="dMj1uXUGWA4TxAo5ikNt7/3xcJc=">AAAB6HicdVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgaZldEk1uAS8eE3BjIFnC7GQ2GTP7YGZWCEu+wIsHRbz6Sd78GycPQUULGoqqbrq7glRwpTH+sApr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoo5JMUubRRCSyGxDFBI+Zp7kWrJtKRqJAsNtgcjX3b++ZVDyJb/Q0ZX5ERjEPOSXaSG1vUK5gG7v1WtVF2HZruOE0DKlhp3FRRY6NF6jACq1B+b0/TGgWsVhTQZTqOTjVfk6k5lSwWamfKZYSOiEj1jM0JhFTfr44dIbOjDJEYSJNxRot1O8TOYmUmkaB6YyIHqvf3lz8y+tlOqz7OY/TTLOYLheFmUA6QfOv0ZBLRrWYGkKo5OZWRMdEEqpNNiUTwten6H/ScW0H2067Wmk2V3EU4QRO4RwcuIQmXEMLPKDA4AGe4Nm6sx6tF+t12VqwVjPH8APW2ycYkY0f</latexit><latexit sha1_base64="dMj1uXUGWA4TxAo5ikNt7/3xcJc=">AAAB6HicdVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgaZldEk1uAS8eE3BjIFnC7GQ2GTP7YGZWCEu+wIsHRbz6Sd78GycPQUULGoqqbrq7glRwpTH+sApr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoo5JMUubRRCSyGxDFBI+Zp7kWrJtKRqJAsNtgcjX3b++ZVDyJb/Q0ZX5ERjEPOSXaSG1vUK5gG7v1WtVF2HZruOE0DKlhp3FRRY6NF6jACq1B+b0/TGgWsVhTQZTqOTjVfk6k5lSwWamfKZYSOiEj1jM0JhFTfr44dIbOjDJEYSJNxRot1O8TOYmUmkaB6YyIHqvf3lz8y+tlOqz7OY/TTLOYLheFmUA6QfOv0ZBLRrWYGkKo5OZWRMdEEqpNNiUTwten6H/ScW0H2067Wmk2V3EU4QRO4RwcuIQmXEMLPKDA4AGe4Nm6sx6tF+t12VqwVjPH8APW2ycYkY0f</latexit>

M
<latexit sha1_base64="pTONXLzxMZe6oeCko4SzDS4G1ug=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEqMeCFy9CC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0PBh7vzTAzL0gE18Z1v53CxubW9k5xt7S3f3B4VD4+aes4VQxbLBax6gZUo+ASW4Ybgd1EIY0CgZ1gcjv3O0+oNI/lg5km6Ed0JHnIGTVWat4PyhW36i5A1omXkwrkaAzKX/1hzNIIpWGCat3z3MT4GVWGM4GzUj/VmFA2oSPsWSpphNrPFofOyIVVhiSMlS1pyEL9PZHRSOtpFNjOiJqxXvXm4n9eLzXhjZ9xmaQGJVsuClNBTEzmX5MhV8iMmFpCmeL2VsLGVFFmbDYlG4K3+vI6aV9VPbfqNa8r9XoeRxHO4BwuwYMa1OEOGtACBgjP8ApvzqPz4rw7H8vWgpPPnMIfOJ8/pHOMzw==</latexit><latexit sha1_base64="pTONXLzxMZe6oeCko4SzDS4G1ug=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEqMeCFy9CC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0PBh7vzTAzL0gE18Z1v53CxubW9k5xt7S3f3B4VD4+aes4VQxbLBax6gZUo+ASW4Ybgd1EIY0CgZ1gcjv3O0+oNI/lg5km6Ed0JHnIGTVWat4PyhW36i5A1omXkwrkaAzKX/1hzNIIpWGCat3z3MT4GVWGM4GzUj/VmFA2oSPsWSpphNrPFofOyIVVhiSMlS1pyEL9PZHRSOtpFNjOiJqxXvXm4n9eLzXhjZ9xmaQGJVsuClNBTEzmX5MhV8iMmFpCmeL2VsLGVFFmbDYlG4K3+vI6aV9VPbfqNa8r9XoeRxHO4BwuwYMa1OEOGtACBgjP8ApvzqPz4rw7H8vWgpPPnMIfOJ8/pHOMzw==</latexit><latexit sha1_base64="pTONXLzxMZe6oeCko4SzDS4G1ug=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEqMeCFy9CC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0PBh7vzTAzL0gE18Z1v53CxubW9k5xt7S3f3B4VD4+aes4VQxbLBax6gZUo+ASW4Ybgd1EIY0CgZ1gcjv3O0+oNI/lg5km6Ed0JHnIGTVWat4PyhW36i5A1omXkwrkaAzKX/1hzNIIpWGCat3z3MT4GVWGM4GzUj/VmFA2oSPsWSpphNrPFofOyIVVhiSMlS1pyEL9PZHRSOtpFNjOiJqxXvXm4n9eLzXhjZ9xmaQGJVsuClNBTEzmX5MhV8iMmFpCmeL2VsLGVFFmbDYlG4K3+vI6aV9VPbfqNa8r9XoeRxHO4BwuwYMa1OEOGtACBgjP8ApvzqPz4rw7H8vWgpPPnMIfOJ8/pHOMzw==</latexit><latexit sha1_base64="pTONXLzxMZe6oeCko4SzDS4G1ug=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEqMeCFy9CC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0PBh7vzTAzL0gE18Z1v53CxubW9k5xt7S3f3B4VD4+aes4VQxbLBax6gZUo+ASW4Ybgd1EIY0CgZ1gcjv3O0+oNI/lg5km6Ed0JHnIGTVWat4PyhW36i5A1omXkwrkaAzKX/1hzNIIpWGCat3z3MT4GVWGM4GzUj/VmFA2oSPsWSpphNrPFofOyIVVhiSMlS1pyEL9PZHRSOtpFNjOiJqxXvXm4n9eLzXhjZ9xmaQGJVsuClNBTEzmX5MhV8iMmFpCmeL2VsLGVFFmbDYlG4K3+vI6aV9VPbfqNa8r9XoeRxHO4BwuwYMa1OEOGtACBgjP8ApvzqPz4rw7H8vWgpPPnMIfOJ8/pHOMzw==</latexit>

M \ V
<latexit sha1_base64="civgskqSDO3fVLzwRKIZgZU/THA=">AAAB7nicdVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgaZkNiSa3gBcvQgTzgGQJs5PZZMjs7DIzK4QlH+HFgyJe/R5v/o2Th6CiBQ1FVTfdXUEiuDYYfzi5tfWNza38dmFnd2//oHh41NZxqihr0VjEqhsQzQSXrGW4EaybKEaiQLBOMLma+517pjSP5Z2ZJsyPyEjykFNirNS56VOSoPagWMIuLteqlTLCbrmK617dkir26hcV5Ll4gRKs0BwU3/vDmKYRk4YKonXPw4nxM6IMp4LNCv1Us4TQCRmxnqWSREz72eLcGTqzyhCFsbIlDVqo3ycyEmk9jQLbGREz1r+9ufiX10tNWPMzLpPUMEmXi8JUIBOj+e9oyBWjRkwtIVRxeyuiY6IINTahgg3h61P0P2mXXQ+73m2l1Gis4sjDCZzCOXhwCQ24hia0gMIEHuAJnp3EeXRenNdla85ZzRzDDzhvnwKEj1k=</latexit><latexit sha1_base64="civgskqSDO3fVLzwRKIZgZU/THA=">AAAB7nicdVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgaZkNiSa3gBcvQgTzgGQJs5PZZMjs7DIzK4QlH+HFgyJe/R5v/o2Th6CiBQ1FVTfdXUEiuDYYfzi5tfWNza38dmFnd2//oHh41NZxqihr0VjEqhsQzQSXrGW4EaybKEaiQLBOMLma+517pjSP5Z2ZJsyPyEjykFNirNS56VOSoPagWMIuLteqlTLCbrmK617dkir26hcV5Ll4gRKs0BwU3/vDmKYRk4YKonXPw4nxM6IMp4LNCv1Us4TQCRmxnqWSREz72eLcGTqzyhCFsbIlDVqo3ycyEmk9jQLbGREz1r+9ufiX10tNWPMzLpPUMEmXi8JUIBOj+e9oyBWjRkwtIVRxeyuiY6IINTahgg3h61P0P2mXXQ+73m2l1Gis4sjDCZzCOXhwCQ24hia0gMIEHuAJnp3EeXRenNdla85ZzRzDDzhvnwKEj1k=</latexit><latexit sha1_base64="civgskqSDO3fVLzwRKIZgZU/THA=">AAAB7nicdVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgaZkNiSa3gBcvQgTzgGQJs5PZZMjs7DIzK4QlH+HFgyJe/R5v/o2Th6CiBQ1FVTfdXUEiuDYYfzi5tfWNza38dmFnd2//oHh41NZxqihr0VjEqhsQzQSXrGW4EaybKEaiQLBOMLma+517pjSP5Z2ZJsyPyEjykFNirNS56VOSoPagWMIuLteqlTLCbrmK617dkir26hcV5Ll4gRKs0BwU3/vDmKYRk4YKonXPw4nxM6IMp4LNCv1Us4TQCRmxnqWSREz72eLcGTqzyhCFsbIlDVqo3ycyEmk9jQLbGREz1r+9ufiX10tNWPMzLpPUMEmXi8JUIBOj+e9oyBWjRkwtIVRxeyuiY6IINTahgg3h61P0P2mXXQ+73m2l1Gis4sjDCZzCOXhwCQ24hia0gMIEHuAJnp3EeXRenNdla85ZzRzDDzhvnwKEj1k=</latexit><latexit sha1_base64="civgskqSDO3fVLzwRKIZgZU/THA=">AAAB7nicdVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgaZkNiSa3gBcvQgTzgGQJs5PZZMjs7DIzK4QlH+HFgyJe/R5v/o2Th6CiBQ1FVTfdXUEiuDYYfzi5tfWNza38dmFnd2//oHh41NZxqihr0VjEqhsQzQSXrGW4EaybKEaiQLBOMLma+517pjSP5Z2ZJsyPyEjykFNirNS56VOSoPagWMIuLteqlTLCbrmK617dkir26hcV5Ll4gRKs0BwU3/vDmKYRk4YKonXPw4nxM6IMp4LNCv1Us4TQCRmxnqWSREz72eLcGTqzyhCFsbIlDVqo3ycyEmk9jQLbGREz1r+9ufiX10tNWPMzLpPUMEmXi8JUIBOj+e9oyBWjRkwtIVRxeyuiY6IINTahgg3h61P0P2mXXQ+73m2l1Gis4sjDCZzCOXhwCQ24hia0gMIEHuAJnp3EeXRenNdla85ZzRzDDzhvnwKEj1k=</latexit>

p⇤
<latexit sha1_base64="I5ercyf843vLmRse7KceO/9xRRE=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBZBPJRECnosevFY0X5AG8pmu2mXbjZhdyKU0J/gxYMiXv1F3vw3btsctPXBwOO9GWbmBYkUBl332ymsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjlolTzXiTxTLWnYAaLoXiTRQoeSfRnEaB5O1gfDvz209cGxGrR5wk3I/oUIlQMIpWekj6F/1yxa26c5BV4uWkAjka/fJXbxCzNOIKmaTGdD03QT+jGgWTfFrqpYYnlI3pkHctVTTixs/mp07JmVUGJIy1LYVkrv6eyGhkzCQKbGdEcWSWvZn4n9dNMbz2M6GSFLlii0VhKgnGZPY3GQjNGcqJJZRpYW8lbEQ1ZWjTKdkQvOWXV0nrsuq5Ve++Vqnf5HEU4QRO4Rw8uII63EEDmsBgCM/wCm+OdF6cd+dj0Vpw8plj+APn8wf01Y2R</latexit><latexit sha1_base64="I5ercyf843vLmRse7KceO/9xRRE=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBZBPJRECnosevFY0X5AG8pmu2mXbjZhdyKU0J/gxYMiXv1F3vw3btsctPXBwOO9GWbmBYkUBl332ymsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjlolTzXiTxTLWnYAaLoXiTRQoeSfRnEaB5O1gfDvz209cGxGrR5wk3I/oUIlQMIpWekj6F/1yxa26c5BV4uWkAjka/fJXbxCzNOIKmaTGdD03QT+jGgWTfFrqpYYnlI3pkHctVTTixs/mp07JmVUGJIy1LYVkrv6eyGhkzCQKbGdEcWSWvZn4n9dNMbz2M6GSFLlii0VhKgnGZPY3GQjNGcqJJZRpYW8lbEQ1ZWjTKdkQvOWXV0nrsuq5Ve++Vqnf5HEU4QRO4Rw8uII63EEDmsBgCM/wCm+OdF6cd+dj0Vpw8plj+APn8wf01Y2R</latexit><latexit sha1_base64="I5ercyf843vLmRse7KceO/9xRRE=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBZBPJRECnosevFY0X5AG8pmu2mXbjZhdyKU0J/gxYMiXv1F3vw3btsctPXBwOO9GWbmBYkUBl332ymsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjlolTzXiTxTLWnYAaLoXiTRQoeSfRnEaB5O1gfDvz209cGxGrR5wk3I/oUIlQMIpWekj6F/1yxa26c5BV4uWkAjka/fJXbxCzNOIKmaTGdD03QT+jGgWTfFrqpYYnlI3pkHctVTTixs/mp07JmVUGJIy1LYVkrv6eyGhkzCQKbGdEcWSWvZn4n9dNMbz2M6GSFLlii0VhKgnGZPY3GQjNGcqJJZRpYW8lbEQ1ZWjTKdkQvOWXV0nrsuq5Ve++Vqnf5HEU4QRO4Rw8uII63EEDmsBgCM/wCm+OdF6cd+dj0Vpw8plj+APn8wf01Y2R</latexit><latexit sha1_base64="I5ercyf843vLmRse7KceO/9xRRE=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBZBPJRECnosevFY0X5AG8pmu2mXbjZhdyKU0J/gxYMiXv1F3vw3btsctPXBwOO9GWbmBYkUBl332ymsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjlolTzXiTxTLWnYAaLoXiTRQoeSfRnEaB5O1gfDvz209cGxGrR5wk3I/oUIlQMIpWekj6F/1yxa26c5BV4uWkAjka/fJXbxCzNOIKmaTGdD03QT+jGgWTfFrqpYYnlI3pkHctVTTixs/mp07JmVUGJIy1LYVkrv6eyGhkzCQKbGdEcWSWvZn4n9dNMbz2M6GSFLlii0VhKgnGZPY3GQjNGcqJJZRpYW8lbEQ1ZWjTKdkQvOWXV0nrsuq5Ve++Vqnf5HEU4QRO4Rw8uII63EEDmsBgCM/wCm+OdF6cd+dj0Vpw8plj+APn8wf01Y2R</latexit>

↵̃�1
<latexit sha1_base64="dbrLvDfhoKDOoSPq+JMMqbAlKis=">AAAB/HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/oj16WSyCF0sigh4LXjxWsB/QxLLZbNqlm03Y3Qgh1L/ixYMiXv0h3vw3btsctPXBwOO9GWbmBSlnSjvOt1VZW9/Y3Kpu13Z29/YP7MOjrkoySWiHJDyR/QArypmgHc00p/1UUhwHnPaCyc3M7z1SqVgi7nWeUj/GI8EiRrA20tCue5rxkBYe5ukYTx+Kc3c6tBtO05kDrRK3JA0o0R7aX16YkCymQhOOlRq4Tqr9AkvNCKfTmpcpmmIywSM6MFTgmCq/mB8/RadGCVGUSFNCo7n6e6LAsVJ5HJjOGOuxWvZm4n/eINPRtV8wkWaaCrJYFGUc6QTNkkAhk5RonhuCiWTmVkTGWGKiTV41E4K7/PIq6V40Xafp3l02Wq0yjiocwwmcgQtX0IJbaEMHCOTwDK/wZj1ZL9a79bForVjlTB3+wPr8Ad9mlOM=</latexit><latexit sha1_base64="dbrLvDfhoKDOoSPq+JMMqbAlKis=">AAAB/HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/oj16WSyCF0sigh4LXjxWsB/QxLLZbNqlm03Y3Qgh1L/ixYMiXv0h3vw3btsctPXBwOO9GWbmBSlnSjvOt1VZW9/Y3Kpu13Z29/YP7MOjrkoySWiHJDyR/QArypmgHc00p/1UUhwHnPaCyc3M7z1SqVgi7nWeUj/GI8EiRrA20tCue5rxkBYe5ukYTx+Kc3c6tBtO05kDrRK3JA0o0R7aX16YkCymQhOOlRq4Tqr9AkvNCKfTmpcpmmIywSM6MFTgmCq/mB8/RadGCVGUSFNCo7n6e6LAsVJ5HJjOGOuxWvZm4n/eINPRtV8wkWaaCrJYFGUc6QTNkkAhk5RonhuCiWTmVkTGWGKiTV41E4K7/PIq6V40Xafp3l02Wq0yjiocwwmcgQtX0IJbaEMHCOTwDK/wZj1ZL9a79bForVjlTB3+wPr8Ad9mlOM=</latexit><latexit sha1_base64="dbrLvDfhoKDOoSPq+JMMqbAlKis=">AAAB/HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/oj16WSyCF0sigh4LXjxWsB/QxLLZbNqlm03Y3Qgh1L/ixYMiXv0h3vw3btsctPXBwOO9GWbmBSlnSjvOt1VZW9/Y3Kpu13Z29/YP7MOjrkoySWiHJDyR/QArypmgHc00p/1UUhwHnPaCyc3M7z1SqVgi7nWeUj/GI8EiRrA20tCue5rxkBYe5ukYTx+Kc3c6tBtO05kDrRK3JA0o0R7aX16YkCymQhOOlRq4Tqr9AkvNCKfTmpcpmmIywSM6MFTgmCq/mB8/RadGCVGUSFNCo7n6e6LAsVJ5HJjOGOuxWvZm4n/eINPRtV8wkWaaCrJYFGUc6QTNkkAhk5RonhuCiWTmVkTGWGKiTV41E4K7/PIq6V40Xafp3l02Wq0yjiocwwmcgQtX0IJbaEMHCOTwDK/wZj1ZL9a79bForVjlTB3+wPr8Ad9mlOM=</latexit><latexit sha1_base64="dbrLvDfhoKDOoSPq+JMMqbAlKis=">AAAB/HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/oj16WSyCF0sigh4LXjxWsB/QxLLZbNqlm03Y3Qgh1L/ixYMiXv0h3vw3btsctPXBwOO9GWbmBSlnSjvOt1VZW9/Y3Kpu13Z29/YP7MOjrkoySWiHJDyR/QArypmgHc00p/1UUhwHnPaCyc3M7z1SqVgi7nWeUj/GI8EiRrA20tCue5rxkBYe5ukYTx+Kc3c6tBtO05kDrRK3JA0o0R7aX16YkCymQhOOlRq4Tqr9AkvNCKfTmpcpmmIywSM6MFTgmCq/mB8/RadGCVGUSFNCo7n6e6LAsVJ5HJjOGOuxWvZm4n/eINPRtV8wkWaaCrJYFGUc6QTNkkAhk5RonhuCiWTmVkTGWGKiTV41E4K7/PIq6V40Xafp3l02Wq0yjiocwwmcgQtX0IJbaEMHCOTwDK/wZj1ZL9a79bForVjlTB3+wPr8Ad9mlOM=</latexit>

↵�1
<latexit sha1_base64="N548HjPnQaw96eliABQ7h/ker6Q=">AAAB8nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBiyURQY8FLx4r2A9IY5lsN+3SzSbsboQS+jO8eFDEq7/Gm//GbZuDtj4YeLw3w8y8MBVcG9f9dkpr6xubW+Xtys7u3v5B9fCorZNMUdaiiUhUN0TNBJesZbgRrJsqhnEoWCcc3878zhNTmifywUxSFsQ4lDziFI2V/B6KdISP+YU37Vdrbt2dg6wSryA1KNDsV796g4RmMZOGCtTa99zUBDkqw6lg00ov0yxFOsYh8y2VGDMd5POTp+TMKgMSJcqWNGSu/p7IMdZ6Eoe2M0Yz0sveTPzP8zMT3QQ5l2lmmKSLRVEmiEnI7H8y4IpRIyaWIFXc3kroCBVSY1Oq2BC85ZdXSfuy7rl17/6q1mgUcZThBE7hHDy4hgbcQRNaQCGBZ3iFN8c4L86787FoLTnFzDH8gfP5A+f8kPw=</latexit><latexit sha1_base64="N548HjPnQaw96eliABQ7h/ker6Q=">AAAB8nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBiyURQY8FLx4r2A9IY5lsN+3SzSbsboQS+jO8eFDEq7/Gm//GbZuDtj4YeLw3w8y8MBVcG9f9dkpr6xubW+Xtys7u3v5B9fCorZNMUdaiiUhUN0TNBJesZbgRrJsqhnEoWCcc3878zhNTmifywUxSFsQ4lDziFI2V/B6KdISP+YU37Vdrbt2dg6wSryA1KNDsV796g4RmMZOGCtTa99zUBDkqw6lg00ov0yxFOsYh8y2VGDMd5POTp+TMKgMSJcqWNGSu/p7IMdZ6Eoe2M0Yz0sveTPzP8zMT3QQ5l2lmmKSLRVEmiEnI7H8y4IpRIyaWIFXc3kroCBVSY1Oq2BC85ZdXSfuy7rl17/6q1mgUcZThBE7hHDy4hgbcQRNaQCGBZ3iFN8c4L86787FoLTnFzDH8gfP5A+f8kPw=</latexit><latexit sha1_base64="N548HjPnQaw96eliABQ7h/ker6Q=">AAAB8nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBiyURQY8FLx4r2A9IY5lsN+3SzSbsboQS+jO8eFDEq7/Gm//GbZuDtj4YeLw3w8y8MBVcG9f9dkpr6xubW+Xtys7u3v5B9fCorZNMUdaiiUhUN0TNBJesZbgRrJsqhnEoWCcc3878zhNTmifywUxSFsQ4lDziFI2V/B6KdISP+YU37Vdrbt2dg6wSryA1KNDsV796g4RmMZOGCtTa99zUBDkqw6lg00ov0yxFOsYh8y2VGDMd5POTp+TMKgMSJcqWNGSu/p7IMdZ6Eoe2M0Yz0sveTPzP8zMT3QQ5l2lmmKSLRVEmiEnI7H8y4IpRIyaWIFXc3kroCBVSY1Oq2BC85ZdXSfuy7rl17/6q1mgUcZThBE7hHDy4hgbcQRNaQCGBZ3iFN8c4L86787FoLTnFzDH8gfP5A+f8kPw=</latexit><latexit sha1_base64="N548HjPnQaw96eliABQ7h/ker6Q=">AAAB8nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBiyURQY8FLx4r2A9IY5lsN+3SzSbsboQS+jO8eFDEq7/Gm//GbZuDtj4YeLw3w8y8MBVcG9f9dkpr6xubW+Xtys7u3v5B9fCorZNMUdaiiUhUN0TNBJesZbgRrJsqhnEoWCcc3878zhNTmifywUxSFsQ4lDziFI2V/B6KdISP+YU37Vdrbt2dg6wSryA1KNDsV796g4RmMZOGCtTa99zUBDkqw6lg00ov0yxFOsYh8y2VGDMd5POTp+TMKgMSJcqWNGSu/p7IMdZ6Eoe2M0Yz0sveTPzP8zMT3QQ5l2lmmKSLRVEmiEnI7H8y4IpRIyaWIFXc3kroCBVSY1Oq2BC85ZdXSfuy7rl17/6q1mgUcZThBE7hHDy4hgbcQRNaQCGBZ3iFN8c4L86787FoLTnFzDH8gfP5A+f8kPw=</latexit>

M̃
<latexit sha1_base64="EAnsP2y6T44CBrWcCNw8R9lpnT4=">AAAB8HicbVBNS8NAEN3Ur1q/qh69LBbBU0lE0GPBixehgv2QNpTNZtIu3WzC7kQoob/CiwdFvPpzvPlv3LY5aOuDgcd7M8zMC1IpDLrut1NaW9/Y3CpvV3Z29/YPqodHbZNkmkOLJzLR3YAZkEJBCwVK6KYaWBxI6ATjm5nfeQJtRKIecJKCH7OhEpHgDK302EchQ8jvpoNqza27c9BV4hWkRgo0B9WvfpjwLAaFXDJjep6bop8zjYJLmFb6mYGU8TEbQs9SxWIwfj4/eErPrBLSKNG2FNK5+nsiZ7ExkziwnTHDkVn2ZuJ/Xi/D6NrPhUozBMUXi6JMUkzo7HsaCg0c5cQSxrWwt1I+YppxtBlVbAje8surpH1R99y6d39ZazSKOMrkhJySc+KRK9Igt6RJWoSTmDyTV/LmaOfFeXc+Fq0lp5g5Jn/gfP4AAWyQhQ==</latexit><latexit sha1_base64="EAnsP2y6T44CBrWcCNw8R9lpnT4=">AAAB8HicbVBNS8NAEN3Ur1q/qh69LBbBU0lE0GPBixehgv2QNpTNZtIu3WzC7kQoob/CiwdFvPpzvPlv3LY5aOuDgcd7M8zMC1IpDLrut1NaW9/Y3CpvV3Z29/YPqodHbZNkmkOLJzLR3YAZkEJBCwVK6KYaWBxI6ATjm5nfeQJtRKIecJKCH7OhEpHgDK302EchQ8jvpoNqza27c9BV4hWkRgo0B9WvfpjwLAaFXDJjep6bop8zjYJLmFb6mYGU8TEbQs9SxWIwfj4/eErPrBLSKNG2FNK5+nsiZ7ExkziwnTHDkVn2ZuJ/Xi/D6NrPhUozBMUXi6JMUkzo7HsaCg0c5cQSxrWwt1I+YppxtBlVbAje8surpH1R99y6d39ZazSKOMrkhJySc+KRK9Igt6RJWoSTmDyTV/LmaOfFeXc+Fq0lp5g5Jn/gfP4AAWyQhQ==</latexit><latexit sha1_base64="EAnsP2y6T44CBrWcCNw8R9lpnT4=">AAAB8HicbVBNS8NAEN3Ur1q/qh69LBbBU0lE0GPBixehgv2QNpTNZtIu3WzC7kQoob/CiwdFvPpzvPlv3LY5aOuDgcd7M8zMC1IpDLrut1NaW9/Y3CpvV3Z29/YPqodHbZNkmkOLJzLR3YAZkEJBCwVK6KYaWBxI6ATjm5nfeQJtRKIecJKCH7OhEpHgDK302EchQ8jvpoNqza27c9BV4hWkRgo0B9WvfpjwLAaFXDJjep6bop8zjYJLmFb6mYGU8TEbQs9SxWIwfj4/eErPrBLSKNG2FNK5+nsiZ7ExkziwnTHDkVn2ZuJ/Xi/D6NrPhUozBMUXi6JMUkzo7HsaCg0c5cQSxrWwt1I+YppxtBlVbAje8surpH1R99y6d39ZazSKOMrkhJySc+KRK9Igt6RJWoSTmDyTV/LmaOfFeXc+Fq0lp5g5Jn/gfP4AAWyQhQ==</latexit><latexit sha1_base64="EAnsP2y6T44CBrWcCNw8R9lpnT4=">AAAB8HicbVBNS8NAEN3Ur1q/qh69LBbBU0lE0GPBixehgv2QNpTNZtIu3WzC7kQoob/CiwdFvPpzvPlv3LY5aOuDgcd7M8zMC1IpDLrut1NaW9/Y3CpvV3Z29/YPqodHbZNkmkOLJzLR3YAZkEJBCwVK6KYaWBxI6ATjm5nfeQJtRKIecJKCH7OhEpHgDK302EchQ8jvpoNqza27c9BV4hWkRgo0B9WvfpjwLAaFXDJjep6bop8zjYJLmFb6mYGU8TEbQs9SxWIwfj4/eErPrBLSKNG2FNK5+nsiZ7ExkziwnTHDkVn2ZuJ/Xi/D6NrPhUozBMUXi6JMUkzo7HsaCg0c5cQSxrWwt1I+YppxtBlVbAje8surpH1R99y6d39ZazSKOMrkhJySc+KRK9Igt6RJWoSTmDyTV/LmaOfFeXc+Fq0lp5g5Jn/gfP4AAWyQhQ==</latexit>

f
<latexit sha1_base64="hCKRy2bD7uWG96XJbGEUGMheTQI=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lE0GPBi8cWTFtoQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8MBVcG9f9dkobm1vbO+Xdyt7+weFR9fikrZNMMfRZIhLVDalGwSX6hhuB3VQhjUOBnXByN/c7T6g0T+SDmaYYxHQkecQZNVZqRYNqza27C5B14hWkBgWag+pXf5iwLEZpmKBa9zw3NUFOleFM4KzSzzSmlE3oCHuWShqjDvLFoTNyYZUhiRJlSxqyUH9P5DTWehqHtjOmZqxXvbn4n9fLTHQb5FymmUHJlouiTBCTkPnXZMgVMiOmllCmuL2VsDFVlBmbTcWG4K2+vE7aV3XPrXut61qjUcRRhjM4h0vw4AYacA9N8IEBwjO8wpvz6Lw4787HsrXkFDOn8AfO5w/KV4zo</latexit><latexit sha1_base64="hCKRy2bD7uWG96XJbGEUGMheTQI=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lE0GPBi8cWTFtoQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8MBVcG9f9dkobm1vbO+Xdyt7+weFR9fikrZNMMfRZIhLVDalGwSX6hhuB3VQhjUOBnXByN/c7T6g0T+SDmaYYxHQkecQZNVZqRYNqza27C5B14hWkBgWag+pXf5iwLEZpmKBa9zw3NUFOleFM4KzSzzSmlE3oCHuWShqjDvLFoTNyYZUhiRJlSxqyUH9P5DTWehqHtjOmZqxXvbn4n9fLTHQb5FymmUHJlouiTBCTkPnXZMgVMiOmllCmuL2VsDFVlBmbTcWG4K2+vE7aV3XPrXut61qjUcRRhjM4h0vw4AYacA9N8IEBwjO8wpvz6Lw4787HsrXkFDOn8AfO5w/KV4zo</latexit><latexit sha1_base64="hCKRy2bD7uWG96XJbGEUGMheTQI=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lE0GPBi8cWTFtoQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8MBVcG9f9dkobm1vbO+Xdyt7+weFR9fikrZNMMfRZIhLVDalGwSX6hhuB3VQhjUOBnXByN/c7T6g0T+SDmaYYxHQkecQZNVZqRYNqza27C5B14hWkBgWag+pXf5iwLEZpmKBa9zw3NUFOleFM4KzSzzSmlE3oCHuWShqjDvLFoTNyYZUhiRJlSxqyUH9P5DTWehqHtjOmZqxXvbn4n9fLTHQb5FymmUHJlouiTBCTkPnXZMgVMiOmllCmuL2VsDFVlBmbTcWG4K2+vE7aV3XPrXut61qjUcRRhjM4h0vw4AYacA9N8IEBwjO8wpvz6Lw4787HsrXkFDOn8AfO5w/KV4zo</latexit><latexit sha1_base64="hCKRy2bD7uWG96XJbGEUGMheTQI=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lE0GPBi8cWTFtoQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8MBVcG9f9dkobm1vbO+Xdyt7+weFR9fikrZNMMfRZIhLVDalGwSX6hhuB3VQhjUOBnXByN/c7T6g0T+SDmaYYxHQkecQZNVZqRYNqza27C5B14hWkBgWag+pXf5iwLEZpmKBa9zw3NUFOleFM4KzSzzSmlE3oCHuWShqjDvLFoTNyYZUhiRJlSxqyUH9P5DTWehqHtjOmZqxXvbn4n9fLTHQb5FymmUHJlouiTBCTkPnXZMgVMiOmllCmuL2VsDFVlBmbTcWG4K2+vE7aV3XPrXut61qjUcRRhjM4h0vw4AYacA9N8IEBwjO8wpvz6Lw4787HsrXkFDOn8AfO5w/KV4zo</latexit>

f̃ = ↵̃�1 � f � ↵
<latexit sha1_base64="v6F0Wv721WwDgUHJR//dhXequO8=">AAACGHicbZDLSsNAFIYn9VbrLerSzWAR3FgTEXQjFNy4rGAv0MQymZy0QycXZiZCCXkMN76KGxeKuO3Ot3GaZqGtB4b5+P9zmDm/l3AmlWV9G5WV1bX1jepmbWt7Z3fP3D/oyDgVFNo05rHoeUQCZxG0FVMceokAEnocut74duZ3n0BIFkcPapKAG5JhxAJGidLSwDx3FOM+ZEF+U5JDeDIi+WN2ZucOZYLioLjm+sCsWw2rKLwMdgl1VFZrYE4dP6ZpCJGinEjZt61EuRkRilEOec1JJSSEjskQ+hojEoJ0s2KxHJ9oxcdBLPSJFC7U3xMZCaWchJ7uDIkayUVvJv7n9VMVXLsZi5JUQUTnDwUpxyrGs5SwzwRQxScaCBVM/xXTERGEKp1lTYdgL668DJ2Lhm017PvLerNZxlFFR+gYnSIbXaEmukMt1EYUPaNX9I4+jBfjzfg0vuatFaOcOUR/ypj+AOfdoOY=</latexit><latexit sha1_base64="v6F0Wv721WwDgUHJR//dhXequO8=">AAACGHicbZDLSsNAFIYn9VbrLerSzWAR3FgTEXQjFNy4rGAv0MQymZy0QycXZiZCCXkMN76KGxeKuO3Ot3GaZqGtB4b5+P9zmDm/l3AmlWV9G5WV1bX1jepmbWt7Z3fP3D/oyDgVFNo05rHoeUQCZxG0FVMceokAEnocut74duZ3n0BIFkcPapKAG5JhxAJGidLSwDx3FOM+ZEF+U5JDeDIi+WN2ZucOZYLioLjm+sCsWw2rKLwMdgl1VFZrYE4dP6ZpCJGinEjZt61EuRkRilEOec1JJSSEjskQ+hojEoJ0s2KxHJ9oxcdBLPSJFC7U3xMZCaWchJ7uDIkayUVvJv7n9VMVXLsZi5JUQUTnDwUpxyrGs5SwzwRQxScaCBVM/xXTERGEKp1lTYdgL668DJ2Lhm017PvLerNZxlFFR+gYnSIbXaEmukMt1EYUPaNX9I4+jBfjzfg0vuatFaOcOUR/ypj+AOfdoOY=</latexit><latexit sha1_base64="v6F0Wv721WwDgUHJR//dhXequO8=">AAACGHicbZDLSsNAFIYn9VbrLerSzWAR3FgTEXQjFNy4rGAv0MQymZy0QycXZiZCCXkMN76KGxeKuO3Ot3GaZqGtB4b5+P9zmDm/l3AmlWV9G5WV1bX1jepmbWt7Z3fP3D/oyDgVFNo05rHoeUQCZxG0FVMceokAEnocut74duZ3n0BIFkcPapKAG5JhxAJGidLSwDx3FOM+ZEF+U5JDeDIi+WN2ZucOZYLioLjm+sCsWw2rKLwMdgl1VFZrYE4dP6ZpCJGinEjZt61EuRkRilEOec1JJSSEjskQ+hojEoJ0s2KxHJ9oxcdBLPSJFC7U3xMZCaWchJ7uDIkayUVvJv7n9VMVXLsZi5JUQUTnDwUpxyrGs5SwzwRQxScaCBVM/xXTERGEKp1lTYdgL668DJ2Lhm017PvLerNZxlFFR+gYnSIbXaEmukMt1EYUPaNX9I4+jBfjzfg0vuatFaOcOUR/ypj+AOfdoOY=</latexit><latexit sha1_base64="v6F0Wv721WwDgUHJR//dhXequO8=">AAACGHicbZDLSsNAFIYn9VbrLerSzWAR3FgTEXQjFNy4rGAv0MQymZy0QycXZiZCCXkMN76KGxeKuO3Ot3GaZqGtB4b5+P9zmDm/l3AmlWV9G5WV1bX1jepmbWt7Z3fP3D/oyDgVFNo05rHoeUQCZxG0FVMceokAEnocut74duZ3n0BIFkcPapKAG5JhxAJGidLSwDx3FOM+ZEF+U5JDeDIi+WN2ZucOZYLioLjm+sCsWw2rKLwMdgl1VFZrYE4dP6ZpCJGinEjZt61EuRkRilEOec1JJSSEjskQ+hojEoJ0s2KxHJ9oxcdBLPSJFC7U3xMZCaWchJ7uDIkayUVvJv7n9VMVXLsZi5JUQUTnDwUpxyrGs5SwzwRQxScaCBVM/xXTERGEKp1lTYdgL668DJ2Lhm017PvLerNZxlFFR+gYnSIbXaEmukMt1EYUPaNX9I4+jBfjzfg0vuatFaOcOUR/ypj+AOfdoOY=</latexit>

p̃⇤
<latexit sha1_base64="hcGrbp9iWEa/q+osI5/cgR1N1Mc=">AAAB8nicbVBNS8NAEN3Ur1q/qh69LBZBPJREBD0WvXisYD+gDWWzmbRLN5uwOxFK6M/w4kERr/4ab/4bt20O2vpg4PHeDDPzglQKg6777ZTW1jc2t8rblZ3dvf2D6uFR2ySZ5tDiiUx0N2AGpFDQQoESuqkGFgcSOsH4buZ3nkAbkahHnKTgx2yoRCQ4Qyv1+ihkCHk6HVwMqjW37s5BV4lXkBop0BxUv/phwrMYFHLJjOl5bop+zjQKLmFa6WcGUsbHbAg9SxWLwfj5/OQpPbNKSKNE21JI5+rviZzFxkziwHbGDEdm2ZuJ/3m9DKMbPxcqzRAUXyyKMkkxobP/aSg0cJQTSxjXwt5K+YhpxtGmVLEheMsvr5L2Zd1z697DVa1xW8RRJifklJwTj1yTBrknTdIinCTkmbySNwedF+fd+Vi0lpxi5pj8gfP5A1jdkUc=</latexit><latexit sha1_base64="hcGrbp9iWEa/q+osI5/cgR1N1Mc=">AAAB8nicbVBNS8NAEN3Ur1q/qh69LBZBPJREBD0WvXisYD+gDWWzmbRLN5uwOxFK6M/w4kERr/4ab/4bt20O2vpg4PHeDDPzglQKg6777ZTW1jc2t8rblZ3dvf2D6uFR2ySZ5tDiiUx0N2AGpFDQQoESuqkGFgcSOsH4buZ3nkAbkahHnKTgx2yoRCQ4Qyv1+ihkCHk6HVwMqjW37s5BV4lXkBop0BxUv/phwrMYFHLJjOl5bop+zjQKLmFa6WcGUsbHbAg9SxWLwfj5/OQpPbNKSKNE21JI5+rviZzFxkziwHbGDEdm2ZuJ/3m9DKMbPxcqzRAUXyyKMkkxobP/aSg0cJQTSxjXwt5K+YhpxtGmVLEheMsvr5L2Zd1z697DVa1xW8RRJifklJwTj1yTBrknTdIinCTkmbySNwedF+fd+Vi0lpxi5pj8gfP5A1jdkUc=</latexit><latexit sha1_base64="hcGrbp9iWEa/q+osI5/cgR1N1Mc=">AAAB8nicbVBNS8NAEN3Ur1q/qh69LBZBPJREBD0WvXisYD+gDWWzmbRLN5uwOxFK6M/w4kERr/4ab/4bt20O2vpg4PHeDDPzglQKg6777ZTW1jc2t8rblZ3dvf2D6uFR2ySZ5tDiiUx0N2AGpFDQQoESuqkGFgcSOsH4buZ3nkAbkahHnKTgx2yoRCQ4Qyv1+ihkCHk6HVwMqjW37s5BV4lXkBop0BxUv/phwrMYFHLJjOl5bop+zjQKLmFa6WcGUsbHbAg9SxWLwfj5/OQpPbNKSKNE21JI5+rviZzFxkziwHbGDEdm2ZuJ/3m9DKMbPxcqzRAUXyyKMkkxobP/aSg0cJQTSxjXwt5K+YhpxtGmVLEheMsvr5L2Zd1z697DVa1xW8RRJifklJwTj1yTBrknTdIinCTkmbySNwedF+fd+Vi0lpxi5pj8gfP5A1jdkUc=</latexit><latexit sha1_base64="hcGrbp9iWEa/q+osI5/cgR1N1Mc=">AAAB8nicbVBNS8NAEN3Ur1q/qh69LBZBPJREBD0WvXisYD+gDWWzmbRLN5uwOxFK6M/w4kERr/4ab/4bt20O2vpg4PHeDDPzglQKg6777ZTW1jc2t8rblZ3dvf2D6uFR2ySZ5tDiiUx0N2AGpFDQQoESuqkGFgcSOsH4buZ3nkAbkahHnKTgx2yoRCQ4Qyv1+ihkCHk6HVwMqjW37s5BV4lXkBop0BxUv/phwrMYFHLJjOl5bop+zjQKLmFa6WcGUsbHbAg9SxWLwfj5/OQpPbNKSKNE21JI5+rviZzFxkziwHbGDEdm2ZuJ/3m9DKMbPxcqzRAUXyyKMkkxobP/aSg0cJQTSxjXwt5K+YhpxtGmVLEheMsvr5L2Zd1z697DVa1xW8RRJifklJwTj1yTBrknTdIinCTkmbySNwedF+fd+Vi0lpxi5pj8gfP5A1jdkUc=</latexit>

M̃ \ Ṽ
<latexit sha1_base64="yszOtO8fJ7w6L4iY0vcEjMbmXbc=">AAACAHicdVDLSgMxFM3UV62vURcu3ASL4GrIlFbbXcGNG6GCfUBnKJlMpg3NPEgyQhlm46+4caGIWz/DnX9j2o6gogcunJxzL7n3eAlnUiH0YZRWVtfWN8qbla3tnd09c/+gJ+NUENolMY/FwMOSchbRrmKK00EiKA49Tvve9HLu9++okCyObtUsoW6IxxELGMFKSyPzyFGM+zS7zh2CE1i8evnIrCIL1ZqNeg0iq9ZALbulSQPZrfM6tC20QBUU6IzMd8ePSRrSSBGOpRzaKFFuhoVihNO84qSSJphM8ZgONY1wSKWbLQ7I4alWfBjEQlek4EL9PpHhUMpZ6OnOEKuJ/O3Nxb+8YaqCppuxKEkVjcjyoyDlUMVwngb0maBE8ZkmmAimd4VkggUmSmdW0SF8XQr/J72aZSPLvqlX2+0ijjI4BifgDNjgArTBFeiALiAgBw/gCTwb98aj8WK8LltLRjFzCH7AePsEddmW9g==</latexit><latexit sha1_base64="yszOtO8fJ7w6L4iY0vcEjMbmXbc=">AAACAHicdVDLSgMxFM3UV62vURcu3ASL4GrIlFbbXcGNG6GCfUBnKJlMpg3NPEgyQhlm46+4caGIWz/DnX9j2o6gogcunJxzL7n3eAlnUiH0YZRWVtfWN8qbla3tnd09c/+gJ+NUENolMY/FwMOSchbRrmKK00EiKA49Tvve9HLu9++okCyObtUsoW6IxxELGMFKSyPzyFGM+zS7zh2CE1i8evnIrCIL1ZqNeg0iq9ZALbulSQPZrfM6tC20QBUU6IzMd8ePSRrSSBGOpRzaKFFuhoVihNO84qSSJphM8ZgONY1wSKWbLQ7I4alWfBjEQlek4EL9PpHhUMpZ6OnOEKuJ/O3Nxb+8YaqCppuxKEkVjcjyoyDlUMVwngb0maBE8ZkmmAimd4VkggUmSmdW0SF8XQr/J72aZSPLvqlX2+0ijjI4BifgDNjgArTBFeiALiAgBw/gCTwb98aj8WK8LltLRjFzCH7AePsEddmW9g==</latexit><latexit sha1_base64="yszOtO8fJ7w6L4iY0vcEjMbmXbc=">AAACAHicdVDLSgMxFM3UV62vURcu3ASL4GrIlFbbXcGNG6GCfUBnKJlMpg3NPEgyQhlm46+4caGIWz/DnX9j2o6gogcunJxzL7n3eAlnUiH0YZRWVtfWN8qbla3tnd09c/+gJ+NUENolMY/FwMOSchbRrmKK00EiKA49Tvve9HLu9++okCyObtUsoW6IxxELGMFKSyPzyFGM+zS7zh2CE1i8evnIrCIL1ZqNeg0iq9ZALbulSQPZrfM6tC20QBUU6IzMd8ePSRrSSBGOpRzaKFFuhoVihNO84qSSJphM8ZgONY1wSKWbLQ7I4alWfBjEQlek4EL9PpHhUMpZ6OnOEKuJ/O3Nxb+8YaqCppuxKEkVjcjyoyDlUMVwngb0maBE8ZkmmAimd4VkggUmSmdW0SF8XQr/J72aZSPLvqlX2+0ijjI4BifgDNjgArTBFeiALiAgBw/gCTwb98aj8WK8LltLRjFzCH7AePsEddmW9g==</latexit><latexit sha1_base64="yszOtO8fJ7w6L4iY0vcEjMbmXbc=">AAACAHicdVDLSgMxFM3UV62vURcu3ASL4GrIlFbbXcGNG6GCfUBnKJlMpg3NPEgyQhlm46+4caGIWz/DnX9j2o6gogcunJxzL7n3eAlnUiH0YZRWVtfWN8qbla3tnd09c/+gJ+NUENolMY/FwMOSchbRrmKK00EiKA49Tvve9HLu9++okCyObtUsoW6IxxELGMFKSyPzyFGM+zS7zh2CE1i8evnIrCIL1ZqNeg0iq9ZALbulSQPZrfM6tC20QBUU6IzMd8ePSRrSSBGOpRzaKFFuhoVihNO84qSSJphM8ZgONY1wSKWbLQ7I4alWfBjEQlek4EL9PpHhUMpZ6OnOEKuJ/O3Nxb+8YaqCppuxKEkVjcjyoyDlUMVwngb0maBE8ZkmmAimd4VkggUmSmdW0SF8XQr/J72aZSPLvqlX2+0ijjI4BifgDNjgArTBFeiALiAgBw/gCTwb98aj8WK8LltLRjFzCH7AePsEddmW9g==</latexit>

v = �̇(0)
<latexit sha1_base64="qAEYsfeJGV/cSi7dPqL2ikg2M3g=">AAAB+XicdVDLSgMxFM34rPU16tJNsAh1M2R81oVQdOOygn1AO5RMmrahmQfJnUIZ+iduXCji1j9x59+YTkdQ0QMXDufcm9x7/FgKDYR8WAuLS8srq4W14vrG5ta2vbPb0FGiGK+zSEaq5VPNpQh5HQRI3ooVp4EvedMf3cz85pgrLaLwHiYx9wI6CEVfMApG6tr2+KrTiyDt+BzotEyOunaJOGfEvTwnmDgkQ0Yq7omL3VwpoRy1rv1uHmBJwENgkmrddkkMXkoVCCb5tNhJNI8pG9EBbxsa0oBrL802n+JDo/RwP1KmQsCZ+n0ipYHWk8A3nQGFof7tzcS/vHYC/YqXijBOgIds/lE/kRgiPIsB94TiDOTEEMqUMLtiNqSKMjBhFU0IX5fi/0nj2HGJ496dlqrXeRwFtI8OUBm56AJV0S2qoTpiaIwe0BN6tlLr0XqxXuetC1Y+s4d+wHr7BPT8kzQ=</latexit><latexit sha1_base64="qAEYsfeJGV/cSi7dPqL2ikg2M3g=">AAAB+XicdVDLSgMxFM34rPU16tJNsAh1M2R81oVQdOOygn1AO5RMmrahmQfJnUIZ+iduXCji1j9x59+YTkdQ0QMXDufcm9x7/FgKDYR8WAuLS8srq4W14vrG5ta2vbPb0FGiGK+zSEaq5VPNpQh5HQRI3ooVp4EvedMf3cz85pgrLaLwHiYx9wI6CEVfMApG6tr2+KrTiyDt+BzotEyOunaJOGfEvTwnmDgkQ0Yq7omL3VwpoRy1rv1uHmBJwENgkmrddkkMXkoVCCb5tNhJNI8pG9EBbxsa0oBrL802n+JDo/RwP1KmQsCZ+n0ipYHWk8A3nQGFof7tzcS/vHYC/YqXijBOgIds/lE/kRgiPIsB94TiDOTEEMqUMLtiNqSKMjBhFU0IX5fi/0nj2HGJ496dlqrXeRwFtI8OUBm56AJV0S2qoTpiaIwe0BN6tlLr0XqxXuetC1Y+s4d+wHr7BPT8kzQ=</latexit><latexit sha1_base64="qAEYsfeJGV/cSi7dPqL2ikg2M3g=">AAAB+XicdVDLSgMxFM34rPU16tJNsAh1M2R81oVQdOOygn1AO5RMmrahmQfJnUIZ+iduXCji1j9x59+YTkdQ0QMXDufcm9x7/FgKDYR8WAuLS8srq4W14vrG5ta2vbPb0FGiGK+zSEaq5VPNpQh5HQRI3ooVp4EvedMf3cz85pgrLaLwHiYx9wI6CEVfMApG6tr2+KrTiyDt+BzotEyOunaJOGfEvTwnmDgkQ0Yq7omL3VwpoRy1rv1uHmBJwENgkmrddkkMXkoVCCb5tNhJNI8pG9EBbxsa0oBrL802n+JDo/RwP1KmQsCZ+n0ipYHWk8A3nQGFof7tzcS/vHYC/YqXijBOgIds/lE/kRgiPIsB94TiDOTEEMqUMLtiNqSKMjBhFU0IX5fi/0nj2HGJ496dlqrXeRwFtI8OUBm56AJV0S2qoTpiaIwe0BN6tlLr0XqxXuetC1Y+s4d+wHr7BPT8kzQ=</latexit><latexit sha1_base64="qAEYsfeJGV/cSi7dPqL2ikg2M3g=">AAAB+XicdVDLSgMxFM34rPU16tJNsAh1M2R81oVQdOOygn1AO5RMmrahmQfJnUIZ+iduXCji1j9x59+YTkdQ0QMXDufcm9x7/FgKDYR8WAuLS8srq4W14vrG5ta2vbPb0FGiGK+zSEaq5VPNpQh5HQRI3ooVp4EvedMf3cz85pgrLaLwHiYx9wI6CEVfMApG6tr2+KrTiyDt+BzotEyOunaJOGfEvTwnmDgkQ0Yq7omL3VwpoRy1rv1uHmBJwENgkmrddkkMXkoVCCb5tNhJNI8pG9EBbxsa0oBrL802n+JDo/RwP1KmQsCZ+n0ipYHWk8A3nQGFof7tzcS/vHYC/YqXijBOgIds/lE/kRgiPIsB94TiDOTEEMqUMLtiNqSKMjBhFU0IX5fi/0nj2HGJ496dlqrXeRwFtI8OUBm56AJV0S2qoTpiaIwe0BN6tlLr0XqxXuetC1Y+s4d+wHr7BPT8kzQ=</latexit>

ṽ = ˙̃�(0)
<latexit sha1_base64="aDPsOvbatj31vlPrdWJK8ViZFPM=">AAACCXicdVDLSgMxFM34rPU16tJNsAi6KRnfLoSiG5cVrAptKZn0VkMzD5I7Qhlm68ZfceNCEbf+gTv/xnQ6gooeCJycc+9N7vFjJQ0y9uGMjU9MTk2XZsqzc/MLi+7S8oWJEi2gISIV6SufG1AyhAZKVHAVa+CBr+DS758M/ctb0EZG4TkOYmgH/DqUPSk4Wqnj0hZK1YX0NjtqdSNMi2vLB+RZtsE2O26FVXeZd7jHKKuyHDk58LY96hVKhRSod9x3O0gkAYQoFDem6bEY2ynXKIWCrNxKDMRc9Pk1NC0NeQCmneabZHTdKl3ai7Q9IdJc/d6R8sCYQeDbyoDjjfntDcW/vGaCvYN2KsM4QQjF6KFeoihGdBgL7UoNAtXAEi60tH+l4oZrLtCGV7YhfG1K/ycXW1WPVb2znUrtuIijRFbJGtkgHtknNXJK6qRBBLkjD+SJPDv3zqPz4ryOSsecomeF/IDz9gkzAJqg</latexit><latexit sha1_base64="aDPsOvbatj31vlPrdWJK8ViZFPM=">AAACCXicdVDLSgMxFM34rPU16tJNsAi6KRnfLoSiG5cVrAptKZn0VkMzD5I7Qhlm68ZfceNCEbf+gTv/xnQ6gooeCJycc+9N7vFjJQ0y9uGMjU9MTk2XZsqzc/MLi+7S8oWJEi2gISIV6SufG1AyhAZKVHAVa+CBr+DS758M/ctb0EZG4TkOYmgH/DqUPSk4Wqnj0hZK1YX0NjtqdSNMi2vLB+RZtsE2O26FVXeZd7jHKKuyHDk58LY96hVKhRSod9x3O0gkAYQoFDem6bEY2ynXKIWCrNxKDMRc9Pk1NC0NeQCmneabZHTdKl3ai7Q9IdJc/d6R8sCYQeDbyoDjjfntDcW/vGaCvYN2KsM4QQjF6KFeoihGdBgL7UoNAtXAEi60tH+l4oZrLtCGV7YhfG1K/ycXW1WPVb2znUrtuIijRFbJGtkgHtknNXJK6qRBBLkjD+SJPDv3zqPz4ryOSsecomeF/IDz9gkzAJqg</latexit><latexit sha1_base64="aDPsOvbatj31vlPrdWJK8ViZFPM=">AAACCXicdVDLSgMxFM34rPU16tJNsAi6KRnfLoSiG5cVrAptKZn0VkMzD5I7Qhlm68ZfceNCEbf+gTv/xnQ6gooeCJycc+9N7vFjJQ0y9uGMjU9MTk2XZsqzc/MLi+7S8oWJEi2gISIV6SufG1AyhAZKVHAVa+CBr+DS758M/ctb0EZG4TkOYmgH/DqUPSk4Wqnj0hZK1YX0NjtqdSNMi2vLB+RZtsE2O26FVXeZd7jHKKuyHDk58LY96hVKhRSod9x3O0gkAYQoFDem6bEY2ynXKIWCrNxKDMRc9Pk1NC0NeQCmneabZHTdKl3ai7Q9IdJc/d6R8sCYQeDbyoDjjfntDcW/vGaCvYN2KsM4QQjF6KFeoihGdBgL7UoNAtXAEi60tH+l4oZrLtCGV7YhfG1K/ycXW1WPVb2znUrtuIijRFbJGtkgHtknNXJK6qRBBLkjD+SJPDv3zqPz4ryOSsecomeF/IDz9gkzAJqg</latexit><latexit sha1_base64="aDPsOvbatj31vlPrdWJK8ViZFPM=">AAACCXicdVDLSgMxFM34rPU16tJNsAi6KRnfLoSiG5cVrAptKZn0VkMzD5I7Qhlm68ZfceNCEbf+gTv/xnQ6gooeCJycc+9N7vFjJQ0y9uGMjU9MTk2XZsqzc/MLi+7S8oWJEi2gISIV6SufG1AyhAZKVHAVa+CBr+DS758M/ctb0EZG4TkOYmgH/DqUPSk4Wqnj0hZK1YX0NjtqdSNMi2vLB+RZtsE2O26FVXeZd7jHKKuyHDk58LY96hVKhRSod9x3O0gkAYQoFDem6bEY2ynXKIWCrNxKDMRc9Pk1NC0NeQCmneabZHTdKl3ai7Q9IdJc/d6R8sCYQeDbyoDjjfntDcW/vGaCvYN2KsM4QQjF6KFeoihGdBgL7UoNAtXAEi60tH+l4oZrLtCGV7YhfG1K/ycXW1WPVb2znUrtuIijRFbJGtkgHtknNXJK6qRBBLkjD+SJPDv3zqPz4ryOSsecomeF/IDz9gkzAJqg</latexit>

Df |p⇤
<latexit sha1_base64="WNf2OVGDTXUW3tAfcohkyZNbJ2U=">AAAB+3icdVDLSgMxFM34rPU11qWbYBHExZD4rLuCLlxWsA9ohyGTZtrQzIMkI5ZxfsWNC0Xc+iPu/BvTaQUVPRA4nHMv9+T4ieBKI/Rhzc0vLC4tl1bKq2vrG5v2VqWl4lRS1qSxiGXHJ4oJHrGm5lqwTiIZCX3B2v7oYuK3b5lUPI5u9DhhbkgGEQ84JdpInl3phUQPVZBd5sG9lyXeQe7ZVeScIHx+iiByUIGC1PARhnimVMEMDc9+7/VjmoYs0lQQpboYJdrNiNScCpaXe6liCaEjMmBdQyMSMuVmRfYc7hmlD4NYmhdpWKjfNzISKjUOfTNZJP3tTcS/vG6qg5qb8ShJNYvo9FCQCqhjOCkC9rlkVIuxIYRKbrJCOiSSUG3qKpsSvn4K/yetQwcjB18fV+v1WR0lsAN2wT7A4AzUwRVogCag4A48gCfwbOXWo/VivU5H56zZzjb4AevtE53QlMw=</latexit><latexit sha1_base64="WNf2OVGDTXUW3tAfcohkyZNbJ2U=">AAAB+3icdVDLSgMxFM34rPU11qWbYBHExZD4rLuCLlxWsA9ohyGTZtrQzIMkI5ZxfsWNC0Xc+iPu/BvTaQUVPRA4nHMv9+T4ieBKI/Rhzc0vLC4tl1bKq2vrG5v2VqWl4lRS1qSxiGXHJ4oJHrGm5lqwTiIZCX3B2v7oYuK3b5lUPI5u9DhhbkgGEQ84JdpInl3phUQPVZBd5sG9lyXeQe7ZVeScIHx+iiByUIGC1PARhnimVMEMDc9+7/VjmoYs0lQQpboYJdrNiNScCpaXe6liCaEjMmBdQyMSMuVmRfYc7hmlD4NYmhdpWKjfNzISKjUOfTNZJP3tTcS/vG6qg5qb8ShJNYvo9FCQCqhjOCkC9rlkVIuxIYRKbrJCOiSSUG3qKpsSvn4K/yetQwcjB18fV+v1WR0lsAN2wT7A4AzUwRVogCag4A48gCfwbOXWo/VivU5H56zZzjb4AevtE53QlMw=</latexit><latexit sha1_base64="WNf2OVGDTXUW3tAfcohkyZNbJ2U=">AAAB+3icdVDLSgMxFM34rPU11qWbYBHExZD4rLuCLlxWsA9ohyGTZtrQzIMkI5ZxfsWNC0Xc+iPu/BvTaQUVPRA4nHMv9+T4ieBKI/Rhzc0vLC4tl1bKq2vrG5v2VqWl4lRS1qSxiGXHJ4oJHrGm5lqwTiIZCX3B2v7oYuK3b5lUPI5u9DhhbkgGEQ84JdpInl3phUQPVZBd5sG9lyXeQe7ZVeScIHx+iiByUIGC1PARhnimVMEMDc9+7/VjmoYs0lQQpboYJdrNiNScCpaXe6liCaEjMmBdQyMSMuVmRfYc7hmlD4NYmhdpWKjfNzISKjUOfTNZJP3tTcS/vG6qg5qb8ShJNYvo9FCQCqhjOCkC9rlkVIuxIYRKbrJCOiSSUG3qKpsSvn4K/yetQwcjB18fV+v1WR0lsAN2wT7A4AzUwRVogCag4A48gCfwbOXWo/VivU5H56zZzjb4AevtE53QlMw=</latexit><latexit sha1_base64="WNf2OVGDTXUW3tAfcohkyZNbJ2U=">AAAB+3icdVDLSgMxFM34rPU11qWbYBHExZD4rLuCLlxWsA9ohyGTZtrQzIMkI5ZxfsWNC0Xc+iPu/BvTaQUVPRA4nHMv9+T4ieBKI/Rhzc0vLC4tl1bKq2vrG5v2VqWl4lRS1qSxiGXHJ4oJHrGm5lqwTiIZCX3B2v7oYuK3b5lUPI5u9DhhbkgGEQ84JdpInl3phUQPVZBd5sG9lyXeQe7ZVeScIHx+iiByUIGC1PARhnimVMEMDc9+7/VjmoYs0lQQpboYJdrNiNScCpaXe6liCaEjMmBdQyMSMuVmRfYc7hmlD4NYmhdpWKjfNzISKjUOfTNZJP3tTcS/vG6qg5qb8ShJNYvo9FCQCqhjOCkC9rlkVIuxIYRKbrJCOiSSUG3qKpsSvn4K/yetQwcjB18fV+v1WR0lsAN2wT7A4AzUwRVogCag4A48gCfwbOXWo/VivU5H56zZzjb4AevtE53QlMw=</latexit>

D↵|u⇤
<latexit sha1_base64="y9CpPiq/oG/fmkyUkrrOntmUynw=">AAACAHicdVDLSsNAFJ34rPUVdeHCzWARxEWY+Ky7gi5cVrAPaEKYTCft0MmDmYlQYjb+ihsXirj1M9z5N07TCCp64MLhnHu59x4/4UwqhD6Mmdm5+YXFylJ1eWV1bd3c2GzLOBWEtkjMY9H1saScRbSlmOK0mwiKQ5/Tjj+6mPidWyoki6MbNU6oG+JBxAJGsNKSZ247IVZDGWSXuYN5MsR3XpZ6B7ln1pB1guzzUwSRhQoUpG4f2dAulRoo0fTMd6cfkzSkkSIcS9mzUaLcDAvFCKd51UklTTAZ4QHtaRrhkEo3Kx7I4Z5W+jCIha5IwUL9PpHhUMpx6OvO4tzf3kT8y+ulKqi7GYuSVNGITBcFKYcqhpM0YJ8JShQfa4KJYPpWSIZYYKJ0ZlUdwten8H/SPrRsZNnXx7VGo4yjAnbALtgHNjgDDXAFmqAFCMjBA3gCz8a98Wi8GK/T1hmjnNkCP2C8fQKJs5b/</latexit><latexit sha1_base64="y9CpPiq/oG/fmkyUkrrOntmUynw=">AAACAHicdVDLSsNAFJ34rPUVdeHCzWARxEWY+Ky7gi5cVrAPaEKYTCft0MmDmYlQYjb+ihsXirj1M9z5N07TCCp64MLhnHu59x4/4UwqhD6Mmdm5+YXFylJ1eWV1bd3c2GzLOBWEtkjMY9H1saScRbSlmOK0mwiKQ5/Tjj+6mPidWyoki6MbNU6oG+JBxAJGsNKSZ247IVZDGWSXuYN5MsR3XpZ6B7ln1pB1guzzUwSRhQoUpG4f2dAulRoo0fTMd6cfkzSkkSIcS9mzUaLcDAvFCKd51UklTTAZ4QHtaRrhkEo3Kx7I4Z5W+jCIha5IwUL9PpHhUMpx6OvO4tzf3kT8y+ulKqi7GYuSVNGITBcFKYcqhpM0YJ8JShQfa4KJYPpWSIZYYKJ0ZlUdwten8H/SPrRsZNnXx7VGo4yjAnbALtgHNjgDDXAFmqAFCMjBA3gCz8a98Wi8GK/T1hmjnNkCP2C8fQKJs5b/</latexit><latexit sha1_base64="y9CpPiq/oG/fmkyUkrrOntmUynw=">AAACAHicdVDLSsNAFJ34rPUVdeHCzWARxEWY+Ky7gi5cVrAPaEKYTCft0MmDmYlQYjb+ihsXirj1M9z5N07TCCp64MLhnHu59x4/4UwqhD6Mmdm5+YXFylJ1eWV1bd3c2GzLOBWEtkjMY9H1saScRbSlmOK0mwiKQ5/Tjj+6mPidWyoki6MbNU6oG+JBxAJGsNKSZ247IVZDGWSXuYN5MsR3XpZ6B7ln1pB1guzzUwSRhQoUpG4f2dAulRoo0fTMd6cfkzSkkSIcS9mzUaLcDAvFCKd51UklTTAZ4QHtaRrhkEo3Kx7I4Z5W+jCIha5IwUL9PpHhUMpx6OvO4tzf3kT8y+ulKqi7GYuSVNGITBcFKYcqhpM0YJ8JShQfa4KJYPpWSIZYYKJ0ZlUdwten8H/SPrRsZNnXx7VGo4yjAnbALtgHNjgDDXAFmqAFCMjBA3gCz8a98Wi8GK/T1hmjnNkCP2C8fQKJs5b/</latexit><latexit sha1_base64="y9CpPiq/oG/fmkyUkrrOntmUynw=">AAACAHicdVDLSsNAFJ34rPUVdeHCzWARxEWY+Ky7gi5cVrAPaEKYTCft0MmDmYlQYjb+ihsXirj1M9z5N07TCCp64MLhnHu59x4/4UwqhD6Mmdm5+YXFylJ1eWV1bd3c2GzLOBWEtkjMY9H1saScRbSlmOK0mwiKQ5/Tjj+6mPidWyoki6MbNU6oG+JBxAJGsNKSZ247IVZDGWSXuYN5MsR3XpZ6B7ln1pB1guzzUwSRhQoUpG4f2dAulRoo0fTMd6cfkzSkkSIcS9mzUaLcDAvFCKd51UklTTAZ4QHtaRrhkEo3Kx7I4Z5W+jCIha5IwUL9PpHhUMpx6OvO4tzf3kT8y+ulKqi7GYuSVNGITBcFKYcqhpM0YJ8JShQfa4KJYPpWSIZYYKJ0ZlUdwten8H/SPrRsZNnXx7VGo4yjAnbALtgHNjgDDXAFmqAFCMjBA3gCz8a98Wi8GK/T1hmjnNkCP2C8fQKJs5b/</latexit>

D↵̃�1|p̃⇤
<latexit sha1_base64="NOhKetTSZPaYLMl6EJhXVwhcTCo=">AAACFXicdVDLSsQwFE19O76qLt0EB0FEh8TnuBvQhUsFR4VpLWmaOmHSB0kqDLU/4cZfceNCEbeCO//GTK2gogcCh3Pu5eYcPxVcaYTeraHhkdGx8YnJ2tT0zOycPb9wppJMUtamiUjkhU8UEzxmbc21YBepZCTyBTv3ewcD//yaScWT+FT3U+ZG5CrmIadEG8mz152I6K4K88PC0VwELHeISLukuMw3cHHj5ZWaFt5a4dl11NhBeH8XQdRAJUrSxFsY4kqpgwrHnv3mBAnNIhZrKohSHYxS7eZEak4FK2pOplhKaI9csY6hMYmYcvMyVQFXjBLAMJHmxRqW6veNnERK9SPfTJYZfnsD8S+vk+mw6eY8TjPNYvp5KMwE1AkcVAQDLhnVom8IoZKbv0LaJZJQbYqsmRK+ksL/ydlmA6MGPtmut1pVHRNgCSyDVYDBHmiBI3AM2oCCW3APHsGTdWc9WM/Wy+fokFXtLIIfsF4/AIyeoEw=</latexit><latexit sha1_base64="NOhKetTSZPaYLMl6EJhXVwhcTCo=">AAACFXicdVDLSsQwFE19O76qLt0EB0FEh8TnuBvQhUsFR4VpLWmaOmHSB0kqDLU/4cZfceNCEbeCO//GTK2gogcCh3Pu5eYcPxVcaYTeraHhkdGx8YnJ2tT0zOycPb9wppJMUtamiUjkhU8UEzxmbc21YBepZCTyBTv3ewcD//yaScWT+FT3U+ZG5CrmIadEG8mz152I6K4K88PC0VwELHeISLukuMw3cHHj5ZWaFt5a4dl11NhBeH8XQdRAJUrSxFsY4kqpgwrHnv3mBAnNIhZrKohSHYxS7eZEak4FK2pOplhKaI9csY6hMYmYcvMyVQFXjBLAMJHmxRqW6veNnERK9SPfTJYZfnsD8S+vk+mw6eY8TjPNYvp5KMwE1AkcVAQDLhnVom8IoZKbv0LaJZJQbYqsmRK+ksL/ydlmA6MGPtmut1pVHRNgCSyDVYDBHmiBI3AM2oCCW3APHsGTdWc9WM/Wy+fokFXtLIIfsF4/AIyeoEw=</latexit><latexit sha1_base64="NOhKetTSZPaYLMl6EJhXVwhcTCo=">AAACFXicdVDLSsQwFE19O76qLt0EB0FEh8TnuBvQhUsFR4VpLWmaOmHSB0kqDLU/4cZfceNCEbeCO//GTK2gogcCh3Pu5eYcPxVcaYTeraHhkdGx8YnJ2tT0zOycPb9wppJMUtamiUjkhU8UEzxmbc21YBepZCTyBTv3ewcD//yaScWT+FT3U+ZG5CrmIadEG8mz152I6K4K88PC0VwELHeISLukuMw3cHHj5ZWaFt5a4dl11NhBeH8XQdRAJUrSxFsY4kqpgwrHnv3mBAnNIhZrKohSHYxS7eZEak4FK2pOplhKaI9csY6hMYmYcvMyVQFXjBLAMJHmxRqW6veNnERK9SPfTJYZfnsD8S+vk+mw6eY8TjPNYvp5KMwE1AkcVAQDLhnVom8IoZKbv0LaJZJQbYqsmRK+ksL/ydlmA6MGPtmut1pVHRNgCSyDVYDBHmiBI3AM2oCCW3APHsGTdWc9WM/Wy+fokFXtLIIfsF4/AIyeoEw=</latexit><latexit sha1_base64="NOhKetTSZPaYLMl6EJhXVwhcTCo=">AAACFXicdVDLSsQwFE19O76qLt0EB0FEh8TnuBvQhUsFR4VpLWmaOmHSB0kqDLU/4cZfceNCEbeCO//GTK2gogcCh3Pu5eYcPxVcaYTeraHhkdGx8YnJ2tT0zOycPb9wppJMUtamiUjkhU8UEzxmbc21YBepZCTyBTv3ewcD//yaScWT+FT3U+ZG5CrmIadEG8mz152I6K4K88PC0VwELHeISLukuMw3cHHj5ZWaFt5a4dl11NhBeH8XQdRAJUrSxFsY4kqpgwrHnv3mBAnNIhZrKohSHYxS7eZEak4FK2pOplhKaI9csY6hMYmYcvMyVQFXjBLAMJHmxRqW6veNnERK9SPfTJYZfnsD8S+vk+mw6eY8TjPNYvp5KMwE1AkcVAQDLhnVom8IoZKbv0LaJZJQbYqsmRK+ksL/ydlmA6MGPtmut1pVHRNgCSyDVYDBHmiBI3AM2oCCW3APHsGTdWc9WM/Wy+fokFXtLIIfsF4/AIyeoEw=</latexit>

Df̃ |u⇤ = D↵̃�1|p̃⇤ �Df |p⇤ �D↵|u⇤

�̃�
<latexit sha1_base64="2BYNTdFCkPPzTAWSNR1VHa3Xbww=">AAAB7HicdVBNSwMxEM36WetX1aOXYBE8LUnpao8FLx4ruG2hXUo2nbah2eySZIVS+hu8eFDEqz/Im//G9ENQ0QcDj/dmmJkXZ1IYS8iHt7a+sbm1Xdgp7u7tHxyWjo6bJs01h5CnMtXtmBmQQkFohZXQzjSwJJbQisfXc791D9qIVN3ZSQZRwoZKDARn1klhNwbLeqUy8cllUKU1TPyA0BoNHKkElJAKpj5ZoIxWaPRK791+yvMElOWSGdOhJLPRlGkruIRZsZsbyBgfsyF0HFUsARNNF8fO8LlT+niQalfK4oX6fWLKEmMmSew6E2ZH5rc3F//yOrkd1KKpUFluQfHlokEusU3x/HPcFxq4lRNHGNfC3Yr5iGnGrcun6EL4+hT/T5oVnxKf3lbL9foqjgI6RWfoAlF0heroBjVQiDgS6AE9oWdPeY/ei/e6bF3zVjMn6Ae8t08R547Y</latexit><latexit sha1_base64="2BYNTdFCkPPzTAWSNR1VHa3Xbww=">AAAB7HicdVBNSwMxEM36WetX1aOXYBE8LUnpao8FLx4ruG2hXUo2nbah2eySZIVS+hu8eFDEqz/Im//G9ENQ0QcDj/dmmJkXZ1IYS8iHt7a+sbm1Xdgp7u7tHxyWjo6bJs01h5CnMtXtmBmQQkFohZXQzjSwJJbQisfXc791D9qIVN3ZSQZRwoZKDARn1klhNwbLeqUy8cllUKU1TPyA0BoNHKkElJAKpj5ZoIxWaPRK791+yvMElOWSGdOhJLPRlGkruIRZsZsbyBgfsyF0HFUsARNNF8fO8LlT+niQalfK4oX6fWLKEmMmSew6E2ZH5rc3F//yOrkd1KKpUFluQfHlokEusU3x/HPcFxq4lRNHGNfC3Yr5iGnGrcun6EL4+hT/T5oVnxKf3lbL9foqjgI6RWfoAlF0heroBjVQiDgS6AE9oWdPeY/ei/e6bF3zVjMn6Ae8t08R547Y</latexit><latexit sha1_base64="2BYNTdFCkPPzTAWSNR1VHa3Xbww=">AAAB7HicdVBNSwMxEM36WetX1aOXYBE8LUnpao8FLx4ruG2hXUo2nbah2eySZIVS+hu8eFDEqz/Im//G9ENQ0QcDj/dmmJkXZ1IYS8iHt7a+sbm1Xdgp7u7tHxyWjo6bJs01h5CnMtXtmBmQQkFohZXQzjSwJJbQisfXc791D9qIVN3ZSQZRwoZKDARn1klhNwbLeqUy8cllUKU1TPyA0BoNHKkElJAKpj5ZoIxWaPRK791+yvMElOWSGdOhJLPRlGkruIRZsZsbyBgfsyF0HFUsARNNF8fO8LlT+niQalfK4oX6fWLKEmMmSew6E2ZH5rc3F//yOrkd1KKpUFluQfHlokEusU3x/HPcFxq4lRNHGNfC3Yr5iGnGrcun6EL4+hT/T5oVnxKf3lbL9foqjgI6RWfoAlF0heroBjVQiDgS6AE9oWdPeY/ei/e6bF3zVjMn6Ae8t08R547Y</latexit><latexit sha1_base64="2BYNTdFCkPPzTAWSNR1VHa3Xbww=">AAAB7HicdVBNSwMxEM36WetX1aOXYBE8LUnpao8FLx4ruG2hXUo2nbah2eySZIVS+hu8eFDEqz/Im//G9ENQ0QcDj/dmmJkXZ1IYS8iHt7a+sbm1Xdgp7u7tHxyWjo6bJs01h5CnMtXtmBmQQkFohZXQzjSwJJbQisfXc791D9qIVN3ZSQZRwoZKDARn1klhNwbLeqUy8cllUKU1TPyA0BoNHKkElJAKpj5ZoIxWaPRK791+yvMElOWSGdOhJLPRlGkruIRZsZsbyBgfsyF0HFUsARNNF8fO8LlT+niQalfK4oX6fWLKEmMmSew6E2ZH5rc3F//yOrkd1KKpUFluQfHlokEusU3x/HPcFxq4lRNHGNfC3Yr5iGnGrcun6EL4+hT/T5oVnxKf3lbL9foqjgI6RWfoAlF0heroBjVQiDgS6AE9oWdPeY/ei/e6bF3zVjMn6Ae8t08R547Y</latexit>

(�",+")
<latexit sha1_base64="oOlRALD5CFMn7gtahjrlnjpnZU8=">AAACBHicdVDLSgMxFM3UV62vqstugkWoqENSWu2y4MZlBfuAdiiZNNMGM5khyRRK6cKNv+LGhSJu/Qh3/o3pQ6iiBy6cnHMvuff4seDaIPTppFZW19Y30puZre2d3b3s/kFDR4mirE4jEamWTzQTXLK64UawVqwYCX3Bmv7d1dRvDpnSPJK3ZhQzLyR9yQNOibFSN5srnHeGRLFYcxHJs9Olx0k3m0cuuiiXcAUit4xwBZctKZYxQkWIXTRDHixQ62Y/Or2IJiGThgqidRuj2Hhjogyngk0ynUSzmNA70mdtSyUJmfbGsyMm8NgqPRhEypY0cKYuT4xJqPUo9G1nSMxA//am4l9eOzFBxRtzGSeGSTr/KEgENBGcJgJ7XDFqxMgSQhW3u0I6IIpQY3PL2BC+L4X/k0bRxcjFN6V8tbqIIw1y4AgUAAaXoAquQQ3UAQX34BE8gxfnwXlyXp23eWvKWcwcgh9w3r8AfrSYAA==</latexit><latexit sha1_base64="oOlRALD5CFMn7gtahjrlnjpnZU8=">AAACBHicdVDLSgMxFM3UV62vqstugkWoqENSWu2y4MZlBfuAdiiZNNMGM5khyRRK6cKNv+LGhSJu/Qh3/o3pQ6iiBy6cnHMvuff4seDaIPTppFZW19Y30puZre2d3b3s/kFDR4mirE4jEamWTzQTXLK64UawVqwYCX3Bmv7d1dRvDpnSPJK3ZhQzLyR9yQNOibFSN5srnHeGRLFYcxHJs9Olx0k3m0cuuiiXcAUit4xwBZctKZYxQkWIXTRDHixQ62Y/Or2IJiGThgqidRuj2Hhjogyngk0ynUSzmNA70mdtSyUJmfbGsyMm8NgqPRhEypY0cKYuT4xJqPUo9G1nSMxA//am4l9eOzFBxRtzGSeGSTr/KEgENBGcJgJ7XDFqxMgSQhW3u0I6IIpQY3PL2BC+L4X/k0bRxcjFN6V8tbqIIw1y4AgUAAaXoAquQQ3UAQX34BE8gxfnwXlyXp23eWvKWcwcgh9w3r8AfrSYAA==</latexit><latexit sha1_base64="oOlRALD5CFMn7gtahjrlnjpnZU8=">AAACBHicdVDLSgMxFM3UV62vqstugkWoqENSWu2y4MZlBfuAdiiZNNMGM5khyRRK6cKNv+LGhSJu/Qh3/o3pQ6iiBy6cnHMvuff4seDaIPTppFZW19Y30puZre2d3b3s/kFDR4mirE4jEamWTzQTXLK64UawVqwYCX3Bmv7d1dRvDpnSPJK3ZhQzLyR9yQNOibFSN5srnHeGRLFYcxHJs9Olx0k3m0cuuiiXcAUit4xwBZctKZYxQkWIXTRDHixQ62Y/Or2IJiGThgqidRuj2Hhjogyngk0ynUSzmNA70mdtSyUJmfbGsyMm8NgqPRhEypY0cKYuT4xJqPUo9G1nSMxA//am4l9eOzFBxRtzGSeGSTr/KEgENBGcJgJ7XDFqxMgSQhW3u0I6IIpQY3PL2BC+L4X/k0bRxcjFN6V8tbqIIw1y4AgUAAaXoAquQQ3UAQX34BE8gxfnwXlyXp23eWvKWcwcgh9w3r8AfrSYAA==</latexit><latexit sha1_base64="oOlRALD5CFMn7gtahjrlnjpnZU8=">AAACBHicdVDLSgMxFM3UV62vqstugkWoqENSWu2y4MZlBfuAdiiZNNMGM5khyRRK6cKNv+LGhSJu/Qh3/o3pQ6iiBy6cnHMvuff4seDaIPTppFZW19Y30puZre2d3b3s/kFDR4mirE4jEamWTzQTXLK64UawVqwYCX3Bmv7d1dRvDpnSPJK3ZhQzLyR9yQNOibFSN5srnHeGRLFYcxHJs9Olx0k3m0cuuiiXcAUit4xwBZctKZYxQkWIXTRDHixQ62Y/Or2IJiGThgqidRuj2Hhjogyngk0ynUSzmNA70mdtSyUJmfbGsyMm8NgqPRhEypY0cKYuT4xJqPUo9G1nSMxA//am4l9eOzFBxRtzGSeGSTr/KEgENBGcJgJ7XDFqxMgSQhW3u0I6IIpQY3PL2BC+L4X/k0bRxcjFN6V8tbqIIw1y4AgUAAaXoAquQQ3UAQX34BE8gxfnwXlyXp23eWvKWcwcgh9w3r8AfrSYAA==</latexit>

w = �̇(0)
<latexit sha1_base64="lcLZioKPY/vLz2fhemk08DtOBA4=">AAAB+HicdVDLSgMxFM34rPXRUZdugkWomyHjsy6EohuXFewD2qFk0kwbmswMSUapQ7/EjQtF3Pop7vwb0+kIKnogcDjnHu7N8WPOlEbow5qbX1hcWi6sFFfX1jdK9uZWU0WJJLRBIh7Jto8V5SykDc00p+1YUix8Tlv+6HLqt26pVCwKb/Q4pp7Ag5AFjGBtpJ5dujvv9iPdHWAhcAXt9+wyco6Re3aCIHJQhoxU3UMXurlSBjnqPfvd5EkiaKgJx0p1XBRrL8VSM8LppNhNFI0xGeEB7RgaYkGVl2aHT+CeUfowiKR5oYaZ+j2RYqHUWPhmUmA9VL+9qfiX10l0UPVSFsaJpiGZLQoSDnUEpy3APpOUaD42BBPJzK2QDLHERJuuiqaEr5/C/0nzwHGR414flWsXeR0FsAN2QQW44BTUwBWogwYgIAEP4Ak8W/fWo/Vivc5G56w8sw1+wHr7BO63kpo=</latexit><latexit sha1_base64="lcLZioKPY/vLz2fhemk08DtOBA4=">AAAB+HicdVDLSgMxFM34rPXRUZdugkWomyHjsy6EohuXFewD2qFk0kwbmswMSUapQ7/EjQtF3Pop7vwb0+kIKnogcDjnHu7N8WPOlEbow5qbX1hcWi6sFFfX1jdK9uZWU0WJJLRBIh7Jto8V5SykDc00p+1YUix8Tlv+6HLqt26pVCwKb/Q4pp7Ag5AFjGBtpJ5dujvv9iPdHWAhcAXt9+wyco6Re3aCIHJQhoxU3UMXurlSBjnqPfvd5EkiaKgJx0p1XBRrL8VSM8LppNhNFI0xGeEB7RgaYkGVl2aHT+CeUfowiKR5oYaZ+j2RYqHUWPhmUmA9VL+9qfiX10l0UPVSFsaJpiGZLQoSDnUEpy3APpOUaD42BBPJzK2QDLHERJuuiqaEr5/C/0nzwHGR414flWsXeR0FsAN2QQW44BTUwBWogwYgIAEP4Ak8W/fWo/Vivc5G56w8sw1+wHr7BO63kpo=</latexit><latexit sha1_base64="lcLZioKPY/vLz2fhemk08DtOBA4=">AAAB+HicdVDLSgMxFM34rPXRUZdugkWomyHjsy6EohuXFewD2qFk0kwbmswMSUapQ7/EjQtF3Pop7vwb0+kIKnogcDjnHu7N8WPOlEbow5qbX1hcWi6sFFfX1jdK9uZWU0WJJLRBIh7Jto8V5SykDc00p+1YUix8Tlv+6HLqt26pVCwKb/Q4pp7Ag5AFjGBtpJ5dujvv9iPdHWAhcAXt9+wyco6Re3aCIHJQhoxU3UMXurlSBjnqPfvd5EkiaKgJx0p1XBRrL8VSM8LppNhNFI0xGeEB7RgaYkGVl2aHT+CeUfowiKR5oYaZ+j2RYqHUWPhmUmA9VL+9qfiX10l0UPVSFsaJpiGZLQoSDnUEpy3APpOUaD42BBPJzK2QDLHERJuuiqaEr5/C/0nzwHGR414flWsXeR0FsAN2QQW44BTUwBWogwYgIAEP4Ak8W/fWo/Vivc5G56w8sw1+wHr7BO63kpo=</latexit><latexit sha1_base64="lcLZioKPY/vLz2fhemk08DtOBA4=">AAAB+HicdVDLSgMxFM34rPXRUZdugkWomyHjsy6EohuXFewD2qFk0kwbmswMSUapQ7/EjQtF3Pop7vwb0+kIKnogcDjnHu7N8WPOlEbow5qbX1hcWi6sFFfX1jdK9uZWU0WJJLRBIh7Jto8V5SykDc00p+1YUix8Tlv+6HLqt26pVCwKb/Q4pp7Ag5AFjGBtpJ5dujvv9iPdHWAhcAXt9+wyco6Re3aCIHJQhoxU3UMXurlSBjnqPfvd5EkiaKgJx0p1XBRrL8VSM8LppNhNFI0xGeEB7RgaYkGVl2aHT+CeUfowiKR5oYaZ+j2RYqHUWPhmUmA9VL+9qfiX10l0UPVSFsaJpiGZLQoSDnUEpy3APpOUaD42BBPJzK2QDLHERJuuiqaEr5/C/0nzwHGR414flWsXeR0FsAN2QQW44BTUwBWogwYgIAEP4Ak8W/fWo/Vivc5G56w8sw1+wHr7BO63kpo=</latexit>

w̃ = ˙̃�(0)
<latexit sha1_base64="I7bLC8ym26NHwx1TC2B3vz8zy7w=">AAACCnicdVDLSgMxFM34rPU16tJNtAi6KRmfdSEU3bhUsCp0hpJJ0xqazAzJHaUMs3bjr7hxoYhbv8Cdf2NaR1DRA4GTc+69yT1hIoUBQt6dkdGx8YnJ0lR5emZ2bt5dWDw3caoZb7BYxvoypIZLEfEGCJD8MtGcqlDyi7B3NPAvrrk2Io7OoJ/wQNFuJDqCUbBSy13xQcg2z27yA78dQ1Zc/S5Viub5OtlouRVS3SHe/i7BpEqGGJKat+Vhr1AqqMBJy32zk1iqeARMUmOaHkkgyKgGwSTPy35qeEJZj3Z509KIKm6CbLhKjtes0sadWNsTAR6q3zsyqozpq9BWKgpX5rc3EP/ymil0akEmoiQFHrHPhzqpxBDjQS64LTRnIPuWUKaF/StmV1RTBja9sg3ha1P8PznfrHqk6p1uV+qHRRwltIxW0Try0B6qo2N0ghqIoVt0jx7Rk3PnPDjPzstn6YhT9CyhH3BePwADKpsS</latexit><latexit sha1_base64="I7bLC8ym26NHwx1TC2B3vz8zy7w=">AAACCnicdVDLSgMxFM34rPU16tJNtAi6KRmfdSEU3bhUsCp0hpJJ0xqazAzJHaUMs3bjr7hxoYhbv8Cdf2NaR1DRA4GTc+69yT1hIoUBQt6dkdGx8YnJ0lR5emZ2bt5dWDw3caoZb7BYxvoypIZLEfEGCJD8MtGcqlDyi7B3NPAvrrk2Io7OoJ/wQNFuJDqCUbBSy13xQcg2z27yA78dQ1Zc/S5Viub5OtlouRVS3SHe/i7BpEqGGJKat+Vhr1AqqMBJy32zk1iqeARMUmOaHkkgyKgGwSTPy35qeEJZj3Z509KIKm6CbLhKjtes0sadWNsTAR6q3zsyqozpq9BWKgpX5rc3EP/ymil0akEmoiQFHrHPhzqpxBDjQS64LTRnIPuWUKaF/StmV1RTBja9sg3ha1P8PznfrHqk6p1uV+qHRRwltIxW0Try0B6qo2N0ghqIoVt0jx7Rk3PnPDjPzstn6YhT9CyhH3BePwADKpsS</latexit><latexit sha1_base64="I7bLC8ym26NHwx1TC2B3vz8zy7w=">AAACCnicdVDLSgMxFM34rPU16tJNtAi6KRmfdSEU3bhUsCp0hpJJ0xqazAzJHaUMs3bjr7hxoYhbv8Cdf2NaR1DRA4GTc+69yT1hIoUBQt6dkdGx8YnJ0lR5emZ2bt5dWDw3caoZb7BYxvoypIZLEfEGCJD8MtGcqlDyi7B3NPAvrrk2Io7OoJ/wQNFuJDqCUbBSy13xQcg2z27yA78dQ1Zc/S5Viub5OtlouRVS3SHe/i7BpEqGGJKat+Vhr1AqqMBJy32zk1iqeARMUmOaHkkgyKgGwSTPy35qeEJZj3Z509KIKm6CbLhKjtes0sadWNsTAR6q3zsyqozpq9BWKgpX5rc3EP/ymil0akEmoiQFHrHPhzqpxBDjQS64LTRnIPuWUKaF/StmV1RTBja9sg3ha1P8PznfrHqk6p1uV+qHRRwltIxW0Try0B6qo2N0ghqIoVt0jx7Rk3PnPDjPzstn6YhT9CyhH3BePwADKpsS</latexit><latexit sha1_base64="I7bLC8ym26NHwx1TC2B3vz8zy7w=">AAACCnicdVDLSgMxFM34rPU16tJNtAi6KRmfdSEU3bhUsCp0hpJJ0xqazAzJHaUMs3bjr7hxoYhbv8Cdf2NaR1DRA4GTc+69yT1hIoUBQt6dkdGx8YnJ0lR5emZ2bt5dWDw3caoZb7BYxvoypIZLEfEGCJD8MtGcqlDyi7B3NPAvrrk2Io7OoJ/wQNFuJDqCUbBSy13xQcg2z27yA78dQ1Zc/S5Viub5OtlouRVS3SHe/i7BpEqGGJKat+Vhr1AqqMBJy32zk1iqeARMUmOaHkkgyKgGwSTPy35qeEJZj3Z509KIKm6CbLhKjtes0sadWNsTAR6q3zsyqozpq9BWKgpX5rc3EP/ymil0akEmoiQFHrHPhzqpxBDjQS64LTRnIPuWUKaF/StmV1RTBja9sg3ha1P8PznfrHqk6p1uV+qHRRwltIxW0Try0B6qo2N0ghqIoVt0jx7Rk3PnPDjPzstn6YhT9CyhH3BePwADKpsS</latexit>

ũ⇤<latexit sha1_base64="ZHt9mIGUKWx4XkH4fBz7mNrJNwM=">AAAB8nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69BIsgHkoigh4LXjxWsLWQhrLZbNqlm92wOxFK6M/w4kERr/4ab/4bt20O2vpg4PHeDDPzokxwg5737VTW1jc2t6rbtZ3dvf2D+uFR16hcU9ahSijdi4hhgkvWQY6C9TLNSBoJ9hiNb2f+4xPThiv5gJOMhSkZSp5wStBKQR+5iFmRTwcXg3rDa3pzuKvEL0kDSrQH9a9+rGieMolUEGMC38swLIhGTgWb1vq5YRmhYzJkgaWSpMyExfzkqXtmldhNlLYl0Z2rvycKkhozSSPbmRIcmWVvJv7nBTkmN2HBZZYjk3SxKMmFi8qd/e/GXDOKYmIJoZrbW106IppQtCnVbAj+8surpHvZ9L2mf3/VaLXKOKpwAqdwDj5cQwvuoA0doKDgGV7hzUHnxXl3PhatFaecOYY/cD5/AF/mkUo=</latexit><latexit sha1_base64="ZHt9mIGUKWx4XkH4fBz7mNrJNwM=">AAAB8nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69BIsgHkoigh4LXjxWsLWQhrLZbNqlm92wOxFK6M/w4kERr/4ab/4bt20O2vpg4PHeDDPzokxwg5737VTW1jc2t6rbtZ3dvf2D+uFR16hcU9ahSijdi4hhgkvWQY6C9TLNSBoJ9hiNb2f+4xPThiv5gJOMhSkZSp5wStBKQR+5iFmRTwcXg3rDa3pzuKvEL0kDSrQH9a9+rGieMolUEGMC38swLIhGTgWb1vq5YRmhYzJkgaWSpMyExfzkqXtmldhNlLYl0Z2rvycKkhozSSPbmRIcmWVvJv7nBTkmN2HBZZYjk3SxKMmFi8qd/e/GXDOKYmIJoZrbW106IppQtCnVbAj+8surpHvZ9L2mf3/VaLXKOKpwAqdwDj5cQwvuoA0doKDgGV7hzUHnxXl3PhatFaecOYY/cD5/AF/mkUo=</latexit><latexit sha1_base64="ZHt9mIGUKWx4XkH4fBz7mNrJNwM=">AAAB8nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69BIsgHkoigh4LXjxWsLWQhrLZbNqlm92wOxFK6M/w4kERr/4ab/4bt20O2vpg4PHeDDPzokxwg5737VTW1jc2t6rbtZ3dvf2D+uFR16hcU9ahSijdi4hhgkvWQY6C9TLNSBoJ9hiNb2f+4xPThiv5gJOMhSkZSp5wStBKQR+5iFmRTwcXg3rDa3pzuKvEL0kDSrQH9a9+rGieMolUEGMC38swLIhGTgWb1vq5YRmhYzJkgaWSpMyExfzkqXtmldhNlLYl0Z2rvycKkhozSSPbmRIcmWVvJv7nBTkmN2HBZZYjk3SxKMmFi8qd/e/GXDOKYmIJoZrbW106IppQtCnVbAj+8surpHvZ9L2mf3/VaLXKOKpwAqdwDj5cQwvuoA0doKDgGV7hzUHnxXl3PhatFaecOYY/cD5/AF/mkUo=</latexit><latexit sha1_base64="ZHt9mIGUKWx4XkH4fBz7mNrJNwM=">AAAB8nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69BIsgHkoigh4LXjxWsLWQhrLZbNqlm92wOxFK6M/w4kERr/4ab/4bt20O2vpg4PHeDDPzokxwg5737VTW1jc2t6rbtZ3dvf2D+uFR16hcU9ahSijdi4hhgkvWQY6C9TLNSBoJ9hiNb2f+4xPThiv5gJOMhSkZSp5wStBKQR+5iFmRTwcXg3rDa3pzuKvEL0kDSrQH9a9+rGieMolUEGMC38swLIhGTgWb1vq5YRmhYzJkgaWSpMyExfzkqXtmldhNlLYl0Z2rvycKkhozSSPbmRIcmWVvJv7nBTkmN2HBZZYjk3SxKMmFi8qd/e/GXDOKYmIJoZrbW106IppQtCnVbAj+8surpHvZ9L2mf3/VaLXKOKpwAqdwDj5cQwvuoA0doKDgGV7hzUHnxXl3PhatFaecOYY/cD5/AF/mkUo=</latexit>u⇤<latexit sha1_base64="UwbxJEYADRtgOV1PL4R8npnn0CI=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBZBPJREBD0GvHisaD+gDWWznbRLN5uwuxFK6E/w4kERr/4ib/4bt20O2vpg4PHeDDPzwlRwbVz32ymtrW9sbpW3Kzu7e/sH1cOjlk4yxbDJEpGoTkg1Ci6xabgR2EkV0jgU2A7HtzO//YRK80Q+mkmKQUyHkkecUWOlh6x/0a/W3Lo7B1klXkFqUKDRr371BgnLYpSGCap113NTE+RUGc4ETiu9TGNK2ZgOsWuppDHqIJ+fOiVnVhmQKFG2pCFz9fdETmOtJ3FoO2NqRnrZm4n/ed3MRDdBzmWaGZRssSjKBDEJmf1NBlwhM2JiCWWK21sJG1FFmbHpVGwI3vLLq6R1Wffcund/VfP9Io4ynMApnIMH1+DDHTSgCQyG8Ayv8OYI58V5dz4WrSWnmDmGP3A+fwD72Y2U</latexit><latexit sha1_base64="UwbxJEYADRtgOV1PL4R8npnn0CI=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBZBPJREBD0GvHisaD+gDWWznbRLN5uwuxFK6E/w4kERr/4ib/4bt20O2vpg4PHeDDPzwlRwbVz32ymtrW9sbpW3Kzu7e/sH1cOjlk4yxbDJEpGoTkg1Ci6xabgR2EkV0jgU2A7HtzO//YRK80Q+mkmKQUyHkkecUWOlh6x/0a/W3Lo7B1klXkFqUKDRr371BgnLYpSGCap113NTE+RUGc4ETiu9TGNK2ZgOsWuppDHqIJ+fOiVnVhmQKFG2pCFz9fdETmOtJ3FoO2NqRnrZm4n/ed3MRDdBzmWaGZRssSjKBDEJmf1NBlwhM2JiCWWK21sJG1FFmbHpVGwI3vLLq6R1Wffcund/VfP9Io4ynMApnIMH1+DDHTSgCQyG8Ayv8OYI58V5dz4WrSWnmDmGP3A+fwD72Y2U</latexit><latexit sha1_base64="UwbxJEYADRtgOV1PL4R8npnn0CI=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBZBPJREBD0GvHisaD+gDWWznbRLN5uwuxFK6E/w4kERr/4ib/4bt20O2vpg4PHeDDPzwlRwbVz32ymtrW9sbpW3Kzu7e/sH1cOjlk4yxbDJEpGoTkg1Ci6xabgR2EkV0jgU2A7HtzO//YRK80Q+mkmKQUyHkkecUWOlh6x/0a/W3Lo7B1klXkFqUKDRr371BgnLYpSGCap113NTE+RUGc4ETiu9TGNK2ZgOsWuppDHqIJ+fOiVnVhmQKFG2pCFz9fdETmOtJ3FoO2NqRnrZm4n/ed3MRDdBzmWaGZRssSjKBDEJmf1NBlwhM2JiCWWK21sJG1FFmbHpVGwI3vLLq6R1Wffcund/VfP9Io4ynMApnIMH1+DDHTSgCQyG8Ayv8OYI58V5dz4WrSWnmDmGP3A+fwD72Y2U</latexit><latexit sha1_base64="UwbxJEYADRtgOV1PL4R8npnn0CI=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBZBPJREBD0GvHisaD+gDWWznbRLN5uwuxFK6E/w4kERr/4ib/4bt20O2vpg4PHeDDPzwlRwbVz32ymtrW9sbpW3Kzu7e/sH1cOjlk4yxbDJEpGoTkg1Ci6xabgR2EkV0jgU2A7HtzO//YRK80Q+mkmKQUyHkkecUWOlh6x/0a/W3Lo7B1klXkFqUKDRr371BgnLYpSGCap113NTE+RUGc4ETiu9TGNK2ZgOsWuppDHqIJ+fOiVnVhmQKFG2pCFz9fdETmOtJ3FoO2NqRnrZm4n/ed3MRDdBzmWaGZRssSjKBDEJmf1NBlwhM2JiCWWK21sJG1FFmbHpVGwI3vLLq6R1Wffcund/VfP9Io4ynMApnIMH1+DDHTSgCQyG8Ayv8OYI58V5dz4WrSWnmDmGP3A+fwD72Y2U</latexit>

D↵̃|ũ⇤
<latexit sha1_base64="70SFULzPRTdmsbJBuz5sxUce13U=">AAACEHicdZDLSsNAFIYn9VbrLerSzWARxUWZeK27gi5cVrAXaEKYTCft0MmFmYlQYh7Bja/ixoUibl26822cphFU9IeBn++cw5zzezFnUiH0YZRmZufmF8qLlaXlldU1c32jLaNEENoiEY9E18OSchbSlmKK024sKA48Tjve6HxS79xQIVkUXqtxTJ0AD0LmM4KVRq65awdYDaWfXmS2YrxPUxvzeIizWzctQJK5+5lrVlHtGFlnJwiiGsqVm7p1aEGrIFVQqOma73Y/IklAQ0U4lrJnoVg5KRaKEU6zip1IGmMywgPa0zbEAZVOmh+UwR1N+tCPhH6hgjn9PpHiQMpx4OnOfP3ftQn8q9ZLlF93UhbGiaIhmX7kJxyqCE7SgX0mKFF8rA0mguldIRligYnSGVZ0CF+Xwv9N+6BmoZp1dVRtNIo4ymALbIM9YIFT0ACXoAlagIA78ACewLNxbzwaL8brtLVkFDOb4IeMt0/2LJ5r</latexit><latexit sha1_base64="70SFULzPRTdmsbJBuz5sxUce13U=">AAACEHicdZDLSsNAFIYn9VbrLerSzWARxUWZeK27gi5cVrAXaEKYTCft0MmFmYlQYh7Bja/ixoUibl26822cphFU9IeBn++cw5zzezFnUiH0YZRmZufmF8qLlaXlldU1c32jLaNEENoiEY9E18OSchbSlmKK024sKA48Tjve6HxS79xQIVkUXqtxTJ0AD0LmM4KVRq65awdYDaWfXmS2YrxPUxvzeIizWzctQJK5+5lrVlHtGFlnJwiiGsqVm7p1aEGrIFVQqOma73Y/IklAQ0U4lrJnoVg5KRaKEU6zip1IGmMywgPa0zbEAZVOmh+UwR1N+tCPhH6hgjn9PpHiQMpx4OnOfP3ftQn8q9ZLlF93UhbGiaIhmX7kJxyqCE7SgX0mKFF8rA0mguldIRligYnSGVZ0CF+Xwv9N+6BmoZp1dVRtNIo4ymALbIM9YIFT0ACXoAlagIA78ACewLNxbzwaL8brtLVkFDOb4IeMt0/2LJ5r</latexit><latexit sha1_base64="70SFULzPRTdmsbJBuz5sxUce13U=">AAACEHicdZDLSsNAFIYn9VbrLerSzWARxUWZeK27gi5cVrAXaEKYTCft0MmFmYlQYh7Bja/ixoUibl26822cphFU9IeBn++cw5zzezFnUiH0YZRmZufmF8qLlaXlldU1c32jLaNEENoiEY9E18OSchbSlmKK024sKA48Tjve6HxS79xQIVkUXqtxTJ0AD0LmM4KVRq65awdYDaWfXmS2YrxPUxvzeIizWzctQJK5+5lrVlHtGFlnJwiiGsqVm7p1aEGrIFVQqOma73Y/IklAQ0U4lrJnoVg5KRaKEU6zip1IGmMywgPa0zbEAZVOmh+UwR1N+tCPhH6hgjn9PpHiQMpx4OnOfP3ftQn8q9ZLlF93UhbGiaIhmX7kJxyqCE7SgX0mKFF8rA0mguldIRligYnSGVZ0CF+Xwv9N+6BmoZp1dVRtNIo4ymALbIM9YIFT0ACXoAlagIA78ACewLNxbzwaL8brtLVkFDOb4IeMt0/2LJ5r</latexit><latexit sha1_base64="70SFULzPRTdmsbJBuz5sxUce13U=">AAACEHicdZDLSsNAFIYn9VbrLerSzWARxUWZeK27gi5cVrAXaEKYTCft0MmFmYlQYh7Bja/ixoUibl26822cphFU9IeBn++cw5zzezFnUiH0YZRmZufmF8qLlaXlldU1c32jLaNEENoiEY9E18OSchbSlmKK024sKA48Tjve6HxS79xQIVkUXqtxTJ0AD0LmM4KVRq65awdYDaWfXmS2YrxPUxvzeIizWzctQJK5+5lrVlHtGFlnJwiiGsqVm7p1aEGrIFVQqOma73Y/IklAQ0U4lrJnoVg5KRaKEU6zip1IGmMywgPa0zbEAZVOmh+UwR1N+tCPhH6hgjn9PpHiQMpx4OnOfP3ftQn8q9ZLlF93UhbGiaIhmX7kJxyqCE7SgX0mKFF8rA0mguldIRligYnSGVZ0CF+Xwv9N+6BmoZp1dVRtNIo4ymALbIM9YIFT0ACXoAlagIA78ACewLNxbzwaL8brtLVkFDOb4IeMt0/2LJ5r</latexit>
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Abbildung 2.5: Illustration für die Differenzierbarkeit und für das Differential einer Ab-
bildung f : M → M̃ zwischen zwei Flächen M und M̃ , siehe Definitionen 48 und 49. Die
Differentiale Dα|u∗ , Dα̃|ũ∗ und Df̃ |u∗ können direkt durch Jacobi-Matrizen dargestellt wer-
den, da die entsprechenden Abbildungen auf den flachen Mengen U bzw. Ũ definiert sind. Die
Differentiale Dα−1|p∗ , Dα̃−1|p̃∗ sind zwar keine Jacobi-Matrizen, aber die inversen können als
Jacobi-Matrix aufgefasst werden. Das Differential Df |p∗ kann dann mit der verallgemeinerten
Kettenregel aus Satz 50 berechnet werden.

für jede reguläre Kurve β : (−ε, +ε)→M mit β(0) = p∗ und β̃ := f ◦β eine Abbildung

p∗ ∈M 7→ (Df)p∗ ∈ Lin
(
Tp∗M ;Tp̃∗M̃

)
definiert, die das Differential von f genannt wird. Man schreibt oft auch Df |p∗ statt
(Df)p∗ und Df |p∗v statt Df |p∗(v) für v ∈ Tp∗M .

Das Differential einer Abbildung zwischen zwei Flächen verallgemeinert das Kon-
zept der Jacobi-Matrix auf Abbildungen zwischen „gekrümmten“ Mengen. Insbesonde-
re kann (Df)p∗ als die Linearisierung der (im Allgemeinen nichtlinearen) Abbildung
f in der Nähe des Punktes p∗ betrachtet werden, wobei die linearisierte Abbildung
zwischen den linearisierten Flächen, d.h. zwischen den Tangentialräumen Tp∗M und
Tf(p∗)M̃ wirkt. Der flache Fall ist dabei natürlich als Spezialfall enthalten.

Beispiel (Spezialfälle in Definition 49).

1. Seien M = U und M̃ = Ũ zwei offene Teilmengen des R2 (mit jeweils trivialer
Parametrisierung) und f : U → Ũ stetig differenzierbar. Dann gilt

Df |u∗ = Jac f(u∗) =

(
∂u1f1(u∗) ∂u2f1(u∗)
∂u1f2(u∗) ∂u2f2(u∗)

)
∈ Lin

(
R2;R2

)
,

denn mit β̃(t) = f(β(t)) gilt nach Kettenregel auch ˙̃β(0) =
(

Jac f(u∗)
)
β̇(t),

sofern alle Vektoren als Spaltenvektoren interpretiert werden.12 Beachte, dass
TuU = R2 für alle u ∈ U gilt, d.h. bei der flachen Fläche U ⊂ R2 gibt es den
universalen Tangentialraum R2.

12Beim Rechnen mit Jacobi-Matrizen muss man Zeilen- und Spaltenvektoren sauber unterscheiden.
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2. Sind M = Ũ und f = α̃ eine Parametrisierung von M̃ , so gilt

Dα̃|ũ∗ = Jac f(u∗) =

∂ũ1α̃1(ũ∗) ∂ũ2α̃1(u∗)
∂ũ1α̃2(ũ∗) ∂ũ2α̃2(u∗)
∂ũ1α̃3(ũ∗) ∂ũ2α̃3(u∗)

 ∈ Lin
(
R2;Tα̃(ũ∗)M̃

)

mit Dα̃|ũ∗w =
(

Jac f(u∗)
)
·
(
w1

w2

)
im Sinne der Matrizenmultiplikation.

3. Sind M̃ = U und f = α−1 eine Karte von M , so ergibt sich

Dα−1|α(u∗) =
(
Dα|u∗

)−1 ∈ Lin
(
Tα(u∗)M ;R2

)
im Sinne von Abbildungen. Dies ist eine Variante der Ableitungsregel für Um-
kehrfunktionen. Es gibt aber kein direktes Analogon mit Matrizen, da Jacα(u∗)
keine quadratische Matrix ist.13

Wir hatten bereits gesehen, dass jede lokale Parametrisierung p = α(u) mit α :
U →M mit ∂uiα(u) eine lokale Basis in Tα(u)M liefert. Nach Konstruktion gilt dann

Df |α(u)

(
∂uiα(u)

)
= ∂ui

(
f ◦ α

)
(u) , (2.8)

für i = 1, 2 und wegen der Linearität des Differentials kann hieraus die Abbildung Df |p
rekonstruiert werden.

Satz 50 (Darstellung des Differential bzgl. zweier Parametrisierungen). Sei f : M →
M̃ eine stetig differenzierbare Abbildung zwischen den regulären Flächen M und M̃ ,
und seien α : U → M und α̃ : Ũ → M̃ zwei lokale Parametrisierungen, so dass f die
Menge α(U) nach α̃(Ũ) abbildet. Dann gilt die verallgemeinerte Kettenregel

D
(
α̃−1 ◦ f ◦ α

)
=
(
Dα̃−1

)
◦ (Df) ◦ (Dα) ,

wobei die linke Seite als klassische Jacobi-Matrix berechnet werden kann und als
Parameterdarstellung von Df bzgl. α und α̃ bezeichnet wird.

Beweis. Wir benutzen die Notation von Abbildung 2.5. Insbesondere fixieren wir p∗ ∈
M , betrachten eine eine beliebe, aber fixierte Kurve β : (−ε, +ε)→ M mit β(0) = p∗
und definieren die entsprechenden Kurven γ : (−ε, +ε) → U , β̃ : (−ε, +ε) → M̃ und
γ̃ : (−ε, +ε)→ Ũ durch

γ(t) := α−1
(
β(t)

)
, β̃(t) = f

(
β(t)

)
, γ̃(t) := α̃−1

(
β̃(t)

)
= f̃

(
γ(t)

)
.

Dann gilt zum einen („kurzer Weg oben“)

˙̃β(0) = Df |p∗ β̇(0)

und zum anderen auch („langer Weg über unten“) wegen

γ̇(0) = Dα−1|p∗ β̇(0) , ˙̃γ(0) = Df̃ |u∗ γ̇(0) , ˙̃β(0) = Dα̃|ũ∗ ˙̃γ(0)

13Für nichtquadratische Matrizen gibt es die Theorie der Pseudo-Inversen, aber wir wollen diese
hier nicht weiter diskutieren.
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auch

˙̃β(0) =
(

(Dα̃)ũ∗ ◦ (Df̃)u∗ ◦ Dα−1|p∗
)
β̇(0) .

Da β beliebig war folgt

Df |p∗ = Dα̃|ũ∗ ◦ Df̃ |u∗ ◦ Dα−1|p∗

und wir hatten schon (Bemerkungen oben) gesehen, dass

Dα−1|p∗ =
(
Dα|u∗

)
|−1 , Dα̃−1|p̃∗ =

(
Dα̃|ũ∗

)−1

im Sinne bijektiver Abbildung gilt. Die Behauptung folgt nun in der punktweisen Form

Dα̃−1|p̃∗ ◦ Df |p∗ ◦ Dα|u∗ = Df̃ |u∗

nach Umstellen der Terme.

Wir wollen ein Beispiel rechnen. Dazu bilden wir durchp̃1

p̃2

p̃3

 = f

p1

p2

p3

 :=

+ cos
(
η(p3)

)
− sin

(
η(p3)

)
0

+ sin
(
η(p3)

)
+ cos

(
η(p3)

)
0

0 0 1

p1

p2

p3


die SphäreM = M̃ = S2 bijektiv auf sich ab, wobei die gegebene Funktion η : [−1, 1]→
R angibt, um welchen Winkel jede horizontale Kreislinie gedreht wird.

Variante 1: Wir können Df |p mit Hilfe von Definition 49 charakterisieren: Ist β(t)
irgendeine Kurve in M , so istβ̃1(t)

β̃2(t)

β̃3(t)

 =


+ cos

(
η
(
β3(t)

))
− sin

(
η
(
β3(t)

))
0

+ sin
(
η
(
β3(t)

))
+ cos

(
η
(
β3(t)

))
0

0 0 1


β1(t)
β2(t)
β3(t)


die entsprechende Kurve in M̃ und Differentiation nach t liefert

˙̃β1(t)
˙̃β2(t)
˙̃β3(t)

 = +


+ cos

(
η
(
β3(t)

))
− sin

(
η
(
β3(t)

))
0

+ sin
(
η
(
β3(t)

))
+ cos

(
η
(
β3(t)

))
0

0 0 1


β̇1(t)

β̇2(t)

β̇3(t)



+ η′
(
β3(t)

)
β̇3(t)


− sin

(
η
(
β3(t)

))
+ cos

(
η
(
β3(t)

))
0

− cos
(
η
(
β3(t)

))
− sin

(
η
(
β3(t)

))
0

0 0 0


β1(t)
β2(t)
β3(t)


und nach Substitution erhalten wirṽ1

ṽ2

ṽ3

 = +

+ cos
(
η(p3)

)
− sin

(
η(p3)

)
0

+ sin
(
η(p3)

)
+ cos

(
η(p3)

)
0

0 0 1

v1

v2

v3


+ η′

(
p3

)
v3

− sin
(
η
(
p3

))
+ cos (η(p3)) 0

− cos
(
η
(
p3

))
− sin (η(p3)) 0

0 0 0

p1

p2

p3


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als Vorschrift für die Abbildung

v ∈ TpM 7→ ṽ = Df |pv ∈ Tp̃M̃ .

Im Prinzip können wir diese auch in Form von ṽ = X|p · c mit einer Matrix
X|p ∈ Mat(3×3) schreiben, aber die drei Komponenten von v sind nicht unabhän-
gig, da v in dem zweidimensionalen Unterraum TpM lebt. Oder anders gesagt: Df |p∗
kann nicht in natürlicher Weise mit einer 2×2-Matrix identifiziert werden. Durch Wahl
einer Parametrisierung kann man aber – wie wir gleich sehen werden – die lineare Abbil-
dung Df̃ |u∗ berechnen, die dann in natürlicher Weise als 2×2-Matrix dargestellt werden
kann, eben weil die Parametrisierung die Basisvektoren ∂uiα(u) ∈ TpM auszeichnet.

Variante 2: Um alles in Koordinaten zu berechnen, parametrisieren wir sowohl M
als auch M̃ durch Euler-Winkel wie in (2.1), d.h. wir schreibenp1

p2

p3

 =

α1(u1, u2)
α2(u1, u2)
α3(u1, u2)

 =

cos (u1) cos (u2)
cos (u1) sin (u2)

sin (u1)


und analog für p̃ = α̃(ũ). Die Abbildung f kann (scharfes Hinsehen) bzgl. der gewählten
Koordinaten als(

ũ1

ũ2

)
=

(
f̃1(u1, u2)

f̃2(u1, u2)

)
=

(
u1

u2 + η̃(u1)

)
mit η̃(u1) = η(sin (u1))

geschrieben werden, d.h. wir haben f̃ : U = R2 → Ũ = R2 gefunden, so dass α̃ ◦ f̃ =
f ◦ α wie in Abbildung 2.5 gilt. Mit anderen Worten: f̃ beschreibt die geometrische
Transformation f bzgl. der in M und M̃ gewählten Koordinaten.14 Das Differential
von f̃ kann nun einfach in Form einer Jacobi-Matrix ausgerechnet werden, d.h. die
Abbildung

w ∈ TuU = R2 7→ w̃ = Df̃ |uw ∈ TũŨ = R2

kann mit Hilfe von Jac f̃(u) als(
w̃1

w̃2

)
=

(
∂u1 f̃1(u1, u2) ∂u2 f̃1(u1, u2)

∂u1 f̃2(u1, u2) ∂u2 f̃2(u1, u2)

)(
w1

w2

)
=

(
1 0

+η̃′(u1) 1

)(
w1

w2

)
=

(
w1

η̃′(u1)w1 + w2

)
geschrieben werden, und die inverse Abbildung ist gerade(

w1

w2

)
=

(
1 0

−η̃′(ũ1) 1

)(
w̃1

w̃2

)
Mit denselben Argumenten kann die Abbildung

w ∈ TuU 7→ v = Dα|uw ∈ Tα(u)M

14Der Vorteil von f̃ gegenüber f ist, dass f̃ auf der flachen – bzw. nicht-gekrümmten – Menge U
definiert ist, für die wir die Ergebnisse aus Analysis I+II verwenden können.
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als v1

v2

v3

 =

∂u1α1(u1, u2) ∂u2α1(u1, u2)
∂u1α2(u1, u2) ∂u2α2(u1, u2)
∂u1α3(u1, u2) ∂u2α3(u1, u2)

(w1

w2

)

= w1

− sin (u1) cos (u2)
− sin (u1) sin (u2)

cos (u1)

+ w2

− cos (u1) sin (u2)
+ cos (u1) cos (u2)

sin (u2)


identifiziert werden und analoge Formeln gelten für die entsprechenden -̃Größen. Für
jedes p ∈M gilt nun lokal

Df |p = Dα̃|ũ ◦ Df̃ |u ◦ Dα|−1
p : TpM → Tp̃M̃ ,

wobei Dα−1|p die inverse Abbildung zu Dα|u ist und nicht so einfach als Matrix ge-
schrieben werden kann.

Bemerkung.

1. Ist f : M → M̃ invertierbar und sind sowohl f als auch f−1 differenzierbar, so
gilt

Df−1|p̃ =
(
Df |p

)−1

mit p̃ = f(p), also eine Variante der Ableitungsregel für inverse Funktionen. Dies
folgt mit denselben Argumenten wie im Beweis von Satz 50 direkt aus Definition
49. Analog zeigt man die Kettenregel

D(h ◦ f)|p = Dh|f(p) ◦ Df |p ,

sofern h : M̃ → M̄ stetig differenzierbar ist.

2. Das Differential kann analog auch für Abbildungen zwischen (flachen oder ge-
krümmten) Räumen und Mannigfaltigkeiten beliebiger Dimension definiert wer-
den. Zum Beispiel gilt

Df |p ∈ Lin
(
TpM ;Rk

)
, Df |p

(
β̇(0)

)
=

d

dt
f
(
β(t)

)
|t=0

für eine Abbildung f : M → Rk und jede Kurve β : (−ε, +ε)→M mit β(0) = p.
Außerdem kann immer die Fomel (2.8) verwendet werden, um Differentiale in
lokalen Koordinaten auszudrücken.

3. Ist f : M → R eine skalare Funktion auf M , so ist das Differential Df |p in jedem
Punkt p eine lineare (und damit auch stetige) Abbildung von TpM nach R, also
ein Element des Dualraumes T ∗pM := Lin

(
TpM ;R

)
und damit kein Tangential-

vektor. Wir werden aber später sehen, dass es auch das verwandte Konzept des
Gradienten gibt: Es gilt

grad f |p ∈ TpM so dass Ip(grad fp, v) = Df |p(v) für alle v ∈ TpM .

In flachen Räumen ist unterscheiden sich Differential und Gradient nur wie
Zeilenvektoren von Spaltenvektoren. In gekrümmten Räumen ist die Unter-
scheidung aber wesentlich.
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4. Das Differential Df aus Definition 49 beschreibt die ersten Ableitungen, aber
höhere Ableitungen können rekursiv eingeführt werden. Zum Beispiel kann die
zweite Ableitung von f : M → R via

D2 f |p∗ ∈ Lin
(
TpM ; Lin

(
TpM ;R

))
(2.9)

als das „Differential vom Differential von f “ betrachtet werden.

2.1.4 Orientierbarkeit und Normalenfeld

Wir betrachten im Folgenden Flächen im dreidimensionalen Raum, d.h. bis auf weiteres
gilt d = 3 und jede Fläche M ist eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit des R3.

Für ein parametrisiertes Flächenstück α : U → R3 kann man durch

ν±(α(u)) := ± ∂u1α(u)× ∂u2α(u)

‖∂u1α(u)× ∂u2α(u)‖
∈ Nα(u)α(U) (2.10)

zwei normale Vektorfelder auf α(U) definieren, aber diese Definition ist nicht invariant
unter Reparametrisierung und kann daher nicht auf alle reguläre Flächen übertragen
werden. In der Tat, mit den Notationen aus Abbildung 2.2 und elementaren Rechnun-
gen (Übungsaufgabe) folgt

ν̃
(
α̃(ũ)

)
= sgn

(
det
(

Jacφ(ũ)
))
ν
(
α
(
φ(ũ)

))
und wir schließen, dass sich das Vorzeichen der Normalenvektoren unter einem Wechsel
der Parametrisierung ändern kann.

Definition 51 (Orientierbarkeit). Eine Fläche M ⊂ R3 heißt orientierbar, falls es ein
stetig differenzierbares Normalenvektorfeld ν → R3 mit

ν(p) ∈ NpM und |ν(p)| = 1

für alle p ∈M gibt.

Wir bemerken, dass mit ν auch immer −ν ein Normalenvektorfeld auf M ist, d.h.
man hat immer eine binäre Wahl bzw. die Wahl zwischen zwei Orientierungen.

Beispiel (Orientierbare Flächen).

1. ν+(p) = +p/ |p| und ν−(p) = −p/ |p| definieren jeweils ein stetig differenzierbares
Normalenvektorfeld auf

S2
% = {(x1, x2, x3) : x2

1 + x2
2 + x2

3 = %2} ,

d.h. auf der Sphäre vom Radius % um 0. Die Abbildungen ν+ bzw. ν− werden aus
offensichtlichen Gründen hier äußeres bzw. inneres Normalenvektorfeld genannt.

2. Auf dem Kreiszylinder

M =
{

(x1, x2, x3) : x2
1 + x2

2 = %2
}

liefern

ν±(p) = ±%−1(p1, p2, 0)

wieder ein äußeres und ein inneres Normalenvektorfeld, wobei beide auch stetig
differenzierbar sind.
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Abbildung 2.6: Die Flächen zu (2.11): Das Möbius-Band (m = 1, links) ist das Standard-
beispiel für eine nicht-orientierbare Fläche. Für m = 2 (Mitte) erhält man eine orientierbare
Fläche, für m = 3 wieder eine nicht-orientierbare.

3. Der Torus und der Helikoid sind orientierbar.

4. Ist das Flächenstück α : U → R3 injektiv, so ist spur(α) orientierbar.

Beispiel (Nicht-orientierbare Fläche). Das Möbius-Band 15 kann auf viele Arten kon-
struiert werden, zum Beispiel für den Parameter m = 1 als Spur der nicht-injektiven
Parametrisierung

αm(u) =
(

sin (u1)
(
1 + u2 sin

(
m
2
u1

))
, cos (u1)

(
1− u2 sin

(
m
2
u1

))
, u2 cos

(
m
2
u1

))
(2.11)

mit (u1, u2) ∈ R×(−ε, ε), wobei 2ε die Breite des Bandes ist und m ∈ Z die Anzahl der
Verdrehungen beschreibt. Die Nichtorientierbarkeit für ungerade m kann sehr anschau-
lich erklärt werden, da das entsprechende Band nur eine Seite besitzt (und nicht – wie
zum Beispiel das zylindrische Band für m = 0 – eine Außenseite und eine Innenseite).
Auf formaler Ebene kann dies wie folgt verstanden werden: Es gilt

α(u1 + π, −u2) = α(u1, u2)

für alle (u1, u2) und damit auch

∂u1α(u1 + π, −u2) = +∂u1α(u1, u2) , ∂u2α(u1 + π, −u2) = −∂u2α(u1, u2) . (2.12)

Die Formeln (2.10) liefern deshalb via

ν±
(
α(u1 + π, −u2)

)
= ν∓

(
α(u1, u2)

)
, (2.13)

zwei verschiedene Normalenvektoren für denselben Punkt in spur(α).

Satz 52 (Äquivalente Charakterisierung von Orientierbarkeit). Eine Fläche M ist ge-
nau dann orientierbar, falls es ein vollständiges System von lokalen Parametrisierungen
(Ui, αi) gibt, so dass für je zwei Parametrisierungen αi : Ui → Rd und αj : Ui → Rd

mit Mij := αi(Ui) ∩ αj(Uj) 6= ∅ die Jacobi-Matrix der entsprechenden Reparametrisie-
rungsabbildung α−1

j ◦ αi : α−1
i (Mij)→ αj(Mij) eine positive Determinante besitzt.

15August Ferdinand Möbius (1790–1868), deutscher Mathematiker und Astronom.
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Beweis. Hinrichtung (⇒): Sei ν ein gegebenes Normalenvektorfeld aufM und (αi, Ui)i
ein vollständiges System von Parametrisierungen. Gilt ν(αi(u)) = ν+,i

(
αi(u)

)
für alle

u ∈ Ui, wobei ν+,i wie in (2.10) durch das Kreuzprodukt von ∂u1/2αi definiert ist, so
bleiben Ui und αi unverändert. Andernfalls ersetzen wir diese lokale Parametrisierung
durch

U i :=
{

(u1, u2) : (−u1, u2) ∈ Ui
}
, αi : U i →M mit αi(u1, u2) = αi(−u1, u2)

und dies impliziert ν+,i = −ν+,i. Wenden wir diesen Schritt auf jedes i an, erhalten wir
schließlich ein System von Parametrisierungen mit den gewünschten Eigenschaften.

Rückrichtung (⇐): Mit Hilfe des gegebenen Systems von Parametrisierungen kann
die Formel (2.10) mit globaler Vorzeichenwahl (zum Beispiel immer "+") benutzt wer-
den, um das Normalenvektorfeld auf ganz M zu definieren, denn die Voraussetzun-
gen garantieren, dass diese Definition mit den zugelassenen Kartenwechseln verträglich
ist.

Theorem 52 zeigt insbesondere, wie man Orientierbarkeit für Flächen M ⊂ Rd

mit d > 3 oder gar höherdimensionalen Mannigfaltigkeiten definieren kann, nämlich
mittels der Funktionaldeterminante von Kartenwechseln. Für Flächen im R3 ist aber
der Zugang über das Kreuzprodukt intuitiver.
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2.2 Krümmung von Flächen

In diesem Abschnitt betrachten wir orientierbare Flächen M ⊂ R3, die mindestens
zweimal stetig differenzierbar sind und führen die wesentlichen Krümmungsbegriffe
ein.

2.2.1 Gauß- und Weingarten-Abbildung

Die wesentliche Beobachtung für die folgenden Betrachtungen kann wie folgt formuliert
werden: Für jede orientierbare Fläche besitzt der Normalenvektor

ν : M → S2

als Abbildung zwischen zwei Flächen – nämlich zwischen M und der Einheitssphäre S2

– nach Definition 49 ein Differential mit

Dν|p : TpM → Tν(p)S
2 .

Nach Konstruktion gilt aber

Tν(p)S
2 =

{
v ∈ R3 :

〈
ν(p), v

〉
= 0
}

= TpM ,

d.h. der Urbildraum und der Bildraum von Dν|p sind identisch. Insbesondere ist Dν|p
immer ein Automorphismus von TpM und in den nächsten zwei Abschnitten wollen
wir herausarbeiten, dass diese Abbildung alle wesentliche lokalen Informationen über
die Krümmung von M kodiert. Aus historischen Gründen betrachet man aber −Dν|p.

Definition 53 (noch ein paar Namen). Sei M eine orientierbare Fläche im R3. Das
Normalenvektorfeld ν wird auch Gauß-Abbildung16 von M genannt und die Abbildung

p ∈M 7→ Lp := −Dν|p ∈ Lin(TpM ;TpM)

heißt Weingarten-Abbildung17 (oder auch Form-Operator).

Die erste wichtige Eigenschaft von Lp ist eine gewisse Kompatibilität mit der er-
sten Fundamentalform, die es uns anschließend erlauben wird, weitere symmetrische
Bilinearformen auf TpM zu identifizieren.

Lemma 54 (Symmetrie von Lp bzgl. Ip). Es gilt

Ip(Lpv, w) = Ip(v, Lpw)

für jedes p ∈M und alle v, w ∈ TpM .

Beweis. Wegen der Bilinearität von Ip reicht es, die Behauptung für Basisvektoren in
TpM zu zeigen. Dazu wählen wir eine lokale Parametrisierung p = α(u) mit α : U →M
und mit

Lp∂uiα(u) = −∂ui
(
ν ◦ α

)
(u)

16Johann Carl Friedrich Gauß (1777–1855), in Braunschweig geborener „Fürst der Mathematik“.
17Julius Weingarten (1836–1910), deutscher Mathematiker.
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erhalten wir

Ip
(
Lp∂uiα(u), ∂ujα(u)

)
= −

〈
∂ui
(
ν ◦ α

)
(u), ∂ujα(u)

〉
= −∂ui

〈(
ν ◦ α

)
(u), ∂ujα(u)

〉
+
〈(
ν ◦ α

)
(u), ∂ui∂ujα(u)

〉
= 0 +

〈(
ν ◦ α

)
(u), ∂ui∂ujα(u)

〉
,

wobei wir benutzt haben, dass ν(p) immer senkrecht auf TpM steht. Da aber der
Ausdruck auf der rechten Seite symmetrisch in i und j ist, erhalten wir via

Ip
(
Lp∂uiα(u), ∂ujα(u)

)
= Ip

(
Lp∂ujα(u), ∂uiα(u)

)
das gewünschte Ergebnis.

Definition 55 (Weitere Fundamentalformen). Die Abbildung

p ∈M 7→ IIp ∈ Bilin(TpM) mit IIp(v, w) := Ip(Lpv, w)

heißt Zweite Fundamentalform der orientierbaren Fläche M und

p ∈M 7→ IIIp ∈ Bilin(TpM) mit IIIp(v, w) := Ip(Lpv, Lpw)

wird die Dritte Fundamentalform genannt.

Als einfaches Beispiel wollen wir mitM = %S2 die Sphäre vom Radius % betrachten,
für die das Normalenvektorfeld und sein Differential durch

ν(p) = ±%−1p , Lp = ∓%−1id ,

gegeben sind, wobei das Vorzeichen von der gewählten Orientierung abhängt. Damit18

gilt

Ip = ∓%IIp = +%2IIIp

für alle p ∈ M , aber im Allgemeinen sind die zweite und dritte Fundamentalform
nicht durch globale Vielfache der ersten Fundamentalform zu bestimmen. Wir werden
weiter unten sehen, wie die Fundamentalformen allgemeinerer Flächen durch lokale
Parametrisierungen berechnet werden können.

Bemerkung.

1. Alle drei Fundamentalformen sind stetig differenzierbar in dem folgenden Sinne:
Sind v, w : M → R3 zwei stetig differenzierbare und tangentiale19 Vektorfelder
auf M , so sind die Abbildungen

p ∈M 7→ Ip(v(p), w(p)) bzw. IIp(v(p), w(p)) bzw. IIIp(v(p), w(p))

stetig differenzierbar. Dies gilt weil wir per Generalannahme immer vorausset-
zen, dass M mindestens zweimal stetig differenzierbar sind. Insbesondere sind
in diesem Kapitel alle betrachteten Parametrisierungen α immer zweimal ste-
tig differenzierbar und dies impliziert, dass να = ν ◦ α mindestens einmal stetig
differenzierbar ist.

18Insbesondere impliziert das positive Vorzeichen in der Formel für ν – bzw. die Wahl des äußeren
Normalenvektors – dass die zweite Fundamenmentalform negativ definit ist.

19Erinnerung: v : M → R3 ist tangentiales Vektorfeld, falls v(p) ∈ TpM für alle p ∈M .
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2. Nach Konstruktion und Lemma 54 gilt

Ip(v, w) = Ip(w, v) IIp(v, w) = IIp(w, v) IIIp(v, w) = IIIp(w, v) ,

d.h. alle drei Fundamentalformen sind symmetrische Bilinearformen auf TpM .

In einer lokalen und invertierbaren ParametrisierungM 3 p = α(u) mit α : U →M
wird die Gauß-Abbildung durch

να := ν ◦ α : U → NpM ⊂ R3

vertreten, wohingegen Lp für jedes p ∈ α(U) durch

Lu,α := (Dα|u)−1 ◦ Lp ◦ Dα|u ∈ Lin
(
R2;R2

)
repräsentiert wird, und wir werden weiter unten sehen, wie die entsprechende Matrix
bzgl. der lokalen Koordinaten berechnet werden kann.

Satz 56 (Fundamentalformen und Koordinaten). Sei p = α(u) mit α : U → M eine
lokale Parametrisierung vonM . Dann entsprechen die drei Fundamentalformen in TpM
den quadratischen 2×2-Matrizen

Iu,α = +
(〈
∂ui1α(u), ∂ui2α(u)

〉)
i1,i2=1,2

,

IIu,α =−
(〈
∂ui1α(u), ∂ui2να(u)

〉)
i1,i2=1,2

,

IIIu,α = +
(〈
∂ui1να(u), ∂ui2να(u)

〉)
i1,i2=1,2

bzgl. der durch die Parametrisierung induzierten Basiswahl in TpM .

Beweis. Die lokalen Koordinaten entsprechen der Basiswahl

∂u1α(u), ∂u2α(u) ∈ TpM

und mit (2.8) schließen wir, dass

Lp ∂uiα(u) = −∂uiνα(u)

für i = 1, 2 gilt. Sind nun

v = v1∂u1α(u) + v2∂u2α(u) , w = w1∂u1α(u) + w2∂u2α(u)

zwei beliebige Tangentialvektoren in TpM , so gilt

Ip
(
v, w

)
=v1w1Ip(∂u1α(u), ∂u1α(u))+(

v1w2 + v2w1

)
Ip(∂u1α(u), ∂u2α(u)) + v2w2Ip(∂u2α(u), ∂u2α(u))

und dies ist gerade die quadratische Form, die von der Matrix Iu,α erzeugt wird. Analog
folgt aus

IIp
(
v, w

)
=v1w1IIp(∂u1α(u), ∂u1α(u))+(

v1w2 + v2w1

)
IIp(∂u1α(u), ∂u2α(u)) + v2w2IIp(∂u2α(u), ∂u2α(u))

=v1w1Ip(∂u1α(u), Lp∂u1α(u))+(
v1w2 + v2w1

)
Ip(∂u1α(u), Lp∂u2α(u)) + v2w2Ip(∂u2α(u), Lp∂u2α(u))

dass die zweite Fundamentalform durch die Matrix IIu,α vermittelt wird, und die Her-
leitung der dritten Behauptung ist analog.
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Bemerkung.

1. Iu,α , IIu,α und IIIu,α sind wegen Lemma 54 immer symmetrische Matrizen. Iu,α
und IIIu,α sind darüberhinaus positiv definit, IIu,α im Allgemeinen aber nicht.

2. Die Einträge der Matrizen Iu,α, IIu,α, IIIu,α werden in der Literatur oft mit
gα,i1i2(u), hα,i1i2(u)und eα,i1i2(u) bezeichnet, wobei der Index α meist nicht ge-
schrieben wird.

3. Die obigen Formeln implizieren

IIu,α = Iu.α · Lu,α bzw. Lu,α = I−1
u,α · IIu,α

im Sinne der Matrizenmultiplikation, wobei wir benutzt haben, dass Iu,α als sym-
metrische und positiv definite Matrix invertierbar ist. In der Literatur wird oft

I−1
u,α =

(
g11
α (u) g12

α (u)
g12
α (u) g22

α (u)

)
=

1

gα(u)

(
gα,22(u) −gα,12(u)
−gα,12(u) gα,11(u)

)
geschrieben.

4. Lu,α ist im Allgemeinen nicht symmetrisch, sondern es gilt

Iu,α · Lu,α = LTu,α · Iu,α bzw. LTu,α = Iu,α · Lu,α · I−1
u,α (2.14)

wegen der Symmetrie von Iu,α und IIu,α. Die Lineare Algebra garantiert aber
trotzdem, dass Lu,α zwei reelle Eigenwerte besitzt, die entweder verschieden sind
oder aber sowohl die algebraische als auch geometrische Vielfachheit 2 besitzen.
Insbesondere ist Lu,α stets diagonalisierbar und kann niemals einen Jordan-Block
besitzen.20

5. Die zweite Fundamentalform kann wegen

−
〈
∂ui1να(t), ∂ui2α(u)

〉
= −∂ui1

〈
να(t), ∂ui2α(u)

〉
+
〈
να(t), ∂ui1∂ui2α(u)

〉
= −0 +

〈
να(t), ∂ui1∂ui2α(u)

〉
direkt aus den zweiten Ableitungen von α sowie der Formel für να – und damit
insbesondere ohne die partiellen Ableitungen von να – berechnet werden. Analoges
gilt für die dritte Fundamentalform mit Lemma 57.

Als (sehr) einfaches Beispiel betrachten wir die natürliche Parametrisierung des
Zylinders vom Radius % > 0, also

(u1, u2) ∈ R2 7→ α(u1, u2) =
(
% cos (u1), % sin (u1), u2

)
∈ R3 ,

20Diese Behauptungen über das Spektrum können wie folgt überprüft werden: Da Iu,α symmetrisch
und positiv definit ist, existiert eine invertierbare Matrix Qu,α, so dass Iu,α = QTu,α · Qu,α. Für
Ku,α := Q · Lu,α ·Q−1u,α gilt dann

KT
u,α := ·Q−Tu,α · LTu,α ·QTu,α = Q−Tu,α · LTu,α · Iu,α ·Q−1u,α

=Q−Tu,α · Iu,α · Lu,α ·Q−1u,α = Qu,α · Lu,α ·Q−1u,α = Ku,α ,

d.h. Lu,α ist zwar nicht symmetrisch aber konjugiert zu der symmetrischen Matrix Ku,α Insbesondere
besitzen Ku,α und Lu,α dasselbe Spektrum.
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sowie den äußeren Normalenvektor

να(u) =
(
cos (u1), sin (u1), 0

)
. (2.15)

Durch direkte Rechnungen erhalten wir

∂u1α(u) =
(
−% sin (u1), +% cos (u2), 0

)
, ∂u2α(u) =

(
0, 0, 1

)
bzw.

∂u1να(u) =
(
− sin (u1), + cos (u2), 0

)
, ∂u2να(u) =

(
0, 0, 0

)
und damit

Iu,α =

(
%2 0
0 1

)
, IIu,α =

(
% 0
0 0

)
, IIIu,α =

(
1 0
0 0

)
sowie

Lu,α = I−1
u,α · IIu,α = %−2

(
1 0
0 %2

)
·
(
% 0
0 0

)
=

(
% 0
0 0

)
.

Insbesondere besitzt Lp als linearer Endomorphismus von TpM in jedem Punkt p die
beiden Eigenwerte 0 und %, und wir werden später sehen, dass dies gerade die beiden
Hauptkrümmungen des Zylinders sind.

Wie leiten nun eine nützliche Formel zwischen den Fundamentalformen her, die na-
türlich analog auch für die entsprechenden Matrixdarstellungen in lokalen Koordinaten
gilt.

Lemma 57 (punktweise Identität zwischen den Fundamentalformen). Für alle p ∈M
gilt

IIIp − tr (Lp)IIp + det (Lp)Ip = 0 ,

wobei tr (Lp) ∈ R und det (Lp) ∈ R die Spur und die Determinante der linearen Abbil-
dung Lp ∈ Lin(TpM ;TpM) sind. 21

Beweis. In lokalen Koordinaten entsprechen die drei Fundamentalformen den quadra-
tischen Formen, die durch die Matrizen aus Satz 56 vermittelt werden, und die Matrix
Lu,α besitzt die beiden reellen Eigenwerte κ1 und κ2 mit den dazugehörigen Eigenvek-
toren e1 und e2 (die natürlich von u und α abhängen). Da nun

0 = κ2
i − (κ1 + κ2)κi + κ1κ2 = κ2

i − tr (Lp)κi + det (Lp)

sowohl für i = 1 als auch für i = 2 gilt, erhalten wir

0 = eTi1 · Iu,α ·
(
κ2
i2
− (κ1 + κ2)κi2 + κ1κ2

)
ei2

= eTi1 ·
(
Iu,α · Lu,α · Lu,α − (κ1 + κ2) Iu,α · Lu,α + κ1κ2 Iu,α

)
· ei2

und damit die gewünschte Identität für die Eigenbasis von Lu,α. Die Behauptung folgt
nun aus der Bilinearität.

21Die Spur einer linearen Abbildung kann als Spur einer Matrixdarstellung berechnet werden, wobei
nach Lineare Algebra I das Ergebnis nicht von der Wahl der Basis abhängt. Analoges gilt für die
Determinante.
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Wie schließen diesen Abschnitt mit der Bemerkung, dass für eine gegebene Parame-
trisierung α : U →M die lokale Gaußabbildung να : U → S2 als eine Parametrisierung
eines Sphärenstücks interpretiert 22 werden kann. Insbesondere gilt

IIIu,α = Iu,να ,

d.h. die dritte Fundamentalform zu α ist gerade die erste Fundamentalform zu να.
Man nennt daher die dritte Fundamentalform III von M manchmal auch die Metrik
des sphärischen Bildes bzgl. der Gauß-Abbildung.

2.2.2 Krümmungsbegriffe

Zum Einstieg in die nachfolgenden Untersuchungen betrachten wir eine Kurve β :
I → M in einer orientierbaren Mannigfaltigkeit M ⊂ R3. Ist β eine Frenet-Kurve, so
existiert ein Frenet-Rahmen sowie eine Krümmung und eine Torsion (die wir hier mit
fi und λi bezeichnen wollen), so dass die Frenetschen Gleichungen

f ′1(s) = +λ1(s)f2(s) , f ′2(s) = −λ1(s)f1(s) + λ2(s)f3(s) , f ′3(s) = −λ2(s)f2(s)

erfüllt sind. Der Vektor β′′(s) = f ′1(s) steht dabei immer senkrecht auf f1(s) = β′(s),
wird aber im Allgemeinen weder tangential noch normal auf M stehen. Wir zerlegen
ihn daher

β′′(s) =
(
β′′(s)

)
tang

+
(
β′′(s)

)
norm

mit (
β′′(s)

)
norm

=
〈
β′′(s), ν

(
β(s)

)〉
ν
(
β(s)

)
∈ Nβ(s)M

und (
β′′(s)

)
tang

= β′′(s)−
(
β′′(s)

)
norm
∈ Tβ(s)M

in seine normale und tangentiale Komponente. Insbesondere gilt〈
β′′(s), ν

(
β(s)

)〉
=
〈 d

ds
β′(s), ν

(
β(s)

)〉
=

d

ds

〈
β′(s), ν

(
β(s)

)〉
−
〈
β′(s),

d

ds
ν
(
β(s)

)〉
= 0 +

〈
β′(s), Lβ(s)β

′(s)
〉

= IIβ(s)

(
β′(s), β′(s)

)
= κν(β(s), β′(s))

mit

κν(p, v) :=
IIp
(
v, v

)
Ip
(
v, v

) für p ∈M , v ∈ TpM , (2.16)

wobei wir benutzt haben, dass β′(s) und ν
(
β(s)

)
immer senkrecht aufeinander stehen

mit Iβ(s)

(
β′(s), β′(s)

)
= 1 und dass

d

ds
ν
(
β(s)

)
= Dν|β(s)β

′(s) = −Lβ(s)β
′(s)

22Streng genommen gilt dies gemäß Definition 39 nur dann, wenn Lα(u) den Rang zwei besitzt, d.h.
sofern ∂u1

να(u) und ∂u2
να(u) für jedes u ∈ U linear unabhängig sind.
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wegen (2.8) und Definition 2.8 gilt. Mit anderen Worten: Die Normalkomponente von
f2(s) ist bereits eindeutig durch den Tangentialvektor f1(s) = β′(s) und die Fläche
festgelegt und beschreibt den Teil der Kurvenkrümmung λ1(s), der durch die Krüm-
mung der Fläche verursacht wird und kann benutzt werden, um die Krümmung der
Fläche zu charakterisieren. Der tangentiale Anteil von β′′(s) beschreibt hingegen die
Krümmung der Kurve innerhalb der Fläche.

Der in Formel (2.16) definierte Ausdruck κν(p, v) wird die Normalkrümmung der
Fläche M im Punkt p in Richtung v genannt und κν(β(s), β′(s)) ist die entsprechende
Normalkrümmung der Kurve β im Punkt β(s). Sie erfüllt

κν(β(s), β′(s)) ≤ λ1(s) ,

wobei Gleichheit dann und nur dann gilt, wenn β′′(s) = ±ν(β(s)). Diese Bedingung
meint gerade, dass die affine Tangentialebene der Fläche im Punkt p mit der Streckebe-
ne der Kurve im Punkt p zusammenfällt bzw. dass die Flächennormale ν(β(s)) immer
in der Schmiegebene der Kurve enthalten ist.

Ein wichtiger Spezialfall – siehe auch Abbildung 2.7 – entsteht, wenn die Kurve β
für festgehaltenes p ∈M und gegebene Richtung v ∈ TpM die Schnittmenge der Fläche
M mit der affinen Ebene E = p+ span{ν(p), v} parametrisiert, denn in diesem Fall ist
κν(p, v) gerade die Krümmung der planaren Schnittkurve β.

Abbildung 2.7: Zum Inhalt des Satzes von Meusnier über sogenannte Normalenschnitte.
Links: Orientierbare FlächeM (gelb) mit festgehaltenem Punkt p (schwarz) und entsprechen-
dem Flächennormalenvektor ν(p) (blau) sowie ein Beispiel für eine zu wählende tangentiale
Richtung v (grün), die dann die affine Ebene E (grau) und die planare Schnittkurve β (rot)
festlegt. Rechts: Blick auf die Ebene E mit Kurve β und entsprechendem Krümmungskreis
(braun). In diesem Beispiel ist die Normalkrümmung κν(p, v) negativ.

Lemma 58 (Satz von Meusnier23). Seien p ∈ M und 0 6= v ∈ TpM gegeben, E = p+
span{ν(p), v} die von ν(p) und v aufgespannte affine Ebene durch p und β : −(−ε, ε)→
M ∩ E eine reguläre und zweimal-stetig differenzierbare Kurve mit

β(0) = p , β̇(0) = v.

23Jean Baptiste Marie Charles Meusnier de la Place (1754–1793), französischer Mathematiker.
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Dann ist die Krümmung von β im Punkt p gerade durch κν(p, v) gegeben. Außerdem
ist der entsprechende Krümmungskreis gerade die Schnittmenge der Ebene E mit der
Sphäre vom Radius 1/κν(p, v) um den Mittelpunkt p+ ν(p)/κν(p, v)

Beweis. Ist β nach Bogenlänge parametrisiert, so folgen beide Behauptungen aus den
obigen Betrachtungen sowie Definition 13. Der allgemeine Fall kann mittels einer Re-
parametrisierung der Kurve auf diesen Spezialfall zurückgef ührt werden.

Es ist nun naheliegend, nach Normalenschnitten zu suchen, die eine minimale oder
maximalen Krümmung der Schnittkurve produzieren und dies führt in natürlicher Wei-
se auf das Spektalsproblem des Weingartenoperators.

Lemma 59 (Normalkrümmung und Spektrum des Weingarten-Operators). Für jedes
p ∈M sind

κ1(p) := min
06=v∈TpM

κν(p, v) und κ2(p) := max
0 6=v∈TpM

κν(p, v)

wohldefiniert und liefern jeweils einen Eigenwert von Lp.

Beweis. Der Beweis folgt einem allgemeinen Prinzip aus der Theorie der quadratischen
Formen – siehe Lineare Algebra I&II –und kann wie folgt skizziert werden: Wegen

κν(p, λv) = κν(p, v) für alle p ∈M , 0 6= v ∈ TpM , 0 6= λ ∈ R

gilt

κ1(p) = min
{
IIp(v, v) : Ip(v, v) = 1

}
,

κ2(p) = max
{
IIp(v, v) : Ip(v, v) = 1

}
,

(2.17)

wobei das Minimum und das Maximum aus Kompaktheitsgründen wirklich angenom-
men werden. Nach Satz 56 können wir lokal v = v1∂u1α(u) + v2∂u2α(u) schreiben und
erhalten

Ip(v, v) =
(
v1 v2

)
· Iu,α ·

(
v1

v2

)
, IIp(v, v) =

(
v1 v2

)
· Iu,α · Lu,α ·

(
v1

v2

)
.

Die Langrange Multiplikatorenregel garantiert, dass in jedem lokalen Extremum
(v1, v2) der Optimierungsprobleme die Gleichung

2 Iu,α · Lu,α ·
(
v1

v2

)
= 2κ Iu,α ·

(
v1

v2

)
mit einem Multiplikator κ erfüllt ist, wobei wir benutzt haben, dass Iu,α und IIu,α
symmetrisch sind und dass Iu,α auch invertierbar ist. Die Extremstellen v ∈ Tα(u)M
zu den Optimierungsproblemen in (2.17) sind also gerade normierte Eigenvektoren
der Matrix Lu,α, die ja gerade die lineare Abbildung Lα(u) repräsentiert, und nach
linksseitiger Multiplikation mit

(
v1, v2

)
folgt IIp(v, v) = κIp(v, v).

Der Zusammenhang zwischen Krümmung von Schnittkurven und Eigenwerten des
Weingartenoperators motiviert die folgende Definition.

Definition 60 (Vier skalare Krümmungsbegriffe).

1. κ1(p) und κ2(p) heißen die Hauptkrümmungen von M in p. Die entsprechenden
Eigenvektoren aus TpM entsprechen den Hauptkrümmungsrichtungen.
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2. H(p) := 1
2
κ1(p) + 1

2
κ2(p) = 1

2
tr (Lp) bzw. K(p) := κ1(p)κ2(p) = det (Lp) sind die

mittlere Krümmung bzw. die Gauß-Krümmung von M in p.

Bemerkung.

1. Bei uns gilt immer κ1(p) ≤ κ2(p), aber in der Literatur muss dass nicht immer
so sein (die beiden Krümmungen werden manchmal nur als die zwei Eigenwerte
von Lp eingeführt).

2. κ1, κ2, K und H sind als Abbildungen von M nach R stetig differenzierbar im
Sinne von Definition 48.

3. Bzgl. lokaler Koordinaten α : U → M können κ1(α(u)) und κ2(α(u)) als die
Eigenwerte von Lu,α berechnet werden. Analog gilt K(α(u)) = det (Lu,α) und
H(α(u)) = 1

2
tr (Lu,α) .

4. Bei einem Wechsel der Orientierung24 ändern κ1(p) und κ2(p) in jedem Punkt
p ∈M ihr Vorzeichen (und damit auch H(p), aber nicht K(p)).

5. Alle Krümmungen sind invariant unter affinen Verschiebungen und Rotationen
von M . Bei Spiegelungen kann sich die Orientierung ändern.

6. Es gilt

H2(p)−K(p) = 1
4
(κ2(p)− κ1(p))2 ≥ 0 ,

wobei Gleichheit nur in (eigentlichen oder uneigentlichen) Nabelpunkten erreicht
wird (siehe die folgende Definition).

7. v ∈ TpM heißt asymptotische Richtung, falls κν(p, v) = 0. Eine solche Richtung
kann nur existieren, wenn κ1 und κ2 verschiedene Vorzeichen besitzen bzw. κ1

oder κ2 verschwindet.

Die spektralen Eigenschaften von Lp bestimmen, wie wir gleich sehen werden, die
lokale Geometrie der Fläche in der Nähe von p.

Definition 61 (Klassifikation von Punkten). p ∈M heißt

1. elliptisch, falls K(p) > 0,

2. hyperbolisch, falls K(p) < 0,

3. parabolisch, falls K(p) = 0 aber H(p) 6= 0,

4. eigentlicher Nabelpunkt, falls κ1(p) = κ2(p) 6= 0,

5. Flachpunkt oder uneigentlicher Nabelpunkt, falls κ1(p) = κ2(p) = 0,

Diese Benennungen sind historisch entstanden, aber können durch das folgende
Resultat sowie Abbildung 2.8 motiviert werden.

24Das meint, dass man −ν : M → S2 an Stelle von ν : M → S2 als Normalenvektorfeld betrachtet.
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Abbildung 2.8: Links: Typische Beispiel für hyperbolische und elliptische Punkte p mit
entsprechender Tangentialebene (grau) und Flächennormale (schwarz) sowie zwei Normalen-
schnittkurven, entlang derer die Hauptkrümmungen realisiert werden (rot und grün). In allen
Beispielen ist f quadratisch und fällt daher mit der Taylor-Appoximation f aus (2.21) zusam-
men. Für nicht-quadratische Funktionen f sehen die Graphen von f und f in der Nähe des
Ursprungs qualitativ gleich aus solange die entsprechende Hesse-Matrix H keine verschwin-
denden Eigenwerte besitzt. Rechts: Die entsprechenden Contourplots des Graphen von f mit
Hyperbeln bzw. Ellipsen als Niveaukurven. Die Hyperbeln und Ellipsen entstehen auch als
Schnittkurven zwischen der Fläche und den gedrehten Tangentialebenen.

Lemma 62 (Graphen von Funktionen). Seien f : R2 → R eine zweimal stetig diffe-
renzierbare Funktion mit

f(0, 0) = ∂u1f(0, 0) = ∂u2f(0, 0) = 0 (2.18)

und α : R2 → R3 eine Parametrisierung des Graphen von f , d.h.

α(u1, u2) =
(
u1, u2, f(u1, u2)

)
, (u1, u2) ∈ R2 .
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Dann wird M := graph f durch

ν
(
u1, u2, f(u1, u2)

)
=

n(u1, u2)∣∣n(u1, u2)
∣∣ ,

mit

n(u1, u2) :=
(
−∂u1f(u1, u2), −∂u2f(u1, u2), +1

)
eine orientierbare Mannigfaltigkeit und im Koordinatenursprung gilt

I(0, 0, 0)(v, w) =
(
v1 v2

)
·
(
w1

w2

)
, II(0, 0, 0)(v, w) =

(
v1 v2

)
·H ·

(
w1

w2

)
(2.19)

mit

H = Hessf(0, 0) =

(
∂2
u1
f(0, 0) ∂u1∂u2f(0, 0)

∂u1∂u2f(0, 0) ∂2
u2
f(0, 0)

)
für alle Tangentialvektoren v = (v1, v2, 0) und w = (w1, w2, 0) in T(0, 0, 0)M . Insbeson-
dere sind die Hauptkrümmungen von M in (0, 0, 0) gerade die Eigenwerte von H.

Beweis. Teil 1: Wir berechnen

∂u1α(u1, u2) = (1, 0, ∂u1f(u1, u2)) , ∂u2α(u1, u2) = (0, 1, ∂u2f(u1, u2))

und schließen, dass n(u1, u2) für jedes (u1, u2) ∈ R2 immer senkrecht auf Tα(u1, u2)M
steht und daher ν in der Tat ein zulässiges Normalenvektorfeld ist, wobei die stetige
Differenzierbarkeit unmittelbar mit |n(u1, u2)| 6= 0 folgt.

Teil 2: Im Koordinatenursprung gilt offensichtlich

ν(0, 0, 0) = (0, 0, 1) , ∂u1α(0, 0) = (1, 0, 0) , ∂u2α(0, 0) = (0, 1, 0)

und damit auch T(0, 0, 0)M =
{

(v1, v2, v3) ∈ R3 : v3 = 0
}
. Mit

∂uiνα(u1, u2) = ∂ui

(
n(u1, u2)∣∣n(u1, u2)

∣∣
)

=
∂uin(u1, u2)∣∣n(u1, u2)

∣∣ − n(u1, u2)∣∣n(u1, u2)
∣∣3

3∑
j=1

nj(u1, u2)∂uinj(u1, u2)

und wegen n(0, 0) = (0, 0, 1) erhalten wir außerdem

∂u1να(0, 0) = ∂u1n(0, 0) =
(
−∂2

u1
f(0, 0), −∂u1∂u2f(0, 0), 0

)
,

∂u2να(0, 0) = ∂u2n(0, 0) =
(
−∂u1∂u2f(0, 0), −∂2

u2
f(0, 0), 0

)
,

so dass sich für die Matrizen aus Satz 56 die Formeln

I(0, 0),α =

(
1 0
0 1

)
, II(0, 0),α = H , L(0, 0),α = I−1

(0, 0),α · II(0, 0),α = H (2.20)

ergeben.
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Abbildung 2.9: Oben: Beispiel für einen parabolischen Punkt analog zu den Beispielen aus
Abbildung 2.8. Parabeln entstehen als Schnittkurven der Fläche (Graph einer quadratischen
Funktion) mit gedrehten Tangentialebenen.Mitte/Unten: Graph der rein kubischen Funktio-
nen f(u1, u2) = u3

1−3u1u
2
2 bzw. f(u1, u2) = u1u2

(
u2

1 − u2
2

)
als Beispiele für einen Affensattel

bzw. einen Hundesattel . Im Ursprung verschwinden in diesen entarteten Fällen alle nullten,
ersten und zweiten Ableitungen von f . Insbesondere ist der Graph der Approximation f die
flache (x1, x2)-Ebene und unterscheidet sich damit doch sehr vom Graphen von f .

Besonders einfach wird die Situation, wenn f selbst eine quadratische Funktion ist,
wenn also

f(u1, u2) = 1
2

(
u1 u2

)
·H ·

(
u1

u2

)
für eine gegebene symmetrische Matrix H ∈ Mat(2×2) gilt, siehe Abbildung 2.8 für
den elliptischen und den hyperbolischen Fall. Ist nun f eine allgemeine Funktion wie in
Lemma 62, so kann f nach dem Satz von Taylor und wegen (2.18) lokal immer durch

f(u1, u2) = f(u1, u2) +O
(
|u|3
)
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mit

f(u1, u2) := 1
2

(
u1 u2

)
·H ·

(
u1

u2

)
H = Hessf(0, 0) = Hessf(0, 0) (2.21)

approximiert werden. Verschwindet keiner der beiden Eigenwerte von H (generischer 25

Fall), so sehen die Graphen von f und f lokal gleich aus. Wir wollen das hier weder
rigoros formulieren noch beweisen, aber die wesentliche Idee ist, dass in der Nähe von
(0, 0) alle höheren Ordnungsterme durch die quadratischen Taylor-Terme dominiert
werden, eben weil letztere nicht entartet sind. Besitzt H hingegen einen oder gar zwei
verschwindende Eigenwerte (nicht-generischer, entarteter Fall), so hängt das qualita-
tive Verhalten des Graphen von f nicht nur von den quadratischen, sondern auch von
höheren Ordnungstermen ab. Zwei Beispiele sind in Abbildung 2.9 dargestellt.

Wir erinnern außerdem daran, dass jede Fläche lokal als Graph einer Funktion ge-
schrieben werden kann und durch Drehungen, Verschiebungen und Indexvertauschun-
gen kann man immer die Voraussetzungen von Lemma 62 sicherstellen. Insbesondere
sieht jede Fläche M in der Nähe eines jeden Punktes p ∈ M mit K(p) 6= 0 so aus wie
eine der Flächen aus Abbildung 2.8.

Lemma 63. Sei M ⊂ R3 eine orientierbare, zusammenhängende und dreimal stetig
differenzierbare Fläche, die nur aus Nabelpunkten besteht. Dann ist M entweder Teil-
menge einer Ebene oder Teilmenge einer Sphäre.

Beweis. Wir wählen eine lokale und injektive Parametrisierung α : U →M und wissen
nach Voraussetzung, dass der Weingartenoperator Lu,α für jedes u ∈ U ein Vielfaches
der Identität ist. Insbesondere gibt es eine Funktion κ : U → R, so dass

Lu,α = κ(u1, u2)

(
1 0
0 1

)
und wir wollen nun zeigen, dass κ schon die konstante Funktion sein muss. Dazu be-
merken wir, dass

∂uiνα(u1, u2) + κ(u1, u2)∂uiα(u1, u2) = 0 ∈ R3

sowohl für i = 1 als auch für i = 2 gilt, und Differentiation nach dem jeweils anderen
uj liefert

∂uj∂uiνα(u1, u2) + κ(u1, u2)∂uj∂uiα(u1, u2) = −∂ujκ(u1, u2) ∂uiα(u1, u2) .

Da die linke Seite symmetrisch unter Vertauschung von u1 und u2 ist, folgt

∂u2κ(u1, u2) ∂u1α(u1, u2) = ∂u1κ(u1, u2) ∂u2α(u1, u2) ∈ R3 ,

und weil die partiellen Ableitungen von α linear unabhängige Vektoren liefern, erhalten
wir ∂u1κ(u1, u2) = ∂u2κ(u1, u2) = 0. Insbesondere muss κ eine konstante Funktion auf
U sein und dies impliziert

να(u1, u2) = −κ(u1, u2) + c

25Generisch meint, salopp gesprochen, dass eine Situation robust unter kleinen Störungen ist. Zum
Beispiel: Besitzt eine quadratische Matrix nur von Null verschiedene Eigenwerte, so wird diese Eigen-
schaft auch für jede hinreichend kleine Störung der Matrix gelten (Stetigkeit des Spektrums) und ist
daher generisch. Einen verschwindenden Eigenwert kann man jedoch durch beliebig kleine Störungen
eliminieren, so dass die Existenz eines Nulleigenwerts keine generische, sondern eine sehr spezielle
Eigenschaft ist.
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für ein geeigneten gewählten Vektor c ∈ R3. Ist κ = 0, so gilt να(u1, u1) = c und α(U)
liegt im Bild einer zu c orthogonalen affinen Ebene. Anderfalls gilt∣∣α(u1, u2)− κ−1c

∣∣ = |κ|−1 ,

d.h. α(u1, u2) liegt für jedes (u1, u2) ∈ U in der Sphäre vom Radius |κ|−1 um den
Mittelpunkt κ−1c. Wir haben nun gezeigt, dassM in der Umgebung eines jeden Punktes
entweder flach oder Teil eine Sphäre ist. Aufgrund der Zusammenhangsvoraussetzung
kann nun durch ein einfaches Überdeckungsargument gezeigt werden, dass es sich immer
um dieselbe Sphäre/Ebene handeln muss.

Definition 64 (Spezielle Kurven auf Flächen). Eine reguläre Kurve β : I → M heißt
Krümmungslinie, falls β̇(t) für jedes t ∈ I eine Hauptkrümmungrichtung im Punkt β(t)

ist. Sie heißt Asymptotenlinie, falls β̇(t) für jedes t ∈ I eine asymptotische Richtung
ist, d.h. wenn IIβ(t)(β̇(t), β̇(t)) = 0 .

Die Existenz von Krümmungslinien kann abstrakt mit Hilfe gewöhnlicher Differen-
tialgleichungen gezeigt werden, so dass es für jeden Punkt p ∈ M mit κ1(p) < κ2(p)
bis auf Kurven-Reparametrisierung genau zwei Krümmungslinien in M gibt, die durch
diesen Punkt laufen. Diese Kurven können durch das Anfangswertproblem

β̇(t) = ei
(
β(t)

)
, β(0) = p

bestimmt werden, wobei ei(p) eine Hauptkrümmungsrichtung zu κi(p) ist. Analog kann
für κ1(p) < 0 < κ2(p) gezeigt werden, dass genau zwei Asymptotenlinien durch durch
p laufen.

Mit Hilfe partieller Differentialgleichungen kann man darüber hinaus zeigen, dass
jede Fläche M lokal so durch α : (−ε1, +ε1)× (−ε2, +ε2)→M parametrisiert werden
kann, dass die Kurven

u1 7→ α(u1, u2) , u2 7→ α(u1, u2)

Krümmungslinien sind. Dies ist genau dann der Fall, wenn sowohl Iu,α als auch IIu,α
für jedes (u1, u2) Diagonalmatrizen sind, und das klassische Beispiel ist die Standard-
parametrisierung von Rotationsflächen (Übungsaufgabe).

2.2.3 Exkurs über Minimalflächen

Definition 65 (Minimalfläche). Ein orientierbare Fläche M ⊂ R3 mit H(p) = 0
für alle p ∈ M heißt Minimalfläche. Analog werden parametrisierte Minimalflächen
eingeführt.

Zur Motivation betrachten wir injektive Flächenstücke α : U → R3 auf einer offenen
und beschränkten Menge U , so dass α bis zum Rand ∂U stetig fortgesetzt werden kann
und dort gegebene Randwerte α : ∂U → R3 annimmt. Dann ist α∗ ein kritischer Punkt
der Oberflächenfunktionals

α 7→ area(α(U)) =

∫
U

√
gα(u) du
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genau dann, wenn α Minimalfläche ist.26 Dies gilt weil die Änderung der Fläche unter
normalen Variationen der Bauart

αε(u) = α(u) + εφ(u)να(u) für festes φ : U → R mit φ|∂U = 0

durch den Term

area
(
αε(U)

)
= area

(
α0(U)

)
− 2 ε

∫
U

φ(u)H
(
α(u)

)√
gα(u) du+O

(
ε2
)

gegeben ist.

Lemma 66 (winkeltreue Parametrisierung). Ein parametrisiertes Flächenstück α :
U → R3 ist genau dann winkeltreu27 im Sinne von

cos
(
^(v, w)

)
= cos

(
^(Dα|uv, Dα|uw)

)
für alle v, w ∈ R2 = TuU ,

wenn die erste Fundamentalform in jedem Punkt ein Vielfaches der Identität ist, d.h
wenn

Iu,α =

(
g11,α(u) g12,α(u)
g12,α(u) g22,α(u)

)
=
√
gα(u)

(
1 0
0 1

)
.

In diesem Fall gilt auch

∂2
u1
α(u) + ∂2

u2
α(u) = 2H(α(u))

√
gα(u) να(u) (2.22)

für jedes u ∈ U .

Beweis. Übungsaufgabe.

Folgerung 67 (Winkeltreue der Gauß-Abbildung von Minimalflächen). Ist α : U → R
eine winkeltreue Parametrisierung einer Minimalfläche mit K

(
p
)
6= 0, so ist να : U →

S2 eine winkeltreue Parametrisierung der Sphäre.

Beweis. Mit Lemma 57 und wegen der Voraussetzung gilt

Iu,να = IIIu,α = 2H
(
α(u)

)
IIu,α −K

(
α(u)

)
Iu,α ,

und dies impliziert die Behauptung mit
√
gνα(u) = −K

(
α(u)

)√
gα(u) (beachte, dass

K(α(u)) < 0 gelten muss).

Der Vektor H(p)ν(p) wird auch mittlerer Krümmungsvektor an M in p ∈ M ge-
nannt.

Satz 68 (Komplexifizierung eines Flächenstückes). Für ein stetig differenzierbares Flä-
chenstück α : U → R3 seien die drei komplexwerten Funktionen ϕj : U → C definiert
durch

ϕj(u1 + iu2) := ∂u1αj(u1, u2)− i∂u2αj(u1, u2) . (2.23)

Dann gilt
26Im Allgemeinen muss α nicht unbedingt lokaler Minimierer des Oberflächenfunktionals sein, son-

dern könnte auch einem lokalen Maximum oder einem Sattelpunkt entsprechen. Die Bezeichnung
Minimalfläche ist historisch entstanden und hat sich gehalten.

27Statt winkeltreu sagt man oft auch konform.
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1. Die Parametrisierung α ist genau dann winkeltreu, falls ϕ2
1 + ϕ2

2 + ϕ2
3 = 0 im

Sinne von Funktionen gilt.

2. Ist α winkeltreu, so ist sp (α) genau dann eine Minimalfläche, wenn ϕ1, ϕ2, ϕ3

holomorph sind bzw. wenn jede Komponente von α harmonisch ist, d.h. ∂2
u1
αj +

∂2
u2
αj = 0.

Hier bei betrachten wir U wahlweise als Teilmenge von R2 oder C.

Beweis. Teil 1: Wir berechnen

3∑
j=1

ϕ2
j(u) =

3∑
j=1

(
∂u1αj(u)

)2 −
3∑
j=1

(
∂u2αj(u)

)2 − 2i
3∑
j=1

∂u1αj(u)∂u2αj(u)

=
〈
∂u1α(u), ∂u1α(u)

〉
−
〈
∂u2α(u), ∂u2α(u)

〉
− 2i

〈
∂u1α(u), ∂u2α(u)

〉
= g11,α(u)− g12,α(u)− 2ig12,α(u) ,

und schließend, dass
∑3

j=1 ϕ
2
j = 0 dann und nur dann gilt, wenn g11,α = g22,α und

g12,α = 0. Die erste Behauptung folgt nun mit Lemma 66.
Teil 2 : Die Behauptung folgt direkt aus Formel 2.22 sowie der funktionentheore-

tischen Aussage, dass φi genau dann holomoporph ist, wenn der Realteil ∂u1αi und
der Imaginärteil ∂u2αi die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen erfüllen. Die
zweite dieser Differentialgleichungen ist hier trivialerweise erfüllt, aber erste fordert
gerade

∂2
u1
αi(u1, u2) = −∂2

u2
αi(u1, u2) ,

für alle i.

Satz 69 (Komplexe Definition einer Minimalfläche). Sei U einfach zusammenhähgend
und seien ϕ1, ϕ2, ϕ3 : U → C holomorph mit ϕ2

1 + ϕ2
2 + ϕ2

3 = 0. Dann existiert eine
winkeltreue Parametrisierung einer Minimalfläche α : U → R3, so dass (2.23) erfüllt
ist. Dabei ist α genau dann regulär in u ∈ U , wenn die Funktion ϕ1ϕ1 + ϕ2ϕ2 + ϕ3ϕ3

in diesem Punkt nicht verschwindet.

Beweis. Die Funktionen αi sind durch

∂u1αi(u1, u2) = Re
(
ϕi(u1 + iu2)

)
, ∂u2αi(u1, u2) = Im

(
ϕi(u1 + iu2)

)
bis auf Konstanten wohldefiniert, wobei die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichun-
gen sicherstellen, dass die Integrabilitätsbedingung erfüllt ist. Außerdem gilt

(
ϕ1ϕ1 + ϕ2ϕ2 + ϕ3ϕ3

)
(u1 + iu2) =

3∑
j=1

(
∂u1αj(u1, u2)

)2
+
(
∂u2αj(u2, u2)

)2

=
〈
∂u1α(u), ∂u1α(u)

〉
+
〈
∂u2α(u), ∂u2α(u)

〉
und die Winkeltreue von α impliziert〈

∂u1α(u), ∂u1α(u)
〉

=
〈
∂u2α(u), ∂u2α(u)

〉
.

Die Behauptung über die Regularität von α folgt unmittelbar.
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Satz 69 erlaubt es uns also, winkeltreue Parametrisierungen von Minimalflächen aus
holomorphen bzw. harmonischen Funktionen zu gewinnen. Zur Vollständigkeit wollen
wir dabei erwähnen, dass lokal jede Minimalfäche winkeltreu parametrisiert werden
kann, eben weil jede Fläche lokal durch Krümmungslinienparameter dargestellt werden
kann. Oder anders gesagt: Zumindest lokal sehen alle Minimalflächen so aus wie in Satz
69. Den Beweis wollen wir hier nicht führen, da er Kenntnisse über elliptische Differen-
tialgleichungen erfordert. Dieses Resultat impliziert aber zusammen mit Satz 68, dass
jede Minimalfläche schon unendlich oft differenzierbar ist, eben weil jede harmonische
Funktion bzw. jede holomorphe Funktion unendlich oft differenzierbar ist.

Wir erinnern daran, dass αj durch komplexe Wegintegration via

αj(u1, u2) := Re

∫
γu

ϕj(ζ) dζ

 = Re

 L∫
0

ϕj(γu(t)) · γ̇u(t) dt


aus den ϕ rekonstruiert werden kann, wobei γu : [0, L] ein stetig differenzierbarer Weg
in U ist, der einen festgehaltenen Punkt u∗ ∈ U mit u ∈ U verbindet, und · für die
komplexe Multiplikation steht. Ist U sternförmig bzgl. u∗, so kann

L = 1 , γu = (t)(1− t)u∗ + tu

gewählt werden.

Lemma 70 (Weierstraß-Darstellung von Minimalflächen). Sind ϕ1, ϕ2, ϕ3 : U → C
drei holomorphe und nicht identische verschwindende Funktionen mit ϕ2

1 +ϕ2
2 +ϕ2

3 = 0,
so werden durch

F = ϕ1 − iϕ2 , G =
ϕ3

ϕ1 − iϕ2

eine holomorphe Funktion F : U → C sowie eine meromorphe28 Funktion G : U →
C ∪ {∞} definiert, wobei FG2 : U → C auch holomorph ist. Außerdem gilt

ϕ1 =
1

2
F
(
1−G2

)
ϕ2 =

i

2
F
(
1 +G2

)
ϕ3 = FG ,

d.h. F und G legen die ϕj bereits eindeutig fest.

Beweis. Die punktweisen Formeln ergeben sich durch elementare Rechnungen mit kom-
plexen Zahlen und die Behauptungen zur Differenzierbarkeit sind eine direkte Konse-
quenz der entsprechenden funktionentheoretischen Definitionen.

α1(u1, u2) = 1
2

Re

∫
γu

F (ζ)
(
1−G(ζ)2) dζ


α1(u1, u2) = 1

2
Im

∫
γu

F (ζ)
(
1 +G(ζ)2) dζ


α3(u1, u2) = Re

∫
γu

F (ζ)G(ζ) dζ


28meromorph meint, holomorph bis auf isolierte Singularitäten
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Abbildung 2.10: Beispiele für Minimalflächen, wobei das Gitter (sofern gezeichnet) aus
Krümmungslinien besteht: Oben links: Der Katenoid aus (2.24). Oben rechts: Der Helikoid
aus (2.25) Unten links: Die Enneper-Fläche aus (2.26). Unten rechts: Die Scherksche Fläche
aus (2.27).

Beispiel (Minimalflächen). In Abbildungen 2.10 sind die folgenden Flächen illustriert:

1. Der Katenoid

α(u1, u2) =
(
cosh (u1) cos (u2), cosh (u1) sin (u2), u1

)
(2.24)

ist Minimal- und Rotationsfläche und entspricht

ϕ1(ζ) = sinh (ζ) , ϕ2(ζ) = −i cosh (ζ) , ϕ3(ζ) = 1

bzw.

F (ζ) = − exp (−ζ) , G(ζ) = − exp (+ζ) .

im komplexen Kalkül.

2. Die Parametrisierung

α(u1, u2) =
(
− sinh (u1) sin (u2), sinh (u1) cos (u2), −u2

)
(2.25)

beschreibt einem Helikoiden (der Minimal- und Regelfäche ist) und wird durch

ϕ1(ζ) = i sinh (ζ) , ϕ2(ζ) = cos (ζ) , ϕ3(ζ) = i
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bzw.

F (ζ) = −i exp (−ζ) , G(ζ) = − exp (+ζ) .

erzeugt. Insbesondere unterscheiden sich die φi nur durch einen konstanten Faktor
von denen des Katenoiden.

3. Die Weierstraß-Darstellung29 mit

F (ζ) = 2 , G(ζ) = ζ

bzw.

ϕ1(ζ) = 1− ζ2 , ϕ2(ζ) = i
(
1 + ζ2

)
, ϕ2(ζ) = 2ζ

liefert via

α(u1, u2) =
(
u1 − 1

3
u3

1 + u1u
2
2, −u2 + 1

3
u3

2 − u2
1u2, u

2
1 − u2

2

)
(2.26)

eine Parametrisierung der Enneper-Fläche.30

4. Die Scherksche Minimalfläche31 entspricht

F (ζ) =
4

1− ζ2
G(ζ) = ζ

bzw.

ϕ1(ζ) =
2

1 + ζ2
, ϕ2(ζ) =

2i

1− ζ2
, ϕ2(ζ) =

4ζ

1− ζ4
,

aber ist singulär für ζ ∈ {±1,±i}. Die winkeltreue Parametrisierung kann
hieraus berechnet werden, ist aber komplizierter als

α(u1, u2) =

(
u1, u2, ln

(
cos (u2)

cos (u1)

))
(2.27)

die die Scherksche Fläche nicht-winkeltreu als Graph darstellt.

2.2.4 Regelflächen

Definition 71 (Regelfläche). Sei I ein offenes Intervall. Ein reguläres und dreimal
stetig differenzierbares Flächenstück α : I × R wird Regelfläche genannt, wenn es zwei
Kurven β, γ : I → R3 gibt, so dass

α(u1, u2) = β(u1) + u2γ(u1) .

Die Kurve β wird dabei auch Leitkurve oder Direktrix genannt und die Menge von
affinen Geraden

u2 ∈ R 7→ α(u1, u2)

heißt die Familie der erzeugenden Geraden.
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Abbildung 2.11: Für eine gebene Frenet-Kurve (hier eine Helix) können drei Regelflächen
wie in (2.28) definiert werden, wobei diese nicht unbedingt regulär im Sinne von Definition 71
sein müssen.

In der Literatur werden unterschiedlich starke Regularitätsannahmen gemacht. Zum
Beispiel liefern für eine Frenet-Kurve β mit Rahmen f1, f2, f3 die Formeln

γ(s) = β′(s) (Tangentenfläche)
γ(s) = β′′(s) (Normalenfläche)
γ(s) = β′′′(s) (Binormalenfläche)

(2.28)

jeweils Regelflächen mit Leitlinie β, siehe Abbildung 2.11, aber die entstehende Flä-
che ist nicht unbedingt regulär (zum Beispiel gilt bei der Tangentenfläche immer
∂u1α(u1, 0) = ∂u2α(u1, 0) entlang der Leitkurve).

Die Existenz zweier Kurven β und γ ist eine sehr restriktive Eigenschaft der Fläche
bzw. von α, aber die Kurven selbst sind nicht eindeutig. Man kann daher o.B.d.A weite-
re Eigenschaften vorschreiben (beachte, dass β und γ zweimal stetig differenzierbar sein
müssen und dass ∂u2α(u1, u2) = γ(u1) wegen der Regularität von α nicht verschwinden
kann).

Lemma 72 (Existenz von Standardparametern). Zu jeder Regelfläche α existiert eine
Umparametrisierung und eine Umdefinition der Kurven β und γ, so dass

(i)
∣∣γ(u1)

∣∣ = 1 , (ii)
∣∣γ′(u1)

∣∣ = 1 , (iii)
〈
β′(u1), γ′(u1)

〉
= 0

für alle u1 ∈ I gilt. In diesem Fall heißen u1 und u2 Standardparameter, β die Kehllinie
und α eine Standardregelfläche.

Beweis. Übungsaufgabe.

Lemma 73 (Weitere Bestimmungsparameter). Eine Standardregelfläche ist bis auf
euklidische Bewegungen eindeutig durch die Ausdrücke

F (u1) :=
〈
β′(u1), γ(u1)

〉
,

λ(u) :=
〈
β′(u1), γ(u1)× γ′(u1)

〉
= det

(
β′(u1), γ(u1), γ′(u1)

)
29Karl Theodor Wilhelm Weierstraß (1815–1897), deutscher Mathematiker.
30Alfred Enneper (1830–1885), deutscher Mathematiker.
31Heinrich Ferdinand Scherk (1798–1885), deutscher Mathematiker und Astronom.
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sowie

J(u1) :=
〈
γ′′(u1), γ(u1)× γ′(u1)

〉
= det

(
γ(u1), γ′(u1), γ′′(u1)

)
festgelegt, wobei die Funktionen F , λ zweimal stetig differenzierbar und J wenigstens
einmal stetig differenzierbar auf I sind. Umgekehrt definiert jede Wahl solcher Funk-
tionen eine Standardregelfläche.

Beweis. Wir müssen nur zeigen, dass β und γ bis auf euklidische Bewegungen eindeutig
aus der Kenntnis von F , λ und J bestimmt werden können.

Berechnung von γ: Um zu zeigen, dass die nach Bogenlänge parametrisierte und
dreimal stetig differenzierbare Kurve γ : I → S2 bereits durch J bestimmt ist, leiten
wir zunächst notwendige Bedingungen für γ her. Nach Voraussetzung bzw. Lemma 72
müssen die Formeln〈

γ(u1), γ(u1)
〉

=
〈
γ′(u1), γ′(u1)

〉
= 1 ,

〈
γ′(u1), γ(u1)

〉
= 0

und damit auch〈
γ′′(u1), γ′(u1)

〉
= 0 ,

〈
γ′′(u1), γ(u1)

〉
= −

〈
γ′(u1), γ′(u1)

〉
= −1

sowie 〈
γ′′′(u1), γ′(u1)

〉
= 0

gelten. Insbesondere beschreiben γ(u1), γ′(u1) und γ(u1)× γ′(u1) immer ein orthonor-
males 3-Bein entlang von γ (das aber nicht das Frenetsche 3-Bein ist) und mit Blick
auf

γ′′(u1) =
〈
γ′′(u1), γ(u1)

〉
γ(u1) +

〈
γ′′(u1), γ′(u1)

〉
γ′(u1)

+
〈
γ′′(u1), γ(u1)× γ′(u1)

〉
γ(u1)× γ′(u1)

=− γ(u1) + J(u1) γ(u1)× γ′(u1) .

schließen wir, dass γ eine Frenet-Kurve mit Krümmung η1(u1) :=
√

1 + J(u1)2 sein
muss, wobei die ersten beiden Frenetschen Rahmenvektoren gerade γ′, γ′′(u1)/η1(u1)
sind. Die Torsion η2(u1) berechnet sich dementsprechend zu

η2(u1) = −
〈(
η−1

1 (u1)γ′(u1)× γ′′(u1)
)′
, η−1

1 (u1)γ′′(u1)
〉

= −η−2
1 (u1)

〈
γ′(u1)× γ′′′(u1), γ′′(u1)

〉
= −η−2

1 (u1) det
(
γ′′(u1), γ′(u1), γ′′′(u1)

)
= −J ′(u1)/

(
1 + J2(s)

)
.

Wir haben nun Formeln für η1 und η2 als notwendige Bedingungen für γ hergeleitet.
Nach dem Hauptsatz der Kurventheorie – siehe Theorem 12 – legen diese Bedingungen
aber schon γ bis auf euklidische Bewegungen eindeutig fest.

Berechnung von β: Wir schreiben

β′(u1) =
〈
β′(u1), γ(u1)

〉
γ(u1) +

〈
β′(u1), γ′(u1)

〉
γ′(u1)

+
〈
β′(u1), γ(u1)× γ′(u1)

〉
γ(u1)× γ′(u1)

=F (u1) γ(u1) + 0 γ′(u1) + λ(u1) γ(u1)× γ′(u1) ,

wobei die rechte Seite nun bereits bekannt ist. Damit kann die Kurve β bis auf Ver-
schiebungen durch Integration rekonstruiert werden.
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Abbildung 2.12: Beispiele für Schraubregelflächen, also Regelflächen mit konstanten Para-
metern F , λ, J wie in Lemma 73, wobei β bzw. γ in grün bzw. blau gezeichnet ist. Ganz links
sehen wir einen Helikoiden.

Beispiel (Konstante Bestimmungsparameter).

1. Für F ≡ J ≡ 0 und λ ≡ c 6= 0 ist γ eine torsionsfreie Kurve mit konstan-
ter Krümmung 1, also eine Parametrisierung des (verschobenen und gedrehten)
planaren Einheitskreises und β eine dazu normale Gerade. Die entstehende Re-
gelfläche ist bis auf euklidische Bewegungen und Stauchungen bzw. Streckungen
entlang dieser Geraden der Helikoid aus (2.2).

2. Für F ′ ≡ J ′ ≡ λ′ ≡ 0 entstehen etwas allgemeinere Varianten von sogenannten
Schraubregelflächen mit Standardparametern, aber γ ist immer noch eine Kreis-
linie.

Satz 74 (Krümmungen einer Regelfläche). Für eine Standardregelfläche gilt

H
(
α(u1, u2)

)
= −

J(u1)u2
2 + λ′

(
u1

)
u2 + λ(u1)

(
λ(u1)J(u1) + F (u1)

)
2(λ2(u1) + u2

2)
3/2

sowie

K
(
α(u1, u2)

)
= − λ2(u1)(

λ(u1)2 + u2
2

)2 ,

wobei die Orientierung durch die +-Variante von (2.10) festgelegt ist.

Beweis. Wir hatten schon im Beweis von Lemma 73 gesehen, dass γ(u1), γ′(u1) und
γ(u1)× γ′(u1) ein orthonormales 3-Bein aufspannen, wobei mit

∂u1α(u) = β′(u1) + u2γ
′(u1) = F (u1)γ(u1) + u2γ

′(u1) + λ(u1) γ(u1)× γ′(u1) ,

∂u2α(u) = γ(u1)

auch

Iu,α =

(
F 2(u1) + λ2(u1) + u2

2 F (u1)
F (u1) 1

)
und

I−1
u,α =

(
λ2(u1) + u2

2

)−1
(

1 −F (u1)
−F (u1) F 2(u1) + λ2(u1) + u2

2

)
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gilt. Der Normalenvektor erfüllt

να(u) = ± nα(u)

|nα(u)|
, nα(u) := ∂u1α(u)× ∂u2α(u) = λ(u1) γ′(u2)− u2 γ(u1)× γ′(u2)

und die zweite Fundamentalform kann damit direkt aus den zweiten Ableitungen von
α und ohne die partiellen Ableitungen von να zu benutzen berechnet werden (siehe die
letzte Bemerkung zu Satz 56). Wegen

∂u1∂u2α(u) = γ′(u1) , ∂2
u2
α(u) = 0

und weil

γ′′(u1) = −γ(u1) + J(u1) γ(u1)× γ′(u1) , γ(u1)× γ′′(u1) = −J(u1)γ′(u1)

schon

∂2
u1
α(u) = F ′(u1)γ(u1) + F (u1)γ′(u1) + u2γ

′′(u1)

+ λ′(u1) γ(u1)× γ′(u1) + λ(u1) γ(u1)× γ′′(u1)

=
(
F ′(u1)− u2

)
γ(u1) +

(
F (u1)− λ(u1)J(u1)

)
γ′(u1)

+
(
u2J(u1) + λ′(u1)

)
γ(u1)× γ′(u1)

impliziert, erhalten wir

IIu,α =
1

(λ2(u1) + u2
2)

1/2

(
F (u1)λ(u1)− µ(u1, u2) λ(u1)

λ(u1) 0

)
mit

µ(u1, u2) := λ2(u1) + J(u1)u2
2 + λ′(u1)u2 . (2.29)

Schließlich ergeben sich via

Lu,α =
1

(λ2(u1) + u2
2)

3/2

(
−µ(u1, u2) λ(u1)

λ3(u1) + λ(u1)u2
2 + F (u1)µ(u1, u2) −F (u1)λ(u1)

)
die gewünschten Formeln als Spur bzw. Determinante von Lu,α.

Lemma 75 (Kriterium für verschwindende Gauß-Krümmung). Die folgenden Aussa-
gen sind für Regelflächen äquivalent

1. Die Gauß-Krümmung K der Regelfläche verschwindet in jedem Punkt.

2. Die Gauß-Abbildung ν ist konstant entlang jeder der erzeugenden Geraden.

Beweis. Es gilt stets

0 =
〈
να(u1, u2), ∂u2α(u1, u2)

〉
=
〈
να(u1, u2), γ(u1)

〉
,

und nach Differentiation bzgl. u2 erhalten wir

0 =
〈
∂u2να(u1, u2), ∂u2α(u1, u2)

〉
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d.h. der rechte untere Eintrag in der Matrix IIu,α muss stets verschwinden. Da nun
aber ∂u2να(u1, u2) immer ein Tangentialvektor ist, folgt hieraus

∂u2να(u1, u2) = 0 ⇐⇒
〈
∂u2να(u1, u2), ∂u1α(u1, u2)

〉
= 0

d.h. ∂u2να(u1, u2) verschwindet genau dann, wenn auch die Nebendiagonalelemente von
IIu,α verschwinden. Andererseits gilt

K
(
α(u1, u2)

)
= det

(
I−1
u,α · IIu,α

)
=

det IIu,α
det Iu,α

=

〈
∂u2να(u1, u2), ∂u1α(u1, u2)

〉2

det Iu,α

und wir schließen

K
(
α(u1, u2)

)
= 0 ⇐⇒ ∂u2να(u1, u2) = 0

wie behauptet.

Wir werden später sehen, dass jede Fläche mit verschwindender Gauß-Krümmung
abgewickelt werden kann. Ein direkter, aber etwas technischer Beweis dieser Aussage
für den Spezialfall von Regelflächen findet sich in [Kue].
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2.3 Die Innere Geometrie von Flächen
In diesem Abschnitt betrachten wir orientierbare und dreimal stetig differenzierbare
Flächen bzw. Flächenstücke und beschäftigen uns mit der sogenannten inneren Geo-
metrie von Flächen, d.h. mit der Frage, welche geometrischen Informationen man allein
aus lokalen Messungen/Beobachtungen innerhalb der Fläche gewinnen kann.

2.3.1 Kovariante Ableitung

Ein Vektorfeld X auf einer orientierbaren FlächeM ⊂ R3 ist eine Abbildung X : M →
R3, die im Fall von X(p) ∈ TpM bzw. X(p) ∈ NpM für alle p ∈ M üblicherweise
tangential bzw. normal genannt wird.

Definition 76 (Richtungsableitung von Vektorfeldern). Für gegebenes p ∈ M und
v ∈ TpM bezeichnen wir

DvX(p) := DX|pv = d
dt

∣∣
t=0
X
(
β(t)

)
, (2.30)

als die Richtungsableitung von X im Punkt p und in Richtung v, wobei β : I → M

eine Kurve mit β(0) = p und β̇(0) = v ist.32

Beachte, dass selbst wenn X ein tangentiales Vektorfeld an M ist, der Vektor
DvX(p) ∈ R3 im Allgemeinen kein Tangentialvektor sein wird, sondern sowohl eine
tangentiale als auch eine normale Komponente aufweisen wird.

Definition 77 (kovariante Ableitung von Vektorfeldern). Mit den Notationen aus De-
finition 76 wird

∇vX(p) := DvX(p)−
〈
DvX(p), ν(p)

〉
ν(p) ∈ TpM

als die kovariante Ableitung von X im Punkt p und in Richtung v bezeichnet.

Bemerkung.

1. ∇vX(p) ist die orthogonale Projektion des dreidimensionalen Vektors DvX(p) auf
den zweidimensionalen Unterraum TpM .

2. Es gilt stets

Dvν(p) = ∇vν(p) = −Lpv (2.31)

wegen d
dt
|t=0ν(β(t)) = −Lpβ̇(0).

3. Der Unterschied zwischen ∇vX(p) und Dv X(p) kann für ein tangentiales Vektor-
feld X auch durch den Weingartenoperator ausgedrückt werden, denn es gilt

DvX(p)−∇vX(p) =
〈
X(p), Lp v

〉
ν(p) = IIp

(
X(p), v

)
ν(p) (2.32)

wegen

0 = d
dt

∣∣
t=0

〈
X
(
β(t)

)
, ν
(
β(t)

)〉
=
〈
DvX(p), ν(p)

〉
+
〈
X(p), Dvν(p)

〉
=
〈
DvX(p), ν(p)

〉
−
〈
X(p), Lpv

〉
,

wobei β wieder eine Kurve wie oben ist.
32Wir hatten bereits in §2.1.3 gesehen, dass das Differential D nicht nur für Abbildungen zwischen

Flächen, sondern analog auch für Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeiten verschiedener Dimension
definieren kann.
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4. Sind X und Y zwei tangentiale Vektorfelder, so schreiben wir

∇YX(p) := ∇Y (p)X(p)

In diesem Sinne existiert die kovariante Ableitung ∇YX des tangentialen Vek-
torfeldes X nach dem tangentialen Vektorfeld Y als tangentiales Vektorfeld.

5. Ist f : M → R eine Funktion auf M , so setzen wir

∇vf(p) := Dvf(p) := Df |pv = d
dt

∣∣
t=0
f
(
β(t)

)
∈ R und ∇Y f(p) := ∇Y (p)f(p)

d.h. die kovariante Ableitung einer skalaren Funktion auf M in Richtung eines
tangentiales Vektorfeldes ist eine skalare Funktion auf M .

6. Die kovariante Ableitung eines Vektorfeldes X bzw. einer Funktion f ist schon
eindeutig festgelegt, sofern X bzw. f nur entlang der Kurve β bekannt ist.

Als einfaches Beispiel wollen wir den R2, d.h. die flache Fläche

M = {(x1, x2, x3) : x3 = 0} = {(u1, u2, 0) : (u1, u2) ∈ R2} ,

sowie ein beliebiges Vektorfeld X : M → R3 auf M mit Komponenten-Darstellung

X(p) =
(
X1(u1, u2), X2(u1, u2), X3(u1, u2)

)
,

betrachten, wobei p = (u1, u2, 0) ∈M . Desweiteren bezeichnen

E1(u1, u2, 0) =
(
1, 0, 0

)
, E2(u1, u2, 0) =

(
0, 1, 0

)
die tangentialen Einheitsvektorfelder, für die bei festgehaltenem p = (u1, u2, 0) ∈ M
die entsprechenden Integralkurven in M durch

β1(t) =
(
u1 + t, u2, 0

)
, β2(t) =

(
u1, u2 + t, 0

)
gegeben sind (es gilt also βi(0) = p ∈M und β̇j(0) = Ej(p) ∈ TpM). Dann gilt

DE1X(p) = d
dt

∣∣
t=0
X
(
β1(t)

)
= d

dt

∣∣
t=0

(
X1(u1 + t, u2), X2(u1 + t, u2), X3(u1 + t, u2)

)
=
(
∂u1X1(u1, u2), ∂u1X2(u1, u2), ∂u1X3(u1, u2)

)
∈ R3

und mit

ν(u1, u2, 0) = E3(u1, u2, 0) = (0, 0, 1)

erhalten wir

∇E1X(p) = DE1X(p)−
〈
DE1X(p), E3(p)

〉
E3(p)

=
(
∂u1X1(u1, u2), ∂u1X2(u1, u2), 0

)
∈ TpM .

Analog folgt

DE2X(p) =
(
∂u2X1(u1, u2), ∂u2X2(u1, u2), ∂u2X3(u1, u2)

)
∈ R3 ,

∇E2X(p) =
(
∂u2X1(u1, u2), ∂u2X2(u1, u2), 0

)
∈ TpM .
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Ist nun

Y (u1, u2) =
(
Y1(u1, u2), Y2(u1, u2), 0

)
ein beliebiges tangentiales Vektorfeld und p ∈M wieder fixiert, so betrachten wir

β(t) =
(
u1 + tY1(u1, u2), u1 + tY2(u1, u2), 0

)
als einfachste Wahl für eine Kurve mit β(0) = p und β̇(0) = Y (p) und berechnen analog
zu oben

DYX(p) = Y1(p)DE1X(p) + Y2(p)DE2X(p) ,

∇YX(p) = Y1(p)∇E1X(p) + Y2(p)∇E2X(p) .

Insbesondere sind in flachen Räumen und für tangentiale Vektorfelder die Richtungs-
ableitung und die kovariante Ableitungen identisch.

Wir bemerken weiterhin, dass DYX und DXY (bzw. ∇YX und ∇XY ) im Allgemei-
nen verschiedene Vektorfelder sind. Als simples Beispiel betrachten wir

X(u1, u2, 0) = E1(u1, u2, 0) , Y (u1, u2, 0) = u1E2(0, 1, 0) = (0, u1, 0)

und berechnen

DYX = d
dt

∣∣
t=0
X(u1, u2 + tu1, 0) = d

dt

∣∣
t=0

(u1, 0, 0) = (0, 0, 0)

sowie

DXY = d
dt

∣∣
t=0
Y (u1 + t, u2, 0) = d

dt

∣∣
t=0

(0, u1 + t, 0) = (0, 1, 0) .

Als weiteres Beispiel wollen wir die Einheitssphäre

M = S2 =
{

(p1, p2, p3) : p2
1 + p2

2 + p2
3 = 1

}
mit ν(p) = p betrachten. Wir fixieren den Punkt

p = ν(p) =
(
cos θ, 0, sin θ

)
mit TpM = span

{
(− sin θ, 0, cos θ), (0, 1, 0)

}
mit gegebenem Breitengradwinkel θ ∈ (−π/2, π/2) und betrachten die Kurve

β(t) =
(

cos (θ + at) cos (bt), cos (θ + at) sin (bt), sin (θ + at)
)
∈M

mit Parametern a, b, so dass

β(0) = p β̇(0) = a
(
− sin θ, 0, cos θ

)
+ b cos θ

(
0, 1, 0

)
.

Insbesondere entsprechen b = 0 6= a bzw. a = 0 6= b einem Rotationskreis um die x2-
Achse bzw. um die x3-Achse. Jede stetig differenzierbare Abbildung X : R3 → R3 mit
Komponenten Xi(x1, x2, x3) definiert in natürlicher Weise (d.h. durch Einschränkung)
ein Vektorfeld auf M und wir wollen nun verstehen, wie sich dieses Vektorfeld entlang
der Kurve β ändert. Dazu berechnen wir

Dβ̇(0)X(β(0)) = d
dt

∣∣
t=0
X
(
β(t)

)
=
(

d
dt

∣∣
t=0
X1

(
β(t)

)
, ..., ...

)
= a
(
− sin θ ∂x1X1(p) + cos θ ∂x3X1, ..., ...

)
+ b cos θ

(
∂x2X1, ..., ...

)
,
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wobei ‘...’ für entsprechende Terme mitX2 oderX3 stattX1 steht, und durch Projektion
auf den Tangentialraum können entsprechende Ausdrücke für ∇β̇(0)X(β(0)) hergelei-
tet werden. Wir wollen nun spezielle Vektorfelder einsetzen. Mit Xj(x1, x2, x3) = xj
erhalten wir via

Dβ̇(0)ν(p) =
(
−a sin θ, +b cos θ, +a cos θ

)
= ∇β̇(0)ν(p)

Formeln für die Ableitungen des äußeren Normalenvektors im Punkt p. Für den Brei-
tengradvektor

X1(x1, x2, x3) = −x2 , X2(x1, x2, x3) = x1 , X3(x1, x2, x3) = 0

ergibt sich

Dβ̇(0)X(p) =
(
−b cos θ, −a sin θ, 0

)
,

∇β̇(0)X(p) =
(
b cos3 θ − b cos θ, −a sin θ, b cos2 θ sin θ

)
,

und für den Längengradvektor

X1(x1, x2, x3) = −x1x3 , X2(x1, x2, x3) = −x2x3 , X3(x1, x2, x3) = 1− x2
3

erhalten wir

Dβ̇(0)X(p) = cos θ sin θ
(

0, b, −2a
)
,

∇β̇(0)X(p) =
(

2a cos2 θ sin2 θ, b cos θ sin θ, −2a cos3 θ sin θ
)
.

Lemma 78 (Rechenregeln für kovariante Ableitungen und Richtungsableitungen). Es
gelten die folgenden Aussagen:

1. (Linearität bzgl. der Richtung)

Df1Y1+f2Y2X = f1 DY1X + f2 DY2X ,

∇f1Y1+f2Y2X = f1∇Y1X + f2∇Y2X

2. (Summenregel)

DY (X1 +X2) = DYX1 + DYX2 ,

∇Y (X1 +X2) = ∇YX1 +∇YX2

3. (Produktregel)

DY (fX) =
(
DY f

)
X + f DYX ,

∇Y (fX) =
(
∇Y f

)
X + f ∇YX

4. (Verträglichkeit mit Skalarprodukt)

DY

〈
X1, X2

〉
=
〈
DYX1, X2

〉
+
〈
X1, DYX2

〉
,

∇Y

〈
X1, X2

〉
=
〈
∇YX1, X2

〉
+
〈
X1, ∇YX2

〉
Hierbei bezieht sich der untere Index nicht auf Komponentenfunktionen, sondern un-
terscheidet verschiedene Funktionen bzw. Vektorfelder.
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Beweis. Alle Behauptungen über die Richtungsableitung folgen für fixiertes p ∈ M
unmittelbar aus Definition und den Rechenregeln der üblichen Ableitung. Die Formeln
für die kovariante Ableitung ergeben sich dann durch Projektion auf TpM . Wir wollen
dies für zwei Aussagen im Detail diskutieren.

Behauptung 1. Sind γ1 und γ2 zwei Kurven mit γj(0) = p und γ̇j(0) = Yj(p) und
α : U → M eine lokale und invertierbare Parametrisierung von M um p = α(u), so
betrachten wir die entsprechenden Kurven δi in U mit

δi(t) := α−1
(
γi(t)

)
,

so dass

γi(t) = α
(
δi(t)

)
, γ̇i(0) = Dα|uδ̇i(0) .

Wir betrachten weiterhin die Kurven

δ(t) :=
2∑
i=1

fi(p)δi(t) , γ(t) := α
(
δ(t)

)
und berechnen

γ̇(0) = Dα|u δ̇(0) =
2∑
i=1

fi(p)Dα|uδ̇i(0) =
2∑
i=1

fi(p)Yi(p) .

Oder anders gesagt: Ausgehend von γ1 und γ2 können wir eine konkrete Kurve γ an-
geben, so dass

γ̇(0) = f1(p)γ̇1(0) + f2(p)γ̇2(0) = f1(p)Y1(p) + f2(p)Y2(p) .

Damit ergibt sich

Df1(p)Y1(p)+f2(p)Y2(p)X(p) = d
dt

∣∣
t=0
X
(
γ(t)

)
= DX|pγ̇(0)

= f1(p)DX|pγ̇1(0) + f2(p)DX|pγ̇2(0)

= f1(p)DY1(p)X(p) + f2(p)DY2(p)X(p) ,

aufgrund der Linearität von DX|p.
Behauptung 3. Mit γ(0) = p und γ̇(0) = Y (p) erhalten wir

DY (p)

(
f(p)X(p)

)
= d

dt

∣∣
t=0

(
f(γ(t))X

(
γ(t)

))
=
(

d
dt

∣∣
t=0
f(γ(t))

)
X
(
γ(0)

)
+ f
(
γ(0)

)(
d
dt

∣∣
t=0
X
(
γ(t)

))
=
(
DY (p)f(p)

)
X(p) + f(p)

(
DY (p)X(p)

)
.

Die anderen Aussagen können analog bewiesen werden.

Definition 79 (Lie-Klammer33). Für zwei tangentiale Vektorfelder wird

[X, Y ](p) := ∇XY (p)−∇YX(p) = DXY (p)− DYX(p)

als die Lie-Klammer von X und Y bezeichnet, wobei das zweite Gleichheitszeichen
wegen (2.32) und der Symmetrie des Weingartenoperators (Lemma 54) gilt.

33Marius Sophus Lie (1842-1899), norwegischer Mathematiker.
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Ist eine lokale und (injektive) Parametrisierung α : U → M von M gegeben, so
existieren lokal um jeden Punkt p = α(u) die lokalen Vektorfelder

Ai(p) = ∂uiα
(
α−1(p)

)
, (2.33)

die zumindest auf der Teilfläche α(U) ⊂ M wohldefiniert und nach Generalannahme
in diesem Abschnitt mindestens zweimal stetig differenzierbar sind. Insbesondere gilt
mit (2.32) die Formel

DAj1
Aj2(p) = ∇Aj1

Aj2(p) + IIp(Aj1(p), Aj2(p)) ν(p) . (2.34)

und aus Definition 76 ergibt sich

DAj1 Aj2(p) = d
dt

∣∣
t=0
∂uj2α(u+ tej1) = ∂uj1∂uj2α(u) , (2.35)

wobei e1 und e2 die kartesischen Einheitsvektoren im R2 bezeichnen, und der Satz von
Schwarz liefert

[Aj1 , Aj2 ] = 0 . (2.36)

Analog berechnen wir

DAj1
DAj2

Ak(p) = ∂uj1∂uj2∂ukα(u) = DAj2
DAj1

Ak(p) (2.37)

sowie

DAj1
DAj2 f(p) = ∂uj1∂uj2

(
f ◦ α

)
(u) = DAj2

DAj1
f(p) (2.38)

für jede zweimal stetig differenzierbare Funktion f : M → R.

Lemma 80 (Hilfsresultat über Richtungsableitungen). Es gilt

DX DYZ − DY DXZ − D[X,Y ]Z = 0

für beliebige tangentiale Vektorfelder X, Y , Z.

Beweis. Nach Wahl einer Parametrisierung gelten lokal die Formeln

X(p) =
2∑
i=1

ξi(p)Ai(p) , Y (p) =
2∑
j=1

ηj(p)Aj(p) , Z(p) =
2∑

k=1

ζk(p)Ak(p)

für geeignete Koeffizienten-Funktionen ξj, ηi : α(U)→ R und mit Lemma 78 berechnen
wir

Tij := DAi DAjZ − DAj DAiZ

=
2∑

k=1

(
DAi DAj

(
ζkAk

)
− DAj DAi

(
ζkAk

))
=

2∑
k=1

DAi

((
DAjζk

)
Ak + ζk DAjAk

)
−

2∑
k=1

DAj

((
DAiζk

)
Ak + ζk DAiAk

)
=

2∑
k=1

(
DAi DAjζk − DAj DAiζk

)
Ak +

2∑
k=1

ζk
(
DAi DAjAk − DAj DAiAk

)
= 0 ,
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wobei alle Terme mit Produkten erster Ableitungen sich gegenseitig aufgehoben haben
und die Terme mit zweiten Ableitungen wegen (2.37) und (2.38) verschwinden. Ins-
besondere gilt die Behauptung für alle Z im Spezialfall X = Ai und Y = Aj wegen
(2.36). Im allgemeinen Fall berechnen wir

[X, Y ] =
2∑
i=1

ξiDAi

(
2∑
j=1

ηjAj

)
−

2∑
j=1

ηj DAj

(
2∑
i=1

ξiAi

)

=
2∑
i=1

2∑
j=1

(
ξi(DAiηj)Aj − ηj

(
DAjξi

)
Ai

)
wobei wir Lemma 78 und Formel (2.36) benutzt haben. Desweiteren gilt

DX DYZ − DY DXZ =
2∑
i=1

ξiDAi

(
2∑
j=1

ηj DAjZ

)
−

2∑
j=1

ηj DAj

(
2∑
i=1

ξiDAiZ

)

=
2∑
i=1

2∑
j=1

(
ξi(DAiηj)DAjZ − ηj

(
DAjξi

)
DAiZ

)
= D[X,Y ]Z ,

wobei wir wieder (2.37) und Lemma 78 verwendet haben.

2.3.2 Gleichungen von Gauß und Codazzi-Mainardi

Satz 81 (Gleichungen von Gauß und Codazzi-Mainardi34). Für beliebige tangentiale
(und stetig differenzierbare) Vektorfelder X, Y , und Z gilt

∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z = II(Y, Z)LX − II(X, Z)LY (2.39)

sowie

∇X(LY )−∇Y (LX)− L[X, Y ] = 0 , (2.40)

wobei L und II den Weingarten-Operator und die zweite Fundamentalform der orien-
tierten Fläche M bezeichnen.

Beweis. Mit Lemma 78 und unter Verwendung der Formel (2.32) berechnen wir

∇X∇YZ = ∇X

(
DYZ −

〈
LY , Z

〉
ν
)

= DX

(
DYZ −

〈
LY , Z

〉
ν
)
−
〈
LX, DYZ −

〈
LY , Z

〉
ν
〉
ν

= DXDYZ −
〈
DX(LY ), Z

〉
ν −

〈
LY ,DXZ

〉
ν −

〈
LY , Z

〉
DXν −

〈
LX,DYZ

〉
ν

= DX DYZ +
〈
LY , Z

〉
LX −

(〈
DX(LY ), Z

〉
+
〈
LY , DXZ

〉
+
〈
LX, DYZ

〉)
ν ,

wobei wir auch (2.31) sowie 〈LX, ν〉 = 0 benutzt haben, und Lemma 80 liefert

∇X∇YZ −∇Y∇XZ =D[X,Y ]Z +
〈
LY , Z

〉
LX −

〈
LX, Z

〉
LY(

−
〈
DX(LY ), Z

〉
+
〈
DY (LX), Z

〉)
ν .

34Delfino Codazzi (1824-1873) und Gaspare Mainardi (1800-1879), italienische Mathematiker.
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Außerdem impliziert (2.32) die Formel

D[X,Y ]Z = ∇[X,Y ]Z +
〈
L[X, Y ], Z

〉
ν

und Einsetzen in die rechte Seite der vorangegangenen Gleichung liefert beide Behaup-
tungen als Gleichheit der tangentialen bzw. normalen Anteile, wobei wir außerdem die
Definition von II verwendet haben.

Die rechte Seite in der Gauß-Gleichung (2.39) wird auch als R(X, Y )Z geschrieben
und als Riemannscher Krümmungstensor bezeichnet. Er ist eindeutig durch kovariante
Ableitungen bestimmt und gehört daher, wie wir unten sehen werden, zur inneren
Geometrie einer Fläche.

Folgerung 82 (Theorema Egregium35, Variante 1). Seien X1, X2 zwei tangentiale
Vektorfelder auf M , die via

I(X1, X1) = I(X2, X2) = 1 , I(X1, X2) = 0

orthonormal bzgl. der ersten Fundamentalform sind. Dann gilt〈
R(X1, X2)X2, X1

〉
=
〈
LX1, X1

〉〈
LX2, X2

〉
−
〈
LX1, X2

〉〈
LX2, X1

〉
= K ,

d.h. die Gauß-Krümmung K kann mittels kovarianter Ableitungen von tangentialen
Vektorfeldern berechnet werden.

Beweis. Jedes tangentiale Vektorfeld Y kann als

Y =
〈
Y, X1

〉
X1 +

〈
Y, X2

〉
X2

geschrieben werden, und mit(〈
LY , X1

〉〈
LY , X2

〉) = LX1,X2 ·
(〈
Y, X1

〉〈
Y, X2

〉) , LX1,X2 :=

(〈
LX1, X1

〉 〈
LX2, X1

〉〈
LX1, X2

〉 〈
LX2, X2

〉) ,

schließen wir, dass LX1,X2 gerade die Matrixdarstellung des Weingartenoperators ist,
d.h. es giltK = detLX1,X2 . Andererseits liefert die Gauß-Gleichung (2.39) (mitX = X1

und Y = Z = X2) die Formel

R(X1, X2)X2 = II(X2, X2)LX1 − II(X1, X2)LX2

=
〈
LX2, X2

〉
LX1 −

〈
LX1, X2

〉
LX2 ,

und die Behauptung folgt nach skalarer Multiplikation mit X1.

Als Vorbereitung auf die nachfolgenden Betrachtungen führen wir noch ein sehr
wichtiges Konzept ein.

Definition 83 (Isometrie). Seien M und M̃ zwei reguläre Flächen.

1. Eine stetig differenzierbare und bijektive Abbildung φ : M → M̃ heißt Isometrie
zwischen M und M̃ , sofern〈

Dφ|pv1, Dφ|pv1

〉
=
〈
v1, v2

〉
für jedes p ∈ M und alle v1, v2 ∈ TpM gilt. Existiert eine solche Abbildung, so
werden M und M̃ auch (global) isometrisch genannt.

35Meint in etwa Bemerkenswerter Lehrsatz und wurde von seinem Entdecker Gauß selbst so ge-
nannt. Er impliziert, dass die Gauß-Krümmung (im Gegensatz zur mittleren Krümmung) zur inneren
Geometrie der Fläche gehört.
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2. Existiert für jedes p ∈ M ein p̃ ∈ M̃ sowie eine Isometrie φ : N → Ñ
für zwei reguläre Teilflächen p ∈ N ⊂ M und p̃ ∈ Ñ ⊂ M̃ , so sagt man,
M ist lokal isometrisch zu M̃ . Gilt darüber hinaus auch die analoge Aussage für
jedes p̃ ∈ M̃ , so werden M und M̃ lokal isometrisch genannt.

Bemerkung.

1. Sowohl die lokale als auch die globale Isometrie definieren eine Äquivalenzrelation
zwischen Flächen.

2. Seien α : U → R3 und α̃ : U → R3 zwei injektive Parametrisierungen der
Flächenstücke M = α(U) und M̃ = α̃(U). Dann ist φ := α̃ ◦ α genau dann eine
Isometrie, wenn

Iu,α = Iu,α̃ (2.41)

für alle u ∈ U gilt (siehe Übungsaufgabe).

3. Die Abbildung φ : M → M̃ ist genau dann isometrisch im Sinne von Definition
83, wenn sie längenerhaltend in folgenden Sinne ist(siehe Übungsaufgabe): Es gilt

len
(
β
)

= len
(
β̃
)

für jede Kurve β : I → M und die entsprechende Kurve β̃ := φ ◦ β : I → M̃ .
Dies erklärt die Benamung Isometrie.

4. Jede Isometrie ist per Definition auch winkeltreu (da Iu,α ein Vielfaches von Iu,α̃
ist) und flächenerhaltend (weil det Iu,α = det Iu,α̃).

5. Der Kreiskegel und die Ebene sind lokal isometrisch (siehe Übungsaufgabe), d.h.
sie besitzen dieselbe innere Geometrie. Analoges gilt für den Katenoiden und den
Helikoiden, siehe Übungsaufgabe sowie (2.24) und (2.25).

2.3.3 Christoffel-Symbole

Wir wollen nun eine andere, etwas konkretere Sicht auf den Satz von Gauß besprechen.
Dazu bemerken wir, dass das tangentiale Vektorfeld ∇Aj1

Aj2(p) auf einem parametri-
sierten Flächenstück als Linearkombination der Ai(p) dargestellt werden kann. Deshalb
existieren Funktionen Γ i

j1j2
: U → R – die sogenannten Christoffel-Symbole36 – so dass

∇Aj1
Aj2(α(u)) =

2∑
i=1

Γ i
j1j2

(u)Ai
(
α(u)

)
(2.42)

für alle u ∈ U gilt.

Lemma 84 (Berechnung und Symmetrie der Christoffel-Symbole). Es gilt

Γ i
j1j2

(u) = 1
2

2∑
k=1

gik(u)
(
∂uj1gj2k(u) + ∂uj2gj1k(u)− ∂ukgj1j2(u)

)
, (2.43)

wobei gj1j2(u) bzw. gj1j2(u) die Komponenten der Matrix Iu,α bzw. I−1
u,α bezeichnet. Ins-

besondere gilt stets Γ i
j1j2

= Γ i
j2j1

.
36Elwin Bruno Christoffel (1829-1900), deutscher Mathematiker.
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Beweis. Wir multiplizieren (2.42) skalar mit Ak(p) und erhalten

2∑
i=1

Γ i
j1j2

(u)gik(u) =
〈
∇Aj1

Aj2(p), Ak(p)
〉

=
〈
DAj1

Aj2(p), Ak(p)
〉
,

wobei wir benutzt haben, dass die Definition der ersten Fundamentalform die Identität
gik(u) =

〈
Ai(p), Ak(p)

〉
impliziert und dass sich DAj1

Aj2(p) und ∇Aj1
Aj2(p) nur um ein

Vielfaches von ν(p) unterscheiden. Weiterhin gilt wegen (2.37) und der Produktregel
auch

2
〈
DAj1

Aj2(p), Ak(p)
〉

= 2
〈
∂uj1∂uj2α(u), ∂ukα(u)

〉
= ∂uj1

〈
∂uj2α(u), ∂ukα(u)

〉
+ ∂uj2

〈
∂uj1α(u), ∂ukα(u)

〉
− ∂uk

〈
∂uj1α(u), ∂uj2α(u)

〉
= ∂uj1gj2k(u) + ∂uj2gj1k(u)− ∂ukgj1j2(u) ,

und wir erhalten nach Multiplikation mit glk(u) und Summation über k die Formel

2
2∑
i=1

Γ i
j1j2

(u)
2∑

k=1

glk(u)gik(u) =
2∑

k=1

glk(u)
(
∂uj1gj2k(u) + ∂uj2gj1k(u)− ∂ukgj1j2(u)

)
.

Andererseits gilt37

2∑
k=1

glk(u)gik(u) = δli :=

{
1 für i = l
0 für i 6= l

(2.44)

und die Behauptung folgt mit l statt i.

Insbesondere sind kovariante Ableitungen – und alle sich hieraus ergebenden Grö-
ßen – bereits eindeutig durch die erste Fundamentalform bzw. durch ihre punktweisen
Koeffizienten und deren Ableitungen bestimmt. Man sagt daher auch, dass kovariante
Ableitungen zur inneren Geometrie38 der Fläche gehören, da die erste Fundamental-
form im Prinzip aus lokalen Messungen von Längen und Winkel innerhalb der Fläche
bestimmt werden kann.

Lemma 85 (Formeln von Gauß und Codazzi-Mainardi in Koordinaten). Die Gleichun-
gen aus Satz 81 können lokal als

∂uiΓ
n
kj − ∂ujΓnki +

2∑
m=1

ΓmkjΓ
n
mi − ΓmkiΓ

n
mj =

2∑
m=1

(hkjhim − hkihjm)gmn (2.45)

und

∂uihkj − ∂ujhki +
2∑

m=1

(
hmiΓ

m
kj − hmjΓmki

)
= 0 (2.46)

geschrieben werden, wobei die Funktionen hi1i2 : U → R die Komponenten der Matrix
IIu,α bezeichnen.

37δkl ist das sogenannte Kronecker-Delta
38Geometrie heißt ja wörtlich Erdvermessung.
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Beweis. Hilfsresultat: Wir zeigen zunächst, dass

X(p) =
2∑

m=1

2∑
n=1

〈
X(p), Am(p)

〉
gmn(u)An(p) . (2.47)

mit p = α(u) für jedes tangentiale Vektorfeld gilt. Dazu betrachten wir das Skalarpro-
dukt der rechten Seite mit Ak(p) und rechnen

〈
rechte Seite, Ak(p)

〉
=

2∑
m=1

2∑
n=1

〈
X(p), Am(p)

〉
gmn(u)

〈
An(p), Ak(p)

〉
=

2∑
m=1

〈
X(p), Am(p)

〉 2∑
n=1

gmn(u)gnk(u)

=
2∑

m=1

〈
X(p), Am(p)

〉
δkm

=
〈
X(p), Ak(p)

〉
=
〈
linke Seite, Ak(p)

〉
,

wobei k ∈ {1, 2} beliebig gewählt werden kann. Da A1(p) und A2(p) eine Basis in TpM
bilden, folgt die Behauptung.

Gauß-Formel: Um die Gauß-Gleichung (2.39) mit X = Ai und Y = Aj und Z = Ak
im Punkt p = α(u) auszuwerten, berechnen wir

∇Ai∇AjAk(p) = ∇Ai(α(u))

(
2∑

m=1

Γmjk(u)Am
(
α(u)

))

=
2∑

m=1

(
∇Ai(α(u))Γ

m
jk(u)

)
Am
(
α(u)

)
+ Γmjk(u)∇Ai(α(u))Am

(
α(u)

)
=

2∑
m=1

(
∂uiΓ

m
jk(u)

)
Am
(
α(u)

)
+

2∑
m=1

Γmjk(u)
2∑

n=1

Γnim(u)An(α(u))

=
2∑

n=1

(
∂uiΓ

n
jk(u) +

2∑
m=1

Γmjk(u)Γnim(u)
)
An(α(u)) ,

wobei wir die Rechenregeln aus Lemma 78 sowie (2.42) benutzt haben. Analoge Formeln
mit vertauschten Indizes gelten für ∇Aj∇AiAk(p) und (2.36) garantiert ∇[Ai, Aj ]Ak(p) =
0. Außerdem gilt

IIp(Aj(p), Ak(p)) = hjk(u) (2.48)

und das Hilfsresultat Formel (2.47) impliziert

LpAi(p) =
2∑

m=1

2∑
n=1

〈
LpAi(p), Am(p)

〉
gmn(u)An(p)

=
2∑

n=1

(
2∑

m=1

him(u)gmn(u)

)
An(p) .

Die lokale Gauß-Formel (2.45) folgt nun unmittelbar aus der globalen Variante (2.39)
durch Einsetzen der bisher abgeleiteten Teilformeln nach Koeffizientenvergleich bzgl.
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der An und unter Berücksichtigung von (2.36) sowie Symmetrieeigenschaften von Γ
und II (d.h. von Γkij = Γkji und hij = hji) .

Codazzi-Formel:: Mit Lemma 78 ergibt sich〈
∇AjLpAi(p), Ak(p)

〉
= ∇Aj

〈
LpAi(p), An

〉
−
〈
LpAi(p), ∇AjAk

〉
= ∂ujhik(u)−

2∑
n=1

2∑
m=1

2∑
l=1

〈
him(u)gmn(u)An, ΓljkAl

〉
= ∂ujhik(u)−

2∑
n=1

2∑
m=1

2∑
l=1

him(u)gmn(u)Γljk(u)gnl(u)

= ∂ujhik(u)−
2∑

m=1

2∑
l=1

him(u)Γljk(u)δlm

= ∂ujhik(u)−
2∑

m=1

him(u)Γmjk(u)

und (2.46) folgt wieder aus dem globalen Analogon (2.40) durch Einsetzen und Koeff-
zientenvergleich.

Lemma 86 (Lokale Ableitungsgleichungen). Mit den obigen Notationen gilt

∂uj1∂uj2α(u) = hj1j2(u)να(u) +
2∑
i=1

Γij1j2(u)∂uiα(u) (2.49)

sowie

∂uiνα(u) = −
2∑

ji=1

2∑
j2=1

hij1(u)gj1j2(u)∂uj2α(u) , (2.50)

wobei να = ν ◦ α : U → R3 die Flächennormale beschreibt.

Beweis. Die erste Gleichung ist nur eine Umformulierung von (2.34), die durch Einset-
zen von (2.33), (2.35), (2.42) sowie unter Ausnutzung von

ν(p) = να(u) , IIp(Aj1(p), Aj1(p)) =
〈
LpAj1(p), Aij2(p)

〉
= hj1j2(u)

folgt. Für die Herleitung der zweite Gleichung bemerken wir, dass

∂uiνα(u) = DAiν(p) =
2∑
j1=

2∑
j2=1

〈
DAiν(p), Aj1(p)

〉
gj1j2(u)Aj2(p) . (2.51)

eine Konsequenz das Hilfsresultats (2.47) ist, und dass〈
DAiν(p), Aj1(p)

〉
= −

〈
LpAi(p), Aj1(p)

〉
= −IIp(Ai(p), Aj1(p)) = hij1(u)

wegen (2.31) und (2.33) gilt.

Wir wollen erwähnen, dass die Formeln aus Lemma 85 direkt aus Lemma 86 via

∂ui∂uj∂ukα(u) = ∂uj∂ui∂ukα(u)
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und einfachen Rechnungen abgeleitet werden können, wobei (2.45) bzw. (2.46) gerade
die Gleicheit der tangentialen bzw. normalen Anteile beschreiben. Insbesondere können
die Gauß-Gleichung und die Codazzi-Mainardi-Gleichung als lokale Integrabilitätsbedin-
gungen interpretiert werden, die sich aus der Darstellung (2.49) ergeben. Wir werden
unten beim Satz von Bonnet auf diesen Aspekt zurückkommen. Die Integrabilitätsbe-
dingung zu (2.50), also

∂ui∂ujνα(u) = ∂uj∂uiνα(u)

liefert keine neuen Bedingungen, sondern führt wieder auf (2.46).

2.3.4 Die Sätze von Gauß und Bonnet

Die zweite Fundamentalform ist zunächst keine Größe der inneren Geometrie, da sie
beschreibt, wie die Fläche sich im umgebenden Raum krümmt, d.h. wie sich der Nor-
malenvektor entlang der Fläche ändert. Die bemerkenswerte Erkenntnis von Gauß war
nun, dass man die Gaußkrümmung – also das Produkt der Hauptkrümmungen – schon
aus lokalen Messungen innerhalb der Fläche und ohne Bezugnahme auf den Norma-
lenvektor bestimmen kann. Die mittlere Krümmung ist jedoch nicht Teil der inneren
Geometrie. Insbesondere kann ein gedachtes Lebewesen auf einem Kreiszylinder durch
lokale Messungen niemals den Zylinderradius bestimmen, sondern alle lokalen Messun-
gen werden auf einen flachen Raum hindeuten.39

Theorem 87 (Theorem von Gauß bzw. Theorema Egregium, Variante 2). Ist φ :
M → M̃ eine Isometrie, so gilt K(p) = K̃(p̃) mit p̃ = φ(p), wobei K und K̃ die
Gauß-Krümmungen von M und M̃ sind.

Beweis. Wir rechnen mit lokalen und injektiven Parametrisierungen α : U → M bzw.
α̃ = φ ◦ α : U → M̃ und bezeichnen die lokalen Koeffizienten der ersten und zweiten
Fundamentalformen mit gij und hij bzw. g̃ij und h̃ij. Nach Voraussetzung und wegen
des lokalen Isometriekriteriums (2.41) gilt dann

gij(u) = g̃ij(u) , gij(u) = g̃ij(u) , ∂ukgij(u) = ∂uk g̃ij(u)

für alle i, j, k ∈ {1, 2} und alle u ∈ U , aber im Allgemeinen müssen wir mit hij(u) 6=
h̃ij(u) rechnen. Aus Lemma 84 folgt

Γkij(u) = Γ̃kij(u)

für die Christoffelsymbole und Lemma 85 garantiert

2∑
m=1

(hkjhim − hkihjm)gmn =
2∑

m=1

(
h̃kjh̃im − h̃kih̃jm

)
g̃mn

für alle Indizes i, j, k, n ∈ {1, 2} und insbesondere

2∑
m=1

(h11h2m − h12h1m)gmn =
2∑

m=1

(
h̃11h̃2m − h̃12h̃1m

)
g̃mn .

39Durch globale Argumente kann eine Flächenwesen mehr Informationen bekommen. Zum Beispiel
kann es auf dem Zylinder passieren, dass man immer ‘geradeaus geht’ (d.h. entlang einer Geodäte
wandert, siehe unten) und am Ende letztlich wieder am Startpunkt ankommt. Aus dieser Beobachtung
kann das Lebewesen nun schließen, dass es nicht im flachen Raum lebt.
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Multiplikation mit g2n = g̃2n und anschließende Summation über n liefert schließlich

det IIu,α = h11h22 − h12h12 = h̃11h̃22 − h̃12h̃12 = det IIu,α̃

wegen (2.44) und die Behauptung folgt via det Iu,α = det Iu,α̃.

Lemma 88 (Eindeutigkeit der Fundamentalformen von Flächenstücken). Ist U ⊂ R2

offen und zusammenhängend und sind α : U ⊂ R3 sowie α̃ : U → R3 zwei gleich
orientierte Flächenstücke40 mit

gij(u) = g̃ij(u) , hij(u) = h̃ij(u)

für alle i, j ∈ {1, 2} und alle u ∈ U , so existiert eine orientierungserhaltende und
orthonormale Transformation R ∈ SO(3) sowie eine Verschiebung V : R3 → R3, so
dass α̃ = V ◦ R ◦ α.

Beweis. Wir wollen die Behauptung mit V = id im Spezialfall α(0) = α̃(0) = 0 bewei-
sen; der allgemeine Fall kann dann durch Einführung einer Verschiebung V behandelt
werden. Für jedes u ∈ U existiert ein R(u) ∈ SO(3) mit

R(u)∂u1α(u) = ∂u1α̃(u) , R(u)∂u2α(u) = ∂u2α̃(u) , R(u)ν(u) = R(u)ν̃(u) , (2.52)

wobei wir hier ν statt να bzw. ν̃ statt να̃ schreiben, um die Normalenvektoren zu
bezeichnen. Wir wollen nun zeigen, dass die Abbildung R : U → SO(3) konstant ist
und bemerken zunächst, dass R zweimal stetig differenzierbar ist (weil α und α̃ nach
Generalannahme in diesem Abschnitt dreimal stetig differenzierbar sind).

Nach Voraussetzung und Konstruktion sowie der Formeln aus Lemma 86 gilt zum
einen

∂ui∂uj α̃(u) = R(u) ∂ui∂ujα(u) , ∂ui ν̃(u) = R(u) ∂uiν(u) .

Andererseits liefert die komponentenweise Anwendung der Produktregel auf die Terme
in (2.52)

∂ui∂uj α̃(u) = ∂ui

(
R(u)∂ujα(u)

)
= R(u)∂ui∂ujα(u) + (∂uiR(u))∂ujα(u)

sowie

∂ui ν̃(u) = R(u)∂uiν(u) + (∂uiR(u))ν(α)

und wir schließen, dass

(∂uiR(u))∂u1α(u) = 0 , (∂uiR(u))∂u2α(u) = 0 , (∂uiR(u))ν(α) = 0 .

für alle i ∈ {1, 2} und alle u ∈ U . Da aber ∂u1α(u), ∂u2α(u) und ν(u) für jedes u eine
Basis des R3 darstellt, folgt

∂uiR(u) = 0 .

Insbesondere verschwinden alle partiellen Ableitungen von R : U → Mat(3×3), so dass
R nach einen bekannten Resultat aus Analysis I+II in der Tat konstant ist (Wäre U

40Gleiche Orientierung meint, dass ν bzw. ν̃ mit der gleichen Vorzeichenwahl in (2.10) von ∂ui
τ

bzw. ∂ui
τ abhängen.
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nicht zusammenhängend, so wäre R nur auf jeder Zusammenhangskomponente von U
konstant.)

Schließlich folgt aus

∂ui
(
α̃−R · α

)
(u) = 0 ,

dass α̃ − R · α : U → R3 konstant ist, und unsere Normierung impliziert, dass dieser
konstante Vektor sogar verschwindet.

Theorem 89 (Theorem von Bonnet). Sei U offen und zusammenhängend und seien
gij, hij : U → R mit i, j ∈ {1, 2} gegebene Funktionen mit g12 = g21 und h12 = h21,
so dass die Gleichungen aus Lemma 85 erfüllt sind, wobei die Funktionen gmn,Γkmn :
U → R für m,n, k ∈ {1, 2} wie in Lemma 84 mit Hilfe der gij berechnet seien. Dann
existiert für jede Wahl von u∗ ∈ U und p∗ ∈ R3 und jede Wahl von τ∗,1, τ∗,2, ν∗ in R3

mit 〈
τ∗,i, τ∗,j

〉
= gij(u∗) ,

〈
τ∗,i, ν∗

〉
= 0 ,

〈
ν∗, ν∗

〉
= 1

ein parametrisiertes Flächenstück α : U → R3 mit

α(u∗) = p∗ , ∂u1α(u∗) = τ∗,1 , ∂u2α(u∗) = τ∗,2 , να(u∗) = ν∗ ,

so dass die gij und hij gerade die Komponenten der ersten und zweiten Fundamental-
form sind.

Beweis. O.B.d.A. gelte u∗ = 0, p∗ = 0, e∗,i = ei, denn der allgemeine Fall kann dann
durch Superposition mit euklidischen Bewegungen auf diesen zurückgeführt werden.
Wir wollen außerdem annehmen, dass U ein Rechteck der Bauart

U = (−λ1, +λ1)× (−λ2, λ2)

ist, da dies einige Argumente vereinfachen wird. Der allgemeine Fall kann aber mit
etwas mehr Aufwand analog geführt werden. Desweiteren schreiben wir τ1 bzw. τ2

statt ∂u1α(u) bzw. ∂u2α(u) und ν statt να.
Konstruktion der Vektorfelder τj und ν: Der halbe Gleichungssatz aus Lemma 86

kann als

∂u1τj(u1, u2)− h1j(u1, u2)ν(u1, u2)−
2∑

k=1

Γk1j(u1, u2)τk(u1, u2) = 0 (2.53)

und

∂u1ν(u1, u2) +
2∑

k=1

2∑
m=1

h1k(u1, u2)gkm(u1, u2)τk(u1, u2) = 0 (2.54)

geschrieben werden und für jedes feste u2 ∈ (−λ2, λ2) als gewöhnliche Differentialglei-
chung für die unbekannten Funktionen

τ1(·, u2) , τ2(·, u2) , ν(·, u2) : (−λ1, +λ1)→ R3

angesehen werden. Dabei sind diese Differentialgleichungen linear in den gesuch-
ten Funktionen, aber besitzen nicht-konstante Koeffizienten, die gerade durch die
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g1j, h1j,Γ
k
1j, g

jk gegeben sind. Analog liefert der andere halbe Gleichungssatz aus Lem-
ma 86 mit

∂u2τj(u1, u2)− h2j(u1, u2)ν(u1, u2)−
2∑

k=1

Γk2j(u1, u2)τk(u1, u2) = 0 (2.55)

und

∂u2ν(u1, u2) +
2∑

k=1

2∑
m=1

h2k(u1, u2)gkm(u1, u2)τk(u1, u2) = 0 (2.56)

für jedes feste u1 ∈ (−λ1, +λ1) ein System linearer Differentialgleichungen für die
Funktionen

τ1(u1, ·) , τ2(u1, ·) , ν(u1, ·) : (−λ1, +λ1)→ R3 .

Wir benutzen die Anfangsbedingung

τ1(0, 0) = τ∗,1 , τ2(0, 0) = τ∗,1 , ν(0, 0) = ν∗

sowie das erste System von Differentialgleichungen (2.53)+(2.54) mit u2 = 0 um τ1, τ2

und ν auf der Strecke

(−λ1, +λ1)× {0} (2.57)

zu bestimmen, wobei wir benutzen, dass die Lösung zum Anfangswertproblem einer
linearer Differentialgleichung mit stetigen Koeffizienten eindeutig ist und immer global,
d.h. hier auf dem Intervall (−λ1, +λ1), existiert. Anschließend lösen wir das zweite
System von Differentialgleichungen (2.55)+(2.56) für jedes feste u1 ∈ (−λ1, +λ1) auf
dem Intervall (−λ2, +λ2), wobei wir die Anfangsdaten für u2 = 0 ja bereits berechnet
haben.

Eigenschaften der Vektorfelder τj und ν: Wir haben nun τ1, τ2 und ν auf ganz U
mit Werten in R3 konstruiert, wobei das zweite System von Differentialgleichungen
(2.55)+(2.56) in jedem Punkt u ∈ U erfüllt ist, aber das erste zunächst nur auf der
Strecke (2.57) gilt. Die wesentliche Beobachtung ist nun, dass die Gauß-Gleichung und
die Codazzi-Gleichung aus Lemma 85 die Gültigkeit

∂u2
(
linke Seite in (2.53)

)
= 0 , ∂u2

(
linke Seite in (2.54)

)
= 0

garantieren (siehe dazu auch die Bemerkung nach Lemma 86). Diese Integrabilitäts-
bedingung impliziert nun, dass (2.53) und (2.54) wirklich auf ganz U erfüllt sind.

Als nächstes wollen wir überprüfen, ob die von uns konstruierten Vektorfelder
τ1, τ2, ν : U → R3 wirklich die Gleichungen〈

τi(u), τj(u)
〉

= gij(u) ,
〈
τi(u), ν(u)

〉
= 0 ,

〈
ν(u), ν(u)

〉
= 1 (2.58)

für alle Indizes i, j ∈ {1, 2} und alle u ∈ U erfüllen, und bemerken zunächst, dass diese
aufgrund der Anfangsbedingung für u1 = u2 = 0 gelten. Desweiteren garantieren die
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Differentialgleichungen (2.53)–(2.56) die Gültigkeit von

∂uk
〈
ν(u), ν(u)

〉
= −2

2∑
m=1

2∑
n=1

hkm(u)gmn(u)
〈
τn(u), ν(u)

〉
(2.59)

∂uk
〈
τi(u), ν(u)

〉
= hki(u)

〈
ν(u), ν(u)

〉
+

2∑
m=1

Γmki(u)
〈
τm(u), ν(u)

〉
−

2∑
m=1

2∑
n=1

hkm(u)gmn(u)
〈
τi(u), τn(u)

〉
(2.60)

∂uk
〈
τi(u), τj(u)

〉
= hik(u)

〈
τj(u), ν(u)

〉
+ hjk(u)

〈
τi(u), ν(u)

〉
+

2∑
m=1

Γmik(u)
〈
τj(u), τm(u)

〉
+

2∑
m=1

Γmjk(u)
〈
τi(u), τm(u)

〉
, (2.61)

das heißt die 6 nun bereits bekannten Funktionen〈
τ1, τ1

〉
,
〈
τ1, τ2

〉
,
〈
τ2, τ2

〉
,
〈
τ1, ν

〉
,
〈
τ2, ν

〉
,
〈
ν, ν

〉
: U → R

erfüllen neben speziellen Anfangsbedingungen im Ursprung auch lineare gewöhnliche
Differentialgleichungen in u1- und in u2-Richtung. Wir wollen nun zeigen, dass diese
Differentialgleichungen sowie die Anfangsbedingungen auch durch die Funktionen

g11 , g12 , g22 , 0 , 0 , 1

erfüllt werden, denn dann folgt aus der Eindeutigkeit von Lösungen zu Anfangswert-
problemen die Gültigkeit von (2.58) für alle u ∈ U . Die Gültigkeit der entsprechenden
Anfangsbedingung folgt unmittelbar und ersetzen wir in (2.59) die Ausdrücke〈

τi(u), τj(u)
〉
 gij(u) ,

〈
τi(u), ν(u)

〉
 0 ,

〈
ν(u), ν(u)

〉
 1 ,

so erhalten wir mit ∂uk1 = 0 in der Tat eine wahre Aussage. Dieselbe Ersetzung in
(2.60) erzeugt ∂uk0 = 0, sofern wir (2.44) berücksichtigen. Die Ersetzung in (2.61)
liefert hingegen zunächst

∂ukgij(u) =
2∑

m=1

(
Γmki(u)gmj(u) + Γmkj(u)gmi(u)

)
, (2.62)

aber diese Formel folgt direkt aus der Definition der Christoffel-Symbole. In der Tat,
(2.43) impliziert

2
2∑

m=1

Γmki(u)gmj(u) =
2∑

m=1

gmj(u)
2∑

n=1

gmn(u)
(
∂ukgin(u) + ∂uigkn(u)− ∂ungki(u)

)
= ∂ukgij(u) + ∂uigkj(u)− ∂ujgki(u)

und mit direkten Rechnungen erhalten wir (2.62). Insgesamt haben wir damit (2.58)
für jedes u ∈ U gezeigt.

Konstruktion von α: Um α aus den nun bekannten Vektorfeldern τ1 und τ2 zu be-
rechnen, betrachten wir

∂u1α(u1, u2) = τ1(u1, u2) , ∂u2α(u1, u2) = τ2(u1, u2) (2.63)
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als degenerierte Differentialgleichungen mit Anfangsbedingung α(0) = 0. Wir lösen nun
wieder die erste Differentialgleichung (2.63)1 mit u2 = 0 auf dem Intervall (−λ1, +λ1)
um α auf der Menge (2.57) zu berechnen und lösen anschließend die zweite Differen-
tialgleichung (2.63)2 für jedes feste u1 ∈ (−λ1, +λ1) auf dem Intervall (−λ2, +λ2) um
α auf ganz U zu berechnen, wobei die Lösung der entarteten Differentialgleichungen
einfach Integration bzgl. u1 bzw. u2 meint. Dann gilt – analog zu oben – (2.63)2 wieder
auf ganz U , aber (2.63)1 zunächst nur auf der Strecke (2.57) . Die obige Konstruktion
– siehe (2.53) und (2.55) – kombiniert mit den Symmetriebedingungen hij(u) = hji(u)
und Γkij(u) = Γkji(u) garantiert aber

∂u1τ2(u1, u2) = ∂u2τ1(u1, u2) ,

und dies liefert – wieder analog zu oben – die Gleichung (2.63)1 für jedes u ∈ U .
Finale Argumente: Die Gleichungen in (2.58) implizieren, dass die gij in der Tat die

Koeffizienten der ersten Fundamentalform der soeben konstruierten parametrisierten
Fläche α : U → R3 sind und dass ν wirklich ein entsprechendes Normalenvektorfeld
beschreibt. Außerdem gilt wegen (2.53) und (2.55)〈

∂ui∂ujα(u), ν(u)
〉

=
〈
∂uiτj(u), ν(u)

〉
= hij(t) ,

und wir schließen, dass die hij wirklich die Koeffizienten der zweiten Fundamentalform
sind.

Als eine Anwendung von Theorem 87 wollen wir untersuchen, ob es ein Flächenstück
α : R2 → R3 gibt, so dass

Iu,α =

(
g11(u) g12(u)
g12(u) g22(u)

)
=

(
1 0
0 1

)
, IIu,α =

(
h11(u) h12(u)
h12(u) h22(u)

)
=

(
0 0
0 u1

)
.

Wir müssen dazu die Gauß- und die Codazzi-Gleichung auswerten und berechnen zu-
nächst

g11(u) = g22(u) = 1 , g12(u) = 0

sowie alle 8 Christoffelsymbole via

Γkij(u) = 1
2

2∑
n=1

gkn(u)
(
∂uigjnα(u) + ∂ujginα(u)− ∂ungijα(u)

)
= 1

2

(
∂uigjkα(u) + ∂ujgikα(u)− ∂ukgijα(u)

)
= 0 .

Nun müssen wir für jede Wahl von i, j, k, n die insgesamt 16 Gauß-Gleichungen aus
(2.45) überprüfen. Die linke Seite verschwindet immer und auch die rechte Seite liefert

2∑
m=1

(hkj(u)him(u)− hki(u)hjm(u))gmn(u) = hkj(u)hin(u)− hki(u)hjn(u) = 0

immer 0 (sowohl der erste als auch der zweite Term auf der rechten Seite sind nur
für i = j = k = n = 2 von Null verschieden). Die 8 Codazzi-Gleichungen sind
auch immer erfüllt und wir können schließen, dass es ein entsprechendes Flächen-
stück gibt. Wir könnten dieses Flächenstück sogar mit Hilfe der Differentialgleichungen
(2.53)+(2.54)+(2.55)+(2.56)+(2.63) schrittweise berechnen.
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2.3.5 Paralleltransport und Geodäten

Definition 90 (Parallelität von Vektorfeldern). SeienM eine orientierbare Fläche und
β : I → M eine reguläre Kurve in M . Ein stetig differenzierbares Vektorfeld X heißt
parallel entlang der Kurve β, falls

∇β̇(t)X(β(t)) = 0

für alle t ∈ I gilt. Ist X parallel entlang jeder Kurve β in M , so wird X auch
parallel auf M genannt.

Bemerkung.

1. Für die Parallelität bzgl. β muss X nur auf der Spur von β gegeben sein.

2. X muss hier nicht unbedingt tangential sein, obwohl viele Autoren dies fordern.

3. Jedes konstante Vektorfeld ist parallel.

Definition 91 (Geodäten). Eine reguläre Kurve β : I → M in einer orientierbaren
Fläche mit

∇β̇(t)β̇(t) = 0

für alle t ∈ I heißt Geodäte (oder manchmal auch Geodätische).

Ob eine gegebene Kurve geodätisch ist, hängt letzlich nur von der ersten Funda-
mentalform ab und ist daher eine Eigenschaft der inneren Geometrie. Ist zum Beispiel
φ : M → M̃ eine Isometrie, so ist β genau dann Geodäte inM , wenn β̃ = φ◦β Geodäte
in M̃ ist.

Bemerkung.

1. Beachte, dass β̇ kein Vektorfeld auf ganz M , sondern nur auf sp β ist. Die Rich-
tungsableitung

Dβ̇(t)β̇(t) = β̈(t)

ist aber immer wohldefiniert und durch Projektion auf den Normal- und den Tan-
gentialraum via

Dβ̇(t)β̇(t) =
〈
β̈(t), ν

(
β(t)

)〉
ν
(
β
)
(t) +∇β̇(t)β̇(t) (2.64)

erhalten wir die entsprechende kovariante Ableitung.

2. Für jede Kurve β in M gilt

d

dt

〈
β̇(t), β̇(t)

〉
=
〈
∇β̇(t)β̇(t), β̇(t)

〉
(2.65)

und wir schließen, dass
∣∣β̇(t)

∣∣ für jede Geodäte konstant entlang der Kurve ist.

3. Ist M = R2, so gilt ∇β̇(t)β̇(t) = β̈(t) und β ist genau dann eine Geodäte, wenn β
affin ist.
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4. Ist β eine Frenet-Kurve (und damit insbesondere nach Bogenlänge parametrisiert,
so gilt

β′′(s) = κν(β(s), β′(s)) ν
(
β(s)

)
+∇β′(s)β

′(s) ,

wobei

κν(β(s), β′(s)) =
〈
β′′(s), ν

(
β(s)

)〉
=
〈
β′(s), Lβ(s)β

′(s)
〉

=
IIβ(s)(β

′(s), β′(s))

Iβ(s)(β′(s), β′(s))

gerade die Normalenkrümmung der Kurve β ist (vgl. (2.16)) und den Teil der
Kurvenkrümmung beschreibt, der von der Krümmung der Fläche herrührt. Man
schreibt auch oft

κnorm(s) =
〈
β′′(s), ν

(
β(s)

)〉
statt κν(β(s), β′(s)). Der tangentiale Anteil von β′′(s) – also ∇β′(s)β

′(s) – be-
schreibt hingegen, wie sich die Kurve innerhalb der Fläche krümmt und steht
wegen

〈
β′(s), β′(s)

〉
= 1 bzw.

〈
β′′(s), β′(s)

〉
= 0 senkrecht auf ν

(
β(s)

)
und β′(s).

Man nennt

κgeod(s) :=
〈
∇β′(s)β

′(s), ν
(
β(s)

)
×β′(s)

〉
=
〈
β′′(s), ν

(
β(s)

)
×β′(s)

〉
die geodätische Krümmung von β. Insbesondere gilt

β′′(s) = κnorm(s)ν
(
β(s)

)
+ κgeod(s) ν

(
β(s)

)
×β′(s) (2.66)

sowie

|β′′(s)|2 = κ2
norm(s) + κ2

geod(s) , (2.67)

wobei die linke Seite gerade κ2
1(s), also das Quadrat der Kurvenkrümmung in

der Frenet-Theorie ist. Vergleiche auch die Übungsaufgabe 6.5 zum Darbouschen
Dreibein.

Newtons Gesetz für ein Teilchen mit Masse m, dass sich auf einer Fläche m unter
dem Einfluss eines tangentialen Kraftfeldes F bewegt, kann als

m∇β̇(t)β̇(t) = F
(
β(t)

)
geschrieben werden. Geodäten entsprechen also gerade den Bahnen derjenigen Teilchen,
die sich auf der Fläche bewegen, ohne von tangentialen Kräften beeinflusst zu werden.
Für solche Teilchen gilt außerdem (wir nehmen o.B.d.A m = 1 an)

β̈(t) = ζ(t) ν
(
β(t)

)
, (2.68)

wobei

ζ(t) =
〈
β̈(t), ν

(
β(t)

)〉
die sogenannten Zwangskräfte beschreibt, die normal zur Fläche wirken und das Teil-
chen auf der Fläche halten. Beachte, dass wegen〈

β̈(t), ν
(
β(t)

)〉
= d

dt

〈
β̇(t), ν

(
β(t)

)〉
−
〈
β̇(t), d

dt
ν
(
β(t)

)〉
= 0 +

〈
β̇(t), Lβ(t)β̇(t)

〉
= IIβ(t)

(
β̇(t), β̇(t)

)
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auch

ζ(t) = IIβ(t)

(
β̇(t), β̇(t)

)
(2.69)

gilt, d.h. der Betrag ζ(t) der Zwangskraft kann aus der zweiten Fundamentalform be-
rechnet werden kann, obwohl Geodäten letztlich – und wie wir in Lemma 92 genauer
sehen werden – nur von der ersten Fundamentalform abhängen. Ganz allgemein gilt:
jede Geodäte genügt der vektorwertigen und autonomen Differentialgleichung, die man
durch Einsetzen von (2.69) in (2.68) erhält. Wie können außerdem leicht nachrechnen,
dass auch die Umkehrung gilt.

Wir wollen nun exemplarisch zeigen, dass man Geodäten im Prinzip ohne Benutzung
von Koordinaten berechnen kann.

Beispiel (Geodäten auf der Sphäre). Geodäten auf M = S2 erfüllen

β̈(t) = ζ(t)β(t) ,

wobei

ζ(t) =
〈
β̈(t), β(t)

〉
= d

dt

〈
β̇(t), β(t)

〉
−
〈
β̇(t), β̇(t)

〉
= 0− σ2 ,

für eine Konstante σ. Wählen wir als Anfangsbedingung

β(0) =
(
1, 0, 0

)
, β̇(0) =

(
0, 1, 0

)
so erhalten wir

β(t) =
(
cos (σt), sin (σ t), 0

)
,

und mit analogen Rechnungen zeigt man leicht, dass jede Geodäte Teil eines Großkreises
ist, wobei der Großkreis gerade der Schnittkreis von M mit der durch β(0) und β̇(0)
aufgespannten Ebene ist.

Beispiel (Geodäten auf dem Kreiszylinder). Für M = {x ∈ R3 : x2
1 + x2

2 = 1} lautet
die Geodätengleichung

β̈1(t) = ζ(t)β1(t) , β̈2(t) = ζ(t)β2(t) , β̈3(t) = 0 ,

und analog zu den Rechnungen für die Sphäre zeigen wir, dass β1(t)2 +β2
2(t) = 0 schon

ζ(t) = σ2 mit σ ∈ R impliziert. Wir erhalten damit

β(t) =
(
cos (σt+ θ), sin (σt+ θ), β3(0) + β̇3(0)t

)
wobei σ und θ via

β(0) =
(
cos (θ), sin (θ), β3(0)

)
, β̇(0) =

(
−σ sin (θ), σ cos (θ), β̇3(0)

)
aus den Anfangsdaten bestimmt werden können.

Wir wollen schließlich die Differentialgleichungen (2.68)+(2.69) in lokalen Koordi-
naten formulieren. Dies ist nicht nur für praktische Zwecke sinnvoll, sondern zeigt auch,
dass Geodäten zur inneren Geometrie gehören und also auch ohne Bezugnahme auf die
zweite Fundamentalform charakterisiert werden können.
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Lemma 92 (Geodäten in lokalen Koordinaten). Sei α : U →M eine Parametrisierung
von M und γ : I → U eine reguläre Kurve. Dann gilt

γ̈k(t) +
2∑
i=1

2∑
j=1

Γkij(γ(t))γ̇i(t)γ̇j(t) = 0 (2.70)

für k ∈ {1, 2} und alle t ∈ I genau dann, wenn β = α ◦ γ eine Geodäte in M ist.

Beweis. Mit

β̇(t) =
2∑
i=1

γ̇i(t)∂uiα
(
γ(t)

)
gilt

β̈(t) =
2∑
i=1

γ̈i(t)∂uiα
(
γ(t)

)
+

2∑
i=1

2∑
j=1

γ̇i(t)γ̇j(t)∂ui∂ujα
(
γ(t)

)
,

und in Kombination mit (2.64),(2.65) sowie (2.50) erhalten wir

∇β̇(t)β̇(t) =
2∑

k=1

γ̈k(t)∂ukα
(
γ(t)

)
+

2∑
i=1

2∑
j=1

γ̇i(t)γ̇j(t)
2∑

k=1

Γkij(γ(t))∂ukα(γ(t))

=
2∑

k=1

(
γ̈k(t) +

2∑
i=1

2∑
j=1

Γkij(γ(t))γ̇i(t)γ̇j(t)

)
∂ukα(γ(t)) .

Die Behauptung folgt nun durch Koeffizientenvergleich bzgl. der tangentialen Basis-
vektoren ∂ukα

(
γ(t)

)
.

Folgerung 93 (Existenz von Geodäten). Für jedes p ∈M und jedes v ∈ TpM existiert
eine Geodäte β : I → M mit β(0) = p und β̇(0) = v. Diese ist auch eindeutig in dem
folgenden Sinne: Ist β̃ : Ĩ →M eine weitere Kurve mit den gewünschten Eigenschaften,
so gilt β̃(t) = β(t) für alle t ∈ I ∩ Ĩ.

Beweis. Wir wählen zunächst lokale Koordinaten α : U → M um p und ergänzen das
System gewöhnlicher Differentialgleichungen (2.70) um die Anfangsbedingungen

γ(0) = α−1(p) , γ̇(0) = Dα−1|pv = (Dα|u)−1v

und die lokale Existenz und Fast-Eindeutigkeit einer Kurve γ : I →M folgt nach dem
Satz von Picard-Lindelöf (beachte, dass die rechte Seite in (2.70) stetig differenzierbar
und damit auch lokal Lipschitz-stetig bzgl. γ(t) und γ̇(t) ist).

Bemerkung.

1. Analog zur Theorie der gewöhnlichen Differentialgleichungen kann man für jedes
p ∈ M und jedes v ∈ TpM die Existenz und Eindeutigkeit einer maximalen
Geodäte zeigen.

2. Ist β eine Geodäte, so ist auch β̃(t) = β(ct) für jede Konstante c ∈ R eine
Geodäte.
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3. Aus der Theorie der gewöhnlichen Differentialgleichungen folgt: Für jeden Punkt
p ∈ M existiert eine offene Menge B ∈ TpM sowie eine offene Menge V ∈ R3,
so dass die Abbildung

v ∈ B 7→ βp,v(1) ∈ V ∩M

ein Diffeomorphismus ist, wobei βp,v die Geodäte mit βp,v(0) = p und β̇p,v(0) = v
bezeichnet. Die so konstruierte Abbildung wird auch die Exponentialabbildung
oder geodätischer Fluss genannt und man schreibt expp (v) = βp,v(1)

Abbildung 2.13: Zwei Rotationsflächen mit je drei verschiedenfarbigen Geodäten, die als
numerischer Lösungen von (2.71)+ (2.72) berechnet wurden.

Wir wollen als Beispiel die Geodäten der Rotationsfläche

α(u1, u2) = (ξ(u1), r(u1) cos (u2), r(u1) sin (u2)) , (u1, u2) ∈ J × R

mit Meridiankurve J 3 u1 7→ (ξ(u1), r(u1)) ∈ R2 charakterisieren und berechnen
zunächst (siehe Übungsaufgabe)

Γ1
11(u) =

ξ′(u1)ξ′′(u1) + r′(u1)r′′(u1)(
ξ′(u1)

)2
+
(
r′(u1)

)2 , Γ2
11(u) = 0

sowie

Γ1
12(u) = Γ1

21(u) = 0 , Γ2
12(u) = Γ2

21(u) =
r(u1)r′(u1)

r2(u1)

und

Γ1
22(u) = − r(u1)r′(u1)(

ξ′(u1)
)2

+
(
r′(u1)

)2 , Γ2
22(u) = 0 .

Die Geodätengleichung für γ : I → R2 aus Lemma 92 kann nun als

γ̈1(t) + Γ1
11

(
γ(t)

)
γ̇2

1(t) + Γ1
22

(
γ(t)

)
γ̇2

2(t) = 0 (2.71)
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und

γ̈2(t) + 2Γ2
12

(
γ(t)

)
γ̇1(t)γ̇2(t) = 0 (2.72)

geschrieben werden. Dies ist ein nichtlineares Differentialgleichungssystem und die Lö-
sungen mit vorgegebenen Anfangsdaten können im Allgemeinen nicht explizit, sondern
nur numerisch berechnet werden (siehe auch Abbildung 2.13).

Wenn wir zusätzlich annehmen, dass die Meridankurve nach Bogenlänge parame-
trisiert ist, d.h. (

ξ′(u1)
)2

+
(
r′(u1)

)2
= 1 für alle u1 ∈ J ,

so gilt

Γ1
11(u1) = 1

2
d

du1

(
(ξ′(u1))

2
+ (r′(u1))

2)
= 0 .

Insbesondere ist dann für jedes feste (u1, u2) die Kurve

γ(t) = (u1 + t, u2)

eine Lösung von (2.71)+ (2.72), die der gedrehten Meridiankurve

β(t) = α
(
γ(t)

)
= (ξ(u1 + t), r(u1 + t) cos (u2), r(u1 + t) sin (u2))

entspricht, wobei β(0) = (u1, u2). Die Kurve

γ(t) = (u1, u2 + t)

ist genau dann ein Lösung der Geodätengleichung (Nachrechnen), wenn ṙ(u1) = 0. Ins-
gesamt schließen wir mit Folgerung 93, dass es im Allgemeinen noch weitere Geodäten
gibt, für die aber weder γ1(t) = const noch γ2(t) = const gilt.

Um die allgemeine Form einer Geodäten auf Rotationsflächen mit nach Bogenlänge
parametrisierter Meridiankurve zu bestimmen bemerken wir, dass (2.71) die sogenannte
Clairaut-Relation41

r2
(
γ1(t)

)
γ̇2(t) = const = c ,

impliziert. Kombinieren wir dies mit

1 =
〈
β̇
(
t
)
, β̇(t)

〉
=
((
ξ′
(
γ1(t)

))2
+
(
r′
(
γ1(t)

))2
)
γ̇2

1(t) +
(
r
(
γ1(t)

))2
γ̇2

2(t)

erhalten wir(
γ̇1(t)

γ̇2(t)

)2((
ξ′
(
γ1(t)

))2
+
(
r′
(
γ1(t)

))2
)

=
r2
(
γ1(t)

)
c2

(
r2
(
γ1(t)

)
− c2

)
.

Insbesondere gilt

du1

du2

=
r(u1)

c

√
r2(u1)− c2(

ξ′
(
u1

))2
+
(
r′
(
u1

))2

entlang einer jeden Geodäten für eine gewisse Konstante c, und dies kann auch als

u2 = c

∫
1

r(u1)

√(
ξ′
(
u1

))2
+
(
r′
(
u1

))2

r2(u1)− c2
du1 + const

formuliert werden. Allerdings kann dieses Integral in den meisten Fällen nicht explizit
berechnet werden.

41Alexis-Claude Clairaut (1713 –1765), französischer Mathematiker.
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Satz 94 (Geodäten und Minimierer der Länge). Seien p und q zwei verschiedene Punk-
te in M und sei β∗ eine kürzeste Verbindung von p und q in M , d.h. eine Kurve aus
der Menge

Cp,q :=
{
reguläre Kurve β : [a, b]→M mit β(a) = p und β(b) = q

}
mit len (β∗) ≤ len (β) für alle β ∈ Cp,q Dann ist β eine Geodäte.

Beweis. O.b.D.A können wir annehmen, dass β∗ nach Bogenlänge und auf dem Intervall
[0, L] parametrisiert ist.

Herleitung der Optimalitätsbedingung: Wir betrachten nun zunächst eine stetig dif-
ferenzierbare Familie von Kurven aus C, das heißt eine Abbildung β : [−ε, ε]× [0, L]→
M mit den folgenden Eigenschaften:

1. die Ableitungen

∂τβ, ∂tβ, ∂τ∂tβ = ∂t∂τβ

existieren als stetige Funktionen auf [−ε, ε]× [0, L],

2. für jedes feste τ ∈ (−ε, ε) gehört die Kurve βτ mit βτ (t) = β(τ, t) zu Cp,q,

3. es gilt β(0, t) = β∗(t) für alle t ∈ [0, l].

Dann gilt

d

dτ

∣∣
τ=0

len (βτ ) =
d

dτ

∣∣
τ=0

L∫
0

√〈
∂tβ(τ, t), ∂tβ(τ, t)

〉
dt

=

L∫
0

〈
∂τ∂tβ(0, t), ∂tβ(0, t)

〉√〈
∂tβ(0, t), ∂tβ(0, t)

〉 dt

=

L∫
0

〈
∂t∂τβ(0, t), ∂tβ(0, t)

〉
dt ,

wobei wir
∣∣∂tβ(0, t)

∣∣ = 1 benutzt haben. Nach partieller Integration bzgl. t und weil

∂τβ(τ, 0) = 0 = ∂τβ(τ, L)

wegen βτ ∈ Cp,q gilt, erhalten wir

d

dτ

∣∣
τ=0

len (βτ ) = −
L∫

0

〈
∂τβ(0, t), ∂2

t β(0, t)
〉

dt = −
L∫

0

〈
∂τβ(0, t), ∇β̇∗(t)

β̇∗(t)
〉

dt

wobei wir außerdem ∂τβ(0, t) ∈ TpM benutzt haben. Andererseits gilt

d

dτ

∣∣
τ=0

len (βτ ) = 0

nach Voraussetzung an β∗. Wir wollen nun mit Hilfe dieser Darstellung zeigen, dass
∇β̇∗(t)

β̇∗(t) = 0 für alle t ∈ [0, L] gilt.
Auswertung der Optimalitätsbedingung: ...
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Wir bemerken, dass die Umkehrung von Satz 94 im Allgemeinen falsch ist. Das
Standardgegenbeispiel sind zwei nicht-antipodale Punkte p und q auf einer Sphäre,
für die es immer einen eindeutigen Großkreis gibt, der durch beide Punkte verläuft
und durch die Punkte in zwei Segmente wie im Satz 94 zerteilt wird. Jedes dieser
Großkreissegmente ist eine Geodäte, aber nur ein Segment ist der Minimierer der Länge
im Sinne von Satz 94.

Wir bemerken außerdem, dass ein Minimierer β∗ nicht immer existieren muss.

Lemma 95 (Paralleltransport entlang von Kurven). Seien β : I → M eine reguläre
Kurve und t∗ ∈ I sowie v∗ ∈ Tβ(t∗)M gegeben. Dann existiert ein eindeutiges tangen-
tiales Vektorfeld V entlang von β, so dass

∇β̇(t)V
(
β(t)

)
= 0

für alle t ∈ I sowie V
(
β(t∗)

)
= v∗.

Beweis. Wir nehmen o.B.d.A. an, dass β nach Bogenlänge parametrisiert ist, und kon-
struieren das Vektorfeld entlang der Kurve durch den Darboux-Ansatz

V
(
β(s)

)
= f(s)β′(s) + g(s) ν

(
β(s)

)
×β′(s) ,

mit noch zu bestimmenden Koeffizienten-Funktionen f, g : I → R. Die Kettenregel
impliziert

Dβ′(s)V
(
β(s)

)
=

d

ds
V
(
β(s)

)
= f ′(s)β′(s) + g′(s) ν

(
β(s)

)
×β′(s) + f(s)σ(s) + g(s)ρ(s) ,

(2.73)

wobei

σ(s) := β′′(s) , ρ(s) := −
(
Lβ(s)β

′(s)
)
×β′(s) + ν

(
β(s)

)
×β′′(s)

bekannte Vektorfelder entlang der Kurve β sind. Insbesondere verschwindet der tan-
gentiale Anteil von Dβ′(s)V

(
β(s)

)
genau dann, wenn sowohl

f ′(s) + f(s)
〈
σ(s), β′(s)

〉
+ g(s)

〈
ρ(s), β′(s)

〉
= 0

als auch

g′(s) + f(s)
〈
σ(s), ν

(
β(s)

)
×β′(s)

〉
+ g(s)

〈
ρ(s), ν

(
β(s)

)
×β′(s)

〉
= 0

gilt, wobei wir bei der Herleitung dieser Gleichungen das Skalarprodukt der rechten
Seite in (2.73) mit β′(s) bzw. mit ν

(
β ∗ s

)
× β′(s) ausgewertet haben. Dies sind zwei

gekoppelte lineare Differentialgleichungen für f und g, wobei die Anfangsdaten f(t∗)
und g(t∗) eindeutig aus v∗ berechnet werden können. Insbesondere existiert nach dem
Satz von Picard-Lindelöf eine eindeutige maximale Lösung des Anfangswertproblems.
Weil außerdem die Gleichungen linear in f und g sind, existiert die maximale Lösung
auch auf ganz I.

Lemma 96. Seien V und W zwei tangentiale Vektorfelder, die parallel entlang einer
Kurve β : I →M sind. Dann gilt〈

V (β(t)), W (β(t))
〉

=
〈
V (β(t∗)), W (β(t∗))

〉
für alle t, t∗ ∈ I.
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Beweis. Wir berechnen

d

dt

〈
V (β(t)), W (β(t))

〉
=
〈
Dβ̇(t)V (β(t)), W (β(t))

〉
+
〈
V (β(t)), Dβ̇(t)W (β(t))

〉
und die Tangentialität von V und W impliziert

d

dt

〈
V (β(t)), W (β(t))

〉
=
〈
∇β̇(t)V (β(t)), W (β(t))

〉
+
〈
V (β(t)), ∇β̇(t)W (β(t))

〉
.

Die Behauptung folgt nun unmittelbar.

Bemerkung.

1. Entlang einer Geodäte ist das Darbouxsche tangentiale Zweibein

β̇(t) , ν
(
β(t)

)
×β̇(t)

immer parallel und der Paralleltransport ist simpel: Ist V irgendein paralleles und
tangentiales Vektorfeld entlang der gegebenen Geodäte, so sind die Koeffizienten
der Basis-Entwicklung bzgl. des Darboux-Beines konstant und umgekehrt.

2. Ist M eine Teilmenge des R2, so gilt V
(
β(t)

)
= v∗.

3. Analog zum Beweis von Lemma 92 und Lemma 95 kann man zeigen, dass
Paralleltransport ein Konzept der inneren Geometrie ist. Insbesondere kann man
mittels des Ansatzes

β = α ◦ γ V
(
β(t)

)
= v1(t)∂u1α

(
γ(t)

)
+ v2(t)∂u2α

(
γ(t)

)
Differentialgleichungen für v1 und v2 herleiten, in denen die Ableitungen von γ
sowie die Christoffel-Symbole längs von γ auftauchen (Übungsaufgabe).

4. Ist φ : M → M̃ eine Isometrie, so ist V genau dann parallel zu β, wenn Ṽ =
Dφ ◦ V parallel zu β̃ = φ ◦ β ist.

5. Sind die FlächenM und M̃ tangtial an die Kurve β, d.h. gilt Tβ(t)M = Tβ(t)M̃ für
alle t ∈ I, so ist der Paralleltransport entlang von β bzgl M der Paralleltransport
entlang von β bzgl. M̃ . Anwendung: Kegel und Sphäre

2.3.6 Satz von Gauß-Bonnet

Theorem 97 (Satz von Gauß-Bonet, lokale Variante). Sei α : U → M ein injektives
parametrisiertes Flächenstück und Ω ⊂ U eine offene Menge sowie γ : [a, b]→ U eine
Kurve mit den folgenden Eigenschaften:

1. γ ist stetig und einfach geschlossen.

2. es gilt Ω ⊂ U und sp γ = ∂Ω, wobei Ω auf der linken Seite von sp γ liegt,

3. es gibt eine Zerlegung

t0 = a < t1 < t2 < ... < tM = b ,

so dass γ|[tm−1, tm] eine zweimal stetig differenzierbar Kurve in U ist,

Michael Herrmann: Kurven und Flächen Version vom 3.7.2021



110 2. Flächen

4. an jeder Stelle tm existieren die linksseitigen und rechtsseitigen Grenzwerte von
von γ̈(tm).

Dann gilt ∫
α(Ω)

K dA+

∫
β

κgeod ds+
M∑
m=1

αi = 2π

für β = α ◦ γ, wobei

αm = ^
(
β̇(tm + 0), β̇(tm − 0)

)
∈ (−π, +π)

der signierte Außenwinkel an der Knickstelle tm ist und β̇(tM + 0) = β̇(t0 + 0) verein-
bart sei.

Bemerkung. Die globale Variante impliziert für eine kompakte Mannigfaltigkeit ohne
Rand, dass ∫

M

K dA = 2πχ(M) ,

wobei χ die Euler-Charakteristik ist.
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