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Kapitel 1

Normierte Raume

Vorlesung 01 : 24. Oktober

1.1 Grundbegriffe

Vorbemerkung In diesem Abschnitt beginnen wir mit dem Studium der normierten
Réume, wobei viele der diskutierten Konzepte und Resultate schon in Analysis 1+2
behandelt wurden. In der Funktionalanalysis betrachten wir nur reelle oder komplexe
Vektorrdume®, wobei wir den zugrunde liegenden Korper oftmals mit K bezeichnen. Es
gilt also stets

entweder K=R oder K =C.

Definition FEin normierter Raum (X, ||-||) besteht aus einem Vektorraum X (iiber
dem Korper K) sowie einer Abbildung ||| : X — R, die den folgenden Bedingungen
geniigt.

1. Positivitdt: Es gilt
o =0, [zl >0
fiir alle x € X mit x # 0.
2. Homogenitdt: Fiir jedes A € R und jedes z € X gilt
Azl = (ALl ,
wobei |A| der Betrag von A ist.
3. Subadditivitdt: Die Abschétzung
[l +yll < [lz]l + Iyl
gilt fiir alle z, y € X.

Die Funktion ||-|| wird dabei Norm (auf X) genannt.

!Die Vektorraume iiber Q oder anderen nichtvollstindigen Kérpern schlieRen wir explizit aus.

5
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1. Normierte Raume

Bemerkungen

1.

Wichtige Standardbeispiele sind X = K¢ mit d € N, wobei dann jedes x € X aus
d reellen oder komplexen Komponenten besteht. Wir werden weiter unten auch
Funktionenrdume kennenlernen, bei denen die Vektoren Funktionen sind und
deren Dimension nicht mehr endlich, sondern unendlich ist. Das Studium der
unendlich-dimensionalen Réume ist das eigentliche Ziel dieser Vorlesung, obwohl
wir immer wieder zu den endlich-dimensionalen zuriickkehren werden.

Die Grofse ||z|| kann als Betrag oder Linge des (abstrakten) Vektors = betrachtet
werden. Mit diesem Konzept konnen wir (siehe weiter unten) Begriffe wie die
Offenheit und Kompaktkeit von Mengen, die Konvergenz von Folgen oder Reihen
sowie die Stetigkeit von Abbildungen einfiihren, die die analogen Konzepte aus
Analysis 1+2 verallgemeinern. Dabei ist es nicht wichtig, ob die Elemente von
X Zahlen, Tupel von Zahlen, Funktionen in einer Variablen ¢ oder etwas ganz
anderes darstellen.

Die Subadditivitat ist Aquivalent zur Dreiecksungleichung

|z — 2] < lz =yl + lly — 2]
und wird oftmals auch als diese bezeichnet.

Auf einem gegebenen Vektorraum koénnen viele verschiedene Normen definiert
werden, wobei wir dann die Norm ||-|| oftmals mit Indizes ausstatten. Siehe etwa
die p-Normen im K".

Jeder normierte Raum ist sowohl metrischer Raum als auch topologischer Raum.
Siehe dazu weiter unten. Insbesondere wird durch

dist(z, 2) := ||z — Z||
in natiirlicher Weise ein Abstandsbegriff bzw. eine Metrik auf X eingefiihrt.

Auch im komplexen Fall (also fiir K = C) ist ||z|| fur  # 0 immer eine positive
reelle Zahl. In der Differentialgeometrie kénnen Normen manchmal auch negative
Werte annehmen, aber in der Funktionalanalysis ist dies nicht zugelassen.

Die Positivitat kann auch wie folgt formuliert werden: Fiir alle x € X gilt ||z]| > 0
sowie die Implikation ||z]| =0 =z = 0.

Es gibt auch den Begriff einer Seminorm. Diese erfiillt die Homogenitéit sowie
die Subadditivitit, aber anstelle der Positivitdt gilt nur ||z|| > 0 fir alle z € X.
Inbesondere kann dann aus ||z|| = 0 nicht = 0 geschlossen werden.

Definition Zwei Normen |-||, und |||, auf demselben Vektorraum X werden
aquivalent genannt, falls es zwei positive Konstanten C,p,, C,, gibt, sodass die beiden
Abschéatzungen

2l < Can llzlly, [zl < Crall2ll,

fir alle x € X erfiillt sind.

Michael Herrmann: Funktionalanalysis [@)srsa | Version vom 13. Februar 2024



1.1. Grundbegriffe 7

Bemerkungen

1. Der Aquivalenzbegriff fiir Normen ist reflexiv (d.h. jede Norm ist zu sich selbst
dquivalent) und symmetrisch (d.h. eine Norm ist genau dann dquivalent zu einer
anderen, wenn die andere dquivalent zu der einen ist). Dariiber hinaus gilt auch
die Transitivitdt: Wenn ||-||, dquivalent zu |||, und |||, dquivalent zu ||-||, ist,
so ist [|-||, auch dquivalent zu ||-||..

2. Wir werden weiter unten sehen, dass dquivalente Normen denselben Konvergenz-
begriff implizieren, d.h. eine Folge konvergiert bzgl. der ersten Norm dann und
nur dann, wenn dies auch bzgl. der zweiten gilt.

3. Um die Aquivalenz zweier Normen zu beweisen, miissen wir die Existenz von zwei
positiven Konstanten nachweisen. Dabei ist es nicht notwendig (und oftmals auch
nicht moglich), die optimalen Werte dieser Konstanten anzugeben.

Theorem (Hauptsatz zur Aquivalenz von Normen) Ist die Dimension des
Vektorraumes X endlich, so sind je zwei Normen auf X dquivalent.

Beweis Vorbemerkung: Wir fixieren eine Basis ey, ..., ¢4 im Vektorraum X (es gilt
also d = dim X') und kénnen jedes x € X via

r=&e +...+&eq

in bijektiver Weise mit einem Tupel (&, ..., &) € R? identifizieren. Wir betrachten
nun die spezielle Norm?

il = l1€lle = max [&]
sowie irgendeine andere Norm ||-|| auf X und zeigen, dass diese dquivalent sind. Die

Behauptung ergibt sich dann aus der Transitivitdt des Aquivalenzbegriffes.
erste Abschatzung: Aus der Subadditivitdt und der Homogenitét von ||-|| folgt

zl] = [I€rer + ...+ Eaeall < & eall + ... + 1€a el
= &l llexll + - + [l lleal
< [l€lle leall + - - 4 (1€l [leall

und damit
|zl <Ciflzll,  mit  Ci:=llef +...+ [leall ,

wobei die Konstante C; von der Wahl der Basis abhéngt und im Allgemeinen nicht
optimal sein wird.

zweite Abschdtzung: Wir wollen indirekt die Existenz einer reellen Konstanten Cy
zeigen, sodass

2]l < Coll«]

fiir alle x € X gilt. Als Antithese postulieren wir die Existenz einer Folge (xn)n oy 1D
X, sodass

|zl 4 = m fJaal]

2Siehe auch die allgemeine Definition der p-Normen im K¢.

Michael Herrmann: Funktionalanalysis [(cc Version vom 13. Februar 2024



8 1. Normierte Raume

fiir alle n € N erfiillt ist. Beachte, dass jeder Vektor x,, € X einem Komponentenvektor
& = (Ents -+ &na) € K9 entspricht. Aufgrund der Homogenitit kénnen wir dabei
annehmen, dass

Han#zl und damit 0< Han <1/n

fir alle n € N gilt, denn andernfalls betrachten wir #, = z,/||z,|l~ anstelle von
x,. Durch Wahl einer geeigneten Teilfolge (die wir nicht neu bezeichnen) sowie einer
Umindizerung der Basis konnen wir aukerdem garantieren, dass

gn,l =1

erfiillt ist. Nach Ubergang zu einer weiteren Teilfolge konnen wir mit Hilfe des Satzes
von Heine-Borel sogar die Konvergenz der Folge (fn)n y Im Raum K¢ sicherstellen.
Insbesondere existieren die Zahlen

S

goo,j - nh_{lolo fn,j

fir jedes j € {1, ..., d} im Korper K sowie ein entsprechender Komponentenvektor
£ € K9, der zu einen Vektor z,, € X gehort, wobei

_ n—o0
||a:oo—an#— ~ max ‘foojj—ﬁn,” — 0
je{1,...,d}

nach Konstruktion und aufgrund der Resultate aus Analysis 2 iiber die Konvergenz im
K¢ gilt. Insgesamt erhalten wir

n—oo

0 [l € o = ] | € Collz — ], 4 2/m 2 0.

Die Positivitat von |[|-|| liefert o, = 0 und damit |||, = 0 bzw.

500, i 0
fir alle j € {1, ..., d}, aber das ist ein Widerspruch zu {1 = lim,,_,» &, 1 = 1. Unsere
Annahme muss daher falsch gewesen sein und wir haben die Existenz der Konstanten
Cy € R bewiesen. O

Achtung Auf einem unendlich-dimensionalen Vektorraum iiber K sind nicht mehr
alle Normen paarweise dquivalent. Siehe dazu die nachfolgenden Beispiele. Im Beweis
des Theorems ist die Endlichkeit der Dimension an zwei Stellen eingeflossen: Zum einen
bei der Wahl der Basis® bzw. bei der Darstellung eines Vektors x € X durch endlich
viele Komponenten (1, ..., 74) € K? und zum anderen bei der Verwendung des Satzes
von Heine-Borel. Wir werden weiter unten noch genauer verstehen, dass es in einem
unendlich-dimensionalen Raum keine Analogon zu diesem Kompakheitsresultat aus
Analysis 2 gibt.

Bemerkung Wir werden spiter sehen, dass die Bijektion € X «~ ¢ € K? aus dem
Beweis des Theorems eine Isomorphie zwischen dem normierten Réumen (X, [-||,)
und (K%, ||-||.) vermittelt, wobei diese von der Wahl der Basis abhéingt.

3Wir werden spiter genauer diskutieren, ob bzw. in welchem Sinne Basen in einem unendlich-
dimensionalen Raum existieren.

Michael Herrmann: Funktionalanalysis [@)srsa | Version vom 13. Februar 2024



1.1. Grundbegriffe 9

p-Normen im kartesischen Raum Im Fall von X = K? definieren wir fiir jeden
Parameter p € [1, oo) die entsprechende p-Norm durch

d 1/p
Izl = ( Dl ]
j=1
und im Grenzfall p = oo setzen wir
lall. = max |l

je{l, ... d}

Bemerkungen

1. Fiir p = 2 ergibt sich gerade die euklidische Standardnorm, fiir die es auch ein
entsprechendes Skalarprodukt gibt (siehe dazu weiter unten).

2. Die Positivitit sowie die Homogenitdt von [|-[|, konnen direkt nachgerechnet
werden und die Subadditivitdt ist gerade die Minkowski-Ungleichung. Siehe
Analysis 2 fiir einen Beweis im Reellen, der aber analog auch im Komplexen
gefiihrt werden kann. Insbesondere ist hier die Bedingung p > 1 wichtig und die
obige Formel liefert fiir 0 < p < 1 eben keine Norm.

3. Fiir jedes z € K9 gilt (vgl. wieder Analysis 2)
Izl < ll2ll, < a7 [l
und in Kombination mit den analogen Abschétzungen fiir die g-Norm ergibt sich

lzll, < d/? el < dVP |zl lall, < dV 2]l < dY ]l -

Insgesamt erhalten wir explizite Konstanten fiir die Aquivalenz der p-Norm und
der ¢-Norm, die aber im Fall von ¢ # oo nicht optimal sind.*

4. Nach Analysis 2 gilt auch stets die Holder-Ungleichung

m

S e lws] < Nzl Iyl

j=1

fiir alle z, y € K%, wobei p’ € [1, oo] der konjugierte Exponent zu p € [1, oo] ist.”
Dieser ist durch

1 1
— 4+ —=1 bzw. p = P
p P p—1

4Durch Losen eines Optimierungsproblems mit Nebenbedingung, also mit Hilfe der Lagrangeschen
Multiplikatorenregel, kbnnen wir die scharfe Ungleichung

Hx||p < Cpq ||a:||q mit Chpq := max {1, dl/”*l/q}

fiir alle Exponenten 1 < p, ¢ < oo herleiten, die analog dann auch mit vertauschtem p und ¢ gilt.
Die Gleichheit wird dabei bei entweder bei einem Vielfachen der kartesischen Basisvektoren oder bei
einem Vektor mit konstanten Eintrégen realisiert.

5Das Symbol ’ hat hier nichts mit Ableitungen zu tun, sondern macht aus einem Exponenten einen
anderen.

Michael Herrmann: Funktionalanalysis [(cc Version vom 13. Februar 2024



10 1. Normierte Raume

gegeben, wobei die Sonderregeln
1/0 = o0, 1/oo=0
vereinbart seien. Insbesondere berechnen wir
1' = o0, (3/2) =3, 2 =2, 3 =3/2, oo =
sowie ganz allgemein p = (p').

5. Die Holder-Ungleichung impliziert die Interpolationsungleichung

e, < Nl flzl1 .
fiir alle z € K¢ und alle p € [0, 1].
6. In Analysis 2 hatten wir auch
Iz, —= =l
fiir jedes feste x € K? gezeigt, d.h. die co-Norm ist der Grenzfall der p-Normen.

Insbesondere ||-||, = limy e [|-[|, im Sinne der punktweisen Konvergenz von
Funktionen auf X.

p-Normen im Raum der stetigen Funktionen Sei I ein kompaktes Intervall in
R. Die Menge

C(I; K) := {z : I — K stetig}

ist in natiirlicher Weise ein K-Vektorraum® und wir kénnen via

1/p
Joll, = | [ leto)f a
T
bzw.
2]l = max|z(®)]
analoge Normen einfithren, wobei |||, auch Maximums- oder Supremumsnorm

genannt wird.

5Es gilt

(x + y) (t) :=x(t) +y(t), ()\ x) (t) := Az(t)

d.h. fiir Funktionen auf I werden sowohl die Addition als auch die Multiplikation punktweise definiert.
Die Ergebnisse aus Analysis 1 stellen dabei sicher, dass die Funktionen x+y: I - Kund Az : I — K
beide stetig sind, sofern  und y diese Eigenschaft besitzen. Wir kénnen sogar durch (zy) (t) —z(t) y(¢t)
ein Produkt iam Raum der stetigen Funktionen definieren, d.h. C(I) ist nicht nur Vektorraum, sondern
sogar Modul iiber dem Korper K.

Michael Herrmann: Funktionalanalysis [@)srsa | Version vom 13. Februar 2024



1.1. Grundbegriffe 11

Bemerkungen

1. Die Menge aller stetigen Funktionen auf dem Intervall I ist unser erstes Beispiel
fiir einen Funktionenraum. Wir werden spéter weitere kennenlernen, wobei wir
dann oftmals eine andere Notation fiir die abhédngigen und die unabhéngigen
Grofen verwenden.

2. Die p-Normen sind fiir stetige Funktionen auf dem Intervall I nicht mehr alle
paarweise dquivalent. Die Eigenschaften des Riemann-Integrals implizieren zwar”

1
lzll, < 1117 |l |
aber fiir jedes p < oo kann es keine Konstante C), geben, sodass
2]l < Gy llll,

fiir alle stetigen Funktionen z : I — K gilt.

Beweis: Wir betrachten das Intervall I = [—1, +1] sowie die Funktionenfolge
x,(t) = max{0, 1 — n|t|}

mit n € N im Raum C(I), wobei der Graph der n-ten Funktion z,, gerade ein
»Zelt* mit Hohe 1 und Basisldnge 2/n darstellt (siehe das Bild). Durch direkte
Rechnungen zeigen wir

" 1/p
Y 2 1/p
eal =10 ol = (2 [@ora] = (5
0 p (p+1)n
0
und schliefsen mit n — oo, dass fiir stetige Funktionen auf dem Intervall I das

Verhéltnis [|z|, /[|z|], beliebig grof werden kann. O

3. Die Holder-Ungleichung und die Interpolationsungleichung gelten sinngeméfs
auch im Raum der stetigen Funktionen.

4. Der kartesische Raum K% kann mittels der Identifikation

z; = 2(j)

in naheliegender Weise als Funktionenraum interpretiert werden, wobei der
Definitionsbereich der Funktionen nicht mehr ein reelles Intervall, sondern die
diskrete Menge I = {1, ..., d} ist.

Merkregel: Viele normierte Ridume konnen als Funktionenrdume betrachtet
werden, wobei verschiedene Definitionsbereiche zugrunde liegen und mehr oder
weniger starke Forderungen an die Funktionen gemacht werden (etwa Stetigkeit,
Differenzierbarkeit oder Integrierbarkeit).

n=1 n=2 n=3 n=4

0.0 0.0 C
-1.0 0.0 +1.0 -1.0 0.0 +1.0 -1.0 0.0 +1.0 -1.0 0.0 +1.0

Abbildung Eine Folge von skalierten Zeltfunktionen zeigt, dass die p-Normen im Raum der stetigen
Funktionen nicht mehr paarweise dquivalent sind.

"Wir bezeichnen mit |I| die Léinge des Intervalles I.

Michael Herrmann: Funktionalanalysis [(cc Version vom 13. Februar 2024



12 1. Normierte Raume

Vorlesung 02 : 27. Oktober

Definition FEin Skalarprodukt auf einem Vektorraum X iiber dem Korper K ist eine
Abbildung (-, -) : X x X — K, die den folgenden Bedingungen gentigt.

1. Positive Definitheit: Es gilt (0, 0) = 0 sowie

(x, ) >0
fiir jedes x € X mit « # 0.
2. Sesquilinearitdt: Die Formeln
w23 y) =Ma, )+ 7E ), (o, py+pd) = plz, y)+ i (e, §)

sind fiir alle x, Z, y, ¥ aus X und alle A, A, w, i € K erfillt.

3. Hermatizitat: Es gilt

(z,y) = (v, =)

fiir alle z, y € X.

Bemerkungen

1. Die Sesquilinearitat kann alternativ auch wie folgt formuliert bzw. bewiesen
werden: Es gelten stets die beiden Additivitatsformeln

(z+7,y)=(x,y) + (T, 9), (z, y+7) = (z, y) + (z, §)

sowie die skalaren Faktorgesetze

Az, y) = Az, ), (z, Ay) = Az, ).

2. Fir K = R spielt die komplexe Konjugation keine Rollle. Insbesondere meint
Sesquilinearitéit gerade Bilinearitdt und Hermititat gerade Symmetrie.

3. Im Komplexen ist (-, -) bei uns linear im zweiten Argument, aber semilinear im
ersten Argument, da dort jeder Skalarfaktor im Inneren der Multiplikation mit
der konjugiert komplexen Zahl von Aufsen entspricht. Insbesondere gilt zwar

(22, y) = 2(z, y) (z, 2y) = 2(z, y)

aber

(i, y) = —i(z,y)  (z,iy) =+i{z, iy
wegen 2 =2 und i = —i.

Achtung: Manche Autoren fordern die Linearitit im ersten und die Semilinearitét
im zweiten Argument. Dadurch &ndern sich dann die Details in vielen Formeln.

Michael Herrmann: Funktionalanalysis [@)srsa | Version vom 13. Februar 2024



1.1. Grundbegriffe 13

4. In der Literatur wird oftmals

(z,y)  oder  (z|y)

anstelle von (-, -) geschrieben. Die zweite Notation geht auf Dirac zuriick und
spielt besonders in der Quantenmechanik eine wichtige Rolle. Sie beruht auf den
Konzepten Bra (x| und Ket |y), die den linken bzw. rechten Teil der Bracket
(x|y) bezeichnen.

5. Wir werden weiter unten dieselbe Bezeichnung fiir die Dualpaarung verwenden,
die das Konzept eines Skalarproduktes verallgemeinert. Insbesondere sind dann
x und y nicht mehr aus demselben, sondern aus zueinander dualen Rdumen zu
wahlen.

Bezispiele

1. Im R% bzw. C% wird durch
d d
(w,y) = xjy;  baw. (z,y) = Ty
j=1 j=1

das Standardskalarprodukt definiert, das jeweils via
(@, x) = |l[|3
die euklidische Standardnorm (also die 2-Norm) erzeugt.

2. Die entsprechenden Formeln im Raum der stetigen Funktionen auf dem Intervall
I mit Werten in R bzw. C lauten

(z, ) = / wt)y(t)dt  bow.  (zy) = / 2 y(t)dt

1 I

wobei die Existenz der Integrale durch die Stetigkeit der Funktionen z und y
sichergestellt ist.

Lemma (Normen und Skalarprodukte) Jedes Skalarprodukt erzeugt via
]| == vz, z)

eine entsprechende Norm auf X, wobei dann die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

(@, )| < Nl [yl

sowie die Parallelogramm-Identitét

2 2 2 2
s llz 4yl + 5l —yll” = [l=l” + [yl

fiir alle x,y € X erfiillt sind. Umgekehrt gilt: Erfiillt eine Norm die Parallelogramm-
Identitat fiir alle x,y € X, so existiert ein erzeugendes Skalarprodukt.

Michael Herrmann: Funktionalanalysis [(cc Version vom 13. Februar 2024



14 1. Normierte Raume

Bewetis FEigenschaften der erzeugten Norm: Die Positivitdt und die Homogenitét der
von (-, -) erzeugten Norm ||-|| ergeben sich unmittelbar aus den abtrakten Eigenschaften
eines Skalarproduktes. Wir zeigen nun die Cauchy-Schwarz-Ungleichung. Im Fall von
y = 0 ist diese trivial, denn (z, 0) = (x, 2-0) = 2 (x, 0) impliziert (x, 0) = 0 fiir jedes
z € X. Andernfalls gilt ||y||* = (y, y) > 0 sowie

0= (@—Ay, z—Ay)=(z,2) + Ay, Ay) — (&, Ay) — Ay, 2)

= lz[I* + AN |yl = Mz, y) — Xz, v)

fiir alle x € X und A € K. Mit der speziellen Wahl

~

Vo Ty
(v, y)
ergibt sich

(2, 9) @, y) _ |Gy’
(. v) Iyl

AN yl? = Ma, y) = Az, y) =

und die gewiinschte Abschétzung folgt nach Einsetzen mittels elementarer Rechnungen.
Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung impliziert insbesondere die Subadditivitét von ||-|| via

lz +yl* = (x +y. 2 +y) = llz|” + lylI* + . v) + (v, 2)
2 2 2
< lll” + Iyl™ + =yl + gl = Cllzl -+ liyll)

und die Rechnung

lz+yl® + lz—y* = (x +y, z+y) + (@ —y, 2 —y)
— (11 + Wyl + G2, ) + 4w @) = (Il + Il = (2, ) = (v, 2)
=2|z)|* +2ly|”

liefert schlieflich die Parallelogramm-Identitat.

erzeugendes Skalarproduktes fir K =R, Teil 1 : Wir definieren (-, -) mittels der
reellen Polarisationsformel

2 2
(@, y) = gllz+yl” = 3 llz—yll

und zeigen mit einfachen Rechnungen die positive Definitheit sowie die Symmetrie.
Auferdem ergibt sich das Hilfsresultat

(43, y)=Lo+z+ylf - Lz +i—y|
=Hl@+in+ @+ - iE@-3n+@E-3
= (3lle+ Sull* + 3+ ol* = dlle - &)

— (8l =30l + 52— 3ol — 3l — 21

(e + 3 = = 30l") + 3 (e + 3 = o = 3l°)
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1.1. Grundbegriffe 15

fiir alle x, z,y € X aus der Parallelogramm-Identitét. Die Spezialfille £ = 0 bzw. 2 = 0
liefern

(x,y) =2 <x, %y> bzw. (T, y) =2 <i, %y> ,

wobei wir benutzt haben, dass (0, y) = 0 direkt aus Polarisationsformel folgt. Wir
erhalten schlieflich

(T+3,y) = (z, y) + (T, y)

nach Einsetzen der Spezialfille in den allgemeinen Fall der Hilfsformel.
erzeugendes Skalarproduktes fir K =R, Teil 2: Die Additivitdt bzgl. des ersten
Arguments impliziert

<ma:,y):<a:~|—...—|—:r:,y>:<a§,y>+...+(x,y2=m<:1:,y)

Vv
m mal m mal

fiir alle m € N und analog zeigen wir®

o= (o Zay = () s () = (Z)
— — ~ _

Vv
n mal n mal

fiir n € N, wobei jede dieser beiden Formeln fiir beliebige x, y € X gilt. Insbesondere

ergibt sich
m x x m
<—37, y> = <m_7 y> :m<_7 y> = —<Z‘, y)
n n n n

und wir haben bewiesen, dass das skalare Faktorgesetz

Az, y) = Az, y)

fiir alle z, y € X und jeden rationalen Faktor A\ € Q erfiillt ist. Ist nun A € R ein
beliebiger irrationaler Faktor, so existiert eine approximierende Folge (Ay),cy rationaler
Zahlen mit A\ = limy_.o, A\g, und unter Verwendung einer nahrhaften Null leiten wir

Az, y) = Az, y) = Aw = Nex, y) + A (2, y) — Az, y)
aus der Additivitdt sowie dem rationalen Faktorgesetz her. Mit der reellen Dreiecks-
ungleichung sowie der Cauchy-Schwarz-Ungleichung erhalten wir
0.< [z, y) = Mz, w)] < |0 =)l lyl] + [ = Ael [/ Iy
k—o00
<2 =l fellllyll — o,
d.h. das skalare Faktorgesetz gilt sogar fiir jedes A € R. Insgesamt haben wir die
Linearitdt von (-, -) bzgl. des ersten Arguments gezeigt und die Linearitdt bzgl. des
zweiten Arguments folgt aus der Symmetrie von (-, -).

erzeugendes Skalarproduktes fir K = C: Wir definieren (-, -) diesmal durch die
komplexe Polarisationsformel

(@, y) = glle +yl* = flle —yl* = gille +iyl®+ fifle — iyl

und verwenden analoge Argumente. O

8Die Division von zwei Elementen aus X ist zwar im Allgemeinen nicht definiert, aber da K ein
Kérper ist, ist o/n fiir jedes x € X als n~ 'z wohldefiniert.

Michael Herrmann: Funktionalanalysis [(cc Version vom 13. Februar 2024



16 1. Normierte Raume

a? + v = |yl
b (lzl+a) + ¥ = |z+y|?
( —a)2 L = 2

a

Abbildung In der euklidischen Ebene kann die Parallelogramm-Identitét leicht mit einer dreifachen
Anwendung des Satzes von Pythagoras (die Gleichungen rechts) sowie elementaren Umformungen
(Addition der zweiten und dritten sowie Einsetzen der ersten Gleichung) hergeleitet werden.

Bemerkungen
1. Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung werden wir sehr héufig verwenden.

2. Fiir viele Normen gibt es kein erzeugendes Skalarprodukt, da die entsprechende
Parallelogramm-Identitat nicht fiir alle z, y € X erfiillt ist. Siehe dazu die
Ubungen.

3. Es gilt die niitzliche Formel
2 2 2
lz+yl” = llzll” + lylI” + 2 Re ({z, v)) .

die sich aus der Nebenrechnung

(z+y, z+y) = (2, ) +(y, y) + (2, y) + (2, )
ergibt.

4. Es kann sein, dass von zwei dquivalenten Normen auf X die eine, aber nicht
die andere von einem Skalarprodukt erzeugt wird. So sind alle p-Normen im
K? paarweise #quivalent, aber nur fiir die 2-Norm gibt es ein entsprechendes
Skalarprodukt.

Konvergenz in normierten Raumen

Definition (Konvergenz von Folgen in normierten Ridumen) Eine Folge
(25),en C X konvergiert (bzgl. der Norm ||-||) gegen einen Grenzwert 2, € X, falls zu
jedem € > 0 ein N € N existiert, sodass

|z — 2| <€ fiiralle n>N

gilt. In diesem Fall schreiben wir auch x,, = lim,,_, x,, und nennen ., den Grenzwert.

Bemerkungen

1. Aquivalente Charakterisierung: Die Folge (#n),en € X konvergiert genau dann
fiir n — oo gegen x,, wenn

n—o0

ltn — 2| ——— O

im Sinne der Konvergenz reeller Zahlen gilt (Ubungsaufgabe). O]
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1.1. Grundbegriffe 17

2. Wie schon in Analysis 1+2 gilt: Nicht jede Folge besitzt einen Grenzwert, aber
wenn sie konvergiert, so ist der Grenzwert eindeutig (Ubungsaufgabe).

3. Analog zu Analysis 1 konnen wir die Konvergenz von Reihen bzw. unendlichen
Summen iiber die Konvergenz von Partialsummen definieren. Wir werden dies
sowie einen entsprechenden absoluten Konvergenzbegriff spater noch genauer
diskutieren.

4. Es gibt alternative, nicht dquivalente Konvergenzbegriffe, die nicht auf der Norm,
sondern auf anderen Konzepten beruhen. Ein wichtiges Beispiel ist die schwache
Konvergenz, die wir spater genauer studieren werden. Die Konvergenz im Sinne
der obigen Definition wird oftmals auch starke Konvergenz oder Normkonvergenz
genannt. In Funktionenrdumen gibt es dariiber hinaus die punktweise Konvergenz,
die wieder ein anderes Konzept widerspiegelt (siehe Analysis 1+2).

5. Achtung: Der Konvergenzbegriff hangt von der Norm ab.
Beispiel: Wir betrachten das Einheitsintervall I = [0, 1] sowie die durch
T, (t) =t"

definierte Folge (xn)n oy Stetiger und reellwertiger Funktionen auf /. Es gilt also
x, € C(I; R). Fiir jeden festen Exponenten 1 < p < oo berechnen wir

1 1/p U
1 n oo
[z — O, = /t’”’dt :(—) I,
np+1
0

d.h. x,, konvergiert fiir n — oo gegen die Nullfunktion z,, = 0 bzgl. der p-Norm.
Fiir p = oo gilt jedoch
[2n = 0]l =1

[e.9]

wegen

|z, (1) =1 > |2, (t)

Y

d.h. es gibt keine Konvergenz gegen x,, bzgl. der co-Norm.”

Lemma: Sind ||-||, und ||-||,, zwei dquivalente Normen, so gilt

lim ||z, — 2|, =0 = lim ||z, — Zll, =0.
n—00 n—00
Insbesondere sind die Konvergenzen bzgl. |||, und ||-||, zueinander dquivalent.

6. Die Resultate aus Analysis 1+2 sowie der obige Hauptsatz iiber dquivalente
Normen implizieren die folgenden Aussage im K¢, die bzgl. jeder Norm gilt:

Eine Folge (zy),cy von Vektoren z, = (7,1, ..., Tnq) konvergiert bzgl. ||-||
genau dann gegen einen Grenzvektor o, = (w0 1, -- -, Too,d) € K?, wenn sie
komponentenweise konvergiert, d.h. wenn fiir jedes j € {1, ..., d} die Zahlenfolge

(Tn,j)nen gE8EN Too, ; konvergiert.

9Da, die Funktionenfolge z,, punktweise gegen eine unstetige Funktion konvergiert, kann es keine
Teilfolge gegeben, die bzgl. ||-|| ., konvergiert. Wir werden das spéter noch genauer verstehen.
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18 1. Normierte Raume

Beispiel: Die vektorielle Konvergenz

sin (1/n)
o 2 n—oo _ ()
Tn=1| (1+n) - xoo_(l>
—1 + 3 n2 3
gilt bzgl. jeder Norm im R2?, eben weil die ersten und die zweiten Komponenten
im Sinne reeller Zahlen konvergieren.

Achtung: In einem unendlich-dimensionalen Vektorraum gibt es kein analoges
Resultat.

n=1 n=2 n=4 n=8

0.0} 0.0) 0.0 0.0}
0.0 +1.0 0.0 +1.0 0.0 +1.0 0.0 +1.0

Abbildung Die Monome z,,(t) = t" konvergieren auf dem Einheitsintervall bzgl. jeder p-Norm mit
p € [1, o) gegen die Nullfunktion, aber nicht bzgl. der co-Norm.

Lemma (Konvergenz in Norm impliziert Konvergenz der Norm) In jedem

normierten Raum (X, ||-||) gilt die Implikation
n—oo n—oo
Ty — T = [l (E
wobei links eine Konvergenz bzgl. der Norm ||-|| und rechts eine Konvergenz reeller
Zahlen steht.
Beweis Aus der Subadditivitdt der Norm ergibt sich
[2nll =zl < ll2n = 2aol|  soWie  |[zeo|| = [[2n]| < [|200 = Zall = [0 — zoc

und insgesamt
llzall = llzooll] < llzn — ool

Die Behauptung folgt nun mithilfe der ersten der vorangegangenen Bemerkungen. [

Achtung Die umgekehrte Aussage ist falsch, wobei dies leicht mit Gegenbeispielen
aus dem R? begriindet werden kann (Ubungsaufgabe).

Definition Eine Folge (z,), .y C X heift Cauchy-Folge (bzgl. der Norm ||-||), falls
zu jedem € > 0 ein NV € N existiert, sodass

|t — zm|| < € fir alle m,n >N

gilt. Der normierte Raum (X, ||-||) heifst vollsténdig, wenn jede Cauchy-Folge einen
Grenzwert in X besitzt.!”

Sprechweise Jeder vollstindige normierte Raum wird Banach-Raum genannt. Ist

die Norm ||-|| sogar von einem Skalarprodukt (-, -) erzeugt, so sprechen wir von einem
Hilbert-Raum.

10 Alternativ kénnen wir die strikten Ungleichungen durch nicht-strikte ersetzen.
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1.1. Grundbegriffe 19

Bezispiele
1. Der K% ist bgl. jeder Norm ein Banach-Raum und bzgl. des euklidischen Norm
sogar ein Hilbert-Raum.

2. Jeder endlich-dimensionale normierte Raum (X, ||-||) ist vollstandig, wobei sich
dies aus dem Theorem zur Aquivalenz von Normen sowie der Insomorphie zum
K¢ mit d = dim X < oo ergibt.

3. Der Raum der stetigen Funktionen auf einem kompakten Interval I ist genau
dann vollstdndig bzgl. der p-Norm, wenn p = oo gilt. Die Vollstandigkeit bzgl.
der co-Norm werden wir weiter unten beweisen. Die Nichtvollstandigkeit bzgl.
jeder anderen p-Norm kann mit konkreten Funktionenfolgen begriindet werden.

Beispiel Auf dem Intervall I = [—1, +1] betrachten wir die die Funktionen
z,(t) := tanh (nt).
Die Folge (,,),,cy C C(I; K) konvergiert punktweise'" gegen die Signumsfunktion

—1 for ¢ <0,

sgn(t) = 0 for t=0,

+1 for t >0,

aber diese Grenzfunktion ist nicht stetig auf I. Aufserdem gilt
+1 1/p 1 1/p
|z — sgnl|, = / |2 (t) — sgn(t)| dt = 2/ (1 —tanh (nt))dt
“1 0
n 1/17

2 n—oo
= —/(l—tanh(s))ds <CcnpVr 2,0
n
0

mit C7 := (2 [ (1 — tanh (s)) ds) l/p, wobei wir die Monotonie- und Symmetrie-
eigenschaften des Tangens hyperbolicus sowie die Transformationsformel fiir

eindimensionale Riemann-Integrale mit der Substitution s = nt verwendet
haben. Insbesondere konvergiert x, fiir n — oo gegen sgn in der p-Norm und
ist wegen

0 = @l < 2w = sgnll, + llzm — sgnll, < C (0717 +m™/7)

eine entsprechende Cauchy-Folge. Die Grenzfunktion liegt aber eben nicht in
C(I), sondern in einem groferen Raum, den wir spéter als den Lebesgue-Raum
LP(I) identifizieren werden.'?

Abbildung Die Skalierung des Tangens hyperbolicaus zeigt, dass der Raum der stetigen Funktionen
fiir 1 < p < p nicht vollsténdig bzgl. der p-Norm ist. Er ist jedoch vollstdndig bzgl. der co-Norm.

HEs gilt also sgn(t) = lim,, o 2, (t) fiir jedes feste ¢.
12Die Folge (7n), ey ist iibrigens keine Cauchy-Folge bzgl. der co-Norm und wir kénnen mit nur
wenig Aufwand fiir jedes m € N zeigen, dass

|zn — xmnoo o 1

im Sinne der Konvergenz reeler Zahlen gilt.
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Bemerkungen

1. Ganz analog zu Analysis 1 konnen wir zeigen, dass jede konvergente Folge auch

Cauchy-Folge ist.

. Wir werden sehen, dass die Theorie der Hilbert-Rdume deutlich einfacher als die

der Banach-Raume ist.

. Es gibt auch den Begrift Prdhilbertraum, bei dem die Norm zwar von einem

Skalarprodukt erzeugt wird, aber nicht unbedingt vollstdndig ist. In diesem
Sinn ist jeder normierte Raum ein Prdbanachraum. Jeder nichtvollstandige
normierte Raum (X, ||-||) kann durch eine abstrakte Universalkonstruktion zu ei-
nem Banachraum X erweitert werden, wobei wir diesen als die Abschlieffung von
X bezeichnen. Die Konstruktion verallgemeinert die Ideen, mit denen in der die
reellen Zahlen aus den rationalen gewonnen (oder , konstruiert) werden kénnen,
d.h. die Elemente des erweiterten Raumes sind eigentlich Aquivalenzklassen von
Cauchy-Folgen in X, wobei jedes x € X der Klasse aller Folgen aus X entspricht,
die gegen = konvergieren. Die Gestalt des erweiterten Raumes X wird dabei von
der Norm ||-|| abhéngen.
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1.2. Topologie normierter Raume 21

’Vorlesung 03 : 02. November

1.2 Topologie normierter Raume

Vorbemerkung Wir stellen in diesem Abschnitt wichtige Aussagen iiber offene und
abgeschlossene Mengen in einem normierten Raum zusammen, wobei die meisten
Definitionen und Resultate schon in Analysis 2 im Kontext metrischer Raume
formuliert und bewiesen wurden. Im Folgenden ist — sofern nicht anderes explizit
vereinbart wird — X immer ein beliebiger Vektorraum iiber dem Koérper K und
|I|l : X — R ist eine gegebene Norm.

Kugeln und Sphiaren Wir bezeichnen mit
By(zy) ={z € X : |z — x| < o} bzw. By(zy) ={z € X : |z — x| < o}

die abgeschlossene bzw. offene Kugel mit Radius ¢ > 0 und Mittelpunkt 4. Die Menge

Sp(4) = Bo(z) \ Bo(wy) = {z € X t |z — 2y = o}

bezeichnet die entsprechende Sphire.'?

Bemerkung: Wenn wir mit mehreren Normen parallel arbeiten, so miissen wir
abgewandelte Bezeichnungen verwenden, in denen zusétzlich die Abhéngigkeit von der
Norm kenntlich gemacht wird.

p=1 p=3 p=oo

Abbildung Die Einheitssphére im RQ“ fiir verschiedene p-Normen, wobei der euklidische Kreis mit
p = 2 jeweils grau dargestellt ist. Die Aquivalenz der p-Norm und der ¢-Norm folgt letzlich aus der

Beobachtung, dass jeder offene p-Ball um einen Punkt x4 einen offenen ¢g-Ball um x4 enthélt und
umgekehrt.

Definition FEine Teilmenge U C X heift

1. offen in X, falls fiir jedes x € U ein Radius € > 0 existiert, sodass die Kugel
B.(x) ganz in U liegt,

2. abgeschlossen in X, falls die Komplementmenge X \ U offen ist.

Bemerkungen

1. Ist U offen und x € U ein Punkt in U, so nennen wir U eine offene Umgebung
von .

2. Mengen sind keine Tiiren: Viele Mengen sind weder abgeschlossen noch offen.

3B und S beziehen sich auf ‘ball’ und ‘sphere’. Deutschsprachige Mathematiker nennen daher
Kugeln manchmal auch Balle.
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3. Die Mengen () und X sind (in einem normierten Raum) die einzigen beiden

Mengen, die sowohl offen und als abgeschlossen sind.

. Die Konzepte offene und abgeschlossene Mengen sind von zentraler Bedeutung

in der modernen Mathematik. Sie bilden die Grundlage der Topologie.

. Die Hausdorffsche Trennungseigenschaft besagt, dass es zu je zwei verschiedenen

Punkten z, y € X immer zwei offene Mengen U, V C X gibt, sodass
rxeU, yev, Unv=>0

gilt. In der Tat, wir konnen zum Beispiel immer U = B,(z) und V = B,(y) mit
0 =13 ||z — y]|| wihlen.

Bezispiele

1. Jede offene Kugel B,(zy) ist offen.'*

Beweis: Sei © € B,(xy) beliebig und sei € ein Radius mit 0 < e < p— ||z — 2]
Fiir jedes y € B.(z) gilt dann |ly — x| < [y — 2|+ ]lz — 24l <etlz —ayll <o
und damit y € By(zy). Damit haben wir B.(z) C B,(rx) gezeigt. O

. Jede abgeschlossene Kugel B,(z4) ist abgeschlossen.

Beweis: Fiir beliebiges z € X \ B,(z4) wihlen wir ¢ mit 0 < ¢ < |lz — 74| — o.
Jeder Punkt y € B.(z) erfiillt ||y —xy|| > ||z — 2| — |z —yl| > (e+0)—c >0
und gehért damit auch zu X \ B,(ry4). Insbesondere ist das Komplement von
B,(w4) offen in X. O

. Jede Sphére S,(z4) ist abgeschlossen, aber nicht offen. Das Gleiche gilt fiir die

Einpunktmenge {x4}, die wir auch als (entartete) Sphére vom Radius 0 ansehen
koénnen.

. Ausblick: Ist die (lineare oder nichtlineare) skalare Funktion f : X — R stetig,

so sind fiir jeden fixierten Wert ¢ € R die Mengen
{reX: f(z)<c}, {zeX: f(z)>c}
beide offen, wohingegen jede der drei Mengen
{zeX: f(z)<c}, {zeX: f(z)=c}, {zeX: f(z)>c}

abgeschlossen ist. Fiir eine unstetige Funktion f sind diese Aussagen jedoch im
Allgemeinen falsch.

. Sind ||-||, und [-||, zwei dquivalente Normen auf X, so ist eine Menge U C X

genau dann offen bzw. abgeschlossen bzgl. |||, wenn sie dieselbe Eigenschaft
bzgl. ||-||,, besitzt (Ubungsaufgabe). Bei nicht-aquivalenten Normen ist dies jedoch
im Allgemeinen nicht mehr richtig.

1Diese Aussage klingt tautologisch, aber wir miissen erst zeigen, dass die Formel fiir eine offene
Kugel wirklich eine offene Menge im Sinne der Definition beschreibt bzw. dass unsere Bezeichnungen
,,offene Kugel“ sowie ,,offene Menge* konsistent sind.
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;l7$\64 I\\i
.
/
= e

Abbildung Links: Die offene Kugel B,(x4) (grau, hier dargestellt im R? und bzgl. der euklidi-
schen Standardnorm) ist offen, denn mit jedem ihrer Punkte x (rot oder griin) enthélt sie auch eine
kleine Kugel um diesen Punkt. Eine analoge Aussage gilt in jedem normierten Raum. Rechts: Das
Komplement (hellgrau) der abgeschlossenenen Kugel B,(z4) (dunkelgrau) ist auch offen.

Lemma (Offenheit/Abgeschlossenheit und Mengenoperationen) Es gelten
die folgenden Aussagen:

la. Die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen ist offen.

1b. Der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen ist offen.

2a. Die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.

2b. Der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.

Uber den Durchschnitt unendlich vieler offener oder die Vereinigung unendlich vieler
abgeschlossener Mengen kann im Allgemeinen keine Aussage getroffen werden.

Beweis Teil 1a: Seien L irgendeine Indexmenge'® und U fiir jedes [ € L eine offene
Menge in X. Auferdem sei ein Punkt x4 € |J,., U; beliebig fixiert. Dann existiert
mindestens ein ly € L mit x € U;, und — da U, offen ist — ein Radius €4, sodass
die Kugel B, (v4) zu Uy, und damit auch zu | J,c, U; gehort.

Teil 1b: Sei L = {1, ..., k} eine endliche Indexmenge und seien Uy, ..., Uy offene
Mengen in X. Ist x4 € (o, U = U1N...NU; beliebig fixiert, so existiert fiir jedes [ ein
Radius g; mit B, (z4) C U;. Fiir 4 := min{ey, ..., ex} > 0 liegt die Kugel B., (z4)

in allen U; und damit auch in (¢, U;."°
Teil 2: Beide Behauptungen ergeben sich mit den mengentheoretischen Formeln

X\ (UU;) =\ (xX\t), X\ <ﬂUZ) =J&x\u)

leL leL leL leL

direkt aus dem ersten Teil. O

Gegenbeispiel Die Formeln

ﬂ Bij(zy) = Bi(z4), U§1—1/l($#) = Bi(z4)

leN leN

konnen leicht verifiziert werden und zeigen, dass der Durchschnitt unendlich vieler
offener Mengen abgeschlossen sein kann und dass die Vereinigung unendlich vieler
abgeschlossener Mengen offen sein kann.

15T, kann endlich viele, abzihlbar unendlich viele oder sogar {iberabzéhlbar unendlich viele Elemente
enthalten.
16Beachte, dass das Minimum endlich vieler positiver Zahlen selbst positiv ist.
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Ausblick: Definition topologischer Raum Eine Topologie auf einer Menge X
(die kein Vektorraum zu sein braucht) ist eine Menge O von Teilmengen von X mit
den folgenden Eigenschaften:

1. § und X gehoren zu O.

2. O ist abgeschlossen unter endlichen Durchschnitten sowie unter beliebigen
Vereinigungen.

Das Paar (X, O) heifit topologischer Raum und jedes Element von O wird offen
genannt. In einem topologischen Raum konnen viele metrische Konzepte durch
geeignete Definitionen eingefiihrt bzw. verallgemeinert werden, wie zum Beispiel die
Konvergenz von Folgen, die Stetigkeit von Funktionen oder die Kompaktheit von
Teilmengen. Der wesentliche Unterschied besteht darin, dass wir in einem topologi-
schen Raum nicht mehr vom Abstand zweier Punkte reden kénnen und dass es daher
weder Kugeln noch Sphéren gibt.

Achtung Jeder normierte (oder metrische) Raum ist auch topologischer Raum,
aber die Umkehrung ist falsch. Aufserdem kénnen topologische Réume unerwartete
Eigenschaften aufweisen. Zum Beispiel miissen Grenzwerte von Folgen nicht unbedingt
eindeutig sein und man muss klar zwischen Folgen- und Uberdeckungskompaktheit
unterscheiden. Ein Studium der mengentheoretischen oder der algebraischen Topologie
ist im Rahmen dieser Vorlesung leider nicht moglich.

Lemma (4quivalente Charakterisierung von Konvergenz bzgl. der Norm)
Seien (2,,),,cy bzW. o eine Folge bzw. ein Punkt in normierten Raum (X, ||-||). Dann
gilt zo, = lim,,_,, =, genau dann, wenn fiir jede offene Umgebung U von z., héchstens
endlich viele Folgenglieder x,, nicht zu U gehoren, d.h. im Komplement X \ U liegen.

Beweis Hinrichtung: Sei xo, Grenzwert der Folge und sei U eine beliebige offene
Menge in X mit z,, € U. Dann existiert ein € > 0 mit B.(7,) C U sowie ein N € N
mit ||z, — zo|| < € fiir alle n > N. Fiir jedes dieser n gilt dann « € B.(z) und damit
xn € U, d.h. es konnen hochstens die Folgenglieder x4, ..., xnx im Komplement von U
liegen.

Riickrichtung: Fiir jedes ¢ > 0 kdnnen hochstens endliche viele Folgenglieder x,,
auferhalb der offenen Umgebung U := B.(x) liegen. Insbesondere existiert n € N,
sodass z,, € U und damit ||z, — 2| < € fiir alle n > N gilt. Also konvergiert x,, fiir
n — 00 gegen Tno. O

Lemma (4quivalente Charakterisierung fiir abgeschlossene Mengen) FEine
Menge U C X ist genau dann abgeschlossen, wenn die folgende Eigenschaft erfiillt ist:
Fiir jede Folge (), oy, deren Glieder alle zu U gehéren und die bzgl. der Norm ||-||
gegen einen Grenzwert x,, € X konvergiert, gehort dieser Grenzwert auch zu U.

Beweis Hinrichtung: Ist U abgeschlossen und gilt z,, = lim,,_,, x, fiir eine Folge
(73),en C U, s0 zeigen wir 2, € U durch folgenden indirekten Beweis: Angenommen,
dies wére nicht der Fall. Dann gehort z, zur offenen Menge X \ U und es existiert ein
e >0, so dass B.(z) ganz in X \ U liegt. Andererseits muss es wegen der Konvergenz
einen Index N € N geben, sodass ||z, — || < € fiir alle n > N gilt. Das bedeutet
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aber, dass jedes dieser z,, in B:(Z) und damit in X \ U liegt und nicht zu U gehéren
kann. Das ist der gesuchte Widerspruch.

Kontraposition der Riickrichtung: Wir nehmen an, U sei nicht abgeschlossen. Dann
gibt es mindestens einen Punkt z., € X \ U mit der Eigenschaft, dass keine Kugel
um ., ganz in X \ U liegt, sondern immer mindestens einen Punkt aus U enthilt.
Insbesondere konnen wir fiir jedes n € N einen Punkt x,, € X wahlen, der sowohl in
B1/n(7s) als auch in U liegt. Dadurch erhalten wir eine Folge (z,,),, o aus U, die wegen
|z, — z.]| < 1/n fiir n — oo gegen den Grenzwert x., konvergiert. Insbesondere ist die
Folgeneigenschaft fiir diese Folge verletzt.. n

Beispiel Wir betrachten X = R! mit dem euklidischen Abstand sowie die durch
Tpi=1—1/n

definierte Folge, die offensichtlich gegen z., = 1 konvergiert. Alle Folgenglieder sind
Elemente der offenen Menge B;(0), aber der Grenzwert nicht. Andererseits liegen alle
x, auch in der abgeschlossenen Menge B1(0) und daher muss dies auch fiir z,, gelten.

Rand einer Menge

Definition Sei U C X eine beliebige Teilmenge von X. Ein Punkt x € X heift
innerer bzw. duferer Punkt von U, falls es einen Radius ¢ > 0 gibt, sodass B.(z) ganz
in U bzw. ganz in X \ U liegt. Andernfalls wird x Randpunkt von U genannt.

Lo

Abbildung Innere Punkte (blau) bzw. dufiere Punkte (rot) einer gegebenen Menge U (grau; links
ohne, rechts mit Loch) haben die Eigenschaft, dass jede hinreichend kleine Kugel um diesen Punkt
auch zu U bzw. zur Komplementmenge X \ U (weil) gehort (im Bild ist immer der jeweils maximale
Radius dargestellt). Randpunkte (lila) haben die Eigenschaft, dass jede noch so kleine Kugel um diesen
Punkt sowohl Punkte aus U als auch Punkte aus X \ U enthilt.

Bemerkungen

1. Ist x ein innerer oder dufterer Punkt von U, so liegen alle Kugeln mit Mittelpunkt
x und hinreichend kleinem Radius ganz in U bzw. in X \ U. Dies folgt, da mit
0 < & < e auch B:(x) C B.(z) gilt. Analoges gilt fiir jeden duferen Punkt.

2. Ist z ein Randpunkt von U, so enthélt jede noch so kleine Kugel um x immer
Punkte aus U und Punkte aus X \ U.

3. Innere bzw. dufere Punkte von U gehoren zu U bzw. zu X \ U. Randpunkte von
U kénnen im Allgemeinen zu U oder zu X \ U gehéren.

4. Ein innerer bzw. dufserer Punkt von U ist dufserer bzw. innerer Punkt von X \ U.
Jeder Randpunkt von U ist auch Randpunkt von X \ U.
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Bezeichnungen Ausgehend von einer Teilmenge U C X fithren wir die folgenden

anderen Teilmengen ein:'”
OU :=bnd (U) := {z € X : x ist Randpunkt von U} Rand von U
U° :=int (U) :={z € X : x ist innerer Punkt von U} Inneres von U

U :=ds(U) =X\ {z€X : zist dukerer Punkt von U} ~ Abschluss von U

Lemma (wichtige Eigenschaften) Fiir jede Teilmenge U C X ist int (U) offen
und cls (U) abgeschlossen. Auferdem gilt

int (U) =U \ bnd (U), cls (U) =UUbnd (U),

d.h. U genau dann offen bzw. abgeschlossen, wenn der Rand bnd (U) zu X \ U bzw.
zu U gehort.

Beweis Ubungsaufgabe. Siehe auch das Bild. m

Abbildung Schematische Darstellung zum Rand von Teilmengen des R?: Bei einer offenen (griin)
bzw. einer abgeschlossenen (braun) Menge U gehoren alle Randpunkte zu X \ U bzw. zu U. Bei allen
anderen Mengen (gelb) gehoren einige Randpunkte zu U, andere aber zu X \ U.

Bemerkungen

1. Weitere wichtige Eigenschaften von int (U), bnd (U) und cls (U) werden wir in
den Hausaufgaben diskutieren.

2. Es gilt
bnd (By()) = S,(z), int (By(z)) = By(x), cls (B,(z)) = B,(z)
bnd (B,(z)) = S,(z), int (B,(z)) = B,(), cls (B,y(z)) = B,(x).

Fiir jede offene oder abgeschlossene Kugel gilt also: Der Rand / das Innere / der
Abschluss ist immer die entsprechende Sphére / offene Kugel / abgeschlossene
Kugel.

3. Die Mengen int (U), bnd (U) und cls (U) héngen natiirlich nicht nur von der
Teilmenge U, sondern auch von der zugrunde liegenden Norm ||-|| ab. Aquivalente
Normen werden aber fiir jede Menge U zumselben Ergebnis fiihren.

4. Viele praktisch relevante Teilmengen des R? bzw. R? haben die Eigenschaft, dass
ihr Rand eine (im Allgemeinen gekriimmte) Kurve bzw. Fléche ist und direkt
mithilfe der geometrischen Anschauung bestimmt werden kann.

Achtung: Es gibt auch Teilmengen des R?, deren Rand nicht eindimensional,
sondern zweidimensional oder gar gebrochen-dimensional ist. Siehe das folgende
Beispiel bzw. die Kochsche Schneeflocke fiir eine Menge mit fraktalem Rand.

"Im Englischen spricht man von ‘boundary’, ‘interior’ und ‘closure’.
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5. Fiir eine Teilmenge eines Funktionen- oder Folgenraumes ist die Bestimmung des
Randes im Allgemeinen alles andere als einfach.

e e

Abbildung Die Kochsche Schneeflocke entsteht durch einen Grenzprozess n — oo aus einer rekursiv
definierten Folge von polygonal berandeten Teilmengen des R? (dargestellt sind nur die ersten
fiinf Folgenglieder). Der Rand der Schneeflocke ist eine fraktale Kurve und besitzt die Dimension
In(4)/1n(3) ~ 1.26.

Beispiel Wir betrachten X = R? ausgestattet mit einer beliebigen p-Norm sowie die
Teilmenge

U=Q*={(z1, 1) €R? : z, 2, € Q},

die aus allen Punkten der Zahlenebene besteht, die zwei rationale Koordinaten besitzen.
Da jede reelle Zahl beliebig genau durch rationale Zahlen approximiert werden kann,
ergibt sich

bnd (U) = R?, int (U) =0, cls (U) = R%.

Insbesondere besitzt diese Menge iiberhaupt keine inneren oder &ufseren Punkte,
sondern jeder Punkt der Ebene ist Randpunkt von U.

Lemma (4quivalente Charakterisierung des Randes) Ein Punkt zx € X ist
genau dann ein Randpunkt von U C X, wenn er als Grenzwert einer Folge aus U und
als Grenzwert einer Folge aus X \ U dargestellt werden kann.

Beweis Hinrichtung: Sei x4 € bnd (U) ein beliebiger Randpunkt von U. Fiir jedes
n € N liegt die Kugel B;y/n(zy) weder in X \ U noch in U und daher kénnen wir
z, € By/n(xy) NU und y,, € By/n(xy) N (X \ U) wihlen. Insgesamt ergibt sich eine
Folge (7,),,cy in U sowie eine Folge (y,),,cy id X \ U, die wegen ||z, — 24| < 1/n und
|y, — x|l < 1/n beide gegen x4 konvergieren.

Riickrichtung: Seien nun (z,,), .y € U und (yn),cy © X \ U zwei Folgen, die gegen
denselben Grenzwert x4 € X konvergieren. Fiir jedes ¢ > 0 enhélt B.(z4) sowohl
Punkte aus U als auch Punkte aus X \ U (siehe die dquivalente Charakterisierung von
Konvergenz) und kann daher weder in X \ U noch in U liegen. Also ist x» weder dufierer
noch innerer Punkt von U, sondern muss im Rand von U liegen. O]

Bemerkung

1. Ein innerer Punkt von U kann niemals Grenzwert einer Folge aus X \ U sein, aber
kann auf viele Arten als Grenzwert eine Folge von U dargestellt werden. Analoge
Aussagen gelten fiir jeden dufseren Punkt von U.

2. Ist U eine endliche Punktmenge, so ist jeder dieser Punkte auch Randpunkt von
U. Das Lemma gilt auch in diesem Fall, allerdings ist jede konvergente Folge in
U fast konstant.
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Dichtheit von Mengen
Definition Eine Teilmenge U von X heiftt dicht, wenn ihr Abschluf der ganze Raum
ist, d.h. wenn cls (U) = X gilt.'®

Bezispiele
1. Q7 liegt dicht in R
2. Das Komplement jeder endlichen Teilmenge von X liegt dicht in X.

3. Wir werden spéter sehen, dass die Menge aller unendlich-oft differenzierbaren
Funktionen in vielen — aber nicht in allen — Funktionenrdumen dicht liegt.
Analoges gilt fiir die Menge aller Polynome.

Lemma (4quivalente Charakterisierung von Dichtheit) Fiir jede Teilmenge
U C X sind die folgenden Aussagen paarweise dquivalent:

1. U liegt dicht.

U besitzt keine dufseren Punkt.

X \ U besitzt keinen inneren Punkt.

Fiir jede offene und nichtleere Menge O C X gilt ONU # ().
Fiir jedes € > 0 und alle x € X gilt B.(x) N U # .

S A

Fiir jedes € X existiert eine approximierende Folge (), .y aus Elementen von
U mit x = lim,,_,oo T,,.

Beweis Ubungsaufgabe. m

Bemerkungen

1. Eine dichte Teilmenge muss nicht unbedingt offen sein und in einem unendlich-
dimensionalen Raum koénnen auch echte Unterrdume dicht liegen.

2. Ganz allgemein definieren wir: U C X liegt dicht in V C U, falls V C cls (U)."
Insbesondere bedeutet dies, dass jedes Element aus V' als Grenzwert einer Folge
aus U dargestellt werden kann.

Abbildung Schematische Darstellung zweidimensionaler Punktwolken, die in ganz R? (rot), in einer
Kugel (griin) oder im Komplement einer Kugel (blau) dichtliegen. Beachte, dass dichte Menge nur
unvollstédndig dargestellt werden konnen und dass wir hier zur besseren Illustrierung die Punkte der
Wolke als Zufallsgrofien erzeugt haben.

1BWir sagen auch, die Teilmenge liegt dicht in X.
19Es ist hier nicht ausgeschlossen, dass cls (U) groker als V ist.
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Vorlesung 04 : 03. November

Kompaktheit von Mengen

Vorbemerkung FEin wichtiges und immer wiederkehrendes Konzept in der gesamten
Mathematik ist die Kompaktheit von Teilmengen eines normierten Raumes (X, [-]|),
wobei es zwei verschiedene Moglichkeiten gibt, diesen Begriff einzufiihren.

Definition Wir nennen eine Teilmenge K C X

1. iiberdeckungskompakt, falls jede offene Uberdeckung von K in X eine endliche
Teiliiberdeckung besitzt, und

2. folgenkompakt, wenn jede Folge in K mindestens einen Haufungspunkt in K
besitzt.

Theorem (Aquivalenz der beiden Kompaktheitsdefinitionen) Eine Menge
K C X ist genau dann iiberdeckungskompakt, wenn sie folgenkompakt ist.

Beweis Wir hatten diese Aussage in Analysis 2 im Kontext allgemeiner metrischer
Réaume bewiesen.

Bemerkungen

1. Der erste Teil der Definition ist wie folgt zu verstehen: Ist I eine beliebige
Indexmenge und (O;),., eine Familie?® offener Mengen O; C X mit K C Uier Os;
dann existieren endlich viele Indizes i1, ..., iy, sodass schon K C O, U...UO,,
gilt. Im Fall einer endlichen Menge I ist diese Aussage trivialerweise richtig, aber
die endliche Teiliiberdeckung muss bei einer kompakten Menge K auch dann
existieren, wenn die Indexmenge I abzahlbar oder iiberabzéahlbar unendlich viele
Elemente enthélt.

2. Ein Haufungspunkt ist — ganz analog zur Begriffsbildung in Analysis I — immer
Grenzwert einer Teilfolge. Der zweite Teil der Definition meint also zum einen,
dass fiir jede Folge (2,,),cy, deren Glieder x, alle in K liegen, mindestens eine
strikt monotone Indexfolge (nk)keN C N mit limyg_,oo ny = o0 sowie ein z, € X
existieren, sodass d(zy,, x.) fiir k — oo gegen 0 konvergiert. Der zweite Teil der
Definition fordert aufserdem, dass der Haufungspunkt x, auch in der Menge K
(und nicht im Komplement X \ K) liegt.

3. Aufgrund des Theorems sprechen wir im Folgenden von kompakten Mengen. Wir
meinen dabei natiirlich immer kompakt bzgl. der Norm ||-||.

Ausblick*: In jedem topologischen Raum folgt aus der Uberdeckungskompaktheit
die Folgenkompaktheit, aber die umgekehrte Aussage ist nicht mehr unbedingt
richtig.

20 Familie ist ein anderes Wort fiir Menge.
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- m

Abbildung Drei verschiedene offene Uberdeckungen eines abgeschlossenen Quadrats in R? (grau)
mit endlich vielen offenen Mengen (farbig). Bei einer kompakten Menge kann aus einer Uberdeckung
mit unendlich vielen offenen Mengen immer eine endliche Teiliiberdeckung ausgew#hlt werden.

Abbildung Links : Konstruktionsidee fiir eine offene Uberdeckung einer offenen Menge im R?, die
keine endliche Teiliiberdeckung besitzt: Fiir jeden Punkt y in einer gegebenen offenen Kreisscheibe B
(grau) wahlen wir eine offene Kreisscheibe O, um y, wobei der Radius gerade der halbe Abstand von y
zum Rand 9B ist (hier dargestellt fiir 5 farbige Punkte und bzgl. der euklidischen Standardnorm). Die
Familie (O,),cr stellt eine iiberabzihlbare offene Uberdeckung von B dar, besitzt aber keine endliche
Teiliiberdeckung. In der Tat, fiir jede Wahl yi, ..., yny kann B nicht vollsténdig in O,, U...U Oy,
enthalten sein, da eine solche Menge einen positiven Abstand zum Rand 0B aufweist. Rechts: Bei einer
analogen Konstruktion fiir eine abgeschlossene Kreisscheibe B im R? muss auch fiir jeden Randpunkt
y € OB (lila) eine offene Menge O, gewéhlt werden (zum Beispiel irgendeine offene Kreisscheibe um y).
Dies &ndert die Diskussion dramatisch, denn nun wird (Oy), .5 immer eine endliche Teiliiberdeckung

von B besitzen, da B kompakt ist.

Lemma (Eigenschaften kompakter Mengen) Jede kompakte Menge K C X
ist abgeschlossen und beschrinkt. Letzteres meint, dass K C B,(x) fiir ein x € X und
einen Radius 0 < p < oo gilt.

Bewetis Im folgenden sei K eine beliebige, aber feste kompakte Teilmenge von X.

Teil 1: Angenommen, K sei nicht abgeschlossen. Dann gibt es mindestens einen
Randpunkt zx € bnd(K) der nicht zu K gehort sowie (siehe die &dquivalente
Charakterisierung von Randpunkten) eine Folge (:L‘n)neN aus K mit vy = lim,_, 7.
Jede Teilfolge konvergiert aber auch gegen x4, d.h. diese Folge besitzt keinen Haufungs-
punkt in K. Dies ist ein Widerspruch und unsere Annahme war falsch.

Teil 2: Wir nehmen an, K sei nicht beschrankt und wéhlen x4 € X beliebig. Da
fiir jedes n € R die Menge K nicht in B, (z4) enthalten ist, konnen wir einen Punkt
T, € K so wihlen, dass ||z, — r4|| > n gilt. Wir erhalten insgesamt eine Folge (x,,),,cx;
die aufgrund der Kompaktheit von K eine konvergente Teilfolge besitzt. Insbesondere
existiert eine Indexfolge (1), y sowie ein Haufungspunkt z., mit

ke
lim n; = o0, lim z,, =2,
k—00 k—o00

wobei die zweite dieser Konvergenzaussagen auch als
lim ||z, — 2| =0
k—o00
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geschrieben werden kann. Die Dreiecksungleichung impliziert
200 = 2]l = [l2n, — 24/l = 120, = Tooll = n = [0, = T

fiir alle £ und der Limes k& — oo liefert einen Widerspruch, da die rechte Seite gegen
00 — 0 = oo konvergiert. Also ist K beschréankt. O]

Lemma (Hilfssatz von Riesz) Sei Y ein abgeschlossener Unterraum von X mit
X # Y. Dann existiert fiir jede Wahl von 0 < p; < g9 ein z € X mit ||z|| = 02, sodass
die Abschétzung ||z — y|| > o; fiir alle y € Y gilt.

Bewets Wir wahlen x4 € X \ Y beliebig und bemerken, dass
m:=inf{|lzg -yl : yeV} >0

gilt. In der Tat, unter der Annahme m = 0 existiert eine Folge (y,),cy C Y mit
|ze —yn|| < 1/n fir alle n € N. Diese Folge konvergiert dann gegen g und wir
erhalten mit x4 € cls (Y) = Y einen Widerspruch. Wegen m > 0 und unter Ausnutzung
der Eigenschaften des Infimums wahlen wir y» € Y mit

m 02
m < |lzy —ypll <
und setzen
_ 02 (T4 —yp)
|24 — ygll
Fiir jedes y € Y gilt
02 T 02 Y
o= ol = | 22 - ey
log —yul o —yxl
02 Ty —Y
_ x_<y#+||# #Hy>H
|z — yell 02
x4 — yell
wobei wir benutzt haben, dass yx + || — y«|| y/02 auch im Unterraum Y liegt. ]

Korollar Ist X unendlich-dimensional, so existiert in jeder abgeschlossenen Kugel
B,(x4) eine Folge, die keine konvergente Teilfolge besitzt.

Beweis Wir konnen 0.B.d.A. zx = 0 annehmen. Mithilfe des Rieschen Lemmas —
angewendet mit 9 = ¢/2 und g = ¢ — konstruieren wir induktiv x,, wie folgt: Im
Induktionsanfang wéhlen wir x; mit ||z1]] = ¢ beliebig. Im Induktionschritt n ~» n+1
betrachten wir den abgeschlossenen Unterraum V,, = lin{xy, ..., z,} der Dimension n
und wahlen x,,; mit

lznsill =2, f{[lzna —yll - y €V} > 0/2

Die x,, sind per Konstruktion uniform beschréankt und es gilt ||z, — x,,|| > 0/2 fiir alle
n, m € N mit n # m. Insbesondere kann die Folge (x,),,.y keine konvergente Teilfolge
(T ) ey besitzen, da wir andernfalls via

k—o0

0<p/2< H:l:'n,wrl —xnkH < ||37nk+1 — mooH +|zn, — 2] —— O
eine Widerspruch herleiten konnten. O
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Bezispiele
1. Die Funktionenfolge
x,(t) = tanh (nt) mit tel=[-1,+1]

hatten wir schon weiter oben im Kontext der Vollstandigkeit studiert. Diese
Folge ist wegen [|z,[., = 1 beschréinkt im normierten Raum (C(I; R), ||-/|..),
aber sie besitzt keine konvergente Teilfolge, da sie punktweise gegen die unstetige
Signums-Funktion konvergiert.

2. Die komplexwertige Funktionenfolge
z,(t) = exp (int) mit I =[-m +n]

beschreibt die harmonischen Basisfunktionen fiir die Fourier-Reihen (siche et-
wa Analysis 1). Auch sie besitzt keine konvergente Teilfolge bzgl. der oo-Norm
(und auch nicht bzgl. jeder anderen p-Norm), wobei wir dies leicht durch Plots
plausibilisieren konnen.?!

n=1 n=2 n=3 n=4
+1.0)

0.0 +IT -7 0.0 +TT -IT 0.0 +IT - 0.0

Abbildung Die Real- bzw. Imaginérteile der harmonischen Basisfunktionen auf dem Intervall
[—7, +m7].

Theorem (Kompaktheit von Kugeln und &hnlichen Mengen) X ist genau
dann endlich-dimensional, wenn jede abgeschlossene und beschrinkte Menge kompakt
ist.?

Beweisskizze Im Fall dim X < oo ist X isometrisch isomorph zum K¢ (siehe weiter
unten) und die Behauptung ergibt sich aus dem Satz von Heine-Borel. Im Fall X = co
zeigt das voherige Korollar, dass abgeschlossene Kugeln nicht kompakt sind, obwohl
sie natiirlich beschrankt und abgeschlossenen sind. O]

Ausblick Wir werden im Fortgang der Vorlesung sehen, dass jede abgeschlossene
Kugel in einem reflexiven Banach-Raum schwach kompakt ist.

Lemma (Priakompaktheit und Netze) Fiir eine vollstdndige Norm ||-|| sind die
folgenden vier Aussagen fiir jedes U C X paarweise aquivalent:

1. U ist prikompakt, d.h. cls (U) ist kompakt.

2. Jede Folge in U besitzt eine konvergente Teilfolge, wobei der Grenzwert nicht
unbedingt zu U gehoren muss.

3. Jede Folge in U besitzt eine Teilfolge, die Cauchy-Folge ist.

21'Wir kénnen dies natiirlich auch rigoros beweisen, aber dies ist gar nicht so einfach.
22 Auch im Fall von dim X = oo gibt es viele beschriinkte und abgeschlossene Teilmengen von X,
die kompakt sind. Es kann sich dabei aber nicht um Kugel handeln.
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4. Fiir jedes € > 0 existiert ein e-Netz fiir U, d.h. es gilt
UC B.(y1)U...UB.(y)
fiir endlich viele Punkte vy, ..., y € X.%

Bewets 4.= 3: Wir beginnen mit einer beliebigen Folge in U, die wir mit (:L'SLO))%N

bezeichnen, und wihlen € > 0 beliebig. Dann existiert ein entsprechendes (®-Netz
von U, bestehend aus den (9 vielen Punkten yio) . yl((%)) sowie ein Index j(©, sodass

unendlich viele Folgenglieder 2 in der Kugel vom Radius ¢ um den Mittelpunkt
) ein und setzen

y§?3> liegen. Wir sortieren diese Folgenglieder in eine Teilfolge (:cn )neN

e = £© /2 Durch Iteration unserer Argumente erzeugen wir schrittweise Folgen
(:cﬁf))n o (x%g))neN usw., wobei die (k + 1)-te Folge eine Teilfolge der (k)-ten und
damit auch der (0)-ten Folge ist und alle Glieder der (k)-ten Folge in einer Kugel vom

Radius e®*) = £(© /2% enthalten sind. Insbesondere gilt
[o® — 2®|| < 260 = 91k O

(#)

nach Dreiecksungleichung fiir alle k£, n, m € N. Die Diagonalfolge (xn )neN mit

g(#) = ()

erfillt damit

H:v%#) _ xﬁf)H < ol—min{n,m} _(0)

fiir alle n, m € N und ist insbesondere sowohl Cauchy-Folge als auch Teilfolge der am
Anfang gewihlten Folge.

3. = 2.: Die Behauptung ergibt sich direkt aus der vorausgesetzten Vollstandigkeit.

2. = 1.: Zu einer gegebene Folge (), in cls (U) wihlen wir eine modifizierte
Folge (&,),cy aus Elementen von U, sodass ||z, — Z,| < 1/n fir alle n € N gilt
(siche die dquivalente Charakterisierung von cls (U) aus den Hausaufgaben). Nach
Voraussetzung existiert mindestens eine Indexfolge (1), cy., SOWie ein entsprechender
Haufungspunkt 2o, = limy_ o T, und mit

[Zoo = Ty |l < M[Too = Ty || + 1 Zny = 2,

ergibt sich Zo, = limy o 2p,. Damit haben wir gezeigt, dass die Ursprungsfolge
mindestens eine konvergente Teilfolge besitzt.

1. = 4.: Sei € > 0 beliebig fixiert. Fiir jedes = € cls (U) setzen wir O, := B.(z) und
bemerken, dass die kompakte Menge cls (U) trivialerweise durch die iiberabzéhlbare
Familie (O,) . iberdeckt ist und dass es eine endliche Teiliiberdeckung gibt. Diese

zEcls
liefert ein e-Netz fiir cls (U) und damit auch fiir U. O
23Beachte, dass die Anzahl I sowie die Punkte ¥1, ..., i sowohl von U als auch von ¢ abhingen

diirfen. Auferdem miissen die Punkte y; weder zu U noch zu cls (U) gehoren, obwohl das in vielen
Anwendungen des Lemmas so sein wird.
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’Vorlesung 05 : 07. November

1.3 Stetigkeit von Abbildungen

Vorbemerkung In diesem Unterabschnitt bezeichnen (X, ||-|| ) sowie (Y, ||||y-) zwei
normierte Rdume und f : X — Y ist eine Abbildung von X nach Y.

Erinnerung Die Mengen

fHy) ={re X : f(z) =y} bzw. I V) ={zeX : flz)eV}

bezeichnen wir als die Urbildmenge des Punktes y € Y bzw. der Menge V' C Y unter
der Abbildung f. Insbesondere sind diese Mengen selbst dann wohldefiniert, wenn f
keine Umkehrabbildung besitzt. 24

Definition Die Abbildungf wird stetig im Punkt zx € X genannt, falls fiir jedes
e > 0 ein § > 0 existiert, sodass die Implikation

e —zylly <6 = |f(@) = flagly <e

fiir alle x € X gilt.

Bemerkungen
1. Wir nennen f stetig, falls f in jedem Punkt x4 € X stetig ist.

2. Statt Abbildung konnen wir Funktion sagen. In dieser Vorlesung sprechen wir
von einer skalaren Funktion, wenn Y = R gilt, d.h. wenn f jeden Punkt aus X
auf eine reelle Zahl abbildet, wobei wir dann immer stillschweigend voraussetzen,
dass ||-||y der euklidische Betrag ist.

3. Wir nennen f Lipschitz-stetig, falls es eine Konstante L > 0 gibt, sodass
1f @) = @] < L= - 2]

fir alle x, 2 € X gilt. Wie schon in Analysis 1+2 konnen wir leicht zeigen,
dass jede Lipschitz-stetige Funktion stetig sein muss, aber die Umkehrung ist im
Allgemeinen falsch.

Theorem (adquivalente Charakterisierung von Stetigkeit) Die folgenden vier
Aussagen sind paarweise dquivalent:

1. Die Abbildung f ist stetig.

2. Jede konvergente Folge aus X wird unter f auf eine konvergente Folge in YV

abgebildet.
3. Das Urbild jeder offenen Teilmenge von Y ist offen in X.

4. Das Urbild jeder abgeschlossenen Teilmenge von Y ist abgeschlossen in X.

24Beachte, dass f genau dann invertierbar ist, wenn die Urbildmenge f~'(Z) fiir jedes Z € X aus
genau einem Element besteht.
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Beweis 1.= 2.: Sei (z,),y €ine konvergente Folge aus X mit Grenzwert z,, und
sei € > 0 beliebig. Wir wihlen zunédchst 6 > 0 wie in der Definition von Stetigkeit
im Punkt z.,. Anschliefsend benutzen wir die Definition von Konvergenz und wahlen
N € N, sodass ||z, — 2|y < 0 fiir alle n > N erfiillt ist. Fiir diese Indizes n gilt
wegen der Stetigkeit von f auch || f(z,) — f(2x)|y < €. Da e beliebig war haben wir
gezeigt, dass f(x,) fiir n — oo gegen f(ry) bzgl. der Norm in Y konvergiert.

2. = 1.: Wir wéhlen x4 € X beliebig und nehmen an, es gabe ein ¢ > 0, fiir dass
in der obigen Definition kein entsprechendes 6 > 0 existiert. Dann finden wir fiir jedes
n € Nein z, € X, sodass ||z, — x4, < 1/n und ||f(z,) — f(2g)]ly > € gilt (denn
sonst wire 0 = 1/n ja eine zuléssige Wahl). Nach Konstruktion konvergiert x,, fiir
n — 00 gegen To, = T4 in X und die Voraussetzung garantiert die Konvergenzaussage
f(g) = lim, o0 f(2n) in Y und damit lim, o || f(2,) — f(24)[,, = 0. Dies ist ein
Widerspruch zu || f(z,) — f(z4)||y = € > 0 fiir alle n. Insbesondere muss f stetig in
Ty sein.

1.=3.:Sei V C Y offen und sei x4 € U := f~! (V) beliebig fixiert. Wir wéhlen
zunéchst € > 0, sodass B:(f(r4)) ganz in V liegt, und anschliefend § > 0 wie in der
Definition von Stetigkeit. Fiir alle Punkte z € Bs(x4) ergibt sich || f(x) — f(zg)| <€
und damit f(x) € B.(f(xy)) C V aus der Stetigkeit von f in 4. Insbesondere liegt
die Kugel Bs(z4) ganz in U, dem Urbild von V unter f. Da xy beliebig war, folgt
insgesamt die Offenheit von U.

3.=1.: Seien x4 € X und ¢ > 0 beliebig. Nach Voraussetzung ist das Urbild von
B.(f(z4)) offen in X und muss daher eine Kugel von Radius 6 um x4 enthalten. Fir
jedes © € Bjs(ry) gilt dann f(z) € B.(f(xx)) nach Konstruktion und wir schlieften,
dass f in xy stetig ist.

3. & 4.: Beide Implikationen ergeben sich unmittelbar aus der Formel

FEYAV) =X\ (V)

die ganz allgemein fiir die Urbilder jeder Abbildung gilt. O

Bemerkungen

1. Das Theorem ist sowohl aus praktischer als auch aus theoretischer Sicht sehr
niitzlich. Insbesondere konnen wir analog zu den Argumenten aus Analysis 1
wieder Rechenregeln fiir stetige Funktionen herleiten. Zum Beispiel ist fiir zwei
stetige Funktionen f : X — Y und g : Y — Z ihre Komposition go f : X — Z
wieder stetig. Auferdem ist die Summe zweier stetiger Funktionen f;, fo : X — Y
stetig.

2. Achtung: Im Allgemeinen hat eine stetige Abbildung nicht die Eigenschaft, dass
das Bild einer offenen Menge offen ist. Zum Beispiel bildet die reelle Sinusfunktion
das offene Intervall (0, 7) auf das nicht-offene Intervall (0, 1] ab. Wir werden aber
unten sehen, dass das Bild einer kompakten Menge unter einer stetigen Abbildung
immer kompakt ist.

3. Ein wichtiger Spezialfall sind skalare Funktionen, die (X, ||-||y) in den normierten
Raum (R, |-|) abbilden. Ist f : X — R eine stetige skalare Funktion und ¢ € R
eine beliebige reelle Zahl, so sind die Mengen

{zeX: f(z) <c} bzw. {reX: f(z)>c}
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als Urbilder der offenen Intervalle (—oo, ¢) bzw. (¢, +00) beide offen. Jede der
drei Mengen

{zeX: f(z)<c}, {zeX: f(z)=c}, {reX: f(z)>c}

ist hingegen als Urbild einer abgeschlossenen Menge abgeschlossen.?®

4. Die Norm [|-||y ist als skalare Funktion auf X Lipschitz-stetig (und damit auch
stetig), denn die Dreiecksungleichung impliziert

0 < flzallx = llTsoll x| < [Jon = 2oolly ——— 0

fiir jede konvergente Folge (z,,),,cy mit Grenzwert z.

Lemma (Bild kompakter Mengen) Fiir jede kompakte Menge K C X ist die
Bildmenge

f(K):={f(z) : z€ K}
kompakt in Y.
Beweis Sei (P));c; mit P, C Y eine beliebige offene Uberdeckung von L := f(K).

Die Stetigkeit von f garantiert, dass jede Menge O; := f~'(P;) offen in X ist und
mit elementarer Mengenlehre zeigen wir, dass K C |J,.; O; gilt. Nach Voraussetzung

existieren endlich viele Indizes 41, ..., iy mit K C O;,U...UO,, und per Konstruktion
gilt auferdem P; = f(O;). Dies impliziert L = f(K) C P, U...U P;,, und wir haben
eine endliche Teiliiberdeckung von L gefunden. O]

Theorem (Satz vom Minimum und Maximum) Seien f: X — R stetig und
K C X kompakt. Dann nimmt f auf K sein Minimum und sein Maximum an, d.h. es
existieren Punkte x,, Tmax € K, sodass

f(xmin) S f<x> S f(xmax)
fiir alle z € K gilt.

Beweis Wir beweisen nur die Existenz von ., in K, denn die Existenz von x,
ergibt sich aus analogen Argumenten. Nach dem vorherigen Lemma ist die Bildmenge
von f kompakt in R und damit auch beschrankt, d.h.

Ymax = sup{ f(z) : z € K}
ist eine wohldefinierte reelle Zahl. Fiir jedes n € N wéhlen wir z,, € K mit
ymax - 1/” S f(xn) S ymax

und erhalten eine Folge (2,),,c in K mit ymax = lim, o f(25). Die Folgenkompaktheit
von K garantiert die Existenz einer Teilfolge (2, ), oy mit limy o0 Tn, = 2o, Wobei der
Grenzwert ., zu K gehort (siehe die dquivalente Charakterisierung abgeschlossener
Mengen und beachte, dass K als kompakte Menge abgeschlossen ist). Die Stetigkeit
von f sowie die Wahl der Folge (xy),,. implizieren

f(xoo> = kh—g)lo f(xnk) = Ymax »

und wir konnen Z.x = oo setzen. ]

25Beachte, dass die halbunendlichen Intervalle (—oo, ¢] und [¢, +00) beide abgeschlossen in R sind.
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Bemerkungen

1. Die gleichen Grundideen — also die Kompaktheit einer mazimierenden Folge
sowie die Stetigkeit von f — hatten wir schon in Analysis 1+2 beim Beweis der
entsprechenden Sitze im R verwendet.

2. Wie schon in Analysis 1+2 nennen wir . bzw. Ty, einen Maximierer bzw.
einen Minimierer von f in K, wohingegen ¥max = f(Zmax) PZW. Ymin = f(Tmin)
das entsprechende Maximum bzw. Minimum ist.

3. Das Theorem liefert nur ein Existenz-, aber kein Eindeutigkeitsresultat. Es
bezieht sich auferdem nur auf globale Extremstellen von f in K und macht
keine Aussagen tiber das Verhalten von f auf der Komplementmenge X \ K oder
iiber die Existenz lokaler Extremstellen innerhalb von K.

4. Im Theorem ist es wichtig, dass f den Raum X nach R abbildet. In einem anderen
metrischen Bildraum (zum Beispiel Y = R™) gibt es ndmlich in der Regel keine
Ordnungsrelation und die Begriffe Maximum und Minimum kénnen dann nicht
sinnvoll definiert werden.

Lemma (gleichmifige Stetigkeit) Eine stetige Abbildung f : X — Y ist auf
jeder kompakten Teilmenge K C X gleichméfig stetig, d.h. fiir jedes ¢ > 0 existiert
ein 0 > 0, sodass die Implikation

Hx—a?HX<6 = ||f(z) - <e

@lly
fir alle z, 7 € K gilt.

Beweis Als Antithese nehmen wir an, dass fiir ein festes € > 0 kein entsprechendes
0 > 0 existiert. Insbesondere finden wir daher fiir jedes n € N zwei Punkte z,,, 7, € K
mit

lvn = ally < 1/my [ (20) = F@ED]y 2 €,
denn andernfalls wére ja = 1/n eine zuléssige Wahl. Durch Wahl einer Teilfolge

kénnen wir erreichen, dass

k—o0

Ly, To

fiir ein z,, € X sowie eine Indexfolge (n),cy mit limy_,o 1y = oo erfiillt ist, wobei
sich anschliefsend

~ k—o0
l’nk Lo

aus der Abschéatzung

0 < [[Fn, = 2l < e = ol + Jme =2l == 0

ergibt. Andererseits folgt

Flan) 22 flzs)  sowie  f(i,) —2%  f(rs)

aus der Stetigkeit von f und wir erhalten via

k—o0

0<e< Hf(xnk) — f(Zp, Hy Hf Ty, ) — f(xm)”y + Hf(xOO> — f(Z, HY — 0
den gewiinschten Widerspruch. O]
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Bemerkungen

1. Beachte, dass ¢ im Lemma von ¢, aber nicht von x oder  abhéngen darf. Insofern
ist die gleichméfige Stetigkeit mehr als Stetigkeit in jedem Punkt x € K, da dort
¢ auch von z abhédngen darf. Lipschitz-Stetigkeit ist wiederum schérfer, denn dort
kann § in linearer Abhéngigkeit von € gewahlt werden.

2. Die Kompaktheit von K spielt nicht nur im Beweis eine wichtige Rolle, sondern
ist auch eine notwendige Voraussetzung.

Gegenbeispiel: Die reelle Funktion f(xz) = 1/x ist stetig auf dem offenen
Einheitsintervall (0, 1), aber wegen der Singularitét nicht gleichméfig stetig. Fiir
alle 0 < & <z <1 ergibt sich

|f(x) — f(7)]

|z — 7|

1

T2

> | f/(x)] =

aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung sowie der Monotonie von f’ und
mit dieser Abschétzung konnen wir leicht zeigen, dass es fiir jedes hinreichend
kleine € > 0 kein § > 0 geben kann.

Beispiel: Wenn wir die Wurzelfunktion auf dem abgeschlossenen Einheitsintervall
[0, 1] betrachten, so konnen wir stets § = /¢ wihlen. In der Tat: Sind Z und x
zwei reelle Zahlen mit 0 < 2 <2z <1 und x — T < €, so gilt immer x > € oder

x < &, woraus sich dann im ersten bzw. zweiten Fall die Abschétzung

T —x

Vi + 4z
bzw. ’\/5— \/E) < x < /e ergibt.

S ViavE SorvE Vv

Vi - e =

’Vorlesung 06 : 09. November

Stetigkeit linearer Abbildungen

Vorbemerkung Von besonderer Bedeutung in der Funktionalanalysis sind lineare
Abbildungen, wobei diese auch als lineare Operatoren oder im Fall von Y = K als
lineare Funktionale bezeichnet werden. Dabei ist die Abbildung f : X — Y zwischen
zwei normierten Rdumen iiber demselben Kérper K genau dann linear, wenn

FAz+A3) =X f(z) + A f(2)

fiir alle 2, # € X und alle X\, A € K gilt. Analog zur Linearen Algebra kénnen wir leicht
zeigen, dass der Bildraum f(X) einer linearen Abbildung ein Unterraum von Y ist und
dass stets f(0) = 0 gilt.

Notation Lineare Operatoren werden in der Funktionalanalysis in der Regel mit
Grofbuchstaben bezeichnet, wobei auf die Klammerung der Argumente verzichtet wird.
Wir schreiben also L x statt L(x).?

26Djese Schreibweise ist dadurch motiviert, dass ein linearer Operator als eine Art verallgemeinerte
Matrix interpretiert werden kann.
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Definition FEin linearer Operator L : X — Y heifst beschrinkt, falls eine reelle
Konstante C' existiert, sodass die Abschétzung

|1 ally < Cllellx

fir alle x € X erfullt ist.

Bemerkungen

1. Achtung: Dieser Beschréanktheitsbegriff fiir lineare Funktionen weicht von dem fiir

allgemeine (bzw. nichtlineare) Funktionen verwendeten Konzept ab. Er impliziert
namlich nicht, dass die gesamte Bildmenge {Lx : = € X} eine beschrankte
Teilmenge von Y ist, sondern dass die Bildmenge jeder beschrinkten Teilmenge
von X beschrinkt in Y ist.?’

. Die optimale Konstante kann abstrakt durch

C:supm: sup HLxHY: sup HLxHY
w20 |2l el el <1

charakterisiert werden, wobei sich die letzten beiden Gleichheitszeichen aus
einfachen Rechnungen mit der Linearitdit von L ergeben (Ubungsaufgabe). Es
ist in der Regel schwierig, den Wert der optimalen Konstante exakt zu berechnen
oder auch nur ndherungsweise anzugeben, denn dazu muss oftmals erst ein
entsprechendes Figenwertproblem gelost werden.

Lemma (Stetigkeitskriterium) Die lineare Abbildung L : X — Y ist genau dann
stetig, wenn sie beschrankt ist.

Bewetis Hinrichtung: Sei L : X — Y linear und stetig. Dann ist L stetig im Punkt
0 und die Definition von Stetigkeit liefert eine Konstante ¢ > 0, sodass die Implikation

IZllx < = llLally <1

fiir alle 7 € X gilt. Wir fixieren x € X mit x # 0 beliebig und setzen

1
)\::%, Fi=Alp= 7 , C:=—.
¢ 2 ¢

Dann gilt ||Z]|y < ¢ und mithilfe der Linearitét von L sowie der Homogenitét von ||- ||
erhalten wir via

el = XLl = AL #, <A< C el

die Beschrankheit von L.

Riickrichtung: Sei L eine beschrinkte und lineare Abbildung. Dann gilt

Lo = Lilly =L (z =)y <Cllz -2l

fiir alle x, * € X, d.h. L ist Lipschitz-stetig und damit auch stetig. O]

2"Die gesamte Bildmenge ist bei einer linearen Abbildung ein linearer Raum und damit immer
unbeschrinkt (sofern es sich nicht um die triviale Nullabbildung handelt).

Michael Herrmann: Funktionalanalysis [@)srsa | Version vom 13. Februar 2024



1.3. Stetigkeit von Abbildungen 41

Bemerkungen

1. Ist X endlich-dimensional, so ist jede lineare Abbildung L : X — Y stetig.
Bemerkung: Dies gilt sogar, wenn Y unendlich-dimensional ist.

Beweis: Wir benutzen dieselben Bezeichnungen wie im Beweis des Haupsatzes zur
Aquivalenz von Normen, d.h. wir wéhlen Basisvektoren e; in X, beschreiben jeden
Vektor z € X via z = Z;l:l &; ej durch den entsprechenden Komponentenvektor
¢ € K¢ und wihlen eine Konstante Oy, sodass

1€lloe = llzlly < Callllx -

Andererseits gilt

|1z lly =

ZgjLe]

mit C} = Z;l:l | L e;||y und in Kombination der Teilabschéitzungen erhalten wir

ILlly < C llz]ly mit C = Cy Cy. O

d
<Y l&HILelly <Ol
j=1

2. Das nachfolgende Beispiel zeigt, dass lineare Differentialoperatoren in vielen
Funktionenrdumen ,,von Haus aus “ unstetig sind, aber bei geeigneter Wahl der
Normen im Bild bzw. Urbildraum stetig werden. Wir werden diesen Aspekt beim
Studium der Sobolev-Raume vertiefen.

Beispiel Der Funktionenraum
X = { f:R—R : alle Ableitungen von f existieren und sind beschrénkt}

ist in Kombination mit [|-||  ein normierter Raum (allerdings kein vollstédndiger). Fir
die Funktionenfolge mit

x,(t) =sin(nt), z (t) = ncos (nt)
berechnen wir
|zallo = sup |z, ()] =1, |2} ]l = sup |2, ()] =n,
teR teR

und sehen, dass die Ableitung als linearer Operator L : X — X mit Lz = 2 nicht
beschrankt ist. Es gilt jedoch

2]l < M2lly, o0 = Nl + 127l
fir alle x € X, d.h. L ist stetig, sofern wir die Urbildkopie von X nicht mit |||,
sondern mit der modifizierten Norm ||-[|; |, ausstatten.
Raum linearer Operatoren Die Menge
Lin(X;Y):={L:X — Y : L ist linear und stetig}
ist in natiirlicher Weise ein Vektorraum (auch tiber K) und wir bezeichnen

1Ly

L],y = sup
r0 7]l

als die entsprechende Operatornorm von L.
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Bezispiele

1. Wir statten X = K" und Y = K™ jeweils mit der euklidischen Norm aus und
betrachten eine beliebige m xn-Matrix M. Dann wurde durch

Lyz:=M-z

eine lineare und stetige Funktion definiert. Insbesondere gilt

[ arllgen, gem < 1M [ly =

wobei M;; € K die Eintridge von M sind.?® Diese Abschitzung ist im Allgemeinen
aber nicht optimal (siehe die Ubungen).

2. Wir betrachten X = C([0, 3]; R) ausgestattet mit der co-Norm, Y = R? ausge-
stattet mit der 1-Norm sowie den durch

definierten linearen Operator X — Y. Dieser ist stetig mit || L|| ., = 3.

Beweis: Die Theorie der Riemann-Integrale impliziert

b
[ aat] < 0-a) sup o] < 0@l

t€(a, b]

fir alle 0 < a < b < 3 und jede stetige Funktion x auf dem Intervall [0, 3]. Wir
erhalten daher via

ILzlly < (1 =0) [lzllx + 3 =1) [lz]x =3 llzllx

die Abschétzung |L||y.,» < 3 nach Supremumsbildung iiber z mit ||z, = 1.
Betrachten wir nun die konstante Funktion xy mit xx(t) = 1 fiir alle t € [0, 3],
so erhalten wir Lxy = (1, 2) und damit ||Lzg|, = 3||z4| . Insbesondere gilt
also auch [|L| ., > 3. O

Theorem (Eigenschaften der Operatornorm) Der Raum Lin(X; Y') bildet mit
[l x,y einen normierten Raum. Dieser ist vollstindig, sofern (Y, [|-[|;-) vollsténdig ist.

Beweis Normeigenschaften: Ubungsaufgabe.

Vollstindigkeit, Teil 1: Wir setzen voraus, dass die Norm in Y vollstindig ist und
betrachten eine Cauchy-Folge (Ly), .y C Lin(X; Y') sowie beliebige ¢ > 0 und z € X
mit  # 0. Dann existiert ein N € N mit

| L — Lm”XY <e/|z| fir alle n,m>N

22Wir haben hier benutzt, dass ||A- B, < ||All, || B||, fiir zwei beliebige Matrizen gilt, sofern fiir

diese die Multiplikation definiert ist. Siehe dazu Analysis 2 oder Einfihrung in die Numerik.
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und dies impliziert
|Lnx— Ly x|y <€ fir alle n, m > N.

Insbesondere ist (L, x), .y eine Cauchy-Folge in Y und daher existiert ein Grenzwert
in Abhéngigkeit von X, den wir als f(z) bezeichnen.

Vollstandigkeit, Teil 2: Wir setzen f(0) := 0 und haben insgesamt eine Abbildung
f X — Y definiert. Aus den Rechenregeln der Konvergenz sowie der Linearitit der
Abbildungen L, ergibt sich

f()\gg+5\3}) :nli_{EoLn ()\x—l—S\i*) :)\JLIEO(L”x)+S\7}i—>I20(Ln£) :)\f(x)+5\f(:i*)

und wir schliefen, dass f linear ist. Wir nennen diese Abbildung von nun an L. Da
jede Cauchy-Folge beschriankt ist, existiert eine Konstante C' mit

| L.y <C fiiralle neN
und fiir jedes x € X mit ||z||, =1 gilt

ol = Jim [|Zoally < timsup (||Lall llo)) <C-

n—oo

Wir haben damit ||L.[lx.y < C gezeigt, d.h. Lo, ist auch stetig und gehdrt zu
Lin(X; Y).
Vollstandigkeit, Teil 3: Sei € > 0 beliebig fixiert und sei N so gew#hlt, dass

HLn—LmHX;Yge fiir alle n, m > N.
Fiir jedes z mit ||z|, =1 gilt
HLnx—meHY§5 fir alle n, m > N
und im Limes m — oo ergibt sich
HLn:E—LOOmHY <e fir alle n > N.
Durch Supremumsbildung iiber alle  mit ||z|y = 1 erhalten wir schlieklich
HLH—LOOHX;YSC” fur alle n> N

und weil € beliebig war, besitzt die Cauchy-Folge (Ly),,c bzgl. der Operatornorm einen
Grenzwert, namlich L. O

Bemerkungen

1. Beachte, dass unsere Notation — wie aber auch alle anderen in der Literatur —
etwas salopp ist: Der Raum Lin(X; Y) sowie die Norm ||-|| ., héngen natiirlich
von den gewahlten Normen in X und Y ab, aber dies wird nicht explizit kenntlich
gemacht.

2. Wir kénnen durch Betrachtung der konstanten Funktionen sogar zeigen, dass die
Operatornorm nur dann vollstdndig sein kann, wenn die Norm im Bildraum Y
vollsténdig ist. Die Vollstédndigkeit von ||-|| ist in diesem Zusammenhang aber
nicht relevant.

3. Sind X und Y jeweils endlich-dimensional, so kann — siehe Lineare Algebra
— jede lineare Abbildung als Matrix mit dim (Y") Zeilen und dim (X) Spalten
dargestellt werden, sofern in X und Y jeweils eine Basis gew#hlt wurde. In der
Funktionalanalysis wird dieses Konzept aber nicht weiterverfolgt und wir werden
keine Matrizen mit unendlich vielen Zeilen oder Spalten betrachten. Basen werden
dariiber hinaus nur in Hilbert-Rdumen verwendet.
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Dualraum Der lineare Vektorraum
X" := Lin(X; K)

heift Dualraum von X und wir schreiben oft ||-||, fiir die entsprechende Operatornorm.
Die Elemente von X* werden lineare Funktionale auf X genannt und abstrakt mit z*
bezeichnet, wobei dann

(", ) = x,(x) € K

die sogenannte Dualpaarung ist. Insbesondere gilt

(2", @)
lz*l, = sup —

=20zl
Bemerkungen

1. Dualrdume sind ganz wesentlich fiir die Funktionalanalysis und wir werden sie
noch sehr viel genauer studieren.

2. Die Definitionen von X* sowie von ||-||, hdngen natiirlich von der gewéhlten Norm
in X ab, wobei sich dies aber wieder nicht in unserer Notation widerspiegelt.

3. Im Fall von X = K¢ (ausgestattet mit der euklidischen Standardnorm) kann X*
sehr einfach verstanden werden: Wenn wir die Elemente von X als Spaltenvektoren
schreiben, so besteht X* gerade aus den Zeilenvektoren und die Dualpaarung ist
gerade die Matrizenmultiplikation. Es gilt also

X1

d
(x*, z) = (x] ... x3) | : :Zx;xj.
j=1

Zq

und mit kleineren Rechnungen zeigen wir

2 2
la*ll, = /12l + ...+ a3

Insbesondere sind in diesem Fall die beiden Rdume X und X* in natiirlicher Weise
isometrisch isomorph zueinander, wobei die entsprechende lineare Bijektion jeden
Spaltenvektor auf den entsprechenden Zeilenvektor abbildet.

4. Wir werden spater verstehen, dass jeder Hilbert-Raum isometrisch isomorph zu
seinem Dualraum ist, wobei dies eine ganz zentrale Erkenntniss sein wird. Dies
ist auch der Grund, warum wir fiir die Dualpaarung dasselbe Symbol wie fiir
Skalarprodukt verwenden.

5. Wir werden auch erkennen, dass jeder Banach-Raum X, sofern er nicht schon
Hilbert-Raum ist, nicht isometrisch isomorph zu seinem Dualraum ist (jedenfalls
nicht in einem linearen Sinne). Viele Banach-Réume (aber nicht alle) haben aber
die Eigenschaft, dass sie isometrisch isomorph zu ihrem Bidualraum X** = (X*)*
sind, also zum Dualraum des Dualraumes. Diese Rdume nennen wir reflexiv.
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Definition FEine lineare Abbildung L : X — Y heifst Einbettung, sofern sie injektiv
und stetig ist. Gilt dariiber hinaus

1]y = ll=llx -

fiir alle z € X, so sprechen wir von einer isometrischen Einbettung falls L nicht surjetiv
ist und andernfalls von einer isometrischen Isomorphie.?

Lemma (Isometrien fiir endlich-dimensionale Rdume) Gilt d = dim X < oo,
so existiert fiir jede Norm auf dem K¢ eine Norm auf X, sodass eine isometrische
Isomorphie L : X — K¢ existiert.

Beweis Fiir eine fixierte Basis eq, ..., e in X kann jeder Vektor x € X via
r=&e +...+&eq

in eindeutiger Weise mit einem Komponentenvektor £ = (&, ..., &) € K? identifiziert
werden, wobei die Zuordnung x ~~» & =: L x in natiirlicher Weise einen Vektorraum-
Isomorphismus L : X — K¢ liefert (siehe Lineare Algebra). Ist auferdem eine Norm im
K¢ fixiert, so wird durch

2]l x = 1L #llga = [[€]lga

eine entsprechende Norm auf X definiert, wobei der Isomorphismus L per Konstruktion
isometrisch ist. O

Bemerkungen

1. Salopp gesprochen besagt das Lemma, dass jeder d-dimensionale Raum X wie der
K¢ aussieht, sofern wir eine Basis in X fixieren und die Normen in R? und X in
konsistenter Weise wihlen. Mit ganz analogen Argumenten hatten wir weiter oben
schon gezeigt, dass alle Normen auf einem endlich-dimensionalen Vektorraum
dquivalent sind.

2. In unendlich-dimensionalen Rdumen kénnen wir jedoch im Allgemeinen nicht so
argumentieren. Wir briauchten unendlich viele Basisvektoren sowie unendlich viele
Komponenten und miissten jedes x € X nicht durch eine endliche, sondern durch
eine unendliche Summe darstellen. Die Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit
einer solchen Reihendarstellung benétigt aber bereits Konvergenzbegriffe in X
und ist im Allgemeinen alles andere als trivial. Wir werden jedoch weiter unten
sehen, dass es zumindest fiir Hilbert-Rdume mit abzahlbarer Basis ein analoges
Resultat gibt.

29Beachte, dass die die isometrische Gleichung in Kombination mit der Linearitéit und der positiven
Definitheit jeder Norm via

1Lz = Lzlly =[[L(z=2)|y = |z -2l x

die Injektivitdt von L nach sich zieht. Insbesondere gilt L(x) = L(Z) dann und nur dann, wenn z und
Z gleich sind.
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Vorlesung 07 : 14. November

1.4 Folgenraume

Vorbemerkung Wir diskutieren in diesem Abschnitt die Folgenrdume iiber einer
abzdihlbaren Indexmenge. In unserer Darstellung wahlen wir diese immer als 7Z, aber
alle Argumente konnen miihelos auf N oder andere Indexmengen iibertragen werden.

Schreibweise Eine reelle oder komplexe Zahlenfolge iiber der Indexmenge 7Z ist eine
Abbildung z : Z — K, wobei wir oftmals

(xj)jezz(..-,$73,x72,$,1,$0,$1,$2,I3,...)
anstelle von z schreiben. Die Menge aller Folgen wird mit K% bezeichnet und ist via
(x+y); =25+, (Az); = Az;

in natiirlicher Weise ein Vektorraum. Fiir jedes € K% sind die p-Normen

]l = sup ||
Z

j€
und
+00 1/p +k 1/p
lell, = 3l = gim 3
j=—c0 j=—Fk

mit Parameter p € [1, co) wohldefiniert, sofern wir den Wert +oc zulassen.*

Beispiele
1. Fiir die konstante Folge mit x; = 1 gilt offensichtlich

+k
lelo =1, falli= lim 3" 1= Jim (2k+1) =00,
j=—k

wobei die Konvergenz im Sinne der uneigentlichen Konvergenz aus Analysis 1 zu
verstehen ist.

30Die letzte Formel stellt klar, dass auch jede doppelt-unendliche Summe via

400 +k
> o= 36
j=—

j=—o00

als Grenzwert einer Folge endlicher Summen zu verstehen ist. Wenn alle Summanden &; nichtnegativ
sind, ist der Grenzwert immer entweder im eigentlichen oder im uneigentlichen Sinne wohldefiniert.
Insbesondere meinen dann Konvergenz und absolute Konvergenz dasselbe. Bei nicht-reellen oder nicht-
negativen Summanden konnen jedoch wieder viele Entartungen bei nicht-absolut konvergenten Reihen
auftreten.
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2. Mit z; = 1/(1 + j?) ergibt sich

ol =20 =10 el = 3 < = (F(p)z) <00,

Jj=—00
wobei I' Gamma-Funktion aus Analysis 1 ist.

3. Fiir jeden reellen Parameter p > 0 betrachten wir

zj=exp (— uljl)

und berechnen ||z|| = zo = 1. Wegen z; = z_; erhalten wir aufserdem

-1 +o00 +o0
|22 = (Z ) +af)+ (Zwﬁ-’) —af+2 ) o

j=—o0 j=+1 j=+1

400 +o0
=142 exp(—pjp) =142 (exp(—pp))’
j=+1 j=+1
exp (—pup) _ l4exp(—pp)

—14+2 —
l—exp(—pp) 1—exp(—up)

und damit

L+exp(—pp) \ "
e, = ( |

1 —exp (—pp)

wobei wir unter anderem die Summenformel fiir geometrische Reihen ausgewertet

haben.

Lemma (fundamentale Ungleichungen) Fiir je zwei Folgen x, y € KZ und alle
Exponenten p € [1, oo] gilt die Minkowski-Ungleichung

1z +yll, < ll=ll, + [lyll,

sowie die Holder-Ungleichung

+00
> gl sl < llall, Nl

j=—o00

wobei p’ wieder der konjugierte Exponent zu p ist und jede Norm auch den Wert +oo
annehmen darf. Auferdem gilt die Einbettungsungleichung

llly < flll,

fiir jedes € KZ und alle 1 < p < ¢ < 0.

Bewets Die Holder- und die Minkowski-Ungleichung kénnen jeweils analog zu den
entsprechenden Ungleichungen im R™ hergeleitet werden (siehe etwa Analysis 2).
Die Einbettungsungleichung kann dann im Anschluss mithilfe der Hélder-Ungleichung
bewiesen werden (siehe die Ubungen). O
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Definition-Lemma (wichtige Folgenrdume) Fiir jedes p € [1, oo] ist die Menge
P(Z; K) = {x e K" : [lz]|, < o0},
ein normierter Raum bzgl. der p-Norm. Dabei gilt
?(Z; K) C ¢1(Z; K)

fiiralle 1 <p < g < o0.

Beweis Mit der Minkowski-Ungleichung kénnen wir leicht nachrechnen, dass ¢?(Z)
reeller Vektorraum — genauer gesagt, ein linearer Unterraum des Vektorraumes RZ
— ist und dass ||| , alle Norm-Eigenschaften erfiillt. Aus der Einbettungsungleichung
ergibt sich auflerdem die letzte Behauptung. O

Bemerkungen

L Fir 1 < p < ¢ < oo gilt zwar ||z, < [z, (siche das Lemma oben), aber es
gibt keine Konstante C, sodass |lz]l, < C [|z|, fir alle z € Z* gelten wiirde.
Insbesondere ist der Raum ¢(Z; K) immer eine echte Teilmenge von ¢4(Z; K).

In der Funktionalanalysis schreiben wir oftmals
P(Z; K) — (1(Z; K)

und sagen, /P(Z; K) bettet stetig in den ¢4(Z; K) ein. Diese Einbettung ist fiir
p < q < oo sogar dicht, aber nicht fiir p < ¢ = oo (Ubungsaufgabe).

2. Die Interpolationsungleichung

1 1/p
lzll, < el )| 2P

kann relativ einfach hergeleitet werden (Ubungsaufgabe) und ist oftmals sehr
niitzlich.

3. Fiir jedes x € KZ kénnen wir
= 1
2]l = Tim ],
zeigen (Ubungsaufgabe), wobei die Limes auf der rechten Seite eine Konvergenz
in R ist.

4. Fir p = 2 (aber nicht fiir p # 2) gibt es ein Skalarprodukt auf ¢#(Z; K), ndmlich

“+oo
(,y) = Z T Y,

j=—o00

wobei die Holder-Ungleichung sicherstellt, dass die unendliche Summe auf der
rechten Seite fir z, y € (*(Z; K) immer im Sinne einer absolut konvergenten
Reihe definiert ist.
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5. Der Raum aller im Unendlichen abklingenden Folgen ist

(P(Z; K) = {z € (*°(Z; K) : lim z; =0}

j—too

und als abgeschlossener Unterraum von ¢*°(Z; K) ebenfalls vollstdndig bzgl. der
oo-Norm (Ubungsaufgabe).

. Fiir jedes k € Z kénnen wir e, € KZ durch

1 firj=k
e = (ek,j)j€Z7 Ck,j = 0 fir ] 7é k

als natiirliche Verallgemeinerungeines kartesischen Einheitsvektors definieren und
mit einfachen Rechnung (Ubungsaufgabe) zeigen wir, dass die Basisdarstellung

n
r = lim E Ties
n—00 7

j=-n

fiir jedes 1 < p < oo und alle z € 7(Z; K) erfiillt ist.

Achtung : Dieses Konvergenzresultat gilt auch bzgl. der co-Normkonvergenz fiir
jedes z € ([ (Z; K), aber nicht fiir alle z € (* (Z; K) (Ubungsaufgabe).
Insbesondere ist ¢>°(Z; K) ein unendlich-dimensionaler Banach-Raum, in dem
keine sinnvolle Basisdarstellung existiert.

. Wir bezeichnen mit

lin(Z; K) = {x € K” : es existiert ein n mit z; = 0 fiir [j| > n}

den Raum aller Folgen auf Z, die nur endlich viele nichtverschwindende Glieder
besitzen. Dieser Raum ist fiir jedes 1 < p < oo immer ein echter Unterraum von
(?(Z; K), der dariiber hinaus fiir p < oo (aber nicht fiir p = co) auch dicht liegt
(Ubungsaufgabe).

. Im Fall von 0 < p < 1 ist die Minkowski-Ungleichung im Allgemeinen falsch und

die Ausdriicke in der Definition von [|-[|, liefern keine Norm mehr.

9. Weitere wichtige Ungleichungen werden in den Ubungen besprochen.

Folgen im Folgenraum Bei Folgen aus K% miissen wir zwei Indizes verwenden. Zum
Beispiel wird durch

n+2
Ty, j = €Xp _1+nj2

eine Folge (2,,),,cy in K” definiert, wobei das n-te Element

Tn = (Imj)jez

selbst eine Folge auf 7Z ist, deren Glieder durch j indiziert sind.
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Definition Eine Folge (), C KZ konvergiert fir n — oo punktweise gegen
Too € KZ, falls

Too,j = lim @, ;
n—oo

fiir jeden Index 5 € Z im Sinne der Konvergenz in K gilt.

Bemerkungen

1. Fiir Folgen in K* haben wir unterschiedliche Konvergenzbegriffe: Die soeben
eingefithrte punktweise Konvergenz sowie die weiter oben abstrakt definierte
Konvergenz bzgl. einer p-Norm, wobei letztere gerade meint, dass ||z, — zoo|,
fiir n — oo gegen 0 konvergiert. Diese Konvergenzbegriffe sind verschieden und
wir miissen bei jeder Grenzwertaussage immer deutlich machen, in welchem Sinn
diese zu verstehen ist. Wir schreiben zum Beispiel oftmals

n—oo n—oo

Tp, —— Ts punktweise bzw. Tn, ———> Ts in der p-Norm,

aber es gibt auch andere Moglichkeiten, die Art der Konvergenz festzuhalten bzw.
anzugeben.

2. Die Konvergenz in einer p-Norm impliziert stets die punktweise Konvergenz, denn
fiir jedes j € Z gilt

0 < |zn,j — Too,j| < [lzn — xooup
Die Umkehrung der Aussage ist im Allgemeinen falsch, d.h. aus der punktweisen
Konvergenz folgt im Allgemeinen nicht die Konvergenz in einer der p-Normen.
Bezispiele
1. Die Folge (x,),,cy mit

1
1+1In(n)+ 52

Ln,j =

konvergiert fiir n — oo in jeder p-Norm gegen das triviale Element x., mit
Tso,; = 0 und damit insbesondere auch punktweise. Fiir p = oo ergibt sich die
Normkonvergenz aus

1 n—oo

<
Toolloo < 1+ 1In(n)

|zn —

und im Fall von p =1 gilt

||I’n—$oo”1:’$n0‘+22|xn]} 1—|—1n +2 Z 1+1n

1+1n / 1+1n )+ t2
0

1 7T n—00

_|._
l+In(n)  2,/1+In(n)

0,
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wobei wir das Integralkriterium fiir unendliche Summen aus Analysis 1 verwendet
haben. Fiir 1 < p < oo folgt

n—oo

|20 — oo ||p 0
aus der Interpolationsungleichung.
2. Die Formel
. (_ 1J )
Ty =€xp| ———

n
definiert eine Folge in K#, wobei z,, wegen

1/p

ol = (5o l=P/) ] =1
mip 1 —exp(—p/n) ’ Mo

fiir jedes p € [1, oo] zu ¢P(Z) gehort (die Formeln kénnen mit 4 = 1/n aus einem
der obigen Beispiele abgelesen werden). Die Folge (z,,) _y konvergiert fiir n — oo
offensichtlich punktweise gegen x., mit

neN

Too,j = 1 fir alle j€Z,

aber diese Konvergenz gilt nicht bzgl. der p-Norm. Fiir p < oo folgt dies zum
Beispiel aus der Tatsache, dass x., gar nicht zu ?(Z) gehort. Fiir p = oo kénnen
wir hingegen leicht zeigen, dass ||z, — 2|, = 1 gilt und daher fiir n — oo nicht
gegen 0 konvergiert.

Graph von x,

+1.0f ....00...‘.

8

o

5 3 3 3 3
o nm nn

= N U a

0.0r

-20 0 +20
Graph von x,
+1_0’¢........'Q'Q....OO0'...00.....0.'..'.'..'

8

5 3 3 3 35
m - n nn
o O

—a g = N

° ° . ®eo,
o0 e0®® . ° ®eee, °
0_07.000888:........0-' ®e 0000000000588 880 0

20 0 +20

Abbildung Die Funktionenfolgen aus dem ersten (oben) und dem zweiten (unten) Beispiel.

Theorem (Vollstandigkeit) Fiir jeden Exponenten p € [1, oo] ist der normierte
Raum (¢7(Z; K), H||p) vollstandig,.

Beweis Teil 1: Wir betrachten eine Cauchy-Folge (z,,),, o in 7(Z) und wollen zeigen,
dass diese bzgl. der p-Norm konvergiert. Fiir jedes j € Z gilt |z, j — @ 4| < [|2, — 24|,
und wir schliefen, dass die Zahlenfolge (z, ;),.y eine reelle Cauchy-Folge ist und
deshalb nach Analysis 1 gegen ein Grenzwert konvergiert, den wir z, ; nennen wollen.
Insgesamt haben damit gezeigt, dass x,, fiir n — oo punktweise gegen ., konvergiert.
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Teil 2: Wir wollen nun indirekt lim,, o |7, — Zoo[, = 0 zeigen und nehmen daher
an, dies sei nicht der Fall. Dann existiert ein € > 0 sowie eine Indexfolge (1), mit
lim;_,, n; = oo, sodass

|20, — ool > €
fiir alle [ € N gilt, und die Cauchy-Eigenschaft liefert einen Index N € N mit
|2 —aill, <e
fiir alle n, K > N. Im Fall von p = oo ergibt sich
a5 — gl < lwn — @, <e

fiir alle j € Z. Wenn wir auf der linken Seite den Grenziibergang k& — oo durchfiihren
und anschliefsend das Supremum iiber j bilden, so erhalten wir

l|zn — xOOHoo <e

fiir alle n > N und damit auch fiir n = n;, sofern [ hinreichend grof ist. Das ist aber ein
Widerspruch und unsere Annahme muss falsch gewesen sein. Im Fall von 1 < p < o0
bemerken wir, dass die Abschétzung

+M

7 o — i l” < o — willh < &
=M

fiir alle n, Kk > N und alle M € N gilt. Wir lassen nun zuerst k& and anschliefslend M
nach oo laufen und erhalten

|z — %onZ <eéf

fiir alle n € N, aber dies liefert wieder einen Widerspruch nach dem Ziehen der p-ten
Wurzel.

Teil 5: Die Dreiecksungleichung impliziert ||z, < |70 — 2nll, + [|2all, < oo fiir
jedes n und damit auch z,, € (P(Z). Insgesamt haben wir damit gezeigt, dass die
Cauchy-Folge (x,,),,cy nicht nur punktweise, sondern auch bzgl. der p-Norm gegen z
konvergiert. O]

Theorem (Darstellung des Dualraumes von (*) Fiir jedes 1 < p < oo existiert
ein isometrischer Isomorphismus E, : %' (Z; K) — 7(Z; K)*, sodass

+o0o
<Epy7 I> = Z y_jxj
j=—00
fiir alle 2 € (7(Z; K) und alle y € (7 (Z; K) erfiillt ist.
Beweis Wir schreiben im Beweis 7 statt ¢?(Z; K) und bezeichnen die Operatornorm

in (¢7)" = Lin(¢?; K) mit [|-],.
Definition von E,y: Die Holder-Ungleichung garantiert

+oo
E: Yjx;

j=—00

+oo
< > wmal < yly ll,

j=—o0
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fiir alle z, y € K% und wir schliefen, dass die angegebene Formel fiir jedes feste y € ¢’
ein lineares Funktional auf ¢7 definiert, dass wir £,y nennen. Insbesondere hangt die
rechte Seite in der Formel in linearer Weise von x ab und die Reihe konvergiert (sogar
absolut) fiir jedes x € (P gegen eine Zahl in K. Aufserdem gilt

1 E,yll, = sup ’ Eyy, x >‘ < Hpra

llzll, <

d.h. das lineare Funktional F, y ist auch stetig bzgl. der Variablen z.

Linearitdt, Stetigkeit und Injektivitdt von E,: Die Abbildung E, bildet ¥ linear
und stetig in den Dualraum von ¢P ab, wobei sich nun alles auf die Variable y bezieht
und die Stetigkeit ebenfalls aus der letzen Abschéitzung abgelesen werden kann. Sei
nun y € (7 fixiert mit £,y = 0. Dann gilt 0 = (E,y, ) fiir alle 2 € 7(Z; K) und nach
Einsetzen der speziellen Wahl x = yy, e, erhalten wir

0=(E,y, ykex) = Tr vk = |ui|’

fiir alle £ € Z und damit y = 0.
Surjektivitit von E,: Sei y* in (¢°)" beliebig vorgegeben. Mithilfe der kartesischen

Basisvektoren (siehe oben) definieren wir nun y € K% durch
Yj = (Ys, €;) fir alle j€Z

und wollen zeigen, dass y wirklich im Raum ¢ liegt und dass auferdem E,y =y
gilt. Dazu bemerken wir, dass nach Konstruktion und wegen der Linearitdat von y* die
Hilfsformel

Z Yjx; = Z Tj (Ys, €5) <y*, Z Zj 6]>

j=-n Jj=-n j=-n

fiir alle n € N und alle x € (P erfiillt ist. Insbesondere gilt

+n +n 1/p
S e <l | 3 ae, = (zw)

j=—n j=—n j==n

aufgrund der Hoélder-Ungleichung und fiir festes n € N testen wir diese Abschétzung
mit der speziellen Wahl

g Ui ;"7 i [] <
J 0 sonst,

die ein Element in ¢P definiert.?! Dies liefert

+n +n 1/p
/ " ' q
>yl <yl (Z ly; [P ))

Jj=n J=—"n P

+n 1/]3,
(z |yj|p) < I,

j=-n

und anschlieffend

31Beachte, dass die Abbildung z + z|z|" =2 auf ganz C und insbesondere im Ursprung stetig ist.

|27

Auf der reellen Achse kann sie auch als z — sgn(z) |z geschrieben werden.
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nach kleineren Rechnungen und unter Ausnutzung von p (p’ — 1) = p’. Im Limes n — oo
erhalten wir

191l < lly"l.

und damit y € 7. Fiir jedes feste z € (P ergibt sich aukerdem

“+o0o
Z yiri=(y", x)

j=—o00

durch Grenziibergang n — oo in der Hilfsformel, wobei die Konvergenz auf der rechten
Seite sich aus der Stetigkeit von y* sowie der weiter oben diskutierten kartesischen
Basisdarstellung von z ergibt. Es gilt also y* = £,y und damit auch |ly*[|, < ||y ,. O

Bemerkungen

1. Das Theorem garantiert ¢*'(Z; K) = (?(Z; K)* und wir werden beide Riume
oftmals stillschweigend miteinander identifizieren, d.h. wir geben FE, nicht explizit
an, sondern schreiben

+oo
<y7 l’> = Z y_jxj

j=—o00

mit y € ¢ (Z; K) und = € (?(Z; K). Beachte aber, dass es sich fiir p # 2 eben
nicht um ein Skalarprodukt der Elemente eines Hilbert-Raumes, sondern um eine
Paarung von Elementen zweier verschiedener Rdume handelt, wobei der fiir y
dual zum Raum fiir x ist.

2. Wegen 2/ = 2 ist (*(Z; K) isometrisch isomorph zu seinem eigenen Dualraum.
Wir werden sehen, dass dies in jedem Hilbert-Raum so ist.

3. Eine zweifache Anwendung des Theorems zeigt, dass (P(Z; K) fir 1 < p < oo
immer isometrisch isomorph zu seinem Bidualraum ist (Reflezivitat), denn es gilt

ja (') =p.
4. Einen analogen Darstellungsatz werden wir weiter unten bei den LP-Raumen

kennenlernen. Der Beweis ist aber deutlich schwieriger und bendétigt nichttriviale
Resultate aus der Lebesgueschen Mafs- und Integrationstheorie

5. Mit ganz dhnlichen Argumenten kénnen wir
02(Z; K) = ((1(Z; K))", ((2; K) = (6°(2; K))

beweisen, denn sowohl in ¢*(Z; K) als auch in ¢°(Z; K) gilt das oben diskutierte
Konverenzresultat bzgl. der kartesischen Einheitsbasis.

Ausblick: Der Dualraum von ¢*(Z; K) ist grofer als Der Raum ¢4 (Z; K) ist nicht
isomorph zum Dualraum von ¢>°(Z; K), sondern nur zu einem echten Unterraum,
denn es gibt auch translationsinvariante Funktiionale auf *°(Z; K), die nicht von
einem Element aus ¢'(Z; K) erzeugt sind. Siehe dazu die Hausaufgaben.
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Erganzung* Fiir jedes 1 < p < oo wird durch

(Dy(@)), = 2l Ja, 2,

eine Abbildung D, : *(Z; K) — (Z; K) definiert und mit kleineren Rechnungen
zeigen

HDp(x)

(3 !DA@AP’)QM -3 B (3 1) e

Jj=—00 j=—00 j=—00

sowie
Dy (Dy(x)) =2

fur alle x € (?(Z; K). Aus Sicht des Theorem kann D, also bijektive Abbildung von
(?(K; Z) in seinen Dualraum betrachtet werden und wird daher Dualitédtsabbildung
genannt. Dabei ist D, fiir p = 2 linear, fiir p # 2 aber nichtlinear.

Ausblick*: Fiir jeden Banach-Raum X wird durch

Dx(z) = {a" € X" : [la"|[}, = (2", 2) = |lallx }

eine entsprechende Dualitdtsabbildung Dy definiert, wobei diese aber im Allgemeinen
nichtlinear und mehrdeutig ist, d.h. Dx(x) ist fiir jedes x eine Teilmenge von X*.
Fiir reflexive Rédume ist Dy jedoch eindeutig (Dx(x) enthdlt dann immer genau ein
Funktional) und fiir Hilbert-Raume sogar linear.
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Kapitel 2

Grundprinzipien

Vorlesung 08 : 16. November

2.1 Satz von Baire

Theorem (Satz von Baire, Version 1) Sei (X, ||-||) ein Banach-Raum und sei
(On) ey €ine Folge von offenen und dichten Teilmengen O,, € X. Dann liegt auch die
Menge

O =) On
n=1
dicht in X.!

Beweis Wir miissen zeigen, dass jede nichtleere offene Kugel B, (z) in X mindestens
einen Punkt enthélt, der auch zu O, gehort. Wir fixieren daher xy € X sowie g5 > 0
beliebig und konstruieren zunéchst zwei Folgen

(wn)neN CcX, (€n)neN CR

durch folgende die Rekursionsvorschrift: Im n-ten Schritt bemerken wir, dass es wegen
der Dichtheit von O,, mindestens einen Punkt z, in der Kugel B. _ (x,_1) gibt, der
auch in O, liegt. Da der Durchschnitt zweier offener Mengen wieder offen ist, finden
wir sogar einen Radius &, > 0 mit

Bz, (x,) C Be, (tp-1)N O,
und setzen
En = % min{&,, €,-1}.
Nach Konstruktion gilt damit
B., (1,) C B.,_,(n_1)NO,, 0<e, < %sn_l

fiir alle n € N und mit einem einfachen Induktionsbeweis zeigen wir

Bey(w0) D Be,(21) D Bey(z9) D ... D Be, (¥4) D Bep (Tn31) D - ..

!Die Menge O, ist als unendlicher Durchschnitt offenener Mengen nicht unbedingt offen.
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sowie
0<eg, <277,
Das verallgemeinerte Prinzip der Intervallschachtelung (siehe die Hausaufgaben und

beachte, dass hier die Vollstindigkeit von X einflieft) garantiert die Existenz und
Eindeutigkeit eines Punktes x,, € X mit

Too = Jirgoxn, {0} = QBgn(xn).

Insbesondere gilt
Too € B, (z,) C O, und damit x, € O,

sowohl fiir n = 0 als auch fiir jedes n € N und wir schliefsen, dass der Schnitt von
B, (o) und O, nicht leer ist. Da ¢ und z( beliebig waren, folgt die Behauptung. [

Theorem (Satz von Baire, Version 2) Sei (X, ||-||) ein Banach-Raum und sei
(A,)>2 | eine Folge abgeschlossener Teilmengen A,, C X, sodass

Ay = QAn

einen inneren Punkt besitzt. Dann besitzt auch mindestens eine der Mengen A,, einen
inneren Punkt.

Bewets Wir nehmen an, die Behauptung sei falsch. Dann besitzt fiir jedes n € N die
Menge A,, keinen inneren Punkt und wir schliefsen, dass

O,:=X\A4,

sowohl offen als auch dicht ist (jeweils bzgl. ||-||). Die erste Version des Satzes von Baire
zeigt, dass die Menge

Oy = ﬁOn

ebenfalls dicht liegt und ihr Komplement daher keinen inneren Punkt enthélt. Die
Rechenregeln der Mengenoperationen implizieren aber

X\Om:X\mon) ~Unvo) - UJai- ..

d.h. das Komplement von O, enthélt nach Voraussetzung doch einen inneren Punkt.
Das ist der gesuchte Widerspruch. O]
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Bemerkungen

1. Wir haben die zweite Version des Satzes von Baire mit der ersten bewiesen, aber
wir konnen die erste auch mithilfe der zweiten herleiten (Ubungsaufgabe).

2. Beide Versionen des Satzes von Baire gelten auch in jedem vollstandigen
metrischen Raum, wobei die Beweise ganz analog gefiihrt werden kénnen. Auf
die Vollstiandigkeit kann aber nicht verzichtet werden, wie das nachfolgende
Gegenbeispiel zeigt.

3. Der Satz von Baire wird selbst nicht sehr haufig verwendet, aber dafiir einige
seiner Implikationen. Insbesondere der Satz von Banach-Steinhaus, der Satz von
der offenen Abbildung sowie das Prinzip der gleichmdf$igen Beschrinktheit

Gegenbeispiel Wir betrachten X = {4, (Z; R) mit der co-Norm als Beispiel fiir einen
nicht vollstindigen Raum sowie die Mengen

A, = {z €R” : 2; =0 fiir alle j € Z mit [j| >n}

mit n € N. Mit einfachen Argumenten (Ubungsaufgabe) zeigen wir, dass jede Menge A,,
abgeschlossen ist und keinen inneren Punkt enthélt. Andererseits ist A, = |-, A, der
gesamte Raum X und enthélt damit innere Punkte (hier sogar alle x € X). Insgesamt
schliefen wir, dass die Behauptung des Baireschen Satzes im Raum X nicht richtig ist.

Definition SeiU C X eine beliebige Teilmenge von X. Wir nennen U nirgends dicht,
wenn ihr Abschluss cls (U) keinen inneren Punkt enthilt, d.h. falls int (cls (U)) = 0
gilt. Die Menge U heifit hingegen mager (oder Menge der 1. Kategorie), wenn sie als
abzéhlbare Vereinigung nirgends dichter Mengen dargestellt werden kann. Ist U jedoch
nicht mager, so sprechen wir von einer fetten Menge (oder Menge der 2. Kategorie).

Bemerkungen

1. Das Standardbeispiel fiir eine magere bzw. fette Menge ist Q bzw. R\ Q als
Teilmenge von R.

2. Die Baireschen Kategorien geben uns die Mdéglichkeit, die ,,Grofse” einer Mengen
mit topologischen Konzepten zu charakterisieren.

3. Es gibt auch eine Analogie zur allgemeinen Mafstheorie, wobei die mageren

Mengen den Nullmengen und die fetten Mengen den Mengen mit positiven Maf
entsprechen.?

Korollar (Folgerungen aus dem Satz von Baire) In jedem Banach-Raum gilt:
1. Das Komplement einer mageren Menge ist dicht.

2. Jede offene und nichtleere Teilmenge von X ist fett.

’Die Standardreferenz ist hier: J.C. OXTOBY, Measure and Category, Springer 1980.
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Beweis Teil 1: Wir betrachten eine magere Menge U und schreiben U = |J,~ | N,,,
wobei jede Menge N, nirgends dicht ist. Fiir jedes n € N enthélt die abgeschlossene
Menge A, := N,, O N, keinen inneren Punkt und die offene Menge O,, :== X \ A, ist
dicht. Die erste Fassung des Satzes von Baire garantiert, dass die Menge O ==, —, O,
dicht liegt und in Kombination mit

X\UzX\(GNn> QX\(GAn> :ﬁ(X\An):ﬁOn:Ooo

schliefen wir, dass auch X \ U dicht ist.

Teil 2: Wir betrachten eine beliebige offene Menge U # () und nehmen als Antithese
an, dass U = UZOZI N, fiir nirgends dichte Mengen N,, gilt. Wir setzen A, := N,, und
bemerken, dass jeder innere Punkt von U auch innerer Punkt von

AOO::GAnQ GNn:U
n=1 n=1

ist. Aus der zweiten Version des Satzes von Baire ergibt sich, dass mindestens eine der
Mengen A,, einen inneren Punkt enthélt, aber dies ist ein Widerspruch, da N, nirgends
dicht ist. ]

Anwendung auf stetige Funktionen Wir betrachten den Raum X = C(I; R)

tiber dem Intervall I = [0, 1], den wir wir iiblich mit der co-Norm ausstatten, sowie
die Mengen
ty) — x(t E—1 k
Ank::{ajeX: M‘gnﬁiralletl,he[ ,—}}

' t2 — tl n n

und
On:=X\A,, Ay=[]JAux
k=1

mit n € Nund k € {1, ..., n}.

Resultat Die Menge O = |J —, O, ist dicht, aber jede Funktion aus dieser Menge
ist an keiner Stelle differenzierbar.

Folgerung: Jede stetige —und damit auch jede stetig differenzierbare Funktion auf
I kann in der co-Norm beliebig genau durch eine nirgends differenzierbare Funktion
approximiert werden.

Lemma: Fiir jedes n € N ist O,, ist offen und dicht.

Beweis: Jede Menge A,, i, ist abgeschlossen, da die Konvergenz in der oo-Norm auch die
punktweise Konvergenz impliziert. Also ist A, als endliche Vereinigung abgeschlossener
Mengen auch abgeschlossen und das Komplement O, ist offen. Zum Nachweis der
Dichtheit von O, fixieren wir n € N, z € X sowie € > 0 beliebig und approximieren x
zunachst durch eine stiickweise lineare Interpolation z. Genauer gesagt, wir setzen

i(t) = (j—mt)x(j;nl> +(mt—j+1)x<%> fir te (% %)
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und zeigen mit elementaren Abschétzungen dass fiir jede hinreichend grofe Wahl von
m die Abschéatzung

lz = &l < 3¢

gilt. Anschlietend betrachten wir
saw(I%t)
l

wobei saw eine stetige ,,Sigezahnfunktion® ist® und bemerken (siehe die nachfolgenden
Bilder), dass

T(t) =z +

|z —z|| < s5¢ sowie z €O,

N |—=

fiir jede hinreichend grofse Wahl von [ € N erfiillt ist. O

Lemma: Die Menge
Uy :={ze€X : f(ty) existiert fiir ein ty € I}
ist im Komplement von O, enthalten.

Beweis: Wir nehmen als Antithese an, dass eine z» € Uy in allen O,, enthalten ist und
fixieren ¢4 als Differentiationsstelle von 4. Dann existieren Zahlenfolgen (t1,,,), . und
(21?n)n€N mlt

2

)
n

m#(tln) — Ty (tl, n)

P— >n, |ty —tun| +|tg — o] <
2,n = UI)n

d.h. x4 besitzt fiir jedes n in der Nédhe von t4 einen Sekantenanstieg grofier als n. Die
Differenzierbarkeit von x4 in t4 garantiert jedoch

wy(t) = xgp + ' (ty) (t—ty) +o( |t — tyl),

und wenn wir dies fiir ¢ = 5 , und ¢ = ¢; ,, auswerten, ergibt sich ein Widerspruch fiir
alle grofsen n. O

Bemerkung: Mit mehr Aufwand kann man zeigen, dass Uy eine magere Menge ist.

Interpretation: Die ,,meisten stetigen Funktionen sind an keiner Stelle differenzierbar.

Abbildung Zur Approximation einer stetigen Funktion (schwarzer Graph) auf dem Intervall I durch
stiickweise lineare Funktionen mit nicht-kleiner Ableitung: Zu einer linearen Interpolation (obere
Reihe) addieren wir eine Ségezahnfunktion mit kleiner Amplitude und hoher Frequenz (untere Reihe).

SEin konkretes Beispiel ist saw(z) = —4|t — [t] —1/2|, wobei [-| die Gauksche Klammer des
Abrundes ist.
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’Vorlesung 09 : 21. November

2.2 Satz von Banach und Steinhaus

Annahme In diesem Abschnitt ist (X, ||-||) ein Banach-Raum und (Y, ||-||y/) ein
normierter Raum.

Lemma (Prinzip der gleichmifigen Beschrianktheit) Sei (f;),.; eine beliebige
Familie stetiger Funktionen f; : X — Y, sodass

Cy = sup || fi(2)]|,,
i€l

fiir jedes x € X endlich ist. Dann existieren ein x4 € X, ein Radius €4 > 0 sowie eine
Konstante Cx < 0o, sodass

C, <Cyu firalle z € B.,(v4).

Hierbei ist I eine beliebige Indexmenge.*

Beweis Fiir jedes n € N definieren wir
An::{xeX :ngn}

und bemerken, dass nach Voraussetzung

U
n=1

gilt. Aukerdem ist jedes A, abgeschlossen, denn ist (x3),.y C A, eine konvergente
Folge mit Grenzwert x,, € X, so gilt

0 < | filzao)|ly = Jim | filz)|ly <m0

aufgrund der Stetigkeit von |-||y- o f; fiir jeden Index i € I, und wir erhalten z,, € A,.
Die zweite Version des Satzes von Baire liefert eine Zahl ny € N, einen Punkt 2z, € X
sowie einen Radius ey, sodass die abgeschlossene Kugel B. ,(r4) ganz in A, liegt.”
Die Behauptung folgt nun mit Cy = ny. [

Bemerkungen

1. Ein analoges Resultat gilt (mit demselben Beweis), wenn X nur ein vollstandiger
metrischer Raum ist.

2. Die Abbildungen f; miissen hier nur stetig, aber nicht unbedingt linear sein.

4Insbesondere kann I {iberabzihlbar sein.
®Jede offene Kugel um x4 enthilt jede abgeschlossene Kugel um x4 mit kleinerem Radius.
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Theorem (Satz von Banach und Steinhaus) Ist (L;),., eine Familie aus
Lin(X; Y), sodass

sup HszHY < 00
el

fiir alle x € X erfiillt ist, so gilt auch

sup “Li“X~Y < 00,
el ’

d.h. die Operatoren L; sind gleichméafig beschrankt.

Beweis Wir wéhlen x4, » und Cy wie im vorherigen Lemma (angewendet mit
filx) = L; z). Seien nun i € I sowie Z € X mit ||Z||y = 1 beliebig fixiert. Der Vektor

T=Tyt+eul
liegt dann in der Kugel B. 4 (z4) und wegen
|1Ziall, < Cy

erhalten wir

$—l’# _ Hsz—LZx#HY

Izl = |z

4 Y 4
IZi @lly + || Li vgl], < a0y
e E4

=:C,

wobei die endliche Konstante C' weder von & noch von ¢ abhéngt. Da & ein beliebiger
Vektor aus der Einheitssphire in X war, ergibt sich [|Li[|y.y < C fiir alle 7 € I und
damit die Behauptung. O]

Gegenbeispiel Auf dem nicht-vollstdndigen Raum X = /4,(Z; R) (ausgestattet mit
der co-Norm) wird durch

(x}, x) ==nx,

fir jedes n € N ein lineares und stetiges Funktional z} € X* = Lin(X; R) definiert
(das hier an die Stelle von L, tritt). Durch einfache Rechnungen zeigen wir

v« = |||l x.g die Operatornorm im Dualraum von X ist. Andererseits gilt aber

*

T

. *
=n und damit sup ||l‘n‘ = 00,
eN

X*

wobei |||
auch

sup | (), )| < oo
neN

fir jedes feste x € X, da (x}, z) = 0 wegen des endlichen Trégers von x fiir alle
hinreichend grofien n gilt. Insgesamt schliefen wir, dass das Prinzip der gleichméfigen
Beschranktheit in nicht-vollstdndigen Rdumen X im Allgemeinen nicht richtig ist.
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Korollar (punktweise Grenzwerte linearer und stetiger Abbildungen) Sei
(Ly)pen C Lin(X;Y) eine Folge, sodass

Loz:=1lim L,z fir alle 2z € X

n—oo

wohldefiniert ist. Dann ist auch L, linear und stetig.

Bewetis Die Linearitat von L., folgt unmittelbaraus der punktweisen Konvergenz
in der Voraussetzung, Auferdem ist fiir jedes x € X die Zahlenfolge (|[L, [y ), oy
konvergent und damit beschrinkt in R. Die Stetigkeit von L., ergibt sich daher aus
dem Satz von Banach und Steinhaus. O

Bemerkungen

1. Das Korollar garantiert zwar die Stetigkeit des punktweisen Grenzwertes L,
aber im Allgemeinen nicht die Konvergenz in der Operatornorm ||| ., Siehe
dazu das nachfolgende Gegenbeispiel.

2. Wir werden unten mit dem Korollar den Weierstraftschen Approximationssatz
und verwandte Resultate herleiten.

Gegenbeispiel Mit X := (P(Z; R) fiir 1 < p < oo und Y := R betrachten wir fiir
jedes n das Funktional =} € X™ mit

(zh, 2) =L (2_n + 24y) -

Da jedes z € X als summierbare Folge auf Z im Unendlichen abklingt, konvergiert x;
fiir n — oo punktweise in X gegen das Nullfunktional % mit (z%_, x) = 0. Es gilt aber
offensichtlich®

||x;kL _xZoHX* = sup %|x—n+x+n| 2 %7
2l x =1

*
[oop]

d.h. z konvergiert fiir n — oo zwar punktweise gegen z , aber eben nicht in der

Operatornorm in X*.

Bemerkung: Im konkreten Fall liefert der Satz von Banach-Steinhaus iiberhaupt keine
interessanten Informationen, denn Stetigkeit des Nullfunktionals ist offensichtlich und
muss nicht begriindet werden.

Erginzung: Wir hatten oben gesehen, dass 7 (Z; R) isometrisch isomorph zu X*, dem
Dualraum von ¢P(Z; R) ist. Im konkreten Beispiel gilt e = E, (e_n + e+n), d.h. jedes
Funktional z entspricht einer Konvexkombination zweier kartesischer Einheitsvektoren
im Folgenraum.

2.3 Satz von der offenen Abbildung

Definition Eine Abbildung f : X — Y zwischen zwei normierten Rdumen X und
Y heifst offen, wenn fiir jede offene Teilmenge O aus X ihre Bildmenge f(O) offen in
Y ist.

1
5-
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SMit x = e, gilt |||y =1 und (2}, z) =
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Bemerkungen

1. Stetige Funktionen sind in der Regel nicht offen. Die einfachsten Gegenbeispiele
sind konstante Funktionen oder lineare, aber nicht surjektive Funktionen auf
endlich-dimensionalen Réumen.”

2. Bei einer bijektiven Funktion f : X — Y ist Offenheit dquivalent zur Stetigkeit
der Umkehrabbildung f~! : Y — X, aber es gibt auch offene Abbildungen, die
nicht invertierbar sind,

3. Die Bildmenge eines Komplements ist in der Regel nicht das Komplement der
Bildmenge®, d.h. im Allgemeinen gilt f(X \U) # Y \ f(U) fiir Teilmengen
U C X. Insbesondere konnen wir selbst bei einer offenen Abbildung ohne weitere
Informationen nichts iiber das Bild abgeschlossener Mengen sagen.

4. Wir werden unten auch die Abgeschlossenheit linearer Abbildungen definieren,
wobei aber ein anderes Konzept verwendet wird.

Lemma (dquivalente Charakterisierung linearer offener Abbildungen) Ist
(X, ||l x) vollstandig, so sind fiir jedes L € Lin(X;Y') die folgenden drei Aussagen
paarweise dquivalent:

1. L ist offen.
2. Es existiert ein £ > 0 mit B: y(0) C L(By, x(0)).

3. Es existiert ein e > 0 mit B, y(0) C cls (L(By,x(0))).

Hierbei meint B, x(0) bzw. B, y(0) die Kugel von Radius ¢ um 0 im Raum (X, |||/ y)
bzw. (Y, [|[ly)-

Beweis 1.= 2. : Nach Voraussetzung ist L(B; x(0)) und 0 = L0 € Y ist daher ein
innerer Punkt.

2. = 1.: Sei U eine beliebige offene Teilmenge von X und sei y € L(U) beliebig
fixiert. Wir wihlen z € U mit Lz = y und anschliefend § > 0 mit B; x(z) C U. Fir
jedes § € B.sy(y) liegt 6 '(g — y) in B y(0) und kann daher als L& mit & € By x(0)
geschrieben werden. Damit erhalten wir

J=y+66 (J—y)=Lr+6Li=L(x+6%), r+8% € Bs x(r)CU.

Da g beliebig war, haben wir gezeigt, dass die ganze Y-Kugel mit Radius € um y in
der Bildmenge von U liegt. Und weil y beliebig war, folgt die Offenheit von L(U) in Y.
2. = 3.: Die Voraussetzung kombiniert mit elementaren Argumenten impliziert

Be/a,(0) € Bey(0) € L(B1,x(0)) C cls (L(By, x(0)))

und damit das gewiinschte Resultat mit /2 anstelle von ¢.

3. = 2.: Sei y € B. y(0) beliebig fixiert. Wie setzen y, := y und definieren zwei
Folgen (7),cn, € B1,x(0) und (y)4en, C B..y(0) durch Iteration der folgenden zwei
Vorschriften:

"Beachte auch, dass das Bild einer abgeschlossenen Menge unter einer stetigen Funktion nicht
abgeschlossen sein muss. Ein nichtlineares Gegenbeispiel ist die skalare Funktion arctan : R — R, die
die abgeschlossene Menge R bijektiv auf das offene Intervall (—7/2, +7/2) abbildet.

8Dies ist ein Beispiel, dass die Bild- und die Urbildoperation sehr unterschiedliche Eigenschaften
haben.
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(i) Zu jedem y;, wihlen wir z; mit
leellx <1, llye = Lally <e/2.
(ii) Ausgehend von xj und yy setzen wir ygi1 := 2 (yx — Lxg) .
Fiir jedes k € Ny gilt dann

Loy =yr — 2" Y

und nach Division durch 2* zeigen wir

L Z 27 Fpy = Z (271g yp — 2781 Z/k+1) =150 — 27" W
k=0 k=0

durch Summation, wobei

Yol ey <D 27 <D 2 =2, yally <e
k=0 k=0 k=0

fiir alle m € N erfiillt ist. Aufgrund der Vollsténdigkeit von X (siehe die Hausaufgaben
zur absoluten Konvergenz von Reihen in Banach-Réumen) sowie der Stetigkeit von L
erhalten wir

y=y =L (i 2%) , i 27 || <2
k=0 k=0 X
im Limes m — oco. Da y beliebig war, ergibt sich
B.y(0) C L(Bs,x(0))
und damit auch
B. v(0) C L(Bs x(0)).
Die Homogenitat von L impliziert schliefslich
B./3,y(0) € L(By,x(0))
und damit das gewiinschte Resultat mit /3 anstelle von e. [

Bemerkungen

1. Die Aquivalenz 1. < 2. wird relativ hiufig verwenden und ist gliicklicherweise
nicht allzu schwer zu zeigen. Die Implikation 3. < 2. erfordert jedoch einen
sehr technischen Beweis und wir bei uns im Beweis des Satzes iiber die offene
Abbildung Verwendung finden.

2. Bei einer stetigen Abbildung L die Menge L(CIS(U )) immer in der Menge
cls (L(U)) enthalten,’ es handelt im Allgemeinen um eine echte Teilmenge.
Insbesondere ist die zweite Menge keine Teilmenge der ersten (andernfalls konnte
der Beweis des Lemmas wesentlich vereinfacht werden).

Fiir y = L2 mit « € cls (U) gilt immer y = lim, o Lz, fiir eine geeinete Folge (zy,),,cn C U.
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’Vorlesung 10 : 23. November‘

Theorem (Satz von der offenen Abbildung) Sind (X, ||-||y) und (Y, ||-||y) zwei
Banach-Réume, so gilt: Eine Abbildung L € Lin(X; Y) ist genau dann offen, wenn sie
surjektiv ist.

Beweis Hinrichtung: Ist L offen, so liefert das vorherige Lemma einen Radius € > 0,
sodass B. y(0) ganz im Bildraum L(X) enthalten ist. Insbesondere existiert fiir jedes
0#yeYenze X mielyly'y = Lz und dies impliziert, dass y das Bild von
e~ ! |lylly « unter L ist. Da auferdem 0 = L0 gilt, haben wir insgesamt gezeigt, dass
L surjektiv ist.

Riickrichtung: Ist L surjektiv, so betrachten wir die abgeschlossenen Mengen

Ay = cls (L(Ba(0)) €Y.

Nach der zweiten Version des Satzes von Baire (angewendet auf den vollstdndigen
Raum Y) gilt

Bé#,Y(y#> C An#

fiir geeignete Wahlen des Index ny, des Punktes y, und des Radius 4. Da L surjektiv
ist, wahlen wir x4 mit y4 = L 24 und setzen

— S
gy + ||yl x

Sei nun y € B. y(0) beliebig fixiert. Dann kénnen wir fiir den Punkt
Ji=yp+elepy € Be,(ys) C An,
nach Definition von A, eine Folge (7),cy in By, x(0) wihlen, sodass

k—oo ~

Lz, ——— vy,
und mit
ry = eyt (E — 14)
erhalten wir die strikte Ungleichung
lzell < e ([2ally + llallx) <eez (ng +[lrglly) =1 firalle keN
sowie
Lay=cey' (Liy— Lay) %5 ce' (G—yp) =v.

Da y beliebig war, haben wir gezeigt, dass die offene Y-Kugel vom Radius £ im
Abschluss der Menge L(Bj, x(0)) enthalten ist und dies impliziert auch

B. y(0) = cls (B.,y(0)) C cls (L(B1,x(0))) .

Die Offenheit von L ergibt sich aus dem vorherigen Lemma. O
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Gegenbeispiel Wir definieren durch

(Lx); =

1+ 5]

einen linearen Operator L : X — Y zwischen den Banach-Rdumen X := ¢*°(Z; K) und
Y := {3 (Z; K), wobei wir beide jeweils mit der co-Norm ausstatten. Die Abbildung L
ist stetig, aber weder offen noch surjektiv.

Beweis: Es gilt offensichtlich ||L z|| < ||z, sowie
L(B1x(0) = {y € £*(Z; K) : sup (1 +1j]) lys] <1}
je

Diese Menge enthélt aber keine kleine Kugel um 0, denn fiir jedes € > 0 liegt y. mit

g
L+ /14l

zwar in Y, aber nicht im Bild von L. O

Korollar (Stetigkeit inverser linearer Abbildungen) Die Umkehrabbildung
einer linearen, stetigen und bijektiven Abbildung zwischen zwei Banach-Réaumen ist
ebenfalls linear und stetig.

Beweis Die Existenz bzw. Linearitit der Umkehrabbildung L' : Y — X ergibt sich
unmittelbar aus der Bijektivitdt bzw. der Linearitdt von L : X — Y. Die Stetigkeit
von L~! ist eine Konsequenz des Satzes von der offenen Abbildung. n

Bemerkungen

1. Die Vollstéandigkeit des Bild- sowie des Urbildraumes ist wieder sehr wichtig.

Gegenbeispiel Mit X =Y = l5,(Z; K) und irgendeiner p-Norm betrachten wir
den linearen und bijektiven Operator L mit

(Lx); =x;/(1+4%)  und (L_ly)j =(1+5%)y;.
Dann ist L, aber nicht L™! stetig.!”

2. Dieses Korollar ist von zentraler Bedeutung in der Funktionalanalysis und stellt
eine der wichtigsten Folgerungen des Satzes von Baire dar.

3. Es existiert kein Analogon fiir nichtlineare Abbildungen zwischen vollstéandigen
metrischen Rdumen, obwohl es dort einen Satz von Baire gibt.

4. Jede invertierbare Abbildung L € Lin(Y; X) ist also Quasi-Isometrie, d.h. es
existieren zwei Konstanten 0 < ¢ < C' < 0o, sodass

cllz|lxy < || Lzlly <Clz|ly fir alle =€ X.

10Beachte, dass L, aber nicht L~! auf ¢?(Z R) definiert werden kann.
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Umgekehrt ist jede Abbildung mit dieser Eigenschaft offensichtlich injektiv,
aber nicht unbedingt surjektiv.!!' Sie vermittelt aber eine lineare und stetig
invertierbare Abbildung zwischen X und dem Bildraum L(X).

5. Sind X und Y zwei Banach-Réume, so ist die Menge aller bijektiven Abbildungen
aus Lin(X;Y) offen bzgl. der Operatornorm ||-|| . (Ubungsaufgabe). Oder
anders gesagt: Invertierbarkeit ist robust unter kleinen Stérungen im Raum der
linearen und stetigen Abbildungen.

Korollar (zur Aquivalenz von Normen in Banach-RAumen) Seien |||, und
|||}, zwei jeweils vollsténdige Normen auf demselben Vektorraum X, sodass

1]l < Ca 1]l

fiir eine geeignete Konstante C,, sowie alle x € X gilt. Dann existiert auch eine
Konstante (Y, mit

1z, < Cra [l

fiir alle x € X.
Beweis Ubungsaufgabe. O]

Bemerkungen

1. Es ist im Korollar sehr wichtig, dass X bzgl. beider Normen vollstandig ist.

Gegenbeispiel: Der Vektorraum X = C(I ;R) mit I = [a, b] ist vollstdndig bzgl.
der oo-Norm, aber nicht bzgl. der 1-Norm. Wir hatten auch schon gesehen, dass
zwar ||z||; < (b—a) x| fir alle z € X gilt, aber dass es andererseits keine
Moglichkeit gibt, |||, nach oben durch ein Vielfaches von |-||, abzuschétzen.
Denn es gibt Folgen (), in X mit lim, o ||z, = 1 und lim,,_, ||2,][, = 0.

2. Mit dem Auswahlaxiom kann gezeigt werden, dass es fiir dim X = oo viele Paare
nicht dquivalenter, aber jeweils vollstandiger Normen gibt.

Korollar (zur Abgeschlossenheit des Bildes) Seien (X, ||-||y) und (Y, [|-|ly)
zwei Banach-Raume und sei L € Lin(X; Y) ein injektiver Operator. Dann ist die lineare
Umkehrabbildung L™' : L(X) — X genau dann stetig, wenn L(X) ein abgeschlossener
Unterraum von Y ist.

FEin einfaches Beispiel fiir eine nicht invertierbare Quasi-Isometrie ist L : R — R3 mit

Dann gilt sogar ||L z||gs = ||||ge, aber L ist nicht surjektiv.
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Beweis Vorbemerkung: Y := L(X) ist offensichtlich ein linearer Unterraum von Y.

AuRerdem ist (37, |[ly) genau dann ein Banach-Raum, wenn Y abgeschlossen in Y ist
(Ubungsaufgabe).

Hinrichtung: Sei L' : Y — X stetig und sei (Un)pen eine Cauchy-Folge in Y. Dann
ist (zn),cy Mit @, == L7 §, wegen

lzn = @nllx < Cllgn =Gl C= 1275,

eine Cauchy-Folge in X und konvergiert daher gegen ein z., € X. Die Stetigkeit von L
impliziert dann aber, dass g, = L, fir n — 00 gegen ys := LT in Y konvergiert.
Inbesondere gilt also y., € Y und wir haben gezeigt, dass Y vollstéindig bzgl |- ||y ist.
Riickrichtung: Ist Y abgeschlossen, so ist L : X — Y sowohl bijektiv als auch stetig
und die Behauptung folgt aus dem Satz von der offenen Abbildung, sofern dieser mit
den Banach-Réumen (X, ||-||) und (37, I|ly-) verwendet wird . O
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Vorlesung 11 : 28. November

2.4 weitere Resultate

Theorem (Neumann-Reihe fiir inverse Abbildungen) Sei K : X — X eine
lineare Kontraktion des Banach-Raumes X, d.h.

ko= ||K |, x < 1.

Dann ist Id — K bijektiv und der inverse Operator kann via
(Id - K)~ ZK’f ld+ K+ K>+ K*+...

als absolut konvergente Reihe im Banach-Raum Lin(X; X') dargestellt werden.

Beweis Wir betrachten die durch
L,=9Y K*
k=0

definierte Folge (L;),cy von linearen und stetigen Operatoren L, : X — X. Nach
Voraussetzung gilt!'?

k—o00

0 <K gy SIE|5x <8 == 0

HX;X

sowie

n

n n 0
k=0

k=0 k=0 k=0

und wir schliefen (siehe die Hausaufgabe zu absolut konvergenten Reihe und beachte,
dass Lin(X; X) mit der Operatornorm ein Banach-Raum ist), dass die Konvergenz

L, 7% Le:=)Y K*
k=0
bzgl. |||, x erfiillt ist. Andererseits ergibt sich
n+1

(Id—K)L" = L" (Id — K) ZKk ZKk_Id Kt

aus direkten Rechnungen und impliziert im Limes n — oo, dass L. der inverse

Operator zu Id — K ist.!3 O
2Wir benutzen hier, dass
2 xS I x - e x < 1K x

durch die Definition der Operatornorm sichergestellt ist (Ubungsaufgabe).
13Beachte, dass wegen

1(1d = K) (L™ = Loo)llx, x < I1d = Ky, x IL" = Locllx,x ~ —— 0
der Operator (Id — K) L™ fiir n — oo gegen (Id — K) L konvergiert. Analoges gilt fiir L™ (Id — K).

Michael Herrmann: Funktionalanalysis [(cc Version vom 13. Februar 2024



72 2. Grundprinzipien

Bemerkungen

1. Die Neumann-Formel liefert das operatorwertige Analogon zur geometrischen
Summenformel
1
1—=z
Fiir ihre Giiltigkeit ist es sehr wichtig, dass X ein Banach-Raum und K eine
Kontraktion ist, denn andernfalls kann die Existenz der Reihe nicht garantiert
werden.

Achtung: Bei Operatoren schreiben wir (Id — K)™" und niemals Id/(Id — K).

=1+z4+224+23+... furalle ze€C mit [z]<]1.

2. Die Abschéatzungen

”(Id K)~ HXX (1_“>1

und

(Id - K)~ ZK’“

X; X

ergeben sich via

SEH < 1. < SUE <) k<
k=m X k=m k=m k=m

unmittelbar aus der Reihendarstellung.

m

3. Die Existenz und Stetigkeit von Id — K kann auch anders begriindet werden. Da
|z = Kl x = Izl x = 1K 2llx = [lellx = #llzllx = (0= r)llzllx

fiir alle z € X gilt, ist Id — K offen und injektiv und nach dem Satz iiber die
offene Abbildung auch surjektiv und damit stetig invertierbar. Der obige Beweis
liefert jedoch mit der Reihendarstellung wesentlich mehr Informationen.

4. Wir konnen die Aussage des Theorems auch wie folgt verstehen: Fiir jedes y € X
existiert genau eine Losung x € X der Operatorgleichung

y=x—Kux,
die aulterdem als
x:ZKky:y+Ky—|—K2y+K3y3+...
k=0

geschrieben werden kann. Dariiberhinaus gibt es auch immer eine eindeutige
Losung der Gleichung

y=x+ Kz,
wobei
r=) (-)'Kry=y-Ky+Ky— Ky +..
k=0

die entsprechende Reihendarstellung ist.

Zusatz: Das ist das erste Beispiel fiir ein sehr viel allgemeineres Prinzip: Mit
funktionalanalytischen Methoden kénnen wir komplizierte Gleichungen losen.
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5. Fiir jede (meist nichtlineare) Kontraktion f eines vollstéandigen Raumes (X, ||-||)
garantiert der Banachsche Fizpunktsatz, dass die Gleichung x = f(x) genau eine
Losung besitzt (siehe Analysis 2). Fiir eine lineare Kontraktion ist diese Aussage
jedoch trivial, denn der einzige Fixpunkt ist offensichtlich 0 € X.*

Quotientenrdume Ist A ein linearer Unterraum des normierten Raumes (X, |||/ y),
so wird durch

r~T & wz—T€A
eine Aquivalenzrelation auf X definiert.' Fiir jedes z € X ist
2] ={ieX :a~i}={r+a:acAl=a+A

eine Teilmenge von X . Wir nennen diese die (Aquivalenz-)Klasse von  und jedes ihrer
Elemente 7 € [z] einen Reprisentanten. Die Menge aller Klassen

X/A:={[z] : v€ X}

heifst Quotientenraum und ist via

[z tyl:=lal+ ], Ale] = [Aa]
in natiirlicher Weise ein Vektorraum.'® Desweiteren wird durch
el s o= inf {lElx : & € [a]}
eine Seminorm auf X/A definiert, wobei diese alternativ auch als
H[x]”X/A =inf{[|z+alx : a € A} =dist(z + A, 0)

geschrieben werden kann.

Bemerkungen
1. Die logischen Aquivalenzen
r~T & [z] = [7] & T € [z] & x € [7]
ergeben sich unmittelbar aus den Definitionen.

2. Es gilt [0] = A, d.h. der Unterraum A entspricht der Null in X/A.

14Die Null ist Fixpunkt und da | K z|| < & ||z|| < ||z|| fiir jedes z # O gilt, kann es keinen weiteren
geben.

I5Es gilt * ~ o (Reflexivitit), 2 ~ # & & ~ z (Symmetrie) sowie * ~ 7,7 ~ & = = ~ &
(Transitivitét).

16Die Addition und die skalare Multiplikation sind in der Tat wohldefiniert: Da A linearer Unterraum
ist, gelten (Nachrechnen!) die Implikationen

T~ = TH+y~T+9y, T~T = Ar~AT

d.h. die auf den Klassen definierten Operationen hidngen nicht von der Wahl der Repréasentanten ab.
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3. Ist X endlich-dimensional, so ist der Vektorraum X /A immer isomorph zu einem
endlich-dimensionalen Unterraum A (siche das Bild und die Hausaufgaben) und
es gilt!”

X=AaA, AnA={0}, dim(X)=dim(A)+dim(A4).

Fiir dim X = oo konnen wir aber im Allgemeinen nicht so argumentieren und
miissen die abstrakte Formulierung verwenden.

Beispiel: Der Quotientenraum
(=(Z; R) [ (5°(Z; R)

ist recht kompliziert sowie unendlich-dimensional und kann nicht — zumindest
nicht auf offensichtliche Weise — als abgeschlossener Unterraum von ¢*°(Z; R)
interpretiert werden.

At X

//.

4
I’
¢ izl

%(/A

Abbildung Im Fall X = K¢ (ausgestattet mit der euklidischen Standardnorm) kann der abstrakte
Raum X/A sehr leicht verstanden werden. Jedes Element [x] = 2 + A des Quotientenraumes ist ein

affiner Unterraum von X, der parallel zum linearen Unterraum A liegt und ||[CB]H X/A liefert gerade

den Abstand dieser beiden Unterdume. Insbesondere ist X/A in diesem Fall in natiirlicher Weise
isometrisch isomorph zum Unterraum AL, der senkrecht auf A steht.

Lemma (Eigenschaften des Quotientenraumes) Seien (X, ||-||) ein Banach-
Raum und A abgeschlossener Unterraum. Dann ist [|-[| x4 eine vollsténdige Norm auf
X/A. Auferdem ist die Projektion Py : X — X/A mit P4z := [z] eine lineare, stetige
sowie offene Abbildung.'®

Beweis Normeigenschaften: Mit einfachen Rechnungen (Ubungsaufgabe) zeigen wir,
dass [|+[| x4 eine Seminorm auf X//A ist . Sei nun [z] eine Klasse mit 1] x/a = 0. Dann

existiert eine Folge von Représentanten (Z,,)nen in [x] sowie eine entsprechende Folge
(Gn)neny in A mit

n—oo

r=a,+T, firalle neN sowie | Zn |l 0.

"Wenn X ein endlich-dimensionaler Hilbert-Raum ist, kénnen wir sogar A = AL mit
At ={zeX : (v,a)=0fiiralleac A }

wahlen.
18Sofern A nicht der triviale Unterraum {0} ist, wird P4 nicht injektiv sein.
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Insbesondere gilt

n—oo
a, — X

und weil A abgeschlossen ist, erhalten wir € A und damit [z] = [0]
Vollstindigkeit: Wir fixieren eine beliebige Cauchy-Folge ([z,])
wiéhlen sukzessive die Glieder einer Indexfolge (NVg), o mit

in X/A und

neN

H[wn]—[:cm]HX/A<2’k fir — n, m> N,

wobei wir durch die schrittweise Wahl zusétzlich Ny, > Ny fiir alle k£ € N sicherstellen
kénnen. Insbesondere gilt

@] — [xNk]HX/A <27% fiiralle k€N sowie Ny 2

Wir setzen Ny := 0, 2o := 0 und wahlen fiir jedes & € N einen Punkt g, € X mit
Uk € [on, — Nl 0< HngX - H[xNk - "ENk—J”X/A <27,

und wegen

>l <D0 (27 4 fllow, —wmclllx) < D227 =2
k=1 k=1 k=1

konvergiert die Reihe der g absolut (siehe die entsprechende Hausaufgabe), d.h.

~ ~ k—oco ~ - ~
Fp =T 4. O — xoo:zg m
=1

ist im Sinne der Normkonvergenz in X erfiillt. Nach Konstruktion gilt aber auch

Ty € [(le - =TN0) + ("L‘Nz - :L‘Nl) +.oo+ (:ENk - "L‘Nk—1)} = [xNk]

und damit

0 < [[lzm] - [‘%OO]”X/A = ||[zx, - jOO]HX/A < low — o[ -0

und wir haben insgesamt eine konvergente Teilfolge der Cauchy-Folge in X /A gefunden.
Dies impliziert aber schon die Konvergenz der gesamten Cauchy-Folge, wie ein kleines
Hilfsargument mit der Dreiecksungleichung zeigt.”

Figenschaften der Projektion: Die Abbildung P, ist offensichtlich linear und wegen

ol 0 < Nl

auch stetig. Da sie auferdem surjektiv ist, kann ihre Offenheit mit dem Satz iiber
die offene Abbildung begriindet werden. Wir wollen hier aber auch einen direkten
Beweis vorstellen um zu zeigen, dass bzw. wie wir geschickt mit Klassen und ihren
Reprasentanten argumentieren kénnen. Sei dazu U eine beliebige offene Teilmenge in
X und sei die Klasse [z] € P4 U beliebig fixiert. Wir wihlen einen Reprisentanten?’

YGanz allgemein gilt: Jede Cauchy-Folge in einem normierten Raum besitzt hochstens einen
Haufungspunkt. In einen Banach-Raum jedoch genau einen Haufungspunkt.
20Wir kénnten hier 0.B.d.A. x = Z annehmen.
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T € [x] mit T € U sowie £ > 0 mit B. x(Z) C U und betrachten eine beliebige Klasse
ly] € B., xa([z]). Mit z :=y —z € X gilt

Fl=ly—a =W -], ([l <M, <e

nach Konstruktion und wir konnen z € X mit

selel, [y, < lEly <e

wahlen. Filir y := T + Z erhalten wir
-

JEBx(@)CU, [l=[+2 =[]+ =+ =le+z]=1,

d.h. die Klasse [y] besitzt einen Reprasentanten aus U und liegt damit in P,U. Wir
haben insgesamt gezeigt, dass mit jeder Klasse [z] auch eine kleine X/A-Kugel um [z]
ganz in U liegt und schliefsen, dass P,U offen in X/A ist. m

Bemerkungen

1. Einige Aussagen des Theorems gelten auch dann, wenn A nicht-abgeschlossener

Unterraum von X ist oder wenn ||-|| nicht vollstandig ist.

. Ist A ein endlich-dimensionaler Unterraum, so existiert in jeder Klasse [z] € X/A

ein normoptimaler Reprasentant, d.h. ein Z € [x| mit |||z = ||zl +.
p p Y X/A X

Beweis: Jede Folge (Z,),.y C ] = z + A mit lim, o [|Za]ly = H[w]HX/A

ist beschrénkt und besitzt nach dem Satz von Heine-Borel mindestens einen
Héaufungspunkt, der als Grenzwert einer konvergenten Teilfolge auch in x + A
liegt und die gewiinschte Eigenschaft aufweist (da die Konvergenz in Norm die
Konvergenz der Norm nach sich zieht). ]

Ausblick: Ein analoges Resultat gilt fiir jeden abgeschlossenen Unterraum eines

reflexiven Raumes X, wobei wir im Beweis dann mit schwacher Kompaktheit
argumentieren.

. Fiir eine stetige Seminorm |||-]| : X — R ist

A={zeX : ||z|| =0}

ein abgeschlossener Unterraum von X (Ubungsaufgabe) und der entsprechende
Quotientenraum X /A bildet mit

2]l /0 = inf { Zllx : [l=— || = 0}

einen Banach-Raum.
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’Vorlesung 12 : 30. November

2.5 Satz vom abgeschlossenen Graphen

Vorbemerkung Im Folgenden sind (X, ||-||y) und (Y, ||-|ly) zwel normierte Rédume
und L : D C X — Y bezeichnet einen linearen Operator, der auf einem Unterraum D
von X definiert ist und nach Y abbildet.

Erinnerung Sind X und Y zwei normierte Rdume, so wird durch

2 2
1, Yy = 2l + llylly

eine Norm auf X x Y definiert.

Bemerkungen

1. Die Norm ||-|| v,y ist genau dann vollstdndig, wenn sowohl ||| als auch |||,
vollstindig sind (Ubungsaufgabe).

2. Da im R? alle Normen &quivalent sind, kénnen wir alternativ auch jeden der
Ausdriicke

1
Izl +lylly Ul + gl max{llely, lylly}

mit 1 < p < oo als dquivalente Norm auf dem Produktraum X x Y verwenden.

Definition FEin linearer Operator L : D C X — Y heifst abgeschlossen, falls sein
Graph

graph (L) :=={(z,y) : x€ D, y=Lux}

ein abgeschlossener Unterraum von X x Y ist.

Bemerkungen
1. Die Implikation
Tn ey Tooin X, y,:=Lux, ey Yoo INY = 20€D, Yoo =Ly,

ist dquivalent zur Abgeschlossenheit von L (Ubungsaufgabe) und wird oftmals
benutzt, um letztere nachzuweisen.

2. Wie wir im Fortgang der Vorlesung sehen werden, ist der Fall, dass D ein dichter
Unterraum von X ist, besonders interessant und wichtig.

3. Abgeschlossenheit ist eine Verallgemeinerung von Stetigkeit.

4. Im Fall D = X ist jeder stetige Operator auch abgeschlossen, aber die Umkehrung
ist im Allgemeinen falsch. In der Tat, fiir die drei Aussagen

(i) Tp = T, (i) Lxp — Yoo, (i) Yoo = Loo

garantiert Stetigkeit die Giiltigkeit der Implikation (i) = (ii) + (iii), wohingegen
Abgeschlossenheit nur (i) + (ii) = (iii) sicherstellt.
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5. Selbst im Fall D = X stellt Abgeschlossenheit nicht sicher, dass L abgeschlossene

Mengen auf abgeschlossene Mengen abbildet, denn dies meint (ii) = (iiii).*!

. Ist L € Lin(X; Y) injektiv, so ist L™! : D — X auf D := L(X) wohldefiniert und

abgeschlossen.??
Beweis: Sei (yn) eine Folge in D, sodass

neN . -1 neN
Yn ? Yo » Ty = L Yn ? Lo

fiir geeignete xo, € X und y., € Y erfiillt ist. Die Stetigkeit von L impliziert
Yn = L, _nel, Lo

und damit Yoo = L 2. Insbesondere gilt ., € D und yoo = L™ 20o.

. Die Hintereinanderausfithrung einer abgeschlossenen und einer stetigen linearen

Abbildung ist abgeschlossen (Ubungsaufgabe).

Beispiele und Gegenbeispiele

1. Der durch

(Lz);=jx; firale jeZ

definierte lineare Operator L ist mit der Wahl D = X =Y = {4,(Z; K) nicht
stetig, aber abgeschlossen.

Beweis: Zum einen gilt
[Lerlloo = 6L, lerlloe =1

fiir jeden Einheitsvektor ej. Andererseits folgt aus lim,, . ||z, — Z||,, = 0 und
limy, o0 || L Zn — Yool o, = 0 mit 2o € X und yo € Y die punktweise Aussage

Yoo,j = lim jx, ;=7 lim 2, j = j 2 ;-
’ n—00 ’ n—oo ’

fiir alle j € Z und damit yo, = L 2. O]

. Wenn wir jedoch D = lg,(Z; K), aber X =Y = (?(Z; K) mit p € [1, p) setzen,

so ist L weder stetig noch abgeschlossen.
Beweis: Die Folge (), .y mit

) ,._{ exp(~[j))  falls || <n
n,Jg

0 sonst fiir alle neN, jeZ

liegt ganz in D und x,, bzw. vy, = L x, konvergiert fiir n — oo bzgl. der co-Norm
gegen T, bzw. Yoo mit

Tooj = xXp(—|7]),  ¥Yoo,j = J exp (—[j]) fiir alle jeEL.
Der Grenzwert x., liegt aber nicht in D. m

Bemerkung: Wenn wir allerdings L via
D={zeX : LzeY}

auf einem grofseren Definitionsbereich betrachten, ist er abgeschlossen.

2lTn diesem Sinn beruhen die Begriffe offene Abbildung und abgeschlossene Abbildung auf zwei
unterschiedlichen Konzepten.
22Der Operator L™ : D — X ist im Allgemeinen aber nicht stetig.
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3. Auf dem Intervall I = [0, 1] betrachten wir den Ableitungsoperator L : D — Y
mit X =Y = C(I;R) und

D := {z: I — R stetig differenzierbar} Lr =12,

Dann ist L zwar nicht stetig, aber abgeschlossen.

Beweis: Sei (), y eine Folge stetig differenzierbarer Funktionen, sodass

n—oo

0, g = ¥lloe ——— 0

n—oo
Hxn - xoo”()o

mit y, = ) flir zwei stetige Funktionen x,, und y. erfillt ist. Nach dem
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt

to

Ealts) — Ea(ty) = / a(s) ds

t1

fiir alle 0 < t; < t; < 1 und jedes n € N. Nach Grenziibergang n — oo erhalten
wir

to

raclty) — 2oo(ty) = / ools) ds

t1

wobei wir die Eigenschaften der gleichméfkigen Konvergenz von Funktionenfolgen
aus Analysis 1+2 verwendet haben. Hieraus schliefen wir, dass x., in der Tat
differenzierbar mit Ableitung y., ist. Die Unstetigkeit von L folgt zum Beispiel
durch Betrachtung der Funktionenfolge mit

x,(t) :==sin (27w nt),

da dann ||z, || =1 und ||Lz,| = ||z = n fiir alle n € N gilt. O

ol
niloo

Theorem (Satz vom abgeschlossenenen Graphen) Eine lineare Abbildung L
zwischen zwei Banach-Rdumen X und Y ist genau dann stetig, wenn sie abgeschlossen
ist.

Beweis Die der Hinrichtung ist eine Ubungsaufgabe und fiir die Riickrichtung
betrachten wir Z := graph (L) als Unterraum von X x Y. Die Abgeschlossenheit von L
impliziert die Abgeschlossenheit von Z und (Z, ||| x,y) ist daher ein Banach-Raum.
Aufserdem sind die Abbildungen P: 72 — X und @ : Z — Y mit

Plr,y):=z, Qr,y):=y

beide linear und stetig, wobei P sogar bijektiv ist. Die Umkehrabbildung P~!: X — Z
ist nach dem Satz {iber die offene Abbildung stetig, wobei

Ptz = (z, L)

fiir alle z € X erfiillt ist. Insbesondere ist L gerade die Abbildung @ o P~ und damit
als Komposition stetiger Abbildungen selbst steig. O
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Definition Die Graphennorm des linearen Operators L : D C X — Y ist durch

[l = llllx + (1Ll

auf D, dem Definitionsbereich von L, definiert.??

Lemma (Eigenschaften der Graphennorm) Seien X und Y Banach-Rdume
und sei L abgeschlossen. Dann ist ||-||, vollsténdig auf D und L ist stetig als Abbildung
von (D, [[|-]| ) mach (Y, ||-[ly)-

Beweis Sei (2,,), .y C D eine beliebige Cauchy-Folge bzgl. der Graphennorm. Dann
ist sie auch Cauchy-Folge bzgl. ||-||y und die Folge (y,),cy C Y mit y, = L, ist
Cauchy-Folge bzgl. ||-||y . Insbesondere sind

Too = lim z,, Yoo = lim g,
n—oo n—oo

wohldefiniert und die Abgeschlossenheit von L liefert x,, € D sowie 9o = L 24 und
damit auch

0= nh_f{)lo [Zn — Toollf, -

Die zweite Behauptung ergibt sich direkt aus der Abschétzung ||L z|l, < ||z|;.

Theorem (Variante des Satzes von der offenen Abbildung) Seien X und Y
Banachrédume und sei L : D C X — Y abgeschlossen und surjektiv. Dann ist L offen
als Abbildung von (D, ||-||) nach (Y, [|||y-). Ist dariiber hinaus L injektiv, so ist die
Umkehrabbildung L~! stetig von (Y, ||-|ly) nach (D, ||| x)-

Beweis Der Satz von der offenen Abbildung garantiert in Kombination mit dem
vorherigen Lemma, dass L als Abbildung zwischen den Banach-Réumen (D, ||-||;) nach
(Y, [|]ly) offen. Sei nun U eine Teilmenge von D, die offen im Raum (D, [|-||y) ist.**
Da ||z||y < ||z]|, fir alle z € U gilt, ist jede ||-||;-Kugel aus U in der entsprechenden
||-|| x-Kugel aus U enthalten, und wir schliefen, dass U auch offen im Raum (D, ||-||,)
ist. Die Bildmenge L(U) ist daher offen in (Y, ||-||/). Sei nun L zusétzlich injektiv und
damit bijektiv. Dann gilt

127yl < 12700l < © llly

fir alle y € Y, wobei C hier die Stetigkeitskonstante von L' als Abbildung von
(Y, [I-lly) nach (D, ||-[|,) ist.

Bemerkungen

1. Das Theorem verallgemeinert den Satz iiber die offene Abbildung und deckt auch
unstetige Operatoren ab. Insbesondere erlaubt es uns unter gewissen Umstéanden,
die Gleichungen der Bauart Lz = y nach z aufzul6sen.

2. Das Konzept der Graphennorm werden wir bei den Sobolov-Raumen wieder
benutzen.

Z3Der Nachweis der Normeigenschaften ist trivial.

?4Beachte, dass (D, ||-||)x im Allgemeinen kein Banach-Raum ist (es sei denn, D ist abgeschlossen
bzgl. ||-|| ) und dass in diesem Raum jede Kugel vom Radius € > 0 um 2 € U nur Elemente aus U
enthalt.
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Vorlesung 13 : 05. Dezember

2.6 Satz von Hahn-Banach

Lemma von Zorn Sei M eine beliebige Menge und < eine Halbordnung auf M,
sodass jede total geordnete Teilmenge von M eine obere Schranke in M besitzt. Dann
besitzt M mindestens ein maximales Element bzgl. <.

Bemerkungen

1. Eine Halbordnung auf M ist eine binére Relation, die reflexiv, antisymmetrisch
und transitiv ist, d.h. es gilt

m=m, m=3ImAm=3Im = m=m, m=mAm=m = m=<1m

fiir alle m, m, m € M.

2. M C M heifit total geordnet, wenn m < m oder m < m fiir je zwei Elemente
m, m € M gilt.

3. Ein Element m € M heifit obere Schranke fiir M §~]\/[ , wenn m < m fiir alle
m € M gilt. Die obere Schrank muss dabei nicht zu M gehéoren.

4. Ein Element m € M heifst maximal, wenn m =< m fiir alle m € M gilt.

5. Das Zornsche Lemma ist eine fundamentale Aussage der allgemeinen Mengenlehre
und aquivalent zum Auswahlaziom. Fiir eine genauere Diskussion seiner Rolle in
der Mathematik sowie die Aquivalenzbeweise sei auf die Literatur verwiesen.

6. Maximale Elemente sind im Allgemeinen nicht eindeutig, d.h. es kann (und wird
bei unseren Anwendungen) viele geben. Nur unter der sehr restriktiven Annahme,
dass M selbst total geordnet bzgl. < ist, stellt die Antisymmetrie sicher, dass es
nur ein maximales Element in M geben kann.?

7. Der Fall M = () ist indirekt ausgeschlossen: Die leere Menge ist zwar immer total
geordnet, besitzt aber keine obere Schranke.

Definition Eine Funktion p: X — R auf einen Vektorraum X heifst sublinear, falls

plr+2) <p(x) +p@), plpz)=pp()

fiir alle x € X und alle p > 0 gilt.

Bemerkungen

1. X ist hier wieder ein Vektorraum iiber K = R oder K = C, aber der Bildbereich
von p ist immer R.

2R ist bzgl. der Standardrelation < wohlgeordnet, besitzt aber kein maximales Element. Dies ist
kein Widerspruch zum Lemma von Zorn, da nicht jede Teilmenge von R eine obere Schranke besitzt.
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2. Jede Seminorm auf X ist eine sublineare Funktion, aber die Umkehrung ist falsch.

Gegenbeispiel: Die skalare Funktion p : R — R mit

(z) = +cpx firx >0
PRU)=N _¢ 2 firz <0

ist fiir jede Wahl der Parameter c_, ¢, > 0 sublinear, aber nur fiir c. = ¢, eine
Seminorm.?0

3. Im Fall von K = R ist auch jedes lineare Funktional auf X sublinear. Im Fall
K = C gilt das nur fiir lineare Funktionale, die zuséatzlich reellwertig sind, denn
p muss immer reellwertig sein.

Theorem (Satz von Hahn-Banach, allgemeine Version im Reellen) Seien X
ein reeller Vektorraum, U ein Unterraum von X, p : X — R eine sublineare Funktion
auf X und g : U — R ein lineares Funktional®*” auf U mit

g(u) < p(u) fir alle weU.
Dann existiert eine lineare Funktion f : X — R, sodass
f(u)=g(u) firalle ze€U sowie f(z) <p(x) firalle ze€ X.

Insbesondere ist f eine Fortsetzung von ¢, die unterhalb von p liegt.

Beweis Konstruktion einer Halbordnung: Wir betrachten die Menge M aller Paare
(Z, f), wobei Z einen Unterraum von X bezeichnet, der U enthélt, und f : 7 — R
eine lineare Funktion auf Z ist, die den Bedingungen

fu) =g(u) firalle welU sowie f(z) <p(z) firalle z€Z

geniigt. Aukerdem fithren wir eine Halbordnung auf M ein: Es gilt (Z, f) < (Z, f)
genau dann, wenn Z ein Unterraum von Z und f eine Fortsetzung von f ist. Letzteres
meint, dass f(z) = f(z) fiir alle z € Z erfiillt ist. Mit einfachen Argumenten zeigen
wir, dass die Relation < wirklich reflexiv, antisymmetrisch und transitiv auf M ist.
Aufserdem gilt trivialerweise (U, g) € M.

Konstruktion oberer Schranken: Ist (Z;, fi),c; eine gegebene und total geordnete
Familie in M ,%® so setzen wir

Z::UZi

el

und bemerken, dass Z ein Unterraum von X ist, der alle Z; und damit auch U enthalt.
Wir definieren desweiteren die Abbildung f : Z — R durch

f(z) = fi(2) falls z € Z;,

26Wir kénnen alle Behauptungen mittels geeigneter Fallunterscheidungen einfach nachrechnen.

2"Da X hier keine Norm tragen muss, kénnen wir lineare Funktionen nicht auf Stetigkeit untersuchen
und schreiben daher g(x) statt (g, ) fiir den Wert, den ¢ in 2 annimmt.

28 Jede Teilmenge von M kann als Familie von Elementen aus M verstanden werden und umgekehrt.
Die entsprechende Indexmenge I kann dabei endlich, abzahlbar oder iiberabzahlbar unendlich sein.
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wobei die totale Ordnung der Familie sicherstellt, dass f wohldefiniert ist. In der Tat,
wenn z € X sowohl zu Z; als auch zu Z; gehort, so gilt 0.B.d.A. (Z;, fi) = (Z;, f;)
und damit Z; C Z; sowie fi(z) = f;(2). Insbesondere héngt der Wert von f(z) nicht
davon ab, ob wir in der Definition den Index ¢ oder den Index j verwenden. Zusétzlich
bemerken wir, dass (Z, f) in M liegt und unsere Konstruktion (Z;, f;) < (Z, f) fiir
alle 7 € I sicherstellt. Insbesondere ist (Z, f) eine obere Schranke fiir die Familie und
insgesamt haben wir die Voraussetzungen im Zornschen Lemma verifiziert.

Figenschaften eines maximalen Elements, Teil 1: Wir bezeichnen von nun an mit
(Z, f) ein maximales Element in M bzgl. < und wollen Z = X zeigen, da dies
unmittelbar die Behauptung impliziert. Dazu nehmen wir als Antithese die Existenz
von rx € X mit x4 ¢ Z an. Nach Voraussetzung gilt

JE+ 1) =fz+2) <plz+2) =p((z —24) + (24 2)) <plz —xy) + p(Z + x4)

und damit auch

f(2) = p(z = x4) <p(Z+py) — f(2)
fiir beliebige 2, Z € Z und wir kénnen cy € R mit
sup (f(2) —p(z — 74)) < ¢ < Inf (p(2 + 24) — £(2))
wéhlen, wobei cy positiv sein kann oder nicht. Wir betrachten schliefilich den Raum
Zy:=Z®span{ay} ={z+ A zy : z€ Z, A€ R}
und definieren f4 : Zy — R durch
fa(z+Aay) = f(2) + Aeg.

Die Funktion fx ist ebenfalls linear und nach Konstruktion gilt fu(z) = f(2) fiir alle
z € Z und damit auch fu(u) = g(u) fiir alle u € U.

Figenschaften eines maximalen Elements, Teil 2: Seien z € Z und pu > 0 beliebig
fixiert. Die obere Schranke fiir cy4 garantiert

cu < p(/f1 z+ x#) — f(,lf1 z)

und in Kombination mit der Linearitdt von f sowie der Sublinearitdt von p erhalten
wir

fa(z+ nag) < FG) +u (p(u +24) = f(07'2))

= (f(Z) —pf(p Z)> + up(u‘l z ﬂ:#)

<0+p(z+pzy).
Analog ergibt sich aus

cp 2 (57 2) —pl 2+ )
nach Multiplikation mit —pu die Abschétzung
Fa(z = mag) < FE = n(f (0 2) = (a2 = 2p) ) <p(= = py)

und mit fu(z+0xy) = f(2) < p(2) < p(z + 0xy) schlieRen wir, dass

f#(Z—i‘)\I#) Sp(Z—i‘/\JI#)

fiir alle A € R erfiillt ist. Da z € Z beliebig war, haben wir insgesamnt gezeigt, dass
(Zy, fu)zu M gehort und bzgl. der Halbordnung < grofer als (Z, f) ist. Dies ist aber
ein Widerspruch zur Maximalitdt von (Z, f) und daher muss Z = X gelten. O
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Bemerkungen

1. Der Satz von Hahn-Banach garantiert die Existenz gewisser Fortsetzungen f des
linearen Funktionals g, aber im Allgemeinen nicht die Eindeutigkeit. Siehe dazu
das nachfolgende Beispiel.

2. Durch eine endliche Rekursion der Argumente aus dem letzten Beweisschritt
kénnen wir g in recht konstruktiver Weise immer zu einem Funktional f auf dem
Raum Z = U @ span{xy, ..., x,,} fortsetzen, sofern die Vektoren xy, ..., x,,
linear unabhéngig in X sind und nicht zu Y gehoren. Die wesentliche Aussage
des Theorems besteht jedoch salopp gesprochen darin, dass die Existenz gewisser
Fortsetzungen auch dann gesichert ist, wenn der Quotientenraum X /U unendlich-
dimensional ist. Das Existenzresultat ist dann allerdings nicht mehr konstruktiv.

3. Im Beweis des Theorems ist es sehr wichtig, dass X ein reeller Vektorraum ist
und dass g diesen Raum in die reellen Zahlen abbildet. Das néchste Resultat
impliziert jedoch, dass es auch eine komplexe Version gibt.

Beispiel Es gelte X = R? und U = {(z1, 0) : 21 € R} sowie

g(«Tlg 0) =C T und p([Eh l‘g) = 1/@;% +ZE%

fiir einen festen Parameter ¢; € [—1, +1]. Dann liefert
[y, x2) = 1oy + ey

genau dann eine zulissige Fortsetzung f von g, wenn ¢? 4¢3 < 1 gilt. Insbesondere gibt
es fiir ¢; = +1 jeweils nur die triviale Fortsetzung mit ¢, = 0, aber andernfalls kann ¢,
beliebig im Intervall [—1/1 — ¢2, +4/1 — ¢?] gewihlt werden.

Beweis : Die Cauchy-Schwarz Ungleichung im R? zeigt, dass die Bedingung an (cy, ¢s)
hinreichend fiir die Zuléssigkeit ist. Die Notwendigkeit folgt mit der speziellen Wahl
(l’l, ZEQ) = (Cl, CQ). ]

Lemma (iiber komplexe Vektorrdume) Jeder Vektorraum X iiber C ist auch
Vektorraum iiber R und es gelten die folgenden Aussagen:

1. Ist A : X — R ein R-lineares Funktional auf X, d.h. gilt
h(x + &) = h(z) + h(Z), haz) = ah(z)
fiir alle x, £ € X und jedes a € R, so ist g : X — C mit
g(x) :=h(x) —ih(ix)
ein C-lineares Funktional auf X, d.h. es gilt
g +7) = g(x) +9(7),  glla+iB)z) = (a+1iB)g()

fiir alle x, £ € X und alle o, § € R.

2. Jedes C-lineare Funktional g : X — C ist von dieser Bauart, wobei dann
h(z) = Re (g(x))

fiir alle x € X gilt.
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3. Die logische Aquivalenz
’h(:v)‘ <p(x) firalle zeX & !g(:v)‘ <p(x) firalle zeX
gilt mit h = Re (g) fiir jede Seminorm p: X — R.
Insbesondere kénnen wir jedes C-lineare Funktional auf X in eindeutiger, linearer und

seminormtreuer Weise aus seinem R-linearen Realteil rekonstruieren.

Beweis Teil 1: Fiir jedes R-lineare Funktional h auf X berechnen wir
glx+z)=hx+2)—ih(iz+1iZ)=h(z)+h(Z)—ih(iz) —ih(i2)
= (h(z) —ih(iz)) + (R(Z) —ih(iT)) = g(z) + g(Z)
g((a+if)z) =hlaz+ifz)—ih(iaz — fx)
=h(az)+h(ifz)—ih(iax)+ih(Bx)
=ah(zr)+ Fh(iz)—iah(iz)+iph(x)
=a(h(z)—ih(iz)) +if (h(z) —ih(iz)) = (a+1p)g(x)

und schlieffen, dass die angegebene Formel in der Tat ein C-lineares Funktional g auf
X definiert.
Teil 2: Fiir ein gegebenes C-lineare Funktional ¢g auf X gilt®

(Reg)(z) +1i(Img)(z) = g(z) = —ig(iz) = (Img)(iz) — i (Reg)(ix)

und ein Vergleich der Real- und Imaginérteile auf beiden Seiten liefert

(Img)(z) = —(Reg)(iz), (Reg)(z) = +(Img)(ix),

wwobei x € X beliebig ist. Insbesondere gilt die Darstellungsformel fiir g und die
R-Linearitdat von h = Re g kann analog zu oben einfach nachgerechnet werden.

Teil 3: Die Riickrichtung ist wegen |h(z)| < |g(x)| trivial. Fiir die Hinrichtung
fixieren wir x € X, schreiben®”

g(x) = hiz) — 1 h(iz) = o exp (i)

und betrachten

IS

=exp(—ig)z.
Dann ist g(Z) = exp (—i¢) g(x) = o reell und wir erhalten h(iZ) = 0 sowie
|9(2)] = [n(@)] < p(z) = [exp (—i )| p(x) = p(z)

unter Ausnutzung der Seminorm-Eigenschaft von p. ]

2Wir benutzen hier eine Standardnotation: Fiir jede komplexwertige Funktion v : D — C werden
durch

(Re)(d) :=Re (v(d)), (Im) () := Im (¢(d))

in natiirlicher Weise zwei reellwertige Funktionen Re v, Im1 : D — R definiert, die wir den Real- und
den Imaginérteil von ¢ nennen. Dabei ist es nicht wichtig, welche Eigenschaften D und 1 aufweisen.
30Doe Polarkoordinaten o und ¢ hiingen natiirlich von z ab, aber z ist ja fixiert.
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Bemerkungen

1. Das Lemma impliziert, dass die allgemeine Version des Satzes von Hahn-Banach

auch fiir komplexe Vektorrdaume und C-lineare Funktionale f und ¢ gilt, sofern
der Term g(z) < p(x) durch Re g(z) < p(z) ersetzt wird. Dabei muss p : X — R
nur sublinear und nicht unbedingt eine Seminorm sein.

Beweis: Wir setzen im ersten Schritt das R-lineare Funktional Reg : U — R zu
einem R-linearen Funktional auf X fort, dass nach dem ersten Teil des Lemmas
der Realteil eines C-linearen Funktionals f : X — C ist. Der zweite Teil des
Lemmas garantiert dann, dass die Einschrankung von f auf U in der Tat g ist,
denn auf U stimmen die jeweiligen Realteile iiberein. O]

. Im dritten Teil des Lemma ist es wichtig, dass p eine Seminorm of X ist. Er

impliziert unter anderem, dass ein komplexwertiges lineares Funktional auf X
genau dann stetig ist, wenn sein Realteil stetig ist.

. Als unabhéngige Ergénzung zum Lemma halten wir fest, dass jeder Vektorraum

X tber R via
z=x+1y mit z,ye X

in naheliegender und sehr natiirlicher Weise komplexifiziert werden kann. Der
entstehende Vektorraum iiber C ist dabei als reeller Vektorraum isomorph zu
X xX. Tragt X dariiberhinaus die Norm |||, so wird durch

2 2 2
1217 = [l )™ + llyll

eine konsistente Norm auf dem komplexifizierten Raum eingefiihrt.

’Vorlesung 14 : 07. Dezember‘

Theorem (Satz von Hahn-Banach, spezielle Version) Seien (X, ||| yx)
ein normierter Raum iiber K, U ein beliebiger Unterraum von X und u* € Lin(U; K)
ein lineares und stetiges Funktional auf U. Dann existiert ein lineares und stetiges
Funktional z* € Lin(U; K) mit

12| x.x = v |l x sowie (", u)y = (u*, u) firalle welU.

Insbesondere ist z* eine normtreue Fortsetzung von u*.

Beweis reeller Fall: Mit K = R setzen wir

gu) = (u*, u),  p(x) = lullyp el x

und erhalten nach der allgemeinen Version des Satzes von Hahn-Banach ein lineares
Funktional f als Fortsetzung von g, wobei

fEz) < ully;p l1£2]

fir alle x € X erfillt ist und auflerdem

fl=a)=—=f(z),  NFzlx =llzlly . [f(@)] = max{f(2), f(-2)}
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gilt. Mit der Schreibweise (2%, ) := f(z) gilt also einerseits [|2*[|x.5 < [[u*|y.g-
Andererseits ergibt sich die umgekehrte Abschétzung aus

2" |, Nullx = (2", w) = (0", w)

durch Supremumsbildung iiber alle v € U mit ||ul|, = 1.

Komplexer Fall: Tm Fall von K = C setzen wir zundchst Reg zu einem reellen
Funktional auf X fort, wobei diese Fortsetzung nach dem ersten Teil des vorherigen
Lemmas (angewendet im Raum X') der Realteil eines komplexen Funktionals f auf X
darstellt und der zweite Teil des Lemmas (diesmal angewendet auf U) garantiert, dass
die Einschrankung von f auf U mit g iibereinstimmt. Die Abschitzung

[ fllx;c = [IRe fllx;r = [[Re gllx;r = ll9llx:c

ergibt sich dabei aus einer zweimaligen Anwendung des dritten Teil des Lemma sowie

dem ersten Teil dieses Beweises. ]
Bemerkungen
1. X* = Lin(X; K) bezeichnet den Dualraum von X mit Norm ||-||x. = ||l x.x
und die Dualpaarung (z*, x) von z* € X* mit © € X ist im Allgemeinen kein
Skalarprodukt.

2. Die Fortsetzung z* von u* ist im Allgemeinen nicht eindeutig bestimmt, es sei
denn X* ist ein strikt konvezer Raum (siehe dazu die Hausaufgaben).?!

3. Eine fast triviale, aber doch sehr wichtige Folgerung ist, dass fiir jedes x € X mit
x # 0 mindestens ein z* € X* mit

(@ )=zl 2"y =1
existiert.
Beweis: Wir setzen U := span{z} = {Az : A € K} sowie (u*, Az) := Xz
und wenden das Theorem an. ]

Korollar: Aus (z*, x) = 0 fur alle z* € X* folgt x = 0.

4. Bemerkenswert ist auch die folgende Trennungseigenschaft: Sind z; und x5 zwei
verschiedene Elemente aus X, so gilt

<SL’*, l’1> 7é <l‘*, x2>

fiir mindestens ein z* € X*.

Beweis: Wir wahlen x* wie in der vorherigen Bemerkung mit  := zo — 2. 0O

31Ganz allgemein gilt: Ein normierter Raum (X, ||||y) wird strikt konvex genannt, wenn die
Implikation

v #Fx2, |nillx =llz2llx =1 = |Aizi+ ey <1

fiir alle nicht-trivialen Konvexgewichte mit 0 < A1, Ao < 1 und A + Ay erfiillt ist. Zum Beispiel ist
(R, [|[I,,) strikt konvex fiir 1 < p < oo, aber nicht strikt konvex fiir p = 1 oder p = oo.
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5. Die Formel
(a*, x) (", )]

|z||y = sup . = sup .
w0 2 xe w0 2t xe
gilt fiir jedes z € X und wird eine wichtige Rolle spielen. Beachte die Symmetrie
mit der Formel
B (x*, ) |<x*, x)‘
¢+ = SUP ———— = SUp ———— .
w20 2l a0 [k
die sich unmittelbar aus der Definition von X* ergibt. Hier deutet sich schon
an, dass es einen intimen Zusammenhang zwischen X und seinem Bidualraum

X** .= (X*)" gibt, den wir weiter unten genauer studieren werden.

[

Beweis: Sei x € X beliebig fixiert. Die Definition der dualen Norm liefert die
Doppelabschétzung

x“X

fiir alle x* € X* und die vorherige Bemerkung garantiert, dass fiir bestimmte
x* zweimal Gleichheit besteht. Aufgrund dieser beiden Beobachtungen kann die
Behauptung mit elementaren Argumenten etabliert werden. O]

(2%, 2) < (2", @) < [l x-

6. Fir jedes z € X* gilt

2 2
x- = (" @) = [lellx

7]
fiir mindestens ein z* € X*.
Beweis: Dies ergibt sich mit U := span{z} sowie (u*, Ax) := A Hxﬂi O

Ausblick: Wenn wir jedem x € X die Menge aller x* mit dieser Eigenschaft
zuweisen, erhalten wir die sogenannte Dualitdtsabbildung von X, die allerdings
im Allgemeinen mehrdeutig und nichtlinear ist. Siehe dazu auch die Ergdnzung
zum Darstellungssatz von (P(Z; K)".

Trennung konvexer Mengen

Vorbemerkung In diesem Abschnitt ist (X, ||| ;) ein normierter Raum {iber K.

konvexe Mengen und Funktionen Ein Ausdruck der Bauart

Mri+ ...+ 2, mit neN, z;,...,2,€X
und
0< A, ..., <1 und MF ...+ =1
heifst (endliche) Konvexkombination der 1, ..., z, € X, wobei die Zahlen Ay, ..., A\,

die Gewichte sind. Eine Teilmenge U C X wird konvex genannt, wenn sie alle endlichen
Konvexkombinationen ihrer Elemente enthélt und eine Funktion f : U — R wird
konvex genannt, wenn die Ungleichung

fiir alle Konvexkombinationen von Elementen aus U erfiillt ist. Insbesondere gilt: Eine
Funktion ist genau dann konvex, wenn ihr Epigraph

epi(f) = {(z, y) € UXR : y > f(2)}
als Teilmenge des Produktraumes X xR konvex ist.
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Bemerkungen

1.

10.

11.

Konvexe Mengen konnen offen, abgeschlossen oder weder noch sein. Insbesondere
ist jeder Unterraum von X konvex.

. Eine Funktion f : X — R heifst konkav, falls — f konvex ist.

. Konvexe Funktionen sind bei uns immer auf konvexen Mengen definiert. Beachte,

dass auch konkave Funktionen tiblicherweise nur auf konvexen Menge studiert
werden.

. Konvezitdt ist ein ausgesprochen maéchtiges Konzept in der Funktionalanalysis,

aber auch in vielen anderen Bereichen der Mathematik.

. Beachte, dass kein analoger Konvexitatsbegriff fiir komplexwertige Funktionen

f X — C existiert, da es keine sinvolle Ordnung auf C gibt. Der Vektorraum X
kann aber sowohl reell als auch komplex sein.

Jede lineare Funktion f : X — R ist sowohl konvex als auch konkav, aber es
gibt viele nichtlineare konvexe Funktionen. Zum Beispiel ist jede Norm sowie das
Quadrat jeder Norm konvex.

. Analog zu Analysis 1+2 konnen wir zeigen, dass die Konvexitatsbedingungen fiir

Mengen oder Funktionen nur fiir elementare Konvexkombinationen der Bauart
% r1 + %xg iiberpriift werden miissen.

. Niitzlich ist die folgende dquivalente Charakterisierung, die sehr einfach gezeigt

werden kann: Eine Funktion f : X — R ist genau dann konvex, wenn fiir jeden
eindimensionalen affinen Unterraum X C X die Einschrinkung von f auf X
konvex ist.

. In Banach-Raumen konnen wir auch abzahlbar unendliche Konvexkombinationen

zulassen (also den Fall n = 00), sofern wir zusétzlich sup,,cy |||y < oo fordern.
In nicht-vollstdndigen Rdumen kann jedoch im Allgemeinen die Konvergenz der
entsprechenden Reihen nicht sichergestellt werden.

Ein schwacheres Konzept ist das folgende: Die Teilmenge U C X von X heifst
sternfomig bzgl. des Zentrums x4 € U, falls sie fiir jedes ihrer Elemente o € U

alle Konvexkominationen der Bauart px + (1 — p) x4 mit p € [0, 1] enthélt. Wir
sagen auch, U ist sternférmig, wenn mindestens ein Zentrum x4 existiert.

Eine konvexe Menge ist sternformig bzgl. aller ihrer Elemente, aber es gibt viele
sternférmige Mengen, die nicht konvex ist.

A

//

v

Abbildung Tllustration einer konvexen Menge, einer konvexen Funktion (mit ihrem konvexem
Epigraphen) sowie einer sternférmigen Menge.
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Lemma (Eigenschaften konvexer Nullumgebungen ) Ist U C X eine konvexe
Teilmenge von X, die 0 als inneren Punkt enthélt, so gelten die folgenden Aussagen:

1. Es gilt py(z) < e ! ||z] y fiir alle 2 € X und jedes € > 0 mit B.(0) C U.
2. Die Funktion py ist sublinear.
3. Ist U selbst offen, so gilt U = p;' ([0, 1)).
Hierbei bezeichnet py : X — [0, oo] mit
pu(z) :=inf{s : s'z €U}

das (nichtlineare) Minkowski-Funktional von U.*

Beweis Teil 1: Fiir jedes © € X gehort t o mit 0 < t < ty := ¢ ||lz||5" z2u B.(z4) C U
und dies impliziert py(z) < ¢! sowie py(z) < t; nach Grenziibergang.
Teil 2: Seien x, & € U sowie d > 0 beliebig fixiert. Wir wéhlen s > 0 und § > 0 mit
stexel, s <py(x)+4, slzeU, s<py(x)+4o

und bemerken, dass

ceU

T+7T s :)3+ S T
s+ S s+S s s+S s

aus der Definition von py sowie der Konvexitéat von U folgt. Insbesondere gilt
pu(z+2) <s+35<py(r)+pu(T)+20,

und die Behauptung ergibt sich im Limes § — 0.

Teil 3: Sei z € p;'([0, 1)) fixiert. Dann gilt py(z) < 1 und es existiert s € R
mit py(r) < s < 1 sowie s 'z € U. Mithilfe der Konvextitit von U erhalten wir
r=(1-5)0+ss 'z €U wegen 0 € U. Sei umgekehrt x € U beliebig fixiert. Dann
existiert 6 > 0 mit Bs(z) € U und wir schliefen, dass auch (1+§/2)z in U liegt.
Insbesondere gilt py(z) < 1/(1+6/2) < 1 und damit z € p;;' ([0, 1)). O

Lemma (Hilfssatz) Sei U C X eine konvexe und offene Teilmenge von X mit
0 ¢ U. Dann existiert ein * € X* mit

Re (", u) > 0
fiir alle w € U.
Beweis Vorbereitungen: Aufgrund des Lemmas iiber komplexe Vektorrdume reicht

es, den Fall K = R zu betrachten. Wir wahlen uy € U beliebig sowie €4 > 0 mit
B.,(uy) C U, setzen

Uy :=U—{ug}={u—uy : ueU}

32p; kann ganz allgemein fiir jede Menge U C X definiert werden, die sternférmig bzgl. 0 ist.
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und bemerken, dass 0, aber nicht —uy zu Uy gehort. Insbesondere ist py := py, nach
dem vorherigen Lemma eine sublineare Funktion auf X mit

py(—uy) > 1
sowle
py(@) < ey llzllx
fiir alle z € X, denn es gilt B, ,(0) C Uy. Auferdem kénnen wir die lineare Funktion
g :span{—ug} — R, g(—=Auy) = Apg(—uy)

nach der allgemeinen Version des Satzes von Hahn-Banach zu einer linearer Funktion
f:X = Rmit f(z) < pu(z) fiir alle z € X fortsetzen, wobei dann

fl—uy) = g(—ug) = pp(—uy) > 1

nach Konstruktion garantiert ist.
Figenschaften der Fortsetzung: Fiir alle x € X gilt

|f(2)] = max {f(2), f(—2)} < max {pg(2), pa(-2)} <ep' 2y

und wir schliefsen, dass f beschréankt und damit auch stetig ist. Fiir jedes u € U erhalten
wir dariiber hinaus die Abschétzung

f(u) = flu—uy) — f(—uy) <pp(u—uy) —pyp(-uy) <1-1=0,

wobei wir benutzt haben, dass py(u —ug) < 1 wegen u — uy € Uy ebenfalls aus dem
dritten Teil des vorherigen Lemmas folgt. Das Funktional z* mit (z*, z) := —f(x)
besitzt nun alle gewiinschten Eigenschaften. O

Gegenbeispiel Die Menge
U::{xER2 : x1>0,x2:O}U{x€R2 : x2>0}

ist eine konvexe, aber nicht-offene Teilmenge des R?, die nicht den Nullvektor 0 enthilt.
Wir zeigen durch Widerspruch, dass die Behauptung des Hilfssatzes falsch ist. Denn
wenn

(x*, (u1, u2)) = xfug + x5 us >0
fir alle u = (u1, ug) € U erfiillt ist, so muss insbesondere
z; = (%, (1,0)) >0, ay = (2%, (0,1)) >0

gelten, da (1, 0) und (0, 1) beide in U liegen. Da aber auch (=23, x7) zu U gehort,
erhalten wir mit

<x*, (—2 a3, x”{)> =—zjz; <0
den gesuchten Widerspruch.
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Vorlesung 15 : 12. Dezember, Teil 1

Theorem (Trennungssatz von Hahn-Banach, Version 1) Seien V, W zwei
disjunkte Teilmengen von X, die jeweils konvex und nichtleer sind, wobei V' zusétzlich
offen ist. Dann existiert x* € X*, sodass

Re (z*, v) > Re (2", w)

fiir jedes v € V und alle w € W erfiillt ist.

Beweis WirsetzenU :=V-W = {U—w cveV,we W} und priifen mit einfachen
Rechnungen, dass U konvex ist und nicht die 0 enthélt. Aus der Darstellungsformel

U= JV—{w}

weW

folgt auferdem, dass U offen ist. Jedes Funktional x* aus dem vorherigen Hilfssatz
besitzt wegen

0 < Re(z*, v —w) = Re (2", v) — Re (", w)
die gewiinschte Eigenschaft. m

Theorem (Trennungssatz von Hahn-Banach, Version 2) Seien W C X eine
konvexe, abgeschlossene sowie nichtleere Teilmenge von X und z € X ein Punkt mit
x ¢ W. Dann existieren 7 € R und 2* € X*, sodass

Re (z*, ) > n > Re (z*, w)

fiir alle w € W erfiillt ist. Insbesondere vermittelt x* eine strikte Trennung von x und
Ww.

Bewets Wir wihlen ¢ > 0 mit V := B.(z) C X \ W sowie z* wie im vorherigen
Theorem. Fiir jedes beliebig fixierte w € W gilt

Re (", z — ey) > Re (2", w)
und damit
Re (z*, ) > Re (¥, w) + € Re (2", y)

fir alle y € X mit ||y||y = 1. Hierbei ist Re z* ein reellwertiges Funktional auf X, dass
nach Konstruktion nicht das Nullfunktional ist, d.h. es gilt 6 := ||[Rez*||x. > 0. Durch
Supremumsbildung iiber alle zugelassenen y erhalten wir

Re (z*, ) > Re (z*, w) + €9
fiir alle w € W und dies liefert die Behauptung mit 7 := Re (z*, z) — 1 4. O

Abbildung Illustration der zweiten Version des Trennungssatzes von Hahn-Banach. Die affine
Hyperebene H = {y €X :(z*y) = 7]} liegt zwischen W und =z.
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Bemerkungen

1. Durch Ubergang zu —x* entstehen Varianten der Trennnungssitze mit < anstelle
von >.

2. Ist W ein abgeschlossener Unterraum, so gilt (x*, z) # 0 sowie
(", w) =0 firalle weW

fiir jedes x* € X* aus dem Theorem.

Beweis: Fiir jedes w € W impliziert die Unterraumeigenschaft von W die
Abschétzung

)\<Re:c*, w> = <Rex*, )\w> = Re <x*, )\w> < Re (2", z)

fir alle A € R und wir schlieften zunéchst, dass (Rez*, w) = 0 gilt. Das Lemma
tiber komplexe Vektorrdume garantiert aber auch (z*, w) = 0. O

3. Als Folgerung konnen wir (Ubungsaufgabe) konvexe Menge vollstiandig durch
lineare Ungleichungen charakterisieren: Fiir jede konvexe und abgeschlossene
Teilmenge W von x existiert zum Beispiel eine Familie (z7), ., in X* sowie eine
Familie (c;),.; in R, sodass

W={reX: (z,z) <c}.

Fiir ein konvexes Polyeder kommen wir dabei mit einer endlichen Familie aus,
aber im Allgemeinen ist die Méchtigkeit der Indexmenge I unendlich.
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Kapitel 3

Lineare Funktionale und Operatoren

| Vorlesung 15 : 12. Dezember 2023, Teil 2

3.1 Schwache und schwache* Konvergenz

Bidualraum und Reflexivitat

Vorbemerkung In diesem Abschnitt ist (X, ||-||) ein beliebiger Banach-Raum und
(X*, |||l x~) sein Dualraum (der auch Banach-Raum ist). Mit (X**, ||| .. ) bezeichnen
wir den Bidualraum von X, d.h. es gilt

X* = (X*)" = Lin(X*; K) = Lin(Lin(X; K); K)
sowie

I llx-. = sup &, o),
T

wobei rechts die Dualpaarung von x** € X™* und z* € X* steht.

Klarstellung Wir benutzen (-, -) sowohl fiir die Dualpaarung von z* € X* mit z € X
als auch fiir die Dualpaarung von x** € X** mit x* € X*. Alternativ konnten wir zwei
verschiedene Notationen verwenden, zum Beispiel (-, -) y bzw. (-, -) y..

Lemma (X als Unterraum von X**) Durch
(Jxz, x%) == (2", x)

wird in natiirlicher Weise eine lineare und isometrische Einbettung Jy : X — X**
definiert.

Beweis Fiir jedes z € X sowie alle z*, #* € X* und A, A € K gilt
<)\x* + N7, x> = >\<x*, x> + 5\<i’*, x>
sowie

(27, z) < |l 2]

95

X*
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und wie schliefen, dass Jx z fiir jedes x € X in der Tat ein wohldefiniertes, lineares
und stetiges Funktional auf X™* ist, wobei aulerdem

ol e, = sup AL IOL L0

- < ||z
i P By A e B B

X*

gilt. Auferdem impliziert die Formel

(Ix(Az+ A7), 2) = (2", Az + X&) = A (2", 2) + X (a7, )
:/\<JX;E, 3:*>—|—5\<JX5:, x*> = <)\JX:1:~|—5\JX5:, x*>,

dass Jy den Raum X linear und stetig nach X** abbildet. Fiir jedes € X existiert
nach dem Satz von Hahn-Banach ein Funktional z* € X* mit

(@ ) = llzlly  lo"llx. =1
und mit diesem z* (das von = abhéngt) erhalten wir
1x 2]l oo = (Ix 2, &%) = (@", 2) = [z -

Es folgt ||Jx x|y = ||z]|x fiir alle x € X und wir haben gezeigt, dass Jx wirklich
isometrisch ist. ]

Definition Wir nennen X reflexiv, falls die Abbildung Jx surjektiv ist.

Bemerkungen

1. Jx wird auch die kanonische Einbettung von X in X** genannt.

2. Wenn X reflexiv ist, so sind X und X** isometrisch isomorph zueinander. Die Um-
kehrung ist jedoch im Allgemeinen nicht richtig, denn es kann passieren, dass Jx
zwar nicht surjektiv ist, aber dass ganz anders gebaute Isomorphismen existieren.

3. Die Isometrie-Eigenschaft von Jx impliziert auch im nicht-reflexiven Fall, dass
das Bild von X unter Jx ein abgeschlossener Unterraum von X** ist.

4. Sind X und X isometrisch isomorph zueinander, so ist X genau dann reflexiv,
wenn X die Eigenschaft besitzt (Ubungsaufgabe).

5. Mit X = K% gilt X* = K¢ und wir kénnen — siehe die Diskussion weiter oben
— in natiirlicher Weise jedes x € X bzw. x* € X* als Spaltenvektor bzw. Zeilen-
vektor interpretieren, wobei

T L1 d
<(:1:"1‘ x(’;), : >:(x*{ :cfl) : :Zx;:rj.

T4 T4 j=1

Umgekehrt kann aber jedes lineare und stetige Funktional auf dem Raum aller
Zeilenvektoren durch einen entsprechenden Spaltenvektor realisiert werden und
in diesem Sinne gilt X** = R?. Insbesondere ist K% fiir jedes d € N reflexiv.
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6. Ist X ein endlich-dimensionaler Raum, so implizieren die Resultate aus der
Linearen Algebra, dass die Rdume X* und X** auch jeweils die Dimension
d = dim (X) besitzen, d.h es gilt

im Sinne eines Vektorraum-Isomorphismus. Es gibt allerdings keine kanonische
Isomorphie zwischen X und X* , d.h. ein entsprechender Isomorphimus wird
mittels einer Basis in X und/oder einer Basis in X* konstruiert und héngt von
der Wahl dieser Basis ab.! Das Lemma besagt im endlich-dimensionalen Fall,

dass die Isomorphie zwischen X und X** jedoch kanonisch ist, d.h. ohne jeden
Bezug auf eine Basis etabliert werden kann.

7. Der Folgenraum ¢ (Z; K) ist fiir jedes p mit 1 < p < oo reflexiv.
Beweis: Wir haben weiter oben die Existenz zweier isometrischer Isomorphismen
Ey: 0V — (), By ()
bewiesen, wobei

+oo
<Ep Y, ac> = Z TjY; = <Ep/ x, y>

j=—o00

kok

fiir jedes z € 7 und alle y € (7" erfiillt ist. Fiir ein beliebig fixiertes z** € (fp)
wird durch

YEr (o, Byy)

ein lineares und stetiges Funktional auf ¢ definiert, dass als E, x fir ein x € (P
dargestellt werden kann. Insbesondere gilt

<x**, E, y> = <Ep/ x, y> = <Ep Y, x>
fiir alle y € ¢ und damit auch
<l'**, [E*> — <ZE*7 I’>

fiir alle z* € (Ep)*. Das meint aber gerade x** = Jx x und wir schliefsen, dass Jx
wirklich surjektiv ist. [

8. Wegen
(X(Z; K)" = 0'(2; K),  (1(Z; K)" 2 02(Z; K)

ist £3° (Z; K) nicht reflexiv. Wir werden in den Hausaufgaben auflerdem sehen,
dass die isometrische Einbettung von ¢! (Z; K) nach /> (Z; K)* nicht surjetiv ist,
dass heift ¢'(Z; K) und ¢*°(Z; K) sind auch nicht reflexiv.

1Zu jeder Basis ey, ..., €4 in X existiert genau eine duale Basis €7, ..., € in X* mit
*
(€7, ej) =dij,

ok

wobei 0;; das Kronecker-Delta ist. Fir die biduale Basis gilt dabei immer e}

universelle Formel als eine Manifestation des Lemmas betrachtet werden kann.

= e;j, wobei diese
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Lemma (Reflexivitit und Unterrdume) Ist X reflexiv, so ist auch jeder
abgeschlossene Unterraum von X reflexiv.

Beweis Sei W ein abgeschlossener Unterraum von X und sei w** € W** beliebig
fixiert.?
Teil 1: Die Zuordnung?®

fe Xt~ (W of|w)eK

liefert ein lineares stetiges Funktional auf X* und kann nach Voraussetzung als Jxx
dargestellt werden. Dabei ist © € X eindeutig durch w** festgelegt und die Hilfsformel

<w**, x*|W> = <JX X, x*> = <x*, x>

gilt nach Konstruktion fiir alle z* € X*. Wir schliefen, dass z zu W gehort, denn
andernfalls gébe es nach der zweiten Version des Trennungssatzes von Hahn-Banach
ein Funktional z* € X™* mit

<:,17*, 93> #0, <x*, w> =0 firalle weW

und wir wiirden wegen z*|y = 0 einen Widerspruch zur Hilfsformel erhalten.

Teil 2: Wir bezeichnen das im ersten Teil identifizierte Element x aus W von nun
an mit w und fixieren w* € W* beliebig. Nach der speziellen Version des Satzes von
Hahn-Banach kénnen wir 2* € X* als Fortsetzung von w* wahlen und bemerken, dass
sich

<w**, w*> = <w**, m*|W> = <x*|W, w> = <w*, w>.

unmittelbar aus der Hilfsformel ergibt. Insbesondere haben wir damit gezeigt, dass
w* = Jy w gilt. O

Lemma (Reflexivitit des Dualraumes) X ist genau dann reflexiv, wenn X*
reflexiv ist.

Beweis Hinrichtung: Wir fixieren 2*** € X** := (X**)" beliebig und bemerken,
dass durch

<x*, :L'> = <x***, Jx a:> fir alle z € X

ein lineares und stetiges Funktional * € X* definiert wird. Fiir jedes ** € X** konnen
wir z € X mit 2 = Jx x wahlen und berechnen

<x***, x**> = <x***, Jx x> = <x*, x> = <JX x, x*> = <x**, a:*>

Da z** beliebig war, ergibt sich 2*** = Jx- x*, und weil auch z*** beliebig war, haben
wir insgesamt die Surjektivitit von Jx« gezeigt.

Riickrichtung: Ist X* reflexiv, so folgt aus dem soeben Bewiesenen, dass auch X**
reflexiv ist. Nach dem vorherigen Lemma ist auch jeder abgeschlossene Unterraum von
X** reflexiv und damit auch das Bild von X unter Jx. Dieser Raum ist aber isometrisch
isomorph zu X und X ist daher reflexiv. ]

2Wir statten W natiirlich mit der Norm von X aus und erinnern uns, dass (W, ||-|| ;) wegen der
Abgeschlossenheit von W selbst ein Banach-Raum ist.

3Mit z*| bezeichnen wir wie iiblich die Einschrinkung des Funktionals x* auf W und dies
vermittelt eine lineare sowie stetige Abbildung von X* nach W*, wobei ||z* |||« < ||z - gilt.
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Vorlesung 16 : 14. Dezember 2023

Definition der Konvergenzen
Definition Eine Folge (z,,), oy in X konvergiert schwach gegen z, € X, falls
<x*, xn> SLLIN <x*, l’oo>

fiir alle z € X im Sinne konvergenter Zahlenfolgen erfiillt ist. Eine Folge (z},),, oy in X*
konvergiert schwach* gegen x* € X, falls

<x;, :1:> e, <a:io,x>

fiir alle x € X gilt.

Bemerkungen

1. Es gibt verschiedene Moglichkeiten, schwache bzw. schwache® Konvergenz zu
notieren. In der Literatur finden sich oftmals die Symbole

Ty — Too bzw. N

aber wir schreiben meist

n—00 * n—oo *

T, ————— Ts schwach bzw. T — T schwach*

n o0
oder xo = lim, o , (schwach) bzw. ¥ = lim, . 2} (schwach®).
2. Die Normkonvergenz in X wird auch als starke Konvergenz in X bezeichnet. Die

Normkonvergenz in X* ist dementsprechend die starke Konvergenz in X* und
nicht etwa die starke* Konvergenz.

3. Konvergiert x,, fiilr n — oo im starken Sinne gegen z, so gilt

n—oo
0

(&%, 20 = zoo)| < Ml2"[|x- flon — Zoollx

fiir alle 2* € X* und wir schliefsen, dass dann auch die entsprechende schwache
Konvergenz erfiillt ist. Analog folgt mit

* * n—oo

‘<xn — Ty

0,

* *
o) < oy = 2%l N2l
dass die starke Konvergenz in X* die schwach*-Konvergenz nach sich zieht.

Achtung: Die jeweilige Umkehrung ist im Allgemeinen falsch, dass heifst die
schwache bzw. die schwache* Konvergenz ist in der Tat schwdicher als die starke
Konvergenz in X bzw. X*.

4. Schwache bzw. schwache* Grenzwerte sind eindeutig, denn aus
<x*, Too — foo> =0 fur alle e X”
bzw.
(f —@h, z) =0 fiir alle reX

*

folgt ©oo = T bzw. 2%, = T5, aus dem Satz von Hahn-Banach bzw. aus der
Definition von X*.
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5. Die Implikation

n—oo

. —
T, ——— s Schwach in X = Lz, —/—=

L x. schwachinY

gilt fiir jeden Operator L € Lin(X; Y'). Wir werden weiter unten diskutieren, ob
es analoge Aussagen fiir die schwache™ Konvergenz gibt.

Beweis: Fiir jedes y* € Y* wird durch
(%, ) == (y", Lx)

in eindeutiger Weise ein z* € X* definiert (dass wir weiter unten als L*y*
bezeichnen werden). Nach Voraussetzung gilt

n—o0

(' Lay) = (2", 2,) ——— (2% 2x) = (¥, LTo)
und die Behauptung folgt, da y* beliebig war. O]

6. Sowohl die schwache als auch die schwache®* Konvergenz konnen topologisiert
werden, d.h. es existiert eine entsprechende schwache bzw. schwache* Topologie
auf X bzw. X*. Siehe die Literatur fiir die Details, etwa [Alt, Kapitel 6] oder
[Wer, Kapitel 8|.

7. Die schwache Konvergenz einer Folge (z,,), .y aus X meint gerade, dass die Folge
(Jx @), ey schwach™ im Raum X** konvergiert.

8. Im Dualraum X* gibt es insgesamt drei unterschiedliche Konvergenzbegriffe.
starke Konvergenz in X*: ok — % |l — 0
n—oo

0 firallexz e X

schwache Konvergenz in X*:  (z**, z* — 2% ) ——2% 0 fiir alle 2 € X**

schwache® Konvergenz in X*:  (af — %, x)

Ist X reflexiv, so stimmen die beiden letzten iiberein, andernfalls jedoch nicht.*

prototypische Beispiele in Funktionenrdumen Wir betrachten den Vektorraum
X={zeCR;R) : |z[|y < oo}

und versehen ihn mit der Norm

+0o0
2]l x = lllly + =]l = / |2(t)] dt + sup |(t)].

teR

Mithilfe der Theorie Riemann-integrierbarer Funktionen kénnen wir zeigen, dass
(X, ||]lx) ein Banach-Raum ist.” Wir betrachten auch den Funktionenraum

Y ={yeCR;R) : |z[}y <oo} =BC(R; R)

4Im nicht-reflexiven Fall ist die schwache Konvergenz in X* stirker als die schwache® Konvergenz,
da X via Jx als echter Unterraum von X** betrachtet werden kann.

5Der Raum X ist ein etwas akademisches Beispiel. Wir werden weiter unten besser verstehen,
warum Funktionenrdume in aller Regel nicht durch Riemann-Integrale, sondern mittels der deutlich
robusteren Lebesgue-Integrale definiert werden. Da hier aber jedes x € X eine stetige Funktion auf R
ist, unterscheiden sich beide Integrationsbegriffe nicht.
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mit der iiblichen Supremumsnorm
lylly = llyllc = sup |y(t)|
teR

und bemerken, dass durch

“+00

(By, o) = / y() (1) dt

—0o0

in natiirlicher Weise eine Einbettung F : Y — X* gegeben ist, wobei das Integral auf
der rechten Seite immer im uneigentlichen Riemannschen Sinne wohldefiniert ist und
aufgrund der Holder-Ungleichung einen endlichen Wert annimmt.

Die nachfolgende Tabelle liefert Beispiele fiir Folgen (yn),.y C Y, sodass die
entsprechende Folge (E y,), .y € X* im schwachen®, aber nicht im starken Sinn gegen
ein Grenzfunktional x% € X* konvergiert. Insbesondere gilt

(Eyn, ) — {1k, )

o)

fiir alle x € X, aber auch

1By - il == 0.

In den Beispielen bezeichnet o immer eine feste, schnell abklingende Funktion mit
fj;o o(t) dt = 1, zum Beispiel die Glockenfunktion mit

o(t) = 712 exp (—t%)

und v steht fiir eine stetig differenzierbare und L-periodische Funktion, wobei

L
n:=L" [ {(s)ds
/

der Integralmittelwert von v ist.

Szenario Formel fiir y,(t) Formel fir (x¥ , x) schwacher* Limes
+oo

Oszillation p(nt) [ na(t)dt konstante Funktion

Lokalisation no(nt) x(0) Dirac-Distribution

Delokalisation ~ n~'p(n~'t) 0 Nullfunktional

Transport o(t —n) 0 Nullfunktional

Tabelle Vier Beispiele fiir durch Funktionen y,, € Y erzeugte Folgen von Funktionalen (F y,,)
aus X*, die schwach*, aber nicht stark konvergieren. Siehe auch die nachfolgende Abbildung.

neN
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Bemerkungen

1. Jedes der vier Szenarien gibt es nicht nur in dem konkreten Raum X*, sondern
auch in den Dualrdumen vieler anderer Funktionenrdume. Auferdem konnen
ganz dhnliche FEffekte bei der schwachen Konvergenz in Funktionenrdumen
beobachtet werden, wobei wir dies weiter unten bei den Lebesgue- und Sobolev-
R&aumen genauer diskutieren.

2. Die vier prototypischen Effekte kénnen sich natiirlich {iberlagern. Beispiele sind
die Funktionenfolge mit

yn(t) := o(t +n)(nt),

bei der immer hoher werdende Oszillationen nach +oco transportiert werden, sowie
die Formel

Yn(t) == o(t —n) + ot +n),

bei der sowohl nach —oo als auch +oo transportiert wird.

Oszillation : n=1 Oszillation : n=2 Oszillation : n=3

Lokalisation : n=1 Lokalisation : n=2 Lokalisation : n=3

T

Delokalisation : n=1 Delokalisation : n=2 Delokalisation : n=3

/-\

Transport : n=1 Transport : n=2 Transport : n=3

Abbildung Schematische Darstellung der Funktionen y,, fiir die vier prototypischen Beispiele aus
der vorherigen Tabelle.

Lemma (schwache Unterhalbstetigkeit der Norm) Jede schwach konvergente
bzw. schwach* konvergente Folge in X bzw. X* ist beschrankt und es gilt

lally <Tminf ol baw. okl < Tmiof ;).

mit den Notationen aus der obigen Definition.
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Beweis Teil 1: Konvergiert x fiir n — oo schwach™ gegen x?_, so gilt

sup |<x;"“ .7))‘ < 00
neN

fiir alle z € X (konvergente Zahlenfolgen sind beschrénkt) und der Satz von Banach-
Steinhaus® garantiert via

< 00

sup 23 .
neN

die Beschrénktheit der Folge (z7}), .y im Banach-Raum (X*, [|-|| ¢.). Aukerdem gilt

fur alle z € X mit [|z||y = 1 und nach Supremumsbildung erhalten wir die obere
Abschitzung fir ||z% || ..

Teil 2: Konvergiert x, fir n — oo schwach gegen z., so konvergiert Jx x, im
schwach® Sinne des Raumes X** gegen Jx z,, und der erste Beweisteil garantiert
zum einen, dass die Folge (Jx y,),cy beschrankt in X** ist, und zum anderen die
Abschétzung

n—oo

Mit der Isometrie-Eigenschaft von Jx ergeben sich die analogen Aussagen in X. O]

schwache* Konvergenz in separablen Raumen

Definition (X, ||||y) heift separabel, wenn es eine abzéhlbare dichte Teilmenge gibt.

Bemerkungen

1. Der Raum R? bzw. C¢ mit d € N ist separabel, da Q¢ bzw. Q% 4+ i Q¢ abzihlbar
ist und dicht liegt.

2. Jeder endlich-dimensionale Raum X ist isomorph zu K4™¥ und daher separabel.

3. Wir konnen die Separabilitit auch wie folgt charakterisieren: Es existiert eine
Teilmenge {y1, y2, ...} von X, so dass fir jedes x € X eine (in aller Regel
nicht-monotone) Indexfolge (n4), oy existiert, sodass x = limg_ yn, im Sinne
der starken Konvergenz in X gilt.

4. Wenn die Menge {yl, Yoy } dicht in X liegt, so ist
Y = span{yl, Yoy }

ein dichter Unterraum von X, der aus allen endlichen Linearkombinationen der
yj, besteht.”

Hier ist es wichtig, dass (X, ||-|| ) ein Banach-Raum ist.

"Der Vektorraum Y ist im Fall von dim X = oo aber nicht abgeschlossen bzgl. ||| und (Y, ||| x)
ist daher kein Banach-Raum. Beachte auch, dass Y nicht abzéhlbar, sondern iiberabzahlbar viele
Elemente enthalt.
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5. Ist {y1, y2 ...} eine abzéhlbare Teilmenge von X (dicht oder nicht), so ist

Y :=cls (span{yl, Yo yeo- })
ein abgeschlossener und separabler Unterraum von X.

Beweis: Im Fall K = R ist die Menge

Y = {Zﬂk?/k Dk € @}
=1

eine abzihlbare Teilmenge von Y C Y. Sie liegt auferdem dicht in Y, denn
fiir beliebig gegebene # € Y und ¢ > 0 kénnen wir nach Konstruktion und
der &dquivalenten Charakterisierung des Abschlusses ein n € N sowie Zahlen
A1, ... Ay € R wahlen, sodass

T — Z Aeu|| < se
k=1 X
Anschliefiend wéahlen wir fiir jedes k£ € {1, ..., n} ein y € Q mit
€
e — M| £ ———
2n |yl
und erhalten
r=Y eyl <tetd IOw—mully <e.
k=1 X k=1

Da x und ¢ beliebig waren, haben wir gezeigt, dass Y dicht in Y liegt. Im Fall
K = C argumentieren wir analog mit A\, € C und pr = Q+ i Q.

Beispiele und Gegenbeispiele

1. Der Approzimationssatz von Weierstraf§ garantiert, dass BC(I; K) separabel ist,

wobei zum Beispiel die Menge aller Polynome mit rationalen Koeffizienten als
abzéhlbare dichte Teilmenge gewdhlt werden kann.

. Der Raum (?(Z; K) ist fiir 1 < p < oo separabel, wobei

+n
{Zajej :neN, al,...,anEQ}

j=—n

eine naheliegende Wahl fiir eine abzéhlbare dichte Teilmenge ist (e; ist der
kartesische Einheitsvektor im Folgenraum). Analog kénnen wir auch zeigen, dass
(5°(Z; K) separabel ist.

Der Raum X = (*°(Z; K) ist nicht separabel.

Beweis: Fiir jede Teilmenge J C 7Z definieren wir e; € X durch

{ 1 fallsjeJ,
€, ‘=

0 sonst,
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wobei |le; —ej|y > 1 fiir alle J, J C Z mit J # J gilt. Insbesondere ist die
offene Menge

O := U Bija(ey)

JCZ

die Vereinigung iiberabzihlbar vieler® offener und paarweise disjunkter Kugeln
aus X. Wenn die abzdhlbare Menge {y1, yo, ...} dicht in X liegen wiirde, so
miisste jeder dieser Kugeln mindestens ein Element y; enthalten, aber dies ist
offensichtlich ein Widerspruch. O

8Beachte, dass die Potenzmenge von Z die Méchtigkeit von R besitzt.
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Vorlesung 17 : 19. Dezember 2023

Theorem (Kriterium fiir schwache* Folgenkompaktheit) Ist X separabel, so
besitzt jede beschriankte Folge in X* eine schwach® konvergente Teilfolge.

Beweis Wahl einer Teilfolge: Wir betrachten eine abzdhlbare dichte Teilmenge
{y1, y2, ...} in X sowie eine beschrénkte Folge (z}), .y in X*, wobei wir 0.B.d.A.
die Normierung

lzp |l <1 fiiralle neN

voraussetzen diirfen. Aufserdem bemerken wir, dass fiir jedes k € N die Zahlenfolge
((a:j“ yk>)n oy C K beschrénkt ist und damit Haufungspunkte besitzt. Wir definieren
nun induktiv eine Folge von Teilfolgen dieser Folge: Als Induktionsanfang k& = 0 setzen

wir 5, = z;, fir alle n € N. Im Schritt & ~» k+1 wéhlen wir (a:ZJan)neN als Teilfolge

von (:L‘Z ) ey Sodass

<$Z,n7 yk> b ? fk
fiir ein geeignetes &, € K gilt, wobei die obige Normierungsbedingung die Ungleichung
1€e| < |lykllx impliziert. Unsere Konstruktion stellt fiir die Diagonalfolge (siehe das
Bild) sicher, dass

n—o0

<x;,n7 yk> — gk

fiir alle k£ € N erfiillt ist.
Identifikation des schwachen™ Haufungspunktes: Durch

(V' M+ ) = MG+ NG
wird ein lineares Funktional y* : Y — K auf dem Raum
Y = span{yl, Yoy }
definiert. Unsere Konstruktion liefert
(v, y) = lim (7, ., v)

und damit auch

(™ »)| = lim [(@5, . 9)| < limsup[lay |yl < [lvll
k—o0 n—00
fir alle y € Y, d.h. es gilt y* € Lin(Y; K) mit Hy*HY;K < 1. Nach der speziellen
Version des Satzes von Hahn-Banach konnen wir y* zu einem Funktional z* € X* mit
|2*|| .« < 1 fortsetzen, wobei (z*, y) = (y*, y) fiir alle y € Y gilt.
schwache* Konvergenz der Teilfolge: Seien x € X und € > 0 beliebig fixiert. Wir

wahlen y € Y mit

|z —ylly <¢
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und erhalten fiir jedes n € N unter Verwendung von

v = ylx < (I, nllx- + 2" llx) lo = yllx < 26

(@50 — 2" 2 —y)| < N2 — 27[lx

die Abschéatzung

n,n n,n

(25, — 2" 2)| < (@), — 2" 2w — )| + (@] — 2" )| <22+ ({00 0) — (W7 0]
Der Grenziibergang n — oo liefert

0< limsup‘(.r;n — ¥, x)‘ <2¢

n—o0

und weil € > 0 beliebig war, ergibt sich

Jim |, —a", @) = 0.

Da auch x € X beliebig war, haben wir insgesamt gezeigt, dass z;, ,, fiir n — oo im
schwachen*® Sinne gegen z* konvergiert. O

n—oo

kZIJ <mz,n7 yk> — gk fir jedes keN
5 >
* * % % %
x| [Pt T1,2 T1,3 T1,4 x5 T16
5]
~ * o % « N
.T2,l :L‘2’2 -7/‘2’3 332’4 132’5 :132’6
g
= * * * % % «
o ZEB,l .173’2 I3’3 :E3y4 x3’5 QijG
= . . - * ) ”
+ x4,l .17472 ZE4’3 :E4y4 ﬁI}'4’5 x4,6
n
A * * % % = .
% 1:5,1 .17572 ZE5’3 :E5y4 x5’5 x5,6
<
* * % % « -
/—g\ xG,l .176’2 156,3 :E674 x6’5 x6,6
=
+
*
8
SN—

(@ o k) —— & firalle k€N )

<
()

Abbildung Zur Konstruktion der Diagonalfolge im Beweis der schwachen* Folgenkompaktheit.

Lemma (hinreichendes Kriterium fiir Separabilitidt) Ist X* separabel, so ist
auch X separabel.

Beweis Wir fixieren eine abzihlbare dichte Teilmenge {y;, v3, ...} in X*, wihlen
fiir jedes n € N ein y,, € X mit?

Iyl =1, wns ya) = 3 l0llx-
und setzen
Y :=cls (spa,n{xl, To, ... }) ,
wobei der Abschluss bzgl. ||| gebildet wird. Insbesondere ist Y ein abgeschlossener

Unterraum von X und wir wollen zeigen, dass Y = X gilt. Sei dazu ein beliebiges

9Die Existenz von y,, folgt allein aus der Definition der dualen Norm in X, und braucht nicht den
Satz von Hahn-Banach.
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Funktional z* € X*, sodass (z*, y) = 0 fiir alle y € Y. Fiir jedes n € N ergibt sich
dann via

v = 2" llxe = (2l = ", )| = [ v = 5 Wl = 51127 e = 3 Ml — 2l x

die Abschétzung

2" < 3llyn — 27 x

und der Limes n — oo liefert ||z*||. = 0. Wir haben insgesamt gezeigt, dass jedes
Funktional, das auf Y verschwindet, auch auf X verschwindet. Dies impliziert X =Y,
denn andernfalls — siehe die Bemerkungen zur zweiten Version des Trennungssatzes
von Hahn-Banach — gébe es ein Funktional x*, dass auf dem echten Unterraum Y,
aber nicht auf ganz X verschwindet. O]

Bemerkungen

1. Die Separabilitat von X ist sehr wichtig fiir die schwache* Folgenkompaktheit im

Dualraum X*.

Gegenbeispiel: Mit X = (> (Z; K) betrachten wir die durch

(x}, x) == x,

n’

definierte Folge (x}),oy in X*, wobei |lz)|y. = 1 fiir alle n € N gilt. Fiir
eine beliebige, aber strikt monotone Indexfolge (”m)meN mit lim,, oo 1, = 00
definieren wir ein spezielles x € X durch

=0T falls j =ny,
Ti = 0 sonst

und berechnen

Insbesondere ist die Zahlenfolge ((x;m, :E>)meN nicht konvergent und insgesamt
schliefen wir, dass es keine schwach* konvergente Teilfolge von (x}), .y geben

kann.

Die Umkehrung des Lemmas ist falsch.

Gegenbeispiel: Der Raum X = (! (Z; K) ist separabel (siehe die Hausaufgabe zur

Basisdarstellung bzgl. der kartesischen Einheitsvektoren), aber X* = ¢ (Z; K)
ist nicht separabel.

Erginzung: X = (§° (Z; K) ist separabel, denn X* = (! (Z; K) ist separabel.

Das Lemma impliziert, dass ein reflexiver Raum genau dann separabel ist, wenn
sein Dualraum separabel ist.

Beweis: Ist X reflexiv und X™* separabel, so impliziert das Lemma unmittelbar
die Separabilitidt von X. Ist jedoch X sowohl reflexiv als auch separabel, so ist
auch X** separabel und das Lemma garantiert, dass auch X* separabel ist. [J
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4. Im endlich-dimensionalen Fall ist die Aussage des Theorems fast trivial, da jede
beschrénkte Folge schon eine Teilfolge besitzt, die stark bzgl. ||-|| . konvergiert.
Im unendlich-dimensionalen Fall gilt dieses starke Kompaktheitsargument jedoch
nicht.

5. Aus diesem Theorem werden wir weiter unten auch Kriterien fiir die Existenz
schwach konvergenter Teilfolgen ableiten, die sich als ausgesprochen niitzlich
erweisen werden.

6. Der Satz von Alaoglu garantiert fiir jeden Dualraum X*, dass eine beschréankte
Menge tiberdeckungskompakt bzgl. der schwachen* Topologie ist. Im separablem
Fall impliziert dies auch die Folgenkompaktheit bzgl. der schwachen® Topologie.

’Vorlesung 18 : 21. Dezember 2023

schwache Konvergenz in reflexiven Raumen

Theorem (Kriterium fiir schwache Folgenkompaktheit) Ist X reflexiv, so
besitzt jede beschrinkte Folge in X eine schwach konvergente Teilfolge.

Beweis Fiir eine beschrénkte Folge (x,),, .y C X betrachten wir den abgeschlossenen
Unterraum

Y :=cls (span{xl, To X3, ... }) CcX
und bemerken, dass (Y, ||-||y) ein separabler und reflexiver Banach-Raum ist.'”
Insbesondere ist (Jy o),y eine beschrénkte Folge in Y** und wir konnen nach

dem Theorem {iber die schwache™® Folgenkompaktheit eine strikt monotone Indexfolge
(nk) ey SOWie ein y3* wihlen, sodass

(Jy (@), v") = (¥ v")

fiir alle y* € Y* erfiillt ist. Wir wahlen auferdem z, € Y mit y* = Jy x,, und erhalten
mit der Definition der kanonischen Einbettung Jy die Formel

() Ty) =22 (Y, 200

Insbesondere konvergiert z,,, fir & — oo gegen z,, € Y im Sinne der schwachen
Konvergenz im Raum Y. Dies impliziert aber auch die schwache Konvergenz in X,
da fiir jedes Funktional z* € X* seine Einschriankung x*|y in Y* liegt und auferdem
wegen &, €Y trivialerweise <x*, xnk> = (x*|y, zn,) gilt. O

Theorem (Abgeschlossenheit konvexer Mengen unter Grenzwertbildung)
Eine konvexe Menge W C X ist genau dann abgeschlossen unter der schwachen
Konvergenz, wenn sie abgeschlossen unter der starken Konvergenz ist.

10_I_n der Tat, die Vollstdndigkeit bzw. die Reflexivitdt von Y folgt aus der Abgeschlossenheit von
Y (Ubungsaufgabe bzw. das Lemma zur Reflexivitidt von Unterrdumen) und die Separabilitit ergibt
sich aus den Bemerkungen zur Definition von Separabalitét.
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Bewets Hinrichtung: Sei W abgeschlossenen unter schwacher Konvergenz und sei
(2,),en eine Folge von Punkten z, € W, die fiir n — oo stark gegen z,, € X
konvergiert. Dann ist z, auch der schwache Grenzwert der Folge und die Voraussetzung
garantiert x,, € W.

Riickrichtung: Ist W abgeschlossenen unter starker Konvergenz, so impliziert die
dquivalente Charakterisierung von Abgeschlossenheit, dass W abgeschlossen ist (im
Sinne der Definition, d.h. X \ W ist offen in X'). Wir betrachten nun eine Folge (z,), o
von Punkten z,, € W, die fiir n — oo schwach gegen x,, € X konvergieren, und
nehmen als Antithese an, dass x,, nicht in W liegt. Nach der zweiten Version des
Trennungssatzes von Hahn-Banach existieren ein Funktional x* € X* sowie ein n € K,
sodass die Doppelungleichung

Re ((z*, ) > 1 > Re ((z*, w))

fir alle w € W und damit auch fir jedes mit w = =z, fiir jedes n € N
erfiillt ist. Insbesondere kann die Zahlenfolge ({z*, x,)),cy nicht gegen Re ((z*, o)
konvergieren, aber dies widerspricht der schwachen Konvergenz. O

Korollar (starke Konvergenz endlicher Konvexkombinationen) Istz,, € X

schwacher Grenzwert der Folge (z,,),,oy, S0 existiert eine Folge (vy), .y der Bauart
Up = Z )\n,k Tk
k=1
die stark in X gegen x., konvergiert, wobei m,, € N sowie
0<Ap<1 firalle ke{l,...,m,}, > k=1
k=1

fiir alle n € N gilt.

Beweis Die Teilmenge
V.= conv{xl, To, ... }

enthélt alle endlichen Konvexkombinationen der Folgenglieder von (z), .y und mit
einfachen Argumenten zeigen wir, dass ihr Abschluss

W =cls (V)

auch konvex ist (siche die Hausaufgaben). Insbesondere ist W abgeschlossen unter
starker Konvergenz und das vorherige Lemma garantiert, dass der schwache Grenzwert
ZToo auch in W liegt. Nach Konstruktion kann damit z,, durch eine Folge aus V im
Sinne der Normkonvergenz approximiert werden. O]

Bemerkungen

1. Das Korollar wird auch Lemma von Mazur genannt.

2. Der Beweis ist nicht konstruktiv, d.h. im Allgemeinen ist nicht klar, wie eine
stark konvergente Folge von Konvexkombinationen konstruiert werden kann. In
konkreten Beispielen ist das natiirlich oft anders.
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3. Fiir jede gegebene Folge (z,,),y gibt es in aller Regel sehr viele mogliche Folgen

<vn)nEN'

4. Das Korollar besagt aber nicht, dass jede Folge von Konvexkombinationen stark
konvergiert. Wir konnen aber leicht das folgende Resultat herleiten: Ist (vy),cx
eine Folge von Konvexkombinationen der x,, die stark gegen v,, konvergiert, so
gilt vy = Too.

Transport : n=1 Delokalisation : n=1
1.0F [ ) 1.0 o
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2F 0.2
.- 0 0—0000000000000000 0000 0000000000000000
0 5 10 15 0 5 10 15
Transport : n=6 Delokalisation : n=6
1.0 () 1.0
0.8 0.8
0.6¢ 0.6 eo0000
0.4} 0.4
0.2} 0.2
-0 000000 00000000000 (000 00000000000
0 5 10 15 0 5 10 15
Transport : n=11 Delokalisation : n=11
1.0f o 1.0
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4 00000000000
0.2F 0.2
.- 0- 00000000000 000000 0000 000000
0 5 10 15 0 5 10 15
Transport : n=16 Delokalisation : n=16
1.0 o 1.0
0.8 0.8
0.6 0.6
0.41 0.4 0000000000000000
0.2} 0.2
0000 000000000000000 0 0000 : : —@]
0 5 10 15 0 5 10 15

Abbildung Die beiden schwach (aber nicht stark) konvergenten Folgen aus dem ersten bzw. zweiten
Beispiel in rot bzw. griin fiir p = 3. Beachte dass die p-Norm aller Folgenglieder nicht von n abhéngt
und den konstanten Wert 1 annimmt.

Bezispiele

1. Im Folgenraum X = (?(Z; K) mit gegebenem Exponenten 1 < p < oo betrachten
wir die Folge der kartesischen Einheitsvektoren (e, ), .y und bemerken, dass

“+o0o
<Epy7 .Z‘)Z Z Yjen,j = Yn n—>—00> 0

j=—o0

fiir alle y im Raum ¢*'(Z; K) gilt, wobei dieser via des linearen Operators F,
isometrisch isomorph zu X* ist. Insbesondere konvergiert e, fiir n — oo schwach
gegen 0, aber wegen [[e, —Oflxy = [les]l, = 1 gilt diese Konvergenz nicht im
starken Sinne. Fiir die Folge (v,),, .y mit

sonst

n 1 .
Un = ”_12% bzw. vnyj:{ nO fir je{1,...,n}
=1
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gilt jedoch

+00 1/p
lealx = | D2 onsl”) = (n )P =ntirt 222,
j=—00

d.h. v, konvergiert fiir n — oo stark gegen 0.

Bemerkung: Die Formel v,, := %n_l 2221 e liefert ein weiteres Beispiel fiir eine
Folge von Konvexkombinationen der e,, die stark gegen 0 konvergiert.

Konvexkombination Transport : n=6 Konvexkombination Delokalisation : n=2
0.2p 0.8
000000 06
0.4
0.2
0.0 9@ 00000000000 0000 : : :
0 5 10 15 0 5 10 15
Konvexkombination Transport : n=11 Konvexkombination Delokalisation : n=3
0.2F 0.8
0.6
00000000000 0.4
0.2
0.0-0-@ 000000 000 00000000
0 5 10 15 0 5 10 15
Konvexkombination Transport : n=16 Konvexkombination Delokalisation : n=4
0.2F 0.8
0.6
0.4
0000000000000000 0.2
0.0 @@ o 0.0f+
0 5 10 15 0 5 10 15

Abbildung Die stark konvergenten Konvexkombinationen der schwach konvergenten Folgen aus dem
vorherigen Bild. Beachte, dass die blaue Hohe (n~') von der griinen (n~!/P) abweicht und dass fiir
die blaue und die gelbe Folge jeweils andere Glieder dargestellt sind.

2. Wir betrachten denselben Folgenraum, aber diesmal die Folge
+n

_ n VP firje{l,...,n
Tp =M l/pZel bzw. T, = { 0 sons]t { }
=1

Dann konvergiert wieder x,, fiir n — oo schwach, aber nicht stark gegen 0. Die
Konvexkombinationen

n
_ _ 1 _ 1 e 1
Ul—l’g,U2—§($2+ZIJ4),U2—§($2+l’4+$8),...,Un.—n EZL'Qk,
k=1

konvergieren aber stark gegen 0.

Beweis: Um die schwache Konvergenz der Folge (), .y zu zeigen, fixieren wir
y € (7 (Z; K) sowie € > 0 beliebig und wihlen zunichst m € N hinreichend grof
mit

. o Yj fir |j] <m
— , < .
Iy pr =& Yi { 0 sonst
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und bemerken, dass

py,xn Zijn]_n l/pzy N

]7—00

gilt. In Kombination mit

(Epy = Ep g, za)| < lly =3l lall, < e
ergibt sich

0 < limsup [(E,y, z,)| < ¢

n—o0

und da ¢ beliebig, erhalten wir

lim (E,y, x,) =0.

n—o0

Da auch y beliebig war, haben wir insgesamt lim,, ,, , = T := 0 im schwachen
Sinne gezeigt. Da aber auch

n 1/p
_ p
|20 — ool = l2allx = llzall, = (Z (n'77) ) =1

j=1
fiir alle n € N erfiillt ist, liegt keine starke Konvergenz vor, da andernfalls
lim,, o0 ||Tn — Too|| = 0 gelten miisste. Fiir die Konvexkombination v,, berechnen
wir
( 0 fiir j <0,

S 27V fir g e {1, 2},

S22 firje {241, ..., 22},

Up,j =1 n o o )
" SLp27r firje {241, ..., 2k}
2-n/p fir j e {2" ' +1, ..., 2"},
\ 0 fiir 7 > 2™,
wobei
—l/p —l/p —k/p —-1/p\* —k/p — —k/p
YICRCED SRTPPRTS oIt SRS TR S—eE
1=k 1=k i=0
fiir jedes k € {1, ey n} erfiillt ist, wobei die Konstante 0 < C}, < 0o nur vom
Exponenten p abhingt. Wir erhalten
2n n 2k
0< ||Un||§ = Zvij = vf,l +UVZL),2 + Z Z
J=1 k=2 j=2k-141

Snpqgn( +1 +Z 2k1 k)

1 n—0oo
gwc;(uz:%):c; ML cggpprr 222y

np
k=2

d.h. die Folge (vy,), oy konvergiert in der Tat stark gegen 0. O
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Vorlesung 19 : 09. Januar 2024

3.2 duale Operatoren

Vorbemerkung In diesem Abschnitt sind (X, ||-||y) und (Y, ||-||y) zwei normierte
Raume iiber K.

Definition Fir jedes L € Lin(X; Y) wird durch
<L*y*, a:> = <y*, Lx> firalle y"eY", z€ X

der duale Operator L* € Lin(Y*; X*) definiert.

Bemerkungen

1. Rechtfertigung: Fiir jedes y* € Y* definiert die Zuordnung

reX ~ <y*, Lx>
ein lineares Funktional auf X, dass wegen

(L*y*, z)| = [(y*, Lz)| < |y’

Lally <[y

Y Y+ LHX;Y ]|

auch stetig bzgl. x ist. Insbesondere ist L* y* ein wohldefiniertes Element von X*.
Durch direkte Rechnungen verifizieren wir

L(uy" +pg") = p L'y +p L'y,

fiir alle pu, 1 € K und alle y*, y* € Y*, d.h. L* bildet den Raum Y™* linear in den
Raum X* ab. Aufserdem erhalten wir via

1Ly

s = Sup \(L*y*, x)} <Ll .y lly"]

]l x =1

Y*

die Stetigkeit von L* und haben insgesamt gezeigt, dass L* wirklich zum Raum
Lin(Y™*; X*) gehort. O

2. L* wird oftmals auch adjungierter Operator von L genannt, wobei es dann
Verwechslungen mit dem Hilbert-Adjungierten geben kann.

3. Im Fall von Y = X gilt (Idy)" = Idx+, d.h. der duale Operator der Identitit in
X ist die Identitat in X™.

4. Ausblick: Der duale Operator L* kann auch fiir lineare Operatoren L eingefiihrt
werden, die nicht stetig und nur auf einer dichten Teilmenge von X definiert
sind. In diesem Fall wird auch L* nicht iiberall definiert und/oder nicht stetig
sein, aber es wird sich immer um einen abgeschlossenen Operator handeln.
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116 3. Lineare Funktionale und Operatoren

Bezispiele

1. Wir betrachten die Punkte in X = K" bzw. Y = K™ als n- bzw. m—dimensionale
Spaltenvektoren, identifizieren die dualen Elemente aus X* bzw. Y* mit den
entsprechenden Zeilenvektoren und schreiben die entsprechenden Dualpaarungen
als Matrizenmultiplikation, d.h. es gilt

X

1 n

. _ *

. = E xjxj
J=1

Tn,
und analog (y*, y) = > v, yi y;. Jeder Operator L € Lin(X; Y) kann via

L11 e Lln X1
L:L' — . . .
Lml c. Lmn Tn

in natiirlicher Weise als Links-Multiplikation einer K-wertigen mxn-Matrix
betrachtet werden und aus der Nebenrechnung

m

(y', La)y=> wi(La),=> yi> Liyzj=Y x; > Ly
=1 J=1 7j=1 =1

=1

kann die Formel

(L*Z/*)j = ZLij Y
j=1

fur alle i € {1, ..., n} abgelesen werden. Diese Gleichungen konnen auch als
Lll Ce Lln
Ly =i - wm)| ¢ :
Ly .. Ly

geschrieben werden, d.h. der Operator L* entspricht der Rechts-Multiplikation
mit derselben Matrix.

Alternatives Setting: Wenn wir X* bzw. Y* mit X bzw. Y identifizieren, so
schreiben wir z* bzw. y* ebenfalls als n— bzw. m—dimensionalen Spaltenvektor
und die entsprechende Dualpaarung ist durch

(x*, =) = (x*)Tx bzw. (y*, y) = (y*)Ty

gegeben, wobei M7 die Transposition der Matrix M bezeichnet. In diesem Setting
gilt

d.h. L* entspricht diesmal der Links-Multiplikation mit der transponierten Matriz.
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Bemerkung: Alle Argumente gelten unabhéngig von den gewédhlten Normen in
R™ und R™.

Verallgemeinerung: Seien X und Y zwei endlich-dimensionale Vektorraume und
sei L € Lin(X; Y) beliebig fixiert. Dann ist L* bereits eindeutig festgelegt und

kann — zumindest im Prinzip — unabhéngig von Normen oder Basen berechnet
und untersucht werden.

2. Wir betrachten die nicht-reflexiven Raume

X =Y =(F(Z; R)
und hatten weiter oben schon gesehen, dass
X' =Y"~2(NZ;R), X"=Y"=({7ZR)

im Sinne isometrischer Isomorphismen gilt. Insbesondere konnen wir jedes
r* € X* bzw. ** € X** in natiirlicher Weise mit einer reellwertigen (- bzw.
(- Zahlenfolge auf Z identifizieren, wobei die entsprechende Dualpaarung durch

+00 +o0
(x*, x) = Z T bzw. (™, x*) = Z xi" T
j=—00 j=—00

gegeben ist'! und Jy : X — X** gerade die natiirliche Einbettung von £° in ¢
beschreibt. Wir definieren einen Operator S € Lin(X*; X*) durch

—+oo
Z x;k falls I =0

j=—o0
0 sonst

(Sa%), =

und bemerken, dass X jede ¢'-Folge x* auf ein gewisses Vielfaches des kartesischen
Basiselements ey abbildet. Aus den Nebenrechnung

+00 +o00
<S*:c**, a:*> = <x**, Sx*> = Z x* (Sa:*)l =xy" (S;U*)O = Z xy" x;‘
l=— j=—00

konnen wir
(S*x**)j =" fir alle j€Z
ablesen, d.h. S* bildet jede ¢*°-Folge x* auf eine konstante Folge als Element von
(> ab.
Lemma: Es gibt kein L € Lin(X; X) mit S = L*.
Beweis: Unter der Annahme S = L* gilt S* = L** und wir erhalten'?

<S*x, x*> = <L** x, a:*> = <$, L*x*> = Z x; (L*m*)j = <L*:1:*, :E> = (z*, Lx)

j=—o0

1 Beachte, dass die Hélder-Ungleichung die absolute Konvergenz der Reihe auf der jeweiligen rechten
Seite sicherstellt.

12Giehe auch die Rechnungen in den nachfolgenden Bemerkungen und beachte, dass X aufgrund
unserer Identifikationen ein Unterraum von X** ist.
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fiir jedes x € £° und alle z* € ¢'. Wihlen wir

*

xr = €g, xr =€,
so ergibt sich via
1= (S, ex) = (ex, Leo) = (Leo), — 0

ein Widerspruch wegen Le, € (5°. Also war unsere Antithese falsch, d.h. S ist
nicht der Duale eines Operators L. O

3. Fiir X =Y = ¢’(Z; R) mit Exponent 1 < p < oo und gegebenes o € (1(Z; R)
betrachten wir den Faltungsoperator L € Lin(X; X) mit

+oo
Lx:=poxx bzw. (L x)j = Z 0j—k Tk
k=—0o0
fiir alle # € X. Wir identifizieren X* mit ¢*'(Z; R), schreiben
“+oo
<l'*, $> = Z ‘1'; Lj
Jj=—00

fiir die entsprechende Dualpaarung und berechnen®?

400 —+00 400 “+o0
* _ * _ *
<9U y 0% l’> = Z; 0j—k T = T; 0j—k Tk
j=—o00 k=—o00 j=—00 k=—o00
+ +oo too  t+oo
_ * _ *
= E E L Ok—j Tj = E E Lk Ok—j Tj
k=—00 j=—00 Jj=—00 k=—00
400 “+o0 —+o00 —+oo
_ * ~ *
= El‘a E:Qk*jxk_ E Zj E:Qj*kxk
j=—o00 k=—00 j=—o00 k=—o00

—(gxa", 1),

wobei ¢ € /! (Z; R) durch g, = o_; die Spiegelung von p reprasentiert und wir
benutzt haben, dass alle auftretenden Reihen absolut konvergieren. Es folgt

L'x" =poxax",
d.h. der Duale des Faltungsoperators L ist wiederum ein Faltungsoperator.

Bemerkung: Ist o symmetrisch und p = 2, so folgt L = L*, d.h. L ist dual zu sich
selbst.

Eigenschaften des dualen Operators

1. Die Abbildung

LeLin(X;Y) ~ L*€eLin(Y*: X*)

3Der dritte bzw. vierte Umformungsschritt entspricht der Vertauschung der Indizes j e~ k bzw.
der Vertauschung der Summationsreihenfolge.
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ist eine lineare Isometrie. Insbesondere ist sie injektiv, aber im Allgemeinen nicht
surjektiv (siehe dazu auch die vorherigen Beispiele).

Beweis: Die Linearitit konnen wir einfach nachrechnen und wir hatten oben
bereits die Abschatzung

I

v x+ —  Sup L7y e < HLHX;Y

ly*lly»=1

hergeleitet. Sei andererseits x € X beliebig fixiert. Nach dem Fortsetzungssatz
von Hahn-Banach existiert y* € Y* mit

' La)y=ILaly,  lyly.=1
und wir erhalten
ILally = (L 2) < N2y N2l < IL My xe Ny -
Dies liefert die komplementére Abschétzung
10 sy < NE (e x
nach Supremumsbildung tiber alle z € X mit ||z|, = 1. O

2. Ist (Z, ||-|| ;) ein weiterer normierter Raum, so gilt die Kompositionsformel

(MoL) =L*oM*
fir jedes L € Lin(X; Y) und alle M € Lin(Y; Z).
Beweis: Fiir jedes z* € Z* und alle z € X folgt
<(MOL)* z*, :U> = <z*, MLx> = <M*z*, L:L‘>
= (L*M*z*, z) = ((L* o M*) 2*, x)

unmittelbar aus der Definition von dualen Operatoren. Da z beliebig ist, erhalten
wir

(MoL) 2*=(L"o M*)z*
und dies impliziert die Behauptung, da auch z* beliebig ist. n

3. Fiir jedes L € Lin(X; Y) bildet L™ den Raum X** linear und stetig nach Y** ab
und es gilt (siehe auch das Bild) die Fortsetzungsformel

L**OJX:JYOL,

wobei Jx : X — X* und Jy : Y — Y™ die kanonischen Einbettungen sind.

Beweis: Durch direkte Rechnungen verifizieren wir
<L**JX x, y*> = <JX x, L* y*> = <L*y*, x> = <y*, Lx> = <JyLiL’, y*>

fiir jedes z € X und alle y* € Y*. Da y* beliebig ist, folgt L*™*Jx z = Jy L x fiir
alle x € X und damit die Behauptung. O
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4. Verallgemeinerung: S € Lin(Y™*; X*) ist genau dann der duale Operator von
L € Lin(X; Y'), wenn der Bildraum von S*o Jx im Bild von Y unter Jy enthalten
ist.

Beweis: Die Hinrichtung ist die gerade die vorangegangene Bemerkung. Fiir die
Riickrichtung setzen wir

L:=J, 0S50 Jx
und mit elementaren Argumenten zeigen wir (siehe die Ubungen), dass J;-* und

L jeweils abgeschlossen sind. Der Satz vom abgeschlossenen Graphen garantiert
dann die Stetigkeit von L. O

L

X ——— Y

Koo |

Abbildung Die lineare Abbildung L** kann als natiirliche Fortsetzung von L betrachtet werden, die
zwischen den im Allgemeinen groferen Rdumen X** und Y™** operiert.

Vorlesung 20 : 11. Januar 2024

wichtige Unterraume

Definition Fiir jeden Unterraum U von X bezeichnet
Ut:={2"eX* : (2, 2) =0 firalleze U}

den Annihilator von U in X* und fiir jeden Unterraum V von X* wird

Vi={zeX : (¢52)=0 firalles* €V}

der Annihilator von V' in X genannt.

Lemma (Eigenschaften von Annihilatoren in X*) Die Aussagen
1. U* ist abgeschlossener Unterraum von X*.
2. Es gilt U+ = {0} genau dann, wenn U dicht in X liegt.
3. Ut = X* ist quivalent zu U = {0}.
4. Bs gilt (U*) | = cls (V).

gelten fiir jeden Unterraum U C X.
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Beweis Teil 1: Die Menge U~ ist offensichtlich ein Unterraum von X* und aufierdem
abgeschlossen unter starker Konvergenz. Nach der dquivalenten Charakterisierung ist
sie daher auch abgeschlossen.

Teil 2: Aus cls (U) = X folgt U+ = {0} mithilfe eines Approximationsarguments.
Umgekehrt existiert unter der Annahme x4 € X \ cls (U) nach der zweiten Version des
Trennungssatzes von Hahn-Banach ein z7, € X* mit <x”#, x#> # 0 sowie <xj¢, a:> =0
fiir alle x € cls (U) und wir erhalten U+ # {0}.

Teil 3: Es gilt {0} = X*. Im Fall von U # {0} existiert ein 4 € U mit x4 # 0
und der Fortsetzungssatz von Hahn-Banach liefert ein z7, € X™* mit <:)3;£, a:#> 2 0 und
dies impliziert U+ # X*.

Teil 4.1: Sei x € cls (U) beliebig fixiert und sei (z,,),,.y eine approximierende Folge
aus U, die im starken Sinne gegen z konvergiert. Sei aukerdem z* € U+ beliebig. Dann
gilt (z*, z,,) = 0 fiir alle n € N und im Limes n — oo erhalten wir (z*, z) = 0. Mit der
Beliebigkeit von x* folgt « € (U L) | und wir haben gezeigt, dass cls (U) eine Teilmenge
von (U*) | ist.

Teil 4.2: Angenommen, es existiert ein x» € X, dass zu (UL)l, aber nicht zu cls (U)
gehort. Die zweite Version des Trennungssatz von Hahn-Banach liefert 23, € X* mit
<x*#, a:#> # 0 und <x*#, :17> = 0 fiir alle z € U. Die zweite Eigenschaft meint 27, € U+
und impliziert damit <a:*#, IE#> = 0 wegen Ty € (U L) |- Dies widerspricht aber der

ersten Hahn-Banach-Eigenschaft von 27 und wir haben gezeigt, dass (U L) | nicht
grofer als cls (U) ist.

Bemerkungen

1. Ist X reflexiv, so gelten analoge Aussagen auch fiir die Annihilatoren in X.

2. Ist X jedoch nicht reflexiv, so konnen nur einige der analogen Aussagen bewiesen
werden. Zum Beispiel ist fiir jeden Unterraum V von X* sein Annihilator V|
abgeschlossen in X, aber im Allgemeinen koénnen wir nur

(V)" 2ds(V),

zeigen.

3. Merkregel: Die Annihilatoren in X* haben fiir reflexive bzw. nicht-reflexive
Banach-Raume analoge bzw. bessere Eigenschaften als die Annihilatoren in X.

Definition Fiir jedes L € Lin(X; Y') werden
ker (L) :={z € X : La =0} bzw. im (L) :={Lz:ze€X}

als der Kern bzw. das Bild von L bezeichnet.

Bemerkungen

1. Der Kern von L ist immer ein abgeschlossener Unterraum von Y. Das Bild von
L ist immer ein Unterraum von Y, der im Allgemeinen aber nicht abgeschlossen
ist.
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2. Das Bild von L wird oftmals auch Range genannt und dann als ran(L) bezeichnet.
Die Vektorraum

coker (L) :=Y/im (L) bzw. coim (L) := X/ ker (L)
heikt Cokern bzw. Coimage von L. Siehe dazu auch die Ubungen.

3. Sind X und Y endlich-dimensionale Rdume, so gelten (siehe Lineare Algebra) die
Dimensionsformeln

dim (ker (L)) + dim (im (L)) = dim (X))
und
dim (coker (L)) + dim (im (L)) = dim (V).

Bei unendlich-dimensionalen Rdumen sind diese Aussagen zwar nicht falsch, aber
wegen des Auftretens von oo recht nutzlos.

Lemma (Kerne und Bilder von L und L*) Die Formeln
ker (L") = (im (L))", ker (L) = (im (L)),

sind fiir jedes L € Lin(X; Y) erfiillt.

Beweis Die Definitionen in diesem Abschnitt implizieren die logischen Aquivalenzen

y* € ker (L) L*y*=0
<L*y*, x> =0 firallexe X
<y*, Lx> =0 firalleze X

(y*,y) =0 fiiralley €im(L)
y* € (im (L))L

Tt T

und damit die erste Behauptung. Die zweite kann mittels

x€ker(l) & Lx=0
& <y*, Lx> =0 firalley* eY”
& <L*y*, x> =0 firalley" €Y™
& <x*, :c> =0 fiir alle 2" € im (L")
& we(im(LY)),
hergeleitet werden.'* O

“Die Riickrichtung der zweiten Aquivalenz benutzt, dass aus (y*, y) = 0 fiir alle y* € Y* schon
y = 0 folgt. In der Tat, fiir jedes 0 # y € Y existiert nach dem Fortsetzungssatz von Hahn-Banach ein
y* €Y mit (y*, y) = [lylly #0.
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Bemerkungen

1. Aufgrund der Eigenschaften von Annihilatoren gilt auch
cls (im (L)) = (ker (L*))  , cls (im (L*)) C (ker (L))L

Im reflexiven Fall gilt sogar Gleichheit in der zweiten Formel, aber im Allgemeinen
nicht.
Gegenbeispiel: Wir betrachten X =Y = (}(Z;R) sowie L € Lin(X; X) mit
L), =—1 fiir all X
(Lx); = T ir alle =z €
und identifizieren wieder X* = Y* mit (>°(Z;R). Wegen

+oo +oo *

Tk x;
(L*z*, ) = (z*, Lz) = Z z; (Lx); = Z 11;2
j=—oo j=—o
ergibt sich
(L), = — fiir alle o* € X*
T); = 57 tr alle =

und damit

ker (L) = {0}, im (L*) = {z* € R” : jlelzp (14 5°) |z| < oo}

Insbesondere ergibt sich
cls (im (L*)) = €X(Z;R) G ¢*(Z;R) = ker (L)~
aus der Tatsache, dass ¢35 (Z; R) im Bild von L enthalten ist und auferdem dicht
in £ (Z; R) liegt.
2. Die beiden Implikationen
L ist surjektiv. = L* ist injektiv, L* ist surjektiv = L ist injektiv

ergeben sich unmittelbar aus den Formeln.

Achtung: Die Umkehrungen gelten nur dann, wenn die Dimension von X oder Y
endlich ist. Siehe auch das Gegenbeispiel aus der vorherigen Bemerkung, in dem
L und L* beide injektiv, aber nicht surjektiv sind.

3. Das Lemma erlaubt es uns, Losbarkeitskriterien fiir Operatorgleichungen zu
formulieren.

Beispiel: Besitzt L € Lin(X;Y) ein abgeschlossenes Bild, so sind die beiden
Aussagen

(a) Es existiert ein x € X mit Lx = y.
(b) Es gilt (y*, y) = 0 fiir alle y* mit L*y* = 0.

fiir jedes y € Y zueinander dquivalent.
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124 3. Lineare Funktionale und Operatoren

duale Operatoren in Banach-Raumen

Vorbemerkung Im Folgenden sind (X, [|-|| ) und (Y, [|-]|y-) jeweils vollstéandig.

Theorem (Dualitdt und Invertierbarkeit) Der Operator L € Lin(X;Y) ist
genau dann stetig invertierbar, wenn L* € Lin(Y*; X*) diese Eigenschaft besitzt.
Auferdem gilt

(L) = (L),

d.h. der Duale des Inversen ist der Inverse des Dualen.

Bewetis Hinrichtung: Sei L stetig invertierbar. Dann gilt
idy=L"1'oL, idy = Lo L7!
und die Kompositionsformel garantiert
idy- = (L") o L", idy« = L*o (L7)".

Insbesondere ist (Lil)* die (lineare) Umkehrabbildung von L* und das Korollar zum
Satz von der offenen Abbildung liefert ihre Stetigkeit.

Rickrichtung: Aufgrund des ersten Beweisteils ist L** € Lin(X™; Y™) stetig
invertierbar und bildet deshalb abgeschlossene Mengen auf abgeschlossene Mengen

ab.!® In Kombination mit der Fortsetzungsformel sowie den Eigenschaften kanonischer
Einbettungen schliefsen wir, dass

im (Jy o L) =im (L* o Jy) = L**(im (Jx))
abgeschlossener Unterraum von Y™** ist und dass daher
im (L) =im (Jy' o Jy o L) = Jy' (im (Jy o L))
abgeschlossen in Y ist. Da wegen der Injektivitdt von L* aufserdem
im (L) = ker (L*) = {0}

gilt, erhalten wir im (L) = cls (im (L)) = Y und damit die Surjektivitit von L. Die
Surjektivitat von L* garantiert aufserdem via

ker (L) = (im (L"), = (X7), = {0}
die Injektivitdat von L. Insbesondere ist L invertierbar und nach dem Satz iiber die
offene Abbildung auch stetig invertierbar. m

Theorem (zur Abgeschlossenheit des Bildraumes) Fiir jedes L € Lin(X; Y)
sind die folgenden Aussagen paarweise dquivalent:

1. Der Bildraum im (L) ist abgeschlossen in Y.
2. Der Bildraum im (L*) ist abgeschlossen in X*.
3. Es gilt im (L) = ker (L*) | .

4. Es gilt im (L*) = ker (L)*.

Inbesondere gelten diese Aussagen, wenn die Dimension von coker (L) oder coker (L*)
endlich ist.

5Das ergibt sich aus der Stetigkeit von (L**)_1 sowie der dAquivalenten Charakterisierung von
Stetigkeit.

Michael Herrmann: Funktionalanalysis [@)srsa | Version vom 13. Februar 2024



3.2. duale Operatoren 125

Beweis Teil 1: Zum Beweis der Aquivalenzen 1. < 2. < 3. < 4. verweisen wir auf
die Literatur, zum Beispiel auf [Abschnitt 2.6+2.7, insbesondere Theorem 2.19|[Bre],
wo alle Teilimplikationen in einer allgemeineren Version etabliert werden.

 Tedl 2: In den Hausaufgaben wird die Existenz stetiger Vektorraum-Isomorphismen
L : coker (L) — im (L) und L* : coker (L*) — im (L*) gezeigt. Gilt also

dim (coker (L))=dim (im (L)) < oo bzw. dim (coker (L*))=dim (im (L*)) < o0,

so ist im (L) bzw. im (L*) als endlich-dimensionaler Unterraum von Y bzw. X*
abgeschlossen. O

Korollar (dquivalente Charakterisierung der Surjektivitit von L) Fiir jedes
L € Lin(X; Y) sind die drei Aussagen

(i) Der Operator L ist surjektiv , d.h. im (L) =Y.
(ii) Es gilt ker (L*) = {0} und im (L*) ist abgeschlossen in X*.

(iii) Es existiert eine Konstante C' € R, sodass

ye S C HL* y*|

17| e

fiir alle y* € Y* erfiillt ist.

paarweise dquivalent.

Beweis (iii) = (ii): Aus der Voraussetzung folgt unmittelbar, dass L*y* = 0 nur
fiir y* = 0 gilt. Sei nun (y;;),,cy eine beliebige Folge in Y*, sodass

=Ly Sl

im Sinne der starken Konvergenz in X* erfiillt ist. Dann ist (z},), .y eine Cauchy-
Folge in X* und die Abschitzung garantiert, dass (y;,),cy eine Cauchy-Folge in Y™ ist.
Insbesondere gilt

% n—00

Y — Y

fiir einen Grenzwert y’ und die Stetigkeit von L* impliziert via

T, ——— L'y,
dass zf, = L*y% zu im(L*) gehort. Insgesamt haben wir gezeigt, dass im (L*)
abgeschlossen unter starker Konvergenz und damit auch abgeschlossen ist.

(i1) = (i): Diese Implikation ergibt sich unmittelbar aus dem vorherigen Theorem
viaim (L) = {0}, =Y.

(i) = (i1i): Aus Homogenitatsgriinden reicht es, die gewiinschte Ungleichung fiir
jedes Element der Menge

M= {y" : |L"]

=1} cy”,

zu zeigen. Wir fixieren y € Y beliebig und wéhlen x € X mit y = L z, wobei dies wegen
der Surjektivitdt von L moglich ist. Fiir jedes y* € M ergibt sich die Abschétzung

[(y*, )| = [y, La)| = [(L*y*, z)| < [|IL*y]
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126 3. Lineare Funktionale und Operatoren

wobei die rechte Seite indirekt von y € Y, aber nicht von y* € M abhéngt. Der Satz von
Banach-Steinhaus — angewendet auf M als Menge von linearen Abbildungen ¥ — K
— liefert eine Konstante C' mit

ly )y« < C fir alle y* € M,
wobei wir per Definition von M auf der rechten Seite C' durch den Term C'||L* y*|| 4.
ersetzen konnen. O
Bemerkungen

1. Das Korollar erlaubt es, die Losbarkeit der Operatorgleichung Lz = y fiir jedes
y € Y mittels einer dualen a-priori Abschditzung zu beweisen. Genauer gesagt:
Es reicht zu zeigen, dass jede Losung y* der dualen Gleichung L*y* = x* der
Ungleichung ||y*[ly. < C'||z*|| . geniigt, wobei wir nicht entscheiden miissen, ob
fiir gegebenes z* keine, genau eine oder mehrere Losungen y* existieren.

2. Mit analogen Argumenten kann auch die duale Version des Theorems, also die
paarweise Aquivalenz der Aussagen

(i) Der Operator L* ist surjektiv , d.h. im (L*) = X™.
(ii) Es gilt ker (L) = {0} und im (L) ist abgeschlossen in Y.

(iii) Es existiert eine Konstante C' € R, sodass
[zl x < ClLxly
fiir alle z € X erfiillt ist.

bewiesen werden.
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Kapitel 4

Hilbert-Raume

Vorlesung 21 : 15. Januar 2024

Notation In diesem Kapitel ist X ein reeller oder komplexer Hilbert-Raum, wobei
wir das entsprechende Skalarprodukt von x, y € X im Folgenden mit

(y]2)x
bezeichnen. Insbesondere gelten die Formeln
(v +peye ) =71 (@) + 702 (v2]2)
SOwW1e
(ylIAizr+Aaa) o =M (y]z1)  + X (y]22)

und

o)y =@ly)x. Izl =y/@lo)x,  [lo)x] < lylxlzlx.

wobei fiir K = R die komplexe Konjugation weggelassen werden kann. Auferdem gilt
immer die Parallelogramm-Identitét

% + llyllx = 3l = ylx + 5 llz + vl
Sofern keine Verwechselung moglich ist, lassen wir den Index y im Skalarprodukt und
in der Norm weg.
Beispiele
1. K™ mit dem Standard-Skalarprodukt.
2. Der Folgenraum ¢*(Z; K) mit

e

j==o0

oder der Folgenraum ¢?(N; K) mit

(ylz) =) Tnn
n=1

Achtung: Fiir p # 2 ist 7(Z; K) bzw. P(N; K) kein Hilbert-Raum.
127
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3. Der (?(Z; K) ist auch mit

(y]z) = Z Wi Y5 T

j=—o00

ein Hilbert-Raum, sofern zwei Konstanten 0 < ¢ < C' < oo existieren, sodass
c <wj; < C tir alle j € Z gilt. Die w,,, werden auch Gewichte genannt.

4. Der Lebesgue-Raum L?(€; K) (siehe nichstes Kapitel) mit

(y] ) Z/ml’(@dm

Q

wobei ) eine Lebesgue-messbare Teilmenge von R? ist.

4.1 Fundamentale Aussagen
Theorem (Darstellungssatz von Riesz, Isomorphie zum Dualraum) Durch

(Exy, z) = (y|o)x

wird ein konjugiert linearer Operator Ex : X — X* definiert, der isometrisch und
bijektiv ist.

Bewetis Teil 1: Fiir jedes y € X ist die Abbildung

reX — (ylr)yekK

linear und wegen |(y|z)y| < |lyllx | x auch stetig, d.h. Ex y ist ein wohldefiniertes
Element aus X* mit

I1Ex y]

+ = Sup |<Exy, 1’>| = sup ‘(?JW)X‘ < lyllx -

llzllx=1 llell x =1

Fiir x = y erhalten wir

1Ex yllx- [vllx > (Ey, ) = (wlv)x = lullx

X*

und schliefen via || Ex y|
linear, d.h. es gilt

x+ = |lyllx, dass E isometrisch ist. Auferdem ist E konjugiert

E(py+pg) =nEy+aEy

fiir alle pu, 1t € K und alle y, y € X.

Teil 2: Aus der Isometrie ergibt sich die Injektivitdt und fiir die Surjektivitét
fixieren wir y* € X* beliebig und zeigen, dass y* im Bild von Ex liegt. Fiir y* = 0
ist dies trivialerweise richtig, sodass wir y* # 0 annehmen kénnen. Wir betrachten die
abgeschlossenen Unterrdaume

U:={zeX: (y, z)=0}, Vi={zeX :(u|z)y=0firaleuecU}
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und weil V' grofer als {0} ist (andernfalls wiirde U = X und damit y* = 0 gelten),
konnen wir g € V mit

(", g) =1
wahlen, wobei dies g # 0 impliziert. Fiir jedes € X berechnen wir
<y*7 T — <y*a 27) g> = <y*a $> - <y*7 <y*a QT) g> = <y*a $> - <y*a :E) <y*> g> = Oa

und schliefsen, dass z — (y*, z) g zu U gehort und damit nach Konstruktion senkrecht
auf gy steht. Insbesondere gilt

(Fla)y = @le =" 2)9)  + (@1 2)7) =0+ (¥ 2) (719)«

und mit
Y= —= g~
@19)x
ergibt sich
(4] =) .
(y|x)X:m= (y*, =)

fiir alle x € X. Dies meint aber y* = Ex y und wir haben insgesamt die Bijektivitat
von Fx gezeigt. O

Bemerkungen

1. Das Theorem garantiert dass jeder Hilbert-Raum X mit seinem Dualraum X*
identifiziert werden kann. Umgekehrt konnen wir in jedem Banach-Raum, der
isometrisch isomorph zu seinem Dualraum ist, in sehr natiirlicher Weise ein
Skalarprodukt einfiihren.

Erganzung: Durch

(" [27) . = (BEx" 2" EX'y")
wird auf abstrakte Weise ein Skalarprodukt auf X* definiert, dass via

2

x =
e

X

*

(ZL’*|CU*)X* — (E)}l [L'*|E)_(1 x*)X — HE)_(l [L'*
kompatibel mit der dualen Norm in X* ist.

2. In reellen Hilbert-Réumen sind die Konzepte Skalarprodukt und Dualpaarung
letztlich dasselbe. In komplexen Hilbert-Radumen gibt es jedoch einen wichti-
gen Unterschied: Eine Dualpaarung ist linear in beiden Argumenten, wohingegen
ein Skalarprodukt linear im zweiten und sesquilinear (oder konjugiert linear) im
ersten ist.

3. Jeder Hilbert-Raum X ist reflexiv (da X = X* = X** im Sinne isometrischer
Isomorphismen gilt) und die Konzepte schwache Konvergenz sowie schwache*
Konvergenz stimmen iiberein. Insbesondere konvergiert eine Folge (x,,),, .y genau
dann im schwachen Sinn gegen x.,, wenn

n—oo
Wlea)y —— (vloe)y
fiir alle y € X erfiillt ist. Auferdem besitzt jede beschréankte Folge in X eine
schwach konvergente Teilfolge.
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4. Sei U ein Unterraum von X. Aufgrund der Isomorphie X = X* entspricht
der Annihilator von U dem orthogonalen Komplement von U und wir schreiben
daher!

Ut={reX :(z|u)y =0 firalleueU}.

Insbesondere ergeben sich die Formeln (U L)L = cls (U) sowie X+ = {0} und
{0}+ = X aus den oben bewiesenen Rechenregeln fiir Annilihatoren.

5. Der Operator Ex wird Dualitiitsabbildung von X genannt und sein Inverser Ey'
heifst Rieszscher Operator.

Lemma (4quivalente Charakterisierung der Normkonvergenz) Eine Folge
(2,,),en konvergiert genau dann gegen x., im starken Sinne, wenn sie im schwachen
Sinne gegen x,, konvergiert und zusétzlich ||z.| = lim, o0 |25 ]| gilt.

Beweis Ubungsaufgabe. O

Bemerkungen

1. Konvergiert eine Folge (z,),cy im schwachen Sinne gegen x.,, so gilt entweder
die strikte Ungleichung

|Too|| < liminf ||z, ||
n—oo

oder es existiert eine zumindest eine Teilfolge, die stark gegen x., konvergiert.

Beweis: Die schwache Konvergenz impliziert eine Variante der Ungleichung mit
< anstelle von < und lim statt liminf. Die Behauptung ergibt sich, wenn dieses
Ungleichung sowie das Lemma fiir Teilfolgen ausgewertet werden. O

2. Es gilt also: Schwache Konvergenz + Konvergenz der Norm = Konvergenz in
Norm.

3. Ein analoges Resultat gilt in jedem uniform konwvexen Banach-Raum.

Lemma (Projektionssatz, nichtlineare Variante) Sei K eine konvexe und
abgeschlossene Teilmenge von X. Dann existiert zu jedem x € X genau ein y € K,
sodass

|z =yl < |lz— ]
sowie
Re ((z—ylg—y)) <0

fir alle g € K erfiillt ist. Insbesondere gilt ||z — y|| = dist (z, K).

!Beachte, dass es in einem Banach-Raum X ohne Skalarprodukt kein Komplement von U gibt und
dass U+ dann als Unterraum von X* betrachtet werden muss.
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Beweis Im Fall von z € K folgen alle Behauptungen mit y = x und daher fixieren
wir im Folgenden z € X \ K.
Eristenz: Wir wéhlen eine Folge (y,,),,cy in K mit

n—oo

lr =gl ——  d:= inf o —g|
und bemerken, dass
159 = 3 uml” + [z = Gun +3um)[|” = llz = wall” + 3l = v
aus der Parallelogram-Ungleichung folgt.? Da %yn + %ym in K liegt, erhalten wir
0< g = gl = 2} = 9" + 2} =y |” ~ 4l = G + Fm) |
<2ffe g+ 2|y -4 S0

und schliefen, dass (y,), oy eine Cauchy-Folge in X ist. Daher existiert ein Grenzwert
y = lim,_, ¥, und die Stetigkeit der Norm (bzgl. der starken Konvergenz) garantiert
o =yl = d.

Eindeutigkeit: Ist § irgendein Element aus K mit ||z — g|| = d, so garantiert die
Parallelogramm-Ungleichung

0< |y =" =2llz = y* + 2o = 3]" 4l - Gy + 39" < @+2-9)d* =0

und damit y = y.
Ungleichung: Mit beliebig fixiertem y € K betrachten wir die durch

1) = [lo = (tg+ 1=ty
definierte Funktion f : [0, 1] — R und berechnen einerseits
JO=l@=y9)—tG-p = (-9 -ty -y +1G-v)

=(z—ylz—y)—tl@—yli—y+t@—yle—y+G-yli—y)
=z —y|* —te+t? ||z — |

mit?3
co=(x—yli—y)+@—ylz—y)=2Re((x—yl7—y)).

Aufgrund der Optimalitdt von y gilt andererseits f(t) > f(0) fir alle ¢ € [0, 1] (da
der Punkt t g+ (1 — ¢) y immer zu K gehort) und eine einfachen Kurvendiskussion fiir
quadratische Funktionen liefert ¢ < 0. O

?Es gilt
2 <12 <12 112
1217+ 1217 = 3 11z = 21" + 5 Iz + Z]|

und mit

ergibt sich die Formel.
3Beachte, dass (§j — y |z — y) die konjugiert komplexe Zahl zu (x —y|§ — y) ist.
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a
x /

Abbildung Illustration des nichtlinearen Projektionssatzes. Fiir jedes © ¢ K existiert genau ein
y € K, dass den Abstand von z und K realisiert (dargestellt fiir drei verschieden Wahlen von x),
und im Fall z € K gilt y = 2 (nicht dargestellt). Die zweite Ungleichung im Lemma besagt, dass
fiir jedes § € K der (nicht-orientierte) Winkel zwischen der gestrichelten und der ungestrichelten
Verbindungsgeraden stumpf ist. Ist K glatt berandet, so steht die Verbindungslinie von x und y
immer senkrecht auf dem Rand von K.

’Vorlesung 22 : 17. Januar 2024

Theorem (Projektionssatz, lineare Variante) Sei U C X ein abgeschlossener
Unterraum und sei V := U~. Dann exsitiert fiir jedes # € X eine eindeutige Zerlegung
der Bauart

r=u+v mit uelU und vel.
Aufserdem gilt
2 2 2 . .
|l = llull® + [lol”, ol =dist (2, U),  [Ju]| = dist (2, V)
sowie
2 2 112 <112 2 ~112
o —al” =lle—ul"+u=al”,  |Je=0 =lz—v|"+ -7
firalleu e U, v e V.
Beweis In diesem Beweis ist x € X beliebig fixiert.

Wahl von u und v: Wir wenden das vorherige Lemma auf die konvexe Menge U an
und erhalten v € U mit

|z — u| = dist (z, U) ,
wobei
Re ((z —ula—u)) <0 firalle weU

erfiillt ist. Da U ein Unterraum ist, gehort @ genau dann zu U, wenn % = u — @ diese
Eigenschaft besitzt, und dies impliziert

Re ((z —u|w)) <0 firalle weU.
Insbesondere gilt diese Abschétzung auch mit —u anstelle von @, d.h. es gilt sogar
Re ((z —u|w)) =0 fir alle weU.

Im Fall K = R kénnen wir den Realteil ignorieren und schliefsen direkt, dass x — u zu
V gehort. Im Fall K = C bemerken wir, dass auch

Re ((z —u|iw)) =0 fir alle weU
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gilt und erhalten via®
(x —u|@) =Re((z —ulw)) —iRe(i(z —u|w))
=Re((z —u|1)) —iRe ((z —u|iw))
dasselbe Zwischenergebnis. In beiden Féllen definieren wir
vi=r—ueV

und haben eine Zerlegung von = gefunden.
Figenschaften von u und v: Unter Verwendung von

o —al|* = |lv+ (w—a)|" = (@|v) + (v|u—a) + (u—@|v) + (u—a|u—a)
sowie (v|u —a) = (u —@|v) = 0 ergibt sich
= 3] = ol + llu = all* = llo = ull® + ||u - a]|"
fiir jedes u € U. Analog zeigen wir
o= P = o = ol o — o
fiir alle v € V und hieraus folgt insbesondere
|z — vl = dist (z, V)
wegen Hx — UH < Hx — 17H Auferdem gilt
lz]* = (2] @) = (u+v|u+v) = (u]u) + (v]v) = ull® + |u

und wir haben gezeigt, dass v und v alle gewiinschten Eigenschaften aufweisen.
Findeutigkeit: Gilt zusatzlich

r=u-+7 mit uelU und vev,

so gehort

U—U=0V—"
sowohl zu U als auch zu V', aber der Durchschnitt enthalt nur die 0. O
Bemerkungen

1. Die Zuordnungen
r — u= Fyz, r —= v=Pyx

mit u und v wie im Theorem definiert zwei lineare Projektoren Py, Py : X — X.
Fiir diese gilt

U =im (Py) = ker (Py), V =im (Py) = ker (Py)
sowie
P2 =Py, P2 =Py, Py + Py =idx
und HPUHX;X = HPVHX;X =1

Beweis: Die Linearitdt von Py und Py ergibt sich aus der Eindeutigkeit der
Zerlegung. Die anderen Eigenschaften folgen unmittelbar aus dem Theorem. [J

4Beachte die Eigenschaften des Skalarproduktes sowie die Formel ¢ = Re (¢) — i Re (i (), die fiir
alle komplexen Zahlen ¢ € C gilt.
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2. Wegen
im (Py) =ker (Py)",  im(Py) = ker (Py)*

sprechen wir auch von Orthogonalprojektoren. Sieche dazu auch das Theorem zur
aquivalenten Charakterisierung fiir weitere wichtige Eigenschaften orthogonaler
Projektoren.

3. Das Lemma definiert fiir jedes K via z — y =: Pg(z) einen im Allgemeinen
nichtlinearen Projektor Py : X — X, der allerdings via

|1Pic(ez) = Prc(0)]| < [z — 4]
Lipschitz-stetig mit Konstante 1 ist.
4. Wir schreiben auch X = U @ V. Insbesondere garantiert das Theorem, dass X
und U xV isometrisch isomorph zueinander sind, sofern wir die Norm
[ 0)]| ey = Vel + [0l
wahlen.

5. In jedem unendlichen-dimensionalen Hilbert-Raum X gibt es auch Unterrdume
U, die nicht abgeschlossen sind. In diesem Fall ist aber cls (U) ein abgeschlossener
Unterraum von X und es existiert ein entsprechender orthogonaler Projektor.

Beispiel: Fiir x = (*(Z; R) und jeden Parameter o > 1/2 besteht der Unterraum

Uy={z€X : wzy=uo_firallejeZ sowie suplj|”|z;| < oo}
jez

aus allen geraden Folgen in RZ, die fiir j — 4-oo mindestens wie |j|~“ abklingen
(und daher auch quadratisch summierbar sind). Mithilfe der Dichtheit von
ln(Z; R) kénnen wir nun leicht

cs(Up) :={z € X : wy;=u_jfiir alle j € Z}
zeigen, d.h. U, ist nicht abgeschlossen.

6. Achtung: Ist U abgeschlossener Unterraum eines Banach-Raumes X, so existiert
im Allgemeinen kein komplementarer Unterraum V von X mit X =U ¢ V.

4.2 Orthonormale Basen in separablen Raumen

Annahme Im Folgenden ist X ein unendlich-dimensionaler, aber separabler Hilbert-
Raum.

Lemma (Gram-Schmidt-Verfahren) Sei (b,), .y cine linear unabhingige Folge
in X. Dann wird durch die Formeln

n

€1 = by, €nt1 = bpy1 — Z (b1 | O0) by en 1= —

= lleald

S
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in eindeutiger Weise eine linear unabhéngige Folge (ey,), oy € X definiert, wobei

sowie

(€n|€ﬁ) _ { 1 falls n = n

0 fallsn#n

span{el, cee en} = span{bl, e bn}

fir alle n € N erfillt ist.

Beweis Ubungsaufgabe. m
Bemerkungen

1. Die lineare Unabhéngigkeit in der Voraussetzung (und analog in der Behauptung)

meint, dass
bn%(), bn-l—l §éspan{b1, ey bn}
fiir jedes n € N erfiillt ist.

2. Das Verfahren ist konstruktiv und verallgemeinert das gleichnamige Verfahren in
endlichen Dimensionen.

3. Das Gram-Schmidt-Verfahren kann auch in einem Préhilbertraum verwendet
werden.

4. Im n + 1-ten Schritt konnen wir zuerst €,,, aus b, 1 sowie ey, ..., e, berechnen
und anschliefend e, 1 durch Normierung gewinnen.

5. Aufgrund der Separabilitit von X existiert eine lineare unabhéngige Folge
(bn),en, 50 dass jedes # € X als Grenzwert einer geeigneten Folge (z,,), .y der
Bauart

Tp = Z >\n,l bl
=1
dargestellt werden kann, wobei alle Gewichte ), ; in K liegen. Insbesondere kann
jedes x € X durch eine Folge endlicher Linearkombinationen der b, approximiert
werden und wir nennen (by),, .y daher eine Basisfolge.
Beweis: Da X separabel ist, existiert eine abzahlbare dichte Teilmenge
{{lf 1, L2, ... }
und wir definieren
- - 0 falls z,,41 € span{z1, ..., z,}
Ty =Ty, Lntl = { T sonst
Durch Streichung der Nullelemente erhalten wir eine linear unabhéngige Folge
(bn),en als Teilfolge von (), oy, die die gewiinschten Eigenschaften besitzt. [
6. Wenn wir das Gram-Schmidt-Verfahren auf eine Basisfolge (b;,),,cy anwenden, so

erhalten wir eine orthonormale Basisfolge (e,), .. Beachte, dass es in X viele
solche Folgen gibt.
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Theorem (Eigenschaften einer ON-Basis) Sei (ey),.y eine orthonormale
Basisfolge. Dann gilt

oo oo
r=Y (enlx)en,  a? =D |(en|x)|
n=1 n=1

fiir jedes x € X.

Beweis Teil 1: Fiir jedes n € N betrachten wir die linearen und stetigen Operatoren
P,, Q,: X — X mit

n

an::Z(en]x)en, Qnr:=x— P,x

=1

und zeigen durch direkte Rechnungen, dass
Pnpnx:ana Qnin‘:x

sowie
2 2 2
(Poz|Qna) =0,  |z|* =Pzl +Quzl”>,  |Puz|? Zlem

fiir alle # € X gilt.® Insbesondere ist P, der lineare Projektor auf den Unterrraum
U, = span{el e en}

und Q,, ist der Projektor auf das orthogonale Komplement U
Teil 2: Sei nun = € X beliebig fixiert. Aufgrund der Basiseigenschaft existiert eine

Folge (up),,cy, sodass

n—o0

u, € U, firalle neN und U, —— I.

Mit dem ersten Beweisteil ergibt sich

n—o0

1P (@ = un)||* +[|@n (& — )| = 2 —wal> 22 0

sowie

un:Pnun7 Qnunzo

Es gilt
ek|Px Zel|ek| Zek\ ek\el :(ek|:1:)
=1 =1
fir alle k € {1, ...,,n} und damit
Pnan:Z(ek\an) er = Z(eﬂm) er =P, x.
k=1 k=1

Aufserdem ergibt sich
Q%JTZ an_Pnan = an

wobei wir benutzt haben, dass P, @, x = 0 wegen (ek | Qn x) = (ek | x) — (ek | P, x) =0 gilt.
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fiir alle n € N. Wir erhalten

| = Poz| = [|@ue| = ||@ulz —w)|| ——= 0
sowie
S lenl o))’ = 1Bazl? = ol = [Quall® 22 [la|f?

=1

und haben damit die beiden Behauptungen gezeigt.

Bemerkungen

1. Dier zweite Teil der Behauptung wird Parsevalsche Gleichung genannt und
kann als unendlich-dimensionales Analogon zum Satz von Pythagoras betrachtet
werden.

2. Im Fall von K = C miissen wir bei der Reihenfolge der Terme im Skalarprodukt
aufpassen und der erste Teil der Behauptung ist dquivalent zu

x:Z(:c\en)en.

=1

3

Fir K = R gilt nattrlich (z]e,) = (e, | x).

3. Aus dem Behauptungen ergibt sich auch die Darstellungsformel

(12) =S (nlw) (e |2)

n=1

fiir alle z, y € X.
4. Die Koordinatenabbildung bzgl. einer orthonormalen Basisfolge (ey),,oy ist durch
reX > ((en]x))neN

gegeben und liefert einen isometrischen Isomorphismus zwischen X und dem

Hilbert-Raum ¢2 (N; K)

Beweis: Das Theorem garantiert fiir jedes x € X , dass die entsprechende
Koordinatenfolge ((e, | :c))neN quadratisch summierbar ist. Umgekehrt kénnen

wir mit denselben Methoden wie im Beweis zeigen, dass fiir jedes \ € (2 (N; K)
der Punkt

[o.¢]
T = E A €n
n=1

im Sinne einer konvergenten Partialsummenfolge wohldefiniert ist und dass
(en | ) =\, fiir alle n € N gilt.

5. Achtung: Die erste Reihe im Theorem konvergiert im Allgemeinen nicht absolut,
denn die absolute Konvergenz ist wegen

||(€n|x) enH = ‘(6n|x)‘
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aquivalent zur Bedingung

[e.9]

Z|(en|x)| < 00.

Die Koordinatenfolge ((ey, | x))neN gehort zwar immer zum Folgenraum (2 (N; K),
liegt aber im Allgemeinen nicht in dem kleineren Raum ¢! (N; K)

Gegenbeispiel: Ist x € X das Element mit der Koodinatenfolge
A= (en|z)=1/n fir alle n €N,

so gilt zwar 3°°° [\,|* < oo, aber auch 322 |\,| = oc.

6. Ausblick: Jeder Hilbert-Raum ist isometrisch isomorph zu ¢2 (M ; K), wobei die
Menge M die Indexmenge eines vollstéindigen Orthonormalsystem (e,,),,c,, von
X ist. Dabei gelten immer die immer Darstellungsformeln

p= 3 Cenlt)en, ol =Y |lenln)f,

meM meM

sofern die Konvergenz der ersten Reihe im richtigen Sinne interpretiert wird.
Fiir jede Menge M (endlich, abzéihlbar oder iiberabzihlbar) besteht ¢2(M; K)
aus allen Funktionen z : M — K (bzw. aus allen Familien (z,,),,c,,), die an
hochstens abzahlbar vielen Stellen einen Wert ungleich 0 annehmen und deren
Norm via

Wlz) = > Tmwm,  lol>= [onl

meM meM

endlich ist. Fiir weitere Details und entsprechende Beweise verweisen wir auf die
Literatur, zum Beispiel auf [Wer, Abschnitt V.4].
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Vorlesung 23 : 23. Januar 2024

4.3 adjungierte Operatoren

Vorbemerkung In diesem Abschnitt sind X und Y zwei gegebene Hilbert-Raume
und L € Lin(X; Y) ein linearer sowie stetiger Operator.

Definition Der durch

(L*?J|x)x = <y|Lx)Y

definierte Operator L* € Lin(Y; X) wird adjungierter Operator von L genannt.

Bemerkungen

1. L* ist das Hilbert-Raum-Analogon zum weiter oben definierten dualen Operator.
2. Die Rechenregeln

sowie

und
ker (L) = (im (L))", ker(L*) = (im (L))"

ergeben sich aus den entsprechenden Eigenschaften fiir duale Operatoren in
reflexiven Banach-R&aumen.

3. Die Eigenschaften des Skalarproduktes implizieren auch

(x‘L*y)X - (L*y]x)x - (y‘Lw)Y - (Lx]y)y

firallex € X undy €Y.

4. Es gilt

IZ* L, x = L1,y

und damit auch ||[LL* |y = ||L*||Y x sowie ||LL*[|y.y = [|[L*L x. x-

Beweis: Wenn wir auf beiden Seiten der Abschétzung

HLxHY Lx|Lx) (L*Lx|m)X§|

2
L L”X;X ||x||X

das Supremum iiber alle z € X mit ||z|y = 1 bilden, erhalten wir

L0 < 27 Ell, -
Andererseits gilt aber auch
127 Ll < 127y, w12 = 12
und die Behauptung folgt nach Kombination beider Teilresultate. O
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5. L ist genau dann eine Isometrie, wenn L*L = idx gilt.
Beweis: Die zweite Bedingung ist dquivalent zu
(Lz|LZ), = (z|%)y  firale z,ZeX
und impliziert damit die erste via
ILz|? = (Lz|Lz), = (z|x)y = ]| % fir alle =z € X.
Fiir die umgekehrte Implikation bemerken wir, dass die zweite dieser Formeln
wegen der Parallelogramm-Identitdaten in X und Y die erste nach sich zieht. [
6. L heifst unitér, sofern
L"L = ldX und LL* = ldy
gilt. Diese Gleichungen beschreiben, dass sowohl L als auch L* eine Isometrie
sind. Im Fall von K = R sagt man manchmal auch, L sei orthogonal.
7. Die beiden vorherigen Bemerkungen zeigen: L ist genau dann unitiar, wenn L
isometrisch und surjektiv ist.
8. Im Fall von X = Y nennen wir L hermitesch (oder selbstadjungiert) bzw. normal,
sofern
L*=1 bzw. L'L=LL"
gilt. Alternativ kobnnen wir diese Bedingung als
(Ly]w)X:(y\L:U)X bzw. (Ly|Lx)X:(L*y\L*x)X
fiir alle z, Y € X formulieren. Siehe dazu auch den Satz von Hellinger-Toeplitz
in den Hausaufgaben.
Beweis: Die erste alternative Formel ergibt sich direkt aus den Definitionen und
die zweite kann unter Verwendung von L** = L als
(L'L=LL)ylz), =0
geschrieben werden. O
9. Jeder hermitesche Operator ist normal und im Fall von X =Y ist jeder unitére
Operator ebenfalls normal.
10. Die Operatoren L*L € Lin(X; X) und L L* € Lin(Y; Y') sind beide hermitesch.
11. Fir jeden normalen Operator gilt ker (L) = ker (L*).

Beweis: Fiir alle x, £ € X berechnen wir
0= (L*Lz—LL'%z|z) = (L"Lz|z) — (L Lz |x)
= (Lz|Lz) — (L*z|L*z)

und erhalten ||Lz|| = ||L* x|y, wobel wir L = L** benutzt haben. Insbesondere
gilt also Lz = 0 genau dann, wenn L*z = 0. O]
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Bezispiele

1. Die Matrizen

—_

RGNS !
V3 \1l+i i ’ 2

sind unitar, wohingegen

—_ = = =

2 1+i 1441 2

3 2+1 1-i 2 1 —2i
(2—1 4 > 1-4i 1 4 1-1i
2 2i 141 -2

hermitesch sind.

Bemerkung: Eine komplexe nxn-Matrix ist genau dann unitér, wenn ihre Spal-
tenvektoren (sowie ihre Zeilenvektoren) eine orthonormale Basis bilden.

2. Mit X =Y =¢2 (Z; K) betrachten wir den Linksshift-Operator mit
(L), =wjn

und mithilfe der Nebenrechnung®

+oo +00 +oo
(ylo) =2w Y g (La); = D Gaju= Y Jix
j=—00 Jj=—00 j=—

schlieBen wir

(L*y); = yj-1,

d.h. L* ist der Rechtsshift-Operator. Insbesondere gilt L* L = L L* = idx und
sowohl L als auch L* sind isometrisch.

3. Der linksseitige Differenzenoperator auf X =Y = (2 (Z; K) ist durch
(La); =x; —xj
geben und adjungiert zum Negativen des rechtsseitigen Differenzenoperators, d.h.
(L*y); = —y; + Yjr1 = —(yj1 — ) -
Insbesondere gilt
(L*Lz);, = (LL*x); = —(Ax); = — (201 + 251 — 215)

wobei A des einfachste Beispiel eines diskreten Laplace-Operators ist.

4. Wenn wir Linksshift auf dem Raum X =Y = (2 (N ; K) betrachten, so gilt

. B 0 fir n =1,

(L Qf)n = Tn+l, (L y)n - { Yn1 fiir n > 1,

d.h. L* entspricht weiterhin dem Rechtsshift. Diesmal gilt jedoch
LL* =idy, L*L #idy

und wir sehen, dass L*, aber nicht L eine Isometrie ist. Insbesondere ist L nicht
injektiv und L* nicht surjektiv.

5Im letzten Schritt haben wir eine Indexverschiebung durchgefiihrt.
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Lemma (niitzliches Kriterium fiir Hermitezitit) Fir K= C und X =Y ist
L genau dann hermitesch, falls (x| L x) fiir alle 2 € X reell ist.

Bewetis Hinrichtung: Mit L = L* ergibt sich

(x|L:c)X: (La:]q:)X: (x\La:)X

fiir alle x € X.
Riickrichtung: Seien z, y € X und A € C beliebig. Dann gilt

(z+Ay|Lx+Ay)) = (z|Lz)+ A (z|Ly) + A (y|Lz) + XA (y| Ly)
und nach komplexer Konjugation beider Seiten erhalten wir
(z+Ay|Lx+Ay)) = (z|Lz) + X (Ly|z) + A (Lz|y) + XA (y| Ly)

aufgrund der Voraussetzung. Durch Subtraktion der Gleichungen und Termumstellung
erhalten wir

AMz|Ly)+A(y|Lz) =X(Ly|z)+A(Lx|y)
und fiir die zwei speziellen Wahlen A = 1 bzw. A = i ergibt sich hieraus
(z|Ly) £ (y|Lz) =+(Ly|z) + (Lz|y).
Die Addition beider Gleichungen liefert
(z|Ly) = (Lxly) = (x| L7y)

und weil z, y beliebig waren, folgt die Behauptung. O

Lemma (niitzliche Formel fiir die Norm hermitescher Operatoren) Es gilt

”LHX;X = Sup }(‘rle)X‘

llzl x=1
fiir jeden hermiteschen Operator L.
Bewetis Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und der Definition von Operatornorm
schliefsen wir
(@ | La)| < llzllx 1Lzl < ILlx,x 2%

fiir alle # € X und erhalten nach Supremumsbildung die Abschitzung C' < [|L||y,
mit
L
C:= sup |(z|Lx)y|= supw

Jallx=1 w20 [zl

Seien nun z, y € X beliebig fixiert mit ||z|| = ||ly||x = 1. Aufgrund von L* = L gilt
4Re((y|Lx)) =2(y|La)+2(y|Lx)=2(y|Lx)+2(L y|2)
=2(y|La)+2(Ly|z) =2(y[Lx) +2(x|Ly)
=(z+y|L(z+y) - (z-ylL(z-y))
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und damit auch

Re ((y|Lx))| < {[(Lz+y)|z+y)|+i|(L(z—y)|z—y)

<
2 2 2 2
<30l +ulx +llz=ylx) =35C (Il +llvlx ) =C,

wobei wir wieder die Parallelogramm-Identitdt ausgewertet haben. Analog zeigen wir
die entsprechende Ungleichung fiir den Imaginérteil” und erhalten insgesamt

(y|Lx)| <C.

Durch Supremumsbildung {iiber alle zugelassenen z, y ergibt sich schliefslich die
komplementére Abschitzung ||L]y, x < C. O

Theorem (&4quivalente Charakterisierung orthogonaler Projektoren) Fiir
jeden Projektor P € Lin(X; X) mit P # 0 sind die folgenden Aussagen paarweise
dquivalent:

1. P ist orthogonaler Projektor, d.h. im (P) = ker (P)".
2. Esgilt ||[P[lx.x = 1.

3. P ist hermitesch, d.h. P = P*.

4. P ist normal, d.h. P*P = P P*.

5. Es gilt (x| Px)y >0 fiir alle z € X.

Hierbei ist P genau dann ein Projektor, wenn P? = P gilt.

Beweis Wir diskutieren nur den Fall K = C; die reelle Version kann analog bewiesen
werden.
Vorbemerkung: Wir definieren

Q:=idx —P
und zeigen durch einfache Nebenrechnungen die Giiltigkeit von Q% = @ sowie
U :=im(P) = ker (Q), Vi=ker (P) =im(Q).
Die Unterrdume U und V sind daher beide abgeschlossen und die Zerlequngsformel
r=u+v mit u:=PzxelU und vi=QreV,
gilt fiir alle x € X und impliziert
Pu=Pxr=Pzx=u, Pv=20

sowie Qu =0, Qv = v.
Hilfsresultat: Aus V C U+t folgt

PZPU: V:Ul7 Q:PV7

"Es gilt Im ((y| Lz)) = Re ((iy|Lx)).
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wobei die Projektoren Py und Py in den Bemerkungen zur linearen Variante des
Projektionssatzes eingefiihrt wurden. In der Tat, wenn V' senkrecht auf U steht, so
ist die obige Zerlegung von x auch eine Zerlegung im Sinne des Projektionssatzes fiir
den Unterraum U, und wir schliefsen

Px=FPyzx fir alle z € X.

Insbesondere stimmt in diesem Fall der gegebene Projektor P mit dem orthogonalen
Projektor Py iiberein und die Formeln

V =ker(Py)=im(Py)" =U+, U=im(Py)=ker(Py)" =V*

sowie () = idx — Py = Py1 = Py ergeben sich unmittelbar aus den Bemerkungen zum
Projektionssatz.
1.=2.: Wegen V = U™ folgt

IPllx.x = 1Pullx,x =1

aus dem obigen Hilfsresultat.
2.=1.: Seien u € U und v € V beliebig fixiert. Fiir jedes A € R gilt®

PAu+v)=Au
und die Voraussetzung garantiert via

Nl = [Aull® = [[POu+ )|
< P[5, x INu+ ol = [[Au+v[]* = Au+v|Au+v)
=N (u|u)y + A (u|v) +A(v]u)+ (v]v)
= X [lull +2 A Re ((u]v)) + [lo]”

die Abschétzung
—A Re ((u]v)) < vl -
Da X beliebig war, ergibt sich
Re ((u]v)) =0
und durch analoge Argumente mit A\ € i R zeigen wir
Im ((u|v)) =0.

Insbesondere stehen v und v senkrecht zueinander und aus der Beliebigkeit von u und
v folgt V C U+. Mit dem Hilfsresultat erhalten wir daher V = U+,

1.=3.: Wir benutzen obige Zerlegungsformel fiir x € X und analog fiir £ € X und
berechnen

(Pz|i) = (Pu+Pvla+70)=(u+0|a+0) = (u|a) + (u]0) = (u]a) +0

(z|PZ)=(u+v|Pa+P0)=(u+v|a+0) = (u|a)+ (v|a) = (u]a) +0.

8Mit u = P % folgt wieder Pu = P%2% = P% = u.
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Wegen der Beliebigkeit von  und = ergibt sich P = P~*.
3.=4.=1.: Die erste Implikation ist trivial und fiir die zweite benutzen wir die
Formel

ker (P) = ker (P*),

die wir schon in den Bemerkungen weiter oben gezeigt hatten. In Kombination mit den
Eigenschaften von adjungierten bzw. dualen Operatoren erhalten wir

V = ker (P) = ker (P¥) :im(lD)l =U"+,

und damit V+ = (U L)L = U wegen der Abgeschlossenheit von U.
3.=5.: Die Umformungen und Abschétzungen in

(x|Px)y = (:c]P2x) = (P'z|Px)y =(Pz|Px)y = HP:L'Hi( >0

X

gelten fiir alle z € X.
b=1.: Firalleu e U,v € V und XA € R gilt Pu = u sowie Pv = 0. Mit der
Voraussetzung erhalten wir daher

0< Au+v|PAu+v)) = Au+v|du) = ul” + A (v]u)
und wenn wir dies mit A = 4+¢ und A = —¢ auswerten, ergibt sich
—elul® < (v]u) < +& |lull?

tiir alle e > 0 und damit (v | u) = 0. Insbesondere gilt also V' C U+ und das Hilfsresultat
liefert U = V+. [

Bemerkungen

1. Das Hilfsresultat im Beweis impliziert, dass die erste Aussage auch durch die
folgende, etwas schwéchere Bedingung ersetzt werden kann:

1. Die Rdume im (P) und ker (P) stehen senkrecht aufeinander.

2. Die Argumente im Beweis zeigen aufserdem, dass ein Projektor P genau dann
orthogonal ist, wenn der Projektor () =idyxy — P diese Eigenschaft besitzt.

| Vorlesung 24 : 25. Januar 2024

Beispiele Die beiden Matrizen

g (1 HL (1 -1
P_2<+1 +1)’ Q_2<—1 +1

liefern jeweils orthogonale Projektoren auf X = R? mit

m(p) =ker@={ ()} ) =m@={()}.

Insbesondere konnen wir alle dquivalenten Aussagen im Theorem alternativ durch
direkte Rechnungen verifizieren.
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Gegenbeispiele Nicht jeder Projektor ist orthogonal. Mit X = R? betrachten wir

die Matrizen
+1 0 0 0
P_<+1 0)’ Q_(—l 1)’

sodass

und damit
r=Pr+Qu, P’rx =Pz, Q’z=Quz

fiir alle x € X erfiillt ist. Insbesondere gilt

im (P) = ker (@) = span { (ﬁ) } . ker(P) = im (Q) = span { ( f1> } |

aber wir erhalten

i (0) #ier (P = { (1)} im(@) £ 1er @) —soon { (*1)]}

und
«  (+1 +1 « (0 —1
P (). o3 3)
sowie
o o s (T2 0 +1 +1\ .
1= o Pl = e = () £ (0T =
und

01 g loneal B @a- (1 D)4 (3 )00

21+x2:1
Auferdem sind die Ausdriicke
(z|Px) =1} + a1 29, (z|Qx) = —x1 25 + 23

nicht fiir alle x € X nichtnegativ (wihle zum Beispiel xo = —2x baw. 21 = +2x9).
Insgesamt konnen wir auf viele verschiedene Weisen begriinden, dass die linearen
Projektoren P und @) jeweils nicht orthogonal sind.

orthogonal nicht-orthogonal

im(P) = ker(Q) /
ker(P) = im(Q) /

Abbildung Die Kerne und Bilder fiir die Projektoren aus dem Beispiel und dem Gegenbeispiel.
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4.4 Satz von Lax-Milgram

Lemma (Eigenschaften von Sesquilinearformen) Fiir jede Sesquiliniearform
b: XxX — K sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. Es gilt die Implikation

n—oo n—oo n—oo
Ty —— Tooy, Un —— Yoo — bUn»Tn) —— (Yoo, Too),
d.h. b ist stetig bzgl. beider Argumente.

2. Fiir jedes z € X gilt

Ty BN Too = by, x,) o, by, Too),
und
n—oo n—oo
Un — Yoo - b(Yn, ) ——— b(Yoos Tn)

ist fiir jedes x € X erfiillt. Insbesondere ist b ist stetig bzgl. des 1. Arguments
sowie stetig bzgl. des 2. Arguments.

3. Es existiert eine Konstante M, sodass
|0y, )| < M ||| |ly
fiir alle x, y € X gilt.

Hierbei ist die Konveregenz in X immer im starken Sinne zu verstehen.

Beweis 1.=2.: Die Behauptung ergibt sich, wenn wir die Voraussetzung mit
konstanten Folgen, d.h. mit der speziellen Wahl y,, = y bzw. x,, = x auswerten.

2.=3.: Nach Voraussetzung existiert fiir jedes y € X bzw. jedes x € X eine
Konstante C bzw. C, mit

b(y, 2)| < Cy ||z fiir alle y € X bzw. b(y, )| < C, |ly|| fiir alle y € X .
Fiir jedes y mit ||y|| = 1 betrachten wir das durch
<azz, x> = by, ),

definierte Funktional z; € X, dessen Stetigkeitskonstante durch C, beschréankt ist. Da
auferdem

(5, 2)[ < G

fiir jedes feste x € X und alle y € 51(0) erfiillt ist, garantiert der Satz von Banach-
Steinhaus die Abschéatzung

M := sup |[|z)|,. <oo.
4e51(0) ” y| X
Diese impliziert

b(y, )| < M ||z|
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148 4. Hilbert-Raume

fir jedes y € X mit ||y|| = 1 sowie alle z € X und wegen der Homogenitét von b ergibt
sich schliefslich die Behauptung.
3.=1.: Wir kombinieren die Voraussetzung mit der Nebenrechnung

b(ym xn) = b(yn — Yoo, Ty — OO) + b(yom Tn — :EOO) + b($y — Yoo, l’oo) + b<yom xOO)
und erhalten die Abschétzung

|b(yn> Zn) = b(Yoos 5500)| <M ||zn — Zool| [|yn — Yool +
M [|yoo|[ lzn = zooll + M lzoo |l [y — Yool

aus der die Behauptung via n — oo folgt. O

Theorem (Satz von Lax-Milgram) Istb: X xX — K eine stetige und koerzitive
Sesquilinearform, so existiert ein invertierbarer Operator B € Lin(X; X), sodass

b(y, v) = (By|z)

fiir alle x, y € X erfiillt ist.

Beweis Definition von B: Fiir jedes y € X betrachten wir das Funktional

<xz, x> = by, ),

wobei die Stetigkeit von b die Abschétzung

nach sich zieht. Wir definieren

*
CC'y

5 < Sup (x}, y) = sup by, #) < Myl

By := Jy' ,
mithilfe des Operator Jx aus dem Rieszschen Darstellungssatz und bemerken, dass

(z}, x) = (By|x)

fiir alle x, y € X erfillt ist.
Figenschaften von B, Teil 1: Aus den Definitionen ergibt sich unmittelbar via

(B(y+19)|z) =b(Ay+7, ) =b(y, z) +b(g, ) = (By|z) + (By|x)
die Additivitdt von B und in Kombination mit
(B(Ay)|z) =b(Ay, ) = Ab(y, ) =X (By|z) = (A\By|z)
haben wie die Linearitéit von B gezeigt.” Aus den Abschitzungen

1Byl = |

*
Lyl x =

und

1Byl llyll = (Byly) = by, y) = m |y’

9Beachte, dass sowohl b als auch das Skalarprodukt konjugiert linear im ersten Argument sind.
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folgt auferdem
m |yl < Byl <Myl

fiir alle y € X und wir schlieffen, dass der Operator B injektiv ist und dass sein Bild
ein abgeschlossener Unterraum von X ist.
FEigenschaften von B, Teil 2: Sei x € im (B)L beliebig fixiert. Dann gilt

0= (Bylz) =by, v)
fiir alle y € X und die spezielle Wahl y = x impliziert via
0="b(z, z) >m|z|* >0

x = 0. Wir haben damit gezeigt im (B) = X gezeigt und schlieften, dass B bijektiv ist.
Die Stetigkeit von B~ folgt dann aus dem Satz iiber die Umkehrfunktion. m

Bemerkungen
1. Die Form b ist genau dann koerzitiv, wenn
b, ) = m |||
fiir eine Konstante m > 0 sowie alle z € X gilt.

2. Fir K = R ist jede Sesquilinearform eine Bilinearform.

3. Der Satz von Lax-Milgram ist sehr niitzlich und erlaubt es uns, die schwache
Losungstheorie elliptischer Differentialgleichungen und verwandter Probleme zu
etablieren. Siehe dazu das néchste Kapitel .

4. Mit den obigen Notationen gilt
|Bllxx <M, ||B

1 -1
xxSmo,

wobei dies sich unmittelbar aus den Ungleichungen im Beweis ergibt.

5. Wir haben im Theorem nicht die Giiltigkeit von

by, ©) = b(x, y)

gefordert. Wenn diese Formel erfiillt ist, kann das Theorem sehr viel einfacher
bewiesen werden, dann dann definiert b ein dquivalentes Skalarprodukt auf X
und B ist gerade die Dualitdtsabbildung bzgl. dieses neuen Skalarproduktes.

Beispiel Mit gegebenem Parameter @ > 0 betrachten wir auf X = (?(Z;R) die
Bilinearform
+oo

by, ) =Y (Y1 — v5) (Tj1 — 25) + @y, a5

j=—o00

die koerzitiv mit Konstante m = « und stetig mit Konstante M = 4 + « ist. Durch
direkte Rechnungen verifizieren wir

(By); = —Yj41 —bj1 + 2+ a)y; = —Ay; +ay;.
Die Bijektivitdt von B meint gerade, dass die Operatorgleichung
By =yy

fir jedes gegebene yx € X genau ein Losung yx € X besitzt. Siehe dazu auch die
Hausaufgaben.
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Kapitel 5

Spektraltheorie

Vorlesung 25 : 30. Januar 2024

Einschub: kompakte Operatoren

Definition Wir nennen L € Lin(X;Y) einen kompakten Operator, sofern er jede
beschrinkte Menge in X auf eine priakompakte Menge in Y abbildet.

Bemerkungen
1. Aquivalent zur Definition sind die beiden folgenden Forderungen:

(i) Das Bild jeder beschrankten Folge in X besitzt eine Teilfolge, die stark in
Y konvergiert.

(ii) Das Abschluss des Bildes der Einheitskugel aus X unter L — d.h. die Menge
cls (L(B1(0))) — ist kompakt in Y.

2. Ist X reflexiv, so gilt: L ist genau dann kompakt, wenn jede schwach konvergente
Fglge in X durch L auf eine stark konvergente Folge in Y abgebildet wird
(Ubungsaufgabe).

3. Die Komposition eines stetigen und eines kompakten (oder eines kompakten und
eines stetigen) Operators ist kompakt (Ubungsaufgabe).

4. Sind X und Y Banach-Réume, so garantiert der Satz von Schauder, dass L genau
dann kompakt ist, wenn L* € Lin(Y™*; X*) kompakt ist.

Bezispiele
1. Ist im (L) endlich-dimensional, so ist L kompakt.

2. Auf X = ?(Z;K) mit 1 < p < oo betrachten wir den Multiplikationsoperator

(Lz); =njz;

mit beschrénkter Koeffizientenfolge n € £°°(Z; K), wobei L wegen

1Lzl < lnll 1,
151



152 5. Spektraltheorie

immer stetig ist. Im Fall n € {y(Z; K) klingen die Multiplikatoren n; fir j — +oo
ab und L ist kompakt fiir p < oco.

Beweis: Fiir ein gegebenes € > 0 zeigen wir, dass das Bild der Einheitskugel unter
L, also die Menge

R:={Lz: |z| <1}
ein endliches e-Netz besitzt (siche das Lemma zu Prikompaktheit und Netzen).
Dazu wahlen wir zunéchst einen Index J € Z mit
sup { |nj| @ |j] > J} <¢e/2

und anschliefend endliche viele yy, ..., yy € X mit

N
Ri={yeR:y; =0 firalle |j|>J} C|J By,

n=1
denn die beschriankte Menge liegt in einem endlich-dimensionalen Unterraum
von X und besitzt daher ein endliches £/2-Netz. Fiir jedes x € X mit ||z| =1
betrachten wir £ € X mit

0 sonst

jj_{xj fiir [j] < J

und bemerken, dass L Z zu R gehort. Wegen

—J-1 +00
|Lx— Lz||F < Z ‘njilfj‘p + Z ‘ijj‘p (e/2) Z |373‘p (e/2)" |lz|”
j=—00 j=+J+1 j=—00

gilt ||Lx — LZ|| < &/2 und damit
ILw—yall S| Lo = LE[|+ (LT —yall <e/2+/e/2=¢
fiir mindestens ein n. Insgesamt haben wir gezeigt, dass das ¢/2-Netz fiir R auch

ein e-Netz fiir R ist, wobei neben p < oo die e-abhéngige Wahl von J entscheidend
war. [

3. Verallgemeinerte Multiplikationsoperatoren erhalten wir mit
(Lz); = pj (x4 +25) +vj (w4 +2-5)

wobei die Mutiplikatoren g und 7 nicht nur beschrankt sind, sondern zusatzlich
die Paritatsbedingungen

H—j = Tty Voj = +Vqj

fiir alle j € Z erfiillen sollen. Analog zu oben zeigen wir die Kompaktheit von L,
sofern die p; und v; hinreichend schnell abklingen.

5.1 Grundbegriffe

Vorbemerkung (X, ||-||y) ist Banach-Raum und L € Lin(X; X) ist ein gegebener
Operator. Wir schreiben im folgenden

A bzw. A—1L statt Aidx bzw. Xidyxy — L,

da diese Operatoren sehr héufig auftreten. Wir schreiben meist auch ||z| bzw. ||L]|
anstelle von ||z|| bzw. ||L||y. x
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5.1. Grundbegriffe

Klarstellung Es gibt auch eine Sprektraltheorie unbeschréinkter linearer Operato-
ren, aber diese ist deutlich anspruchsvoller. Wir werden uns im folgenden auferdem

auf kompakte Operatoren beschrianken.

Definition Die Resolventenmenge von L ist durch
o(L) :={A €K : X — L ist invertierbar}
definiert. Thr Komplement

o(L) ==K\ o(L)
wird Spektrum von L genannt und zerféllt in das Punktspektrum
op(L) :=={A€o(L) : ker (A— L) # {0}},
das kontinuierlichen Spektrum
ox(L):=={X€o(L) : ker(A\—L)={0}, cls (im(A— L)) = X}
sowie das Restspektrum
or(L) :=={A€o(L) : ker (\— L) ={0}, cls (im(A— L)) # X},

wobei letzteres auch als residuales Spektrum bezeichnet wird.

Bemerkungen
1. Alternative Bezeichnungen sind res(L) und spec(L).
2. Der Satz iiber die Umkehrabbildung garantiert, dass
Ry:=(A-L)"
fir jedes A € o(L) stetig ist und daher zu Lin(X; X) gehort.

3. Die Elemente des Punktspektrums op(L) bezeichnen wir als die Eigenwerte von
L. Insbesondere gibt es zu jedem Eigenwert A einen entsprechenden Eigenvektor

x # 0 mit
Ar =Lz,

der im Eigenraum ker (A — L) liegt. Die Elemente des von o¢(L) und og(L) sind

jedoch keine Eigenwerte, da A — L nur den trivialen Kern besitzt.

4. Ist X endlich-dimensional, so besteht das Spektrum nur aus Eigenwerten, d.h. es

gilt o(L) = op(L).

5. Im Reellen kann der Fall o(L) = ) eintreten. Fiir X = R" gibt es zum Beispiel

reellwertige nxn-Matrizen, die nur komplexe Eigenwerte besitzen.
6. Fiir einen reellen Banach-Raum X ist seine Komplexifizierung
Xe=Xo@iX={rv+1iy : z,y € X}
ein komplexer Banach-Raum und wir kénnen L via

Le(zr+1iy)=Lx+1iLy

in natiirlicher Weise zu einem Operator L¢c € Lin(X¢; X¢) fortsetzen. Das

Spektrum von L¢ ist eine Teilmenge von C und die Formel
o(L)=RnNoa(Lc)

kann einfach nachgerechnet werden.
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154 5. Spektraltheorie

Lemma (fundamentale Eigenschaften der Resolvente) Die Resolvente o(L)
ist offen in K und die Abbildung

A = Ri=(\-L)"
bildet o(A) analytisch nach Lin(X; X) ab.

Beweis Sei Ay € o(L) beliebig fixiert. Fiir jedes A € C gilt

A=L=0 =) (1= 0 =N (e —1)7")
und unter der Voraussetzung
0<[A= gl <ep =Rl
folgt A € o(L) sowie

k+1
kz Ay — N RYE

aus dem Satz iiber die Neumann-Reihe, wobei die rechte Seite absolut bzgl. der
Operatornorm konvergiert. O]

Bemerkungen
1. Das Spektrum von L ist also eine abgeschlossene Teilmenge von K.
2. Es gilt aufserdem
Lc{rek: <z}

und das Spektrum von L ist sogar kompakt.
Beweis: Wegen A — L =X(1—A""L) und |A\"'L|| = |A| 7" ||Z| folgt

Ry=A~ Z (At L)t Z/\’“ 'L
fir alle A mit |A\| > ||L|| aus dem Satz iiber die Neumann-Reihe. O

3. Mit mehr Aufwand konnen wir im Fall von K = C die Formeln

o(L) #0, sup [A| = lim |77,
Ao (L) m—00
zeigen, wobei das Supremum in der zweiten Formel als Spektralradius von L
bezeichnet wird. Der Beweis benutzt jedoch nicht-triviale Aussagen aus der

komplexen Analysis, sieche zum Beispiel die Darstellung in [Alt, Kapitel 9] oder
in [Wer, Kapitel VI] .

4. Ist X ein Hilbert-Raum und L normal, so gilt

sup |A| =L},
A€o (L)

d.h. die Operatornorm von L ist gerade der Spektralradius von L. Fiir hermitesche
Operatoren werden wir dies unten beweisen und fiir andere normale Matrizen
verweisen wir auf [Wer, Satz VI.1.7|.
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5. Es gilt
(Nidy — L)" = Nidy« — L*

im Sinne dualer Operatoren (wobei L* den Dualraum X* in sich abbildet) und
die Formeln

o(L) =o(L"),  o(L)=0(L"),
ergeben sich aus dem Satz iiber Dualitdt und Invertierbarkeit.
6. Ist X ein Hilbert-Raum, so gilt
o(L*) = o(L) = {xeC:Xea(l)},

sofern L* den Adjungierten von L bezeichnet (der X in sich abbildet).

Lemma (Spektralradius fiir selbstadjungierte Operatoren) Seien X ein
Hilbert-Raum und L ein hermitescher Operator. Dann enthélt o(L) den Wert — || L]
oder den Wert + || L||.

Beweis Wir hatten im vorherigen Abschnitt die Formel

IL]| = sup |(z|La)]

|z)=1

hergeleitet und wéhlen eine Folge (z,), o mit
|zn]| =1 fiiralle neN sowie |(z| Lxy)| S L.

Nach Ubergang zu einer geeigneten Teilfolge (die wir nicht neu bezeichnen) gilt
(xn | L asn) SLCE

mit A = — ||L|| oder A = 4+ ||L|| und unter Verwendung von ||L x,| < || L] [|z.|| = ||
erhalten wir das Konvergenzresultat

0 < [[Azn — Laa|? = Nzl — 2 X (20 | Lag) + || Ly
<2X —2\(z,|Lz,) =5 0.
Die Annahme A € p(L) impliziert daher via
1= ||lz,|| = ||(A - L) 'Oz, — Laz,)|| <||(A= L)_lH INzp — La,|| —2% 0

einen Widerspruch und wir schliefien, dass A zu o(L) gehort. ]

Bemerkungen

1. Wir hatten oben schon gezeigt, dass |A| < ||L|| fiir alle A € o(L) gilt. Insbesondere
ist ||L|| wirklich der Spektralradius eines hermiteschen Operators.

2. Wir werden unten sehen, dass =+ || L|| fiir jeden kompakten hermiteschen Operator
sogar Figenwert ist und dass der entsprechende Eigenraum aus den Losungen
eines Optimierungsproblems besteht.
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3. Die Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten stehen bei einem hermiteschen
Operator senkrecht aufeinander.

Beweis: Wie in der Linearen Algebra gilt
)\1(1‘1 |£L‘2) = ()\1 T ‘ ZL‘Q) = (Lilfl ‘ 1‘2) = (.’L’l ’ Lxg) = (.’L‘l ’ )\2 1132) = )\2 (171 ‘ 1172)
und wir erhalten (:L'l ]xQ) =0 fiir Ay # \o. O

| Vorlesung 26 : 01. Februar 2024 |

Spektrum von Multiplikationsoperatoren Wir hatten diese Operatoren auf dem
Folgenraum X = (P(Z; R) schon oben eingefiihrt und bemerken, dass x € X genau
dann ein Eigenwert zu A ist, wenn fiir alle j € Z

AT =0T, bzw. A=mn; oder z;=0
erfiillt ist. Insbesondere gilt
op(L) = {nk ke Z}

wobei der k-te Einheitsvektor = e, immer Eigenvektor zum Eigenwert \ = ny, ist.

—O—OEENDO W 09 00 OUE ¢

Abbildung Ein abklingendes (gelb), ein periodisches (griin, mit Periode 5), ein konvergentes (rot)
sowie ein ergodisches (blau) Beispiel fiir den Multiplikator 7 sowie das jeweilige reelle Spektrum (graue
Boxen), das aus allen Eigenwerten sowie ihren Haufungspunkten besteht.

abklingender Fall: Fiir n € y(Z; R) gelten die folgenden Aussagen:

1. L ist (wie wir schon gezeigt haben) ein kompakter Operator.’

2. Die Zahl 0 liegt immer in o(L), kann aber zu jedem der drei Teile gehoren.

Beweis: Gilt np = 0 fiir ein k, so folgt 0 € op(L). Andernfalls ist 0 ein echter
Héufungspunkt von op(L) und gehort damit zum Spektrum von L, da dieses
abgeschlossen ist. Im Fall p < oo ergibt sich 0 € o¢(L), denn wir kénnen leicht
zeigen, dass im (L) den Unterraum fg,(Z; R) enthélt und damit insbesondere
dicht in X liegt. Fiir p = oo ist im (L) ein Unterraum von ¢y(Z; R) und kann
damit keine dichte Teilmenge von X sein.? Also gilt 0 € or(L). O

IMit geringfiigig mehr Aufwand kénnen wir sogar zeigen, dass der Multiplikationsoperator L dann
und nur dann kompakt ist, wenn lim;_, 4. n; = 0 gilt.

2Wir hatten weiter oben schon den Abschluss von fg,(Z; R) bzgl. der p-Norm berechnet: Es ist
P(Z; R) fiir p < oo, aber £o(Z; R) fiir p = co. Wir hatten auch schon gezeigt, dass £o(Z; R) ein echter
und abgeschlossener Unterraum von £°°(Z; R) ist.
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3. Jedes A\ # 0, dass nicht zum Punktspektrum gehort, liegt in der Resolvente o(L).

Beweis: Durch direkte Rechnungen zeigen wir

1
min{\ —n, : k€Z}’

(A-Da), =57 llo-07 -

wobei das Minimum auf der rechten Seite aufgrund der Eigenschaften von op(L)
wohldefiniert und positiv ist. O

Fiir abklingende 7 erhalten wir also
o(L) =op(L)U{0}, oc(L)Uogr(L) C {0}

in jedem der moglichen Unterfélle.

periodischer Fall: Gilt n; = n;4; fiir ein J € N und alle j € Z, so besteht op(L) nur
aus endlich vielen Punkten und wir erhalten

#op(L) < 00, oc(L) =0or(L) =10

mit analogen Argumenten zu oben. Jeder Eigenraum ist aber unendlich-dimensional.

konvergenter Fuall: Existieren die beiden Grenzwerte

Neoo = LM 7 sowie Nioo = LM 7,
k——o0 k—+o0

so ist L nicht kompakt (es sei denn, wir sind im Sonderfall _., = 0 = 7, ), aber durch
Modifikation aller Argumente aus dem abklingenden Fall kénnen wir die Formeln

o(L)=op(L)U{n-,ny},  oc(L)Uor(R)C {n-, ns}

herleiten. Insbesondere kann n_,, zum Punktspektrum, zum kontinuierlichen Spektrum
oder zum Restspektrum von L gehoren und das Gleiche trifft auf n, . zu.

ergodischer Fall: Als prototypisches Beispiel betrachten wir

n; = sin (j) fir alle j€Z,

und die wesentlichen spektralen Eigenschaften von L kénnen wie folgt zusammengefasst
werden:

1. Das Punktspektrum liegt dicht im Intervall [—1, +1].
2. Jedes A mit [A| > 1 liegt in o(L).
Beweis: Die Formeln
x .

(=), =52 =07 =(A-17

ergeben sich aus direkten Rechnungen. ]
3. Jedes A mit || < 1, dass nicht Eigenwert ist, gehort fiir p < oo zu o¢(L), aber
fiir p = oo zu og(L).

Beweis: Dies folgt wieder aus der vorhandenen bzw. fehlenden Dichtheit von
ﬁﬁn(Z; R) ]
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Insbesondere gilt o(L) = [—1, +1], wobei die Eigenwerte lediglich eine abzéhlbare und
dichte Teilmenge darstellen.

allgemeiner Fall: Es gilt stets

o(L) = cls (op(L)),
wobei die echten Haufungspunkte der Eigenwerte fiir p < oo zum kontinuierlichen, fiir
p = oo jedoch zum Restspektrum gehoren.

Bemerkungen :
1. Analoge Resultate ergeben sich, wenn wir ein komplexes Setting wéhlen.

2. Multiplikationsoperatoren gibt es auch in anderen Funktionenrdumen und ihre
spektralen Eigenschaften kénnen oftmals vergleichsweise einfach charakterisiert
werden.

Beispiel: Wir betrachten den Raum X = C(/; R) iiber einem kompakten Intervall

I = [a, b] sowie den Operator

(L)) =n(t)=(t),

wobei 7 eine gegebene stetige Funktion auf [ ist. Unter der generischen Annahme,
dass 1 keine konstanten Plateaus aufweist,® ergibt sich

UP(L) = @7 UC(L) = (Dv OR(L) = [mif”% ma}”?]

aus elementaren Argumenten. Insbesondere gibt es nur das Restspektrum.

Beweis: Mit A = n(s) gilt

(A= L)z)(t) = (n(s) —n(t))=(t)

fiir alle ¢ € I und wir sehen, dass jedes (A — L) x als Funktion auf [ ein Nullstelle
in s € I besitzt. Mit elementaren Argumenten aus Analysis 1 zeigen wir nun,
dass A— L im Raum X nur den trivialen Kern, aber kein dichtes Bild besitzt. Fiir
A < minn oder A > max 7 konnen wir jedoch (A — L)™' explizit angeben. O

Ausblick: Wenn wir den analogen Multiplikationsoperator in X = LP(I; R) mit
1 < p < oo betrachten, ergibt sich
op(L) =10, oc(L) = [minn, maxn], or(L) =10,

d.h. es gibt dann nur das kontinuierliche Spektrum.

3. Viele lineare und stetige Operatoren konnen durch geeignete Transformationen
in Multiplikationsoperatoren iiberfiithrt werden. Ein klassisches Beispiel sind die
Pseudodifferentialoperatoren, die im Fourier-Raum der Multiplikation mit ihrer
Symbol-Funktion entsprechen.

3Eine hinreichende Bedingung ist, dass 7(t) # 0 oder j(t) # 0 fiir jedes t € I gilt.
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5.2 Spektraltheorie kompakter Operatoren, Teil 1

Lemma (Optimierungsproblem fiir Eigenwerte) Seien X ein Hilbert-Raum
und K € Lin(X; X) sowohl hermitesch als auch kompakt. Dann ist mindestens eine
der folgenden zwei Aussagen erfiillt:

1. —||K|| ist Eigenwert von K sowie Minimum von R.

2. +||K|| ist Eigenwert von K sowie Maximum von R.

Hierbei ist Ri : X — R mit

2

das Rayleigh-Funktional zu K.

Beweis Wir kénnen || K || # 0 annehmen, da andernfalls nichts zu zeigen ist. Analog
zum Beweis des Lemmas iiber den Spekralradius hemitescher Operatoren setzen wir
A = —||K]|| oder A = + || K|| und betrachten eine Folge ()

neN

|zn]] =1 firalle neN  sowie (zn | K ) R,

wobei dann auch

n—oo

e, — Kz, 0

im Sinne der starken Konvergenz gilt. Nach Wahl einer stark konvergenten Teilfolge
gilt aufserdem

n—o0

K Inj —> y()o

fiir einen Grenzwert y,, und damit auch

n—oo
Ty, —  Too = Yoo/ A

sowie ||Too|| = lim; o |7, ]| = 1. Die Stetigkeit von K garantiert
Kz =2y,
d.h. x, ist in der Tat ein Eigenvektor von K zum Eigenwert \. Desweiteren gilt
—[IK]l < Ri(2) < [|K]|
fir jedes x € X und in Kombination mit R (z+) = A schliefen wir, dass z, ein
Minimierer (fiir A < 0) oder ein Maximierer (fiir A > 0) ist . O
Bemerkungen

1. Es ist moglich, dass beide Fille oder genau einer der beiden Fille eintritt.
Einfache endlich-dimensionale Beispiele werden durch die Matrizen

-1 0 0 0 -1 0
e=(3h) w=08) <=0 )
geliefert, wobei zwar immer ||K|| = 1 gilt, aber —1 bzw. 41 nicht immer ein

Figenwert ist.
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2. Ist z ein Eigenvektor zum Eigenwert A, so gilt R (z) = .

3. Insbesondere ist jeder Eigenvektor zum Eigenwert — | K| bzw. + | K] ein
Minimierer bzw. ein Maximierer von Rg.* Die umgekehrten Aussagen sind auch
richtig, aber nicht so einfach zu zeigen. Sie ergeben sich aber unmittelbar aus
dem Spektralsatz weiter unten.

4. Aus dem Spektralsatz wird auch folgen, dass sowohl das Minimum als auch das
Maximum von Ry jeweils im Spektrum von K liegen, sofern sie nicht den Wert
0 annehmen.

Algorithmus Am Anfang setzen wir Xy := X. Im n-ten Schritt betrachten wir den
Operator

Kn = len—l c Lin(Xn_l; Xn—l)

und brechen ab, sofern dieser der Nulloperator ist. Andernfalls wahlen wir A\, € R
sowie x,, € X,_; mit

My = Ky, =Kuax,, |zn|| =1, A= || KL
setzen
1
X, = (span{xl, T, ..., ajn})

und reiterieren.

| Vorlesung 27 : 06. Februar 2024 |

Theorem (Spektralsatz fiir kompakte Operatoren, hermitescher Fall) Sei
K hermitesch und kompakt. Dann ist der obige Algorithmus wohldefiniert und liefert
mit (A,),_; n und (z,),_; , entweder zwei endliche Listen (fiir NV € N) oder zwei
Folgen (fiir N = 0o) mit den folgenden Eigenschaften:

1. My, =Kz, und z, #0 fiir alle n mit 1 <n < N,
2.0< M1 <Ay und X,y C X, firallen mit 1 <n < N,
3. (xg|z;) =0 firalle k, Imit 1 <k <Il<N,

4. |)\n‘:‘(xn]Kxn)’ > ’(x\Ka:)’ fur alle z € X,,_;.

Fir N = oo verschwindet K auf dem Raum
> 1
X = ﬂ X, = (cls (span{xl L T, ... ,}))
n=1

und A, konvergiert fiir n — oo gegen 0.

4Wie schon in Analysisl+2 unterscheiden wir zwischen Minimum und Minmierer bzw. Maximum
und Maximierer.
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Bewetis Teil 1:Im ersten Schritt wird die Existenz von \; und x; durch das vorherige
Lemma garantiert, wobei ||zi|| = 1 durch eine einfache Normierung sichergestellt
werden kann. Der Raum X ist also wohldefiniert und als abgeschlossener Unterraum
von X selbst ein Hilbert-Raum. Die Nebenrechnung

(:1:1|K:B):(K3:1\9:):()\1:51]1:):)\1 (x1|:v):O fur alle =z € X,

zeigt aulerdem, dass das Bild von X; unter L senkrecht auf x; steht und damit in
X; enthalten ist. Insbesondere ist Ky = K|x, ein hermitescher Operator auf X; und
auferdem auch kompakt. Wir kénnen deshalb das vorherige Lemma auf K, anwenden
und erhalten Ay sowie x5 € X7, wobei

Ao = K| < ([ KAl =
nach Konstruktion und wegen X; C X erfiillt ist. Analog zu oben erhalten wir
(xl | Kx) =0 sowie (IL’Q | Kx) =0 fur alle z € X,

und schlieffen, dass K den Raum X, in sich abbildet. Da K3 = K|y, auferdem auch
hermitesch sowie kompakt ist, konnen wir das vorherige Lemme nochmals, aber nun auf
K3 anwenden. Durch Rekursion dieser Argumente zeigen wir, dass der oben angegebene
Algorithmus wohldefiniert ist und entweder eine endliche Liste oder eine abzéhlbare
Folge von Eigenpaaren (\,, x,) liefert. Nach Konstruktion stehen die x, paarweise
senkrecht aufeinander und jedes x,, optimiert das Rayleigh-Funktional von K.

Teil 2: Wir betrachten den Fall N = oo und bemerken, dass g = lim, oo [An]
aufgrund der Monotonie wohldefiniert und nicht negativ ist. Wegen der Kompaktheit
von K existiert auferdem eine strikt monotone Indexfolge (ny), .y sowie ein yo, € X,
sodass

n—o00
Yny, = )\nk Ty, 7 Yoo

im Sinne der starken Konvergenz gilt, und dies impliziert
losell = timn Jlyn, | = lim [N, | = o
Aufgrund der paarweisen Orthogonalitit der z,, gilt auterdem
0= (ynk]ym) firalle [, keN mit [#k
und wenn wir erst [ und anschlieffend k& nach oo laufen lassen, erhalten wir
2
0= (yoo ‘ yoo) - HyooH = ILLQ .

Insbesondere gilt lim,,_, |A,| = 0 und damit auch lim,,_,,, A, = 0.
Teil 3: Mit N = oo setzen wir K, := K|, und zeigen fiir jedes z € X, dass

0= (z,| K2)
fiir alle n € N erfillt ist und daher

Kz € (span{z;, zs, })L = Xo
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gilt.> Insbesondere ist K, ein kompakter und hermitescher Operator auf dem Hilbert-
Raum X, und nach dem vorherigen Lemma existieren \,, sowie z,, € X, mit

Die Antithese |[A| > 0 impliziert in Kombination mit dem zweiten Beweisteil die
Existenz von n € N mit

Dol > [Aa] > 0.
Andererseits gilt auch z, € X,,_; und damit
Aal = |(@n [ K @) | > [ (200 | K 7o) | = [Asc]

aber das ist der gesuchte Widerspruch. O

Bemerkungen

1. Die Eigenwerte ),, miissen nicht paarweise verschieden sein. Die Konvergenz fiir
n — oo impliziert aber, dass jeder Eigenwert hdchstens endlich oft auftreten kann
und dass es genauso viele Eigenvektoren gibt, die den entsprechenden Eigenraum
aufspannnen.

2. Mit N < oo ergibt sich
ker (K) = Xy = (span{z1, ..., xN})L
und fiir N = oo erhalten wir
ker (K) = Xo .

In beiden Fillen kann dim (ker (K)) = 0 (und damit ker (K) = {0}) oder
dim (ker (K)) > 0 (und damit 0 € op(K)) erfiillt sein.

3. Alle Zahlen ), sind reell, ungleich 0 und Teil des Punktspektrums. Die Rolle
von \ = 0 diskutieren wir gleich, wollen aber festhalten, dass alle anderen Zahlen

zur Resolventenmenge gehoren. Bei einem kompakten hermetischen Operator gilt
also fiir jedes A # 0 entweder A € o(K) oder A € op(K).

N < oo: Die 0 kann in op(K) oder in o(K) liegen, und zwar je nachdem, ob
dim (Xy) den Wert 0 annimmt oder nicht. Typische Beispiele sind hermitesche
Matrizen, die invertierbar bzw. nicht invertierbar sind.

N = o00: Im Fall von X, # {0} ist 0 Eigenwert und liegt im Punktspektrum.
Andernfalls gehort es zum kontinuierlichen, aber nicht zum residualen Sprektrum,
denn die Menge span{xy, xs, ...} ist Teilmenge des Bildes von 0Idy — K = — K
und liegt dicht in X.

4. Fiir jedes x € X gilt

N
sz(xM") + Pux,
n=1
wobei P = P (k) die Projektion auf den Kern von K bezeichnet. In diesem Sinne
verallgemeinert das Theorem die Hauptachsentransformation aus der Linearen

Algebra.

SWir benutzen hier, dass U+ = (cls (U ))L fiir jeden Unterraum U von X gilt.
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5. Fiir jedes x € X gilt die Spektralformel

N

Kx:Z/\n(x|xn)xn,

n=1

wobei fiir N = oo die Reihe im starken Sinne konvergiert, d.h. die entsprechende
Partialsummenfolge konvergiert bzgl. der Norm in X. Die absolute Konvergenz
gilt jedoch im Allgemeinen nicht bzw. nur dann, wenn die Eigenwerte A, fiir
n — oo hinreichend schnell abklingen. Insbesondere ergibt sich

) 0 172 / « 1/2
> A (@] za)] < (ZM) (Z\wn)!?)

aus der Holder-Ungleichung fiir Reihen. Der zweite Faktor auf der rechten Seite
ist dabei immer durch ||z|| beschrénkt, aber der erste kann durchaus den Wert
oo annehmen.

Alternative Fassung: Die obige Summenformel fiir K x kann auch operatorwertig
verstanden werden. Sie ist ndmlich dquivalent zur Spektraldarstellung

wobei P, den orthogonalen Projektor auf span{x, } beschreibt und die Reihe fiir
N = o0 in der Operatornorm konvergiert.

6. Mithilfe der Spektralformeln konnen wir auch gewisse Funktionen von K bilden,
denn fiir alle hinreichend guten f : K — K konvergiert die rechte Seite in

N

f(K)z =) fA) (@ |2n) a0,

n=1

fiir alle € X und definiert einen Operator f(K) € Lin(X; X).
Beuspiele: Es gilt

exp (K) = Z exp (A\n) P, sin (K) = Z sin (\,) P, .

Sind alle Eigenwerte nichtnegativ, so wird durch

N
(K)'2 =3/ An o,
n=1

ein Operator K'/2 € Lin(X; X) definiert, wobei dann K2 K'/2 = K gilt. Es
gibt aber auch andere Wurzeln von K, denn wir kénnten fiir einige den Term
VA, durch —y/\,, verwenden.

Beisprele: Die obigen Formeln sind Beispiele fiir den Spektralkalkiil.
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7. Ein wichtiger Spezialfall sind reelle Operatoren, die kompakt, symmetrisch und
positiv definit sind. Letzteres meint

(z|Kz) >0 firalle 2eX
und impliziert, dass es nur nichtnegative Eigenwert gibt. Diese konnen via
M =max{(z|Kz) : |z|| =1}
Ao =max{(z|Kz) : |z|, (z1]z) =0}

)\nH—'maX{(a;]Kx) 2l =1, (z1]2z) =0, ..., (z,|2) =0}

durch eine Hierarchie von Maximierungsproblemen charakterisiert werden.

8. Die wesentlichen Aussagen des Theorem gelten auch fiir kompakte Operatoren,
die zwar nicht hermitesch, aber immer noch normal sind, wobei der Beweis mit
dhnlichen Methoden gefiihrt werden kann (siche etwa [Wer, Abschnitt 6.6]). Nur
die Aussagen iiber die Optimalitdt des Rayleigh-Funktionals gelten dann nicht
mehr.

Theorem (Singuldrwerte kompakter Operatoren in Hilbert-Radumen) Sei
K € Lin(X;Y) ein kompakter linearer Operator zwischen den beiden Hilbert-
Réumen (X, (-|-)) und (Y, (-]-)). Dann existieren orthonormale Vektoren (z,,),_,
in ker (K)" C X, orthonormale Vektoren (y,), _, » inim (K) C Y sowie positive reelle
Zahlen (f1,,),,_, -, sodass die Formeln

sowie
N N
r=Y (@lz)yn+ P, Kr=> (z|z,)yn
n=1 n=1

fiir alle x € X erfiillt sind, wobei P den orthogonalen Projektor auf ker (K) bezeichnet.
Dabei kénnen wir

mulzmz

annehmen.

Beweis Der Operator K*K € L(X; X) ist kompakt, hermitesch und wegen
(;1:|K*K:C)X = (Kz|Kz)y = ||Kz|y

auch positiv semidefinit. Wir wihlen daher entsprechende Eigenwerte (x,,),_, , und
Eigenvektoren (z,,), _, 5 wie im vorherigen Theorem und setzen®

yn::Kxna ,un:\/)\_n

Alle Behauptungen ergeben sich nun aus direkten Rechnungen.” O

6Fiir jedes Eigenpaar (\, z) von K*K gilt A ||z]* = (z|Az) = (Ko |Kz) = | K z||* und damit
auch A > 0.
"Die Rechnung

(z, K*'Kz), =(Kz, Kz),, = || Kz

Michael Herrmann: Funktionalanalysis [@)srsa | Version vom 13. Februar 2024



5.3. Spektraltheorie kompakter Operatoren, Teil 2 165

Bemerkungen

1. Die Zahlen pu,, heifsen Singulédrwerte von K.

2. Die u, sind eindeutig, aber die x,, im Allgemeinen nicht.

3. Das Theorem kann sinngemaéfs natiirlich auch auf K* angewendet werden, aber
liefert wegen K** = K keine wirklich neuen Informationen. Insbesondere gilt

Ne=KKz, y=\N'"?Kuz — t=\""?Ky, Ay=KKy
fiir alle A # 0 und wir schlieffen, dass die Singuldrwerte von K und K* dieselben

sind und jedes Paar (z,, y,) fir K dem Paar (y,, z,) fir K* entspricht. Die
Kerne von K und K* konnen jedoch verschieden sein.

Beispiel Fiir die Matrix

8 2 2
K= (201 mit Kk=[210| rkr=(°"
2 1 0 5 0 1

berechnen wir

0
+1
/lel, x1:% —1 ) yl_%(—l)
+1
sowie
4 3
_ _ 1 1
po =3, T2 = 75 1 ) ?Jz—ﬁ<3>.

Aufserdem ist 0 Eigenwert von K*, aber nicht von K.

5.3 Spektraltheorie kompakter Operatoren, Teil 2

Lemma (Satz von Riesz-Schauder) Ist K kompakt, so besitzt L = A\ — K fiir
jedes A # 0 die folgenden Eigenschaften:

1. Der Kern ker (L) ist endlich-dimensional.
2. Das Bild im (L) ist abgeschlossen und von endlicher Kodimension.
3. Es gilt dim (ker (L)) = codim (im L).

4. L ist genau dann injektiv, wenn L surjektiv ist.

impliziert ker (K*K) C ker (K) und mit ker (K) C ker K* schliefen wir, dass die Kerne von K und
K* K gleich sind. Aufserdem gilt

(yn‘yn)y = Agl(Kxn‘Kxn)Y = )‘gl(xan*Kxn)X = A;1($n|/\nmn)x = (xn|xn)x

und damit ||y, ||y = ||z -
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Bemerkungen

1. Die Kodimension des Bildraumes von L ist
codim (im (L)) := dim (X/im (L)) = dim (coker (L))
und damit die Dimension des Cokernes von L.%

2. Jeder Operator L € Lin(X; Y), der die ersten beiden Eigenschaften besitzt, heifst
Fredholm-Operator und

ind (L) := dim (ker (L)) — codim (im (L))

wird Fredholm-Index von L genannt.

3. Die dritte Eigenschaft besagt, dass A — K fiir jedes kompakte K € Lin(X; X) ein
Fredholm-Operator mit Index 0 ist.

4. Die vierte Eigenschaft ist eine unmittelbare Folgerung der dritten und wird als
Fredholm-Alternative bezeichnet.

Theorem (Spektralsatz fiir kompakte Operatoren, allgemeiner Fall) Fiir
einen kompakten Operator K auf dem unendlich-dimensionalen Banach-Raum X
gelten die folgenden Aussagen:

1. Es gilt 0 € 0(K).

2. Jeder Punkt A € o(K) \ {0} ist ein Eigenwert von L und der entsprechende
Eigenraum ker (A — K) ist endlich-dimensional.

3. Das Spektrum ist entweder eine endliche Menge oder eine beschrinkte und
abzahlbare Menge, die sich nur in 0 hauft.

Fiir jedes A € o(L) mit A # 0 gelten dartiber hinaus die folgenden Aussagen:
1. Der Index
1 <ny:=max{n €N : ker (A= K)") 2 ker (A — K)"_l)}
ist wohldefiniert und insbesondere endlich.
2. Es gilt die Riesz-Zerlegung
X =N\® R,
wobei jeder der beiden Unterrdume
Ny :=ker (A= K)™), Ry :=im ((A — K)™)
abgeschlossen und invariant unter K (und damit auch unter A — K) ist.
3. L bildet Ry bijektiv und stetig auf sich ab.

4. Das Spektrum des Operators K|, ist o(L) \ {\}.

8Ganz allgemein ist die Codimension eines Unterraumes U von X die Dimension des Quotienten-
raumes X/U.
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Beispiel Wir betrachten die nicht-diagonalisierbare Jordan-Matrix

A1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 XN 1 0 0 0O 0 0 0
0 0o N 1 0 0 0 0 0
0 0 0 X 0 0 0 0 0
0 0 0 0O A 0 0 O 0
0 0 0 0 0 X 0 O 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 O 0

als einfaches Beispiel fiir einen kompakten Operator, wobei wir |[A;| > |Xo| > 0
annehmen wollen. Dann gilt

o(K) =10, A1, Az}
und mit den Notationen des Theorem ergibt sich

ker (\; — K) = span{ey, es}, ny =3

und
Ny, = span{el , €2, €3, 64} , Ry, = span{e5 , €6, €7, €8, 69}
sowie
ker (A, — K) = span{es, e} , ny, =1
und

N, = span{es, eg}, Ry, = span{el , €3, €3, €4, €7, €8, 69} .

Das Theorem beinhaltet allerdings keine Aussage iiber den Eigenwert 0. Der Grund
ist, dass dieser im Allgemeinen im Punktspektrum, im kontinuierlichen Spektrum oder
im residualen Spektrum liegen kann.

Bemerkungen

1. Der Spektralsatz kann als Verallgemeinerung des Theorems iiber die Jordansche
Normalform betrachtet werden.

2. Fiir zwei verschiedene Eigenwerte \; # A; gilt Ny, C Ry, sowie Ny, C R, .
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