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Kapitel 1

Grundlagen der Funktionalanalysis

[erste Vorlesung]

1.1 Normierte Riaume

Es sei X ein reeller Vektorraum, deren Elemente wir mit « bezeichen wollen®.

Definition 1 (Normierter Raum). Eine Norm auf X ist eine Abbildung [|-]] : X — R
mit x — ||z|| die den folgenden Bedingungen geniigt:

1. (Positivitit) ||0]| = 0 und ||z|| > 0 fir alle 0 # z € X,

2. (Homogenitdt) ||\x|| = |\|||x|| fir alle A € R and x € X,

3. (Dreiecksungleichung) ||z + Z|| < ||z|| + ||Z|| fir alle z,& € X.
Das Paar (X, ||-||) nennen wir einen normierten Raum.

Wenn wir mit verschiedenen Réumen arbeiten, schreiben wir oft ||| x statt |-||.
Beispiel.

1. (Rd, HHp) ist normierter Raum fiir alle 1 < p < oo, wobei die p-Norm eines
Vektors © = (1, ..., q) € RY definiert ist durch

d 1/p
||y := (Z |:Ej|p> falls 1 <p< oo
j=1

bzw.

[2]lo := sup |a;].
j=1l..n

!Eine Bemerkung zu Notation: In einigen Teilen der Vorlesung betrachten wir allgemeine Vek-
torrdume, die wir dann — so ist es {iblich — X oder Y nennen und deren Elemente wir mit x oder y
bezeichnen. In anderen Teilen der Vorlesung betrachten wir Funktionenrdume, also Mengen von Funk-
tionen die auf einer Teilmenge I oder Q des R? definiert sind. In diesem Zusammenhang benutzen wir
die Symbole z und y, um Punkte in I bzw.  zu bezeichnen. Die Elemente des Funktionenraumes —
also die Funktionen — werden dann iiblicherweise mit « und v bezeichnet.

Sie miissen sich daher immer klar machen, ob das Symbol z gerade einen Punkt aus dem R?
oder fiir ein Element eines abstrakten normierten Raumes X steht, wobei letzterer natiirlich ein
Funktionenraum sein kann (und x dann eine Funktion bezeichnet).



6 1. Grundlagen der Funktionalanalysis

2. Sei M eine beliebige Menge. Dann ist
X =B(M) :={f: M — R beschrinkt}
ausgestattet mit der Supremumsnorm

[ flloo == sup | f(m)]
meM

ein normierter Raum.

3. Sei X = C([a, b]) die Menge aller stetigen und reellwertigen Funktionen auf dem
Interval |a, b]. Dann ist X ausgestattet mit der Supremumsnorm

[flloo := sup [f(£)]
&€la, b]

ein normierter Raum.

4. Weitere Beispiele sind Folgenrdaume, Lebesque-Rdume und Sobolev-Rdaume, die
wir alle spdter einfithren werden.

1.1.1 Metrische Grundbegriffe

In einem normierten Raum (X, ||-||) konnen viele Begriffe und Konzepte ganz analog
zum R? eingefiihrt werden.

Definition 2 (starke Konvergenz). Eine Folge (z,),cy aus X

1. konvergiert in Norm (oder konvergiert stark) gegen den Grenzwert xo, € X, falls
|Tn — Zool| = O fiir n — oo.

2. heifst Cauchy-Folge, falls es fiir jedes ¢ > 0 ein N = N(g) gibt, so dass
|xn, — || < € fiir alle ny,m > N gilt.

Falls (,,),cn gegen o, konvergiert, so schreiben wir wie iiblich z, — 2 bzw.
Too = liM, o T,. AuBerdem: Wir sagen die Reihe Z:;O:o T konvergiert gegen x € X
(oder hat den Wert x), falls die Partialsummenfolge (s,,), oy mit s, := >, % gegen
x konvergiert.

Definition 3 (topologische Eigenschaften von Mengen). Eine Teilmenge U C X heifst
1. beschrénkt, falls sup,¢; ||| < oo,

2. offen, falls fiir jedes x € U ein ¢ > 0 existiert, so dass B(x) C U gilt, wobei
Be(x) ={re€ X : [z -7 <e}
die (offene) e-Kugel aus X um x ist,
3. abgeschlossen, falls X \ U offen ist,

4. kompakt, falls jede Folge aus U eine konvergente Teilfolge besitzt, die gegen einen
Grenzwert aus U konvergiert,

5. priakompakt, falls U Teilmenge einer kompakten Menge ist,
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1.1. Normierte Raume 7

6. dicht in X, falls es fir jedes v € X eine Folge (x,),oy aus U gibt, so dass
T = lim,, o0 Tp,.

Satz 4 (Eigenschaften kompakter Mengen). Jede kompakte Teilmenge eines Banach-
Raumes (X, ||]|) ist abgeschlossen und beschrinkt.

Die Umkehrung ist jedoch nur in endlich-dimensionalen und vollsténdigen Raumen
richtig (siche Ubungsaufgabe).

Definition 5 (Aquivalenz von Normen). Seien ||-||; und ||-||o zwei Normen auf dem
Raum X. Die Normen heiflen dquivalent, falls es zwei Konstanten c¢; und co gibt, so
dass

el < izl und ]z < coflzl)y
fiir alle x € X gilt.

Satz 6 (Normen in endlich-dimensionalen Raumen). Sei X endlich-dimensional. Dann
sind alle Normen zueinander dquivalent.

1.1.2 Abbildungen zwischen normierten Ridumen
Wir betrachten nun Abbildungen zwischen zwei normierten (X, ||-||x) und (Y, ||-]|y)-

Definition 7 (Stetigkeit von Funktionen). Eine Abbildung f : X — Y heifit stetig
bzgl. der Normen |[|-||x und |||y, falls f konvergente Folgen auf konvergente Folgen
abbildet, d.h. ||x, — x| x — 0 impliziert || f(x,) — f(z)|ly — 0.

Eine alternative Charakterisierung von Stetigkeit wird in den Ubungsaufgaben an-
gegeben.

Satz 8 (stetige Funktionen auf kompakten Mengen). Seien U C X kompakt und f :
X — R stetig (bzgl. ||-||. und irgendeiner Norm in R). Dann nimmt f auf U sowohl
Minimum als auch Maximum an.

Eine wichtige Klasse von Abbildungen zwischen metrischen Rdumen sind lineare
Abbildungen, wobei A : X — Y genau dann linear ist, wenn

A(/\ll’l + )\2%2) = /\1A(I1) + /\QA([L‘Q)

fir alle z1,29 € X und alle A,y € R gilt. Lineare Abbildiungen nennt
man iiblicherweise (lineare) Operatoren und schreibt oftmals Az statt A(z). Die-
se Schreibweise ist dadurch motiviert, dass lineare Abbildungen zwischen endlichen-
dimensionalen Rdumen als Matrizen betrachtet werden kénnen.

Alle linearen Abbildungen zwischen endlich-dimensionalen Rdumen sind automa-
tisch stetig. In unendlich-dimensionalen Rdumen ist dies jedoch nicht mehr richtig.

Satz 9 (Eigenschaften linearer Abbildungen). Fiir eine lineare Abbildung A: X —Y
sind folgende Aussagen dquivalent

1. A ist stetig (bzgl. der Normen),
2. A ist beschrdinkt, d.h. es gibt eine Konstante C, so dass
[Az|y < Cflz|x

fiir alle x € X gilt.
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8 1. Grundlagen der Funktionalanalysis

Die optimale Konstante C' heift auch Lipschitz- Konstante oder Stetigkeitskonstante
der linearen Abbildung. Den Raum aller linearen und stetigen Abbildungen zwischen
X und Y wollen wir mit Lin(X; Y') bezeichnen.

Satz 10 (Norm von Abbildungen). Auf Lin(X; Y') ist durch

Az
||A||Lin(X;y) ‘= sup H HY
ozzex ||| x

i natiirlicher Weise eine Norm definiert.

|*|Lin(x; vy ist die sogenannte Operatornorm und ordnet (per Definition) jedem Ope-
rator seine Stetigkeitskonstante zu. Aufgrund der Linearitdt von A gilt auBerdem

[AllLinc; vy = sup ||Azfly = sup [|Az]]y.
x|zl x=1 x€B1(0)

Definition 11 (Typen lineare Abbildungen). A € Lin(X; Y) heift
1. Tsometrie, falls ||Ax|ly = ||z|]|x Vz € X,

2. Isomorphismus, falls A stetig invertierbar ist (d.h. die inverse Abbildung A™' :
Y — X existiert und ist stetig),

3. Einbettung, falls A injektiv ist,

4. dichte Einbettung, falls A injektiv ist und AX (das Bild von X unter A) dicht in
Y liegt,

5. offen, falls A offene Mengen (bzgl. ||-||x) in offene Mengen (bzgl. ||-||y) abbildet,

6. kompakt, falls A beschrinkte Mengen (bzgl. ||-||x ) in prikompakte Mengen (bzgl.
|-[ly) abbildet.

Im Falle einer Einbettung bzw. eines Isomorphismus schreiben wir

A A
X =Y bzw. X =2Y.

Bemerkung. Jede lineare Isometrie ist notwendigerweise injektiv. Fir endlich-
dimensional Rdume X folgt damit, dass jede lineare Isometrie [ : X — X stetig
wnvertierbar ist. In unendlich-dimensional Rdumen X ¢ibt es jedoch viele Isometrien
die nicht surjektiv sind.

Bei Arbeiten mit unendlich-dimensionalen Rdumen kommt es héufig vor, dass X
ein dichter Teilraum von Y ist, die Normen ||-||x und ||-||y aber nicht dquivalent sind
sondern nur ||z|y < C||lz||x erfiillen. In diesem Fall ist A = Id eine Einbettung und
wir schreiben

XSy,
Beispiel. Seien X = C'([a, b]) und Y = C([a, b]) mit
1A x = 1 lloe + 1F Nloes NNy = 1 lloo-

Dann gilt X Ly
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1.2. Banach-Raume und Hilbert-Raume 9

1.2 Banach-Riaume und Hilbert-Raume

Definition 12. FEin normierter Raum (X, ||-||) heifst Banach-Raum, falls die Norm
vollsténdig ist, d.h. wenn jede Cauchy-Folge einen Grenzwert in X besitzt.

Beispiel. 1. (RY, ||-||,) ist Banach-Raum, (Q% ||-||,) aber nicht.
2. C([0, 1]) mit ||-||s ist Banach-Raum.

3. Lin(X; Y') ist Banach-Raum, sofern Y Banach-Raum ist.
Definition 13. Fin Banach-Raum heifst separabel, falls es eine abzihlbare dichte Teil-
menge qibt.
Bemerkung. Jeder endlich-dimensionale Banach-Raum ist separabel.
Definition 14. Fine Abbildung (-, -) : X x X — R mit
1. (Positivitit) (0, 0) =0 und (z, z) >0 VO0#ze X,
2. (Symmetrie) (z, y) = (y, x) Va,y e X,

3. (Bilinearitit) (\x + py, z) = Xz, z) + uly, z) Va,y,z € X, \,u € R,
heifst Skalarprodukt auf X.

Wenn wir mit mehreren Hilbert-Rdumen arbeiten, so schreiben wir meist (-, -)
statt (-, ).
Bemerkung. Jedes Skalarprodukt erzeugt eine Norm via ||z := \/(z, x).

Definition 15. Ein Banach-Raum (X, ||-||) heifit Hilbert-Raum, falls die ||-|] Norm
durch ein Skalarprodukt (-, ) erzeugt wird.

Beispiel. Der R" mit dem euklidischen Skalarprodukt ein Hilbert- Raum.

In jedem Hilbert-Raum kann man, analog zum R"™, Orthonormalbasen einfithren.
Diese sind natiirlich nicht eindeutig, aber sehr hilfreich fiir analytische und numerische
Betrachtungen. Fiir separable Hilbert-Rdume kann die Existenz von Orthonormalbasen
wir folgt formuliert werden (fiir nicht-separable Hilbert Rdume wird die Formulierung
komplizierter).

Satz 16. Sei (X, (-, -)) ein separabler Hilbert-Raum der Dimension D € N U {oco}.
Dann gibt es Systeme von D Basisvektoren {e1, es, ...} mit den folgenden FEigenschaf-
ten:

1. Die e;’s sind normiert und paarweise orthogonal, d.h.

(ex, €j>_{ 1 furk=j,

0 sonst.

2. Jedes v € X besitzt die Basis-Darstellung
D
T = Z (x, e;)e;,
j=1
und es gilt der (verallgemeinerte) Satz von Pythagoras, d.h.
D

l2]* = (&, @)* =) (z, ¢;)".

Jj=1

Dabei konvergieren fiir D = oo alle Reihen absolut.
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10 1. Grundlagen der Funktionalanalysis

1.2.1 Dualrdume

In diesem Abschnitt ist (X, ||-]|x) ein Banach-Raum.

Ein wichtige Rolle in der Funktionalanalysis spielen die linearen und stetigen Abbil-
dungen von X — R, d.h. die Elemente des Raumes

X* := Lin(X; R).

X* wird Dualraum von X genannt, und Elemente aus z* € X* bezeichnet man als
lineare Funktionale auf X. Wir erinnern daran, dass X* ausgestattet mit der Ope-
ratornorm ||||Lin(x;r) in natiirlicher Weise ein Banach-Raum ist. Die Operatornorm
Lin(X; R) bezeichnet man auch als duale Norm zu ||| x-

Fiir 2* € X* und x € X schreibt man

(%, 2) x- x  statt  z%(z),

wobel (z*, x) y. y die Dualpaarung von xz* und = genannt wird. Wenn klar ist, was X
und X* sind, schreibt man auch oft (z*, z) statt (z*, z) . .

Das Konzept der Dualpaarung stellt eine Verallgemeinerung der Idee eines Skalar-
produktes dar. Insbesondere sind beide Begriffe fiir Hilbert-Réum in folgendem Sinne
dquivalent.

Satz 17 (Riesz—Fréchet Abbildung). Sei X ein Hilbert-Raum mit Skalarprodukt (-, -).
Dann gibt es einen isometrischen Isomorphismus R : X* — X, so dass fiir jedes
x* € X die Dualpaarung mit x* durch das Skalarprodukt mit Rx* vermittelt wird. Das
heif$t, es gilt

(@, ) oy = (R, ), 27| = [| R,
fiir alle x* € H* und alle x € X gilt.

Fiir allgemeine Banach-Rdume X konnen wir jedoch nicht erwarten, das X und
X* isomorph sind und nicht unwesentlicher Teil der funktionalanalytischen Resulta-
te/Forschungen ist dem besserem Verstidndnis von von konkreten Dualrdumen gewid-
met.

Viele Banach-Réume haben jedoch die Eigenschaft, das sie isomorph zum ihrem
Bidualraum X** :=:= Lin(X*; R), d.h. zum Dualraum ihres Dualraumes sind (da-
her erkléart sich auch der Wortstamm ‘dual’). Ganz allgemein gilt, dass X immer in
natiirlicher Weise in X** einbettet. Um dies zu sehen, betrachten wir den Operator

Ex: X = X" mit (Exw, 2%) yu 5. = (27, T) 5 x-

Es ist nun leicht zu sehen, dass E eine wohldefinierte lineare Einbettung von X nach
X** ist, und dass ||Ex| x+ < ||z||x fiir alle 2 (und damit || E|pnx; x=) < 1) gilt.

Fiir viele relevante Rdume X kann man zeigen, dass E sogar isometrischer Isomor-
phismus ist (der Beweis ist aber im Allgemeinen alles andere als trivial).

Definition 18. (X, ||-||x) heifit reflexiv, falls der obige Operator E ein isometrischer
Isomorphismus ist.

Bemerkung. Alle Hilbert-Rdaume sowie alle endlich-dimensionalen Banach-Rdume
sind reflexiv.

Bemerkung. Im Falle einer dichten Einbettung X Sy qilt Y* Jy X+,
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1.2. Banach-Raume und Hilbert-Raume 11

1.2.2 Schwache Konvergenz
Es sei (X, [|-][x) ein gegebener Banach-Raum.
Ein wesentliches Werkzeug der Funktionalanalysis sind sogenannte schwache Konver-

genzbegriffe (engl. weak convergence). Wir erinnern daran, das die Konvergenz in Norm
auch starke Konvergenz genannt wird

Definition 19. Eine Folge (1), C X konvergiert schwach in X gegen v € X, falls

n—oo

(%, on)x, x — (@5, )y, x V2T € X7
qgilt.

Im Falle schwacher Konvergenz heifit « der schwache Limes/Grenzwert von (z,,),,cx

o . . W
und wir schreiben x = w—1lim,,_,, x,, bzw. x,, — x bzw. z,, — x schwach bzw. z,, — .
Wie die Benennungen schon suggerieren, ist starke Konvergenz der restriktivere
Begrift.

Satz 20. Starke Konvergenz in X impliziert schwache Konvergenz. In endlich-
dimensionalen Rdumen gilt auch die Umkehrung.

Satz 21. Die schwache Konvergenz x,, — x impliziert

||| < liminf ||z, < limsup ||z,| < co.
n—o00 n—00

Definition 22. Fine Teilmenge U C X heif§t

1. schwach abgeschlossen, falls U mit jeder schwach konvergenten Folge auch ihren
Grenzwert enthdlt, und

2. schwach kompakt, falls jede Folge aus U eine schwach konvergenten Teilfolge
besitzt und deren Grenzwert zu U gehdrt.

Das wichtigste Resultat in diesem Abschnitt ist das folgende schwache Kompakt-
heitskriterium, das insbesondere die schwache Kompaktheit von beschrankten Folgen
impliziert.

Satz 23. Sei (X, ||-||x) reflexiv und sei U C X konvex, (stark) abgeschlossen, und
beschrinkt. Dann ist U schwach kompakt.

Wir erinnern daran, das eine Teilmenge U C konvex heifit, falls mit je zwei Punkten
auch ihre Verbindungsstrecke in U liegt, d.h wenn gilt

ryyel = X+ (1-XNyeU firale 0 <A<1.

Ein natiirliche und wichtige Frage ist nun, wann man aus der schwachen Konvergenz auf
die starke Konvergenz schlieBen kann. In Hilbert-Raumen (bzw. in uniform-konvexen
Banach-Réumen) gibt es die folgende, sehr niitzliche Bedingung.

Satz 24. In Hilbert-Riumen gilt die folgenden Aquivalenz: (x,),.y C X konvergiert
stark gegen x € X genau dann, wenn

1. x, — x schwach, und

Michael Herrmann: Funktionalanalysis und PDE [D)eysa | Version vom 12.11.2019



12 1. Grundlagen der Funktionalanalysis

2. ||lznllx — ||zl x in R.
Beweis. Es gilt

|zn — 2| = (2 — 2, 2 — ) = (20, ) + (2, T) — 2(zp, T)
= [lznll* + ll2]* = 2(zs, 2)
= [l + Nl — 2(w, @) = 0.
[

Bemerkung. Folgen (z},), C X* kénnen natirlich auch schwach konvergieren

(in X*), und in reflexiven Rdumen ist das dquivalent zur sogenannten Schwachs-
Konvergenz. In nicht-reflexiven Rdumen sind beide Begriffe aber nicht identisch.

Definition 25. Fine Funktion f: X — R heifst

1. schwach stetig, falls

2. schwach unterhalbstetig, falls

T, —~r = f(x) <liminf f(x,),

n—0o0

Die Norm ||-||x ist nicht schwach stetig, aber nach Satz 21 schwach unterhalbstetig.
Ganz allgemein gilt das folgende Resultat.

Satz 26. Konveze und (stark) stetige Funktionen sind schwach unterhalbstetig.

Dabei heifit eine Funktion f: X — R konvex, sofern

fOz+ (1 =XNy) <Af(2) + (1 =N)fly) VryeX 0<A<T

1.3 Die Folgenrdume ?

Wir betrachten reelle Folgen u auf einer abzéhlbaren Indexmenge J, dass heifit Abbil-
dungen u : J — R. Wir schreiben aber wie iiblich u = (uj)j <> wobei u; den Wert von
w an der Stelle j € J meint. Die Menge aller Folgen auf J wird mit F(.J) bezeichnet,
d.h.

F(J) :={u= u(uj)jej}.
In den meisten Féllen wird J = {1,...,n}, J = N oder J = ¢Z" gelten.

Wir formulieren nun eine sehr wichtige Ungleichung fiir reelle Folgen.

Satz 27 (Jensensche Ungleichung). Sei f : R — R eine konvere Funktion und sei
p € L1(J) nichtnegativ mit ||u|| = 1. Dann gilt

f(Z Mj%‘) < Zﬂjf(uj)

jeJ jeJ

fiir jedes u € F(J) sofern die Reihen wohldefiniert sind.
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1.3. Die Folgenrdume (P 13

1.3.1 Definition und Eigenschaften der Riume

Fiir jedes u € F(J) definieren wir nun
[lloo = sup [uy|
jeJ

bzw.

1/p
|ull, == <Z |uj|p) fir 1<p<o0

jeJ

wobei ||u||, = oo zunéchst zugelassen ist. Um diesen Fall nun aber wieder auszuschlie-
Ben, betrachten wir die Mengen

o) = {u ceF(I) |, < oo}.

Satz 28 (Vollsténdigkeit der Rédume (). Fir jedes 1 < p < oo ist ((P(J), ||-||p) ist ein
Banach-Raum. Der Raum (€2(J), ||-||2) ist sogar ein Hilbert-Raum, wobei das Skalar-

produkt durch
<U, ﬁ,> = Z U;jﬁ;j

jedJ
gegeben ist.

Falls J eine feste Indexmenge ist, schreiben wir einfach ¢ statt ¢?(.J). Umgekehrt,
wenn wir mit verschiedenen Indexmengen .J arbeiten, schreiben wir ||ul|, ; oder auch
[uller(sy statt [Jufl,.

Bemerkung (Universalitit von 2). Satz 16 zeigt, dass

1. jeder endlich-dimensionale Hilbert-Raum der Dimension N isometrisch isomorph

zu 2({1,...,N}) ist,

2. jeder unendlich-dimensionale aber noch separable Hilbert-Raum isometrisch iso-
morph zu (*(N) ist.

FEin solches Universalititsresultat kann es fiir Banach-Rdume nicht geben.

Fiir einen Exponenten 1 < p < oo definieren wir den konjugierten Exponenten p’
durch

1 1,
- =1,
p p
wobei 0 = 1/00 und oo = 1/0 verabredet sei.
Satz 29 (Holder-Ungleichung). Fiir alle w € ¢P(J) und v € ¢¥'(J) gilt
D lugl o] < Jlullpllolly-
jeJ

Satz 30 (Dualraum von ¢?). Fir 1 <p < oo gilt der Darstellungssatz

mit (v, u>ep/7€p = Zjej ViU
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14 1. Grundlagen der Funktionalanalysis

Insbesondere ist ¢P(.J) reflexiv fiir 1 < p < oo. Die Rdume ¢*(.J) und £>(J) sind
aber fiir unendliche Indexmengen J nicht reflexiv, sondern erfiillen

CLI) =02(]), £1(J) ).
Satz 31 (Einbettungssiitze). Fir 1 < p < g < oo gilt
P(J) = (J)

mit |ull, < ||ull, fir alle w € €°(J).

1.3.2 Schwache Konvergenz

Folgen in F(J) sind Folgen von Folgen. Eine Folge in F(J) bezeichnen wir iiblicherweise

mit (Un,;j),cn e; C F- Manchmal schreiben wir aber auch (un),cy C F mit u, =

Beispiel (schwache Konvergenz in /7). Es sei 1 < p < oo und J € Z.

1. (Transport nach Unendlich) Es sei Sy, der k-Shift-Operator ist, d.h. (Syu); = u;—y,
fir alle w € F(Z) und k € Z. Dann gilt fir jedes u € (P(Z) # 0 die schwache
(aber nicht starke) Konvergenz

k—+too
Spu ——= 0.

2. ("Verschmieren’ einer Funktion) Sei p : R — R eine glatte und hinreichend schnell
abklingende Funktion, und sei (u,,;) definiert durch

neN,jeJ
_pl/n)
un,]— nl/p ’

so dass (nach Riemann-Approzimation von Integralen) gilt

Z |tn " = %ZP(]/”) st /p(x)p dz.

jed jed
Dann gilt die schwache (aber nicht starke) Konvergenz

n—oQ

0.

(U’”vj>n€N,j€J

Satz 32. Sei 1 < p < co. Eine Folge (uy), oy aus (P(J) konvergiert stark gegen u €
?(J) genau dann, wenn

1. u, — u schwach in (P, und
2. Nlunllp = l[ull, in R.

Die Frage wann eine schwach konvergente Folge aus ¢*(J) oder £>(.J) stark konver-
giert, kann jedoch nicht so einfach beantwortet werden.
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1.4. Die Lebesgue-Raume LP 15

1.4 Die Lebesgue-Riume L7

Sei Q@ C R? ein Gebiet (d.h. Q ist offen und zusammenhéngend) und sei A das
Lebesgue-Mass auf €2. Wir betrachten fiir jedes u : 2 — R seine Aquivalenzklasse

[u] := {ﬂ : Q= R a(r) = u(z) fir fast alle x € Q}

und nennen zwel Funktionen wy, us sind identisch fast iberall sofern [uq] = [ug] gilt.
Fiir jede messbare Funktion u sind nun

l[t)lloo = inf [|afloc = inf sup |a(z)].
acly] aclu] zeQ

und

1/p
nmm:(/mwwﬁ  l<peo
Q

wohldefiniert, wobei zunéchst der Wert oo zugelassen ist. Fiir 1 < p < oo definieren
wir aulerdem Lebesgue-Rédume

LP(€) == {[u] : [lfulll, < oo}

Statt LP(Q2) schreibt man auch L?, und das Integral [, ud\" wird auch mit

/u(m) dA\"(z) oder /u(w) dz oder /udx oder /u
Q Q Q Q

bezeichnet.

Es ist desweiteren iiblich, eine Funktion u mit ihrer Aquivalenzklasse [u] zu iden-
tifizieren, d.h. wir schreiben meist v € LP statt [u] € LP. Es ist aber wichtig zu be-
tonen, dass dann gewisse Konstruktionen keinen Sinn machen. Zum Beispiel ist die
Menge {u € L» : wu(xg) = 0} nicht wohldefiniert, da einer Klasse von Funktio-
nen kein eindeutiger Wert an der Stelle zy zugeordnet werden kann. Definitionen wie
{fuel? : [,udz =0} sind jedoch sehr wohl sinnvoll.

Satz 33 (Jensensche Ungleichung). Sei f : R — R eine konvere Funktion und sei
p € LY(Q) nichtnegativ mit |||y = 1. Dann gilt

t%LM@M@M)SAm@VMﬂmﬁ

fir alle u : Q — R, sofern die Integrale wohldefiniert sind.

Satz 34 (Holder-Ungleichung). Fir alle messbaren Funktionen u,v : Q@ — R gilt

/Q\U(x)! o(@)] de < [lullpllvlly,

wobei p und p' konjugierte Exponenten sind.
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16 1. Grundlagen der Funktionalanalysis

1.4.1 Eigenschaften der Ridume

Satz 35 (Vollstandigkeit der Raume L?). Fir jedes 1 < p < oo ist (LP(2), ||-],) ein
Banach-Raum. Der Raum (L*(Q), ||-||l2) ist sogar ein Hilbert-Raum, wobei das Skalar-
produkt durch

(u, v) = /Qu(x)v(x) dz

gegeben ist.

Bemerkung. Da Elemente in LP(Q)) Klassen von Funktionen sind, gilt
|lull, =0 & u(z) =0 fast iberall.
Satz 36 (Dualraum von L?). Fir 1 <p < oo gilt der Darstellungssatz

L(Q)" = L7(9),

wobes

(v, Wi @)@ = / u(z)v(z)de

Q
fiir alle u € LP(Q) und v € LP(Q). Insbesondere ist LP(Q) reflexiv fiir 1 < p < oo.

Satz 37 (Einbettungssétze). Fir Gebiete mit endlichem Mafs

Q] .= \(Q) = / 1dz < oo
Q

und 1 < p < g < oo gilt
LY(Q2) — LP(Q2)
mat
lallp < 121777 ull,
fir alle uw € LP(92).

Beweis. Sei r = q/p, d.h. " = q/(q¢ — p). Dann liefert die Holder-Ungleichung

/|u|p dx:/1-|u|p dz
Q Q
) 1/r 1/r
([ (o)
Q Q
) p/q
= Q" (/ Ju)? d:v) .
Q

Bemerkung.

1. Es gibt keine Einbettungssdtze fiir LP(Q) falls |Q)] = co.
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1.4. Die Lebesgue-Raume LP 17

2. Die Einbettungsreihenfolgen fir (°(J) und LP(S2) (mit |2 < oco) sind verschieden,
d.h. wir haben

) = P(J) = L1(J) — £7°(J) aber L>=(Q) < LY(Q) — LP(Q) — L} ()
sofern 1 < p < q < 0.

Wir beenden diesen Abschnitt mit einer weiteren Folgerung aus der Holder-
Ungleichung.

Satz 38. Sei | < co. Dann gilt

full = limn [ul,
fiir jede messbare Funktion w, wobei beide Seiten den Wert +00 annehmen kénnen.
Beweis. Fiir p < oo definieren j1, := |Q| ™7 ||ull, (es gilt || > 0 da Q offen ist). Nach
Satz 37 ist u, monoton wachsend in p, und deshalb existiert pioo = lim, o 1, € (0, 00].
AuBerdem gilt 1o, < [Julleo nach Satz 37. Angenommen es gelte fioo < [|tf/oo. Dann

gibt es ein § > 0 und eine Menge Q € Q mit |Q| > 0, so dass |u| (z) > pie 4 6. Daraus
schliefen wir

1/p ~
Mmz%zwuw(éwm+w) — (1w + 8) [0 707,

und der Limes p — oo liefert den gewiinschten Widerspruch zur Annahme fio, < ||t||oo-
Insgesamt haben wir damit gezeigt, dass |[ul/oc = imy_yo0 ptp = limy, oo [Jull, gilt. O

1.4.2 Starke und schwache Konvergenz

Wir studieren zunéchst die starke Konvergenz.

Satz 39. Seien 1 < p < 0o und (uy), .y C LP(Q) eine Folge mit den folgenden Eigen-
schaften:

1. (Punktweise Konvergenz) Es existiert u € LP(§2) so dass u,(x) — u(zx) fir fast
alle v € Q.

2. (Existenz einer Majorante) Es existiert h € LP(Q) so dass |u,| < h(z) fir alle
n € N und fast alle = € ).

Dann gilt die starke Konvergenz u, — u in LP(£2).

Beweis. Die Behauptung folgt aus dem Satz iiber majorisierte Konvergenz angewendet
auf die Funktionen g, mit g,(z) := |u,(x) — u(z)|". O

Die Umkehrung dieses Konvergenzkriteriums gilt jedoch i.A. nur fiir Teilfolgen.

Satz 40. Es gelte die starke Konvergenz u, — w in LP(Q) fir 1 < p < oco. Dann gibt
es eine Teilfolge, so dass die Voraussetzungen von Satz 39 erfillt sind.
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18 1. Grundlagen der Funktionalanalysis

Beweis. Nach Wahl einer geeigneten Teilfolge konnen wir annehmen, dass
[ tns1 — unll, <277 vV neN

Wir definieren nun die monoton wachsende Folge

n
=) luy =y
=1

Nach Voraussetzung gilt nun

n oo
lgally < X lluy —wjallp <2 277 =2,

d.h. g, € L?(Q). Satz dem Lemma von Fatou angewendet auf ¢? liefert nun g € L(2)
wobei g(z) := lim,, o gn (). Es gilt nun

n
un§U0+Z|Uj_Uj—1’ Su+g=:h
=1

Andererseits wissen wir, dass
e e}
[t (@) = wn(2)] <Y Jujia(x) — uy(w)] = g(x) = gulw),
j=n

und deshalb existiert die messbare Funktion @ mit @(z) = lim,, . u,(z). Satz 39 liefert
nun die starte Konvergenz u,, — 4, und da starke Grenzwerte eindeutig sind, gilt u = @
fast iiberall. n

Bemerkung. Sei p = oo. Dann liefert die starke Konvergenz w, — u sowohl die
Magorante h = limsup,, ., ||un||eo als auch die punktweise Konvergenz der gesamten
Folge. Es kann aber kein zu Satz 39 analoges Resultat geben: Dazu betrachten wir ) =
0, 1] € R und un(x) = X(0,1/n)- Dann gilt u,(x) — 0 fir fast alle x € Q, aber wir
haben ||y, — tm |l = 1, d.h. (un), oy st keine Cauchy-Folge in L*=(£2).

Die folgenden beiden Beispiele betreffen die schwache Konvergenz.

Beispiel (schwache Konvergenz in beschriankten Gebieten). Folgende Folgen konver-
gieren schwach, aber nicht stark gegen 0 in LP([—1, 1]) fir 1 < p < oo:

1. (Oszillationen) u,(z) = f(n*x), wobei f eine beliebige 2-periodische Funktion
mit f_+11 f(x)dz = ist.

2. (Konzentration in 0) Sei o : R — R mit 0 > 0 und [, o(x)dx =1 gegeben, und
sei up () == n'/Po(nx) fir |z| < 1.

Beispiel (schwache Konvergenz in unbeschriankten Gebieten). Folgende Folgen kon-
vergieren schwach, aber nicht stark gegen 0 in LP (Rd) firl <p<oo:

1. (Transport nach Unendlich) u,(x) := ug(x — n)
2. ("Ausschmieren’ einer Funktion) u,(v) := n=YPu;(n1x).

Satz 41. Sei 1 < p < oco. Eine Folge (uy), oy aus LP(Q) konvergiert stark gegen u €
LP(2) genau dann, wenn

1. u, — u schwach in LP(Q2), und

2. Jlually = lull, in B.
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1.4.3 Faltungsintegrale

Satz 42. Fiir p € L! (]Rd) und u € LP (]Rd) 1st das Faltungsintegral

(o*u)( =/ o(x y) dy
]Rn

fiir fast alle v € R? definiert und es gilt
lo*ullp < llofll[ullp-
Gilt auferdem o € C* (Rd), so gilt o xu € CF (Rd) mit

D o*xu) = (D%) *xu V |a| <k.

Bemerkung. FEs gilt supp(o * u) C suppo + suppu.

Definition 43. Eine Folge (0y,), oy C C (]Rd) heifft Standardfaltungsfolge (oder Folge
von Standardfaltunsgkernen), sofern

1. 0, ist nichinegativ und hat kompakten Trager in By /y,(0),

2‘ fRd Qn(x) dZE - ]-7
fiir allen € N gilt.

Beispiel. Sei o € C?(Rd) beliebig mit o1 > 0 und suppo; C Bi1(0). Dann liefert
on := no(nx) eine Standardfaltungsfolge.

Satz 44. Sei (0n),cy eine Standardfaltungsfolge und sei u € Lp(Rd) mit 1 < p < oo.
Dann gilt o, x u — u stark in LP (Rd).

Satz 45 (Dichtheit der glatten Funktionen). Der Raum C(Q2) liegt dicht in LP(QY) fir
1 <p<oo.

Beweis. Sei y, die charakteristische Funktion von
Q, :={z e Q : dist(z, R"\ Q) > 2/n},

und sei @ die triviale Fortsetzung von u, d.h. 4(x) = u(z) fir z € Q und a(z) = 0
fiir 2 € R\ Q. Nach Konstruktion sind die Funktionen |x,@ — a|” durch @ € L' (R?)
majorisiert und konvergieren punktweise gegen 0. Deshalb gilt

| xnt@ — |, ga 2700,
und damit auch, siehe Satz 42,

lon * (xntt) = Ullp0 = [lon * (xnt) = @llppe
< llon * (x¢n@) = 0n * @l e + [lon * @ — ] po

n—00

< [[Xnt — || pra + || 0 * @ — @[, ge —— 0.
Auflerdem ist o, * (x,u) glatt und hat kompakten Triager in €. O
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20 1. Grundlagen der Funktionalanalysis

Satz 46 (Hauptsatz der Variationsrechnung, Version 1). Sei || < oo und u € LY(9),s0
dass

/wpdx:() Ve C(Q).
Q

Dann gilt w =0 fast tiberall.

Beweis. Mit Satz 36 geniigt es zu zeigen, dass
/ugdsz Vg e L>™(Q).
Q

Sei nun g € L*(Q) beliebig fixiert, und sei g, := 0, * (x»@) wie im Beweis von Satz
45. Dann gilt g, € C° und damit [, ug, dz = 0. Es gilt aber auch g, — ¢ in L'(Q),
und daher gibt es eine Teilfolge (ny),oy, so dass g,, — g fiir & — oo punktweise fast
iiberall. Nach Konstruktion gilt weiterhin ||g,|/cc < [|g]|cc und deshalb ist (ugn,),cn
majorisiert durch ||g||u. Die Konvergenzsétze fiir Lebesgue-Integrale liefern nun

/ ugdr = lim [ ug,, dz =0.
Q

k—o0 Q

Wir definieren nun die linearen Raume

Lp

loc

(Q) = {u Q=R ugelP(Q) YQcc kompakt},
und folgern aus Satz 37 dass

L2 () — LP

loc(Q) - L110c<Q)
fiir 1l <p<q<oo.
Beispiel. Seien Q = (0, 0o) und u(z) = 1/z. Dann gilt u € L} (Q) aber u ¢ L'(Q).

loc

Satz 47 (Hauptsatz der Variationsrechnung, Version 2). Sei u € L} () so dass

loc

/ugpdx:O VvV oope C().
Q

Dann gilt uw =0 fast diberall.

Beweis. Folgt unmittelbar aus Satz 46. O
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Kapitel 2

Elliptische Probleme in 1D

Wir betrachten ein endliches Intervall I = (a, b) und studieren unter anderem Rand-
wertprobleme fiir Funktionen u : I — R. Ein typisches Beispiel ist das folgende: Fiir
eine gegebene Funktion f € C(I) suchen wir eine Funktion w, die den folgenden Bedin-
gungen genigt:

—u"+u=f auf I,

u'(a) = u'(b) = 0. (P)

Eine klassische Losung ist eine Funktion u € C*(I), die die Differentialgleichung in (P)
punktweise erfiillt. Mit Hilfe von partieller Integration ist es leicht zu zeigen, dass jede
klassische Losung die folgende schwache Formulierung erfiillt

b b b
/ o' (z)v' () dx+/ u(x)v(x}dm:/ f@)v(z)de ¥V ve (). (P")

Funktionen u, die (P’) erfiillen wollen wir eine schwache Losung des Randwertproblems
(P) nennen. Eine charakteristische Eigenschaft der schwachen Formulierung ist, dass
sie nur erste Ableitung enthélt. Deshalb wird es sich zeigen, dass die schwache For-
mulierung der “bessere” Losungsbegriff ist. Hat man einmal die Existenz schwacher
Loésungen nachgewiesen, so kann man oftmals in einem zweiten Schritt zeigen, dass
jede schwache Losung auch klassische Losung sein muss (Regularitdtstheorie).

2.1 Schwache Ableitungen und Sobolev-Riume in
1D
Sei I = (a, b) C R ein endliches oder unendliches Interval.

Definition 1. Eine Funktion u € L .(I) heiff schwach differenzierbar, falls es eine
Funktion u' € L, .(I) gibt, so dass

/ugp’dxz—/u’gpdx vV ope ClI).
I I

In diesem Fall heif$t v’ die schwache Ableitung von .

Wir bemerken, dass die Bedingung v € CL(I) durch v € CX(I) ersetzt werden
kann, da jede Funktion aus C!(I) in der C!(I)-Norm durch Funktionen aus C3°([)
approximiert werden kann.

21



22 2. Elliptische Probleme in 1D

Beispiel. 1. Seiu € C}(I). Dann ist die klassische Ableitung auch schwache Ablei-
tung.

2. Sei I = R und u(x) = |z|. Dann gilt v'(x) = sgn(x) im schwachen Sinne, denn
partielle Integration liefert

/1 (@) (z) da = /0 " 2l () da — / D (o) ds

—0o0

S /0 T lp(x) do + / : 1o(z)dz = — /R sgn(z)b(x) dr.

—00

3. Die Funktion u mit u(x) = sgn(z) hat keine schwache Ableitung auf I = R, denn
es gilt

o) 0
/Iugo’ dx :/o ¢'(x)dx —/ ¢'(x) doe = 2p(0) # /pr de Vv el ().

—0o0

Die Funktion u hat aber eine schwache Ableitung auf R\ {0}, ndmlich v’ = 0. Sie
besitzt auflerdem eine distributionelle Ableitung, ndmlich die Dirac-Distribution
i 0. Distributionelle Ableitungen spielen aber in dieser Vorlesung keine Rolle.

2.1.1 Eigenschaften schwacher Ableitungen

Schwache Ableitungen verhalten sich in vielen Aspekten wie klassischen Ableitungen.

Satz 2. Seiu € L} (I) gegeben mit

/ugp’dx:() vV oo e ClI).
I

Dann gilt ist u konstant fast tiiberall.

Beweis. Sei ¥ € C¢(I) beliebig mit [, Wdz = 1 und sei

u(x) = u(zr) — /u(y)\lf(y) dy vV zel.

I

Mit elementaren Argumenten aus Analysis I kann man zeigen, dass fiir jedes & € C.([)
genau ein ¢ € C!(I) existiert, so dass

o= o) - ([ewa) v v wer

Nach Voraussetzung gilt nun

0= /I w(@)d () de = /I w(z)®(z) dz — ( /I B(y) dy) < /I (@) () dx)

- /&(x)@(:ﬂ) da,

I

und Satz 47 zeigt, dass  — und damit auch u — fastiiberall konstant ist. O]

Satz 3. Seiu € LL _(I) gegeben. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

loc
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2.1. Schwache Ableitungen und Sobolev-Raume in 1D 23

1. w besitzt schwache Ableitung v.

2. Es existieren i € C(I) und v € Li, (1), so dass

sowie U(x) = u(x) fir fast alle x € 1.

Beweis. (<) Fiir festes y € I und jede Testfunktion ¢ € CL(I) gilt

/pr’ dz = /Ifup’ dz = /ay&(a:)go/(x) dx + /yb w(x)¢' (x) dz

Nach Fubini’s Theorem gilt nun sowohl

/aya(x)¢’(x) dx:/ay (ﬂ(y)—/:v(t) dt><p’(x) da
()e(y) - /ayv(t) (/at & (2) dx) "

Welw) ~ [ oltyele)de

a

/ybﬁ(x)%fﬁl(a:) dz = /yb (ﬂ(y) + /yxv(t) dt) o (z) dz

— —i(y)ely) + / ot ( / ) dx) dt
b
dt

= —(y)ely) — / o(B)p(t)

Y

I
jug}

Il
=g

als auch

Die Summation beider Resultate zeigt, dass v schwache Ableitung von u ist.
(=) Sei nun v = u'. Fiir gegebenes y € I definieren wir

i(z) = /y () dt.

Die Funktion @ ist nach Konstruktion stetig (da das Lebesgue-Integral absolut-stetig
ist), und analog zu oben kann leicht gezeigt werden, dass v schwache Ableitung von u
ist. Satz 2 (angewendet auf u — @) liefert eine Konstante C, so dass u(z) — @(z) fiir fast
alle z € I. Die Behauptung folgt mit u := u + C. O

Im Folgenden bezeichnen wir mit Wllo’i([ ) die Menge aller schwach differenzierbaren
Funktionen, d.h.

WL (T) = {u : Li,.(I) : u besitzt schwache Ableitung}.
Es ist iiblich, eine Funktion u € W, . (I) mit stetige ihrem Représentanten @ € [u] zu
identifizieren; siehe dazu Satz 3 und beachte, dass u eindeutig bestimmt ist. In diesem

Sinne ist W} (1) ein Unterraum von C(7).
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24 2. Elliptische Probleme in 1D

2.1.2 Die Raume W'?(])

Wir definieren nun die 1, p-Norm

1,1
[ullip = llully + W], w € Wig (1),

loc

sowie die Sobolev-Rdaume

loc

WLP(]) = {u e WhL(T) ¢ lull, < oo}.
Bemerkung. Nach Definition ist die Abbildung
Tip: WHP(I) — LP(I) x LP(I)  mit uws (u, o)

eine Isometrie und bildet daher WY (I) auf einen linearen Unterraum von LP(I)x LP(I)
ab. Dieser lineare Unterraum ist sogar abgeschlossen, denn mit Hilfe der Definition von
schwacher Ableitung zeigen wir leicht die Implikation

/] N—o0

Uy 5w in LP(I), W, 50 in LP(I) = uwe WMD) mit o =w.
Satz 4. Das Paar (WY P(I), ||-||1,) ist
1. ein Banach-Raum fiir alle 1 < p < oo,

2. ein Hilbert-Raum fiir p =2, in dem Sinne, dass das Skalarprodukt

(u, v);, = /uv + v da
I

eine zu ||-||12 dquivalente Norm erzeugt,
3. separabel fir 1l <p < oo,
4. reflexiv fir 1 < p < oo.

Beweis. Sei (up),y eine Cauchy-Folge in WHP(I) . Dann sind (uy), oy und (u,), oy
Cauchy-Folgen in LP(I). Die Vollstandigkeit von LP(I) liefert nun zwei Funktionen u, v
so dass u, — w und u, — v jeweils stark in L?(I). Insbesondere konnen wir in

/uncp'dx: —/u;gpdx vV e CHI).
I I

zum Grenzwert iibergehen und erhalten, dass v die schwache Ableitung von w ist. Die
Hilbert-Raum Eigenschaft fiir p = 2 folgt unmittelbar aus der Definition des Skalar-
produktes und die Separabilitéit (bzw. Reflexivitét) folgt, weil 7; , abgeschlossenes Bild
hat und weil das Kreuzprodukt separabler (bzw. reflexiver) Banach-Rdume auch wieder
separabel (bzw. reflexiv) ist. O

Satz 5. Sei 1 < p < oo und sei u € LP(I). Dann sind die Aussagen

/ ' dx
I

dquivalent. Die beste Konstante ist dabei C' = ||u/||,.

1. uwe Whr(),

2. es gibt eine Konstante C, so dass < C|l¢lly fiir alle p € C2(1),
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Beweis. Die Implikation 1. = 2. gilt nach Definition mit C' = |ju|l,. Fir 2. = 1.
betrachten wir die lineare Abbildung

I gongo(])H/ugo’deR.
I

Diese ist auf einem dichten Unterraum von L? (I) definiert, siche Satz 45, und stetig
bzgl. der p’-Norm. Daher konnen wir diese Abbildung f in eindeutiger Weise zu einer
linearen und stetigen Abbildung auf L?' (1) fortsetzen. Satz (36) garantiert nun, dass f
als Dualpaarung mit einem Element v € LP(I) geschrieben werden kann, d.h.

I @ELpl(I)H/@vdx.
I

Insbesondere gilt

/ugo’dx:/govdx voC(),
I I

d.h. —wv ist schwache Ableitung von wu. O

Satz 6. Eine Funktion u € L=(I) gehdrt zu W(I) genau dann, wenn u Lipschitz-
stetig ist, d.h. wenn es eine Konstante C' gibt so

u(y) —u(@)[ <Cly—=z| V¥V zy€l
Die beste Konstante ist dabei C' = ||u'|| .

Beweis. (=) Satz 3 liefert (fiir y > x)

y
|u(y) —u(z)| < / ' (8)] dt < [ |oo(y — ).
(<) Sei nun ¢ € C(Q) gegeben und e hinreichend klein. Dann gilt

[ A By PRITCEE KT

9 9

wobei alle Integrale fiir hinreichend kleine € wohldefiniert sind, da ¢ kompakten Tréger
in [ hat. Nach Voraussetzung gilt nun

r+e)—plx
Ju 2L g < ol
I 9
und der Limes ¢ — 0 liefert
[ uta) @) de| < €l
I
Die Behauptung folgt nun mit Satz 5. [

Bemerkung. Funktionen u € W'P(I) fir 1 < p < oo sind nicht Lipschitz- sondern
Hélder-stetig mit Exponent 1/p', denn es gilt

uly) - ulo)| < | )] dt < ol (g — )M
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2.1.3 Dichtheits-, Fortsetzungs-, und Einbettungssitze

Satz 7 (Fortsetzungssatz). FEs existiert eine linearer stetiger Fortsetzungsoperator
E WY (I) — W'(R),
so dass (Eu)|; = u fiir alle u € WP (I) gilt.

Beweis. Wir unterscheiden die folgenden Fille:

1. @ = —oo und b = 4o0: Nichts zu zeigen.
2. a = —00 < b < co: Wir definieren die Fortsetzung von u durch Spiegelung an b
wie folgt
| u(x) fir z < b,
(Bu)(@) = { w(20 —x)  fiir x > b.

Dann gilt Bu € W'P(R) mit || Bulwirg) < 2||ul|wis (siehe Ubungsaufgabe).
3. —00 < a < b= oo: Spiegelung an a.

4. —oc0 < a < b < oo Sei J = (2a — b, 2b — a). Durch Spiegelung an a und
b konstruieren wir einen Fortsetzungsoperator E; : W'?(I) — W'P(J) mit
| Erullwir@)y < 3|lullwiry. Unser néchstes Ziel ist die Konstruktion eines ge-
eigneten Abschneideoperators Fy : WHP(J) — WYP(R). Dazu wihlen wir eine
Funktion 7, so dass

(a) 1 € CZ(R),
(b) n(z) =0 for z ¢ J,
(c) n(z) =1forx €1,

und definieren

) = { 00 s

0 sonst

fiir alle v € W'2(J). Dann gilt (siehe Ubungsaufgabe) Fov € W!'P(R) mit
| Eavllwie@) < ([[7]loe 4+ 17 llsc) || ]lwiw(sy. Die Behauptung folgt nun mit £ =
EQ e} El-

[l
Satz 8 (Dichtheitssatz). Der Raum CX(R) liegt dicht in WP (I) fiir 1 <p < oo.

Beweis. Wir kénnen I = R annehmen (anderenfalls benutzen wir die Fortsetzung
nach Satz 7). Sei nun (g,),,.y eine Folge von Standardfaltungskernen und (7,,),,cy €ine
aufsteigende Folge von Abschneidefunktionen, d.h.

1. n, € C*(R),
2. Np(x) =0 fir |z| >n+1,
3. na(z) =1 fir |z| < n,

4. 0 < n(z) <1fir|n| <z <n-+1,
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5. 0 < |nu(2)] + |7, (z)] < C fiir eine geeignete Konstante Cund alle z € R, n € N.
Fiir u, = o * (n,u) gilt nun w, € CX(R) mit suppu, C (—n —1—-1/n,n+1+1/n)
und DY (u,,) = (D?9) * (n,u). AuBerdem haben wir (siche Ubungsaufgaben)

(Qn * u)/ = On * ula (Qn * (nnu))/ = On * (nnun), = On * (n;u + ulnn>7

und damit (siche Kap. 1, Satz 44)

[un = ullrp < l[on * (Mnu) = 0n * ullip + llon * v —ull,

< Cllmmu = ullip + llon*u —=ull1,)

wobei

lon = w—ullip = llon *u—ull +[lon * v’ — v'|l, = 0.
Desweiteren gilt

I = ullp < = wllp + I’ = 'llp + [ull,

Da die Funktionen 7, — 1 als auch 7], uniform beschriankt sind und punktweise gegen
Null konvergieren, liefert der Satz iiber majorisierte Konvergenz

It = m)ully =0, [lpull, =0,
und deshalb auch |lu, —ul[1, — 0. O
Bemerkung. C(I) liegt i.A. nicht dicht in WHP(I).
Satz 9 (ein Einbettungssatz). Es gilt WP (I) < L>(I).

Beweis. Fiir p = oo ist nichts zu zeigen. Mit Satz 7 kénnen wir aulerdem I = R

annehmen. Sei nun u € C°(R) gegeben, und sei w = G o v mit G(y) = |y[’ " y. Dann
gilt w € CL(R) mit w’ = p|u/’" «/ und
wia)=p [ pluls) u(s)ds,
und die Holder-Ungleichung impliziert
z ) /v z 1/p
o) = o < p( [ o as) ([ e as)
1 1/p'
= plluliglluliy = 2Nl
und mit auch
[ulloe < Cllull1p- (2.1)

Damit ist die Behauptung fiir v € C(R) bewiesen. Sei nun u € W'?(R) beliebig.
Dann gibt es eine Folge (un),,cy € CP(R), so dass ||u, — ul[1, — 0. Aus (2.1) folgt nun

[unlloo < Cllunllp- (2.2)

Insbesondere ist (uy), oy ist auch eine Cauchy-Folge in L*°(R), und daraus schliefen
wir ||u, — ¢l — 0. Damit konnen wir in beiden Seiten von (2.2) zum Grenzwert
iibergehen. O]

Satz 10 (weitere Einbettungssitze). Fir [I| < oo gilt:
1. WYP(I) ist kompakt eingebettet in C(I) fiir 1 < p < oo,
2. WH(T) ist kompakt eingebettet in LP(I) fiir 1 < p < oo.
Beweis. Siche BREZIS. O
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2.1.4 Weitere Eigenschaften von W!”-Funktionen
Satz 11. Sei |I| = co und u € WP(Q). Dann gilt

lim wu(z)=0.
|x| =00, el

Beweis. Fiir € > 0 beliebig wihlen wir o € C°(R) so dass
lu = tlrlle < Cllu—alill1p <e.
Fiir hinreichend grofe |z| gilt nun @(z) = 0 und daher |u(x)| < €. Dies liefert

limsup |u(z)| <e,
|x|—00, €T

und da € > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. O]

Satz 12. Fir u € WY (I) und G € CY(R) mit G(0) = 0 gilt G ou € W'P(I) mit
(Gou) = (G ou)u'.

Beweis. Fiir M > 0 sei Dy = supy, <y |G'(y)]. Dann gilt nach Mittelwertsatz

G(y)| = (G"(&Ww)y) <Dmlyl ¥V ye[-M, M|,
und damit
|G(u(2))] < Dy lu(z)] V¥V z €l

Insbesondere gilt G o u € LP(I). Aulerdem haben wir G’ o v € L>() und damit auch
(G ou)u' € LP(I).
Es bleibt zu zeigen, dafl

/Gougp’ doe = —/(G’ ouu'pdr YV e CO(). (2.3)
I

I
Sei zunéchst p < oo. Wir wihlen eine Folge (u, ),y C CZ(R) so dass
[u = tnlrllco < Cllu = unsll1p — 0.
Sei nun M := limsup,,_, . ||t|lco > ||tt]|co- Dann gilt nach Mittelwertsatz
|G ouw—Gounlill, < Dullu = unlill, = 0.

Da G’ gleichméf stetig auf dem Interval [—M, M| ist, und weil ||u,|; — uljoc — 0, gilt
auflerdem

|G ou— G ouylrlloc — 0,
und deshalb auch
(G o u)u’ — (G" o un|r)up|1llp
< (G 0w’ — (G" o w)uy|rllp + (G o w)uy, |1 — (G" o wn|1)uy 1],

< NG o ulloollt’ = wplrlly + uplllp1G 0w = G o unlillo

n—00
— 0.

Damit folgt (2.3) aus der entsprechenden Relation fiir die glatten Funktionen w,, im
Limes n — oo.

Sei nun p = oo. Fiir gegebenes ¢ € C°(I) wihlen gibt es ein endliches offenes
Interval J mit suppy C J C I. Dann gilt Gou € W'P(J) fiir alle 1 < p < oo. Aus dem
bereits bewiesenen Aussagen folgt dann (2.3). O
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Wir bemerken, dass die Voraussetzung G(0) = 0 in Satz 12 fur |/| < oo fallen
gelassen werden kann, da dann konstante Funktionen in WP(I) enthalten sind.
Das niichste Resultat charakterisiert die schwache Konvergenz in W2 (7).

Satz 13. Seien |I| < oo und 1 < p < co. Auferdem gelte u,, — u schwach in WP ().
Dann gilt

1. ul, = ' schwach in LP(I),
2. u, — u stark in LP(I).
Beweis. 1. Fiir jedes v € L”(I) sind
ﬁer’p(I)l—)/'&vdxeR, ﬂer’p(I)H/ﬁ’vdeR,
I I

zwei lineare und stetige Funktional auf W'P(I) (siehe Ubungsaufgabe). Nach
Voraussetzung gilt nun

— —
/unv dr 2= /uv dz und /u;v dr == /u/v dz,
I I I I

fiir alle v € L' (1), d.h. wir haben u, — u und v/, — v’ schwach in L?([).

2. Wie wihlen y € I beliebig, und definieren die konstanten Funktionen v, und v
durch v,(z) = u,(y) und v(x) = u(y) fir alle z € I. Da konstante Funktionen
wegen || < oo zu W'P(I) gehéren, gilt w,w, € W'?(I) mit w, := u, — v, und
w :=u — v. Aulerdem haben wir

wn(w)Z/ ul(s)ds = (U, Xfa,y)) —— (W, X[x,y}>=/ W(s)ds = w(x),
Yy Y

wobei X[z, die charakteristische Funktion des Intervalls [z, y] bezeichnet (mit
X[z,y] = —X[y,«])- Insbesondere konvergiert w, punktweise gegen w, und wegen

lim sup ||wy || o < 21msup ||ty || < 2C Hmsup |[uy |1, < 00
n—o0 n—o00 n—00

folgt daraus nach dem Satz iiber majorisierte Konvergenz w,, — w stark in LP([).

3. Aus dem bisher Bewiesenen folgt, dass v, = u, — w, schwach in LP(I) gegen
v = u — w konvergiert. Fiir konstante Funktionen sind aber schwache und starke
Konvergenz identisch, d.h. wir haben v, — v stark in L?(I). Daraus folgt nun,
dass u, = w, + v, stark gegen u = w + v konvergiert.

O

Bemerkung. Fs gilt auch das folgende Resultat, das insbesondere Umkehrung von Satz
(13) impliziert: Sei (uy), oy €ine Folge aus W'P(I), so dass u, — u und u,, — v jeweils
schwach in LP(I). Dann ist uw € WYP(I) mit v’ = v und es gilt u,, — u schwach in

WLe(T).

Zur spéteren Verwendung definieren wir nun fiir £ € N induktiv die Rdume

WEP(D) = {u € WELP(1) + ol € WHEo(D)),
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wobei WOP(I) = LP(I) vereinbart sei. In den Ubungen wird bewiesen, dass WP (I)
ausgestattet mit der Norm

k
lullip =D 1D ()],
j=0

ein Banach-Raum ist, wobei D7u die j-te schwache Ableitung von u bezeichnet und
D% = u gilt.

Zum Abschluss zeigen wir, dass stetige schwache Ableitungen auch klassische Ab-
leitungen sind.

Lemma 14. Habe u € WYP(I) die Eigenschaft, dass die schwache Ableitung u' zu C(T)
gehért. Dann gilt u € C! (7) und die schwache Ableitung ist klassische Ableitung.

Beweis. Nach Satz 3 gilt

T+e T+e
wx +e¢)—u(z) = / u'(s)ds = eu'(x) + / (u'(s) — u'(x)) ds,
fiir alle # € T und € € R sofern = + ¢ € I. Daraus schliefen wir (wegen der Stetigkeit

von u’), dass

u(z +¢) — u(z)

—u/(x)

1 [ e
< —/ W/ (z + s) — o' (x)| ds == 0,
€Jo
und dies liefert die Behauptung. ]

2.1.5 Die Riume W;”(I)

Eine wichtige Rolle in der funktionalanalytischen Theorie von Differentialgleichungen
spielt der Raum

WoP(1) := C=(I) 1<p < oo,

wobei der Abschluss in der W?(I)-Norm gemeint ist. Nach Satz (8) gilt Wy”(R) =
WLP(R), aber fiir I # (—o0, 00) ist Wy (I) ein echter Unterraum von W?(I).

Satz 15. (W (1), |||l1,) ist
1. separabler Banach-Raum fir 1 < p < oo,
2. Hilbert-Raum fiir p = 2,
3. reflexiv fiir 1 < p < oo.

Beweis. Alle Behauptungen gelten weil W(l)’p (I) ein abgeschlossener Unterraum von

WP () ist. [

Der folgende Satz beschreibt die Randwerte von Wy”-Funktionen. In diesem Zu-
sammenhang erinnern wir daran, dass

WLP(1) < C(I)

gilt, siehe Satz 3 und Satz 9.
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Satz 16. Seiu € W'(I). Dann gilt w € WP (I) dann und nur dann, wenn u auf dem
Rand 01 verschwindet, d.h. wenn

1. u(a) =0 (bzw. lim wu(z) =0 fira = —o00), und
T—r—00

2. u(b) =0 (bzw. lim wu(z)=0 firb= +o0)

T—>+00

gelten.
Beweis. (=) Sei (up), oy C C°(1) eine Folge, so dass

0
Hu - UnHoo < CHU - UnHl,p =50,

Fir a > oo folgt nun |u(0)| < Clim, oo || — unll1p, = 0; fiir a = —oo folgt die
Behauptung aus Satz 11. Die Diskussion am anderen Rand von [ ist analog.

(<) Wir withlen eine Funktion G € C}(R) mit G(s) = 0 fiir |s| < 1, |G(s)| < |s] fiir
1 <s<2und G(s) = s fiir [s| > 2. Desweiteren definieren wir u, := +G(nu). Dann
gilt u, € W(I) mit v, (z) = G'(nu(z))u'(z) nach Satz 12, wobei

suppu, ={z €1 : |u(z)] > 1/n}

nach Voraussetzung (d.h. wegen u|s; = 0) kompakt in [ ist. Wegen ||G’||ooc < oo und
|un| < |u| fast iiberall, liefert der Satz {iber majorisierte Konvergenz

[ = ull, =0, lu, = [l = [I( = 1+ G"(nu))u'[|, = 0,

d.h. |Ju, —ull1, — 0. SchlieBlich definieren wir @, = 0pm(n) * Un, Wobei (0,),cy €ine
Standardfaltungsfolge ist und m(n) so gross gewéhlt wird, dass @, immer noch kom-
pakten Trager in I hat. Mit @}, = 0p(n) * u,” folgt nun ||d, — ul|;, — 0 (siehe Kap 1,
Satz 44). O

Wir beweisen nun die Poincaré-Ungleichung auf endlichen Intervallen. Diese impli-
ziert insbesondere, dass auf Wy (I) die Grésse ||u/||,, eine zur Standardnorm dquivalente
Norm definiert.

Lemma 17 (Poincaré-Ungleichung). Fir jedes |I| < oo gibt es eine Konstante C, so
dass

ld'llp < Nullp < Cllw'll, ¥ we WeP(D).

Beweis. Wegen u(a) = 0 gilt

o) < [ (o)) ds < o,

d.h. JJullee < [Jt/]|1. Die Holder-Ungleichung liefert aufilerdem zwei Konstanten ¢ und
C, so dass

cllully < flulloe < llu'lly < Cllul],.
Damit gilt ||u|l1, < (14 C/o)||v||p, und ||@/||, < [Jull1, gilt nach Definition. O

AbschlieBend bemerken wir, dass der Dualraum von Wy(I) iiblicherweise mit
W% (I) bezeichnet wird. Insbesondere gilt

WyP(I) c L2() =2 LX)  c W) 1<p<oo.

Michael Herrmann: Funktionalanalysis und PDE [D)eysa | Version vom 12.11.2019



32 2. Elliptische Probleme in 1D

2.2 Lineare Randwertprobleme

In diesem Abschnitt entwickeln wir die Losungstheorie fiir lineare Randwertprobleme
zweiter Ordnung. Aufgrund der Linearitdt werden wir vor allem in Hilbert-Raumen
arbeiten. Dazu fithren wir die folgenden Abkiirzungen ein:

HY(I) == WY(1),  H(I) :==Wy(I),  HY(I):=W (1) = Wy*(I)".
Dariiberhinaus schreiben wir
H*(I) .= W*2(T), HO(I) := L*(I)
fiir k € N.

Definition 18. Eine Bilinearform oo : Hx H — R auf einem Hilbert-Raum (H, (-, -) ;)
heifst

1. stetig, falls es eine Konstante M gibt, so dass
|a(u, v)| < Mjul|a|v]la
fiir alle w,v € H gqilt,
2. koerzitiv, falls es eine Konstante m gibt, so dass
alu, u) = mluly
fiir alle w € H gilt.

M wird die Stetigkeitskonstante von « genannt;, m bezeichnet man als Koerzi-
vitdtskonstante von a.

Wir formulieren nun das wesentliche funktionalanalytische Werkzeug fiir diesem
Abschnitt.

Satz 19 (Satz von Lax-Milgram). Sei a eine stetige und koerzitive Bilinearform auf
einem Hilbert-Raum H. Dann gibt es fiir jedes n* € H* genau ein uw € H so dass

au, v) =", V) e g V veH (2.4)
qgilt.
Beweis. Siehe BREZIS, Theorem 5.7. n

Bemerkung. Fiir symmetrische Bilinearformen folgt das Theorem von Lax-Milgram
aus der Tatsache, dass dass H* isomorph zu H, und dass durch

{{u, v)) = a(u, v)

ein zu (-, ) dquivalentes Skalarprodukt gegeben ist.

Jede Bilinearform « : H x H — R definiert durch
<AU, U>H = oz(u, U)

in natiirlicherweise einen linearen und stetigen Operator A : H — H, wobei Stetigkeit
und Koerzitivitat von « sich wie folgt schreiben:

| Allinemy < M, (Au, u)y > mllullf.

Auflerdem gibt es fiir jedes n* € H* wegen H = H* (Darstellungssatz von Riesz-
Fréchet) ein h € H mit (n*, -)y. y = (h, ). Die Gleichung (2.4) kann daher als
Operatorgleichung

Au=nh

geschrieben werden.
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2.2.1 Dirichlet-Randbedingungen

Wir illustrieren den funktionalanalytische Zugang zu Randwertproblemen an folgendem
prototypischen Problem auf einem endlichen Interval I = (a, b):

—u"+u=f auf I,

u(a) = u(b) = 0. (P1-Drom)

Dabei wird f als gegeben vorausgesetzt und ist u die unbekannte Funktion, die es
zu bestimmen gilt. Problem (P1-Dyom) schreibt neben der Differentialgleichung auch
sogenannte homogene Dirichlet-Randwerte fiir u vor.

Bemerkung. Randwerte dienen dazu, die Eindeutigkeit einer Lésung zu erzwingen.
In der Tat, fiir gegebenes [ kann es keine eindeutige Losung zu —u” +u = [ geben, da
mit u auch @ mit u(x) = u(x) + aexp (z) + Bexp (—x) die Differentialgleichung erfillt.

Allgemeines Programm am Beispiel homogener Dirichlet-Randbedingungen
An dem Modellproblem (P1-Dyon) werden wir exemplarisch zeigen, wie eine funktio-
nalanaltyische Losungstheorie entwickelt wird:

1. Wir zeigen die Ezistenz und Findeutigkeit einer geeignet definierten schwachen
Losung u € H(I).

2. Wir zeigen, dass jede schwache Losung sogar in H?(I) liegt. Das ist ein sogenantes
Regularititsresultat.

3. Wir zeigen die stetige Abhdngigkeit der schwachen Losung u von den Daten f.

Wir fithren nun den Begriff einer schwachen Losung ein. Beachte dabei, dass die
homogenen Dirichlet-Randbedingungen in den sogenannten Ansatzraum einflieen.

Definition 20. Sei f € H(I). Eine schwache Lésung des Problems (P1-Dyom) ist eine
Funktion v € H(I), so dass

/u'v'dx—l—/uvdx = /fvdm Yo € Hy(I). (2.5)
I I I

Mit Hilfe partieller Integration (und unter Ausnutzung der Randwerte von v €
HS(I)) sieht man leicht, dass jede klassische Losung auch schwache Losung ist. Die
Umkehrung gilt aber nur fiir reguldre Funktionen f und ist nicht so einfach zu sehen.

Wir beweisen nun die Existenz und Eindeutigkeit einer schwachen Losung.

Satz 21 (Existenz und Eindeutigkeit einer schwachen Loésung). Fiir jedes f € HO(I)
gibt es genau eine schwache Lisung zu (P1-Dpom).

Beweis. Wir definieren eine Bilinearform o und eine lineares stetiges Funktional n* auf
H = H}(I) durch

au, v) = /Iu'v'dx—i-/luvdx, (n*, v) = /vada:,

wobei die Stetigkeit von n* aus der Holder-Ungleichung folgt. Die Bilinearform « ist
stetig und koerzitiv, denn wegen |Jull12 = ||ull2 + |||z und

a(u, v) = (u, vy = 1]5 + Jlull;

Michael Herrmann: Funktionalanalysis und PDE [D)eysa | Version vom 12.11.2019



34 2. Elliptische Probleme in 1D

gilt
la(u, v)] < flulhzllvlhe,  alu, ) = 3lulli,.
Die Behauptung folgt nun aus dem Satz von Lax-Milgram. [

Per Definition besitzt die schwache Losungen u zu (P1-Dpom) zunédchst nur eine
schwache Ableitung u'. Wir kénnen jedoch zeigen, dass u auch eine schwache zweite
Ableitung besitzt.

Satz 22 (Regularitit der schwachen Losung). Sei u die schwache Lisung des Problems
(P1-Dhom). Dann gilt w € H*(I) mit v’ = u — f in H(I). Fir f € C(I) gilt sogar
ue C? (7) und u ist klassische Losung des Randwertproblems (P1-Dyom)-

Beweis. Mit (2.5) schlieflen wir

e

und Satz 5 liefert v’ € H(I), d.h. es existiert u” € H(I) im Sinne schwacher Ableitun-
gen. Eine direkte Rechnung zeigt dann v” = u — f. AuBlerdem gilt v € H(I) C C(I ),
und f € C(T) impliziert daher u” € C(T). Satz 14 liefert nun u € C2 (T) O]

< (luzll + Sl ) ol ¥ v € C2(1),

Schlieffich zeigen wir, dass die Losung u stetig von den Daten f abhéngt.

Satz 23 (Stetige Abhéngigkeit von den Daten). Es gibt eine Konstante C, so dass
|ull22 < C| flle fir jede schwache Losung des Problems (P1-Duom) gilt. Insbesondere

definiert (P1-Dyom) einen linearen und stetigen Ldsungsoperator f € HY(I) — u €
HZ(T).

Beweis. Wir wéhlen v = v in (2.5) und finden

OSQWMQSQWJOZZjWMSHﬂMWMS”ﬂMmm%

Daraus folgt ||ulla < |lull12 < 2| f]l2. AuBerdem haben wir ||u”|l2 < ||ull2 + || f]|2s

und damit [Jull2o = [|u”]|2 + [|@/]]2 + ||u]l2 < C| f|l2. Es ist weiterhin klar, dass der
Losungsoperator linear ist, und die soeben bewiesene Abschitzung liefert die Stetigkeit.
O

Inhomogene Dirichlet-Randbedingungen Die im vorangegangenen Abschnitt
entwickelten Ideen lassen sich leicht auf auf inhomogene Dirichlet- Randbedingunen ver-
allgemeinern. Um dies zu verstehen, betrachten wir das Randwertproblem

—u"+u=f auf I,

u(0) = da, u(b) = dy, (P1-Dinn)

wobei nun die Daten durch f € L?(I) und d,, d, € R gegeben sind.

Die wesentliche Beboachtung ist, dass (P1-Dinn) wie folgt in (P1-Dyom ) transformiert
werden kann: Sei w € C2 (] ) eine glatte Funktion, die die Randdaten annimmt, d.h.
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w(a) = dg, w(b) = dy. Da wir viele Freiheiten haben, w zu wéhlen wollen wir aufler-
dem annehmen, dass w linear und stetig von d, und d, abhéngt, d.h. insbesondere
dass [|w||22 < C(|da| + |dp]) fiir eine geeignete Konstante C' gilt. In praktischen Fillen
werden wir meist w linear wéhlen, d.h. wir setzen

T —a
b—a

w(x) :=dy, + (dy — dy)

Statt Problem (P1-Dyom) betrachten wir nun das folgende Randwertproblem fiir die
Funktion @ = u — w

—i"+a=f:=f+uw" —w,
w(a) =0, u(b) =0.

Die Satze 21 und 22 liefern nun die Existenz, Eindeutigkeit und Reguaritéit von . Aus
Satz 23 folgt auflerdem

[ullzz < flallz2 + lwll2z < C([fll2 + [[w]l22) < CUIS N2+ |dal + |db]).

Damit haben wir das folgende Resultat bewiesen, dass alle Punkte im obigen Programm
beschreibt.

Satz 24. Das Problem (P1-Dinn) besitzt einen linearen und stetigen Liosungsoperator
(f, da, dy) € H(I) x R x R = u € H*(I).
Wir kénnen nun umgekehrt den schwachen Losungbegriff fiir (P1-Dy,y) ableiten.

Definition 25. Sei f € L*(I). Fine schwache Lisung des Problems (P1-Diyy) ist eine
Funktion v € H'(I) mit

u(a) = d, u(b) = dp,

so dass
/u’v’dx—i— /uvd:c = /fvda: Yo € Hi (). (2.6)
I I I

Beachte, dass bei Dirichlet-Problemen die Testfunktion v in (2.6) immer homogene
Randdaten hat, d.h. es gilt immer v(a) = v(b) = 0.

Die obigen Argumente sind sehr robust und kénnen auf viele Differentialgleichungen an-
gewendet werden. Der wichtigste Schritt fiir jedes Randwertproblem ist dabei, zunéchst
die beteiligten Funktionenrdume und den schwachen Losungsbegriff abzuleiten. In den
Ubungsaufgaben ist dies zum Beispiel fiir die folgende Klasse von Sturm-Liouville-
Randwertproblemen zu leisten:

—(pu) +qu=f auf I,

u(0) = da, u(b) = ds, (P2-Diun)

wobei p und ¢ gegebene Funktionen mit gewissen Eigenschaften sind.
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2.2.2 Neumann- , Robin- und gemischte Randbedingungen

Wir verallgemeinern nun die Ideen vom letzten Abschnitt auf andere Typen von Rand-
bedingungen. Wir beginnen mit dem Fall allgemeiner Neumann-Randbedingungen auf
beiden Seiten, d.h. wir suchen schwache Losungen des Problems

—u"+u=f auf I,

P 'Nin
u'(a) = —ng, u'(b) = —+mny, (P1-Ninn)

wobei die Daten f € H(I) und n,,n, € R gegeben seien. Um die richtige schwache
Formulierung zu finden, argumentieren wir zuniiachst formal (d.h. wir nehmen an, u sei
hinreichend glatt). Dann multiplizieren wir die Differentialgleichung mit einer glatten
Funktion v und nutzen partielle Integration. Dies liefert

/u'v' da — /' (b)v(b) + u'(a)v(a) + /Iuv dz = /va dz.

1

In den Randterme aus der partiellen Integration kénnen wir nun die Randbedingungen
einsetzen, d.h. wir ersetzen u'(a) bzw. u/(b) durch n, bzw. n, . Dies motiviert die
folgende Definiton:

Definition 26. Sei f € L*(I). Fine schwache Lisung des Problems (P1-Niyy) ist eine
Funktion u € HY(I), so dass

/u’v’ dz + /uv dz = /fv dz + nyv(b) + ngv(a) Vv € HY(I). (2.7)
I I I

Beachte, dass wir fiir Neumann-Randbedingungen u, v € H'(I) annehmen, und dass
die Randwerte fiir v wohldefiniert sind (Satz 3 angewendet auf v).

Die Losungstheorie fiir (P1-Nj,,) kann nun nach dem im letzten Abschnitt skizzierten
Programm entwickelt werden. Insbesondere gilt das folgende Resultat:

Satz 27 (Losungstheorie fiir (P1-Niup)).

1. Zu gegebenen Daten gibt es genau eine schwache Lisung u € HY(I) zu (P1-Niy)
2. Jede schwache Lésung erfillt u € H*(I) € CY(I) mit u” = f—u und u/(a) = —n,,
u'(b) = +ny. Auferdem gilt u € C (_7) fiir f € C(_T).

3. Der Léisungsoperator (f, ng, ny) € HY(I) x R x R+ u € H*(I) st linear und
stetig.

Beweis. 1. Die Existenz und Eindeutigkeit einer schwachen Losung kann wieder mit
dem Satz von Lax-Milgram bewiesen werden, wobei o wie im Beweis von Satz 21
gewihlt wird. Der Hilbert-Raum ist nun aber H!(7) und n* ist durch

" Vn ey ey = mwv() + ngv(a) + /If(x)v(x) dz.
gegeben. Beachte, dass |v(a)| + |v(b)| < 2[|v]|e < CJ|v||12 nach Satz 9 gilt.
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2. Die Regularitétsaussagen u € H*(I) (bzw. u € C*(I) fiir f € C(I)) sowie u” = u—
f konnen analog zum Beweis von Satz 22 gezeigt werden. Insbesondere impliziert
(2.7), dass

/I(wv’ + wv') dz = nyu(b) + ngev(a) Vv € HY(I).

fiir w = u’ gilt, und mit Hilfe der Produktregel fiir schwache Ableitungen (siehe
Ubungsaufgaben) und des Satzes 3 schlieen wir daraus w(a) = n, und w(b) = ny.

3. Die Linearitét des Losungsoperator ist offensichtlich und die Stetigkeit folgt (ana-
log zum Beweis von Satz 23) aus |[u”||2 = ||[u — fll2 < || fl]2 + ||u||2 und weil (2.7)
fiir v = u die Abschétzung

cllullie < 1Nz + lullz < (1Fll2 + 76l + ] ) lulls,2

liefert.
O]

Ein weiterer Typ von Randbedingungen wird als Robin-Randbedingung (oder auch
als Randbedingung der dritten Art) bezeichnet und fithrt zu dem Problem

—u" +u=f auf I,

/ / (Pl'R)
u'(a) = +rqu(a), u'(b) = —rpu(b).

Durch formale Betrachtungen analog zu oben finden wir schnell den entsprechenden

schwache Losungsbegriff, d.h. wir sagen u ist schwache Losung von (P1-R), sofern

/u'v' dz + /uv dz + ku(a)v(a) + kyu(b)v(b) = /va dr Vv e HY(I). (2.38)

1 I

Im Gegensatz zu Neumann-Randbedingungen miissen nun die Randbeitrage aus der
partiellen Integration (in offensichtlicherweise Weise) in die Bilinearform « fiir den Satz
von Lax-Milgram integriert werden. Diese ist fiir alle Werte von r, und r;, stetig, aber
nur dann koerzitiv, falls r,,r, > —c fiir eine hinreichend kleine Konstante 0 < ¢ < oo
gilt. In diesem Fall kann eine schwache Losungstheorie analog zu Satz 27 abgeleitet
werden.

Wir haben nun die funktionalanalytische Formulierung von verschiedenen Randbedin-
gungen untersucht, und es ist nicht schwer zu sehen, dass auch gemischte Randbe-
dingungen, also etwa u(0) = 0 = u/(b), analog behandelt werden konnen. Schliefllich
konnen die verschieden Randbedingungen fiir anderen Differentialgleichungen zweiter
Ordnung angewendet werden (sieche Ubungsaufgaben).

2.2.3 Weiterfithrende Betrachtungen

In diesem Abschnitt beleuchten wir einige weitere Aspekte von linearen Randwertpro-
blemen.
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Zur Riesz-Fréchet-Abbildung von H!(/)* und H™! Randwertprobleme zweiter
Ordnung sind in natiirlicher Weise mit Riesz-Fréchet-Abbildungen verbunden. Wir er-
innern daran, dass nach Kapitel 1, Satz 17 jeder Hilbert-Raum (H, (-, -),) isome-

trisch isomorph zu seinem Dualraum H* ist. Insbesondere existiert die Riesz-Fréchet-
Abbildung R : H* — H, so dass

(B, v) g = (v V) ey (1Bl = [l

H*

fiir alle v € H und n, € H* gilt, wobei ||n.|[z = supj, =1 (s, V) g p-
Wir betrachten zuniichst den Hilbertraum H!(7) mit dem Standard-Skalarpodukt

(u, vy = /uvd$+/u'v' dz.
I I

Da der Raum L?(I) durch

<f7 U)Hl(I)*,Hl(I) = /If(l')v<ﬂf) dx.

in natiirlicher Weise in H'(I)" einbettet, kann jede Funktion f € H%(I) als Element
aus H'(I)" betrachtet werden. Mit den obigen Identifikationen kann dann leicht gezeigt
werden, dass Rf fiir gegebenes f gerade die schwache Losung des homogenen Neumann-
Problems (P1-Nj,,) mit n, = n, = 0 ist.

Wir koénnen natiirlich auch den Raum H}(I) mit dem Standard-Skalarprodukt be-
trachten. Die Riesz-Fréchet-Abildung ist dann aber durch den Lésungsoperator des
homogenen Dirchlet-Problems (P1-Dpop) gegeben (siche Ubungsaufgaben). SchlieBlich
kénnen wir HY(I) aber auch mit dem Skalarprodukt

ausstatten, das nach der Poincaré-Ungleichung, siehe Satz 17), eine zur Standard-
norm #quivalente Norm induziert. In diesem Fall ist Riesz-Fréchet-Abbildung der
Losungsoperator des Problems (P,-Dyyy,) mit p = 1 und ¢ = 0 sowie homogenen Rand-
daten d, = d, = 0.

Rechte Seiten aus H™! und Green-Funktionen Bisher haben wir die schwa-
che Losungstheorie fiir rechte Seiten f € H%(I) entwickelt. Wie eine Durchsicht der
Existenz- und Eindeutigkeitsbeweise zeigt, konnen aber auch rechte Seiten aus dem
Dualraum H'(7)" zugelassen werden. Allerdings kann dann das Regularitétsresultat
u € H%(I) nicht mehr gelten, und die stetige Abhéngigkeit (der Lésung von den Daten)
gilt nur geméf

lull12 < Cll fll-1,2-

Eine mogliche rechte Seite ist f = d,,, wobei d, die Dirac-Distribution in y € I ist (siehe
tibungsaufgabe). Die schwache Losung zum Randwertproblem

—u"+u=4¢, auf I,

u(a) = u(b) =0 (Pr-Drony)
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erfiillt dann

/u'v' da + /uv do = (9, U>H71(I),H})(I) =v(y) Yo € Hy(I).
1

I

Diese Losung wird einen Knick bei y haben (d.h. «’ springt bei y) und deshalb gibt es
keine zweite schwache Ableitung auf I (es gilt aber u € C>*(I'\ {y})).

Die Losungen der Problems (P1-Dyom-y) fiir alle Werte von y € I liefern zusammen
die sogenannte Green-Funktion des (linearen!) Randwertproblems (P;-Dyom) und be-
schreiben den dazugehorigen Losungsoperator. Die Idee ist wie folgt: Wenn G (-, y) fiir
jedes y € I die Losung von (P1-Dyom-y) bezeichnet, so ist die Losung u von (P1-Dyo )
fiir allgemeines f durch

u(z) = / )Gz, y) dy,

gegeben. Formal (d.h. mit symbolischen Rechnungen) ist dies leicht einzusehen. Es ist
allerdings nicht ganz trivial, diese Formel rigoros zu begriinden. Im weiteren Verlauf
dieser Vorlesung werden Green-Funktionen keine weitere Rolle spielen, aber wir wollen
erwihnen, dass diese eine sehr prominente Rolle in der klassischen Theorie partieller
Differentialgleichungen spielen.

2.2.4 Maximum- und Vergleichsprinzipien

In diesem Abschnitt leiten wir zwei wichtige Prinzipien aus der Theorie linearer Diffe-
rentialgleichungen zweiter Ordnung her. Wir beginnen unsere Betrachtungen mit einem
Resultat fiir klassiche Losungen. In diesem Abschnitt ist I = (a, b) wieder ein endliches
Interval.

Satz 28. Seien f € C(T) und u € C (7) zwei Funktionen mit —u” +u = f. Dann gilt

min{u(a),u(b),mi}l f)} < u(r) < max{u(a), u(b),rnaIX f)} vV zel

ye ye

Beweis. Da u stetig und beschrénkt ist, gibt es einen Maximierer z € I, so dass u(z) <
u(zy) fiir alle z € I gilt. In den Féllen z1 = a oder x; = b folgt die obere Abschétzung
sofort. Fiir a < z; < b gilt v/(z1) = 0 und u”(z;) < 0, und die Differentialgleichung
liefert

u(ry) = f(21) +u" (1) < fz1) < max f(y).

yel

Die unter Abschétzung kann analog bewiesen werden. O
Wir wollen nun zeigen, dass dieses sogenannte Mazimum-Prinzip auch fiir schwache

Losungen gilt. Dazu beginnen wir mit dem folgenden Resultat, das mit Hilfe der Menge
der nichtnegativen Funktionen auf I, das ist

Ko, ) = {u : I — 0, oo)}
formuliert ist. Beachte, dass Ky, o) ein positiver und konvexer Kegel ist.
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Satz 29. Seien f € H(I) und v € H'(u) 2wei Funktionen mit

/u’v’ dz + /uv de < /fv dr Vv e K, NHHI) (2.9)
I I I
Dann gilt
u(z) < max{u(a),u(b),sup f(y)} vV xel. (2.10)
yel

Ist die Abschitzung aus (2.9) sogar fiir alle v € Ko, ooy "H(I) erfiillt, so gilt

u(z) < sup f(y) vV xel. (2.11)

yel

Beweis. Wir kénnen sup,¢; f(y) < oo annehmen, da andernfalls nichts zu zeigen ist.
Sei nun D = max{u(a), u(b),sup,c; f(y)} und G € C'(R) eine Funktion mit G(t) = 0
fiir t <0 und G'(¢) > 0 fiir ¢ > 0. Dann gilt v = G(u — D) in Kjg o) N H(I) wegen
V' = G'(u— D)u’ und v(a) = v(b) = 0, und die Voraussetzung liefert

/(u’)QG'(u — D)dz + /(u — D)G(u— D)dz < /(f — D)G(u — D)da.
I I I

Nach Konstruktion gilt G(u — D) >0, f — D < 0 und G'(u — D) dz > 0, und deshalb
finden wir

/(u— D)G(u — D)dz <0.

I

Die Monotonie von G impliziert aber, dass (v — D)G(u — D) > 0, und deshalb impli-
zieren die Eigenschaften des Lebesgue-Integrals (u — D)G(u — D) = 0. Das heifit, wir
haben u(z) < D fiir fast alle x € I. Da u aber stetig ist, gilt dies sogar fiir alle x € I.
Damit ist die erste Behauptung bewiesen. Fiir die zweite Behauptung bemerken wir,
dass D = sup,¢; f(y) immer noch v = G(u — D) € Kjg,o0) N H'(I) impliziert, und wir
konnen analog zu oben argumentieren. O]

Wir bemerken, dass durch die Betrachtung von —u und —f statt v und f ein
analoges Resultat mit “>" statt “<” in (2.9) sowie “min ” statt “max ” und “inf” statt
“sup” in (2.10),(2.11) hergeleitet werden kann. Durch Kombination beider Resulate
konnen leicht die folgenden Maximum-Prinzipien bewiesen werden.

Satz 30. Sei f € H(I) und u € HY(I) die Lisung des homogenen Dirichlet-Problems
(P1-Drom) oder des homogenen Neumann-Problems (P1-Niun) mit n, = ny = 0. Dann
gilt

inf f <wu <supf.
Insbesondere haben die Losungsoperatoren die folgenden Figenschaften:
1. f>0 (bzw. f <0) impliziert u >0 bzw. (u<0),

2. Es gilt ||ul]|loo < ||flloos d-h. der Raum L=(I) wird linear und nicht-expansiv in
sich abgebildet.
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Satz 31. Sei uw € HY(I) die Lisung des inhomogenen Dirichlet-Problems (P1-Diyy).
Dann gilt

min{d,, dy, inf f} < wu < max{d,, dy,sup f}.
Insbesondere hat der Losungsoperator von (P1-Diny) die folgenden Eigenschaften:
1. f>0 undd,,d, > 0 impliziert u > 0.
2. f<0wundd,,d, <0 impliziert u < 0.

3. f = 0 impliziert, dass u sein Minimum und sein Mazximum auf dem Rand 01
annimmdt.

Wir bemerken abschliefend, dass fiir lineare Differentialgleichungen Maximum-
Prinzipien auch Vergleichs-Prinzipien implizieren. Zum Beispiel: Seien u bzw. 4 die
schwachen Losungen des homogenen Dirichlet-Problems oder Neumann-Problems mit
Daten f bzw. f. Dann gilt @ < u sofern f < f, da dann die Differenz @ — u den
Voraussetzungen von Satz 30 geniigt.

Uber Ober-und Unterlésungen Vergleichs-Prinzien fithren in natiirlicher Weise
zu den Konzepten von Ober- und Unterlosungen. Wir wollen dies am Beispiel von
inhomogenen Dirchlet-Bedingungen erldautern.

Eine Funktion u € HY(I) heifit Unterlisung zu (P1-Diyn), falls

1. u(a) < d, und u(b) < dy,
2. —u” 4+ u < f im schwachen Sinne, dass heifit es gilt (2.9).

Eine Oberlésung wird nun ganz analog mit “>" statt “<” eingefiihrt.

Um die Beziehung zwischen Losungen auf der einen Seite sowie Ober- und Un-
terlosungen auf der anderen Seite zu verstehen, wollen wir annehmen, das u die Losung,
u eine Unterlosung, und w ein Oberldsung ist. Fiir die Funktionen v —u und u —u gilt
dann

1. (u—u)|or bzw. (u—1)|sr <0,

2. L(u—wu) <0 bzw. L(u —u) <0, wobei L der Differentialoperator ist, d.h. Lu =
—u” + u.

Aus Satz 29 folgt nun v — u < 0 und v — u < 0. Insbesondere gilt
u<u<u,

dass heifit u bzw. w liegen unterhalb bzw. oberhalb der Loésung. Insbesondere folgen
hieraus die Behauptungen von Satz 31, da man leicht einsieht, dass die konstanten
Funktionen min{d,, dy, inf f} bzw. max{d,, dy,sup f} Unter- bzw. Oberlésung sind.

Unter- und Oberlésungen kénnen auch benutzt werden, um Losungen zu konstru-
ieren. Dies ist die sogenannte Perron-Methode und beruht darauf, dass

sup {g(x) ©u ist Unterlésung} = u(z) = inf {ﬂ(m) : W ist Oberlésung}
fiir die Losung u gilt.
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2.3 Variationsprobleme

Viele Differentialgleichungen beschreiben, dass die schwache Lsoung u kritischer Punkt
eines Funktionals F' ist, wobei F' oftmals die Fnergie oder Entropie eines physika-
lischen Systems beschreibt. Dies Beobachtung kann dann benutzt werden, um diese
Differentialgleichungen und ihre Losungen wvariationell zu charakterisieren.

In diesem Abschnitt (X, ||-||) ist stets eine Banach-Raum. Da wir vor allem an
Funktionenrdumen interessiert sind, schreiben wir meist v € X (und nicht z € X).

2.3.1 Einfiihrung in die Variationsrechnung

Definition 32. FEin (nichtlineares) Funktional F : X — R heifft Gateaux-
differenzierbar, falls es es einen (i.A. nichtlinearen) Operator A : X — X* gibt, so
dass

F(u+hv) — F(u)
) 4w, e

lim
h—0

fur alle u,v in X gilt. In diesem Fall heifit A die Gateauz-Ableitung von F und wir
schreiben A = OF oder A = DF.

Bemerkung.

1. Gateauz-Differenzierbarkeit impliziert fir alle u,v die Ewxistenz der Richtungs-
ableitung (im Punkte w in Richtung v), aber fordert zuSatzlich, dass diese linear
und stetig von v abhdngt.

2. Es gibt auch den stirkeren Begriff der Fréchet-Differenzierbarkeit. Dieser impli-
ziert die Gateaux-Differenzierbarkeit aber fordert via

Fluth) = Fu) = (A(u), h)x- x|

1h][—0 o]l

mehr Regularitat fir die Ableitung.
Beispiel.

1. Sei F : RY — R stetig differenzierbar. Dann ist F auch Gateaux-differenzierbar
mit

OF (z) = (01 F(x), ..., 04F (x)).
2. Jedes quadratische Funktional der Bauart
F(u) = (Au, u)x. x + (b, W) x. x +¢, A€ Lin(X,X7), be X", ceR
besitzt die Gateaux-Ableitung OF (u) = Au+b

3. Seien X = LP(Q) mit 1 < p < oo und ¢ € CH(R) mit [¢/(y)| < C |y[”’". Dann ist
das nichtlineare Funktional

Flu) = [ v
I
Gateaus-differenzierbar (siehe Ubungsaufgabe) mit Ableitung
OF (u) = o' (u).
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4. Sei X = LP(I) mit1 < p < oo und F(u) = ||ull,. Dann gilt (sieche Ubungsaufgabe)
OF (u) = |ul’~" sgnu.

Beachte jedoch, dass ||-||1 : L*(I) nicht Gateauz-differenzierbar ist, obwohl alle
Richtungsableitungen existieren.

5. Sei U wie oben. Dann ist
Flu) = [ () da.
I

Gateau-differenzierbar auf X = WYP(I), wobei die Ableitung durch

(OF (u), v)xe x = /Id/(u’)v’ dz,

gegeben ist.

Definition 33. Sei F': X — R Gateaux-differenzierbar. Dann heifst uw € X kritischer
Punkt von F, falls OF(U) = 0 gilt.

Die Grundidee des variationellen Zugangs zu Differentialgleichungen ist, dass sich
viele Differentialgleichungen (in ihrer schwachen Formulierung) als Operatorgleichung
OF(u) = 0 fiir eine differenzierbares Funktional F' schreiben lassen. Kann man also
die Existenz eines kritischen Punktes nachweisen (was oftmals relativ einfach gelingt),
so hat man die Existenz einer Lésung nachgewiesen. Fiir viele nichtlineare Probleme
beruhen die bekannten Existenzresultate auf variationellen Methoden.

Satz 34. Jeder Minimierer oder Maximierer eine Gateauz-differenzierbaren Funktio-
nals ist kritischer Punkt.

Beweis. Sei u € X Minimierer von F. Dann gilt Abschitzung

F(u = hv) — F(u)

>0

h — Y
iir alle v € X und h € R. Der Limes € — 0 liefert nun (9F (u), £v) x. x > 0 und damit
(OF (u), v) x. x = 0. Der Beweis fiir Maximierer ist analog. O

Definition 35. F': X — R U {oc} heifft koerzitiv, wenn fiir jedes M < oo die Menge
Niar = {x eX : Fz) < M}

beschrankt in X 1ist.

Beispiel. Auf H'(I) mit a < p < oo betrachten wir die Funktionale

Fl(u):/j(u')2+u2d:1:, Fg(u):/l(u')de+ </udx)2, Fg(u):/I(u’)de,

Dann sind Fy und Fy, aber nicht Fy koerzitiv auf H'(I). Fy ist aber auf Grund der
Poincaré-Ungleichung koerzitiv auf Hy(T).
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Der Fall konvexer Funktionale Die obigen Aussagen konnen wesentlich verein-
facht und verschéerft werden, falls das Funktional F' konvex ist. Wir erinnern daran,
dass ein Funktional F': X — R konvex ist, falls

FQu+ (1 =MNv) < AF(u)+ (1= \)F(v)
bzw.
FAu+ (1 —=XMNv) < AF(u) + (1 = X\)F(v).

fiir alle u,v € X und 0 < A < 1 gilt. Wir sagen aulerdem, dass F' strikt konvex ist,
falls die strikte Ungleichung fiir u # v gilt.

Wir leiten nun aus dieser Bemerkung die sogenannte Konwvexititsungleichung ab.
Satz 36. Sei F': X — R Gateauz-differenzierbar und konvex. Dann gilt
F(v) = F(u) > (OF (u), v — u) x. x-
fiir alle u,v € X. Ist F' sogar strikt convex, so gilt die strikte Ungeichung fir u # v.
Beweis. Aufgrund der Konvexitét gilt
AF(0) 4+ (1=NF(u) > FAv+ (1 = XNu) = F(u+ AMv —u)),

und damit
Flu+ Mo —u) - Flu)
3 :
Die erste Behauptung folgt nun mit A — 0. Fiir strikt konvexe Funktional erhalten wir
Flu+Av —u)) — F(u)
h )
und auf Grund der bereits bewiesenen Ungleichung gilt

Flu+Mv—u)) = F(u) > (0F(u), N(v —u))x. x-

F(v) - F(u) >

F(v) — F(u) >

Folgerung 37. Jeder kritische Punkt eines konveren Funktional ist Minimierer.
Folgerung 38. Strikt konvexe Funktionale haben hidchstens einen Minimierer.

Bemerkung. Die Gateauz-Ableitung eines konvexen Funktionals ist ein monotoner
Operator, d.h. es gilt

(OF (v) = OF (u), v —u) x. x >0 Vo owu,v € X,
mit strikter Ungleichung fiir uw # v falls F' strikt konvez ist. Dies folgt, da
(OF (v), v — )y > F(v) = F(u) > (0F(u), v — u) .

nach Konvexititsungleichung gilt. Im Falle striker Konvexitit kann wieder “>7 durch
“>7 ersetzt werden (firu #v).

Wir bemerken abschliefend, das der Fall konkaver Funktionale auf den Fall konvexer
Funktionale zuriickgefithrt werden kann, da F’ genau dann konkav ist, wenn —F' konvex
ist.
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2.3.2 Die Direkte Methode der Variationsrechnung

Die Grundidee der sogenannten Direkten Methode ist, dass Minimierer von F als
Grenzwerte von geeigneten minimierenden Folgen (uy), .y mit inf F' = lim, o F'(un)
zu konstruieren. Die Standardmethode um die Konvergenz zu etablieren ist dabei, die
Kompaktheit von allgemeinen minimierenden Folgen auszunutzen.

Satz 39. Seien X reflexiv und F' : X — R Gateauz-differenzierbar, koerzitiv und
schwach wunterhalbstetig. Dann besitzt jede minimierende Folge eine Teilfolge, die
schwach gegen einen Minimierer konvergiert. Insbesondere gibt es mindestens einen
Minimierer w von F, der die Operatorgleichung OF (u) = 0 lof3t.

Beweis. Aufgrund der Koerzitivitdt ist jede minimierende Folge beschrinkt und damit

schwach kompakt (siche Kap 1, Satz 23). Wir wihlen nun eine Teilfolge (unj)jeN SO
dass u,; — u schwach fiir ein u € X. Die Unterhalbstetigkeit impliziert nun

infu < F(u) < liminf F (u,,) = inf f,

Jj—00
d.h. F(u) = inf F = min F". O
Bemerkung.

1. Ist der Minimierer u in Satz 39 eindeutig, konvergiert jede minimierende Folge
(tn)pen SChwach gegen wu.

2. Da F(u) = lim, . F(u,) gilt, kann oft sogar die starke Konvergenz u, — u
gezeigt werden.

Folgerung 40. Seien X reflexiv und F' : X — R strikt konvex, Gateaux-differenzierbar
und koerzitiv. Dann gibt es genau einen Minimierer von F, der auch die eindeutige
Losung der Operatorgleichung OF (u) = 0 ist.

Beweis. Fiir konvexe Funktionen impliziert die starke Stetigkeit schon die schwache
Unterhalbstetigkeit (siehe Kap. 1, Satz 26). O

Lineare Randwertprobleme Wir wollen nun zeigen, dass die linearen Randwert-
probleme aus dem Abschnitt 2.1 sich auch variationell betrachten lassen. Dazu betrach-
ten wir fiir gegebenes f € H(I) zunichst das Funktional

F(u) = %/l((u’)2 +u?)dz — /Ifudx

auf dem Raum H!(7). Dann kann leicht gezeigt werden, dass F' Gateaux-differenzierbar
und koerzitiv ist (letzteres folgt aus F(u) > ||lul[? 5 — || fll2|lul[1,2). F ist auBerdem strikt
konvex, denn es gilt

3F () = 5F () = F(gu+ 3v) > g(llu' =[5+ [lu —vll3).

Nach Folgerung 40 gibt es nun einen eindeutigen Minimierer u, der die Operatorglei-
chung OF (u) = 0 erfiillt. Damit gilt

/u'v'dx+/uvdx:0 v wveH\(]),
I I
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d.h. u ist die schwache Losung der Gleichung —u” 4+ u = f mit homogenen Neumann-
Randbedingungen (der inhomogene Fall entspricht einem modifizierten Funktional
F(u) = F(u) — nyu(b) 4+ nqu(a).

Wir kénnen F' auf aber auch auf dem affinen Unterraum

H}ja,db = {u e HY(I) : u(a) = d,, u(b) = db}

betrachten. Analog zu oben kann nun gezeigt werden, dass F eingeschriankt auf die-
sen Raum wieder einen eindeutigen Minimierer besitzt, und dass dieser das homogene
Dirichlet-Problem (P1-Dyop) 168t.

Nichtlineare Randwertprobleme Wir wollen nun an einem Beispiel illustrieren,
dass variationelle Methoden auch zur Losung nichtlinearer Randwertprobleme enge-
setzt werden konnen.

Satz 41. Sei ), ¢ € CH(R) zwei strikt konveze Funktionen mit 1(0) = ¢(0) = 0 sowie

mlyl < [ ()], |¢'(y)] < M y] (2.12)

fiir alle y € R und 2wei Konstanten m, M > 0. Sei auferdem F : HY(I) — R definiert
durch

F(u) = /I <w(u’) + ¢(u) — fu) dz — nyu(b) + neu(a),

wobei f € HY(I) und ny,ny € R gegeben sind. Dann besitzt F einen eindeutigen Mini-
maerer, und dieser ist schwache Lisung des inhomogenen Neumann-Problems

(W' W) +¢'w) = f,
V' (u(a)) =ne, (WD) = ny.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt

SV S Uly), 6ly) <

und damit ist ' wohldefiniert auf H!(T). Inbesondere gilt

F(u) = cllullf , = Cllull:.2

(2.13)

M2
7y7

und deshalb ist F' auch koerzitiv. Aufgrund der strikten Konvexitéit der von ¢ und ¢
kann leicht gezeigt werden, dass F' strikt konvex ist. Die Konvexitdat von F' impliziert
nun die schwache Unterhalbstetigkeit von F' (siehe Kapitel 1, Satz 26). Desweiteren ist
F Gateaux-differenzierbar mit

(OF (u), U>H1(I)*7H1(1) — / <¢’(u’)v’ + ¢’ (u)v — f) dz — n(b)v(b) + nyv(a). (2.14)

Damit haben wir die Voraussetzungen von Folgerung 40 nachgewiesen, d.h. die Direkte
Methode liefert die Existenz eines eindeutigen Minimierers, der auch die Operator-
gleichung OF (u) = 0 erfiillt. Sei nun u dieser Minimierer. Mit (2.14) fiir v € C°(I)
schliessen wir, dass die Funktion w = ¢/(v’) die schwache Ableitung w’ = ¢'(u) — f
besitzt. Da die Funktionen ¢’ und ¢’ nach Voraussetzung strikt monoton und linear
wachsend sind, gilt w, ¢'(u) € L?, und damit w € H(I). Insbesondere kénnen wir in
(2.14) partiell integrieren, und dies liefert (unter Ausnutzung der Differentialgleichung)

(w(b) - nb>v(b) - (w(a) - na>v(a) =0 v v e HY(D),

und damit w(b) = n, und w(a) = n,. O
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Bemerkung. 1. Das Randwertproblem (2.13) hat auch unter schwdcheren Voraus-
setzungen eine Losung. So kann muss zum Beispiel ¢ im Allgemeinen nicht kon-
vex sein, aber dann ist nicht ohne Weiteres klar, dass die Lésung eindeutig ist.

2. Die Abschiitzung (2.12) kann fiir 1, ¢ € C*(I) wie folgt verschirft werden
Y'(0) = ¢/'(0) =0, m <Y"(y), ¢"(y) <M vV yeR

Dann gilt

m(y: —y)* < (@//(yz) - %D’(yl)) (y2 — 1) < M(y2 — 1)

und analog

miyz = 1) < (¢/(2) = ¢ 00) ) (02 = 90) < Ml — )"
Dies impliziert
(0P ()~ 0F (@), u—a) = mlju—al},
— C’<||f — FIl+ 1m0 — fa| + |mp — ﬁb|) |u—all12,
(2.15)

wobei

F(u) = / (w(u/) + o(u) — fu) dz — npu(b) + ngu(a),

1

das Funktional mit anderen Daten ist. Gilt nun OF(u) = 0 = OF (1), so ver-
schwindet die linke Seite in (2.15) und wir erhalten eine Abschitzung fir |u — a|.

Insbesondere folgt, dass der (nichtlineare) Losungoperator zum Randwertproblem
(2.13) Lipschitzstetig ist mit

lu = allz + [1¢' (') = ' (@)lhz < COIf = Fll + Ina = ftal + [y — 7] ).

Ein weiteres Beispiel soll verdeutlichen, dass die Direkte Methode auf auch nicht
konvexe Funktionale angewendet werden kann. Allerdings ist die Unterhalbstetigkeit
(in 1D) nur dann gegeben, wenn das Funktional konvex bzgl. der hochsten Ableitung
ist. Dies wird in den Ubungsaufgaben ausfiihrlicher untersucht.

Satz 42. Das Funktional F : H\(I) — R sei definiert durch

F(u) = %/I(u’)zdx+w(/ludx),

wobei ¢ € CHR) mit (y) > —m|y|? fiir alle y € R und geeignete Konstanten m > 0,
0 < p < 2 gelte. Dann besitzt F' (mindestens) einen Minimierer, und jeder Minimierer
ist schwache Losung des (nichtlokalen) Dirichlet-Problems

o= fuar), (216

u(a) = u(b) = 0.
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Beweis. F Gateaux-differenzierbar mit

(OF (), V)1 =y = /u’v’dx—l—w'(/udm)/vdx, (2.17)
I i

und auch koerzitiv, denn nach Poincaré-Ungleichung und Voraussetzung gilt

llull1,2—00

F(u) > cllullfy — Cllullf, (2.18)

AuBerdem ist F' schwach unterhalb stetig, da das Funktional u — | ;udx schwach
stetig ist. Die Direkte Methode liefert nun die Existenz eines Minimierers (siche Satz
39), und mit Hilfe von (2.17) es ist leicht zu zeigen, dass jeder Minimierer Losung von
(2.16) ist. [

Bemerkung. Die Lisung dieses Randwertproblems kann fast explizit angegeben wer-
den. Aus der Differentialgleichung und den Randbedingungen schlieffen wir (mit I =
(a, b)), dass u(x) = p(x — a)(x —b) fir ein p € R gelten muss. Damit reicht es, den
Minimierer der skalaren Funktion

f(p) = dp + ¢ (dp)

zu bestimmen, wobei die Konstante d durch

d:/ab(x—a)(x—b)dxz%/ab(Zx—a—b)de:%(b—a)?’

gegeben ist. Beachte, dass diese Funktion wegen lim,_, 1~ f(u) = oo ein globales Mini-
mum besitzt, wobei fiir

(dp) = =2p, " (dp) > =2/d°

fiir jeden Minimierer gilt. Insbesondere sieht man leicht, dass es fiir monoton wachsen-
de ' (konvezer Fall) genau einen Minimierer gibt, wohingegen es immer genau zwei
Minimierer fiir ¢(y) = —m|y|” gibt.

2.3.3 Eigenwertprobleme fiir lineare Differentialgleichungen

In diesem Abschnitt untersuchen wir das Figenwertproblem fiir lineare Differential-
operatoren. Statt eine formale Definition fiir allgemeine Differentialoperatoren und
Randwerte anzugeben (die natiirlich verfiigbar ist), wollen wie die Grundbegriffe an
Sturm-Liouville-Problem illustrieren. Dazu seien p, ¢ zwei gegebene Funktionen wie in
den Randwertproblemen P,-Dyon, und Po-Nyom, d.h. wir untersuchen den Differential-
operator Au = —(pu') + qu.

Wir sagen, A € R ist Eigenwert zum Sturm-Liouville-Operator A mit homogenen
Dirichlet-Randbedingungen auf dem endlichen Interval I = (a, b), falls es eine Funktion
e € HY(I) mit e # 0 gibt, so dass

—(pe') +qe=Xe auf I,

e(a) = e(b) = 0 (P2-D.)

im Sinne schwacher Losungen gilt. Eine solche Funktion e wird auch Figenfunktion
zum Eigenwert A genannt. Beachte, dass eine Losung des Eigenwertproblems darin be-

steht, mogliche Eigenwerte A und (alle) entsprechenden Eigenfunktionen e anzugeben.
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Insbesondere wird es im Allgemeinen nur fiir bestimmte Werte von A moglich sein,
Eigenfunktionen e # 0 zu finden.

Eigenwertprobleme fiir Differentialoperatoren spielen eine fundamentale Rolle in der
reinen und angewandten Mathematik sowie der Physik, insbesondere der Quantenme-
chanik. Es ist dabei wichtig zu betonen, dass die Eigenwerte und/oder Eigenfunktionen
im Allgemeinen vom Differentialoperator, dem Gebiet und den Randwerten abhéngen.
Insbesondere kann man auch das Neumann-Eigenwertproblem

—(pe) +qe=Xe auf I,

¢'(a) = €'(b) =0, (P2-Ne)

studieren. Beachte, dass bei Eigenwertproblemen iiblicherweise immer homogene Rand-
daten gefordert werden. Dies stellt sicher, dass die Menge aller Eigenfunktionen zu
einem gegebenen Eigenwert A einen linearen (und keine affinen) Raum bilden.

Beispiel. Wir betrachten den Differentialoperator Lu = —u”:

1. Auf dem Intervall I = [0, w| mit Dirichlet-Randwerten gibt es abzihlbar viele
Figenwerte mit jeweils eindimensionalen Figenraum, die durch

A =n?, e, € span{sin (nz)}, n € N\ {0}
gegeben sind.
2. Mit Neumann-Randwerten auf I = [0, 7| gilt

A\, =n? e, € span{cos (nr)}, n € N.

3. Mit Neumann-Randwerten auf I = [0, 1] gilt

A =70, e, € span{cos (mnz)}, n € N.

4. Auf I = R hat A keine keine Eigenwerte bzw. Eigenfunktionen aus H'(I). Es gilt
aber

—e" = )Xe
fiir
A =k? e span{sin (kz), cos (kz)}, keR.

Der Unterschied zwischen endlichen und unendlichen Intervallen st ziemlich
bedeutsam, sowohl aus mathematischer als auch aus physikalischer Sicht. Fin
vollstandiges Verstindnis kann aber erst im Rahmen der Spektraltheorie allge-
meiner linearer Operatoren gewonnen werden, die allerdings jenseits der Grenzen
dieser Vorlesung liegt.

Im folgenden beschreiben wir einen variationellen Zugang zum Eigenwertproblem.
Es gibt aber auch einen nicht-variationellen Zugang, der auf rein funktionalanalyti-
schen Methoden beruht. Beide Zugénge haben ihre Vor-und Nachteile. Zum Beispiel
kann der variationelle Zugang auch auf nichtlineare Eigenwert-Probleme angewendet
werden, ist aber im linearen Fall auf symmetrische Operatoren beschrénkt, die ent-
weder kompakt sind oder kompakte Inverse haben. In unserem Fall ist das ausrei-
chend, da die Randwertprobleme, die wir betrachten, symmetrische und kompakte
Losungsoperatoren HY(I) — HY(I) haben.
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Eigenwertprobleme fiir Matrizen Als Vorbereitung wollen wir das Eigenwertpro-
blem fiir Matrizen studieren. Sei dazu A € Mat(d x d) eine quadratische (und reell-
wertige) Matrix. Dann heifit A € R ein (reller) Figenwert von A mit Eigenvektor e € R,
falls

Ae = Je.

Der Hauptsatz der Eigenwerttheorie symmetrischer Matrizen wird in der linearen

Algebra bewiesen und kann wie folgt zusammengefafit werden. Symmetrie meint dabei
wie iiblich AT = A.

Satz 43. Fir jede symmetrische Matriz A € Mat(d x d) gibt es d relle Eigenwerte
A< A<l < N

sowie ein entsprechendes System von orthonormalen Figenvektoren eq, es, ..., eq, d.h.
es gilt

Aen = )\nena <€n7 6k> = 61?

fiir all k,n = 1..d. Hierbei sind (-, -) das kartesische Skalarprodukt und 6% das
Kronecker-Delta (d.h. es gilt 6% =1 fiir n = k aber 6* =0 firn # k).

Um die variationelle Struktur zu verstehen, wollen wir die quadratischen Funktio-
nale

F(z) = 3(Az, z), G(z) = 3{z, z) = ||=|?
betrachten, die sicherlich
A=0F, B=0G

im Sinne der Gateaux-Ableitung erfiillen, wobei B = id gilt. Die Eigenwertgleichung
Ae = Xe kann nun als

OF (e,) = \0G(ey,)
geschrieben werden.

Lemma 44. 1. Fiir den kleinsten Eigenwert \y g¢ilt

Alzmin{% : :1:7&0}

wobetr ey ein maglicher Minimierer ist.

2. Fir den n-ten Eigenwert mit n = 2...d gilt ganz allgemein

o F(=) . e _
)\n—mln{@ cx# 0 mit (x, e) =0 fir allek—l...n—l},

wobei ey, ein maglicher Minimierer ist.
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Beweis. Jedes x € R kann bzgl. der Eigenbasis zerlegt werden, d.h. wir haben

d
x = anek, xp = (x, eg).
k=1

Es gilt nun

d d
F(z) = Z Aoy > A\ Zazi = MG(2),
k=1 k=1

und damit folgen die Behauptungen tiber A\; und e;. Wenn wir zusétzlich z; = (z, e;) =
0 fordern, so gilt F'(x) > A2G(x) und wir erhalten die Aussagen iiber Ay und ey. Die
verbleibenden Aussagen kénnen analog bewiesen werden. O]

Es gibt weitere variationelle Bescheibungen des Eigenwertproblems der Matrix A.

1. Wir koénnen auch F' mit vorgeschriebenem G minimieren:
An = min {F(x) : x € R mit G(z) =1 und (z, e;) = 0 fiir alle k = 0..n — 1},

wobei ey = 0 vereinbart sei (damit die Orthogonalitdtsbedingung wohldefiniert

ist). Der Minimierer ist dann v/2e,,, da G(u) = 3||u| gilt.

2. Es gilt das Minimaz-Prinzip

An = min maX{F(zE) : x €Y mit G(x)zl},

Y,dim Y =n
wobei Y einen linearen Unterraum von R? bezeichnet.

Jede dieser unterschiedlichen Beschreibungen hat ihre Vor- und Nachteile. In dieser
Vorlesung werden wir aber nur die Formulierung von Satz 43 verwenden.

Eigenwertprobleme fiir Sturm-Liouville Operatoren Wir beschreiben nun den

variationellen Zugang zu Eigenwertproblemen am Beispiel von (P,-D,). Alle Argumente

kénnen aber leicht fiir (P2-D,) oder auch andere Eigenwertprobleme angepasst werden.
Analog zum Abschnitt {iber Matrixen betrachten wir nun die Funktionale

Fu) = %/p(U’)2 +qutde,  G(u) = %/UQ da,
I I
wobei wir annehmen wollen, dass ¢ € L*°(/) und
0<c<pr)<C <o,

fiir geeignete Konstanten ¢, C' und alle x € I gilt. AuBerdem betrachten wir die Ope-
ratoren A, B : H (1) — H™'(I) mit

(Au, v) = /pu'v' +quvdz, (Bu,v)= /uv dz,
I I

wobei (hier und im ganzen Unterabschitt) (-, -) die Dualpaarung von H™!(I) und
HJ(I) bezeichnet. Beachte, dass B die Identitit im Sinne der natiirlichen Einbettungen
Ho(1) < HO(I) — HY(I) ist.
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Nach Konstruktion gilt nun wieder A = 0F, B = 0G. Aulerdem gilt
(Au, v) = (Av, u), (Bu, v) = (Bv, u) vV oou,v € Hy(D),

und dies ist das Analogon zur Symmetrie-Bedingung in der Spektraltheorie fiir Matri-
zen. Das Eigenwertproblem (P,-D,) kann nun als

F(e)

Ae = A\Be, A= Glo)

(2.19)

geschrieben werden. In der Tat, Ae = ABe kodiert sowohl die schwache Formulierung
der Differentialgleichung als auch die Randbedingungen, und die zweite Identitét folgt
aus der ersten via 2F'(e) = (Ae, e) = A\(Be, €) = 2AG(e).

Satz 45. Es emistiert eine monoton wachsende Folge (\,),cy € R und eine Folge
(en)pen C H3(D), so dass fir jedes n € N die folgenden Aussagen erfillt sind:

1. Es gilt (2.19) mit A =\, und e = e,,.
2. Wir haben

o F(u) ! . o _
An _mln{@ : 0#u € Hy(I) mit (Bu, eg) =0 fir alle k =0...n — 1},

wobet wieder eg = 0 vereinbart sei.

3. Es gilt (Bey, er) = 07 und (Ae,, er) = Ao} fir alle k = 0...n, und damit auch
An = 2F(ey,).

Beweis. Wir beweisen die Behauptungen durch Induktion iiber n, wobei die Argumente
fiir Induktionsanfang und Induktionsschritt im wesentlichen gleich sind. Wir fixieren
nun ein n = 1...d und nehmen nun, dass die Behauptungen fiir alle 1 < n < n bereits
bewiesen worden sind (wobei wir nichts fiir n = 1 annehmen).

Schritt 1 (Ezistenz eines Minimierers e, ): Sei Y, der Unterraum

Y, = {u € HY(I) : (Bu, e;) fiir alle k = 0...n — 1},

und (u;);.y C Y, eine minimierende Folge fiir F//G aus dem punktierten Unterraum
Y, \{0}. Aufgrund der Homogenitit — d.h. wegen F(su) = s>F(u) und G(su) = s*G(u)
— kénnen wir G(u;) = % annehmen. Dann gilt nach Poincaré-Ungleichung

C > F(u;) = clluli, = Cllall.

Insbesondere ist die Folge (uj)jeZ beschrankt, und damit schwach kompakt, d.h. es
gibt eine Teilfolge (u;, ),y die schwach in Hj(I) gegen einen Grenzwert e, € Hy(/)
konvergiert, and weil Y,, nach Konstruktion schwach abgeschlossen ist, gilt e, € Y.
Da F' schwach unterhalbstetig ist, und G sogar schwach stetig ist (siehe Satz 13), gilt
Fl(e,) < liminfy_ o F(uj,) und G(e,) = limy_,oo G(uj,) = 3, und dies stellt sicher, dass
e, Minimierer von F//G auf Y,, \ {0} ist.

Schritt 2 (Euler-Langange-Gleichung auf Y, ): Sei nun v € Y,, beliebig und h > 0
hinreichend klein, so dass e, + hv # 0. Dann gilt

0< hl(F(en + hv) F(en)) _ 2Mden, v)  Flen) 2Ben v) |

Gle, +hv)  Glen) Gle,)  Glen) Glen)
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Der Limes h — 0 liefert
0 < (Ae,, v) — A\, (Bey, v),
und da v € Y, beliebig war, schlieBen wir, dass e, die folgende Identitét erfiillt

F(en)

(Aen, v) = N (Bey,, v) firalle veY,, wobei \,= Glen)

(2.20)

Fiir n = 1 folgen nun schon alle Behauptungen, denn es gilt ¥; = H}(I) und deshalb
implizert (2.20) schon Ae; = A\ Be;. Fiir n # 1 miissen wir aber noch zeigen, dass
(Ae,,, v) = A\ (Be,, v) sogar fiir alle v € H}(I) gilt.

Schritt 8 (Nachweis der Eigenwert-Gleichung): Fiir jedes v € H(I) haben wir

—_

n—

vi=v— (Buv, ej)e; €Yy,

<.
Il
o

denn fiir alle £ = 0...n — 1 gilt nach Induktionsvoraussetzung

|
—
3
—_

(B0, er) = (Bv, eg) — (Buv, e;)(Be;, e) = (Bv, ex) — (Bwv, ej)éf = 0.
0

Il
o
B
Il

J
Nach Konstruktion gilt e,, € Y,, und damit

n—1

(Be,, v) = (Be,, 0) + Z (Bu, e;)(Be,, €;) = (Bey, ).

=0
Fir j = 0..n — 1 gilt auBerdem
(Ae,, e;) = (Aej, e,) = A\j(Bej, e,) = \j(Bey, €j) =0,

und damit

i
L

(Aen, v) = (Aep, V) — (Bu, e;)(Aen, €;)(Ae,, 1) = (Ae,, ).

<.
Il
o

Insgesamt, und unter Verwendung von (2.20), haben wir damit gezeigt, dass

(Ae,, v) = (Aey, U) = N\ (Bey,, 0) = (Be,, v).
Da v € H}(I) beliebig war, folgt schliellich Ae,, = A, Be,,. O
Bemerkung.

1. Aus der Liosungstheorie fir das Randwertproblem (P1-Dyom) folgt pe;, € H'(I) fiir
alle n € N. Inbesondere gilt e, € H*(I) sofern p € C*(I).

2. Nach Konstruktion ist e, € HYI) die Lisung des homogenen Dirchlet-
Problems (P1-Dyom) mit rechter Seite \pe,. Damit ist e, auch Eigenfunktion des
Losungsoperators, aber der Eigenwert ist nun 1/X,. Mit anderen Worten, es gilt
Le, = e,/ A\, wobei wir den Lésungsoperator L : H® — HO betrachten. Beachte,
dass dieser Operator kompakt ist, da die Einbettung H*(I) < HO(I) kompakt ist.

Michael Herrmann: Funktionalanalysis und PDE [D)eysa | Version vom 12.11.2019



54 2. Elliptische Probleme in 1D

3. Man kann zeigen, dass alle N, wverschieden sind, und dass der Limes
lim,, oo )\n/n2 existiert. Dariiberhinaus kann gezeigt werden, dass die n-te Fi-
genfunktion genau n — 1 Nullstellen im Inneren von I hat.

4. Das System der Figenfunktionen spannt den ganzen Raum auf, das heifit fir jedes
u € H(I) konvergiert die Reihe

U= Zunen mit u, = (Bu, e,)
n=1
im Banach-Raum H{(I). Ausserdem gilt

Bu = i up,Be,, Au = i A, Be,,

n=1 n=1

im Sinne konvergenter Reihe aus H™(I).
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Kapitel 3

Elliptische Probleme in dD

In diesem Kapitel sei ) stets Gebiet des R?, d.h. Q@ C R? is offen und einfach zusam-
menhéngend. Elemente aus 2 wollen wir mit z = (1, ..., 24) bezeichnen, und |z| meint
die euklidische Lange

3.1 Theorie der Sobolev-Riaume

Wir wollen nun analog zum eindimensionalen Fall schwache (partielle) Ableitung
einfithren. Der Anker ist dabei wieder die Formel der partiellen Integration

/u@wdxz—/v@k(pdx,
Q Q

die fiir alle glatten Funktionen u,v € CL(Q) gilt (es gibt keine Randwerte, da u und v
kompakten Tréiger in €2 besitzten).

3.1.1 Schwache Ableitungen und Riume W'?(Q)

Definition 1. Seien u, g € L{ () zwei Funktion mit

loc

/u@kap de = — / gpdx fiir alle p e CF(Q).
Q Q

Dann nennen wir g die schwache k-te partielle Ableitung von w in Q und schreiben
g = 0gu = Dyu = a%ku.

Existieren alle partiellen Ableitungen (im schwachen Sinne), so schreiben wir auch
gradu = Vu = (Oyu, ..., Oqu) .
In Analogie zum 1D-Fall definieren wir die Réume

WP (Q) := {u € LP(2?) : schwache Ableitung Opu € LP(Q) existiert fiir alle k = 1...d} :

95
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sowie die Normen
d
Jullip = [lull, + [[Vaull,, IVl = 1|0kl
k=1

Aquivalente Normen werden durch

d 1/p
[ull1p = (HUH§ +> HakuHZ) fir  1<p<oo
k=1

bzw.
el o = max { el N1l -, NOuuloc }
definiert.
Satz 2. Das Paar (W'P(Q), ||-|l1,) ist
1. ein Banach-Raum fiir alle 1 < p < o0,

2. ein Hilbert-Raum fiir p = 2, in dem Sinne, dass das Skalarprodukt

(u, v);, = / wo + u'v' dz
Q

eine zu ||-||12 dquivalente Norm erzeugt,
3. separabel fir 1 <p < oo,
4. reflexiv fiir 1 < p < oo.
Beweis. Analog zu 1D. m

Wir kénnen nun auch in natiirlicher Weise schwache Ableitungen von vektorwerti-
gen Funktionen einfiithren. Insbesondere definieren wir

WP (Q; R™) := {U QS R™ : U; € WH(Q) fiir alle j = 1m}
mit

m
105 = > Uil
j=1

wobei U = (Uy, ..., Uy,) gilt. Die Aussagen von Satz 2 gelten dann auch sinngeméf fiir
die vektorwertigen Raume (beachte, dass der Bildraum R™ endlich-dimensional ist).

Rechenregeln fiir schwache Ableitungen

Satz 3 (Approximationssatz von Friedrichs). Es sei 1 < p < oo. Fiir jedes u € W'P(Q)
existiert eine Folge (uy),cy C CZ (Rd), so dass

n—o0 n—oo
0

[unla = ulallpo 0, llOkunla — dhulall,a

fiir jedes @ cC Q und alle k = 1...d gilt.
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3.1. Theorie der Sobolev-Raume 57

Beweis. Sei 4 die triviale Fortsetzung von v auf R?, d.h.

i) = u(z) falls z € Q,
A falls z € R®\ Q.

Sei auBerdem (o), oy €ine Folge von Standardfaltungskernen — sieche Kapitel 1, Defini-
tion 43 — und (7,),,oy eine aufsteigende Folge von Abschneidefunktionen, d.h.

(
1. n, € C(RY) mit 0 < n, <1,
2. nu(x) =0 fir |z| >n+1,
3. Mu(x) =1 fiir |z| < n,

Wir definieren nun w, = g, * (1,u), und alle Behauptungen folgen aus elementaren
Eigenschaften von Faltungsintegralen. O]

In hoéheren Dimensionen gilt natiirlich auch die Produktregel, aber da fiir d > 1
nicht mehr automatisch W (Q) C L*>(Q) gilt (siehe den folgenden Abschnitt), miissen
leicht stérkere Voraussetzungen als in 1D gemacht werden.

Satz 4 (Produktregel). Der Raum M = W'P(Q) NL>(Q) is Banach-Algebra, d.h. mit
ue M undve M gilt auch uv € M mit

Ok (uv) = udgv + vy u.
Beweis. Approximation durch glatte Funktionen, siehe Satz 3. O

Auch die Voraussetzungen der Kettenregel miissen etwas verschérft werden.

Satz 5 (Kettenregel). Sei G € C'(R) eine glatte Funktion mit G(0) = 0 und be-
schrinkter Ableitung, und sei uw € WHP(Q) mit 1 < p < co. Dann gilt G ou € WHP(Q)
mit

(G ou) = (G ou)dpu

Beweis. Nach Voraussetung an G gibt es eine Konstante C, so dass G'(y) < C und
|G(y)| < C'y| fiir alle y € R gilt. Insbesondere gilt

GouelP(Q), Gouel>*Q) fiir alle  u € W'P(Q).

Sei zunéchst 1 < p < oo. Fiir gegebenes u € WP(Q) withlen wir eine approximierende
Folge (un), oy glatter Funktionen wie in Satz 3, und fiir diese gilt

/ (G ouy,)Oppdr = —/ ©(G' o uy,)Oku, dx fiir alle o € CLQ). (3.1)
Q 0

O.B.d.A. kénnen wir annehmen, das u,(z) — u(z) punktweise fast iiberall in  gilt,
und (up), oy durch eine Funktion h € LP(Q2) majorisiert ist (siche Kap. 1, Satz 40).
Damit gilt nach dem Satz iiber majorisierte Konvergenz

n—0o0

|Gou, —Goulpa —0.
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58 3. Elliptische Probleme in dD

Fiir jedes Q cC Q gilt aber auch (wegen majorisierter Konvergenz und nach Konstruk-
tion)

(G 0 tn)Otin — (G 0 w)Opull, o < (G0 un — G"ow)dgull, g
+ (G o n) oo | Otin — Orull, 0

n—o0
0.

Damit, und weil ¢ kompakten Tréger in € hat, konnen auf beiden Seiten in (3.1) zum
Limes n — oo iibergehen. Es bleibt der Fall p = oo. In diesem Fall benutzen wir,
dass es fiir jede Testfunktion ¢ ein beschrinktes Gebiet Q) mit suppy C QccQ gibt,
und dass Wh°(Q) — WP(Q) fiir alle 1 < p < oo gilt, so dass wir analog zu oben
argumentieren kénnen. O]

Satz 6 (Transformationsregel). Seien Q C R und © C R™ zwei Gebiete und ¢ : Q — ©
eine surjektive C- Abbildung mit

Jac( € L (2 R? x R™).
Seien auferdem v € WH(O) mit 1 < p < oo gegeben und u : Q — R definiert durch
u(z) = v({(x)) fir alle ¢eq.
Dann gilt u € WHP(Q2) mat

ou = 0C ov
gz, @ = > a—£<f"> S @)

k=1

Beweis. Durch Approximation mit glatten Funktionen, siehe Brezis, Seite 270. O

Notwendige und hinreichende fiir die Existenz schwacher Ableitungen

Satz 7. Sei 1 < p < oo und seiu € LP(Q2). Dann sind die Aussagen

1. u e WHP(Q),
/u@kgodx
Q

dquivalent. (Die Konstante C' darf von u und 2 aber nicht von k oder ¢ abhingen.)

2. es gibt eine Konstante C, so dass < Cllg|ly fiir alle p € C(2) und

k=1.d,

Beweis. Die Implikation 1. = 2. gilt nach Definition mit C' = maxy, ||Oxul|. Die Um-
kehrung 2. = 1. folgt, da nach Voraussetzung fiir jedes k = 1...d durch

p e Cr(Q) — —/u@kcpdx e R.
Q
in eindeutiger Weise ein lineares stetiges Funktional auf L' () definiert wird, und dieses

als Dualpaarung mit einem Element v € LP(Q2) dargestellt werden kann (v wird von k
abhéngen). Insbesondere gilt

/ ulpp dr = — / pvdx fiir alle Co(Q),
Q Q
d.h. wir haben v = Jju. O
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Fiir das folgende Resultat definieren wir formal den Schiftoperator 7, mit A € RY
durch

(thu)(x) = u(z + h).

Beachte, dass diese Definition nur fiir x 4+ h € € sinnvoll ist (wobei €2 der Definitions-
bereich von u ist). Fiir gegebenes ) CC € ist 75, aber ein wohldefinierter, linearer und
stetiger Operator

T o LP(Q) — LP(Q),
sofern |h| hinreichend klein ist, d.h. sofern |h| < dist (Q, R%\ Q).
Satz 8. Sei 1 < p < oo und sei u € LP(Q). Dann sind die Aussagen
1. u e WHP(Q),
2. es gibt eine Konstante C, so dass
Imnu = ull, 6 < Clh|

fir alle @ CC Q und alle h € RY mit |h| hinreichend klein,
dquivalent. (Die Konstante C' darf von u, Q und p aber nicht von h oder Q abhdngen.)

Beweis. 1. Sei zundchst u € C°(R?). Dann gilt

1 d 1
u(x+h) —u(z) = / Eu(af; +th)dt =h- / Vu(x 4 th)dt
0 0
sowie
1
lu(z + h) —u(z)] < \h\/ |Vu(x + th)| dt,
0

und nach Holder auch

1
(e + h) — u(@)P < yh|p/ Vu(z + th)] dt,
0

wobei wir fol 17" dt = 1 verwendet haben. Die Integration iiber z € Q liefert

schlief3lich
1
| Thu — u||1’;§2 < |h|p/0 /Q|Vu(a: +th)[” dzdt.
Wir wahlen nun ein ,,Zwischengebiet* Q) mit
QccQccQ,

und bemerken, dass x +th € Q fiir alle x € Q, alle t € [0, 1] und alle hinreichend
kleinen |h| gilt. Insbesondere gilt die Abschéitzung

1
frva =l < 0 [ [ (V@) aae = b [ [Fu@)l i = b 19l
fiir alle hinreichend kleinen |A.
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60 3. Elliptische Probleme in dD

2. Die Implikation 1. = 2. kann durch Approximation mit glatten Funktionen, siehe
Satz 3, bewiesen werden, wobei C' = ||Vul|, o eine mogliche Wahl der Konstanten
ist.

3. Sei nun u € LP(2) mit der Bedingung 2. gegeben. Dann liefert die Holder-
Ungleichung die Abschétzung

<Clhlllgll,q firale e CX(Q).

/Q (Thu — u)pdx

Andererseits gilt fiir jedes ¢ € C°(€) und alle hinreichend kleinen |h| die Identitiit

/Q (Thu —u)pde = /Qu(T_hcp — @) dx

und damit auch

‘ /Q Wt np — ) da

< Clhl el g

Wir setzen nun h = |h| ey, wobei e, der k-te Einheitsvektor in R? ist, und gehen
zum Limes |h| — 0 iiber. Mit Hilfe des Satzes von Taylor, angewendet auf die
glatte Testfunktion ¢, erhalten wir

‘— ﬁ uOpp do
9)

und mit Satz 7 schlielen wir, dass u auf Q eine schwache Ableitung dyu € LP(Q)
besitzt. Da  beliebig gewéhlt werden kann, folgt schliellich die Existenz von
Oku € LP(2) im schwachen Sinne auf ganz Q.

< Cllelly o

m
Bemerkung. Der letzte Satz gilt auch fir p = oo. Firp =1 gilt nur 1. = 2.

Weitere notwendige und hinreichende Kriterien werden in den Ubungsaufgaben vor-
gestellt.

3.1.2 Einbettungssitze fiir die Riume W,”(Q)

Analog zum eindimensionalen Fall definieren wir die Rdume
We"(Q) :=Cx(Q), 1<p<oo,
wobei der Abschluss bzgl. der WHP(Q)-Norm gebildet wird, sowie
W=P(Q) := WP (Q)".

Da Wé’p (Q) ein abgeschlossener Unterraum von Wé’p (Q2) ist, gelten die Behauptungen
von Satz 2 sinngeméB auch fiir Wy?(Q) .

Wir formulieren nun die sogenannten Einbettungssitze fiir Wy (). Dazu bezeichnen
wir mit

BCOMN(Q) = {u QSR ufon < oo},
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den Raum aller beschrinkten Holder-stetigen Funktionen auf 2 mit Holder-Exponent
0 < A< 1, wobei

|u(z) — u(y)|
[ullon = llulloo + luly,  uly = sup ot
eyeQyte T —y|

Beachte, dass (B(:O’>‘(Q)7 [[lo,») ein Banach-Raum ist, wobei BC**(Q) c C° (Q) gilt,
und dass BC™ () gerade aus den beschréinkten Lipschitz-stetigen Funktionen besteht.

Satz 9 (Sobolevscher Einbettungssatz). Seien Q@ C R beliebig und 1 < p < co. Dann
gilt

Wy () < L9(€2)

sofern

I.p<dundp <q<p.,=pd/(d—p), oder

2. p=dundp < q< oo, oder

3. p>dundp < q<oo.
Fiir p > d gqilt dariber hinaus

WP (Q) < BC™(Q)

fir alle A mit 0 < A<\, =1—d/p.

Bemerkung. 1. Die Beweisidee ist wie folgt (siche BREZIS, EVANS, ...): Man
zeigt zundchst die entsprechenden Einbettungsungleichungen fiir glatte Funktio-
nen u € CX(Q), wobei alle Rechentricks und Integraltransformationen erlaubt
sind. Genauer gesagt: Fir p < d beruhen die Einbettungsungleichungen auf der
Gagliardo-Nierenberg-Sobolev- Ungleichung

lullp, < cllVull,  fir alle ue CX(RY),

wohingegen man fiir p > d die sogenannte Morrey-Ungleichung fir glatte Funk-
tionen benutzt. Im zweiten Schritt benutzt man dann Approrimationsargumente
um die Ungleichungen auch fir u € Wé’p(Q) zu etablieren.

2. Fir | < oo gilt die Einbettung nach LYQ) auch fir 1 < q < p, denn die
Hdlder-Ungleichung impliziert LP(Q) — L9(€2).

3. Die Einbettungssitze sind “scharf”. Insbesondere bettet W(l)’d(Q) fiir d > 2 nicht
in L>(Q) ein. Fine klassische Gegenbeispiel (siehe [ALT]) ist

Q) = B12(0), u(z) = log |log |x|| -

4. Es gibt auch Einbettungssdtze fiir ng’p(Q).

5. Analoge Einbettungssitze gelten nur dann fir WHP(Q), wenn der Rand 0 hin-
reichend glatt ist. Dies werden wir spdter untersuchen.

Wir formulieren nun eine wesentliche Verschirfung der Einbettungssétze.
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Satz 10 (Rellich-Kondrasov). Seien 1 < p < oo und §2 ein Gebiet mit endlichem Maps.
Dann gilt

WP (Q) s LYQ) (3.2)
fiir alle g mit 1 < g <oound1l/q>1/p—1/d. Firp> d gilt auflerdem
WP (Q) —— BC*(Q)
fir alle A mit 0 < A< Ao =1—4d/p.

Bemerkung. 1. “—<” meint kompakte Einbettung. Insbesondere folgt aus (3.2)
die Implikation

U, — u schwach in WP(Q) = w, — u stark in LY().

2. Firp>d gilt 1/p —1/d < 0 und alle Einbettungen in L1(Y) sind kompakt. Fir
p<d gilt1/p—1/d = 1/p. und der ersten Teil von Satz 10 garantiert, dass alle
FEinbettungen in L9(Q) mit nicht-mazimalem Ezponenten q < p. kompakt sind.
Analog ist fiir p > d die Einbettung in BCO”\(Q) kompakt, sofern \ kleiner als der
mazimale Exponent )\, ist.

Wir wollen nun einige Folgerungen aus den Einbettungssédtzen 9 und 10 ziehen.
Bemerkung.

1. Sei || < oo. Dann ist das Funktional F(u) = [, |u|* dz wohldefiniert und stetig
auf WHP(Q), sofern q ein zulissiger Einbettungsexponent ist. Ist q zudem ein
nicht-mazximaler Exponent, so ist F' sogar schwach stetig.

2. Seip>dund ' C €2 eine glatte d—1-dimensionale Mannigfaltigkeit in 2. Dann

definiert
u > /uda
r

ein lineares stetiges Funktional auf Wé’p(Q), wobetr do das Oberflichenmaf$ auf
I' ist.

3. Seiy € Q fiziert und o, die Dirac-Distribution in y. Dann gilt 6, € W-17(Q)
nur fir p > d. Insbesondere gilt 6, ¢ H-1(Q) = W=12(Q) fiir d > 2.

3.1.3 Dichtheits-, Fortsetzungs-, Einbettungssiitze fiir W?(()

Wir werden nun zeigen, dass die Einbettungssitze von Sobolev und Rellich-Kondrasov
auch fiir WHP(Q) gelten sofern der Rand 92 hinreichend regulér ist.

Definition 11. Ein Gebiet Q C R? heifit Ck-Gebiet, wenn es fiir jedes x € OQ einen
Radius v > 0 sowie eine CF-Abbildung ® : R¥1 — R g¢ibt, so dass — bis auf affine
ON-Transformationen x — y — gilt

QN By () = {(§, ya) CRT' X R : ya> 0(7)}.

Bemerkung.
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1. Analog kann man C**-Gebiete definieren.

2. Wir werden im folgenden immer Ct-Gebiete betrachten. Alle Aussagen gelten aber
auch fiir Lipschitz-Gebiete, d.h. fiir C%'- Gebiete.

Sei nun B, (z) mit z € JQ eine Kugel wie in Definition 11. Fiir jedes © C B,(z)
definieren wir das an 0$2 gespiegelte Gebiet durch

%5 @ = {(§, 20(§) — ya) : (¥, ya) € O}.

Beachte, dass diese Konstruktion nur lokal Sinn hat, d.h. wenn 0f2 als Graph einer
Funktion betrachtet werden kann, und dass im Allgemeinen ©#:5-(#) nicht in B, (z)
enthalten sein muss.

Lemma 12 (Existenz einer passenden Zerlegung der Eins). Sei €2 ein beschrinktes
C'-Gebiet. Dann gibt es endlich viele Punkte x1,...,z, € €, offene und beschrinkte
Gebiete ©4, ..., 0, sowie Funktionen (i, ...,(,, so dass gilt:

0. Es gilt Q C ©; U ...U0O,,
1. Fir jedes i = 1..n gilt entweder
(a) z; ist innerer Punkt mit x; € ©; CC Q,

(b) z; ist Randpunkt mit x; € ©; CC B, (x;) und ©; = @Z#’B”(mi), wobei r; ein
Radius wie in Definition 11 ist.

2. Es gilt Y0 Glg=1 und ¢; € C?(@i) mit 0 < G <1 fiir allei =1..n.

Beweis. Nach Voraussetzung ist € kompakt. Wir konstruieren nun eine offene
Uberdeckung

U:{@w : :EEQ}

von (2 wie folgt: Fiir einen gegebenen Randpunkt z € 9Q = Q \  wihlen wir einen
Radius r(z) wie in Definition 11 und setzen

1B (o) (@
0, = BT(I)/Q(ZL‘) N Br(x)/2<$)# @ ).

Dann gilt ©, = @f’BT(Z)(x) CC B,,(%;). Fiir jeden inneren Punkt x € Q wéhlen wir
r(x) mit Byy)(z) C Q und setzen O, = B,()/2(x). Nach dem Satz von Heine-Borel
gibt es nun eine endliche Teiliiberdeckung ©,,,, ..., ©,, . Die Existenz von dazu passenden
Funktionen (i, ..., ¢, folgt dann aus allgemeinen Prinzipien (siche Ubungsaufgabe). [

Das wesentliche Hilfsmittel fiir den Beweis der Einbettungssiitze fiir WH?(Q) mit
regulirem Rand 0 ist die Beobachtung, dass man jede Funktion u € W?(Q) so
fortsetzen kann, dass auch die fortgesetzte Funktion schwache Ableitungen besitzt.

Satz 13 (Fortsetzungssatz). Seien 1 < p < oo und Q ein beschrinktes C-Gebiet.
Dann gibt es ein beschrinktes Gebiet © mit 2 CC © sowie einen linearen und stetigen
Fortsetzungsoperator

E: WHP(Q) — W, P(0).

Insbesondere gilt Eulg = u und ||Eullipe < Cllullipa fir alle w € W' (Q) und eine
geeignete Konstante C' (die von p und € abhdngt).

Michael Herrmann: Funktionalanalysis und PDE [D)eysa | Version vom 12.11.2019



64 3. Elliptische Probleme in dD

Beweis. Wir wihlen eine Zerlegung der Eins wie in Satz 12 und setzen © = (J_, ©;
sowie u; = (u fiir alle ¢ = 1..n. Dann gilt v; € WHP(Q) mit Vu; = uV{ + (Vu
und ||uill1p0 < Cillullip0. Wir konstruieren nun fiir jedes w; eine Fortsetzung u,; €
W1P(0). Sei zuniichst z; ein innerer Punkt von €. Dann definieren wir u; als die triviale
Fortsetzung von u; (d.h. wir setzen w;(z) = 0 fiir x € © \ Q). Wegen suppu; CC §2
folgt nun @; € WHP(©) mit ||i;]|1pe = ||uwillip0 (Nachrechnen!).

Sei nun x; ein Randpunkt, d.h. es gibt einen Radius r; und eine Funktion ®; wie in
Definition 11 bzw. Satz 12. Wir definieren nun «; durch Spiegelung am Rand, d.h. wir
setzen

. | wi(7, ya) fir yq > ®i(7),
(9, Yya) = { wi(y, 29(9) — ya) fir yq < ®i(y).

Nach Konstruktion der Zerlegung der Eins, gilt nun supp u4; CC ©; C B,,(z;), und mit
Hilfe von Definition 1 und Standardapproximationsargumenten kann man zeigen, dass
U; € Wl,p(@) mit ||’a7;||17p7@ S CiHuiHLp,Q gﬂt

SchlieBlich definieren wir Eu = Y  4;, und da die obigen Definitionen von 4,
linear und stetig in wu; sind, ist E ein linearer und stetiger Fortsetzungsoperator E :
WLP(Q) — WP(O). Es bleibt zu zeigen, dass sogar Fu € Wy"(0) gilt. Dazu bemerken
wir, dass es ein Gebiet = = JI_, Z; gibt, so dass supp Eu C £ CC ©O. In der Tat,
fiir innere Punkte z; wéihlen wir =; offen mit supp (; C =; CC ©;. Fiir Randpunkte
x; wahlen wir Z; offen mit supp (; U supp Ci# C =; CC ©,, wobei Ci# aus (; durch
Spiegelung am Rand gewonnen wird. Fiir eine Folge von Standardkernen (o), y gilt
nun | g * Fu — Eull1pe — 0, und auferdem g5 * Eu € C°(0O) fiir alle hinreichend
grofen k. Damit haben wir gezeigt, dass Fu durch glatte Funktionen mit kompaktem
Tréger in © approximiert werden kann.

0
Bemerkung.

1. Fiir p < oo gilt nach Definition der Riume Wy” auch Wy (0) < WyP (R?) und
wtrp (Rd) = Wé’p (Rd). Damit liefert Satz 13 auch einen stetigen Fortsetzungs-
operator W'P(Q) — WP (R?).

2. Der Beweis von Satz 13 kann so modifiziert werden, dass jedes Gebiet © mit
Q) CC O zugelassen werden kann. Die optimale Finbettungskonstante wird aber
von © abhdngen.

3. Es gibt auch Fortsetzungsdtze fiir W5P(Q), aber die Fortsetzung durch Spiegelung
1st dann nicht mehr ausreichend.

Der Fortsetzungssatz hat die folgenden zwei Konsequenzen.

Satz 14 (Einbettungssitze). Seien 1 < p < oo und §) ein beschrinktes C-Gebiet. Dann
gelten die Einbettungssitze von Sobolev und Rellich-Kondrasov auch fiir WP(Q).

Beweis. Wir kombinieren die stetige Fortsetzung nach Satz 13, die stetige L9-
Einbettung nach Satz 9 (fiir das Gebiet ©) sowie stetige Restriktionsabbildung und
erhalten

WIP(Q) — WP(0) — L1(0) «— LU(Q).

Ist die mittelere Einbettung W,?(0) < L(0) sogar kompakt, so ist auch Wh?(Q) —
L9(€2) kompakt, das die Komposition stetiger und kompakter Operatoren kompakt ist.
Die Argumente fiir BC®*(Q) sind analog. O
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Satz 15 (Dichtheitssatz). Seien 1 < p < oo und Q ein C'-Gebiet. Dann gilt
C(RY) < Whr (),
d.h. fir jedes u € WHP(Q) gibt es eine Folge (uy), oy € C°(R?) mit ||u, — ull1p,0 — 0.

Beweis. Fiir beschrinkte Gebiete folgt die Behauptung unmittelbar aus Satz 13. Fiir
unbeschrénkte Gebiete © betrachten wir eine Folge (), von glatten Abschneide-
funktionen mit n,(z) = 1 for |z| < k und nx(z) = 0 fiir |z|] > k£ + 1. Dann gilt
|mkula — ull1po — 0 und mit Hilfe des Fortsetzungsoperators (angewendet auf nu
bzgl. des Gebietes By.1(0)) konstruieren wir u, € C*(R?), so dass |luy — mpullipo <
| — ul|1po und damit [Jug — ull1p0 < 2||meu — ull1pa — O. O

3.1.4 Spursatz fiir die Riume W'?(Q)

In diesem Abschnitt sei 2 stets ein beschrinktes C'-Gebiet.

Wir wollen nun zeigen, dass WP-Funktionen in eindeutiger Weise Randwerte auf 95
annehmen, sofern 0f2 reguldr ist. Dies gilt fiir alle 1 < p < o0, aber fiir p > d folgt dies
bereits (siehe Satz 14 und Ubungsaufgaben) aus der Einbettung

W'P(Q) — BC™(Q2) — C°(Q).

Satz 16 (Spurabschitzung fiir glatte Funktionen). Fir jedes 1 < p < q < oo gibt es
eine Konstante C < 0o, so dass

1 1/q
lulollg.o0 < Cllully/E ollull/E ) o (3.3)

fiir alle u € CL(R?). Hierbei gilt

9100 = [ lo(@)l" doz),
o0

wobei do das natiirliche Oberflichenmaf auf O) ist.

Beweis. Wir wéhlen wieder eine Zerlegung der Eins wie in Satz 12 und setzen aulerdem
Co=1->"",¢,so dass (y|g = 0. Es geniigt nun die Behauptung fiir alle Funktionen
u; = (; zu zeigen. Falls x; € Q ein innerer Punkt ist, oder falls i = 0, so gilt u;|sq = 0
und die Abschéitzung gilt fiir alle Konstanten C. Sei daher x; ein Randpunkt und r;,
O, und ®; wie in Definition 11 bzw. Satz 12. Dann gilt

[ @it dote) = [ st @)1 1+ 19500 di
<G [t a@)N 6

wobei die Konstante C; existiert, weil ®; glatt ist, u; kompakten Trager in ©; besitzt
und weil ©; beschréinkt ist. AuBlerdem gilt nach Kettenregel

()
‘ul<g7 qDl(:&))'q < ’ul(ga yd)‘q + q/ ’ul(ga S)|q_1 ‘adu2<g7 5)’ dS, (34)

Yd
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wobei 0, die partielle Ableitung nach der Koordinate y, meint. Da supp (; C B, (z;)
kompakt ist, gibt es eine Konstante a;, so dass

supp u; C supp ¢; C {(ﬂ, ya) ERTIXR ¢ |y — 04(7) < a}

Wir integrieren (3.4) iiber yq € [®;(7) — a;, P;(¢) — a;] und erhalten (mit elementaren
Abschétzungen fiir eindimensionale Integrale)

D;(9)+a;
i, ®(H))" < C; /

" s (7, uq)|*" <|Uz‘(ﬂ, Ya)| + |0auwi (7, ya)l > dya.
D;(y)—a;

Die Integration iiber §j € R4 liefert

[, 1w 2@ 45 < 6 [ @ (Ju@)] + 10n(o)]) de

und die Holder-Ungleichung ergibt

[t @I 43 < Gl (el + 10l
Damit haben wir

-1
||Ui||g,aﬂ < Cz‘||“i||Z/(q—1),Q||Ui||1,p797
gezeigt, und die Behauptung folgt unmmittelbar. O]

Satz 17 (Existenz des Spuroperators). Fir jedes 1 < p < oo gibt es einen linearen
und stetigen Operator

T : WP (Q) — LP(Q)
so dass Tu = ulaq fir alle u € C°(R?) gilt.

Beweis. Nach Satz 15 ist C°(R?) eine dichte Teilmenge von WP(Q), und fiir u €
C> (Rd) definieren wir T'u = ulgqn. Wir wollen nun zeigen, dass 7' in eindeutiger Weise
zu einem linearen und stetigem Operator auf W' (Q) fortgesetzt werden kann. Sei dazu
u € WHP(2) gegeben und (u,),, oy € C°(R?) eine approximierende Folge. Mit p = ¢ in
Satz 16 finden wir

[Tt = Tt |lp.00 < Cllttn — tim|lp.0,

d.h. (Tuy), ey ist Cauchy-Folge im Banach-Raum L?(0f2), und deshalb existiert g =
lim,, 00 u|ag € LP(092). Wir wollen nun zeigen, dass der Grenzwert ¢ nicht von der Wahl
der Folge (uy), oy abhéngt. Sei dazu (), C C°(R?) eine weitere approximierende
Folge von v und g = lim,, o, %,|oq. Dann gilt nach Satz 16

| Twn, — Tt ||po0 < Clltn — Un||p0;

und der Limes n — oo liefert g = ¢. Deshalb ist Tu = g eine sinnvolle Definition.
Mit Hilfe der obigen Approximationen sieht man auch dass ¢ linear und stetig von u
abhéangt. O

Bemerkung. 1. Es gilt Tu = ulspq fir alle u € W'?(Q) N C°(Q).
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2. Im folgenden schreiben wir usg statt Tu.
3. Wegen WH*(Q) ¢ BC*(Q) c C° (ﬁ) gibt es den Spuroperator T auch fiir p = oo.

4. Durch Approzimation mit glatten Funktionen kann auch (uv)|aq = ulsq v|aq fir
alle u € WHP(Q) und v € WhH(Q) gezeigt werden.

Satz 18 (Eigenschaften des Spuroperators). Seien 1 < p < d und 1 < g < py mit
Py = pd%; < p.. Dann bildet der Spuroperator den Raum WP(Q) linear und stetig

nach L1(0Q) ab. Fir q < pg ist der Spuroperator sogar kompakt.
Beweis. Sei zunéchst u € C°(Q). Nach Satz 16 gilt

1 1/q
luloallg.o0 < Cllully’® ollull /e o (3.5)

und der Sobolevsche Einbettungssatz 9 liefert

[ullprg-1),0 < Cllull1p,0
da

pd

/ _1<*:—
Plg—1)<p -

<~ q < D
Durch Approximation mit glatten Funktionen kann nun (3.5) fiir alle v € WH?(Q)
gezeigt werden, und wegen Satz 9 folgt dann |Jul|, 90 < C||lull1pq fiir alle u € W'P(Q),
d.h. der Spuroperator bildet stetig nach L9(0€2) ab (die Linearitét folgt schon aus Satz
17).

Wir wollen nun fiir ¢ < py zeigen, dass der Spuroperator Kugel in W'?(Q) auf
prikompakte Menge in L?(JS2) abbildet. Nach dem Einbettungssatz 10 besitzt jede
beschréinkte Folge (uy),cy C W'P(Q) eine Teilfolge (un,) die Cauchy-Folge in

LP'@=D(Q) ist. Die Abschitzung (3.5) liefert

jEN

1 /
||unj|8(2 - Unk|8ﬂ||q,89 S CHun] - unk”p//(%]—l),ﬂ’

d.h. (un, \3Q)j oy ist Cauchy-Folge in L9(9Q2) . Damit ist die Kompaktheit des Spurope-
rators gezeigt. O

Bemerkung. Aus den Einbettungssditzen folgt, dass Satz 18 auch fiir p = d mit belie-
bigem py < oo und fir p > d und py = oo gilt.

Mit Hilfe des Spursatzes kénnen wir nun auch den Gauf’schen Satz auf C!-Gebieten
ableiten.

Satz 19 (Satz von GauB). Seien Q ein beschrinktes C'-Gebiet und 1 < p < co. Dann

gilt
/@udx:/ uv; do
Q a0

fiir alle w € WHP(Q), wobei v = (v, ..., vq) der duBere Normalenvektor an OS2 ist.

Beweis. Durch Approximation mit glatten Funktionen und unter Verwendung von Satz

17. [l
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Der Gaufische Satz kann fiir Vektorfelder U € W1» (Q; Rd) wie folgt geschrieben
werden

/V-de: U -vdo,
Q 0

wobei V- U = div(U) = 01Uy + ... + 04Uy die Divergenz von U ist.

Bemerkung. In den Ubungen werden wir mit Hilfe des Satzes von Gauf das folgen-
des Resultat zeigen: Seien Q@ CC O, u € WHP(Q) mit ul|pq = 0, und u die triviale
Fortsetzung von w, d.h.

oy Jou(r)  firx e Q,
i(z) = { 0 sonst.

Dann ¢ilt u € Wé’p(@). Beachte, dass fiir ugq # 0 die trivale Fortsetzung i.A. keine
schwachen Ableitung auf © besitzt.

Satz 20. Sei u € WHP(Q2) mit 1 < p < oo. Dann gilt
u e Wy (Q) = ulgn = 0.

Beweis. Die Implikation (=) folgt aus dem Spursatz (Satz 17) und der Definition von
Wy (Q). Fiir (<=) wiihlen wir eine Zerlegung der Eins wie in Satz 12, eine Folge (04)cy
von Standardfaltungskernen, und setzen u; = (;u. Wir wollen nun u; € Wé’p (Q) fiir alle
1 = 1...n zeigen. Dazu bezeichnen wir mit u; die triviale Fortsetzung von wu;, und mit
obiger Bemerkung gilt u; € WP (Rd) , d.h. u; besitzt schwache Ableitungen auf ganz
R

Sei zundchst x; € (2 ein innerer Punkt. Fiir alle hinreichend grossen £ gilt
dann g * u; € CP(Q2) und die Eigenschaften der Faltungsoperatoren implizieren
| ok * W — uil[y pre — 0. Insbesondere gilt || o * U — w;l[1p0 — 0 und damit haben
wir u; € WyP(Q) gezeigt.

Fiir einen Randpunkt z; € 00 konstruieren wir 4; in dem wir «#; nach innen um
den Betrag 1/v/k verschieben, d.h. wir setzen

Wi (G, ya) = (7, ya — 1/Vk).

Dann gilt 4;;, € W'? (Rd) mit ||og * Uk — Usl|1pre —, und wegen o * U; € C°(Q)
folgt wieder u; € WP (). O

3.2 Das Poisson-Problem

Wir wollen nun zeigen, dass — analog zum eindimensionalen Fall — eine schwache
Losungstheorie fiir elliptische Differentialoperatoren zweiter Ordnung abgeleitet werden
kann. Wir werden uns dabei auf das Poisson-Problem beschrinken, d.h. wir untersu-
chen die Differentialgleichung

—AU:f auf Q, (PPois)

wobei der Laplace-Operator A durch

d
Au=V - -Vu= Z@fu (3.6)
i=1
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definiert ist. Grundlage der schwachen Losungstheorie fiir (Ppos) ist die Formel

/Vu~Vvdx:/fvdx+/ vv - Vudo, (3.7)
Q Q o0

die mittels partieller Integration aus (Ppos) abgeleitet werden kann. Hierbei bezeichnet
v wieder den dufleren Normalenvektor auf 0€2, und v - Vu ist die Normalenableitung
von u (die oft auch als g—z geschrieben wird).

Da die Differentialgleichung (Pp;s) linear in u ist, werden wir — wie im eindimensio-
nalen Fall - Hilbert-Réume verwenden, d.h. wir suchen Losungen u € H'(Q) = W'?(Q).
Dann kénnen wir im Allgemeinen rechte Seiten f € H'(Q)" zulassen, sofern wir [, fv da
durch (f, V) () (o) ersetzen.

3.2.1 Existenz und Eindeutigkeit schwache L6sungen

Im folgenden sei € ist immer ein beschrinktes C*-Gebiet.
Satz 21. Es gqibt Konstanten C', so dass die folgenden Ungleichungen erfillt sind:

1. Friedrichsche Ungleichung

lullize < C(IVullso+ fullan) ¥ we H(Q),
2. verallgemeinerte Poincaré-Ungleichung

fulha < (IVulla+ gy

/udx
Q

) vV ue HY(Q),

3. Poincaré-Ungleichung

lullhpe < ClIVulpe ¥V u € Hy(Q).
Beweis. Siehe Ubungsaufgabe zu dquivalenten Normen. O

Homogene Dirichlet- Randbedingungen Wir entwickeln nun die schwache
Losungstheorie zum homogenen Dirichlet-Problem

—Au=f auf €,

P ois‘D om
wu=0 auf 90 (Pe hom)

Motiviert durch die Formel (3.7), und in Analogie zum eindimensionalen Fall, defi-
nieren wir den schwachen Losungsbegriff wie folgt.

Definition 22. Eine Funktion u € H)(Q2) heifit schwache Lisung 2u (Ppois-Dnom) mit
rechter Seite f € H1(Q), falls

/QVU Vudz = (f, v)p-1 ) myo Vv e HY(Q). (3.8)
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Bemerkung. Sei f € C°(Q). Dann ist klar, dass jede klassische Lisung u € C*(Q2) N
CD(Q) 2t (Ppois-Dhom) auch schwache Lésung ist. Umgekehrt, ist u eine schwache

Ldsung fiir die auch u € C*(Q)NC° (ﬁ) gilt, so ist u schon klassische Lisung. Dies kann
wie folgt gezeigt werden: Fiir glatte Testfunktionen v € C? (Q) impliziert die schwache
Formulierung (3.8) (nach partieller Integration)

/(Au—l—f)vdx:O Vo ove CR(Q),
0

und der Hauptsatz der Variationsrechnung (siehe Kapitel 1, Satz 47) liefert Au+ f =0
fast diberall in Q. Da f und Au stetig sind, folgt nun Au + f = 0 wberall in Q, und
upq = 0 folgt nach Satz 20 aus u € H{(9).

Die Existenz und Eindeutigkeit einer schwachen Losung sowie deren stetige
Abhéngigkeit von den Daten kénnen nun analog zum eindimensionalen Fall gezeigt
werden. Die Regularitiatstheorie ist allerdings etwas delikater und wird spéter unter-
sucht.

Satz 23. Fiir jedes f € H™Y(Q) gibt es genau eine schwache Lisung u des homogenen
Dirichlet-Problems (Ppois-Dpom) mit

lulli20 < Cllfll-10-

Insbesondere  besizt  (Ppois-Dnom)  e€inen  eindeutigen  linearen und  stetigen
Lésungsoperator H71(Q) — H ().

Beweis. Die Existenz und Eindeutigkeit folgt aus dem Satz von Lax-Milgram (Kap. 2,
Satz 19), da geméB der Poincare-Ungleichung die Bilinearform

alu, v) :/Vu-Vvdm
Q

koerzitiv ist. Die Stetigkeitsabschétzung folgt in dem wir v = w setzen, d.h. aus

cllullf o0 < alu, u) < [|fl-120llulli20.
[l

Bemerkung (schwache Formulierung als Operatorgleichung). Der Laplaceoperator A
bildet durch

(Au, V)i oy ) = —/QVU, -Vudzx

den Raum H'(Q) in natirlicher Weise nach H™1(Q) ab.

1. Eine Funktion u € HY(Q) ist genau dann schwache Lésung der Differentialglei-
chung (Ppois), wenn die Operatorgleichung

~Au=f in HYQ)

gilt. Beachte, dass u genau dann klassische Losung von (Ppes) ist (mit rechter
Seite f € C°(Q)), falls

~Au=f in C'Q).
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2. Nach Satz 23 ist —A : H}(Q2) — H™Y(Q) stetig invertierbar. Der Operator —A :
HY(Q) — H™Y(Q) besitzt jedoch einen nicht-trivialen Kern, der gerade aus den
schwach harmonischen Funktionen auf £ besteht.

8. Nach Konstruktion ist —A : H{(Q) — H™(Q) die inverse Riesz-Fréchet-
Abbildung zu dem durch o gegebenen Skalarprodukt auf Hi(€2).

Inhomogene Dirichlet- Randbedingungen Das inhomogene Dirichlet-Problem

—Au=f auf €

P ois‘Din
u=g¢g auf 0, (Pe h)

mit gegebenem ¢ kann — analog zum eindimensionalen Fall — wieder auf das homogene
Problem zuriickgefithrt werden. Die wesentliche Annahme an die Randdaten ist, dass
¢ im Bild des Spuroperators liegt, d.h. dass ¢ = w|aq fiir ein w € HY(Q) gilt (in 1D ist
diese Annahme trivialerweise erfiillt, da w z.Bsp. affin gew#hlt werden kann).

Sofern die Existenz einer Funktion w gesichert ist, kénnen wir das Problem mit
Hilfe von @ = u — w umformulieren. Die Idee ist, dass u genau dann (Ppeis-Dinn) 16st,
wenn

—Ai=f:=f+Aw auf Q,
u=0 auf €.
Die schwache Losungstheorie fiir (Ppois-Dinn) kann nun wie folgt entwickelt werden.

Definition 24. Sei w € HY(Q) gegeben. Eine Funktion u € HY(Q) heifit schwache
Lisung zu (Ppois-Dinn) mit Randdaten g = w|aq und rechter Seite f € H7Y(Q), falls die

@ = u — w schwache Lisung des homogenen Problems (Ppois-Dnom) mit rechter Seite
f—Aw e HY(Q) ist, d.h. wenn

/ﬂva - Vudz = (f, U)H*(Q),H})(Q) —/va -Voudz Vv e HY(Q).

gilt.

Satz 25. Das inhomogene Dirchlet-Problem (Ppois-Dyom) besitzt eindeutigen, linearen
und stetigen Losungsoperator H™1(Q) — HY(Q) mit

[ullizo < CUfll-1e + [[wll120)-

Bemerkung. Da w nicht eindeutig durch g bestimmt ist, kann die obige Stetigkeits-
abschdtzung durch

ulli2.0 < CUfl-10 + llglls)-
ersetzt werden, wobei die natiirliche Spurnorm ||-||x mit
lgll == inf {[lwlli 2.0 : wloa = g}
wohldefiniert auf dem Bild des Spuroperators ist.

Wir bemerken schliellich, dass es nicht trivial ist, die Menge aller zuléssigen ¢ zu
charakterisieren. Die entscheidende Frage ist dabei, auf welchen Unterraum in LP# (0€2)
der Spuroperators abbildet bzw. welche Funktionen aus LP#(9Q) sich zu einer H*()-
Funktion fortsetzen lassen.
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Neumann-Randbedingungen Wir betrachten nun dass allgemeine Neumann-
Problem zu (Ppes), d.h. wir suchen Losungen u die neben der Differentialgleichung
auch die Neumann-Randbedingung

@:y-Vu:h auf 01
on

erfiillen, wobei v der duflere Normalenvektor an 0f2 ist und h eine gegebene Funktion
auf dem Rand 0f2 ist.

In der Losungstheorie von (Ppyis) mit Neumann-Randbedingungen gibt es zwei Be-
sonderheiten:

1. Die Randdaten und die Differentialgleichung erzwingen noch keine Eindeutigkeit,
da wir zu jeder Losung eine beliebige konstante Funktion addieren kénnen und
wieder eine Losung erhalten. Es stellt sich aber heraus, dass dies die einzige
Mehrdeutigkeit des Problems ist.

2. Es gibt Restriktionen zwischen den Daten f und h. Dies gilt sogar schon im Fall
klassischer Losungen und folgt aus

—/fdx:/Audx:/ V-Vuda:/ hdo.
Q Q o9 o9

Im folgenden nennen wir deshalb ein Paar (f, h) mit f € HY(Q)" und h € H°(9Q)

zuldssig, falls

<f, 1>H1(Q)*,H1(Q) +/ th- - O (39)
o2
gilt.

Um die konstanten Funktionen aus dem Problem zu elimieren kénnen wir zum Beispiel
fordern, dass jede Losung mittelwertfrei ist, d.h. wir suchen Lésungen u mit

—Au=f auf Q,
v-Vu=h auf 09,

ﬁ'/udm:().
Q

Wir definieren daher den Raum

HA(Q) = {ue HL(Q) /Qudwzo},

( PPois‘ N inh)

der als abgeschlossener Unterraum von H!(Q) wieder ein Hilbert-Raum ist.

Satz 26. Auf Hy(Q) wird durch
(u, v) = a(u, v) = / Vu-Vuvdz
Q

ein zum Standard-Skalarprodukt dquivalentes Skalarprodukt definiert.

Beweis. Die einzige nichttriviale Aussage ist a(u, u) > c|jul|} o, dh. die Koerzitivitét
der Bilinearform «. Diese folgt aber aus der verallgemeinerte Poincaré-Ungleichung,
siehe Satz 21. O
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Definition 27. Eine Funktion u € qu)(Q) heifit schwache Losung zu (Ppois-Ninn) mit
zuldssigen Daten (f, h), falls

/ Vu-Vodz = (f, v)uig) m@) —I—/ vhdo vV v e Hy(Q). (3.10)
Q a0

qgilt.

Satz 28. Das Neumann-Problems (Ppois-Dpom) besitzt fiir gegebene zulissige Daten

(f, h) eine eindeutige Losung u € Hy(2) mit

lullize < C(1fln@y + 1Rl200)-

Beweis. Die Existenz und Eindeutigkeit folgt wieder aus dem Satz von Lax-Milgram.
Mit u = v gilt

cllullf 2.0 < alu, w) < || fllm@- lulize + Cllhlzoallull 20,
und dies liefert die Stetigkeitsabschéitzung. O

Bemerkung.

1. Die Bedingung h = H°(02) ist nicht optimal: Nach den Spursitzen — siehe Satz 18
und die nachstehende Bemerkung — kann auch h € LY(0Q) mit ¢ > p4' zugelassen
werden.

2. Der homogene Fall entspricht h = 0. In diesem Fall unterscheiden sich die obige
schwache Formulierung von von der schwachen Formulierung fiir (Ppois-Dnom)
nur in der Wahl des Ansatzraumes fiir die Testfunktion v: Wir verwenden Hg(€2)
fiir homogene Neumann-Daten, aber HY(Q) fiir homogene Dirichlet-Daten.

3. Das Neumann-Problem kann in natirlicher Weise als Operatorgleichung im
Raum Hy(Q)" interpretiert werden (analog zu den entsprechenden Bemerkungen
im Dirichlet-Fall).

4. Im Existenzbeweis ist nicht eingegangen, dass f und h durch (3.9) gekoppelt sind,
und in der Tat gibt es auch fir beliebige (f, h) ein u, so dass (3.10) gilt. Der
entscheidende Punkt ist, dass ohne (3.9) die schwache Formulierung (3.10) ein
anderes Problem kodiert. Um dies zu sehen wollen wir wieder annehmen, dass
f € C%Q) und dass die schwache Lisung u requlir ist, d.h. dass auch u €
C3(Q) N CO(Q) gilt. Fiir eine gegebene Testfunktion v € C*(Q) sei

ﬁ::v—ﬁ/ﬂvdeHé(Q).

Wir testen nun (3.10) mit © (mit v dirfen wir nicht testen, da v i.A. nicht
mittelwertfrei ist), und setzen dann die Definition von v ein. Dies ergibt

/QVu-Vvda::/vadx—ir/mvhda— (ﬁ[)vdaz)(/ﬁfdx—l—/as?hda),

und partielle Integration liefert (nach Umordnen der Terme)

/Qm)dx:/Sz(Au+f)vdx+/89(h—VVu)vda,
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wobei die Konstante n durch

(e )

gegeben ist. Da v eine beliebige Testfunktion war, liefert der Hautsatz der Va-
riationsrechnung nun Au + f = n fast dberall, was nur fir n = 0 mit (Ppois)
tbereinstimmdt.

3.2.2 Regularititsheorie

Wir sagen, dass u € H'(Q) schwache Losung der Differentialgleichung —Au = f auf
mit rechter Seite f € HY(Q) ist, falls

/Vqudx:/fvdx Vv e HY(Q).
Q Q

Beachte, dass wir hier keine Aussagen iiber die Regularitdt von 02 und das Randver-
halten von v machen. Insbesondere werden unsere Betrachtungen sowohl Dirichlet- als
auch Neumann-Randbedingungen abdecken.

Bemerkung. Als Vorbereitung wollen wir heuristisch ableiten, dass Au € L2 in der
Tat schon D*u € H? impliziert, wobei D*u eine Abkiirzung fiir die Hessische Matriz
ist, d.h. es gilt

(D?u) () = Hess u(z) = (81-8]-16(3:))

ij=1...d

Sei dazu u eine klassische Losung des Differentialgleichung —Au = f auf ganz R,
wobei wir auflerdem annehmen, dass sowohl f als auch u sowie alle alle partiellen
Ableitungen von u fir |x| — oo hinreichend schnell abklingen mdégen. Mit partieller
Integration ergibt sich dann

/Rd fidz = /Rd (Au)? dz = Z /Rd (3iB5)(9;0;1) dz

ij=1...d

—— > | @000

ij=1...d

=2 / (00,u)(00) de = | |D*(w)" da,

ij=1..d

wobei |D*(u)| die euklidische Norm der Matriz D*u(z) ist. Insbesondere haben wir —
mit Hilfe der vereinfachende Annahmen — die Identitdt

HD2UH2,Rd = HSPUTDZU”sz
gezeigt.

Um Regularitidtsaussagen zu beweisen, betrachten wir die finiten Differenzenopera-
toren

h _ The— U u(w + hey) — u(x)
(Dk“)@)— i A = ; )
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wobei h € R und e, den k-ten Einheitsvektor aus dem R? bezeichnet. Beachte, dass fiir
gegebenes © CC Q und u € H(Q) die Funktion Du € H°(©) wohldefiniert ist, sofern
|h| < dist (©,0€). Man zeigt nun leicht, dass fiir u € H(Q) sogar Dfu € H'(©) mit
9;(Diu) = Dpoju gilt, wobei

/uD:hv dox = —/UD,;hu dx
Q Q

fiir alle Testfunktionen v mit kompakten Trager in ©. Auflerdem gilt (siehe Satz 8)

weH(Q) mit Guu=1; <= Vhk=1.d VO CCQ : |Diu— vz = 0.

Satz 29 (Innere Regularitiit). Seien u € H'(Q) und f € H°(Q) gegeben so dass —Au =
[ im schwachen Sinne und sei © CC Q) fiziert. Dann gilt u € H*(©) mit

lull20 < C(I1floza + luloza)

wobei die Konstante C' von ©, aber nicht von u abhdngt.

Beweis. Sei ¢ ein glatte Indikatorfunktion fiir ©, d.h. ¢ € C*(Q2) mit 0 < ¢ <1 und
ule = 1. Sei auBerdem = ein Zwischengebiet mit

©cc=cc, supp ¢ C =.
Satz 8 liefert Dfu € H(Z) und
1D Diullozz < CllowDyullogz, — [1DRullogz < Clldkullozz,
fiir alle hinreichend kleinen h.

Wir testen nun die Differentialgleichung mit v = —D,;hC 2D, wobei h hinreichend
klein ist, so dass v kompakten Tréger in €2 hat. Dies liefert

fllsolllzo > [ 1 (-D7"¢Dluyds = [ Vu- V(=D ds
Q Q
> VDM ) - (V(2DM) ) d
= / ¢ |VD|” dz + / (gvpgu) : (2D’,guvg> dr
Q Q
> [ ¢|9Djul’ do ~ [V DLulbzal2DbuT oz,
Q

und mit |2D2uV{|lo2.0 < Cllokullo2z < Cllull12= auch

IV Dyulls 0 < Cllulh o z¢VDiullozo + | fllozollvlloze-
Desweiteren gilt
—v =D "D+ (1_pe, D;"¢?) D},
und damit auch

[vlloze < C(IIKVDilloza + ulli2z)-
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Wir kénnen nun beide Abschiitzungen kombinieren und mit m = [|[(V D2 (o2 finden
wir

m?* < C((a+b)m+ab>,
wobei a = || fllo2.q, b = ||u|l12z. Fiir jedes e gilt nun

m? < c(im 4ol

2 1 2
% 2m —|—§(a+b)>,

und fiir hinreichend kleines ¢ folgt hieraus
HDZVUHO,Z@ = HVDZUHOQ,@ S m S C(CL + b)

Da diese Abschétzung fiir alle & und alle hinreichend kleinen A gilt, schliessen wir (mit
Satz 8), dass u alle zweiten partiellen Ableitungen in © besitzt, d.h. es gilt u € H*(O)
mit

ull220 < C(|flloze + ulli2z)

Sei nun 7 eine glatte Indikatorfunktion von = mit kompakten Tréger in €2. Durch Testen
der Differentialgleichung mit v = n?u finden wir

1Vulfo0 < [ Va- (5#90) do
Q

— / fngu +Vu - <2unV17> dx
0
< [[fllozellulloze + [[nVullozzlluloze-

and analog zu oben schlieflen wir

[Vullozz < [[nVulloz.e < C(lflloza + llulloze)-

In Kombination mit der Abschétzung fiir ||ul|22e folgt nun die Behauptung.

Bemerkung.

1. Da © CC (2 beliebig gewdihlt werden kann, schreibt man auch

u € HY (),

loc

2

wobei der Raum wir fiir Eigenschaften des Raumes Hi,

SEN.

auf die Literatur verwei-

2. Fiir f € H™(Q) gilt v € H"(Q) mit

loc

lullniz20 < C (11 flmaz0 + o)

fiir jedes © CC €, wober C' von © abhdngen darf bzw. wird. Dies kann mit
vollstindiger Induktion iber m bewiesen werden: Der Induktionsanfang ist gerade
Satz 29; der Induktionsschritt beruht auf der Tatsache, dass —Au = f fiir requldre
f auch —Adgu = O f impliziert.
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3. Satz 29 und seine Verallgemeinerungen gelten (mit im Wesentlichen analogen Be-
weisen) auch fir stark elliptische Differentialoperatoren (sofern die Koeffizienten-
Funktionen hinreichend requldr sind).

4. Fiir hinreichend gute Gebiete kann die Regularitit auch bis zum Rand ausgedehnt
werden. Zum Beispiel, ist Q ein C*-Gebiet, so gilt Au € H'(Q) = u € H*(Q)
mat

lulb2a < C (I Aulbza + lulloze).

Der Beweis ist aber technisch aufwdndiger.

5. Die Regularititstheorie elliptischer Differentialoperatoren ist ein klassisches Ge-
biet der Reinen Analysis und mittlerweile sehr weit entwickelt. Insbesondere
gibt es einen umfangreichen Katalog von Bedingungen fir u € Cm7>‘(Q) und

u € WFP(Q).

3.2.3 Weitere Elemente der Theorie

Maximum- und Vergleichsprinzipien Sei wieder
Koo = {u: Q> R & u(w) 2 0 fiir fast alle z € 0. |
Satz 30. Fiir u € H'(Q) gelte

/Vu-Vvdxgo Vv € Hy(Q) N K, -
Q

Dann gilt nimmt u sei Supremum auf dem Rand OS2 an, d.h. es gilt sup u < ugg.

Beweis. Sei G € C}(Q) gegeben mit G(t) = 0 fiir t <0 und 0 < G'(t) < C' < oo, und
sei H(t) = fot VG'sds. Wie setzen nun D = sup u|gn und kénnen D < oo annehmen
(fiir D = oo ist nichts zu zeigen). Nach Konstruktion und der Kettenregel fiir schwache
Ableitungen gilt G(u — D), H(u— D) € Hy(2) N K, o) mit

V(G(u— D)) = G'(u— D)Vu, V(H(u— D))= H'(u— D)Vu.

Nach Voraussetzung gilt
0> / Vu-VG(u— D)dx = / G'(u— D) |Vu|’ dz = / IVH (u — D)|* dz > 0.
Q Q Q

Daraus folgt VH(u — D) = 0, und die Poincare-Ungleichung (fiir H(u — D) € H}(2))
liefert H(u — D) =0, d.h. es gilt u < D. O

Satz 31 (Schwaches Maximum-Prinzip). Sei u € HY(Q) schwache Lisung zu
(Ppois-Dinn) mit rechter Seite f € HY(Q2) und Randdatum g. Dann gilt

f<0andg<0 = u<0,
sowie eine analoge Implikation mit “>7 statt “<7.

Beweis. Satz 30. O
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Bemerkung.

1. Gilt auch fiir rechte Seiten aus f € HY(Q)". Dabei heifit ein Funktional f €
HY(Q)" nicht-positiv (wir schreiben f < 0) falls (f, Wy i < 0 fir alle
v E H%)(Q) N K[o, 0] -

2. Da das Poisson-Problem linear ist, folgen aus dem Maximum-Prinzip auch Ver-
gleichsprinzipien.

3. FEine Funktion w heifst (schwache) Unterlosung zu (Ppois-Dinn), falls —Au < f
(im Sinne von Funktionalen ) und u < g (im Sinne von fast iberall auf 02) gilt.
Oberlésungen u werden analog eingefiihrt.

4. Sei w Unterlosung, u Losung, und @ Oberlosung (alles im schwachen Sinne), so
qilt stets u < u < .

Bemerkung. Seiu € HY(Q) eine (schwach) harmonische Funktion, d.h. u ist schwache
Losung der Differentialgleichung Au = 0. Dann gilt

inf ugn < u < supugq,
d.h. u nimmt sein Infimum und sein Supremum auf OS2 an.

Beweis. Satz 30. O

Eigenwertprobleme

Satz 32. Es existiert eine positive, monoton wachsende Folge (\,), oy und eine Folge
(en)pen € HG(Q) so dass:

1. Fir jedes n ist e, Figenfunktion zum A-Operator mit Figenwert A\, ist, d.h. es

qgilt

/Ven-Vvdx:)\n/envndx V ve H(l)(Q),
Q Q

bzw.
—Ae, = \Be,,
wobei B die natiirliche Einbettung H5(2) — H(Q2) — H™Y(Q) bezeichnet.
2. Es qilt
/ enemdr =4,", / Ve, - Ve, dr = \,9,",
Q Q
fir alle n, m.
3. Fiir jedes n > 1 gilt
Vul|?
A = min w : (u, €k>|_2(9) =0 firallek=1.n—-1 3,
||u”|_2(9)
wobei eg = 0.
Beweis. Siehe Kapitel 2 O

Bemerkung. Die Folge (e,,), ist vollstindiges ON-system in L?(SY). Fiir viele Gebiete
(2.Bsp. Kugeln) sind diese bekannit.
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