Prof. Dr. Michael Herrmann

Technische Universitat Braunschweig
Institut Computational Mathematics
michael.herrmann@tu-braunschweig.de

SWILz,

v

O €,
gﬁ% 3% Technische
b %z

Universitat
Braunschweig

O v
-5 A
» AR

'Yo "@

Skript zur Vorlesung

Dynamische Systeme
im Wintersemester 2018/19

(® Michael Herrmann

Der Autor ist fiir Hinweise und Kommentare jederzeit dankbar.

Dieses Skript ist lizenziert unter CC BY-SA 3.0 DE. @ @ @
http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/de/

Wesentliche Teile dieses Skriptes sind von 2012 bis 2016 an der Universitdit des
Saarlandes und der Westfilischen Wilhelms-Universitit Minster entstanden.




Bei der Ausarbeitung hat der Autor regelméfig die folgenden Werke konsultiert:

[Chi06] CHICONE, Carmen: Ordinary Differential Equations with Applications.
Springer, 2006

[Hol96] HOLMGREN, Richard: A First Course in Discrete Dynamical Systems.
Springer, 1996

[KH97] KATOK, Anatole ; HASSELBLATT, Boris: Introduction to the Modern
Theory of Dynamical Systems. Cambridge University Press, 1997

[Ver96] VERHULST, Ferdinand: Nonlinear Differential Equations and Dynami-
cal Systems. Springer, 1996

[Wal00] WALTER, Wolfgang: Gewdéhnliche Differentialgleichungen. Springer,
2000

Der Autor dankt allen Studierenden, Mitarbeitern und Kollegen, die durch Hinweise
und kritische Kommentare zur Verbesserung des Skriptes beigetragen haben.

Michael Herrmann: Dynamische Systeme [D)evsa | Version vom 16.2.2019



Inhaltsverzeichnis

1 Iterierte Abbildungen 5
1.1 Einfihrung . . . . . . ... 5
1.1.1 Beispiele und Grundbegriffe . . . . .. .. ... 5

1.1.2 Stabilitdt von Fixpunkten . . . . ... ... ... ... ... .. 8

1.1.3  Bifurkationen . . . . .. ... oL o 11

1.2 Satz von Sarkovski . . . . .. ..o 14
1.3 Einfiihrung in die Chaos-Theorie . . . . . . . ... ... ... .. ... 17
1.3.1 Uber Cantor-Mengen . . . . . . . ... ... .. ......... 18

1.3.2 Invariante Mengen der logistischen Abbildung . . . . . . .. .. 21

1.3.3 Chaotische Dynamik . . . . .. ... ... ... ... ...... 23

1.3.4 Uber Topologische Konjugiertheit . . . . . . .. ... ... ... 24

1.3.5  Uber symbolische Dynamik . . . . .. ... ... ... ..... 28

2 Gewohnliche Differentialgleichungen 31
2.1 [Existenz von Lésungen . . . . . . . . ... Lo 33
2.2 Vergleichsprinzipien fiir skalare GDgl . . . . . . ... ... 34
2.3 Stetige Abhéngigkeit . . . . .. ... oo 37
2.4 Lineare Differentialgleichungen . . . . . . . . . . ... .. ... 40
2.4.1 Homogene Gleichungen . . . . . . . . ... ... ... ... ... 40
2.4.2  Inhomogene Gleichungen . . . . . . . ... .. ... ... .... 43
2.4.3 Matrixexponential und autonome Gleichungen . . . . . . . . .. 45
2.4.4 Klassifikation autonomer Gleichungen in 2D . . . . . . . . . .. 49
2.4.5 Stabilitdt der trivialen Losung . . . . . . . ..o L 52
2.4.6 Floquet-Theorie . . . . . . . . ... ... .. 55

3 Dynamik autonomer Differentialgleichungen 61
3.1 Orbitsund Flissse . . . . . . . . . .. ... 64
3.2 Das Poincaré-Bendixon-Theorem . . . . .. .. ... ... ... .... 70
3.3 Stabilitdt von stationdren Punkten . . . . ... ... o000 0oL 73
3.4  Exkurs iiber invariante Mannigfaltigkeiten . . . . . . . . ... ... .. 78
3.4.1 Beispiel 1 . . . . .. 81
34.2 Beispiel 2 . .. ..o 83

3.5 Der nichtlineare Oszillator und verwandte Gleichungen in 2D . . . . . . 84
3.5.1 Beispiel A . . . .. 85
352 Beispiel B . .. .. 86
3.5.3 Beispiel C . . .. . ... 87

3.6 Bifurkationen bei Differentialgleichungen . . . . . . . ... .. .. ... 87
3.6.1 Beispiele mit hyperbolischen stationdren Punkten in 1D . . . . . 88
3.6.2 Beispiele mit hyperbolischen stationdren Punkten in 2D . . . . . 89
3.6.3 Beispiele mit nichthyperbolischen stationdren Punkten . . . . . 91

Michael Herrmann: Dynamische Systeme [D)ey-sa | Version vom 16.2.2019



Michael Herrmann: Dynamische Systeme [D)evsa | Version vom 16.2.2019



Kapitel 1

Iterierte Abbildungen

In diesem Kapitel untersuchen wir die diskrete Dynamik, die durch Iteration einer

Abbildung
f: Q=0
entsteht, wobei 2 zuniichst eine beliebige Menge eines metrischen Raumes (X, d) ist.!

Die dynamische Sichtweise auf eine solche Abbildung f ist, dass sukzessive Iterationen
von f via

eine Evolution mit diskreter Zeit und Startwert z beschreibt. Um diesen Zusamm-
henhang deutlich zu machen, bezeichnen wir den Startwert {iblicherweise mit xy und
schreiben

To, x1 = f(x0), @2=f(x1), x3= f(22), w4= f(w3), ... (1.1)

Die Variable z kann nun als zeitabhingige Grofle betrachtet werden, deren Wert aber
nur zu gewissen diskreten Werten der Zeit ¢ bekannt ist. Das heiit, wir konnen (1.1)
als (abstrakte) Realisierung eines dynamischen Prozesses mit z; = x|, und t; = iAt
betrachten (der Skalierungsparameter At > 0 beschreibt die Einheitszeit und kann im
Prinzip beliebig gewihlt werden).

1.1 Einfiihrung

1.1.1 Beispiele und Grundbegriffe
Beispiel.

1. Viele physikalische Prozesse kénnen durch einfache Wachstums- bzw. Zerfalls-
gleichungen modelliert werden: Ist x; > 0 die Menge eines Stoffes oder einer

'Die Metrik d auf der Menge X ist eine Abbildung d : X x X — R mit den folgenden Eigenschaften:
1. d(z, &) = d(z, z) > 0 fiir alle 2, € X wobei d(z, £) = 0 dann und nur dann gilt, wenn z = Z.

2. Fiir alle z,%,% € X gilt die Dreiecksungleichung d(z, &) < d(z, Z) + d(Z, &).



6 1. Iterierte Abbildungen

Substanz, die sich zur Zeit t; — iAt in einem betrachteten System befindet, kann
man oftmals die Dynamik durch das Gesetz

Tit1 = ax;
beschreiben, wobei a eine positive Konstante ist. Durch Induktion ergibt sich dann
_ _ _ 2 _ _ 3 i
r1 = aXy, To = a1 = a Ty, T3 = alge = a Ty, ceey Ty = a X

bzw.

1
xr; =exp (ilna)rg = exp (A t;)xg, A= % :

d.h. der Stoffmenge dndert sich exponentiell mit der Zeit, wobei A entweder die
Zerfallsrate (fir A < 0 bzw. 0 < a < 1) oder die Wachstumsrate (fir A > 0 bzw.
a > 1) genannt wird.

2. Wir betrachten nun eine Kaninchenzucht und bezeichnen mit n; die Anzahl der
Tiere im Monat i. Fin sehr einfaches Fvolutionsmodell besagt, dass jedes Ka-
ninchen nach einem Monat geschlechtsreif ist und dann im Schnitt einen Nach-
kommen pro Monat zeugt oder gebdrt. Dieser Ansatz fihrt auf die Fibonacci-
Rekursion?

Nit2 = Nip1 + Ny
und kann, im obigen Sinne, wie folgt als diskrete Dynamik geschrieben werden:
Wir setzen x; = (niy1, n;), @ = N? und

J(nig1, mi) = (ng, ng + niya).

3. Sei g : R — R eine strikt monotone C'-Abbildung mit (eindeutiger) Nullstelle
r,. Das Newton-Verfahren® zur Bestimmung von Nullstellen von g erzeugt eine
diskrete Dynamik via

g(x)
flx)=o— :
( g'(z)
FEine typische Frage ist nun, fiir welche Startwerte xy die Folge <xi)izo gegen X,

konvergiert.

4. Das explizite Euler-Verfahren® mit Schrittweite h = At > 0 zu der gewéhnlichen
Differentialgleichung

i = g(a) (1:2)
erzeugt eine diskrete Dynamik via
f(z) =z +hg(z).

FEine wesentliche Frage ist nun, ob die diskrete Dynamik zumindest fiir 0 < h < 1
diesselben qualitativen Eigenschaften wie (1.2) aufweist. Das implizite FEuler-
Verfahren erzeugt ibrigens eine diskrete Dynamik mit

f=(d~hg)",

sofern die rechte Seite im Sinne inverser Funktionen existiert.

2Leonardo da Pisa (1170-1240), genannt Fibonacci, Mathematiker aus Pisa
3Isaac Newton (1643-1727), englischer Naturforscher.
4Leonard Euler (1707-1783), Schweizer Mathematiker und Physiker.
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1.1. Einfiihrung 7

5. Die beriihmten Bilder von Mandelbrot-> und Julia- Mengen beruhen auf Q = C
und f(x) = 2% — ¢, wobei c € C ein Parameter ist.

Bemerkung (Graphische Darstellung in 1D). In vielen Anwendungen und Beispie-
len ist Q0 ein Intervall. In diesem Fall schreiben wir auch I statt Q). AufSerdem kann
die diskrete Dynamik sehr gut veranschaulicht werden, wenn wir statt x; die Punkte
(x;, f(x;)) betrachten. Die diskrete Dynamik findet dann auf dem Graphen von f statt,
siehe Abbildung 1.1.

(x4, f(x1)),

X

Xo X1 X2

Abbildung 1.1: Diskrete Dynamik in 1D auf dem Graphen von f: Um den Punkt
(iyo, xiy1) aus (zi+1, x;) zu konstruieren, gehen wir zuerst waagerecht bis zur Diagona-
len (Graph der Normalfunktion n mit n(z) = x) und dann senkrecht bis zum Graphen von

7.

Wir definieren nun einige Grundbegriffe.
Definition 1 (Orbits). Sei iy € Z und z;, € Q gegeben. Dann heifit die Folge

(Ti)iss, mit w1 = f(zi) fir >
der von (ig, x;,) erzeugte (Vorwdrts-)-Orbit. Ist f invertierbar, so heifst
(Ii)igio mit xiy = f N wy)  fir i <

Der Vorwirts- und Riickwirtsorbit von x werden mit O(z) und O~ (x) bezeichnet.
Bemerkung.

1. In praktischen Fillen setzen wir meist ig = 0.

2. Der Orbit O(z,,) hdangt von x;,, aber nicht von der Wahl von iy ab.

Definition 2 (Fixpunkt). Ein Punkt x € Q heifit Fixpunkt (oder Gleichgewicht, oder
Ruhelage, oder stationdrer Punkt) von f, falls f(x) = x. Der entsprechende Orbit von
x heifit stationdrer Orbit

Notation. Mit f™ bezeichnen wir in diesem Kapitel die n-fache Iterierte von f, d.h.
es gilt

f=id,  fl=f,  fP=fof. f=fofof,

Beachte, dass fiir f(z) = 23 damit f*(z) = 2° und nicht f*(x) = 25 gilt.

®Benoit B. Mandelbrot (1924-2010), franzosisch-US-amerikanischer Mathematiker.
6Gaston Maurice Julia (1893-1978), franzdsischer Mathematiker.
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8 1. Iterierte Abbildungen

Definition 3 (Periodischer Punkt). Ein Punkt x € Q heifst periodischer Punkt mit
Periode k (oder k-periodischer Punkt), falls f*(x) = x gilt. Der entsprechende Orbit
von x heifit k-periodischer Orbit von f. Dariiber hinaus nennen wir einen Punkt x
(bzw. seinen Orbit) periodisch, sofern dieser k-periodisch fir ein k > 0 ist.

Bemerkung.

1. Jeder k-periodische Punkt ist fiir jedes n € N auch nk-periodischer Fixpunkt. Die
kleinste mogliche Periode wird Primperiode genannt.

2. Die Fizpunkte von f sind genau die periodischen Punkte mit Primperiode 1.

3. Ist x k-periodisch, so sind es auch alle Punkte aus dem Orbit von x.

Definition 4 (Stabile Menge). Sei p ein periodischer Punkt von f mit Primperiode k.
Dann bezeichnet

Wi(p) :={zx € Q : lim f**(z) =p}

n—oo
die stabile Menge von p. Jeder Punkt aus W¢(p) heifst auch vorwérts-asymptotisch fir
p.

Lemma 5. (Disjunktkeit stabiler Mengen) Seien py und ps zwei verschiedene periodi-
sche Punkte von f. Dann gilt W(p1) N W(pa) = 0.

Beweis. Seien ki und ky mogliche Perioden von p; und pe und sei € Wi(p1) N Wi(p2).
Nach Voraussetzung gilt nun

pi = lim fnki(x)7 i = 1727

n—00

und damit auch (Teilfolgenargument)

p1 = lim fnkle(@ =Dp2.
n—oo

Es folgt die Behauptung. m

Bemerkung. Sei f invertierbar. Ein k-periodischer Punkt von f ist dann auch ein
k-periodischer Punkt von f~! und die instabile Menge von p ist definiert als

Wup) ={z €Q : lim f"(z) =p},

wobei " die nk-te Iterierte von f~' bezeichnet. Insbesondere wird, wenn f durch
f=1 ersetzt wird, aus ‘stabil’” “instabil’ und aus ‘instabil’ ‘stabil’. Dies reflektiert, dass
der Wechsel von f zu f~1 als Zeitumkehr interpretiert werden kann, siehe Abbildung
1.2.

1.1.2 Stabilitidt von Fixpunkten

In diesem Abschnitt nehmen wir der Einfachheit halber an, dass der Zustandsraum §2
eine Teilmenge des R? ist. Alle Definitionen und Resultate konnen aber leicht auf den
Fall allgemeiner metrischer Rdume verallgemeinert werden. Insbesondere bezeichnen
wir mit |z| die euklidische Norm von z und mit

B.(z) == {yEQ ; |$—y]<7"}

die offene (2-Kugel vom Radius r um z.

Michael Herrmann: Dynamische Systeme [D)evsa | Version vom 16.2.2019



1.1. Einfiihrung 9

Vi e y=f(x)

Abbildung 1.2: Zeitumkehr: Die Vorwirtsdynamik von f~! (linkes Bild) ist dquivalent zur
Riickwirtsdynamik von f (rechtes Bild).

Definition 6 (Stabilitit). Ein Fizpunkt p von f:Q — Q heifst

1. stabil (oder Ljapunow™-stabil ), falls es ein g > 0 mit der folgenden Eigenschaft
gibt: Fir jedes 0 < € < gq existiert ein § = 0(g) > 0, so dass

x € Bs(p) = f"(x) € Bo(p)  fir alle n e N.

2. asymptotisch stabil, falls er stabil ist und es ein 6 > 0 gibt, so dass

x € Bs(p) = ) 2= p.

Bemerkung.

1. Durch analoge Definitionen mit f* statt f wird Stabilitit von k-periodischen
Punkten eingefiihrt.

2. Ist p asymptotisch stabil, so ist p ein innerer Punkt von W(p).

Die obigen Stabilitédtsbegriffe sind lokal in dem Sinne, dass f in einer kleinen Um-
gebung von p gewisse gute Eigenschaften haben muss. Ist f differenzierbar, so ist es
daher eine gute Strategie, die Linearisierung von f in p zu studieren. Genauer gesagt,
lokal um p gilt

fo+y) =Ff)+ F®Py+0(y*) =p+ f(p)y

und die lineare Funktion y — f’(p)y kodiert viele Informationen iiber den Fixpunkt p.
Wir wollen dies nun im eindimensionalen Fall genauer untersuchen.

Satz 7 (Stabilitdt in 1D). Sei f : [ — I mit I C R stetig differenzierbar und sei p
inerer Punkt von I und Fixpukt von f. Dann gilt:

1. Fir |f'(p)| < 1 ist p stabil. Auflerdem ist p asymptotisch stabil, d.h. es gibt ein
0 >0, so dass

(f*(@))new € Bs(p) it lim f"(z) = p,

n—o0

fiir alle x € Bs(p) gilt.

" Alexander Michailowitsch Ljapunow (1857-1918), russischer Mathematiker und Physiker.

Michael Herrmann: Dynamische Systeme [D)ey-sa | Version vom 16.2.2019



10 1. Iterierte Abbildungen

2. Fir |f'(p)| > 1 existiert ein 6 > 0, so dass es fir jedes x € Bs(p) ein n = n(z)
gibt, so dass f"(x) & Bs(p). Insbesondere ist p instabil.

Beweis. O.B.d.A. kénnen wir p = 0 annehmen, da wir andernfalls die Abbbildung
f(z) = f(p+ x) — p betrachten. Nach dem Satz von Taylor gilt nun

f(@) = f(0)z  oza—o,

T

0.

Wir wéhlen nun § > 0, so dass fiir alle |x| < § der Ausdruck auf der linken Seite im
Betrag kleiner als 3 |1 — [f/(0)|| > 0 ist und betrachten von nun an nur noch Punkte x
mit |z| < 4. Im Fall |f/(0)] <1 gilt dann

0<X:=3(1+[f(0)]) <1

sowie

[f(@)] < |f(@) = f(0)z| + [ f'(0)z|

< [P IOy 4 1 0)e
<3(1=170)1) 2 + 17O
< Az| < 9.

Induktiv zeigen wir anschliefend
@) S A TH@) | S N7 )] < S AT ()] S AT

Dies liefert sowohl die Stabilitdt von 0 im Sinne von Definition 6 ( mit € < gy = ¢ gilt
r € B.(0) = f"(z) € B.(0) fiir alle n € N) als auch die asymptotische Stabilitét
von 0 (denn = € By impliziert lim,, o, f™(x) = 0).

Im Fall |f(0)] > 1 gilt

[f(@)] 2 |f(0)x| = |f(z) = f/(0)x]
> £ O)] |z] = 3|1 = 1 (O)]| 2]
(171 +1) fal = Alal.
und damit |f(x)] > Az| > |z|, weil nun A > 1. Aus dieser Wachstumseigenschaft

folgt unmittelbar, dass fiir jedes gegebene x € B;(0) die Folge (f"(z)),, nicht ganz im
Intervall [—4, d] liegen kann, d.h. es gibt mindestens ein N (das von x und § abhéngen

wird), so dass fV(z) ¢ B;(0) gilt. O
Bemerkung.
1. Fir |f'(p)] = 1 muss man héhere Ableitungen von p auswerten, das heifst in

solchen Fixpunkten kann die Stabilitdt gerade nicht mit Hilfe der Linearisierung
von f um p bestimmt werden.

2. FEin Fizpunkt mit |f'(p)| # 1 heifst hyperpolisch, ein Fizpunkt mit |f'(p)| = 1
heifst nicht-hyperpolisch oder neutral.

3. Fizpunkt mit |f'(p)] < 1 bzw. |f'(p)] > 1 sind Beispiel fir Attraktoren
(attractor) bzw. Repellatoren (repeller).

Michael Herrmann: Dynamische Systeme [D)evsa | Version vom 16.2.2019



1.1. Einfithrung 11

0<f'(p)<1 impliziert Stabilitat f'(p)>1 impliziert Instabilitat

—1<f'(p)<0 impliziert Stabilitat f'(p)<—1 impliziert Instabilitat

Abbildung 1.3: Generische Beispiele fiir hyperbolische Fixpunkte in 1D. Die gepunkteten
Linien haben Anstieg +1.

1.1.3 Bifurkationen

In praktischen Fillen hédngen dynamische Systeme von gewissen Parametern ab. Eine
Bifurkation findet bei gewissen Werten der Parameter statt und beschreibt, dass ein
qualitativer Wechsel in der Dynamik auftritt.

In diesem Abschnitt geben wir einen ersten Einblick in die Bifurkationstheorie,
indem wir die wesentlichen Bifurkationen fiir eindimensionale iterierten Abbildungen
anhand generischer Beispiele studieren.

Beispiel (Saddle-Node-Bifurkation). Fir ¢,z € R sei f.(x) definiert durch
fe(x) = exp (x + ).

Durch graphische Analysis (bzw. elementare Abschitzungen und Rechnungen) verifizie-
ren wir, dass es nur die folgenden, in Abbildung 1.4 skizzierten drei Fdlle gibt:

c<—1 Es gibt genau zwei hyperbolische Fixpunkte p.1 <1 < pc2o
mit 0 < fl(peq) <1 < fl(pe2). Insbesondere ist p.y stabil
und peo instabil.

c=-1 Es gibt nur den neutralen Fizpunkt p =1 mit f" (1) = 1.

c>—1 Es gibt diberhaupt keine Fizpunkte.

Beim Bifurkationsparameter ¢ = —1 dndert sich also das qualitative Verhalten der
Dynamik. Wenn man diesen Wert mit ¢ von links nach rechts durchlduft, kann man
zu sagen, dass bei ¢ = —1 der stabile und der instabile Fixpunkt miteinander kol-
lidieren und sich ausloschen. Lduft man umgekehrt, so scheint es, dass ein stabiler
und ein instabiler Fizpunkt aus dem “Nichts” erzeugt werden. Dieses Ausldschen bzw.
Entstehen eines Paares aus stabilen und instabilem Fixpunkt nennt man eine Saddle-
Node-Bifurkation. Beachte, dass der Fixpunkt fir den Bifurkationswert c = —1 neutral
15t.

Michael Herrmann: Dynamische Systeme [D)ey-sa | Version vom 16.2.2019



12 1. Tterierte Abbildungen

Graph von f (x)=exp(x+c)
y X

al c=0 c=—1 c:—f, T T T

T

125 -10 -0.75

Abbildung 1.4: Beispiel fiir eine Saddle-Node-Bifurkation.

Beispiel (Pitchfork-Bifurkation). Fir ¢ > 0 und v € R sei f.(x) definiert durch
fe(x) = arctan (cx).

Wie in Abbildung 1.5 skizziert, gibt es wieder drei Fille:

O<ex1 Es gibt nur den stabilen Fixpunkte p = 0.
c=1 Der Fizpunkte p = 0 st neutral.
c>1 Der Fizpunkte p = 0 st instabil. Dariiber hinaus gibt es nun

zwei stabile Fixpunkte —p. < 0 < pe.

Beim Bifurkationsparameter ¢ = 1 passiert eine sogenannte Pitchfork-Bifurkation
( pitchfork=Heugabel).

Graph von f(x)=ArcTan(cx)
Y X

—7 JTT

4

Abbildung 1.5: Beispiel fiir eine Pitchfork-Bifurkation.

-
— |\
-
]
> < | —> |«
» g — | —> |\

Beispiel (Transkritische Bifurkation). Fir ¢ > 0 und x € R sei f.(x) definiert durch

Jfe(x) = exp (cx) — 1.
Wie in Abbildung 1.6 skizziert, gibt es nun eine transkritische Bifurkation:

O<ex1 Es gibt den stabilen Fizpunkt p =0 und
einen instabilen Fizpunkt p. > 0.

c=1 Es gibt nur den neutralen Fizpunkte p = 0.

c>1 Der Fizpunkte p = 0 ist nun instabil aber
es gibt einen stabilen Fizpunkt p. < 0.

Wenn wir den Parameter ¢ von links nach rechts durchlaufen, so sehen wir, dass bei
¢ = 1 beide Fixpunkte kollidieren (bzw. die Funktion ¢ — p. ihr Vorzeichen wechselt)
und es dabei zu einem Stabilitdtswechsel in beiden Fixpunkten kommit.

Michael Herrmann: Dynamische Systeme [D)evsa | Version vom 16.2.2019
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Graph von f(x)=exp(c x)—1
y

=27 c=1. 0.
c c=1.0 =05 . A

0.0

Abbildung 1.6: Beispiel fiir eine transkritische Bifurkation.

2
Graph von f,(x)=c(1—-exp(x)) Graph von f5(x)
y y
1.0F . 2.0¢
c=1.3 ”'»"' a
c=1.0 - j
c=0.5 \ ,,,,,,, c=05.- 20"
oo;' ) X “"
1.0 1.0 c=1.0 _,—;
"""""" c=1.3 —=
-1.0} 4.0}
X
10/ i l l v _t-
"
AT
0.8 kX + 1.2
‘ i
~
~
‘\
§~-
2.0t ?

Abbildung 1.7: Beispiel fiir eine Periodenverdoppelungs-Bifurkation.

Beispiel (Periodenverdoppelung). Fiir ¢ > 0 und x € R sei f.(x) definiert durch
fe(x) = c(l — exp (x))

Durch graphische oder analytische Methoden kénnen wir zeigen, dass es immer nur den
Fizpunkt p = 0 gibt, dessen Stabilitat wie folgt charakterisiert werden kann:

0<e<1 p = 0 ist stabil wegen —1 < f'(0) < 0.

c=1 p =0 ist neutral wegen f'(0) = —1.
c>1 p =0 ist instabil wegen f'(0) < —1.
Der Stabilititswechsel von p = 0 bei ¢ = 1 st aber nicht die einzige qualitative

Anderung. Dies wird deutlich, wenn wir zusdtzlich den Graphen von [2 betrachten:
Die Funktion f? besitzt fiir ¢ < 1 nur den stabilen Fizpunkt p =0, und deshalb wissen
wir, dass [ keine periodischen Orbits mit Primperiode 2 hat. Bei ¢ = 1 beobachten wir
bei f2 jedoch eine Pitchfork-Bifurkation, d.h. p = 0 wird instabil und es entstehen zwei
neuve stabile Fixpunkte p.q1 < 0 < pco. Aus Sicht von f. sind p.1 und p.o aber keine
neuen Fizpunkte sondern neue 2-periodische Punkte. Man sagt, dass bei ¢ = 1 eine
Periodenverdoppelungs-Bifurkation von f. stattfindet.

Michael Herrmann: Dynamische Systeme [D)ey-sa | Version vom 16.2.2019



14 1. Tterierte Abbildungen

1.2 Satz von Sarkovski

Der Satz vom Sarkovski® ist ein sehr wichtiges und bemerkenswertes Resultat und liefert
fiir ein-dimensionale iterierte Abbildungen hinreichende Bedingungen fiir die Existenz
periodischer Punkte. Bevor wir diesen Satz formulieren und beweisen, stellen wir einige
elementare Hilfsresultate zusammen.

Lemma 8. Secien I, J zwei abgeschlossene, endliche Intervalle und f : I — R eine
stetige Abbildung mit f(I) O J. Dann existiert ein abgeschlossenes Teilintervall K C I,
so dass f(K) = J.

Beweis. Wir schreiben I = [a, b] und J = [¢, d] und kénnen 0.B.d.A a < bund ¢ < d
annehmen. Nach Voraussetzung existieren ay, by in [a, b] mit f(a;) = c und f(b;) = d.
Im Fall a; < b; definieren wir

as = max{z € [a1, b1] : f(z) =c}.

Fiir jedes x € [ag, b1] gilt nun f(x) > ¢, da wir anderfalls mit Hilfe des Zwischenwert-
satzes einen Widerspruch zur Maximalitit von as konstruieren kénnten. Wir definieren
aufferdem

by :=min{z € [ag, by] : f(x)=d},

und schlieflen, analog zu eben, dass f(z) < d fiir alle z € K := [ag, by] gilt. Nach
Konstuktion gilt also f(K) C J, und der Zwischenwertsatz garantiert f(K) D I.
Der Fall a; > b; kann analog behandelt werden. ]

Lemma 9. Seien I ein abgeschlossenes, endliches Intervall und f : I — R eine stetige
Abbildung so dass

1. f(I) C I, oder
2. f(I) 2 1.
Dann besitzt f mindestens einen Fizpunkt in I.
Beweis. Ubungsaufgabe. m

Satz 10 (Spezialfall des Satzes von Sarkovski). Sei I ein beliebiges Intervall und f :
I — I eine stetige Abbildung. Falls f einen periodischen Punkt mit Primperiode 3
besitzt, so besitzt f periodische Punkt zu jeder beliebigen Primperiode k € N.

Bewezs.

1. Normalisierung: Nach Voraussetzung gibt es einen echten 3-periodischen Orbit
in I, deren Punkte wir mit a < b < ¢ bezeichnen konnen. Es gilt nun entweder

(a) bzf(a),c:f(b),a:f(c),oder
(b) c:f(a),b:f(c),a:f(b).
Wir werden den Beweis nur fiir den ersten Fall fithren; der zweite Fall kann ganz

analog behandelt werden. Unter dieser Voraussetzung und wegen des Zwischen-
wertsatzes gilt f([a, b]) 2 [b, ¢] und f([b, c]) 2 [a, c].

80lexandr Mikolajowytsch Scharkowski (geb. 1936), ukrainischer Mathematiker. Es gibt mehrere
Transkriptionen seines Namens.
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2. k=1 und k = 2: Wegen f([b, c]) D [b, ¢] hat f mindestens einen Fixpunkt in
[b, | und die Definition von b und ¢ impliziert, dass dieser sogar in (b, ¢) liegt.
Andererseits gilt f([a, b]) 2 [b, ] und nach Lemma 8 existiert ein abgeschlossenes
Intervall K C [a, b] mit f(K) = [b, ¢]. Es gilt nun f*(K) = f([b, c]) 2 [a, b] D K,
und Lemma 9 impliziert, dass f? einen Fixpunkt p € K besitzt. Wir miissen nun
zeigen, dass p wirklich Primperiode 2 hat, d.h. dass p nicht schon Fixpunkt von
f ist. Dazu bemerken wir, dass f(p) € [b, ¢] gilt. Wiirde nun p = f(p) gelten,
so wiirde dies p = f(p) € {b} implizieren (da K N f(K) C {b}), aber dies ist
ein Widerspruch zu f(b) = ¢. Damit ist p # f(p) gezeigt, d.h. p hat in der Tat
Primperiode 2.

3. k >4, Teil 1: Wir zeigen zunéchst, dass es eine absteigende Folge von Intervallen
[b, C]:AOQAli_)QAk
gibt, so dass

(a) f(A) =A, 1 firn=1, .. k-2
(b) f"(A,) =[b, ] firn=1, .., k—2,
(¢) [ (Ar—1) = [a, B],

(d) f*(Ax) = b, .

Nach Definition von Ay gilt f(Ag) 2 Ao und deshalb, siehe Lemma 8, gibt es
Ay € Ap mit f(Ay) = Ag = [b, ¢]. Fiir A; gilt dann f(A;) O A;. Insbesondere
existiert, wieder nach Lemma 8, ein Intervall Ay C A; mit f(Ay) = A; und damit
f2(Ag) = fY (A1) = Ay = [b, ¢]. Durch Tteration dieses Arguments kénnen wir
alle A,, bis einschliefllich A;_» konstruieren. Es gilt dann f*~1(A;_5) = f(4y) 2
[a, ¢] D [a, b], und deshalb liefert Lemma 8 (nun angewendet auf f*~! statt f)
ein Ap_; C Ap_o mit f*Y(A,_1) = [a, b]. Da dies f*(Ar_1) = f([a, b]) D [b, ]
impliziert, existiert schliefllich A, mit der gewiinschten Eigenschaft.

4. k > 4, Teil 2: Auf Grund von f*(Ay) O Aj und wegen Lemma 9 hat die Ab-
bildung f* mindestens einen Fixpunkt p € A, und p ist nach Definition ein
k-periodischer Punkt von f. Wir zeigen nun, dass k£ die Primperiode von p ist.
Dazu bemerken wir, dass nach Konstruktion

p, f0), f2(p), . [F20) € b, fMN(p) € la, b]

gilt. Die Implikation

o) =b = p=f"p)=fb)=c = flp)=a¢b

zeigt, dass f*71(p) # b gelten muss. Die Menge {p, f(p), ..., f*"1(p)} (das sind
gerade die Werte des periodischen Orbits O(p)) enthilt also genau ein Element
aus dem halboffenen Intervall [a, b), aber k—1 Elemente aus dem dazu disjunkten
Intervall [b, ¢]. Hieraus folgt unmittelbar, dass es keine Periode kleiner k geben
kann: Denn wire k die Primperiode von p, so wiirde k£ = fik fir ein 7 € N
gelten, und die Menge {p, f(p), ..., f¥~1(p)} wiirde f-mal den Wert f¥=1(p) €
(a, b) annehmen.

O
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Graph von f Graph von 12 Graph von r*

1% ‘ R I

Abbildung 1.8: Sei f : [0, 1] — [0, 1] gegeben durch f(z) = 3.3z(1 — z). Da f* dieselben
Fixpunkte wie f? besitzt, hat f keine periodischen Orbits mit Primperiode 4. Der Satz von
Sarkovski garantiert nun, dass f nur periodische Orbits mit Primperiode 1 und 2 besitzt, da
nur diese in der Ordnung (1.3) kleiner als 4 sind.

Der Satz von Sarkovski ist wesentlich allgemeiner und beruht auf der folgenden
Ordnung der natiirlichen Zahlen

357 ..22-3%=2-5=2-7T=..=22.3=22.5=922.7%

1.3
=M. 3= 2" 5= 2" T =222t 1, (1.3)

Fiir zwei natiirliche Zahlen k; und ke mit k; = 2"q; (wobei ny, ns beliebige natiirliche
Zahlen und ¢, g, ungerade sind) gilt also k; > ko genau dann, wenn eine der folgenden
Bedingungen erfiillt ist

L g1 >1=g¢,

2. 1 = g2 = 1 und nq > no,

3. q1,q2 > 1 und ny > nyq,

4. ¢1,92 > 1 und ny = nqy und ¢ > q1.

Satz 11 (Satz von Sarkovski). Sei I ein beliebiges Intervall und f : I — I eine stetige
Abbildung. Falls f einen periodischen Punkt mit Primperiode k besitzt, so besitzt f
auch periodische Punkte zu jeder beliebigen Primperiode k < k .

Der Beweis dieses Satzes ist technisch aufwindiger als der von Satz 10 und kann im
Rahmen dieser Vorlesung nicht gefiihrt werden. Eine mogliche Anwendung von Satz 11
ist in Abbildung 1.8 beschrieben.
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1.3 Einfiihrung in die Chaos-Theorie

In diesem Abschnitt fiihren wir den Begriff des Chaos im Rahmen der diskreten Dy-
namik ein. Ein einfaches aber in diesem Zusammenhang sehr wichtiges Beispiel ist die
Dynamik, die von der logistischen Abbildung

fe(x) =cx (1l —1x) (1.4)

mit Parameter ¢ > 0 erzeugt wird. Obwohl diese Funktion nur ein quadratisches Po-
lynom ist, ist die von ihr erzeugte Dynamik fiir hinreichend grofie Werte von ¢ ausge-
sprochen komplex. Zunéchst bemerken wir, dass f. immer nur zwei Fixpunkte besitzt,
némlich 0 und p. = (¢ —1)/c, und dass f.(1/c) = p. gilt. Die verschiedenen dynami-
schen Regime der logistischen Abbildung konnen wie folgt zusammengefasst werden:

O<ex1 0 ist stz.a.ubil und p. < 0 ist instabil, und man zeigt
leicht (Ubungsaufgabe) dass

WS(O) = (pm 1/0)7 WS(pc) = {pca 1/0}

und Wy(—o0) = (—o0, p.) U (1/¢, 00).
c=1 Wegen p. = 0 tritt eine transkritische Bifurkation
auf und es gilt

Ws(0) = [0, 1

sowie Wy(—o0) = (—o0, 0) U (1, 00).
l<e<3 0 ist nun instabil und p. stabil. Es gilt

WS(O) = {07 1}7 Ws(pc) = (07 1)

und Wy(—o0) = (—o0, 0) U (1, 00).

c=3 Es tritt eine Periodenverdoppelung am Fixpunkt
0 < p. <1 auf

3<c<14++v6  Die beiden Fixpunkte 0 und p, sind instabil, aber
es gibt zwei stabile 2-periodische Punkte pi,py €
(0, 1).

1+vV6<c<4 Die Dynamik ist sehr kompliziert und &dndert sehr
schnell mit ¢ ihr qualitatives Verhalten. Fiir ¢ >
1 + /8 ~ 3.83 gibt es 3-periodische Orbits und da-
mit, nach dem Satz von Sarkowski, periodische Or-
bits mit beliebiger Primperiode. Aulerdem gibt es
eine sogenannte Periodenverdoppelungskaskade, sie-
he Abbildungen 1.9 und 1.10. Fiir weitere Details sei
auf die Literatur, z.Bsp. HOLMGREN verwiesen.

c=4 Die Dynamik ist chaotisch auf dem Interval [0, 1]
und dies kann relativ einfach gezeigt werden.
4<c Das Intervall [0, 1] ist nicht mehr invariant unter

fe. Es gibt aber eine f.-invariante Cantor-Menge
Q. C [0, 1] auf der die Dynamik wieder chaotisch ist.
Wir werden dies im Folgenden unter der stédrkeren
Voraussetzung ¢ > 2 + /5 ~ 4.24 rigoros beweisen.
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Graph von f, fiir c=0.6 Graph von f_ fiir c=1 Graph von f_ fiir c=3
Y y y
1 1 1
X X X
-1 1 -1 1 -1 1
-1 -1. -1
Graph von f2 fiir c=2.6 Graph von f? fiir c=3 Graph von f2 fiir c=3.4
y y y
1. 1. 1.
1.x 1.x 1.x
Graph von f? fiir c=3.4 Graph von f? fiir c=1+V/6 Graph von f? fiir c=3.6
y y y
0.9 0.9 0.9
‘0.6 7 0.9% ‘0.6 0.9% ‘0.6 1 0.9%

Abbildung 1.9: Bei ¢ = 1 beobachten wir eine transkritische Bifurkation fiir f. und bei ¢ = 3
eine Periodenverdoppelung (bzw. eine Pitchfork-Bifurkation fiir £2). Bei ¢ = 1 + v/6 ~ 3.45
beobachten wir eine Pitchfork-Bifurkation fiir f. Aus Sicht von f. bedeutet dies, dass wenn
¢ den Wert 1 + /6 von unten durchliuft, der stabile 2-periodische Orbit instabil wird und
gleichzeitig ein stabiler 4-periodischer Orbit entsteht.

Stabile periodische Punkte Stabile periodische Punkte
X X
1.6
0.55
0.5}
3 345357 ° 3.54 3.56 c

Abbildung 1.10: Periodenverdoppelungskaskade (Feigenbaumdiagramm) fir die logistische
Abbildung. Das rechte Bild ist eine Detailansicht des linken; beachte die Selbstéhnlichkeit.
Zwischen ¢ = 3 und ¢ ~ 3.57 treten unendliche viele Periodenverdoppelungen auf. Sind ¢;_1, ¢;
und ¢;11 drei aufeinanderfolgende Bifurkationsparameter, so gilt (¢;41 — ¢;)/(¢; — ¢i—1) — 6,
wobei § ~ 4.669 die Feigenbaum-Konstante ist. Diese Konstante tritt in vielen chaotischen
Systemen auf und wird deshalb oftmals als universelle Naturkonstante betrachtet.

1.3.1 Uber Cantor-Mengen

Ein wesentliches Hilfsmittel, um die Dynamik der logistischen Abbildung fiir grofie ¢
(oder anderer Funktionen) zu verstehen, sind spezielle Teilmengen der reellen Zahlen.
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Definition 12 (Cantor-Menge). Eine nichtleere Menge I' C R heifst Cantor-Menge,
falls die folgenden Bedingungen erfillt sind:

1. T ist kompakt,
2. T' enthdlt keine inneren Punkte, d.h. es gibt kein echtes Intervall J mit J C T.

3. Jeder Punkt von ' ist Haufungspunkt von I', d.h. fir jedes x € T' existiert eine
Folge (z,,),, C I' mit z,, # x fir alle n und v = lim,,_,o z,,. Oder anders gesagt,
I' besitzt keine isolierten Punkte.

Beispiel (Klassische Cantor-d-Mengen). Fiir gegebenes 6 € (0, 1) definieren wir eine
absteigende Familie von Mengen I',, durch die folgende, in Abbildung 1.11 dargestellte,
Rekursionsvorschrift:

e Esseil'y =0, 1].

o [st ', die Vereinigung der abgeschlossenen und paarweise disjunkten Intervalle
lag, Bx] fir k =1,..., K, mit K, =2", so definieren wir

Ppir = U [, Be) \ (G, Br)

k=1,...Kn

wobei

Wir konnen nun leicht durch vollstindige Induktion zeigen, dass I',, aus 2™ abgeschlos-
senen und paarweise disjunkten Intervallen der Ldnge (1;5)71 besteht. Die Cantor-6-
Menge wird nun durch

I‘::ﬂFn

neN

definiert. Es ist leicht einzusehen, dass die Menge aller Randpunkte der Teilintervalle
von I'y, zu T' gehoren. Nicht ganz so einfach zu sehen ist jedoch, dass I wesentlich mehr
als nur diese Punkte enthdlt.

loo los l1o l44

Iy looo oo loto  lo11 lioo  l101 l110 1111

Abbildung 1.11: Rekursive Konstruktion der Cantor-d-Menge (fiir 6 = 0.24 dargestellt): In
jedem Schritt wird aus jedem Teilintervall das Mittelstiick mit relativer Lénge J herausge-
nommen. Die spezielle Indizierung der Teilintervalle von I';, spielt im Beweis von Lemma 14
eine Rolle.

Wir zeigen nun, dass die Bezeichnung Cantor-6-Menge sinnvoll ist.

Lemma 13. Die Cantor-9-Menge aus Beispiel 1.5.1 ist eine Cantor-Menge im Sinne
von Definition 12.
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Bewezs.

1. Nach Konstruktion ist jede der Mengen I',, kompakt, und deshalb ist auch T’
als Durchschnitt von kompakten Mengen selbst kompakt. Auflerdem ist I' nach
Konstruktion nichtleer, da es mindestens die Randpunkte der Teilintervalle aller
Mengen I',, enthélt.

2. Seien z,y zwei beliebige Punkte mit 0 < z < y < 1 und z,y € I'. Nach Kon-
struktion von I' existieren fiir jedes n € N zwei Intervalle I,, und J, der Lénge

(%’S)n, so dass

zel, CTy,, yeJ, Cly,.
Wir wihlen nun ng hinreichend grof, so dass (1%‘5)”0 < %3%. Dann gilt
G-l 2y —al—ly—gl— |z —@| > |y — 2| - Fly— 2| = 5|y —2[ > 0

fir alle 2 € I,, und y € J,,. Insbesondere ist der Abstand der Intervalle I,
und J,, positiv. Wenn [,,, und J,, nun benachbarte Teilintervalle von I, sind,
so gibt es mindestens ein z € (x, y), so dass z ¢ I';,, D I'. Fiir nicht benachbarte
Teilintervalle kénnen wir analog argumentieren. Insgesamt haben wir damit die
Implikation

r,yel =  [z,y]¢T
gezeigt, d.h. I kann kein Intervall positiver Lénge enthalten.

3. Sei nun z € T fixiert. Dann existiert nach Konstruktion von I' fiir jedes n € N

ein Intervall I,, der Léinge (%)n so dass

rel, CTl,.
Fiir jedes n wéhlen wir z,, mit

(a) x, ist Randpunkt von I,
(b) 7, # .

Da x,, Randpunkt von I, ist gilt, x,, € I'. AuBerdem gilt

1_5 " n—o00
\x—xn]§< 5 ) %0,

d.h. z ist Haufungspunkt von I'.

]

Wir beweisen schliellich noch einige bemerkenswerte Eigenschaften der klassi-
schen Cantor-6-Mengen und erwahnen, dass letztere fraktale Mengen mit Hausdorff-
Dimensions d = —In (2)/In (52) € (0, 1) sind.

Lemma 14. Die Cantor-6-Menge ist fiir jedes 0 < § < 1 eine tiberabzihlbare Lebesgue-
Nullmenge.
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Beweis. Da jede Menge I',, die Vereinigung endlich vieler disjunkter Teilintervalle ist,
kann das entsprechende Lebesgue-Mafl einfach berechnet werden. Insbesondere gilt

Mng—znx(lgf)n—<y—@ﬂ

und die Monotonie des Lebesgue-Mafles impliziert

0 < XT) < liminf A(T',,) = 0.

n—oo

Um die Uberabzihlbarkeit von T’ zu beweisen, indizieren wir die Teilintervalle von T,
wie in Abbildung 1.11 dargestellt. Jeder Punkt x € I" kann nun in eindeutiger Weise
mit einer Folge (k,),~, identifiziert werden, die nur Werte in {0, 1} annimmt. In der
Tat, jede solche Folge (kn), >, definiert in eindeutiger Weise eine Folge absteigender
Intervalle N

Ik:1 D) ]kle D) Iklkgkg ...

die nach dem Intervallschachtelungsprinzip gegen ein x € I' konvergiert. Sei nun um-
gekehrt z € T" gegeben. Dann existiert nach Konstruktion von I' eine eindeutige Folge
(Kn),>, mit Werten in {0, 1}, so dass

x € Ikle.“kn fur alle n € N.

Insgesamt haben wir damit gezeigt, dass I' gleichméchtig zu einem iiberabzéihlbaren
Folgenraum ist. ]

1.3.2 Invariante Mengen der logistischen Abbildung

Fiir jedes ¢ > 0 und alle n € N definieren wir die Menge
Qen:={re0,1] : fFa)e[0,1] firale k=0,..,n}, (1.5)

wobei f. wieder die logistische Abbildung aus (1.4) ist, und setzen
Qe =) Qean-
neN

Nach Konstruktion gilt
Qc,l 2 QC,Q 2 2 Qc,n 2 2 Qc

und es ist klar, dass {2, invariant unter der Dynamik von f, ist. Aulerdem impliziert
0 < ¢ <4 die Identitét ., = Q. = [0, 1] fir alle n € N, d.h. nur der Fall ¢ > 4 fiihrt
zu Q. # [0, 1].

Lemma 15 (Eigenschaften von Q.,). Sei ¢ > 4. Dann gilt

V2 —4e

Qeq = [0, 2 —0.] U [5+6.,1], e = %

2

Auferdem gilt fir jedes n > 1: Die Menge €, besteht aus 2" abgeschlossenen und
paarweise disjunkten Intervallen, und fI' bildet jedes dieser Intervalle strikt monoton
(und damit auch bijektiv) auf [0, 1] ab.
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Graph von f, fir c=4.3 Graph von fc2 fur c=4.3
y y
lo 14 loo lo1 114 l1o
| B | A\ / :
1% 1.X
Qc,O
I I4
Qc,1
loo o1 11 l10
Qc,2
Q... loooloos loi1 oto l110 1414 l1011100
c3 =/ = — — — — — —

Abbildung 1.12: Rekursive Konstruktion der invarianten Menge Q. (dargestellt fiir ¢ = 4.3).
Im Schritt n ~» n 4+ 1 wird, analog zur Konstruktion der Cantor-6-Mengen, jedes Intervall
von ), in zwei Teilintervalle aufgeteilt. Der Unterschied ist aber, dass nun die Aufteilungs-
verhéltnisse nicht mehr durch eine einzelne Konstante § beschrieben werden konnen. Die
spezielle Indizierung spielt im Beweis von Satz 29 eine Rolle und ist anders als die in Abbil-
dung 1.11 fiir die klassische Cantor-Delta-Mengen beschriebene.

Beweis. Der Beweis erfolgt induktiv iiber n. Fiir den Induktionsanfang n = 1 kann
durch elementare Argumente leicht gezeigt werden, dass f. die beiden Intervalle [0, % —
o) und [ + 6., 1] jeweils strikt monoton auf [0, 1] abbildet, und dass f.(z) ¢ [0, 1] fiir
jedes z € (5 — dc, £+ 6.) gilt.

Fiir den Induktionschritt sei [, 5] C [0, 1] ein Intervall, so dass f? dieses Inter-
vall monoton auf [0, 1] abbildet. O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass fI auf [«, f]
monoton wachsend ist. Dann gilt f(a) = 0 und f7(8) = 1 und es existieren nach

Zwischenwertsatz und Monotonie eindeutige Punkte & und 8 mit

a<f<a<p,  flP)=3-0,  [M@)=3+0.
Nach Konstruktion gilt nun
{refa, g« fi() € [0, 1]} = [, AlU& B,

d.h. beim Schritt n ~» n+1 werden die Intervalle fiir €2 ,,41 dadurch erzeugt, dass
jedes Intervall [a, 5] aus €., in zwei Teilintervalle [&, §] und [, (] aufgespaltet wird
(siehe Abbildung 1.12). O

Wir wollen nun zeigen, dass §2. eine Cantor-Menge ist. Um technische Details zu
vermeiden, werden wir uns dabei auf den Fall ¢ > 2 + /5 ~ 4.24 beschrénken.

Lemma 16 (Weitere Eigenschaften von Q. ,). Seic > 2+ V5. Dann gilt

P— 1 I
D.i= inf |fl@)] > 1

Auferdem ist die Linge |I| eines jeden Teilintervalles I von Q.,, durch D™ nach oben
beschrinkt.
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Beweis. Die Behauptung iiber D, kann einfach nachgerechnet werden. Fiir jedes = €
Q. gilt nach Kettenregel

@) = R )
= U @) S @) e SR - S)),

und damit auch

d
dxfc (ﬂ?) — c)

wegen f"F(z) € Qup CQq fiiralle k=1,...,n— 1.

Sei nun [, (] eines der Teilintervalle von (2., wie in Abbildung 1.12. Dann bildet f7
dieses Teilintervall strikt monoton auf [0, 1] ab. Wir nehmen im Folgenden an, dass [
strikt monoton wachsend auf [« [3] ist; der andere Fall ( f7 strikt monoton fallend auf
[, ]) kann analog behandelt werden. Nach Voraussetzung und dem bisher Bewiesenen
gilt

d
d—f!’(x) > D7 fir alle =z € [a, F].
x

Dies impliziert

B
1=1-0=12(5) - frfe) = [ (oA ) o D23 - ) = D2, 5|

«Q

und damit die gewiinschte Abschétzung fiir die Lange der Teilintervalle von €2 ,. [
Folgerung 17. Q. ist fiir ¢ > 2+ /5 ein Cantor-Menge.

Beweis. Mit Lemma 16 kann der Beweis analog zu dem von Lemma 13 gefiihrt werden.
O

Wir erwihnen, dass €. fiir alle ¢ > 4 eine Cantor-Menge ist. Der Beweis ist aber
fiir 4 < ¢ < 2+ /5 technisch aufwéndiger.

1.3.3 Chaotische Dynamik

In der Literatur existieren verschiedene (d.h. verschieden stark einschrénkende) Defi-
nitionen von Chaos. Hier verwenden wir die folgende, auf DEVANEY? zuriickgehende,
Definition.

Definition 18 (Bausteine des Chaos). Sei € eine beliebige Teilmenge des metrischen
Raumes (X, d). Fine Abbildung f : Q — Q (bzw. die von ihr erzeugte Dynamik) heifit

1. sensitiv abhéngig von den Anfangsdaten, sofern es ein 6 > 0 gibt, so dass fiir
jedes x €  und alle e > 0 ein y € Q und ein n € N existieren, so dass

d(x, y) <e und d(f"(x), ["(y)) =6,

2. topologisch transitiv, wenn es fir je zwei Punkte x,y € € und jedes € > 0 einen
Punkt z € Q und ein n € N g¢ibt, so dass

d(z, z) <e wund d(f"(z),y) <e.
9Robert L. Devaney (geb. 1948), US-amerikanischer Mathematiker
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24 1. Tterierte Abbildungen

Definition 19 (Chaos). Sei Q eine beliebige Teilmenge des R™. Die Abbildung f :
Q — Q (bzw. die von ihr erzeugte Dynamik) heifit chaotisch, falls f den folgenden
Bedingungen geniigt:

1. f ist sensitiv abhdngig von den Anfangsdaten,
2. f st topologisch transitiv,
3. die Menge der periodischen Punkte von f ist dicht in §Q.

Theorem 20. Die logistische Abbildung f, ist fir ¢ > 24++/5 chaotisch auf der Cantor-
Menge (..

Bewezs.

1. Dichtheit der periodischen Punkte: Wir bemerken zunéchst, dass jedes Teilinter-
vall I von ., aus Abbildung 1.12 wegen f(I) = [0, 1] D I und Lemma 9
mindestens einen n-periodischen Punkt enthélt (n muss aber nicht unbedingt die
Primperiode sein).

Seinun x € (2, fixiert und € > 0 beliebig. Wir wihlen n € N, so dass D" < ¢, und
ein Teilintervall I von (2., mit x € I. Es gibt nun mindestens einen periodischen
Punkt y € I und fiir diesen gilt

w—yl<|I| < D" <e.

Nach Konstruktion von Q. , und weil y € I C Q., gilt f7(y) € [0, 1] fiir alle
m = 0,..,n— 1. Da y aber n-periodisch ist (d.h. es gilt f™™(y) = f™(y)),
folgt damit f"(y) € [0, 1] fiir alle m € N, und die Definition von 2, impliziert
schliellich y € .. Da ¢ beliebig war, haben wir insgesamt gezeigt, dass es eine
Folge von periodischen Punkten aus (2. gibt, die gegen = konvergiert.

2. Topologische Transitivitiat: Seien z,y € €. und € > 0 gegeben. Wir wihlen nun
wieder n und [ als Teilintervall von . ,, wie oben, so dass € [ und |I| < D" <
e. Nach Zwischenwertsatz und wegen f(I) = [0, 1] gibt es nun ein z € I, so dass
f™M(z) = y. Es bleibt zu zeigen, dass z Element von €. ist: Wegen z € I gilt
zunichst f™(z) € [0, 1] fiir alle m = 0,...,n. Es gilt aber auch f"*(z) = fl(y) €
[0, 1] fur alle I € N, und die Kombination beider Argumente liefert z € €.

3. Sensitive Abhéngigkeit von den Anfangsdaten: Wir setzen § = % Fiir gegebene
x € Q. und € > 0 seien n und I wieder wie oben gewéhlt. Auflerdem setzen wir
z:=0¢€ Q. fir f(z) € [1/2, 1] bzw. z :=1 € Q. fur f(z) € [0, 1/2). Da f das
Intervall I monoton und bijektiv auf [0, 1] abbildet, gibt es nach Lemma 15 genau
einen Randpunkt y von I, so dass f*(y) = z und damit |f(y) — f*(z)| > 3 = 4.
Weil y Randpunkt von [ ist, gilt sogar y € €Q..

O

1.3.4 Uber Topologische Konjugiertheit

In diesem Abschnitt wollen wir beweisen, dass die logistische Abbildung mit ¢ = 4
chaotisch auf dem Einheitsintervall [0, 1] ist. Dazu zeigen wir, dass die Dynamik von
fe quivalent zu der Dynamik einer einfacheren Funktion ist, von der wir relativ leicht
einsehen konnen, dass sie chaotisch ist.
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Abbildung 1.13: Ein Homoomorphlmus 7:Q = Qist genau dann eine topologische Kon-
jugation von f: Q — Qund f: Q — Q, wenn das obige Diagramm kommutiert.

Definition 21. Seien Q bzw. Q Teilmengen der metrischen Rdume (X, d) bzw.
(X, d), und f : Q — Q sowie f Q — Q stetige Abbildungen. Wir sagen, ein
Homdomorphismus 7 : € — Q ist eine topologische Konjugation von f und f falls

Tof=for gilt
Bemerkung.

1. 7 st nach Definition genau dann ein Homdoomorphismus, falls T stetig und stetig
wnvertierbar ist.

2. Topologische Konjugiertheit ist eine Aquivalenzrelation.

Die Idee hinter topologischer Konjugiertheit ist, dass wenn immer eine solcher
Homo6omorphismus 7 existiert, die Dynamiken von f und f qualitativ gleich sein
miissen. Insbesondere konnen wir das folgende Resultat ableiten.

Lemma 22. Sei 7 : Q — Q eine topologische Konjugation von f : Q — Q und
f:Q = Q. Dann gilt:

1. Ein Punkt p € ) ist ein k-periodischer Punkt von f genau dann, wenn 7(p) € Q
ein k-periodischer Punkt von f ist. Dariber hinaus gilt Wy(7(p)) = 7(Ws(p)) fiir
jeden periodischen Punkt p von f.

2. Eine Menge A C Q ist dicht in Q genau dann, wenn 7(A) dicht in Q ist.
3. f st topologische transitiv genau dann, wenn f topologisch transitiv ist.

Beweis. Alle Behauptungen folgen unmittelbar aus der Stetigkeit von 7 : Q — Q und
L0 — Q. O

Die sensitive Abhéngigkeit bleibt im Allgemeinen nicht unter topologischer Kon-
jugation erhalten (siehe Beispiel in den Ubungsaufgaben). Wir wollen im Folgenden
aber zeigen, dass fiir unendliche ) der Begriff der Chaotizitéit sehr wohl invariant unter
topologischer Konjugation ist. Dazu beweisen wir, dass die sensitive Abhéngigkeit aus
der topologischen Transitivitidt und der Dichtheit der periodischen Punkte gefolgert
werden kann.

Lemma 23. Sei Q) eine unendliche Teilmenge des metrischen Raumes (X, d) und sei
f:Q — Q eine stetige Abbildung, so dass

1. die pertodischen Punkte von f dicht in Q liegen,
2. f topologisch transitiv ist.

Dann ist f sensitiv abhdngig von den Anfangsdaten und damit auch chaotisch.
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Beweis. Um die Notation moglichst einfach zu halten wollen wir annehmen, dass
X = RY mit N € N gilt und dass d der euklidische Abstand ist; alle nachfolgenden
Argumente konnen aber leicht auf allgemeine metrische Raume iibertragen werden.

Schritt 1 : Wir zeigen zunéchst, dass es ein § > 0 gibt, so dass fiir jedes x € 2 ein
periodischer Punkt ¢ existiert, fiir den

|z — f"(q)| > 40 fir alle n €N (1.6)

gilt. Sei dazu ¢, ein periodischer Punkt mit Primperiode k;. Nach Voraussetzung exi-
stieren aber unendlich viele periodische Punkte (eine endliche Menge kann nicht dicht
in einer unendlichen Menge liegen), und deshalb existiert ein periodischer Punkt g, mit
Primperiode ks, so dass

@ ¢ {a. f(@) (@), - [P @)}

Wir kénnen nun leicht zeigen (zum Beispiel durch einen Widerspruchsbeweis), dass
{an, flar), FA(@0), o PPN @)Y 0 @ Fl@2), FP(a2)s s [ g2)} = 00,
Insbesondere existiert § > 0, so dass
85 < |f™(q1) — [™(q2)| fiir alle ny, ny € N,
und dies impliziert
85 < |x— f"(q1)| + |x — [ (q2)| fiir jedes x € Q und alle ny, ny € N.
Durch Widerspruchsbeweis zeigen wir nun, dass dies fiir jedes x € {2 schon
46 < |x — f"(qr)| fiir alle ny € N
oder
46 < |x — f™(qo)| fiir alle ny € N

impliziert, d.h. fiir jedes x € 2 kénnen wir ¢ = ¢; oder g = ¢, wéhlen.
Schritt 2 : Von nun an sei 6 > 0 wie oben gegeben. Auflerdem seien x € 2 und
g > 0 fixiert. Wir wollen nun die Aussage

FJyeQ,neN mit |[z—y|/<e und [f"(z)— f"(y)| >0 (1.7)

beweisen, denn diese impliziert (da x und e beliebig sind), dass f sensitiv abhingig von
den Anfangsdaten ist.

In Abhéngigkeit von x wihlen wir nun einen periodischen Punkt ¢, so dass (1.6)
gilt. Die Primperiode von ¢ sei mit k£ bezeichnet. Wegen der Dichtheit der periodischen
Punkte gibt es einen weiteren periodischen Punkt p, so dass

|z — p| < min{d,e}.

Die Primperiode von p sei mit [ bezeichnet. Fiir jedes ¢ = 1,...,1 gibt es nun wegen der
Stetigkeit von f? ein yu; > 0, so dass

i—d<m = |[f(@-f@] <o
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1.3. Einfithrung in die Chaos-Theorie 27

Wir setzen

po=min{0, €, fi1, fo, ..y i}

Aufgrund der topologischen Transitivitdt von f gibt es aulerdem ein z € €2 und ein
m € N, so dass

lz—z|<p und  [f"(z) —q| < p

Wir wollen nun zeigen, dass unter der diskreten Dynamik von f der Punkt x sich von
z oder von p (oder von beiden) entfernen muss, d.h. dass wir y = p oder y = z wéhlen
kénnen. Dazu wéhlen wir n € N mit

ne{m+1,m+2 ...m+Il—1m+1} und n ist Vielfaches von [.
Fiir dieses n gilt

46 < |z — f*™(q)]
<lz— ")+ 1) = "+ | (2) = ™) -

Nach Konstruktion gilt f"(p) = p und daher |z — f"(p)| < 0. AuBlerdem gilt (nach
Wahl von z und wegen n —m € {1, ..., [})

[f™(2) =l < < pnm
und die Wahl der yu; garantiert |f"~™(f™(z)) — f"™(q)| < 0. Hieraus folgt nun
20 < |f"(p) — f"(2)]
< [f"(@) = M)+ 1" (@) = (2],
und wir schliefen, dass
0 < |f"(@) = f*(p)| oder & <[f"(x)— [f"(2)].
Insbesondere gilt (1.7) fiir y = p oder y = z (oder fiir beide).

Wir betrachten nun die Funktion ¢ : [0, 1] — [0, 1] mit

] 22 fir 0<
g(z) = 2 —2x fiir % <
Diese Funktion wird auch die Zeltfunktion (tent map) genannt, sieche Abbildung 1.14.

Satz 24. Die Zeltabbildung ist topologisch konjugiert zur Einschrdnkung der logisti-
schen Abbildung mit ¢ = 4 auf das Einheitsintervall [0, 1].

Beweis. Die Abbildung 7 : [0, 1] — [0, 1] definiert durch 7(x) = sin®(7x/2) ist
Homdoomorphimus und mit Hilfe von Additionstheoremen finden wir rog = fyo7. [

Satz 25. Die Zeltabbildung ist chaotisch.
Beweis. Ubungsaufgabe. ]

Folgerung 26. Die logistische Abbildung mit ¢ = 4 ist chaotisch auf dem Einheitsin-
tervall.
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Graph von g Graph von g2 Graph von g*

1X 1X 1X

Abbildung 1.14: Die Zeltabbildung erzeugt eine chaotische Dynamik auf dem Einheitsin-
tervall.

1.3.5 Uber symbolische Dynamik

In diesem Abschnitt wollen wir das Chaos in der logistischen Abbildung fiir ¢ > 24 +/5
noch einmal im Lichte der topologischen Konjugation beleuchten. Insbesondere werden
wir zeigen, dass die Dynamik von f. dquivalent zu einer sogenannten symbolischen
Dynamik ist. Dazu fithren wir den Folgenraum

2N := Menge der Folgen mit Werten in {0, 1}

ein. Jedes Element x € 2" ist also eine Folge (ko, k1, Ko, ...) mit x, € {0,1} fiir alle
n € N. Auf 2V kénnen wir nun eine Metrik durch

d(r, \) = [l = Al el =) 27" [kl
n=0

einfiihren.
Lemma 27. Das Paar (QN, d) st ein vollstindiger metrischer Raum

Beweis. Es ist klar, dass d eine Metrik auf 2V definiert. Zu zeigen bleibt die
Vollstdndigkeit. Sei dazu (;) .. C 2V mit x; = (kj0, K1, Kj2, ...) eine Cauchy-Folge
in 2V, d.h. es gelte

JEN

)
sup H"ij - Rj-‘ﬂ“” = Sup Z 27" |’{j,n — Rjtmn e 0.
meN meN =0

Fiir jedes feste n € N gilt dann

Jj—00

SUp |Kjn — Kjtmnl 0,
meN
d.h. (/ij’n)j ey C Riist Cauchy-Folge reeller Zahlen. Insbesondere existiert fiir jedes feste

n € Nein ko, € R mit ke, = limj_,o0 £, und wegen x;,, € {0, 1} fiir alle j € N folgt
sofort Koo € {0, 1}.

Wir wollen nun zeigen, dass ke := (Koo,0, Kool Koo, --) € 21 der Grenzwert der
Folge (;);cy ist, d.h. dass lim;,o [k — Keol| = 0 gilt. Sei dazu e > 0 gegeben. Wir
withlen nun N, so dass )" \ 27" < e. Dann gilt

N, 0
~ 1 1
0 < [|&j — Kool = (ZQ_HMJ}TL_KOO,M) + ( Z 2_n|'€j,n_/foo,n’)

n=0 n=N:+1

Ne
(Z |Kjn — Hoo,n|> +e,
n=0

IN
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1.3. Einfithrung in die Chaos-Theorie 29

und der Limes j — oo liefert

0 < limsup ||k; — kol < e.

Jj—00
Da e beliebig war, folgt nun lim; ,« ||k; — ksof| = 0, das heiBt, die Cauchy-Folge
(Kj)jeN c 2N konvergiert im metrischen Raum 2V gegen k.. Damit ist gezeigt, dass
(2N d) wirklich vollsténdig ist. ]

Wir betrachten nun die Linksverschiebung L : 2% — 2N mit

L((HOa K1, K2, K3, )) = (’%17 K2, K3, )7

und bemerken, dass L wegen

Lk — Li|| = 27" kg1 — | =2) 27" |k — fn| < 2||5 — |
n=0 n=0

Lipschitz-stetig ist. Die von L erzeugte Dynamik ist ein Beispiel fiir eine symbolische
Dynamik mit endlichem Alphabet.

Satz 28. Die von L erzeugte Dynamik auf 2V ist chaotisch.

Beweis. Die Bausteine des Chaos konnen direkt mit den Definitionen von d und L
abgeleitet werden (siehe Ubungsaufgabe). ]

Satz 29. Die logistische Abbildung ist fiir ¢ > 2+ /5 topologisch konjugiert zur Links-
verschiebung in 2N,

Beweis. Definition von 1: Die Teilintervalle von ., wurden in (1.5) definiert. Wir
fithren nun die in Abbildung 1.12 dargestellte Indizierung der Teilintervalle von (2.,
induktiv wie folgt ein:

1. Esgilt Ip := [0, 3 — &, und I; := [3 + 4., 1].
2. Fiir jedes n > 1 sei

Iﬁonl...ﬁnflo = {17 € ]"iof‘ilmﬁnfl : fg(l’) € IO}?
[liolil...nn_ll = {w € [N0H1-~-ﬂn—1 : f?(ﬂl’) € Il}'

Analog zum Beweis von Lemma 14 kénnen wir nun zeigen, dass es eine bijektive Ab-
bildung 7 : Q. — 2" gibt, so dass die Implikation

(Ko, K1, K2, ...) = 7(x) = X € Lyywy. ., firalle meN
erfiillt ist. In der Tat, fiir jedes x € 2N ist
Lo D Loy O oo D Ligryivin D -

eine Intervallschachtelung, die (siche Lemma 16) gegen einen eindeutigen Punkt = €
Q. konvergiert. Umgekehrt existiert fiir jedes x € 2. nach Konstruktion von (2. eine
eindeutige Folge k € 2N, so dass o € Lok, fur alle n gilt.
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7 st Konjugation: Die spezielle Indizierung der Teilintervalle von €2 ,, — siche wieder
Abbildung 1.12 — garantiert die Implikation

T € Ligwy..in — fi(z) € I, furalle m=0,..,n,
und damit auch
7(z) = (Ko, k1, K2, ) = fi(x) € I, firalle n>0. (1.8)

Wir fixieren nun = € €. beliebig und schreiben wieder 7(z) = (ko, K1, K2, ...). Aus
(1.8) folgt nun zunéchst

fi(fe(x)) € 1,,, firalle n>0
und anschliefend
T(fc(l')) = (Hh K2, ) - LT(Z') .

Da x beliebig fixiert war, haben wir insgesamt 7o f. = L o 7 gezeigt.
7 ist Homoomorphismus: Im Folgenden sei x = (xj)jeN eine Folge aus €2, und

(Kj)jeny mit k; = 7(x;) die entsprechende Folge von Folgen aus 2N, Wir schreiben
,{J = (’ijan)neN'

1. Wir zeigen nun, dass 7 die Menge €. wirklich stetig nach 2V abbildet. Dazu

nehmen wir an, es gilt x; — . fiir j — oo im Sinn der Konvergenz reeller Zahlen

(beachte dass x,, € . aufgrund der Abgeschlossenheit von 2. gilt), schreiben
Koo = T(Zs) und fixieren schliellich € > 0 beliebig.

Dann existiert n, € N mit 27 < e und x, € ). garantiert To, € e groo1...k00m, -
Auf Grund der Konvergenz x; — zo, — und weil je zwei Teilintervalle von €.,
einen positiven Abstand besitzen — existiert ein j. € N (das von n, und damit

von ¢ abhéngen wird), so dass

T € L grooronoon, faralle j > j,. (1.9)
Nach Konstruktion gilt deshalb
Kjn = Kooy firalle n=0,...,n, und j>j, (1.10)

und damit auch

iy — Bl < Y 27" <2 < fialle j> .
n=nsx-+1
Da ¢ > 0 beliebig war, haben wir insgesamt r; — ko, fiir j — oo in 2V gezeigt.
2. Um die Stetigkeit von 77! zu zeigen, nehmen wir nun an, dass k; — ko fiir
j — oo im Sinne der Konvergenz in 2V gilt. Wir fixieren wieder € > 0 und wihlen
nun n, € N, so dass Dyt < ¢ gilt, wobei D, die Konstante aus Lemma 16
ist. AuBlerdem kénnen wir j, € N so wéhlen, dass (1.10) gilt. Dies liefert dann
(1.9), und damit

|2 — o] < DI <& fiiwalle j > .

Da e > 0 beliebig war, gilt damit z; — x4 fiir j — oo im Sinne der Konvergenz
reeller Zahlen.

Insgesamt haben wir gezeigt, dass sowohl 7 als auch 77! stetig sind. ]
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Kapitel 2

Gewohnliche
Differentialgleichungen

In diesem Kapitel untersuchen wir gewohnliche Differentialgleichungen erster Ordnung
und die von Thnen erzeugte (zeit-) kontinuierliche Dynamik. Dazu sei € stets ein Gebiet
des R? (d.h.  ist offen und zusammenhingend) und f : R x Q — R? eine gegebene
Funktion. Die entsprechende Differentialgleichung ist nun durch

i = f(t, z) (DGI)

gegeben. Eine Losung von (DGI) ist eine stetig differenzierbare Funktion = = z(t), die
auf einem (offenen, halbhoffenen, oder abgeschlossenem) Interval I C R definiert ist,
und fiir die

i(t) == %x(t) = f(t,z(t)) firalle tel

gilt. Oftmals untersuchen wir Anfangswertprobleme, d.h. wir stellen zusétzlich die Be-
dingung

wobei tg die gegebene Anfangszeit und zy € Q der gegebene Anfangszustand ist. Fiir
eine Losung des Anfangswertproblems muss dann natiirlich ¢y € I gelten.

Beispiel. 1. Wir betrachten die skalare' Differentialgleichung
T=t

mitd =1, Q =R und f(t, x) = t. Die allgemeine Losung der Differentialglei-
chung ist fiir alle t € R definiert und durch

z(t) =c+ 1t

gegeben, wobei ¢ ein freier Parameter ist; insbesondere ¢ibt es also eine ein-
parametrige Schaar von Lésungen der Differentialgleichung. Durch die Vorgabe
der Anfangsbedingung (AW) kann der Parameter ¢ mittels xo = c+ %t% eliminiert
werden und wir finden

x(t) = xo + 5 (t° — 15).

Das Wort skalar bezieht sich hier auf d = 1. Insbesondere ist x(t) fiir jedes t ein Skalar, also eine
reelle Zahl.
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2. Gewohnliche Differentialgleichungen

. Die skalare Differentialgleichung

T=x
mitd=1, Q=R und f(t, x) = x besitzt die Lisungsschaar
z(t) = cexp (1),

wobei t € R beliebig und ¢ € R wieder ein freier Parameter ist. Das entsprechende
Anfangswertproblem besitzt aber nur die Lisung

x(t) = zgexp (t —to),

denn es gilt ¢ = xgexp (—ty).

. Die skalare Differentialgleichung

i=—E(),

wobei E : R — R eine gegebene Energiefunktion ist und ' die Ableitung nach x
meint, ist das einfachste Beispiel eines sogenannten Gradientenflusses. Wegen
E = FE'(z)t = —i* < 0 nimmt die Energie lings jeder Lisung ab.

. Die Lotka?-Volterra®-Gleichung

.%:1 _ (axy — b$1$2
:L:Q Cr1Ty — dLUQ ’

wobei a, b, ¢, d positive Konstanten sind, ist eine nichtlinare Differentialgleichung
auf R? und beschreibt ein einfaches Riuber-Beute-Model.

. Die gewohnlichen Differentialgleichungen zweiter Ordnung

J+y=0 bzw. j+sin(y) =0

mit y € R werden das physikalische bzw. mathematische Pendel genannt. Durch
die Finfiihrung der neuen Variable v =1y konnen diese als

G =) e ()= ()

d.h. als Systeme erster Ordnung, geschrieben werden. Statt (y, v) kann man
natirlich auch (xq, xa) schreiben. Man sieht auflerdem leicht, dass jede Diffe-
rentialgleichung zweiter Ordnung als System erster Ordnung geschrieben werden
kann, sofern & als unabhdngige Variable eingefihrt wird.

. Die allgemeine Losung des physikalischen Pendels ist

x(t)\  [+acos(t)+ bsin(t)

v(t))  \—asin(t)+bcos(t))’
wobei die freien Paramter a und b durch die Vorgabe von Anfangsdaten y(to) und
v(ty) = x(to) bestimmt werden konnen; mit ty = 0 und x(0) = 0 und ©(0) = 1

ergibt sich zum Beispiel
(b)) = (ol

2Alfred James Lotka (1880-1949), 6sterreichisch-US-amerikanischer Chemiker und Demograph.
3Vito Volterra (1860-1940), italienischer Mathematiker und Physiker.
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Um die mathematische Losungstheorie fiir Differentialgleichungen bzw. Anfangs-
wertprobleme zu entwickeln, miissen wir geeignete Regularitidtsforderungen an die
Funktion f stellen.

Definition 1. Die Funktion f : R x Q — R heifit regulir, sofern die folgenden
Bedingungen erfillt sind:

1. f ist stetig im ersten Argument (also bzgl. t € R),

2. f ist lokal Lipschitz-stetig bzgl. des zweiten Arguments (also bzgl. x € ), d.h.
fiir jedes (t., x.) € R x Q existiert eine offene Umgebung U C R x Q von (t., )
sowte eine Konstante L, so dass

|f(t, 1) — f(t, x2)| < L|xy — x| fiir alle  (t, x1), (¢, x2) € U.

Sofern wir es nicht explizit anders vereinbaren, wollen wir im Folgenden stets an-
nehmen, dass f in diesem Sinne regulér ist.

Ein wichtiger Spezialfall sind autonome Differentialgleichungen, bei denen f nicht von
der Zeit abhingt. In diesem Fall betrachten wir f als Ré%wertige Funktion auf 2 und
schreiben

&= f(x)
an Stelle von (DGI).

2.1 Existenz von LOsungen

Der Hauptsatz der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen kann wie folgt
formuliert werden.

Satz 2 (Satz von Picard*-Lindelof). Seien to € R und xo € Q gegeben, und sei
f R x Q — R? requlir. Dann existieren zwei eindeutige Zahlen t_ € [—oo, ty) und
t+ € (to, +00] sowie eine eindeutige stetig-differenzierbare Funktion x : (t_, t4) — €,
so dass die folgenden Aussagen gelten:

1. Die Funktion ist Losung des Anfangswertproblemes (DGI1)+(AW), d.h. es gilt

x(to) = w0, i(t) = f(t, z(t))  firallet mitt_ <t <t,.

2. Diese Lésung geht von Rand zu Rand, d.h. es gilt
t_=—o0 oder z(t) verldasst firt \ t_ jedes Kompaktum K mit xo € K C §)
sowne

ty =400 oder x(t) verlisst firt /t, jedes Kompaktum K mit xy € K C Q.
3. Diese Lisung ist maximal in dem Sinne, dass fiir jede andere Lisung & : I —
des Anfangswertproblems (DGI)+(AW) gilt

ICT:=(t_,t.), &t)=zt) firale tel.

4Charles Emile Picard (1856-1941), franzosischer Mathematiker
°Ernst Leonard Lindelsf (1870-1946), finnischer Mathematiker.
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Beweis. Dies ist ein Standardresultat und der Beweis kann der Literatur, z.Bsp. WAL-
TER oder AMMAN, entnommen werden. ]

Die eindeutige maximale Losung des Anfangswertproblems (DGI1)+(AW) wird oft-
mals auch mit

x(t; to, xo) bzw. (10, 20) (1)
bezeichnet.
Bemerkung.

1. Ist f nur stetig (in t und x), so kann zwar Ezistenz aber nicht die Findeutgkeit
einer Losung zu (DGL)+(AW) bewiesen werden (Satz von Peano). Das Standard-
beispiel fiir die Nichteindeutigkeit ist

l.':\/‘l", to:o, ZL'O:O,

denn dieses Anfangswertproblem wird durch

0 fur x <0,
zu(t) = { Ht—t)® fir x>0,

fiir alle Parameter t; > 0 gelost. Beachte, dass das Anfangswertproblem fiir xo #
0 eine eindeutige Losung besitzt, da die Funktion f(x) = \/m zwar nicht lokal
Lipschitz-stetig auf ganz R, aber sehr wohl auf den Teilmengen (—oo, 0) und
(0, +00) ist.

2. Im Fall t, < 400 sagt man, die Lisung hat einen Blow Up bei t = t, bzw.
explodiert bei t =ty (analog fiir t_ > —o0). Ein Standardbeispiel ist

i =22 to =0, zo > 0,

denn die (mazimale) Ldosung

1
Lt

xo

{E(t, 07 {L’0> -

ist nur auf (—oo, ty] definiert und explodiert bei t, = 1/xy. Beachte, dass bei
beschrinkten Gebieten 2 Blow Up nur meint, dass die Losung fiirt — t, an den
Rand von Q) lduft.

3. Wir werden spdter diskutieren, unter welchen Umstdinden ein Blow Up ausge-
schlossen werden kann.

2.2 Vergleichsprinzipien fiir skalare GDgl

Definition 3 (Defekt bzgl. einer skalaren GDgl). Sei x : [to, t1] — R eine stetig
differenzierbare Funktion. Dann nennen wir die stetige Funktion Px : [to, t1] — R
definiert durch

(Px)(t) = @(t) = f(t, (1))
den Defekt von x bzgl. (DGI).
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Satz 4 (Vergleichsprinzip fiir skalare GDgl.). Seien x,y : [to, t1] — R stetige differen-
zierbare Funktion mit

x(to) < ylto),  (Pz)(t) < (Py)(t)  firalle to<t<t.

Dann gilt x(t) < y(t) fir alle to <t < t;. Genauer gesagt, es gilt genau eine der drei
folgenden Alternativen

1. z(t) = y(t) fir alle to <t <ty,
2. x(t) < y(t) fir alle to <t <t,

3. es existiert t, mit to < t. < t1, so dass x(t) = y(t) fir alle ty < t < t, und
x(t) < y(t) fir alle t. <t <t.

Beweis. Schritt 1: Angenommen, die erste Behauptung ist falsch. Dann existiert ein
Interval [t, t] C [to, t1] mit

z(t) = y(t), x(t) > y(t) fiir alle £ <t <t{.

Nach Generalvoraussetzung ist f lokal Lipschitz-stetig bzgl. der zweiten Variablen, und
0.B.d.A. (d.h. durch Verkleinern von ¢ > t) kénnen wir annehmen, dass

it z() = f(t y@) < Llz(t) —y(t)| = L(z(t) —y(t))  firalle ¢<t<i
gilt, wobei L die lokale Lipschitz-Konstante von f in (¢, z(t)) ist. Wir definieren nun
w(t) = (x(t) — y(t)) exp (—Lt).
Dann gilt
w(t) = (&(t) — y(t) — La(t) + Ly(t)) exp (= Lt)
((P2)(&) = (Py)(®) + £ (£ w(®) = F (¢, y(t)) = La(t) + Ly(t) ) exp (~L1)
< (f(t 2(0) = £t y(®) = L) — y(0)) ) exp (~L1)

Mit w(t) = 0 ergibt sich damit w(t) < 0 fiir alle ¢ < ¢ < { und damit x(t) < y(t) fir
alle t < t < ¢. Dies ist aber ein Widerspruch zu unserer Annahme.

Schritt 2: Sei nun ¢ € [to, t1] eine beliebige, aber feste Zeit mit z(f) < y(f). Wir
wollen nun durch Widerspruchsbeweis zeigen, dass x(t) < y(t) fiir alle t < ¢ < ¢, gilt.
Dazu nehmen wir an, dass es eine Zeit £ mit ¢ < ¢ < ¢; gibt, so dass

z(t) = y(t), z(t) <y(t) firalle t<t<t

Analog zu oben kénnen wir nun fiir alle Zeiten ¢ € [t — ¢, ¢ + ¢] mit € > 0 hinreichend
klein, die Funktion w definieren und zeigen, dass w(t) < 0. Nach Definition von ¢
gilt aber w(t —¢) < 0 und damit w(t) < 0. Dies liefert z(f) < y(f) und damit den
gewiinschten Widerspruch. Insgesamt haben wir damit die Implikation

z(t) < y(t) = z(t)<y(t) firale t<t<t
gezeigt. Hieraus folgt unmittelbar die zweite Behauptung. O
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Definition 5 (Ober- und Unterlésungen). Fine stetig differenzierbare Funktion x :
[to, t1] — R heifit Unterlosung bzw. Oberlosung (manchmal auch Unterfunktion bzw.
Oberfunktion) zum Anfangswertproblem (DGI)+(AW) auf dem Zeitintervall [to, t1],
falls

x(ty) < o, i(t) < f(t, z(t))  firalle to<t<t
bzw.

x(to) > wo, @(t) > f(t, z(t)) firalle to<t<t
gilt.
Satz 6 (Alternative Formulierung des Vergleichsprinzips). Sei x : [tg, t1] — R eine
Losung des Anfangswertproblems (DGI1)+(AW), und seien x : [to, t1] — R eine Un-
terlosung und T : [ty, t1] — R eine Oberlosung. Dann gilt

z<c<T auf [t t1],

d.h. z(t) < x(t) <T(t) fir alle to <t <t.

Beweis. Die Behauptungen folgen unmittelbar aus Satz 4. ]

Satz 7 (Lemma von Gronwall® = Spezielles Vergleichsprinzip in Integralform). Sei
x : [to, t1] = R eine stetige Funktion mit

z(t) < a—I—/w(s)w(s) ds

fir alle tg <t < t1, wobei a € R eine Konstante und 1 : [to, t1] — R, eine gegebene
stetige und nichtnegative Funktion ist. Dann gilt

z(t) < aexp (/t:w(s) ds)

fiir alle tg <t <t.

Beweis. Ubungsaufgabe. O
Folgerung 8. Die regulire Funktion f : R x R? — RY sei héchstens linear wachsend
im zweiten Argument, d.h. es gibt stetige und nichtnegative Funktionen C,D : R — R
so dass

|f(t, 2)[ < C(t) + D) |l

fiir allet € R und alle x € R%. Dann eistiert jede mazimale Losung der Differential-
gleichung & = f(t, x) fir alle Zeiten t € R.

6Thomas Hakon Grénwall (1877-1932), schwedischer Mathematiker. Sein Name wird heute meist
Gronwall geschrieben.
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Beweis. Schritt 1: Fiir eine gegebene maximale Losung x : (t_, t;) — R? zeigen wir
zunéchst indirekt, dass ¢, = +o0o gelten muss. Dazu nehmen wir an, es gilt ¢, < oo.
Dann gilt auch

lim sup |z(t)| = oo, (2.1)
ity

da jede maximale Losung von Rand zu Rand geht. Fiir jedes feste ty € (¢_, t;) und
t € [to, t4) gilt aber auch

x(t) = z(ty) + /f(s, z(s)) ds
und damit

|| (t) = ‘x(t)‘ < }x(to)‘ + / }f(s, ZL’(S))‘ ds < ‘I(t())l + /C(S) +D(s)}x(5)‘ ds

t
§A+B/\x|(s)ds
to

wobel

s€lto, t+]

A= |z(to)| +/C(3) ds, B:= max D(s).

Das Lemma von Gronwall — angewendet auf die skalare Funktion |z| — impliziert nun
2| (t) < Aexp (B(t — to))

fir alle ¢ € [to, ) und damit einen Widerspruch zu (2.1). Damit haben wir gezeigt,
dass in der Tat t; = 400 gelten muss.

Schritt 2: Um t_ = —oo zu zeigen, invertieren wir die Zeit, das heifit wir betrachten
die Funktion # : (—ty, —t_) — R? mit Z(t) = x(—t). Diese erfiillt die Differentialglei-
chung = = —f(t, i’), und nach Schritt 1 gilt —¢t_ = +o0. O

2.3 Stetige Abhangigkeit

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass fiir hinreichend gute Funktionen f die
Losungen der Differentialgleichung @ = f(¢, x) stetig von den Anfangsdaten bzw. von
moglichen Parametern abhidngen. Um die Beweise moglichst einfach zu halten, beweisen
wir diese Aussagen nur den Fall globaler Lipschitz-Stetigkeit.

Definition 9.

1. BEine regulire Funktion f : R x Q — RY heifit stark regulir, falls sie global
Lipschitz-stetig bzgl. des zweiten Arguments ist, d.h. wenn es eine Konstante L
gibt, so dass

|f(t7 Il) - f(ta ];2)‘ S L ‘Il - x2’

fiir alle t € R und alle x1, 249 € Q gilt.
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Abbildung 2.1: Zur stetigen Abhéngigkeit von den Anfangsdaten (siehe Satz 10): Fiir jeden
Parameter p aus dem offenen Intervall (—e, €) ist die rechtsseitig maximale Losung z,, auf
dem Zeitintervall [t., tu) definiert, wobei t, als Anfangszeit verstanden werden kann. Im
Limes p — 0 konvergieren die Funktionen z, uniform auf jedem Zeitintervall [0, t4] mit
ty <ty < tp gegen xo; beachte, dass es fiir jedes solches ¢4 ein e4 mit 0 < e < € gibt, so
dass die Funktion x,, fiir alle Parameter y mit |u| < ex auf dem Zeitintervall [¢,, t4] definiert
ist, d.h. dass t, >ty gilt.

2. FEine Familie (fn)m'<€ regulirer Funktionen f, : R x Q — R? heifit Lipschitz-
Familie uniform reguldrer Funktionen (oder einfach uniform stark regulér), falls
es eine Konstante L sowie eine stetige Funktion g : R — R gibt, so dass

‘fnz (t7 2132) - fm (tv 2171)‘ S L |.’E2 - xl’ +g(t) |772 - 7]1’
fir alle t € R, ny,my € (—¢, €) und alle x1, x5 € Q gilt.
Satz 10 (Stetige Abhéngigkeit von den Anfangsdaten). Sei f stark reguldr und sei

<xﬂ)p,<s eine Familie von rechtsseitig mazimalen Losungen x, : [t., t,) — 0 der Diffe-
rentialgleichung © = f(t, x), so dass

vt S a(t).

Dann ezistiert fir jedes ty € [ts, to) ein ey € (0, €], so dass t, >ty sowie

sup (1) = mo(t)] < |z (t) — wo(t.) [ exp (LIt — .|
te[t*, t#]

fir alle g mit |u| < ey gilt. Insbesondere gilt

sup |z, (t) — zo(t)] LuiNgy
tE b, ty]

Beweis. Fiir jedes p und alle ¢ € [t,, t,] gilt nach Voraussetzung

z,(t) = x,(ts) +/t f(s, zu(s)) ds.

Fiir alle ¢ mit ¢, <t < min{t,,t,} folgt nun
¢
|24 (1) = 20(8)] < |2u(ts) = zo(t.))] +/ £ (s, 2u(s)) = f (s, w0(s))] ds
Ty

<laulte) = aoft.)| + [ Llo(s) =aofs)] ds.
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und Gronwall’s Lemma liefert
[2u(t) = 20(t)] < Jzp(te) = wolt.)] exp (L(t —1.)). (2.2

Sei nun tyx mit ¢, <ty <1, fixiert. Dann ist wegen der Stetigkeit der Funktion z( die
Menge

Lo :={mo(t) : t € [tu, tg]}

eine kompakte Teilmenge von 2 und es existiert ein § > 0, so dass
Bs(Ty) == {ac € R? : dist (z, Iy) = m}n|w —y| < 5} Cc Q.
yelo
Wir wihlen nun e € (0, €], so dass

|z,(te) — xo(ts)| exp <L(t# - t*)) <o  firalle |ul<eg

gilt. Aufgrund der Maximalitét von z,, schlieen wir, dass ¢, > t4 fiir alle pp mit |p| < ey
gelten muss (andernfalls konnte x,, nicht eine rechtsseitig maximale Losung sein). Die
zweite Behauptung folgt dann umittelbar aus (2.2). ]

Bemerkung. Mit denselben Beweisideen kann man ein analoges Resultat fiir linksseitig
mazimale Familien x, : (t,, t.] — §2 ableiten.

Satz 11 (Stetige Abhéngigkeit von Parametern). Sei (f,)
uniform reguldrer Funktionen, und sei (x,)

Inl<e eine Lipschitz-Familie

Inl<e eine Familie von rechtsseitig maximalen

Liosungen x,, : [t., t,) — Q des Anfangswertproblems

= f,(t, v), x(te) = T

Dann existiert fiir jedes ty4 € [t., to) ein ey € (0, €], so dass t,, >ty und

sup [z, () —ao(t)] < M fnlexp (Lt —t.]) 5 0
te[t*,t#]

fir alle n mit |n| < ey gilt, wobei die Konstante M weder von n noch von ty abhdngt.

Beweis. Es reicht, die Aussagen fiir den Fall {3 < oo zu beweisen; der Fall t5 = oo kann
dann analog behandelt werden. Fiir jedes n und alle ¢ mit ¢, <t < min{ty,¢,} gilt

|$n(t) —xo(t)] < /t |fn(37 3777(3)) - f0<3a 550(3)” ds
< / L [2(s) — 2o(s)] + g(s) ] ds
SMm+le@—m@Ma

wobel die Konstante

to
M = / g(s)ds
Ty
nur von der Losung xy abhédngt. Mit Hilfe des Lemmas von Gronwall erhalten wir

[2g(8) = wo(t)] < M fyfexp (LIt~ .| )

und die Behauptungen konnen analog zum Beweis von Satz 10 bewiesen werden. [
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2.4 Lineare Differentialgleichungen

In diesem Abschnitt betrachten wir lineare Differentialgleichungen im R? d.h. wir
studieren Losungen des Systems

&= A(t)z + b(t), (2.3)

wobei die Funktionen b : R — R? und A : R — Mat(d x d) stetig und gegeben
sind. Eine Losung ist dann eine stetig differenzierbare und vektorwertige Funktion
z: 1 C R — R Das System (2.3) heiit homogen falls b = 0, andernfalls inhomogen.

Satz 12. Jede maximale Losung zu (2.3) ist fir alle Zeiten t € R definiert.
Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Folgerung 8. O

2.4.1 Homogene Gleichungen

Eine sehr wichtige Eigenschaft linearer und homogener Differentialgleichungen ist das
Superpositionsprinzip. Dieses besagt, dass die Summe von zwei Losungen wieder eine
Losung ist.

Satz 13 (Superpositionsprinzip und Losungsraum). Der Liosungsraum des homogenen
Systems & = A(t)x ist ein d-dimensionaler Vektorraum. Insbesondere sind fiir je d
Lisungen 2V, ... 2@ : R — R? die folgenden Aussagen dquivalent :

1. die Funktionen oV, ... (@ : R — R sind Basis des Lisungsraumes,
2. die Vektoren (D (t), ...,z (t) € R? sind fiir ein t € R linear unabhdingig,

3. die Vektoren MV (t), ...,z (t) € R? sind fiir alle t € R linear unabhdingig.
Beweis. Fiir gegebenes ty € R betrachten wir die Abbildung
Ly, : £€R?  +— Losung 2 : R — R? mit Anfangswert x(to) = &.

Die Existenz und Eindeutigkeit von maximalen Losungen garantiert, dass Ly, surjektiv
und injektiv ist. Aulerdem impliziert die Linearitdt der Differentialgleichung, dass L,
eine lineare Abbildung ist, d.h. es gilt

(Lo Oue -+ A )) (1) = (L €)0) + Xa( L)1)

fir alle t € R, A,As € R und alle €M ¢® ¢ R? Hieraus schliefen wir, dass
der Losungsraum in der Tat ein d-dimensionaler Vektorraum ist. Die behauptete
Aquivalenz folgt schlieflich weil L,, fiir jedes ty € R eine Vektorraum-Isomorphismus
zwischen R? und dem Losungsraum der Gleichung ist. ]

Definition 14 (Fundamentalsystem und Wronski’-Determinante). Eine Basis
A ...,x(d) ‘R — R?

des Losungsraumes des homogenen Systems & = A(t)z heifit Fundamentalsystem. Die
matrizwertige Funktion ® : R — Mat(d x d) mit

(1) (d)
xy () ooz (t)
o) = | :

1 (d
200 2P
heifst Fundamentalmatrix, und det ® : R — R heifit die Wronski-Determinante.

"J6sef Maria Hoéné-Wroniski (1776-1853), polnischer Philosoph und Mathematiker.
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Bemerkung.

1. Nach Satz 13 gilt det (t) # 0 fir alle t € R.

2. Fundamentalsysteme und -matrizen sind nicht eindeutig. Fir zwei verschiedene
Fundamentalmatrizen ® und ® gibt es aber immer eine invertierbare Matriz B €
Mat(d x d), so dass

fiir alle t € R gilt (siehe Ubungsaufgabe). Insbesondere hingt B mnicht von der
Zeit t ab.

3. Man rechnet leicht nach, dass jede Fundamentalmatriz Lésung der matrizenwer-
tigen Differentialgleichung

d = A(t)d

ist. Umgekehrt, die Spalten einer jeden Losung ® : R — Mat(d x d) mait
det ®(t) # 0 dieser Gleichung definieren ein Fundamentalsystem fiir & = A(t)x.

4. Seien ty € R und & € R gegeben. Durch Nachrechnen zeigt man leicht, dass fiir
jedes £ € R die eindeutige mazimale Losung des Anfangswertproblems

T = A(t)x, x(tg) =&
mittels
z(t) = (t)P (to)€
durch die Fundamentalmatriz ® ausgedriickt werden kann.
Beispiel. Der harmonische Oszillator
()= (5 %) ()
T -1 0 T

besitzt die linear unabhdngigen Losungen

“o-(ZR6) 0= (1)

Diese liefern die Fundamentalmatriz

B(t) = <+cos(t) +sin(t)> |

—sin () +cos(t)
wobei offensichtlich det ®(t) = 1 fir alle t € R gilt.

Satz 15 (Dynamik der Wronski-Determinate). Sei ® : R — Mat(d x d) eine Funda-
mentalmatriz fir das homogene System & = A(t)x. Dann gilt

%(det D(t)) = tr A(t) - det D(t) (2.4)

und damit
t
det ®(t) = det P(tp) - exp (/ tr A(s) ds) : (2.5)
to
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Beweis. Wir betrachten zunéchst eine beliebige Funktion ® : R — Mat(d x d) mit

Dyy(t) .. Bra(t)
O(t) = : :
Dy1(t) ... Paalt)

Nach den Rechenregeln fiir Determinanten (d.h. weil det ® d-linear bzgl. der Spalten
von & ist) gilt

Diy(t) Pia(t) ... Pra(t)

idet<I>(t):det + ...

dt . : :
q)dJ(t) q)d72 q)d,d(t)
Dyy(t) .. Prgq Dra(d)
+ det : : :
Bgi(t) ... Pgaq Pga(t)

Sei nun ¢y € R gegeben und ¢ eine Fundamentalmatrix, d.h. es gelte ®; ;(t) = 29 (1)
im Sinne von Definiton 14. Wir betrachten zunéchst den Speziallfall ®(¢y) = id (im
Allgemeinen wird aber ®(t) # id fiir alle ¢ # ¢y gelten). Durch Nachrechnen verifizieren
wir

iM(te) 0 0
iM(te) 1 0
det Jfél)(to) 0 0 = xgl)(to) = (A(to)l'(l)(to))l = ALl(tQ),

&/\
&0
—~

~
~

o

—_

sowie entsprechende Formeln fiir alle anderen Terme in (2.6). Insgesamt erhalten wir

%det B(to) = Ari(to) + .. + Agalte) = tr A(te) = tr A(ty) - det ®(to).  (2.7)

Sei nun ®(ty) # id. Dann ist ®(t) := ®(t)® ' (¢,) auch ein Fundamentalsystem fiir
& = A(t)z, und fiir dieses haben wir bereits gezeigt, dass

d ~ -
gilt. Da aber
- 1 d - . d
det ®(t) = det P (ty) - det P(¢), ! det ®(t) = det P~ (¢o) - = det ®(t),

gilt, folgt aus (2.8) wieder (2.7). Da t, auerdem beliebig war, folgt (2.4) aus (2.7).
Durch Losen der skalaren Differentialgleichung (2.4) ergibt sich schlielich die Formel
(2.5). ]

Man kann den Beweis von Satz 15 alternativ auch wie folgt fithren®: Nach einem
wohlbekannten Resultat der Analysis ist die Abbildung

det : Mat(d x d) 2 R” - R

8Der Autor dankt Gautam Banhatti fiir diesen Hinweis.
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in jedem M € Mat(d x d) mit det M # 0 differenzierbar, wobei
(Ddet (M), N} =det (M) -tr (M™'N)  firalle N € Mat(d x d)

im Sinne linearer Abbildungen gilt, und fiir M = ®(¢) und N = d(¢) ergibt sich

% det ©(t) = (Ddet (®(t)), &(t)) = det B(t) - tr (D(t) " D(1)) .

Wegen ®(t) = A(t)®(t) und weil die Spur einer Matrix invariant unter Konjugation
ist, gilt auBlerdem

tr (@(t)*lcb(t)) — tr (@(t)*lA(ocp(t)) = tr (A(1)).

Durch Einsetzen erhalten wir schlieflich zunéchst (2.4) und anschlieBend wieder (2.5).

2.4.2 Inhomogene Gleichungen

Wir untersuchen nun die Losungen des inhomogenen Problems.

Satz 16 (Losung des inhomogenen Problems). Der Lisungsraum des inhomogenen
Systems i = A(t)x + b(t) ist ein affiner Raum, d.h. wenn iy : R — R? eine gegebene
Lisung ist, so kann jede andere Losung xiy : R — RY als

ZTinh = Zinh + Thom

geschrieben werden, wobei Tyom : R — R? eine Losung des homogenen Problems i =
A(t)x ist.

Beweis. Die Behauptung folgt, da zj,, — Ziun offensichtlich eine Losung des homogenen
Problems ist, und weil Zin, + Thom Stets Losung des inhomogenen Problems ist. ]

Beispiel. Wir betrachten die skalare Differentialgleichung
T+x=t. (2.9)
Die entsprechende homogene Gleichung hat die allgemeine Lisung
Thom(t) = cexp (=),

wobei die Konstante ¢ durch Anfangsdaten bestimmt werden kann, und durch Nach-
rechnen verifizieren wir, dass

Einh(t) = exp (—t) +t—1

eine spezielle Lisung der inhomogenen Gleichung ist (wir werden weiter unten sehen,
wie man eine spezielle Losung finden kann). Die allgemeine Lisung der inhomogenen
Differentialgleichung ist damit durch

Tmn(t) = (c+ 1D exp (—t) +t — 1 = Ziun(t) = (21un(0) + 1) exp (—t) + ¢ — 1
gegeben, wobei ¢ = xiy,(0) der freie Parameter ist.

In vielen praktischen Féllen ist die folgende Losungsformel niitzlich.
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Satz 17 (Prinzip von Duhamel®, Variation der Konstanten). Jede Ldsung des inho-
mogenen Problems & = A(t)x + b(t) kann als

t

Zinn(t) = O() D (to)zimn (to) + B(t) / o1(s)b(s) ds (2.10)

fiir alle t € R geschrieben werden. Hierbei ist to € R eine beliebige Zeit und ®(t) ist
eine Fundamentalmatriz des homogenen Problems & = A(t)x.

Beweis. Wir beginnen den sogenannten Variation-der-Konstanten-Ansatz
Tinn (1) = O(t)c(t) fir alle teR,
und berechnen
din () = O(t)e(t) + B()e(t)

sowie

Atz (t) + b(t) = AB)BE)e(t) + b(t) = D(t)e(t) + b(L).

Durch Gleichsetzen der rechten Seiten sehen wir, dass x;,, genau dann eine Losung des
inhomogenen Problems ist, wenn

é(t) =7 (t)b(t)  firalle t€R.
Durch Integration dieser Gleichung erhalten wir

c(t) = c(to) —I—/ D1 (s)b(s) ds

to
und mit ¢(ty) = @ (to)zin (to) folgt die Behauptung. O

Bemerkung. Die Lisungsformel (2.10) hdngt nicht von der Wahl der Fundamental-
matriz ab. In der Tat, ist ® eine weitere Fundamentalmatriz, so gilt

d(H)P(s) = D(t)D(s)
fiir alle t,s € R (siche Ubungsaufgabe).

Beispiel. Wir betrachten noch einmal die inhomogene Differentialgleichung (2.9) und
suchen die allgemeine Lisung durch den Variation-der-Konstanten-Ansatz

Zinn(t) = c(t) exp (—t).
Durch Einsetzen in die Differentialgleichung erhalten wir
¢(t)exp (—t) =t
und daher
c(t) =c(0) + 14 (t — 1) exp (+1),

wobei ¢(0) die Rolle einer Integrationskonstanten spielt. Damit, und weil ¢(0) = xn(0),
it

Tinh () = (2inn(0) + 1) exp (=t) +1 — 1

die allgemeine Lisung von (2.9).

9Jean-Marie Constant Duhamel (1797-1872), franzosischer Mathematiker und Physiker.
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2.4.3 Matrixexponential und autonome Gleichungen

In diesem Abschnitt untersuchen wir lineare Systeme, die sowohl homogen als auch
autonom sind, d.h. wir betrachten Differentialgleichungen der Form

i = Ax,
wobei A € Mat(d x d) eine gegebene reellwertige Matrix ist.

Im Folgenden bezeichnen wir mit

Al =

die euklidische Norm (bzw. den euklidische Betrag) der Matrix A = (4;;), ,_, , und

mit |z] = /2% + ... + 22 den euklidischen Betrag des Vektors z = (1, ..., x4). Dann
gilt

|Az| < [A[|z|,  [AB| <|A[|B|,  [A+ B|<|A[+]B| (2.11)
fiir alle Vektoren = € R? und alle d x d-Marizen A, B.

Lemma 18 (Existenz des Matrixexponentials). Fir jede Matriz A € Mat(d x d) ist

0 k

A
exp (A) ::ZH:id+A+§A2+%A3+...e Mat(d x d)

k=0
absolut konvergent (und damit auch wohldefiniert). Insbesondere gilt
exp (4) = Q" exp (B)Q
sofern A = Q7 *BQ mit B € Mat(d x d) und Q € Mat(d x d) invertierbar gilt.
Beweis. Teil 1: Fiir festes A betrachten wir die Folge (S,),,.y C Mat(d x d) mit
5%::3 ZF.
k=0

Dann gilt wegen der Eigenschaften von |-| die Abschétzung

n+m Ak n+m Ak n+m |Ak‘ n+m ’A|k 00 ‘A|k
k=n+1 k=n+1 k=n+1 k=n+1 k=n+1
und damit

A
sup |Sn+m - Snl S Z F

meN kent1

Die rechte Seite konvergiert nun fiir n — oo gegen 0, da die reellwertige Reihe

= A"
exp (|A]) = ZT
k=0
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absolut konvergiert. Insbesondere ist die Folge (S,), ¢y eine Cauchy-Folge (im Raum
der Matrizen Mat(d x d) = R%) und daher konvergent, d.h.

exp (A) = lim S,

n— oo

ist in der Tat wohldefiniert. Wegen

2

k=0

Z’k— — exp(J4)) <

schliefen wir schlieflich, dass die Reihe des Matrizexponentials sogar absolut konver-
giert.
Teil 2: Sei nun A = Q~'BQ. Dann gilt A° = id = Q' B°Q sowie A! = Q7'B'Q

und
A* =Q7'BQQ'BQ = Q7' B*Q.
Durch Induktion folgt ganz allgemein A* = Q~*B*Q fiir alle k € N. Damit ergibt sich

Sn = Q_lTnQa T, = ﬁ?
k=0
und der Limes n — oo liefert exp (A) = QL exp (B)Q. O

Bemerkung.

1. Das Matrizexponential exp (A) wird analog fiir komplexwertige Matrizen A €
Mat(d x d; C) definiert und Lemma 18 kann ganz analog zum reellen Fall bewiesen
werden.

2. Ist A = diag(\1, ..., \g) eine Diagonalmatriz, so gilt A¥ = diag()\’f, - /\’(}) fiir
alle k € N und damit

exp (A) = diag(exp (A1), ..., exp (Ag))-

3. Es gilt exp (A)T = exp (AT), wobei AT die Transponierte von A ist.

4. Da die Multiplikation von Matrizen nicht kommutativ ist, kénnen wir nicht er-
warten, dass

exp (A + B) = exp (A) exp (B).
fiir alle Matrizen A, B € Mat(d x d) gilt. In der Tat, wir haben
exp(A+ B) =1d+ A+ B+ (A + AB+ BA+ B®) + ...
und

exp(A)exp(B) = (Id+ A+ 14*+ ) (Id+ B+ 1B+ ..)
=Id+ A+ B+ 3(A*+2AB + B?) +

aber im Allgemeinen nicht AB + BA = 2AB.
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5. Es gilt (siehe Ubungsaufgabe)
[A)B] :=AB—-BA=0 = exp(A+ B)=-ecxp(A)exp(B),
wobei [A, B] der Kommutator von A und B ist, und damit auch
exp (M1 A + AA) = exp (M A) exp (A A) = exp (A2A4) exp (A1 A)
fiir alle A, Ay € R.

6. Fiir jede Matriz A € Mat(d x d) und je zwei Zeiten ti,ty € R gilt
exp ((t1 + tg)A) = exp (t1A) exp (L2 A),

d.h. {exp (tA) : t € R} ist stets multiplikative Untergruppe von Mat(dxd). Insbe-
sondere gilt

exp (tA) exp (—tA) =exp (0- A) =1d
fir jedes t € R, d.h. exp (tA) ist stets invertierbar.

Satz 19 (Fundamentalmatrix autonomer Systeme). Die allgemeine mazimale Lisung
des linearen und autonomen Systems & = Ax ist durch

2(t) = exp ((t — t0)A) (ko)
gegeben, wobei ty € R beliebig ist.
Beweis. Seien ty € R und ¢ = R? beliebig, und sei  : R — R? definiert durch
z(t) == exp ((t —to)A)c. (2.12)
Dann gilt wegen exp ((t + h — ty)A) = exp (hA) exp ((t — to)A) die Formel

o(t+ h})L —o0) g = (w - A)x(t) =: Rya(t)

fiir alle t € R und 0 # h € R. Die Definition des Matrixexponentials impliziert nun

hk 1Ak 0 hkAk
i = Z = hd QZ (k +2)!

k=2

und daher gilt fiir festes t € R auch

2 = hk‘A’k 2 h—0
[Raw(®)] < RJAP (D =5 | e@®) < h|APexp (h]AD l2(D] = 0.

k=0

Damit haben wir gezeigt, dass die in (2.12) definierte Funktion x stetig differenzierbar
ist und die Differentialgleichung erfiillt. Nach dem Existenz und Eindeutigkeitsatz ist
diese Losung aber die einzige maximale Losung mit den Anfangsdaten z(tg) =c. O

Satz 19 besagt insbesondere, dass fiir jedes t; € R die matrixwertige Funktion
®;, : R — Mat(d x d) mit

By, (t) = exp ((t — to)A)

eine Fundamentalmatrix des linearen und homogenen Systems & = Az ist.
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Bemerkung. Nach Satz 15 gilt

detexp (tA) = exp ((tr A)(t — to)).
Insbesondere impliziert tr A = 0 schon det exp (tA) =1 fiir alle t € R.
Beispiel.

1. Diagonalisierbare Matrizen: Mit A = Q 'diag(\y, ..., \a)Q gilt

exp (tA) = Q™ diag(exp (Mit), ..., exp (Aat))Q
fiir alle t € R. Analoge Aussagen gelten im Komplexen.

2. Matrizen in Jordan-Form:'° Fiir

(A1
A_Q1(0 )\)Q

gilt (siehe Ubungsaufgabe)

exp (LA) = Q! (GXI’O(W te‘jjg’é%)) Q.

Auch diese Formeln gelten sowohl im Reellen als auch im Komplexen.

3. Komplexwertig-diagonalisierbare Matrizen: Ein Sonderfall im Reellen sind ver-
allgemeinerte Drehmatrizen
_(a B
=5 1)

mit Parametern o, 8 € R, die zwar im Komplexen, aber nicht im Reellen diago-
nalisierbar sind. Durch Nachrechnen verifizieren wir

L fa—iB 0 i1 _ i -1
A:Ql( 0 a—l—iB)Q’ Q:<+i 1)’ Ql:%(l 1)

1 [ €&X (OZ - l/B)t 0
exp (tA) = Q < b 0 ) exp ((o + iﬁ)t)) “
B _1 [cos (pt) — isin (St) 0
= exp (at)Q ( 0 cos (Ot) + isin (Bt)) <

_ +cos (Bt) +sin (Bt)
= exp(at) (—sin (Bt) +cos (ﬁt)) '

4. Matrizen mit Blockstruktur: Seien d = n + m und

(2

1Marie Ennemond Camille Jordan (1838-1922), franzésischer Mathematiker.
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mit B € Mat(n x n) und C' € Mat(m x m). Dann gilt

exp (tA) = <exp(§tB) exp ?tc) >)

wobei diese Formel sich direkt aus den Definition des Matrizexponential und

k

den Eigenschaften der Matrizmultiplikation ergibt (insbesondere gilt (g g) =
BF 0

5. Die bisherigen Ergebnisse erlauben es uns — zumindest im Prinzip — die Matri-

zexponentiale exp (tA) fir jede (im Allgemeinen komplezwertige) dxd-Matriz A

zu berechnen. Nach dem Jordanschen Darstellungssatz gibt es ndmlich zu jedem

A eine invertierbare Matriz () (die einen Basiswechsel reprisentiert) sowie eine
Blockmatriz B, so dass

B, 0 .. 0
A—0'B0. B—|" By, ... 0
0 0 .. B,
und so dass jeder der Blicke By, ..., B,, entweder Diagonal- oder Jordanmatrix

15t.

2.4.4 Klassifikation autonomer Gleichungen in 2D

In diesem Abschnitt untersuchen wir die linearen Dynamiken, die durch eine 2 x 2-
Matrix A erzeugt werden kénnen. Bis auf Konjugation mit O(2)-Matrizen gibt es nach
einem wohlbekannten Satz der linearen Algebra die drei Félle

(M0 (A1 [ a B
A—(Ol )\2> bzw. A—(O )\) bzw. A_(_B a)

mit A, Ay € R bzw. A € R bzw. o, € R. Aus dynamischer Sicht ist aber eine
verfeinerte Klassifikation sinnvoll. Wir werden nun alle moglichen Félle untersuchen, in
denen der Kern der Matrix A trivial ist, das heifit wir nehmen ker A = {0} an. Dariiber
hinaus gibt es natiirlich noch Fille, in denen mindestens ein Eigenwert verschwindet
(z.Bsp. Ay # Ay = 0). Diese kénnen analog untersucht werden, stellen aber (aus Sicht
der nichtlinearen Theorie) entartete Fille dar.

Beispiel (,Node'- generischer Fall). Dies ist der Fall

A = ()E)l )?2> 5 )\1; )\2 S R\ {O}, )\1 % )\27 Sgn(>\1) — Sgn()\2) — +1.

Die allgemeine Lésung lautet
x1(t) = 21(0) exp (A1), xo(t) = 22(0) exp (Aat)

und nach einfachen Rechnungen mit positiven reellen Zahlen (Wurzeln negativer Zahlen
sind nicht eindeutig) erhalten wir

|21 (0)]

21 (8)] = ¢ |za ()2 =
|21()| = cfz2(t))] ()
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Abbildung 2.2: Node‘: Phasenportrait und Spektrum fiir 0 < A1 < A9 bzw. A1 < Ay < 0.
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Abbildung 2.3: Node': Mogliche Phasenportraits fiir Ay = Ay = A > 0.

AN

Insbesondere sind die Orbits (bzw. Trajektorien) des Systems, d.h. die Kurven t
(xl(t), ]fg(t)), parabelformig, siehe Abbildung 2.2. Beachte, dass die stationare Losung
(0, 0) stabil bzw. instabil fiir sgn(A;) = sgn(Ag) = —1 bzw. sgn(A;) = sgn(As) + 1 ist.

Beispiel (,Node‘- nichtgenerischer Fall). Im Falle eines einzelnen reellen Eigenwerts
A=A = Xy # 0 kann die Systemmatriz A entweder diagonalisierbar sein oder Jor-
danform haben, d.h. es gilt

A:(Sg) oder A:(éi), NeR\ {0,

Die allgemeine Léosung im Diagonalfall lautet

1(t) = 21(0) exp (A1), 22(t) = 22(0) exp (A1),
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Phasenportrait

2/ NG
Spektrum von A i{/ / /‘N \ \:i
Iy 2L
=l - I3
SN
N
S

Phasenportrait
A X2

Tlm
Re
o ‘ o

Spektrum von A / /

Im
[ J
[

Spokirum von A J
S
# ’ o <&4 <O

Abbildung 2.4: ,Saddle* (oben) — ,Focus‘ (mitte) fiir & < 0 — ,Centre‘ (unten): Phasenpor-
traits und Spektrum von A.

so dass die Trajektoren des Systems die Geraden durch den Ursprung sind. Im Jord-
anfall gilt hingegen

71() = 21(0) exp (M) + 22(0)f exp (), () = 22(0) exp (M),

21(t) = (228; +t)x2(t),

und damit

siehe Abbildung 2.3.
Beispiel (,Saddle‘). Dies ist der Fall

A= ()E)l ;\)2) ’ A1, Ao € R\ {0}, sgn(A1) # sgn(Ag).
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Die allgemeine Léosung lautet wieder

x1(t) = 21(0) exp (Mt), xo(t) = x2(0) exp (Aat),
aber die Trajektorien sind nun hyperbelformig, siehe Abbildung 2.4.
Beispiel (,Focus‘). Im Falle

A= (_O‘B g) a8 € R\ {0}

(1) = (<22, ) (60)

15t

die allgemeine Lésung, d.h. die Trajektorien laufen spiralférmig in den stationdren
Punkt (0, 0) hinein (fir o < 0) bzw. aus diesem heraus (fir o > 0), siehe Abbildung

2.4.

Beispiel (,Centre‘). In diesem Fall haben wir

A= 0). ser\on

und die allgemeine Losung

z1(t)\ [ cosft sinft\ (z1(0)
zo(t))  \—sinft cosft) \x2(0))’
rotiert um den stationdren Punkt (0, 0).

2.4.5 Stabilitiat der trivialen Losung

Jede homogene und lineare Differentialgleichung & = A(t)x besitzt die triviale Lisung
z(t) = 0. Wir wollen nun die Stabilitdt dieser Losung untersuchen, wobei Stabilitét der
trivialen Losung wie folgt definiert ist (vgl. auch Definition 18 in Kapitel 3).

Definition 20. Die triviale Losung von © = A(t)x heifit

1. Ljapunow-stabil (oder einfach stabil), falls fir jede Zeit t. und jedes e > 0 ein

0 > 0 existiert, so dass die Implikation

lz(t,)] <6 = lz(t)| <e firalle t>t,

fiir jede Lisung x der Differentialgleichung gilt.

2. asymptotisch stabil, falls sie stabil ist und dariber hinaus fir jedes t. ein &' > 0

existiert, so dass

lz(t)] <& = lim z(t) = 0.

t—00

Bemerkung. Aufgrund der Linearitit der Gleichung kénnen leicht die folgenden Aus-

sagen abgeleitet werden (Ubungsaufgabe):

1. Die triviale Losung ist stabil genau dann, wenn jede Lisung x fiir t — oo be-

schrinkt ist, d.h. falls limsup,_, . |x(t)| < oo gilt.

2. Die triviale Losung ist asymptotisch stabil genau dann, wenn jede Ldsung fiir

t — 0o gegen 0 konvergiert, d.h. wenn lim,_, |z(t)| = 0 gilt.
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Wir untersuchen zunéchst die Stabilitdt der trivialen Losung im autonomen Fall.

Satz 21 (Stabilitdtskriterien fiir den autonomen Fall A(t) = A). Die komplexen Ei-
genwerte der Matriz A € Mat(dxd) seien mit Ay, ..., \g € C bezeichnet.

1. Gibt es eine Konstante p > 0, so dass Re (A\y) < —p fiir alle k = 1,...,d, so ist

die triviale Losung asymptotisch stabil. Insbesondere gibt es fir jedes 0 < n <
eine Konstante Cy,, so dass

|(t)| < Cyexp (—=n(t — 1)) |2(t.)] (2.13)
fiir jede Léosung x, jedes t, € R und alle t > t, gilt.

2. Gilt Re (\g) <0 fiir jeden Nicht-Jordan-Eigenwert N\, und Re (A\x) < 0 fiir jeden
Jordan-FEigenwert A\, so ist die triviale Losung stabil. Insbesondere gibt es eine
Konstante C, so dass

|z(8)] < C'la(ts)] (2.14)
fiir jede Liosung x, jedes t, € R und alle t > t, gilt.

3. Gibt es einen Nicht-Jordan-Eigenwert N\, mit Re (A\y) > 0 oder einen Jordan-

FEigenwert mit Re (A\r) > 0, so ist die triviale Losung instabil. Insbesondere gibt
es in jeder Umgebung von 0 ein Anfangsdatum x. so dass

z(t)] % oo
fiir die Lésung mit Anfangsbedingung x(t,) = z., t. € R beliebig, gilt.

Beweis. Die Behauptungen folgen mit einfacher linearer Algebra aus den Eigenschaften
des Matrixexponentials, siehe insbesondere Beispiel 2.4.3 und die Ubungsaufgaben [

Bemerkung. Die Abschitzungen (2.13) bzw. (2.14) sind dquivalent zu

’exp ((t— t*)A)‘ < Cexp (—n(t—1t))
bzw.

‘exp ((t— t*)A)‘ <C,

wobei C' nur von n und A abhdngt.

In vielen praktischen Fillen ist A(t) nicht konstant aber konvergiert fiir ¢ — oo
gegen einen Grenzwert. In diesem Fall schreibt man oft

A(t)=A+B({)  wobei  |B(t) =2 0.
Insbesondere gilt dann @(t) ~ Ax(t) fiir jede Losung = und alle grofilen Zeiten ¢, und
man konnte vermuten, dass deshalb die Behauptungen von Satz 21 immer noch richtig

sind. Dies ist im Allgemeinen jedoch nicht so.
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Beispiel. Fiir die Differentialgleichung

T\ _ T t Ty (0 +1
(@)@ () = (0)
kann man leicht nachrechnen, dass die Fundamentallosung durch

O(t) = V1+t2exp (tA).

gegeben ist. Damit gilt lim;_, , « |x(t)| = +oo fiir jede Lisung x und die trivale Lisung
1st damit instabil.

Satz 22 (Ein Stabilitdtskriterium fiir den nicht-autonomen Fall). Erfullt A die erste
Bedingung aus Satz 21 und gilt lim;_,, |B(t)| = 0, so existieren fiir jedes n € (0, u)
eine Zeit t, € R und eine Konstante C,, so dass

2()] < Cyexp (= n(t — 1)) 2(ty) (2.15)

fir alle t > t,, und jede Lisung von & = Ax + B(t)x gilt. Insbesondere ist die triviale
Losung asymptotisch stabil, denn fiir jedes t, € R gilt auch stets

|2(t)] < Cupexp (—nt —t.)) |z(t)], (2.16)
wobei C, ,, eine geeignet zu wihlende Konstante ist, die nur vonn, t., A und B abhdngt.
Beweis. Satz 21 liefert eine Konstante (), so dass

lexp (tA)] < C) exp (—1t)

fiir alle ¢ > 0 gilt, wobei 77 := $(n + ) grofer als 7 aber immer noch kleiner als g ist.
Wir wéhlen nun ¢, > 0 so grof}, dass

Cysup|B(t)| <fj—n=3(p—n) =¢.

t>tn

Mit Variation der Konstanten erhalten wir

z(t) = exp (A(t — t,))z(t,) + /t exp ((t — s)A)B(s)z(s) ds

n

und damit

o)) < Jexp ((¢ = 1)) la(t)] + [ Jexp (¢ = ))|[B(s)| a()] ds

< Gyexp (=ilt = ) olty)| + C, [ exp (=it = 9) B las)| d.
< Cyexp (=it = 1)) lalty)| ¢ [ exp (= ft =) la(s)| d.

Mit ¢(t) := exp (+7(t — t,))) |=(t)| gilt deshalb

C(t) < Cylalty)| + / ((s) ds
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und Gronwalls Lemma liefert
(1) < Cyla(ty)] exp (e(t — ty)).
Insbesondere gilt
z(t)| < Cyla(ty)| exp (e(t —t,) — 7t — 1)) = Cy|a(ty)| exp (= n(t —t,))

und damit auch die Behauptung (2.15).

Sei nun t, € R beliebig und ¢ die Fundamentallosung zu & = Ax + B(t)x mit
O(t,) = Id, d.h. z(t) = ®(t)x(t.) gilt fir jede Losung z. Wir konstruieren nun die
Konstante C, ,, fiir den Fall ¢, < t,; fiir ¢, > ¢, kann analog argumentiert werden. Fiir
t, <t, setzen wir

CLW:::nun({C%exp(n(mf—t*»]@%tnﬂ7 sup |@(wyexp(n(t-tg)}.

tE(tx, ty]

Insbesondere gilt fiir alle ¢ € [t,, t,] die Abschétzung

|2(t)] = [(t)a(t)] < Cuyexp (= n(t —t.)) |2(t.)]
und damit (2.16). Fiir ¢t > ¢, gilt hingegen

|2(t)] < Cyexp (—n(t —t,)) [(ty)]

= Cyexp (= n(t —t.)) exp (n(t, —t.)) |2 (ty)x(t)]

< (Cyexp (n(ty — 1)) |@(t)] ) exp (= n(t — 1.) |o(t.)]

< Cugexp (=t — 1)) |z(t))]
und damit auch (2.16). O

Bemerkung. In den Ubungsaufgaben wird folgendes Resultat bewiesen: Erfillt A die
zweite Bedingung aus Satz 21, so garantiert

/ﬂmmm<m

die Stabilitit der trivialen Losung von & = Az + B(t)z.

2.4.6 Floquet-Theorie

In diesem Abschnitt betrachten wir lineare Differentialgleichungen mit periodischen
Koeffizienten, d.h. Systeme der Bauart

i=Alt)z, A+ te) = A(t), (2.17)

wobei t,e, € R die feste Periode der stetigen matrizenwertigen Abbildung A : R —
Mat(dxd) ist. Solche Gleichungen entstehen zum Beispiel, wenn wir eine autonome
nichtlineare Differentialgleichung y = f(y) entlang eines ¢,e-periodischen Orbits .
linearisieren: der Ansatz y(t) = y.(t) + ex(t) mit 0 < ¢ < 1 liefert nédmlich

a(t) = A()x(t) + O(e),  A(t) = Df(y(1))

und damit zu fithrender Ordnung (d.h. unter Vernachlissigung der e-Terme) die lineare
Gleichung (2.17).
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56 2. Gewohnliche Differentialgleichungen

Bemerkung. Obwohl die Gleichung (2.17) periodisch ist, ist nicht jede Ldosung not-
wendigerweise periodisch. Ein einfaches eindimensionales Beispiel ist die skalare Dif-
ferentialgleichung

deren allgemeine Losung durch

z(t) = exp ( /0 ") d5>$(0) — exp (at) exp (sin (£))z(0)

gegeben ist. Insbesondere ist fiir o # 0 nur die triviale Losung periodisch.

Wir beweisen zundchst eine technisches Resultat tiber das Matrizexponential.

Lemma 23 (Existenz eines verallgemeinerten Matrix-Logarithmus). Fir jede inver-
tierbare Matriz C' € Mat(dxd) existiert eine Matriz B € Mat(dxd) sowie eine ortho-
gonale Matriz K € OMat(dxd),

C = Kexp(B) =exp(B)K, KB = BK, K? =1d.
gilt.

Beweis. Vereinfachung durch Konjugation mit geeigneten Matrizen: Wir konnen an-
nehmen, dass C' eine Blockmatrix ist, wobei jeder Block

1. eine Diagonalmatrix diag(Ay, ..., A;,) mit von Null verschiedenen Eigenwerten ist,

2. eine (reelle) 2x2 Matrix der Form

[ a B\ cosn  sinny
C_(—B a>_g(—sinn cosn)

ist, wobei o > 0 und o = pcosn, f = psinn,
3. eine Jordanmatrix der Léinge m zum Eigenwert \ # 0 ist.

In der Tat, fiir eine allgemeine invertierbare Matrix C' gibt es (nach einem wohlbekann-
ten Satz der linearen Algebra) eine Matrix ) € Mat(dxd) sowie eine solche Blockmatrix

C:‘ , so dass C' = Q'CQ. Finden wir nun eine Matrix B und eine orthogonale Matrix
K mit

K exp(B) = C, KB = BK, K? =1d,
so gilt
C=Q 'Kexp(B)Q = (Q_1KQ> (Q_l exp(B)Q)
= (Q‘lfo) exp (Q_1§Q> = Kexp (B)

mit K := Q 'KQ und B := Q 'BQ, wobei K wieder eine orthogonale Matrix ist und
KB = BK sowie K? = Id nach Konstruktion gelten. Wir bemerken auerdem, dass
es fiir Blockmatrizen C' ausreichend ist, B € Mat(mxm) und K € OMat(mxm) fiir
jeden Block der Lange m zu finden.
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Diagonalmatrizen: In diesem Fall setzen wir

B :=diag(In|Aq], ..., In|A,]), K :=diag(sgnAy, ..., sgnA,,),

und verifizieren C' = K exp (B) = exp (B)K durch einfache Rechnungen. Beachte, dass
A # 0 fiir alle ¢ = 1...m gilt.
Verallgemeinerte Drehmatrizen: Wir setzen

10 0 1 10
pome( ) a(S D), (1)
und wegen

0 1\° (-1 0 0 1\° [0 -1 o 1\* (10
-10/ \0 -—1)° -1 0/ \1 0)’ -1 0/ \0 1
folgt exp (B) = C wieder durch einfache Rechnungen.

Jordan-Matrizen: Sei also C' eine Jordan-Matrix der Dimension 2 < m < d zum
Eigenwert A # 0. Mit K := (sgn\)Id schreiben wir

0AT 0 .0 0
00 A1 .0 0
KC=CK =|\(Id+N), N:=
00 0 .0 At
00 0 ..0 0

und bemerken, dass N nilpotent ist, d.h es gilt N* = 0 fiir alle & > m. Insbesondere
ist die Matrix

Nt N NZONB LN
(-1)’67 = — =+ (=)

M:l T 2 73

o0
m—1
k=

wohldefiniert und erfiillt exp (M) = Id+N’; letzteres folgt aus algebraischen Identitaten,
weil In (1 4+n) = 3202, (—=1)"n*/k gilt. Wir kénnen daher

B=In |)\| Id+ M
setzen. 0

Bemerkung. 1. Ein analoges Resultat gilt fir komplexwertige Matrizen, wobei
dann zusdtzlich K = Id gewdhlt werden kann. Dies liegt daran, dass im Kom-
plexen —Id = exp (iwld) gilt, d.h. es gibt einen komplez-wertigen Logarithmus
der negativen Finheitsmatriz. In Raum der reell-wertigen Matrizen gibt es jedoch
keine Matriz M mit exp (M) = —Id und deshalb kann auf die Matriz K nicht
verzichtet werden.

2. Die Matrizen K und B aus Satz 23 sind nicht eindeutig.

Wir formulieren nun den Hauptsatz iiber lineare Differentialgleichungen mit peri-
odischen Koeffizienten.
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Satz 24 (Satz von Floquet!!). Sei ® : R — Mat(dxd) eine beliebige Fundamental-
matriz zu (2.17). Dann existiert eine Matriz B € Mat(dxd) sowie eine orthogonale
Matriz K € OMat(dxd) mit BK = KB und K? =1d, so dass

P(t+tper) = P(t) K
fiir die matrizenwertige Abbildung P mit P(t) := ®(t) exp (—tB) gilt.
Beweis. Mit ®(t) := ®(t + tye) gilt

D) = Bt + o) = At + o) Dt + tyer) = A(t)D(E),

wobei wir benutzt haben, dass ®(t) = A(t)®(t) fiir alle Zeiten t € R gilt (vgl. die
Bemerkungen zu Definition 14). Insbesondere ist ® auch Fundamentallosung zu (2.17)
und es gilt

Ot + tper) = P(E)M

fiir eine invertierbare Matrix M (siehe Ubungsaufgabe). Lemma 23 liefert nun Matrizen
B und K, so dass

M = K exp (tpe B) = exp (tper B) K.
Insgesamt gilt damit

P(t + tper) = P(t + tper) exp ( — ( + tper) B)
= ((ID(t)K exp (tperB)) exp ( —tB — tperB)

= P(t)( exp (LB)K exp (tyerB) exp (1B — tper B) )

=P(t)K,
wobei wir benutzt haben, dass mit KB = BK auch K exp (tB) = exp (tB)K fiir alle
t € R gilt. O
Bemerkung.

1. Fiir komplexwertige Matrizen kann wieder K = Id gewdhlt werden, d.h. P ist
dann tpe-periodisch. Im Reellen ist P wenigstens 2tye-periodisch, denn es gilt
P(t + 2tper) = P(t + tper) K = P(t)K? = P(t).

2. Die Matriz M aus dem Beweis von Satz 24 heifst Monodromie-Matrix von (2.17)
bzgl. der Fundamentalmatrizc ® und die Figenwerte von M werden die charakte-
ristischen Multiplikatoren von (2.17) genannt. Nach Konstruktion gilt

M = ®(t) ' ®(t + tyer) = K exp (tper B) = exp (tper B) K

fiir alle t € R. Die erste Identitit zeigt auch, dass M i.A. von der Wahl von ®
abhingt: Ist P eine weitere Fundamentalmatriz, so gilt ®(t) = ®(t)D fiir eine
invertierbare Matriz D (siehe Ubungsaufgabe) und damit

M = &(t) 'Ot + tye) = D1O(t) ' B(t + tye)D = DIMD.

Die Matrizen M und M sind also verschieden, kinnen aber durch Konjugation
ineinander Gberfihrt werden. Insbesondere hingen alle Invarianten von M— also
etwa specc M, det M oder tr M — nicht von der Wahl von ® ab.

1 Achille Marie Gaston Floquet (1847-1920), franzdsischer Mathematiker.
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3. Wegen P(to+ ntper) = P(to) K™ gilt stets

®(to + ntper) = Plto + ntper) exp ((to + ntper) B)
= P(to)K" exp (toB) exp (tperB)"

= (P(to)exp (toB))Mn = ®(to) M"
fiir alle n € N.

4. Die Berechnung von M bzw. K und B ist im Allgemeinen alles andere als trivial.

Beispiel. Wir betrachten die (sehr einfache) Differentialgleichung

(1) =)+ (7) a1

wobei A € Mat(2x2) eine feste Matriz und a : R — R eine tpe-periodische Funktion
mit f(fper a(s)ds = 0 ist. Aufgrund der speziellen Struktur der rechten Seite in (2.18)
konnen wir leicht nachrechen, dass durch

B(t) = exp ( /0 "a(s) ds) exp ()

eine Fundamentalmatriz von (2.17) gegeben ist. Insbesondere kann die Monodromie-
Matriz M durch

M = &) Ot + tyer)

= (exp (- /O a(s) ds) exp (—14)) (exp ( /0 T as) ds) exp (¢ + tper) 4))
= exp (tperA)

berechnet werden, d.h. wir kénnen K = Id und B = A wdhlen. Insbesondere besitzt
(2.18) genau dann eine nichttriviale t,e-periodische Lésung, falls es ein x € R\ {0}
qibt, so dass

B(t+ tper) = D(NE  bow.  ME=¢

gilt. Hat A zum Beispiel die Eigenwerte Ay, Ao € R\{0}, so besitzt exp (tperA) die Eigen-
werte exp (tperA1), €XP (tperA2) und tpe-periodische Losungen konnen nicht existieren.
Fiir

(0 1 o [ coStper S tper
A= <_1 0) gilt jedoch M = (_ sint. cos tper)

und periodische Lisungen existieren genau dann, wenn the, ein Vielfaches von 2w ist.

Eine wesentliche Konsequenz des Satzes von Floquet ist, dass das Stabilitatsproblem
einer linearen Gleichung mit periodischen Koeffizienten auf ein autonomes Problem
zuriickgefiihrt werden kann.

Satz 25. Die triviale Lisung von (2.17) ist genau dann stabil (bzw. asymptotisch sta-
bil), falls die triviale Lésung von

j = By (2.19)

stabil (bzw. asymptotisch stabil) ist.
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Beweis. Umrechnung der Losungen: Ist x eine Losung von (2.17), so gilt

z(t) = (t)(271(0)x(0)) = P(t) exp (tB) (2~ '(0)x(0)) = P(t)y(t),
wobei @ eine Fundamentalmatrix zu (2.17) ist und y mit
y(t) = exp (tB)~(0)2(0) = exp (LB)y(0)

offensichtlich eine Losung von (2.19) ist. Ist nun umgekehrt y eine beliebige Losung
von (2.19) und setzen wir

so erhalten wir
x(t) = P(t) exp (tB)y(0) = ®(t)y(0) = (£)®(0) " x(0),

d.h. z ist Losung von (2.17).
Aquivalenz der Stabilitat Sei nun x wieder eine beliebige Losung von (2.17) und y

die entsprechende Losung zu (2.19). Dann gilt nach den obigen Uberlegungen
x(t) = P(tyy(t)  bzw.  y(t) = P(t) 'a(t),

wobei wir benutzt haben, dass P(t) = ®(t) exp (—tB) fiir jedes ¢ als Produkt inver-
tierbarer Matrizen selbst invertierbar ist. Da P(t)”" auch stetig von ¢ abhiingt und
dariiber hinaus auch

P(t + 2tpe) = P(t + tper) K = P(H)K? = P(t)  baw. P(t+ 2tye) ' = P(t)""
gilt, erhalten wir insgesamt die Abschétzungen

lim sup ‘Jf(t)‘ < C'limsup |y(t)} , lim sup ‘y(t)‘ < Dlimsup ‘x(t)‘
t—00 t—00 t—00

t—o00

C :=sup ‘P(t)‘ = sup ‘P(t)‘ <00,

>0 0<t<2tp0r
D :=sup ’P(t)_l‘ = sup ‘P(t)_l} < 00.
t>0 0<t<2tper

Die Bemerkung zu Definition 20 liefert schlieflich die behauptete Aquivalenz der Sta-
bilitdt bzw. der asymptotischen Stabilitét. ]
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Kapitel 3

Dynamik autonomer
Differentialgleichungen

In diesem Kapitel untersuchen wir die dynamischen Eigenschaften des (i.A. nichtlinea-
ren) autonomen Systems

&= f(x), (3.1)
wobei € ein gegebenes Gebiet des R? (d.h. Q ist offen und zusammenhingend) f: Q —

R? eine gegebenes glattes Vektorfeld ist (d.h. die Abbildung f ist stetig differenzierbar
und damit insbesondere auch lokal Lipschitz-stetig).

Bevor wir die allgemeine Theorie entwickeln, wollen wir zwei wichtige Klassen von
Differentialgleichungen einfiihren.

Definition 1 (Gradientenfluss). Das System (3.1) heifit (abstrakter) Gradientenfluss,
falls es eine zweimal stetig differenzierbare Energiefunktion E : Q — R sowie eine
glatte matrizwertige Funktion M : Q — Mat(d x d) mit den folgenden Eigenschaften
qibt:

1. Die Matriz M(x) ist fir jedes x € Q symmetrisch und positiv definit, d.h. es
existiert ein Konstante m(x) > 0, so dass

"M ()¢ > m(z) €]

2. Es qilt
fl) = =M~ (2)DE(x)

fir alle x, wobei (der Spaltenvektor) DE(x) € Mat(d x 1) die Ableitung von E
im Punkte x 1st.

Bemerkung.

1. Die Ezistenz von M~Y(z) fiir jedes x € Q folgt aus der Symmetrie und der posi-
tiven Definitheit.

2. Die Funktion M~': Q — Mat(d x d) ist auch glatt.
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62 3. Dynamik autonomer Differentialgleichungen

3. Fiir Gradientenfliisse gilt

E = %E(l‘(t)) <0

entlang jeder Léisung von (3.1). Insbesondere ist E eine sogenannte Ljapunow-
Funktion von (3.1).

4. Gradientenfliisse spielen in der Thermodynamik (aber auch in anderen Bereichen)
eine wichtige Rolle, da sie beschreiben, wie ein physikalisches System seine (freie)
Energie E minimiert.

5. Die Matriz M (x) wird metrischer Tensor im Punkt x genannt.

Definition 2 (Hamiltonsystem). Das System (3.1) heifst (abstraktes) Hamiltonsystem,
falls es eine zweimal stetig differenzierbare Energiefunktion F : Q — R sowie eine glatte
matrizwertige Funktion S : Q0 — Mat(d x d) mit den folgenden Eigenschaften gibt:

1. Die Matriz S(x) ist fiir jedes x € Q schiefsymmetrisch, d.h. ST(x) = —S(z), und
invertierbar.

2. Es gilt

fiir alle x.
Bemerkung.

1. Aus elementaren Argumenten der linearen Algebra folgt, dass schiefsymmetrische
und invertierbare Matrizen nur fir gerade d existieren kénnen.

2. Die Matriz S(x) wird symplektischer Tensor im Punkt x genannt. Fir d = 2
bzw. d =4 wird

1

o
o O O

(0 +1 _
Skanon - (_1 0 ) bzw. Skanon - —1

OOO+

0
+1
0
0

die kanonische symplektische Matrix genannt.

3. Fir Hamiltonsysteme gilt

. d
= —B(a(t) =0

entlang jeder Lésung von (3.1). Insbesondere ist E eine sogenannte Erhaltungs-
grosse (bzw. ein sogenanntes Erstes Integral) von (3.1).

4. Hamiltonsystem spielen in der Mechanik eine wichtige Rolle, da sie direkt aus
dem Hamiltonschen Prinzip der Stationdren Wirkung abgeleitet werden kinnen.
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5. Fir d = 2 und E(xy, x2) = 323 + V(x1) und S(x1, £2) = —Skanon ist (3.1)

dquivalent zu
T . X2
()= (i) 32

.f[:’l == —V/(l'l).

bzw.

Um die Darstellung im Folgenden moglichst einfach zu halten, wollen wir in die-
sem Kapitel immer annehmen, dass alle maximalen Losungen von (3.1) fiir alle Zeiten
existieren. Alle wesentlichen Konzepte und Resultate konnen aber auch fiir den allge-
meinen Fall eingefithrt bzw. formuliert werden.

Annahme 3 (Maximale Losungen existieren stets fiir alle Zeiten). Das Gebiet Q0 und
das glatte Vektorfeld f : € — Q haben die Eigenschaft, dass fir jedes & €  die
maximale Losung zum Anfangswertproblem (3.1) mit x(0) = £ fiir alle Zeiten existiert.
Diese mazximale Losung wird im Folgenden stets mit

H R —Q
bezeichnet.

Beachte, dass der Index ¢ die Anfangsdaten und nicht die Kompenente von
Losungen bezeichnet. Insbesondere gilt

ZL‘g(t) = (Igyl(t), vy l‘&d(t)) S R?

fir alle Zeiten ¢t € R. Manchmal schreiben wir auch z(¢; ) anstatt von z¢(t) bzw.
2(t;€) = (21(£:€), -, za(t; €)).

Bemerkung. Typische Beispiele sind:

1. Lineare Systeme mit Q = R und f(z) = Ax fiir eine gegebene Matriz A €
Mat(d x d).

2. Systeme mit |f(x)| < Clz| + D = Ax fir alle v € R? und geeignete Konstanten
C und D.

3. Hamiltonsysteme mit Q = {x € R? : Oy < E(z) < Oy} fiir zwei Konstanten C,
Cs.

4. Gradientenfliisse mit Q = {x € R : E(x) < C} fiir eine Konstante C.

In Annahme 3 haben wir die Anfangszeit mit t = 0 fixiert. Diese Einschrankung ist
aber nicht wesentlich, wie das folgende Resultat zeigt.

Lemma 4 (Shiftinvarianz von Losungen autonomer Gleichungen). Seien tg,f, € R
beliebig. Ist x : R — § eine Losung von (3.1) mit x(ty) = &, so ist & : R — Q mit
T(t) = x(t —to + to) Losung mit Z(to) = &. Insbesondere gilt x(t) = z¢(t —to) und
Z(t) = ze(t — 1o).

Beweis. Klar. OJ
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3.1 Orbits und Fliisse

Ein wichtiges dynamisches Konzept sind Orbits.
Definition 5 (Orbit). Die Menge
Fg = {l‘g(t) 1 te R}

heifit der Orbit (oder die Trajektorie) von & € Q unter der Dynamik von f (bzw. unter

(3.1)).

Lemma 6. st & € [¢, so gibt es eine Zeit t, € R mit £ = ze(ts) und es gilt I'e = I'z.
Beweis. Die Existenx von t, folgt unmittelbar aus der Definition 5 und Lemma 4 liefert
ze(t) = ae(t + )
fiir alle t € R, und damit die Behauptung. ]

Folgerung 7. Es gilt
[eNTe#0 = Te=14

fiir alle &,€ € Q, d.h. zwei verschiedene Orbits sind disjunkt. Insbesondere definiert

ng g 561‘5

eine Aquivalenzrelation auf §Q.

Beweis. Fir jedes € I'eNIg gilt I') = I'e = I'g nach Lemma 6, und alle Behauptungen
folgen unmittelbar. O

Bemerkung. Die Orbits von (3.1) werden auch die Integralkurven des Vektorfeldes
f genannt. Stellt man das Vektorfeld graphisch dar, so sind die Orbits in jedem Punkt
tangential zu f, siehe Abbildungen 3.1 und 3.2.

Lemma 8 (Drei Typen von Losungen bzw. Orbits). Fiir jedes & € Q hat z¢ genau eine
der folgenden Eigenschaften:

(7) Stationdrer Orbit: Es gilt x¢(t) = & und ¢(t) = 0 fir alle t € R. Insbesondere ist
I'e = {&} eine Einpunktmenge.

(i7) Periodischer (aber nichtstationérer) Orbit: Es gilt Z¢(t) # 0 fir alle t € R und
es existiert T > 0, so dass x¢(t) = x¢(T +1t) fir alle t € R. Insbesondere ist I'¢
das Bild einer geschlossenen Kurve.

(i4) Orbit ohne Doppelpunkt: Es gilt @¢(t) # 0 fir alle t € R und z¢(t1) # xe(ta) fir
je zwei verschiedene Zeiten ti,ty € R. Insbesondere ist I'¢ das Bild einer Kurve
ohne Selbstdurchdringung.

Beweis. Wir zeigen zunéchst die Implikation

EltERl’;’:(t):O — vtERl‘g(t):O
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Sei also ¢(tp) = 0. Dann gilt f(z¢(to)) = 0 und x(t) = w¢(to) ist die eindeutige Losung
von (3.1) mit Anfangsdatum x(ty) = ¢(fo). Da aber x¢ auch eine Losung ist, folgt
ze(t) = xe(to) fiir alle ¢t und damit z¢(t) = £ fur alle ¢t € R.

Wir nehmen nun an, dass (i) nicht erfiillt ist. Dann gilt ¢(¢) # 0 fir alle t € R.
AuBlerdem nehmen wir an, dass (4i¢) nicht erfiillt ist, d.h. es gilt x¢(t1) = z¢(to) fiir
zwei Zeiten t; # to. Nach Konstruktion und wegen der Autonomie der Gleichung sind
die Funktionen

tHl’g(t), tf—>$£(t—t1+t2)

beide Losungen von (3.1) mit Anfangsdatum z(t1) = z¢(¢1). Da es aber nur eine Losung
geben kann, gilt x¢(t) = x¢(t + 1) mit T' =ty — t; fiir alle ¢ € R. Insgesamt haben wir
damit gezeigt, dass (¢7) immer dann gilt, wenn (7) und (#27) nicht erfullt sind.

0
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Abbildung 3.1: Graphische Darstellung des Vektorfeldes (grau) und einiger Orbits (schwarz)
fiir das Hamiltonsystem (3.2) mit V(z;) = %x% (links, physikalisches Pendel) und V' (z1) =
—cos (mx1) (rechts, mathematisches Pendel).

Definition 9 (Fluss). Ein Fluss ist eine Familie (F}),.p von Abbildungen Fy : @ —
mit Fy = idq und

Ft2+t1 :Ft2 oFtl
fiir alle t1,t5 € R.
Bemerkung.

1. Ein Fluss ist offensichtlich eine Gruppe. Insbesondere gilt (E)_1 = F; fiir alle
t € R, d.h. jede Abbildung F; ist bijektiv.

2. Wir schreiben oft auch F(t, x) statt Fy(x) und betrachten dann einen Fluss als
eine Abbildung F': R x QQ — Q.

Satz 10 (Glatter Fluss einer Differentialgleichung). Die Differentialgleichung (3.1)
erzeugt einen Fluss via

Fy(§) := e(?) (3.3)
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Abbildung 3.2: Graphische Darstellung des Vektorfeldes (grau) und einiger Orbits (schwarz)
fiir den Gradientenfluss & = —DE(z) mit E(z) = |z — (1, 1)]* - |z — (=1, —1)|* (links) und
&= f(z) mit f(z1, x2) = (—z2, 21 + 1) + (1 — 23 — 23) (z1, x2) (vechts).

fir alle t € R und & € Q. Dieser Fluss ist, als Abbildung von R x Q nach Q be-
trachtet, stetig differenzierbar und damit ist auch Fy : Q — € fir jedes t € R stetig
differenzierbar.

Beweis. 1. Nach Konstruktion gilt F'(0, ) = z¢(0) = £. AuBlerdem impliziert Lem-
ma 4 die Identitét

Toer)(t) = ze(t+1)  fiiralle t€R,
und damit folgt

(th © Ft1>(£) = F<t2’ F<t17 5)) = J:F(tl,ﬁ)(t2) = xmg(h)(t?)
= xf(tQ + tl) = F(tQ + tla g) = Ft2+t1(§)7

d.h. (3.3) definiert in der Tat einen Fluss.
2. Die stetige Differenzierbarkeit bzgl. ¢ folgt unmittelbar aus

und weil nach Konstruktion F' stetig in ¢t und £ ist. In der Tat, es gilt

Fltn = Pl §) = [ flacar =% 0

und die Stetigkeit bzgl. £ folgt aus Kapitel 2, Satz 10.

3. Seien nun ¢ € ©Q und 7' > 0 beliebig fixiert und ¢ € [0, T']. Dann existiert (wegen
der stetigen Abhéngigkeit von den Anfangsdaten) ein Kompaktum K C €, so

dass

ze(t), Teann(t) € K
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fiir alle n € R? mit |n| = 1, jedes t € [0, T] und alle hinreichend kleinen h. Wir
definieren nun

yh,n(t) = F(t7 §+ h;? — F(tv 5) — m§+hn(t)h— Z‘g(t),

und wollen nun zeigen, dass yj,(t) fiir h — 0 konvergiert und das dieser Grenz-
wert linear von 7 und stetig von ¢ und § abhéngt. Dazu bemerken wir, dass
die nichtautonome Differentialgleichung

() = f ($£+hn(t>)h_ flae@)  flaet) + hyh,yl,z(t)) — flze(t)) 5.4)

erfiillt, wobei

f(xeny (1)) = f(ze(t))
h

‘SLmMm

fiir eine geeignete Konstante L (die von &, T'und K abhéngen kann). Dies impli-
ziert

t
ol () < 0] O+ [ Llunal (5) s
0
und Gronwalls (angewendet auf die Funktion |yj,,|) kombiniert mit (3.4) liefert
[Ynn(t)] < exp (Lt) |n] < exp (LT) [n| (3-5)

fiir alle , alle 0 < ¢ < T, und alle hinreichend kleinen h.

4. Wir definieren nun auflerdem eine Funktion y, als Losung des linearen aber
nichtautonomen Anfangswertproblems

y=Df(ze(t))y,  y(0)=n. (3.6)
Mit anderen Worten: Es gilt
Yo (t) = ©(t)7.

wobei ®(t) die Fundamentalmatrix der linearen Differentialgleichung aus (3.6) ist
(beachte das ® von x¢ und damit von £ abhéngt). Es gilt nun

)= v00(0) = [ DI (10(5) = 100(5)) + Rigls) s,

wobei

Rh,n(t) — f(xf-‘rhn(t))h_ f(fL‘g(t)) B Df(xg(t))yh,n(t)y

und Gronwalls Lemma (angewendet auf |y, — yo,,|) liefert
t
) = 0] < g ([ IDFCe(o))] 05)
0
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wobei

T
A ::/ | Ry (s)| ds.
0
Da die Funktionen yj,, uniform in h beschrénkt sind, siehe (3.5), gibt es eine
Konstante C, so dass
|Rp (1) <C  firalle 0<t<T,|n <1
und alle hinreichend kleinen h. Auflerdem gilt nach dem Satz von Taylor (ange-
wendet auf f im Punkt z¢(t)) die Restglied-Konvergenz
}ILILI(IJ Rh,n (t) =0
fiir alle ¢ € R und jedes 7. Die Eigenschaften des Integrals liefern dann
Qpn ﬂ) 0.
Insbesondere gilt
h—0
Yna(t) == won(t) = (t)n

fiir alle 0 < t < T. Insgesamt haben wir damit gezeigt, dass der Fluss F' im

Punkte (¢, ) alle Richtungsableitung in Richtung 1 besitzt, und damit existieren

insbesondere die partiellen Ableitungen

O, F(t, ), e O, F(t, €).
Die Stetigkeit aller Richtungsableitung bzgl. t und & folgt nun weil x¢ stetig in ¢
und ¢ ist, und weil der Ausdruck ®(t)n stetig von ¢ und n abhéngt.
]

Bemerkung.

1. Wegen (Ft)f1 = F_; ist jede Abbildung F; : Q0 — Q sogar ein Diffeomorphismus.

Allgemein kann gezeigt werden, dass hohere Differenzierbarkeit von f auch hohere
Differenzierbarkeit von F impliziert.

. Es existieren immer die gemischten Ableitungen 0,D¢F' und D¢O,F und es gilt

OiDeF(t, £) = DO F (8, €)

fiir alle t € R und alle & € Q). In der Tat, nach dem Beweis von Satz 10 gilt zum
emen

atDSF(ta g) = Dxf(F(tv f))DEF(ta g)

eben weil jede Spalte von D¢ F'(t, £) die entsprechende lineare Differentialgleichung
erfillt. Zum anderen folgt

DeO,F(t, €) = D, f(F(t, €))D¢F(t, &)

schon aus O, F (t, &) = f(F(t, €)) und der Kettenregel.

Michael Herrmann: Dynamische Systeme [D)evsa | Version vom 16.2.2019



3.1. Orbits und Fliisse 69

3. Ist f(x) = Ax ein lineares Vektorfeld, so gilt offensichtlich
Fy(§) = exp (tA)S.

Satz 11 (Volumendnderung unter dem Fluss). Es gilt
ivol F,[B] = / div f(z)dx = / O, f1(2) 4+ ... + Oy fa(z) dx
dt F[B] F[B]

fiir alle messbaren Teilmengen B C Q) und alle t € R. Insbesondere ist der Fluss fiir
divergenzfreie Vektorfelder volumenerhaltend.

Beweis. Fiir jedes feste & € Q und beliebiges t € R sei
Me(t) :== DeF(t, ) € Mat(d x d), Ae(t) .= D, f(F(t, £)) € Mat(d x d),
wobei D¢ (bzw. D,) die Ableitung nach £ (bzw. nach ) bezeichnet, d.h.

| |
Me(t) = | O, (1, &) ... O, F(t €)

und

| |
Ag(t) = Gmf(F’(f, &) - @df(f’?(f, £))

Aufgrund der zweiten Bemerkung zu Satz 10 gilt
Me(t) = O DF (t, €) = Ded,F(t, €) = Do f (F(t, €)) - DeF(t, ) = Ae(t) - Me(1),

d.h. M, ist Fundamentalmatrix fiir die nichtautonome Differentialgleichung & = A¢(t)z,
und der Satz 15 aus Kapitel 2 liefert

% det M (t) = tr Ag(t) - det Me(t) = div,, f(F (¢, €)) - det Me(t).

Insbesondere ist die Funktion ¢ — det M,(t) fiir jedes feste & € Q die Losung einer
linearen Differentialgleichung, und wegen det M(0) = detId > 0 schlieBen wir, dass
det M(0) > 0 fiir alle ¢ gilt, denn andernfalls hétte diese Funktion mindestens eine Null-
stelle und wiirde — wegen der Eindeutigkeit der Losungen von Anfangswertproblemen —
schon identisch zur Nullfunktion sein. Fiir jede messbare Menge B gilt daher und wegen
der Definition des Volumens und der Transformationsformel fiir Lebesgue-Integrale die
Identitéat

vol F[B] :/F[B]lda::/g‘dethF(t, §)\d§:/BdetM5(t)d§.

Damit ergibt sich

d d
4 Vol FR[B] = /B 7 det Me(t) d

= /B div, f(F(t, €)) det Me(t) d¢

= / div, f(z)dz,
Fy[B]

und somit die Behauptung. O
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Bemerkung. Ist B glatt berandet, so gilt nach dem Gaufischen Satz auch
d

< ol F[B] = /a IRCRCIEC!

wobei v die dufere Normale an den Rand OF;|B] von Fy[B] bezeichnet.

3.2 Das Poincaré-Bendixon-Theorem

In diesem Abschnitt werden wir zwei wichtige Resultate fiir planare Vektorfelder bzw.
autonome Gleichungen mit zwei skalaren Unbekannten kennenlernen, die unter gewis-
sen Umstédnden die Existenz bzw. Nichtexistenz von echt-periodischen Orbits liefern.
Dabei meint echt-periodisch einen Orbit der periodisch aber nicht stationér ist.

Um die wesentlichen Ideen zu verdeutlichen, werden wir dazu in diesem Abschnitt
die folgende Verschiarfung von Annahme 3 zu Grunde legen.

Annahme 12. Das planare Vektorfeld f ist stetig differenzierbar und auf ganz R?
definiert. Auferdem existiert fiir jedes & in R* die Lisung x¢ wieder fiir alle Zeiten
teR.

Wir beginnen mit einer Definition, die analog auch fiir d > 2 formuliert werden
kann.

Definition 13 (a-Limes und w-Limes). Fiir jedes & € R? heiffen

ag == {¢ € R? : es existiert Folge (t,),cn Mit t, — —00 und xe(t,) — C}

we == {¢ € R : es emistiert Folge (t,), oy mit t, — +00 und x¢(t,) — }
die a-Limes- und die w-Limes-Menge von &.
Lemma 14 (Elementare Eigenschaften von o und we). Fiir jedes & ist we abgeschlossen
und invariant unter der Dynamik. Letzteres meint

I'e Cwe fiir alle ¢ € we
und damit
ze(t) €we  fiir alle ( € we und allet € R.

Analoges gilt fiir o.

Beweis. Die Abgeschlossenheit von ag und we folgt unmittelbar aus Definition 13." z‘Sei
nun ¢ € we fixiert und (t,), oy eine Folge mit ¢, — 400 und w¢(t,) — ¢. Aufgrund der
Autonomie der Differentialgleichung gilt

Te(t +tn) = Tag(en) (1)

fiir alle t € R. Insbesondere liefert fiir jedes festgehaltene ¢ € R der Limes n — oo die
Konvergenz

ze(t+t,) " ac(t),
wobei wir auf der rechten Seite benutzt haben, dass die Loésungen der Differential-
gleichung stetig von den Anfangsdaten abhéingen (siehe Satz 10 in Kapitel 2). Per
Definition 13 gilt nun z((t) € we und die gewiinschte Invarianzeigenschaft von w; folgt,
da t beliebig war. O

!Ganz allgemein gilt: Die Menge der Hiufungspunkte einer stetigen Funktion f : (¢9, 0o) — R? ist
abgeschlossen.
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Das wesentliche Ergebnis in diesem Abschnitt ist das folgende Theorem iiber planare
Vektorfelder.

Theorem 15 (Theorem von Poincaré? und Bendixson®). Es gelte

limsup |z¢(t)] < oo. (3.7)

t—+4o0

Dann enthdlt we entweder einen Fizpunkt oder ist ein echt-periodischer Orbit.

Beweis. Der Beweis kann hier nicht gefithrt werden; es sei auf die einschldgige Literatur,
etwa VERHULST verwiesen. O

Folgerung 16. Sei = C R? ein beschrinktes Gebiet, so dass = vorwdrts-invariant
unter der Dynamik ist, d.h. es gelte x¢(t) € = fir alle £ € Z. Dann enthdlt = einen
stationdren Punkt oder einen echt-periodischen Orbit.

Beweis. Sei ¢ € Z beliebig. Dann gilt (3.7) sowie we C = und die Behauptung folgt aus
Theorem 15. OJ

Beispiel. Wir betrachten die Differentialgleichung

T\ T
jj'g - —T + SL’Q<4 — 1’% — 41‘%)

deren einzige stationdre Losung der Koordinatenursprung ist. Wir betrachten auflerdem
die Funktion L : R? — R mit

L(zy, 13) = 27 + 23

und berechnen

£(t) 1= L (wa(0), wa(t)) = 223(0)? (4 — o — 4a3)

fiir jede Léosung der Differentialgleichung. Insbesondere gilt

L(t)>0 fir L{t)<1  sowie L) <0 fir L(t)>4
und wir schliefen, dass der abgeschlossene Kreisring
Ei={reR : 1< L(z) <4}
vorwdrtsinvariant unter der Dynamik ist. Da = auch keinen stationdren Punkt enthdlt,

existiert nach (16) also ein echt-periodischer Orbit innerhalb von Z, den wir natirlich
auch im Phasenportrait sehen kénnen.

2Jules Henri Poincaré (1854-1912), franzdsischer Mathematiker und einer der bedeutensten Pio-
niere der nichtlinaren Dynamik.
3Ivar Otto Bendixson (1861-1935), schwedischer Mathematiker.
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Manchmal will man jedoch zeigen, dass es keine echt-periodischen Orbits gibt. In
diesem Fall kann das folgende Resultat niitzlich sein.

Lemma 17 (Bendixon-Kriterium). Fine einfach zusammenhingende Menge = C R?
kann nur dann einen echt-periodischen Orbit enthalten, wenn div f mindestens eine
Nullstelle = besitzt.

Beweis. Angenommen, es gibt einen periodischen aber nicht-stationéren Orbit I's C Z.
Nach dem Jordanschen Kurvensatz gibt es dann auch eine Gebiet 2 C =, so dass I'¢
gerade der Rand von €2 ist. Nach dem Gaufschen Satz gilt nun

/ﬂdivf(x)dyc: A f(x)-v(x)dS,

wobei v(x) gerade der duflere Normalenvektor an € im Punkt z ist. Aulerdem liefert
z¢ eine Parametrisierung von I'e, wobei @¢(t) der Tangentialvektor im Punkte z¢(t) ist
und daher senkrecht auf v(z¢(t)) steht. Insbesondere gilt

fze(®)) - v(ze(t)) = de(t) - v(ze(t) =0 fir alle teR

und wir erhalten zunéchst
tper
[ 1) viyas - |7 re®) - viad) fieo] at =0

und dann

/Qdivf(x) do =0.

Die Behauptung folgt nun unmittelbar, denn das Integral einer positiven oder einer
negativen Funktion kann nicht verschwinden. O

Beispiel. Die Differentialgleichung

T\ [~ +ZL“§

besitzt keine echt-periodischen Lésungen, denn es gilt div f(z1, x9) = —1 — 3x3. Das
entsprechend Phasenportrait sieht wie folgt aus:
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3.3 Stabilitdt von stationiren Punkten

In diesem Abschnitt betrachten wir stationdre Orbits von (3.1), d.h. konstante
Losungen xe¢, (t) = &, fiir alle ¢, und untersuchen, ob diese stabil unter kleinen Stérungen
sind. Dazu bemerken wir, das I'e, = {£,} genau dann gilt, wenn &, ein kritischer Punkt
des Vektorfeldes f ist, d.h. genau dann wenn f(&,) = 0 gilt.

Definition 18 (Ljapunow-Stabilitét). Ein stationdrer Punkt &, € Q (bzw. der Orbit
Le, bzw. die stationdre Losung x¢, ) heifit

1. Ljapunow-stabil (oder einfach stabil), falls es fir jedes e > 0 ein § > 0 ezistiert,

so dass
€ =&l <0 — lze(t) — & <e Vi>0. (3.8)
2. asymptotisch stabil, falls er stabil ist und dariiber hinaus ein &' > 0 existiert, so
dass
E =&l < = lim g (t) = &.. (3.9)
Bemerkung.

1. FEinen nichtstabilen stationdren Punkt & nennen wir instabil.

2. Stabilitdt meint immer Vorwértsstabilitdt, da ja nur Aussagen fiir nichtnegati-
ve Zeiten gemacht wird. Analog kann man den Begriff der Riickwartsstabilitét
(=Vorwirtsstabilitiat unter Zeitumkehr) definieren.

3. Ganz allgemein kann man (3.8) verwenden, um die Ljapunow-Stabilitit von all-
gemeinen Losungen xe¢, zu definieren. Asymptotische Stabilitdt fir allgemeine
Orbits ist aber etwas subtiler.

Satz 19 (Prinzip der linearisierten Stabilitit). Sei &, stationdrer Punkt, so dass alle
komplexen Eigenwerte der Matriz A := D f (&) negativen Realteil haben, d.h. es es gelte

—p:=max{Re\ : X\ €speccA} <0.
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Dann existieren fiir jedes 0 < o < p Konstanten C' > 0 und > 0 , so dass

|-T§(t) - §*| < CeXp (—at) ’5 _ f*l
fir alle t > 0 und alle & mit |§ — &| < 9 gilt. Insbesondere ist &, asymptotisch stabil.

Beweis. O.B.d.A konnen wir & = 0 annehmen (fiir & # 0 setzen wir y = z — &,,

9(y) = f(&+y) — f(&) = f(& +y) und betrachten § = g(y)). Die Theorie der
Matrixexponentiale impliziert (siehe Ubungsaufgabe), dass es eine Konstante C' > 1
gibt, so dass

lexp (tA)] < Cexp (—8t),  B:=3(p+ ).

Wir definieren nun

h(x
e)i= 0) = A, )= 12
und schreiben die Differentialgleichung als
T = Az + h(x) (3.10)

Nach Taylorentwicklung von f in 0 gilt

n(z) 20 .

Insbesondere ist 1 stetig auf 2 mit n(0) = 0 und es existiert ein Radius R > 0, so dass

b —«
o

Wir wenden nun das Prinzip der Variation der Konstanten auf (3.10) an. Dies liefert

lzr] <R = 0<nx)<

ze(t) = exp (LA)E + /0 exp (tA — sA)h(xe(s)) ds

fiir alle £ € €2, t € R und damit

kMMSCwMﬂMH+CAem%&+&mm®MQ@Ms

bzw.
t

wmmmamscm+clnuwwwmmNM@Ms

Mit Hilfe des Lemmas von Gronwall (angewendet auf die Funktion ¢ — exp (8t) |x¢(t)])
schlieflen wir

exp (60 lat) < 0 (€ [ (ax(s) as) el
Nach Konstruktion von R gilt nun die Implikation
|ze(s)| < R furalle 0 <s<t = |ze(t)| < Cexp (—at) €],
und damit auch
lze(t)| < Rfirt € [0, T] = |ze(t)] < Cexp(—at)|(] firt € [0, T] (3.11)

fiir alle 0 < 7" < co. Sei nun |¢] < § := R/C < R. Mit der Implikation (3.11) kénnen
wir leicht durch Widerspruchsbeweis zeigen, dass |z¢(t)| < R fur alle ¢ > 0 gilt, und
daher liefert (3.11) die Behauptung. O
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Wir wollen erwéhnen, dass Linearisierung nicht nur fiir Stabilitdtsuntersuchungen
niitzlich ist. Insbesondere gilt der folgende Satz.

Satz 20 (Theorem von Hartmann und Grobmann). Der stationdre Punkt &, sei hy-
perbolisch, d.h. alle komplezen Figenwerte von A = Df(&.) haben einen nichtver-
schwindenden Realteil. Dann existiert zwei Umgebungen U und V' von &, sowie einen
Homdoomorphismus H : U — V', so dass

H(FgﬂU)ZAH(g)ﬂV

gilt, wobei A, die Orbits der linearisierten Gleichung y = Df(£,)(y — &) bezeichnet.
Mit anderen Worten: unter der Hyperbolizitdtsannahme beschreibt der Fluss der line-
risierten Gleichung lokal den Fluss der nichtlinearen Gleichung.

Beweis. Es sei auf die Literatur (z.Bsp. CHICONE) verwiesen. O

Die Hyperbolizitdtsannahme ist sehr wichtig fiir das Theorem von Hartmann und
Grobmann, da man andernfalls hohere Ordnungsterme in der Taylor-Entwicklung von
f um &, bertiicksichtigen muss, um den nichtlinearen Fluss nahe &, zu charakterisieren.

Wir wollen nun zwei wichtige nichtlineare Stabilitdtskonzepte ableiten.

Definition 21 (Ljapunow-Funktion bzgl £.). Sei & ein stationdrer Punkt von (3.1).
FEine stetig differenzierbare Funktion L : Q0 — R heifst Ljapunow-Funktion fiir &, falls

1. L(&) < L(x),
2. 0¢L(x) :== DL(z) - f(z) <0

fir alle x € Q\ {&.} gilt. Gilt sogar 0pL(x) < 0 fir alle x € Q\ {&,.}, so nennen wir L
eine strikte Ljapunow-Funktion fiir &,

Satz 22 (Direkte Methode). Jeder stationdre Punkt &, fir den eine (strikte)
Ljapunow-Funktion existiert, ist (asymptotisch) stabil.

Beweis. Schritt 1: Fiir jedes beliebige > 0 sei
Uy ={zeQ: L(x) < L(&) + p}.

Dann ist U, eine offene Umgebung von &, (weil L stetig ist) und fiir alle £ € U, und
t > 0 gilt
b d
Liae(®) - 1(6) = | -Lla(s)) ds
0 (3.12)

t
= / DL(w¢(s)) - f(we(s)) ds <0
0
und damit L(z¢(t)) < L(&.) + p. Insbesondere gilt die Implikation
£el, = ze(t)eU, V t>0,

d.h. U, ist vorwértsinvariant unter der Dynamik von f. o
Schritt 2: Sei nun ¢ > 0 gegeben. O.B.d.A. kénnen wir B.(£,) C Q annehmen,
wobei

B.(&) ={reR? : [z —&|<e}CQ, Bo&):={zcR?: |z-&]<elcQ.
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Dann ist der Rand 0B.(&,) der Kugel B.(&,) kompakt und in 2 enthalten, und deshalb
existiert ein p. > 0, so dass

in  L(z) > L&) + p..
penin | () > L(&) + p

Da U, /> und B.(&.) beides offene Umgebungen von &, sind, existiert auBerdem ein
0e >0

B5s(€*) C BE<£*> N UHS/Q.

Sei nun £ € Bs_ (€.) gegeben. Da L(x¢(t)) monotonon fallend ist, siche (3.12), gilt
z¢(t) € Uy, s fiir alle t > 0. Damit kann es keine Zeit ¢ > 0 mit 2¢(t) € Q\ Bc(&)
geben: Andernfalls géibe es eine Zeit £ mit 0 < ¢ < ¢ und Tg (f) = 0B:(&)NQ, und dies
wére ein Widerspruch zu L(SEg (tN)) < /2. Damit haben wir die Implikation

£€B (&) =  at)eB&) YV t>0

gezeigt. Da e beliebig klein gewéhlt kann, folgt schliefllich die Stabilitat von &,.

Schritt 3: Sei nun L eine strikte Ljapunow-Funktion fiir £,, und sei e mit B.(£,) C
fixiert. Fiir jedes £ € By, (&) wollen wir nun zeigen, dass x¢(t) — & fiir t — oo gilt.
Zunéchst bemerken wir, dass die Funktion ¢t +— L(x¢(t)) monoton fallend und nach
unten durch L(¢,) beschrénkt ist. Deshalb existiert ein i > 0, so dass

lim Lag(t)) = L(&) +
Wir nehmen nun an, es gilt 1 > 0. Da die Menge
K :={z € Bc(&) + L(z) > L(&) + fi}
kompakt ist und &, nicht enthilt, gibt es nach Voraussetzung ein m > 0, so dass
DL(x)- f(x) <—m VreK.
Nach (3.12) gilt
L(zg(t)) — L(§) < —mt
fur alle ¢ > 0 und damit lim;_,., L(z¢(t)) = —oo. Dies ist aber ein Widerspruch, das
heiBt, es gilt 1 = 0 bzw. lim; o L(z¢(t)) = L(£,). Wir nehmen nun an, z¢(t) konvergiere
nicht fiir £ — oo gegen §,. Dann existiert ein € > 0 sowie eine Folge (t,),,cy mit
t, — 00, T = we(ty) € K := B.(&) \ B:(&,).
Wegen der Kompaktheit von K kénnen wir ohne Einschrdnkung annehmen — andern-
falls wéahlen wir eine geeignete Teilfolge — dass z, — z. fiir ein x,, € K gilt. Dies

impliziert aber

L(&) < L(wse) = lim L(zy) = L(&)

n—oo

und damit einen Widerspruch. Damit haben wir &, = lim;_,, z¢(t) gezeigt. O
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Beispiel. Wir betrachten die Lienardsche Differentialgleichung ij+¢g(y)y+y = 0, wobei
g : R — R eine nichtnegative und stetige Funktion ist, bzw. das dquivalente System

()= (yizz ) =t

Dieses Systems besitzt nur den stationdren Punkt &, = (0, 0). Auflerdem ist L mit
L(z1, 13) = 22 + 23 eine Ljapunow-Funktion, denn es gilt

OrL(xy, 25) = 2 <“71) : (_g< R ) = —2g(21)22 < 0.

p) I1)$2 — 1
Nach Satz 22 ist 0 stabil, und sogar asymptotisch stabil sofern g(x1) > 0 fir alle x;.

Definition 23 (Erhaltungsgrofien). Fine stetig differenzierbare Funktion E : Q — R
heifit ErhaltungsgroBe (oder Erstes Integral) der Differentialgleichung (3.1), falls

O¢E(x) :== DE(z) - f(z) =0
fiir alle x € Q gilt.
Beispiel.

1. Wir betrachten die skalare Gleichung § = —V'(y), wobei V : R — R zweimal
stetig differenzierbar ist, bzw. das dquivalente System

(2) - (_;rgal)) =: f(z1, z2). (3.13)

Diese Gleichung beschreibt das physikalische Pendel (mit V(z1) = cx?), das ma-
thematische Pendel (mit V(x1) = —acos (bxy)), und den allgemeinen nichtlinea-
ren Oszillator (mit V' strikt konvez). Die Funktion E mit E(xy, x5) := V (21)+33
ist eine Erhaltungsgrdfie, denn es gilt

07 E (11, 1) = (V’gl)) . (_ ‘jﬁl)) )

Auferdem folgt unmittelbar, dass jede Nullstelle .1 von V' einem stationdren
Punkt & = (&1, 0) entspricht und umgekehrt. Beachte, dass die lokalen Minima
von V' den lokalen Minima von E entsprechen, aber das lokale Maxima von V.
nur Sattelpunkte von E liefern.

2. Ganz allgemein gilt: Jedes Hamiltonsche System, siehe Definition 2, besitzt (min-
destens) eine Erhaltungsgrifie. Es gibt aber auch nicht-Hamiltonsche Systeme mit
Erhaltungsgriofien.

Satz 24. Sei E eine zweimal stetig differenzierbare Erhaltungsgrifie und &, eine striktes
lokales Minimum oder Maximum von E. Dann ist &, ein stabiler stationdrer Punkt.

Beweis. Wir betrachten den Fall, dass &, striktes lokales Minimum ist. Der Fall lokaler
Maxima ist dann auch abgedeckt, weil mit £ auch F = —F eine Erhaltungsgrofe ist.
Fiir jedes Anfangsdatum £ € Q gilt

d

T E(e(t)) = DE(x¢(?)) - f(ae(t)) = 0
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und damit E(z¢(t)) = E(&) fiir alle ¢ € R. Es folgt nun unmittelbar, dass &, ein
stationdrer Punkt sein muss. In der Tat, die Annahme f(&,) # 0 impliziert z¢, (t) #
¢, fur alle hinreichend kleinen Zeiten ¢ (siche Lemma 8). Da &, ein striktes lokales
Minimum ist, wiirde dann aber fiir diese Zeiten

E(we. (1)) > E(S)

und damit ein Widerspruch folgen.
Fiir jedes p > 0 sei

U, ={z€Q : E(z) <E(&)+ pu}.

Analog zum Beweis von Satz 22 kénnen wir zeigen, dass fiir jedes ¢ > 0 mit B.(£,) C
die Menge

B.(&)NU,, 9, .= inf FE
€)NUppa o= _jnt )
invariant unter der Dynamik von f ist, und das deshalb &, stabil ist. O

Beispiel (Orbits der Lotka-Volterra-Gleichung). Auf der Menge
Q= {(:cl, x9) x>0, g > O}
betrachten wir die autonome Differentialgleichung
() = (0, ) = s,
wobei av, B,7v,6 > 0 gegebene Konstanten sind. Durch Nachrechnen tberprifen wir nun,
dass durch E(x1, 2) = FEi(x1) + Eay(x2) mit
Ei(z1) = —yInxy + b2, Ey(x2) = —alnzy + By
eine Erhaltungsgrifie gegeben ist. Die Funktion Ey ist strikt konvex mit

lim El(xl) = lim E1<Z’1) =0
x1—0 xr1—00

und besizt ein globales Minimum bei &1 = /6. Analoges gilt fir die Funktion Es.
Wir schliessen nun, dass der einzige stationdre Punkt £.(/d, a/B) stabil ist, und dass
['e C Np) fiir jedes € €2 gilt, wobei

N.:={z€Q : E(m):c}
die Niveaumenge von E zum Wert ¢ bezeichnet. Da N, fiir ¢ > E(&,) eine geschlossene

Kurve ist, die kez’pen stationdren Punkt enthdlt, ist der Orbit I'¢ fiir jedes & # &.
periodisch (siehe Ubungsaufgabe).

3.4 Exkurs iiber invariante Mannigfaltigkeiten
Fiir ein lineares System

T = Az
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mit diagonalisierbarer Matrix A konnen wir den Raum R¢ wie folgt zerlegen. Wir
betrachten zu jedem Eigenwert A € speccA den Eigenraum

E\) :={r e R : Az = \zr}

und definieren

E,= @ EN, E= EQ. E.= P EW.

Re A<0 Re A=0 Re >0

Wir nennen Eg den stabilen Unterraum, Ey den Zentrumsraum, und E, den instabilen
Unterraum von A. Ein wohlbekanntes Theorem der Linearen Algebra garantiert, dass

R'=FE.®E.®F,.

Die dynamischen Eigenschaften dieser Rdume kénnen wie folgt zusammengefasst wer-
den.

Lemma 25. Die linearen Rdume FEs, E., und F, sind invariant unter der Dynamik,
das heifst, es gilt

exp (tA)Es C Ex, exp (tA)E. C E., exp (tA)E, C E,

fur alle t € R. Auflerdem gilt

¢ € E, — re(t) =250
sowie
E€EE, — ze(t) =% 0,

wobei die Konvergenz jeweils exponentiell ist.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus den Eigenschaften des Matrixexponentials sowie
den Ubungsaufgaben. O

Ein wesentliches Resulat der nichtlinearen Dynamik besagt, dass es auch bei nichtli-
nearen Systemen in der Ndhe von stationdren Punkten stabile, Zentrums- und instabile
Richtungen gibt.

Theorem 26 (,stable-unstable manifold theorem‘+ ,centre manifold theorem*). Wir
betrachten die Differentialgleichung

&= Az + g(z), (3.14)
wobei A € Mat(d x d) eine gegebene Matriz und g : Q@ — R? eine C*-Funktion mit

L @l
x—0 |,CL'|

sind. Ist 0 ein isolierter stationdrer Punkt von (3.14) und ist A diagonalisierbar, so
gelten die folgenden Aussagen:

1. Ist der stabile Unterraum Eg von A nichttrivial (d.h. dim E5 > 0), so existiert
eine C*-Mannigfaltigkeit Wy C R mit:

Michael Herrmann: Dynamische Systeme [D)ey-sa | Version vom 16.2.2019
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(a) Wy hat dieselbe Dimension wie Egs und ist tangential zu Es in 0, das heifst,
es gilt 0 € Wy mit ToWy = Es (wobei ToWy den Tangentialraum an Wy im
Punkt 0 bezeichnet),

(b) Wy ist vorwirtsinvariant unter dem Fluss Fy fir (3.14), d.h. es gilt x¢(t) =
F, (&) € Wy fiir allet > 0 und alle £ € W,

(c) es gilt limy_, ;o x¢(t) =0 fiir alle £ € Wi,
2. Ist der instabile Unterraum F, von A nichttrivial (d.h. dim Ey, > 0), so existiert
eine CF-Mannigfaltigkeit W, C R? mit:
(a) Wy hat dieselbe Dimension wie F, und ist tangential zu F, in 0,

(b) Wy ist rickwdrtsinvariant unter dem Fluss Fy fir (3.14), d.h. es gilt x¢(t) =
F, (&) € Wy, fiir alle t <0 und alle £ € W,

(c) es gilt limy_, o xe(t) = 0 fir alle & € W,.

3. Ist der Zentrumsraum E. von A nichttrivial (d.h. dim E. > 0), so existiert eine
CF=t-Mannigfaltigkeit W, C RY mit:

(a) W, hat dieselbe Dimension wie E. und ist tangential zu E. in 0,

(b) W ist vorwdrts- und rickwdrtsinvariant unter dem Fluss F; fiir (3.14).
Beweis. Es sei auf die Literatur verwiesen. O
Bemerkung.

1. Wy ist die stabile, W, die Zentrums-, und W, die instabile Mannigfaltigkeit. Alle
diese Mannigfaltigkeiten existieren zundchst lokal.

2. Ist Es trivial (d.h gilt Es = {0} und damit dim E5 = 0), so kann man Wy := {0}
als triviale (also nulldimensionale) stabile Mannigfaltigkeit betrachten. Analoges

gilt fir E. = {0} und E, = {0}.
3. Fir g=0 kann Wy = E5 usw. gewdhlt werden.

4. Die Aussagen von Theorem 26 gelten auch, wenn A negative oder positive Jordan-
FEigenwerte besitzt. In diesem Fall sind Es und E, als verallgemeinerten Ei-
genrdume zu verstehen, d.h. dim Eg (bzw. dim E,) ist die Summe aller geome-
trischen Vielfachheiten aller Eigenwerte mit negativen (bzw. positiven) Realteil.

5. Sei &, ein stationdrer Punkt des linearen Systems & = f(x). Mittels der Trans-
formation x =y + &, kann diese als

y=Aly) +9(y)

geschrieben werden, wobei A := Df(&) und g(y) := f(y+ &) — Ay . Theorem
26 kann nun analog formuliert werden. Wir schreiben dann oftmals Wi(&,) statt
Wy usw.

6. Die stabile und die instabile Mannigfaltigkeit sind lokal eindeutig, aber die Zen-
trumsmannigfaltigkeit muss nicht lokal eindeutig sein.

7. Die Mannigfaltigkeiten Wy, W., und W, kinnen im Allgemeinen nicht explizit
berechnet werden. Es gibt aber gute numerische Approximationsverfahren.
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Abbildung 3.3: Phasenportrit fiir die Differentialgleichung (3.15): 7, (griin) besitzt eine
zweidimensionale instabile Mannigfaltigkeit, u. (blau) eine eindimensionale stabile (gelb)
sowie eine eindimensionale Zentrumsmannigfaltigkeit (rot); beachte, dass sowohl die rote als
auch die gelbe Kurve nicht die maximale Ausdehnung der entsprechenden Mannigfaltigkeit
wiedergeben.

3.4.1 Beispiel 1
Wir betrachten die Differentialgleichung

T1\ —I1To
(:f@) - (—ZL’Q + 22 — 235%) (3.15)

Eine einfache Rechnung zeigt, siehe auch Abbildung 3.3, dass es genau zwei stationére
Punkte

T
M = (07 O)Ta N = (07 _%) )

gibt, wobei

A= Df(.) = (8 _01) . B=Df(.) - (5 ?) -

Da B zwei positive Eigenwerte besitzt, ist die instabile Mannigfaltigkeit von 7, zwei-
dimensional und damit eine offene Umgebung von 7,, d.h. wir kénnen

Wau(ns) = Be(n.)

mit hinreichend kleinem e wéhlen. Insbesondere hat 7, keine (nichttriviale) stabile
Mannigfaltigkeit bzw. Zentrumsmannigfaltigkeit.

Da A einen nichtrivialen Kern sowie einen negativen Eigenwert besitzt, existiert
eine eindimensionale stabile sowie eine eindimensionale Zentrumsmannigfaltigkeit fiir
fix, aber keine (nichttriviale) instabile Mannigfaltigkeit. Die stabile Mannigfaltigkeit
kann nun einfach abgelesen werden: Das System hat exakte Lésungen

: 2
x1 =0, Ty = —XT9 — 273,
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und die Eigenschaften der skalaren Differentialgleichung fiir x5 implizieren, dass

Wa(p) = {(0, 22)" + 29 > —1}

die grofitmogliche Wahl fiir die stabile Mannigfaltigkeit von p, ist.

Wir wollen nun die Zentrumsmannigfaltigkeit W (u.) approximativ berechnen. Da diese
horizontal durch s, laufen muss (dies folgt, weil E, = span{(1, 0)"} der Zentrumsraum
von A ist) machen wir den Ansatz

To — h(ﬁl),

wobei h eine zu identifizierende glatte Funktion ist. Die Invarianzeigenschaft von W ()
meint nun, dass (3.15) Losungen der Bauart

£ (xl(t), h(wl)(t)>T e Wolu)

besitzt. Entlang einer solchen Losung gilt

" (h/(lm) B (zg) B (—h@fl)_fmh?(il)%(ﬂ’lf) |

und deshalb muss h eine Losung der Differentialgleichung
—zih(z)W (x1) = —h(z1) + 22 — 2h(z1) (3.16)
sein. Andererseits soll auch Anfangsbedingung
h(0) =0 (3.17)

gelten.
Das Anfangswertproblem (3.16) +(3.17) ist jedoch singulir, da bei x; = 0 die Diffe-
rentialgleichung nicht nach A'(z1) aufgelost werden kann (dies ist natiirlich kein Zufall
sondern im Problem begriindet). Theorem 26 stellt aber sicher, dass es eine Losung
gibt.

Um h approximativ zu berechnen, verwenden wir den Potenzreihenansatz

h(zy) = axy + ba? 4 cad + ...
Durch Einsetzen in (3.16) und Koeffizientenvergleich erhalten wir dann
h(z1) = 27 — 4z + O (")

und haben damit die Zentrumsmannigfaltigkeit zumindest in der Ndhe von u, appro-
ximativ berechnet.

Wir bemerken schliellich, dass die invarianten Mannigfaltigkeiten fiir verschiedene sta-
tiondre Punkte sich schneiden kénnen. Zum Beispiel gilt

I:={(0, z)" —1 <y <0} C W) N Wa(n),
und dies reflektiert, dass es einen heteroklinen Orbit gibt, der n, mit p, verbindet: Mit
€= (0, ~1/3) gilt

ze(t) = (0, ;(t)) , lm ze(t) = s, lm z¢(t) = s,

2+ exp t—+oo t——oc0
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Abbildung 3.4: Phasenportrit fiir die Differentialgleichung (3.18): u. (griin) besitzt eine
zweidimensionale stable Mannigfaltigkeit, 7, (blau) eine eindimensionale stabile (rot) sowie

eine eindimensionale instabile (gelb) Mannigfaltigkeit (die gezeichneten Kurven geben nicht
die maximale Ausdehnung der Mannigfaltigkeiten an).

3.4.2 Beispiel 2
Wir betrachten die Differentialgleichung

St'l . —T1 + T2
(3.32) = <2 o x%) ) (3.18)
Diese hat wieder zwei stationdre Punkte

e =(+1, +0)", o= (-1, -7,

und eine einfache Rechnung liefert

a=osim = (T 1) 25 (0T )

B:=Df(n.) = (;; H) = (1 _0\/1_7 1+0\/ﬁ) '

Insbesondere besitzt . eine zweidimensionale stabile Mannigfaltigkeit, und 7, jeweils
eine eindimensionale stabile und instabile Mannigfaltigkeit, sieche Abbildung 3.4.

Um die stabile bzw. instabile Mannigfaltigkeit von 7, lokal und approximativ zu be-
rechnen, machen wir wieder den Ansatz

To = h(f)&'l),

da wir durch Berechnung der Rédume F(B) und E,(B) wissen, dass beide Mannig-

faltigkeiten nicht vertikal durch 7, laufen. Die Differentialgleichung (3.18) liefert dann
das singulidre Anfangswertproblem

h=1)=—1,  W(x)(—z1+h(x1)) =2 — 22 — h(z)>. (3.19)
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Um Losungen zu approximieren, verwenden wir den Potenzreihenansatz
M) = —1+a(zy + 1) +b(xy + 1% + clzg +1)° + ...,

den wir in (3.18) einsetzen. Durch Vergleich der Koeffizienten vor (z; + 1) finden wir
die quadratische Gleichung

2+43a—a®=0. (3.20)

Diese hat zwei Losungen, ndmlich
a=1(3-V17),  a=1(3+VI7)

Die Tangentialvektoren an den Graphen von A im Punkte 7, erfiillen nun

(o) =20V (n) () =20vin) ().

d.h. a; entspricht der stabilen und as der instabilen Mannigfaltigkeit. Die beiden
Losungen a; und as von (3.20) liefern zwei verschiedene Losungen von (3.19), ndmlich

15 — 317
1-3V17
15 + 317 ) 5
(1 + 1)+ O((z; + 1)),
sy @t 0@+ 1))

und damit asymptotische Formeln fiir W(n,) und W, (n,) nahe n,.

hs(xl):—1+§(3—\/1_7>(:c1+1)— (z1 +1)* + O((z1 +1)%),

ha(z) = -1+ %(3+ \/1_7) (@1+1) —

3.5 Der nichtlineare Oszillator und verwandte Glei-
chungen in 2D

In diesen Abschnitt wollen wir die Dynamik der skalaren Gleichung zweiter Ordnung

j=-V'(y)

(2) - (—;’Zl)) (3.21)

verstehen,wobei V' : R — R eine gegebene und zweimal stetig differenzierbare Funktion
ist. In (3.13) hatten wir schon gesehen, dass es die Erhaltungsgrofie

E(z1, 35) = 25+ V(1)

bzw. das dquivalente System

gibt, wobei %x% bzw. V(x1) als die kinetische bzw. die potentielle Energie des Systems
interpretiert werden kénnen. Insbesondere gilt stets

I'e € N,
wobel
N.:={z €R? : E(x)=c}

die Niveaukurve von E zum Wert c ist.

Wir beginnen unsere Untersuchungen mit der Charakterisierung aller stationdren Punk-
te sowie der Dimensionen der dazugehorigen invarianten Mannigfaltigkeiten.
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Lemma 27. Sei & = (&1, &u2) €in stationdrer Punkt von (3.21). Dann gilt
V(1) =0,  &2=0 (3.22)
sowre
Wi(€e), Wal&e) € N(&) = { (21, 22) €R? & Vi(a) + 325 = V(&) }-
Insbesondere gelten die folgenden Aussagen.:

1. Fir V"(€.1) > 0 ist & ein lokales Minimum von E und es gilt dim W (&) = 2
und damit dim Wy(&,) = dim Wy (&) = 0.

2. Fir V"(&.1) < 0 st & ein Sattelpunkt von E und es gilt dimWy(&) = 1 =
dim Wy (&) und damit dim W,(&,) = 0.

Beweis. Die Behauptung 3.22 folgt unmittelbar aus der Gleichung. Die Funktion
E(z1, m2) = V(21) + 123

ist eine Erhaltungsgrofie, siehe Beispiel 3.3. Sei nun & € Wy(&,). Fiir jedes & € Wi(&,)
gilt dann (nach Definition von Wy und Stetigkeit von E)

B(§) = B(xze(t)) ¥V t>0, B(ze(t) = E(&)

und dies impliziert W(&,) € N(&). Analog folgt W, (&) € N(&).
Durch Nachrechnen finden wir auflerdem

A= Df(é*) = <_VIIO(£* 1) —’0_’1) 5 A := Hess E(g*) — (V”(g*,l) ?)

und mit a := V"(£, ) erhalten wir spec A = {a, 1} sowie
{—=iv/|a|, +iy/]a|}  fiir a >0,
speccA = ¢ {0} fir o = 0,
{—Vl]al, +/|c|} fir o < 0.

Die Behauptungen {iber die invarianten Mannigfaltigkeiten folgen nun aus Theorem 26
und Klassifikation bzgl. F ergibt sich aus Analysis II. O

3.5.1 Beispiel A

Fiir V(z;) = 23 — z; gibt es die stationdren Punkte
fhr = (—1/\/5, 0), e = (1/\/5, 0).

Dabei ist —1/ V/3 ein lokales Maximum von V, und +1 / V/3 ein lokales Minimum. Wie
in Abbildung 3.5 dargestellt, ist 7, ein Zentrum (,centre‘) und hat eine zweidimensio-
nale Zentrumsmannigfaltigkeit. Der stationdre Punkt pu, ist ein Sattelpunkt (,saddle’)
und hat jeweils eine eindimensionale stabile und instabile Mannigfaltigkeit. Dabei fallt
ein Ast der stabilen Mannigfaltigkeit mit einem Ast der instabilen Mannigfaltigkeit
zusammen. Dies reflektiert die Existenz eines homoklinen Orbits fiir u,, d.h. fiir jedes

¢ mit E(¢) = B(u,) und & > —1/+/3 gilt

t—=4o0

we(t) 2E= 4,
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V(x1)

y=x

X1

v - w -« <44

Abbildung 3.5: Potential V' und Phasenportrit fiir Beispiel 3.5.1. Es gibt einen homoklinen

Orbit fiir p. (blau) , der sowohl in der stabilen Mannigfaltigkeit (gelb) als auch in die instabile
Mannigfaltigkeit (rot) von pu, liegt.

V(x1)

e

Abbildung 3.6: Potential V' und Phasenportrit fiir das Beispiel aus §3.5.2. Es gibt einen

heteroklinen Orbit der p. (blau) mit s, (lila) verbindet, und einen anderen der k., mit p.
verbindet.

3.5.2 Beispiel B
Fiir V(x1) = —(23 — 1)? gibt es drei stationire Punkte

Hx = <_1> O)a N = (Oa 0)7 Ky = (17 O)a
siehe Abbildung 3.6. Es gibt nun zwei heterokline Orbits:

1. E(§) = E(p) = E(ks), =1 <& < +1 und & > 0 impliziert limy_, o z¢(t) = k.
und limy_,_ o z¢(t) = s,

2. E(§) = E(ps) = E(ky), =1 < & < +1 und & < 0 impliziert limy ;o ¢(t) = fu
und limy_,_ o z¢(t) = Ky,
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Abbildung 3.7: Potential V und Phasenportrét fiir Beispiel 3.5.3.

3.5.3 Beispiel C

Fiir V(z1) = 23 gibt es nur den stationéren Punkt & = (0, 0), der weder zu einem
lokalen Maximum noch zu einem lokalen Minimum von V' gehért. Die Linearisierung
ist durch die (nicht diagonalisierbare) Jordan-Matrix

AzDﬂ&%=@ @

gegeben, und deshalb ist Theorem 26 nicht anwendbar, sieche Abbildung 3.7.
Wir schlieflen diesen Abschnitt mit einigen qualitativen Aussagen.

Lemma 28. Fiir jedes ¢ € R gelten die folgenden Aussagen:

1. Enthdlt N, sowohl stationdre als auch nicht-stationdre Punkte, so existiert min-
destens ein Orbits, der homoklin oder heteroklin ist. Dabei heifit der Orbit I'¢
homoklin, falls es einen stationdiren Punkt o, gibt, so dass x,(t) — &, sowohl fiir
t — —o0 als auch fiir t — +oo. I'c heifst heteroklin, falls zwei stationdre Punkte
s und n, gibt, so dass xe(t) — ps fir t — —oo aber x¢(t) — 1.

2. Ist N, eine geschlossene Kurve, die keinen stationdren Punkt enthdlt, so ent-
spricht N. einem periodischen Orbit.

Beweis. Ubungsaufgabe. ]

3.6 Bifurkationen bei Differentialgleichungen

In diesem Abschnitt betrachten wir die autonome Differentialgleichung

i’:f(li,u)

wobei p € R ein skalarer Parameter ist, und wollen verstehen, inwieweit die Anzahl
und die Stabilitdt von stationdren Punkten von p abhéngt. Dabei wollen wir immer
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annehmen, dass die rechte Seite f fiir alle z € Q C R? und (wenigstens) fiir alle
p € (—¢, €) mit festem ¢ > 0 definiert ist.

Eine wesentliche Beobachtung ist, dass (isolierte) hyperbolische stationidre Punkte
unter kleinen Stérungen persistieren, d.h. Bifurkationen kénnen nur bei nichthyperbo-
lischen stationdren Punkten auftreten.

Lemma 29 (Keine Bifurkation bei hyperbolischen stationdren Punkten). Sei f : Q X
(—¢, €) — R? stetig differenzierbar und sei & € Q gegeben mit:

1. & ist isolierter stationdrer Punkt der Gleichung mit Parameter = 0 (d.h.
f(&, 0) =0 und f(z, 0) # 0 fir alle x in einer kleinen Kugel um &),

2. & ist hyperbolisch, d.h. es gilt
speccA C {z € C : Re(z) # 0}
fiir A= D,f(&, 0).
Dann existert ein € € (0, €] sowie eine stetige Funktion £ : (=€, €) — €, so dass
1. £(0) = &,

2. fir jedes p mit |p| < € ist £(p) ein isolierter stationdrer Punkt der Gleichung mit
Parameter u,

3. es qilt
dim Wy(§(p)) = dimWi(&o),  dim Wy (§(u)) = dim Wy (&)
fir alle p mit |p] < €.

Beweis. Da die Matrix A nach Voraussetzung stetig differenzierbar ist, kann die Glei-
chung f(&, 1) = 0 nach dem Satz iiber implizite Funktionen nach £ aufgelost werden.
Insbesondere existieren eine Konstante £ und eine stetige Funktion &, so dass £(0) = &
und f(&(p), ) = 0 fiir alle g mit |u| < €. Die verbleibenden Behauptungen folgen
unmittelbar (wobei wir & ggf. verkleinern), da die Matrix A(u) = D, f(§(n), i) stetig
von p abhéngt und weil das Spektrum einer Matrix stetig von der Matrix abhéngt. [

3.6.1 Beispiele mit hyperbolischen stationéiren Punkten in 1D

Wir wollen nun die Standardbeispiele fiir Bifurkationen in skalaren Differentialgleichun-
gen studieren.

Beispiel (‘saddle-node bifurcation’).
&= f(z, p) = —2® + 4 (3.23)

w <0 Es gibt keinen stationdren Punkt.
pw=20 Der einzige stationdre Punkt & = 0 ist nichthyperbolisch

wegen 8:cf(§*7 U) =0.
w>0 FEs gibt zwer hyperbolische stationdre Punkte: {, = +/u ist stabil

und & = —/1 1st instabil weil @Ef(:lz\/ﬁ, ,u) =F2/us0.
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Abbildung 3.8: Bifurkationstypen fiir die eindimensionalen Differentialgleichungen aus Ab-
schnitt 3.6.1: ‘saddle-node’ (Gleichung (3.23)), ‘transcritical’ (Gleichung (3.24)), ‘pitchfork’
(Gleichung (3.25))

Beispiel (‘transcritical bifurcation’).
i = f(v, p) = -2 + ux (3.24)
In diesem Fuall gibt es fiir p # 0 zwei hyperbolische stationdre Punkte:

p <0 & = poast instabil, £ = 0 st stabil.
=0 Beide stationdren Punkte fallen zusammen;

& = =0 ist aber nicht hyperbolisch (und nicht stabil).
w>0 & = 0 ist instabil, & = p ist stabil.

Beispiel (‘pitchfork bifurcation’).
b= Flo, p) = 2 + o (3.25)

w <0 Es gibt nur den stationdren Punkt & = 0. Dieser ist
hyperbolisch und stabil.
w=20 Der stationdre Punkt &, = 0 ist nicht hyperbolisch (aber stabil).
w>0 Der stationdre Punkt &, = 0 ist hyperbolisch und instabil. Auflerdem
gibt es mit &, = £,/p ein Paar stabiler hyperbolischer Punkte.

3.6.2 Beispiele mit hyperbolischen stationiren Punkten in 2D

Die eindimensionalen Bifurkationen aus Abbildung 3.8 gibt es auch in hoheren Di-
mensionen, siche Abbildungen 3.9, 3.10 und 3.11 (das linke, mittlere und rechte Bild
entpricht jeweils y < 0, p =0, und p > 0, wobei u = 0 der Bifurkationsparameter ist;
der nicht-hyperbolische stationéire Punkt ist jeweils griin dargestellt).

Dariiber hinaus gibt es noch die Hopf-Bifurkation.

Beispiel (‘Hopf bifurkation’). Wir betrachten das zweidimensionale System
i —zp + 21 (p — af — 23)
= . 3.26
(5‘72> (+$1 + @ — @ — 23) (3.26)
Fiir alle Werte von u # 0 ist & = (0, 0) der einzige stationdre Punkt, und mit

a=oaen=(f )= (0" 1)

finden wir, dass &, fiir pp # 0 hyperbolisch ist, wobei &, stabil fir p < 0 aber instabil
fir w > 0 ist. Deshalb kann man sagen, dass &, bei p = 0 seine Stabilitit dndert.
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Abbildung 3.9: Phasenportrats fiir u < 0, u
tion’ in 2D.

Abbildung 3.10: Phasenportrits fiir p < 0, g = 0 und g > 0 bei einer‘transcritical bifurca-
tion’ in 2D.
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Abbildung 3.11: Phasenportrits fiir 4 < 0, p = 0 und g > 0 bei einer‘pitchfork bifurcation’
in 2D.

Dies ist aber nicht die einzige qualitative Anderung. Um dies zu sehen, fiihren wir
Polarkoordinaten (r, ¢) via
x1 = rcos (o), xo = rsin (¢)

ein. Die Gleichung (3.26) ist dquivalent zu

ot)=+1, i) =r(u—17),
und durch Diskussion der skalaren Gleichung fiir r sieht man leicht, dass
r(t) == max{yp,0}

fiir alle nicht stationdren Lésungen, siehe auch Abbildung 3.12. Insbesondere gibt es fiir
>0 einen ‘limit cycle’, dass heifit einen periodischen Orbit der alle nichtstationdren
Lisungen anzieht. Dieser periodische Orbit ist offensichtlich durch r(t) = (/i und

o(t) = ¢(0) +t gegeben.
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Abbildung 3.12: Phasenportrit fiir (3.26) mit 4 < 0, 4 = 0 und g > 0. Bei g = 0 tritt
eine Hopf-Bifurkation auf, das heifit, ein stabiler hyperbolischer Punkt wird instabil und von
diesem verzweigt ein stabiler periodischer Orbit.

3.6.3 Beispiele mit nichthyperbolischen stationidren Punkten

Es gibt auch Bifurkationen mit nichthyperbolischen stationdren Punkten. Als Beispiel
soll wieder die skalare Gleichung zweiter Ordnung

= =0,V(x, p) (3.27)

bzw. das dquivalente System erster Ordnung dienen. Obwohl stabile stationdre Punkte
nun nicht mehr hyperbolisch sind, kénnen verschiedene Bifurkationen auftreten. Dies
ist in den Abbildungen 3.13, 3.14, und 3.15 dargestellt.
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, und

—px fir p <0, u=20

:xg

)

(

Phasenportrét fiir (3.27) mit V(z, u
0 entsteht ein Paar bestehend aus einem stabilen und einem instabilen

stationdren Punkt (analog zur ‘saddle-node bifurcation’), aber der stabile Punkt ist nicht

hyperbolisch.

13

Abbildung 3.

pw < 0. Bei p =

, und

=0

"

)

+ pa? fiir p < 0

@ < 0. Bei u = 0 kollidieren ein stabiler und ein instabiler stationdrer Punkt, wobei in beiden

3
Punkten ein Stabilitétswechsel auftritt (analog zur ‘transcritical bifurcation’).

p) =w

Phasenportrét fir (3.27) mit V(z,

Abbildung 3.14

und

)

p=0

)

— pa? fir p <0

@ < 0. Bei p = 0 wird ein stabiler stationdrer Punkt instabil. Gleichzeitig entsteht ein Paar

4
stabiler stationdrer Punkte (analog zur ‘pitchfork bifurcation’).

) =

mit V(z

Phasenportrét fiir (3.27)

15:

Abbildung 3
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