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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Die komplexen Zahlen
Notationen
1. i2= -1

?

22.Coz=z+4+iymitr=RezeRundy=Imz e R

w

zZ = x — iy ist die komplex konjugierte Zahl zu 2
4. |z| = \/2? + y? ist Norm von z

Euler-Formel Fiir alle z € C gilt

e'” = cos (z) + isin (2)

geméf der Definitionen von exp, cos, und sin. Diese sind durch die folgenden, absolut
konvergenten, Reihen gegeben (siehe weiter unter)

k

2z

exp (2) zzyzl—i—z—l—%f—l—%z?’%—...
k=0
o m

) (_1) 22m+1

sin (z) = Zm:z—%zuﬁzm_.. (1.1)
m=0 '
& -1 mZQm

cos (z) = Z%zl—%f—kiz‘l—m

0

3
]

Insbesondere gibt es fiir jedes z eine Polarzerlegung
z = pe*? mit o =|z| and ¢ =arg(z),

wobei arg z € R das Argument von z genannt wird und nur bis aus Vielfache von 27
bestimmt ist.

Topologie der komplexen Ebene C und R? sind mit den jeweiligen Abstands- und
Normdefinitionen offensichtlich dquivalent und wir kénnen iiber offene, abgeschlossene,
kompakte, zusammenhdingende und einfach-zusammenhdngende Teilmengen reden.

bt



6 1. Grundlagen

Im folgenden schreiben wir

D,(im)={2€C : |z—m| <r} bzw. D.(m)={z€C : |z—m|<r}
fiir die offene bzw. abgeschlossen Kreisscheibe von Radius 7 um den Mittelpunkt m € C,
und bezeichnen die entsprechende Kreisline mit

Cr(m)={2€C : |[z—m|=r}.
Eine wichtige Rolle wird auch die punktierte offene Kreisscheibe
D.(m)={2¢€C : 0<|z—m| <7}

spielen.

Annahme 1. Sofern nichts anderes explizit vereinbart wird, ist U (und analog V')
im Folgenden eine offene und zusammenhdngende Teilmenge von C. Diese kann in
natiirlicher Weise als offene und zusammenhingende Teilmenge von R? betrachtet wer-
den.

Abbildungen In diesem Kapitel werden wir Abbildungen f : U — C untersuchen.
Wir koénnen jedes solches f als

f=u+iv
schreiben, wobei v und v als Funktionen von R? nach R betrachten werden konnen,
d.h. es gilt
fl@+iy) = u(z, y) + iv(z, y).
Definition 2 (Stetigkeit). f: U — C heifit stetig im Punkt z, € U, sofern die Impli-
kation

Zn —> Zx = J(zn) = f(2)

im Sinne der Konvergenz komplexer Zahlen gilt. f heifit stetig auf der Menge V C U,
falls f in jedem Punkt z, € V stetig ist.

Lemma 3. 1. f =wu+ iv ist in einem Punkt z = x + iy genau dann stetig, wenn
sowohl w als auch v stetig im Punkt (z, y) sind.

2. f ist genau dann stetig auf U, wenn das Urbild offener Mengen offen ist.

3. Die Summe, das Produkt, und die Superposition stetiger Funktionen sind stetig.

Beweis. Alle Behauptungen folgen aus den obigen Definitionen bzw. analog zu den
klassischen Argumenten in R?. O]

Bemerkung. Seic = a -+ ib gegeben. Die komplex-lineare Abbildung
Csz — czeC
entspricht der reell-linearen Abbildung
#2(3) = (ea) = (5 2) () e
Insbesondere kann die lineare Abbildung
(@ 9) = M-(zy)
genau dann als Multiplikation mit einer komplexen Zahl interpretiert werden, wenn

die reelle 2x2-Matriz M eine Drehstreckung beschreibt, d.h. wenn M = (Z _ab) fiir

geeignete a,b € R gilt.
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1.2. Holomorphe Funktionen 7

1.2 Holomorphe Funktionen

Definition 4 (Komplexe Differenzierbarkeit, Holomorphie '). Die Funktion f : U — C
heifit (komplex) differenzierbar im Punkt z, € U, sofern der Limes

. fze+h)— fz
lim
0#h—0 h

existiert, wobei dieser Limes dann die Ableitung von f in z, genannt und mit

df
! * d 7\~
Py oder )
bezeichnet wird. Existiert f'(z) fir jedes z € V. C U, so heifst f (komplex)
differenzierbar auf V' oder auch holomorph auf V.

Lemma 5 (Elementare FEigenschaften).
1. Ist f : U — C differenzierbar in z, € C, so ist f auch stetig in z,.

2. FEs gelten die tiblichen Regeln bzgl. Addition und Multiplikation von Funktionen:
Sind f: U — C und g differenzierbar in z € C, so sind auch f + g and fg
differenzierbar in z, € C mit

(f+9) () = f(z) +d (), (f9) () = f(z)g(z) + f2)g (2) -

3. Es gelten die Quotientenregel und die Kettenregel.

4. [ ist genau dann in z, differenzierbar, falls es ein c, € C sowie ein sogenanntes
Restglied t gibt, so dass

0#£h—0
e

[z +h) = f(2) + ch +1(R) [t(R)[ /1A 0.

In diesem Fall gilt natiirlich c, = f'(z.).
Beispiel.
1. Jedes Polynom ist holomorph (auf ganz C).
2. 2+ 271 ist holomorph (auf C\ {0}).
3. exp, sin, cos sind holomorph (auf ganz C).
4. [ mit f(z) :=Z ist nirgends holomorph, denn f'(z) existiert in keinem Punkt z.

Theorem 6 (Cauchy*Riemann®). Seien f = u +iv : U — Z und z. = x, + iy,
gegeben. Dann ist sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. f ist in z, komplex differenzierbar.

! Holomorphie setzt sich aus holos (ganz) und morphe (Form) zusammen.

2 Augustin-Louis Cauchy (1789-1857)), franzésischer Mathematiker. In der Funktionentheorie sind
sehr viele Theoreme, Formeln usw. nach ihm benannt

3Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866), deutscher Mathematiker.
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8 1. Grundlagen

2. (u, v) ist in (., y«) differenzierbar (im Sinne reeller Funktionen R* — R?) und

die Jacobi-Matriz
(0w Oyu
J* - (aI,U 3yv) ('I*7 y*)

beschreibt eine Drehstreckung, d.h. im Punkt x, gelten die Cauchy-Riemannschen-
Differentialgleichungen

Opu(s, Yu) = +0,0(T+, Ys) Oyu(Ty, Ys) = —0,0(2, Ys) . (1.2)
Beweis. Es gelte zunéchst die zweite Bedingung, d.h. die Jacobimatrix
o +a* _b*
o= <+b* +a*)

existiert und beschreibt eine Drehstreckung. Nach Definition der reellen Differenzier-
barkeit gibt es auflerdem Restterme r und s, so dass

(e ) = (e vy e (5) - ()

Ir(e, §)| + |s(g, 0)] (0,0)%(e, §)—0
e[ + 9]

mit

> 0.

Mit h =€ 4 id, t = r + is und den anderen Identifikation gilt damit

L(R)]  ozn—o
||

f(ze +h) = f(z) + (as + 1b)h + t(R) mit 0

und es folgt die erste Bedingung, d.h. die Differenzierbarkeit von f in z, mit f/(z,) =
as + ib,. Unsere Argumegtationskette kann auch riickwérts durchlaufen werden und
damit ist die behauptete Aquivalenz gezeigt. O

Bemerkung.

1. Ist f micht nur in einem Punkt z, sondern sogar auf einer offenen Men-
ge V differenzierbar, so besitzen [ bzw. (u,v) (wir werden das spiter be-
weisen) schon unendliche viele Ableitungen, und die Cauchy-Riemannschen-
Differentialgleichungen (1.2) implizieren

Au(zy, yi) = Av(zy, y«) =0 fiir jedes z, = xy + iy, € V,

wobei A = 0% + 82 der Laplace-Operator ist. Insbesondere sind der Real- und der
Imagindrteil holomorpher Funktionen harmonisch.

2. f=wu+1iv : U — C wird reell-differenzierbar in z, = x, + iy, genannt, falls
(u, v) : R? — R? im Sinne der reellen Analysis existiert (die Jacobi-Matriz muss
dann aber nicht unbedingt eine Drehstreckung reprdsentieren). Fir solche Funk-
tionen definiert man die die partiellen Ableitungen

0. f(z) = lim fz+e) — 1(z) , Oy f(z.) = lim ,

e—0 g e—0 £
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1.3. Folgen und Reihen von Funktionen 9

mit reellem € sowie die sogenannten Wirtinger-Ableitungen

0-f(2) 1= (0uf(2) =10, (21) ) Osf(2) 1= (0 () +10,f(=.) ).

Fine in diesem Sinne reell-differenzierbare Funktion f : U — C ist genau dann
komplex-differenzierbar, falls Osf = 0; in diesem Fall gilt dann f'(z) = 0,f(2).
Beachte, dass 0, f(z.) und O, f(z) sowie 0,f(z.) und Ozf(z.) jeweils komplexe
Zahl sind.

3. Neben holomorphen Funktionen ¢ibt es auch antiholomorphe Funktionen: Fiir
diese qilt 0,f(z.) =0 bzw.
_ [t +d.

Beispiele sind Funktionen in z, die als Polynom oder konvergente Reihe in Z
geschrieben werden konnen. Wir werden spdter sehen, dass jede Funktion f :
U — C, die sowohl holomorph als auch antiholomorph auf U ist, schon konstant
Sein muss.

1.3 Folgen und Reihen von Funktionen

Wir erinnern daran, dass Reihen komplexer Zahlen per Definition Grenzwerte von
Partialsummenfolgen sind. Genauer gesagt, die Reihe zur Folge (c,) konvergiert
genau dann, wenn der Grenzwert auf der rechten Seite in

o n

E ¢, = lim E Cr,
n—ro0

k=0 k=0

im Sinne der Konvergenz komplexer Zahlen existiert. Dariiber sagen wir, die die Reihe
Zu (Cn),en konvergiert absolut, falls auch die Reihe zu (|c,|),,cy konvergiert.

neN

neN

Wir wollen nun dhnliche Konzepte fiir Folgen (f),, oy von Funktionen in der Variablen
2z einfiihren.

Definition 7 (Konvergenz von Funktionenfolgen). Sei M C C eine gegebene Menge
und sei (fp),en €ine Folge von Funktionen f, : M — C, und fo : M — C eine weitere
Funktion. Die Folge (fy,), konvergiert auf der Menge M

1. punktweise gegen fo, falls
|fn(z) - foo(z)| 7H_00> 0
fiir jedes feste z € M gilt.

2. gleichmdf$ig gegen f, falls

sup [ fu(2) = fool2)] > 0,

zeEM
Ist die Menge M dariber hinaus offen, so sagen wir, die Folge (fy), oy konvergiert
lokal gleichmifig gegen fs, falls fiir jedes z, € M ein e, > 0 mit D. (z,) C M
existiert, so dass

sup | fn(2) = fool(2)] .

ZEES* (Z*)

Michael Herrmann: Komplexe Analysis [D)eysa | Version vom 11.11.2019



10 1. Grundlagen

Lemma 8. Ist (f,),cy €ine Folge stetiger Funktionen, die lokal gleichmifig gegen foo
konvergiert, so ist fs auch stetig.

Beweis. Ubungsaufgabe 0
Bemerkung.

1. Konwvergiert eine Folge stetiger Funktionen (fy),cy nur punktweise, so ist der
Grenzwert f., nicht unbedingt stetig. Fin Standardbeispiel ist

V=D, hE=F me={] T

Auf der offenen Kreisscheibe D1(0) konvergieren die (Enschrinkungen der) Funk-
tionen f, tbrigens lokal gleichmdfsig gegen die Nullfunktion und auf jeder Kreis-
scheibe D,.(0) mit r < 1 sogar gleichmdfig.

2. Wir werden spdter sehen, dass jeder lokal gleichmdjige Grenzwert holomorpher
Funktionen selbst schon holomorph sein muss. Dass ist ein sehr bemerkenswertes
Resultat und zeigt einmal mehr, dass die komplexe Differenzierbarkeit eine sehr
starke Eigenschaft ist.

Ein wichtige Rolle spielen Reihen von Funktionen bzw. die entsprechenden Partial-
summenfolgen (s,), oy mit s,(2) = >_;_, fe(2). Dabei existiert die Reihe der Funk-
tionen (fy),,, sofern die entsprechende Partialsummenfolge (s,) konvergiert und wir
schreiben

o

g fn = Soo = lim s,.
n—roo

n=0

Insbesondere konnen also Reihen von Funktionen punktweise, gleichmdj$ig, oder lokal
gleichmdssig konvergieren. Dariiber hinaus gibt es noch das stiarkere Konzept der
absoluten Konvergenz, bei der nicht nur die Partialsummenfolge zu (f,),cy sondern
auch die Partialsummenfolge zu (| f,]), oy konvergiert. Eine Reihe kann also absolut
und punktweise, absolut und gleichmdfig, oder absolut und lokal gleichmdssig konver-
gieren.

Lemma 9. Fiir alle drei Konvergenzbegriffe aus Definition 7 gilt: Absolute Konvergenz
einer Reihe impliziert schon die Konvergenz der Reihe.

Beweis. Wir beginnen mit dem schwéchsten Konvergenzbegriff und betrachten eine
Folge (fy),en> deren Reihe absolut und punktweise konvergiert, d.h. fiir jedes z € M
ist der Grenzwert

too(2) = lim t,(2)  mit  t,(2) =Y |fu(2)]

wohldefiniert. Insbesondere ist (t,(z)),cy eine Cauchy-Folge reeller Zahlen und fiir

sn(2) 7= 2o f(2) gilt

St (2) = sa(2) = | D fe(2)| < D (@) = tusm(2) = tal2)

Michael Herrmann: Komplexe Analysis [D)eysa | Version vom 11.11.2019



1.4. Potenzreihen 11

d.h. (5,(2)),,ey ist eine Cauchy-Folge komplexer Zahlen und besitzt damit einen eindeu-
tigen Grenzwert s.(2). Also konvergiert die Reihe zu (f,),,cy auch punktweise (nédmlich
gegen Ss,). Auch im Fall von lokal gleichméafBiiger bzw. gleichméBiger Konvergenz der
Reihe ist s, als punktweise Grenzwert von (s,), .y wWohldefiniert und wir miissen nur
noch zeigen, dass (s,), oy nicht nur punktweise, sondern sogar lokal gleichméssig bzw.
gleichméBig gegen s., konvergiert. Dies folgt aber sofort aus

> h(z)

k=n-+1

< S RG] = 1t(2) — tw(2)

k=n+1

[5n(2) = s00(2)| =

und der Definition der Konvergenzbegriffe. O

Lemma 10 (Majorantenkriterium). Sei (fy),cy €ine Folge von Funktionen f, : M C
C— Cund )~ 0, <00 eine konvergente Reihe nichtnegativer reeller Zahlen mit

sup | fn(2)| < on fiir alle n e N.
zeM

o0

Dann konvergiert Y >, f, absolut und gleichmdfSig.

Beweis. Ubungsaufgabe. O]

1.4 Potenzreihen

Lemma 11 (Lemma von Abel!). Seien (a,),.y € C und zy € C gegeben. Ist fiir
ein z1 # 2o die Folge n w— a,(z1 — 20)" beschrinkt, so konvergiert die Potenzreihe
Yo gan(z — 29)" absolut und gleichmifig auf jeder abgeschlossenen Kugel D,(zy) mit

r < |z1 — zo|. Insbesondere konvergiert die Potenzreihe absolut und lokal gleichmdfSig
auf der offenen Kugel D)., _.,(20).

Beweis. Sei 0 < 1 < |z — 2| fixiert und z € D,(2) beliebig. Dann gilt

n |Z - z0|n

o (2 = 20)"] < |awn| 21 — 20 7 < Cs"

|Zl —ZO\

fiir eine geeignete Konstante C' und s = r/|z; — 29| < 1. Nach Vergleich mit der
geometrischen Reihe konvergiert die Potenzreihe nun wegen des Majorantenkriteriums
gleichmiBig auf D, (2), und weil r beliebig im Intervall (0, |21 — z|) gewihlt werden
kann, folgt schliefilich auch die behauptete lokal-gleichméfiig Konvergenz. m

Theorem 12 (Cauchy-Hadamard®). Sei (a,), .y € C eine beliebige Folge und sei

1
= .= limsup |a,|"™ € [0, oc].
r n—00

Dann konvergiert die Potenzreihe Y~ a,(z — 29)" als Funktion in z absolut und lokal
gleichmafig auf D,(z), aber die Reihe divergiert fir jedes z ¢ D, (z).

4Niels Henrik Abel (1802-1829), norwegischer Mathematiker.
5Jacques Hadamard (1865-1963), franzdsischer Mathematiker.
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12 1. Grundlagen

Beweis. Teil 1: Sei r > 0 und seien 0 < r; < r sowie z; € C mit |2 — 29| = 1 beliebig.
Dann gilt

1 1
Un - 2 — = fiir fast alle n € N,

|an|
T1 |Z1 —Zo|

d.h. die Folge (a, (21 — 20)"),,cy ist beschréankt. Mit dem Lemma von Abel folgt dann die
lokal-gleichméssige Konvergenz der Potenzreihe auf D, (zy). Da r; beliebig im Intervall
(0, r) gew#hlt werden kann, folgt auch die lokal-gleichméssige Konvergenz der Potenz-
reihe in D, (20) = Uy, .0<r1<r Dy, (20) durch ein einfaches Ausschépfungsargument.

Teil 2: Sei nun r < oo und z beliebig fixiert mit |z — zo| > r. Fiir fast alle n € N
gilt

1
Un S~ fir fast allen € N

|an|
|21 — 20

und damit
la,| |z — 20" > 1.

Insbesondere ist die Folge (a,(z — 20)"),,cy also keine Nullfolge komplexer Zahlen, d.h.
die Potenzreihe ausgewertet in z kann nicht konvergieren. O]

Der Radius r und die Kreisscheibe D,(zp) aus Theorem 12 werden auch der
Konvergenzradius und der Konvergenzkreis der Potenzreihe genannt,

Theorem 13 (Potenzreihen sind holomorph). Mit den Notationen von Theorem 12
gilt im Falle von r > 0: Die Potenzreihe f(z) = Y " jan(z — 2)" ist holomorph auf
D, (z9) mit Ableitung

'"(2) = Zan+1(n +1)(z — 20)",

wobei v auch der Konvergenzradius der Reihe auf der rechten Seite ist.

Beweis. Wir bemerken zunéchst, dass

lim sup |ans1 "™ (n+ 1)Y" = limsup |a, |,

n—oo n—o0

d.h. die Funktion g ist durch

o0
n—1
g anp1(n+1)(z —20)" E a,(n)(z — zo)

n=0 n=1

wohldefiniert auf D,(zp). AuBerdem konnen wir 0.B.d.A. zy = 0 annehmen und fiir
gegebenes z € D,(0) sowie alle hinreichend kleinen h verifizieren wir durch direkte

Michael Herrmann: Komplexe Analysis [D)eysa | Version vom 11.11.2019



1.4. Potenzreihen 13

Rechnungen bzw. Indexverschiebungen die Formeln

o,y = LEE DI =gt

(z4+h)" — 2" — hnz""
_Za” h2

_ Zanz ( ) ok

Il
3
o
Q
3
+
[N}
=
:H
o
VRS
> 3
+ +
NI\
~_
3
Bl
>
Bl

Damit ergibt sich fiir alle hinreichend kleine |h| die Abschitzung

(n+2)(n+1) .
(e hr<2|an+2|2 Gay () 1

k=0

:Z|an+2| (n+2)°(|z] +|nr])"
n=0

<Y lanln® (12| + |h])"
n=0

Wir setzen ¢ := 3(r + |z]), so dass fiir alle hinreichend kleinen |h| die Abschéitzungen
lz| +|h| <o<T

und
(2, W) <) lan| 0"
n=0

gelten. Die reelle Reihe auf der rechten Seite konvergiert aber auf Grund des Wurzel-
kriteriums fiir reelle Reihen und wegen o < r, d.h. es gilt limsup,,_,, |r(z, h)| < co und
dies impliziert

f(Z—i_h]i_f(Z)—g(Z

h—0
—

)| < |l |r(z, h)| 0.

Insbesondere ist f holomorph in z und besitzt die Ableitung g(z). Da z beliebig in
D, (0) gewahlt werden kann, folgt die Behauptung. O

Bemerkung. Mit den Notationen von Theorem 12 folgt induktiv: Jede Potenzrethe
besitzt auf threm offenen Konvergenzkreis unendliche viele Ableitungen im Sinne der
komplexen Differenzierbarkeit und jede Ableitung kann durch gliedweise Differentiation
berechnet werden.
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14 1. Grundlagen

Beispiel. Die komplexen Potenzreihen exp, sin, cos aus (1.1) konvergieren auf ganz
C = D+ (0) und erfiillen

exp’ (2) = exp (2), sin’ (2) = cos (2), cos' (z) = —sin (2),

wobei ' die komplexe Ableitung d/dz meint.

1.5 Kurvenintegrale

Erinnerung an Ana I und IT Im folgenden sei ¢ : I = [a,b] C R — C eine
gegebene Funktion, d.h. es gibt eine reelle unabhéngige Variable, die wir mit ¢ € [
bezeichnen, und eine vektorwertige abhiangige Grofie, ndmlich ¢ € C.

1. ¢ heifit stiickweise stetig, falls es eine Zerlegung

a=ty<t1 <..<ty=0b
von [ gibt, so dass

(a) ¢ auf jedem offenen Teilintervall (¢,_1, t,) stetig ist, und
(b) die einseitigen Grenzwerten ¢(t,, + 0) := lim.\ o f(¢, & €) wohldefiniert sind.

Es muf aber weder ¢(t, + 0) = ¢(t, — 0) noch ¢(t,, £0) = ¢(t,) gelten.

2. ¢ ist in t € [a, ] differenzierbar, falls der Grenzwert

o) =¢/(t) = lim ' (o(t+e)—o(t) €C

e—0, t+eel
existiert (fiir £ = a und ¢t = b als einseitiger Grenzwert).

3. ¢ heifit stetig differenzierbar oder glatt, falls gb(t) fiir jedes t € I existiert und
stetig von ¢t abhéngt.

4. ¢ heifit stiickweise stetig differenzierbar oder stiickweise glatt, falls ¢ stetig ist
und es analog zu oben eine Zerlegung von I gibt, so dass ¢ auf jeden offenen In-

tervall (t,,—1, t,) stetig differenzierbar ist und die einseitigen Grenzwerte ¢(t,, = 0)
wohldefiniert sind.

5. Das Integral einer stiickweise stetigen Funktion ¢ ist

/¢(t) dt = /Re (o(1)) dt—i—i/lm (¢(t))dt € C.

I I

6. Die Abbildung ¢ +— [, ¢(t)dt ist linear und stetig bzgl. lokal gleichméBiger
Konvergenz von ¢, d.h. ¢, — ¢ lokal gleichméBig impliziert [, ¢, (¢)dt —

7 doo(t) dt.
7. Es gilt die Abschéatzung

/ o(t)dt| < / lo(t)] dt.

1 1
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1.5. Kurvenintegrale 15

Dies kann entweder durch Approximation mit Treppenfunktionen oder wie folgt
gezeigt werden: Es existiert a € C mit |o| = 1 mit

R> /gb(t) dt| = a/¢(t) dt = Re (a/gb(t)) dt = /Re (ap(t)) dt

g/wwmaz/wmw.

1

8. Fiir eine stiickweise stetig-differenzierbare Funktion gilt mit
[ état=a(e) - o(a
I

das vektorwertige Analogon des Hauptsatzes de Differential- und Integralrech-
nung.

Definition 14 (Kurve, Integrationsweg, ‘path’, ‘contour’). FEine stickweise stetig
differenzierbare Abbildung v : I = [a, b] — C wird auch als Kurve (oder als Weg)
in C bezeichnet, wobei [a, b] der Parameterbereich ist und

imvy =spy= {7(75) cte [a,b]}

das Bild der Kurve oder Spur der Kurve genannt wird. Dabei heif§t v geschlossen, falls
v(a) = ~(b) gilt, und einfach, sofern es keine zwei Zahlen a < t; < ty < b mit
v(t1) = y(t2) gibt. Die reelle Grifle

1mww=/rWMa

heifit die Linge der Kurve 7.

Bemerkung.

1. In der Geometrie wird oftmals sp~y die Kurve (=geometrisches Objekt) genannt,
wohingegen die Funktion als v Parametrisierung bezeichnet wird.

2. Sind v, und vy zwet Kurven, sind auch v, + o und v; - v2 Kurven im Sinne der
obigen Definition, obwohl die entsprechenden geometrischen Objekte nicht addiert
oder multipliziert werden konnen.

3. Isty: I — U CC eine Kurve und f : U — C holomorph, so ist auch f o~y eine
Kurve.

4. Die Linge ist eine geometrische GroBe im folgenden Sinne: Sei 7 : [a, b] — C
eine orientierungserhaltenden Reparametrisierung von vy, d.h. es gibt eine stetig-
differenzierbare und strikt monotone (und damit invertierbare) Abbildung 1 :
la, B] — |a, b] mit ¢¥(a) = a und zZJ(B) = b, so dass 4 = v o 1. Dann gilt
leny =len~.

5. Das Bild spry von ~y ist immer beschriankte und abgeschlossene Teilmenge von

C.
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16 1. Grundlagen

Beispiel.

1. Strecke |z1, zo] mit 21,29 € Z: t € [0, 1] und y(t) = (1 —t)2z1 + t2o

2. l-mal durchlaufende geschlossene Kreisline vom Radius v mit Mittelpunkt m:

ory(m)(t) = m + re't t €0, 2n],

wobei positive bzw. negative | € 7\ {0} einem positiven bzw. negativen Durch-
laufsinn entsprechen (I =0 beschreibt einen entarteten Weg).

3. Komposition v1 @ 7y zweier Wege vy : |a1, bi] und vo : [ag, by] mit ay = by
und y1(b1) = Y(az): t € [a1, bo] mit (y1 & y2)(t) = n(t) fir ax <t < by bzw.
(1 ®72)(t) = 72(t) fiir ay <t < by.

4. zu vy entgegengesetzter Weg ©v: t € |a, bl mit &y(t) = v(b+ a —t)

Ein sehr wichtiger Satz ist der folgende.

Theorem 15 (Jordanscher® Kurvensatz). Ist v eine einfache und geschlossene Kurve,
so besteht C \ spy aus zwei disjunkten und jeweils offenen und zusammenhdngenden
Teilen, wovon genau ein Teil beschinkt ist (und das Innere genannt wird) und der
andere unbeschrinkt ist (und das AuBere genannt wird).

Beweis. Es sei auf die einschlégige Literatur verwiesen. O

Bemerkung. Ist v eine geschlossene aber nicht einfache Kurve, so gibt es genau ein
unbeschrinktes Auflengebiet und im Allgemeinen mehrere beschrdnkte Innengebiete.

Definition 16 (Komplexes Kurven- oder Wegintegral, ‘contour integral’). Sei v :
la, b] — U eine Kurve im Sinne von Definition 14 und f : spy — C eine stetige
Funktion. Dann wird

b
a

/ f(z)dz = / (4 (®)3(0) dt (1.3)

als das (komplexe) Kurvenintegral (bzw. Wegintegral) von f iber v bezeichnet.

Beispiel.

1. Da Integral des quadratischen Monoms entlang einer Strecke berechnet sich wie
folgt:

1
/ 2dz = / (1 —=t)z1 4 t20)? (22 — 21) dt
[21, 2] 0
1 1 1
= (22— 21) (zf/ (1 —t)thJrzle/ 2t(1 —t) dt+z§/ t? dt)
0 0 0

— =) (F+ant ) = (- ).

6Marie Ennemond Camille Jordan (1838-1922), franzosischer Mathematiker.
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1.5. Kurvenintegrale 17

2. Die wvielleicht wichtigste Formel der komplexen Analysis ist

2T 2T
/ Fdz = / rFel™ (rile') dt = ilrkH/ e+ ¢
0 0
or,1(0)

_{ 2nli  firk = —

0 sonst,

wobei k € Z und | € Z\ {0} gegebene Parameter sind. Beachte, dass fir k = —
der Wert des Integrals von der Umlaufzahl [ aber nicht vom Radius abhdingt.

Bemerkung.

1. Die Formel (1.3) ist sehr intuitiv denn mit z = ~(t) gilt auch dz = 4(t)dt.
Manchmal schreibt man auch

ff(z) dz statt /f(z) dz

2. Das Kurvenintegral ist eine im Wesentlichen geometrische Grifie, denn es gilt

/f(z)dz:/f(z)dz

sofern 4 eine orientierungserhaltende Reparametrisierung von vy ist (siehe oben).
Dies folgt mit t = w(f) und ’y(ﬂ = ’y(lp (f)) via

i )1(0) di = / FOO) (HeD)9'(7)) df = / F (1))

aus der Transformationsformel fiir reelle Integrale (siche Ana I). Aus diesen
Grund schreibt man manchmal/oftmals auch fspv f(z)dz anstatt von f7 f(z)dz

FEin Beispiel ist
/ f(z)dz statt / f(z)dz,
Cr(m)

or,1(m)

wobei dann immer stillschweigend vorausgesetzt wird, dass geschlossenen Kurven
in mathematisch positiver Richtung (also entgegen dem Uhrzeigersinn) und nur
einmal durchlaufen werden.

3. Es gilt stets die Ungleichung

/f ) d </ F ()30 dt < (tenr) sup 1£(2)] |

ZESpy

die wir im Folgenden Standardabschditzung fiir Wegintegrale nennen wollen. Be-
achte, dass im Allgemeinen

JECEEEATOIRE

qgilt, d.h. es gibt keine “Dreieckungleichung fiir Wegintegrale”.
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18 1. Grundlagen

4. FEs qilt

sowie

/ f(z)dz—/f(z)dz+/f(z)dz (1.5)

Y1D72

5. Das komplexe Kurvenintegral kann in natirlicher Weise auch fiir sogenannte
Ketten von Kurven, d.h. fir endliche Familien von Kurven, definiert werden, sie-

he Abbildung 1.1.

Abbildung 1.1: Beispiel fiir eine Kette von geschlossenen und orientierten Wegen. Das
Kurvenintegral iiber einer Kette ist die Summe der Wegintegrale iiber die Einzelwege.

Lemma 17 (Variante des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung). Ist
v :la, b] = U C C eine Kurve und besitzt f auf U eine Stammfunktion — d.h. gilt
f = F'"im Sinne der komplexen Differenzierbarkeit auf ganz U — so gilt

/ f(2)dz = F((5) — F(2(a)).

Beweis. Fiir stetig differenzierbare Kurven v folgt dies aus dem Hauptsatz der
Differential- und Integralsrechung

) d
FO®)30) = FF0(®)
und fiir stiickweise stetig differenzierbare Kurven mit einem einfachen Kompositions-
argument. O

Bemerkung.

1. f(z) = 1/z besitzt keine Stammfunktion auf D,(0). (Wir werden spdter sehen,
dass es aber eine Stammfunktion auf jeder Kugel gibt, die den Nullpunkt nicht
enthdlt).

2. Fiir jedes k # —1 und jede geschlossene Kurve v mit spy C C\ {0} gilt

/zkdz:O,

v

denn fiir jedes ganzzahlige k # —1 existiert auf ganz C\ {0} die Stammfunktion
F(z) =211+ k).
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1.6. Die Windungszahl als Kurvenintegral 19

3. Die Funktion f sei auf dem Kreis D,(zy) durch eine Potenzreihe gegeben. Dann
gilt

JECES

fiir jeden geschlossenen Weg ~v : la, b — D,(0). Dies gilt weil die Potenzreihe
f(z) =0 gar(z — zo)k auf ihrem Konvergenzkreis die Stammfunktion F(z) =
Y opeo @z — 20) T /(k + 1) besitzt (siehe Theorem 13).

1.6 Die Windungszahl als Kurvenintegral

Abbildung 1.2: Beispiel fiir die Windungszahl aus Theorem 18.

Theorem 18 (Existenz einer Windungszahl). Sei v eine geschlossene (aber nicht not-
wendig einfache) Kurve in C. Dann ist die durch

1 dz
Indv(o = ﬁ > _g
Y

wohldefinierte Funktion Ind, : C\ spy — C konstant auf jeder Zusammenhangskom-
ponente von C\ sp~y und nimmt nur ganzzahlige Werte an.

Beweis. Wertebereich: Sei zunéchst ~y stetig differenzierbar und ¢ ¢ sp~ fixiert. Wir
definieren die Funktion ¢ : [a, b] — C durch das (reelle, aber komplexwertige) Integral

und berechnen

Insbesondere gilt nach komplexer Quotienten- ud Kettenregel

d 6t em(rt) = —oit) _ 0,

diy(t) - ¢ (v(t) =€)
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20 1. Grundlagen

und deswegen auch

wobei wir ¢(a) = 1 und y(b) = v(a) # ¢ benutzt haben. Wir erhalten damit (siehe
Serie 1, Aufgabe 3)

exp (2rilnd,(¢)) = ¢(b) =1  dh.  Ind,(¢) € Z.

Der Fall stiickweise stetig differenzierbarer Wege v kann durch einfache Zerlegungs-
und Kompositionargumente analog behandelt werden.

Stetigkeit und Abklingen: Sei (¢,),en C C \ sp7y eine Folge mit ¢, — (. € C\ spy
fiir n — oo. Dann gilt

Cn - Coo

e T A

I () = e (G| = |/ ¢

v

< (lenv) |¢n — Cool sup
ZE€spy ’Z - Cn| |Z - (oo|

1 n—oo

> 0,

wobei wir benutzt haben, dass

Jnf b le = Gallz = G > 0

nach Konstruktion wegen der Abgeschlossenheit von sp~ gilt. Insbesondere ist die
Funktion Ind, stetig in ihrem Argument (. Da sie aber nur diskrete Werte annimmt,
muss sie nach einem bekannten Standardargument (siehe Ana II) konstant auf jeder
Zusammenhangskomponente des Definitionsbereiches sein. Schlielich gilt

1 o0

= dist {¢, spv}

weil sp~y eine beschrankte Menge ist, wobei
dist{¢, spy} :=inf{|z = (] : z €spy}

den positiven Abstand von ¢ zu spy bezeichnet. O

Die Grofle Ind, (¢) heiit Windungszahl (oder Umlaufzahl oder Index) von 7 bzgl.
(. Sie misst, wie oft v um ¢ herumlduft. Das dem wirklich so ist, zeigt das folgende
Resultat.

» 0

Lemma 19 (Spezielle Formel fiir die Windungszahl). Fir festes ( € C sei die ge-
schlossene Kurve 7y : |a, b — C gegeben durch

Y(t) = ¢+ r(t) exp (16(1))
wobei r und 0 zwei stetig differenzierbare und reellwertige Funktionen auf [a, b] sind
mit

r(a) =r(b), 0(b) — 0(a) = 2nl fir einl € Z, r(t) > 0 fir alle t € [a, b].

Dann gilt
Ind,(¢) =1,
d.h. Ind,(C) hdangt nur von 6(b) — 6(a) ab.
Beweis. Ubungsaufgabe. O
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Kapitel 2

Der Cauchysche Integralsatz und
Folgerungen

2.1 Der Integralsatz auf Sterngebieten

Im folgenden bezeichnen wir fiir gegebene 21, 23, z3 € C die offene Menge
3
AZLZQ,Z:a = {Z/\zzz o< A< 1, AL+ A+ A3 = 1}
i=1

als das Dreieck mit den Eckpunkten z;. Das entsprechende elementargeometrische Ob-

jekt ist dann entweder der Rand 0A,; ., ., (eindimensonal) oder der Abschluss A, ,, .,
(zweidimensional).

Ac

A Ap

Ap

Abbildung 2.1: Jedes Dreieck A kann mit Hilfe der Seitenmittelpunkte aller Kanten in vier
kongruente Teildreiecke zerlegt werden, die jeweils den halben Umfang und ein Viertel der
Fléche besitzen.

Satz 20 (Lemma von Goursat!). Seien U C C eine offene Menge, A ein Dreieck mit
A CUund f:U — C eine holomorphe Funktion. Dann gilt

8Zf(2)dZ=0,

wobei OA hier fir einen Weg steht, der den Rand des Dreiecks A genau einmal in
positiver Orientierung durchlduft.

IEdouard Jean-Baptiste Goursat (1858-1936), franzosischer Mathematiker.

21



22 2. Der Cauchysche Integralsatz und Folgerungen

Beweis. Abschdtzung des Integrals: Fiir jedes ( € U existiert — siehe Lemma 5 — ein
stetiges Taylor-Restglied r : U — C, so dass

f@)=FO+F(OF-+rz)(e=¢)  mit  [r(2)] 0.
Damit gilt
[ @6 = (70 -cr10) [1as4 70 [+ [0 as
A OA oA OA
= /r(z)(z —()dz

0A

wobei wir benutzt haben, dass dass sowohl 1 als auch z als Funktion in z eine Stamm-
funktion auf ganz C besitzen (némlich z und $2?) und dass deshalb die entsprechenden
Kurvenintegrale verschwinden (sieche Lemma 17). Insgesamt ergibt sich damit

/f(z) dz| <len (9A) sup (|r(2)]]z —¢|) < len (A) sup |r(z2)|

zZEOA 2€EO0A

und werden nun zeigen, dass diese Abschéitzung letztlich schon die Behauptung liefert.

Sukzessive Zerlegung des Dreiecks: Wie in Abbildung 2.1 dargestellt, zerlegen wir
A in vier kongruente Teildreiecke. Durch Wahl elementarer Parametrisierungen aller
Teilstrecken in Abbildung 2.1 verifizieren wir die Identitét

/f dz—/f dz+/f dz+/f dz+/f

8AA 8AB 8AC aAD

wobei sich die Beitrédge iiber die inneren Kanten gerade aufheben, da jede dieser in-
neren Kanten genau zweimal, aber jeweils einmal mit entgegengesetzter Orientierung
durchlaufen werden. Wir setzen nun Ay := A und wahlen A; aus {A4, Ap, Ac, Ap},

so dass
[ s = | [ 5600
AN,

0A

/f(z)dz /f ydz| <4 /f

Mo G{A B,C,D} (g, A

und erhalten

Durch Iteration der Konstruktionsvorschrift Ay ~» A; kénnen wir rekursiv eine Folge
A=ANg DA DAy D ...

von Dreiecken konstruieren, so dass

/f(z)dz <4 /f(z)dz
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2.1. Der Integralsatz auf Sterngebieten 23

und
1 1
area (0A,) = 7 area (0A), len (0A,) = 7 len (0A),

wobei alle Dreiecke A,, zueinander dhnlich sind (im elementargeometrischen Sinne).
Grenziibergang n — oo: Nach dem zweidimensionalen Analogon zum Intervall-
schachtelungsprinzip (siehe Ana II, auch Cantorsches Durchschnittsprinzip genannt)

gibt es genau ein ( € A mit

{G=2..

neN

und nach Beweisschritt 1 gilt damit auch die Abschétzung

/f(z) dz| < 4™len (OA,)* sup |r(2)| < ¢, len (OA)?, Cp i= sup |r(2)]
S 2€0A, Zezn

fiir jedes n € N. Der Grenziibergang n — oo liefert schlieflich die Behauptung, da die
Stetigkeit des Restgliedes r die Konvergenz ¢, — 0 garantiert. O]

Satz 20 gilt sinngem&f auch fiir jede Parametrisierung des geometrischen Dreiecks,
d.h. auch fiir solche, die das Dreieck mehrmals oder in negativer Richtung durchlaufen.
Dies folgt aus einfachen Kompositionsargumenten, siehe die Formeln (1.4) und (1.5).

Die Aussage von Goursat kann wie folgt verbessert werden.

Aq A,

Abbildung 2.2: Die vier Félle im Beweis von Lemma 21: Durch geschickte Zerlegung des
Dreieckes A kann die Behauptung mit dem Goursatschen Satz 20 bewiesen werden.

Lemma 21 (Variante des Satzes von Goursat). Satz 20 gilt auch, wenn es einen Punkt
¢ €U gibt, so dass f nur holomorph auf U \ {C}, aber immer noch stetig in ¢ ist.

Beweis. Fall 1: ¢ ¢ A: Wir verkleinern U, d.h. wir betrachten eine offene Menge U mit

AcUcU\{¢}und benutzen Satz 20 auf U.
Fall 2: ¢ ist Eckpunkt von A. Wir wéhlen € > 0 beliebig und zerlegen A wie in
Abbildung 2.2 dargestellt. Dann gilt

/ f(Z)dzzg [ o= [ ree

0A1
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24 2. Der Cauchysche Integralsatz und Folgerungen

da die Wegintegrale iiber 0As und 0A3 wie bereits im ersten Beweisschritt gezeigt —
d.h. wegen Satz 20 — verschwinden. Auflerdem gilt

/ f(z)dz| <len(0A;) sup |f(2)| < Ce,
A, 2€AT
fiir eine geeignete Konstante C, die von ¢ und f, aber nicht von ¢ abhéngt. Die Be-
hauptung folgt nun durch Grenziibergang ¢ — 0. -
Fall 3 und 4: ¢ liegt auf einer Randkante bzw. im Inneren von A. Jeder Fall kann
auf Fall 2 zuriickgefiihrt werden, siehe wieder Abbildung 2.2. m

Abbildung 2.3: Auf einem sternférmigen Gebiet U kann fiir jede holomorphe Funktion
eine entsprechende Stammfunktion durch Wegintegration entlang von Strecken konstruiert
werden, siche den Beweis von Satz 23.

Definition 22 (Sternférmiges Mengen). Eine Menge U C C heifst sternformig
bzgl. ¢ € U, falls fiir jedes z € U auch die Verbindungsstrecke [C, z] zu U gehort. Die
Menge U heifit sternformig oder Sterngebiet, falls ein solches ¢ existiert.

Beachte, dass es sowohl offene als auch abgeschlossene Sterngebiete gibt.
Beispiel.

1. Jede konvexe Menge U (offen oder abgeschlossen) ist sternformig bzgl. jedes ¢ €
U.

2. Fiir jedes feste ¢, € R ist die offene geschlitzte Ebene U = C \ {rei? : r > 0}
sternformig bzgl. jedes Punktes ( = sexp (1¢, + im) mit s > 0.

3. Fir jede stetige Funktion o : [0, 2m] — (0, 00) mit o(0) = o(27) ist die offene
Menge U = {z € C: |z| < o(arg2)} sternférmig bzgl. ( = 0.

Ein sehr wichtige Frage ist betrifft die Existenz von Stammfunktionen. Wir werden
nur ein erstes hinreichendes Kriterium kennenlernen, das wir spéter verallgemeinern
werden (siehe Satz 52).

Satz 23 (Existenz einer Stammfunktion mittels Wegintegral). Sei U ein offenes Stern-
gebiet bzgl. ( € U und f : U — C eine stetige Funktion mit der Eigenschaft, dass

/ F(z)dz =0
OA
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2.1. Der Integralsatz auf Sterngebieten 25

fiir jedes Dreieck A mit A C U gilt. Dann wird durch
- [ sea
€, 2]
eine Stammfunktion zu f definiert, d.h. es gilt F'(z) = f(z) fir alle z € U.

Beweis. Fiir festes z € U \ {¢} und hinreichend kleines h € C \ {0} liegt wegen der
Offenheit von U die Verbindungsstrecke [z, z + h] auch in U und die Sterneigenschaft
impliziert, dass auch der Abschluss des Dreiecks A = A¢ . ., ganz in U liegt (siehe
Abbildung 2.3). Damit gilt

0 [ s
/f dz+/f dz+/f(§)d2

[¢, 7] [2, z4h] (24, (]

=F(z) + / f(2)dz — F(z+h).

[z, 2+h]

Insbesondere gilt

F(z+h) — F(z)

[z, z+h]
<hVen([z, 2+ h]) swp | F(2)— (2)]

2€D|h‘(z)

<h 'len([z, z+h]) sup |f(2) — f(2)]

ZEEM‘(Z)

= sup [f(2) - f(2)],

geﬁ‘m (2)

wobei wir die Formel f[z +h] 1dz = h benutzt haben. Der Limes i — 0 liefert die
Differenzierbarkeit von F' in z mit F'(z) = f(z), eben weil die rechte Seite wegen der

Stetigkeit von f in z verschwindet. Analog folgt aus

PEB=PO g =] [ - s@)as] < s |11 166)

" (¢, C+h] #eDm ()

anch F'(¢) = £(¢). =
Wir beweisen nun ein klassisches Resultat der Funktionentheorie.
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26 2. Der Cauchysche Integralsatz und Folgerungen

Folgerung 24 (Satz von Cauchy auf Sterngebieten). Auf einem offenen Sterngebiet
U besitzt jede holomorphe Funktion f : U — C eine Stammfunktion und es gilt

/f(z)dz =0

fiir jeden geschlossenen Weg v in U.
Beweis. Die Behauptung folgt unmittelbar aus Satz 20, Satz 23 und Lemma 17 O

Wie wollen erwihnen, dass der Satz von Cachy (jede holomorphe Funktion besitzt
Stammfunktion und das Wegintegral verschwindet lings jedes geschlossenen Weges)
nicht nur auf Sterngebieten, sondern ganz allgemein auf jeder einfach-zusammenhdngen
offenen Menge gilt, d.h. auf jeder Menge, die keine Locher besitzt. Es gilt aber zum
Beispiel nicht auf Kreisringen und nicht auf der punktierten komplexen Ebene C\ {0},
denn dort ist die Funktion f(z) = 1/z zwar holomorph, aber es gilt fal’ [(0) f(z)dz # 0.

Wir werden diese Frage weiter unten ausfiihrlicher studieren.

Folgerung 25 (Variante des Cauchyschen Satzes auf konvexem Mengen). Seien U
eine offene und konvexe Menge, ( € U ein Punkt und f : U — C eine Funktion, die
stetig auf U und holomorph auf U\ {C} ist. Dann besitzt f auf U eine Stammfunktion

und es gilt
/f(z) dz=0
S

fiir jeden geschlossenen Weg v in U.

Beweis. Da U sternférmig bzgl. ¢ ist, folgt die Behauptung aus Lemma 21 und Satz 23.
O

2.2 Die Cauchysche Integralformel

Satz 26 (Cauchy-Formel, Version 1). Seien U eine offene und konvere Menge, f :
U — C eine holomorphe Funktion, und v : [a, b] — U Weg. Dann gilt

F(O) ndy Q) = 5 ;%%m.

fir jedes ¢ ¢ spry.
Beweis. Wir fixieren ¢ ¢ sp und definieren eine Funktion g : U — C durch

[ -1 .
o) =4 "¢ fir z € U\ {C},

7(0) fiir = = C.

Diese Funktion ist nach dem Quotientenkriterium holomorph auf U \ {¢} und stetig in
ganz U. Folgerung 25 liefert deshalb

0= /g(z) dz = /%&f_(o dz = ﬂz){ dz — 271 f(¢)Ind, (¢)

z —
¥

und damit die Behauptung. O]
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Folgerung 27 (Cauchy-Formel, Version 2). Seien U offen, und sei f : U — C holo-

morph. Dann gilt
_ 1 f(z)
fO) =5~ / z—(dz
ar,1(¢)

fiir jedes ¢ € U und jeden Radius r > 0 mit D,({) C U.

Meist schreibt meist etwas salopp

10=5r [ 1o,

0D, (€)

wobei dann immer stillschweigend vorausgesetzt wird, dass die Kreislinie 0D,.(() genau
einmal in mathematisch positiver Richtung durchlaufen wird.

Satz 28 (Holomorphe Funktionen sind analytisch). Jede holomorphe Funktion f : U —
C auf einer offenen Menge U kann lokal als Potenzreihe dargestellt werden. Genauer
gesagt, fir jedes ¢ € U und jeden Radiusr > 0 mit D,.(¢) C U gilt die Reihendarstellung

f(2) :Zak(z—C)k fiir alle  z € D,.((),
k=0

wobet die Koeffizienten die verallgemeinerte Cauchy-Formel
1 -
wi ) (G0
aD-(¢)

erfillen. Insbesondere ist der Konvergenzradius der Potenzreihe (bzgl. des Arguments
z) nicht kleiner als r.

Beweis. Wir fixieren ¢ und r wie angegeben und betrachten einen beliebigen Punkt
z € D,(¢). Die Cauchy-Formel — siehe Satz 26 — impliziert

fz) = — / FE) 4

zZ—z
dD-(¢)

und auflerdem gilt (analog zum Holomorphiebeweis der Stieltjes-Transformierten)

1 1 _1.1—1m<z_c)k
im: (G-0-(:-0 i-C¢ | _2-C 3-(&=\i-¢)"
B

Wir bemerken nun, dass die Reihe auf der rechten Seite wegen

(|l
-5

als Funktion in Z € 0D, (() gleichméfBig konvergiert. Insbesondere gilt fiir die Reihen-

reste
FB) o= (2=¢\" (=N Ko,
| (2—¢> dzgc;( : ) ’
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28 2. Der Cauchysche Integralsatz und Folgerungen

und wir konnen daher die Reihenbildung bzgl. £ € N und die Wegintegration bzgl. z
miteinander vertauschen. Mit anderen Worten: Es gilt

R (TR JE) 2=\ o "
27T1f(2) = / E dz = kz_; / ZTC <H) dz = 27i ;&k<2 — C)
aDr(¢) “OD(Q) B

fiir jedes z € D,(¢). Die untere Abschéitzung fiir den Konvergenzradius folgt aus dem
Cauchy-Hadamard-Theorem 12. O

Folgerung 29 (Holomorphe Funktionen sind unendlich glatt). Jede holomorphe Funk-
tion f : U — C auf einer offenen Menge U besitzt unendlich viele Ableitungen (im
Sinne der komplexen Differenzierbarkeit) und es gilt

k! z -
f(k)(o — Gy / % dz
aDx(Q)

fiir alle ¢ € U und alle r > 0 mit D,.({) C U.

Beweis. Die Behauptung folgt unmittelbar aus Satz 28 und den Elgenschaften von
Potenzreihen (sieche Theorem 13 sowie die anschlieBende Bemerkung). O]

2.3 Lokaler Struktursatz und Holomorphiekriteri-
en
Wir fassen die Ergebnisse des vorangegangenen Abschnitts wie folgt zusammen.

Theorem 30 (Lokale Charakterisierung holomorpher Funktionen, Satz von Taylor).
Seien U offen und f : U — C holomorph. Dann existieren fiir jedes ¢ € U Koeffizienten
(ar)reny C C, so dass

f(2)=> ar(z= 0"

auf Daiseic,0u1(¢) — d.h. auf der grofsten offenen Kreisscheibe um ¢ in U, siehe Abbil-
dung 2.4 — im Sinne absolut und lokal gleichmdf$ig konvergierender Potenzreihen gilt.
Auferdem haben wir

fP 1 fG)
= B o / dz

aD-(¢)
fiir jeden Radius 0 < r < dist(¢, OU) := inf,cou |2 — (|-

Beweis. Sei ¢ € U fixiert und V := D, . (¢) mit ryp.. = dist{¢, OU} die maximale
Kreisscheibe. Nach Satz 28 und Folgerung 29 — angewendet auf f und de Menge V
— gilt dann

Haw =190 = 5= | (Z_Ldz
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¥ (@

&

Abbildung 2.4: Illustration zum Struktursatz — siehe Theorem 30 und die anschlieende
Bemerkung — mit drei verschiedenen Wahlen von (, den dazugehoérigen maximalen Kreis-
scheiben und jeweils einem Beispiel fiir einen zulédssigen Weg .

fiir jeden Radius 0 < 7 < ryax. Mit anderen Worten: Die Koeffizienten (ay), oy héingen
zwar von f und (, aber nicht von r ab. Aus Satz 28 folgt auflerdem die punktweise
Konvergenz der Potenzreihe fiir jedes z € V und das Cauchy-Hadamard-Theorem 12
impliziert, dass der Konvergenzradius mindestens so grof§ wie r.x ist, sowie die lokal
gleichméfige Konvergenz der Reihe in U. O

Bemerkung. Man kann leicht zeigen, dass man in Satz 28 sowie Folgerung 29 die
Kreislinien vom Radius v um ¢ durch jeden Wegq ersetzen kann, der den Punkt ( genau
etnmal in positiver Richtung umlduft. Insbesondere kénnen die lokalen Koeffizienten
Theorem 30 auch durch die Formel

Iy R L R Ry G e

(5 — ¢)FF! Kori) z2-—¢

8! v
berechnet werden kénnen, wobei v : [a, b] — U einen beliebigen geschlossenen Weg in
D,...(¢) mit Ind,(() =1 bezeichnet.

Beispiel. Seien U = C\ {0}, f(z) = 1/2z und ¢ # 0 beliebig. Dann gilt
C0Q (1)

RL (R

673

und damit

1 & (—=1)* k )
- = > & (z— Q) fiir alle = € Dy(¢),
wobei |¢| = dist{¢,0U} der Konvergenzradius der Reihe ist.

Lemma 31 (Satz von Morera?). Sei f : U — C eine stetige Funktion auf der offenen
Menge U. Dann ist f genau dann holomorph, wenn

/f(z) dz =0

fiir jedes Dreieck A mit A € U gilt.

2Giacinto Morera (1856-1909), italienischer Ingenieur und Mathematiker.
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30 2. Der Cauchysche Integralsatz und Folgerungen

Beweis. Die Hinrichtung ist gerade der Goursatsche Satz 21. Fiir die Riickrichtung
withlen wir ¢ € U beliebig sowie einen Radius r > 0, so dass D,(¢) € U. Da D,(()
sternférmig bzgl ¢ ist, liefert Korollar 24 die Existenz einer Stammfunktion F' auf dieser
Kugel und Korollar 29 garantiert, dass f = I’ auf der Kugel und damit auch im Punkt
(¢ differenzierbar ist. Da ( beliebig war, folgt die Holomorphie von f auf ganz U. [

Satz 32 (Konvergenzsatz von Weierstra$®). Sei U offen und (f,), .y eine Folge holo-
morpher Funktionen f, : U — C, die lokal gleichmdissig gegen fo : U — C konvergie-
ren. Dann ist fs holomorph und und f* konvergiert fiir jedes k € 7 lokal gleichmifig

gegen, féf)

Beweis. Da fiir jeden Weg das entsprechende Wegintegral stetig bzgl. der lokal
gleichméssigen Konvergenz der Integranten ist, folgt die Holomorphie aus Lemma 31
und die Konvergenz der Ableitungen ergibt sich aus der lokalen Potenzreihendarstel-
lung sowie der verallgemeinerten Cauchy-Formel, siehe Theorem 30. O]

Lemma 33 (Niitzliches Hilfsresultat). Sei U offen und f : U — C stetig. Ist [ au-
Berhalb einer diskreten* Menge M C U holomorph, so ist f schon holomorph auf ganz
U.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Satz 34 (Holomorphiekriterien). Fir jede Funktion f : U — C auf der offenen Menge
U sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. f ist holomorph in U,

2. f ist reell-differenzierbar in U und erfillt in jedem Punkt aus U die Cauchy-
Riemann Differentialgleichungen aus Theorem 6,

3. f ist in U analytisch, d.h. fir jedes ( € U existiert eine offene Kreisscheibe
D, () C U, so dass f auf dieser Kreisscheibe als Potenzreihe geschrieben werden
kann.

4. f besitzt lokale Stammfunktionen, d.h. fir jedes  existieren eine offene Kreis-
scheibe D,.(¢) C U sowie eine Funktion F : D,.({) — C, so dass F'(z) = f(z) fir
alle z € D,(().

Beweis. Ubungsaufgabe. O]

2.4 Die Cauchysche Ungleichung

Satz 35 (Cauchy-Ungleichung). Sei U offen und f : U — C holomorph. Dann gilt

|
FOO <2 max (£(2)

% 2€0D-(¢)

fiir alle k € N, alle ¢ € U und jeden Radius r > 0 mit D,.({) C U.

3Karl Theodor Wilhelm Weierstral (1815-1897), deutscher Mathematiker.

4Fine Menge M C U heifit diskret in U, falls jeder echte Haufungspunkt von M nicht zu U gehort.
Alternativ kann die Diskretheit von M wie folgt charaktersiert werden: Fiir jedes ( € M existiert ein
Radius r, so dass D,(() "M = (.
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Beweis. Nach Folgerung 29 und der Standardabschitzung fiir Wegintegrale gilt

]f(’“>(g)|—k! / (Zdez <k—!len(8DT(§)> max 1)l

T or palas o7 2€aDx(¢) |z — ([P
S G0 ERY

und die Behauptung folgt sofort. O

Eng verwandt mit der Cauchychen Formel bzw. Ungleichung ist die sogenannte
Mittelwerteigenschaft. Diese kann — im Gegensatz zur Holomorphie — sehr leicht auf
hohere Raumdimensionen verallgemeinert werden.

Lemma 36 (Mittelwerteigenschaft). Sei U offen und f : U — C holomorph. Dann gilt

2

f(Q) = %/f(gwei@) do

0

fiir jede Kugel D,(¢) C U, d.h. f(¢) gleicht dem sphirischen Mittel von f diber den
Rand der Kugel vom Radius r mait Mittelpunkt C.

Beweis. Die Behauptung ist nur eine Umformulierung der Cachy-Formel, siehe Folge-
rung 27. [

Aus der Cauchychen Ungleichung bzw. der Mittelwerteigenschaft konnen die fol-
genden Aussagen abgeleitet werden.

Folgerung 37 (Schwaches Maximumprinzip). Unter den Voraussetzungen des Sat-
zes 35 qilt

IF(OI < max |f(z)]

2€9D,(C)

Lemma 38 (Satz von Liouville). Jede holomorphe Funktion auf C ist entweder kon-
stant oder unbeschrdankt.

Beweis. Sei f: C — C eine holomorphe Funktion mit

M :=sup |f(2)] < oc.

zeC
Die Cauchysche Ungleichung bzgl. D,.(z) liefert dann

M r—00
— —— 0.

1F'(2)] <

r

Insbesondere gilt f'(z) = 0 fiir alle z € C und damit auch

ﬂo:fmw1/f«m<:ﬂm
[0, 2]

fiir alle ¢ € C. m
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Lemma 39 (ein Nullstellenkriterium, Minimal Modulus Principle). Seien U offen,
D,(¢) c U und f : U — C holomorph mit

If(O < min |f(z)].

2€0Dy(¢)
Dann besitzt f eine Nullstelle in D, (().

Beweis. Angenommen, die Behauptung ist falsch, d.h. es gilt |f(z)| > 0 fiir alle z €
D,(¢). Nach Voraussetzung gilt aufierdem [f(2)| > 0 fiir alle z € 9D,(() und die
Stetigkeit von f sowie die Kompaktheit von D,({) implizieren zunéchst

min f(z) >0
z€Dr(¢)

und anschliefend die Existenz einer offenen Menge V', so dass

D,(()cVCU und f(z)#0 furallezeV.

Insbesondere wird durch
1
9(2) = =
=70

eine auf V' holomorphe Funktion definiert, und das Maximumprinzip — angewendet
auf g und V' — liefert

1 1
A = 90 < max g(2)] = ————.
2€0D,-
£ (O] €D, () duin 17(2)]
Dies ist aber ein Widerspruch zur Voraussetzung. O]

Folgerung 40 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes komplexe Polynom vom Grad
K > 0 besitzt — bei richtiger Zihlung — genau K Nullstellen.

Beweis. Funktionentheoretischer Teil: Fiir ein Polynom p mit

p(2) = ag+ a2z + ... +ag™, ax # 0

gilt nach Dreicksungleichung

K o1 |
p()] > |2] (|aK|— —...——K)
2| 2|
und damit
min |p(z)] 5 00 > agl = [p(0)] -

8D, (0)

Waéhlen wir nun r endlich aber hinreichend grofl, so sind die Voraussetzungen von
Lemma 39 mit ¢ = 0 erfiillt, d.h. p besitzt ein Nullstelle in D,.(0).

Arithmetischer Teil: Wir haben nun gezeigt, dass jedes Polynom p vom Grade K
mindestens eine Nullstelle ¢ besitzt. Durch einen elementaren Beweis kann nun gezeigt
werden, dass

p(2) = q(2)(z = ()

fiir ein Polynom vom Grade K —1 gilt, dass aber — wie im ersten Beweisschritt gezeigt
— fiir K > 1 auch mindestens eine Nullstelle besitzen muss. Die Behauptung folgt nun
induktivn. O
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2.5 Nullstellensatz und Identitatssatz

Lemma 41 (Charakterisierung einer Nullstelle). Fiir eine holomorphe Funktion f :
U — C auf einer offenen Menge U sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. f besitzt in ( € U eine Nullstelle der Ordnung K, d.h. es gilt
Q) =) =S5 D=0,  fEDQ#0.
2. Die ersten N Taylor-Koeffizienten von f verschwinden in ¢, d.h
fE) =ak(z= O +aknu(z—0""..,  ax#0
gilt auf einer Kreisscheibe D,.(() C U um (.

3. Die Funktion g mit g(z) = f(2)/(z — )" ist holomorph auf einer Kreisscheibe
um ¢ und erfillt g(¢) # 0.

Beweis. Man zeigt leicht (1) = (2) = (3) = (1) mit Hilfe von des Struktur-
satzes Theorem 30. H

Satz 42 (Identitétssatz, Version 1). Sei f : U — C eine holomorphe Funktion auf
der offenen und zusammenhingenden® Menge U. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

1. f verschwindet identisch auf U,

2. f besitzt eine Nullstelle der Ordnung oo, d.h. es existiert { € U mit f®(¢) =0
fiir alle k € N,

3. die Nullstellenmenge
Ny :={z€U: f(z) =0},
besitzt einen echten Hiufungspunkt® in U.

Beweis. Die Implikationen (1) = (2) ist trivial und (2) = (3) gilt weil nach dem
Struktursatz Theorem 30 N; mindestens eine offene Kreisscheibe enthalt.

(3) = (2): Nach Voraussetzung existieren eine Folge (2,),,cy und ein Punkt ¢ € U,
so dass z, — ( fiir n — oo sowie f(z,) = 0 und z, # ( fiir alle n. Aulerdem gibt es
nach Theorem 30 eine offene Kreisscheibe V = D,.({), so dass

f(z)—iak(z—g)k fir alle z € V
k=0

und wir zeigen nun durch Induktion iiber K, dass

aozalz...:aK_le

SU C C heiit zusammenhiingend, wenn es auBer () und U keine Teilmengen von U gibt, die
offen und abgeschlossen bzgl. der Relativtopologie in U ist. Alternativ kann der Zusammenhang von
U als Wegzusammenhang charakterisiert werden: zu je zwei Punkten (1, (5 gibt es einen stetigen
Verbindungsweg, dessen Spur vollstéindig in U enthalten ist.

SWir nennen z € C einen echten Hiufungspunkt der Menge N C C, wenn es eine approximierende
Folge (21),cny C N gibt, so dass 2z, — z fiir n — oo und z, # z fiir alle n € N. Beachte, dass z nicht
unbedingt in NV, aber immer im Abschlufi N liegt.
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gilt. Der Induktionsanfang mit K = 1 folgt via ag = f(¢) = lim, . f(z,) aus der
Stetigkeit von f, und im Induktionsschritt K ~» K + 1 argumentieren wir wie folgt:
Die Funktion

f(2) —ar(z= Q)"

zZ) = =« + o z2—C)+ ..
9(2) G- OfT K+1+ axia(z — ()
ist auf der Kreisscheibe V' wohldefiniert und holomorph und nach Konstruktion gilt
Zn
0= LB ot (- Otz
(Zn - g)

fiir alle hinreichend groflien n. Der Limes n — oo liefert nun ayx = 0, und damit den
Beweis des Induktionsschrittes. Insgesamt haben wir also gezeigt, dass ¢ eine Nullstelle
der Ordnung oo ist.

(2) = (1) Wir betrachten die nach Voraussetzung nichtleere Menge

N, ={C€eU : f*¢) =0 fiir alle k € N}.

Diese ist — weil sowohl f als auch jede Ableitung f* stetig ist — abgeschlossen unter
punktweiser Konvergenz in U. Andererseits ist N, auch offen, denn fiir jedes ( € N,
existiert eine Kugel D,.(¢) C U, auf der die holomorphe Funktion f als Potenzreihe dar-
gestellt werden kann, und wegen ¢ € NV, miissen alle Taylor Koeffizienten verschwinden,
d.h. f verschwindet identisch auf D, (¢). Es gilt also f*)(z) fiir alle z € D,(¢) und alle
k € Z,dh. D,({) C N.. Wir haben damit gezeigt, dass N, eine nichtleere Teilmenge
von U, die sowohl offen als auch abgeschlossen ist. Da U zusammenhéngend ist, gilt
U= N,. O

Wird Satz 42 auf die Differenz zweier holomorpher Funktionen angewendet, ergibt
sich das folgende Resultat.

Folgerung 43 (Identitdtssatz, Version 2). Seien f,g: U — C zwei holomorphe Funk-
tionen auf einer offenen und zusammenhdngenden Menge U, so dass die Menge

Nig={z€U : f(z) = g(=)}
einen echten Hiufungspunkt in U besitzt. Dann sind f und g identisch, d.h. Ny_, =U.

Die iiblichen Additionstheoreme trigonometrischer Funktionen, also zum Beispiel
sin (a + ) = sin (a) cos (B) + cos (a) sin (3)

kénnen im Komplexen zum einen mit Hilfe der Reihendarstellungen von sin und cos
nachgerechnet werden, aber zum anderen auch wie folgt mit Hilfe des Identitédtssatzes
aus den entsprechenden Gesetzen im Reellen abgeleitet werden: Sei zunédchst § € R
fixiert. Dann sind sowohl die linke als auch die rechte Seite holomorph im Argument
a € C und dariiberhinaus auch identisch fiir a € R. Mit Folgerung 43 gilt dann das
Additionstheorem fiir jedes o € C und das festgehaltene g € R. Im zweiten Schritt
fixieren wir @ € C beliebig und zeigen analog, dass die Formel sogar fiir alle g € C
gelten muss.

Das néchste Resultat erlaubt es , die Anzahl der Nullstellen einer holomorphen
Funktion innerhalb einer Kreisscheibe zu berechnen. Wir werden spéter sehen, das dies
eigentlich ein Spezialfall eines allgemeineres Argumentsprinzips ist.
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Satz 44 (Anzahl der Nullstellen). Seien U offen mit D,.(¢) C U und f : U — C eine
holomorphe Funktion, die auf 0D, (C) keine Nullstelle besitzt. Dann gilt

1 /
_— / F'(z) dz = Anzahl der Nullstellen von f in D,(C),
2ri f(2)

D (¢)

wobei jede Nullstelle gemdf threr Ordnung gezdhlt wird.

Beweis. Die Nullstellen in D,(¢) und ihre Ordnungen seien mit zi, ..., zy und
my, ..., my bezeichnet, wobei wir benutzt haben, dass f nur endliche Nullstellen in
D, (¢) besitzen kann (andernfalls wiirde die Nullstellenmenge von f mindestens einen
echten Haufungspunkt in D,.(¢) besitzen und Satz 42 wiirde via f = 0 eine Widerspruch
zur Voraussetzung liefern).

Sukzessives Abspalten von Monomen: Wir setzen fy := f, definieren f; : U :— C
durch

f(2)

(z — =

fi(z) =

)ml

und bemerken, dass f; holomorph auf U \ {2} ist. Nach dem Strukturtheorem 30
und Lemma 41 ist f; aber sogar holomorph in ganz U, denn lokal um z; existieren
Koeffizienten «y 1, so dass

folz) =D aka(z—=2)",  fi2) = Ghamialz — 21)".
k=m1 k=0
Aulerdem gilt fi(2z1) # 0 und fi(29) = ... = fi(zny) = 0. Durch Iteration der Vorschrift

fo ~ fi1 finden wir schliellich eine holomorphe Funktion fy =: g auf U, so dass
fz)=(z=2)" (2= 2n)"™ - g(2),

wobei g nach Konstruktion auf D,.(¢) keine Nullstelle besitzt und damit auch nicht auf
einer (leicht) groBeren und offenen Kreisscheibe D(¢) mit s > r und s — r hinreichend
klein.

Wegintegral: Nach Konstruktion gilt nun

) _ g g~ _mn

N (Z - Zn)

f(z) g(2)

n—1

wobei ¢'/g holomorph auf dem offenen Sterngebiet D4(() ist. Deshalb — siehe auch
Lemma 17 — gilt

/ f'(z) dz =0+ i\f: m / dz 2ri i\f: m,,Ind z
- n - n oD, n
() (2 — 2n) e

dD(C) 9D ()

und dies liefert via Indyp, (¢)2, = 1 die Behauptung. O
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2.6 Gebietstreue und Maximumsprinzip

Satz 45 (Gebietstreue, Open Mapping Theorem). Sei U offen und zusammenhdingend
und sei f: U — C holomorph und nicht-konstant. Dann ist die Bildmenge f(U) auch
offen und zusammenhdngend.

Beweis. Offenheit: Sei ( € U gegeben. Nach dem Identitéitssatz 42 existiert ein Radius

r > 0, so dass die holomorphe Funktion f=f—f (¢) neben ( keine weitere Nullstelle
in D,(¢) besitzt. In der Tat: wenn es kein solches r geben wiirde, wére ¢ ein echter
Héufungspunkt der Nullstellenmenge N; und f wire konstant). Insbesondere gilt also

0< min |f(z) — f(Q)] =: 3e.

z€0Dr(C)

Wir zeigen nun, dass jedes w € D.(f(¢)) schon in f(U) enthalten ist, d.h. dass f({) in
der Tat ein innerer Punkt von f(U) ist. Dazu bemerken wir, dass

min £ —wl = wmin |f() = SO - 1£(Q) —w
>3 —e=2>e>|f(¢) —w|.

Das Nullstellenkriterium Lemma 39 angewendet auf die Funktion f —w impliziert nun
w e f(D:(¢) < f(U).

Zusammenhang: f(U) ist als stetiges Bild einer zusammenhéngenden Menge selbst
zusammenhéngend (siehe Ana II). O

Folgerung 46 (Kriterien fiir Konstantheit). Sei U offen und zusammenhdngend und
f U — C holomorph. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent

1. f ist konstant,

2. Re f ist konstant,
3. Im f ist konstant,
4. |f] ist konstant,

Beweis. Die erste Bedingung impliziert offensichtlich alle anderen. Jeder dieser anderen
Bedingungen impliziert, dass f(U) nicht offen ist, und damit nach Satz 45, dass f
konstant ist. O

Folgerung 47 (Starkes Maximum-Prinzip, Maximal Modulus Principle). Sei U offen
und zusammenhdngend und sei f : U — C holomorph und nicht-konstant. Dann gilt

[F(O < max [f(z)| = max [f(2)|

z€D(¢) z€0Dr(C)

fiir alle D,(¢) C U, und | f| besitzt insbesondere kein lokales Mazimum in U. Ist dariiber
hinaus U beschrinkt und f stetig bis zum Rand von U, so gilt

£(¢) < sup|f(2)] = max | (2)]

zeU

fiir alle ¢ € U.
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Beweis. Fiir jedes ¢ € U ist f(¢) nach Satz 45 — angewendet auf die Funktion f und
die Menge D, (¢) — ein innerer Punkt von f(D,(¢)) und deshalb existiert mindestens
ein Punkt ¢ € D,(¢) mit | f(¢)| > |f(¢)|. Dies impliziert alle Behauptungen. O

Satz 48 (Inverse holomorpher Funktionen sind glatt). Sei U offen und zusam-
menhdngend, und sei f : U — C holomorph und injektiv. Dann ist ' nullstellenfrei,
d.h.

f'(z)#0 fiir alle z € U .

Insbesondere ist die Umkehrabbildung f=' : f(U) — U holomorph auf f(U) mit null-
stellenfreier Ableitung.

Beweis. Stetigkeit der Inversen: Die Abbildung f=': f(U) — U ist wegen der Injekti-
vitdt von f im mengentheoretischen Sinne wohldefiniert. Dariiber hinaus ist das Urbild
jeder offenen Menge V' C U unter f~! gerade f(V') und damit nach Satz 45 offen, d.h.
f~! ist nicht nur wohldefiniert, sondern auch stetig (nach Ana IT).

Gleichung fiir die Ableitungen: Wir betrachten nun die Menge

N:=Np={z€U : f(z)=0}

und bemerken — mit exakt demselben Beweis wie im Reellen — dass f~! auf f(U)\
f(N) differenzierbar ist, wobei

) (1) - 1) =1

fir alle z € U\ N.

Globale Holomorphie: Nach dem Identitétssatz 42 besitzt N keine echten Haufungs-
punkte in U (andernfalls wiirde f’ identisch verschwinden und f wire, ebenfalls nach
Identitétssatz, konstant und damit nicht injektiv) und dies impliziert, dass f(Ny) keine
echten Héufungspunkte in f(U) besitzen kann (wieder Ana II). Insgesamt haben wir
gezeigt, dass f~1 auf der offenen Menge f(U) stetig und auBerhalb der diskreten Menge
f(N) holomorph ist. Lemma 33 garantiert nun, dass f~! schon auf ganz f(U) holo-
morph ist und damit muss die obige Formel wirklich fiir alle z € U gelten. Insbesondere
kann weder f’ noch (f~')" eine Nullstelle besitzen. O

Bemerkung. Sein € N mit n > 2 gegeben. Dann gibt es im Komplexen keine offene
Umgebung von 0, auf der das Monom my,(z) = 2" injektiv ist. Inbesondere hat — wie
man leicht nachrechnet bzw. wie wir unten sehen werden — jedes z € D,.(0) genau
n-Urbilder unter m,,.

2.7 Logarithmus und Allgemeine Potenzen

Wie man leicht nachrechnet (Ubungsaufgabe), besitzt die Gleichung

exp(¢) =2 #0

fiir jedes gegebene z € C\ {0} mehrere Losungen ¢ € C, namlich die Losungsmenge

{CE(C : C:log\z|+iarg(z)+i27rkmitkGZ},
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d.h. es kann keine wohldefinierte komplexe Logarithmusfunktion auf ganz C\ {0} geben.
Wir wollen diese Problematik im folgenden genauer — und insbesondere im Hinblick
auf Stetigkeit und Differenzierbarkeit — untersuchen.”

Definition 49 (Logarithmus und Argument). Sei U C C\{0} offen und zusam-
menhdngend. Eine stetige Funktion L : U — C heifst Zweig des komplexen Logarithmus
(oder Logarithmusfunktion), falls

2 = exp (L(2))

fiir alle z € U. Eine stetige Funktion A : U — C heifit Zweig des komplexen Arguments
(oder Argumentfunktion), falls

2 = o] exp (1A(2))
fir alle z € U.

Lemma 50 (Logarithmen und Arguments). Sei U wie in Definition 49. Dann existiert
genau dann eine Logarithmusfunktion L auf U, wenn es auch eine Argumentfunktion
A auf U gibt, und in jeden Fall gilt

L(z) —log ||

1

L(z) =log(|z]) + 1A(z) bzw. Az) =

fiir alle z € U, wobei log der natiirliche Logarithmus im Reellen ist. Dartiber hinaus ist
jede Logarithmusfunktion holomorph mait

L'(z)=1/z  fiiralle z € U,
und fir jede weitere Logarithmusfunktion L auf U gibt es genau eine Konstante k € Z,

so dass L(z) — L(z) = 127k fir alle z € U.

Beweis. Teil 1: Die Umrechnungsformeln kénnen einfach nachgerechet werden (siche
Ubungsaufgabe). Insbesondere ist L dann und nur dann stetig, wenn A stetig ist.
Teil 2: Fiir festes z, € U und jedes z € U mit z # z, gilt

L(z) — L(z.) _ W — Wy
Z— 2 exp (w) — exp (wy)

mit w := L(z) und w, := L(z.). Fiir z — z, folgt w — w, aus der Stetigkeit von L
und die Differenzierbarkeit der Exponentialfunktion liefert via
L(z) — L(z) R 1 1

va =

2 — 2 exp (wy) 2

die gewiinschten Assagen zu L.

Teil 3: Die Behauptung folgt unmittelbar aus dem ersten Teil und der Tatsache,
dass jede stetige Funktion auf einer zusammenhédngenden Menge, die nur Werten in
der diskreten Menge i277Z annimmt, konstant sein muss (Ana II). ]

Satz 51 (Existenz von Logarithmen). Fir jede offene und zusammenhdingende Teil-
menge U C C\ {0} sind die folgenden Aussagen dquivalent:

"Eine alternative Herangehensweise ist es, den Logarithmus als mehrdeutige Abbildung zu be-
trachten, dessen Graph eine sogenannte Riemannsche Fldche bzw. eine eindimensionale komplexe
Mannigfaltigkeit ist. Fiir eine erste Einfithrung siche WIKIPEDIA.
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1. Auf U emistiert ein Zweig des Logarithmus.
2. Es gibt auf U eine Stammfunktion zu z — 1/z.

3. Fir jeden geschlossenen Weg vy : |a, b] — U gilt Ind.,(0) = 0.
Beweis. 1. = 2.: Die Behauptung folgt aus Lemma 50.
2. = 1.:Sei F': U — C eine Stammfunktion zu z + 1/z auf U. Dannist g : U — C
mit
g(z) == zexp (—F(2)) fir alle z € U,
holomorph auf U und auf Grund der Produkt- und Kettenregel gilt
g (z) :=exp(—F(2))(1—2F'(2)) =0  firallez€U.

Nach dem Identitétssatz ist die Funktion ¢g konstant, d.h. g(z) = const = exp (c) fiir
alle z € U und eine geeignet gewihlte Konstante ¢ € C. Damit ist L mit L(z) = F(z)+c
ein Zweig des Logarithmus.

2. = 3.: Sei F': U — C wieder Stammfunktion zu z + 1/z auf U. Dann gilt

dz

Ind, (0) = [ < = F(4(8)) = F(2(a)) =0

wegen y(a) = y(b).

3. = 2.: Wir fixieren (, € U und erinnern uns, dass jede zusammenhéngende Menge
auch wegzusammenhéangend ist, d.h. fiir jedes ( € U gibt es — siehe Abbildung 2.5 —
einen Verbindungsweg 7, : [0, 1] — U mit v(0) = ¢, und y(1) = ¢ (da U offen ist, gibt es
nicht nur einen stetigen, sondern immer auch stetig-differenzierbare Verbindungswege).

Wir definieren nun eine Funktion F' : U — C durch
dz
F(()= | —
©=[<.
¢

wobei der Wert nicht von der genauen Wahl des Verbindungsweges v, abhingt, denn
fiir jeden anderen Weg 7, der auch ¢, mit ¢ verbindet, gilt nach Voraussetzung

0— / dz / dz dz
N z z z
Y¢S% V¢ Ye
Fiir jedes ¢ € U und alle hinreichend kleinen A gilt nach Voraussetzung
- [ "
z
Ye®IE, CH+hOFc+n

wobei wir benutzt haben, die Verbindungsstrecke [, ¢ + k] fiir kleine h auch in U liegt.
Damit ergibt sich zunéchst

oot [ £ [ (Sl [ S

[, ¢+h] (¢, ¢+A] (¢, ¢+A]
und wegen len ([¢, ¢ + h]) = |h| auch
F _ _
(C+m=FQ 1) el
h Gl ™ zelc.com fz][] 17 = [nl ¢l

Der Grenziibergang h — 0 liefert F'(¢) = 1/¢. O
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40 2. Der Cauchysche Integralsatz und Folgerungen

Mit den Argumenten des letzten Beweisschrittes kann auch das folgende Resultat
abgeleitet werden, dass als Verallgemeinerung von Satz 23 betrachtet werden kann.

¢+h

Yé+h
Cs

Abbildung 2.5: Illustration des Beweises von Satz 51 bzw. Satz 52.

Satz 52 (Existenz einer Stammfunktion). Sei U C C offen und zusammenhdingend,
und sei f: U — C eine stetige Funktion, so dass

/f(z)dz =0

fiir jeden geschlossenen Weg ~ in U. Dann ist F : U — C mit

FQ) = [ 1)

eine Stammfunktion zu f, wobei ¢ einen beliebigen Verbindungsweg von . nach ¢
bezeichnet, der in einem ausgezeichneten (., € U beginnt und ganz in U verlduft.

Beispiel. Auf der geschlitzten Ebene C\ {x € R : 2 < 0} wird durch

B
Log(z) :== / ?Z = log |z| + 1Arg(2)

[1,2]
mat
— arccos (RTZ(|Z)) fir Im(z) <0,
(—m, +7) 2 Arg(z) :==¢ 0 fir Im(z) =0,
+ arccos (RTZ(|Z)> fir Im(z) >0

der sogenannte Hauptzweig des komplezen Logarithmus definiert (siehe das erste Bei-
spiel in Abbildung 2.6), wobei arccos : (=1, +1) — (0, 7). Beachte, dass die iibliche
Funktionalgleichung des Logarithmus nur im Sinne von

Log(z122) — Log(z1) — Log(z2) € {—271i, 0, +27i}.
qgilt.
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Abbildung 2.6: Zwei Beispiele (Komplemente der griinen Kurven, wobei die Spur jeder
griinen Kurve unbeschréinkt ist) fiir offene Mengen U, auf denen ein Zweig des Logarithmus
und des Arguments existieren, sowie das Standardgegenbeispiel (punktierte Ebene). Die ge-
strichelten Kurven représentieren typische Wege ~, bzgl. derer in Satz 51 die Windungszahl
Ind, (0) ausgewertet wird.

Definition 53 (Allgemeine Potenzen). Sei L : U — C ein gegebener Zweig des Loga-
rithmus. Dann wird fir jedes p € C die Funktion

U>z— P, (z) = exp(uL(z))

als der entsprechende Zweig der p-ten Potenz bezeichnet.

Bemerkung.
1. Die Funktion P, 1 ist holomorph auf U mit
Py 1 (2) = exp (uL(2)) (uz7") = pz" Py n(2) = pFu1,1(2)

fiir alle z € U. Im Allgemeinen gibt es fir jedes gegebene U abzdihlbar viele Zweige
der Potenzfunktion, aber zwei Zweige unterscheiden sich nur durch einen Faktor
exp (2rkpi) mit k € Z.

2. Fir u= N €N gibt es wegen
Py1(2) = (exp (L(2)))" = 2"

aber nur einen Zweig, der auch global auf C definiert werden kann.

3. Fir p=1/N mit N € N\ {0} gibt es genau N verschiedene Zweige der N-ten
Wurzelfunktion, ndmlich

Grexp(L(2)/N), .., (nexp(L(z)/N)
wobei die (,’s gerade die N-ten Einheitswurzeln aus Abbildung 2.7 sind.

Mit Hilfe von Logarithmen und der Euler-Formel kénnen auch Zweige der Um-
kehrfunktionen zu den trigonometrischen Funktionen definiert werden. Wir wollen hier
nicht die allgemeine Theorie entwickeln, sondern uns auf einige Beispiel beschréanken.

Beispiel (Arcus-Funktionen).
1. Durch
z+— —iLog(iz + V1 — 2?)

wird ein komplexer Ast der ArcusSinus-Funktion definiert. Wegen cos(z) =
sin (z + 7/2) ergibt das auch einen Ast des ArcusKosius.

2. Durch

1+
Z —%iLog( +1z)
1—iz

wird ein komplezer Ast der ArcusTangens-Funktion definiert.
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G2 C1

G2
=1 G Ge=1

C3 C4 €5

Abbildung 2.7: Die N verschiedenen komplexen Losungen (1, ..., ¢y der Gleichung ¢V =1
mit N € N\ {0,1} werden als die N-ten Einheitswurzeln bezeichnet. Sie sind durch ¢, =
e2™1/N gegeben und bilden die Ecken eines reguliren N-Ecks auf der Einheitskreislinie.

2.8 Die globale Variante des Satzes von Cauchy

Unter einem Zyklus I' verstehen wir eine Kette geschlossener Wege, d.h. eine endli-
che Familie von geschlossenen Wegen, siehe Abbildung 2.8. Fiir Ketten und Zyklen
schreiben wir

I'= {fyl,..., ’yN}, /f(z)dz ::Z/f(z)dz, Indr(¢) ::ZInd%(C)

sowie sp' :=spy; U ... Uspyn, und kénnen via

F@f‘:{f}/laa’yN}U{&lavryN}7 6F:{®7176’7}7 FQF:F@(QF)

Zyklen in natiirlicher Weise ,,addieren” und ,subtrahieren®.

Abbildung 2.8: Drei Beispiele fiir die Windungszahl von Zyklen, die jeweils aus zwei Kurven
bestehen.

Definition 54 (Nullhomologie). Ein Zyklus I' heifit nullhomolog bzgl. einer offenen
Menge U C C, falls

spl' c U und Indr(¢) fiir jedes ( € C\ U .

Zwei Zyklen T und T heifen zueinander homolog bzgl. U, falls der Differenzzyklus TST
nullhomolog ist.

Das Konzept der Nullhomologie von Zyklen erlaubt es uns, den Cauchyschen Inte-
gralsatz wie folgt zu verallgemeinern, wobei ein anschauliche Erkldarung in den Abbil-
dungen 2.9 und 2.10 gegeben wird.
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\

Abbildung 2.9: Zwei Beispiele (griin und blau) und zwei Gegenbeispiele (rot und orange)
von nullhomologen Zyklen bzgl. einer Menge U (grau), siehe Definition 54.

0
O\
e

Abbildung 2.10: Heuristischer Beweis eines Spezialfalls von Theorem 55: Das Weginte-
gral einer holomorphen Funktion iiber den blauen Zyklus muss verschwinden, weil durch
geschicktes Einfiigen von (vielen) roten Wegstiicken das Wegintegral iiber den blauen Zyklus
als (grofe) Summe von Wegintegralen iiber die Rénder sternformiger Gebiete dargestellt
werden kann, wobei die Beitrige iiber die eingefiigten Wege sich aufheben. Beachte, dass
die Konstruktion nur deshalb funktioniert, weil die Teilwege des blauen Zyklus zum einen
entgegengesetzt orientiert sind und zum anderen eine Menge beranden, in dem keine Locher
des Gebietes liegen. Oder anders gesagt: Es ist sehr wichtig, dass der Zyklus nullhomolog im
Sinne von Definition 54 ist.

Theorem 55 (Allgemeiner Cauchy-Satz und allgemeine Cauchy-Formel). Seien U of-
fen, T nullhomolog bzgl. U und f : U — C holomorph. Dann gilt

[ #rac=o

sowte

. B O[FQ
/ g (2) - Indr(z) = Dy F/ (C— Z>k+1 d¢
fiir jedes z € U \ spT.

Beweis. Hilfsfunktion g: Wir definieren eine Funktion g auf dem Kreuzprodukt U x U
durch

Q) = f(z)
(—=z
f(¢

und zeigen, dass die Funktion stetig bzgl. beider Variablen z,( € U ist. Sei dazu (z., ()
fixiert. Im Fall von z, # (, folgt die Stetigkeit von ¢ in diesem Punkt direkt aus der

fiir z # (,

fir z =

9(2, ¢) =
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Definition. Im Fall z, = (, betrachten wir Folgen (z,, (,) mit z, — z, und ¢, — (.
und diskutieren verschiedene Unterfélle. Gelte zunéchst z, = (, fiir alle n. Dann folgt
9(zn, o) = f1(Cn) — f(¢) = gz, (), weil f' nach Folgerung 29 selbst holomorph
und damit stetig ist. Im zweiten Unterfall nehmen wir an, dass z, # (, fiir alle n gilt,
und eine einfache Rechnung zeigt

_f(Zn)—f(Cn)_ / _ 1 ") — f! p
s G = 9(en €)= HE=LE (g i /< | (f'() — '(¢)) d

Fiir gegebenes € > 0 gilt [z,, ¢, C D.(¢.) nach Konstruktion fiir fast alle n, und die
Standardabschétzung fiir Wegintegrale liefert

lim sup ‘g(zm Cn) = 9(2, G)| < sup |f’(2)‘ :

n—o0 z€D. (C*)

Da f’ stetig ist und e beliebig klein gewiahlt werden kann, folgt schlielich
lim g(zn, Cu) = 9(24, C)
n—oo

nach Grenziibergang ¢ — oco. Wir haben damit die gewiinschte Konvergenz in zwei
Unterfillen des Falles z, = (, gezeigt. Mit einem einfachen Teilfolgen-Argument kénnen
alle anderen Unterfélle auf diese zuriickfithren werden und wir haben insgesamt die
Stetigkeit von GG bewiesen.

Hilfsfunktion 1,: Wir betrachten die Menge

V:={zeC\spl' : Indp(z) =0} = Ind;' ( —1/2, ‘H/Q)) )

und bemerken, dass V ist als Urbild des offenen Intervalls (—1/2, +1/2) unter der
stetigen Abbildung Ind, : C \ spI' — R offen ist (siche Theorem 18). Wir wissen
auBerdem (siehe Ubungsaufgabe zu Funktionen vom Cauchy-Typ), dass durch

eine holomorphe Funktion auf V' definiert wird (¢; ist sogar holomorph auf der groBeren
Menge C \ spI', aber wir betrachten sie nur auf V).
Hilfsfunktion 1po: Wir fithren desweiteren eine Funktion vy : U — C durch

ein und zeigen, dass ¢, holomorph auf ganz U ist. Dazu wiéhlen wir ein beliebiges
Dreieck A mit A C U und bemerken nach Umschreiben der Wegintegrale als reelle
Intervall-Integrale, dass

/wg dz_@[/ dCdz:F/SZQ(z, ¢)dzd¢

auf Grund des Satzes von Fubini® und wegen der Stetigkeit von g gilt. Fiir jedes feste
¢ € U ist die Funktion z — g(z, ¢) holomorph in U \ {(} sowie stetig im Punkt (,

8Guido Fubini (1879-1943), italienischer Mathematiker.
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und deshalb gilt . oa 9(2, () dz = 0 nach Folgerung 25. (Wir hatten dasselbe Argument
schon im Beweis von Satz 26 benutzt). Insbesondere gilt

/%

fiir jedes zugelassene Dreieck A, und der Satz von Morera — siehe Lemma 31 —
impliziert, dass ¢ in der Tat holomorph auf U ist.
Konsequenz der Nullhomologie von I' Aus der Voraussetzung folgt

C\UcV bzw. vuv ==C_

und nach Konstruktion gilt

(1O~ 1C)
Z)_F/ B

= /g:f(TOz d¢ — 2mif(2)Ind,(2)

= 1(2) firalle ze UNV.
Insbesondere gibt es genau eine holomorphe Funktion ¢ : C — C, so dass
W(z) =1(z) firzeV und W(z) =1o(z) firzelU.
Fiir alle z aulerhalb einer grofien Kugel um 0 gilt z € V und damit

len (I') max¢espr | f(¢)] |2] =00

[¥(2)] = u(z)] < dist {z,sp L'}

0,

d.h. Funktion ¢ ist beschrinkt und verschwindet sogar im Unendlichen. Der Satz von
Liouville — siehe Lemma 38 — impliziert, dass 1 identisch verschwindet, und deshalb
erhalten wir

_ F(Q—=f(z)
0=1s(z - dC /C— d¢ — 27if(z)Indr(2)

fiir alle z € U. Das ist gerade die Cauchy-Formel fiir f und die Varianten fiir f*) folgen
nach Differentiation bzgl. z bzw. analog zum Beweis von Satz 28.

Verschwinden des Wegintegrals: Sei z € U \ spI" beliebig und fz(g‘) = (¢ —2)f(Q).
Die Behauptung folgt nun aus der soeben bewiesenen Cauchy-Formel fiir fz, ausgewer-
tet im Punkt z = (. O]

Bemerkung. Theorem 55 kann im Falle von U = C, f(¢) = 1 auf jeden Zyklus T’ und
alle z ¢ sp' angewendet werden. Dies liefert zum einen

d¢ = 27iln z
F/“‘Z>_2 fndr (2)

I
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Wir werden weiter unten sehen, dass diese Formeln der Schliissel zum sogenannten
Residuentheorem sind. Auflerdem gilt stets fr (¢ — z)kd( =0 firk=20,1,... wegen
der Holomorphie von Polynomen, und deshalb konnen wir ganz allgemein

/(C 2Fde = {27T11ndr() fiir k = —1

sonst
r

mit z ¢ spD' und beliebigen k € 7 schreiben. Dies ist gerade das verallgemeinerte
Fundamentalintegral der komplexen Analysis bzgl. eines beliebigen Zyklus. Fir den Spe-
zialfall von Kreiswegen siehe auch das Beispiel zur Definition 16.

Eine spezielle Folgerung von Theorem 55 ist das folgende Resultat, das sehr viele
Anwendungen besitzt. Insbesondere spezifiziert es, unter welchen Voraussetzungen das
Wegintegral iiber einen gegebenen Zyklus als Wegintegral iiber einen Ersatzzyklus
berechnet werden kann.

Folgerung 56 (Aquivalenz von Wegintegralen). Seien U offen und f : U — C holo-

morph. Dann gilt
/f(z)dz:/f(z)dz

fiir alle zueinander homologen Zyklen T und T, d.h. sofern Indr(z) = Indp(z) fiir alle
ze€C\U.

Beweis. Theorem 55 angewendet auf I & T. [

Anwendung (Berechnung der Fresnel®-Integrale durch komplexe Wegintegration). Die

nichttrivialen Formeln'©
T 27r
sin t2 dt =
r= [ sin () ar = V"
0

betreffen zwar reelle Integrale, aber kénnen im Komplexen relativ leicht wie folgt ab-
geleitet werden. Wir betrachten die holomorphe Funktion f : C — C mit

f(z) =exp (iz2)

sowie den Rand des Achtelsegments =g des Kreises von Radius R.

0\8
(@)
]
n

/i)

Dann gilt nach dem Satz von Cauchy — siehe etwa Theorem 55 mit U = C und
spl'=0=r —

Oz_/f(z)dzz /f(z)dz— / f(z)dz+ / f(z)dz

[0, R] [0, Reim/4] OERNIDR(0)

R

9 Augustin Jean Fresnel (1788-1827), franzosischer Physiker und Ingenieur.
107Zur Bedeutung dieser Integrale siche WIKIPEDIA.
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und einfache Rechnung zeigt

R
. o . V2
/ f(z)dz:elﬂ/‘l/exp(_t?) . Boe em/m/;:(lﬂ) 4”,
0

[0, Reiﬂ'/4]

Andererseits gilt
w/4

/ f(z)dz iR/exp <iR2exp (2i9)> exp (16) do
O=ZrNODR(0) 0
w/4 m/4
46
< — R?si < — R?=
_R/exp( R sm(26)>d9_R/eXp< R 7T)d&

0

= é <1 — exp (—R2)> fme s

[en]

sowie

/ f(z)dz = /Rcos (¢%) dt + i/Rsin (t%) dt

und die Behauptung folgt unmittelbar. Oder anders gesagt: Man berechnet die Fresnel-
Integrale nicht direkt als Wegintegral iiber den Strahl [0, co), sondern ersatzweise iiber
den gedrehten Strahl ™40, o).

2.9 Einfach zusammenhingende Mengen

Definition 57 (einfacher Zusammenhang). Ein offene und zusammenhdingende Menge
U € C heifit einfach zusammenhdingend, wenn jeder geschlossene Weg (und damit jeder
Zyklus) in U nullhomolog im Sinne von Definition 54 ist.

Anschaulich ist klar, dass eine offene Menge U nur dann einfach zusammenhéngend
ist, wenn sie keine Locher aufweist, siehe Abbildung 2.11.

N ©

Abbildung 2.11: Beispiel und Gegenbeispiel fiir eine einfach zusammenh&ngende Menge.

Theorem 58 (Satz von Cauchy und einfach zusammenhingende Mengen). Die gege-
bene Menge U C C sei offen und zusammenhdngend. Ist U auch einfach zusammen-
hingend, so besitzt jede holomorphe Funktion f : U — C eine Stammfunktion auf U

und es gilt
/f(z) dz=0
v
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48 2. Der Cauchysche Integralsatz und Folgerungen

fiir jeden geschlossenen Weg v in U. Ist umgekehrt U nicht einfach zusammenhdngend,
so gibt es eine holomorphe Funktionen f : U — C, die keine Stammfunktion auf U
besitzt und fir die f7 f(2)dz # 0 entlang eines geeignet gewdhlten geschlossenen Weges
gilt.

Beweis. Der erste Teil folgt aus Theorem 55 und Satz 52. Im zweiten Teil existiert
nach Voraussetzung ein Weg ~ sowie ein Punkt ¢ € C\ U mit Ind,(¢) # 0, und die
Behauptung folgt mit f(z) = 1/(z — ¢) und dem Weg ~. O

Folgerung 59 (Zur Existenz eines Logarithmus). Sei U eine einfach zusammen-
hingende Menge, die nicht die O enthdlt. Dann existiert auf U ein Zweig des Logarith-
mus und damit eine Stammfunktion zum Monom m_y mit m_y(z) = 27 1.

Beweis. m_q is holomorph auf U und besitzt nach Theorem 58 eine Stammfunktion.
Satz 51 liefert dann die Existenz einer Logarithmusfunktion auf U. O]

Folgerung 60 (Logarithmus von Funktionen). Sei U einfach zusammenhdngend und
f U — C eine holomorphe und nullstellenfreie Funktion. Dann ezistiert eine holo-
morphe Funktion ¢ : U — C, so dass

f(2) = exp (6(2))
fiir alle z € U.
Beweis. Ubungsaufgabe. O

Folgerung 61 (Potenzen von Funktionen). Seien U und [ wie in Folgerung 60 und
sein € N\ {0} gegeben. Dann existiert eine holomorphe Funktion ¢ : U — C, so dass

fiir alle z € U.
Beweis. Wir wihlen ¢ wie in Folgerung 60 und setzen 1(z) := exp (qﬁ(z)/n) O

Wir werden abschliefend ein weitere Definition von einfach-zusammenhéngenden
Mengen einfithren. Fiir unsere Zwecke (Kurven in offenen Teilmengen der komplexen
Ebene) sind beide Definitionen nicht nur dquivalent, sondern beide sind auch sehr
intuitiv und kénnen in aller Regel in konkreten Anwendungen einfach iiberpriift werden.
Die zweite, topologische Definition kann aber sehr leicht verallgemeinert werden (zum
Beispiel im Kontext von Mannigfaltigkeiten beliebiger Dimension) wohingegen die erste
sehr eng mit dem Konzept der Windungszahl planarer Kurven verbunden ist.

Wir préziseren zunéchst, wie sie stetige Deormation von geschlossenen Kurven ma-
thematisch gefasst werden kann, sieche Abbildungen 2.12 and 2.13.

S !

-
/ VA @

a b

Abbildung 2.12: Eine Homotopie zwischen zwei Kurven.
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(2

Abbildung 2.13: Zwei Beispiele (griin und blau) sowie ein Gegenbeispiel (rot) fiir einen
nullhomotopen Weg in eine Menge U (grau) mit einem Loch.

Definition 62 (Homotopie von geschlossenen Wegen). Sei U offen und zusam-
menhdngend. Zwei geschlossene Wege v : [a, b] — U und 7 : [a, b] in U heiffen
zueinander homotop, falls es eine stetige Homoptopieabbildung H : 2 — U auf dem
Viereck

Q:i={(s,t) eR* : 0<s<1, (1—s)a+sa<t< (1—s)b—|—sl~7}
gibt, so dass
1. H(s, -) ist fiir jedes feste s € [0, 1] geschlossener Weg in U,
2. H(0, -) =7,
3. H(1,-) = 7.

FEin geschlossener Weg v heifit nullhomotop, falls er homotop zu einem konstanten Weg
151.

Satz 63 (Aquivalente Charakterisierung einfach-zusammenhingender Mengen). Sei
U C C offen und zusammenhdingend. Dann ist U genau dann einfach zusam-
menhdngend im Sinne von Definition 57, wenn jeder geschlossene Weg in U nullhomo-
top 1st.

Beweis. Es sei auf die Literatur verwiesen. ]
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Kapitel 3

Singularititen und Residuen

Im vorangegangen Kapitel haben wir viele Eigenschaften iiber holomorphe Funktionen
abgeleitet und dabei oftmals die wirklich wesentliche Eigenschaft benutzt, dass ho-
lomorphe Funktionen auf offenen Kreisscheiben in eine Potenzreihe entwickelt werden
kénnen. Wir werden nun einen Schritt weiter gehen und weitere wichtige Eigenschaften
holomorpher Funktionen kennenlernen indem nun zusétzlich das lokale Verhalten auf
offenen Kreisringen bzw. auf punktierte Kreisscheiben charakterisieren. Im Folgenden
schreiben wir

Arm)={z€C:r<lz—m|<r}, A, ,m)={z€C:ir <|z—m|<r}

und wollen, sofern es nicht explizit anders vereinbart wird, immer stillschweigend 0 <
11 < ry < oo annehmen. Beachte, dass D,(m) = Ag .(m).

Definition 64 (Laurent!'-Reihe). Fine Reihe der Form

wird Laurent-Reihe im Entwicklungspunkt ¢ und mit den Koeffizienten (o)., ge-
nannt. Diese Reihe konvergiert — als Funktion in z betrachtet — genau dann, wenn

sowohl der Hauptteil der Reihe® Y ox(z — ¢)* als auch der Nebenteil der Reihe®

x?) ag(z — ()" konvergieren, wobei Konvergenz in jedem der tiblichen Sinne verstan-

den werden kann (also punktweise oder absolut und punktweise oder lokal gleichméafig
oder ..).

3.1 Holomorphe Funktionen auf Kreisringen

Wir beweisen zunachst das wesentliche technische Resultat in diesem Abschnitt und
verweisen auf Abbildung 3.2 zur Illustration.

Lemma 65 (Zerlegungssatz). Fir jede holomorphe Funktion f : A, ,,(m) — C exi-
stieren holomorphe Funktionen

fp:C\ D, (m)—C und  fs: D,,(m)— C,

'Pierre Alphonse Laurent (1813-1854) , franzdsischer Mathematiker.
2‘principal part’
3 ‘secondary part’
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52 3. Singularitdten und Residuen

so dass

fQ) = fe(Q)+ fs(¢)  fiiralle (€ Ay,

Insbesondere gibt es genau eine solche Zerlegung, so dass fp(¢) — 0 fir |¢| — oo gilt,
und fir diese nennen wir fp bzw. fs den Hauptteil von f bzw. den Nebenteil von f.

Beweis. O.B.d.A. kénnen wir m = 0 annehmen. .
Hilfsfunktionen: Fiir jedes o € (r1, ry) wird — siehe Ubungsaufgaben — durch

W05 [ L

0D, (0)

eine holomorphe Funktion f, vom Cauchy-Typ auf der Menge C \ 9D,(0) definiert,
und es gilt

> 0

O] < 0 sup O 1o

z€0D, |Z - C|
nach Standardabschéitzung. Die wesentliche Beobachtung ist nun, dass Theorem 55 fiir
jede Wahl von
AQhQQ - An,rz mit T <1 < 02<7Ty

die Formeln
0 flir T1<’<’<Q1,

for(Q) = [ (€) = § f(Q) fiir o1 <[C] < 02, (3.1)

0 fir 0o < |C] < 12

impliziert, weil der Rand von A,, ,, durch einen nullhomologer Zyklus parametrisiert
werden kann, siche Abbildung 3.1.

Definition des Haupt- und Nebenteiles: Fiir gegebenes ( € A, »(0) bzw. ¢ €
A +,(0) definieren wir

fe(Q) = —fu(¢)  mit 7 <o <|(]

bzw.

fs(€) == +f0(C) mit IC] < 02 <12,

wobei der Wert von fp(() bzw. fs(¢) nicht von der konkreten Wahl des Radius o,
bzw. oo abhingt (dies folgt unmittelbar aus (3.1)). Diese Funktionen besitzen nach
Konstruktion die gewiinschten Eigenschaften.

Findeutigkeit: Seien fp und fg zwei weitere Funktionen mit den geforderten Figen-
schaften. Dann wird durch

9(¢) == fe(¢) = fe(Q) fiir [¢[ >

sowie

9(Q) == fs(Q) = fs(¢) fiir [¢| <y

wegen

f(Q) = fp(Q) = fs(Q) — f5(Q) fiir 7y < [¢] <y

in sinnvoller Wiese eine Funktion g : C — C definiert. Diese ist nach Konstruktion
holomorph auf ganz C mit ¢g({) — fiir || — oo. Insbesondere ist g beschrankt und
der Satz von Liouville impliziert, dass g konstant. Als Konstante kommt aber nur 0 in
Frage, und damit haben wir fp = fp sowie fs = fs gezeigt. O]
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Abbildung 3.1: Zum Beweis des Zerlegungslemmas 65. Links, Herleitung der Formel (3.1):
Der (blaue) Rand des (griinen) Kreisringes A,, o, (m) kann in natiirlicher Weise als Zyklus
interpretiert werden, der nullhomolog bzgl. des (grauen) Kreisringes A, r,(m) ist. Die farbi-
gen Punkte markieren die drei moglichen Lagen von (. Rechts. Die Werte fp(() bzw. fs(()
werden mit Hilfe des roten bzw. blauen Kreisweges definiert.

Abbildung 3.2: Gemé Lemma 65 kann jede auf einem Kreisring (lila) holomorphe Funk-
tion in eindeutiger Weise in einen Haupt- und einen Nebenteil zerlegt werden, die jeweils
holomorph auf der AuBlenkugel A, o(m) (rot) bzw. der Innenkugel D,,(m) (blau) sind.
Theorem 66 garantiert dann die Existenz einer entsprechenden Laurent-Reihe auf dem Kreis-
ring (lila).

Wir konnen nun das Hauptresultat iiber holomorphe Funktionen auf Kreisringen
ableiten.

Theorem 66 (Laurent-Entwicklung und lokaler Struktursatz auf Kreisringen). Jede
holomorphe Funktion f auf dem Kreisring A,, ,,(m) kann als Laurent-Reihe geschrie-
ben werden, d.h. es gilt

fz) = an(z—m)"

keZ

e,
A / T (3.2)

ODy(m)

fir alle ¢ € Ay, ,(m), k € Z und jedes r1 < o < ro. Insbesondere konvergieren der
Hauptteil bzw. Nebenteil der Reihe absolut und lokal gleichmdfig auf C\ D, (m) bzw.
D,,(0) gegen den Haupt- bzw. Nebenteil von f im Sinne von Lemma 65.
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Beweis. Wir nehmen wieder 0.B.d.A. m = 0 an und benutzten die Notationen des
Beweises von Lemma 65.

Reihendarstellung des Nebenteils: Die Funktion fg ist nach Konstruktion holomorph
auf D,,(0) holomorph und kann dort nach dem lokalen Struktursatz — siehe Theo-
rem 30 — als absolut und lokal gleichméfig konvergente Potenzreihe dargestellt werden.
Insbesondere gilt

und wir werden unten zeigen, dass der k-te Koeffizienten dieser Potenzreihe gerade oy,
aus der Behauptung ist.
Reihendarstellung des Haupttteils: Wir definieren durch

[ tp(1/2)  fiur 0 < |z| < 1/m,
gp(2) = { 0 fiir z =0,

eine Funktion gp auf der punktierten Kreisscheibe D/, (0), die nach Konstruktion
holomorph auf Dy, (0) \ {0} ist und wegen gp(2) — 0 = gp(0) fiir 2 — 0 stetig in
0 ist. Nach Lemma 33 ist dann gp aber schon holomorph auf ganz D, (0) und kann
dort via

o (k)
gp (0)
gp(2) =) Pk;u 2
k=1 ’

als lokal gleichméBig konvergente Potenzreihe dargestellt werden. Auf C\ D, (0) ergibt
sich damit

o (k)
folz) =3 % e
k=1 )

wobei die Reihe lokal gleichméflig bzgl. z konvergiert.

Formeln fiir die Koeffizienten: Insgesamt haben wir damit gezeigt, dass [ als
Laurent-Reihe geschrieben werden kann, wobei die Koeffizienten a4 zunéchst durch
Ableitungen von fg und gp im Nullpunkt gegeben sind, d.h.

k k
a+k:fs]§'0) fir k=0, 1, .. :913]{('0) fir k=1,2,..

Wir werden nun abschliefend zeigen, dass diese Koeffizienten ay, alternativ auch durch
die Cauchy-Formeln (3.2) berechnet werden kénnen. Dazu fixieren wir ¢ € (71, r2) und
schreiben

und a_y,

Z_n_lf(Z) _ Zakzk—n—l

keZ

fir jedes z € 0D,(0). Nach Wegintegration (siche die Beispiele zu Definition 14) erhal-

ten wir
/ = Yoy / e = 9mi Y 07 = 2ria,

OD,(0) KL op.(0) keZ

mit Kronecker-Delta?, wobei wir benutzt haben, dass die Reihenbildung mit der Weg-
integration wegen der bereits bewiesenen lokal gleichméssigen Konvergenz der Reihen
vertauscht werden darf. m

4Es gilt 67 =1 fiir n = k und 6% = 0 fiir n # k.

Michael Herrmann: Komplexe Analysis [D)eysa | Version vom 11.11.2019



3.2. Intermezzo: Fourier-Reihen periodischer Funktionen 55

Beispiel. Die Funktion
1

2(z —1i)°

ist auf C\ {0, i} wohldefiniert und holomorph, und besitzt nach Theorem 66 auf den
Kreisringen Ao 1(0) und Ay «(0) jeweils eine Darstellung als Laurent-Reihe. Im Prinzip
konnen diese wie in den verallgemeinerten Cauchy-Formel (3.2) durch Wegintegrale
berechnet werden, aber wir kénnen in diesem Beispiel viel eleganter argumentieren:

f(z) =

— (-%) + (i (k+2)i FH ’“)

wobei wir benutzt haben, dass mit (1 —q) = 300 q" auch 320 (n+1)¢" = (1 — q)~*
fir alle g € D1(0) gilt.
Auf Ay (0) ergibt sich dann mit dhnlichen Rechnungen

-3

P :i—:l - n — 1. ik+3zk‘
0= 5o a e 0(3) = B hoat

k=—o00

3.2 Intermezzo: Fourier-Reihen periodischer Funk-
tionen

Als eine vielleicht iiberraschende Anwendung von Laurent-Reihen wollen die Fourier-
Reihe fiir Funktionen einfiihren, die holomorph und periodisch sind. Dazu betrachten
wir fiir gegebene Parameter a1, as; € R und A € C den Streifen

S={zeC:a <Im(z/)\) < as}
sowie holomorphe Funktionen f : S — C die A-periodisch sind, d.h.
fz+X) = f(2) fir alle z € S.

Die in diesem Abschnitt wesentliche Beobachtung ist, dass die Abbildung ¢ : C — C
mit

o(z) = exp (—i27wz/N)
den Streifen S surjektiv auf den Kreisring
A=A4, ,,(0), r; = exp (2ma;)

abbildet, siche Abbildung 3.3, wobei ¢(z1) = ¢(22) dann un nur dann gilt, wenn z, —
21 € M. Insbesondere entspricht jeder holomorphen und w-periodische Funktion f auf
S genau eine holomorphe Funktion g auf A, so dass

9(p(2)) = f(2) fiur zeC,
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// :

CC =(z) = (‘,xp(fi‘Zﬂ'z/)\‘)> \k

Abbildung 3.3: Die Fourier-Reihe einer A-periodischen Funktion f auf dem Streifen .S kann
durch die Laurent-Reihe der Funktion g aud dem Ring A berechnet werden.

B

und umgekehrt kann fiir eine gegebene holomorphe Funktion g auf A durch diese For-
mel eine holomorphe und w-periodische Funktion f auf S definiert werden. Nach Theo-
rem 66 kann g auf A als Laurent-Reihe

[e o]

0O = 3wt mit =y | g,ﬂﬂdc

2mi

k=00 or,—1(0)

mit 71 < r < ry geschrieben werden, wobei o, _1(0) wie oben den Kreisweg von Radius
r bezeichnet, der 0 genau einmal im Uhrzeigersinn — d.h. mit mathematisch negati-
ver Orientierung — durchlduft. Werden die Laurent-Reihendarstellung fiir g sowie die
entsprechenden Wegintegrale fiir die Koeffizienten a4, via ( = ¢(z) durch Ausdriicke in
f und z ersetzt, ergibt sich das folgenden Resultat.

Theorem 67 (Fourier-Reihen® periodischer Funktionen im Komplexen). Mit den oben
eingefiihrten Notationen gilt: Die holomorphe und \-periodische Funktion f kann auf
den Streifen S als

400
f(z) = Z e 127/ mit  ap = A" / F(2)et 2N 4y
k=—00

(25, zx+A]

geschrieben werden, wobei z, € S beliebig gewdhlt werden kann und die Reihe lokal
gleichmdf$ig auf S konvergiert.

Beweis. Ubungsaufgabe. O
Ein wichtiger Spezialfall von Theorem 67 ergibt sich, wenn A reell gew&hlt wird.

Folgerung 68 (Spezialfall der Fourier-Reihen im Reellen). Sei f : R — C eine A-
periodische Funktion mit A € R, die zu einer A-periodischen und holomorphen Funk-
tion f: R X i[ay, as] — C mit a1 < 0 < ag fortgesetzt werden kann. Dann gilt

+oo 5
f(x) _ Z akefi27rk:p/)\ mit Q= )\l/f(x)e+127rkx/)\ dr e C
0

k=—o0

im Sinne lokal gleichmdfsig konvergenter Reithen auf R.

°In der Literatur gibt es verschiedene Definitionen von Fourier-Reihen, die sich aber nur unwe-
sentlich in der Wahl gewisser Konstanten oder Vorzeichen unterscheiden und letztlich alle dquivalent
sind.

Michael Herrmann: Komplexe Analysis [D)eysa | Version vom 11.11.2019



3.3. Singularitdten und Polstellen 57

Zur Vollstéandigkeit sei angemerkt, das reelle Fourier-Reihen auch fiir periodische
Funktionen auf R definiert werden konnen, die nicht holomorph auf einen Streifen
fortgesetzt werden kénnen (zum Beispiel, weil sie nur stiickweise stetig sind). In diesem
Fall kann die Fourier-Reihe aber nicht als transformierte Variante einer Laurent-Reihe
betrachtet werden.

3.3 Singularititen und Polstellen

Wir wollen in diesem Abschnitt isolierte Singularitdten holomorpher Funktionen ge-
nauer studieren.

Definition 69 (isolierte Singularitéit). Sei f : U — C holomorph. Dann heifst jeder
isolierte Punkt von C\ U eine isolierte Singularitit von f. Insbesondere gibt es fir jede
isolierte Singularitat ¢ von f einen (kleinen) Radius r > 0, so dass f holomorph auf

D,(C) ist.

Salopp kann man sagen: Die isolierten Singularititen von f sind gerade die Ein-
Punkt-Locher des Definitionsbereiches U'.

Beispiel (Drei protopypische Félle). Die folgenden Funktionen auf C\ {0} sind aus
ganz verschiedenen Grinden im Ursprung nicht definiert.

1. Die Funktion

oo
Z?n

—~ (_Un(zn +1)!

sin (2) _

fiz) =

z
n

erfullt fi(z) — 1 fir z — 0 und besitzt daher keine echte, sondern nur eine
sogenannte hebbare Singularitét.

2. Die Funktion

_exp(z) Xk
falz) = — kgl (k+1)!

verhdlt sich fir z — 0 im wesentlichen wie die Funktion z — 1/z und besitzt
daher bei O eine sogenannte Polstelle der Ordnung 1.

3. Die Funktion

fa(z) =exp(1/2) = Y

k=—00

(=F)!

verhdlt sich fir z — 0 sehr irrequldar und besitzt eine sogenannte wesentliche
Singularitit bzw. eine Polstelle der Ordnung oo

Um die Unterschiede in diesem Beispielen herauszuarbeiten, benttigen wir das fol-
gende Hilfsresultat. Dazu erinnern wir, dass

D(Q)={z€C:0<|z—¢| <r}=D(O)\{¢} = A0 ()

die punktierte Kreisscheibe vom Radius » um dem Mittelpunkt ¢ bezeichnet.
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Lemma 70 (Weierstrafischer Hebbarkeitssatz). Seien V' offen, ¢ € V und f : V\{(} —
C holomorph. Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

1. EBs existiert r > 0 mit D,(¢) CV, so dass f auf D,(C) beschrinkt ist.

2. Die Funktion f besitzt eine holomorphe Fortsetzung f : V — C mit f(z) = f(2)
fir alle z € V'\ (.

Beweis. Die Behauptung 2. = 1. ist trivial und 0.B.d.A. kénnen wir ( = 0 annehmen.
1. = 2.: Wir definieren g : V' — C durch

g(z):{ 32]‘(2) fir z € U\ {0},

fir z =0,

und bemerken, dass g offensichtlich holomorph auf V'\ {0} ist. Die Beschrianktheit von
f in 0 impliziert auferdem

9(z) —9(0)

=2f(2) 220, 0,
z

d.h. g ist holomorph in ganz V und erfiillt g’ﬁ)) = ¢(0) = 0. Nach dem lokalen Struk-
tursatz aus Theorem 30 existiert » > 0 mit D, (0) C V sowie Koeffizienten («),, so
dass -

9(2) = ap2® + az2® + ... fir alle z € D,(0) .

Die Funktion f: V — C mit

f(z) | agFazz+ .. fﬁrzEDr(u_),
| g(z)/2? fir z € U\ D,(0),
ist nun nach Konstruktion eine holomorphe Fortsetzung von f auf V. [

Wir sind nun in der Lage, den Hauptsatz dieses Abschnittes abzuleiten.

Theorem 71 (Klassifikationssatz fiir isolierte Singularitidten). Seien V' offen, ( € V
und f: V\{¢} = C holomorph. Dann tritt genau einer der folgenden Fille auf.

1. (1) Hebbare Singularitit, kein Pol: Die Funktion f kann holomorph auf V fort-
gesetzt werden.

2. (2) Polstelle der Ordnung K : Es existieren K € N sowie Koeffizienten , ..., B

mit B # 0, so dass f — Zszl Br(z — C)fk holomorph auf V' fortgesetzt werden
kann.

3. (3) Wesentliche Singularitit, Polstelle der Ordnung oo: Fiir jede Kugel D,(() C
V liegt f(D,(C)) dicht in C.

Pole der Ordnung 1 bzw. 2 werden auch einfach bzw. zweifach genannt.

Beweis. Falls das Szenario (3) nicht eintritt, gibt es ein n € C sowie einen Radius r > 0
und ein 0 > 0 mit

1f(2) =n| >¢6  firalle z € D.(C).
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Insbesondere ist die Funktion ¢ : D,(¢) — C mit

beschrankt und kann daher nach dem Weierstra3ichen Hebbarkeitssatz zu einer ho-
lomorphen Funktion auf g : D,(¢) — C fortgesetzt werden. Im Falle von g(¢) # 0
bleibt f(z) =n+ 1/g(z) fiir 2 — ¢ beschriankt, d.h. es tritt Szenario (1) ein. Besitzt
g jedoch eine Nullstelle der Ordnung K, so gibt es nach dem Nullstellenlemma 41
und dem Strukturtheorem 30 einen Radius s mit 0 < s < r, so dass die Abbildung
2 §(2)/(z — ) auf D,(¢) holomorph ist und im Punkt ¢ einen von Null verschiede-
nen Wert annimmt. Wird der Radius s gegebenfalls verkleinert, konnen wir erreichen,
dass die Funktion A mit

i) = 55 = ((g—(<)>K> 70

auf der Kugel D;(¢) wohldefiniert, holomorph und als Potenzreihe darstellbar ist. Mit
anderen Worten: es gilt

hz)=r+mnE-0+. . +E-0"+..

fir alle z € D4((¢) mit gewissen Taylor-Koeffizienten ~;, wobei vy # 0. Durch Umstellen
erhalten wir

1 K o -
f(z)—w—%—(z—(’) <’70+’71(Z—C)-f—...> fiir alle  D4((),
d.h. es gilt das zweite Szenario mit Sx = 9,..., /1 = YKk _1. O]

Theorem 71 kann natiirlich auch auf Kreisscheiben angewendet werden.

Folgerung 72 (Isolierte Singularititen und Laurent-Reihen). Auf der punktierten
Kreisscheibe D,(C) sei die holomorphe Funktion f gegeben durch

F2)=> ar(z= Q"

kEZ
Dann besitzt f in
(1°) genau dann eine hebbare Singularitit, wenn oy = 0 fiir alle k < 0,

(2°) genau dann eine Polstelle der Ordnung K, wenn a_x # 0 und ag = 0 fiir alle
k< —-K,

(3’) genau dann eine wesentliche Singularitit, wenn es eine Folge (ky), e, mit k, —
—oo ¢ibt, so dass oy, # 0 fiir alle n € N.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Nach Theorem 66 kann jede holomorphe Funktion f in der Nihe einer isolier-
ten Singularitdt ( — genauer gesagt: auf einer punktierten Kreisscheibe um ¢ — als
Laurent-Reihe dargestellt werden. Insbesondere kann Folgerung 72 als lokale Variante
von Theorem 71 betrachtet werden und wir konnen die folgenden Notation einfiihren.
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60 3. Singularitdten und Residuen

Definition 73 (Ordnung einer Singuléritdt oder eines Punktes). Seien U offen und
f U — C holomorph, und sei ¢ eine isolierte Singularitit von f, so dass f(z) =
> kez k(2 — O fiir z € D,(¢) und alle hinreichend kleinen r > 0. Dann nennen wir

Ord, (f) ::min{KGZ : QK#O}:maX{KEZ o =0 fdrallek<K}

die Ordnung von f in (. Diese wird analog auch fiir jeden Punkt { € U definiert, wobei

f(2) = ez an(z — O)f mit 0 = a_y = a_y = ... dann im Sinne einer Taylor-Reihe zu
verstehen 1st.

Beispiel.
1. Die Funktion
flz)=2"—2° mit z € C

gilt offensichtlich Ordy (f) = 5, Ord; (f) =1 und Ord¢ (f) =0 fir ¢ € C\ {0, 1}.
Ganz allgemein gilt fir jedes K € N\ {0}: es gilt Ord, (f) = +K genau dann,
wenn [ besitzt in ¢ genau eine K-fache Nullstelle besitzt, d.h. wenn

0= fO() = FUQ) = . = FEI(Q).
2. Fir

 zexp(2) ,
f(z) = G20 mit z € C\ {1, 2}

gilt Ords (f) = —2, Ordy (f) = —1, Ordo (f) = +1 und Ord¢ (f) = 0 fir ¢ €
C\ {0, 1, 2}. Beachte den Vorzeichenwechsel in der Sprechweise: f besitzt in ¢
genau dann eine Polstelle der Ordnung +K, wenn Ord, (f) = —K.

3. Es gilt Ord, (0) = +oo fir die triviale Funktion f = 0.

4. Fiir eine wesentliche Singularitit ¢ von f ergibt sich Ord, (f) = —oo.

3.4 Der Residuensatz

Wir sind nun bereit, den fiir das Hauptresultat dieses Kapitels zentralen Begriff ein-
zufithren.

Definition 74 (Residuum). Seien U offen, f : U — C holomorph und ¢ eine isolierte
Singularitit der holomorphen Funktion f :U — C. Dann wird

Res¢ (f) == — / f(z)dz (3.3)

das Residuum von f in ( genannt, wobei der Radius r > 0 so klein gewdhlt werden
muss, dass die punktierte abgeschlossene Kreisscheibe D,.(¢)\ {¢} C U.
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Abbildung 3.4: Zur Radiusunabhéingigkeit des Residuum in Definition 74. Beachte, dass
die isolierte Singularitéit ¢ ein Einpunkt-Loch des Definitionsbereiches U ist.
Bemerkung.

1. Der Wert des Residuums in (3.3) hingt nicht von der Wahl des Radius r ab (so-
lange D, (¢)\ {¢} € U gilt, d.h. solange D,(¢) neben ¢ keine weiteren Licher des
Definitionsbereiches U enthdlt). Denn ist 7 eine andere mdégliche Wahl (0.B.d. A.
konnen wir 0 < 7 < r annehmen), so kann der Rand der Kreisscheibe Az (C) via

I'=0,11(¢) @ 0,-1(C)

als nullhomologer Zyklus T' in U betrachtet werden (siehe Abbildung 3.4 bzw.
Beispiel zu 14). Theorem 30 garantiert nun, dass [, f(z)dz =0 und damit

0= / f(z)dz = / f(z)dz — / f(z)dz.
or,+1®0o —1(C) orD(C) 9=D(¢)

2. Ist

die lokale Laurent-Entwicklung von f in der Ndhe von (, so ergibt sich

Res¢ (f) = a_y

mit Hilfe des Fundamentalintegrals der komplexen Analysis. Insbesondere gilt
Res¢ (f) = 0 fiir jede hebbare Singularitit.

3. Die vorangegangene Bemerkung liefert auch
Resg (/) = lim (= = )/ (2)
sofern Ordc (f) > —1.
4. Fir f(z) = p(z)/q(z) with Ord; (p) > 0 und Ord (¢) =1 gilt

p(¢)
7))

Die folgt, weil mit p(z) = Bo+P1(z — () +... sowie ¢(2) = 71 (z — ) +72(z — O)*+
. und v # 0 schon lim,_,¢ (z — () f(2) = Bo/M-

Res¢ (f) =
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5. Es gilt stets
Res¢ (f'/f) = Ordc (f)

sofern die rechte Seite endlich ist.
6. Ist ¢ ein Punkt des Definitionsbereiches U, so setzt man
Res¢ (f) :=0

und der Cauchysche Integralsatz garantiert auch in diesem Fall die Giltigkeit von

(74) fir alle r mit D,(¢) C U.
Beispiel.
1. Die Funktion

_exp(iz)
f(z) = 2241
besitzt wegen 22 +1 = (z —1i)(z + i) in i jeweils eine isolierte Singularitit der

Ordnung —1 bzw. einen Pol der Ordnung +1. Damit gilt

Resy; (f) = lim (2 F1)f(2) = lim

z—+i z—+i z4+1

In allen anderen Punkten ¢ # £1i ergibt sich Res¢ (f) = 0.

2. Die Kotangensfunktion

cot () = cos (z2)

sin (z)
besitzt in jedem Punkt ( € wZ jeweils einen Pol der Ordnung 1 und es gilt

cos (mm)

Respr (cot) = lim =1.

z—mm cos (M)
Fiir ¢ ¢ nZ erhalten wir Res¢ (cot) = 0.

3. Die Funktion
1
(2 +1)°
besitzt in +1i jeweils einen Pol der Ordnung 3. Um die entsprechenden Residuen
auch in diesem Fall zu berechnen, schreiben wir

f(z) =

g:(2) = (2 F 1)’ f(2) =
und berechnen
1 (i
Resy; (f) = Resys ((z 7 kz_; 9+ ]E;y )(z - i)k>
_ g (£1) 12 34

2! 2(+21)> 16

FEine dhnliche Strategie kann in jedem Pol héherer Ordnung angewendet werden.
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Abbildung 3.5: Zwei Beispiele fiir den Residuensatz Theorem 75 mit grauer Menge V
und blauem, nullhomologen Zyklus I': Die markierten Punkte représentieren die isolierten
Singularitdten der Funktion f, wobei die Residuen der griinen Punkte im Gegensatz zu denen
der roten wegen verschwindender Windungszahl keinen Beitrag zum Wegintegral von f iiber
I liefern.

Das folgende Resultat ist in Abbildung 3.5 illustriert und kann als Hauptsatz die-
ses Kapitels sowie als eine der zentralen Aussagen der gesamten Komplexen Analysis
betrachtet werden.

Theorem 75 (Cauchyscher Residuensatz). Seien U, V. C C offen mit U C V und
f: U — C holomorph, so dass V \ U nur aus isolierten Singularititen von f besteht.b
Dann gilt

/f(z) dz =27i Z Indr (¢) Res¢ (f) (3.4)

CeU\V

fiir jeden Zyklus I' in U, der nullhomolog bzgl. V ist, wobei in der Summe auf der
rechten Seite nur endlich viele Terme von Null verschieden sind.

Beweis. Haufungspunkte von isolierten Singularititen: Sei ((,),, C V \ U eine Folge,
die fiir n — oo gegen einen Grenzwert (, € C konvergiert und fiir die (, # ( fiir
alle n € N. Dann kann (., nach Voraussetzung kein Punkt aus V' \ U sein, da diese
Menge ja nur aus isolierten Punkten der Menge C\ U besteht. Auflerdem kann (., kein
Punkt aus der offenen Menge U sein, da diese dann auch eine kleine Kreisscheibe um
(s enthalten miisste, in der dann aber kein (,, liegen kann. Mit anderen Worten: f
kann durchaus unendlich viele isolierte Singularitdten besitzen, aber diese kénnen sich
nicht in V', sondern nur am Rand von V' héufen. Da das Bild eines jeden Zyklus I' in
V' kompakt ist, gibt es nur endlich viele Singularitidten ¢ € V' \ U mit Indr (¢) # 0.

Anwendung der Cauchyschen Integralformel: Nach diesen Voriiberlegungen ist klar,
dass es fiir jeden fixierten nullhomologen Zyklus I' nur endliche viele Singularitéiten
C1y -y Cv von f gibt, fir die Indr ((,) # 0 gilt. In der Ndhe von ¢, kann f in eine
Laurent-Reihe entwickelt werden, d.h. es gilt

o0

flz) = Z o k(2 —C)" fiiralle z € D, (C)

k=—o00

fiir geeignete Radien r,, und geeignete Koeffizienten (o ,,) Nach Lemma 65 ist fiir

jedes n = 1...N der Hauptteil h,, dieser Laurent-Reihe mit

keZ:

-1

hn(z) == Z Q1 (2 — Cn)k

k=—o00

6Man sagt meist: ,, f ist in V holomorph bis auf isolierte Singularititen und fiithrt den Definitions-
bereich U gar nicht explizit ein.
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holomorph auf C\ {¢,}, und dies impliziert, dass die Funktion g mit

N

00 = @) =3 iz -6

n=1 k=—o0

holomorph auf C \ {¢i, ..., (v} ist. Sei nun n, = 1...N beliebig fixiert. Fiir z € U
schreiben wir nun

) =9(z) = f2) =l (2) = D ha(2)
ne{l..N\{n.}

und bemerken, dass die rechte Seite dieser Gleichung holomorph im Punkt (,, ist
Insbesondere besitzt f — g eine hebbare Singularitdt in (,,, und weil n, beliebig war,
kann f — g zu einer holomorphen Funktion auf

W:=UU{q, ..., (v}

fortgesetzt werden. Auflerdem ist der Zyklus I' auch nullhomolog bzgl. W, denn das
Komplement von W enthélt neben dem Komplement von V' nur die Singularititen von
f, fiir die Indr (¢) = 0 gilt. Damit kann Theorem 55 bzgl. der Menge W und bzgl. der
Fortsetzung von f — g angewendet werden und stellt sicher, dass

0= [ (1)~ 9(2)) d.

Insgesamt erhalten wir

/f(z)dz:i/hn(z)dz:i _Zl oznk/ 2= )R dz,

n=1 k=—oc0

wobei die Reihenbildung bzgl. k£ und die Wegintegration bzgl. z € spI' vertauscht wer-
den diirfen, da die Reihendarstellung von h,, lokal gleichméBig in C\ {(,} konvergiert.
Theorem 55 — diesmal angewendet auf die Menge C\ {(,} und konstante Funktion 1,
siehe auch die Bemerkung zu Theorem 55 — liefert schliefSlich

/(2 — () tdz = 27iIndr (Ga), /(z —¢)dz=0 firk=—-2, -3, ...
T T

und damit die Behauptung. O]

Bemerkung. Wegen Res, (f) =0 fir alle ¢ € U kann die Formel (3.4) kann auch als

/ f(z)dz =2mi» Indr (¢) Resc (f)

cev

geschrieben werden, wobei die formal iberabzdhlbare Summe auf der rechten Seite nur
tber die endliche vielen von Null verschwindende Summanden zu bilden ist. Im Resi-
duentheorem ist also — neben der Holomorphie von f — vor allem wichtig, dass

1. T nullhomolog bzgl. V ist,

Michael Herrmann: Komplexe Analysis [D)eysa | Version vom 11.11.2019



3.5. Residuensatz und reelle Integrale 65

2. jeder Punkt von V' entweder zum Definitionsbereich U von f gehdrt oder isolierte
Singularitdt von f ist,

3. spI' keine Singularitit von f enthdlt,

4. die residuale Summe nur iber die Punkte ¢ € V' gebildet wird, fir die Indr () # 0
und Res¢ (f) # 0.

Bemerkung. Das Residuentheorem enthdlt die folgenden Spezialfille:
1. Ist f holomorph auf ganz V', so reduziert sich (3.4) zu

/f(z) dz =0

und damit auf den Satz von Cauchy.

2. Gilt f(z) = g(2)/(z = Q)™ fiir = # ¢ € V\'spI', m € N und eine auf ganz V.

holomorphe Funktion g, so erhalten wir aus den lokalen Entwicklungen

B - gk(o k - N 9k+m+1(o k
9(z) = 2 (z—¢) bzw.  f(z) = k:;_l m(z - ()

kombiniert mit (3.4) die Identitdt
/—( 93) s = 0ri 9 a0
z

-om m!

und damit die verallgemeinerte Cauchy-Formel fiir g.

3. MitV==C, f(z) = (z=0)", m € Z und ¢ ¢ spT liefert (3.4) wieder das
verallgemeinerte Fundamentalintegral der komplezen Analysis (siche Bemerkung
zu Theorem 55).

4. Die Formel (3.2) aus Theorem 66 fiir die Koeffizienten der Laurent- Entwicklung
sowie Satz 44 tiber die Anzth von Nullstellen kénnen auch aus dem Residuen-
theorem abgeleitet werden (Ubungsaufgabe bzw. siehe weiter unten,).

Beachte, dass in all diesen Formeln I' nullhomolog bzgl. V' sein muss. Hinreichend
dafiir ist natirlich der einfache Zusammenhang von V', siehe Definition 57.

3.5 Residuensatz und reelle Integrale

Eine sehr niitzliche Anwendung des Residuentheorems ist die Berechnung reeller Inte-
grale durch Argumente im Komplexen. Die entsprechende Theorie kann hier allerdings§
nur ansatzweise durch die Untersuchung einiger Integralklassen entwickelt werden.

Lemma 76 (Integral rationaler Funktionen in cos (f) und sin (¢)). Seien P und Q
Polynome in den zwei Variablen (1, z3), so dass Q keine Nullstelle auf der Kreislinie
{(z1, x2) € R* : 2% + 23 = 1} besitzt. Mit

P Z2+1’Z2.—1
f() 1 2z 2iz
zZ) = —" 5 5
iz z24+1 z2-—1
o )

2z 1 2iz
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gilt dann

s(t),sin(t))

¢eD1(0)

wobei die Summe auf der rechten Seite nur endlich viele von Null verschiedene Sum-
manden besitzl.

Beweis. Wegen

+it —it +it _ it
cos (t) = %, sin (t) = %
ergibt sich mittels der Substitution
z=(t) =e", dz =izdt
die Formel
. 24zt z— 27t 241 221
Q(cos (t), sin (t)) = Q( 5 o1 ) = Q( 5. " ois ) T q(2)

sowie das Analogon mit P und p statt () und ¢. Nach Voraussetzung besitzt f keinen
Pol in 9D;(0) und fiir jede Nullstelle ¢ von ¢ in D;(0) gilt Ind,, , () () = +1, d.h. die
positiv orientierte Standard-Parametrisierung von 0D;(0) umkrelst jede Nullstelle ¢
genau einmal und entgegen dem Uhrzeigersinn. Nach Theorem 75 mit V' = C gilt nun

s 3 e (s / ple) 22 / e

CeDl aDl

auf Grund der Definition von f und des Wegintegrals. m
Beispiel. Fiir u > 1 bzw. p < —1 und mit z = ** gilt

2

de 1 dz
@ ——— =2
/u+cos(t) / Py m Z Res¢ (1),
0

aD1(0) M+ 5

wobei die Funktion f mat

@) =g = = pk ViR ]

2H2pz+1 (2= =G

die beiden einfachen Polstellen C+ in D1(0) besitzt, von denen (, innerhalb und (_
auferhalb von D1(0) liegt. Wegen
2i 1

Rese, (f) =l =) =~ =~ e

erhalten wir schlief$lich

2

/ d¢ B 27
+cos(t) 2 _ 1

) )  u

Beachte, dass diese Formel nicht fir —1 < p < +1 gilt.
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Eine zweite wichtige Klasse von reellen Integralformeln kann wir folgt abgeleitet
werden.

Lemma 77 (Uneigentliches Integral gewisser rationaler Funktionen in R). Seien p und
q Polynome mit" deg (q) > 2+ deg (p), wobei q keine reelle Nullstelle besitzt. Dann gilt

/f )dx = 271 Z Res¢ (f

Im (¢)>0

fir f:=p/q.
Beweis. Nach Voraussetzung und Theorem 75 gilt
/ f(z dz+/f )dz = 27i Z Res (f
[=r, +7]

wobei der Radius 0 < 7 < 0o so grof§ gewahlt ist, dass alle Nullstellen von ¢ und damit
alle Singularitiaten von f in D, (0) enthalten sind, und wobei die Integrationswege wie
folgt gegeben sind:

Die Voraussetzungen an p und ¢ garantieren

‘ p(2)

<<
Eh

fiir eine Konstante C, und die Standardabschéitzung fiir Wegintegrale liefert

2|~

/f(z)dz gm’% 20,

Dariiberhinaus gilt

/f dz—/f =y 70f<;c)dx

[=r,+7]
und die Behauptung folgt unmittelbar. m

Beispiel. Die Pole von

2

f(z) =

1+ 24

"Die Grofle deg (p) bezeichnet den Grad des Polynoms p.
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sind alle einfach und durch

Ql _ ei7r1/4’ §2 _ ei7r3/4’ CS — ei7r5/4’ <=4 — ei7r7/4

gegeben, wobei nur ¢, und (o in der oberen Halbebene liegen. Aufserdem. gilt

. ¢t
Rese, (f) = lim (2 — (1) f(2) =
al) =l -0 = G- oG -0
e+iTr2/4
- (eiml/4 — eim3/4) . (ginl/4 _ oind/4) . (ginl/d _ ginT/4)
_|_efi7r1/4 e*iﬂ'/4
S (1—-41)-(2)-(1+1i) 4
sowie
3
Rese, (f) =
« U = G- WG -
e+i71'6/4
- (eim3/4 — eiml/4) . (gin3/4 _ oind/4) . (gind/4 _ ginT/4)
efi7r3/4 e*iﬂ'3/4
S (1+i)-(1—-4)-(2) 4
und wir erhalten
7 x? o eTW/A L omim/d 9ng ( i—-1 i+ 1) T
dx =271 - = = — E—
1+ 2t 4 4 V2 V2 V2

Fiir praktische Zwecke ist auch die folgende Verallgemeinerung von Lemma 77
niitzlich.

Lemma 78 (Jordan-Lemma). Seien p und q Polynome mit deg (q) > 1+deg (p), wobei
q keine reelle Nullstelle besitzt, und sei k # 0 ein fester reeller Parameter. Mit

(2) 4

fu(2) = PZ) qine
q(2)

gilt dann

/ fe(x)dz = 27i sgn(k) Z Res¢ (fx) (3.5)

sgn(x) Im (¢)>0

d.h. fir k > 0 bzw. k < 0 wird nur tber die Residuen in der oberen bzw. unteren
Halbebene summiert.

Beweis. Aus Symmetriegriinden reicht es, den Beweis fiir £ > 0 zu fithren. Nach dem
Residuentheorem 75 gilt

4
Z/fﬁ(z) dz = 27i Z Res¢ (fx)
j=1 Im (¢)>0

mit den geradem Wegstiicken

v o= -1, 4], Yo = [+r, +r + ir]
und

V3= [Hr+ir, —rtir], = [-r+in -]
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3 ir

Y4 ) ° V2

-r . m ° +r

Hierbei sei der reelle Parameter 0 < r < oo so gewéhlt, dass alle Nullstellen von ¢ —
und damit alle Singularitdten von f, — entweder im Inneren des Rechtecks mit den
vier Eckpunkten

-, +r, +r 4 1ir, —r +1ir

oder in der unteren Halbebene enthalten sind. Die Standardabschétzung fiir Weginte-
grale liefert

/f,.i ydz| < 2r-Crte™,

wobei wir das Abklinggesetz |p(z)/q(z)| < C/ |z| benutzt haben. Auflerdem gilt
t

/ Fu(2)dz| = r+1i

q(r + it

"plr+it)
q(r + it)
p(r + it)
q(r+ i)

1nrfnti dt'

C

PR gy < € [T emtqr < £
—rJo TR

r+ it

)
)
)
)

und analog beweisen wir

/fﬁ(z) dz| < %
Y4

Die Behauptung folgt durch Kombination aller Teilformeln und nach Grenziibergang
r — 00. O

Bemerkung.

1. Das reelle Integral in (3.5) ewistiert ggf. nur im Sinne eines uneigentlichen
Riemann-Integrals. Im Fall von degq > 2 + degp gibt es jedoch kein solches
Problem, denn es gilt | f.(z)] < C/z?* fiir |x| — oo und f, ist deshalb im Lebes-
gueschen Sinne auf R integrierbar.

2. Es gibt Variantes des Jordan-Lemmas, in denen die rationale Funktion p/q durch
eine hinreichend requldre homolomorphe Funktion ersetzt werden kann.

Wir schlieffen diesen Abschnitt mit einer Anwendung des Jordan-Lemmas 78. Fiir
jede hinreichend gute® Funktion g : R — C ist die Fourier-Transformierte g : R — C

8Wir kénnen im Rahmen dieser Verlesung nicht untersuchen, was genau ,hinreichend gut® meint.
Die Fourier-Transformierte g existiert aber fiir eine sehr grofie Klasse von Funktionen g und sogar fiir
eine grofe Klasse von Distributionen g.
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formal durch

o) = 5= [ ola)e s

R

gegeben?. Die Fourier-Transformation spielt eine sehr wichtige Rolle in der Mathematik
und der Physik, denn sie beschreibt mittels der Inversionsformel

o) = [ glm)e ™ a

R

dass jede Funktion g in der Ortsvariablen x als unendliche Superposition ebener Wellen
dargestellt werden kann, wobei die Wellenzahl s die zu = konjugierte Impulsvariable
ist und g(k) gerade den Anteil der ebene Welle z — e 7% an g quantifiziert.!°

Beispiel. Fiir

2

90 =1

kann die Fourier-Transformierte explizit wie folgt berechnet werden. Fiir k > 0 besizt
die Funktion

2e+inz

ful2) = 1+ 22
wegen 1+ 22 = (2 — i)(z + 1) auf der oberen Halbebene {z € C : Im (z) > 0} nur den
einfachen Pol +1i, dessen Residuum zu

2e+inz e

Resyi (fo) = lim (2 —1i)f.(2) = lim =+

i z—=+i oz 4+ 1 i

berechnet werden kann, und analog gilt fiir k < 0 die Formel

) ) 2e+inz eJm
Res_; (fx) = Zligll (z+1)fu(z) = Zl_lfl_ll - — 1 = - i
Das Jordan-Lemma 78 garantiert schliefSlich
() = 2 sgn() Ressguio () = o1

zundchst fir jedes k # 0, aber fir k = 0 gilt diese Formel auch wegen der reellen
Integralidentitit fj;o g(x)dx = 2arctan (+00) — 2arctan (—oo) = 2. (Wir konnten
zur Berechnung dieses Integrals natirlich auch Lemma 77 bemiihen).

3.6 Das Argumentprinzip

Eine wichtige Anwendung des Residuensatzes ist die folgende Verallgemeinerung von
Satz 44.

9Es gibt mehrere Varianten der Fourier-Transformation mit unterschiedlichen Vorfaktoren vor dem
Integral und unterschiedlichen Vorzeichenwahlen fiir das Argument der Exponentialfunktion.

10Tn der Quantenmechanik entspricht die Dualitéit zwischen g und § dem Dualismus von Teilchen
und Wellen.
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Theorem 79 (Argumentprinzip). Seien U, V C C offen mit U C V und f : U — C
holomorph, so dass V' \ U nur aus isolierten Polstellen von f besteht und f auf keiner

Zusammenhangskomponente von U verschwindet.'* Dann gilt
/
/ L) g, - 271y Indr (¢) Orde (f) (3.6)

fiir jeden Zyklus I" in U, der nullhomolog bzgl. V' ist, wobei die Summe auf der rechten
Seite effektiv nur iber Null- und Polstellen gebildet wird.

Beweis. Voriiberlegung: Wie Beweis von Theorem 75 zeigen wird, dass es nur endliche
viele Polstellen (i, ..., (y von f mit Indr (¢) # 0 gibt. Analog folgt, dass die vielleicht
unendlich vielen Nullstellen von f sich nur am Rand von U héufen kénnen (andernfalls
wiirde der Identitétsatz eine Widerspruch zur Voraussetzung liefern) und dass daher
nur endliche viele Nullstellen i, ..., &y von f mit Indp (€),, # 0 gibt. Fiir jeden Punkt
¢ € V, der weder Null- noch Polstelle ist, gilt Ord, (f) = 0 und wir schlieflen, dass in
der formal iiberabzéhlbaren Summe auf der rechten Seite nur die Polstellen ¢, und die
Nullstellen (,,, einen nichtverschwindenden Beitrag liefern.

Beitrag der Polstelle (,: Auf jeder hinreichend kleinen punktierten Kreisscheibe

D,(¢m) gilt nach Theorem 66 die Laurent-Entwicklung

f(z) = Z Qn k(2 — G, n k, #0, K, :=0rd, (f) <0

k=K,

und eine direkte Rechnung zeigt

f(z)  Khou i, (2 — C) T 4 (K 4 Do, g1 (2 — G) ™ + .

f(2) On, K, (2 — Cn)Kn + ap, Kot1(2 — gn)KnJrl + .
1 Khok, + (K + Dok, 11(2 = Ga) + -
z2—Cp Qn i, + O kp1(2 — Go) + -
)
z—Cn

fiir eine holomorphe Funktion g, mit g,(¢) = K, . Insbesondere kann

!/
Rese, <L) =K,
S
direkt angelesen werden.

Beitrag der Nullstelle &,,: Mit exakt denselben Argumenten kénnen wir

Resg,, (f7> = Ordg,, (f)

zeigen, und die Behauptung folgt aus Theorem 75 angewendet auf f’/f | wobei wir be-
nutzt haben, dass die Menge der Singularitidten von f’/f gerade aus den Singularititen
und den Nullstellen von f besteht. O]

"Tm Gegensatz zum Residuensatz werden hier Punkte ¢ € V mit Ord (f) = £oo ausgeschlossen.
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U Y=/foy

Abbildung 3.6: Zur geometrischen Bedeutung des Argumentprinzips bzw. des Beweises von
Proposition 81, dargestellt fiir einen Punkt ¢ der Vielfachheit 2. Der blau geféirbte Bereich
représentiert die Menge W.

Der Name Argumentprinzip erklért sich wie folgt. Ist v eine geschlossene Kurve, so
folgt fiir eine Nullstelle ¢ € U mit Hilfe der Koordinaten-Transformation Z = f(z) und

¥ = f o~ auch
/
f 2) /dz—lnd 0).

Z z

Oder anders gesagt: die linke Seite in (3.6) gibt an, wie oft die mittels z — 2 =
f(z) transformierte Kurve 4 um die 0 lauft bzw. um viele Vielfache von 27 sich das
komplexe Argument — also der Winkel in den {iblichen Polarkoordinaten — dabei
andert (siche Abbildung 3.6). Diese geometrische Idee hinter dem Argumentprinzip
kann auch benutzt werden, um die sogenannte Vielfachheit von Punkten genauer zu
charakterisieren.

Definition 80 (Vielfachheit). Seien U offen und f : U — C holomorph. Dann heifst
¢ ein Punkt der Vielfachheit K € N\ {0} bzgl. f, falls ( eine K-fache Nullstelle von
f—f(C) ist, d.h. wenn Ord, (f — f(¢)) = K. Man sagt auch: f nimmt in { den Wert
f(¢) mit Vielfachheit K an.

Es ist nicht schwer einzusehen, dass f in der Nihe eines Punktes mit Vielfachheit
K als

O+ Y anz=0)

geschrieben werden kann, und dass nur bei Nullstellen Vielfachheit und Ordnung das-
selbe sind. Das zentrale Beispiel in diesem Zusammenhang ist f(z) = ¢ + 2% mit
¢ € C beliebig: Der Punkt 0 besitzt offensichtlich die Vielfachheit K, aber jeder andere
Punkt 0 # ¢ € C erfiillt f'(¢) # 0 und ist damit ein Punkt der Vielfachheit 1. Diese
Beobachtung kann wie folgt verallgemeinert werden.

Satz 81 (Lokales Verhalten und Vielfachheit). Seien U offen, f : U — ( holomorph
und ¢ € U ein Punkt der Vielfachheit K € N. Dann gibt es einen Radius v > 0 mat
D,(¢) C U sowie eine offene Menge W mit f({) =:CeW C f(D,(Q)), so dass es
zu jedem Punkt i € W\ {C} genau K verschiedene Punkte M, - N € D.(C) gibt, in
denen [ den Wert 11 mit Vielfachheit 1 annimmdt.

Beweis. Teil 1: Wir wahlen r > 0 so klein, dass zum einen Ds,.({) C U gilt und zum
anderen sowohl f als auch f’ jeweils keine Nullstelle in Dy, (¢) besitzen. Dies gelingt
immer, denn andernfalls wére f nach dem Identitédtssatz konstant auf der Zusammen-
hangskomponente von ¢ und es wiirde K = Ord, (f) = +oo gelten. Auflerdem sei
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v = 0r41(¢) die natiirliche Parametrisierung von dD,.(¢) und W sei die Zusammen-
hangskomponente von C\ f(9D.(()), in der ( liegt; siche Abbildung 3.6.
Teil 2: Fiir jedes festgehaltene 17 € W mit 7 # ( gilt

N N O
> o n)—Qﬂiff(Z)_ﬁd
dz

ne€D-(¢) : f(n)=7
1

Comi ) 27
,’}‘/

= Ind; (7))

wegen Theorem 79, angewendet auf f —7 als Funktion auf der Menge Ds,.(0) sowie den
Einweg-Zyklus 7. Die Eigenschaften der Windungszahl — siehe Theorem 18 garantieren
nun

Ind; (7) = Inds (0)

eben weil 77 und ¢ in derselben Zusammenhangskomponente von C \ sp7 liegen. Ande-
rerseits garantieren Theorem 79 und unsere Wahl von r auch

Inds (¢) = )  Ord,(f—{)=0rd(f—{) =K
n€D(C) : f(m)=C

und wir erhalten

Z Ord, (f —1) = K.

ne€Dr(C) = f(n)=7

Andererseits miissen wegen der Nullstellenfreiheit von f’ in Dr(( ) alle Nullstellen von
f — 7 einfach sein, d.h. es gilt Ord, (f —7) = 1 fir alle in Frage kommenden Werte
von 7). Damit ist die Behauptung gezeigt. O]

Bemerkung.

1. Satz 81 impliziert, dass f(C) ein innerer Punkt von f(U) ist. Der Satz 45 iber
die Gebietstreue kann daher auch aus dem Residuensatz abgeleitet werden.

2. Der Beweis von Satz 81 garantiert fiir den Fall K =1 die folgende Variante des
Umkehrsatzes: Besitzt ¢ die Vielfachheit 1 — d.h. gilt f'(¢) #0 — so ist f lokal
invertierbar, d.h. es existiert f~' zumindest auf der Menge W. Mann kann dann
leicht zeigen (Ubungsaufgabe), dass f~' auf ihrem Definitionsbereich holomorph
sein muss.

3. Wir werden spdter noch eine andere Sicht auf die Vielfachheit liefern und zeigen,
dass es lokale um jeden Punkt ( mit Vielfachheit K eine biholomorphe Koordi-
natentransformation z — z = g(z) gibt, so dass die transformierte Abbildung

f=gofogt als
fE)=atalz-0"

geschrieben werden kann.
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74 3. Singularitdten und Residuen

Abbildung 3.7: Vier Beispiele fiir Randzyklen im Sinne von Definition 82 mit jeweils ein-
gefirbter Menge €2, wobei €2 im roten Beispiel nicht zusammenhéngend ist. Wichtig ist, dass
jeder Punkt aus € genau einmal von I" entgegen dem Uhrzeigersinn umrundet wird, und dass
in allen Punkt aus C\ Q die Umlaufzahlen aller Teilwege sich insgesamt aufheben. Insbeson-
dere ist I" immer nullhomolog bzgl. V' und Lécher von V' spielen nur insofern eine Rolle, als
dass in ihnen f nicht definiert sein muss.

Abbildung 3.8: Drei Gegenbeispiele fiir Randzyklen.

3.7 Randzyklen und Vereinfachungen

Wir wollen die bisher abgeleiteten Resultate in einem fiir sehr viele Anwendungen
wichtigen Spezialfall anwenden, in dem die Integrationswege durch die Rénder geome-
trischer Gebiete gegeben sind, siche die Abbildungen 3.7 und 3.8.

Definition 82 (Randzyklus). Seien V und Q0 offene Mengen mit Q C V. Ein Zyklus
' in V' heifst Randzyklus von 2, falls

spl' = 002, Ind, T) =1 fir z€Q, Ind, (T') =0 fir z€C\Q.

Insbesondere ist I' immer nullhomolog bzgl. V' und der Residuensatz liefert

/ f(2)dz = 271 3" Res, (/)

CeR

fiir jede Funktion f, die bis aus isolierte Singularititen holomorph auf V' ist und deren
Singularititen nicht in sp ' liegen.

Die Menge €2 in Definition 82 ist im Allgemeinen das geometrische Objekt unseres
Interesses, wohingegen die Menge V' im wesentlichen nur kodiert, dass die betrachtete
Funktion nicht nur auf 2, sondern noch in einer offenen Umgebung von © holomorph
bis auf isolierte Singularidten ist.

Folgerung 83 (verallgemeinerte Laurent-Cauchy-Formeln fiir Randzyklen). Seien V,
Q und I' wie in Definition 82 und sei f holomorph auf V' \ {(} mit ¢ € Q. Dann gilt

f(z) = Z ag(z — O’f mit ap = 271Tj_ / G it))k"‘l dz

fir alle z € D,(¢) und jeden hinreichend kleinen Radius r > 0 mit D,({) C Q. Ist f
dariiberhinaus auch holomorph in ¢, so gilt natiirlich auch oy, = f*(¢)/k!.

k=—o00
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Beweis. Fiir festes ¢ € € folgt die Existenz der behaupteten lokalen Reihendarstellung
entweder aus Theorem 66 (im Falle das ¢ Singularitdt von f ist) oder aus Theorem 30
(falls f holomorph in ( ist, wobei dann automatisch 0 = a_; = a_y = ... gilt) und
es bleibt nur die Formel fiir die Koeffizienten (o), ., zu zeigen. Fiir beliebiges m € Z
wird durch

f(2)
m(2) =
gm(2) (z— Omﬂ
eine holomorphe Funktion g, auf V' \ {¢} definiert, und eine einfache Rechnung mit
gm(2) = Z ap(z— O™ fiir z € D,(C)
k=—oc0

liefert Res¢ (¢m) = . Der Residuensatz angewendet auf -, liefert nun

/gm(z) dz = 27iqy,

r

und damit die Formel fiir ay,,. O

Folgerung 84 (Zahl der Nullstellen und Pole). Mit den Notationen von Definition 82
gilt
1 [f()

i) o) ¥ D0 (f) + Y Orde(f),

T ¢ ist Nullstelle in 2 ¢ ist Polstelle in 2

sofern es keine Null- oder Polstellen der Ordnung oo gibt.
Beweis. Die Behauptung folgt unmittelbar aus Theorem 79. O

Eine weitere und oftmals niitzliche Anwendung des Argumentprinzips und bzw. des
Residuensatzes ist das folgende Resultat.

Satz 85 (Satz von Rouché). Mit den Notationen von Definition 82 gilt. Sind f und g
zwet holomorphe Funktionen auf V', so dass

[f(z) =92 <lg(x)]  firallez €spry,

so haben f und g in Q dieselbe Anzahl von Nullstellen in €2, sofern diese mit threr
Vielfachheit gezdihlt werden.

Beweis. Fiir jeden reellen Parameter A € [0, 1] betrachten wir die Funktion
ha=g+Af—g) =Af+(1 =Xy,
die auf V' holomorph ist. Aulerdem gilt nach Voraussetzung
0 < |g(2) = ha(2)| = A |g(2) = f(2)] < |a(2) = f(2)] < [g(2)| fiir alle z € spry

und in Kombination mit der Kompaktheit von spy sowie der Stetigkeit von f und g
erhalten wir

min |g(z)| >0, min |hy(z)| >0,
zEespy zZESpy
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wobei wir auch |hy(2)| > |g(2)| — |\ |g(2) — f(2)] > 0 benutzt haben. Insbesondere ist

1 me)
AT ori ) ha(z)
T

wohl-definiert und héngt dariiberhinaus stetig von A ab. Nach Theorem 79 ist n) aber
gerade die Anzahl der Nullstellen von h, in €2 und damit insbesondere eine natiirliche
Zahl. Jede stetige Abbildung [0, 1] — N muss aber konstant sein, und dies liefert die
Behauptung. O]

Der Satz von Rouché erlaubt es oftmals, die Anzahl der Nullstellen einer gegebenen
Funtion f auf einer gegebenen Menge €2 zu berechnen.

Beispiel. Wir betrachten
f(z)=—2%—42+2, Q= Dy(0), g(z) =4z +2

und bemerken fir jedes z mit |z| = 1, dass |f(z) —g(2)] = 1 < 2 < |g(z)|. Deshalb
besitzt f in D1(0) benauso viele Nullstellen wir g, also eine.

3.8 Riemannsche Sphire und meromorphe Funk-
tionen

Abbildung 3.9: Die steoreographische Projektion @, die die Siidhalbkugel auf D;(0), die
Nordhalbkugel auf {oo} U C \ D1(0) und den AAquator auf 0D1(0) abbildet. Insbesondere
vermittelt ® einen Homoomorphismus zwischen C' und S2.

Die um einen einzigen ,,unendlich fernen Punkt“ erweiterte Zahlenebene, das ist
die Menge

C=CU{cx}
wird auch Riemannsche Sphire — oder Riemannsche Zahlenkugel oder Erweiterte
Zahlenebene — genannt, wobei die Bezeichnung , Sphdre* dadurch motiviert wird,

dass C das Bild der euklidischen Einheitssphére
S={=(&6 &) §+HEHE =1} CR
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unter der stereographischen Projektion

& t+i&
_TtZ;eC (3.7)

ist, wobei — siehe Abbildung 3.9 — der Nordpol (0, 0, 1) auf den Punkt oo, der Sidpol
(0, 0, —1) auf 0 und jeder Aquatorialpunkt (cos (t), sin (), 0) auf e** abgebildet wird.
Insbesondere gibt es in C nur einen unendlich fernen Punkt, wohingegen im Reellen
meist zwischen —oco und +o0 unterschieden wird.

£eS? = B

Die Topologie der Riemannschen Sphire Auf C kann nun mit Hilfe der stereo-
graphischen Projektion @ in natiirlicher Weise der folgende Umgebungsbegriff ein-
gefiihrt werden:

1. Eine Menge U C C heift offene Umgebung von z € C, wenn sie eine offene Kreis-
scheibe D,.(z) mit r > 0 enthilt.

2. Eine Menge U C C heiBt offene Umgebung von oo, wenn sie den Punkt oo sowie

das Komplement einer abgeschlossenen Kugel Dg(0) mit R > 0 enthélt. '2

Dadurch wird C in natiirlicher Weise ein topologischer Raum'?, in dem die Konvergenz
von Folgen und damit die Stetigkeit von Funktionen wohldefiniert sind. Insbesondere
konvergiert eine Folge (2,),, .y C C gegen 2., € (@, wenn jede offene Umgebung von z,
fast alle Folgenglieder von (z,),, .y enthilt, und eine Funktion f : C — C heiBt stetig
in einem Punkt z., € C, falls 2, — 2z schon f (zn) = f(zso) impliziert.

Die Konvergenz und die Stetigkeit in C sind sehr intuitiv und man kann aus den
obigen Definitionen leicht die folgenden Aussagen ableiten, wobei |oo| = +o0o vereinbart
sei:

L. (2n)peny C C konvergiert genau dann gegen z. # 0o, wenn z, € C fiir fast alle
n € Nund |z, — 25| — 0 fiir n — 400.

2. (Zn)pen C C konvergiert genau dann gegen oo, wenn |z,| — oo fiir n — +0c0.

~ ~

3. f : C — C ist genau dann stetig in z,, € C mit f(zs) # +oo, falls
|f(2n) — f(25)| = 0 fiir jede Folge mit 2, — 2oo.

4. f:C — C ist genau dann stetig in 2o, € C mit f(z.) = o0, falls | f(z,)| — 400
fiir jede Folge mit 2, — 2.

AuBerdem kann C auch als Einpunkt-Kompaktifizierung von C betrachtet werden, wo-
bei die obigen Definitionen implizieren, dass C sowohl im Uberdeckungssinne als auch
im Teilfolgensinne kompakt ist (Ubungsaufgabe).

Pole und Singularitéten bei co Ist eine Funktion f auf dem Komplement einer
abgeschlossenen Kreisscheibe D,.(0) definiert, so nennen wir f holomorph in oo, sofern
die Abbildung

¢ f(Q) = f(1/Q)

I2Man kann diese Definition auch so verstehen: Die offenen Kreisscheiben mit Mittelpunkt oo sind
gerade die Komplemente von abgeschlossenen Kreisscheiben mit Mittelpunkt 0.
I3Fiir die formale Definition eines topologischen Raumes sei auf die einschligige Literatur verweisen.
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im Punkt ¢ = 0 differenzierbar ist und schreiben in konsistenter Weise
f'(00) = —lim f,(C)¢*.

Analog kann man die Konzepte Nullstelle und Singularitdt auf den unendlich fernen
Punkt iibertragen. Insbesondere besitzt das Monom my(z) = 2% = (1/2)7" fir k € N
in oo eine Polstelle der Ordnung k und fiir £ € —N eine Nullstelle der Ordnung —k.

Man kann auf C in natiirlicher Weise eine Analogon zur Holomorphie einfiihren, dass
auch isolierte Polstellen zulaft.

Definition 86 (meromorphe Funktionqn). Fine Funktion f :V — C auf einer offenen
und zusammenhdingenden Menge V C C heifft meromorph!?®, falls

1. f stetig auf V ist,
2. das Urbild Py := f~1(00) eine diskrete Teilmenge von V ist,
3. f holomorph auf V '\ Py ist.

Bemerkung.

1. Die Stetigkeit von f impliziert, dass jedes ¢ € Py Polstelle von f ist, da andern-
falls nicht f(z,) — oo fiir z, — ¢ gelten kann (siche Theorem 71 iber das lokale
Verhalten in der Nihe wesentlicher Singularititen).

2. Man definiert iblicherweise Ny := f~1(0), d.h. Ny ist die Nullstellenmenge von
f. Diese ist nach dem Identititssatz 42 auch diskrete Teilmenge von V', sofern f
nicht identisch verschwindet, d.h. sofern f nicht gerade die Nullfunktion ist.

3. Ist p ein nicht-konstantes Polynom, so sind p und 1/p ist meromorph auf@ mat
P, = {oo} sowie Pyj, = N, und Ny, = {oo}.

4. Sind g und h zwei holomorphe und nicht identisch verschwindende Funktionen
auf V-mit Ny N\ Ny = 0, so ist f = g/h meromorph auf V. mit Py = N, und
Ny = N,. Gibt es Punkte ( € NyN Ny, so kann aus den Ordnungen Ord; (g) und
Ord (h) leicht abgelesen werden, ob ¢ aus Sicht von f eine Nulstelle oder ein Pol
oder eine hebbare Singularitit ist.

5. Fir jeden Punkt ( € V. mit ( # oo existiert nach Theorem 66 eine lokale Laurent-
Entwicklung

f(z):iak(z—g)k mit K =Ord. (f) € Z,
k=K

die auf der griften punktierten Kreisscheibe D, () konvergiert, die ganz in V '\
Py enthalten ist. Ist f sogar holomorph in ( # oo, so ist diese Laurent-Reihe
eine Taylor-Reihe (d.h. o = 0 fiir k < 0) und konvergiert auch in der nicht-
punktierten Kreisscheibe D,.(().

1Die griechischen Worte meros und holos meinen Teil und Ganzes.
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6. Im Falle von oo € V' existiert die von fu induzierte Laurent- Entwicklung
f(z) = Z oz " mit K = Ordy (fy) € Z,
k=K

die auf der gréfiten Menge der Bauart C \ D,.(0) (,Kreis um oo“) konvergiert,
die in V' \ Py enthalten ist.

Eigenschaften meromorpher Funktionen Wir zeigen zunéchst, dass jede mero-
morphe Funktion lokal wie eine rationale Funktion aussieht.

Lemma 87 (Lokale Struktur meromorpher Funktionen). Seien V C C offen und zu-
sammenhdngend und f :V — C meromorph. Dann gibt es fiir jedes ¢ € V' eine offene
Umgebung U C C von ¢, so dass f auf U als Quotient zweiter holomorpher Funktionen
g und h dargestellt werden kann, d.h. es gilt f(z) = g(2)/h(z) fir alle z € U.

Beweis. Ist ¢ kein Pol von f, so kénnen wir
U:=V-Py, 9(z) = f(2), h(z) =1

wéhlen. Ist ( # oo ein Pol der Ordnung L > 0, so benutzten wir die lokale Laurent-
Entwicklung (siehe oben) und setzen U := D,.({) sowie

9(2)i=ap+a =0+ a =0+, hz)=(E-0",

Ist oo ein Pol von f der Ordnung L > 0, so folgt die Behauptung mit U = C \ D,(0)
und

g(2) i =a_p+a gzt Fa gy i+ h(z) = 2"%,

aus der lokalen Laurent-Entwicklung von f4 in 0, wobei g und ~ holomorph in oo sind
eben weil g4 und hy holomorph in 0 sind. O]

Da meromorphe Funktionen lokal wie rationale Funktionen aussehen, kénnen sind
nicht nur miteinander addiert oder multipliziert ,sondern auch durcheinander dividiert
werden, wobei man natiirlich durch das Nullelement f = 0 nicht dividieren darf.

Lemma 88 (Korper der meromorphen Funktionen). Die Menge der meromorphen
Funktionen auf einer offenen und zusammenhdngenden Menge'® V bilden einen Korper
bzgl. der punktweisen Addition und Multiplikation von Funktionen mit Werten in C.

Beweis. Ubungsaufgabe. O]

15Die Voraussetzung, dass V zusammenhingend ist, ist insofern wichtig, als dass es andernfalls neben
der Nullfunktion weitere Funktionen geben wiirde, durch die man nicht dividieren koénnte, ndmlich
alle Funktionen die auf einer, aber nicht auf allen Zusammenhangskomponenten verschwinden.
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Kapitel 4

Biholomorphe Abbildungen

Definition 89 (Biholomorphe Abbildungen). Seien U un V' zwei offene Mengen in
C. Bine Funktion F : U — V heifst biholomorphe Abbildung von U nach V?, falls sie
injektiv und surjektiv ist und falls sowohl F als auch F~' meromorph sind. Man sagt
auch, U und V' sind mittels F' btholomorph dquivalent.

Bemerkung.

1. Da in jedem Pol der Wert oo angenomen wird? gilt: Fiir oo # V ist jede mero-
morphe Funktion F' : U — V' schon holomorph. Auferdem kann eine biholomor-
phen Abbildung F nur einen Pol besitzen und ist damit in hochstens einem Punkt
nicht differenzierbar; analoges gilt fiir F~*.

2. Ist U c C offen und f : U — C holomorph und injektiv, so ist F' schon ei-
ne biholomorphe Abbildung zwischen U und V := F(U), denn man zeigt leicht
(Ubungsaufgabe), dass F~' in jedem Punkt aus V differenzierbar sein muss.

3. Die biholomorphen Abbildungen von U nach 'V sind gerade die konformen, d.h. die
bijektiven Abbildungen von U nach'V , die winkeltreu und orientierungstreu sind.
Dies gilt, weil eine reell-differenzierbare Abbildung in zwei Dimensionen dann
und nur dann winkel- und orientierunstreu ist, wenn die Jacobi-Matriz in jedem
Punkt eine nicht-verschwindende Drehstreckung beschreibt, d.h. dann und nur
dann, wenn in jedem Punkt des Definitionsbereiches die Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen erfillt sind.

4. Man nennt eine holomorphe Funktion f lokal biholomorph in einem Punkt z,
wenn es offene Umgebungen U von z und V von f(z) gibt, so dass f die Menge
U bijektiv auf V' abbildet. Dies gilt genau dann®, wenn f'(z) # 0.

Beispiel.

1. Die Cayley’-Transformation

1+z
1
11—z

mit  C7\(z) = zjr . (4.1)
1

C(z) =

'Die Bezeichnung bimeromorph wire etwas natiirlicher, wird aber nicht verwendet.

2In den Ubungsaufgaben wurde bewiesen: Besitzt I in ¢ einen Pol der Ordnung K, so gilt |F(z)| >
clz — ¢ fiir z ~ ¢ und damit F(z) — oo fiir 2z — ¢

3Konforme Abbildungen kénnen in allen Dimensionen definiert werden, wohingegen das Konzept
der Biholomorphie nur in Dimensionen zwei erklart ist.

4(=) folgt aus Satz 81; (<) kann aus dem Umkehrsatz abgeleitet werden.

5Arthur Cayley (1821-1895), britischer Mathematiker.
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Abbildung 4.1: Die Caley-Transformation (4.1) bildet das linke Bild auf das rechte ab, wobei
der Punkt 1 auf oo geschickt wird. Der griine Kreis bzw. die griine Gerade représentieren die
Einheitskreisline bzw. die relle Achse.

bildet den FEinheitskreis biholomorph auf die obere Halbebene ab, siehe Abbil-
dung 4.1.

2. Die Ezponentialfunktion bildet fir jedes ( € C den Streifen ¢ + R + i(—m, m)
biholomorph auf die geschlitzte Ebene {z € C : e°2 ¢ (—o0, 0]} ab. Insbesondere
ist exp : C — C\ {0} zwar nicht biholomorph (weil nicht injektiv), aber in jedem
Punkt ¢ € C lokal biholomorph.

3. C und C sind jeweils nicht biholomorph dquivalent zur Einheitskreisscheibe, weil
jede holomorphe Funktion f : C — D1(0) offensichtlich beschrankt und nach dem
Satz von Liouville konstant und damit nicht injektiv ist. Aufferdem sind C und C
nicht biholomorph dquivalent, weil die eine Menge kompakt, die andere aber nicht
kompakt ist.

4. Das Monom z — 2zF ist fir k > 1 im Punkt 0 weder lokal biholomorph noch
winkeltreu, siehe Abbildung 4.2. Analoges gilt fiir jede holomorphe Funktion und
jeden Punkt ¢, dessen Vielfachheit im Sinne von Definition 80 griofier als 1 ist.

Siehe dazu Satz 81.

an
Il
N

D1 (0)

Abbildung 4.2: Eine holomorphe Abbildung kann in der N#he einer mehrfachen Nullstelle
weder bijektiv noch winkeltreu sein.

4.1 Mobius-Transformationen

In diesem Abschnitt wollen wir sehr spezielle meromorphe Funktionen untersuchen.

6Ganz allgemein gilt: Das stetige Bild kompakter Mengen ist kompakt.
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4.1. Mobius-Transformationen 83

Definition 90 (Mobius”-Transformation). Seien a,b, c,d € C gegebene Parameter mit
ad — be # 0. Dann wird die durch

az+b

Ta,b,c,d(z) = cz+d

definierte Abbildung T, pca : C — C die Mobius-Transformation — oder gebrochen
lineare oder homographische Transformation — mit diesen Parameter genannt.

Beispiel.
1. Thpoq ist die Verschiebung um b, d.h. die Abbildung z — z + b.
2. Ty00,1 tst die Drehstreckung um a, d.h. die Abbildung z — az.

3. Toaq,0 ist die sogenannte Normalinversion, d.h. die Abbildung z — 1/z. Diese
kann als Superposition der Spiegelung am Einheitskreis® und der Spiegelung an
der reellen Achse verstanden werden.

Bemerkung. Seien a,b,c,d gegeben mit ad —bc # 0 und sei T =Ty pc 4.
1. Es gilt: a = 0 impliziert b # 0 # ¢; ¢ = 0 impliziert d # 0 # a.
2. T ist meromorph mit T'(c0) = a/c , T(—d/c) = 0o, T(=b/a) = 0.

3. Fiira =0 gilt Nr =0, sonst Ny = {—b/a}. Analog zeigen wir Pr =0 fiir c =0
und Pr = {—d/c} sonst.

Wir konnen die Parameter einer Mobius-Transformation als Elemente der invertier-
baren Matrix

a b .
L_(c d) mit det L # 0.

auffassen und schreiben oftmals 77, statt 1,4, wobei die Abbildungen zu L und AL
mit A € C gleich sind. Die Einfiihrung der Parameter-Matrix L ist durch das folgende
Resultat motiviert.

Lemma 91 (Mobius-Gruppe®). Die Menge aller Mébius- Transformation ist eine Grup-
pe bzgl. der Superposition von Funktionen und es gilt

TLoT;=T,;. (4.2)

wobei L - L im Sinne der iblichen Matrizenmultiplikation zu verstehen ist. Auferdem
kann jede Mobius-Transformation als Superposition von Verschiebungen, Drehstreckun-
gen und der Normalinversion geschrieben werden.

"August Ferdinand Mébius (1790-1868), deutscher Mathematiker und Astronom.
8Die elemementargeometrische Spiegelung am Kreis 0D, (m) ist die Abbildung

-1
z = m4r? (z - m)
und damit nicht holomorph, sondern anti-holomorph. Eine Inversion im Sinne der Funktionentheorie

ist im Allgemeinen die Superposition einer Spiegelung am Kreis und einer Spiegelung an einer Achse.
9Fiir die Algebraiker: Die Mobius-Gruppe ist isomorph zur projektiven linearen Gruppe PGL(2, C).
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Beweis. Die Formel (4.2) kann einfach nachgerechnet werden und impliziert die be-

hauptete Gruppeneigenschaft mit neutralem Element Tj01 = id. Desweiteren be-
schreibt die Abbildungskette

1 bc — ad 1 a az+b

}_> _—— —_—_—_—_—.
cz+d c cz—l—d+c cz+d

z = cz+d —

gerade eine mogliche Zerlegung der Mdobius-Transformation 754 .4 in die Elementar-
bausteine. ]

Lemma 91 impliziert insbesondere, dass jede Mobius-Transformation die Rieman-
sche Sphére bijektiv auf sich abbildet. Insbesondere gilt

TLOTL—lzTL—OTLZleld,

wobei 1 die Einheitsmatrix ist, bzw. T’ blc d = Li—b—cq Wir werden weiter unten sehen,

dass die Mébiustransformationen gerade die Automorphismen von C sind.

Wir leiten nun eine wesentliche geometrische Eigenschaft aller Moébius-Transforma-
tionen her, die sehr eng mit der Konformitéat zusammenhéngt, und verweisen auf Ab-
bildung 4.3 fiir zwei konkrete Beispiele. In diesem Zusammenhang betrachten wir Kreise
und affine Geraden in C als Kreisgeraden in C (oder Mobius-Kreis), wobei eine Gerade
als ein Kreis interpretiert wird, der durch oo liuft.°

RN NN
@ (@)
o -0
/| /\\
fi7 ik
N i)
S

Abbildung 4.3: Oben: Die Normalinversion z + 1/z bildet das linke Bild in das rech-
te ab, wobei der Einheitskreis schwarz markiert ist. Unten: Weiteres Beispiel fiir eine
Moébiustransformation.

0Djiese Sprechweise ist letztlich dadurch motiviert, dass jeder Kreis in der euklidischen Sphire S?
unter der stereographischen Projektion (3.7) entweder auf einen echten Kreis in C oder eine affine
Gerade durch oo projiziert wird. Dabei besteht in der Sphire S? der Kreis mit Radius r < 7 und
Mittelpunkt m € S? aus allen Punkten der Sphire, die zu m den geoditischen Abstand r besitzen.

Michael Herrmann: Komplexe Analysis [D)eysa | Version vom 11.11.2019
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Lemma 92 (Kreiserhaltung). Jede Mdbius- Transformation tiberfihrt Kreisgeraden auf
Kreisgeraden. !

Beweis. Auf Grund des zweiten Teils von Lemma 91 reicht es, die Behauptung fiir Ver-
schiebungen, Drehstreckungen und die Normalinversion zu beweisen. Dazu bemerken
wir, dass jeder Kreis und jede Gerade durch eine Gleichung der Bauart

012Z+nz+nNZ+6=0 mit Parametern §1, do € R und n € C mit 01 > 6,0,

beschrieben werden kann, und dass umgekehrt die Losungsmenge einer solchen Glei-
chung entweder eine Gerade (d; = 0) oder ein Kreis (d; # 0) ist. Diese Klasse quadrati-
scher Gleichungen in der Variablen z € C ist aber invariant unter den Transformationen

z—az+Db, z1/z,
sofern die Parameter der Gleichung jeweils angepasst werden. [

Lemma 93 (Andere Beschreibung von Mobius-Transformationen). Seien (21, 22, 22)
und (¢, Co, C2) zwei gegebene Tripel paarweise verschiedener Elemente aus C. Dann
ezistiert genau eine Mébius-Transformation T, so dass f(z;) = ¢; fir j =1,2,3.

Beweis. Spezialfall (; =0, (o = 1 und (3 = oo: Unter der Zusatzannahme z1, 25, 23 € C
miissen die Parameter a, b, ¢, d der gesuchten Mobius-Transformation offensichtlich den
linearen Gleichungen

4 1 0 0 Z 0
Z9 1 —2Z9 -1 c = 0
0 0 2 1 y 0

geniigen, und weil die Matrix auf der linken Seite den Rang 3 hat, gibt es einen eindi-
mensionalen und nichttrivalen Losungsraum

a=Xa, b=Xo, c=X, d=M\

und man zeigt leicht durch Widerspruch, dass ad — bc # 0. Da jede Wahl von \ # 0
dieselbe Mobius-Transformation liefert, haben wir sowohl die behauptete Existenz als
auch die behauptete Eindeutigkeit gezeigt. Diese Abbildung kann sogar explizit durch
das Doppelverhéltnis der vier Punkte z, z1, 29, 23, d.h. durch

zZ— 2
z—Z
Z9 — 23

ausgedriickt werden. Mit einfachen Modifikationenen der Argumente konnen schliellich
auch die Félle mit z; = 0 oder z; = oo behandelt werden.

Allgemeiner Fall: Wie bereits gezeigt, gibt es eindeutige Mobius-Transformationen
S und R mit

(217 22, Z3) 'i (07 ]-a OO) ) (Cl) C27 C3) 'E) (07 ]-7 OO) .
Fiir jede Mobius-Transformation 7', die (21, 29, 23) auf ((1, (2, 3) abbildet, gilt damit
RoT = S und Lemma 91 impliziert 7' = R~'S. O

"Das Bild einer Geraden kann also ein Kreis oder eine Gerade sein. Analog fiir Kreise.
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Bemerkung. Fir ein gegebenes Tripel (21, z2, 23) paarweise verschiedenere Punkt z; €
C gibt es genau eine Kreisgerade, der durch diese Punkte geht'?. Dieser wird unter der
Abbildung (4.3) auf die reelle Achse abgebildet, denn dies ist die einzige Kreisgerade
durch die drei Punkte 0 = T(z1), 1 = T'(22) und oo = T(z3) lduft. Man kann auch

nachrechnen, dass das Doppelverhéltnis invariant unter Mdobius-Transformationen ist.

Man kann mit elementaren geometrischen Argumenten zeigen, dass jede Abbildung
von C in sich, die Kreisgeraden auf Kreisgeraden abbildet und die Orientierung erhélt,
schon Mobius-Transformation sein muss. Wir wollen schlieSlich auch erwéhnen, dass
Mobius-Transformationen auch eine sehr faszinierende dynamische Eigenschaften bzgl.
der diskreten Orbits

20 =z = T(Zo) = 29 = T(Zl) — ey
besitzen (siche Abbildung 4.4), wobei zwei via

T=S0ToS ! fiir eine Mobius-Transformation S

konjugierte Abbildungen 7" und T im wesentlichen dieselbe Dynamik erzeugen. Wir
konnen hier die entsprechende Theorie nicht entwickeln!?, sondern wollen nur erwéihnen,
dass die Konjugationsklassen aus dynamischer Sicht wie folgt klassifiziert werden
konnen:

Name Fizpunkte Normalform von L einfachstes Beispiel
: 10
parabolisch 1 entartet 01 z—2z+b
e+iw
elliptisch 2 neutral ( 0 ei“’) mitw € R z+— (zmit (| =1
[zirkulér]| [w = +£m/2 [ =—1]
. : A0 : .
loxodromisch 1 stab., 1 instab. 0 -l mit [\ # 1 z+— Cz mit (| #1
[hyperbolisch] A €R] [ € R]

4.2 Automorphismen
Definition 94 (Automorphismen eine Menge). Fiir jede offene Menge U C C heift
Aut(U) :=={F :U — U : F ist biholomorph}

die Automorphismengruppe von U, die in natiirlicher Weise eine multiplikative Gruppe
bzgl. der Superposition von Abbildungen ist.

2Djiese Kreisgerade ist genau dann eine Gerade, wenn des Dreiecks A mit den Ecken z;, 22, 23
entartet. Das passiert insbesondere dann, wenn einer der drei Punkte z; der unendlich ferne Punkt
ist. Ist A nicht entartet, so ist die Kreisgerade der Umkreis von A.

1Bsiehe zum Beispiel D. MUMFORD, C. SERIES, D. WRIGHT: Indra’s Pearls: The Vision of Felix
Klein, Cambridge University Press, 2001.
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Abbildung 4.4: Beispiele fiir Kreis-Orbits bei parabolischen, elliptischen und loxodromische
Transformationen, wobei die schwarzen Punkte Fixpunkte reprisentieren.

Wir wollen nun vier wichtige Automorphismengruppen explizit berechnen bzw.
angeben, namlich fiir die Ebene, die Riemannsche Sphére, die Kreisscheibe und die
Halbebene. Insbesondere zeigen wir, dass jede dieser Automorphismengruppen eine
Untergruppe der Mébiusgruppe ist.

Satz 95 (Automorphismen der Ebene). Jeder Automorphismus von C ist eine affine
Abbildung der Bauart z — az 4+  mit o # 0 und umgekehrt.

Beweis. Es ist nur die Hinrichtung zu zeigen. Dazu bemerken wir zunéchst, dass nach
Theorem 30 eine festgehaltene biholomorphe Funktion F' : C — C als Taylor-Reihe

F(z)= Z a2
k=0

mit Konvergenzradius +oo geschrieben werden kann, wobei natiirlich mindestens ein
oy, nicht verschwindet. Dies impliziert die Laurent-Entwicklung

677

o fir ¢#0,

Fu(Q)=F(1/¢) =)

mit konstantem Nebenteil und wir werden nun deren Verhalten fiir ( — 0 untersuchen.
Da f(D;(0)) nach Satz 45 eine offene und nichtleere Menge ist — und weil F' bijektiv
ist — kann die Menge

F#(DI(O)) ={Fx(Q) : 0<|¢| <1} ={F(2) : 1<|z| <0}
=C\{F(z) : 0< 2| <1} C C\ F(Dy(0))

nicht dicht in C liegen. Der Klassifikationssatz fiir Singularitdten — siehe Theorem 71
— garantiert daher, dass I in 0 keine wesentliche Singularitét, sondern nur einen Pol
oder eine hebbare Singularitéit besitzt. Insbesondere existiert ein K € N, so dass

ag #0, ap=0 fiir k> K,

und wir haben damit gezeigt, dass F' ein Polynom vom Grade K ist. Nach dem Haupt-
satz der Algebra sind aber nur die Polynome ersten Grades bijektiv. O

Auf Grund des unendlich fernen Punktes ist die Automorphismengruppe von C
umfangreicher als die von C.

Satz 96 (Automorphismen der Sphére). Jeder Automorphismus von C ist eine Mébius-
Transformation wie in Definition 90 und umgekehrt.
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Beweis. Esist wieder nur zu zeigen, dass jeder Automorphismus F’ von C schon Mébius-
Transformation ist. Im Falle von F(0c0) = oo ist F' auch Automorphismus von C und
Satz 95 garantiert, dass F' sogar affin ist. Im Fall von ( := F(00) # oo betrachten wir
die Abbildung G : C — C mit

die nach Konstruktion auch Automorphismus von C ist, wobei G~!(z) = F~ (C+271).
Insbesondere gilt G(00) = oo sowie F(z) # oo fiur z # oo, d.h. F ist auch Automor-
phismus von C. Satz 95 liefert daher G(z) = az + 8 bzw.

1 1 az+b
F p— —_— pu—
() <leG(z) C+az~|—ﬁ cz+d
mit a =Ca, b=+ 1, c=a,d= 0. n

Die Charakterisierung aller Automorphismen der Einheitskreisscheibe beruht auf
der Erkenntnis, dass jede Abbildung von D;(0) in sich in einem gewissen Sinne nicht-
expansiv sein muss.

Lemma 97 (Lemma von Schwarz!?). Sei f: D1(0) — D1(0) holomorph mit f(0) = 0.
Dann gilt

If(2)] < |z| fiir alle =z € D1(0) sowie |f(0) <1.

Gilt dariber hinaus |f(z)| = |z| fir ein z € Dy(0) oder |f'(0)] = 1, so ist f eine
Drehung, d.h. f(z) = e*®z fiir alle z € Dy(0) und einen Drehwinkel ¢ € R.

Beweis. Die Funktion g : D1(0) — C mit

9(z) = - fiir z#0, 9(0) := £'(0)

ist offensichtlich holomorph auf der punktierten Kreisscheibe D;(0) und dariiber hinaus
auch stetig im Punkt 0. Lemma 33 garantiert daher, dass g sogar holomorph auf D;(0)
ist. Ist nun z € D;(0) ein beliebiger Punkt und 7 ein Radius mit |z| < r < 1, so liefert
das Maximum-Prinzip aus Folgerung 47 — angewendet auf die Funktion ¢ und die
Menge D,(0) — die Abschétzung

O] 1

l9(=)] < max 19(0)] Imax 19(¢)] max 22 <
fir alle z € D;(0). Der Limes r — 1 etabliert die gewiinschte Ungleichung sowohl
fir z # 0 als auch fiir z = 0. Gilt nun g(z) = 1 fiir ein z € D;(0), so nimmt g sein
Maximum im Inneren an, und das Maximum-Prinzip in Folgerung 47 garantiert sogar,
dass ¢ konstant ist, wobei die Konstante Norm 1 besitzt und deshalb als e mit ¢ € R
geschrieben werden kann. O

Satz 98 (Automorphismen der Kreisscheibe). Jeder Automorphismus von D1(0) ist
eine Mobius-Transformation F der Bauart

i 7 T ¢

1—Cz
mit Parametern ¢ € R, ( € D(0) und umgekehrt. Insbesondere bildet jeder Automor-
phismus den Rand 0D1(0) in sich ab.

“Hermann Amandus Schwarz (1843-1921), deutscher Mathematiker.

F(z)=e (4.4)

Michael Herrmann: Komplexe Analysis [D)eysa | Version vom 11.11.2019



4.2. Automorphismen 89

Beweis. Riickrichtung: Die Funktion F' in (4.4) ist fiir jede zuléssige Wahl der Pa-
rameter ( und ¢ wegen |1 —(z| > 1 —[¢||z| > 0 als Abbildung von D;(0) nach C

wohldefiniert und holomorph. Durch direkte Rechnungen verifizieren wir die Formel
ZZ+((—Cz—(Z
|F(2)* = ———,
14 22(¢ —(z—(Z

und schlieen mit Hilfe der Umformungen
FEP <1 & PP <t+2PK & 0<(@-[CF) (-1,

dass F(z) € D1(0) wegen z,( € D;(0). AuBerdem impliziert |z| = 1 schon |F(z)| = 1.
Wir haben damit gezeigt, dass die Mobius-Transformation F' die Kreisscheibe D;(0)
wirklich holomorph in sich abbildet und dass der Rand 9D;(0) dabei auch in sich
abgebildet wird. Dariiber hinaus kann die inverse Mobius-Transformation mit Hilfe
von Lemma 91 zu

24+ L, z2—¢
———— = ¢ —
et + (z 1-¢x2

F(2) =

berechnet werden, wobei ¢ := —¢ € R und ¢ := —e'?¢ € D;(0). Unsere bisherigen
Argumente kénnen analog — d.h. mit ¢ und ¢ statt ¢ und ¢ — auch auf F~! ange-
wendet werden und implizieren, dass auch F~! die Kreisscheibe D;(0) holomorph in
sich abbildet. Damit ist bewiesen, dass sowohl F' als auch F~! die Kreisscheibe D;(0)
wirklich injektiv und surjektiv auf sich abbilden.

Hinrichtung: Seien G ein gegebener Automorphismus von D;(0) und F' wie oben
mit ¢ = 0 und ¢ = G(0). Dann ist die Mobius-Transformation H := F o G auch
ein Automorphismus von D;(0) mit H(0) = 0 und das Schwarzsche Lemma 97 liefert
zunéchst

|H(2)| < |z| und |H '(z)| < 2| firalle z€ Di(0).

Da die zweite Ungleichung auch im Punkt H(z) ausgewertet werden kann, gilt damit
auch

[H(z)| <ol = [H(H(2))| < [H(2)]
fir alle z € D1(0), und Lemma 97 impliziert sogar
H(z) = &'z

fir alle 2 € D1(0) und ¢ € R geeignet. Insgesamt — und weil F~! mit Lemma 91
berechnet werden kann — erhalten wir
, 1 R
G(z) = F '(H(z)) = F'(e'2) = L—I.—C = e”/’Z—_5
1+ (etvz 1-¢&2
mit £ := —e ¥( und damit die Behauptung. O

Die Automorphismen der Kreisscheibe konnen auch benutzt werden, um die Auto-
morphismen der Halbebene zu bestimmen, da beide Mengen biholomorph &dquivalent
sind.
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Satz 99 (Automorphismen der Halbebene). Die Automorphismen der oberen Halb-
ebene {z € C : Re(z) > 0} sind gerade die Mobius-Transformationen mit reellen
Parametern a,b,c,d € R und ab — c¢d > 0.

Beweis. Satz 98 und Lemma 91 implizieren, dass jeder Automorphismus F' der Halb-
ebene wirklich Mobius-Transformation ist und als als

F=CoGo(C™!

geschrieben werden kann, wobei C' die Cayley-Transformation (4.1) bezeichnet und G
ein Automorphismus der Kreisscheibe wie in (4.4) ist. Diese Identiét kann nun — siehe
(4.2) — in die Matrizenformel

a b\ [+i +i et g —i -1

c d)  \-1 +1 n e i —i +1
iibersetzt werden, wobei wir benutzt haben, dass die mittlere Matrix auf der rechten
Seite via

otid _ oFi2y : ¢ = _ne+iw
die Abbildung G beschreibt. Eine direkte Rechnung zeigt nun

(a b)_ 1.(+n+ﬁ+e—iw+e+i¢) i-(+77—ﬁ—|—e_i¢—e+i¢)
¢ d) \i-(+n-m—eWtet?) 1.(—pn-T+e ¥ tett¥)
<+Re<n>+cos(w> —Im<n>+sin<w)>

—Im (n) —sin(¢)  —Re(n)+ cos (¥)

und wir schliefen, dass die Parameter der Mobius-Transformation F wirklich reell
gewahlt werden konnen. Auflerdem gilt

ad — be = 4(cos (1)) — Re (17)2) + 4(sin () — Im (77)2) =4(1- \77|2) >0

wegen |n| =|¢] < 1. O

4.3 Der Riemannsche Abbildungssatz

Wir werden in diesem Abschnitt den Riemannschen Abbildungssatz beweisen. Dieser
Meilenstein der komplexen Analysis garantiert, dass jede einfach zusammenhdngende
und echte Teilmenge von C biholomorph auf die Einheitskreisscheibe abgebildet werden
kann, siehe Abbildung 4.5, und damit, dass alle einfach zusammenhéngenden Mengen
aus funktionentheoretischer Sicht dquivalent sind. Dies ist eine sehr bemerkenswerte
Aussage, denn der Rand einer einfach zusammenhéngenden Menge (die per Definiti-
on bei uns immer offen ist) kann sehr kompliziert aussehen und sogar eine fraktale
Geometrie aufweisen.!®

Wir {iberlegen uns zunéchst, dass nur einfach zusammenhéngende Mengen biholomorph
auf die Kreisscheibe abgebildet werden konnen.

15Ein Beispiel ist die Kochsche Schneeflocke; siehe etwa WIKIPEDIA.
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Abbildung 4.5: Zwei Beispiele (links und rechts) fiir offen Mengen, die biholomorph
dquivalent zur offenen Kreisscheibe sind. Insbesondere kann jede dieser Mengen bijektiv
und winkeltreu auf die Kreischeibe abgebildet werden. Lemma 100 und der Riemannsche
Abbildungssatz in Theorem 105 und garantieren, dass eine offene und zusammenhingende
Menge genau dann biholomorph dquivalent zur Kreisscheibe ist, wenn sie einfach zusammen-
héngend ist.

Lemma 100 (Einfacher Zusammenhang ist biholomorphe Invariante). Die Mengen U
und V' aus C seien biholomorph dquivalent, d.h. es gibt eine biholomorphe Abbildung
F:U — V. Dann ist U genau dann einfach zusammenhdngend, wenn V dies ist.

Beweis. Sei U einfach zusammenhéngend, 0 ein geschlossener Weg in V' und (. ein
gegebener Punkt in C\ V. Dann entspricht § genau einem Weg v = F~! 0 § und mit
den Substitutionen

erhalten wir
b, b

Ind; (g*):/ d¢ /M_/F’(v(t))ﬁ(t) dt :/ F/(2)dz
é

o) sw-¢ ") Fem - S TG
Der Integrand im Wegintegral auf der rechten Seite ist nach Konstruktion holomorph
in U (es gilt F(z) # ( fir alle z € U) und Theorem 58 liefert Inds (¢,) = 0, eben
weil U einfach zusammenhéngend ist. Damit haben wir gezeigt, dass jeder geschlossene
Weg o nullhomolog bzgl. V ist, d.h. V ist in der Tat einfach zusammenhéngend. Der
Beweis der Riickrichtung ist vollkommen analog. O]

Wir werden nun vier Hilfsresultate ableiten, die im Beweis des Riemannschen Ab-
bildungssatzes eine wichtige Rolle spielen. Das erste stellt dabei sicher, dass wir spéter
nur noch einfach zusammenhéngende Teilmengen der Kreisscheibe betrachten miissen.

Satz 101 (Satz von Carathéodory'® und Koebel?). Sei U eine offene, nichtleere und
einfach zusammenhdngende'® Menge in C, die nicht den Punkt O enthdlt. Dann existiert
eine holomorphe und injektive Funktion F auf U, die Werte in D1(0) annimmt und
einen gegegeben Punkt ¢ € U auf 0 abbildet.

Beweis. Voriiberlegung: Nach Folgerung 60 existiert auf U ein Zweig des Logarithmus,
d.h. eine holomorphe Abbildung L : U — C mit exp (L(z)) = z fiir alle z € U. Damit
ist R := 3L ein Zweig des Wurzelfunktion'®, denn es gilt

R(2)* = exp (L(2)) = 2 fir alle z € U .

16Constantin Carathéodory (1873-1950), griechisch-deutscher Mathematiker.

17Paul Koebe (1882-1945), deutscher Mathematiker

18Sjehe Definition 54 und Satz 63 fiir die zwei Arten, einfachen Zusammenhang zu beschreiben.
9Wir kénnten alternativ auch R := —%L definieren.
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Wurzel Wahl von D
Q
lMébius
Mébius Mébius

O

Abbildung 4.6: Darstellung der einzelnen Transformationschritte im Beweis von Satz 101
fiir eine unbeschrénkte Menge U (rot dargestellt). Die schwarze Kreislinie reprisentiert den
Einheitskreis und illustriert die Grofle und Lage des jeweils dargestellten Bereichs. Der erste
Transformationsschritt mit dem Ast der Wurzelfunktion kénnte fiir die konkrete Menge U
weggelassen werden, ist aber zum Beispiel sehr wichtig, falls U eine geschlitzte Ebene ist.

Eine beschrinkte Menge U kann sogar allein durch Verschieben und Skalieren holomorph und
injektiv auf eine Teilmenge der Einheitskreisscheibe, die die 0 enthélt, abgebildet werden.

@)= (B = (= (@
/NN,

Abbildung 4.7: Konstruktion der expandierenden Abbildung im Beweis von Satz 102, wobei
die Groflenzunahme der roten Menge — hier leicht iibertrieben dargestellt — punktweise im
Sinne von (4.6) zu verstehen ist.

Insbesondere ergibt sich die Implikation
R(Zl) = :i:R(ZQ) — z21 = Z9, (45)

d.h. die holomorphe Funktion R ist injektiv auf U und nimmt dort auch keine zwei
Werte mit unterschiedlichem Vorzeichen an.

Konstruktion von F: Die Menge R(U) ist nach Satz 45 offen und enthélt damit
mindestens eine offene Kreisscheibe K mit K € R(U), die 0 nicht enth&lt®®, und wir
setzen D := —K. Mit der Implikation (4.5) folgt, dass die Kreisscheibe D vollstindig
in C\ R(U) enthalten ist und wir kénnen nun eine Superposition 7" aus einer Ver-
schiebung und einer Streckung wéhlen, so dass T(D) = D;(0). Ist N schlieBlich die
Normalinversion, d.h.. N(z) = 1/z, so bildet G := N o T o R die Menge U holomorph
und injektiv (aber nicht surjektiv) in D;(0) ab. Fiir gegebenes ¢ € sei schliellich

‘ l—mz

20Zunichst existiert eine offene Kreisscheibe D,.(¢) C R(U), aber anschliefend konnen wir K :=
D, /5(¢) wihlen.
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der Automorphismus von D;(0), der G(¢) auf 0 abbildet, siche Satz 98. Dann besitzt die
Abbildung F' := H o (G alle gewiinschten Eigenschaften; siehe auch Abbildung 4.6. [

Die Idee, einen Ast der Wurzelfunktion zu benutzen ist sehr méchtig und {ibrigens
auch gerade das Teilargument, dass nur auf einfach zusammenhéngenden Mengen rich-
tig ist (im Allgemeinen gibt es eben auf einer Menge U keine holomorphe Wurzelfunk-
tion bzw. keinen holomorphen Logarithmus). Mit derselben Idee kénnen wir auch das
zweite Hilfsresultat ableiten, dass als Gegenstiick zum Lemma von Schwarz verstanden
werden kann und garantiert, dass echte Teilmengen von D;(0) biholomorph vergrofert
werden konnen.

Satz 102 (Existenz einer expansiven Abbildung). Sei V' eine offene und einfach-
zusammenhdngende Teilmenge von D1(0), die zwar 0, aber mindestens einen Punkt
¢ € Dy(0) micht enthdlt. Dann existiert eine holomorphe und injektive Abbildung
F:V — Dy(0), so dass

F(0)=0, |F'(0)] > 1 und |F(2)| > |7| (4.6)
fir alle z € V'\ {0}.
Beweis. Nach Voraussetzung gibt es ein ¢ € D1(0) \ V und die Menge
_ =6
11— (z
ist Teilmenge von D;(0) \ {0}, da G nach Satz 98 die Kreisscheibe D;(0) biholomorph
in sich abbildet. Aulerdem ist U nach Satz 45 und auch offen und zusammenhéngend
und mit Lemma 100 sogar einfach zusammenhéngend. Damit existiert — analog zum

ersten Schritt im Beweis von Satz 101 — ein Ast R : U — C der Wurzelfunktion und
wir definieren

U:=G(V) mit G(z) :

F:=HoRoG mit H(z):%

als Abbildung von V nach D;(0); siehe Abbildung 4.7 fiir ein Beispiel. Da die Mobius-
Transformationen G und H nach Satz 98 die Kreisscheibe D;(0) biholomorph auf sich
abbilden, bildet F' die Menge V' holomorph und injektiv (aber nicht surjektiv) nach
Dy(0) ab, wobei

F(0) = H(R(G(0))) = H(R(~0)) =0
nach Konstruktion sichergestellt ist. AuBerdem gilt
P(F(z) =2 mit P(z):= G—l((H—l(z))2> firalle z€V  (4.7)
und damit
P'(0)F'(0) =1

nach Differentiation von (4.7); bzgl. z und Auswertung in z = 0. Die wesentliche
Beobachtung ist nun, dass P zu einem sogar auf ganz D;(0) definiert ist und nur Werte
in D;(0) annimmt, und zum anderen aber wegen der involvierten zweiten Potenz nicht
injektiv und damit insbesondere keine Drehung ist. Insbesondere kann das Schwarzsche
Lemma 97 auf P (aber nicht auf F') angewendet werden und liefert

|P'(0)] <1 sowie |P(2)| <|z| fiiralle ze D;(0)\ {0}.

In Kombination mit (4.7) folgt nun die Behauptung. O
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Das dritte Hilfsresultat ist rein analytischer Natur und etabliert eine Kompaktheits-
kriterium fiir Mengen holomorpher Funktionen.

Satz 103 (Satz von Montel?!). Sei (f,)n € N eine Folge holomorpher Funktionen auf
der offenen Menge U C C, so dass

sup sup !fn(z)| <00
neN ze K

fiir jede kompakte Menge K C U gilt. Dann gibt es eine Teilfolge (f”J')jEN mit nj — 0o
sowie eine holomorphe Funktion fo : U — C, so dass fir jedes k € N die Folge
(fg;))jeN fiir j — oo lokal gleichmifSig gegen féf) konvergiert.

Beweis. Sei K eine beliebige kompakte Menge mit K C U. Dann existiert ein r» > 0,
so dass r-Umgebung von K, also die Menge

= :di = mi — (| <
K,:={¢(eC : dist(¢, K) IZIéIII(l|Z ¢l <r}
auch noch zu U gehort. Nach der Cauchyschen Ungleichung aus Satz 35 gilt nun

maXCGaDT(z) | fn(C) ’
r

|fn(2)] < fiir alle z € K und alle n € N,
und in Kombination mit der Voraussetzung — ausgewertet bzgl. der Menge K, —
erhalten wir

sup sup |f’(z)‘ < r~sup sup ‘f(C)‘ < 00.
neN ze K neN (eK,

Insbesondere ist nicht nur die Funktionenfolge (f,), oy, sondern auch die Folge der
entsprechenden Ableitungen (f}), oy auf K uniform beschrankt und dies impliziert die
gleichgradige Stetigkeit von (f,),,cy auf K. Nach dem Satz von Arzeld-Ascoli*? und weil
K Deliebig war existiert nun eine Folge (n;); ., sowie eine stetige Funktion fo : U — C,

so dass ( f”j)jeN lokal gleichméssig gegen f., konvergiert. Der Weiersta3’sche Konver-

genzsatz 32 garantiert nun sowohl die Holomorphie von f., als auch die Konvergenz
aller Ableitungen. m

Unser viertes Hilfsresultat garantiert unter anderem, dass nichttriviale Limits in-
jektiver holomorpher Funktionen selbst schon injektiv sein miissen.

Satz 104 (Satz von Hurwitz**). Sei U C C offen und (f,), oy eine Folge holomorpher
Funktionen auf U, die lokal gleichmdssig gegen eine holomorphe und nicht-konstante
Funktion fs auf U konvergieren. Dann ezistiert fir jedes ¢ € U eine Folge ((,) so
dass

neN’

(G — ¢ und f(C) = f(C)  fiir fast alle n.

Insbesondere ist f injektiv, sofern fast alle f, injektiv sind.

21Paul Antoine Aristide Montel (1876-1975), franzosischer Mathematiker.

22Dieser Satz formuliert ganz allgemein Kompaktheitskriterien fiir stetige Funktionen auf lokale
kompakten Rdumen und wird iiblicherweise in Vorlesungen iiber Funktionalanalysis oder Topologie
bewiesen.

23 Adolf Hurwitz (1859— 1919), deutscher Mathematiker.
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Beweis. Sei ¢ € U fixiert und gelte 0.B.d.A. f(¢) = 0. Nach dem Identititssatz —
siehe Folgerung 43 — existiert ein Radius r > 0 mit D,(¢) C U, so dass ( die einzige
Nullstelle von f, in D, (() ist. Insbesondere gilt

0=|/f(Q)] < min [fu(2)|

z€Dr(C)

und die lokale gleichméfiige Konvergenz impliziert, dass

[f2(Q)] < min_[fu(2)]
z€Dr(C)
fiir fast alle n € N gilt. Fiir jedes dieser n existiert nach Lemma 39 eine Nullstelle
(n € D,.(C) (fiir die anderen, hochstens endlich vielen, n setzen wir zum Beispiel ¢, :=
¢). Dann gilt schon (, — ¢ fiir n — oo, denn andernfalls géibe es mindestens einen
Hiufungspunkt (o, € D,(¢) mit (s # ¢, und fiir diesen wiirde wegen f,(¢,) = 0 auch

|f00(<00)‘ < }fOO(COO) - fOO(Cn)‘ + |f00(gn) - fn(cn)|
< | foolGoo) = FoolGu)| + max | fu(2) = foo(z)] == 0

z€Dr(C)

im Widerspruch zur Wahl von r gelten. Damit ist die erste Behauptung bewiesen und
die zweite folgt unmittelbar mit einem einfachen Widerspruchsargument. O

Wir haben nun die wesentlichen Hilfsmittel an der Hand, um den Riemannschen
Abbildungssatz fiir Teilmengen aus C beweisen.

Theorem 105 (Riemannscher Abbildungssatz). Sei U C C eine echte und einfach
zusammenhdngende Teilmenge** von C (und damit auch offen und zusammenhdngend).
Dann ist U biholomorph dquivalent zur Einheitskreisscheibe, d.h. es gibt eine Abbildung
F : U — Dy(0), die biholomorph im Sinne von Definition 89 ist. Ist dariber hinaus ¢
ein gegebener Punkt in U, so ist F bereits eindeutig durch die Bedingungen F(() = 0
und F'(C) € Ry festgelegt.

Beweis. Eindeutigkeit: Sind F und F zwei biholomorphe Abbildungen mit F ) =

F(¢) = 0 sowie F'(¢) > 0 und F’(C) > 0, so ist G := F o F~! eine Automorphismus
von D;(0) mit

Q
e
!
Bl

(F7H(0) = F(¢) =0

und

Nach Satz 98 gibt es aber nur ein G € Aut(D;(0)) mit diesen Eigenschaften, ndmlich
die Identitdat und damit gilt schon F' = F', weil ja F' und F' bijektiv sind.
Geometrische Voriiberlegung zur Ezistenz: Es reicht, die Behauptung fiir

0e€UC Dy(0) (4.8)

zu beweisen, denn fiir U = D;(0) ist nichts zu zeigen und allen anderen Fille konnen
wie folgt auf diesen Spezialfall zuriickgefiihrt werden:

Z4Insbesondere ist U als einfach zusammenhingende Menge per Definition offen und zusam-
menhdngend
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(a) Fir 0 ¢ U und U € D;(0) konnen wir U mit Hilfe einer Mébius-Transformation
T € Aut(D;(0)) aus Satz 98 biholomorph auf eine Menge mit den gewiinschten
Eigenschaften abbilden, wobei der Parameter ¢ in (4.4) beliebig aus U gew#hlt
werden kann.

(b) Fiir 0 ¢ Uund U € D;(0) kénnen wir die gewiinschte Situation durch Anwendung
einer Abbildung wie in Satz 101 erreichen.

(¢) Fiir 0 € U und U ¢ D;(0) gibt es mindestens einen Punkt ¢ € C\ U und nach
einer Verschiebunge um —(¢ kénnen wir wie im Fall (b) argumentieren.

Analytische Konstruktion der Abbildung: Fiir U wie in (4.8) betrachten wir

o= {holomorphe und injektive Abbildung F': U — D;(0) mit F'(0) = O}
und setzen

p = sup |[F'(0)| € [1, oo], (4.9)
Fed
wobei wir benutzt haben, dass ® mindestens die Identitét enthélt, so dass p wirklich
wohldefiniert ist und nicht kleiner als 1 sein kann. Wir wéhlen nun eine Folge (F,),, .y C
®, so dass
p= lim |F(0)

n—oo

wegen
F,.(z) € D:(0) fir alle n € N und alle z € U (4.10)
gilt
supsup |F,(2)] < 1.
neN zeU

Nach dem Satz von Montel existiert daher eine holomorphe Funktion F,, : U — C mit

1 <|FL(0)] = u < o0, F(0) =0, sup |[Fo(2)] < 1, (4.11)
zeU
und der Satz von Hurwitz garantiert zum einen, dass F,, injektiv ist, und zum anderen,
dass |Fo(2)| < 1 fiir alle z € U gilt, da andernfalls auch |F,(z)| = 1 fiir mindestens
ein z € U und n € N im Widerspruch zu (4.10) gelten wiirde. Damit ist gezeigt, dass
F auch zur Menge ® gehort.
Nachweis der Surjektivitit: Das Bild von U unter F., muss schon ganz D;(0) sein,
denn andernfalls gidbe es nach Satz 102 eine injektive und holomorphe Abbildung H
von F(U) nach D;(0) mit |[H'(0)| > 1, und dies wiirde via H o Fi,, € ® und

|(H 0 Fo)'(0)| = [H'(F(0)) | [ FL(0)] = [H'(0) | >

einen Widerspruch zu (4.9) und (4.11);, d.h. zur Wahl von g und zur Konstruktion
von F, liefern. Damit haben wir gezeigt, dass F,, die Menge U biholomorph auf D;(0)
abbildet. ]

Der Beweis von Theorem 105 ist nicht konstruktiv und so stellt sich die Frage, ob
bzw. wie fiir eine gegebene Menge U eine biholomorphe Abbildung zwischen D;(0) und
U konstruiert werden kann. Wir kénnen hier diese Frage nicht erschépfend untersuchen,
wollen aber zwei klassische und wichtige Ansétze diskutieren.
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>
F(&n)
3 /N
v

Abbildung 4.8: Mit den Schwarz-Christoffel-Transformationen (4.12) kann die obere Halb-
ebene biholomorph auf das Innere eines Polygon abgebildet werden. Die reelle Achse wird
dabei in sehr singuldrer Weise auf den Rand des Polygons abgebildet und die auftretenden
Wegintegrale konnen im Allgemeinen nur approximativ berechnet werden, siehe auch Abbil-

Abbildung 4.9: Numerische Approximationen von Schwarz-Christoffel-Transformationen.
Das dritte Beispiel entspricht dem Grenzfall (4.13), d.h. einem entarteten Dreieck mit Eck-
punkt oo und zwei rechten Winkeln.

Polygonale Gebiete Fiir NV € N seien &, ..., £ gegebene und paarweise veschiede-
ne Punkte auf der reellen Achse und 6, ...... , On reelle Zahlen mit 6, + ... + 0y = 27.
Dann wird durch

dz
(2 — 51)91/7r (2= &\/)ON/Tr

F(C):??1+772/

¢

(4.12)

eine Funktion F' definiert, die obere Halbebene
Hy:={z€C:Im(z) >0}

biholomorph auf das Innere eines Polygons transformiert, wobei jedes &, auf einen
Eckpunkt mit Winkelsprung 6,, abgebildet wird, siehe die Abbildungen 4.8 und 4.9.
Hierbei bezeichnet ~, einen beliebigen Weg in H,, der einen festgehaltenen Punkt
(« € Hy mit ¢ verbindet, 1y, 12 sind zwei komplexe Konstanten, und alle Poten-
zen sind via 2% = exp (AL(z)) mit Hilfe eines einmal gewéhlten Astes L : H, — C
des komplexen Logarithmus zu berechnen. Abbildungen der Bauart (4.12) werden
Schwarz-Christoffel?>-Transformationen genannt. Ein einfaches, aber nur als singulirer

Grenzwert zu verstehendes Beispiel ergibt sich formal mit

N:3, 01:82:%7, 03:71', 51:—1, 52:4-1, 53200,

denn

_, ¢
F(z) = /@_1)1/2.(4_'_1)1/2

¢

bildet H, in einen halbunendlichen Steifen ab.

= iarcosh(z) (4.13)

Z5Elwin Bruno Christoffel (1829-1900), deutscher Mathematiker.
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Glatt berandete Gebiete Ist U ein beschrianktes, einfach zusammenhéngendes und
glatt berandetes Gebiet in C, so kann eine biholomorphe Abbildung F' von U nach D;(0)
wie folgt durch die Losung einer partiellen Differentialgleichung bestimmt werden: Wir
nehmen o0.B.d.A.

0elU, F(0)=0, F'(0) e Ry
an und beginnen mit dem Ansatz
F(z) = zexp (G(2)) .
Mit den Identifikationen
2 =1x+ 1y, G(z) = Az, y) +iB(z, y), CO>U~V CR?
sind A und B harmonisch, d.h. es gilt
AA(z,y) = AB(z,y) =0 fir alle (z,y) eV

fiir den kartesischen Laplace-Operator A = 9% + 85 , wobei U und V' dasselbe geome-
trische Objekt — nur einmal als Teilmenge von C und einmal als Teilmenge von R? —
beschreiben. Die Randbedingung

|F(2)| =1 fir z € OU

beschreibt, dass F' den Rand von U auf den Rand von D;(0) abbilden soll, und kann
auf Grund unseres Ansatzes als

1

geschrieben werden. Insbesondere ist die Funktion A : V' — R als Losung eines inho-
mogenen Dirichlet?0-Problems nicht nur eindeutig bestimmt, sondern kann (zumindest
approximativ) auch konstruiert werden. Wegen der Cauchy-Riemannschen Differential-
gleichungen

Az, y) = log ( > fir (z,y) € OV

(0:B(x, y), 0,B(x, y)) = (—0,A(x, y), 0. A(z, y))

kann nun zunichst G’ punktweise aus

/ _ +8$A<x7 y) +ayA($> y)
G'2) = (—ayA(x, y) +9,Al(x, y)>

berechnet werden und anschlieend — siehe Satz 52 sowie Abbildung 2.5 — ergibt sich G
durch komplexe Wegintegration, wobei wir auch Im (G(0)) = 0 vorschreiben diirfen (der
Realteil Re (G(0)) = A(0) ist schon festgelegt). Dies liefert schlieflich eine holomorphe
Abbildung F : U — C, und die Randbedingung sowie das Maximum-Prinzip aus
Folgerung 47 garantieren, dass F' die Menge U in eine Teilmenge von D;(0) abbildet.
AufBlerdem folgt

F'(0) = exp (G(0)) = exp (A(0)) € Ry,

26 Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), deutscher Mathematiker.

Michael Herrmann: Komplexe Analysis [D)eysa | Version vom 11.11.2019



4.3. Der Riemannsche Abbildungssatz 99

d.h. 0 ist eine einfache Nullstelle von F', und wegen unseres Ansatzes ist 0 auch die
einzige Nullstelle von F'.

Es bleibt zu zeigen, dass die so konstruierte Funktion F wirklich eine Bijektion
zwischen U und D, (0) vermittelt und damit genau die von Theorem 105 in eindeutiger,
aber nicht konstruktiver Weise gelieferte Abbildung ist. Dazu wéihlen wir eine glatte
Parametrisierung v von 0U, die den Rand von U genau einmal und entgegen dem
Uhrzeigersinn durchlduft, sowie einen beliebigen Punkt ¢, € D;(0). Mit ( = F(z) gilt
dann

1 /F’(z)dz 1 ¢

omi ) F(z)— ¢ 2ri ) (=6 Indror (G.)
Fory

Y

und im Speziallfall (, = 0 erhalten wir
IHdFO7 (0) =1

aus dem Residuensatz in Theorem 75, eben weil F'(0) = 0 # F’(0) garantiert, dass 0
eine einfache Polstelle von z — F'(z)/F(z) ist, deren Residuum den Wert +1 annimmt,
und weil es auch keine weiteren Singularitéten gibt, da 0 die einzige Nullstelle von F
ist. Nun ist zum einen F o v ein geschlossener Weg in dD;(0) und zum anderen zeigt
Theorem 18, dass die Windungszahl bzgl. F' o v konstant auf jeder Zusammenhangs-
komponente von sp (F o 7y) ist. Es folgt, dass F' o~y die Einheitskreislinie genau einmal
und mit positiver Orientierung durchlduft, und dass

1 F'(z)dz
27ri/F(z)—C* =1

Y

fir alle ¢, € D;(0) gilt. Folgerung 84 impliziert daher, dass die Funktion z — F(z) — (.,
fiir jedes (., genau eine und einfache Nullstelle in U besitzt. Insbesondere besitzt die
Gleichung F(z) = (, fur jedes ¢, € D;(0) immer eine eindeutige Losung z € U und
wir haben damit gezeigt, dass F' die Menge U wirklich injektiv und surjektiv auf D;(0)
abbildet.

Die soeben beschriebene Konstruktion von F' folgt iibrigens dem von Riemann
urspriinglich verwendeten Argument. Wir wollen auch betonen, dass der in Theorem
105 gegebene Beweis keinerlei Randargumente benutzt und damit auch dann gilt, wenn
OU nicht glatt, sondern zum Beispiel fraktal ist.

Der Abbildungssatz auf der Riemannschen Sphire Wir wollen schliellich eine
im wesentlichen zu Theorem 105 dquivalente Formulierung des Riemannschen Abbil-
dungssatzes auf C angeben.

Definition 106 (Verallgemeinerung von Definition 57). Eine offene und zusammen-
hingende Menge U C C heifit einfach zusammenhdngend, wenn entweder U = C gilt
oder U biholomorph dquivalent zu einer einfach zusammenhdngenden Menge V- C C
ist. 2

Folgerung 107 (Variante des Abbildungssatzes). Jede einfach zusammenhdngende
Menge U € C ist biholomorph dquivalent zu entweder

*TGilt 0o ¢ U, so sind wegen Lemma 100 die Definitionen 57 und 106 dquivalent. Im Fall von co € U
mit U # C kann leicht gezeigt werden, dass U genau dann einfach zusammenhéngend ist, wenn es
eine Mobius-Transformation T : C — C gibt, so dass T'(U) einfach zusammenhéngend in C ist.
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100 4. Biholomorphe Abbildungen

(a) der Sphire C, oder
(b) der Ebene C, oder
(c) der Kreisscheibe D1(0) bzw. zur Halbebene H., .
Dabei gilt (¢) genau dann, wenn C\ U mindestens zwei Elemente besitzt.

Beweis. Enthilt C \ U mindestens zwei verschiedene Punkte ¢; und (; aus @, so gibt
es nach Lemma 93 eine Mobuis-Transformation 7" mit 7°(¢;) = 0 und T'(¢z) = oo. Das
Bild T'(U) ist nun wegen Theorem 105 biholomorph dquivalent zu D;(0), wobei letztere
durch die Caley-Transformation (4.1) biholomorph auf die Halbebene H, abgebildet
wird, d.h. es gilt (c). Besteht C\ U aus nur einem Punkt ¢, wihlen wir eine Mbius-
Transformation 7" mit 7(¢) = oo und die Behauptung (b) folgt nach Satz 96 wegen
T(U) = C. Ist schlieBlich C\ U die leere Menge, so gilt trivialerweise (a). O
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