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Kapitel 1

Mafs- und Integrationstheorie

’Vorlesung 01-1 : 26. Oktober

1.1 Mengensysteme

Vorbemerkung Im Folgenden ist X eine beliebige, aber feste Menge! und M
bezeichnet eine Teilmenge von X, also ein Element der Potenzmenge?

P (X) = Menge aller Teilmengen von X = {M : M C X}.
Eine Teilmenge von P (X) besteht aus Teilmengen von X und wird Mengensystem in

X genannt. Wir bezeichnen in dieser Vorlesung Mengensysteme mit kalligraphischen
GroRbuchstaben, etwa mit R.3

Achtung FEin Mengensystem ist eine Menge von Teilmengen von X und jedes ihrer
Elemente ist eine Teilmenge von X.

Beispiel Fir X = {1,2,3} gilt

P(X) = {{} {1}, {2}, {3} .{2,3}.{1,3} ,{1,2} . {1,2,3}},

wobei {} eine andere Notation fiir die leere Menge () ist. Das Mengensystem

R={{}.{2.3},{1,3} .{1,2}}

besteht aus allen Teilmengen von X, die eine gerade Anzahl von Elementen besitzen.

ISpiiter werden wir oft den R™ oder geometrische Teilmengen des R™ (Kugeln, Kurven, Flichen,
usw.) als Menge X verwenden.

2In der Mathematik wird auch hiiufig anstelle von P (X) die alternative Notation 2% benutzt, da
jede Teilmenge M C X in natiirlicher und eindeutiger Weise mit einer Funktion fj; : X — {0, 1}
identifiziert werden kann, wobei fy;(z) = 1 dann und nur dann gilt, wenn z ein Element von M ist.
Oder anders gesagt: Wir kénnen eine Teilmenge M C X dadurch charakterisieren, dass wir fiir jedes
z in X eine bindre Entscheidung treffen, ndmlich ob x zu M gehért oder nicht.

3Die Formeln R = () und R = {0} beschreiben zwei verschiedene Mengensysteme in X: Das erste
enthélt iiberhaupt keine Teilmenge von X, wohingegen das zweite genau ein Element besitzt, ndmlich
die triviale Teilmenge von X.



6 1. Maf- und Integrationstheorie

iiber Mengenoperationen Neben den bekannten Standardoperationen der naiven
Mengenlehre (Durchschnitt, Vereinigung, Differenz) verwenden wir auch

M':=X\M, My A M, = (M \ My) U (M \ M),

die den Ubergang zur Komplementmenge bzw. die Bildung der symmetrischen Differenz
beschreiben.* Siehe dazu auch das nachfolgende Bild. Insbesondere kénnen wir diese
Mengenoperationen auf die Elemente eines Mengensystems anwenden und erhalten
wieder eine Teilmenge von X und damit ein Element von P (X).

My N My My A My
M, M, U M, My \ M,

| jl

Abbildung Schematische Darstellung einiger Rechenoperationen fiir Mengen, wobei M; und Mo
hier als halboffene Quader gew&hlt wurden.

Definition FEin nichtleeres Mengensystem R C P (X) wird Ring (in X) genannt,
sofern

MlmMQGR, M1AM2€R

fiir alle My, M, € R erfiillt ist.

Bemerkungen

1. Wegen M AM = () gilt ) € R, d.h. die leere Menge ist (als triviale Teilmenge
von X) Element jedes Ringes R.

2. Jeder Ring R ist per Definition abgeschlossen bzgl. der Bildung des Durchschnitts
und der symmetrischen Differenz seiner Elemente.’ Fiir je zwei M;, M, € R gilt
aber auch

My UMy = (My&AMy) AN (MyN M) € R
sowie

M\ My = (My AMy) N M, € R,

d.h. wir kénnen innerhalb des Ringes auch immer die Vereinigung sowie die
(nicht-symmetrische) Differenz zweier Elemente bilden.

4In der Literatur schreibt man oftmals auch M€ anstelle von M.
SWir erinnern noch einmal: Die Elemente von R sind Teilmengen von X.

Michael Herrmann: Analysis 3 [@)srsa | Version vom 8. Februar 2023



1.1. Mengensysteme 7

3. Jeder Ring R ist aufserdem abgeschlossen bzgl. endlicher Vereinigungen und
Durchschnitte, denn induktiv kénnen wir

UMj=mu...uM, e R, (\Mj=Mn..nM, €R

j=1 j=1

fiir alle My, ... , M, € R zeigen.

Achtung: Ein Ring ist im Allgemeinen aber nicht abgeschlossen bzgl . der Bildung
unendlicher Vereinigungen bzw. Durchschnitte.

4. Wenn wir die Operationen A bzw. N als abstrakte Addition bzw. Multiplikation
ansehen, kénnen wir in jedem Ring R die Ringaxiome aus der Mathematischen
Algebra verifizieren. Siehe dazu die Ubungen.

Definition Jeder Ring R mit X € R wird Algebra genannt. Wir sprechen aufterdem
von einer o-Algebra, wenn zusétzlich

j=1
fiir jede Folge (Mj);’i aus R gilt, d.h. wenn die unendliche Vereinigung ihrer Glieder

auch zu R gehort.

1

Bemerkungen

1. Fiir Algebren benutzen wir oftmals (aber nicht immer) den Buchstaben .A.

2. Die Formel M’ = M A X impliziert, dass eine Teilmenge M C X genau dann zu
einer Algebra A gehort, wenn ihre Komplementmenge M’ Element von A ist.

3. Eine o-Algebra ist auch abgeschlossen unter unendlichen Durchschnitten, denn
es gilt
o0 o0 /
(M = <U M;) € A
j=1 j=1
fiir jede Folge (M;)Z, C A.
4. Es gilt stets

j=1 j=1
mit Ml = M, sowie

MQiZMQ\Ml, MgI:Mg\(MlLJMQ), M4I:M4\(M1UM2UM3)

und so weiter. Die abzahlbare Vereinigung beliebiger Mengen kann also auch als
abzéhlbare Vereinigung paarweise disjunkter Mengen geschrieben werden, wobei
eine analoge Formel auch fiir endliche Vereinigungen gilt. Dabei gilt: Wenn alle
M; Elemente des Ringes R sind, so gehort auch jede Menge Mj zu R.

5. Ein Paar (X, A) bestehend aus einer Menge X sowie einer o-Algebra auf X wird
messbarer Raum genannt.

Michael Herrmann: Analysis 3 [(cc Version vom 8. Februar 2023



8 1. Maf- und Integrationstheorie

Bezispiele

1. Die Potenzmenge von X ist offensichtlich eine o-Algebra (und damit auch Ring
und Algebra). Die Menge aller endlichen Teilmengen von X, also

Pon (X) = {M € P(X) : M ist endlich}
ist zwar immer ein Ring, aber fiir unendliche Mengen X keine Algebra.

2. In der Menge X = R wird durch
R:{U(ai, bz] mit —oo<a1<b1<a2<bg<...<am<bm<+oo}
i=1

der rechtsseitige Intervallring definiert (siehe dazu das Bild), den wir im Laufe
der Vorlesung immer wieder betrachten werden.® Die Anzahl der Intervalle ist
dabei nicht festgelegt, d.h. die Elemente aus R diirfen aus unterschiedlich vielen
Teilintervallen bestehen. Beachte aufserdem, dass die Ungleichungen zwischen den
a; und b; sicherstellen, dass fiir jedes M € R ihre Teilintervalle paarweise disjunkt
und aufserdem in der natiirlichen Reihenfolge nummeriert sind.

Bemerkung: In X = R™ kann ein analoger Ring definiert werden, sofern die
halboffenen Intervalle durch halboffene Quader der Dimension n ersetzt werden.
Fiir n = 2 kann jeder halboffene Quader via

{(z,y) eR* ta<z<b,c<y<d} = (a,b] x (c, d]

als das Produkt zweier halboffener Intervalle betrachtet werden und Analoges gilt
in hoheren Dimensionen.

3. Auf X =R wird auch durch
R = {M C: M ist Vereinigung endlich vieler Intervalle mit endlicher Léinge}

ein Ring definiert, wobei diesmal alle Arten von Intervallen zugelassen sind.

Bemerkung: Die symmetrische Differenz zweier sich iiberlappender Intervalle,
die beide offenen (oder beide abgeschlossenen) sind, besteht aus zwei halboffenen
Intervallen. Es kann daher keinen Ring in R geben, dessen Elemente nur aus
offenen (oder nur aus abgeschlossenen) Intervallen zusammengesetzt sind. Mit
halboffenen Intervallen ist dies aber moglich, wie das vorherige Beispiel zeigt.

4. Ist R ein Ring in X und X C X cine beliebige Teilmenge von X, so ist
R:={MnX:MecR}
ein Ring in X. Analoge Aussagen gelten fiir Algebren und o-Algebren.

5. Sei f: X — X eine beliehige Abbildung zwischen zwei Mengen X und X und
sei R ein Ring in X. Dann wird durch

R:={f"'(M): MeR}

Das linksseitige Analogon mit halboffenen Intervallen der Bauart [a;, b;) hat im Prinzip dieselben
Eigenschaften, wird aber weniger héufig verwendet.

Michael Herrmann: Analysis 3 [@)srsa | Version vom 8. Februar 2023



1.1. Mengensysteme 9

ein Ring in X definiert. Ist R sogar Algebra oder o-Algebra, so wird auch R
diese Eigenschaft besitzen.

Bemerkung: Die letzten beiden Beispiele zeigen, dass man aus gegebenen Ringen
oder Algebren durch gewisse abstrakte Operationen neue Ringe oder Algebren
konstruieren kann. Dies wird sehr wichtig werden.

6. Wir werden weiter unten sehen, dass zu jedem Maf auf einem Ring eine spezielle
o-Algebra gehort, auf der die Lebesquesche Fortsetzung des Mafkes definiert ist.

ol

|
i)
i)

4 .| ¢ 1 ¢
N 3 M, < N

M7 N My

My N\ M,

My U M,
€ ] —

— — —
3 — — —
— — S I —— 3 —
€ = € 33
Abbildung Vier Beispiele fiir die Elemente und die drei symmetrischen Rechenoperationen im

rechtsseitigen Intervallring, wobei die verschiedenenen Mengen zur besseren Darstellung jeweils
iibereinander gezeichnet wurden.

Lemma (Schnitt von Mengensystemen) Der Durchschnitt beliebig vieler Ringe
(bzw. Algebren bzw. o-Algebren) in X ist selbst ein Ring (bzw. eine Algebra bzw. eine
o-Algebra) in X.

Beweis Sei I eine beliebige Indexmenge” und sei R; fiir jedes i € I ein Ring in X.
Wir wollen nun zeigen, dass auch

Ri=(\Ri={MCX : MeR, fir jedes i € I'}

i€l

ein Ring in X ist und betrachten dafiir zwei beliebige Teilmengen M und N von
X, die Elemente von R sind. Fiir jedes feste ¢ € I gilt dann M, N € R; und die
Ringeigenschaften implizieren M A N € R; sowie M NN € R;. Dies gilt aber fiir jedes
i € I und wir schliefen, dass M A N und M NN auch Elemente von R sind. Auferdem
enthélt R mindestens die leere Menge und ist daher selbst nichtleer. Der Nachweis der
zusatzlichen Algebra- bzw. o-Algebra-Eigenschaften erfolgt ganz analog. O

Korollar (Erzeugung von Mengensystemen) Sei £ ein Mengensystem in X.
Dann existiert genau ein kleinster Ring in X, der £ enthalt.

"I kann hier endlich, abzéhlbar unendlich oder gar {iberabzéhlbar unendlich sein

Michael Herrmann: Analysis 3 [(cc Version vom 8. Februar 2023



10 1. Maf- und Integrationstheorie

Beweis Wir bemerken zunéchst, dass es mit P (X) mindestens einen Ring gibt, der
& enthilt. Wir betrachten nun den Durchschnitt aller Ringe, die £ enthalten. Dieser ist
nach dem Satz selbst ein Ring in X und enthélt £. Er ist nach Konstruktion sogar der
kleinste Ring mit dieser Eigenschaft, denn er ist in allen anderen Ringen enthalten. [

Bemerkungen

1. € wird der Erzeuger genannt und wir sprechen von dem durch £ erzeugten Ring.
Mit analogen Beweisen zeigen wir, dass £ auch eine Algebra sowie eine o-Algebra
erzeugt.

2. Von besonderer Bedeutung ist auch Borelsche o-Algebra im X = R? (bzw. in
einem allgemeinen metrischen Raum X), die von allen offenene Teilmengen von
X erzeugt wird und damit auch alle abgeschlossenen Teilmengen enthalt, da
deren Komplementmengen ja offen in X sind. Wir werden dies weiter unten
genauer studieren und insbesondere die Beziehung zur Lebesgueschen o-Algebra
herausarbeiten.

Monotonie und Konvergenz fiir Folgen von Mengen FEine Folge (]\4]-);.';1 in
P (X) mit

M12M22M32M42 bzw. M1§M2§M3§M4g

nennen wir absteigend bzw. aufsteigend, wobei wir

j=1 j=1

in natiirlicher Weise als den mengentheoretischen Grenzwert der Folge betrachten. Ein
Mengensystem in X heiftt monoton, wenn es mit jeder ab- oder aufsteigenden Folge
auch ihren mengentheoretischen Grenzwert enthélt.

Bemerkungen:
1. Jede o-Algebra ist ein monotones Mengensystem.

2. Beachte, dass wir bei der mengentheoretischen Konvergenz keine Absténde
benutzen (im Gegensatz zu den Konvergenzdefinitionen aus Analysis 1+2),
sondern ausschliefslich mit mengentheoretischen Relationen und Operationen
arbeiten.

3. Man kann auch mengentheoretische Grenzwertkonzepte fiir Folgen einfiihren, die
weder ab- noch aufsteigend sind, aber diese werden wir in dieser Vorlesung nicht
verwenden. Siehe dazu etwa [Els, Abschnitt 1.2]

Zusatz*

Theorem (4quivalente Charakterisierung der erzeugten o-Algebra) Sei A
eine Algebra. Dann ist die von ihr erzeugte o-Algebra gerade das kleinste monotone
Mengensystem, dass A enthélt.

[@)srsa | Version vom 8. Februar 2023
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1.1. Mengensysteme 11

Beweis* Schritt 0: Wir bezeichnen im Folgenden mit S bzw. M die kleinste
o-Algebra bzw. das kleinste monotone Mengensystem, die bzw. das die gegebene
Algebra A enthilt, wobei S gerade die von A erzeugte o-Algebra ist.®* Da S monoton
ist, gilt M C S. Wir werden nun umgekehrt zeigen, dass M eine o-Algebra ist, denn
dies impliziert S C M.

Schritt 1: Fiir jedes F' € M betrachten wir das Mengensystem

K(F):={Y CX : Y\FEM, F\Y €M, YUF €M},
wobei per Definition die Symmetrie-Eigenschaft
EFEeK(F) & FeKk(E)

fiir alle E, F' € M erfiillt ist.
Schritt 2: Fur jedes F' € M ist K(F) monoton. In der Tat, fiir jede aufsteigende
Folge £y C B, C B3 C ... in K(F) und E = U2, Ej gilt

E\F=|J(E;\F), F\E=()(F\E;), EUF=|J(E;uF),
j=1 j=1 J=1
wobeil E; \ F, F'\ E; und E; U F fiir jedes j € N wegen E; € K(F) Elemente von
M sind. Die Monotonie von M garantiert, dass die rechte Seite in jeder der beiden
Teilformeln ebenfalls in M liegt und wir schliefsen, dass E als unendliche Vereinigung
der E; auch zu K(F') gehort. Fiir absteigende Folgen argumentieren wir analog.
Schritt 3: Wir zeigen das Zwischenergebnis

M C K(F)

fiir alle FF € M und beginnen mit dem Spezialfall F' € A. Fiir jedes F € A gehoren
sowohl E\ F';, F\ F und EU F zu A C M und wir schliefen, dass F auch in I(F)
liegt. Da E beliebig war, ist ganz 4 in dem monotonen Mengensystem IC(F') enthalten
und das Zwischenergebnis ergibt sich unmittelbar aus der Minimalitdt von M. Im
allgemeinen Fall gilt nur F' € M und wir miissen leicht anders argumentieren. Fiir ein
beliebig gewdhltes F € A folgt F' € K(FE) aus dem Spezialfall und die Symmetrie-
Eigenschaft liefert £ € K(F'). Insbesondere gilt wieder A C K(F') und damit auch das
Zwischenergebnis.

Schritt 4: Fiir beliebige F, F' € M folgt E € IC(F') aus dem Zwischenergebnis, aber
per Definition meint dies gerade E\F € M, F\E € M sowie EUF € M. Insbesondere
ist M abgeschlossen unter der Bildung von Differenzen und Vereinigungen, wobei
zusitzlich X € A C M gilt. Hieraus folgt (siche dazu die Ubungen), ist M eine
Algebra ist. Sei nun (Ej>;0:1 eine beliebige Folge in M. Dann gilt

UEj:UEj mit E12:E17 EQI:E1UE2, E~3Z:E1UE2UE3, ey
j=1 j=1

wobei die Folge (F};)52, aufsteigend ist. Die Monotonie von M impliziert, dass M sogar
eine o-Algebra ist. ]

Bemerkung Der Beweis ist zwar kompliziert, aber auch sehr elegant und illustriert
wichtige Beweistechniken in der Mafs- und Integrationstheorie. Wir werden ihn weiter
unten benutzen, um die Eindeutigkeit gewisser Makfortsetzungen zu zeigen.

8Wir miissen streng genommen noch zeigen, dass der Durchschnitt monotoner Mengensysteme
wieder monoton ist, aber dies gelingt ganz analog zum obigen Lemma.

Michael Herrmann: Analysis 3 [(cc Version vom 8. Februar 2023



12 1. Maf- und Integrationstheorie

’Vorlesung 01-2 : 28. Oktober

1.2 Malie auf Ringen und Algebren

Definition FEine Abbildung v : R — [0, oo| auf einem Ring R nennen wir Maf, falls
w(0) = 0 gilt und sofern

M(G Mj) = iM(Mj)

fiir jede Folge (Mj);il in R erfiillt ist, deren Glieder paarweise disjunkt sind” und fiir
die die unendliche Vereinigung auf der linken Seite der Formel zu R gehort.

Bemerkungen

1. Die Mengen aus R werden p-messbar genannt und den Wert p(M) bezeichnen
wir als Maf der Menge M bzgl. p. Im Fall von u(M) = 0 sagen wir, M sei eine
u-Nullmenge.

2. Die Reihenformel wird o-Additivitdt von p genannt. Diese umfasst via

M(U Mj) = ZM(MJ')

auch die endliche Additivitat fiir paarweise disjunkte Mengen, denn wir konnen
einfach M, ., = M, ;o = ... = ) setzen. Insbesondere gilt immer die Implikation

Ml N MQ = (Z) — M(Ml U MQ) = /L(Ml) + [L(MQ)

fiir alle My, M, € R.

Achtung: Die Summen- und Reihenformeln diirfen wirklich nur fiir paarweise
disjunkte Mengen verwendet werden. Im Allgemeinen gilt zum Beispiel

p(My) + p(Ma) = p(My U Ma) + p(My 0 M)

sowie

u( Mj) <> u(My),
j=1 j=1
wobei der jeweilige Beweis eine Ubungsaufgabe ist und wir in der zweiten Formel
wieder voraussetzen miissen, dass die unendliche Vereinigung der M; zu 'R gehort.
3. Jedes Mafs ist monoton, denn
My C M, = p(M) < p(Ms)

ergibt sich aus der Summenformel p(Ms) = p(My) + p(Mz\ M) sowie der
Ungleichung pu(Ms \ My) > 0.

9Dies meint wie iiblich, dass M; N M; = 0 fiir alle i # j gilt.

Michael Herrmann: Analysis 3 [@)srsa | Version vom 8. Februar 2023



1.2. Mafe auf Ringen und Algebren 13

4. R ist in dieser Definition ein Ring und damit im Allgemeinen keine o-Algebra.
Die unendliche Vereinigung U;; M; muss also nicht unbedingt zu R gehoren.
Beachte aber, dass endliche Vereinigungen immer zu R gehéren und dass dann
die entsprechende Additivititsformel im paarweise disjunkten Fall erfiillt ist.'"

5. Es ist ausdriicklich zugelassen, dass p einzelnen Mengen M € R den Wert 400
zuordnet. In vielen Anwendungen wird aber y entweder allen Mengen aus R einen
endlichen Wert oder nur der Menge X den Wert 400 zuordnen.

6. Ist R eine Algebra und gilt u(X) < oo, so nennen wir y finites (oder endliches)
Maf. Wir sprechen hingegen von einem o-finiten Maf, falls X = U;; M; mit
pn(M;) < oo fiir alle j gilt, d.h. wenn X als abzdhlbare Vereinigung von Mengen
mit endlichem Maf dargestellt werden kann.!!

7. Mafe sind hier immer nichtnegativ, d.h. es gilt u(M) > 0 fir alle M € R.
Spater werden wir signierte Majffe kennenlernen, bei denen auch negative Werte
zugelassen sind. Diese konnen aber immer eindeutig in einen Positiv- und einen
Negativteil zerlegt werden, wobei beide Teile ein Maf in unserem Sinne sind.

8. Ein 3-Tupel (X, A, 1) bestehend aus einer Menge X, einer o-Algebra auf X
sowie einem Mak p auf A wird oftmals Mafkraum genannt. Beachte, dass hier p
auf einer o-Algebra und nicht nur auf einem Ring definiert sein muss.

Ausblick Die zentrale Idee ist, dass die Funktion p den , Flacheninhalt® oder das
,, Volumen® fiir jede Menge M € R liefert bzw. vorschreibt. Wir werden im Fortgang der
Vorlesung sehen, wie ausgehend von p ein Mak- sowie ein Integrationsbegriff aufgebaut
werden konnen. Insbesondere werden wir auch anderen Teilmengen von X (aber nicht
allen) ein Maf zuordnen und fiir sehr viele Funktionen auf X (aber nicht fiir alle)
in sinnvoller Weise ein entsprechendes Integral definieren. Analog geht man in der
modernen Stochastik vor. Dort beschreibt X die moglichen Werte einer Zufallsvariable
und p die Wahrscheinlichkeit gewisser Ereignisse. Ausgehend von diesen kénnen dann
die Wahrscheinlichkeiten anderer Ergebnisse berechnet und der Erwartungswert sowie
die Varianz als spezielle Integrale eingefiihrt werden.

Bezispiele
1. Sei X eine beliebige Menge und R = P (X). Dann wird durch

p(M) := Anzahl der Elemente von M

das sogenannte Zahlmaft auf X eingefiihrt. Dieses ist genau dann finit bzw. o-
finit, wenn X nur endlich viele bzw. abzahlbar viele Elemente enthélt.

2. Eine abgewandelte Variante ist

(M) := Anzahl der Elemente von M NY",

10T der Literatur fordert man machnmal in der Definition eines Mafes, dass R sogar eine o-Algebra,
ist und spricht andernfalls von einem Prdimaf. Manche Autoren fiihren auferdem das verwandte
Konzept eines Inhalts ein, wobei die Funktion @ dann nicht o-additiv, sondern nur additiv sein muss.
HTn diesem Falle kénnen wir X via X = Ujoil Mj auch als disjunkte Vereinigung schreiben, wobei

jede der Mengen Mj = M; \Ui,=1 M;, als Teilmenge von M; auch ein endliches Mafs besitzt.
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14 1. Maf- und Integrationstheorie

wobei Y eine beliebige, aber vorgegebene Teilmenge von X ist, zum Beispiel eine
endliche Menge Y = {y1, ..., ym} oder eine abzéhlbare Menge Y = {y1, y2, ...}
Dieses Maf zahlt fiir jedes M C X, wie viele Punkte von Y innerhalb M liegen.

3. Im rechtsseitigen Intervallring wird durch

M(U(az‘7 bz]) = Z (bi — a;)

i=1 =1

in sehr natiirlicher Weise ein o-finites Mafs definiert, das dem eindimensionalen
Lebesgue-Maf und Lebesgue-Integral zugrunde liegt (siche dazu weiter unten).
Wir werden dies weiter unten sehr viel genauer studieren, wollen aber festhalten,
dass wir in der Formel wieder vorausgesetzt haben, dass die Teilintervalle der
Menge paarweise disjunkt sind, d.h. dass —oco < a; < b; < ... < ap, < b, < 400
gilt.

Bemerkung: Die Nichtnegativitdt und die Additivitdt von u folgen unmittelbar,
aber der Nachweis der o-Additivitédt ist subtiler. Nach einigen Vereinfachungen
und einer eventuellen Umsortierung von Indizes konnen wir das Problem jedoch
auf den folgenden Spezialfall zuriickfithren: Sei (fj);'ozo eine monoton fallende
Folge, die fiir j — oo gegen £ € R konvergiert. Sei aukerdem M; = (§;, ;_1] und
M = (&, &]. Dann gilt M = U;; M; und das Teleskopsummenprinzip liefert

n

ZM(MJ‘) =Y (Ga-&) =b—&.

Jj=1

Im Grenziibergang n — oo erhalten wir schliefslich
D n(My) = lim Y u(M;y) =& — & = p(M)
j=1 j=1

und damit das gewiinschte Ergebnis.!?

4. Ist W : R — R eine monoton wachsende und rechtsseitig stetige Funktion,'® so

liefert

M(Uw m) = > W) - Wia)

i=1

das Lebesgue-Stieltjes-Maff zu W auf dem rechtsseitigen Intervallring, wobei die
Lebesguesche Variante gerade dem Spezialfall W (s) = s entspricht. Besonders
wichtig ist auch der Fall

0<W(s)<1 firalle se R mit 0= {1‘m Wi(s) und 1= Em Wi(s),
SN\(—00 s,/ +oo

12Beachte, dass wir hier das halboffene Intervall M durch eine absteigende Folge von halboffenen
Intervallen erzeugt haben. Ist (5;‘);10 eine monoton wachsende Folge mit Grenzwert £, so sind die
Intervalle M; = (§;_1, ;] aufsteigend, aber U;il M; ist diesmal das offene Intervall (£, £) und damit
nicht in R enthalten. Insbesondere gibt es in diesem Fall kein Problem mit der o-Additivitét.

130ftmals wird zusitzlich gefordert, dass der linksseitigen Grenzwert lim.\ 0 W (s —¢) fiir jedes
s € R existiert, wobei dieser wegen der Monotonie niemals grofer als W(s) = lim.\ o W (s + €) sein
kann. Man nennt dann W eine cadlag-Funktion (continue a droite, limite & gauche).
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1.2. Mafe auf Ringen und Algebren 15

in dem W als Verteilungsfunktion einer reellen Zufallsvariable angesehen werden
kann. Ist W sogar stetig differenzierbar mit Ableitung w : R — R, so kann die
obige Formel nach dem Fundamentalsatz der Analysis auch als

,u(U(ai, bl]> = Z/w(z) dz

geschrieben werden, wobei im stochastischen Kontext w gerade die Dichte der
Wabhrscheinlichkeitsverteilung W ist und der Bedingung | _Jr;o w(z)dr = 1 geniigt.

Bemerkung: Die rechtsseitige Stetigkeit von W ist wichtig fiir die o-Additivitét.
Mit den Notationen aus dem vorherigen Beispiel gilt

ZM(Mj) = Z W (&) = W(&—1) = W(&) — W(&)

und im Limes n — oo ergibt sich auf der rechten Seite nur dann der richtige Wert
W (&) — W () = u(M), wenn W rechtsseitig stetig ist.

Definition Ein Maf p auf einem Ring R heifst vollstandig, wenn jede Teilmenge
einer p-Nullmenge selbst p-messbar ist.

Bemerkungen
1. Bei einem vollstdndigen Maf gilt also die Implikation
NCM, MeR, pM)=0 = NEeR,
wobei die Monotonie und nicht Negativitat von p garantiert, dass N wegen
0 < ju(N) < (M) =0
auch eine p-Nullmenge ist.

2. Wir werden sehen, dass vollstdndige Make deutlich bessere Eigenschaften als
unvollstandige besitzen.

3. Viele Mafe sind nicht vollstéandig, weil der zugrunde liegende Ring R ,,zu klein*
ist. Wir werden im néchsten Abschnitt diskutieren, wie dieses Problem behoben
werden kann.

Lemma (Grenzwertformel fiir auf- oder absteigende Folgen) Sei p ein Maf
auf der o-Algebra A. Dann gelten die Implikationen

My CM;CMzCM,C... = H(UMj>:th(Mj)
j—o0
j=1
und
My DM; DMz My2 ... = H(ﬂMj>:hm#(Mj)
j—o0
j=1

sofern (Mj);.’il eine Folge in A ist, fiir die pu(M;) < oo fiir alle j € N gilt.
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16 1. Maf- und Integrationstheorie

Beweis Teil 1: Wir benutzen das Zwiebelschalenprinzip (siehe auch die Abbildung)
und betrachten die Mengen

Kll:Ml, KQ::MQ\Ml, . KnZ:Mn\Mn_l,

die alle zu A gehoren. Sie sind paarweise disjunkt und erfiillen
UK =M, =M. > w(K;) = p(M,)
j=1 j=1 j=1

fiir jedes n € N nach Voraussetzung und Konstruktion sowie aufgrund der Additivitat
von p. Aufserdem gilt

Um:M:U%
=1 j=1

und mit der o-Additivitdt von u erhalten wir mit

n—oo

(M) =D p(KG) = lim 3 p(K;) = lim (M)

die gewiinschte Grenzwertaussage.
Teil 2: Diesmal verwenden wir die Mengen

Klile\MQ, KQI:MQ\Mg, cee g Kn::Mn\Mn+17 ey
die wieder paarweise disjunkt sind und sédmtlich in A liegen. Insbesondere gilt
My =K; UM,  KinMja=0,  p(M;) = p(K;) + p(Mja)

fiir alle 7 € N und mit dem Teleskopsummenprinzip ergibt sich

n

ZN(KJ> = Z (N(Mj) - N(Mj+1)) = pu(My) — p(My 1)

j=1
fiir alle n € N. Unsere Definitionen sowie die o-Additivitat von p garantieren weiterhin
UK =M\M, > uK)=pM\M) mit M:=[)M,
j=1 j=1 j=1
wobei auferdem
p(My) = p(M) + p(My \ M)

erfiillt ist. Nach Einsetzen der Teilresultate erhalten wir die Konvergenzaussage

n—oo

p(My) = (M) = 3 p(K) = lim 3 () = Tim (p(Mi) = p(Moi))

und diese ist nach den Rechenregeln fiir konvergente Zahlenfolgen &quivalent zur
Behauptung. O
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1.2. Mafe auf Ringen und Algebren 17

Bemerkungen

1. Der Beweis zeigt fiir eine auf- bzw. absteigende Folge, dass p(M;) fiir j — oo von
unten bzw. oben gegen den jeweiligen Grenzwert konvergiert. Alternativ kann
dies auch mit der Monotonie von Mafen begriindet werden.

2. Ein analoges Ergebnis gilt auch in Ringen, wobei dann explizit gefordert werden
muss, dass die unendliche Vereinigung bzw. der unendliche Schnitt der Mengen
M; auch im Ring liegt.

3. Bei aufsteigenden Folgen kann auf die Forderung, dass alle M; endliches Mafs
besitzen, verzichtet werden, wobei dann die Limesformel im Sinne von oo = oo
erfiillt sein kann. Bei absteigenden Folgen braucht man nur zu fordern, dass p(M;)

ab einem gewissen Index j, endlich ist.

Abbildung Das Zwiebelschalenprinzip besagt, dass eine endliche oder unendliche Folge von entweder
auf- oder absteigenden Mengen (zum Beispiel Quadrate, Kreisscheiben oder was anderes) in sehr
natiirlicher Weise als disjunkte Vereinigung anderer Mengen (eckige, runde, oder andere ringférmige
Schalen) dargestellt werden kann.
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18 1. Maf- und Integrationstheorie

’Vorlesung 02-1 : 02. November

1.3 Vervollstandigung eines Malses

Vorbemerkung Wir zeigen, dass jedes unvollstdndige Maf p auf einem Ring R
zu einem vollstandigen Maft fortgesetzt werden kann, wobei dieses dann auf einer
o-Algebra definiert ist, die grofer als R ist. Diese Konstruktion ist sehr abstrakt,
aber auch sehr elegant und spiegelt sehr tiefe Erkenntnisse wider. Sie ist auch fiir den
Fortgang dieser Vorlesung wichtig, da sie uns das Lebesgue-Maf und spéter dann das
Lebesgue-Integral bereitstellen wird, auf dem viele unserer Resultate beruhen.

Definition Zu jedem Mak p auf einem Ring R in X wird durch

p*(Y) = inf {Zu(Mj) : Y C | M; mit M; € R fiir alle j € N}
j=1

j=1

eine Funktion p* : P (X) — [0, oo] definiert, die wir das &dufsere Maf von p nennen.

Abbildung Eine Menge Y C X = R? (rot) sowie zwei endliche Uberdeckungen (jeweils blau) mit
Mengen M, wobei diese hier paarweise disjunkt und als halboffene Quadrate gewéhlt wurden (siehe
dazu das zweidimensionale Lebesgue-Maf weiter unten). Das dufere Maf von Y, also der Wert p*(Y'),
quantifiziert das Infimum bzgl. aller Uberdeckungen von Y, wobei jede aus abzéhlbar unendlich vielen
Mengen des Ringes R bestehen kann. Beachte auch, dass die quadratischen Raster im Hintergrund
nicht wichtig sind und nur der besseren Darstellung wegen gezeichnet wurden.

Diskussion

1. Anschaulich kann die Formel wie folgt verstanden werden. Um p*(Y) fiir
eine beliebige Teilmenge ¥ C X zu bestimmen, betrachten wir zunéchst alle
Moéglichkeiten, Y durch die Vereinigung von hochstens abzéhlbar vielen Mengen
M; aus dem Ring zu iiberdecken, wobei auch endliche Uberdeckungen zugelassen
sind (dies entspricht dem Fall M; = 0 fiir j > j,) und die M; nicht unbedingt
paarweise disjunkt sein miissen. AnschlieRend suchen wir eine Uberdeckung von
Y, sodass die Summe aller ;(M;) moglichst klein wird, wobei es im Allgemeinen
kein Minimum, sondern nur ein Infimum geben wird und bei einer optimalen
Uberdeckung die Mengen M ; in aller Regel paarweise disjunkt sein werden.

2. Die Funktion p* wird im Allgemeinen kein Maf im Sinne unserer Definition
von oben sein, denn auf der gesamten Potenzmenge von X ist sie nicht additiv,
sondern nur subadditiv. Insbesondere haben wir den Definitionsbereich mit P (X)
»zu grof gewahlt. Die Einschrankung von p* auf ein geeignet gewéhltes kleineres
Mengensystem wird aber die gesuchte Vervollstdndigung von g sein.
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1.3. Vervollstandigung eines Mafes 19

3. Ausblick: In vielen Ringen kann auch ein inneres Maf§ p, konstruiert werden, bei
dem Y C X mittels geeigneter Mengen M; € R von innen ausgeschopft wird.
Dieses Konzept brauchen wir aber im Moment noch nicht.

Bemerkungen

1. Fiir jede Menge M € R gilt p*(M) = p(M).
Beweis: Fiir jede abzahlbare Uberdeckung von M ergibt sich

p(M) < u(U Mj> < Zu(%)

aus der Monotonie sowie der Subadditivitit von p und die Infimumsbildung
iiber alle Uberdeckungen liefert u(M) < p*(M). Andererseits konnen wir M
trivialerweise durch M; = M und My = M5 = ... = () iiberdecken und erhalten
(M) < p(M). O

2. Das édufsere Mafs * ist monoton, denn die Implikation
YCY = (}7) < p (Y)

gilt fiir alle Y, Y € P (X).

Beweis: Jede Uberdeckung von Y iiberdeckt trivialerweise auch Y (aber nicht
umgekehrt). Insbesondere bilden wir bei der Bestimmung von z*(Y) das Infimum
iiber eine Menge, die mindestens genauso grof ist wie die Menge, die wir bei der
Berechnung von z*(Y') betrachten. Daher kann p*(Y) niemals gréRer als p*(Y)

sein. O

3. Fiir jedes Y € P (X) und jedes ¢ > 0 existiert eine Folge (M;)}2
aus R mit

, von Mengen

vycls, ()< wd) <p(Y)+e,
j=1 Jj=1

d.h. p*(Y) kann beliebig genau durch Make von Mengen aus dem Ring R
angendhert werden. Diese niitzliche Approximation von oben ergibt sich aus den
Eigenschaften des Infimums (siehe Analysis 1).

Lemma (o-Subadditivitit von p*) Es gilt

fiir jede Folge (Y)pe, in P (X).

Beweis Um die gewiinschte Abschétzung fiir gegebene Mengen Y} zu zeigen, setzen
wir Y := (J;—; Y% und wéhlen ¢ > 0 beliebig. Aukerdem koénnen wir annehmen, dass
p*(Yy) < oo fiir alle £ € N gilt, da andernfalls die Behauptung trivialerweise richtig
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20 1. Maf- und Integrationstheorie

ist. Fiir jedes k konnen wir Y, von oben approximieren, d.h. wir wahlen eine Folge
(My, ;)72 in R mit

i CUMe; D M) <pr (V) +e27".

j=1 j=1
Wegen
o oo
ve UM,
k=1j=1
erhalten wir

M*(Y)Siiu(ng Z(ZuMkj)sfj (Vi) +e27h)

k=1 j=1 k=1 \j=1
k=1 k=1

wobei wir die Definition von p*, die Eigenschaften von Reihen nichtnegativer reller
Zahlen sowie die Formel > 7, 27k = 1 benutzt haben. Da ¢ beliebig war, folgt die
Behauptung. O]

Bemerkungen

1. Es gilt auch die (endliche) Subadditivitét

()

denn wir konnen das Lemma mit der speziellen Wahl Vi, = Yo = ... = 0
auswerten.

2. Mit [ =2 sowie Y1 =Y N E und Y5 =Y N E’ erhalten wir den Spezialfall
(V) < (Y 0 E) + (Y N B,

der fiir alle Teilmengen Y und E von X gilt.

Definition FEine Menge E C X heifit p*-messbar, sofern
prY)=p (YNE)+p (Y NE)

fiir jedes Y C X gilt. Die Menge aller p*-messbaren Mengen bezeichnen wir mit A*.

Interpretation

1. Diese Definition wird sich als ausgesprochen méchtig erweisen, denn sie erlaubt es
uns ein gegebenes Mafs auf einem Ring R in natiirlicher Weise auszudehnen und
auch Mengen, die gar nicht zu R gehoren, in sinnvoller Weise ein Mafs zuzuweisen.
Siehe dazu das nachfolgende Theorem.
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2. Auf einer sehr informellen Ebene kénnen wir p*-Messbarkeit als ,,gut bzw. ihr
Fehlen als ,,schlecht” interpretieren und damit den Inhalt der Definition wie folgt
verstehen: Wenn wir eine beliebige — und vielleicht sehr schlechte — Menge
Y mittels einer guten Menge E in zwei disjunkte Teile zerlegen, so sind die
Einzelteile Y N E und Y N E’ vielleicht nicht gut, aber eben nicht schlechter
als Y. Insbesondere gilt immer noch die Summenformel bzgl. p*.

3. Fiir jedes F € A* und alle Y C X gilt wegen der Subadditivitiat von p* auch
p(E) <p (ENY)+p(ENYT),

aber diesmal wird es sich im Allgemeinen um eine Ungleichung handeln. Denn
wenn wir eine gute Menge E mittels einer schlechten Menge Y disjunkt zerlegen,
so werden die entstehenden Teile schlechter als E' sein.

4. Es wird sich zeigen, dass erstaunlich viele Mengen gut sind und wir werden uns
ziemlich anstrengen miissen, um die Existenz schlechter Mengen nachzuweisen.
An einer Tatsache werden wir aber nicht vorbeikommen: Fiir viele wichtige Mafe
i gibt es Mengen, die nicht p*-messbar sind.

7

YNE YﬂE’|

Abbildung Mittels einer Menge E C X (griin) kann jede andere Menge ¥ C X (rot) in zwei
disjunkte Teile zerlegt werden. Ist E p*-messbar, so wird die Summe von p*(Y N E) und p*(Y NE’)
gerade p*(Y) ergeben, wobei die drei dufseren Mafie jeweils separat und durch Infimumsbildung bzgl.
geeigneter Uberdeckungen zu bestimmen sind. Ist E nicht x*-messbar, so kénnen die Teile Y N E und
Y N E’ zusammen mehr dufleres Mak haben als Y, aber dieser Fall kann graphisch nicht dargestellt
werden.

Theorem (Eigenschaften von p* und Lebesguescher Abschluss von p)
Es gelten die folgenden Aussagen:

1. Es gilt R € A* und p*(M) = p(M) fiir alle M € R.
2. A* ist eine o-Algebra in X.

3. Die Einschrénkung von p* auf A* ist ein vollstdndiges Mafk.

Michael Herrmann: Analysis 3 [(cc Version vom 8. Februar 2023



22 1. Maf- und Integrationstheorie

Bewetis Teil 1: Seien M € R und Y C X beliebig fixiert. Wir wollen zeigen, dass
pr(Y) = p (YN M)+ p*(Y N M') gilt und betrachten dazu eine Folge (M;)2, in R
mit Y C (J;Z, M;. Dann gilt

ynMc|JMnm, ynMmcl|JmnM,

j=1 j=1

wobei die Mengen M; N M und M; N M’ alle zum Ring R gehdren.'* Die Definition
von u* garantiert daher

w(YnM) <Y p(MnM), g (YNM)<> p(M;nM)
j=1 j=1
und nach Summation auch
(VM) (VM) <37 (M 0 M)+ (M0 M) ) =S (M
Jj=1 j=1

wobei wir die Rechenregeln fiir Reihen nichtnegativer Zahlen sowie die Additivitét von
p benutzt haben, die die Summenformel p(M;) = p(M; N M) + p(M; N M') fiir jedes
j € N sicherstellt. Durch Infimumsbildung bzgl. aller zugelassenen Folgen (M J');il
erhalten wir

pH(MOY)+p (MnY') <p*(Y).

WEeil die umgekehrte Ungleichung ein Spezialfall der Subadditivitat von p* ist, haben
wir insgesamt gezeigt, dass M wirklich p*-messbar ist und damit zu A* gehort. Wir
hatten auch weiter oben schon p*(M) = (M) hergeleitet.

Teil 2a: Aus p*(0) = p(0) = 0 folgt

0, X € A*
und die Definition von p* impliziert aukerdem die Aquivalenz
EFEeA* & FEcA.

Seien nun F, F beliebig in A* fixiert. Wir wollen zeigen, dass auch EU F' zu A* gehort
und bemerken zunichst, dass Y N (EUF) =Y N E'N F’ gilt und dass sich

(YNEUF) <p*(YNE)+up* (YNE'NF)

aus der Subadditivitét von p* sowie der Formel YN(EUF) = (Y NE)U(Y NE' NF)
ergibt. Dies liefert die Abschatzungskette

*

(YN(EUF)) +p (Y N(EUF))
YNE)+p " (YNENE)+u* (YNE NF
(Y

(

*

*

NE)+u (YNE')

I/\I/\I/\I/\
T =T E E

1Wir benutzen hier die Definition von Ringen und die Formel M;NM’" = M;\M = (M; A M)NM;.
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wobei wir im ersten Schritt die Subadditivitdt von p*, im zweiten die Hilfsformeln von
eben sowie im dritten bzw. vierten Schritt die p*-Messbarkeit von F' bzw. E ausgewertet
haben. Insbesondere sind alle Ungleichungen in der Kette eigentlich Gleichungen und
wegen des ersten Gleichheitszeichens schlieffen wir, dass F U F zu A* gehort. Wir
haben also bewiesen, dass das Mengensystem A* abgeschlossen ist unter der Bildung
von endlichen Vereinigungen sowie von Komplementmengen. Hieraus folgt, dass A*
eine Algebra ist.!”

Vorlesung 02-2 : 04. November

Teil 2b: Wir betrachten eine Folge (Ej);il in A* und wollen zeigen, dass auch

E = G Ej
j=1

ein Element von A* ist, wobei wir 0.B.d.A annehmen diirfen, dass die Folgenglieder
paarweise disjunkt sind, d.h. dass E;NE; = 0 fiir i # j gilt.'® Dazu wihlen wir Y C X
beliebig und bemerken zunéchst, dass die Formel Ey N Ey = () bzw. Ey C Ef das
Hilfsresultat

(YN(ELUE)NE = ((YNE)U(Y NE))NE =Y NE
bzw.
(YN(ELUE))NE = (YNE)U(YNE))NE =Y NE,
impliziert. AnschlieRend leiten wir damit die Formel
(YN (B UEy)) = u* ((Y N(E1UE,y))N El) + ((Y N(E1UE))N E{)
= (Y NE) +p* (Y NEy)

her, wobei das erste Gleichheitszeichen eine direkte Konsequenz der p*-Messbarkeit
von F ist. Durch vollstdndige Induktion ergibt sich

p(YN(E1U.. UE,)) = (YNE)+...+p (Y NE,)

fiir jedes n € N, wobei auch F1U...UFE, ein Element von A* ist (siehe Teil 2a). Daher
gilt auch

W)= (YN(EIU...UE,)) + ¢ (YN (B U...UE,))

> W (YNE) + (Y NE),

J=1

5Wir hatten dies schon in den Ubungen diskutiert. Die Formeln
ENF=(E'UF) uwd EAF=(EUF)U(EUF),

stellen ndmlich sicher, dass wir innerhalb von A4* auch immer Durchnitte und symmetrische Differenzen
bilden kénnen.

16Jede abzihlbare Vereinigung von Elementen eines Ringes kann nimlich auch als disjunkte
Vereinigung geschrieben werden. Siehe dazu die Bemerkung oben nach der Definition von Algebren.
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wobei wir fiir den zweiten Term die Formel (E1 U...u En)/ D E' sowie die Monotonie
von p* verwendet haben, und der Grenziibergang n — oo liefert

Z YNE) + " (YNE.
Andererseits folgt
(V)< p (Y NE)+p* (Y NE, (Y NE) Z (Y NE))

aus der Subadditivitdt von p*. Nach Vergleich der oberen und unteren Schranken fiir
p*(Y') ergibt sich schliefslich

p(Y)=p* (Y NE)+p* (Y NE), (Y N E) Z“ (Y NE;)

Da Y beliebig war, folgt £ € A* aus dem ersten Teil dieser Formel und wir haben
insgesamt gezeigt, dass A* wirklich eine o-Algebra ist.

Teil 3: Es gilt p*(0) = 0 und per Definition auch p*(E) € [0, oo] fir alle E € A*.
Wir haben auch schon die o-Additivitdt von p* gezeigt, denn wenn wir den zweiten
Teil der letzten Formel fiir den Spezialfall Y = E auswerten, erhalten wir

(08) S

Insbesondere ist p* ein Maf auf A*. Wir betrachten nun eine beliebige p*-Nullmenge
N € A* sowie eine beliebige Teilmenge E von N. Fiir alle Y C X gilt

pr(Y) S p (Y NE)+p (Y NE) < p'(N) +p(Y) < p(Y),

wobei die erste Ungleichung wieder aus der Subadditivitat von p* folgt und die dritte
wegen p*(N) = 0 gilt. Die zweite ergibt sich hingegen aufgrund von Y N E C E C N
und Y N E" C Y aus der Monotonie von p*. Wir erhalten fiir jedes £ und alle Y
die Formel p*(Y) = p*(Y N E) + p*(Y N E’), die schlieklich £ € A* und damit die
Vollstandigkeit von p* impliziert. O

Bemerkungen

1. Die Einschrénkung von p* auf A* — die oftmals als p*| 4+ geschrieben wird —
ist die Lebesguesche Fortsetzung von pu.

2. Das Theorem wird oftmals wie folgt verwendet: Wenn ein Maf y auf einem Ring
R gegeben ist, so kénnen wir dieses durch p* auf A* ersetzen und anschliefsend
mit einem vollstdndigen Maf auf einer o-Algebra weiterarbeiten. Beachte auch,
dass sich dabei die Finitheit oder o-Finitheit von p auf p* iibertragt.

3. Die Aussagen des Theorems konnen wie folgt verschéarft werden: A* enthélt sogar
alle p*-Nullmengen aus P (X), denn jede Teilmenge N C X mit p*(N) = 0 ist
(*-messbar.
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1.3. Vervollstandigung eines Mafes 25

Beweis: Fiir jedes Y C X folgt
p(Y) < 1 (V0N + (Y AVN') <t (N) (V) < 04 g2t (Y)

aus der Additivitdt sowie der Monotonie von p* und wir schlieffen, dass alle
Ungleichungen eigentlich Gleichungen sind. Daher gilt N € A*. O]

4. Die o-Algebra A* ist im Allgemeinen deutlich grofer als die vom Ring R erzeugte
o-Algebra A#. Siehe dazu auch das Theorem weiter unten zur Charakterisierung
von A*.

5. Es gilt die Formel

(:u* A*)* = ,u* )
d.h. g und seine Lebesguesche Fortsetzung besitzen dasselbe &ufsere Maf.
Insbesondere kann die Lebesguesche Fortsetzung von p nicht weiter fortgesetzt

werden (jedenfalls nicht mit dem von uns benutzten Verfahren).

Bemerkung: Der Beweis der Formel gelingt in wenigen Zeilen und braucht nur
die Definition und die o-Subadditivitdt von &dufseren Maken sowie die Formel
L |r = u, die sich aus dem ersten Teil des Theorems ergibt.

**_Hausaufgabe (10 Superbonuspunkte): Fiihren Sie diesen Beweis!

6. Fiir jedes o-finite Mafs 1 kann es neben der Lebesgueschen Fortsetzung im Prinzip
keine weitere geben. Wir wollen diesen Aspekt hier nicht vertiefen, sondern
verweisen auf die Literatur — zum Beispiel |Els, Abschnitt I1.5] — sowie den
Eindeutigkeitssatz weiter unten, der zumindest ein Teilproblem abdeckt.

Theorem (Approximationssatz in A*) Fir jedes £ € A* mit p*(E) < oo und
alle ¢ > 0 existiert ein I’ € R, sodass p* (E A F) <e.

Beweis Wahl der approximierenden Menge: Fiir gegebenes E und € wahlen wir eine
Approximation von oben, d.h. eine Folge (Mj);il C R mit

e.

N[

EcC|JM;, D (M) <pt(B)+
e =1

wobei p*(M;) = p(M;) fir alle j € N durch das vorherige Theorem sichergestellt
ist. Nach den Grenzwertformeln (ausgewertet fiir das Maf p* und die o-Algebra A*)
konvergiert 1*(UJj_, M;) fiir n — oo von unten gegen p*(UJ;2, M;) und daher kénnen
wir n € N so fixieren, dass

j=1 j=1
gilt. Wir setzen
FZ:UMjER, AI:UM]‘GA*
j=1 j=1
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26 1. Maf- und Integrationstheorie

und zeigen, dass F' die gewiinschte Ungleichung erfiillt, wobei wir neben den obigen
Abschétzungen auch die disjunkte Zerlegungsformel

EAF=(E\F)U(F\E)=(EnF)U(FNE),

verwenden.
Abschitzung des Mafes der Differenzmenge: Die p*-Messbarkeit von F' = AN F
impliziert

pr(A) = (ANF) + p (AN F) = p*(F) + p* (AN F)

und zusammen mit £ C A, der Monotonie von p* sowie der Wahl von n ergibt sich
hieraus

pHENF) < p(ANF) = p*(A) — p'(F) < ze

D=

Andererseits folgt
p(A) = (ANE) + p (ANE") = " (E) + p* (AN E')

aus der p*-Messbarkeit von £ = AN E und wir erhalten

o0}

pHFNE) <p(ANE) = p*(A) — ' (B) < Y p*(M;) — p*(E) < }e,
j=1
wobei wir auferdem F' C A, die Monotonie und o-Additivitdt von p* sowie die Wahl
der M; benutzt haben. Insgesamt ergibt sich

p(EAF)=p(ENF)+p (FNE)<je+ic=c¢,

D=

denn das vorherige Theorem garantiert die Additivitdt von p* auf A*. m

Bemerkungen

1. Die o-Algebra A* enthélt in aller Regel deutlich mehr Elemente als der Ring R,
aber der Approximationssatz stellt sicher, dass wir jede der beim Lebesgueschen
Abschluss hinzukommenden Mengen (sofern sie endliches Mafs besitzen) beliebig
genau durch Elemente des Ringes R approximieren konnen.

2. Beachte auch, dass die Bedingung F € A* (also die p*-Messbarkeit von F) in den
Beweis eingeflossen ist und sicherstellt, dass das Maf der Menge F'\ E = FNE’
nach oben abgeschétzt werden kann. Insbesondere gibt es keine analoge Aussage
fiir nicht p*-messbare Mengen Y C X.

Zusatz*

Theorem (Darstellungssatz fiir A*) Sei p ein o-finites Maf. Dann existiert fiir
jedes E € A* ein ' € A* sowie ein N € A* mit

E=FUN, FnN=0, pu(F)=upE), pu(N)=0,

wobei A# C A* die von R erzeugte o-Algebra bezeichnet.

Michael Herrmann: Analysis 3 [@)srsa | Version vom 8. Februar 2023



1.3. Vervollstandigung eines Mafes 27

Beweis* Spezialfall: Wir betrachten zunachst ein endliches Mafs mit X € R und
pw(X) < oco. Mit fixiertem £ € A* gilt E' € A* sowie p*(E') < p*(X) = p(X) < o0

und wir konnen fiir jedes n € N eine Folge (Mnj)jil C R mit

B M, =M, S w(M,) < p(B)+1n
7=1 j=1
wéhlen, wobei sich
M, e A%, (M) < p*(E')+1/n
unmittelbar aus den Eigenschaften von A% und p* ergibt. Wir setzen

G= (M, € A* ~ N:=G\EcA

n=1

und erhalten
G=FUN, E'NN=0, W (G) = u*(E'), p*(N) =0,
denn nach Konstruktion gilt u*(G) = pu(E’) + p*(N) sowie
E'CGCM,, p(E)<p(G)<p (M) <p(E)+1/n
fiir alle n € N. Die Behauptung ergibt sich schlieflich mit
F=

nach elementaren Mengenoperationen sowie einfachen Rechnungen mit Zahlen.
Allgemeiner Fall: Nach Voraussetzung gilt

X = D X5 mit Xy €R und p"(Xy) <oo firalle keN.
k=1
Wir kénnen alle Argumente von oben fiir X}, \ £ anstelle von £’ = X \ E durchfiihren.
Dies liefert fiir jedes k € N zwei Mengen G, € A7 und N, € A* mit
Gr= (X \E)UNi, (Xe\E)NNe=0, p*(Gx)=p"(Xp\E), wu(Ny)=0.
Diese Formeln gelten analog auch mit
Gr=GiNX,e A,  Ny:=N,NX,eR
anstelle von Gy, N und implizieren
ENX,=FUN,, EnN.=0, g (F)=p(ENnXy, p(N)=0

mit F = X, \ G). Die Behauptung ergibt sich schlieflich mit
F::UFkGA# N::UNkEA*
k=1 k=1

aus der o-Additivitat von p* auf A*.
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28 1. Maf- und Integrationstheorie

Bemerkungen

1. Es gilt auch die folgende Umkehrung: Fiir jedes F' € A* und jedes N C X mit
p*(N)=0liegt £ =FUN in A* und es gilt p*(F) = u*(F).
Beweis: Die erste Behauptung folgt unmittelbar aus F € A* C A*, N € A*

(siche die Bemerkung weiter oben) und der Tatsache, dass A* ein Ring ist. Die
zweite ergibt sich via

p(E) < p'(F) +p*(N) < p*(F) +0 = ' (F) < p*(E)
aus der Additivitdt sowie der Monotonie von pu*. m

2. Das Theorem und die vorherige Bemerkung zeigen klar den Unterschied zwischen
den beiden o-Algebren A* und A¥. Insbesondere liefert p* durch Einschriin-
kung zwar immer auch ein Maf auf A%, aber dieses wird im Allgemeinen nicht
vollsténdig sein und nicht alle p*-Nullmengen enthalten. Das Mengensystem A*
ist gerade die kleinste o-Algebra, die sowohl die Elemente von A* als auch alle
w*-Nullmengen umfasst.

Theorem (ein Eindeutigkeitssatz fiir Fortsetzungen) Sei y ein o-finites Maf
auf dem Ring R und sei A# die von R erzeugte o-Algebra. Sind 1, po zwei Mafe auf
A% mit

w1 (M) = po(M) fir alle M eR,
so gilt g = po.
Beweis* Spezialfall: Wir nehmen p(X) < co an und betrachten das Mengensystem
E:={Ee A" : n(E)=pm(E)},

dass nach Voraussetzung den Ring R enthilt und selbst in A% enthalten ist. Die
Konvergenzséitze fiir auf- bzw. absteigende Folgen von Mengen mit endlichem Malfs
zeigen, dass £ auch monotones Mengensystem ist und die dquivalente Charakterisierung
von A% liefert A#* C &. Hieraus folgt A% = £ sowie die Behauptung.

Allgemeiner Fall: Wir wéhlen eine geeignete Ausschopfung von X, d.h. eine Folge
(X)), von Mengen aus R wie im Beweis des Darstellungsssatzes. Fiir alle £ € N und
m € {1, 2} definieren wir via

pe(M) = p(MNOXE) e, m(E) = g (M 0 X)),

neue Mafke, die jeweils finit sind. Der Spezialfall garantiert

e, 1(E) = i, 2(E)

fiir jedes £ € A% und alle k € N. Die Behauptung ergibt sich im Limes k — oo. O
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1.4. Das Lebesgue-Maf 29

Vorlesung 03-1 : 09. November

1.4 Das Lebesgue-Maf$

Vorbemerkung In diesem Abschnitt fiihren wir das d-dimensionale Lebesgue-Mafs
ein, dass es uns erlaubt, sehr vielen, (aber nicht allen) Teilmengen des R? in sinnvoller
Weise ein d-dimensionales Volumen zuzuweisen, wobei wir fiir d = 2 alternativ vom
Flicheninhalt reden. Punkte im R bezeichnen wir dabei meist mit

= (r1, ..., Tq) = (a:l);l:l,

wobei jede Komponente x; eine reelle Zahl ist.

Quader im R? Eine Menge der Bauart
(a, b]:{xGRd sy < xp < by fiir alle ] =1, ...,d}
bezeichnen wir als d-dimensionalen und halboffenen Quader, wobei
a=(ay, ..., aq), b= (b, ..., bg)

zwei Punkte in R? sind. Analog werden offene und abgeschlossene Quader eingefiihrt.!”

Bemerkungen

1. Bei halboffenen und offenen Quadern setzen wir immer stillschweigend voraus,
dass

—0o < aqp < by < +o0

gilt. Bei abgeschlossenen Quadern ist auch immer a; = b; zugelassen, wobei dann
entartete Quader entstehen.

Beispiel: Die Mengen

Q:{(wl,ﬂfg) :nglgl,:@:l}, Q:{(.xl,l'g) 21'1:1,.%'2:1}

sind zweidimensionale abgeschlossene Quader mit Hohe 0, wobei im zweiten Fall
auch die Breite verschwindet und ) nur den Punkt (1, 1) enthélt.

2. Die Zahlen b; — a; sind die Kantenldngen von () und in natiirlicher Weise kénnen
die 2¢ Eckpunkte eingefiihrt werden. Im Fall von by — a; = ... = by — aq nennen

wir Q auch Wiirfel.

3. Fiir d = 1 sind Quader Intervalle mit den Randpunkten a, b € R. Fiir d = 2 ist
a = (a1, ag) bzw. b = (by, by) der linke untere bzw. der rechte obere Eckpunkt
des Quaders, wobei im halboffenen Fall der Punkt a nicht zum Quader gehort.

17Es gibt natiirlich auch halboffene Quader der Bauart (a, b], aber diese werden wir nur gelegentlich
betrachten.

Michael Herrmann: Analysis 3 [(cc Version vom 8. Februar 2023



30 1. Maf- und Integrationstheorie

4. Es gilt

((I, b] = ((11, bl] X ... X (ad, bd],

d.h. jeder d-dimensionale Quader kann als Kreuzprodukt von d eindimensionalen
Quadern interpretiert werden.

Q1NQ2 Q1U Q2 Q1A Qo

1] III_‘—
R

Abbildung Der Durchschnitt, die Vereinigung und die symmetrische Differenz zweier halboffener
Quader @7 und @ konnen jeweils als endliche Vereinigung paarweise disjunkter, halboffener Quader
geschrieben werden, wobei diese Zerlegung nicht eindeutig ist.

Q2

Quaderring Das Mengensystem aller endlichen Vereinigungen halboffener Quader
nennen wir Q. Es handelt sich um einen Ring, der insbesondere die Durchschnitte,
Vereinigungen sowie symmetrischen Differenzen halboffener Quader enthélt und in dem
jedes Element M € Q als

m
M = (ai, bi]
=1

geschrieben werden kann.'® Dabei ist die Menge der Teilquader nicht festgelegt und
jede Ecke eines Teilquaders ist ein Punkt im R?, d.h. es gilt

az‘:<ai,17 S ai,d); bi:<bz’,17 ~--7bi,d)-

Wir kénnen (und werden) dabei immer annehrpen, dass die Teilquader von M paarweise
disjunkt sind. Siehe dazu das Bild sowie die Ubungen.

Lebesgue-Mafs auf Quaderring Fiir jedes M € Q wird durch
m d
)\(M):Z aw z' ZH zl_azl
i=1 i=1 =1
in natiirlicher Weise ein Maf auf dem Ring Q definiert. Insbesondere ist A(Q) fiir jeden

halboffenen Quader ) gerade das Produkt seiner Kantenlingen.”

Definition Das (d-dimensionale) Lebesgue-Mak ist die Lebesguesche Fortsetzung
von .

189 ist gerade der Ring, der von allen halboffenen Quadern im R? erzeugt wird.
9Es wird sich zeigen, dass dies auch fiir alle abgeschlossenen und offenen Quader gilt.
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Bemerkungen

1. Wir bezeichnen (wie iiblich) die Fortsetzung von A ebenfalls mit A (und nicht mit
A* wie im letzten Abschnitt) und schreiben £ (statt A*) fiir die entsprechende
o-Algebra. Die Elemente von £ werden Lebesgue-messbar bzw. Lebesgue-Mengen
genannt.?

2. L enthilt alle Teilmengen M C R%, denen man in sinnvoller Weise ein Volumen
zuordnen kann, wobei alles auf der sehr einfachen Volumenformel fiir Quader
sowie den abstrakten Konstruktionen aus dem letzten Kapitel beruht. Letztere
stellen dabei sicher, dass £ ,,sehr grof™ ist. Siehe dazu auch die Diskussion zu den
alternativen Zugédngen zum Volumenproblem.

3. Die Berechnung von A(M) ist fiir viele M nicht einfach und erfordert nach
unserem gegenwartigen Wissensstand meist nichttriviale Approximationsschrit-
te und Grenziibergéinge mit Mengen und den Summen ihrer Mafe. Wir werden
aber spéter sehen, dass A(M) in praktisch relevanten Fillen oftmals durch ite-
rierte Integrale berechnet werden kann.

Verschiebungsinvarianz des Lebesgue-Mafes Fiir jedes E C £ und alle £ € R?
gilt

E+&éel  mit MNE+E=AE),

wobei £+ & ={x+¢ : x € E} C R die Verschiebung der Menge £ um den Vektor &
beschreibt. Fiir einen Quader £ = @ ist die Aussage klar (Q und @ + £ haben die glei-
chen Kantenldngen) und fiir allgemeinere Mengen ergibt sie sich unmittelbar aus den

Definitionen zum auferen Maft und der entsprechenden Messbarkeit aus dem letzten
Abschnitt. Insbesondere gilt A*(Y) = A*(Y + €) fiir alle Y € R%

Verallgemeinerung: Es wird sich zeigen, dass das Lebesgue-Maf auch invariant unter
Spiegelungen und Rotationen ist. Insbesondere werden wir spéater fiir eine lineare
Abbildung 7 : R — R? die Formel

ANT(E)) = |det T| M(E)

herleiten, aus der sich dann (in mehreren Schritten) die Transformationsregel fiir das
Lebesgue-Integral ergibt.

Bemerkung: Man kann zeigen, dass jedes andere verschiebungsinvariante Maf auf R?
ein skalares Vielfaches vom Lebesgue-Maf sein muss, wobei der universelle Faktor
gerade das Mafs des Einheitswiirfels ist. Wir wollen diese Aussage hier nicht beweisen.

andere Quader Sind a, b € R? die Eckpunkte eines halboffenen Quaders (d.h. a; < b,
fir allel =1,...,d), so gilt

A(la, 8]) = A((a, b)) = A((a, b]) = A([a, b)) = f[ (b — @),

=1

20Viele Autoren statten A und £ mit dem (meist oberen) Index d aus (Raumdimension), aber wir
werden dies nicht tun.
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d.h. alle anderen QQuader mit denselben Eckpunkten sind auch Lebesgue-messbar
und besitzen dasselbe Volumen (nédmlich das Produkt der Kantenldngen). Der Be-
weis dieser sehr intuitiven Aussage wird in den Ubungen besprochen. Insbesondere ist
jeder entartete Quader (es gilt a; = b; fiir mindestens ein /) und jede Einpunkt-Menge
(ein abgeschlossener Quader der Bauart [a, a]) eine Lebesguesche Nullmenge, d.h. das

entprechende d-dimensionale Volumen ist 0.

Abbildung Alle Quader sind Lebegue-messbar und ihr d-dimensionales Volumen ist immer das
Produkt ihrer Kantenldngen. Insbesondere ist es nicht wichtig, welche Randpunkte dazu gehéren und
welche im Komplement liegen. Beachte aber, dass halboffene Quader (ganz links) bessere Eigenschaften
unter Mengenoperationen aufweisen und daher in der Theorie eine herausgehobene Rolle spielen.

Bemerkungen

1. Jede abzihlbare Teilmenge des R? ist eine Lebesguesche Nullmenge.
Beweis: Fiir jede Menge N = {ay, as,...} C R? ergibt sich N € L sowie

o0

AN) =D ([, a]) =D _0=0

j=1
aus der o-Additivitat von . O]

2. Ein wichtiges Standardbeispiel ist die Dirichlet-Menge

D:{(ml,...,$d) : Oleglundxlleﬁraﬂelzl,...,d},

die den abgeschlossenen Einheitswiirfel in Q¢ darstellt. Sie ist abzihlbar und
damit eine Lebesguesche Nullmenge, aber sie ist nicht Jordan-messbar (siehe
dazu weiter unten). Thre charakteristische Funktion wird daher Lebesgue-, aber
nicht Riemann-integrierbar sein.

3. Es gibt aber auch iiberabzahlbare Nullmengen, zum Beispiel die weiter unten
diskutierte Cantor-Menge.

Lebesgue-Stieltjes Mafe Wenn w : R? — R eine nichtnegative und hinreichend
gute Funktion ist, so wird auch durch

ein Mafs auf dem Quaderring Q erzeugt, wobei wir die Integration von Funktionen iiber
Teilmengen des R? erst weiter unten einfiihren werden und das Lebesgue-Maf gerade
der konstanten Funktion w = 1 entspricht. Die Lebesguesche Fortsetzung (im Sinne
des vorherigen Abschnitts) wird das Lebesque-Stieltjes Maf$ mit Dichte w genannt.

Solche Mafke spielen zum Beispiel in der Stochastik eine wichtige Rolle, wobei
dann zusétzlich [p, w(z)dz = 1 gefordert und w als Wahrscheinlichkeitsdichte einer
vektoriellen Zufallsvariablen = interpretiert wird. Insbesondere quantifiziert die reelle
Zahl \,(FE) die Wahrscheinlichkeit, dass = Werte in der Menge £ annimmt, und ist
daher nicht verschiebungsinvariant.
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Borelsche und Lebesgue Mengen

Definition Die von allen offenen Teilmengen des R? erzeugte o-Algebra wird
Borelsche o-Algebra (oder einfach Borel-Algebra) genannt und mit B bezeichnet.

Lemma (Zerlegung und Messbarkeit offener Mengen) Jede offene Menge
O C R? kann als abzihlbare Vereinigungen von paarweise disjunkten, halboffenen
Quadern dargestellt werden. Insbesondere gilt O € L.

Beweis Schritt 1: Fiir jedes n € N betrachten wir das Mengensystem
W, = {(2—"]‘1 9 9T X X (27— 27 27 ] g, s da € Z},

das aus allen d-dimensionalen Wiirfeln der Kantenlénge 27" besteht, deren Eckpunkte
alle nur ganzzahlige Vielfache von 27" als Komponenten besitzen. Die Elemente von
W, sind dabei paarweise disjunkt und schopfen insgesamt den ganzen Raum aus®!,
d.h. es gilt

R = W,

fiir jedes n € N, wobei rechts die Vereinigung aller Elemente von W, steht. Wir
betrachten aulerdem

O, = J{wew, : wco},
d.h. die Vereinigung aller Wiirfel aus W,,, die ganz in O liegen. Nach Konstruktion gilt
0,C0,C...CO

und jedes O,, ist als Vereinigung von hochstens abzdahlbar vielen halboffenen Wiirfeln
in der o-Algebra £ enthalten.

Schritt 2: Wir wollen zeigen, dass die Vereinigung aller O, gerade O ist und
verweisen auf das nachfolgende Bild fiir eine Illustration der Beweisidee. Wir fixieren
dazu z € O und wahlen € > 0 mit B.(x) C O sowie fiir jedes n € N den eindeutig
bestimmten Wiirfel W,, € W,, mit z € W,,. Fiir jedes andere T € W, ergibt sich die
Abschétzung

d d
o= =Y o —@ <Y 2 =272"4
1 =1

=
und wir schlieffen, dass fiir
Ind—21Ine
21In2
der Wiirfel W, ganz in B.(z) und damit auch ganz in O liegt.?? Insbesondere gilt dann
W, € O,, € O und daher auch z € O,,. Wir haben damit

O=0,U0,U03U...

n >

bewiesen und schlieffen, dass O als abzahlbare Vereinigung von Mengen aus £ ebenfalls
zur o-Algebra L gehort. m

21Die Wiirfel aus W, ,parkettieren” insgesamt den R?, wobei die Knotenpunkte auf dem Gitter
27" 74 liegen.

22Beachte, dass unser Argument bei einer nicht-offenen Menge versagt. Bei einem Randpunkt x von
U kann es ndmlich passieren, dass alle entsprechenden Quader W,, jeweils mindestens einen Punkt
aus O’ enthalten und damit nicht vollstandig in O liegen.
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T —TTH
T o -
T

1 2

Abbildung Anschauliche Erklirung, dass jede offene Teilmenge O (grau) des R? (hier d = 2) als
Vereinigung von hochstens abzéhlbar vielen halboffenen Quadern dargestellt werden kann und daher
Lebesgue-messbar ist. Im ersten Schritt wihlen wir alle Wiirfel aus dem Mengensystem W (rot), die
ganz in O liegen. Im zweiten bzw. dritten Schritt fligen wir weitere Wiirfel aus Wy (griin) bzw. Ws
(blau) hinzu und setzen anschliefend diese Konstruktion iterativ fort, wobei bei einer beschrinkten
Menge O im n-ten Schritt immer nur endlich viele Wiirfel der Kantenlinge 27" hinzukommen.
Insgesamt kdnnen wir ganz O von innen ausschopfen, wobei es wichtig ist, dass O mit jedem Punkt
auch eine kleine Kugel um diesen Punkt und damit fiir grofe n auch immer einen Wiirfel aus W,
vollstdndig enthélt. Der formale Beweis des Lemmas ist iibrigens leicht anders aufgeschrieben und
benutzt indirekt, dass jeder Wiirfel in W, als disjunkte Vereinigung von genau 2¢ Wiirfeln aus W, 41
betrachtet werden kann. Im Bild meint dies, dass jedes griine Quadrat aus vier blauen Teilquadraten
besteht und dass jedes rote Quadrat die Vereinigung von 4 griinen bzw. 16 blauen Quadraten ist.

Korollar (Borel-Mengen sind Lebesgue-messbar) Es gilt B C L.

Beweis Das Lemma impliziert, dass die o-Algebra L alle offenen Mengen enthélt.
Die Behauptung ergibt sich damit unmittelbar aus der Minimalitét von B. O]

Bemerkungen

1. Die Borelsche Algebra enthélt auch alle abgeschlossenen Mengen, da diese (per
Definition) gerade die Komplemente von offenen Mengen sind. Das Lemma und
das Korollar zeigen also, das jede offene sowie jede abgeschlossene Teilmenge des
R™ Lebesgue-messbar ist. Das ist auf den ersten Blick sehr iiberraschend, denn es
gibt Borel-Mengen, die sehr wild aussehen (zum Beispiel die fraktalartige Cantor-
Menge). Auf den zweiten Blick wird aber klar, dass diese wichtige Eigenschaft
des Lebesgue-Malfses die Méchtigkeit der abtrakten Konstruktionen aus dem
vorherigen Abschnitt widerspiegelt.

2. Fiir viele Borel-Mengen (etwa andere Quader, Kugeln, Pyramiden, usw.) kann
die Lebesgue-Messbarkeit auch direkt nachgepriift werden. Siehe dazu auch die
Ubungen.

3. Es gilt B # L, d.h. es existieren Teilmengen des R?, die zwar zur Lebesgue-, aber
nicht zur Borel-Algebra gehoren. Aufserdem gilt £ # P(Rd), d.h. es gibt Mengen,
die nicht Lebesgue-messbar sind und denen man kein Volumen zuordnen kann
(jedenfalls nicht in sinnvoller Weise). Es ist allerdings nicht einfach, jeweils ein
konkretes Beispiel anzugeben. Siehe dazu weiter unten.

Zusatz*: Man kann sogar zeigen (vgl. etwa die Diskussion und die Literaturver-
weise in [Els, Abschnitt I1.8]), dass die Méchtigkeit von B bzw. £ die von R
bzw. P (R) ist. In diesem Sinne gibt es deutlich mehr Lebesguesche als Borelsche
Mengen.

4. Die Borel-Algebra wird auch von allen halboffenen Quadern erzeugt.
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Beweis: Sei O das Mengensystem aller offenen Teilmengen des R? und A
die von Q erzeugte o-Algebra. Im Beweis des Theorems hatten wir gezeigt,
dass jedes Element von O als unendliche Vereinigung von Elementen aus Q
dargestellt werden kann und wir schliefen, dass jede o-Algebra, die Q enthélt,
auch O enthalten wird. Insbesondere gilt dies fiir A und die Minimalitdt von
B garantiert B C A. Andererseits kann jeder halboffene Quader als abzdhlbarer
Durchschnitt einer absteigenden Folge von offenen Quadern — oder alternativ
als Vereinigung einer aufsteigenden Folge abgeschlossener Quader — dargestellt
werden (Ubungsaufgabe) und wir schiefen, dass auch A C B gilt. O

5. Zusatz*: Die letzte Bemerkung und der Darstellungssatz aus dem vorherigen
Abschnitt stellen sicher, dass fiir jede Lebesgue-Menge E € L eine Borel-Menge
F € B sowie eine Lebesguesche Nullmenge N € L existiert, sodass

E=FUN, FNN=0, MF)=AE), AN)=0

erfillt ist.

Lemma (Approximationssatz fiir Lebesgue-Mengen) Fiir jedes £ C £ und
jedes € > 0 existiert eine abgeschlossene Menge A sowie eine offene Menge O, sodass

ACECO, AMO\A)<e¢

gilt.

Beweis offene Menge im ersten Spezialfall: Als Hilfsresultat zeigen wir, dass unter
der Zusatzannahme A\(E) < oo immer eine offene Menge O mit

ECO, MO\E)<1ie

existiert. Nach Definition des dufseren Mafes existiert eine Folge (Mj>§i1 im Ring Q,
sodass

€,

=

EC|JM;, ) M) <NE)+
j=1 j=1

wobei jedes M; via
M; = UQj,z’; /\<Mj) = Z)‘(Qj,i)
i=1 i=1

als endliche und paarweise disjunkte Vereinigung von halboffenen QQuadern dargestellt
werden kann. Wir kénnen wir aukerdem immer einen offenen Quader O; ; mit

IS
2j+2 mj

Qi €0;j,, MO;:) < NQj,i) +

wahlen. Dann ist

oo My

0= JJ0.

j=1i=1
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eine offene Menge?® mit £ C O und ihr Maf geniigt der Abschitzung

oo My

NOESIY (A(Qj,,») + 2J+§—mj) < i (A(Mj) + 2;12) <AE)+1ie+le,

j=1 i=1

wobei wir Z;’;l 2-0+2) = }L verwendet haben. Die gewiinschte Ungleichung ergibt sich
nun via A(O \ E) = \NO) — A(E).

offene Menge im zweiten Spezialfall: Wir beweisen, dass das Hilfsresultat auch im
Fall A\(E) = oo gilt. Fiir jedes n € N setzen wir dazu

En =EnN (Wn—l—l \ Wn)7 Wn = (_n’ +n] X ... X (—TL, +n]

und bemerken, dass A(E,) < AW, \ W) < A(Wyi1) — M(W,,) < oo gilt. Damit
kénnen wir das schon bewiesene Hilfsresultat mit £, und /2" anstelle von E und e
auswerten und erhalten fiir jedes n € N eine offene Menge O,,, sodass

sowie £ C O.
abgeschlossene Menge: Wir wenden das Hilfsresultat auf die Komplementmenge

E := E' an und erhalten eine offene Menge O mit F C O und )\(O \ E) < %8. Mit
A= O folgt

ACE, ME\A)<ie
aus £\ A= 0O\ E und wegen
MO\ A)=XNO\E)+ANE\A)

haben wir insgesamt die Behauptung hergeleitet. O

’Vorlesung 03-2 : 11. November

mehr tliber Lebesgue-Mengen

Korollar (Charakterisierung Lebesguescher Nullmengen) FEine Teilmenge
E C R? ist genau dann eine Lebesguesche Nullmenge, wenn fiir jedes ¢ > 0 eine
Folge (Qj)]oil von halboffenen Quadern mit

Ec|JQ;, D MQ)<e
j=1 =1

existiert.

ZWir hatten in Analysis 2 gezeigt, dass beliebige Vereinigungen offener Mengen immer offen sind.
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Beweis Hinrichtung: Seien E € £ mit A(E) = 0 sowie £ > 0 gegeben und seien A,
O wie im vorherigen Lemma. Dann folgt

AO) = MA) + MO\ A) < ME) + MO\ A) <0+e=c¢,

aus der Monotonie und der Additivitdt von A. Das Zerlegungslemma angewendet auf
O liefert auferdem

0= U Q; AMO) = Z A@Qj)

fiir eine geeignet gewahlte Folge von Quadern und die Behauptung folgt unmittelbar.
Riickrichtung: Sei E eine beliebige Teilmenge von R? mit der e-Eigenschaft. Dann
existiert fiir jedes n € N eine Menge M,, € Q mit

ECM,, AM,) <1/n,

denn wir kénnen die Voraussetzung mit ¢ = 1/n auswerten und jedes M, sogar
als Vereinigung von abzdhlbar vielen und paarweise disjunkten Quadern wéhlen.
Insbesondere ist M := |J -, M, wegen A(M) = lim, . A(M,,) = 0 eine Nullmenge
mit £ < M. Die Vollstandigkeit und Monotonie von A garantieren E € L sowie
AE) =0. O

Bemerkungen

1. Im Approximationssatz ist es wichtig, dass die kleinere bzw. die grifiere
Menge (also A bzw. O) abgeschlossen bzw. offen ist. Eine innere bzw. duflere
Approximation mit offenen bzw. abgeschlossenen Mengen ist im Allgemeinen
nédmlich nicht moglich.

Gegenbeispiel: Die Dirichlet-Menge D (siehe oben) besitzt keine inneren Punkte,
aber liegt dicht im abgeschlossenen Einheitswiirfel. Insbesondere gilt

0O=10, ADD, AMANO)=)AA) >1
fiir jedes abgeschlossene A und jedes offene O mit O C D C A.

2. Verschdrfung: Das Korollar gilt sinngeméf auch mit offenen oder abgeschlossenen
anstelle von halboffenen Quadern (Ubungsaufgabe). Insbesondere folgt aus der
Variante mit offenen Quadern und dem Satz von Heine-Borel aus Analysis 1,
dass jede kompakte Nullmenge auch schon durch endlich viele Quader iiberdeckt
werden kann.

Cantor-Mengen Fiir einen gegebenen Parameter § € (0, 1) definieren wir — siehe
auch die Abbildung — durch die folgende Rekursionsvorschrift eine Folge (Cs, ) -,
von Teilmengen des Einheitsintervalles:

Anfang: Es gilt Cs o = [0, 1].

n-ter Schritt: Aus jedem Teilintervall von Cjs,_; wird das mittlere Stiick mit
relativer Lange ¢ entfernt, wodurch zwei abgeschlossene Teilintervalle von Cs ,,
entstehen.
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Durch Induktion konnen wir leicht zeigen, dass jede Menge Cj, aus 2" paarweise
disjunkten Intervallen der Lange
1-40\"
- (5)

besteht, wobei diese fiir n — oo gegen 0 konvergiert. Die eigentliche Cantor-6-Menge
ist durch

Cg = m C(;’n

n=0

gegeben und besitzt sehr bemerkenswerte Eigenschaften.

Cs,o
0 1
Cs1
n 00 01 10 11

0 1 C(s_yg

" .. 000 001 010 011 100 101 110 111

9,3 — - = e e — e ——

Cs g == == —_ = R ——

Abbildung Links: Der Rekursionvorschrift bei der Konstruktion der Cantor-§-Menge Cj (dargestellt
fir 06 = 1/5). Die farbigen Intervalle sind dabei alle abgeschlossen. Rechts: Die ersten fiinf Mengen
Cp,s. Die blauen Zahlenkolonnen illustrieren, dass jeder Punkt von Cs5 = ﬂzozo Cs, » in eindeutiger
Weise einer unendlichen Folge von Nullen und Einsen entspricht, wobei die n-te Ziffer gerade angibt,
ob wir uns im n-ten Schritt in der Intervall-Hierarchie nach links oder rechts bewegen miissen, um
diesen Punkt zu erreichen. Das Intervall Cs o tragt dabei keine Nummer und die Zahlenkolonnen fiir
Cs, 4 enthalten jeweils 4 Ziffern, die aber aus Platzgriinden nicht angegeben werden konnten.

Lemma (Eigenschaften der Cantor--Menge) Fiir jeden zugelassenen Wert
von ¢ gelten die folgenden Aussagen:

1. Cs ist kompakt.
2. Cjs ist Lebeguesche Nullmenge.
3. Cs enthalt keine inneren Punkte.

4. Cj ist iiberabzahlbar.

Beweis Teil 1: Jedes Cs, ist als endliche Vereinigung abgeschlossener Intervalle
selbst abgeschlossen und deshalb ist auch der unendliche Durchschnitt Cy abgeschlossen
(sieche Analysis 2). Da Cs aufserdem als Teilmenge von [0, 1] beschrinkt ist, folgt die
Kompaktheit aus dem Satz von Heine-Borel (wieder Analysis 2).

Teil 2: Der erste Teil impliziert, dass sowohl Cj als auch alle Mengen Cj ,, Lebesgue-
messbar sind und mit Induktion zeigen wir

A(Csn) =271, = (1 — 6)".

Die Grenzwertsitze fiir absteigende Folgen liefern daher A\(Cs) = lim,,_,o A(Cs,,,) = 0.

Teil 3: Wir nehmen als Antithese an, es géibe ein abgeschlossenes Intervall [a, 5] in
Cs und fixieren n € N hinreichend grof mit /,, < f—a. Nach Annahme gilt «, 8 € Cj ,,,
aber nach der Wahl von n kénnen beide Punkte nur in verschiedenen Teilintervallen
von Cjs , liegen. Dann existiert aber mindestens ein Punkt  zwischen o und 3, der
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nicht zu Cj,, und damit auch nicht zu Cs gehort. Das ist ein Widerspruch und wir
haben gezeigt, dass die Menge Cs kein abgeschlossenes Intervall enthélt. Dann kann sie
aber keine eindimensionale Kugel um einen Punkt enthalten, denn eine solche Kugel
ist ein offenes Intervall und enthélt immer auch ein abgeschlossenes Intervall.

Teil 4: Durch Einfiihrung einer geschickten Indizierung aller Teilintervalle (siehe
nochmal das Bild) sowie unter Ausnutzung des Intervallschachtelungsprinzip kénnen
wir zeigen, dass jedem Punkt z € ()5 in eindeutiger und umkehrbarer Weise eine Folge
aus Nullen und Einsen zugeordnet werden kann. Insbesondere besitzen 2s und der
Folgenraum

== {(&)2, + & € {0, 1} fir alle j € N}
dieselbe Michtigkeit, aber letzterer ist bekanntlich iiberabzihlbar.?* O

Bemerkung Die Cantor-Mengen zeigen sind Beispiele fiir eindimensonale Lebesgue-
Nullmengen, die ,,sehr viele* Punkt enthalten. Analoge Konstruktionen kénnen auch in
hoheren Dimensionen durchgefiihrt werden.

Abbildung Das Sierpinski-Dreieck wird ebenfalls rekursiv definiert und ist eine zweidimensionale
Lebesguesche Nullmenge.

Theorem (Existenz nicht-messbarer Mengen) L ist eine echte Teilmenge der
Potenzmenge P (R?).

Beweis* Auswahl einer speziellen Menge: Wir nennen zwei Punkte z, & € R¢
dquivalent und schreiben x ~ Z, falls alle Komponenten von x — & rational sind, d.h.
falls z — & € Q7 gilt. Dies definiert eine Aquivalenzrelation auf R?, zu der es unendlich
viele, paarweise disjunkte Aquivalenzklassen gibt, wobei jede auch Reprisentanten im
halboffenen und d-dimensionalen Einheitswiirfel

W= (0,1 x...x (0, 1] = (0, 1]

enthilt.?” Nach dem Auswahlaxiom kénnen wir nun aus jeder Aquivalenzklasse einen
Représentanten aus W wihlen und erhalten so eine Teilmenge Y C W, wobei y; ~ s

24Wir konnen die Uberabzihlbarkeit von Z auch leicht mit einem Cantorschen Diagonalargument
nachweisen. Beachte auch, dass Z in natiirlicher Weise mit der Potenzmenge P (N) identifiziert werden
kann.

2Die Aquivalenzklassen — siehe zum Beispiel die Vorlesung Lineare Algebra — sind die Mengen
der Bauart

(2] ={% : & ~a}.

In unserem Fall enthélt jede dieser Mengen abzéhlbar unendlich viele Elemente und daher muss es
insgesamt {iberabzihlbar unendlich viele von ihnen geben. Fiir jedes x € R? enthilt [z] mindestens
einen Repriisentanten 7 € [x] N W. Zum Beispiel & = z — ¢ mit & = (¢4, ..., &) € Z%, sofern & fiir
jedes | = 1...d die grofite ganze Zahl ist, fiir die § < x; gilt. Alternativ und mithilfe der Gaufsschen
Klammer des Aufrundens kann dies als & = [x; — 1] bzw. &; = 2; — [2; — 1] formuliert werden.
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fiir je zwei verschiedene Punkte y;, yo € Y gilt. Wir wollen durch einen indirekten
Beweis zeigen, dass Y nicht Lebesgue-messbar ist, und nehmen daher Y € L als
Antithese an.

Vorbereitungen fir das Widerspuchsargument: Die Menge W N Q7 mit

W= (=1, +1] x ... x (=1, +1] = (=1, +1]¢

ist abzdhlbar unendlich und wir fixieren irgendeine abzéhlende Folge (&), ;. Wir
betrachten aufserdem die Mengen

Y, =6 +Y = {§+y : er}
und bemerken, dass diese die folgenden Eigenschaften besitzen:
(1) Fiir alle ny # ny gilt
Yo, MY, =0,

denn andernfalls giibe es ein x € R? sowie zwei verschiedene Punkte vy, 1o € Y
mit x = &,, +y1 = &n, + Y2 und es wiirde y; — yo € Q¢ und damit y; ~ yo gelten,
was aber der Definition von Y widerspricht.

(2) Unsere Definition impliziert
Uvasw
n=1

mit W := (—1, 2], denn es gilt offensichtlich ¥, C W fiir alle n € N.
(3) Es gilt
WgUn.
n=1

In der Tat, fiir jedes x € W existiert ein y € Y mit x ~ y bzw. © —y € Q.
Wegen © — y € W koénnen wir auferdem n € N wahlen, sodass x — y = £, und
damit x € Y, gilt.

(4) Fiir jedes n € N folgt
Y, e L, AY,) = A(Y)
aus unserer Antithese sowie der Verschiebungsinvarianz von .

Herleitung des Widerspuchs: Im Fall von A(Y') = 0 kénnen wir via

1:A@U§§3MY):§30:0

n=1

einen Widerspruch aus (1), (3) und (4) ableiten, wohingegen sich fiir A(Y) > 0 der
Widerspruch

cmzfixy)gA@Eyzﬂ

aus (1), (2) und (4) ergibt. Wir haben damit gezeigt, dass es keinen moglichen Wert
fiir A(Y) gibt, und schliefen, dass Y nicht Lebesgue-messbar sein kann. O
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Diskussion

1. Unser Beweis ist wahrscheinlich der erste in Threm Studium, der sich explizit auf
das Auswahlaxiom der Mathematik bezieht. Es besagt, dass man fiir ein gegebenes
System von Mengen (bei uns die iiberabzéhlbar vielen Aquivalenzklassen)
aus jeder Menge im System genau ein Element auswéahlen kann. Besteht das
Mengensystem aus nur endlich vielen Mengen, so ergibt sich die Giiltigkeit dieser
Aussage aus elementareren Prinzipien, aber fiir unendliche Mengensysteme muss
sie durch Postulat sichergestellt werden. Fiir eine weiterfithrende Diskussion
verweisen wir auf die Literatur zur mathematischen Logik und zur theoretischen
Mengenlehre (die allerdings nicht einfach zu verstehen ist).

2. Es stellt sich heraus, dass ohne das Auswahlaxiom die Existenz von nicht
Lebesgue-messbaren Mengen nicht bewiesen werden kann. Insbesondere gibt es
keine konstruktive oder algorithmische Moglichkeit, eine solche anzugeben.

3. Aquivalent zum Auswahlaxiom ist iibrigens das Lemma von Zorn. Auch dieses
werden Sie in ihrem Studium hin und wieder verwenden.

4. Durch eine geringfiigige Modifikation der Konstruktionen und Argumente aus
dem Beweis des Theorems kann man zeigen, dass jede Lebesbue-Menge mit
positiven Mafs nicht-messbare Teilmengen besitzt. Beachte aber, dass jede
Teilmenge einer Lebesgueschen Nullmenge messbar ist (Vollstdndigkeit des
Lebesgue Mafses).

Zusatz*

Lebesgue-Mafs und Jordan-Inhalt

Vorbemerkung In diesem Abschnitt entwickeln wir eine alternative Sicht auf das
Lebesgue-Maf und diskutieren den Zusammenhang mit einem anderen Volumenbegriff.

dufseres und inneres Lebesgue-Mafi Durch

Az (Y) == sup {A(K) : K CR?kompakt mit K C Y},
M(Y) :== inf {\O) : O CR? offen mit Y C O}

werden zwei Mengenfunktionen Ay, \# : P (Rd) — [0, oo| definiert, die man inneres
und aufseres Lebesgue-Mak von Y C X nennt.

Bemerkungen

1. Die Definition von A\* ist leicht anders als die von p* im letzten Abschnitt, aber
aufgrund des Zerlegungslemmas konzeptionell sehr verwandt. Insbesondere gilt

ME(Y) = (V) fiir alle Y C R%
2. Es gilt Ay (V) < A#(Y) fiir alle Y C R%

Beweis: Fiir alle kompakten Mengen K und jede offene Menge O mit K <Y <O
gilt A\(K) < A(O). Durch Supremumsbildung iiber K erhalten wir Ay (Y) < A(O)
und die Behauptung folgt nach Infimumsbildung bzgl. O. O]
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3. Beide Mengenfunktionen sind monoton, denn fiir ¥; C Y5 folgt A (Y1) < Ax(Y2)
bzw. A#(Y;) < A#(Y,) aus den Eigenschaften des Supremums bzw. Infimums.

4. Die Mengenfunktion \# ist o-subadditiv auf P(R?), aber A4 ist o-superadditiv.
5. Es gilt
Az(Y) =sup {A(4) : A CR? abgeschlossen mit A C Y},

d.h. bei der Berechnung des inneren Mafes konnen wir auch mit abgeschlossenen
anstelle von kompakten Mengen arbeiten.

Lemma (4quivalente Charakterisierung von Lebesgue-Messbarkeit) FEine
Teilmenge £ C R gehort genau dann zu £, wenn A (E) und \#(E) gleich sind, wobei
dann sogar Ay (E) = A\(E) = M\ (E) gilt.

Beweis* Hinrichtung: Mit fixiertem E € L betrachten wir die beschrankten sowie
Lebesgue-messbaren Mengen

E,=EnW,, Wy = (—n, n] x ... x (—n, n],
fir die lim, oo A(E,) = A(F) im Sinne der eigentlichen (fir A(E) < oo) oder der
uneigentlichen (fiir A(E) = oo) Konvergenz gilt.?® Nach dem Approximationssatz
existieren abgeschlossene Mengen A,, sowie offene Mengen O,, mit
A, CE, CO,, MO\ A,) <1/n,
wobei jedes A, beschrinkt und damit kompakt ist.?” Unsere Definitionen implizieren
Me(E) > A(An) = M(Ey) = A(Eu \ Ay) > A(Ey) = A(Op \ A) = A(E,) — 1/n
und der Limes n — oo garantiert
Aue(E) > MNE).
Andererseits gilt
AMOp) = AMER) + MO\ En) < AMER) + MO\ An) < AME,) +1/n
und nach Grenziibergang erhalten wir
NH(E) < A(0) = A(B),

wobei O = [J;2, O, selbst offen ist. Im Kombination mit Ay (E) < N (E) (siche die
Bemerkungen oben) ergibt sich die Ungleichungskette

Mu(E) < XNH(E) < MNE) < Mg(B),

und wir schliefsen, dass alle Terme gleich sind.

26Es gilt offensichtlich W,, C W41 sowie |Jo—, W, = R%.

27Siehe den Satz von Heine-Borel aus Analysis 2.
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Riickrichtung: Sei E C R? gegeben mit Ay (E) = A\#(E). Fiir jedes n € N existieren
aufgrund der Definition des inneren und auferen Lebesgue-Mafes eine kompakte Menge
K, sowie eine offene Menge O,, mit

K, CECO,, MK, < (E)<MNE,)+1/n, MOy —1/n < \(E) < \NOy).

Wir setzen

K::QK}L, O::ﬁOn

und bemerken, das beide Mengen zu B und damit auch zu £ gehéren (wobei im
Allgemeinen K nicht kompakt und O nicht offen sein wird). Dann gilt

K, CKCECOCO,,
fiir alle n € N und in Kombination mit der Voraussetzung erhalten wir
0 < MO\ K) < A0, \ K,) < (WH(E)+1/n) — (Ag(BE) —1/n) =2/n.

Der Grenziibergang n — oo zeigt, dass O\ K eine Nullmenge ist, und die Vollstéandigkeit
von A garantiert, dass F \ K als Teilmenge von O \ K Lebesgue-messbar ist. Aus
E =K U (FE\ K) folgt schlieflich E € L. Auferdem ergibt sich via

lim A(K,) = MK) = A\ (E) = ME) = M (E) = \O) = lim \0,)

n—oo n—oo

wieder die gewiinschte Doppelgleichung. O]

Bemerkung Manche Autoren fiihren das Lebesgue-Maf mittels Ay und A# ein. Der
im vorherigen Abschnitt beschriebene Weg ist aber allgemeiner und kann auch auf
andere Mafe angewendet werden.

Auleres und inneres Jordan-Mafl Fiir jedes Y C RY setzen wir

ve(Y) == sup{A(R) : R€e Qmit RC Y},
v#(Y) == inf {A(S) : S€ QmitY C S},

wobei inf () = co vereinbart sei (sodass zum Beispiel v# (R?) = oo gilt).

Definition Eine Menge E C R? heifit Jordan-messbar, sofern

gilt, wobei dieser gemeinsame Wert dann der Jordan-Inhalt von £ genannt und als
v(E) geschrieben wird.

Bemerkungen

1. Das Mengensystem aller Jordan-messbaren Mengen bezeichnen wir mit 7. Dieses
ist ein Ring, aber keine o-Algebra, und man kann zeigen, dass v : J — [0, 00)
zwar additiv, aber nicht o-additiv ist. Insbesondere ist v kein Maf, sondern nur
ein sogenannter Inhalt.
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2. Es gilt vx(Y) < v#(Y) fiir alle Y C RY.
3. Es gilt F € J genau dann, wenn fiir jedes € > 0 die Formeln
RCECS, MR\S)<e
fiir zwei geeignete Mengen R und S aus dem Quaderring Q erfiillt sind.

4. Die Jordan—Messbaerit impliziert die Lebesgue-Messbarkeit, wobei dann auch
v(E) = AE) gilt (Ubungsaufgabe). Die umgekehrte Aussage ist aber falsch.
Das Standardbeispiel ist wieder die Dirichlet-Menge D (siehe oben). Fiir diese
berechnen wir

vu(D) =0 < 1 =v%(D),

denn es kann nur dann R C D C S fiir R, S € Q gelten, wenn R die leere Menge
ist und S den ganzen Einheitswiirfel enthalt.

)
/
y

A
(
A

Abbildung Beim Jordan-Inhalt approximieren wir eine gegebene Menge (grau) von innen (rot) und
von aufen (blau) mit jeweils endlich vielen Quadern (links), wohingegen beim Lebesgue-Mafs nach der
dquivalenten Charakterisierung innen eine beliebige abgeschlossene und auflen eine beliebige offene
Menge verwendet werden darf (rechts). Siehe auch die Diskussion im Text.

Diskussion

1. Die Jordan-Messbarkeit entspricht im Wesentlichen dem naiven Flachen- und
Volumenbegriff aus der Schule, d.h. dem Késtchenzéhlen auf Millimeterpapier.
Insbesondere kann eine Jordan-messbare Menge E sowohl von innen als auch von
aufen durch endlich viele Quader angendhert werden, wobei die Betonung sowohl
auf endlich viele als auch auf Quader liegt. Dabei ist es jedoch nicht wichtig, dass
diese Quader halboffen sind, und man konnte die Definition alternativ auch mit
abgeschlossenen oder offenen Quadern formulieren.

2. Fiir viele — und eigentlich alle in der Praxis auftretenden — Mengen liefern beide
Ansétze dasselbe d-dimensionale Volumen, aber es gibt mehr Lebesgue-messbare
als Jordan-messbare Mengen. Insbesondere besitzt aus theoretischer Sicht nur
das Lebesgue-Mals wirklich gute Eigenschaften und fiihrt zu einem wesentlich
robusteren Integralbegriff.

Theorem (4quivalente Charakterisierung von Jordan-Messbarkeit) Eine
Teilmenge £ C RY gehort genau dann zu J, wenn sie beschrinkt ist und wenn ihr
Rand eine Lebesguesche Nullmenge ist.
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Beweis* Hinrichtung: Fiir fixiertes £ € J und jedes n € N wihlen wir zwei Mengen
R,, S, aus dem Quaderring Q, sodass

R.CECS, wv(E)—1/n<AR,) <\Sy) <v(E)+1/n.

Dann gilt?®

bnd (E) = cls (F) \ int (E) C B,, :=cls(S,) — int (R,)
A(By) < A(cls (S)) = A(int (Ra)) = A(Sn) = M(Ba) < 2/,
wobei wir benutzt haben, dass
A(int (M)) = AM) = A(cls (M))

fir alle M € Q gilt (da diese jeweils endliche Vereinigung paarweise disjunkter Quader
sind). Mit B := |J,—, B, € B gilt A\(B) < X(B,) < 2/n fir alle n € N und wir
schliefen, dass B eine Lebesguesche Nullmenge ist. Wegen der Vollstandigkeit von A
gilt dies aber auch fiir den Rand von E. Aufierdem ist E als Teilmenge einer endlichen
Vereinigung von Quadern beschrinkt.

Riickrichtung, Teil 1: Sei E C R* beschrinkt mit A(bnd (E)) = 0. Dann sind
int (£) und cls (F) als Borel-Mengen auch Lebesgue-messbar und in Kombination mit

E=int(E) U (E\int(E)), E\int (E) Ccls(F) \int (F) = bnd (E)
erhalten wir
EecLl, AMint (E)) = ME) = A(cls(E)),

da die Vollstdndigkeit von A die Lebesgue-Messbarkeit von E'\ int (E) sicherstellt. Das
Zerlegungslemma liefert eine Folge (Q]) , von paarweise disjunkten Quadern mit

int (E) = U Qj,  A(int(E)) = Z/\(Qj)-

Fiir jedes n € N setzen wir R, := U?Zl Q; und bemerken, dass die Abschétzung

vu(E) > A(R,,) = Z Q)

wegen R, € Q und R, C FE erfiillt ist. Der Limes n — oo liefert schliefslich
vy (E) > A(int (E)) = \E).

Riickrichtung, Teil 2: Sei nun € > 0 beliebig. Dann existiert eine Folge (Mj);'ozl in
Q mit

cls(E)QGMj, i ) < A(cs(E)) +e=AE)+e¢,

28Wie schon in Analysis 2 benutzen wir die folgenden Notationen fiir eine beliebige Menge U C R¢:
int (U) bzw. cls (U) ist das Innere bzw. der Abschluss von U und bnd (U) ist der Rand.
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wobei jedes M; via

My ={JQii, MM =) AN@Q)
=1 1=1

als endliche und paarweise disjunkte Vereinigung von halboffenen Quadern dargestellt
werden kann. Aufserdem wahlen wir fiir jedes @); ; einen offenen Quader O, ; sowie einen
halboffenen Quader P; ; mit

€
QRj,i € 05,0 € Py, AP\ Qji) < % m,;
und erhalten
oo My oo My oo My
CIS(E)QUUO]’ZQUUP]’Z’ ZZA(P]’Z)S)\(E)_Fg’
j=1i=1 j=1i=1 j=1 i=1

wobel wir A(P; ;) = AMQ;.:) + A(P},i \ Qj,:) sowie die Nebenrechnung

S g =25

. = — =&
29 m; 27
j=1 i=1 J j=1

verwendet haben. Nach Konstruktion iiberdecken alle offenen Quader O; ; zusammen
die kompakte Menge cls (F) und wir konnen daher eine endliche Teiliiberdeckung
wéhlen. Durch Vereinigung der entsprechenden Quader P;; erhalten wir schlieflich
eine Menge S € Q mit

ECcs(E)CS, AS) < AE) +¢,
und dies impliziert v#(E) < /\(E) + ¢. Insgesamt ergibt sich
vy(E) < v*(B) < ANE) + 2 < vy(E) +

und weil € beliebig war, folgt v4(E) = v#(E) = A\(E) bzw. E € J. O
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Vorlesung 04-1 : 16. November

1.5 Messbare Funktionen

Vorbemerkung Wir betrachten in diesem Abschnitt einen messbaren Raum (X, A),
der aus einer Menge X und einer o-Algebra A in X besteht. Bei der ersten Lektiire
konnen Sie sich vorstellen, dass X = R? und A = £ gilt, aber andere Anwendungen sind
auch moglich und wichtig. Im Folgenden bezeichnet B immer die Borelsche o-Algebra
im Bildraum R.

Definition Eine Funktion f: X — R heikt messbar (bzgl. A), falls f~1(U) € A fiir
jedes U € B gilt, d.h. wenn das Urbild jeder borelschen Teilmenge von R als Teilmenge
von X messbar ist.

X
reX — f(r)eR

Abbildung Bei einer messbaren Funktion f : X — R gilt: Fiir jede Borel-Menge aus dem Bildraum
(rechts) ist das entsprechende Urbild (links) messbar (siche den braunen Pfeil). Beachte aber, dass
das Bild einer messbaren Menge durchaus eine nicht-borelsche Menge sein kann.

Bemerkungen

1. Fir jede messbare Menge E € A ist ihre charakteristische Funktion (oder
Indikatorfunktion) yg : X — R durch

(z) = 1  falls z e E,
XE 10 sonst

definiert und auferdem messbar (denn fiir f~!(U) kommen nur @, E, E' oder X
in Frage, je nachdem ob U die 0 und die 1 enthélt oder nicht).

2. Die Menge aller messbaren Funktionen auf X kann in natiirlicher Weise als reeller
Vektorraum betrachtet werden. Siehe dazu die Ubungen.

Lemma (dquivalente Charakterisierung von Messbarkeit) Eine Funktion
f X — R ist genau dann messbar, wenn ihre Urbildmenge f‘l((—oo, c]) fiir jedes
¢ € R messbar ist.

Bewetis Hinrichtung: Die Behauptung folgt unmittelbar aus der Definition, da jedes
Intervall (—o0, ¢] eine Borel-Menge in R ist.

Riickrichtung: Sei f eine Funktion mit der Urbild-Eigenschaft. Die Rechenregeln
fiir Urbilder implizieren unmittelbar, dass das Mengensystem

M:={UCR: f(U)e A}

Michael Herrmann: Analysis 3 [(cc Version vom 8. Februar 2023



48 1. Maf- und Integrationstheorie

eine o-Algebra in A ist (Ubungsaufgabe). Nach Voraussetzung gilt (—oo, ¢] € M fiir
alle ¢ € R und wegen

FH((ers ea)) = fH (=00, e2]) \ fH (=00, c1])
schlieffen wir, dass M auch alle halboffenen Intervalle (c;, o] fiir beliebige ¢, ¢o mit
—00 < ¢ < g + oo enthdlt. Der Zerlegungssatz (ausgewertet in R, also fir d = 1)
garantiert aufserdem, dass die o-Algebra M auch alle offenen Teilmengen von R enthélt,
und die Minimalitdt der Borel-Algebra stellt sicher, dass B C M gilt. ]

Bemerkungen

1. Drei weitere dquivalente Charakterisierungen entstehen durch die Forderung, dass
alle Urbilder der Bauart

fﬁl((—oo, c)) oder f’l((c, +oo)) oder f’l([c, +oo))
in der o-Algebra A liegen.

2. Per Definition gilt
f_l((—oo, c]) ={zeX : f(x) <c}, f_l((—oo, c)) ={reX: f(x)<c}

und analoge Formeln beschreiben andere Urbildmengen.

3. Mit einem analogen Beweis konnen wir auch die folgenden zwei Aquivalenzen
begriinden: Eine Funktion f : X — R ist genau dann messbar, wenn das Urbild
jeder offenen (oder jeder abgeschlossenen) Teilmenge von R unter f zur o-Algebra
A gehort.

4. Ist f : X — R messbar und ist ¢ : R — R stetig, so ist auch die Komposition
po f:X — R stetig.?

5. Im Fall von X = R? unterscheiden wir zwischen Lebesgue-Messbarkeit und
Borel-Messbarkeit, wobei sich diese Bezeichungen auf die Wahl von A im
Urbildraum bezieht.

Klarstellung: Fir X = R? verwenden wir im Urbildraum standardmifig die
d-dimensionale Lebesgue-Algebra und nur ausnahmsweise die d-dimensionale
Borel-Algebra (wobei wir dies dann extra betonen werden). Insbesondere meint
Messbarkeit bei uns im Zweifel immer Lebesgue-Messbarkeit. Im Bildraum R
benutzen wir jedoch ausschlieflich die eindimensionale Borel-Algebra, denn bei
den Untersuchung zur Messbarkeit einer Funktion f interessieren nur die Urbilder
von Borel-Mengen, aber nicht die von Lebesgue-Mengen.

6. Insbesondere gilt fiir X = R?: Jede stetige Funktion auf R ist sowohl Lebesgue-
als auch Borel-messbar. Da es mehr Lebesgue- als Borel-Mengen gibt, impliziert
die zweite Eigenschaft die erste (aber nicht umgekehrt).

7. Sind f, g : X — R zwei messbare Funktionen, so sind die vier Mengen
{zeX :flz) <g(x)}, {zeX:f(x)<g(z)}

und

{reX :flx)=g@)}, {reX :flr)#g(r)}

auch jeweils messbar, wobei der Beweis in den Ubungen besprochen wird.

Dies ergibt sich aus der Tatsache, dass ¢ ~1(O) fiir jede offene Teilmenge O C R auch offen in R
ist. Siehe dazu die dquivalente Charakterisierung von Stetigkeit in Analysis 1+2.
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Lemma (niitzliche Resultate) Mit f: X — R sind auch |f|, f_, f+ : X = R
messbar, wobei diese Funktionen durch

(@)= |f@)],  f-(z):=-min{0, f(x)},  fi(2):=+max{0, f(2)}

definiert sind.

Beweis Fiir jedes ¢ > 0 impliziert die Nebenrechnung
fl(z)<ec & —c<flr)<e
die Formel
117 (=00, ) = £ ([, +¢]) € 4,

wohingegen sich

f-((=00, ) = [T ([=c, 0]) € A, fi((=o0, o) = f7H([0, +]) € A
aus

f-(x)<c & —c<f(x)<0, fiz)<e & 0< f(r) < +c
ergibt. Fiir alle ¢ < 0 gilt auRerdem

F17 (o0, d]) = f2H (=00, o) = f'((—o0, d]) =0 € A

und die Behauptung folgt unmittelbar aus dem vorherigen Lemma zur dquivalenten
Charakterisierung von Messbarkeit. O]

Bemerkungen

1. Wir nennen f_ bzw. f, den Negativteil bzw. den Positivteil von f, wobei

fl@) = fe(2) = f-(x),  |f@@)|=fele) + f-(2),  fel2) f-(2) =0

fiir alle x € X gilt.

Achtung: Der Negativteil eine nichtnegative Funktion, d.h. es es gilt f_(x) > 0
fir alle z € X. Es gilt aukerdem f_ = (—f),, d.h. der Negativteil von f ist
gerade der Positivteil von —f.

2. Allgemeiner kénnen wir fiir zwei messbare Funktionen f, g : X — R zeigen, dass

durch

max{f, g}(z) == max {f(z), g(z)}, min{f, g}(z) := min {f(z), g(z)}

sowie

(f +9)(2) = f(2) +g(z), (fo9)(z) = f(x)g(z)

vier weitere messbare Funktionen definiert werden. Aufserdem ist jedes skalare
Vielfache einer messbaren Funktion auch messbar. Siehe dazu die Ubungen.
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Verallgemeinerung Oftmals ist es sinnvoll, auch unendlich grofe Funktionswerte
zuzulassen und sogenannte numerische Funktionen f : X — R zu betrachten, die die
Menge X in die erweiterten reellen Zahlen

R:={-cc} URU {+o0}

abbilden.?" Eine solche Funktion wird messbar genannt, falls die beiden Mengen
Y {—o0}) und f~*({+o00}) sowie alle Urbilder f~'(U) von Borel-Mengen U C R
in A liegen.

Merkregel: Wir konnen mit numerischen Funktionen fast genauso gut arbeiten wie
mit skalaren Funktionen. An einigen Stellen miissen wir etwas aufpassen und konkrete
Formulierungen oder Argumente abéndern, aber in aller Regel sind die notwendigen
Modifikationen leicht zu verstehen und umzusetzen.

Theorem (Messbarkeit und punktweise Konvergenz) Sei (f,),—, eine Folge
numerischen und messbaren Funktionen f,, : X — R, die via

falz) == f(x)

fiir n — oo punktweise gegen f : X — R konvergiert (wobei dies im eigentlichen oder
uneigentlichen Sinne gelten kann). Dann ist die Grenzfunktion auch messbar.

Beweis Teil 1: Wir nehmen zunéchst an, dass f sowie alle Funktionen f,, weder den
Wert —oo noch den Wert 400 annehmen und fixieren ¢ € R beliebig. Die Menge

E::ﬂEm, Em::Uﬂ{xEX:fn(m)§c+1/m}

m=1 k=1n=~k

gehort nach Voraussetzung zur o-Algebra A, da jede der ganz rechts auftretenden
Mengen der Bauart f,!((—oco, ¢+ 1/m]) ist und damit zu A gehdrt. Wir wollen nun

E:{xeX:f(x)gc}

zeigen, da dies wegen der Beliebigkeit von ¢ sofort die Behauptung impliziert. Dazu
betrachten wir zunéchst ein beliebiges x € E sowie ein festes m € N. Wegen x € E,,
existiert ein k € N mit f,(z) < ¢+ 1/m fiir alle n > k und die punktweise Konvergenz
aus der Voraussetzung garantiert f(x) < ¢+ 1/m. Da dies fiir alle m € N gilt, folgt
schlieplich f(x) < ¢ wie gewiinscht. Gelte nun umgekehrt f(z) < ¢ und sei m €
N beliebig. Aufgrund der punktweisen Konvergenz existiert ein Index k € N, sodass
falz) < ¢+ 1/m fir alle n > k gilt. Wir erhalten daher zunédchst x € E,, und
anschliefsend x € E wegen der Beliebigkeit von m.

Teile 2: Der allgemeine Fall kann mit analogen Argumenten behandelt werden,
sofern einige naheliegende Fallunterscheidungen getroffen werden. Die Details sind eine
Ubungsaufgabe. O

Bemerkung Dieses Theorem erscheint zundchst unscheinbar. Es ist aber sehr wichtig
und wird in vielen Beweisen eine Rolle spielen. Insbesondere garantiert es, das die
Messbarkeit von Funktionen unter punktweiser Konvergenz erhalten bleibt.

39Djese Bezeichnung ist sicher nicht optimal, hat sich aber so eingebiirgert.
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Lemma (Messbarkeit spezieller punktweiser Definitionen) Sei (f,),_, eine
Folge numerischer Funktionen f,, : X — R. Dann werden durch

x — inf { f(z) : n € N}, x> sup { fo(z) : n € N}
sowie

x +— liminf f,,(x), x — limsup f,,(x)

n—oo n—o0

vier weitere numerische Funktionen definiert, die jeweils messbar sind.

Beweis Teil 1: Wir definieren die Folge (g,,), -, rekursiv durch

gl(l’) = f1<x) ) gn-‘rl(l‘) = min {gn<x) ) fn-‘rl(l‘)}

und zeigen induktiv, dass jede Funktion g, : X — R messbar ist (siche dazu auch die
Bemerkungen zu den niitzlichen Resultaten) und dass dariiber hinaus g,.1(z) < g, ()
fiir jedes x € X und alle n € N gilt. Insbesondere ist

g(z) := lim g,(x)

n—oo

im Sinne der monotonen punktweisen Konvergenz wohldefiniert und das vorherige
Theorem liefert die Messbarkeit der Grenzfunktion g : X — R. Andererseits folgt

g(z) =inf {f.(z) : n € N}

aus elementaren Uberlegungen und wir haben die erste Behauptung bewiesen. Die
zweite kann analog hergeleitet werden, sofern wir in der Definition von g,, das Maximum
durch das Minimum ersetzen.

Teil 2: Nach dem ersten Teil ist die Funktion

hi(z) :=inf {f,(z) : n € N mit n > k}

fiir jedes & € N messbar, wobei auferdem hy1(x) > hy(z) fiir jedes z € X und alle
n € N gilt. Die punktweise Grenzfunktion A : X — R mit

h(x) := lim hy(z)

k—o0

ist also wohldefiniert und nach dem Theorem auch messbar. Andererseits gilt

h(x) = liminf f,(x)

n—o0

nach der dquivalenten Charakterisierung des kleinsten und grofsten Haufungspunktes
aus Analysis 1. Es folgt die dritte Behauptung und die vierte kann analog hergeleitet
werden. O

Korollar Fiir jede Folge (f,)°~, messbarer Funktionen f, : X — R ist die Menge
{a: € X : fu(x) konvergiert fiir n — oo gegen einen Grenzwert aus E}

messbar.
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Beweis Das Lemma garantiert, dass durch

flx) = lirginf fol(z), f(x) :==limsup f,(z),

n—oo n—oo
zwel messbare Funktionen f und f definiert werden. Insbesondere ist die Menge
{reX: flz)=f(x)}

messbar, aber das ist gerade die Menge in der Behauptung. O]

einfache Funktionen

Definition Eine Funktion f : X — Y heifst einfach, wenn es ein [ € N sowie reelle
Zahlen yq, ..., y;und messbare Menge Fi, ..., E; € A gibt, sodass

£le) = >, (@)

fiir £ € X gilt. Wenn auflerdem
yih #vj, und Ej NE;, =0 firale j # 7

erfiillt ist, so sagen wir, f sei in Normalform gegeben.

Bemerkungen

1. Durch eine geeignete Umdefinition der y; und £; sowie der Anzahl [ kénnen wir
jede einfache Funktion in Normalform bringen.

Beispiel 1 : Fiir beliebige Mengen E,, Ey € A gilt
Y1 XE (2) + Y2 XB (@) = T X g, () + G2 X5, (2) + U3 X, (2)
fiir alle x € X, sofern wir
ElizEl\E27 EQI:EQ\El, EgZ:ElmEQ

und

Y=Y Y2 == Y3, Y2 :=y1 + Y2
setzen (siehe auch die nachfolgende Abbildung).
Beispiel 2 : Fiir y; = yo # y3 ergibt sich
Y1 XE (T) + Y2 X (%) + Y3 XEs (2) = 51 X5, (T) + T2 X5, (7)
aus

E11:E1UE2, EQZ:E37 glzzylzyQ’ ?jl;:yg.

2. Eine einfache Funktion besitzt sehr viele verschiedene Darstellungen, aber die
ihre Normalform ist eindeutig festgelegt (Ubungsaufgabe).
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3. Jede einfache Funktion ist messbar, denn fiir jedes ¢ € R ist die Urbildmenge
71 ((—o0, c]) gerade die Vereinigung aller E; mit y; < c. In Normalform gilt

Ej=f"{y}). fl@)=y; < =z€kE
firallej =1, ..., 1.

4. Die Menge aller einfachen Funktionen bezeichnen wir mit £(X), wobei diese
in natiirlicher Weise ein reeller Vektorraum ist. Aufterdem sind das Produkt,
die Minimum und das Maximum einfacher Funktionen wieder einfach. Diese
Eigenschaften sowie die entsprechenden Normalformen werden in den Ubungen
genauer diskutiert.

3E2 E‘I;EN‘27 3E27EI} aEQ

ﬁ [ ] N

| (11 11

Abbildung Der Ubergang zur Normalform fiir die beiden Beispiele aus der Bemerkung.

Diskussion FEinfache Funktionen spielen in der allgemeinen Integrationstheorie
ungefdhr die Rolle, die Treppenfunktionen beim Riemann-Integral haben (siehe
Analysis 1 fiir den Fall d = 1). Beachte aber, dass jede der Mengen E; = f~!({y,}) sehr
kompliziert sein kann, wohingegen in der Riemannschen Theorie immer vorausgesetzt
wird, dass diese eine Vereinigung von endlich vielen Quadern ist. Siehe dazu auch die
unten eingefiihrten Approximationsfolgen fiir messbare Funktionen.

Beispiel: Die charakteristische Funktion yp der Dirichlet-Menge D ist einfach (bzgl.
der Lebesgue-Algebra in R?), kann aber nicht durch Treppenfunktionen angenihert
werden.

Verallgemeinerung Manchmal ist es sinnvoll, auch abzdhlbar viele Summenanden
zuzulassen. Wir nennen f : X — R eine verallgemeinerte einfache Funktion, wenn
diese als

flz) = Z?/l XEj(ﬁ) oder flz) = Z Y XE; (z)

j=—o00

geschrieben werden kann, wobei wir dann immer voraussetzen, dass das Analogon der
Normalform-Bedingung erfiillt ist, d.h. dass die y; paarweise verschieden und die E;
paarweise disjunkt sind.

Bemerkungen:

1. Die Bedingung der paarweisen Disjunktheit stellt sicher, dass jeder Punkt x &€
X zu hochstens einer Menge F; gehort. Insbesondere sind beide Varianten der
unendlichen Summe punktweise immer wohldefiniert, da fast alle Summanden
verschwinden.

2. Da N und Z gleichméchtig sind, kann jeder der beiden Reihenformeln durch eine
geeignete Reindizierung in die andere iiberfiihrt werden. Je nach Kontext ist mal
die eine und mal die andere Darstellung besser geeignet.
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gleichmiiRige Approximation durch Abrunden Die Formel®!

fn() := [m f(x)]/m,

liefert fiir jede messbare Funktion eine approximierende Folge verallgemeinerter
einfacher Funktionen (f,,) °_,,wobei die alternative Darstellungsformel

—+00

J
fm(z) = EXEm,j(x), En ;= {:c e X :

j=—00

igf(ar)<‘u},
m m

mit einfachen Argumenten hergeleitet werden kann (siehe dazu die Abbildung). Unsere
Konstruktion impliziert

0< f(2) = fulz) < 1/m
fir alle z € X und damit
1 = Fle = sup {|fmle) — f@)] - s € X} 225 g

Insbesondere konvergiert f,, fiir m — oo gleichmdf$ig und damit auch punktweise gegen
die messbare Funktion f.

m=3 m=6

/ s /

[AY

/ /

m=3 m=6

\ > /
/ /

Abbildung Oben: Approximation einer beschriankten und messbaren Funktion (schwarz) durch
einfache Funktionen (rot) von unten, wobei der Bildbereich zunéchst in Intervalle der Dicke 1/m
zerlegt wird (griine horizontale Linien) und anschliefend die entsprechenden messbaren Mengen
im Urbildbereich ermittelt werden (blaue vertikale Linien). Unten: Bei der Approximation mit
Treppenfunktionen (lila) in der Riemannschen Integrationstheorie ist es genau andersherum: Hier wird
eine Zerlegung des Urbildbereichs vorgegeben, die dann eine entsprechende Zerlegung des Bildbereichs
festlegt (griine bzw. blaue Linien nun vertikal bzw. horizontal). Fiir stetig differenzierbare Funktionen
macht das keinen grofsen Unterschied, aber es gibt Funktionen, die durch einfache Funktionen, jedoch
nicht durch Treppenfunktionen approximiert werden konnen (etwa die charakteristische Funktion xp
der Dirichlet-Menge).

Bemerkungen:

1. Wenn f zusétzlich beschriankt ist, so ist jede Funktion f,, sogar einfach.

31Wir benutzen hier noch einmal die Gauf-Klammer des Abrundens. Es gilt also |y| € Z sowie
0<y-—|y] <1fir alle y € R.
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2. Die punktweise Konvergenz f,,(x) — f(x) ist im Allgemeinen nicht monoton,
aber nach Ubergang zu der durch m, = 2" definierte Teilfolge kann dies
sichergestellt werden. Siehe dazu den Beweis des Approximationssatzes.

3. Eine analoge Approximationsfolge kann durch Aufrunden gewonnen werden.

4. Wenn f numerisch und messbar ist, so kann die approximierende Folge ganz
analog definiert werden, wobei die Funktionen f,, dann aber numerisch sind.

5. Die Funktionen f,, verdeutlichen auch den wesentlichen Unterschied zwischen der
Riemannschen und der Lebesgueschen Integrationstheorie (siehe die Abbildung).

Lemma (monotone Approximation durch einfache Funktionen) Fiir jede
nichtnegative messbare Funktion f : X — R existiert eine monoton wachsende Folge
(fn),—; von einfachen und nichtnegativen Funktionen f, : X — R , die fiir n — oo
punktweise von unten gegen f konvergiert.>?

Beweis Teil 1: Wir betrachten zundchst eine Funktion f : X — R und setzen

gn() = |2" f(2)]/2" .
und erhalten eine verallgemeinerte einfache Funktion, die nichtnegativ ist und wegen
1
0= flz) = gal2) = o
fiir n — oo gleichméfig und damit auch punktweise gegen f konvergiert. Sei nun z € X
fixiert. Dann existiert fiir jedes n € N eine 5, € Z mit

Jn Jnt1
el, = |=—, CR,
foyet= B )
wobei die Definition von I, sicherstellt, dass I,,.; entweder die linke oder die rechte
Halfte von I, ist. Im ersten bzw. im zweiten Fall ergibt sich

In+1 (x) = gn(m) bZW. In+1 (l‘) = gn<x) + 27(n+1)

und wir schliefen insgesamt, dass die Funktionenfolge (g,(z)),., monoton wachsend
ist (im nicht-strikten Sinne) und von unten gegen f(x) konvergiert.

Teil 2: Ist f beschrénkt, so ist jede Funktion g, sogar einfach und wir kénnen
direkt f, := g, setzen. Andernfalls nimmt f : X — R beliebig grofe Werte an und wir
erhalten nach ,,Abschneiden” via

fn(x) := min {n, gn(x)} =nxg, () + X (2)gn(2) E,={xe X : f(z) >n}
fiir jedes n € N eine einfache Funktion f, auf X. Insbesondere ist (f,(z)),, fiir jedes
x € X nach Konstruktion eine monoton wachsende Zahlenfolge mit Grenzwert f(z).
Teil 3: Wenn f den Wert +oo auf einer Menge E € A annimmt, wenden wir alle
Argumente aus den ersten beiden Beweisteilen auf die Funktion

o N ) falls f(z) = oo
f=xe/f, flx) = { f(z)  sonst

an. Dies liefert eine approximierende Folge (f,)°%, einfacher Funktionen und mit

n falls f(z) = 00

fn = fn +nXEfa fn(x) - { fn<x) sonst

ergibt sich die Behauptung. O]

32Eine Funktion f — R wird nichtnegativ genannt, wenn f(z) > 0 fiir alle z € X gilt.
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Bemerkungen

1. Die Funktionen f, sind genau dann monoton wachsend, wenn fiir jedes x € X
die Folge (f(x)),-, monoton wachsend ist, d.h. wenn f,(x) > f,(z) fir alle
n € N erfiillt ist.

2. Die monotone Approximation ist ein wichtiger technischer Baustein in der
Integrationstheorie. Insbesondere werden wir spéter eine messbare Funktion f
in ihren Positivteil f, und Negativteil f_ aufspalten und das Lemma auf beide
Teile separat anwenden.

3. Ist f sogar beschrénkt, so kénnen wir auf den zweiten (und dritten) Beweisschritt
verzichten und f,, = g, setzen. Insbesondere ist dann die Konvergenz im Theorem
nicht nur monoton, sondern sogar gleichméfig.

4. Der Beweis deckt auch nichtnegative numerische Funktionen ab, wobei jede der
approximierenden Funktionen weiterhin einfach ist. Insbesondere gilt f,(x) = n
fir alle x € X mit f,(z) = oc.

Vorlesung 04-2 : 18. November‘

1.6 Integrierbare Funktionen

Vorbemerkung Wir betrachten neben dem messbaren Raum (X, A) ein Mak p auf
A und werden schrittweise das entsprechende Integral einfiihren, indem wir nachein-
ander

1. nichtnegative einfache,
2. nichtnegative messbare,
3. allgemeine messbare,

Funktionen f : X — R diskutieren. Dabei werden wir f in den ersten beiden Féllen
immer in sinnvoller Weise ein Integral zuordnen koénnen. Im dritten Fall miissen wir
jedoch Bedingungen an f stellen, um gewisse Entartungsfille auszuschliefien.
Bemerkungen:

1. Im Moment ist nicht wichtig, ob u vollstdndig und/oder o-finit ist.

2. Eine wichtige Anwendung in der Analysis ist der Lebesguesche Fall mit X = R,
A=Lund p= A\

3. Vor allem in der stochastischen Analysis werden auch andere Mafe und Algebren
betrachtet. Zum Beispiel Zéhlmafse oder Lebesgue-Stieltjes Mafke, fiir die das
Maf einer Lebesgue-Menge E durch die Integration einer Dichtefunktion iiber
gewonnen wird. Siehe dazu auch weiter unten.

mafitheoretische Generalkonvention In der Integrationstheorie vereinbaren wir
0-00=0,

wobei wir die Sinnhaftigkeit dieser Formel weiter unten erkennen werden.
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Integral nichtnegativer einfacher Funktionen

Definition Fiir eine einfache und nichtnegative Funktion f : X — R nennen wir

I.(f) = Zyj p(E;)

das Integral von f bzgl. u.

Bemerkungen

1. Im Falle von (X, A, p) = (Rd, L, )\) sprechen wir von Lebesgue-Integrierbarkeit
bzw. vom d-dimensionalen Lebesgue-Integral.

2. Der Wert des Integrals I,(f) héngt nicht von der konkreten Darstellung von f
ab, d.h. es ist nicht wichtig, wie viele und __Welche Zahlen y; sowie Mengen E; in
der Darstellungsformel fiir f auftauchen (Ubungsaufgabe).

Beispiel: Tm eindimensionalen Lebesgue-Fall beschreiben die Formeln
f=2x02+3x1,49 = L(f)=2-2+3-3=13
und
f=2x00+5x0,2+3xeqg = DL(f)=2-14+5-143-2=13

die Integration derselben einfachen Funktion, wobei die zweite Rechnung ihre
Normalform benutzt. Beachte auch, dass

]/\(X(Ch@)) = [/\(X(Ch@]) = IA(X[CLCz)) = IM(X[CLCz]) =00

fir alle ¢; < ¢ gilt, denn das Lebesgue-Mafs eines Intervalls (bzw. eines
eindimensionalen Quaders) hingt nur von seiner Lange ab.

3. Das Integral I,,(f) kann den Wert oo annehmen, ndmlich genau dann wenn y; # 0
und p(E;) = oo fir mindestens ein j gilt. Beachte jedoch, dass ein j mit y; = 0
und p(E;) = oo wegen der Generalkonvention keinen Beitrag zum Integral liefert.

4. Man kann sogar zulassen, dass ein oder mehrere y; den Wert +oo annehmen,
wobei dann wieder die Generalkonvention zum Tragen kommt: Ein solcher Term
liefert einen verschwindenden Beitrag zum Integral fiir p(E;) = 0, andernfalls
immer den Beitrag oo.

Merkregel: Ein Integral beriicksichtigt weder den Wert 0 auf einer Menge vom
Mak oo noch den Wert oo auf einer Menge von Mak 0. Das ist gerade die
Motivation fiir die Generalkonvention.

Bemerkung: Diese Regel gilt auch, wenn oo durch eine nichtnegative reelle Zahl
ersetzt wird.

5. Das Integral einer verallgemeinerten einfachen Funktion definieren wir durch die
entsprechende Reihe, wobei die Nichtnegativitéit aller Glieder sicherstellt, dass
diese immer wohldefiniert ist (mit endlichem oder unendlichem Wert) und die
Reihenfolge der Summation beliebig vertauscht werden kann.
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Beispiel: Im eindimensionalen Lebesgue-Fall gilt

F=> i1y = L(H)=1+1/4+1/9+1/25+.. . =1r2,
j=1
sowie
F=Y i ey = L)=1+1/2+1/3+... =00,
j=1

6. Die Formel aus der Definition kann, sofern gewisse Nicht-Entartungsbedingungen
erfiillt sind, auch fiir einfache Funktionen mit negativen Werten y; verwendet
werden. Vereinfacht gesagt gilt: Probleme gibt es immer dann, wenn die Terme
—oo und 4oo gleichzeitig als Einzelsummanden auftreten oder durch Addition
von anderen Termen erzeugt werden konnen.

Merkregel: oo — oo hat auch in der abstrakten Integrationstheorie keinen Sinn.
7. Die Implikationen
L(f)<oo = y;<oo und p(E;) <oo gitfirale j=1,...,1
und
I,(f) >0 = esexistiert j=1,...,] mit y; >0 und pu(E;) >0
ergeben sich unmittelbar aus der Definition.
8. Durch elementare Abschéatzungen zeigen wir
0< L(f) < Iflle (B + .o+ pu(E)), 0= L(f9) < IfllLul9)

mit ||f||oo:sup{‘f(x)| : xEX} :max{yl, e yl}.

Lemma (Monotonie und Linearitit des Integrals, Vorversion) Fiir zwei
einfache und nichtnegative Funktionen f, g : X — R gilt®3

[<g = Iu(f)gju(g)

sowie

L(af+Bg)=al(f)+81.9),

wobeil «, [ zwei reelle Zahlen sind.

Bewets Die Linearitdt und Monotonie ergeben sich direkt aus den Hausaufgaben zu
einfachen Funktionen. O

Lemma  (Satz iiber die monotone Konvergenz, Version 1) Sei (f,) .~ eine
monoton wachsende Folge einfacher und nichtnegativer Funktionen, die punktweise
gegen eine einfache Funktion f konvergiert. Dann gilt

I(f) = nh—{{olo L.(fn)

im eigentlichen oder uneigentlichen Sinne.

33Wie iiblich meint f < g fiir zwei Funktionen, dass f(x) < g(x) fiir alle z € X gilt.
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Bewets Fuall 1: Unter der Annahme I,(f) = oo existiert (da f einfach ist) ein F' € A
sowie z € R mit

[ =>zxr, z>0, u(F) = oo.

Die punktweise monotone Konvergenz aus der Voraussetzung impliziert
FCRCFKBC... wd F=[JF mit Fi={xcF: f()>}z}
n=1

und damit lim,_ p(F,) = p(F) = co. Da andererseits auch I,,(f,) > 3z u(F,) gilt,
erhalten wir lim,,_,, 1,(f,) = co und damit die Behauptung.

Fall 2: Fiir 1,(f) < oo betrachten wir die einfachen und nichtnegativen Funktionen
Ggn = [ — fn, sodass fiir jedes € X die Folge (g,(z)),—, monoton fallend ist und
gegen 0 konvergiert. Insbesondere gilt

191llcc S Mfllee <005 Tu(gr) < Lu(f) < o0
und
p(S) <oo  mit  S:={zeX: gx)>0}.
Wir fixieren nun € > 0 beliebig und betrachten die Mengen
F,={ze8:0<g,(z) <e}, Gp:={z€S : gx)>e},
die zusammen fiir jedes n € N eine disjunkte Zerlegung der Menge S' liefern, wobei sich
FICEHhCFC..., G12G;2G32 ...

aus der Monotonie und Konvergenz der g, ergibt. Wegen

ﬂGn:{xeX: limgn(x)ZeE}:@
n=1

n—oo

erhalten wir schlieRlich

lim pu(Gy) =0, lim p(F,) = u(S).

n—oo n—oo

Die Eigenschaften des Integrals einfacher Funktionen implizieren auferdem

0< Iu(f) - Iu(fn) = [u(gn) = Iu(XFn gn) + IM<XGn gn) < EM(FH) + Hf”oo ﬂ(Gn)

fir alle n € N, wobei die rechte Seite fiir n — oo gegen die reelle Zahl  ((S) konvergiert.
Da ¢ beliebig war, folgt die Behauptung. m

Integral nichtnegativer messbarer Funktionen

Definition Fiir eine nichtnegative und messbare Funktion f : X — R ist ihr
Integral bzgl. © durch

L,(f) = lim I,(fn)

n—oo

gegeben, wobei der Wert +o0o zugelassen ist und (f,), -, eine monoton wachsende Folge
nichtnegativer einfacher Funktionen bezeichnet, die punktweise gegen f konvergiert.
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Rechtfertigung Wir hatten im letzten Abschnitt bewiesen, dass fiir jedes fixierte f
immer eine approximierende Folge mit den gewiinschten Eigenschaften existiert, wobei
die Monotonie (sowohl der Folge als auch des Integralbegriffs) sicherstellt, dass die
Zahlenfolge (I,(f,));~, monoton ist und daher von unten gegen einen nichtnegativen

Grenzwert a € R konvergiert. Wir miissen jedoch noch zeigen, dass dieser nicht von den
Details der Approximation abhéngt. Wenn (g,,),-_, eine weitere Approximationsfolge
fiir f ist, setzen wir

B:= lim I,(gm) €R

m—r0o0

und betrachten fiir beliebige n, m € N die Funktion
hn,m ‘= min {fn7 gm} )

die ebenfalls einfach und nichtnegativ ist. Fiir festes m ist die Folge (hn,m)zozl monoton
wachsend und konvergiert punktweise gegen die einfache Funktion g,,, wobei aufserdem

hom < fos Au(bnm) < Lu(fn) < @
fiir alle n gilt. Das Lemma zur monotonen Konvergenz garantiert daher
Iu(9m> <a
im Limes n — oo und nach einer nochmaligen Anwendung des Lemmas erhalten wir
B<a

nach Grenziibergang m — oo. Aus Symmetriegriinden (bzw. nach einer Argumentation
mit vertauschten Rollen) muss aber auch

a<f
und damit a = [ gelten. Insgesamt haben wir bewiesen, dass zwei verschiedene
Approximationen von f denselben Wert fiir 1,,(f) liefern. ]

n=3 n=4

Abbildung In der Definition des Integrals einer nichtnegativen messbaren Funktion (schwarz) wird
diese als punktweiser Limes einer monoton wachsenden Folge einfacher Funktionen (rot) betrachtet.
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Bemerkung Das Integral nichtnegativer und messbarer Funktionen ist ebenfalls
monoton und linear, wobei die Monotonie auch mit der Linearitdt begriindet werden
kann (Ubungsaufgabe).

Lemma  (Satz iiber die monotone Konvergenz, Version 2) Fiir jede
monotone wachsende Folge (f,,) ~, nichtnegativer messbarer Funktionen f, : X — R
gilt

L,(f) = lim I,(f.),

n—oo

wobei f: X — R mit f(x) = lim,_,o fo(2) den punktweisen Limes bezeichnet.?*

Beweis  Wir wihlen fiir jedes f, eine monoton wachsende Folge (g, ) -_, einfacher
und nichtnegativer Funktionen, sodass g, , fiilr m — oo gegen f,, konvergiert. Durch

hi, == max{g,, m : n <k, m <k},

wird eine weitere monoton wachsende Folge (hy),-, einfacher Funktionen definiert, die
punktweise gegen eine Grenzfunktion konvergiert. Da nach Konstruktion

gn,m(x) < h(z) < f(2)

fiir alle z € X und alle n, m < k gilt, schliefen wir (indem wir erst £, dann m und am
Ende auch n gegen oo schicken), dass dieser Grenzwert f sein muss und die Definition
des Integrals garantiert

L,(f) = lim I,(hy).

k—o00

Andererseits gilt nach Konstruktion und aufgrund der Eigenschaften des Integrals
einfacher Funktionen die Formel

hi < fe < f, I(hi) < L(fe) < 1.(f)

fiir alle £ € N. Die Behauptung ergibt sich schlieklich im Grenziibergang k — co. [

Korollar Die logische Aquivalenz
L(f)=0 < p({reX: f(z)>0})=0
gilt fiir jede nichtnegative und messbare Funktion f.

Bewetis Sei S :={zx € X : f(x) > 0}. Wir nehmen zunéchst an, dass I,(f) = 0
erfiillt ist und bemerken fiir jedes n € N, dass das Integral der messbaren Funktion

gn ‘= min{nfa XS}7

verschwindet, denn wegen 0 < g, < n f ergibt sich 0 < [,(g,) < nl,(f) < 0. Die
Folge (gy),-, ist andererseits monoton wachsend und konvergiert punktweise gegen
Xs, sodass sich

p(S) = [u(XS) = nh_fgo Iu(gn) =0

31Fiir jedes z € X folgt die Existenz und die Nichtnegativitiit von f(z) direkt aus dem monotonen
Wachstum der Zahlenfolge (f,(z));—,. Die Messbarkeit von f hatten wir bereits im Abschnitt iiber
messbare Funktionen bewiesen.
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aus dem Satz iiber die monotone Konvergenz nichtnegativer Funktionen ergibt. Gilt
umgekehrt 1(S) = 0, so definieren wir

fn :=min{f, nxs}.

Dann gilt 1,(f,) < nl,(x(S)) = 0 fiir jedes n € N und der Satz iiber die monotone
Konvergenz liefert diesmal I,,(f) = lim,,_, £,(fn) = 0. O

Bemerkung Es gilt sogar die schiarfere Aussage
L,(f)>0 = es existiert € > 0 mit u({z € X : f(x) >¢}) >0,

wobei die Riickrichtung sofort aus der Monotonie des Integrals folgt und die Hinrichtung
sich aus dem Korollar sowie den Hausaufgaben ergibt.

integrierbare Funktionen

Definition Eine messbare Funktion f : X — R heikt integrierbar, wenn ihr Positiv-
und ihr Negativteil jeweils ein endliches Integral besitzen. Dabei wird

L(f) = 1u(f+) = 1u(f-)
das Integral von f bzgl. u genannt.

3
I
-
=1
I
N

Abbildung Eine messbare Funktion f ist genau dann integrierbar, wenn sowohl ihr Positivteil f als
auch ihr Negativteil f_ jeweils ein endliches Integral besitzen. Jedes Teilintegral kann unabhéngig vom
anderen durch eine monoton wachsende Approximationsfolge einfacher Funktionen ermittelt werden
und liefert einen positiven bzw. negativen Beitrag zum Gesamtintegral. Im Bild sind zwei rote bzw.
blaue Approximationen von f bzw. f— dargestellt, wobei die fiir f_ wie iiblich an der horizontalen
Achse gespiegelt wurden und daher scheinbar negativ Werten annehmen.

Bemerkungen

1. Jede integrierbare Funktion ist messbar, aber die umgekehrte Aussage ist falsch,
da I,(f-) = oo oder I,(f}) = oo gelten kann.

2. Eine einfache Funktion f = Z;Zl Yj XE; ist genau dann integrierbar, wenn
pw(E;) < oo fiir alle j = 1, ..., 1 mit y; # 0 gilt, wobei sich dann die Formel

I(f) = Zzzl yj 1W(E;) ergibt.

3. Achtung: Eine nichtnegative Funktion f besitzt zwar immer ein Integral, aber sie
wird nur dann integrierbar genannt, wenn [,(f) < oo gilt.* Fiir eine beliebige
messbare Funktion f schreiben wir analog auch

I,(f) =400 falls I,(f-) < o0 und I,(f+) =00

35Das ist etwas verwirrend, hat sich aber so eingebiirgert.
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sowie
L(f) =—o0 falls I(f-) =00 und L(f+) < o0,

obwohl f in beiden Féllen nicht integrierbar ist. Im Fall von oo — oo, also fiir

I,(f-) = 00 = I,(f+) kann aber I,(f) nicht in sinnvoller Weise definiert werden.

4. Spater benutzen wir oftmals die alternativen Notationen

[ @) oder [ rau

anstelle von 7,(f). Ist £ € A eine messbare Menge, so schreiben wir auch
[ @ aute) = [ Fan=rixe )
E E

und meinen damit das Integral der Funktion xg f, die auf £ mit f iibereinstimmt,
aber auf dem Komplement E’ verschwindet.

5. Im Lebesgueschen Fall X = R?, A = £ und p = \ schreiben wir oftmals auch

/f(a:) dr statt /f(x) dA\(x),

E

d.h. wir geben das zugrundeliegende Mafs nicht explizit an.

Achtung: Fird > list x = (xq, ..., 24) ein Vektor und E eine Lebesgue-messbare
Teilmenge des R?. Wir werden spéter sehen, dass ein d-dimensionales Integral
unter gewissen Voraussetzungen als ,,Verschachtelung® niedrig-dimensionaler
Integrale interpretiert werden kann. Fir d = 2 und E = [ay, b1] X [ag, bo] gilt
zum Beispiel

b

/f(x) dz :/

a2

by

b1 b2
/f(xh $2)d$1 dws 2/ /f(xh $2)d$2 dzy,

al

d.h. das zweidimensionale Lebesgue-Integral iiber einem Quader kann mittels
eindimensionaler Integrale berechnet werden, wobei die Variable des &dufieren
Integrals als Parameter im inneren Integral auftaucht.

6. Das Integral einer integrierbaren Funktion ist eine reelle Zahl und nicht etwa
ein Element von X oder gar eine Funktion. Insbesondere verallgemeinert unser
Integralbegriff das bestimmte Integral aus Analysis 1, aber nicht das unbestimmte
Integral (das sowieso nur im Eindimensionalen existiert).
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Vorlesung 05-1 : 23. November

einige Integralsatze

Lemma (elementare Eigenschaften des Integrals)

1. Eine messbare Funktion f ist genau dann integrierbar, wenn |f| integrierbar ist.
Auferdem gilt

1L.(N)] < L.(1£1) -

2. Gilt f = fy — fi fiir zwei nichtnegative und integrierbare Funktionen f; und fs,
so ist auch f integrierbar mit

],u(f) = ]u(f2) - Iu(fl) .

Hierbei sei vorausgesetzt, dass fi(z) < oo oder fo(z) < oo fir jedes x € X gilt,
dass also in keinem Punkt oo — oo auftaucht.

3. Seien f, g integrierbar und «, § zwei reelle Zahlen. Dann ist auch af + fg
integrierbar mit

L(af+Bg)=al(f)+B L)
4. Sind f, g integrierbar, so gilt

f<g = L(f) <L)

5. Fiir zwei integrierbare Funktionen f und ¢ sind auch min{f, g} und max{f, g}
integrierbar mit

I,u(min{fa 9}) < min {Iu(f)a ],u(g)} ) maX{]u(f)7 ],u(g)} < ]M(max{f, g}) .

6. Ist f integrierbar und E € A eine messbare Menge, so ist auch yg f integrierbar.

7. Ist f integrierbar, so gilt
,u({a: eX : f(x)= j:oo}) =0.
8. Seien f und g zwei messbare Funktionen mit

p({ze X f@2) £ 9(@)}) =0.

Dann sind f und g entweder beide integrierbar oder beide nicht integrierbar,
wobei im ersten Fall 1,(f) = 1,(g) gilt.
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Bewets Teil 1: Ist f integrierbar, so gilt ,(f-) < oo sowie [,(f+) < oo und die
Formel |f| = f_ + f4 garantiert I,,(|f|) = I.(f-) + I.(f+) < co. Umgekehrt impliziert
L(]f]) < oo wegen 0 < fy <|f] auch I,,(f+) < oo und damit die Integrierbarkeit von
f. Auferdem gilt stets |I,(fy) — L,(f-)| < L.(f+) + L.(f-).

Teil 2: Punktweise Argumente zeigen, dass die messbare Funktion g := fo — fi
nichtnegativ ist und mit den Eigenschaften des Integrals fiir nichtnegative Funktionen
erhalten wir

fi=f+g, fa=f++g, [u(fl) = Iu(ff) + [u(g) ) Iu<f2> = [u(er) + Iu(g) .
Hieraus folgt zum einen I,(f-) < I,(f1) < oo und I,(f+) < I,(f2) < 0o, zum anderen
aber auch I,(f+) — 1,(f-) = L.(f2) — L.(f1). _

Teil 3: Wir betrachten zunédchst den Spezialfall 5 = 0 und setzen f := o f. Fiir
a = 0 ist die Behauptung trivial und fiir a > 0 bzw. a < 0 ergibt sie sich aus
f_ = af_ und f+ = a fy bzw. f_ = af, und f+ = «a f_. Analog argumentieren
wir fiir a = 0. Als néchstes studieren wir den Spezialfall « = § = 1. Dann gilt
h:=/f+¢g=(fr+9:)— (f-+g_) und die Behauptung folgt aus dem zweiten Teil
dieses Beweises. Im allgemeinen Fall setzen wir h:=a f+ 8¢ = f + ¢ mit f := o f,
g = [ g und konnen die Ergebnisse der Spezialfille miteinander kombinieren.

Teil 4: Mit h := g — f > 0 folgt die Behauptung via I,(g) = 1,(f) + I,,(h) aus der
Linearitdt des Integrals.

Teil 5: Mit einfachen punktweisen Rechnungen verifizieren wir

min{f, g} =5 (f+9)—5[f—9gl, max{f, g} =5(f+9) +35|f—yl

und die Integrierbarkeitsaussagen folgen aus dem ersten und dem dritten Teil. Der
vierte Teil impliziert aufserdem [, (min{f, g}) < I,(f) < I,(max{f, g}) sowie analoge
Abschétzungen fiir /,(g) und die Ungleichungen fiir die Integrale ergeben sich aus
elementaren Umformungen.

Teil 6: Dies folgt via

36

Ixe fl <xelfl<f

aus dem ersten und dem vierten Teil.
Teil 7: Sei F, = f‘l({+oo}). Dann gilt f, > nxg, fiir alle n € N und damit
auch oo > I,,(f+) > nu(Ey) bzw.

0 < p(Ey) < L(fs)/n.

Der Grenziibergang n — oo liefert die Behauptung und analog zeigen wir die Giiltigkeit
von p(E_) =0 mit E_ := f~!({—o0}).

Teil 8: Wir setzen h := f — g und bemerken, dass {x € X : |h|(x) > 0} = 0 gilt.
Das Korollar zum Satz iiber die monotone Konvergenz nichtnegativer Funktionen liefert
daher I,,(|h]) = 0 und der erste Teil garantiert, dass h integrierbar ist mit 7,(h) = 0.
Die Behauptungen ergeben sich nun via f = g + h bzw. ¢ = f — h aus dem dritten
Teil. O

Bemerkungen

1. Die dritte bzw. vierte Aussage garantiert die Linearitdt bzw. Monotonie des
Integrals.

2. Die Menge aller integrierbaren Funktionen ist in natiirlicher Weise ein reeller
Vektorraum, den wir mit £, (X) bezeichnen.

36Diese Formeln sind auch in anderen Kontexten sehr niitzlich.
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Lemma (Satz iiber die monotone Konvergenz, Version 3) Sei (f,),_, eine
monoton wachsende Folge integrierbarer Funktionen f, : X — R, sodass

L(fa) < ¢

fiir eine geeignete Konstante ¢ € R sowie alle n € N erfiillt ist. Dann ist der punktweise
Limes f : X — R ebenfalls integrierbar und es gilt ,(f) = lim, o £,(fn)-

Beweis 0.B.d.A kénnen wir f; > 0 annehmen, denn andernfalls betrachten wir die
Funktionen f, := f, — fi sowie ¢ := ¢ — I,(f1) € R. Die vorherige Version dieses
Lemmas gerantiert nun die gewiinschte Grenzwertformel sowie 1,,(f) < ¢ < co. Wegen
f-=0und f, = f folgt auch die Integrierbarkeit von f. O

Bemerkungen

1. Die optimale Konstante ist durch ¢ = lim, . I,(f,) gegeben, wobei dieser
Grenzwert wegen der Monotonie existiert. Beachte auch, dass ¢ im Lemma endlich
(aber nicht unbedingt positiv) sein muss.

2. Das Lemma wird auch Satz von Beppo-Levi genannt.

3. Ein analoge Aussage gilt auch fiir monoton fallende Folgen integrierbarer
Funktionen, wobei dann I,,(f,,) > c fiir alle n € N zu fordern ist.

4. Durch Betrachtung von g, = |f, — f| = f — f. konnen wir
JYim 2 ([fn = f[) =0
zeigen, wobei dies weiter unten die Konvergenz in einer Halbnorm liefern wird.

Korollar (niitzliches Integrierbarkeitskriterium) Sei (E,),~, eine paarweise
disjunkte bzw. eine aufsteigende Folge von Mengen E, € A mit X = J,~, E, und sei
f + X — R eine messbare Funktion mit

ZIM(XEn|f|)<OO bzw. sup {1, (xg, |f]) : n €N} < oc0.
n=1

Dann ist f integrierbar.
Beweis Siehe die Hausaufgaben. O

Korollar (Lemma von Fatou) fiir jede Folge (f,),—, nichtnegativer messbarer
Funktionen f, : X — R gilt

1, (liminf f,) < Tminf 1,(f,).
wobei beide Seiten auch den Wert co annehmen kénnen.?”
Bewetis Siehe die Hausaufgaben. ]

3"Der einzig interessante Fall ist aber, dass die rechte Seite endlich ist, denn dies impliziert die
Integrierbarkeit der Funktion liminf,, .. fr.
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1.7 Spezialfalle und Beispiele

Mafie mit Dichten Ist w: X — R eine nichtnegative und integrierbare Funktion,*®
so wird durch

Nw(E) = ],u(XE w)

ein weiteres Mafl auf A erzeugt, wobei w die Dichtefunktion genannt wird und
wir im Lebesgueschen Fall vom Lebesgue-Stieltjes-Maf zu w sprechen. Fiir eine
beschrankte Dichte w kénnen wir (siehe die Hausaufgaben) aufserdem zeigen, dass jede
p-integrierbare Funktion auch p,-integrierbar ist, wobei beide Integralbegriffe durch

gekoppelt sind.

Beispiel: Die Funktion w : R — R mit

w(z) = \/;7 exp (_%2)

ist die Wahrscheinlichkeitsdichte einer normalisierten Gaufiverteilung und geniigt den
Bedingungen

+oo +oo +o00o
/w(:c)d:czl, /:Uw(a:')d:c:(), /:z:Qw(x)dle,

wobei die letzten beiden sicherstellen, dass eine entsprechende Zufallsgrofie = den
Erwartungswert E(Z) = 0 sowie die Varianz Var(Z) = 1 besitzt. Das Maf A, liefert
via

Aw(M) = Prob(Z € M)

fiir jede Lebesgue-Menge M € L die Wahrscheinlichkeit, dass = einen Wert aus M
annimmt. Fiir jede Lebesgue-integrierbare Funktion f gilt nun

d.h. durch Integration von f bzgl. des Lebesgue-Stieltjes-Mafses A\, konnen wir den
Erwartungswert der Zufallsgrofe f(Z) berechnen.’

Bemerkung: Das Mak pu,, ist absolut-stetig bzgl. u, d.h. die Implikation

pE)=0 = p(E)=0

38 Als Verallgemeinerung kénnen wir sogar integrierbare Funktionen w zulassen, die auch negative
Werte annehmen. Dann wird p,, allerdings ein signiertes Maf sein und es kann p,,(E) < 0 gelten.

39Wenn w nicht beschriinkt ist, miissen wir etwas sorgfiltiger formulieren. Insbesondere kann es
dann Funktionen geben, die zwar bzgl. u, aber nicht bzgl. u,, integrierbar sind.

40In der Stochastik wird X oft als €2 geschrieben und = als X bezeichnet.
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gilt fiir jedes E € A.

Ausblick™: Der Satz von Radon-Nikodym garantiert fiir ein o-finites Maf p, dass jedes
andere Maf v auf A genau dann via v = pu,, durch eine geeignete Dichte w dargestellt
werden kann, wenn v absolut-stetig bzgl. u ist. Ein Beweis findet sich zum Beispiel in
[Bau, Abschnitt I1.17]. Man nennt w dann auch die Radon-Nikodym-Ableitung von v
nach p, denn symbolisch gilt

dv(z) = w(z) du(x)

im Sinne einer Transformationsformel fiir Integrale (siche dazu weiter unten). Beachte
aber, dass diese Formel nicht im Sinne klassischer Ableitungen gilt (¢ und v sind ja
Mafe und keine Funktionen).

induzierte Mafte und Integrale auf messbaren Teilmengen Fiir jedes M € A
wird durch

Ay ={MNE:EecA}, puu(ENM):=ukE)

eine o-Algebra Ay, C P (M) sowie ein Mafs pp, auf Ay, definiert, wobei wir dieses als
das von p auf M induzierte Mafs bezeichnen. Insbesondere kénnen wir zeigen, dass fiir

jede pip-integrierbare Funktion f : M — R ihre triviale Fortsetzung

sy flxe) fallszeM
f) = { 0 sonst

p-integrierbar ist und das umgekehrt fiir jede j-integrierbare Funktion ¢ : X — R ihre
Einschrankung auf M integrierbar bzgl. uys ist. Es gilt also

]NM(f) :]u(f)v IMM(9|M) :IM(XMQ)'

Bemerkungen:

1. Salopp gesprochen kann man sagen: Wenn wir Funktionen auf der Menge X
integrieren konnen, so kénnen wir auch Funktionen integrieren, die nur auf einer
Teilmenge M von X definiert sind.

2. Wenn wir Funktionen auf M mit ihrer trivialen Fortsetzung auf X identifizieren,
so entspricht pp; (Menge als Index) gerade dem Maf y,,, (Funktion als Index).
Das von pu auf einer Menge M induzierte Maf /Integral kann also alternativ auch
als das Mak /Integral betrachtet werden, dass der Dichtefunktion y,, entspricht.
In der Literatur werden beide Sichtweisen verwendet.

Beuspiel: Die Quintessenz von induzierten Mafen und ihren Integralen kann aus der
eindimensionalen Formel

/bf(x) dz = +/OOX[a,b](I)f(w) dz

—0o0

abgelesen werden. Links lebt alles auf der Menge M = [a, b] C X, rechts alles auf
X =R
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Integrale zu Zihlmafien Als prototypisches Beispiel betrachten wir den Mafraum
X =R, A=P(R), u(E) =#(ENN),

wobei p(F) fiir jedes E C R gerade die natiirlichen Zahlen innerhalb von FE zihlt.
Insbesondere ist bei diesem Zidhlmaf jede Teilmenge von R und jede numerische
Funktion auf R messbar. Fiir jede nichtnegative Funktion f : R — R ergibt sich
dabei

L(f) =) f(n),
n=1
wobei alle Summanden auf der rechten Seite nichtnegativ sind und daher nur einer der

beiden folgenden zwei Fille eintreten kann:

1. Die Partialsummenfolge der Reihe konvergiert im eigentlichen Sinne gegen eine
reelle Zahl und f ist integrierbar mit I,(f) < oo.

2. Die Partialsummenfolge der Reihe divergiert bzw. konvergiert im uneigentlichen
Sinne. Dann gilt 1,(f) = co und f ist nicht integrierbar.

Analoge Aussagen gelten im nichtpositiven Fall, aber wenn die Funktion f sowohl
negative als auch positive Werte annimmt, miissen wir die obige Diskussion auf f_, fi
anwenden und erhalten das folgende Integrierbarkeitskriterium.

Theorem: Eine Funktion f : R — R ist genau dann integrierbar bzgl. des Ziahlmafes
p, wenn die Reihe der f(n) absolut konvergiert, d.h. wenn 2 }f(n)} < oo gilt.

Bemerkungen :

1. Das Integral einer integrierbaren Funktion ist weiterhin durch die unendliche
Summe der f(n) gegeben, wohingegen die unendliche Summe der |f(n)| das
Integral von |f] liefert.

2. Bs gilt |07, f(n)] < 307, |f(n)] < oo, wobei dies mit der abstrakten
Integrationstheorie begriindet oder alternativ wie in Analysis I mittels der
entsprechenden Relation fiir die Partialsummen hergeleitet werden kann.

3. Wenn die Reihe der f(n) konvergiert, aber nicht absolut konvergiert, so ist f
nicht integrierbar bzgl. p. Siehe dazu das Paradox der Umordnung.

4. Analoge Aussagen gelten fiir viele andere Zahlmafse.

5. Ausblick*: Man kann das Konzept eines Zahlmafes auch mit der Idee einer Dichte
w zusammenbringen, sofern man wverallgemeinerte Funktionen bzw. sogenannte
Distributionen zuldsst. Im konkreten Fall gilt zum Beispiel

w(z) = ou(x),

wobei ¢,, die Diracsche Delta-Distribution im Punkt n ist. Zdhlmafe kénnen auch
als singuldre Grenzwerte von Maflen mit reguldren Dichten betrachtet werden.
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Zum Beispiel gilt

(z = n)’

€
VET

fiir alle kleinen £ > 0, wobei wir die nichttriviale Frage, in welchem Sinne Mafe
und Distributionen konvergieren, hier nicht diskutieren kénnen.

Beispiel: Fiir jeden Parameter s > 0 betrachten wir die Funktion f, : R — R mit

fs(a:):M fir >0, fs(x)=0 fir <0
xS
und erhalten f(n) = (—=1)"n~° fir alle n € N. Fiir s > 1 ist f, integrierbar, aber
dies gilt nicht fiir 0 < s < 1, obwohl die Reihe der f(n) nach dem Leibniz-Kriterium
weiterhin konvergiert (aber eben nicht mehr absolut).

+2.0F

9o ...o—f.—.ro—O—To—ro—O——.—u—o—o—o——.—.—t

2@ eesees eeeee_oeeee, 00000 00
. S -

-1.0E4 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

10 20 30

Abbildung Eine Umordnung der alternierenden harmonischen Folge vy, = (fl)n_1 /n, sodass
Zflozl Yp(n) = r mit 7 = 1.5 gilt. Die positiven bzw. negativen Folgenglieder entsprechen den blauen
bzw. roten Punkten und die griinen bzw. orangenen Punkte représentieren die Partialsummen, die
kleiner bzw. grofser als r sind. Erkennen Sie die Konstruktionsidee? Sie besteht — salopp gesprochen
— darin, die gegebenen positiven und negativen Bausteine ihrer Gréfse nach ibereinander zu stapeln,
wobei bei jedem Uber- bzw. Unterschreiten der vorgegebenen Schranke r die Sorte der Bausteine
gewechselt wird.

+1.5F

0.0 — o 0 0 0 0 0000 000000 0000000
o® ©0F

—0.8——‘ ——0—0—@

_1.5k1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

10 20 30

- (=t =t -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 1 -1 -1

Ye(n)) ey =\ 22> 61> 8 T0° 12> T4 16> 18> 20 22> 24 26’ 28* 30 32 34 36 38> 40 42°3° 44> 46 """

Abbildung Die Umordnung fiir r = —0.8.

Paradox der Umordnung: Der Umordnungssatz von Riemann besagt, dass fiir jede

reelle Zahlenfolge (y,,),_, mi

Zmax{yn, 0} = +o0, Zmin{yn, 0} = —o0
n=1 n=1
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und jede (!) reelle Zahl r € R eine bijektive Abbildung ¢ : N — N (die Umordnung der
Indizes) existiert, sodass

Z Yon) =T -
n=1

Das Standardbeispiel ist die alternierende harmonische Folge und der Beweis dieser
verbliiffenden Aussage ist erstaunlich einfach und sogar konstruktiv (siehe dazu das
Bild). Im Kontext des Z&hlmakes p meint dies, dass es fiir jede nicht integrierbare
Funktion f mit I,,(f-) = I,(f+) = oo und jeden vorgeschriebenen Wert r eine Folge von
integrierbaren Funktionen (f,,)>_, gibt, sodass im Limes m — oo die f,, punktweise

gegen f und die Integrale der f,, gegen r konvergieren.

Lebesgue- versus Riemann-Integrierbarkeit in einer Dimension Sei [a, ] ein
endliches Intervall und sei f : [a, b] — R eine Riemann-integrierbare (und damit auch
beschréankte) Funktion (siehe dazu Analysis 1). Wir nehmen der Einfachheit halber
an, dass f nichtnegativ ist, und setzen f via

~ { f(z) fallsa <z <b

fla) = 0 sonst
in trivialer Weise zu einer Funktion f : R — R fort. Fiir jedes n € N sind
_ J . . n
mnvj—a+2—n(b—a) mit j=0,...,2

die Stiitzstellen einer dquidistanten Zerlegung des Intervalls [a, b] in 2" abgeschlossene
Teilintervalle der Linge (b — a)/2", wobei beim Ubergang von n zu n + 1 jedes dieser
Teilintervalle wiederum in zwei gleich grofse Teile zerlegt wird. Die Zahlen

2'71
1 . .
S, = o Zmn,j mit m, ; = inf {f(x) LT E [Ty, o1, xn]]}
=1

bzw.

_ 1 &

S, = on M, j mit Ty, j 1= SUp {f(:z:) DT € [Ty, o1, xn]]}
=1

sind wegend der Beschranktheit von f wohldefiniert und liefern die entsprechende
Unter- bzw. Obersumme von f (siehe wieder Analysis 1). Die Riemann-Integrierbarkeit
von [ garantiert

n—oo

b
lim S, = /f(a:') dz = lim S, ,
n—o0

wobei in der Mitte das Riemann-Integral von f steht. Wir betrachten nun die einfachen
Funktionen

AL 2"
in = z :mn,jX(:cn,jfl,:cn,j] ) fn = § M, § X (20, j—1,2n, ;]
Jj=1 Jj=1
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und bemerken, dass

I)\(in) :ﬁrm [A(?n) =Sy

und damit auch lim,,_, I, ( i) = f(f f(x)de = lim, 00 1, (7n) gilt. Unsere Definitionen
implizieren (siehe die nachfolgende Abbildung) auferdem die Monotonie-Aussagen

fo<f o S a < T

fiir alle n € N und deshalb existieren die punktweisen Grenzwerte

f(x) = lim f (v), f(z) = lim f, (),

n—oo —"n n—00

wobel unsere Konstruktion

f(z) < f(z) < f(x) fir alle =z € (a, b)

sicherstellt. Nach zweimaliger Anwendung des Satzes iiber die monotone Konvergenz
— einmal auf die f , das andere Mal auf die f,, — erhalten wir

L(f) = L(F) = /f(a:) dr.

Insbesondere verschwindet das Integral der nichtnegativen Funktion f — S und wir
schlieffen insgesamt, dass eine Lebesgue-Nullmenge N existiert, sodass

flx) = f(@)=f(z) firalle z¢ N.

Beachte auch, dass f(r) = f(x) = f(x) = 0 fiir alle £ < a und alle £ > b nach
Konstruktion gilt, d.h. N ist eine Teilmenge von [a, b], und dass die Vollstédndigkeit
von A sowohl die Messbarkeit als auch die Integrierbarkeit von f impliziert.*!

A [

n=2 n=4 n=8

n=2 n=4 n=8

L L L

Abbildung Jede Riemann-integrierbare Funktion (schwarz) kann von oben (griin) bzw. unten (gelb)
durch eine monoton fallende bzw. wachsende Folge einfacher Funktionen approximiert werden,
wobei diese mittels spezieller Zerlegungen des Definitionsbereiches sowie den jeweiligen Ober- bzw.
Untersummen konstruiert werden. Insbesondere liefern die Lebesguesche und die Riemannsche Theorie
denselben Wert des Integrals. Es gibt aber Funktionen, die zwar Lebesgue-, aber nicht Riemann-
integrierbar sind.

41Dje Messbarkeit von h := f — f folgt aus der Tatsache, dass die Menge {z € X : h(x) # 0} eine
Teilmenge von N und damit selbst messbar ist. Die Funktion f = h + f ist also als Summe messbarer
Funktionen auch messbar. Die Integrierbarkeit von f ergibt sich auflerdem nach dem achten Teil des
Lemmas zu den elementaren Eigenschaften aus der Integrierbarkeit von f.
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Zusammenfassung: Jede Riemann-integrierbare Funktion ist nach trivialer Fortsetzung

auch Lebesgue-integrierbar, wobei das Riemann-Integral und das Lebesgue-Integral
denselben Wert annehmen.

Bemerkungen:

1.

In diesem Sinne ist das eindimensionale Lebesgue-Integral eine Verallgemeinerung
des Riemannschen Integralbegriffs. Eine analoge Aussage gilt fiir d > 1.

. Wir kénnen auf die triviale Fortsetzung (also den Ubergang von f auf f)

verzichten, sofern wir nicht mit dem Lebesgue-Maf auf R, sondern mit dem
induzierten Maf auf [a, b] arbeiten.

. Wir haben f und f mithilfe sehr spezieller Ober- und Untersummen konstruiert

(équidistant_e Zerlegung sowie eine Zweierpotenz als Anzahl der Teilintervalle)
und brauchten daher als technisches Hilfsmittel nur den Satz iiber die monotone
Konvergenz. Mit den allgemeineren Integralsiatzen weiter unten kénnen aber auch
beliebige Riemann-Summen behandelt werden.

. Ist f sogar stetig auf [a, b, so gilt f(z) = f(z) = f(z) fiir alle x € (a, b]. Die obige

Konstruktion wird zwar im Allgemeinen immer noch 0 = f(a) = f(a) # f(a)
liefern, aber durch kleine Modifikationen in der Argumentation kann dieser Defekt
behoben werden.

. Die charakteristische Funktion der Dirichlet-Menge ist Lebesgue-integrierbar,

aber nicht Riemann-integrierbar, denn sie kann nicht durch Treppenfunktionen
approximiert werden.

Achtung: Es gibt auch Funktionen, die nicht Lebesgue-, aber Riemann-integrierbar im
uneigentlichen Sinne sind. Ein klassisches Beispiel ist der Sinus cardinalis, also die
Funktion sinc : R — R mit

sinc (z) = sinx(x) :

wobei sinc (0) = lim._,q sinc (¢) = 1 vereinbart sei. Es gilt

0 +<

aber auch

/sinc(m)dx:/sinc(:c)dx BN s,
+¢
/’sinc(w)’dx S, o,
—£

wobei beide Aussagen in den Hausaufgaben diskutiert werden.

Abbildung Der Sinus cardinalis ist auf ganz R nicht Lebesgue-integrierbar, da sich die positiven
(rot) und negativen (blau) Flachen zwischen seinem Graphen und der horizontalen Achse jeweils zu
oo addieren. Er ist aber uneigentlich Riemann-integrierbar.
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Vorlesung 05-2 : 25. November

1.8 Weitere Integralsatze

Annahme Wir wollen im Folgenden immer voraussetzen, dass das Maf p vollstdndig
ist, obwohl viele der folgenden Aussagen auch ohne diese Annahme gelten, sofern die
konkrete Formulierung etwas angepasst wird.

Sprechweise Wir sagen, eine punktweise Eigenschaft gelte fiir fast alle x € X (oder
kiirzer: fast iiberall), wenn sie hochstens auf einer Menge vom Maf 0 nicht erfiillt ist.

Beispiele:
1. Ist f intergierbar, so gilt f(z) < oo fiir fast alle x € X.

2. Das Integral einer nichtnegativen und messbaren Funktion f(x) verschwindet
genau dann, wenn f(z) = 0 fir fast alle z € X gilt (bzw. wenn f = 0 fast
tiberall).

3. Sind f, g : X — R zwei integrierbare Funktionen, die fast {iberall gleich sind
(d.h. f(z) = g(x) fiir fast alle x € X), so gilt 1,,(f) = 1,.(9).

Bemerkung: Da p vollstandig ist, gelten die folgenden Aussagen fiir je zwei Funktionen
f, g: X — R, die fast iiberall gleich sind:

1. f ist genau dann messbar, wenn g messbar ist.
2. f ist genau dann integrierbar, wenn ¢ integrierbar ist.

Bei nicht-vollstdndigen Mafen muss die erste Aussage nicht richtig sein und dies
impliziert, dass auch die zweite im Allgemeinen falsch ist (denn jede integrierbare
Funktion ist ja insbesondere auch messbar).

1-Halbnorm bzgl. des Mafies 1 Fiir jede messbare Funktion f: X — R ist

111y, = Lu(1£1) € [0, o0]

wohldefiniert, wobei f genau dann integrierbar ist, wenn || f[|, , < oo gilt. Aus dem
Lemma iiber die elementaren Eigenschaften des Integrals konnen wir die folgenden
Aussagen herleiten:

LA[flly, 20,
2. Mlaflly, = lal A1,

3 f +ally,, < IS

Lt ”gHLu'

Achtung: ||-|| , ist keine Norm auf £}, (X), sondern nur eine Halbnorm. Aus || f||, , =0
folgt ndmlich nicht f = 0, sondern nur f = 0 fast iiberall. Siche dazu auch die Definition
der Lebesgue-Réume weiter unten, wobei dort auch das Analogon ||-||,, , fiir p € (1, oo]
erklart wird.
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Theorem (Satz iiber die majorisierte Konvergenz) Sei (f,),_, eine Folge von
integrierbaren Funktionen f, : X — R, die punktweise fast tiberall gegen eine Funktion
f : X — R konvergiert. Auferdem sei h : X — R eine integrierbare Funktion, sodass

()] < h(x)

fiir alle n € N und jedes x € X erfiillt ist. Dann gilt

o=l =0, L(fa) ——> L(fa)

und f ist insbesondere integrierbar.

Beweis Spezialfall, Teil 1: Wir nehmen zunédchst an, dass f(z) = lim,,, fn(x) fiir
jedes x in X erfiillt ist und betrachten fiir alle m, k € N die messbaren Funktionen

gmk::min{fn:mgngm%—k}, gm::inf{fn:an},

wobei g, 1 als Minimum endlich vieler integrierbarer Funktionen selbst integrierbar ist
(siche das Lemma oben). Nach Konstruktion gilt aufserdem

f(z) =liminf f,(z) = lim gn(2),  gn(zr) = lim gn i(x)
n—o00 m—00 k—o0

fiir jedes x € X sowie
—h < gm < Gmgr1 S Gk <, =< g < G < +h
und damit auch
—c < I,(gm, k) < +c, c:=1,(h) < +o0.

Die Folge (gm, k)., ist fiir jedes feste m monoton fallend und konvergiert punktweise
gegen g, wobei auch limy_,o I,,(gm,x) > —c gilt. Der Satz iiber die monotone
Konvergenz liefert daher sowohl die Integrierbarkeit von g, als auch

L(gn) = 0 Lgms),  Lulom) <c.

Wir kénnen schliefslich den Satz iiber die monotone Konvergenz auch auf die monoton
wachsende Folge (g,,,)._, anwenden und erhalten die Integrierbarkeit von f sowie

als Zwischenergebnis.
Spezialfall, Teil 2: Wir fithren zuséatzlich die Funktionen

gmk::max{fn:mgngm—l—k}, §m::sup{fn:n2m},
ein und zeigen

f(z) = limsup f,(z) = n}Ll_Igogm(x), I,(f) = lim [M(gm)

n—oo

analog zum ersten Teil. Aufserdem gilt

Ifn_f|§§n_gn
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und wir erhalten

0 < |Lu(fa) = T(D)| < [1ulfa = DI < Lu(1fa = S1) = Ifu = flli s < 1u(Gn) — Lu(n) -

Die gewilinschten Grenzwertformeln ergeben sich nun im Grenziibergang n — oo.
Allgemeiner Fall: Nach Voraussetzung gibt es eine Menge E € A mit u(E’) = 0,
sodass f(z) = lim, o fn(z) fiir alle € E gilt. Wir definieren

~ v

fn::XEfna fn::XE’fna f::XEfa f::XE’f7

wobei f als punktweiser Limes von fn messbar ist. Die Messbarkeit von f und | f |
ergibt sich aus der Vollstdndigkeit von p und der Tatsache, dass E’ eine Nullmenge
ist. Mit kleinen Nebenrechnungen (siehe dazu auch das Lemma zu den elementaren
Eigenschaften sowie das Korollar zur zweiten Version des Satzes iiber die monotone
Konvergenz) zeigen wir auferdem

]M(f”):]li(f):()v an_‘fHLMZO'

Fiir die Funktionen f, und f kénnen wir hingegen die Ergebnisse des Spezialfalls
verwenden und erhalten insgesamt die Behauptung. n

Bemerkungen

1. Die Funktion h wird die Majorante genannt, wobei immer h > 0 sowie [,(h) < oo
gilt.

2. Die Voraussetzung |f,| < h kann leicht abgeschwicht werden. Es reicht zu
fordern, dass fiir jedes n € N die punktweise Abschétzung |f,(z)| < h(z) fiir
fast alle x € X erfiillt ist, wobei die Ausnahmemenge sogar von n abhangen darf.

3. Das Theorem gilt auch fiir nicht-vollstindige Mafe u, sofern wir zulassen, dass
alle Funktionen auf Nullmengen abgedndert werden diirfen.

4. Ganz allgemein (und nicht nur unter den Voraussetzungen des Theorems) gilt

L f) = TP < Wfu = Flly -

d.h. aus limy, o || fo — fll,,, = 0 (Konvergenz in der Halbnorm) folgt auch immer
limy, o0 £,,(fn) = 1,(f) (Konvergenz der Integrale).

5. Ohne Majorante konnen wir aus der punktweisen Konvergenz weder auf die
Integrierbarkeit der Limesfunktion noch auf die Konvergenz der Halbnorm
schliefen.

Gegenbeispiele
1. Im eindimensionalen Lebesgue-Fall betrachten wir
fa(z) :=max { —n®, min { +n®, 1/2°}} =5 f(z):=1/2",

wobei f,,(0) = f(0) = oo vereinbart sei. Jede Funktion f, : R — R ist ungerade
und integrierbar mit

1/n 0o
Bih) = D) = [tdes [1sde=sw,  L(f) =0,
0 1/n
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aber f ist nicht integrierbar wegen
L(fx) = lim Iy(fn,2) = 00
Beachte, dass es hier eben keine integrierbare Majorante gibt.
2. Mit der Wahl
fo(z) = min{n? 1/2°} =25 f(x):=1/2?

berechnen wir

1/n

||fn—f||17/\:/|fn(x)—f(x)}dx:2/(1/x2—7’L2)dx:2(o~o—n):oo7

0

d.h. ||fn — fll, , wird im Limes n — oo nicht klein. Beachte, dass jede Funktion
fn nichtnegativ und integrierbar ist und dass f zwar nichtnegativ, aber wegen

I,(f) = lim,_,00 I5(fn) = 00 wieder nicht integrierbar ist.

Theorem (Konvergenz von Cauchy-Folgen) Sei (f,),—, eine Cauchy-Folge
bzgl. ||-[l; ,,, d.h.

sup{an—leLu:lZn} S, 0.

Dann existiert eine integrierbare Funktion f: X — R mit
—
1fo= flly,, —— 0.
[e.9]

Auferdem existiert eine strikt monotone Indexfolge (nj)j:1 sowie eine nichtnegative
und integrierbare Funktion h : X — R, sodass

| fo, ()| < R(z)

fiir jedes x € X und alle 5 € N sowie

fo, (@) T f(2)
fiir fast alle z € X.

Beweis Wir wiihlen zunéichst eine strikt monotone Indexfolge (n;)7Z,, sodass

sup { |15, = Aill, 1= n5} < (3)

und setzen
J

J
Gm = fnm+1_fnm7 S ::ngv tj ::Z‘gm’
m=1

m=1

fir alle m € Nund j € N. Die Funktionen g,, sowie s; und ¢; sind nach Voraussetzung
integrierbar, wobei

1u(gm) < Lu(lgml) = [[Frmss = fan 1, < (5)"
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fiir alle m € N sowie

0S4 St SAITRED AR SRS

m=1 m=1

fiir alle j € N gilt. Nach dem Satz {iber monotone Konvergenz ist
t(x) := lim t;(z)
j—o0

integrierbar mit /,,(t) = limjﬁoo I,(t;) <1 und die Menge
= {x e X : oo}

muss eine Nullmenge sein (da andernfalls 1, (¢ ) = oo gelten wiirde). Fiir jedes = ¢ N
gilt

D lgm(@)] = t(x) < oo,

d.h. die Reihe zur reellen Zahlenfolge (g,,,(z)),._, konvergiert absolut. Insbesondere
wird durch

s(x) := lim s;(x ):ng(x) fir =€ N', g(x):=0 fir ze€N

]‘)OO

cine Funktion s : X — R definiert, die als punktweiser Grenzwert der Folge (xn's;).2,
messbar ist (siehe das entsprechende Lemma im Abschnitt zur Messbarkeit). Da nach
Konstruktion auflerdem

[sjl <ty <, Lu(sy) < Lu(ty) < Lu(t) =1
fiir alle j € N erfiillt ist, ergibt sich die Integrierbarkeit von s sowie
Jj—o0
s sl < 0
aus dem Satz iiber majorisierte Konvergenz. Wir setzen nun

f(@) = fu (@) +5(2),  h@) = [fo, (2)] + 1(2)

und bemerken, dass beide Funktionen integrierbar sind. Unsere Definitionen implizieren
weiterhin
-1

Sj—1 = Z fnz fn1)+"-+(fnj_fnj_1) :fnj_fma Sj—l_szfnj_f

m=1

fiir alle j € N und alle Konvergenzbehauptungen fiir die Teilfolge ( In; ) ergeben sich
unmittelbar. Sei nun € > 0 fixiert. Dann wahlen wir zuerst k, € N m1t

sup { | fi = fill,, - 1>k eNf <Le
fiir > k, und anschlickend fiir jedes k > k, ein j, € N mit
n, >k, [ foge = fll, < 3¢
Insgesamt erhalten wir
0<|fs =1l < M= Fsly o+ Vs = Sl S 55+ 52 <,

und weil € > 0 beliebig war, folgt limy_, ||fk — le L= 0. O
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1.8. Weitere Integralsitze 79

Bemerkung Das Theorem und sein Beweis konnen alternativ auch in die folgenden
beiden Teile aufgespalten werden:

1. Jede Cauchy-Folge bzgl. |-, , konvergiert in dieser Halbnorm gegen eine
integrierbare Limesfunktion.

2. Jede Folge, die bzgl. der Halbnorm konvergiert, besitzt mindestens eine Teilfolge,
die punktweise fast iiberall gegen die Limesfunktion konvergiert und auferdem
majorisiert ist.*?

Die erste Aussage wird spater die Vollstandigkeit des entsprechenden Lebesgue-Raumes
garantieren. Die zweite ist in gewisser Weise die Umkehrung zum Satz tiber die
majorisierte Konvergenz. Beachte aber, dass im Allgemeinen wirklich nur Teilfolgen
punktweise konvergieren (siche dazu das Bild).

Graph von f, fir n=1

0.0 et —

Graph von f, fiir n=2 Graph von f,, fiir n=3
10 | 1.0
0.0 =t 0.0 —
0.0 1.0 0.0 1.0
Graph von f, fiir n=4 Graph von f, fiir n=5 Graph von f, fiir n=6
1.0 1.0 — 1.0 —
0.0t 0.0 0. —
0.0 1.0 0.0 1.0 0.0 1.0
Graph von f,, fiir n=7 Graph von f, fiir n=8 Graph von f,, fiir n=9 Graph von f, fiir n=10
1.0 1.0 1.0 1.0
0.0| 0.0 0.0| 0.0

0.0 1.0 0.0 1.0 0.0 1.0 0.0 1.0

Abbildung Eine Variante der Haarschen Funktionenfolge (f,),., auf X = R mit

J1:=X0,1 Jei=X0,1/2, f3 = X210 fai=X0,1/3) [5 = X(/3,2/3 6 = X(2/3,1] 5

Diese konvergiert in der 1-Halbnorm (bzgl. des Lebesgue-Mafes) gegen die Nullfunktion f = 0, aber
fiir jedes z € [0, 1] nicht punktweise, da die entsprechende Zahlenfolge (f,(z)), -, jeweils unendlich
viele Nullen und Einsen enthélt. Die Teilfolge in der ersten Spalte konvergiert jedoch punktweise gegen
die Nullfunktion (sogar iiberall), wobei die entsprechende Indexfolge (nj);’il durchn; =1+(j —1)j/2
gegeben ist.

Zusatz*

Riume integrierbarer Funktionen Zwei messbare Funktionen f, f X = R
heifsen dquivalent bzgl. u, falls beide fast iiberall gleich sind, und wir schreiben f ~ f.

Dies definiert eine Aquivalenzrelation mit den Klassen

fl={f:f~f},

**Beachte, dass jede Folge (f,),_;, die in der 1-Halbnorm konvergiert, die Cauchy-Eigenschaft
besitzt (Ubungsaufgabe).
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und wir kénnen fiir jeden Parameter 1 < p < oo zeigen, dass die Definition

1/p

U, = | [ 1@ o

sinnvoll ist, d.h. dass die rechte Seite sich nicht #ndert, wenn wir f durch f mit f ~ f
ersetzen (Ubunsgaufgabe). Analoges gilt fiir

H[f]HOO’IL: lim ||f||p’# :inf{ceﬁ : |f(:c)‘ < ¢ fiir fast alle x EX},

p—o0

wobei H [f] HOO " auch das essentielle Supremum von f genannt wird.

Die Lebesgue-Raume werden durch

Lo (X) = {1f] = IS, < oo}

eingefiihrt und kénnen via

alfl+8lgl=laf+Py]

in natiirlicher Weise mit einer Addition sowie einer skalaren Multiplikation ausgestattet
werden. Insbesondere besitzt nun |[|-[|, , alle Eigenschaften einer Norm, denn aus

ILf11l,,,,, = 0 folgt f ~ 0 und damit [f] = [0].

Achtung Die Elemente des Raumes LE (X) sind per Definition keine Funktionen auf

X, sondern Mengen von Funktionen auf X (ndmlich die Aquivalenzklassen). In der
mathematischen Analysis werden aber Funktionen oftmals mit ihrer Klasse identifiziert,
d.h. wir schreiben f € L7 (X) anstelle von [f] € L%(X). Diese Sichtweise hat viele
Vorteile, bringt aber auch einige gewohnungsbediirftige Besonderheiten mit sich. Zum
Beispiel konnen wir nicht sagen, welchen Wert eine Lf-Funktion f in einem einzelnen
Punkt z € X annimmt, da dieser Wert sich beim Ubergang von f zu f mit f ~ f
dndern kann (sofern {z} eine Nullmenge bzgl. p ist). Wir kénnen aber sagen, was das
Integral von f iber einer messbaren Menge E ist, da die Antwort auf diese Frage nicht
von der Wahl des Repréasentanten abhéngt.

Ausblick

1. LA(X) ist ein vollstandiger normierter Raum und damit ein Banach-Raum. L, (X)
ist sogar ein Hilbert- Raum, wobei

<ﬁm=/?@mqu

das zugrunde liegende Skalarprodukt ist.
2. Es gilt die Holder-Ungleichung

pu’

/NWMMxSWMAb
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1.8. Weitere Integralsitze 81

wobei p’ der konjugierte Exponent zu p ist und durch

1 1
p = P bzw. —+—=1
p—1 p P

bestimmt werden kann. Mit direkten Rechnungen zeigen wir

Vos, (=% 22 (=1 -
sowie (p') = p fiir alle p € [1, oo].
3. Fiir p < oo gilt

(L ()" = L (X)

im Sinne einer kanonischen Isomorphie, d.h. Lﬁ/ (X) kann als der duale Vektor-
raum zu L% (X) angesehen werden.*

Achtung: L3?(X) ist der Dualraum von L},(X), aber der Dualraum von L°(X)
ist im Allgemeinen grofer als L, (X).

4. Fiir 1 < p < oo ergibt sich inshesondere
(LX) = (L(0) = LX),
d.h. LE(X) ist ein refleziver Banach-Raum.
5. Ausgehend von den Lebesgue-Raumen werden die Sobolev-Riume durch
WhP(X):={fell(X): 0uf, ..., 08f € LE(X)}

eingefiihrt, wobei die Ableitungen in einem verallgemeinerten bzw. im schwachen
Sinne zu verstehen sind. Diese und andere Funktionenrdume spielen eine zentrale
Rolle in der modernen Theorie partieller Differentialgleichungen.

43Dualrdume werden in der Funktionalanalysis eingefiihrt.
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Kapitel 2

Integration in den Anwendungen

’Vorlesung 06-1 : 30. November

Vorbemerkung In diesem Kapitel diskutieren wir inner- sowie aufermathematische
Anwendungen der Integralrechnung, wobei wir uns zunéchst auf n-dimensionale
Lebesgue-Mak auf Teilmengen des R™ konzentrieren und andere, nicht verschiebungs-
invariante Mafse — zum Beispiel Lebesgue-Stieltes-Mafse mit Dichten — ignorieren.
Aus praktischer Sicht konnen wir dabei auch fast immer mit dem n-dimensionalen
Riemann-Integral arbeiten, aber aus theoretischer Sicht ist der Unterschied erheblich,
da das Lebesgue-Maf die deutlich besseren Eigenschaften aufweist.

Klarstellung

1. Wir studieren in diesem Abschnitt Gebietsintegrale (oft auch Bereichsintegrale
genannt) als Verallgemeinerung der bestimmten Integrale aus Analysis 1. Das
Konzept eines unbestimmten Integrals sowie der Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung ist sehr viel schwieriger zu verallgemeinern.

2. Wir werden Spezialfille der Integralsitze von Gaufs und Stokes herleiten. Die
allgemeine Form dieser Satze braucht die Integration iiber gekriimmten Flachen,
die wir erst im néchsten Kapitel kennenlernen.

Notation Wir bezeichnen im Folgenden Punkte! im R"™ mit

X = (21, ..., Tp)

obwohl die traditionelle mathematische Notation = (z1, ..., x,) ist, und meinen mit

X, y)=x1y1+ ... +2,Yn bzw. ‘x}_”xH—\/x X) = /224 ... a2

das entsprechende Skalarprodukt bzw. die euklidische Norm. Analog schreiben wir
f:D — Rbzw. f: D — R™ fiir skalare bzw. vektorielle Funktionen auf einer Menge
D C R"™. Insbesondere gilt

filzy, ..., zp)
f(x) = : :
f(21, ooy xp)
d.h. die vektorielle Funktion f besitzt die Komponenten fi, ..., f,,, die jeweils skalare

Funktionen auf D sind.

L An einigen Stellen werden wir sauber zwischen Spalten- und Zeilenvektoren unterscheiden, aber
im Moment ist das noch nicht wichtig.
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84 2. Integration in den Anwendungen

2.1 Exkurs*: das Riemann-Integral auf Quadern

Ziel Wir fiihren zunichst das Analogon zum bestimmten Integral fiir skalare
Funktionen f : () — R ein, die auf einem abgeschlossenen Quader () definiert sind.

Blick von vorn oben Blick von rechts oben Blick von vorn oben Blick von rechts oben

x X

Abbildung Links: Das bestimmte Integral einer Funktion f auf einem n-dimensionalen Quader @
ist das (vorzeichenbehaftete) n+1-dimensionale Volumen (Braun) unter dem Graphen von f, wobei
Bereiche mit f > 0 bzw. f < 0 positiv bzw. negativ gezdhlt werden. Die dargestellte Funktion mit
n = 2 nimmt nur positive Werte an und wird daher ein positives Integral liefern. Rechts: Das Integral
kann als Summe von Produkten berechnet werden, sofern die Funktion konstant auf n-dimensionalen
Teilquadern ist.

Zerlegungen von Quadern Eine Menge der Bauart
Q: [al, bl] X ... X [an, bn] CR"

wird n-dimensionaler Quader genannt, wobei ein eindimensionaler Quader gerade ein
abgeschlossenenes Intervall ist. Wir wollen immer a; < b; voraussetzen und nennen

vol (Q) := ‘bl—al‘-...-‘bn—an|,

das n-dimensionale Volumen von ). Ein eindimensionales Volumen ist dabei eine
Linge, ein zweidimensionales ein Fldcheninhalt.

Eine Zerlegung Z von @ zerlegt das j-te Koordinaten-Intervall [a;, b;] des Quaders
via

a; =Tjo0 < Tj1 <Tjo<...< TjK,—1 < TiK; = bj,

in K; Teilintervalle. Insgesamt wird der Quader () damit in viele Teilquader

Qhr,oo o = [$1,k1—1, xl,kl] X ... X [:ﬁn,kn_l, xn,kn], ki=1...K;
zerlegt, wobei K - ... K, gerade die Anzahl dieser Teilquader ist. Die Zahl
1Z]| = max max |z, — k-1l

j=l.nk=1.K;

wird die Feinheit der Zerlegung genannt. Sie beschreibt die maximale Kantenldnge
eines Teilquaders.

(b1, b2)

Ta3 = by ®
Q13
2,2 4—
Q5,2
2,1 4—
Q21
T2,0 = a2 L @
(a1,a2)
| 1 1 1 | |
I T T T T 1
a1 =1T10 1, 1 1,3 T14 215 =b1

Abbildung Zerlegung eines Quaders in Teilquader, hier dargestellt fiir n = 2 und K; = 5 und
K5 = 3. Die genauen Details der Indizierung sind dabei gar nicht so wichtig.
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Verfeinerung Eine weitere Zerlegung Z des Quaders @ mit
a; = ij,O < i’jJ < L%j’g < ... < ‘%j,f('j—l < ‘%j,R’j = bj,

wird Verfeinerung von Z genannt, wenn jeder Teilquader von Z ganz in einem

Teilquader von Z liegt. Alternativ kann man sagen, dass jede der Z zugrunde liegenden
Intervall-Zerlegungen eine Verfeinerung der entsprechenden Intervall-Zerlegung von Z
ist.

Beispiel Fiir jedes K € N wird durch
k
xj,k:aj+—(bj—aj), k’:OKJZK
K
eine dquidistante Intervall-Zerlegung von [a;, b;] definiert. Insgesamt entsteht eine

Zerlegung von () in K™ Teilquader, die alle paarweise kongruent zueinander sind. Diese
wollen wir uniforme Zerlegung von @ nennen und mit Z*) bezeichnen.

Bemerkung* Fiir zwei gegebene Zerlegungen Z und Z kann man eine dritte
dadurch erzeugen, dass man fiir jedes j = 1...n die Mengen {z;p,...,2;x,}
sowie {Z;0,...,;, I?j} vereinigt und die Elemente anschliefend der Grofe nach neu
durchnummeriert. Die dritte Zerlegung wird auch als gemeinsame Verfeinerung der
ersten beiden bezeichnet.

Abbildung Vier verschiedene Zerlegungen eines zweidimensionalen Quaders, wobei die orange und
die tiirkise jeweils uniform sind, da sie aus dquidistanten Intervall-Zerlegungen gewonnen wurden.
Die tiirkise Zerlegung ist dabei eine Verfeinerung der orangen und die lilane ist die gemeinsame
Verfeinerung der orangen und der blauen Zerlegung.

Strategie Mithilfe von Quaderzerlegungen koénnen wir die Theorie des Riemann-
Integrals ganz analog zum eindimensionalen Fall aufbauen. Der einzige Unterschied
ist, dass wir nun mit n-dimensionalen Teilquadern von () sowie n+1-dimensionalen
Teilquadern arbeiten, wobei letztere benutzt werden, um die Flache unter dem Graphen
von f zu approximieren. Beachte dabei, dass das Volumen eines n+1-dimensionalen
Quaders als das Produkt seiner Hohe sowie dem Volumen seiner n-dimensionalen
Grundflache berechnet werden kann.

Spezielle und allgemeine Riemann-Summen Analog zu Analysis 1 fithren wir
durch

Ky Kn
U(Z)= Z e Z inff‘Q . -vol (Qk;,... k)
~ T Qa "
bzw.
Kq Kn

,,,,,
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die Untersumme bzw. die Obersumme ein. Hierbei bezeichnen die Zahlen
inf f|,, == inf{f(x) : x€ M} bzw. supf|,, :=sup{f(x): x € M}

fiir stetige Funktionen f und kompakte Mengen M gerade das Minimum bzw.
Maximum von f auf M, aber im Allgemeinen miissen sie als Infimum bzw. als
Supremum von f auf M betrachtet werden. Etwas allgemeiner ist die Riemann-Summe

aber hier muss f fiir jeden Teilquader in einer Stiitzstelle £, ;€ Qy,, ..k, ausgewertet
werden, deren Wahl natiirlich den Wert von R(Z) beeinflussen wird.

Alternative Notation Man schreibt auch gerne Qy statt Qy,
k = (ky, ..., k,) sowie

UZ)= Y inf fl, -vol(Q),  O(Z)= ") supf|, -vol(Qu),
QxeZ QxEZ

wobei die Multi-Summe auf der jeweiligen rechten Seite iiber alle Teilquader @y der
Zerlegung gebildet wird und damit eigentlich eine n-fache Summe ist.

k, mit Multi-Index

-----

Beispiel Wir betrachten fiir n = 2 das Einheitsquadrat @ = [0, 1] x [0, 1] sowie die
Funktion f: @ — R mit

f(z1, 22) =21 + x%

Fiir jedes K € N wihlen wir die entsprechende uniforme Zerlegung Z) von @) mit
Stiitzstellen

k k
JZLk:?l, k:1:0...K1:K, Jfgyk:?g, kQZOKQZK
und Teilquadern
ki—1 Kk ko —1 ko 1
Qi ky = {T’ K] X { 7 K] ; Vol (Qky k) = ek ki, ko=1...K.

Die (sehr einfache) Funktion f nimmt auf jedem Teilquader in der jeweiligen linken
unteren bzw. rechten oberen Ecke ihr Minimum bzw. Maximum an und wir erhalten

daher

. (ki —1) (ks —1)° ki K2
1nff‘le,k2 =5 + 72 bzw. sup J‘"|Qw2 =% + ek
Dies impliziert
K K 2
(K)\ _ (k1 —1)  (k2—1) 1
U<Z ) - Z Z K K2 K2
k1=1ko=1
K K 2
kl —1 (kg — 1)
(et (s
ki=1 ka=1
1 K-1 1 K-1 ,
VRSN AR VP
i=0 =0
(K(K-1) +K-K—1+2(K—1)2)75 L,
B 2 K2 6 K3 6 K G6K?
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2.1. Exkurs*: das Riemann-Integral auf Quadern 87

sowie analog

ZZ(K K22> K2:<K2Z> (%éi2>:g+6;27

ki1=1ko=1
wobei wir Indexverschiebung sowie die allgemelnen Summenformeln
L=I+1) (I,—L+217+21 [+213)
6

2 (L=L+1) (L+1)
. Ny 1112 9

> i= > Y-

=1 i=I
verwendet haben. Insbesondere erhalten wir

1 0
0<0(z9) ~U(z") == === o,

das heifst der Unterschied zwischen Ober- und Untersumme wird kleiner, je feiner die

Zerlegung wird.

Bemerkung: Dieses einfache Beispiel illustriert, wie man Funktionen auf Quadern durch
Approximation mit Ober-und Untersummen integrieren kann. Dieses Verfahren ist aber
nur auf Computern wirklich praktikabel, da es in den meisten Féllen keine einfache
Summenformel geben wird. Unten werden wir eine andere Mdoglichkeiten der Integral-
berechnung kennenlernen, zum Beispiel den Satz von Fubini.

1.0

=4
=)

0.0 0.0!

0.0 1.0 00

=
:

o

Abbildung lllustration des eben gerechneten Beispiels, wobei ganz links die Funktion dargestellt
ist. Bei der Berechnung der Ober- (oben) und Untersummen (unten) wird die Funktion f auf jedem
Teilquader durch eine Konstante ersetzt, ndmlich das Maximum bzw. das Minimum von f auf diesem
Quader (hier dargestellt fiir die uniformen Zerlegungen mit X =3, K =6 und K = 9).

Monotonie-Eigenschaften Ganz analog zu Analysis 1 konnen wir aus unseren
Definitionen die folgenden Aussagen abgeleitet werden:

1. Es gilt
U(z) < R(2) < 0(2)
fiir jede Zerlegung Z.
2. Ist Z eine beliebige Verfeinerung von Z, so folgt
U(Z)<U(Z)<0(Z) <0(2).
3. Sind ZM und Z® zwei beliebige Zerlegungen, so gilt
U(zW) <0o(z9).
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88 2. Integration in den Anwendungen

Folgerung Die reellen Zahlen
U :=sup{U(Z2) : Z ist Zerlegung von Q}
bzw.

O :=inf{O(Z) : Z ist Zerlegung von Q}

sind wohldefiniert und werden das Unterintegral bzw. das Oberintegral von f genannt.
Insbesondere gilt

U(Z)<U<0<0(2),

fiir jede Zerlegung Z, d.h. Untersumme < Unterintegral < Oberintegral < Obersumme.
Definition Gilt

U-0= [ fix)ax
Q

so heifit die Funktion f (Riemann-)integrierbar und das Symbol auf der rechten Seite
wird das (Riemann-)Integral von f genannt.

Alternative Notation Firn =2 bzw. n = 3 schreibt man oftmals auch

// f(z1, z2) doy day bzw. ///f(ifl, Ty, r3) dry dry dos
Q Q

fiir das Integral von f iiber (). Siehe dazu auch den Satz von Fubini weiter unten.
Auferdem gilt

b

[ ta@jae= [ 1@

[a, 0] a

firn=1.

Lemma (Integrale und Grenzwert) Ist (Z(m)) eine beliebige Folge von

Zerlegungen und gilt

meN
i (m)) — 3 (m)
A, U(Z) = Jim 0(Z™).

so ist f integrierbar und beide Grenzwerte liefern das Integral fQ f(x)dx.

Beweis Auf Grund unserer Beobachtungen gilt
U(z™) <U<0<0(z™)

und die Behauptung ergibt sich nach Grenziibergang m — oo aus dem Sandwich-
Prinzip fiir reelle Zahlenfolgen. Letzteres kann hier angewendet werden, weil Ober-
und Untersummen selbst fiir n > 1 immer Zahlen sind. O
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2.1. Exkurs*: das Riemann-Integral auf Quadern 89

Bemerkung

1. In aller Regel wird lim,, o ||Z(™|| = 0 gelten, d.h. die Feinheit von Z(™ wird
mit wachsendem m immer kleiner werden.

2. Um die Voraussetzung im Lemma zu iiberpriifen, reicht es, eine Folge von
Zerlegungen mit der gewiinschten Eigenschaft zu finden. Wir werden meist
annehmen, dass Z™*Y fiir jedes m € N eine Verfeinerung von Z™ ist oder
dass jedes Z(™ eine uniforme Zerlegung beschreibt.

3. Fiir stetige Funktionen f gilt auch

m—0o0

/ f(x)dx = lim R(Z™),
Q
sofern fiir jede Zerlegung Z™ und jeden ihrer Teilquader eine entsprechende
Stiitzstelle gewahlt wurde.
4. Es gilt
5
f(l’l, IL‘Q) dlL‘l dl’Q = 8
[0, 1]x[0, 1]

fiir die Daten aus dem letzten Beispiel.

Gegenbeispiel Die Funktion f: [0, 1] x ... x [0, 1] = R mit

1 falls alle Komponenten z; von x rationale Zahlen sind,

/() :{ 0 sonst

ist nicht Riemann-integrierbar, denn es gilt

fiir jede Zerlegung Z. Fiir n = 1 ist das gerade die Dirichlet-Funktion.

Theorem (eine hinreichende Bedingung fiir Integrierbarkeit) Jede stetige
Funktion auf einem Quader ist integrierbar.

Beweisskizze Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass @ = [0, 1] x ... x [0, 1]
der n-dimensionale Einheitswiirfel ist und dass f : () — R sogar stetig differenzierbar
ist. Wir betrachten aukerdem fiir jedes K € N die uniforme Zerlegung Z), in der
jeder Teilwiirfel Q) das Volumen

vol (Q) 1

vol (Qx) = o Ten

sowie die Kantenldngen 1/K besitzt. Der Satz von Taylor — angewendet auf einen
Teilquader @y — impliziert

|f(x) = f(x.)

C
[T — 25| < —
’ K

<D0/
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90 2. Integration in den Anwendungen

fiir alle x, x, € Qy, wobei die Konstante C' via

n

C= 2.5 10;£(y)] -

sogar global, d.h. fiir alle Teilwiirfel gleich, gewéhlt werden kann. Wahlen wir x als
Minimierer und x, als Maximierer von f in @)y — diese existieren immer, weil f stetig
und jeder Quader kompakt ist — ergibt sich

, C
0< maxf‘Qk —mlnf’Qk < a
und nach Multiplikation mit vol (Qy) sowie Summation iiber alle Teilquader erhalten
wir

C 1 C

(K)) _ 7 (7K) nZ - <Y
0<0(Zz"™)-U(Z )gKKKngK.

Die Behauptung folgt nun nach Grenziibergang K — oo aus dem obigen Lemma. [

Bemerkung FEs gibt auch integrierbare Funktionen, die nicht stetig sind, zum
Beispiel stiickweise stetige Funktionen. Im Rahmen dieser Vorlesung werden solche
Funktionen aber erstmal keine Rolle spielen.

2.2 Satz von Fubini auf Quadern

Ziel Wir leiten nun die Spezialfille von drei wichtigen Theoremen auf Quadern her,
namlich die Integralsitze von Fubini, Gaufs und Stokes. Das erste wird es uns erlauben,
Integrale effektiv auszurechnen. Das zweite und das dritte Theorem konnen als eine
Verallgemeinerung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung betrachtet
werden und wir werden dies im Fortgang dieser Vorlesung immer wieder thematisieren.

Theorem (Satz von Fubini fiir 2- und fiir n-dimensionale Quader) Fiir jede
stetige Funktion f : @ — R auf einem zweidimensionalen Quader @ = [ay, b1] X [az, bo]
gilt

ba b1 b1 b2
/f(x)dX:/ /f(xl,xg)dxl deZ/ /f(xl,xg)dxg dzy
Q a a1 al az

d.h. das zweidimensionale Integral kann durch Verschachtelung zweier eindimensionaler
Integrale berechnet werden. Analoge Aussagen gelten fiir n-dimensionale Quader, wobei
dann n eindimensionale Integrale in beliebiger Reihenfolge zu verschachteln sind.

Beweisskizze Wir betrachten der Einfachheit halber nur den zweidimensionalen
Einheitswiirfel @ = [0, 1] x [0, 1], nehmen f als stetig differenzierbar an und wéhlen
wieder fiir jedes K € N die uniforme Zerlegung Z¥) bestehend aus K? gleichgroken
Teilwiirfeln der Bauart

kE—1 k
K 'K

1

Qk17k2 = Ik1 X Ikz ; Ik = |: ﬁ .

} ol Qe =
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2.2. Satz von Fubini auf Quadern 91

Mit Approximation durch Riemann-Summen erhalten wir

[ roax KZZZf( 1 )

ki1=1ko=1

wobei wir in jedem Teilwiirfel den jeweils rechten oberen Punkt als Stiitzstelle
gewdahlt haben und der Approximationsfehler mit einem Taylor-Argument — analog
zum vorherigen Beweis — durch C'/ K abgeschétzt werden kann. Durch Umstellung der
Terme erhalten wir

[t B (6 8) 5 (] )
z/l /1f(x1,;v2) dzsy | doy,

0

wobei wir zweimal die Riemann-Summen-Approximation eindimensionaler Integrale
verwendet haben. Im Limes K — oo werden die Fehlerterme immer kleiner und wie
erhalten die erste behauptete Formel. Die zweite ergibt sich dann analog bzw. aus
Symmetriegriinden. O

a
»

A A A AAAAANAL

YVYYYYYYYY
.
»

Abbildung Schematische Darstellung des Satzes von Fubini zur Berechnung von Integralen auf
einem zweidimensionalen Quader (Grau), wobei Blau bzw. Rot die x1- bzw. xe-Richtung darstellen
und die Pfeile jeweils eine eindimensionale Integration andeuten.

Bemerkungen

1. In dieser Vorlesung werden wir den Satz von Fubini nur fiir stetige Integranden f
verwenden. Er gilt sinngeméf auch fiir jede andere integrierbare Funktion, obwohl
dann gewisse Subtilitdten bei der Verschachtelungsformel auftreten kénnen, die
wir hier aber nicht diskutieren wollen.

2. Man schreibt auch gerne

b2 b1 bl b2
/ dx—//f x1, T9) day day = //f x1, T2) dzoday .
az aj ay a2

Beachte aber, dass die Reihenfolge der Integralzeichen fab] und die Reihenfolge

der dz; konsistent (also gerade entgegengesetzt) sein miissen: Das Integralzeichen
wirkt wie ,,Klammer auf*, das entsprechende dz; wie ,,Klammer zu"“.
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92 2. Integration in den Anwendungen

3. Im Fall einer Produktdarstellung f(z1, z2) = g1(x1) g2(x2) vereinfacht sich die

Formel zu
by b
/f(x) dx = /gl(ml)dxl : /gg(l’g)dl'g :
Q a1 a2

aber im Allgemeinen kann die Verschachtelung zweier Integrale nicht als das
Produkt zweier Integrale geschrieben werden.

Beispiel Firn =2 Q = [a, b1] X [ag, by] sowie

f(z1, x2) = sin (z1) + cos (z2)

gilt
by [ bo
f(x)dx = (sin (z1) + cos (z2)) dzs | day .
[ro=]\

Das innere Integral kann nun mit dem eindimensionalen Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung — angewendet bzgl. der Integrationsvariable xo — zu

To=bs

Tro=ag

/2 (sin (1) + cos (acg)) dzy = [sin (1) x9 + sin (x)

= (by — ag) sin (z1) + sin (bg) — sin (az)
berechnet werden. Durch Einsetzen und nochmaliges Anwenden des Hauptsatzes —
aber diesmal bzgl. 1 — erhalten wir

b1

/f(x) dx = / ((by — as) sin (z1) + sin (by) — sin (as)) dzy
Q ay

= [ — (by — az) cos (z1) + (sin (by) — sin (az)) le«l:al
= —(by — az) (cos (by) — cos (a1)) + (by — ay) (sin (b2) — sin (az)) .

Alternativ konnen wir via

/f(X) dx Z/b2 7(sin (1) + cos (z2)) dzy | das
Q az  \a1

auch z; als die innere und x5 als die dufsere Variable betrachten und erhalten, mit
anderen Zwischenschritten, am Ende dasselbe Ergebnis.

Beispiele
1. Fiir den additiven Integranden

flx,y,2) =32 +2y+ 2
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2.3. Exkurs*: Kurven und Kurvenintegrale 93

liefert der Satz von Fubini

[0,1]x[2, 4] x5, 8] 5

8
=/ /<;+2y+z> dy | dz

5
8
:/(15+2z) dz =45+ 39 = 84.
5

8 /4 /1
f(a:,y,z)dxdydz:/ / /(3x—|—2y+z) der | dy | dz
2 \0
4

Andere Verschachtelungen fiihren auch zum Ziel, zum Beispiel

1 4 8

f(a:,y,z)dxdydz:/ / /(3x—|—2y+z) dz | dy | dx

[0,1]x[2, 4] x[5, 8] 0 \2 \5
1

4
39
:/ /<9x+6y+3> dy | dx

2

0

1
/(18x+75)dx:9+75:84.
0

2. Fiir den multiplikativen Integranden

flz,y, 2)=2"y*z

erhalten wir

1

[l seonatapac=( [rar) /d | /d

[0,1]x[2, 4] x5, 8] 0

nach Vereinfachung der Verschachtelung und Berechnung der drei Integrale.

2.3 Exkurs*: Kurven und Kurvenintegrale

Ziel 1In diesem Abschnitt stellen wir einige Resulate iiber Kurven zusammen, da
diese in dieser Vorlesung immer wieder eine wichtige Rolle spielen werden. Die meisten
Konzepte und Formeln hatten wir schon in Analysis 1+2 kennengelernt und miissen
sie uns nur in Erinnerung rufen.

Definition Eine parametrisierte Kurve ist eine (meist mindestens zweimal stetig
differenzierbare) Abbildung c : I — R™ auf einem Intervall I C R. Die Punktmenge

im (c) := {c(t) : te I} CR"
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94 2. Integration in den Anwendungen

wird auch Bild (oder Image) der parametrisierten Kurve genannt und ist das
geometrische Objekt, das man landlaufig Kurve nennt. Fiir jedes ¢t € I wird
é(t)

d )
ac(t) =c(t) =

der Tangentialvektor im Kurvenpunkt c(¢) genannt und der Parameter ¢ kann oftmals
als Zeit interpretiert werden. Man nennt den Tangentialvektor dann den momentanen
Geschwindigkeitsvektor.

Beispiel Die Abbildung ¢ : R — R? mit

ist eine parametrisierte Kurve. Ihr Bild
im (c) = {x = (z1, 72) : 27 + 25 =1} C R?

ist gerade die Einheitskreislinie in der Ebene. Wir sagen auch, die Abbildung c
parametrisiert die Kreislinie.

Abbildung Drei verschiedene Parametrisierungen ¢ der Kreislinie, die jeweils unterschiedlichen
Durchlaufgeschwindigkeiten entsprechen. Die Punkte markieren den Kurvenpunkt c(t) zu dquidistant
gewédhlten Zeiten t, = k At.

Sprechweise In der Mathematik lasst man haufig das Attribut ,,parametrisiert” weg
und nennt sowohl die Abbildung c als auch die Punktmenge im (c) schlicht Kurve. Das
kann gerade am Anfang einige Verwirrung stiften, aber in aller Regel wird durch den
Kontext klar, ob man Kurve in dem einen oder dem anderen Sinne meint. Eine dhnliche
Zweideutigkeit werden wir beim Studium der Fliachen antreffen.

Alternative Notationen In den Anwendungswissenschaften und in der Geometrie
bezeichnet man die Abbildung c¢ oftmals nicht explizit, sondern benutzt dieselben
Buchstaben wie fiir Komponenten von Vektoren in R™. Man schreibt also einfach

x(t) = | z2(t) und  x(t) = | @2(t)
l’g(t) .’L’g(t)

um deutlich zu machen, dass die raumlichen Koordinaten z; sich entlang der Kurve
mit dem Parameter ¢ dndern. Diese Notation ist sehr intuitiv, benutzt aber die
x; in zweifacher Bedeutung, ndmlich einmal als Koordinate in R™ und einmal als
Komponenten einer Funktion I — R™). Eine Mischform der Notation ist z; = ¢;(t). Wie
immer kann man immer mit beiden Notationen arbeiten, wobei aber je nach Kontext
und Vorliebe mal die eine und mal die andere ,,besser geeignet* ist.
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Reparametrisierung von Kurven Eine parametrisierte Kurve ¢ : I — R" wird
Reparametrisierung von ¢ : I — R" genannt, wenn es eine bijektive, d.h. invertierbare

Abbildung h: I — I (der sogenannte Parameterwechsel) gibt, so dass
&(t) = c(h(f))

fiir alle £ € I gilt. Insbesondere gilt im(¢) = im(c), d.h. & und c beschreiben
bzw. parametrisieren dasselbe geometrische Objekt, aber mittels der verschiedenen
Parameter ¢ und t = h(?).

Beispiel Die Abbildung ¢ : R — R? mit

_ = (cos(wt)

e(t) = (sin(wf))
ist eine Reparametrisierung der im ersten Beispiel angegebenen Kurve c, wobei
die Kreislinie nun mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w durchlaufen wird. Der
entsprechende Reparameterwechsel ist durch ¢t = h(f) = wt gegeben. Die alternative
Formel

o) (cos (t+ sinmgg)))

sin (¢ + pp sin(ua 1))

mit den zwei Konstanten —1 < pu; < 41 und ps € R liefert eine andere
Parametrisierung der Kreislinie bzw. eine Reparametrisierung von c, wobei diesmal
die Winkelgesehwindigkeit nicht mehr konstant ist, sondern selbst variiert.

_t=hT0, fel
S1
52
Ct X:
x e R" 53

Abbildung Links: Illustration der Konzepte Parametrisierung und Reparametrisierung von Kurven.
Rechts: Zum Bogenldngenparameter (meist s genannt): Jeder Kurvenpunkt kann eindeutig durch eine
entsprechende Lange charakterisiert werden.

Linge von Kurven und Kurvenintegrale Wir hatten in Analysis 2 gesehen, dass
die Lénge einer parametrisierten Kurve c : [a, ] — R" durch

b
:/|%c(t)|dt

berechnet werden kann. Ist ¢ : [a, b] — R ecine Reparametrisierung von ¢ mit
bijektivem Parameterwechel h : [a, b] — [a, b], so implizieren die Kettenregel sowie
die Transformationsformel fiir Integrale die Identitét

/}d% )\dfz/b\d—dtc(mdt:

Insbesondere ist die Lange invariant unter Reparametrisierung und damit eine
geometrische Grifle, d.h. eigentlich eine Eigenschaft der Punktmenge im (c). Man
braucht aber die Abbildung bzw. Parametrisierung ¢, um die Lénge des geometrischen
Objektes tiberhaupt ausrechnen zu konnen.
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Bemerkung Mit einem analogen Beweis zeigen wir, dass das erste Kurvenintegral

b

[ 1605 = [ 1(ett) et a

sowie das zweite Kurvenintegral

b

[ 109+ axi= [ t(etv) - ety a

a

invariant unter Reparametrisierung sind. Hierbei ist f bzw. f ein stetiges Skalarfeld
bzw. Vektorfeld auf R” und beim Kurvenintegral zweiter Art muss zusétzlich gefordert
werden, dass die Funktion h monoton wachsend ist, denn andernfalls dndert sich der
Durchlaufsinn sowie das Vorzeichen des Integrals. Beachte, dass in beiden Féllen auf
der rechten Seite eine skalare Funktion auf einem Intervall integriert wird und wie
daher alle Erkenntnisse aus Analysis 1 verwenden diirfen.

Bogenlingenparameter Ist ¢ : [a, b — R™ eine gegebene stetig differenzierbare
parametrisierte Kurve, so wird durch

I(t) 2:/|C(T)’d7

eine strikt monoton wachsende und stetig differenzierbare Funktion [ definiert.
Diese bildet das Intervall [a, b] bijektiv auf das Intervall [0, L(c)] ab und wird
Bogenlédngenfunktion von ¢ genannt. Ihre Ableitung

0t) = (t) = |e(t)]
heift infinitisimales Léngenelement von c. Gilt ¢(t) = 1 fiir alle ¢ € [a, b], so sagt man,

c ist nach Bogenldnge parametrisiert. Parametrisierte Kurven mit dieser Eigenschaft
sind besonders wichtig und niitzlich.

Lemma (spezielle Parametrisierung) Fiir jede parametrisierte Kurve existiert
eine Reparametrisierung nach Bogenldnge.

Beweis Fiir eine parametrisierte Kurve c : [a, b] — R kann die Bogenldngenfunktion
[ invertiert werden und mit Hilfe der Umkehrabbildung [=! definieren wir

d: [0, L(c)] — R" mit d(s) =c(I7'(s))
als Reparametrisierung von ¢, wobei s mit 0 < s < L(c) gerade der Bogenlédngen-
parameter ist. Mit ¢ = ¢7!(s) bzw. s = £(t) und der symbolischen Kettenregel gilt
dd  dtde [ds ‘1dc_£_1dc
ds —dsdt  \dt) dt ~ dt
und damit |&d(s)‘ = 1 fiir alle s. Die Reparametrisierung d ist also in der Tat nach
Bogenlange parametrisiert. O]

Bemerkung: In Physikernotation ist ds = ¢dt = |x|dt das Gesetz fir die zeitliche

Anderung des Bogenlingenparameters s und taucht in der symbolischen Schreibweise
des ersten Kurvenintegrals auf.

Michael Herrmann: Analysis 3 [@)srsa | Version vom 8. Februar 2023



2.4. Integralsitze auf zweidimensionalen Quadern 97

’Vorlesung 06-2 : 02. Dezember

2.4 Integralsatze auf zweidimensionalen Quadern
Rand zweidimensionaler Quader Der Rand des Quaders

Q= [ah bl] X [G27 bz]

besteht aus vier Streckensegmenten und kann auch als Bild der parametrisierten Kurve

( _
(a1+t t°> fiir tg < t < #,
a2

" fir bty <t <t
- )

fir tg S t S tg
by

ay .
firts <t <t
\ (bg—t+t3) 3=0="0

interpretiert werden kann. Die Zeitpunkte tq, t1, to, t3, t4 geniigen dabei den Formeln
ty —to =13 —ty =0y —ay, to —ty =ty —t3 =by —ay

bzw.

m=cttn= (%) = (1) = (). c=(2)

und wir verifizieren

flll"toStStl
furt1§t§t2

fiir £y <t < t3

fiir t3 S t S t4
durch einfache Rechnungen.

Bemerkung: Diese Parametrisierungen sehen auf den ersten Blick kompliziert aus,
beschreiben aber eine sehr einfache Idee: Ein gedachter Punkt bewegt sich mit
konstantem Geschwindigkeitsbetrag auf dem Rand des Quaders. Er startet zur Zeit
to in der linken unteren Ecke mit Koordinaten (a;, as) und bewegt sich zunéchst nach
rechts, bis er zur Zeit t; in der rechten unteren Ecke (b1, ag) ankommt. Danach lauft
er nach oben bis zur Zeit to, zu der er die obere rechte Ecke (by, by) erreicht hat.
Anschliefsend bewegt er sich solange nach links, bis er zur Zeit t3 in der linken oberen
Ecke (ai, by) zu finden ist. Dort wendet es sich nach unten und kehrt zur Zeit ¢,
schliefslich zu seinem Ausgangspunkt in der linken unteren Ecke zurtick.

Michael Herrmann: Analysis 3 [(cc Version vom 8. Februar 2023



98 2. Integration in den Anwendungen

Vektorfelder auf dem Rand zweidimensionaler Quader In jedem Punkt x des
Randes von @ (mit Ausnahme der vier Eckpunkte) kénnen wir nun durch

( (+1> fir zo = ay ( (_O ) fir zo = ay
0 1

(_’?1) fir o1 = by (461> fir 1 = by

<_01) fir z9 = by | (£1> fir z9 = by

\ (_01) fir z; = a1 \ (_01) fir z; = a1

einen (positiv orientierten und normierten) Tangentialvektor 7(x) sowie einen (nach
auken zeigenden und ebenfalls normierten) Normalenvektor v(x) definieren. Diese
beiden Vektorfelder leben auf dem Rand des Quaders und kénnen unabhéngig von einer
Parametrisierung eingefiihrt werden. Fiir jede Parametrisierung werden allerdings die
Konsistenzbedingungen

ct) || 7(c(t)), c(t) L v(c(t))

fiir (fast) alle ¢ erfiillt sein (mit Ausnahme der Zeiten, die Eckpunkten entsprechen),
sodass 7(c(t)), v(c(t)) mit dem Frenetschen Zweibein der parametrisierten Kurve
zusammenfallen. Fiir die oben angegebene Parametrisierung gilt sogar ¢(t) = 7(c(t)).

() =t RS $

<—@ )

az az

) >
() cetomet () J v

Abbildung Mitte: Bei der angegebenen Parametrisierung des Randes lauft ein gedachter Punkt mit
konstantem Geschwindigkeitsbetrag die vier Seiten des Rechtecks entlang, wobei die Parametrisierung
in den Ecken (griin) nicht differenzierbar ist. Links: Der Tangentialvektor in vier ausgewahlten Punkten
des Randes. Rechts: Der Normalenvektor in denselben Randpunkten.

Divergenz und Rotation in zwei Dimensionen Fiir ein zweidimensionales
Vektorfeld f gilt

div f(i[fl, IEQ) = 811f1<33'1, $2) + 3x2f2(a:1, x2>,
rot f(xy, x2) 1= 0y, fo(x1, T2) — Oy f1(21, T2) .

Bemerkung: Wir werden uns die geometrische und physikalische Bedeutung dieser
Grofsen schrittweise erarbeiten, wobei den Integralsédtzen von Gaufs und Stokes eine
wichtige Rolle zufallen wird.

Theorem (Satz von Gauf$ fiir zweidimensionale Quader) Fiir jedes stetig
differenzierbare Vektorfeld f : Q ¢ R? — R? gilt

/ div £(x) dx — / (£(x), v(x)) ds
Q ¢
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d.h. das Gebietsintegral des Skalarfeldes div f iiber ) kann als ein Kurvenintegral erster
Art berechnet werden. Dabei ist ¢ irgendeine Parametrisierung des Randes von @) (zum
Beispiel die oben angegebene), v das nach aufsen zeigende normale Vektorfeld auf dem

Rand von @ und (, ) das Skalarprodukt im R?.

Beweis Berechnung der linken Seite: Mit dem Satz von Fubini sowie dem Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung gilt

bo

by
/amfl(xl, $2)d$1 dws :/ /aivlfl(xlu $2)d$1 dzo
Q a1

a2z

b

— / (fl(bl, x9) — fi(aq, x2)> dz,

b2 b2
Z/fl(bh Iz)dxz—/ﬁ(al, $2)d$2
az a

und analog (bzw. durch konsequente Vertauschung der Indizes 1 und 2) zeigen wir

bl bl
/ax2f2($1, .1'2) dl'l dmg = /fg(%l, bg) dl’l — /fg(i[}l, ag) d.ﬁl?l .
Q ay ay

Durch Addition beider Formeln kénnen wir das Gebietsintegral von div f als Summe
von vier eindimensionalen Integralen darstellen.
Berechnung der rechten Seite: Das Kurvenintegral iber den Rand von @) kann via

/...d5:/...ds+/...ds+/...ds+/...ds

c Cu Cr Co C]

als Summe von vier Teilintegralen dargestellt werden, die dem unteren (u), rechten
(r), oberen (o) und linken (1) Geradenstiick entsprechen und fiir die wir jeweils die
entsprechenden Teilformeln von oben verwenden kénnen. Fiir das untere Stiick gilt

ao=("T070) . an=() . e = (0). teinn

und die Definition des Kurvenintegrals impliziert

t1

/ (£(x), v(x)) ds = / (£(calt)), v(ca(t)))]eu(t)] dt

to
/f2a1+t—tg,a2 )dt = /fzﬂil,az dzy,

wobei die letzte Gleichheit aus dem Transformationssatz fiir eindimensionale Integrale
mittels der Substitution xy = a1 +t — ty sowie der Bedingung t; — tg = by — a; folgt.
Fiir das rechte Randstiick folgt wegen

)= (o) w0=(0) e =(3). rel
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mit dhnlichen Argumenten die Formel

/(f( ), v ds_/<f (1)), vlc(t))|ex(t)

Cr

| dt

—+/f151,a2+t—t1 )dt = /f151,902 ) dxs .

Analog zeigen wir schliefslich

/<f(X >dS = /f2 b1 —t+t2, b2 dt = /fg o b2 d[El

bzw.

/<f(X >d8— /f1 ay, bg—t+t3 dt = /fl as, ZEQ d[[’g
c

fiir den oberen bzw. den linken Teilweg. Insgesamt erhalten wir hier dieselben vier
Terme wie bei der Berechnung des Gebietsintegrals im ersten Beweisschritt. O]

Theorem (Satz von Stokes fiir zweidimensionale Quader) Fiir jedes stetig
differenzierbare Vektorfeld f : Q C R? — R? gilt

/rotf(x) dx:/<f(x), 7(x))ds,

Q

wobei 7 das positiv orientierte tangentiale Vektorfeld auf dem Rand von () ist.

Beweis Analog zum Beweis des Satzes von Gauf, sieche Hausaufgabe. [

Abbildung Aufspaltung des Vektors f(x) (schwarz) am Rand in einen tangentialen (hellblau, parallel
zu 7(x)) und einen normalen Anteil (orange parallel zu v(x)), dargestellt fiir vier Punkten des Randes.
Die Kurvenintegrale im Satz von Stokes bzw. Gauft quantifizieren die mittleren vorzeichenbehafteten
Lingen dieser Anteile, die durch die Skalarprodukte (f(x), 7(x)) und (f(x), v(x)) gegeben sind.
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Interpretation Jedes Vektorfeld auf einem zweidimensionalen Quader kann in jedem
Randpunkt x (mit Ausnahme der Eckpunkte) via

f(x) = <f(x), T(x)> T(x) + <f(X)7 V(x)> v(x)

eindeutig in einen tangentialen und einen normalen Anteil aufgespalten werden (wobei
wir fiir diese Formel benutzt haben, dass 7(x) und v(x) zueinander senkrecht stehen
und beide die Lange 1 haben). Das Kurvenintegral im Satz von Gaufs gibt nun den
effektiven, d.h. iiber den Rand integrierten, ,,Ausfluss” bzw. ,Einfluss”“ des Vektorfeldes
an, wobei auslaufende bzw. einlaufende Randvektoren positive bzw. negative Beitriage
liefern. Das Kurvenintegral im Satz von Stokes gibt hingegen einen ,,Umlaufwert” an,
wobei auch wieder Vorzeichen eine Rolle spielen. Die Details der Interpretation werden
natiirlich vom physikalischen Kontext abhéngen. Zum Beispiel entspricht ein Vektorfeld
in der Hydrodynamik dem Geschwindigkeitsfeld einer Fliissigkeit. In der Maxwellschen
Theorie beschreiben Vektorfelder jedoch die elektrischen oder magnetischen Kréfte,
die in jedem Punkt der Ebene (n = 2) oder des Raumes (n = 3) auf ein gedachtes
Probeteilchen mit Einheitsladung wirken.

Spezialfall horizontale Vektorfelder Wir betrachten die zwei Vektorfelder

@ re0 = (50). av) 160 = (“57).

wobei ¢ : R — R eine gegebene und stetig differenzierbare Funktion ist (vielleicht
¢(s) = ¢1 5 + ¢p). Beide Vektorfelder sind horizontal (da fy jeweils verschwindet) und
(im Allgemeinen) nicht-konstant, wobei das erste bzw. zweite Vektorfeld sich nur in
horizontaler bzw. vertikaler Richtung &ndert (da f; nur von z; bzw. xo abhéngt). Fir
diese einfachen Vektorfelder konnen die Kurvenintegrale in den Sétzen von Gaufs und
Stokes problemlos berechnet werden (siehe Hausaufgaben) und vermitteln ein intuitives
Verstéandnis fiir die zu Grunde liegenden Prinzipien.

Vektorfeld HH Vektorfeld HH

At LT

— > e —> —> — e e — —>

- — ;
~— ~— — P P -— -— — P —P

| — Q L
~— ~— — P P -— -— — P —P
— ~— — P -— — — P —

— —P —P —Pp
;- I»LE»;O—»L'—» ~—p -— —p P — —>
X1 X1

Abbildung Links: Der untere und der obere Rand des braunen Quaders liefern in diesem Beispiel
beide keinen (bzw. einen verschwindenden) Beitrag zum Gaufschen Kurvenintegral. Die Beitrige
vom linken und vom rechten Rand unterscheiden sich aber sowohl im Vorzeichen als auch im Betrag
— der ,,Ausfluss” rechts iibersteigt den , Einfluss* links — und das Gebietsintegral der Divergenz
liefert daher einen positiven Wert (,Quelle*). Die roten Vektoren reprisentieren v(x). Rechts: Die
nicht-verschwindenden Einzelbeitriage zum Stokesschen Kurvenintegral stammen vom oberen und vom
unteren Rand und addieren sich hier zu 0, da sie den gleichen Betrag, aber entgegengesetzte Vorzeichen
besitzen. Das Gebietsintegral der Rotation wird daher auch verschwinden. Die blauen Vektoren stellen
7(x) dar.
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Vektorfeld HV Vektorfeld HV
— P P P P —P — P — P P P P — P P

X2
X2
-
—

Xq Xq

Abbildung Links: Auch in diesem Beispiel tragen der obere und untere Rand des Quaders nicht zum
Gaufsschen Kurvenintegral bei, aber diesmal heben sich auch die Beitrdge vom linken und vom rechten
Rand gegenseitig auf (,Einfluss“ gleich ,,Ausfluss“). Das Gebietsintegral der Divergenz muss daher
verschwinden. Rechts: Der linke und der rechte Rand liefern wieder keinen Beitrag zum Stokesschen
Kurvenintegral, aber der negative Beitrag vom oberen Rand hat diesmal einen grofferen Betrag als
der positive Beitrag vom unteren Rand. Das Gebietsintegral der Rotation wird daher negativ sein und
eine effektive ,,Umwirbelung” des Quaders durch das Vektorfeld im Uhrzeigersinn beschreiben.

Bemerkungen

1. Wir haben in diesem Abschnitt nur die jeweils einfachste Variante der Integral-
sitze von Gauls und Stokes kennengelernt. Beide gelten in viel allgemeineren
Zusammenhéngen (von denen wir einige noch studieren werden) und spielen
eine fundamentale Rolle in allen Naturwissenschaften, zum Beispiel in der
Maxwellschen Theorie der elektromagnetischen Felder.

2. Die Satze von Gauk und Stokes erlauben es uns, die Bedeutung der Differential-
operatoren div und rot bzw. rot besser zu verstehen. Auch das werden wir weiter
unten genauer diskutieren. Sie stellen auferdem jeweils eine hoherdimensionale
Verallgemeinerung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechung dar.

3. Die oben angegebene zweidimensionale Version des Satzes von Stokes wird auch
Satz von Green genannt. Er wird in den Anwendungswissenschaften oftmals in
der Form

// ((9z1f2(l’1, T9)—0y, f1(x1, xz)) dzy day = / (fl(xl, xo) day+ fo(z1, T2) dx2>
Q

Cc

angegeben, wobei die linke Seite gerade das Gebietsintegral von rot f ist. Die
rechte Seite stellt eine alternative Notation fiir das Stokessche Kurvenintegral
dar, wobei bei der Berechnung des Integrals die konsistenten Substitutionen

xj = c;(1), doy = ¢;(t)dt,  fi(w, x9) day = fi(er(t), calt)) (1) dt

einzusetzen sind und anschliefsend die t-Integration iiber das Parametrisierungs-
intervall durchgefiihrt wird.

Theorem (partielle Integration auf zweidimensionalen Quadern) Fiir zwei
stetig differenzierbare skalare Funktionen f, f : ) — R gilt

/ (00, F(x)) Fx) dx = — / F(x) (0., F(x)) dx + / F(x) Fx) v;(x) ds
Q Q c

fir j = 1 und j = 2, wobei v; die j-te Komponente des nach aufen zeigenden normalen
Vektorfeldes v ist.
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Bewets Man kann dies wieder im Detail nachrechnen. Oder etwas eleganter wie folgt
ableiten: Fiir j = 1 betrachten wir das Vektorfeld

f(xy, 22) = (ﬁgi: iz;) — (f(l’la Iz)of(xl, :(:2))

mit verschwindender zweiter Komponente und erhalten

/ div £(x) dx — / Oy (F(x) F(x)) dx
Q

Q

sowie

[ (169, w0y as = [ 160 7m0

Die erste Behauptung folgt nun direkt aus dem Satz von Gauf sowie der Produktregel
fiir partielle Ableitungen. Die Formel fiir j = 2 kann analog abgeleitet werden. O]
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’Vorlesung 07-1 : 07. Dezember

2.5 Gebietsintegrale auf kompakten Mengen

Ziel Wir wollen Gebietsintegrale nicht nur fiir Quader, sondern fiir allgemeinere
Mengen einfiihren. Ein Teilaspekt wird dabei die Berechnung des n-dimensionalen
Volumens von Mengen sein, wobei der Volumenbegriff in der Riemannschen Theorie
gerade dem Jordan-Inhalt entspricht.

Erinnerung Eine Menge D C R" ist kompakt, falls sie beschrankt und abgeschlossen
ist. Letzteres meint, dass jeder Randpunkt von D Element von D (und nicht von R™\ D)
ist.

Bemerkung Eine Menge D C R" ist genau dann beschrankt, wenn D C (@) fiir jeden
hinreichend grofien Quader () gilt.

Definition FEine Funktion f : D — R heift (Riemann)-integrierbar (auf der Menge
D), falls die triviale Fortsetzung von f, d.h. die Funktion f :* R" — R mit

. f(x) firxeD
f(X):{ 0 firx ¢ D

auf jedem Quader @ mit D C @) (Riemann)-integrierbar ist. Wir schreiben dann

/f dx_/f )dx

wobei der Wert des Integrals unabhéngig von der Wahl von @ sein wird (solange D C @
gilt).

Bemerkung Diese Definition ist zwar aus theoretischer Sicht sehr wichtig, in der
Praxis aber oftmals unbrauchbar, weil die Berechnung von Ober- und Untersummen
zu f* in der Regel sehr kompliziert ist. Wir werden unten hinreichende Kriterien und
Berechnungsvorschriften kennenlernen, die wesentlich handhabbarer sind. Zunéchst
miissen wir aber das n-dimensionale Volumen von Teilmengen des R™ besser verstehen.

Charakteristische Funktion Fiir jede Menge D C R"™ wird durch

(x) = 1 firxeD
AP =0 firx¢D

ihre charakteristische Funktion xp : R” — R definiert.

Exkurs*: Jordan-Inhalt von Teilmengen des R”

Definition Die kompakte Menge D C R™ heift (im Riemannschen Sinne) messbar,
wenn Y p auf jedem Quader () mit D C () integrierbar ist. In diesem Fall nennen wir

vol (D) := /XD(X) dx
Q

das n-dimensionale Volumen von D, wobei der Wert nicht von der Wahl von @
abhéngen wird. Gilt vol (D) = 0, so wird D auch Nullmenge genannt.
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Bemerkung

1. Ein ein- bzw. zweidimensionales Volumen wird auch Ldnge bzw. Fldicheninhalt
genannt.

2. Messbare Mengen im Sinne der Definition immer kompakt, also beschrankt und
abgeschlossen. Man kann die Konzepte Messbarkeit und Volumen aber auch fiir
allgemeinere Mengen einfiihren (siehe die Lebesguesche Theorie).

Bezispiele
1. Quader sind messbar und es gilt
vol ([ay, b1] X ... X [an, bu]) = (b1 —aq) - ... (b, —ay).
Entartete Quader mit a; = b; fiir mindestens ein j = 1...7n sind Nullmengen.

2. Endliche Vereinigungen von Quadern sind messbar. Genauer gesagt: Gilt

fiir endlich viele Quader, die sich hochstens in Randpunkten tiberlappen, so gilt
auch

vol (D) = vol (@Qm).

Uberlappen sich die Quader jedoch in inneren Punkten, so kann diese Formel
nicht verwendet werden, aber man kann D dann immer als Vereinigung anderer
Quader darstellen, fiir die die Formel wieder gilt (siehe Bild).

3. Die n-dimensionale, abgeschlossene Kugel
B,(x,)={xeR" : [x—x,|<r}

mit Radius » und Mittelpunkt x, € R"™ ist messbar, wobei die aus der Schule
bekannten Formeln

vol (B,(x,)) = mr? (fiir n = 2) bzw. vol (B, (x,)) = gmr® (fir n =3)

gelten. In der mathematischen Theorie ist die offene Kugel
B.(x,) ={xeR" : |x—x,|<r}

iibrigens auch messbar, aber die offene und die abgeschlossene Kugel haben immer
dasselbe Volumen, weil die Differenzmenge (Sphére vom Radius r um x, eine
Nullmenge ist.

4. Alle in einfacher Weise aus endlich vielen elementaren geometrischen Objekten
(Kugeln, Zylinder, Kegel, Quader) zusammengesetzte Teilmengen des R sind
messbar. Analoge Aussagen gelten fiir alle n € N.
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Abbildung FEine Vereinigung von sich im Inneren iiberlappenden Quadern kann auch als Vereinigung
von Quadern dargestellt werden, die sich nur in Randpunkten iiberlappen.

Gegenbeispiel Die Dirichlet-Menge
D= {(xl, 79) € R? : 1 und w5 sind rationale Zahlen aus dem Interval [0, 1] }

ist eine seltsame Punktwolke, die nicht im (Riemannschen Sinne) messbar ist. Denn
wenn wir die Ober-und Untersummen der entsprechenden charakteristischen Funktion
auf einer (noch so feinen) Zerlegung Z des Einheitsquaders [0, 1] x [0, 1] berechnen, so
erhalten wir stets U(Z) =0 und O(Z) = 1.

Theorem (Approximation messbarer Mengen) Eine kompakte Menge D ist
genau dann messbar, falls es fiir jedes € > 0 zwei messbare Mengen D, und D, mit den
folgenden Eigenschaften gibt:

1. D_ und D, sind jeweils die Vereinigung endlich vieler Quader.
2. Esgilt D. C D C D..
3. Es gilt 0 < vol (D.) — vol (D,) <e.
Insbesondere gilt dann immer
vol (D.) < vol(D) <vol(D,)+¢, vol (D,) — e < vol (D) < vol(D,),

d.h. die Volumina von D_, D und D, unterscheiden sich untereinander nur um Terme
der Ordnung ¢.

Beweistdee Wir konnten den Beweis mit unseren Mitteln im Prinzip fithren, miissten
aber viele und relativ uniibersichtliche Notationen einfithren. Wir appellieren lieber an
die Intuition und wollen bemerken, dass es fiir jede hinreichend feine Zerlegung eines
Quaders @ mit D C @ nur drei Arten von Teilquadern (Jx geben wird:

Typ 1: inf XD‘Qk = 0, sup XD}Qk =0 (dh. Qx C Q\ D)
Typ2: infxpl, = 0, supxpl, = 1 (dh. QND#0#QN(R"\D))
Typ 3: inf XD’Qk = 1, sup XD}Qk =1 (d.h. Qx C D)

Die Idee ist, dass die Vereinigung aller Quader vom Typ 3 die innere Approximation
der Menge D liefert, wohingegen alle Quader vom Typ 2 und Typ 3 zusammen die
aufere Approximation darstellen. Die Vereinigung aller Quader vom Typ 2 iiberdeckt
dabei gerade den Rand von D. O]
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/j/
_
N JJ

Abbildung Approximation einer Menge (braun) von innen (rot) und von aufien (blau), wobei sich
hier alle Quader hochstens in Randpunkten iiberlappen. Man kénnte auch mit gleichgrofsen Quadern
approximieren (wie beim Millimeterpapier in der Schule). Die Menge ist genau dann messbar, wenn
man den Unterschied zwischen den Volumina der inneren und &ufseren Approximation beliebig klein
machen kann.

Bemerkung Der Fall D_ = () — die leere Menge als Vereinigung von null Quadern

— ist zugelassen, siehe zum Beispiel das Kurvenbild weiter unten. Es gilt natiirlich
vol () = 0.

Approximation von 7* An Stelle von Quadern konnen wir im Prinzip auch andere

geometrische Figuren verwenden. Die zweidimensionale Einheitskreisscheibe kann zum
Beispiel von innen und von aufsen durch K kongruente, gleichschenklige Dreiecke
approximiert werden (siehe Bild). Der Winkel am Schenkel eines Dreiecks ist dabei
gerade 27r/K und die Scheitellinge nimmt den Wert 1 bzw. 1/4/1 — sin® (7/K) an.
Die entsprechenden Flacheninhalte konnen mit schulmathematischen Methoden zu

vol (D) = sin (7e) /1 — sin? (7€) 7 vol (D.) = sin (7re)

€ ey/1 —sin® (re)

berechnet werden, wobei wir ¢ = 1/K substituiert haben. Mit Hilfe einer Taylor-
Entwicklung bzgl. der kleinen Grofse € kann man nun die effektiven Formeln

15
vol (ﬁa) =7+ %W362 + 1—257r554+0(€6)

vol(D)=m— 2"+ Zn°e' + O(c%),

ableiten, wobei O das Landau-Symbol ist. Insbesondere gilt

0 <wvol (D,) —vol(D,) <e, lvol (D.) — 7| <e, |m —vol(D,)| <e¢

e

fiir alle hinreichend groften K.

~ @

Abbildung Zur Approximation der Kreisscheibe mit K gleichschenkligen Dreiecken, hier dargestellt
fir K = 7. Fir nicht allzu kleine Werte von K erhdlt man durch Berechnung der entsprechenden
Flédchen brauchbare Niaherungsformeln fiir 7, denen aber im Zeitalter des Computers keine praktische
Bedeutung mehr zukommt.
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Bemerkung Kurven in der Ebene oder im Raum sowie Fldchen im Raum sind
Nullmengen, sofern sie hinreichend regulér sind (siehe die Bilder).

\./ \_/. .

———— < > >
1/M 1/N, 1/Ns

Abbildung Das Bild einer stetig differenzierbaren, parametrisierten Kurve in der Ebene mit Lange
L ist eine zweidimensionale Nullmenge, weil wir die Bildmenge durch ungefihr L - N Quadrate
mit Kantenlinge 1/N und Volumen 1/N? iiberdecken, d.h. von auken approximieren, konnen. Hier
dargestellt fiir eine Kurve (braun) und drei Werte N; < N» < Nj. Die entsprechende innere
Approximation besteht aus null Quadern. Analog kann man zeigen, dass auch das Bild einer stetig
differenzierbaren, parametrisierten Fliache eine dreidimensionale Nullmenge ist, wobei wir ungeféahr
A - N? Wiirfel mit Kantenlinge 1/N und Volumen 1/N? benétigen, sofern A die Oberfliche ist.

Kurve fiir n=1 Kurve fiir n=2 Kurve fiir n=3 Kurve fiir n=4 Kurve fiir n=5

0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
0.0 1.0 0.0 1.0 0.0 1.0 0.0 1.0 0.0 1.0

Abbildung Die planare Sierpinski-Kurve wird aus einer Folge von selbstdhnlichen, stiickweise affinen
Kurven durch Grenziibergang n — oo gewonnen und ist ein Beispiel fiir eine fldchenfillende Kurve.
Das Limesobjekt (n = o0) entspricht einer parametrisierten Kurve, die aber nicht mehr stetig
differenzierbar ist, sodass das Uberdeckungsargument aus dem letzten Bild nicht greift. Das Bild
jeder approximierenden Kurve (n < oo) ist aber eine endliche Vereinigung von Geradenstiicken und
damit eine Nullmenge. Ahnliche Beispiel sind die Hilbert-Kurve sowie die Peano-Kurve, siche jeweils
WIKIPEDIA.

Theorem (Zweite dquivalente Charakterisierung messbarer Mengen) Eine
kompakte Menge D ist genau dann messbar, wenn die Menge ihrer Randpunkte eine
Nullmenge ist.

Beweisidee Auch hier wollen wir den rigorosen Beweis nicht fiihren (siche etwa
[AORS, Satz 19.1.3]), aber die zugrundeliegenden Ideen hatten wir schon im Beweis des
letzten Theorems kennengelernt: Betrachten wir wieder einen Quader () mit D C @)
sowie eine entsprechende Zerlegung, so bilden die Teilquader von Typ 2 gerade eine
Uberdeckung der Menge der Randpunkte, wohingegen die Quader vom Typ 3 die Menge
() von innen approximieren. 0

Integrale stetiger Funktionen

Theorem (Hauptsatz tiiber Integration auf messbaren Mengen) Ist D
messbar, so ist jede stetige Funktion f : D — R integrierbar. Insbesondere gilt das
Minimum- und Maximumprinzip

min f - vol (D) < /f(x) dx < max f - vol (D),
D

wobei wir hier ausgenutzt haben, dass stetige Funktionen auf kompakten Mengen ihr
Minimum und Maximum annehmen.
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Beweisidee Fine erste Beweisstrategie geht wie folgt. Wir approximieren D durch
eine endliche Vereinigung von Quadern (die sich nur in Randpunkten iiberlappen)
und approximieren anschlieflend das Integral von f auf jedem Teilquader durch Ober-
oder Untersummen bzgl. einer hinreichend feinen Zerlegung des Teilquaders. Die
handwerkliche Schwierigkeit liegt dabei in der Buchhaltung aller Teilquader sowie der
lokalen Approximationsfehler. Eine elegantere — aber fiir den Laien undurchsichtigere
— Beweisstrategie ist in [AORS, Satz 19.1.4] beschrieben. Die Doppelungleichung fallt
in jedem Beweis als Nebenprodukt ab. O]

Bemerkungen

1. Es gilt vol (D) = / 1dx fiir jede messbare Menge D.

D

2. Ist D ein Nullmenge, so gilt / f(x)dx = 0 fiir jede stetige Funktion f auf D.
D

3. Wie schon auf Quadern gilt: Nicht jede integrierbare Funktion ist stetig. Zum
Beispiel sind stiickweise stetige Funktionen auch integrierbar.

4. Man schreibt oftmals auch min f|p bzw. max f | p statt min f und max f. Das ist
vor allem dann sinnvoll, wenn f nicht nur auf D, sondern sogar auf einer grofieren
Menge definiert ist, aber nur iiber D integriert werden soll.

Zusammenhang und Mittelwertsatz der Integralrechung* FEine kompakte
Menge D C R™ heifst zusammenhéngend, falls je zwei Punkte aus D durch eine Kurve
in D miteinander verbunden werden kénnen (oder, salopp gesprochen, falls D nicht in
zwei oder mehr separate Teile zerféllt). Auf einer Menge D, die messbar mit vol (D) > 0
und aufkerdem zusammenhéngend ist, existiert fiir jede stetige Funktion f (mindestens)
ein Punkt x, € D, so dass

) = i [ 160,

wobei man die rechte Seite das Integralmittel von f nennt.

e <

Abbildung Links: Die griine Menge ist zusammenhéngend und je zwei Punkte (blau) kénnen immer
durch eine Kurve verbunden werden, die ganz in dieser Menge verlduft. Rechts: Die rote Menge ist
nicht zusammenhéngend. Sie besteht aus zwei Teilen (den Zusammenhangskomponenten), die fir sich
betrachtet jeweils zusammenhéngend sind.

Bemerkung Im Allgemeinen kann man den Punkt x, im Mittelwertsatz nur sehr
schwer bestimmen, aber es ist trotzdem oftmals sehr niitzlich zu wissen, dass es ihn
gibt. Fiir seine Existenz sind der Zusammenhang von D sowie die Stetigkeit von f
wichtig. Ubungsaufgabe: Geben Sie ein Beispiel fiir D und f an, so dass es kein x, gibt.
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Rechenregeln fiir Gebietsintegrale Unsere bisherigen Definitionen und Resultate
implizieren — analog zu den entsprechenden Ergebnissen aus Analysis 1 — die
folgenden Aussagen:

1. (Linearitéat) Es gilt

/)\-f(x)—k;\-f(x)dx:/\-/f(x)dx+5\-/f(x)dx

D D
wobei A und ) reelle Zahlen sind.

2. (Gebietsadditivitét) Fiir zwei messbare Mengen D und D gilt

/f dx—/f dx+/f

sofern sich beide Mengen nur in Randpunkten iiberlappen.

3. (Monotonie und Positivitét) Es gelten die Implikationen
f(x) > f(x) firalle xeD — /f(x)dxz /f(x)dx
D D

sowie

f(x) >0 furalle xe D = /f(x)deO.
D

Die zweite Aussage ist dabei eigentlich ein Spezialfall der ersten (via f(x) = 0
fir alle x € D).

4. (,,Dreiecksungleichung fiir Integrale) Es gilt

[ te9ax| < [ |00] ax.

sowie

[ (569~ Fonax] < [ 1560~ Feo] ax

D D

Achtung: Es gibt hier kein Dreieck. Der Name dieser Ungleichungen hat sich aus
abstrakten Analogiegriinden ergeben.

Weitere Ungleichungen fiir Integrale* Sehr wichtig ist die Holder-Ungleichung

1/p 1/p
/f x) dx| < /|f )P dx D/!f(x)\pdx ,
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wobei immer stillschweigend vorausgesetzt wird, dass die Parameter p und ¢ durch

1 1

S+==1

p p
miteinander gekoppelt sind. Im Spezialfall p = p’ = 2 spricht man auch von der
Cauchy-Schwartz-Ungleichung fiir Integrale. Die Jensensche Ungleichung garantiert

[roueax | [o(ri) ueix
v| -2 <L

[ wix)ax [ wix)ax

D D

fiir alle integrierbaren Funktionen f : D — R, wobei 1) : R — R eine beliebige konvexe
Funktion bezeichnet und w : D — R, eine stetige und nicht-negative Funktion ist
(die meist Gewichtsfunktion genannt wird). Mit w(x) = 1 fiir alle x ergibt sich der
Spezialfall

1 1
v vol (D) /f(x) dx | = vol (D) /w(ﬂx)) dx

als entsprechende Ungleichung fiir Integralmittelwerte.

Funktionen mit iiberall verschwindendem Integral Ist f: D — R eine stetige
Funktion mit

/ f(x)dx=0

D

fiir alle messbaren Mengen DcC D, so gilt
flx)=0 fiir alle inneren Punkte x € D .

Dieses Ergebnis kann relativ leicht durch einen Widerspruchsbeweis abgeleitet werden
(Ubungsaufgabe; man wihle D geeignet als Quader oder Kugel). Die analoge Aussage
fiir integrierbare Funktionen (die mangels Stetigkeit deutlich schwieriger zu zeigen ist)
wird oftmals Hauptsatz der Variationsrechnung genannt.

Integrale vektorwertiger Funktionen Funktionen f : D C R®™ — R™ werden
komponentenweise integiert, d.h. es gilt

/

sofern alle skalaren Integrale auf der rechten Seite existieren. Dies gilt insbesondere,
wenn D messbar und wenn f stetig ist.

fi(x) D/ ha
| ax

fm(x) i /me(X) dx
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Schwerpunkte messbarer Mengen Der n-dimensionale Vektor

1
bar(D) := ol (D) D/de

wird Schwerpunkt (oder Baryzentrum) der messbaren Menge D C R™ genannt. Er
beschreibt den physikalischen Schwerpunkt, sofern wir annehmen, dass die Menge D
mit einem homogenen Material der (normierten) Massendichte 1 gefiillt ist. Insgesamt
miifen wir also 1 + n skalare Integrale iber der Menge D berechnen, namlich

/1dx, /xldx, ceey /a:ndx.

D D D

Ein zweidimensionales Beispiel werden wir dazu weiter unten studieren. Beachte,
dass der Schwerpunkt einer nicht-konvexen Menge aufserhalb liegen kann und dass
bei inhomogenen Materialien die (nicht-konstante) Massendichte in den Integralen
auftaucht.

Parameterabhingige Integrale Héangt der Integrand f nicht nur von x € R”,
sondern auch stetig differenzierbar von Parametern p € R¥ ab, so gilt

0 [ Fix p)dx = [ 0,,f(x p)dx

fiir alle ¢ = 1...k, sofern das Integrationsgebiet D unabhéngig von p ist. Sollte D
jedoch auch von den Parametern abhéngen, so muss die rechte Seite in dieser Formel
um weitere Terme erganzt werden.

Beispiel Auf jeder messbaren Menge D C R? gilt zum Beispiel

apl // (p1 1 +Sin <p2 xQ)) dl‘l dxz = // T dl‘l dx2’
D D

sowie

Opy // (p1 x1 + sin (ps xg)) dzy dzy = // T €08 (pg x2) dxy day
D D

wobei wir fiir jedes konkrete D die Formeln natiirlich auch durch explizite Berechnung
aller Integrale begriinden koénnen.
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’Vorlesung 07-2 : 09. Dezember

2.6 Integration iiber spezielle Gebietsklassen

Ziel Wir wollen in diesem Abschnitt fiir gewisse Gebietsklassen in zwei und drei
Dimensionen effektive Integrationsformeln angeben.

Zweidimensionale Normalbereiche
Definition FEine Menge der Bauart

D= {(a:l, xo) ta<x <b, glr;) <ax9 < h(xl)}
bzw.

D={(m, m)  a<m<b, gle) < <h)}

wird z;-Normalbereich bzw. xo-Normalbereich genannt, wobei a, b zwei Zahlen und
g, h zwei stetige skalare Funktionen in einer Variablen sind. Statt Bereich kann man
immer auch Gebiet sagen.

AT x2 = h(z1) AT To =0

T =a r1 =0

zy = g(x2) xy = h(z2)

w2 = g(z1) 1 T2 =a 1

»
» »

Abbildung Ein z1-Normalbereich (gelb) sowie ein zo-Normalbereich (griin), wobei jeder genau vier
verschiedene Eckpunkte besitzt.

AT Ty = h(ll) A T2 o =1b

L

1 =a I = b
To = g(xl) T To=a T

>

>

Abbildung Weitere Beispiele fiir Normalbereiche, wobei diesmal einige Eckpunkte zusammenfallen
und die Funktionen g und h auch nur stiickweise differenzierbar sind. Salopp gesprochen gilt: Einen
x1- bzw. zo-Normalbereich kénnen wir vertikal bzw. horizontal so schraffieren, dass die Schraffurlinien
niemals unterbrochen werden. Rechtecke und Kreisscheiben gehoren damit zu beiden Klassen.

Theorem (Fubini fiir Normalbereiche in 2D)  Jeder x;-Normalbereich D ist
messbar und fiir jede stetige Funktion f: D — R gilt

b h({l?l)
/f(X) dX:/ / f(l’l, Iz) dZL’Q dl’l.
D a g(z1)

Eine analoge Formel mit konsequent vertauschten Indizes gilt fiir xo-Normalbereiche.
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Beweisidee Man kann dieses Resultat analog zum Satz von Fubini beweisen, muss
aber zusétzlich auch noch das Gebiet mit Quadern approximieren. Alternativ kann man
die Formel aus dem Transformationssatz fiir Integrale ableiten, den wir weiter unten
kennenlernen werden. Siehe auch die Ubungsaufgaben. ]

Bemerkung Die Reihenfolge der Integralschachtelung darf diesmal — im Gegensatz
zu Quadern — im Allgemeinen nicht vertauscht werden, da bei x1-Normalbereichen die
Integrationsgrenzen der inneren Integrationsvariablen x4 von der dufteren Integrations-
variablen x; abhédngen. Oder anders gesagt: Bei Quadern darf man die Verschachtelung
vertauschen, weil Quader sowohl x;-Normalbereiche als auch x,-Normalbereiche sind.

Beispiele
1. Fir
a=—1 b=+1, g(x)) = —22 -1, h(zy) = 422 + 1
wird D durch zwei Geradenstiicke sowie zwei Parabelstiicke begrenzt. Mit
f(z1, 22) =1+ 21 + 20 + 21 22

erhalten wir

+1 z?+1
/f(X) dx = / / (1+[L’1 + 2o+ 14 1'2) d.’EQ dl’l
D -1 7:13%71
+1 5
- (E2:+IE1+1
2 2
= x2+x1x2+%x2+%x1x2] dzy
L :t:ng:z:%fl

+1
:/((2x§+2)+x1(2x%+2)+o+o>dx1
-1
+1
:/(235?4—23:%—1—21’1—1—2) dx;

—1

r1=+1
— 1,4 1.3 1.2

1=—

_ 4 _ 16
=0+3+0+4=1,
wobei wir bei der Berechnung des inneren und des dufteren Integrals jeweils den
eindimensionalen Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung angewendet
haben.
2. Um den Flécheninhalt der Einheitskreisscheibe zu berechnen, setzen wir

a= -1, b=+1, g(xy) = —\/1 — 2%, h(zy) = +4/1 — 23
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und berechnen

+1 + 1+:c§

vol (D) = // 1dz day = / / 1dzy | day

D -1 lfx%

+1
= /2\/1 — 23dr
21
. x1=+1
= [xl \/1— 2} + arcsin (2)
rx1=—1

1
= arcsin (+1) — arcsin (—1) = 7,

wobei arcsin : [—1, +1] — [—-7/2, +7/2] die lokale Umkehrfunktion des Sinus
ist und wir die Stammfunktion beim letzten Integral aus einer Tabelle abgelesen
bzw. via

(41— a2 =4/1-
i (:m x7 + arcsin (xl)) \/1_7331

:1—&31—1—21}1—0—1:2 /1_’%%
V1— a2}

verifiziert haben. In diesem Beispiel hétten wir aufgrund der Symmetrie der
Kreisscheibe die Inzides 1 und 2 vertauschen konnen.

3. Der xi-Normalbereich
D:{(atl,xg) D —2< 1 <1, 21+2<a,< —x1+4}

ist die ebene Fliche, die von oben durch die Parabel x5 = —z% +4 und von unten
durch die Gerade x5 = x1 + 2 begrenzt wird, wobei (=2, 0) und (1, 3) die beiden
Schnittpunkte dieser Kurven sind. Wir wollen nun den Schwerpunkt der Menge
(siehe oben) ermitteln und berechnen dazu die Integrale

+1 [ —zi+4 +1
/1dx:/ / 1dzs dxlz/(—xf—x1+2)dx1
D Z2 \21+2 2
r1=1
= |- -gedrom] = (3o - (13 -2-4) =3
sowie
+1 [ —2i+4 +1
/IldX—/ / I‘ldl‘Q dxl—/xl (—13 —LL’1+2) dl’l
D Z2 \ 2142 Z9
r1=1
e T S S S B VRN G DR
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und
+1 [ —zi+4 +1
1 9 —x%+4
Todx = Todrye | dzy = [5 xQ] dxy
ro=x1+2
D Z2 \ z+2 )
+1

:/(%xf—gx%—2x1+6)dxl

x1=1

_ 1.5 _3.3_ 2
—[10:(: —§x1—x1+6x1}
xr1=—2

=(55—2-1+46)— (-2+12-4-12) = 3.

Insgesamt erhalten

_9
bar(D) := 2 ( ;4
5

fiir den gesuchten Schwerpunkt.

Zusammengesetzte Gebiete Nicht jede messbare Menge D ist ein Normalbereich.
Oftmals ist es aber moglich, D via

D=DyU...UDg

in K Normalbereiche zu zerlegen, wobei sich die Teilgebiete nur in Randpunkten
iiberlappen. In diesem Fall gilt

/f(x)dx:/f(x)dx+...+/f(x)dx

aufgrund der Gebietsadditivitdt von Integralen. Die Zerlegung ist aber nicht eindeutig
und die Kunst besteht darin, eine Zerlegung zu wihlen, fiir die die Teilintegrale
moglichst einfach zu berechnen sind.

g &5 65 6s

Abbildung Vier Beispiele fiir die Zerlegung einer Menge D in Normalbereiche, die sich gegenseitig
nur in Randpunkten iiberlappen.

Dreidimensionale Normalbereiche und projizierbare Mengen
Definition Eine Menge D C R? der Bauart

D == {(wla T, l’g) L a S x1 S ba g(ﬁl) S ) S h('rl)a u(ajla ZL‘Q) S €3 S 'U(l‘h $2)}

nennen wir zi-ro-Normalgebiet, wobei a, b zwei Zahlen, g, h zwei stetige skalare
Funktionen in einer Variablen und wu, v zwei stetige skalare Funktionen in zwei Variablen
sind. Analoge Definitionen gelten fiir jede Permutation der drei Indizes.
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Theorem (Fubini fiir Normalbereiche in 3D) Jeder x;-zo-Normalbereich D
ist messbar und

b h(z1) v(z1,22)

/f(x)dx=/ / / f(zq, o, x3) dag | dag | day

a g(z1) \u(z1,z2)

gilt fiir alle stetigen Funktionen f : D — R. Analoge Formeln ergeben sich aus der
konsequenten Permutation der Indizes.

Beweisidee Siehe die Kommentare zum entsprechenden 2D-Theorem. O

Bezspiele

1. Die dreidimensionale Einheitskugel D = {(x1, w2, x3) : 2? + 235 + 22 = 1} ist ein
x;-x;-Normalgebiet mit

a=-1, b=+1, g(z;) = —\/1 — 22, h(x;) = 4+4/1 — 2?2
u(wy, v5) = —/1 — a7 — 7, v(wi, 1) = +y/1 — 2 — a7,

wobei (7, 7, k) eine beliebige Permutation von (1, 2, 3) darstellt.

und

2. Quader sind auch immer z;-z;-Normalbereiche, wobei g, h sowie u, v jeweils
konstante Funktionen sind.

Blick von oben Blick von vorn Blick von oben Blick von vorn

X3
X /Xi/
Xq X

1 Xq X1

Abbildung Der Kreisel (Tiirkis) und die parabolische Vase (Lila) sind zwei Beispiele fiir rotations-
symmetrische x1-zo-Normalbereiche. Sie sind auch x3 projizierbar, wobei B gerade eine Kreisscheibe
ist.

Beispiel Fiir

a=-2, b:+27 g(xl):_vél_x%v h(xl):+\/4_1"%

und
u(zwy, o) = 22 + 23, v(xy, x9) =4

ist der entsprechende x1-xo-Normalbereich D eine vasenformige Menge mit Hohe 4 und
entarteter Grundfliche, deren Mantelfliche Teil eines Rotationsparaboloiden ist. Das
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Fassungsvermdégen dieser Vase ergibt sich zu

12 [ +y/4-ad 4

vol (D) = / / / 1das | das | day
2\t
/

x%-i—a:%

xt
_;’_2 \/4—1’

= / (4 — 3 — x%) dzy | day
-2 7\/47_33%

+2
2 | g]PmtVAH
= [4 Ty — X To — —:UQ] dxy

+
]

3

To=— 4—1‘%
2o
+2
:/(8\/4—33%—233%\/4—1‘%—%(4—1’%)\/4—1‘%>d$1
2o
+2

:%/(4—:5%)3/2@51 = 87,

—2

wobei wir gleich auch den Fall allgemeiner Rotationskoérper untersuchen werden.
Insbesondere wird sich zeigen, dass wir die Vase aus diesem Beispiel besser als einen
r3-T9-Normalbereich betrachtet hatten.

Bemerkung: Um das letzte Integral auszuwerten, benutzen wir zunéchst partielle
Integration und berechnen

+2 ) +2
r1=+
/ (4— :13%)3/2 dzy = [x(él — $%)3/2L L / 34— xf)lﬂ (—2x1)day
2 ' 2
+2

:3/37% (4—m%)1/2dx1.

Mit der ,,nahrhaften Null“ 22 = —(4 — 2}) 44 und nach Umstellung der Terme erhalten
wir

+2

+2
/(4—x%)3/2d$1 :/3(4—3:f)1/2dx1
2

)
3 / 2 (1 =tz
= [5 21 4/4 — 27 + 6 arcsin (5 xl)]ZFQ = 6,

wobel wir eine ahnliche Stammfunktion schon beim Volumen der Kreisscheibe benutzt
hatten.

Volumen von Rotationskorpern Die Menge

D = {(xl,@,xg) c 2 1) < 0% (xs) agxggb}
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ist gerade der Rotationskorper, der durch Rotation des Graphen der nichtnegativen
Funktion ¢ : [a, b] — [0, c0) um die x3-Achse entsteht. Es handelt sich um einen
x3-ro-Normalbereich, sofern wir

g(xs) = —o(xs3) , h(xs) = +o(3)
und
u(wy, x3) = =/ 0*(w3) — 23, v(w2, 13) = —\/0*(¥3) — 73

wahlen. Wir erhalten damit

b [ +olzs) [ /e (x3)—a3
Vol(G)—/ / / l1dz | dzy | das
v \cden \ @2

T Q2(l‘3) dxs

/b
a —o(z3)
/b

wobei wir wieder die allgemeine Formel fj: Vr? —s2ds = L mr? ausgewertet haben
(diesmal mit s = x5 und r = p(z3)). Wir hatten diese Formel schon in Analysis 1 aus
dem Prinzip des Cavalieri abgeleitet (wobei die damalige Argumentation eleganter als
unsere heutige Rechnung ist). Beachte auch, dass die Rechnungen im letzten Beispiel
komplizierter waren, eben weil wir D als x1-x5 Normalbereich interpretiert hatten.

Definition* Eine Menge D C R? der Bauart
D = {(xb Ta, ¥3) ¢ (21, ¥2) € B, u(w1, x2) < w3 < v(w1, $2)}

heiflt z3-projizierbar, wobei B C R? eine zweidimensionale messbare Menge und
u, v zwei stetige skalare Funktionen in jeweils zwei Variablen sind. Analog kénnen
x1-projizierbare und xo-projizierbare Mengen eingefiihrt werden.

Theorem* (Fubini fiir projizierbare Mengen) Mit den obigen Notationen gilt

v(z1,z2)
/f(x) dx = // / f(z1, zg, x3)dxs | dzy das
D B u(z1,x2)

fiir jede stetig Funktion f: D — R.

Beweisidee Auch dieses Resultat kann entweder mit Approximationsargumenten
oder alternativ aus dem Transformationssatz fiir Integrale abgeleitet werden. O
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Bemerkung

1. Jeder z;-zo-Normalbereich ist auch x3-projizierbar, sofern
B={(x1,72) s a <z <b, g(r1) <wp < h(wg)}

gewahlt wird. Etwas allgemeiner kann man sagen: Eine z3-projizierbare Menge
ist genau dann x1-x9- bzw. xo-z1-Normalbereich, wenn B eine zweidimensionale
1- bzw. xo-Normalbereich ist.

2. Der Satz von Fubini ist bei projizierbaren Mengen eher von theoretischem
Interesse, denn aus praktischer Sicht kann die Berechnung des Integrals iiber die
zweidimensionale Menge B aufwéndig sein. Ist B jedoch selbst Normalbereich,
so ist auch D Normalbereich und wir kénnen gleich den Satz von Fubini fiir
dreidimensionale Normalbereiche benutzen.
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’Vorlesung 08-1 : 14. Dezember

2.7 Die Transformationsformel fiir Integrale

Motivation Integrale iiber komplizierte Gebiete kann man auch dadurch berechnen,
dass man eine Transformation anwendet, die das komplizierte Gebiet in ein einfaches
iiberfithrt. Man muss dann allerdings genaue Regeln der Umrechnung beachten, die
man als Transformationsformel bezeichnet. Diese spielt auch aus theoretischer Sicht
eine wichtige Rolle und wir werden spéter eine Variante beim Studium von gekriimmten
Flachen benutzen.

Vorbereitungen

Setting Wir betrachten in diesem Abschnitt eine Abbildung ¥ : U C R" -V C R"
mit den folgenden Eigenschaften:

1. W bildet U bijektiv auf V' ab.
2. W ist stetig differenzierbar

Wir schreiben x € U und y € V und interpretieren ¥ als den Koordinatenwechsel von
den z;’s zu den y;’s.

U v
@' = &>
1%
X .y
/ g

R

Abbildung Schematische Darstellung der Mengen und Abbildungen in diesem Abschnitt.

Bemerkung

1. Nach Voraussetzung existiert die Umkehrabbildung ® = ¥~ : V' — U und die
Kettenregel impliziert, dass diese auch stetig differenzierbar ist. Insbesondere gilt

JP(y) - JU(x) =1 JU(x) - JP(y) =1

(n,n

im Sinne der Matrizen-Multiplikation mit Einheitsmatrix I € R™™ sofern x und

y durch y = ¥(x) bzw. x = ®(y) gekoppelt sind.

2. Eine Menge D C U wird unter ¥ auf die Bildmenge E := ¥ (D) C V abgebildet,
wobei dann auch D = ®(F) gilt. Aukerdem entspricht jede skalare Funktion
f:D — Rviag= fo® bzw. f = g o W einer Funktion g : £ — R und
umgekehrt. Mit anderen Worten: Es gilt

xeD & yekE, f(x)=9(y),

wobei auch bei diesen Formeln immer y = W(x) bzw. x = ®(y) mitgedacht
werden muss.
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3. Man kann zeigen: Ist D eine kompakte bzw. messbare Menge, so ist auch F
kompakt bzw. messbar und umgekehrt. Aufserdem ist f : D — R genau dann
stetig, wenn g : £ — R stetig ist.

4. Wie immer gilt auch hier: Die in der Literatur verwendeten Notationen sind
nicht einheitlich und Sie miissen sich in jedem Kontext klar machen, welches
Symbol gerade was bedeutet bzw. welche Relationen zwischen den beteiligten
Abbildungen und Mengen bestehen. Schematische Diagramme wie das oben
angegebene sind dabei ausgesprochen hilfreich.

5. Die Mengen U und V werden in der Mathematik meist als offen vorausgesetzt,
da dann Randpunkte automatisch keine Rolle spielen und die Beweise einfacher
werden. In den Anwendungswissenschaften sind die die Mengen aber oftmals nicht
offen.

Erinnerung: Eine Menge heiftt offen, wenn sie keinen ihrer Randpunkte enthalt.
6. Es ist sehr wichtig, dass ® und W stetig differenzierbar und zueinander invers
sind. Man kann diese Voraussetzungen abschwéchen — vor allem in Randpunkten

von U und V — und wir werden solche Entartungspunkte bei konkreten
Transformationen (zum Beispiel den Polar- und Kugelkoordinaten) diskutieren.

Transformation von Quadern Eine affine Abbildung
P.g(x) =c+A-(x—d)

mit A € R™™ und ¢, d € R” transformiert einen Quader Q C U in das n-dimensionale
Analogon zu einem Parallelogramm (also in einen Parallelepiped bzw. Spat fiir n = 3).
Die Gesetze der linearen Algebra implizieren die Formeln

vol (‘I’aﬁ‘(Q)) = |det A| - vol (Q),

d.h die Determinante des linearen Anteils A beschreibt gerade die Volumenverzerrung.
Das Betragszeichen ist dabei sehr wichtig, weil wir mit positiven, und nicht mit
vorzeichenbehafteten Volumina rechnen.

Fiir eine nicht-affine Abbildung ¥ besitzt die Bildmenge ¥(()) eine kompliziertere
Struktur und die Berechnung ihres exakten Volumens kann sehr schwierig sein. Bei
kleinen Quadern kénnen wir aber immer W nach dem Satz von Taylor durch eine affine
Funktion approximieren und ein Analogon zur oberen Formel benutzen.

Lemma (Volumentransformation kleiner Quader ) Es gilt

vol (¥(Q)) = |det (JV(€)) - vol (Q) + O (diam(Q))"")
wobei £ € @ eine beliebig gewéhlte Stiitzstelle ist und der Durchmesser
diam(Q) := max { |[x — x| : x, X € Q}

proportional zur maximalen Kantenldnge von @) ist.
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Beweisidee Wir wollen keinen rigorosen Beweis fiithren, sondern nur die wesentlichen
Ideen skizzieren. Der Satz von Taylor garantiert

(x) = Ue(x) + O((diam (Q)%)),  We(x) == V(&) +TT(&)(x— &),

wobei W, gerade das erste Taylor-Polynom von ¥ im Entwicklungspunkt & ist.
Insbesondere ist W¢ eine affine Abbildung mit linearem Teil A = J¥ (&) sowie den
Verschiebungsanteilen ¢ = ¥ (&) und d = &€. Es gilt nun

vol (Wg(Q)) = |det (JE(E))] - vol (Q)

und unsere geometrische Intuition sagt, dass fiir kleine Quader

vol (W (Q)) = vol (¥(Q))

gilt (siehe Bild). Die mathematische Schwierigkeit liegt nun darin, zum einen die
Messbarkeit der deformierten Bildmenge W((Q) zu beweisen und zum anderen alle

Fehlerterme rigoros abzuschéatzen. O]
°§
e 0(e) O(e)
Q
c1€ O(e) O(e)

Abbildung Ein zweidimensionaler Quader (links) wird unter einer Abbildung W in die deformierte
Menge ¥(Q) (Mitte) iiberfiihrt. Sind die Kantenldngen des Quaders klein, so kann man ¥ durch eine
Taylor-Approximation Wg ersetzen, die () in das Parallelogramm W¢(Q) (rechts) tiberfithrt, dessen
Volumen exakt berechnet werden kann. Der Taylor-Entwicklungspunkt & wird in der Integrations-
theorie auch Stiitzstelle genannt.

Herleitung des Transformationssatzes

Theorem (allgemeine Transformationsformel) Es gilt

[ oty = [ 16 |det (G 0)] ax

E

mit den oben eingefiihrten Notationen und Voraussetzungen.

Beweisidee Wir approximieren die messbare Menge D C U durch eine grofe, aber
endliche Anzahl von Quadern

Q17"'7QM

die ungefahr gleich groft sind und sich nur in Randpunkten gegenseitig iiberlappen
(siehe die roten Quader im Bild). Die Details sowie die genaue Nummerierung der
Quader wird dabei keine Rolle spielen. Wichtig ist nur, dass

diam (Q,,) = O(e), vol (@) = O(e")
gelten wird, wobei
e=1/VM < 1
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eine positive, aber kleine Zahl ist, die die Feinheit der Quader-Approximation von D
quantifiziert. Aufserdem wéhlen wir in jedem Quader eine Stiitzstelle &, € Q,, (zum
Beispiel den Mittelpunkt oder einen der Eckpunkte). Unter ¥ wird jeder dieser Quader
Q. auf einen deformierten Quader E,, = ¥(Q),,) abgebildet, dessen Volumen durch

vol (¥(Qn)) = |det (JE(,,))| vol (Qm) + O(e"")

approximiert werden kann, und alle deformierten Quader F,, zusammen approximieren
die Bildmenge E = ¥(D). Es gilt nun

[ otwray 5 | sy o).

E "= (Qum)

da nur M™% << M viele — also relative gesehen nur sehr wenige — dieser Quader
den Rand von D iiberdecken werden, und diese insgesamt ein kleines Volumen der
GroRenordnung O(e"e'™") = O(e) besitzen (hellrote Quader im Bild). Wir kénnen
nun jedes Teilintegral nach dem Satz von Taylor durch

| sy = (s(€,)) + 06)) vl (¥(@.)
= g(®(&,,)) vol (¥(Qn)) + O (")

approximieren, wobei wir diesmal g (und nicht die Komponenten von W) durch das
entsprechende nullte Taylor-Polynom im Entwicklungspunkt W¥(§,,) ersetzt und

diam (¥(Qn)) = O(e),  vol (¥(Qm)) = O(e")

benutzt haben. Insgesamt — und wegen M = O(™") sowie Y. O(e"™) = O(e) —
erhalten wir die Naherungsformel

/g(.V) dy = (Z 9(¥ () |det (JE(E,,))] Vol(Qm)> + 0(e),

I m=1

wobei der Fehlerterm im Limes ¢ — 0 bzw. M — oo verschwindet. Die rechte Seite ist
aber gerade die Riemann-Summen-Approximation des Integrals auf der rechten Seite
der Behauptung, wobei wir analog zu unserer bisherigen Diskussion zeigen konnen,
dass der entsprechende Approximationsfehler auch die Ordnung O(e) besitzt.

X2

—

[ [T T T T TIT]

X n
Abbildung Zum Beweis des Transformationssatzes in 2D. Links: Die rote Kurve stellt den Rand des
kompakten Integrationsgebietes D dar und die roten Quader eine Approximation dieses Gebiets, wobei
hier innere Quader und Randquader unterschiedlich schattiert sind. Die Quader kénnten mit Multi-
Indizes identifiziert werden, aber es ist einfacher, sie irgendwie durchzunummerieren (Q1, ..., Qar)-
Rechts: Das entsprechende Bild nach Anwendung von W.
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Bemerkungen

1. Der Beweis des Transformationssatzes illustriert sehr schon die folgenden zwei
Grundprinzipien der Riemannschen Integrationstheorie:

(a) Integrale sind nichts anderes als Grenzwerte von Summen, wobei sehr
viele kleine Summanden aufaddiert werden. Im Limes hat man dann —
salopp gesprochen — unendlich viele, jeweils unendlich kleine Summanden.
Unendlich kleine Gréften nennt man aufserhalb der Mathematik oftmals auch
infinitistmal klein.

(b) Eine messbare Menge kann durch grofe Vereinigungen kleiner Mengen
approximiert werden, wobei die kleinen Mengen zum Beispiel Quader oder
auch deformierte Quader sein kénnen.

2. Die Transformationsformel ist viel einfacher, als sie auf den ersten Blick aussieht,
sofern man die symbolische Substitution

dy = ‘det (8—}’)‘ dx
ox

benutzt, wobei g—i eine alternative Notation fiir die Jacobi-Matrix JW ist. Genauer
gesagt: Um das Integral von g bzgl. y € E auszurechnen, gehen wir wie folgt vor:

(a) Wir substituieren y durch x im Integranden (das ersetzt g(y) durch f(x)).
(b) Wir passen das Integrationsgebiet in konsistenter Weise an (aus E wird D).

(c) Wir ersetzen mit obiger Regel dy durch dx, wobei die Jacobi-Matrix von
W ganz natiirlich ins Spiel kommt.

Das ist dieselbe Strategie, die wir in Analysis 1 schon bei der Substitutions-
methode fiir die Transformation eindimensionaler Integrale (also fiir n = 1)
benutzt hatten. Bei n > 1 ist jetzt eben alles vektorwertig und wir diirfen
nicht vergessen, den Betrag der Determinante einzubauen. Das ist notwendig,
weil x und y zwar Vektoren sind, aber dx und dy infinitisimal kleine Zahlen
reprisentieren (ndmlich das Volumen unendlich kleiner Quader).

3. Aus Symmetriegriinden (bzw. nach konsistenter und konsequenter Vertauschung
von Symbolen) gilt auch

[ 1o9ax = [ g(y)|det (33| dy.

und in dieser Fassung wird der Transformationssatz meist verwendet: Das
Integral einer gegebenen skalaren Funktion f in der vektoriellen Variablen x iiber
einer geometrisch komplizierten Menge D kann zum Beispiel dadurch berechnet
werden, dass wir eine Koordinatentransformation ® suchen, sodass D = ®(E) via
x = ®(y) gerade das Bild einer méoglichst einfachen Menge E ist. Der zu zahlende
Preis ist, dass wir die Transformation erst einmal finden und anschliefend den
Integranden transformieren miissen, sodass am Ende alles von y abhéngt. Das
Auffinden von @ ist dabei meist der schwierigste Teil.
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Allgemeine Riemann-Summen* Wir hatten im Beweis des Transformationssatzes
das folgende, allgemeine Prinzip verwendet (mit F und y statt D und x). Ist D eine
messbare Menge und

D=D;U...UDy

eine Zerlegung Z = {Dy,..., Dy} von D in M messbare Mengen (zum Beispiel in
deformierte Quader), die sich nur in Randpunkten iiberlappen, so nennt man

| Z]| = max diam (D,,) diam(D,,) := max{ Ix—%X| : x,X € Dm}

die Feinheit der Zerlegung. Ist nun eine integrierbare Funktion f auf D gegeben und
wird nun in jedem D,, eine Stiitzstelle §,, € D,,, gewahlt, so kann die Riemann-Summe

R(Z) =) [(&,) vol (D)

gebildet werden. Es gilt dann immer [, f(x) dx = limyz0 R(Z), d.h. bei immer feiner
werdender Zerlegung konvergiert die Riemann-Summe gegen das Integral von f iiber ).
Fiir den Fall, dass D und D,, selbst alle Quader sind, ergibt sich gerade wieder das am
Anfang dieses Kapitels eingefithrte Konzept. Wird aufserdem &, als Minimierer bzw.
Maximierer von f in D,, gewahlt, so spricht man wieder von Unter- bzw. Obersumme.

Anwendung des Transformationssatzes

Beispiel Wir betrachten die Transformation
—2 @9 1 — a2 — 22

=y Ty, Tg) = ———5—7, =y 1, X2) = —— =
s 1( ! 2) (1—I1)2+l’% b2 2< ! 2) (1—$1)2+LL’%

sowie
yi+ys — 1
P
yi + (L +y2)

=21

Ty =Po(y1, 42) = V3,
v+ (1+y2)°

Ty = cbl(Z/la 3/2) =

wobei sowohl ® als auch ¥ zu Klasse der Mdbius-Transformationen (sieche dazu
die Vorlesung Funktionentheorie) gehoren und man tiblicherweise die entsprechenden
Definitionsbereiche U bzw. V' via

U .= {(l‘l,{l}g) : I’%+5Eg<1}, V= {(ylayQ) : y2>0}

als offene Einheitskreisscheibe bzw. als obere offene Halbebene wahlt. Wir berechnen

B 2 —2(1—x)xy —(1—af)+a3

sowie

IJB(y1, ys) = 2 ( +291 (1 + y2)2 —y?+ (1+ y2)2)
7 (g2 + (1 + 1)) +yi — (T +y2)” 42y (1+y2)

und erhalten
4 4
2 2
((1 — 1’1)2 + x%) (y% + (1 + y2)2)
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Insbesondere ergeben sich aus den obigen Notationen und Ausdriicken mit f = 1 und
g = 1 die Volumenformeln

vol (D) = é / (y%i((iffZ)Q)” vol (E) = l / ((i if)gdfx%)w

d.h. das Volumen der Menge D C U im x-Bereich kann durch ein Integral iiber die
entsprechende Menge 2 C V im y-Bereich dargestellt werden und umgekehrt. Fiir
den Quader Dy = [—3, +3] X [—3, +3] erhalten wir durch Auswertung der iterierten
Integrale

8
vol(Ey) =47+ g (+ 6 — arcot (3) — 9 arctan (3)) ~ 7.261
fiir das Volumen seines Bildes E; unter W, aber die exakte Berechnung der Integrale

erfordert mehrere, nicht triviale Zwischenschritte, die wir hier nicht darstellen konnen.
Analog folgt

1 44
vol (Dy) = 3 (4 + m — arctan (m)) ~ 0.848

mit Dy = ®(E,) fiir den Quader E, = [0, 1] x [0, 1].

+1.0
+4.0;
< 00 > 42,0}
-1.0 ‘ , 0.0
-1.0 0.0 +1.0 -2.0 0.0 +2.0
A )%
+1.0 +1.0}
X S
0.0
-1.0 0.0 +1.0 0.0 +1.0
X1 »

Abbildung Die Bilder zum eben gerechneten Beispiel, wobei die Kreisscheibe U sowie die Halbebene
V in Grau dargestellt sind und ® sowie W als Mobius-Transformationen winkeltreu sind. Eine
weitere bemerkenswerte Eigenschaft ist, dass Kreissegmente auf Kreissegmente abgebildet werden,
wobei Geraden auch Kreise, nur mit unendlich groffem Radius, sind. Oben: Die Menge D; (griin links)
ist ein Quader und das Volumen der deformierten Menge E; = W(D;) (griin rechts) kann durch ein
x-Integral iiber Dy berechnet werden. Unten: Diesmal ist F5 (gelb, rechts) ein Quader, so dass das
Volumen der deformierten Menge Dy = ®(FE5) (gelb, links) als Integral bzgl. y € F5 berechnet werden
kann.
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Beispiel Wir rechnen diesmal in Physiker-Notation. Die Formeln
x =71 cos (), y =1 sin (0)

beschreiben den Zusammenhang zwischen den kartesischen Koordinaten der Ebene
(hier z und y genannt) und den Polarkoordinaten (Radius » und Winkel ). Einfache
Rechnungen zeigen

- ) G

und liefern
drxdy = rdrdd

als symbolische Transformationsregel fiir infinitisimale Volumina. Die Transformations-

formel kann nun als
//f(yc, y)dzdy = //g(r, 0)rdrdd
D E

geschrieben werden, wobei die Konsistenz und damit Richtigkeit der Formel durch
(r,y)e D < (rh0)ek, [z, y) = g(r, 0)
sichergestellt wird. Mit der speziellen Wahl
fle,y)=1,  g(r0) =1
und
D:{(x,y):x2+y2§92}, Ez{(r,@):Oﬁrﬁg,Ogé’SQW}

erhalten wir

27 0 27 2
vol(D)://rdrdez/ /rdr d@:/[%ﬁ}:de:/ég?dezgw&
E 0 0 0 0

und haben damit das Volumen von D, also der kartesischen Kreisscheibe mit Radius
0, durch ein Integral iiber den polaren Quader E berechnet. Mit der alternativen Wahl

flz,y) =z +1°, g(r, 8) = r cos (0) + r? sin® ()

ergibt sich

// (z+y?) dady = // (r cos (0) 4 r* sin® (9)) r dr d6

- / / (r* cos (0) + r° sin® (#)) dé | dr

0 0
4

:/(WT‘?’)dT:Z—lL?TQA‘

0

durch direkte Rechnungen.
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iiber Entartungspunkte Bei den Polarkoordinaten treten gewisse Entartungen und
Singularitdten auf. Zum einen entspricht der kartesische Koordinatenursprung — also
der nulldimensionale Punkt mit # = 0 und y = 0 — der polaren Koordinatenachse
r = 0, also einer eindimensionale Kurve. Diese Entartung spiegelt sich auch darin
wider, dass die Jacobi-Matrix

o~ (o)

= (_r(i()lss(ii)(e) r—slirclsse 29))

fir r = 0 gar nicht definiert ist. Aufserdem ist die Zuordnung (r, #) — (x, y) nicht
eindeutig, sondern 2r-periodisch in . Man kann natiirlich Winkelrestriktionen (zum
Beispiel 0 < 0 < 27 oder —7 < 6 < +m) stellen, aber auch dann gibt es gewisse
Subtilitdten. Bei Kugelkoordinaten gibt es dhnliche Probleme mit der Mehrdeutigkeit
der Winkel und der Nicht-Differenzierbarkeit fiir » = 0.

Merkregel: Die Transformationsformel bleibt bei gewissen (aber nicht bei allen)
Entartungen richtig, besonders wenn die Probleme nur am Rand der betrachteten
Mengen auftreten. Man muss dann aber immer besonders aufpassen und sollte alle
Rechenergebnisse zumindest auf Plausibilitat priifen.

Beispiel Eine klassische Anwendung der zweidimensionalen Transformationsformel
mit Polarkoordinaten auf unbeschriankten Gebieten ist die Berechnung des Integrals
unter einer Gaufsschen Glockenkurve. Mit den Notationen aus dem letzten Beispiel gilt
zum einen

o) 2

// exp (—x2 — y2) drdy = / /exp (—7“2) r df | dr
R2 0 0
= 27r/7“ exp (—TQ) dr = 27r[ — % exp (—7"2)}7??
0 "
=T,

wobei wir exp (—o0) = lim,_,, exp (—r?) = 0 verwendet haben. Zum anderen impliziert
der Satz von Fubini

+00 +oo
// exp (—x2 — yQ) dedy = / exp (—:1:2) dz / exp (—y2) dy |,
R2 —00 —00

und weil die beiden Integrale auf der rechten Seite gleich sind, erhalten wir die bekannte
Formel

—+00

/ exp (—z%) dz = /7

—0o0

durch Kombination der beiden Teilergebnisse. Beachte, dass wir hier zwei Theoreme
iiber zweidimensionale Integrale verwendet haben, um ein eindimensionales Integral zu
berechnen.
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Affine Transformation Im Fall einer affinen Transformation
y=¥Yx)=c+A - (x—d), x=®(y)=d+A ' (y—c)

mit invertierbarer Matrix A € R(™™ und Verschiebungsanteilen ¢,d € R" sind beide
Jacobi-Matrizen konstant, d.h. es gilt

J¥(x)=A, Jo(y)=A"".
Die Transformationsformel kann daher vereinfacht werden und impliziert via
vol (D) = |det (A)| vol (E),  vol(E) = |det (A™")| vol (D),

dass sich das Volumen bei der Komposition von Verschiebungen und Rotationen oder
Spiegelungen wegen det (A) = +1 nicht dndert.

Skalierung von Volumina Affine Transformationen der Bauart
y=W¥(x) =A"x, x=®(y)=\"y

mit Parameter A > 0 beschreiben uniforme Streckungen bzw. Stauchungen und fiir
Quader gilt zum Beispiel

x €D =ay, bi] x ... [an, by & y € E=[Xay, \by| X ... [Aa,, Ab,],

In Physikernotation berechnen wir

dy +1 -1
Wy, g
0x A ’

und damit
dx = \""dy, dy = A" dx,

wobei sich die Potenzen —n bzw. +n aus der Multi-Linearitdt der Determinante —
d.h. aus der Formel det (A*'A) = A*"det (A) — ergeben (und gerne mal vergessen
werden). Insbesondere erhalten wir

vol (D) = A" vol (E), vol (E) = A" vol (D)

als mathematische Beschreibung einer intuitiven Tatsache: Der Ubergang von x zu
y bzw. von D zu E multipliziert alle Léngen mit A und daher das n-dimensionale
Volumen mit \".

X

Y2

N

)

»Y1
Abbildung Skalierungstransformation in 2D mit A = 2. Alle Lingen werden verdoppelt, alle
Fécheninhalte jedoch vervierfacht. Alle Winkel bleiben erhalten.
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’Vorlesung 08-2 : 16. Dezember

2.8 Integralsatze von Gaufs und Stokes in 2D

Ziel Wir wollen die Integralsidtze von Gaufs und Stokes in zwei Dimensionen in ihrer
allgemeinen Form angeben (d.h. nicht nur auf Quadern). Damit wird es uns im néchsten
Kapitel leichter fallen, die dreidimensionalen Versionen zu verstehen.

Geometrische Voriiberlegungen

Setting In diesem Abschnitt betrachten wir eine messbare (also auch kompakte
Menge) D C R?, deren Rand

oD = {x € R? : x ist Randpunkt von D} c R?,

durch endlich viele (meist sehr wenige) parametrisierte Kurven beschrieben werden
kann. Genauer gesagt, im Folgenden nehmen wir an, dass K parametrisierte Kurven
Ck : [tro, tr1] — R? mit den folgenden Eigenschaften existieren:

1. Es gilt
OD :={ci(t) : t € [tip, t11]} U...U{ck(t) : t € [txo, tral},
d.h. 9D ist die Vereinigung der Bilder der parametrisierten Kurven cy.
2. Jede Kurve c; ist zumindest stiickweise stetig differenzierbar.

3. Die Kurven liefern eine minimale Parametrisierung in dem Sinne, dass es nur
endlich viele Punkte x € 0D gibt, fiir die es via x = ¢, (tx) = ¢;(¢;) mehr als eine
Darstellung gibt.

Hinweis: Die nachfolgendem Beispiele werden verdeutlichen, was diese Bedingungen
im Einzelnen meinen.

Bemerkungen

1. Es mag auf den ersten Blick verwirrend sein, dass man das Symbol 0 sowohl fiir
Ableitungen von Funktionen als auch fiir Rander von Mengen benutzt. Es hat
sich aber so eingebiirgert. Auferdem gibt es eine innere Verbindung der Konzepte
Ableitung und Rand, die sich (zum Beispiel) in den Integralsétzen manifestiert.

2. Es ist zugelassen, dass 0D endlich viele Ecken oder Spitzen besitzt, in denen die
¢, nicht differenzierbar sind. Insbesondere darf D auch ein Dreieck, ein Viereck
oder eine andere polygonal berandete Menge sein.

3. Wir wollen auch geometrische Doppelpunkte nicht ausschlieffen. Man kann sie
zwar durch Aufteilung von D vermeiden, aber manchmal tauchen Sie in sehr
natiirlicher Weise auf (siehe einige der Beispiele unten).

4. Bei uns ist D immer abgeschlossen und deshalb gilt 0D C D. Man koénnte aber
auch offene Mengen D zulassen (fiir diese gilt 9D C R?\ D). In den Anwendungen
ist es jedoch meist nicht wichtig, ob D als offen oder abgeschlossen (oder weder
noch) angesetzt wird.
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5. Die Komponenten von c;, bezeichnen wir wie iiblich mit ¢ ;, wobei k = 1... K und
Jj = 1 oder j = 2 gilt. Im Fall von K = 1 schreiben wir wieder c statt ¢; bzw. ¢;
statt ¢y ;.

Bezispiele

1. Ist D = [a1, b1] X [ag, by] ein Quader, so hatten wir bereits explizit beschrieben,
wie 0D durch eine einzige Funktion ¢ (K = 1) parametrisiert werden kann,
wobei diese Funktion dann siickweise stetig differenzierbar ist. Alternativ konnen
wir die vier Kantensegmente des Quader separat durch vier stetig differenzierbare
Kurven beschreiben (K = 4), die sich gerade in den vier Eckpunkten iiberlappen.
Bei konkreten Rechnungen hatten wir das eigentlich auch schon getan und die
vier Teilparametrisierungen mit c,, c;, ¢, und c; bezeichnet.

Bemerkung: Wir haben sehr viele Freiheiten, die Parametrisierung von 9D zu
wahlen. In der Praxis besteht die Kunst darin, eine ,,optimale zu finden, fiir die
die Rechnungen moglichst einfach werden.

2. Die Formeln
By(m) ={xe€R® : |x—m| < p}, OB,(m) = {x € R* : |x —m| = o}

beschreiben, dass der Rand der abgeschlossenen Kreisscheibe mit Radius o und
Mittelpunkt m € R? die entsprechende Kreislinie ist. (Analoges gilt fiir die offene
Kreisscheibe und das Wort Kreis kann sowohl die Scheibe als auch die Linie
bezeichnen). Wir kénnen nun den Rand in naheliegender Weise durch

c(t) = @;) +o (‘;fs éi))) . telo, 2]

parametrisieren, aber es gibt natiirlich auch andere Parametrisierungen.

3. Fiir zwei gegebene Radien 0 < p; < 92 < 0o besteht der Rand des abgeschlossenen
Kreisringes

Agypp(m) == By, (m) \ By,(m) = {x e R? : gy <[x—m| < po}
aus den zwei Kreislinien
az@l,gz (m) := 3§91(m) U aEQQ (m)
={xeR?: [x—m|=p; oder [x —m|=0,}.

Dieser Rand, der offensichtlich aus zwei Komponenten besteht, kann mit K = 2
durch

oty = (2060) = () o (0 = () v (S200)
et = (220) = ()~ (5260)

parametrisiert werden, wobei jeweils ¢ € [0, 27| gilt. Beachte, dass die dufere
bzw. innere Randkreislinie entgegen bzw. mit dem Uhrzeigersinn durchlaufen
wird, sodass der Umlaufsinn mit der jeweils positiven Orientierung am Rand
(siehe unten) iibereinstimmt.

und
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4. Die Doppelhorn-Kurve

sin ()
c(t) = | cos® (t) (2+cos (t)) | , t €0, 2]
3 + sin? (t)

parametrisiert den Rand einer messbaren Menge D, wobei der Geschwindigkeits-
vektor ¢(¢) in den beiden Eckpunkten (¢ = %7?, x1 = 41, z9 = 0 bzw. t = %7‘(‘,
xr1 = —1, x5 = 0) jeweils verschwindet.

5. Das Zweiblatt

sin (t)

c(t) = sin® (t) cos (1) (COS ( t)) : telo, 7

parametrisiert auch den Rand einer messbaren Menge D. Diesmal gibt es
einen entarteten Doppelpunkt, ndmlich x = 0, der von der angegebenen
Parametrisierung mehrmals realisiert wird. Insbesondere gilt

Wir kénnten D auch in zwei Teile aufspalten und diese separat betrachten, wobei
dann t € [0, 1 7] oder t € [5m, ] fiir die Randparametrisierung zu wéhlen ist.

6. Die Torpedokurve

sin (t)

c(t) = sin (¢) cos (2t) (cos (t)> : t €0, 7
besitzt den echten Dreifachpunkt
0=c(0)=c(37m) =c(37) =c(m)

und die von ihr berandete Menge konnte in drei Teile aufgespalten werden.

+1.0 +0.2
+0.2
L +5 < £ 00
-0.2
0.0 0.0 |
-1.0 0.0 +1.0 -03 0.0 +0.3 -1
Xq X

Abbildung Die drei nicht-trivialen parametrisierten Randkurven aus den Beispielen.

.0 -0.5 0.0
X1

Normalen- und Tangentialvektor, Teil 1 In jedem Randpunkt x € 9D (mit
Ausnahme von Eck- und Doppelpunkten) existiert ein normierter Tangentialvektor
T(x) sowie ein normierter Normalenvektor v(x), so dass die folgenden Eigenschaften
erfiillt sind:

1. 7(x) und v(x) bilden immer eine ON-Basis des R?, d.h. es gilt

(). 7)) =1, (v, vx)=1, (7(x),v(x)=0.

Michael Herrmann: Analysis 3 [(cc Version vom 8. Februar 2023



134 2. Integration in den Anwendungen

2. 7(x) ist parallel zur Tangentialgeraden an 9D im Punkt x, wohingegen v(x)
immer senkrecht auf dieser Geraden steht.

3. v(x) zeigt nach aufen und 7(x) ist positiv orientiert, d.h. D liegt immer links
von 7(x). Siehe dazu die Bilder.

Hinweis: Das Konzept Orientierung ist am Anfang etwas vertrackt und es Bedarf
einiger Ubung, die positive (also die richtige) von der negativen (der falschen) auf der
Ebene von Formeln zu unterscheiden. Malen Sie daher immer ein Bild, da man dort
alles sehen kann. Wie (fast) immer gilt auferdem: Vertrauen Sie Ihrer geometrischen
Intuition und dem gesunden Menschenverstand!

Abbildung Drei Beispiele fiir eine zuléssige Menge D, wobei diese im zweiten Beispiel ein Loch und
im dritten einen Doppelpunkt besitzt. Die roten bzw. blauen Pfeile reprisentieren den nach aufen
zeigenden Normalenvektor v(x) bzw. den positiv orientierten Tangentialvektor 7(x) in ausgewéhlten
Randpunkten x € 9D (schwarz), wobei die jeweilige Tangentialgerade durch die orangen Linien
angedeutet wird. Bemerkung : Werden die roten Pfeile umgeklappt, so entsteht gerade der nach innen
zeigenden Normalenvektor. Das Umklappen der blauen &éndert die Orientierung.

Bemerkungen

1. 7(x) und v(x) werden nur in Randpunkten von D betrachtet. Es ist nicht wichtig,
ob oder wie man diese auch in inneren oder duBeren Punkten von D einfiihren
kann.

2. In Eck- oder Doppelpunkten von 0D sind 7(x) und v(x) im Allgemeinen nicht
(oder nicht eindeutig) definiert.

3. Es gilt immer

—15(x) : +7(x)
T(X) = und damit auch v(x) = .
o= () o= (720
Oder anders gesagt: Wenn v(x) in Richtung ,,Norden“ zeigt, so zeigt 7(x) nach
, Westen“. Man muss allerdings fiir jeden Punkt x € 9D entscheiden, wo gerade
,Norden® liegt.

4. Manchmal schreibt man auch T9p(x) und vsp(x) um deutlich zu machen, um
welchen Rand es geht. Dies ist besonders dann sinnvoll, wenn man mehrere
Gebiete gleichzeitig untersucht.

Normalen- und Tangentialvektor, Teil 2 Die Vektoren 7(x) und v(x) spiegeln
geometrische Eigenschaften der Punktmenge 0D wider und kénnen unabhéngig von
einer Parametrisierung eingefithrt werden. Mit Parametrisierungen kann man aber sehr
einfach explizite Formeln angeben. Insbesondere gilt

£ +1 0
T(Ck;(t>) (ék,Q(t>> ’

T )+ (o)
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sowie

v(ck(t)) = - +ra(t))
\/ (exa(6)” + (ér2(t))” ( %(t))

wobei das Vorzeichen fiir jeden Zeitparameter ¢ so zu wahlen ist, dass I/(Ck(t)) nach
aufen zeigt und ‘T(Ck(t)) dazu positiv orientiert ist. Fiir jedes feste t legt aber das
Vorzeichen in der einen Formel schon das Vorzeichen in der anderen Formel fest und
umgekehrt.

Bemerkungen

1. Bei ,einfachen Mengen D kann man eine globale Wahl des Vorzeichens fiir alle ¢
treffen, aber manchmal ist das nicht moglich, insbesondere wenn es Doppelpunkte
gibt.

2. In konkreten Féllen kann die richtige Vorzeichenwahl meist problemlos aus einer
Skizze abgelesen werden.

3. Die Vektoren 7(cg(t)) und v(cg(t)) liefern — ggf. bis auf das Vorzeichen — gerade
das Frenetsche Zweibein der parametrisierten Randkurve.

Beispiele

1. Auf dem Rand von zweidimensionalen Quadern hatten wir oben schon die
entsprechenden Normalen- und Tangentialvektoren identifiziert (siehe auch die
Ubungsaufgaben zu Stokes und Gauk auf 2D Quadern), wobei auf jeder der vier
Kanten des Randes die Werte von 7(x) und v(x) konstant bzgl. x sind.

2. Es gilt
p(x) =+ _ (+($1 - m1)> e = <—(x2 — m2)>

- x—m| B + (22 — mo) +(x1 —ma)
auf dem Rand der Kreisscheibe B,(m).

3. Fiir den oben eingefiihrten Kreisring le,QQ (0) mit Mittelpunkt m = 0 gilt

_ X _ it _ -2 ~%2
v =+ =t (1) reo - g? (1)

auf dem Aufsenrand |x| = gy sowie

o= gmar () = ()

auf dem Innenrand |x| = p;. Analoge Formeln konnen fiir m # 0 angegeben
werden.

4. Der Rand von D ist auch immer der Rand der Komplementidrmenge D= R2\ D,
aber es gilt

vop(x) = —vyp(x),  Top(X) = —Ty45(x),
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da aufen aus Sicht von D gerade innen aus Sicht von D ist und umgekehrt
(siehe das Bild). Insbesondere wird aus einer positiv orientierten Parametrisierung
c: [to, t1] = R? von D durch

E(t) = C(tl — to — t)

eine positiv orientierte Parametrisierung c : [to, t1] — R? von aD.

Abbildung Beim Ubergang von einer Menge D (links) zur Komplementéirmenge D = R2\ D (rechts)
miissen Vorzeichen getauscht werden. In diesem Beispiel D ist beschrankt und D unbeschrankt, wobei
letzteres graphisch nicht wirklich dargestellt werden kann.

Réander als Niveaumenge Es kommt héufig vor, dass 9D via

OD = {(x1, x2) : g(x1, 32) = ¢}

als Niveaumenge einer stetig differenzierbaren Funktion g : R? — R definiert wird oder
betrachtet werden kann, wobei dann D entweder die entsprechende Subniveau-Menge

D = {(z1, z2) : g(z1, 22) < ¢}

oder die Superniveau-Menge

D = {(z1, z2) : g(z1, 32) > ¢}

ist. In diesem Fall gilt

v(x) = + grad g(x) = £A(x) (gijg;)

sowie
_ _amg(X) _ _V2<X>
T(x) = £AKX) <+amg<x>> - (+ul<x> ’
wobel der skalare Faktor

A(x) = ! - :
lgrad g(x)| \/(amg(x))2 + (O 9(x))”

wohldefiniert ist, sofern x ein reguldrer Punkt von g ist, d.h. falls grad g(x) # 0.
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Bemerkung

1.
2.

Diese Formeln gelten, weil Gradienten senkrecht auf Niveaukurven stehen.

Bei einer Niveaukurve konnen wir 7(x) und w(x) bis auf eine Vorzeichen-
wahl direkt aus den partiellen Ableitungen von ¢ gewinnen und miissen keine
Parametrisierung von 0D explizit angeben (was im Einzelfall schwierig sein kann).
Die Berechnung von Kurvenintegralen gelingt aber in aller Regel nur mit Hilfe
einer Parametrisierung.

. Die richtige und konsistente Vorzeichenwahl ergibt sich aus der Tatsache, dass

der Gradient in Richtung wachsender Funktionswerte zeigt, und stellt sicher, dass
v(x) fiir jedes x nach aufen zeigt und dass 7(x) positiv orientiert ist. In konkreten
Féllen hilft meist auch eine Skizze.

. Bei stetigen Funktionen g sind Subniveau- und Superniveaumengen wegen der

nicht-strikten Ungleichungen (,,<* bzw. ,>“) immer abgeschlossen, wohingegen
die analogen Formeln mit strikten Ungleichungen (,<“ bzw. ,,>*) immer offene
Mengen liefern. Bei unstetigen Funktionen ¢ gilt diese Aussage nicht mehr.

. Analoge Formeln koénnen fiir Zwischenniveaumengen der Bauart

D= {(z1, 22) : a1 < g(a1, 22) < o}

abgeleitet werden, wobei der Rand 9D dann aus zwei Niveaumengen besteht.

Bezispiele

1.

Fiir g(xq, x3) = 23 + 23 und ¢ = ©* ist die entsprechende Subniveaumenge

gerade B,(0) und die obigen Formeln mit den Ableitungen von g liefern die
schon bekannten Ausdriicke fiir den Tangential- und den Normalenvektor, sofern
wir & immer durch + ersetzen.

. Die Nullstellenmenge der Funktion

2
g(z1, x2) = (2 + 23 — 321)" — 2] — 23

wird als Pascalsche Schnecke bezeichnet und direkte Rechnungen sowie eine
Auswertung der obigen Formeln liefern

(Vl(x)> _ (+¢2(x)> _ a(x) (4x§ — 182t +4x 23 + 167 — 6x§>

vo(x) —71(x) 4a2xeg — 12wy 09 + 423 — 219

wobei wir die explizite, aber ldngliche Formel fiir A(x) nicht hingeschrieben haben.
Wahlen wir D als die entsprechende Subniveaumenge, so miissen wir in den
obigen Formeln fiir jeden Punkt x € 0D den +-Ast wéhlen, da dann v in Richtung
wachsender Werte von g und damit nach auflen zeigt. Man kann die Pascalsche
Schnecke {ibrigens durch

cos (t)

c(t) = (14 3cos(t)) <sin (t)) , t €0, 2]

parametrisieren, aber das folgt nicht so einfach aus der Formel fiir g. Wir konnen
aber (mit Additionstheoremen) zeigen, dass g(c(t)) = 0 fiir alle Zeiten ¢ gilt
bzw. dass die Gleichung g(x) = 0 in Polarkoordinaten als r2 = (1 + 3 cos (6))”
geschrieben werden kann, wobei r der Radius und 6 der Winkel ist und ¢ = 6 fiir
die angegebene Parametrisierung gilt.
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3. Die Bernoullische Lemniskate ist der Rand der Subniveaumenge
D = {(z1, z2) : (2} —i—x%)Q — 227 + 223 <0}
und mit der richtigen Vorzeichenwahl ergibt sich
vi(x) +79(x) 3+ 2 — a1
<1/2(x)> (—7'1 (x) (x) T3 Ty 4 T3 + x9

fir jeden Punkt x € 0D, wobei wir den Faktor A(x) wieder nicht angegeben
haben. Auch fiir diese Kurve gibt es bekannte Parametrisierungen, zum Beispiel

- V2 cos ()
1 4sin’ (¢) (cos (t) sin (t)) ’ t €0, 2nl,

die zwar nicht leicht zu finden, aber einfach zu tiberpriifen ist. In Polarkoordinaten
lautet die entsprechende Gleichung iibrigens r* = 2 cos (26).

c(t)

0.0 +2.0 +4.0
X

Abbildung Die Pascalsche Schnecke (links) und die Benoullische Lemniskate (rechts) sowie die
entsprechenden Subniveaumengen.

Vorlesung 08-3 : 21. Dezember‘

Formulierung und Herleitung

Theorem (Sédtze von Gauff und Stokes in 2D) Mit den Notationen und
Voraussetzungen von oben gilt die Gaufk-Formel

K
/ div f(x) dx =) / {f(x), v(x))ds
D k=1 Ck
sowie die Stokes-Formel

[ ot dx - fj [ (560, 7)) s

fiir jedes stetig differenzierbare Vektorfeld f : D — R?. Dabei steht auf der linken Seite
jeweils ein Gebietsintegral und rechts immer Kurvenintegrale der ersten Art.
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Beweisidee FEs gibt einen wichtigen, und erstaunlich einfachen, ersten Teil sowie
einen sehr technischen, und fiir uns nicht ganz so wichtigen, zweiten Teil.

Teil 1: Ist D die Vereinigung endlich vieler Quader, so folgt die Behauptung mit
einem eleganten Ausloschungsargument direkt und ohne grofse Rechnungen aus dem
bereits bekannten Resultat fiir Einzelquader. Das wird gleich im Detail erklart.

Teil 2: Im Allgemeinen approximiert man D durch viele kleine Quader (so wie bei
den Riemann-Summen oder bei der Herleitung der Transformationsformel beschrieben)
und zeigt, dass der Approximationsfehler durch die Feinheit der Quaderapproximation
kontrolliert wird. Die Kombination beider Argumente liefert dann die Behauptung. [

Bemerkungen

1. Man schreibt die rechten Seiten oftmals als

/<f(x), v(x))ds bzw. /<f(x), T(x))ds,
oD

oD

da Kurvenintegrale invariant unter Reparametrisierung sind und daher das
Ergebnis nur von 0D und f, aber nicht von den Details der Parametrisierung
abhéngt. Ohne Parametrisierung kann man die Integrale aber in der Regel nicht
berechnen.

2. Aus dem Integralsatz von Gauft kann der von Stokes hergeleitet werden und
umgekehrt. Wir hatten das in den Hausaufgaben schon fiir Quader gesehen,
aber das Argument mit den um 90° gedrehten Vektorfeldern kann in 2D immer
angewendet werden.

3. Die geometrisch-physikalische Interpretation der Satze von Gauk und Stokes auf
allgemeinen Mengen D ist dieselbe wie fiir Quader (siehe oben). Die 2D-Variante
des Satzes von Stokes wird auch wieder Satz von Green genannt und oftmals
anders geschrieben (siehe nochmal oben).

4. Wir haben das Stokessche Kurvenintegral immer als Kurvenintegral der 1. Art
geschrieben, wobei explizit der positive orientierte Tangentialvektor 7 auftaucht.
In der Literatur wird manchmal ein &dquivalentes Kurvenintegral der 2. Art
angegeben. Wir werden dies weiter unten genauer diskutieren.

Vereinigung endlich vieler Quader Um die wesentliche Argumenten in Beweis
der Satze von Gauft und Stokes herauszuarbeiten, betrachten wir zunéchst den Fall,
dass D selbst ein Quader ist, der aus zwei kleinen Quadern D™ und D® besteht, die
sich in einer vertikalen Kante beriihren. Ein typisches Beispiel ist

D=10,2]x[0,1], DW=][0,1]x][0,1], D@P=11,2]x][0,1].

Wir wissen zwar schon, dass der Satz von Gauf auf D erfiillt ist, wollen ihn hier aber
noch einmal anders ableiten. Der Ausgangspunkt ist die Formel

2
/divf(x) dx = Z / divf(x)dx = Z Z / (f(x), Vg)(x)> ds,
D = pa) 3=t pefurol} )
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wobei wir die Gebietsadditivitit von Integralen sowie den Satz von Gauf auf beiden
Teilquadern benutzt haben (und der Index p immer als ,,unten”, , rechts, ,oben, | links"
zu lesen ist). Insgesamt haben wir das Gebietsintegral von div f tiber D als Summe von
8 Kurvenintegralen dargestellt.

Die wesentliche Beobachtung ist nun, dass der rechte Rand vom Quader D™ gerade
der linke Rand vom Quader D® ist und dass

v (x) = —1? (x)

in jedem Punkt x € 9DWNID? erfiillt ist, der zum Rand von D™ und zum Rand von
D® gehért. Oder anders gesagt: Auf der gemeinsamen Randkante zeigen die duferen
Normalenvektoren der beiden Teilquader in entgegengesetzte Richtungen. Hieraus folgt

/ (f(x), vV (x))ds = — / (f(x), v (x)) ds,

c51) Cl(2)

d.h. von den insgesamt 8 Kurvenintegralen heben sich die zwei gegenseitig auf, die
zur gemeinsamen Kante von D und D® gehéren. Die restlichen 6 Kurvenintegrale
bilden aber zusammen das Gaufssche Kurvenintegral auf dem Gesamtgebiet D, wobei
auf diesen 6 Randstiicken der jeweilige Normalenvektor auf 0D mit den entsprechenden
Vektoren auf 0D bzw. dD® iibereinstimmt. Es gilt also

> / {f(x), v (x))ds = / (f(x), v(x))ds
oD

Jj=1 pe{uvrzovl} (7)
€p

und wir haben damit den Satz von Gaufl auf D aus dem Satz von Gaull auf den
Teilquadern DM und D® hergeleitet.

Abbildung Wird der Satz von Gaufs auf zwei sich in einer Kante beriihrenden Quader (hell- und
dunkelbraun) angewandt, so l6schen sich die Einzelbeitrage zum Kurvenintegral auf der gemeinsamen
Kante gegenseitig aus.

& < & P h]

N R

> » » > » >

a

Abbildung Auch beim Stokesschen Kurvenintegral gibt es Ausloschungseffekte auf gemeinsamen
Quaderkanten.

Beim Satz von Stokes kann man analog argumentieren, da auch

0 (x) = —17 (x)
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auf der gemeinsamen Quaderkante von D) und D® gilt. Alle Schritte (Aufspaltung
in Teilquader, Auswertung der Integralsitze in jedem Teilquader, Ausloschung entlang
von gemeinsamen Kanten, Zusammensetzen von Kurvenintegralen) kénnen auch auf
die Vereinigung von endlich vielen Quadern angewendet werden, und liefern dann einen
Beweis der Séatze von Gauf und Stokes.

> l > l > l » l
Abbildung Ausloschungseffekte implizieren die Giiltigkeit des Satzes von Gauf auf beliebigen

Vereinigungen von zweidimensionalen Quadern, sofern diese sich nur in gemeinsamen Randkanten
iiberlappen. Allgemeinere Gebiete konnen durch Approximationsargumente behandelt werden.

— — — ¢
Y v
A
< > <
< < & <
< —

v

N

A

Y|

N
v
A
A
v
A

Abbildung Der Satz von Stokes kann analog bewiesen werden.

Bemerkung* Wir konnen das Stokessche Kurvenintegral via

t1

/ (£(x), T(x)) ds = / (E(ct)), &(t)) di = / £(x) - dx

to c

auch als Kurvenintegral 2. Art schreiben, sofern (1.) die Menge 0D durch eine einzige
Randkurve ¢ : [to, t1] — R? parametrisiert wird und (2.) die Vektoren ¢(¢) und 7(c(t))
fiir jedes t € [to, t1] in die gleiche (und nicht in die entgegengesetzte) Richtung zeigen.
Unter diesen Voraussetzungen gilt namlich

c(t)=le(t)|7(c(t))  und damit  ¢&(t)dt = 7(c(t)) ds.

Bei der Schreibweise als Kurvenintegral 1. Art gibt es diese Restriktionen nicht, da
dort 7(x) explizit auftaucht.

Flachenberechnung durch Randintegrale In vielen Féllen kann man den Rand
von D durch eine einzelne geschlossene Kurve c : [to, t;] — R? ohne Doppelpunkte
parametrisieren. Dann gilt

wobei das Vorzeichen fiir alle ¢ € [to, t1] gleich ist und davon abhéngt, ob der
Umlaufsinn der Parametrisierung mit 7 {ibereinstimmt oder nicht. Wir kénnen nun
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den Satz von Stokes fiir sehr spezielle Vektorfelder mit konstanter Rotation auswerten.
Zum Beispiel gilt

Vd@D:/Kin)dx:/<<;g>7&»d&:+/xﬂ%@%

C C
t1 t1

_ /qm@®\wﬂa:i/q@@ma,

to to

wobei wir ds = |¢(t)| dt verwendet haben, und analog ergibt sich

vm@»_/ﬁn(gﬂdx_—/@n@ym_¢7@@q@mt

c to

Bei Kurven mit Doppelpunkt kénnen diese Formeln nicht verwendet werden, da dann
das Vorzeichen des Proportionalitétsfaktors zwischen 7(c(¢)) und ¢(t) von ¢ abhéngt
und es ungewollte Ausloschungen zwischen positiven und negativen Beitragen geben
kann.

Beispiel Der Flicheninhalt der Kreisscheibe von Radius o kann auch mit der
Parametrisierung

WMEWD:/Q@Q®&:f/w§@&:Wf

berechnet werden.

rotationssymmetrische Vektorfelder Fiir eine gegebene stetig differenzierbare
Funktion ¢ : (0, co) — R werden durch

w2 100 =o(yatrad) (100) . o)t =o(y/atrat) (122

zwei rotationssymmetrische Vektorfelder auf R? \ {0} definiert. Das Feld RZ ist dabei
ein sogenanntes Zentralfeld, wohingegen beim Drehfeld RD sich die Vektoren entlang
von Kreisen um den Koordinatenursprung drehen. Fiir jeden Kreisring mit Mittel-
punkt x = 0 konnen wir sowohl die Gebiets- als auch die Kurvenintegrale in den
Integralsétzen von Gauf und Stokes explizit berechnen und damit die Bedeutung
der zweidimensionalen Differentialoperatoren div und rot sowie der entsprechenden
Gebiets- und Kurvenintegrale an einfachen Beispielen studieren (siche die Ubungen).
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Vektorfeld RZ Vektorfeld RZ
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Abbildung Das Vektorfeld RZ (grau) ist zwar immer rotationsfrei, aber der Wert von divf(x)
unterliegt keiner solchen universellen Einschrinkung (selbst dann nicht, wenn ¢ positiv und monoton
fallend ist). Insbesondere kann dieses Vektorfeld nur fiir ¢(r) = cr=2 (hier nicht dargestellt) als
Geschwindigkeitsfeld einer idealen Fliissigkeit interpretiert werden, die aus einer Quelle im Ursprung
sprudelt und in einer Ebene ins Unendliche abfliefst. Die roten bzw. blauen Pfeile stellen den dufen
Normalenvektor bzw. den positiv orientierten Tangentialvektor in ausgewdhlten Randpunkten des
braunen Kreisringes dar.

Vektorfeld RD Vektorfeld RD
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Abbildung Links: Das Vektorfeld RD ist immer divergenzfrei, aber diesmal kann rot f(x) im Prinzip
jeden Wert annehmen. Dies gilt selbst dann, ¢ positiv und monoton fallend ist. In diesem Fall dreht
sich das Vektorfeld zwar entgegen dem Uhrzeigersinn um den Ursprung, aber rot f(x) misst eben
nicht diese globale Rotation, sondern quantifiziert die lokale Rotation, d.h. die Verwirbelungseffekte
des Vektorfeldes in der Néhe von x. Stellen wir uns eine kleine Kugel mit Radius 0 < ¢ < 1 und
Mittelpunkt x vor, so beschreibt rot f(x) wie stark und in welcher Orientierung das Vektorfeld diese
kleine Kugel um ihre eigene Achse drehen méochte (Spin). Vollkommen unabhingig davon will das
Vektorfeld den Mittelpunkt der Kugel auch noch verschieben, ndmlich hier entlang einer Kreisbahn
um den Ursprung.

Bemerkung FEin rotationssymmetrisches Vektorfeld kann in zwei Dimensionen als

0= (V) (12) (v 8) ().

geschrieben werden, wobei ¢; und ¢, nur vom Polarradius abhéngen. Der erste bzw.
zweite Summand ist dabei rotationsfrei bzw. divergenenzfrei.

Zwei wichtige singulire Vektorfelder Die Vektorfelder

C “+xq c —T9
fo(x) = —— bow.  fw(x) = ——
o) = (+> A (+)

werden elementares Quellenfeld bzw. elementares Wirbelfeld genannt (jeweils in 2D),
wobei ¢ # 0 eine beliebige reelle Konstante ist. Sie sind auf ganz R? \ {0} sowohl
divergenzfrei als auch rotationsfrei (siehe die Hausaufgaben), aber besitzen jeweils eine
Singuldritdt im Koordinatenursprung x = 0.
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Bemerkung* Fiir eine Kugel B,(0) kénnen wir aufgrund der Singularititen die
Gebietsintegrale in den Sétzen von Gauf und Stokes nicht auswerten. Wir koénnen
aber problemlos die entsprechenden Kurvenintegrale bestimmen und erhalten

/ (fo(x), v(x))ds =2mec, / (fo(x), T(x))ds =0
9B,(0) 9B,(0)

bzw.

/<fw(x),l/(x)>dS:0, /<fw(x),‘r(x)>ds:27rc,

9B,(0) 9B,(0)
wobei das Ergebnis unabhdingig vom Kugelradius o ist. Beachte, dass bei jedem
Vektorfeld, das stetig differenzierbar auf ganz R? ist, hingegen

/ (£(x), v(x))ds = 7 0 div£(0) + O(o*)

9B,(0)

sowie

/ (£(x), T(x)) ds = 7 0’ rot £(0) + O(¢”)
)

0B,(0

gelten wird, wobei diese Formeln mittels einer Taylor-Approximation der Komponenten
von f aus den Integralséitzen abgeleitet werden kénnen. Diese Beispiele illustrieren eine
sehr wichtige Strategie in der Mathematik und den Anwendungswissenschaften: Wir
konnen némlich fq eine distributionelle Divergenz und fy eine distributionelle Rotation
zuweisen, wobei der Wert jeweils 27 ¢ ist. Diese sind im Ursprung konzentriert (in
etwas so, wie Masse in einem Punkt konzentriert sein kann) und kénnen nicht mehr
durch Differentiation, sondern nur durch ein duales Konzept (im konkreten Fall durch
ein Kurvenintegral) berechnet werden. Wir konnen diese beiden Vektorfelder sogar
als ,, Elementarbausteine betrachten, aus denen jedes anderes Vektorfeld durch eine
,2unendliche Uberlagerung® zusammengesetzt werden kann (analog sind Punktmassen
die ,,Bausteine” in der Kontinuumsmechanik).

Ausblick: Man kann sehr gut mit Singularitédten rechnen, aber im Moment iiberteigt
das noch unseren Erkenntnisstand.
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Kapitel 3

Vektoranalysis

’Vorlesung 09-1 : 11. Januar

3.1 mehr liber Kurvenintegrale

Ziel

In diesem Abschnitt wiederholen wir einige Konzepte iiber parametrisierte

Kurven im R™ sowie die entsprechenden Integrale. Wir kénnen eine Kurve oftmals
als den Weg interpretieren, den ein (reales oder gedachtes) Teilchen im R™ zuriicklegt.

Erinnerung

1.

Eine parametrisierte Kurve (bzw. ein Weg) in einer gegebenen Menge D C R™
ist eine stetige Abbildung ¢ : I — D, wobei I ein Intervall ist. Die Elemente von
I bezeichnen wir mit ¢t und werden diese meist als Zeit interpretieren.

. Das Bild von c, also die Menge

im(c) = {c(t) : tel} CD

ist das geometrische Objekt (Kreislinie, Spirale usw.), das von ¢ parametrisiert
wird.

. Ist I kompakt, so schreiben wir I = [t,, t.] und nennen c(¢,) den Anfangspunkt

und c(t.) den Endpunkt. Man sagt auch, die Kurve c¢ verbindet diese beiden
Punkte.

. Die Kurve c heifst geschlossen, falls c(t.) = c(t.) gilt, d.h. falls Anfangs- und

Endpunkt zusammenfallen.

Gilt c(t1) = c(t9) fiir zwei verschiedene Zeiten t1, to mit ¢, < t; < ty < te, SO
sprechen wir von einem Doppelpunkt der Kurve, es sein denn, es gilt t; = t,
und ty = t.. Diese Ausnahme ist sinnvoll, da andernfalls jede geschlossene Kurve
einen Doppelpunkt beséise.

. Ist c stetig differenzierbar in ¢, so heifst
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der (momentane) Tangentialvektor oder Geschwindigkeitsvektor zur Zeit ¢. Die
zweite Ableitung

(1) = <o

wird, falls sie existiert, der (momentane) Beschleunigungsvektor genannt.

- X Qe

Abbildung Vier Beispiele fiir Kurven (bzw. Wege) im R?, wobei die schwarzen Kreise die jeweiligen
Anfangs- und Endpunkte darstellen und d1e Durchlaufrlchtung durch stilisierte Pfeile angedeutet wird.
In einem ausgewahlten Punkt jeder Kurve sind aufserdem die Tangentialgerade und der Tangential-
vektor in gelb und hellgriin gezeichnet. Die rosa Kreise markieren Doppelpunkte.

Bezispiel

1. Die parametrisierte Kurve

h q
ct)=(1—-t)p+rta=(1—1t) [p2| +t | @], tcl0,1]
2! qs

beschreibt ein dreidimensionales Geradenstiick, wobei die reellen Zahlen p; bzw.
g; die Koordinaten des Anfangsunktesp bzw. des Endpunkts q sind.

2. Durch

o0 cos (wt)
c(t)=[ osin(wt) | , teR
ot

wird eine unendliche Spirale parametrisiert, wobei o, w und o reelle Parameter
sind und die Mittellinie der Spirale gerade x3-Achse ist.

Voraussetzung Wir werden im Folgenden immer annehmen, dass c eine stiickweise
stetig differenzierbare Kurve ist, wobei wir akzeptieren, dass der Tangentialvektor ¢ zu
endlich vielen Zeiten (die Knicken oder Ecken entsprechen) doppelt, d.h. als ¢(t — 0)
und ¢(t + 0) im Sinne einseitiger Ableitungen zu berechnen ist. Wir setzen auferdem
voraus, dass die Kurve regulér ist, d.h. dass

e(t) £0

fiir alle ¢ € I gilt. Diese Bedingung schlielst einige Entartungsfille aus.
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Erinnerung

1. Fiir eine skalare Funktion f : D — R wird durch

[ ras = / Flet)) le)] dt

das Kurvenintegral der 1. Art definiert, wobei die formale Substitution

x = c(t), ds = |e(t)| dt

zu Grunde liegt. Im Spezialfall f = 1 erhalten wir mit

L(c) :z/lds:7|é(t)| dt

die Integralformel fiir die Lange einer Kurve.

2. Das Kurvenintegral der 2. Art bezieht sich auf ein Vektorfeld f : D — R™ und
wird durch

te

[ 160 axi= [ (t(eto). etw)ar

ta

eingefiihrt, wobei das Skalarprodukt im R™ auf der linken Seite durch - angedeutet
und auf der rechten Seite als ( , ) geschrieben ist. Formal gilt diesmal

x = c(t), dx = ¢(t) dt

und der Integrand auf der rechten Seite kann alternativ als f(c(t)) - ¢(t)
geschrieben werden.

Abbildung Eine Kurve (griin) mit Anfangs- und Endpunkt (grau). Ein Vektorfeld (schwarz) besitzt
in jedem Punkt einen entsprechenden tangentialen Anteil (dunkelgriin), der entweder in dieselbe oder
die entgegengesetzte Richtung wie der Tangentialvektor an die Kurve (nicht dargestellt) zeigt. Das
Kurvenintegral der 2. Art integriert diese tangentiale Komponente, wobei das Ergebnis invariant unter
Reparametrisierungen der Kurve ist, aber sein Vorzeichen beim Wechsel der Durchlaufrichtung d&ndert.
Beachte, dass es in 2D in jedem Punkt nur eine Normalenrichtung an die Kurve gibt, wohingegen es
in nD fiir jeden Punkt der Kurve einen n — 1-dimensionalen Unterraum des R™ gibt, der senkrecht auf
dem momentanen Tangentialvektor steht.
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Bemerkung

1. Es gilt

und damit symbolisch auch

et — (et SO\
(fte(t). €0t = (F(clt), ot s

d.h. jedes Kurvenintegral der 2. Art ist eigentlich ein spezielles Kurvenintegral
der 1. Art. Beachte auch, dass ¢(t)/ |¢(t)| gerade der normierte Tangentialvektor
und damit der erste Frenet-Vektor der Kurve ist.

2. Bei Kurvenintegralen der 2. Art ist dx als infinitisimaler Vektor zu interpretieren,
wohingegen bei Gebietsintegralen dx = dz; - ... dz, als infinitisimaler Skalar
anzusehen ist.

Interpretation 1* Vektorfelder f konnen oftmals als Kraftfelder interpretiert
werden, wobei f(x) die Kraft beschreibt, die im Punkt x auf ein (reales oder gedachtes)
Teilchen wirkt. In diesem Kontext modelliert eine parametrisierte Kurve ¢ die Bahn
oder den Weg eines Teilchens und das Kurvenintegral 2. Art beschreibt gerade die vom
Kraftfeld entlang der Teilchenbahn verrichtete Arbeit.

Beispiele*

1. In der Mechanik entspricht f(x) zum Beispiel einem Gravitationsfeld (dessen
Details von der betrachteten Masseverteilung abhéngen) und das Kurvenintegral
von f bzgl. c ist gerade die mechanische Arbeit die man leisten muss, um ein
gedachtes Probeteilchen mit Einheitsmasse entlang der Kurve c zu verschieben.
Da Gravitationsfelder in der Regel Gradientenfelder sind (sieche unten), kann die
verrichtete Arbeit mit der Differenz der potentiellen Energie zwischen End- und
Anfangspunkt in Beziehung gebracht werden.

2. Analog kénnen wir mit Hilfe eines Vektorfeldes f die elektrischen Coulomb-Krifte
beschreiben, die von einer statischen Ladungsverteilung im Raum erzeugt werden
und auf ein gedachtes Probeteilchen mit Einheitsladung wirken. In der Elektro-
dynamik sind die Kraftfelder aber dynamisch, d.h. f wird nicht nur von der
Ortsvariablen x, sondern auch noch von der Zeit t abhéngen. Beachte auch,
das magnetische Lorentz-Kréfte anders sind, da sie nicht nur von der Position,
sondern auch von der Geschwindigkeit des Teilchens abhéngen.

Bemerkung* Die Mathematik ignoriert in der Regel alle physikalischen Einheiten,
wobei diese Strategie viele Vorziige, aber auch einige Nachteile mit sich bringt. Wir
wollen zur Vollstandigkeit und fiir den Standardfall die physikalischen Dimensionen
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aller Grofen sowie die entsprechenden SI-Einheiten auflisten:

t,dt Zeit bzw. Sekunde
cj : Lange bzw. Meter
La Met
¢j : Geschwindigkeit = ;256 bzw. ﬁ
M -La Kil - Met
fi : Kraft = L:nge bzw. Newton = rogramm 5 et
Zeit Sekunde
Arbeit Kil - Meter®
<f, é> : Leistung = d .e| bzw. Watt = rogfamm 3e bl
Zeit Sekunde

Das Kurvenintegral ist eine Arbeit = Kraft-Lange mit SI-Einheit Joule = Newton-Meter.

Interpretation 2* Beschreibt f das Geschwindigkeitsfeld einer Stomung (etwa von
Wasser), so quantifiziert das Kurvenintegral wie viel Stromungsmittel entlang der
Kurve flieftt. Insbesondere konnen wir die Zirkulation entlang einer geschlossenen Kurve
auswerten. Bei Kraftfeldern liefert die Zirkulation gerade die Arbeit, die entlang einer
geschlossenen Kurve verrichtet wird.

Bemerkung: Es besteht ein innerer Zusammenhang zwischen den beiden Konzepten
Zirkulation und Rotation, den wir in 2D schon kennengelernt haben: Ist c eine
geschlossene planare Kurve ohne Doppelpunkt, die den Rand einer Menge B im
richtigen Umlaufsinn parametrisiert, so garantiert der Satz von Stokes die Formel

[ 09 ax = [ (160, 70)ds = [ ot ax.

c 0B B

Wir werden unten sehen, dass es einen &hnlicher Zusammenhang auch in drei
Dimensionen gibt.

Beispiel Fiir das elementare Wirbelfeld fyy vom Ende des letzten Kapitels sowie die
natiirliche Parametrisierung der Kreislinie 05,(0) erhalten wir

w-e(n). w0-e(CRE). weo-5 (Y

und damit

27

(fw(c(t)), e(t)) =c, /fw(x) ~dx = /cdt =2mec,

c 0

wobei ¢ eine reelle Konstante ist. Oder anders gesagt: Der Wert des Parameters ¢
gibt gerade an, wie viel Stomungsmittel entlang eines konzentrischen Kreises um
den Ursprung fliekt. Mit mehr Aufwand kénnte man denselben Wert, also wieder
2me, fir jede Kurve berechnen, die genau einmal und entgegen dem Uhrzeigersinn
um den Koordinatenursprung (dort lebt die Singularitét des Vektorfeldes) lduft. Wir
erhalten aber —2m ¢, sofern der Umlaufsinn der Kurve umgekehrt wird. Fiir jede
geschlossene Kurve, die nicht um 0 lauft, verschwindet jedoch das Kurvenintegral nach
dem Stokesschen Integralssatz, denn es gilt rot fyy(x) = 0 in jedem Punkt x # 0.
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Alternative Notationen*

1. Manchmal wird auch der Punkt im Kurvenintegral weggelassen, d.h. man schreibt

/ f(x)dx sttt / f(x) - dx,

C C

aber [ (f(x), dx) wird nur sehr selten benutzt. Fiir geschlossene Kurven findet
sich in der Literatur héufig die Schreibweise

7{ f(x)dx  oder f F(x) - dx.

C Cc

Bemerkung: Die Notationen sind wieder mal nicht einheitlich. Daher ist es um
so wichtiger, dass Sie die Konzepte und Ideen verinnerlichen: Ein Kurvenintegral
der 2. Art integriert zum Beispiel ein Vektorfeld entlang einer Kurve und liefert
eine Zahl (und nicht etwa einen Vektor). Man erkennt ein Kurvenintegral in der
Regel daran, dass das Integrationsgebiet eine eindimensionale Kurve und nicht
(wie beim Gebietsintegral) eine n-dimensionale Menge ist.

2. Manchmal wird das Kurvenintegral der 2. Art auch als

/f(x)- dx = Z:/fj(X) dz;

geschrieben, wobei dies im Sinne der Substitutionen x; = ¢;(t) und dz; = ¢;(¢) dt
zu verstehen ist. Eine dhnliche Notation finden wir auch bei der 2D-Variante des
Satzes von Stokes bzw. dem Satz von Green (siche oben).

Bemerkung: Ein Integral fc fj(x) dz; muss entlang der parametrisierten Kurve
c ausgewertet werden und stellt eigentlich eine Zwischen- oder Mischform von
Integralen dar. Alternativ kann man es als das Integral einer 1-Form betrachten,
aber das zu Grunde liegende Konzept der Differentialformen spielt in dieser
Vorlesung keine Rolle.

Bezispiele
1. Fiir ein affines Vektorfeld f(x) = A -x+v mit v € R und symmetrischer Matrix
A = A" € R™" erhalten wir
t=te

)
t=ta
c

/f(x)~ dx = /b<A.c<t) +v, é(t)) dt = [§<A.c(t), () + (v, c(t)>]

wobei wir den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung bzgl. ¢ sowie die

Formeln
d )
§<v, c(t)) = (v, ¢(t))
und
d

E<A c(t), e(t)) = (A-¢(t), c(t)) + (A-c(t), e(t)) = ((A+ AT) - c(t), ¢(t))

benutzt haben, die man einfach nachrechnen kann.
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2. Fiir Gradientenfelder f(x) = grad ¢)(x) ergibt sich analog

/grad P(x) - dx = /<grad¢(c(t)), c(t)) dt

C

[29

d
= [ Gyuel) de = v(ett)) — v(elt)
ta
Insbesondere héngt in diesem Fall der Wert des Kurvenintegrals nur vom

Anfangs- und vom Endpunkt der Kurve ¢ sowie von 1 ab.

Approximation durch Polygonziige* Jede Kurve ¢ : I — R™ mit kompakten
Parametrisierungsintervall I kann durch einen Polygonzug approximiert werden kann.
Dazu zerlegen wir [ via

ta=tg <1 <...<tg_1 <tg =1,
in K Teilintervalle und definieren durch

tr — 1 t—ti_
k C(tk—l)‘i’#

= — c(t fir t e |tp_1, tx
by — th—1 by — tp—1 (t) et T

Capp(t) :
eine stiickweise affine Kurve c,p,, : I — R, fiir die

C(tk) — C(tk_l)
by — tp—1

éapp(t) = ) te (tkflv tk)

gilt (siehe Bild). Diese Kurve c,p, approximiert ¢, sofern K hinreichend grof und die
Feinheit der Zerlegung — also maxy—q._ g tp — tx_1 — hinreichend klein ist. Sie ist nach
Konstruktion immer stetig, da

Capp(tr—1 + 0) = Capp(tr, — 0) = c(ty)

fiir jedes k = 2...K—1 im Sinne einseitiger Grenzwerte gilt, aber im Allgemeinen nur
stiickweise stetig differenzierbar wegen

éapp(tkfl + 0) 7’é éapp(tk - O) :

Ein Kurvenintegral bzgl. c,p, approximiert das entsprechende Kurvenintegral bzgl. ¢
und kann segmentweise ausgewertet werden. Zum Beispiel gilt

/ f(x)- dx =) / (£ (Capp(t)) s Capp(t)) dt
Capp F=1y s

und wenn wir f(c,pp(t)) durch f(capp(tx)) = £(c(tx)) ersetzten und die so vereinfachten
Integrale (in denen der Integrand nicht mehr von ¢ abhéngt) direkt berechnen, erhalten
wir schlieflich die Naherungsformel

/f(x)- dx ~

C

<f(C(tk)), C(tk) — C(tk_1>> .

R
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Analog kann
/ 0 ds = S Flelt)|e(te) — et 1)

hergeleitet werden. Diese zwei Formeln sind nicht nur aus numerischer Sicht niitzlich,
sondern sie verdeutlichen einmal mehr das Konzept eines Kurvenintegrals. Die
Definitionen der Kurvenintegrale sind namlich nichts anderes als die Grenzwerte dieser
Summenformeln im Limes K — oo (so wie Gebietsintegrale die Grenzwerte von
Riemann-Summen sind).
c(t1)
c(ts)
c(to)

C(tg) C(tg)

Abbildung Approximation einer Kurven ¢ (griin) durch einen Polygonzug c,p, (braun), wobei links
K = 4 und rechts K = 8 gewéhlt wurde. Zu jedem Kurvenintegral bzgl. ¢ gibt es eine einsprechende
Néherungsformeln mit Summen.

Addition und Subtraktion mit Kurven Sind ¢® und ¢® zwei Kurven mit
c(l)(tél)) — c® (t(2)) : tél) — tf)

a

so kénnen wir diese ,,zusammenkleben® (siche Bild). In Formeln beschreiben wir dies
durch die Kurve

(¢ fu t(l) <t < t(l)
(1) (2) C ( ) ur ita” S0 Ule ,
c/Pc t) =

( )( ) { c® (t) fiir t;z) <t< tff) )

wobei wir das Parametrisierungsintervall [tgl), t,(f)] zu Grunde gelegt haben. Beachte,

dass die Bedingung ¢ (t") = c®( g(f)) wirklich eine geometrische Restriktion ist,
wohingegen & =+ immer durch eine sehr einfache Reparametrisierung (bzw. durch
eine Zeitverschiebung) von ¢! oder ¢ sichergestellt werden kann. Oder anders gesagt:
Wir kénnen ¢ @ ¢® immer dann sinnvoll definieren, wenn der Endpunkt von ¢ der
Anfangspunkt von c® ist, wobei man ein beliebiges Parametrisierungsintervall der

Lange ( - tgl)) + (t((f) — tff)) wahlen kann.

Zu einer gegebenen Kurve ¢ konnen wir durch
(©c)(t) :=c(2t, — 1) t € [te, 2t — ta)

ihre Umkehrung ©c einfithren, deren Anfangs- bzw. Endpunkt gerade der End- bzw.
Anfangspunkt von c ist. Beide Kurven besitzen dieselbe Bildmenge, aber einen anderen
Durchlaufsinn.

Sind ¢® und ¢® zwei Kurven mit identischen Endpunkten ¢ (t{) = ¢@ (), so
startet die Kurve

im Punkt c(M) (tgl)), lduft so wie ¢ zum gemeinsamen Endpunkt, um anschliefend sich
riickwiirts entlang von ¢® zum Punkt ¢® (£2)) zu bewegen (siche Bild). Insbesondere
ist ¢ © ¢ immer ein geschlossener Weg, wobei jeder Punkt aus im (c) genau zweimal,

namlich einmal auf dem Hinweg und einmal auf dem Riickweg, passiert wird.
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Abbildung Die Addition (links) und die Subtraktion (rechts) von jeweils zwei Kurven sowie
die ,,Umkehrung” einer Kurve (Mitte). Der jeweilige Durchlaufsinn wird durch die farbigen Pfeile
angegeben.

Beispiel Die planare Kurve

cos (t)

c:(sin(t)) : tel0,2n]

durchlauft die Einheitskreislinie genau einmal in mathematisch positiver Richtung, also
entgegen dem Uhrzeigersinn, wohingegen ©c dasselbe, aber im Uhrzeigersinn tut. Die
Kurven ¢ @ ¢ bzw. ¢ @ ¢ & c¢ laufen auch im Uhrzeigersinn, aber passieren dabei jeden
Punkt der Kreislinie zwei- bzw. dreimal.

Rechenregeln fiir Kurvenintegrale der 2. Art Unsere Definitionen implizieren
die folgenden Aussagen:

1. (Linearitét bzgl. f) /Kaf@d%wiﬁxﬂ~dX:cy/f@Q-dx+da/f@Q-dx
2. (Additivitdt bzgl. der Kurve) / f(x) - dx = /f(x) - dx + /f(x) - dx

c(1)$c(2) c(l) c<2)

3. (Subtraktivitéit bzgl. der Kurve) / f(x)- dx = / f(x)- dx— / f(x)- dx

C(l)@C(Q) c(l) c(2)

Bemerkung

1. Ein Spezialfall der dritten Formel ist

/f(x)-dx:—/f(x)-dx

oc c

und physikalisch ist das sehr einleuchtend: Ist W die mechanische Arbeit, um
ein Teilchen entlang einer Kurve von ihrem Anfangspunkt zu ihrem Endpunkt
zu bewegen, so muss die Arbeit —W verrichtet werden, um das Teilchen auf der
Kurve zuriickzubewegen.

2. Die ersten beiden Eigenschaften gelten analog fiir Kurvenintegrale der 1. Art. Bei
der &-Operatation andert sich aber nicht das Vorzeichen, d.h. es gilt

/ £(x) ds — / £(x) ds

oc c
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Dies liegt daran, dass sich bei einer Umkehrung des Durchlaufsinns zwar die
Richtung der Tangentialvektoren ¢, aber nicht ihre Norm &ndert. Etwas genauer:
Mit & = &c ergibt sich ¢(t) = —¢&(2t. —t) und ‘6(25)‘ = |¢(2t, —t)| aus der
obigen Definition von ©c¢ nach Differentiation bzgl. t.

’Vorlesung 09-2 : 13. Januar‘

Theorem (Invarianz bei Reparametrisierung) Seienc:/ — Dundé: [ — D
zwei Kurven, so dass die Gleichungen

¢(t) = c(n(?)) und c(t) = 6(B(t))

fiir alle t € I und ¢ €~I~ sowie zwel bijektive, monoton wachsende und zueinander
imverse Funktionen h : I — [ und h : I — I erfiillt sind. Dann gilt

/f(x)ds=/f(x)ds bzw. /f(x)- dxz/f(x)- dx

(¢ Cc

fiir jedes f: D — R bzw. f : D — R™.

Beweis Wir beweisen nur die zweite Formel; die Herleitung der ersten erfolgt analog.
Nach Voraussetzung und Kettenregel gilt

-\ dh

((e) =f(cr®).  H =T 0H) G0

und die Transformationsformel fiir 1D-Integrale liefert

[0 dx=?<f(é<a), $<ﬂ>df=f<f(c(h<f>)), ) )0

:j<%qﬂ»%%ﬂ%ﬂ:/ﬂ@-w

wobei die Details der Substitution durch
t=h(@®), t=h@E), t=h(), dt=T(0)af
beschrieben sind.

Bemerkung

1. Die Kurve ¢ ist eine Reparametrisierung von c¢ und umgekehrt, wobei die

jeweiligen Parameterwechsel durch die Funktionen h bzw. h vermittelt werden.
Da diese invers zueinander sind, gilt stets ¢ = h(h(t)) bzw. t = h(h(t)).

2. Das monotone Wachstum von h und A ist wichtig, da aus t, < t. bei monoton
fallenden Reparametrisierungen , = h(t,) > t. = h(t,) wird, d.h. ein Wechsel im
Durchlaufsinn stattfindet. Bei Kurvenintegralen der 2. Art &ndert sich dadurch
das Vorzeichen, wohingegen Kurvenintegrale der 1. Art (zum Beispiel die Lénge
der Kurve) unveréndert bleiben.
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3. Reparametrisierungen der Bauart t = t — t, mit festem ¢, entsprechen einer
Zeitverschiebung, wohingegen ¢ = ot mit Konstante ¢ > 0 eine uniforme
Beschleunigung (oder Entschleunigung) der Zeit beschreibt. Alternativ kann man
diese Parameterwechsel als Wahl einer Referenzzeit bzw. einer anderen Zeiteinheit
interpretieren.

4. Es gibt viele sinnvolle und wichtige Reparametrisierungen, bei denen ¢, aber nicht
t als Zeit interpretiert werden kann. In diesem Fall benutzt man an Stelle von
und ¢ gerne andere Notationen und schreibt meist " statt " fiir die Ableitung nach
dem Kurvenparameter. Ein prominentes Beispiel ist die Reparametrisierung einer
Kurve nach ihrer Bogenlénge (siehe Kapitel 1), bei der ¢ durch den Parameter s
ersetzt wird, fiir den ds = |¢(t)]dt gilt.

3.2 Grundlagen der Potentialtheorie

Ziel Gradientenfelder spielen in vielen Anwendungsbereichen eine wichtige Rolle. In
diesem Abschnitt untersuchen wir, unter welchen Umsténden ein gegebenes Vektorfeld
der Gradient einer skalaren Funktion ist oder nicht. Wir setzen dabei immer voraus,
dass D C R™ zusammenhéingend ist und dass f : D — R" stetig ist.

Erinnerung Fine Menge D C R" heift zusammenhéngend, falls es zu je zwei
Punkten eine verbindende Kurve gibt. Salopp kann man auch sagen: Eine Menge
ist genau dann zusammenhédngend, wenn sie nicht in zwei oder mehrere, voneinander
getrennte, Teile zerfillt.

Gradientenfelder und Potentiale

Theorem (Hauptsatz iiber Kurvenintegrale) Unter den Voraussetzungen an
D und f sind die folgenden drei Aussagen paarweise dquivalent:

1. Das Vektorfeld f ist zirkulationsfrei, d.h. es gilt

/f(x)-dx:o

[

fiir jede geschlossene Kurve c in D.

2. Das Kurvenintegral bzgl. f ist wegunabhéngig, d.h. es gilt

/f(x)~ dx—/f(x)~ dx

C(1> 0(2)

fiir je zwei Wege ¢V und ¢® in D, die denselben Anfangspunkt mit demselben
Endpunkt verbinden.

3. Das Vektorfeld f ist ein Gradientenfeld, d.h. es existiert eine stetig differenzierbare
Funktion v : D — R, so dass

f(x) = grad ¢ (x)

fiir alle x € D gilt. Dabei wird ¢/ das Potential von f genannt.
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Beweis Wir weisen die Auivalenzen (1.) < (2.) und (2.) < (3.) nach, wobei jede in
Form von zwei Implikationen etabliert wird. Die Giiltigkeit von (1.) < (3.) ist dann
automatisch sichergestellt.

(1.) = (2.) und (2.) = (1.): Zwei gegebene Kurven ¢ und c¢® mit identischem
Anfangs- und Endpunkt kénnen via ¢ := ¢ © ¢® zu einer geschlossenen Kurve
vereint werden (siehe Bild). Unter Verwendung von (1.) erhalten wir dann

O:/f(x)-dx:/f(x)-dx—/f(x)-dx

Cc c(l) c<2)

und damit (2.) nach Umstellung der Terme. Umgekehrt kann jede geschlossene Kurve
c als ¢ = ¢ © ¢® geschrieben werden und unsere Formel zeigt deshalb, dass (2.) aus
(1.) folgt.

(3.) = (2.): Wir hatten schon oben gesehen, dass die Existenz von 1 die Formel

/ grad ¢ (x) - dx = @D(c(k) (tgk))> — @b(c(k) (tak))>
c®
fiir K =1 und k£ = 2 und damit auch die Wegunabhéngigkeit impliziert.

(2.) = (3.): Dies ist der anspruchsvollste Teil des gesamten Beweises, aber die zu
Grunde liegenden Ideen sind eigentlich sehr naheliegend (siche wieder das Bild) und
spiegeln wichtige physikalische und geometrische Prinzipien wider. Wir fixieren einen
beliebigen Punkt &, € D, wéhlen fiir jeden anderen Punkt £ € D eine Kurve c¢_g, die
&, mit & verbindet, und setzen

0(€) = [ 0 ax.

Es wird sehr viele solcher Kurven geben, die von &, nach £ fithren, aber die Bedingung
(2.) garantiert, dass (&) trotzdem wohldefiniert ist, eben weil jede Kurve denselben
Wert fiir das Integral liefert. Ist ¢ € D ein weiterer Punkt und sind cg_¢ bzw. c¢ ¢
eine beliebige Verbindungskurve von &, nach & bzw. von ¢ nach £ (siehe das Bild), so
implizieren (2.) sowie die Rechenregeln fiir Kurvenintegrale die Formel

w@)= [ 109 dx= [ 160 dxt [ 60 ax=v(Q) + [ 00 ax.
Ce, cDce e C¢, ¢ cee cee

da auch die Kurve c¢ ¢ @ c¢¢ die Punkte £, mit £ miteinander verbindet. Liegen die
Punkte £ und ¢ nahe beieinander, so konnen wir annehmen, dass f sich auf c¢¢ nur
wenig dndert. Insbesondere gilt dann f(x) ~ (&) entlang dieser Kurve und wir erhalten
die Naherungsformel

/f<x>' dx = /f(g)- dx+ O(I€ — ¢P) = (8(€). € — &) + O(IE — ¢P) .

wobei wir das approximative Kurvenintegral mit dem (aus Sicht von x) konstanten
Vektorfeld explizit berechnet haben. Insgesamt ergibt sich

P(€) — () = (£(§). €= ¢)+ Ol - ¢P)

und wir schliefen, dass ¢ im Punkt £ in der Tat differenzierbar mit grad (&) = f(&)
ist. Da & beliebig war, konnen wir am Ende & durch x ersetzen und haben damit (3.)
aus (2.) abgeleitet. O
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CcMoe®

—

) \!

-

Abbildung Der Beweis des Hauptsatzes in Bildern, wobei links bzw. rechts die Schritte (1) < (2)
bzw. (2) = (3) illustriert sind.

Bemerkung

1. Das Potential ¢ ist nicht eindeutig, sondern nur bis auf eine Konstante bestimmt.
Oder anders gesagt: Sind ¢ und ¢) zwei Potentiale von x, so gilt 1)(x) = 1)(x) +d
fiir alle x € D mit einer Konstanten d € R, die nicht von x abhéngt. Physikalisch
meint dies, dass man das Potential in einem frei wiahlbaren Punkt Null setzen
darf (die sogenannte Erdung in der Elektrostatik). Die (harmlose) Mehrdeutigkeit
erkennen wir auch im letzten Beweisschritt, da dort der Punkt &, beliebig gewahlt
wurde und (€,) = 0 fiir das konstruierte Potential gilt.

2. Der Hauptsatz kann als eine von vielen moglichen Verallgemeinerung des
eindimensionalen Hauptsatzes der Differential- und Integralrechung verstanden
werden. Andere Verallgemeinerungen sind die Integralsitze von Gaufs und Stokes.

3. Ist D nicht zusammenhéngend, so kann der Hauptsatz auf jeder Zusammenhangs-
komponente, d.h. auf jedem der separierten Teile, von D angewendet werden.
Zwei Potentiale zu f werden sich dann aber nicht mehr nur durch eine globale
Konstante unterscheiden, sondern auf jeder Komponente kann es eine andere
Konstante geben.

4. Achtung: In der Physik wird iiblicherweise eine andere Vorzeichenkonvention
getroffen. Die Gleichung

f(x) = +grad ¢ (x)
wird dort meist als

£(x) = — grad 6(x)

geschrieben, das heifst das physikalische Potential

ist aus mathematischer Sicht eigentlich das negative Potential und umgekehrt.

Bemerkung: Ahnliche Abweichungen in der Vorzeichenwahl gibt es bei der
mathematischen und der physikalischen Entropie, der physikalischen und der
technischen Stromrichtung sowie bei der Fourier-Transformation.

5. Der Hauptsatz iiber Kurvenintegrale ist von fundamentaler Bedeutung (auch in
den Anwendungswissenschaften), da er unter allen Vektorfeldern die Klasse der
Gradientenfelder identifiziert. Mit ihm kann man zum Beispiel sehr leicht zeigen,
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dass fiir ein gegebenes Vektorfeld kein Potential existiert, denn man muss ja
nur eine geschlossene Kurve angeben, fiir die das entsprechende Kurvenintegral
nicht verschwindet. Will man allerdings zeigen, dass ein gegebenes Vektorfeld
tatsdchlich Gradientenfeld ist, so ist der Hauptsatz eher ungeeignet, da man zum
Beispiel alle denkbaren geschlossenen Kurven betrachten muss. Wir werden unten
auf diesen Aspekt zuriickkommen.

Bezispiele

1. Fiir jedes v € R" besitzt das entsprechende konstante Vektorfeld ein lineares
Potential, wobei dann

f(x)=v, P(x) = (x, V)
fiir alle x € R™ gilt.
2. Analog gilt
f(x)=A-x, Y(x) =1(A-x, x)
fiir jedes lineare Vektorfeld mit symmetrischer Matrix A = AT € R,

3. Das dreidimensionale Vektorfeld
2 T+ X9 ZT3
f(x) = T T3
1 T2

ist ein Gradientenfeld auf D = R3, denn wir kénnen durch scharfes Hinsehen das
Potential

P(x) = x% + 112923

ablesen. Alternativ konnen wir es auch durch Kurvenintegrale berechnen. Mit
den Notationen des Beweises wahlen wir zum Beispiel

0 t&
E,=0=1{(0], ce ¢(t)= | t& mit ¢ € [0, 1],
0 t&s

d.h. wir verbinden den Ursprung &, mit jedem Punkt £ durch ein Geradenstiick.
Durch diese Wahl sind die Integrale relativ einfach zu berechnen und wir erhalten
via

b [2t6 F 12 & Es &1
wo = [t ax= [([ Pae | (&)
2 & & &3

C¢, 8 0
1

:/(253754‘3515253752)&

0

=& [tﬂ ::) + &1 683 [tg} Z(l) =G4+666

das gleiche Ergebnis fiir ¢, sofern wir am Ende x statt & schreiben.
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4. Wir konnen fiir jedes n > 2 und das Zentralfeld
f(x) =c x|’ x, x#0

leicht nachrechnen (mit 0,, [x| = z;/ |x|), dass durch

C

2
— m ’X|p+

b(x)

ein entsprechendes Potential auf R™ \ {0} definiert wird, wobei ¢ eine reelle
Konstante und p # —2 ein gegebener Exponent ist. Insbesondere gilt

/ fx) - dx = = ( [e(te)[77 = [e(ta)["*)

C

fiir jede Kurve ¢, die nicht durch 0 lauft (dort besitzt das Vektorfeld fiir p < —2
eine Singularitat). Fir p = —2 lautet die entsprechende Formel jedoch

Y(x)=cln([x]),

und mit n = 2 erhalten wir gerade das elementare Quellenfeld fq in 2D, das wir
am Ende des letzten Kapitels eingefiihrt hatten.

Wichtiger Spezialfall: Mit n = 3, p = =3, ¢ = —m ¢, ergibt sich fiir

X
f(X) = —m Cg@

via

_ng

P(x) = —1h(x) =

|

gerade das physikalische Gravitationspotential einer im Ursprung konzentrierten
Punktmasse, wobei m die Masse und ¢, die universelle Gravitationskonstante
ist. Mit einer anderen Wahl der Konstanten erhalten wir das dreidimensionale
elektrische Feld, dass von einer Punktladung erzeugt wird.

Gegenbeispiel Das elementare Wirbelfeld fy (siche oben) besitzt kein Potential auf
R?\ {0}, eben weil es geschlossene Kurven mit nicht verschwindendem Kurvenintegral
gibt. Zum Beispiel Kreislinien mit Mittelpunkt O.

Bemerkung: Auf jeder einfach zusammenhdingenden Teilmenge D C R*\{0} kénnen
wir aber immer ein lokales Potential einfiihren, eben weil wir in einer solchen Menge
nicht um den Punkt x = 0 herumlaufen kénnen. Wir werden diesen Aspekt in der
Vorlesung Funktionentheorie genauer studieren.

Integrabilitatsbedingungen

Ziel Wir untersuchen nun, ob und wie man einem Vektorfeld direkt ansehen kann,
ob es ein Gradientenfeld ist. Wir setzen dabei immer voraus, dass f : D — R" nicht
nur stetig, sondern sogar stetig differenzierbar ist.
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Notwendige Bedingungen Gilt f = grad, d.h. f; = 0,,%, so impliziert der Satz
von Schwarz die Bedingung

Or; fi(%) = O, f5(%)

fir alle x € D und alle 7,57 = 1..n mit ¢« # j. Oder anders gesagt: f kann nur
dann ein Gradientenfeld sein, wenn die Jacobi-Matrix Jf(x) € R"™™ in jedem Punkt
symmetrisch ist. Die Frage ist nun, ob auch die Umkehrung gilt.

Bemerkung Fiir n = 2 gilt offensichtlich

JEX) = ()T & rotf(x) =0,
und fiir n = 3 verifizieren wir analog

Jf(x) = (Jf(x))" & rotf(x) =0.

Die Rotation von f misst also gerade die Asymmetrie der (2,2)-Matrix Jf(x) und wir
sehen, dass nur rotationsfreie Vektorfelder auch Gradientenfelder sein konnen.

Beispiel und Gegenbeispiel Wir betrachten fiir n = 2 nochmal das elementare
Quellenfeld fg sowie das elementare Wirbelfeld fiy vom Ende des letzten Kapitels auf
der Menge D = R?\ {0} und wiihlen die Konstante ¢ = 1. Die entsprechenden Jacobi-
Matrizen berechnen sich zu

Jig(x) = — (T
(22 +22)? \ miz2  2f— 23
bzw.
hw(x) = — (T2 aE
(22 + 22)? \@3 — i +T1 Ty

und sind offensichtlich symmetrisch. Beide Vektorfelder sind also rotationsfrei (sie sind
auferdem auch divergenzfrei, aber das interessiert uns im Moment nicht) und erfiillen
damit die notwendigen Bedingungen in jedem Punkt x # 0 (fiir x = 0 sind die Terme
nicht definiert). Wir hatten aber schon oben gesehen, dass das Quellenfeld ein Potential

besitzt, namlich
q(x) =1In (\/x% + x%) ,

aber dass Wirbelfeld fy, kein Gradientenfeld sein kann, da das Kurvenintegral entlang
einer beliebigen Kreislinie mit Mittelpunkt O nicht verschwindet. Die notwendigen
Bedingungen kénnen also nicht hinreichend sein.

Bemerkung: Es existieren zwei Probleme bei fiy: Zum einen gibt es die Singularitat
bei 0, aber dieses Loch im Definitionsbereich D existiert es auch bei fg. Das zweite
Problem ist, dass das Drehfeld fiy um dieses Loch rotiert, wohingegen fq dies nicht
tut, sondern als Zentralfeld von diesem Loch weg zeigt.
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Einfach zusammenhingende Mengen Zusammenhingende Mengen kénnen sehr
unterschiedliche Eigenschaften haben und man unterteilt bzw. klassifiziert sie nach
der Anzahl ihrer wesentlichen Ldécher, wobei eine Menge ohne wesentliches Loch
einfach zusammenhéngend genannt wird. Ob ein Loch als wesentlich oder unwesentlich
anzusehen ist, hangt allerdings ganz entscheidend von der Struktur des Loches sowie
der Dimension n ab.

In zwei Dimensionen sind alle Locher wesentlich und die Mathematik kennt die
folgenden drei Charakterisierungen, die paarweise dquivalent sind und jeweils die
Existenz von Lochern ausschliefsen:

1. (Komplementdrmenge) Die Menge R™ \ D ist zusammenhéngend.

2. (Nullhomologie) Die Windungszahl jeder geschlossenen Kurve ¢ in D bzgl. eines
auferen Punktes x, ¢ D ist Null. Siehe dazu die Vorlesung Funktionentheorie.

3. (Nullhomotopie) Jede geschlossene Kurve ¢ in D kann innerhalb von D solange
stetig deformiert werden, bis sie auf einen Punkt zusammengeschrumpft ist.

In drei oder mehr Dimensionen wird es uniibersichtlicher, da es nun auch unwesentliche
Locher geben kann und die obigen Bedingungen nicht mehr dquivalent sind. Fiir n > 3
ist eine Menge D C R" genau dann einfach zusammenhéngend, wenn sie die dritte
Eigenschaft besitzt. Die ersten beiden Kriterien diirfen nicht mehr verwendet werden.

©®® © o

Abbildung Links: Zwei Beispiele fiir eine einfach zuammenhiingende Menge D C R? (griin), wobei
die vier farbigen Kurven jeweils eine Nullhomotopie der orangen Kurve illustrieren. Rechts: Zwei
Beispiele fiir eine nicht einfach zuammenhingende Menge D C R?(rot, mit einem bzw. zwei Lochern),
wobei jede der blauen Kurven innerhalb von D nicht auf einen Punkt zusammengezogen werden kann.
Auferdem verschwindet ihre Windungszahl nicht, sofern diese bzgl. des blau markierten Punktes
ausgewertet wird.

Bemerkungen

1. Bei der Nullhomotopie sind nur Deformationen innerhalb von D erlaubt und
Windungszahlen kénnen nur fiir n = 2 sinnvoll definiert werden.

2. Konvexe Mengen sind immer einfach zusammenhéngend. Dabei wird D C R”
konvex genannt, wenn die Implikation

xeD, xeD, tel0,1] = (1-t)x+txeD

gilt, d.h. wenn zu je zwei Punkten aus D auch die entsprechende Verbindungs-
strecke ganz zu D gehort. Der Ganzraum R™ ist immer konvex und damit auch
einfach zusammenhéngend (fiir jedes n).

3. In 2D sind insbesondere auch Einpunktliocher wesentlich, d.h. die punktierte Ebene
R?\ {0} ist zum Beispiel nicht einfach zusammenhéngend. Solche Einpunktlécher
sind oftmals mit Singularitdten von Vektorfeldern verbunden.
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4. Singularitdten in 3D sind zwar immer noch mit Einpunktlécher verbunden, aber
diese sind nicht mehr wesentlich und kénnen nicht den einfachen Zusammenhang
einer Menge zerstoren. Insbesondere ist der punktierte Raum R?\ {0} einfach
zusammenhingend. Dasselbe gilt fiir R® \ B,(0), d.h. wenn das Loch nicht nur
aus einem Punkt, sondern aus einer ganzen Kugel besteht. Die Mengen

R\ {(z1, 2o, 23) : 27 + 25 =1, 23 =0}, R*\ {(21, 29, 73) : 71 = 29 = 0}

sind jedoch beide nicht einfach zusammenhéangend, d.h. Loécher in Form einer
Kreislinie oder einer Geraden sind in 3D wesentlich.

Hinweis: Im Rahmen dieser Vorlesung miissen Sie nur fiir n = 2 (aber nicht
fir n > 3) entscheiden konnen, ob eine vorgelegte Menge D C R™ einfach
zusammenhéangend ist oder nicht.

Theorem (Integrabilitdtsbedingungen fiir Vektorfelder in nD) Ist D C R"
einfach zusammenhéngend und f : D — R” stetig differenzierbar, so ist f genau dann
Gradientenfeld, wenn Jf(x) fiir jedes x € D eine symmetrische Matrix ist.

Beweis Den allgemeinen Beweis wollen wir an dieser Stelle nicht fithren, aber fiir
n = 2 konnen wir die Behauptung aus dem Satz von Stokes ableiten. Dies wird gleich
genauer erklart. O

Bemerkung

1. Auf einfach zusammenhéngenden Mengen sind also die notwendigen Bedingungen
von oben auch hinreichend fiir die Existenz eines Potentials zu einem gegebenen

Vektorfeld f.

2. Die notwendigen Bedingungen, d.h die Symmetrieforderung an die Jacobi-
Matrix, nennt man aus historischen Griinden die Integrabilititsbedingungen an
das Vektorfeld f. Sie sind in der Regel leicht auszuwerten, da nur Ableitungen
berechnet werden miissen.

3. Will man das Potential ¢/ zu einem gegebenen Vektorfeld f berechnen, so kann
man — wie im Beweis des Hauptsatzes beschrieben — Kurvenintegrale benutzen. In
der Praxis versucht man jedoch meist, eine entsprechende partielle Differential-
gleichung zu losen (siehe den Ausblick unten). In konkreten Féllen kénnen wir
Y auch direkt durch mehrere eindimensionale Integrationsschritte ableiten (siehe
das néchste Beispiel).

Spezialfall n = 2 Sei D C R? einfach zusammenhingend und sei f : D — R
rotationsfrei. Sei auflerdem c eine beliebige geschlossene Kurve in D, wobei wir der
Einfachheit halber annehmen, dass ¢ den Rand einer Menge B C D parametrisiert
und keine Doppelpunkte aufweist. Dann gilt

/f(x) cdx = i/(f(x), T(x))ds = i/rot f(x)dx =0
c 0B B

nach Auswertung des Integralsatzes von Stokes fiir B, wobei 7 der positiv orientierte
Tangentialvektor auf 9B ist. Die Existenz eines Potentials kann nun mit dem Hauptsatz
iiber Kurvenintegrale begriindet werden.
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Beispiel Wir wollen untersuchen, fiir welche Werte des Parameters p € R das
dreidimensionale Vektorfeld

sin (x3) + pexp (x2)
f(x) = x3 exp (x2)
exp (z2) + x1 cos (x3)
ein Gradientenfeld auf der einfach zusammenhingenden Menge D = R? ist. Dazu

priifen wir die Integrabilitdtsbedingungen, indem wir die Rotation von f auswerten
(siche oben). Einfache Rechnungen liefern

Oy (exp (w2) + 1 08 (3)) — Oy (23 €xp (72))
rot f(x) = [ 0y, (sin (z3) + pexp (22)) — Oy, (exp (z2) + z1 cos (z3))
Oy (3 exp (22)) — Oy, (sin (23) + pexp (22))
0
= 0
—pexp (2)
und wir folgern, dass nur im Fall p = 0 ein Potential ¢ fiir f existiert. Fiir dieses Beispiel
wollen wir mit p = 0 eine entsprechende Formel direkt, d.h. ohne Benutzung von
Kurvenintegralen, ableiten. Durch Auswertung der ersten Gleichung 0,,1(x) = f1(x)

und Anwendung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechung — bzgl. der
Variablen x; und bei festgehaltenen xo, x5 — schlieffen wir, dass

¥(x) = x1 sin (z3) + a(xe, x3)

gelten muss, wobei (9, x3) eine Integrationskonstante ist, die von xs und z3 abhéngen
darf. Die zweite Gleichung 0,,%(x) = f2(x) kann nun als

O, (g, x3) = x3 €xp (x3)
geschrieben werden und liefert
oz, 3) = 23 exp (2) + B(x3) , Y(x) = x1 sin (x3) + 23 exp (72) + B(x3)

mit einer Integrationskonstanten 3(x3). Aufgrund der verbleibenden dritten Gleichung
O0r3¥(x) = f3(x) erhalten wir

a$25(x2) =0

und insgesamt

(x) =z sin (z3) + x5 exp (x2) + 7,

wobei die finale Integrationskonstante v nicht von xy, x5 oder x3 abhéngt.

Ausblick: Poisson-Gleichung fiir Potentiale* Die Gleichung grad ¢ (x) = f(x)
impliziert

Ay (x) = div grad ¢(x) = div f(x)

wobei A = 92 + ...+ 92 der Laplace-Operator ist und die rechte Seite aus f
berechnet werden kann. Diese partielle Differentialgleichung kodiert das sogenannte
Poisson-Problem und kann benutzt werden, um das Potential ¢ aus f zu berechnen,
wobei dann noch geeignete Randbedingungen an v auf 9D gestellt werden miissen.
Diese Umformulierung ist vor allem aus numerischer Sicht niitzlich, da die Differential-
gleichung sehr effektiv auf dem Computer gelost werden kann.
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Ausblick: Helmholz-Zerlegung von Vektorfelder* Man kann — zumindest in
2D und 3D — jedes Vektorfeld f : D — R" via

£(x) = £ (x) + fr (%)

in einen divergenzfreien Anteil fp und einen rotationsfreien Anteil fg zerlegen, wobei auf
einer einfach zusammenhéngenden Menge D der rotationsfreie Anteil auch als Gradient
eines Potentials geschrieben werden kann. Diese Zerlegung ist im Allgemeinen nicht
eindeutig, aber sehr wichtig in der Hydro- und Elektrodynamik.
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’Vorlesung 10-1 : 18. Januar

3.3 Frenet-Theorie und Geometrie von Kurven

Ziel Wir wiederholen das Konzept Reparametrisierung von Kurven und stellen
auferdem die Grundlagen der sogenannten Frenet-Theorie zusammen.

Planare Kurven

Setting Wir betrachten in diesem Abschnitt parametrisierte Kurven ¢ : I — R2
die mindestens zweimal stetig differenzierbar sind. Insbesondere wollen wir diesmal
keine Kurven zulassen, die nur stiickweise stetig differenzierbar sind und deshalb Ecken
aufweisen. Die meisten Konzepte konnen aber auf solche Félle verallgemeinert werden.

Erinnerung

1. Eine Kurve ¢ : I — R? wird Reparametrisierung von ¢ : I — R? genannt, wenn

es monoton wachsende und bijektive Funktion h : I — I gibt, sodass
¢(t)=c(t) mit t=h(?)

fiir alle t € I gilt. Insbesondere gilt immer auch ¢ = h(t), wobei h : I — I die
Umkehrfunktion zu h ist.

2. Fiir jede Kurve c : [t,, ts] — R? gibt es eine ausgezeichnete Parametrisierung,
namlich die nach dem Bogenldngenparameter. Dieser wird iiblicherweise mit s
(und nicht mit #) bezeichnet und durch

eingefiihrt, sodass symbolisch ds = /¢(t)dt gilt. Die Bogenldngenfunktion [
beschreibt, wie s von t abhangt, und bildet das Intervall I in das Intervall
J = [0, L(c)] ab, wobei L(c) = I(t.) die Lénge der Kurve bezeichnet. Das
Intervall J bzw. die Funktion [ iibernehmen damit die Rolle von I bzw. h = h™L,
Die Umkehrfunktion (' : J — I gibt an, wie der Kurvenparameter ¢ vom
Bogenlédngenparameter s abhingt, und entspricht der Funktion hA. Wir schreiben

auch d(s) statt ¢(t).

Bezispiele
1. Die Kurve
_ [t—sin(t)
o(t) = (1 — oS (t))
wird Zykloide genannt und beschreibt, dass ein Kreis auf einer Geraden abgerollt
wird (siche WIKIPEDIA). Betrachten wir ¢ iiber dem Parametrisierungsintervall
I = [0, 7], so iiberlegt man sich leicht, dass sowohl 1 = ¢;(t) als auch xo = co()
monoton von der Zeit ¢ abhdngen und die Kurve daher auch nach x; oder x,

parametrisiert werden kann. Aufserdem kann man die Kurve auch durch ihre
Bogenlange parametrisieren.
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(a) Die Méglichkeit der Parametrisierung nach x5 wird mit der allgemeinen bzw.
abstrakten Notation durch

&(i) = <arccos (1—1?— \/21?—{2> 7 Fei- 0, 2]

t
und
h(t) = arccos (1 — 1), h(t) =1 —cos (1)
beschrieben, denn dann gilt ja zy = &(f) = ¢, d.h. der neue Parameter

t ist gerade die zo-Komponente entlang der Kurve. In den Anwendungs-
wissenschaften wiirde man dies eher als

xp = arccos (1 — x3) + /229 — 23

schreiben, wobei dann die Formeln

t = arccos (1 — z3), 2y —t=—/1—cos?(t) = /1 — (1 — )

zu Grunde liegen. Beachte, dass diese Parametrisierung nur fiir t € I, aber
zum Beispiel nicht fiir t € R verwendet werden kann. Denn im Allgemeinen
gibt es fiir jeden Wert von x5 € [0, 2] mehrere Zeiten t mit xo = co(t).

s gibt keine einfache Formel fiir die Parametrisierung nach x;, eben wei

b) Es gibt kei infache Fi 1 fiir die P trisi h b il
man die Gleichung z; = ¢ — sin (¢) nicht explizit nach ¢ auflésen kann. Es
ist aber niitzlich zu wissen, dass es eine solche Parametrisierung im Prinzip
gibt.

(c) Die Bogenlidngenparametrisierung kann in diesem Beispiel explizit berechnet
werden. Wegen sin (%t) > 0 fiir ¢t € I und mit

() = [e(t)] = /2 =2 cos (t) = /4 sin® (3 t) = 2 sin (1 ¢)

ergibt sich

t

s = 1(t) = /ede _ /tQSin(%T) dr = 4 — dcos (1)

0

bzw.

t=1""(s) =2 arccos (1 — ).

Dabei ist 7!, die Umkehrfunktion von I, auf dem Intervall
J = [1(0), {(m)] = [0, 4]

definiert, da 4 gerade die Linge der Kurve ¢ : I — R? ist. Durch Einsetzen
und Ausnutzen von Additionstheoremen erhalten wir

e = (P (139) — (1= DVES =)

8—§S

)
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als Bogenldngenparametrisierung des betrachteten Zykloidenastes, wobei
|d'(s)| = |-Ld(s)| =1.

nach Konstruktion sichergestellt ist bzw. mithilfe direkter Rechnungen
verifiziert werden kann. Insbesondere gilt

sofern s und ¢ durch s = [(¢t) bzw. t = [7!(s) gekoppelt sind. Oder
anders gesagt: Die parametrisierten Kurven ¢ und d beschreiben jeweils
dieselbe geometrische Punktmenge, nédmlich im (c) = im(d), nur einmal
durch den Parameter ¢ und das andere Mal mittels des Bogenldngen-
parameters s. Beachte auch, dass die Bogenldngenparametrisierung der
Zykloide auf grofseren Intervallen existiert, aber fiir ¢ > 7 miissen die
Formeln entsprechend angepasst werden, da dann nur /() = 2 ‘Sin (l t)‘

2
gilt.

2. Die Neilsche Parabel wird durch

c(t) = (ﬁi) ,  t>0

definiert, wobei wir I = [0, co) als das Parametrisierungsintervall betrachten
wollen und

¢(t) = <2t> , L) =e@)| =tvVa+9e?

32

durch einfache Rechnungen finden. Um das entsprechende Bogenldngenintegral

l(t):/tﬁ(f)dT:/tT\/de.

0

auszuwerten, substituieren wir
o=44+972, do =187 dr

und erhalten

4492
y o=1+98 (44 9t2)3/2 _

l(t):% / \/Eda:2—17[03/2} = 8.

o=4 27

Dies ist gerade die Formel fiir den Bogenldngenparameter
s=1(t)

und einfache Rechnungen liefern die Umkehrformel

2/3
t:ll(s):\/(278+8) —4

9
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fir s € J = [0, o). Durch Einsetzen ergibt sich

2/3

(275 +8) 4
9
s (<273+8>2/34>3/2
9

fiir die Bogenldngenparametrisierung der Neilschen Parabel. Insbesondere gilt
wieder ¢(t) = d(s) mit s = I(t) bzw. ¢t = h(s) sowie |d'(s)| =1 fiir alle s € J.

20 +4.0

0.0 0.

2 0 2 4 -8.0 0.0 +8.0
X,

Abbildung Die Zykloide (links) und die Neilsche Parabel (rechts), wobei der in den Beispielen
gerechnete Ast jeweils schwarz dargestellt ist und beide Male in ¢(0) = 0 beginnt. Beachte, dass im
rechten Bild die xz2-Achse waagerecht liegt.

Bemerkung

1. Die Bogenldngenparametrisierung kann oftmals nicht in geschlossener Form

angegeben werden (weil entweder das Integral fiir [(¢) nicht explizit berechnet
oder die entstehende Funktion nicht explizit invertiert werden kann). Es ist
aber ausgesprochen wichtig, dass es immer eine solche Parametrisierung gibt.
Viele mathematische Theoreme iiber Kurven werden oftmals nur unter der
Annahme einer Bogenléngenparametrisierung formuliert bzw. bewiesen, da dann
viele Argumente deutlich einfacher werden.

. Wir haben die Formeln fiir den Bogenldngenparameter s nur fiir Kurven mit

ausgezeichnetem Anfangspunkt eingefithrt. Man kann ein analoges Konzept
fiir unendliche Kurven einfithren, muss dann aber einen Referenzwert ¢, bzw.
einen Referenzpunkt c(¢.) auswéhlen und auferdem mit negativen Bogenldngen
arbeiten. Bei der Zykloide und der Neilschen Parabel kénnen wir zum Beispiel
t. = 0 mit c(t,) = 0 wihlen und jeden Punkt c(t) mit ¢ < 0 eindeutig durch
Angabe einer negativen Bogenldnge charakterisieren.

Ganz allgemein spricht man von einer Bogenldngenparametrisierung, wenn die
Ableitung nach dem Kurvenparameter immer die Lénge 1 besitzt. Gilt also zum
Beispiel }c(t)| =1 fiir alle ¢ € I, so ist c in diesem Sinne bereits nach Bogenlange
parametrisiert, denn es gilt ds = dt und damit s = ¢ + ¢ fiir eine geeignete
Konstante c.

Im praktischen Leben besteht die Kunst darin, eine moglichst natiirliche oder
einfache Parametrisierung zu wéhlen, die fiir das jeweilige Problem am besten
geeignet ist.
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Kurven in der Ebene

Frenetsches Zweibein Fiir jede requlire Kurve c : I — R? gilt

sodass wir fiir jeden Parameterwert ¢ € I den Frenetschen Tangentialvektor by (¢) sowie
den Frenetschen Normalenvektor by(¢) durch

L (4é(t) 1 [—cy(t)
bi(t)=— | ,. bo(t) = — [ .
=75 (+c2<t> - RO =75 e
definiert konnen. Insbesondere stehen diese zwei Vektoren immer senkrecht aufeinander,

besitzen jeweils die Linge 1 und beschreiben eine orthonormale Basis des R?, die entlang
der parametrisierten Kurve ¢ mitbewegt wird (sieche Bild).

Alternative Notation In der Literatur finden sich oftmals andere Schreibweisen.
Zum Beispiel wird by (¢) auch mit t(¢) und by (¢) mit n(¢) bezeichnet. Wie immer gilt:
Nicht die Notation ist wichtig, sondern das zu Grunde liegende Konzept.

Bemerkung

1. Wir hatten im Abschnitt iiber die Integralsidtze ein leicht anderes Konzept
von normierten Tangential- und Normalenvektoren eingefiithrt. Diese sind auf
dem Rand OD einer Menge D C R? definiert, wobei der normierte Normalen-
vektor v(x) in jedem Punkt x € 0D nach aufen zeigt und der normierte
Tangentialvektor 7(x) dazu positiv orientiert ist. Beide Konzepte haben sehr
viel miteinander zu tun. Insbesondere gilt

T(c(t)) = £bi(t),  w(c(t)) = Fba(t),

sofern ¢ den Rand der Menge D parametrisiert. Ein erster wichtiger Unterschied
ist aber, dass by(f) und by(¢) allein mit Hilfe der parametrisierten Kurve und
ohne Bezug auf D eingefiihrt werden. Insbesondere macht die Unterscheidung
zwischen innen und auflen aus Sicht der Kurve keinen Sinn, d.h. allein durch
Betrachtung von c¢ kénnen wir nicht entscheiden, ob wir in den obigen Formeln
nun jeweils + oder — wahlen miissen. Ein zweiter wichtiger Unterschied betrifft
die Verallgemeinerung auf hohere Dimensionen (siche unten).

2. Singulére (bzw. entartete) Kurvenpunkte mit ¢(¢) = 0 sind aus Sicht der Frenet-
Theorie problematisch, da dort das Zweibein nicht eindeutig definiert werden
kann.

Kriimmung und Kriimmungskreis FEine wichtige Rolle in der Theorie planarer
Kurven spielt die skalare und vorzeichenbehaftete Kriimmung

et a(t) — at) i)
w(t) = )

Diese beschreibt fiir jedes t € I, wie stark sich gerade das Frenetsche Zweibein dreht.
Dabei meint ein negatives bzw. positives Vorzeichen, dass sich das Zweibein mit bzw.

Michael Herrmann: Analysis 3 [(cc Version vom 8. Februar 2023



170 3. Vektoranalysis

entgegen dem Uhrzeigersinn dreht. Man kann dies auch mit Hilfe der sogenannten
Kriimmungskreise beschreiben. Fiir jeden Punkt c(¢) mit x(¢) # 0 sind durch

der entsprechende Radius o(t) sowie der entsprechende Mittelpunkt m(t) gegeben,
wobei sich der Kriimmungskreis im Punkt c(¢) an die Kurve anschmiegt (siche Bild).
Fiir x(¢) = 0 fallt der Kriimmungskreis mit der Tangentialgerade zusammen, die man
als Kreis mit Radius oo um einen unendlich fernen Mittelpunkt interpretieren kann.
Zu einer gegebenen Kurve ¢ wird durch m eine weitere Kurve definiert, die man die
Evolute von ¢ nennt (siche Hausaufgaben).

Abbildung Planare Kurve mit Frenetschem Zweibein (griin und braun) und Kriimmungskreisen
(rot), wobei der Wert von « in den grauen bzw. schwarzen Kurvensegmenten negativ bzw. positiv ist.
Die Mittelpunkte aller Kriitmmungskreise bilden zusammen die Evolute.

Frenet-Serret-Gleichungen Das Zweibein einer reguldren planaren Kurve geniigt
den Differentialgleichungen von Frenet-Serret, d.h. es gilt

by(t) = +0(t) k(t) ba(t),  by(t) = —L(t) K(t) by(t)

fiir alle ¢ € I. Wir konnen die Giiltigkeit dieser Formeln einfach nachrechnen und sie
aukerdem benutzen, um Kurven mit vorgegebener Kriimmung als Losung geeigneter
Anfangswertprobleme zu konstruieren.

Bezispiele

1. Durch
o(t) = (Q cos (w t))

o0 sin (wt)

wird die Kreislinie mit vorgeschriebenem Radius p parametrisiert, wobei die
Winkelgeschwindigkeit w negativ oder positiv sein kann (mit oder entgegen
dem Uhrzeigersinn). Durch einfache Rechnungen (und wegen w/vw? = sgn(w))
erhalten wir

byt = s (T E0) L b =sente (2 S0

+ cos (w — sin (wt)
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sowie

w(t) = Sg“g(“’) . o)=o. m()=o0.

Insbesondere ist in diesem Beispiel die Kriimmung konstant mit Betrag 1/o (aber
das Vorzeichen hiangt vom Umlaufsinn ab) und der Kriimmungskreis fallt immer
mit dem Bild der parametrisierten Kurve zusammen. Die Evolute ist also eine
konstante Kurve und damit entartet.

Bemerkung: Die Formel beschreibt genau dann eine Parametrisierung nach
Bogenlénge, wenn |¢(t)| = 1 fiir alle ¢ gilt, d.h. im Fall von w = £1/p.

2. Fiir die Neilsche Parabel (siche oben) mit ¢t > 0 erhalten wir nach einfachen
Rechnungen

1 +2t 1 3t
o= L (), b ()
t(4+92)7 \+31° t(4+9¢2)"2 \+2¢

sowie

0 6 t) (tQ) LAt 9t <—3t2) <—t2 - g#)
t(4+9e2)" t° 6 +2t st+4t

Beachte, dass einige Formeln im Limes ¢ N\, 0 singuldr werden. Das liegt daran,
dass ¢(0) wegen ¢(0) = 0 ein Entartungspunkt der Frenet-Theorie ist.

4 .

-

Abbildung Frenetsches Zweibein b; (griin) und by (braun) auf einer Kreislinie, wobei die linke bzw.
rechte Abbildung einer positiven bzw. negativen Kriimmung entspricht, d.h. einem Umlauf entgegen
bzw. mit dem Uhrzeigersinn. Beachte, dass hier der Kriimmungskreis nicht vom Kurvenparameter ¢
abhingt und mit der Kreislinie zusammenfallt.

H-

2.0

X2

0.0

20 0.0 +2.0
X1

Abbildung Die Evolute (blau) der Neilschen Parabel (schwarz), wobei fiir drei Werte von ¢ die
Punkte m(¢) (rot) und c(t) (griin) sowie der entsprechende Kriimmungskreis dargestellt sind.
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Theorem* (Kurvenintegral der Kriimmung) Sei ¢ : [t,, t.] — R? eine stetig
differenzierbare, regulidre und geschlossene Kurve ohne Doppelpunkt. Dann gilt

/IidSZiZﬂ',

C

wobei das Vorzeichen negativ bzw. positiv zu wéhlen ist, sofern die Kurve mit oder
entgegen dem Uhrzeigersinn durchlaufen wird.

Beweis* Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass die
Kurve nach Bogenlidnge parametrisiert ist, d.h. dass £(t) = |¢(¢)] = 1 fiir alle ¢. In
diesem Fall gibt es eine Winkelfunktion 6 : [t,, t.] — R, sodass

o (+cos (6(1)) Lo —sin (6(t))
&) = (+ sim(8()) ) EO TOO L cos (o(1))
und die Annahmen an die Geometrie der Kurve implizieren, dass 6 entweder monoton

wachsend mit 6(t.) = 0(t,) + 27 oder monoton fallend mit 6(t.) = (t.) — 27 ist. Durch
einfache Rechnungen zeigen wir

und erhalten via
te te
/mds _ /m(t)|é(t)‘ dt = /é(t) dt = 0(t.) — 0(t,)
c ta ta

das gewiinschte Ergebnis. O

0(“’2) 03 02

6(ts)

c(t1) 05

Abbildung Links: Die Kriimmung  einer stetig differenzierbaren planaren Kurve kann auch als
infinitisimale Anderung des Tangentialwinkels 6 entlang der Kurve interpretiert werden und muss sich
daher bei einer geschlossenen Kurve ohne Doppelpunkt zu +27 integrieren. Bei Kurven mit einem
oder mehreren Doppelpunkten wird man immer ein ganzzahliges Vielfaches von 27 erhalten, ndmlich
die sogenannte Umlaufzahl der Kurve. Rechts: Ein analoges Resultat fiir polygonale Kurven ohne
Doppelpunkt besagt, dass sich die Winkelspriinge 6; in den Eckpunkten immer zu £27 addieren (und
zwar unabhéngig von der Anzahl der Ecken).

Raumkurven

Setting Wir betrachten nun parametrisierte Kurven mit n = 3, d.h. Abbildungen
c : I — R3. Wir wollen dabei voraussetzen, dass ¢ dreimal stetig differenzierbar ist
und dass auferdem ¢(t) und ¢(t) fiir jedes ¢ € I linear unabhéngig sind. Dies impliziert
insbesondere ¢(t) # 0 fiir alle ¢ € I und damit die Regularitét der Kurve.
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Bemerkung Die Formeln und Resultate bzgl. der Ldnge, der Bogenlinge und von
Reparametrisierungen gelten ganz analog zum Fall n = 2 bzw. n > 3. Wir diskutieren
im Folgenden die speziellen geometrischen Eigenschaften, die sich aus n = 3 ergeben.

Frenetsches Dreibein und Frenet-Serret-Gleichungen Zu jeder Raumkurve
gibt es ein Dreibein — das als eine entlang der Kurve mitbewegte orthonormale Basis
des R? interpretiert werden kann — sowie im Allgemeinen zwei skalare Kriimmungs-
grofsen. Es existieren mehrere sinnvolle Varianten von Dreibeinen und auch verschiedene
Moglichkeiten, diese zu definieren bzw. einzufiihren. Wir beschréanken uns hier auf das
Frenetsche Dreibein und starten diesmal mit der entsprechenden Differentialgleichung:
Fiir jedes t € I gibt zwei Teilriimmungen x;(t) und ko(t) sowie drei Vektoren by (t),
ba(t) und bs(t), sodass die 3D-Variante der Gleichungen von Frenet-Serret, d.h. die
Formeln

by(t) = +U(t) k1 (t) ba(t)
by(t) = —L(t) k1(t) bi(t) +U(t) K2(t) bs(t)
bs(t) = —(t) K2 (t) ba(t)

erfiillt sind, wobei wieder £(t) = |¢(t)| gilt und b, (t) = <Lb;(t) die zeitliche Anderung
von bj(t) beschreibt.

Bezeichnung und alternative Notation Die drei Vektoren by(t) bzw. by(?)
bzw. bs(t) werden Frenetscher Tangentialvektor bzw. Hauptnormalenvektor bzw.
Binormalenvektor genannt und in der Literatur auch mit t(¢) bzw. h(t) bzw. b(?)
bezeichnet. Die Frenetschen Teilkriimmungen x1(t) bzw. ro(t) werden dann als x(t)
bzw. 7(t) geschrieben und Kriimmung bzw. Torsion oder Windung genannt.

Bemerkungen
1. Es gilt stets
(bi(t), bj(t)) = o5,

wobei §;; das Kronecker-Delta ist und < , > das Skalarprodukt im R? bezeichnet.
Oder anders gesagt: Das Frenetsche Dreibein liefert wirklich fiir jedes t € I eine
orthonormale Basis des R3.

2. Es gilt auch stets
bs(t) = by(t) x ba(t), by (t) = ba(t) x bs(t), bo(t) = bs(t) x by (t)

sowie

| | |
det bl(t) bg(t) bg(t) :1,

wobei x das Kreuzprodukt im R? bezeichnet und die Determinantengleichung in
jedem Punkt sicherstellt, dass das Frenetsche Dreibein positiv orientiert ist und
dass die Rechte-Hand-Regel im Sinne von

by (t) = ,,Daumen® by(t) =, Zeigefinger* bs(t) =, Mittelfinger

erfillt ist.
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3. Der erste Frenet-Vektor by (¢) ist immer proportional zum Geschwindigkeitsvektor
¢(t), der zweite Frenet-Vektor bs(t) kann als Linearkombination von ¢(¢) und &(¢)
dargestellt werden.

4. Analog zu den Kriimmungskreisen kann man in 3D Kriimmungskugeln einfiihren,
aber die entsprechenden Formeln spielen in dieser Vorlesung keine Rolle.

Xq

X2

X3

Abbildung Links: Frenetsches Dreibein in einem Punkt einer Raumkurve (schwarz, Teil einer
Schraubenlinie), wobei by (t) bzw. ba(t) bzw. bs(t) durch den griinen bzw. braunen bzw. orangen
Pfeil repréasentiert ist. Rechts: Die Normal- bzw. Streck- bzw. Schmiegebene, jeweils in der Farbe des
senkrechten Vektors dargestellt, wobei die Ebenen im betrachteten Punkt achsenparallel liegen. Mitte:
Projektionen der Raumkurve in die drei Ebenen.

Lokale Ebenen Man kann mit Hilfe des Dreibeins zu jedem Punkt ¢(¢) in natiirlicher
Weise die folgenden affinen Ebenen einfiihren:

Ebene aufgespannt durch — senkrecht zu
Schmiegebene by (1), ba(t) bs(t)
Normalebene by (t), bs(t) b, (1)
Streckebene bs(t), by (t) bo(t)

Zum Beispiel besitzt die Schmiegebene im Kurvenpunkt c(t) die Punkt-Richtungs-
darstellung

X = C(t) + )\1 bl(t) + )\2 bg(t) s

wobei A\; und A, die freien Parameter sind. Die entsprechende Tangentialgerade besitzt
die Parameterdarstellung

x = c(t) + Aby(t)

und liegt sowohl in der Schmieg- als auch in der Streckebene.

Beispiele
1. Die Kurve
0 cos (wt)
c(t)= | osin(wt)
nwt
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3.3. Frenet-Theorie und Geometrie von Kurven 175

beschreibt eine Schraubenlinie oder Helix mit Radius o > 0, Ganghohe n € R
und Winkelgeschwindigkeit w, die hier jetzt positiv sein soll. Fiir diese wichtige
Kurve impliziert das nachfolgende Theorem die Formeln

—o sin (wt)
by (t) = _ +0 cos (wt)
Vo +n? 0
— cos (wt)
bo(t) = | — sin(wt) |,
0
1 +n sin (wt)
bs(t) = —=— | —" cos (wt)
o+ 0
sowie
0 Ui
fi(t) = —— . kot) = ——— |
1(t) 0% + 12 2(t) 0% + 12

d.h. es handelt sich um eine Kurve mit konstanter Krimmung und konstanter
Torsion.

Bemerkung: Es gilt ((t) = |¢(t)] = Vw?\/0? +n?, d.h. die Schraubenlinie ist
genau dann nach Bogenlénge parametrisiert, wenn w = 1/4/0% + n? gilt.

2. Eine affine Kurve der Bauart

D1 U1
c(t) = |p2| +t| v
b3 U3

ist nicht von der dreidimensionalen Frenet-Theorie abgedeckt, eben weil die zwei
Vektoren

0
ety =[w|, ew=]|0
V3 0

nicht linear unabhéngig sind. Dies ist auf den ersten Blick tiberraschend, aber
kann wie folgt verstanden werden: In diesem Fall ist zwar klar, was by () sein soll,
aber by(t) und bs(t) kénnen — da sich eine affine Raumkurve iiberhaupt nicht
kriilmmt — nicht eindeutig festgelegt werden, sondern es gibt viele Moglichkeiten
ein mitbewegtes Dreibein einzufiihren.

3. Eine Raumkurve mit c3(t) = 0 ist eigentlich eine planare Kurve in der (x;, x2)-
Ebene. In diesem Fall gilt

y blﬁg(t) == b273(t) = 0

X
[\
—~
~+~
~—
Il
=)
o
w
—~
~+~
~—
Il
— O O

sowie

by(t) = +0(t) k1 (t) ba(t),  ba(t) = —L(t) k1 (t) by(t),
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wobei b; 3 die x3-Komponente von b; meint. Oder anders gesagt: Die Vektoren
bi(t) und bo(t) liegen immer in der (x1, x2) Ebene und beschreiben gerade
das Zweibein an die planare Kurve, wobei x; die Rolle der ebenen Kriimmung
iibernimmt.

X1 X1

X2 X2

Abbildung Zwei Schraubenlinien (schwarz) aus dem Beispiel mit einem kleinen (links) bzw. grofsen
Wert (rechts) von 7, die auf demselben Kreiszylinder (rot) mit Radius p liegen. Beachte, dass die
x3-Achse im Bild waagerecht liegt.

Bemerkung

1. Die Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen impliziert, dass jede Kurve
mit konstanter Kriimmung und konstanter Torsion eine (im Allgemeinen gedrehte
und verschobene) Schraubenlinie ist, wobei dann ¢ und 7 nach Umstellung mit
den obigen Formeln aus x; und ko berechnet werden konnen.

2. Fiir eine allgemeine Raumkurve c¢ liefern r;(¢) und x2(¢) den Radius und die
Ganghohe einer Schraubenlinie, die sich lokal, d.h. in der Ndhe von c(t), an die
Kurve anschmiegt.

3. Der Hauptsatz tiber Raumkurven besagt ganz allgemein, dass eine Raumkurve
bis auf Drehungen und Verschiebungen eindeutig durch ihre Kriimmung und ihre
Torsion, d.h. durch x; und ko festgelegt ist. Dies ergibt sich wieder als direkte
Konsequenz der Differentialgleichungen von Frenet-Serret.

Theorem (vollstindiger Formelsatz fiir die Frenet-Grofien in 3D)  Es gilt

0= 2L b= bl b bl = o

sowie

d.h. fiir jedes t € I miissen die ersten drei Ableitungen von c, zwei Kreuzprodukte,
eine Determinante sowie zwei Normen berechnet werden.

Beweis Durch lingere Rechnungen kénnen wir zeigen, dass die Formeln aus der
Behauptung wirklich den Differentialgleichungen von Frenet-Serret geniigen, wobei man
ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen darf, dass die Kurve nach Bogenlénge
parametrisiert ist (dann sind die Rechnungen zwar immer noch lang, aber doch deutlich
einfacher als im allgemeinen Fall). Alternativ kann man sie auch aus geometrischen
Uberlegungen ableiten, siche zum Beispiel [ABHKLS, Seite 960ff]. O
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Bemerkung In 3D ist k;(t) immer positiv, wohingegen es keine Einschriankung
an das Vorzeichen von ko(t) gibt. Analog kann in 2D die Groke s jedes Vorzeichen
annehmen.

’Vorlesung 10-2 : 20. Januar

3.4 Grundlagen der Flachentheorie

Vorbemerkung Wir wollen in diesem Abschnitt Fldchen im dreidimensionalen Raum
beschreiben, wobei es viele Analogien zur Theorie der Kurven gibt. Salopp kénnen
wir sagen: Kurven kénnen durch einen Parameter, Flachen jedoch durch zwei reelle
Parameter beschrieben werden. In diesem Sinne sind Kurven bzw. Flachen ein- bzw.
zwetdimensional, da sie ein bzw. zwei innere Freiheitsgrade aufweisen.

Definition Eine stetig differenzierbare Abbildung p : D — R? mit D C R? wird
parametrisierte Flache (oder auch parametrisiertes Flachenstiick) genannt, wobei wir
im Folgenden die Elemente aus D mit u bezeichnen und x = p(u) schreiben. Die Fléche
wird regular genannt, wenn die 3D-Vektoren

ampl (u) au2pl (u)
au1p<u) = aU1p2(u) ) au2p<u) = aqu2(u)
Duyp3(n) Ouyp3(u)

fiir jedes u € D linear unabhéngig sind.

A x =p(u)
e |\ 2

Abbildung FEine parametrisierte Fliche ist eine Abbildung p, die eine flache Teilmenge D C R?
(grau) auf eine gekrimmte Teilmenge F C R? (braun) abbildet. Die blauen bzw. orangen Linien
reprasentieren die Kurven u; = const bzw. us = const und liefern in D bzw. F' das sogenannte
Parameter-Netz bzgl. u (siehe dazu weiter unten).

Begriffsbildung
1. Die Punktmenge
F=1im(p) = {p(u) rue D}

ist gerade das Bild von p und entspricht dem, was wir landlaufig eine Fliche
nennen. Man sagt auch, p sei eine Parametrisierung von F, und nennt F
manchmal auch unparametrisierte Flache.

2. Die Komponenten u; und uy von u werden Parameter oder auch (krummlinige)
Koordinaten auf F' genannt. Die Idee ist, dass man jeden Raumpunkt x € F
durch die Angabe der entsprechenden Werte von u; und us beschreiben kann.
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3. In der Mathematik werden sowohl p als auch F héufig einfach Fliche (oder

Flachenstiick) genannt, wobei in aller Regel aus dem Kontext klar wird, ob
gerade eine Abbildung oder eine Punktmenge — bzw. eine Parametrisierung oder
ihr Bild — gemeint ist. Eine dhnliche Ambivalenz hatten wir schon bei Kurven
kennengelernt.

Hinweis Auch in diesem Abschnitt miissen Sie unbedingt versuchen, die abstrakten
Formeln mit Threr geometrischen Anschauung in Einklang zu bringen. Dann wird auch
klar, dass alles gar nicht so kompliziert ist, wie es auf den ersten Blick aussieht.

Beispiele

1. Fiir jedes feste o > 0 wird durch

0 cos (uq)
p(u) = | osin(uy) | , ucD=R?
Uz

eine regulire parametrisierte Fliche beschrieben, denn fiir jedes u € R? sind die
Vektoren

—o sin (uy)
aulp(u) = | +o cos (ul) ) au2p(u) =
0

_ O O

offensichtlich linear unabhéngig. Es gilt
F:{XGR3 : x%+x§=Q2}a

d.h. es handelt sich um eine Parametrisierung eines unendlichen Kreiszylinders
mit Radius o, dessen Mittellinie gerade die z3-Achse ist. Beachte, dass p nicht
injektiv ist, denn wegen p(uq, ug) = p(uy + 27, uz) wird jeder Punkt in F
mehrmals erreicht. Im Fall von

D =10, 27) x [0, ]

ergibt sich jedoch die bijektive Parametrisierung eines endlichen Kreiszylinders
mit Hohe 7.

Bemerkung: In der Praxis wird man meist die Flachenparameter fiir F' anders
bezeichnen und zum Beispiel 6 bzw. h statt u; bzw. us schreiben.

Die Sphéare mit Radius ¢ und Mittelpunkt O kann durch

0 cos (uy) cos (us)
p(u) = | o sin(uy) cos (ug) | , ucD =R
0 sin (us)

parametrisiert werden, wobei u; und us gerade die Euler-Winkel sind. Diese
entsprechen den Lingen- und Breitengraden in der Nautik bzw. Geodésie. Es gibt
viele weitere Parametrisierungen der Sphére (zum Beispiel in der Kartographie),
von denen wir einige noch kennenlernen werden.
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3. Die Formeln

uy cos (uz)

p(u) = | wi sin(ug) | , uy € [0, o, ug € [0, 7
Uz

liefern eine Parametrisierung des Helikoiden bzw. einer Wendelfldche.

4. Eine weiteres Standardbeispiel ist die parametrisierte Flache

cos (u1) (02 + 01 cos (uz))
p(u) = | sin(u) (02 + E)l ()zos (u2)) | , uecD=R?
01 SN (U9

die fiir 0 < 07 < 0o einen Torus beschreibt.

Abbildung Die vier Fliachen aus den Beispielen. Die obere bzw. untere Zeile entspricht einem Blick
von oben vorn bzw. links unten.

Bemerkung

1. Wir haben zunéchst nicht vorausgesetzt, dass die Abbildung p injektiv ist,
werden dies aber spéter, vor allem bei der Berechnung von Flichenintegralen,
zusitzlich forden.

2. Regularitat einer Flache meint, dass die Jacobi-Matrix

! |
Jp(u) = [ 9, p(u) O,p(u) | € RG?

fir jedes u € D den Rang 2 besitzt. Dies impliziert insbesondere 9,,p(u) # 0
sowie d,,p(u) # 0.

3. Annahme: Wir werden in dieser Vorlesung immer reguldre Flichen studieren
und keine Entartungspunkte zulassen. Auflerdem haben wir der Einfachheit
halber zunéchst auch Abbildungen p ausgeschlossen, die nur stiickweise stetig
differenzierbar sind. Solche Abbildungen sind aber in den Anwendungen durchaus
wichtig, zum Beispiel um die Randkanten von Quadern richtig zu beschreiben.
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4. Verallgemeinerung*: Eine stetig differenzierbare Abbildung p : U € R™ — R"
wird parametrisierte m-dimensionale Mannigfaltigkeit im R™ genannt. Kurven
bzw. Flachen sind also ein- bzw. zweidimensionale Mannigfaltigkeiten. In der
Allgemeinen Relativitdtstheorie studiert man zum Beispiel vierdimensionale
Mannigfaltigkeiten (die gekriimmte Raumzeit).

Tangentialvektoren und Tangentialebene Fiir jeden Punkt x, = p(u,) € F
wird der zweidimensionale Vektorraum

T F = {)\1 Ou, P(Wi) + A2 0, p(y) 0 Ap, Ao € R} = Span{aulp(u*), 8qu(u*)}

der lineare Tangentialraum an F' im Punkt x, genannt und seine Elemente werden
als Tangentialvektoren bezeichnet. Es gibt dariiberhinaus den affinen Tangentialraum
FEy F, der durch die Bedingung

x € By F & X — X, €T F

charakterisiert ist. Oder anders gesagt: Der affine Tangentialraum entsteht, wenn
der lineare Tangentialraum in den Punkt x, verschoben wird. Er wird auch die
Tangentialebene an F' in x, genannt.

Geometrische Interpretation: Ey F ist gerade die Ebene im R?, die sich im Punkt x,
an F' anschmiegt (siehe Bild).

Blick von oben vorne ) Blick von oben links Blick von oben hinten

X1 X3 X1

Abbildung Links: Der affine Tangentialraum (griin) in einem Punkt (grau) einer Flache (braun)
sowie zwei Tangentialvektoren (griin) und ein Normalenvektor (rot). Die drei Bilder entsprechen dabei
verschiedenen Blickrichtungen.

Flichennormalenvektor In jedem Punkt x, = p(u.) € F existieren immer zwei
Kandidaten fiir einen normierten Normalenvektor v(x.), sodass stets

Ty F = {x eR® : (x, v(x.)) = 0}, |V(X*)| =1
gilt. Man kann diese Vektoren mit Hilfe einer Parametrisierung durch

Ouy p(u*) X 8U2p(u*)

v(p(u.)) =+ [0, p(u,) X Oyyp(11.)

berechnen, wobei x das Kreuzprodukt im R3 ist.
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Bezispiele

1. Fiir die bereits oben angegebene Parametrisierung der Sphére mit Radius ¢ und

Mittelpunkt 0 ergeben sich fiir jeden Punkt

oS (U 1) €OS (Uy2)
Fex,=p(u) =p | sin(us1) cos (usz)

sin (. 2)
die Formeln
— sin (1) cos (U 2) — 08 (U 1) Sin (us2)
Ou,P(uy) = 0 | +c08 (1) cos (usa) |, OupP(U) =0 | —sin (uy1) sin (uy2)
0 + 08 (Us2)

Man sieht nun leicht, dass diese beiden tangentialen Basisvektoren nicht nur linear
unabhéngig sind, sondern auch senkrecht auf x, stehen. Insbesondere kann

v(x.) =x./ |x.|

gewahlt werden, wobei wir dies alternativ auch mit Hilfe des Kreuzproduktes
hatten ausrechnen kénnen. Damit ergibt sich

TX*F = {X < R3 . <X, X*> = O},
d.h. bei einer Sphére mit Mittelpunkt O besteht der lineare Tangentialraum aus

allen Vektoren x, die senkrecht auf x, stehen. Fiir den affinen Tangentialraum
erhalten wir schlieRlich

Ey F = {X eR?: <x—x*, X*> = O}.

. Fiir den Helikoiden berechnen wir mit Hilfe der oben angegeben Parametrisierung
fiir jedes u € D die Tangentialvektoren

+ cos (ug) —uy sin (ug)
Oy, p(u) = | +sin (ug) | , Ou,p(u) = | +uq cos (ug)
0 1
und wegen
4+ sin (Ug)
au1p(u) X auzp(u) = | —cos (u2>
Uy
erhalten wir
+ sin (usg)

+1

v(p(u)) = \/ﬁ — cos (uz)

In diesem Beispiel kénnen wir die Formeln nicht weiter vereinfachen.
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Bemerkung

1. Bei Ty, F handelt sich immer um einen linearen Unterraum des R3, der wegen der
Regularitatsforderung die Dimension 2 besitzt und von 9,,p(u,) und 9,,p(u,)
aufgespannt wird. Insbesondere gilt immer 0 € Ty F'.

2. Der Tangentialraum Ty, F' hdngt von x, ab, d.h. jeder Punkt von F' besitzt im
Allgemeinen einen anderen Tangentialraum. Beachte auch, dass die Basisvektoren
Ou, P(uy) und 9, p(u,) im Allgemeinen weder senkrecht aufeinander stehen noch
die Lénge 1 besitzen.

3. Die affine Tangentialebene E F' enthélt immer den Punkt x, und besitzt die
Punkt-Richtungsgleichung

X = Xy + A Oy, P(Wi) + A2 Oy, p(wy) = X, + Jp(uy) - A

wobei die Komponenten \; von A € R? die freien Parameter sind und Jp(u,) die
Jacobi-Matrix von p in u, bezeichnet (die drei Zeilen sowie zwei Spalten, namlich
die beiden Vektoren d,,p(u.) besitzt).

Zusatz*: Die rechte Seite der Punkt-Richtungsgleichung kann auch als eine
parametrisierte Fléche verstanden werden, wobei Ay und A, die beiden Parameter
sind. Interpretiert man diese als die beiden Komponenten des Differenzvektors
A = u — u,, so kann die rechte Seite als q(u) geschrieben werden, wobei
q: R? = R? durch

q(u) = p(u,) + Jp(u,) - (u —u,)

gegeben ist. Man bezeichnet q auch als Linearisierung von p im Entwicklungs-
punkt u,, wobei es sich letztlich um eine vektorwertige Variante des Taylor-
Polynoms erster Ordnung handelt und die Formeln

Q(u*) = p(u*) s amQ(u*) = aulp(u*) s a’uzq(u*) = 8u2p(u*)

nach Konstruktion gelten. Solche Linearisierungen spielen in allen Bereichen der
Mathematik und der Anwendungswissenschaften eine wesentliche Rolle.

4. In der Literatur wird nicht immer klar zwischen dem linearen und dem affinen
Tangentialraum unterschieden und die Notation Ty, F' wird manchmal fiir beide
verwendet. In der Regel wird aber aus dem Kontext klar, welche Variante des
Tangentialraumes gerade gemeint ist bzw. ob nun 0 oder x, in diesem Raum
liegt.

5. Der lineare und der affine Tangentialraum reflektieren geometrische Eigenschaften
von F' = im (p) und daher existieren sie unabhéngig von der Parametrisierung
(siehe dazu auch die Diskussion weiter unten). Durch eine Parametrisierung wird
aber eine Basis ausgezeichnet, ndmlich die Vektoren 0, p(u,) und 9,,p(u.), die
als partielle Ableitungen von p meist leicht berechnet werden konnen.

6. Die Frage, ob es in der Kreuzprodukt-Formel fiir I/(p(u*)) eine sinnvolle Wahl
fiir das Vorzeichen gibt, wird uns weiter unten noch beschéftigen, wenn wir die
Orientierbarkeit von Flichen diskutieren.

7. Die Abbildung u € D — v(p(u)) wird Gauf-Abbildung zu p genannt und spielt
in der mathematischen Theorie gekriimmter Flachen eine herausgehobene Rolle.
Insbesondere kénnen die partiellen Ableitungen dieser Abbildung benutzt werden,
um die beiden Hauptkrimmungen von Flichen zu verstehen bzw. zu berechnen.

Michael Herrmann: Analysis 3 [@)srsa | Version vom 8. Februar 2023



3.4. Grundlagen der Flachentheorie 183

Graphen skalarer Funktionen mit zwei Variablen Ist D C R? eine Menge und
f D — R eine Funktion mit zwei Variablen, so kann der Graph von f mittels der
natiirlichen Parametrisierung

Uy
p(u) = Uz
f(uh u2>

als Flache betrachtet werden. Mit x = p(u) ergibt sich
T1 = Uy, T = U2, r3 = f(u1, uz)
und man schreibt deshalb einfach x; statt u; und zs statt uy sowie
F = graph f = {X ER® : 13 = f(z1, 22), (21, 12) € D}.

Die entsprechenden Tangentialvektoren kénnen mittels

1 0
c%lp(xl, 1’2) = 0 s 8$2p(x1, (L’Q) = 1
8x1f(I1, 1U2) 3x2f($1, CUQ)

berechnet werden und fiir jedes (z.1, z.2) € D erhalten wir

T L1 1 0

Ty | = Tx2 + M\ 0 + Ao 1

X3 f(x*,lu x*,Q) azlf(x*,la ‘%'*72) azgf(x*,la x*,Z)
als Punkt-Richtungsdarstellung der Tangentialebene Eg, | o, 5 2, 4)F, wobei wir die

konsistente Abkiirzung x.5 = f(x.1, Z.2) verwendet haben. Der entsprechende
Normalenvektor ist durch

_8m1f(l‘*,17 x*,?)

+1

V(x*,ly «1:*72, Q:*,S) - 5 —8x2f(93*71, 1:*72)
\/1 + |grad f((lf*J, l’*72)| +1

bis auf sein Vorzeichen bestimmt.

Zusatz* : Die ersten beiden Gleichungen fiir die Tangentialebene liefern Ay = 1 — 2, 3
sowie Ay = 9 — x, 2 und nach Einsetzen in die dritte Gleichung erhalten wir

r3 = f(Tu1, Ta2) + Opy f (241, $*72)($1 — $*,1) + Oy f (T 1, %,2)(@ — %,2) .
Wir kénnen diese Formeln wie folgt verstehen: Die Tangentialebene an der Graphen
von f im Punkt (2.1, Z.2, ®.3) ist gerade der Graph des ersten Taylor-Polynoms von
f im Entwicklungspunkt (.1, x.2).
Beispiel Der Graph der Funktion
[y, 22) = 2f + 23, (1, 22) € R?

ist ein Rotationsparaboloid und mit den obigen Notationen erhalten wir

T Tyq + A1
To | = Tyo + A2
T3 T3 2y F 2N Ty + 2 X0 T
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als Parameterdarstellung der Tangentialebene an den Graphen von f im Punkt
(Za1, Tu2, Ty3) Mit z, 3 = 27 + 22,. Auberdem gilt

-2 Ty 1
+1 :

-2 T2
Ji+aa? 402, 1

V(«T*,la L2, x*,?;) -

fiir einen entsprechenden Normalenvektor.

Flichenkurven Ist a : I — D eine gegebene planare Kurve in D C R?, so wird
durch

c:=poa  bzw. c(t) :==p(a(t))

in natiirlicher Weise eine Raumkurve c¢ : I — R? definiert, die man die Liftung von a
durch p nennt. Dabei handelt es sich um ein Kurve in F, da c(t) € F fiir alle t € [
gilt. Die Kettenregel impliziert aullerdem

¢(t) = Jp(a(t)) - a(t) = a(t) u,p(a(t)) + ax(t) du,p(a(t)) ,

d.h. der momentane Tangentialvektor ¢(¢) an die Kurve liegt immer im linearen
Tangentialraum T, F' der Fliche, wobei die Komponenten a;(t) gerade Koeffizienten
bzgl. der Basisvektoren 9,,p(a(t)) sind.

Abbildung Mittels p kann jede planare Kurve a in D (griin links) in eine Raumkurve ¢ = poa
(griin rechts) tiberfiihrt (bzw. geliftet) werden, die in der Fléche F liegt. Die Liftungen der kartesischen
Kurven in D (blau und orange links) erzeugen dabei das u-Parameter-Netz in F (blau und orange
rechts). Die farbigen Pfeile repriisentieren Tangentialvektoren, die im R? (links) bzw. im linearen
Tangentialraum der Flache liegen.

Bemerkung Man kann — zumindest in einem lokalen Sinne — jede Flachenkurve
c: I — Fin F als Liftung einer planaren Kurve a : I — D betrachten. Dies folgt aus
dem Satz iiber implizite Funktionen, aber wir wollen hier auf eine formale Herleitung
verzichten.

Parameter-Netze Ist u, € D ein festgehaltener Punkt in D und x, = p(u,) € F
sein Bild unter p, so verlaufen die kartesischen Kurven

al(t) = u, + (é) . Al =t (g)

parallel zu den Koordinatenachsen in D und passieren zur Zeit t = 0 den Punkt u,.
Insbesondere gilt uy = const = wu, o bzw. u; = const = u,; entlang von al) bzw. a®
und
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sind die entsprechenden, zweidimensionalen Tangentialvektoren. Fiir die gelifteten
Kurven gilt

c?(0) =x, =c?(0),  €V(0)=0up(u),  €2(0)=0up(u.),

d.h. die durch die Parametrisierung p ausgezeichneten Basisvektoren in Ty F' sind
gerade die Tangentialvektoren der gelifteten Kurven ¢ und c¢®. Beachte, dass diese
im Allgemeinen kein ON-System bilden.

Man kann die kartesischen Kurven a®") bzw. ihre Liftung ¢V auch als

b (ula u2,*)

Uy
U = (u2 ) bzw. uy = p(ur, ugs) = | palur, ugy)
' ps(ul, UQ,*)

)

schreiben. Mit dieser kompakten Notation wird klar ersichtlich, dass beide Kurven der
Bedingung us = wus, entsprechen und in natiirlicher Weise durch wu; parametrisiert
werden kénnen. Analoge Formeln konnen fiir a® bzw. a® abgeleitet werden.

Werden die Liftungen von hinreichend vielen kartesischen Kurven gezeichnet,
entsteht in F' insgesamt ein Netz von Kurven, die jeweils einem festen Wert der Kurven-
parameter u; oder us entsprechen (siehe die Bilder). Mit Hilfe solcher Parameter-
Netze kann die Bedeutung der Flachenparameter auf intuitive Weise verstanden und
dargestellt werden. Aufterdem kann man mit solchen Netzen bzw. den zu Grunde
liegenden Flachenkurven auch die Kriimmung einer Flache charakterisieren, aber dies
konnen wir in dieser Vorlesung nicht vertiefen.

Reparametrisierung von Fliachen Analog zur Kurventheorie gibt es auch in der
Flichentheorie Parameterwechsel und Reparametrisierungen. Wir nennen p : D — R3
eine Reparametrisierung von p : D — R3, sofern es bijektive und zueinander inverse

Abbildungen ® : D — D und ® : D — D gibt, sodass

p(i) =p(u) mit u=&@ bzw. a=d(u)

fiir alle @ € D bzw. u € D gilt. Die Abbildungen ® und ® sind dabei gerade die
Parameterwechsel.

Abbildung Schematische Darstellung von Reparametrisierungen bzw. von Parameterwechseln. Die
orangen und blauen bzw. rosanen und tiirkisen Kurven illustrieren das u-Netz bzw. das u-Netz in F,
aber analog auch in D und D. Der blaue und der orange bzw. der rosane und tiirkise Vektor beschreiben
die Basisvektoren im Tangentialraum des schwarzen Punktes in F', die durch die partiellen Ableitungen
von p bzw. p festgelegt sind.
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Bemerkung

1. Ganz &dhnliche Konzepte hatten wir (mit anderen Notationen) schon bei der
Kettenregel der Differentialrechnung sowie bei der Transformationsformel fiir
Integrale verwendet.

2. Mit den obigen Notationen ist auch p : D — R? eine Reparametrisierung von
p: D — R3 d.h. es gibt hier (wie auch bei Kurven) eine natiirliche Symmetrie
in der Begriffsbildung.

3. Es gilt im (p) = im (p), d.h. p und p beschreiben dieselbe Punktmenge F C R3,
nur mit Hilfe unterschiedlicher Parameter. Aufserdem ist durch

To@F = Tow)F, Es@ ' = Epu)F

sichergestellt, dass heifit ein Parameterwechsel dndert nicht die Tangentialraume.
Beachte aber, dass im Allgemeinen

0y, p(u) # 0z, p(u)

fiir j = 1,2 gelten wird, d.h. die partiellen Ableitungen von p und p liefern
in jedem Punkt von F' eine andere Basis im linearen Tangentialraum. Die
entsprechenden Umrechnungsformeln ergeben sich dabei aus der Kettenregel.
Genauer gesagt: Mit den obigen Notationen gilt

Jp(a) =Jp(u)-J®(0) bzw.  Jp(u) =JIp(a)- &(u)

fiir die (2,2)-Matrizen J®(u1) und J®(u) sowie die (3,2)-Matrizen Jp() und
Jp(u), wobei die Spalten der letzteren die durch p und p gewéhlten Basisvektoren
im Tangentialraum liefern.

4. Man kann sich Reparametrisierungen — bzw. den Ubergang von den Parametern
u zu den Parametern u— anschaulich als einen Wechsel des Parameter-Netzes
auf F vorstellen.

Beispiel Die Viertelsphéire
F={(z1, 33, 73) : 2} +a5+a5=1, 21 >0, 23 >0}
kann zum einen mittels der bereits eingefiihrten Euler-Winkel via

cos (uy) cos (uz)
p(u) = | sin (uq) cos (ug) | , ueD:=(—5m —3m) x (0, 57)
sin (usg)
parametrisiert werden. Andererseits gelingt dies auch mit
Uy
p(n) = iy ,  ueD={(t, @) : u >0, a4 +a5 <1},
V1 —a?— a3
wobei @; bzw. @y via x = p(u) gerade diele— bzw. die zo-Koordinate eines Punktes

x € F beschreiben. Der Parameterwechsel ® kann in diesem Beispiel einfach abgelesen
werden und wir erhalten
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als Formel, mit der u aus u berechnet werden kann. Die Umkehrabbildung ergibt sich
nach kleineren Rechnungen zu

Uz
arctan <~—>
d(u) = L
arccos (\/@% + ag)

wobei die Wahl von D sicherstellt, dass die rechte Seite fiir jedes & € D wohldefiniert
ist und einen Punkt in D liefert.

Parameter-Netze: Die Liftungen der kartesischen Kurven bzgl. der Euler-Winkel
kénnen als

)

cos (u1) cos (Uyz2) cos (1) cos (ug)
uy — | sin(uy) cos (ux2) bzw. uy — | sin (us 1) cos (uz)
sin (s 2) sin (usg)

geschrieben werden und entsprechen gerade den Breiten- bzw. Langengraden auf
der Erde, wobei u, 9 bzw. u,; den Zahlenwert des jeweiligen Grades festlegen. Die
entsprechenden Formeln

’l]l u*,l

Uy +— Ux,2 bzw. Uy +—> U2
~2 ~2 ~2 ~2
1_ul_u*,Q 1_u*l_uQ

bzgl. der u-Koordinaten besitzen jedoch keine praktische Bedeutung.

Bemerkung: Wir hatten schon gesehen, dass p miihelos auf ganz R? ausgedehnt
werden kann und dann jeden Punkt der dreidimensionalen Vollsphére sogar mehrmals
abdeckt. Die Parametrisierung p kann maximal auf der abgeschlossenen Einheitskreis-
scheibe {u : |a] < 1} betrachtet werden, wobei sie auf dem Rand derselben nicht
differenzierbar ist und aufterdem nur Raumpunkte in der oberen Hemisphére liefert.
Um die Formeln fiir die Parameterwechsel moglichst einfach zu halten, haben wir unsere
Betrachtungen auf eine Viertelsphire ohne Rand eingeschréankt, da wir andernfalls
Fallunterscheidungen bei der Formel fiir @ hétten treffen miissen oder Probleme mit der
Differenzierbarkeit bekommen hétten. Ganz allgemein kann man sagen, dass man bei
Flachenparametrisierungen (bzw. dem Wechsel zwischen solchen) besonders aufpassen
muss, damit alle Ausdriicke wohldefiniert und differenzierbar sind. In praktischen Fallen
hilft in der Regel die geometrische Anschauung dabei, den Uberblick zu behalten.

Abbildung Die Parameter-Netze der im Beispiel angegebenen Parametrisierungen der Viertelsphére.
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Vorlesung 11-1 : 25. Januar

3.5 Flachenintegrale

Ziel In diesem Abschnitt definieren wir Integrale von Funktionen auf gekriimmten
Fldachen und verallgemeinern so das Konzept Gebietsintegral aus dem letzten Kapitel.
Als Spezialfall werden wir lernen, wie Flacheninhalte gekriimmter Flachen durch
Integrale berechnet werden kénnen.

Setting und Voraussetzung Wir betrachten eine regulidre parametrisierte Fliache
p : D — R?, die auf einer messbaren Teilmenge D C R? definiert ist, und setzen
wieder F' = im (p). Als Standardannahme wollen wir dabei zusétzlich voraussetzen,
dass p injektiv ist, obwohl wir auch leichte Abschwéchungen dieser Bedingung zulassen
werden.

Bemerkungen

1. Erinnerung: Die Menge D ist genau dann messbar, wenn sie in sinnvoller
Weise von innen und von auften durch endlich viele zweidimensionale Quader
approximiert werden kann. Bei uns sind messbare Mengen immer kompakt, aber
nicht jede kompakte Teilmenge des R? ist messbar. Die in der Praxis auftretenden
Mengen werden in aller Regel messbar sein und Sie diirfen in den Hausaufgaben
immer stillschweigend Messbarkeit voraussetzen.

2. Erinnerung: p heiflt injektiv, sofern die Implikation

u#a = p(u)#p(0)

gilt, d.h. wenn verschiedene Punkte in D auf verschiedene Punkte in F' abgebildet
werden. Man kann die Injektivitat in aller Regel durch Verkleinerung des
Definitionsbereichs D von p erreichen.

3. Ist p injektiv, so bildet p die Menge D bijektiv auf F' = im (p) ab, d.h. jeder
Punkt u € D entspricht via x = p(u) genau einem Punkt x € F' und umgekehrt.
Insbesondere ist die Umkehrabbildung p~=' : ' — D wohldefiniert und wird
auch Karte von F' oder Projektion von F' genannt. Sie bildet jeden Punkt x der
gekriimmten Flache F' auf einen Punkt u der flachen Flache D ab.

Flacheninhalte

Flicheninhalt parametrisierter Flichen Der Flécheninhalt von /' = im (p) kann
in sinnvoller Weise durch

vol (F) :z/ldo = / |0, (1) X 8y, p(u)| du

definiert werden, wobei die mittlere Formel das unten eingefiihrte Flachenintegral 1.
Art der Einsfunktion ist und do das infinitisimale Flichenelement bezeichnet.
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Motivation und Heuristik* Die Formel fiir vol (F') ist sehr naheliegend. Ist D
zum Beispiel ein Quader, so kénnen wir diesen in viele Teilquader zerlegen und
die Abbildung p auf jedem Teilquader ), mit Mittelpunkt u, durch ihre lokale
Linearisierung

q(u) =JIp(u,) - (u—u,) = (u1 — ue1) 0y, P(W,) + (U2 — us2) Oy, p(us)

ersetzen (wobei u, der entsprechende FEntwicklungspunkt ist). Diese Abbildung q
bildet den Teilquader @), auf ein schief im Raum liegendes Parallelogramm ab, dessen
Kantenvektoren parallel zu den Tangentialvektoren 0,,p(u.) und 9,,p(u.) sind und
dessen Flacheninhalt mittels

|au1p(u*) X Oy, p(uy)| vol (Qs)

exakt berechnet werden kann (dies ist eine der Eigenschaften des Kreuzproduktes).
Die Vereinigung aller dieser Raum-Parallelogramme approximiert F' (siche das Bild)
und die Integralformel fiir vol (F') beschreibt den Grenzwert der approximativen
Flacheninhalte, sofern die Zerlegung von D immer feiner wahlt wird. Dieselbe Strategie
hatten wir schon bei der Definition von Gebietsintegralen sowie bei der Herleitung der
entsprechenden Transformationsformel verwendet (ein grofser Teil Mathematik besteht
darin, bekannte Grundideen in immer neuen Kontexten anzuwenden und dabei leicht
zu variieren). Wir kénnten mit unserem Wissenstand diese Idee mathematisch prézise
formulieren und auch die entsprechenden Approximationsfehler mit Hilfe des Satzes
von Taylor kontrollieren, aber die Details wéren sehr technisch und sollen hier nicht
ausgefiihrt werden.

Blick von oben vorn Blick von oben vorn

(7]

Uy

X2

Abbildung Eine iiber einem Quader D (Mitte) parametrisierte glatte Flache F' (links) kann durch
schief im Raum liegende Parallelogramme (rechts) approximiert werden. Dabei wird D in viele kleine
Quader zerlegt (dargestellt ist eine sehr grobe Zerlegung mit nur 9 Teilquadern) und p wird auf jedem
Teilquader durch eine lokale Linearisierung ersetzt. Die approximierende Fliche (rechts) ist stiickweise
flach und weist Unstetigkeiten auf, konvergiert aber bei immer feiner werdender Zerlegung von D gegen
die glatte Flache F. Wenn D kein Quader ist, kann analog argumentiert werden. Es gibt dann weitere
Approximationsfehler, die aber auch im Limes verschwinden.
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Bemerkungen

1. Die Definition des Fliacheninhalts stimmt mit unserer intuitiven Vorstellung

tiberein. Insbesondere quantifiziert vol (F) wirklich die Menge an Farbe, die
wir brauchen, um F' anzustreichen. Wir werden auch sehen, dass die abstrakte
Integraldarstellung viele bekannte Oberflichenformeln als Sezialfall enthélt.

Die Injektivitdt von p ist wichtig, da sonst Teile der Flache mehrmals gezahlt
werden. In der Praxis reicht es jedoch meist aus, wenn p nur ,fast injektiv* ist.
Siehe dazu das erste Beispiel zur Halbsphére.

Auch die stetige Differenzierbarkeit von p ist wichtig, denn andernfalls wéare der
Integrand des u-Integrals nicht definiert oder nicht stetig. Am Rand von D kann
man aber oftmals einen Verlust von Differenzierbarkeit hinnehmen. Siehe dazu
das zweite Beispiel zur Halbsphére.

4. Statt vol (F') wird oft auch area (F') geschrieben.

Bezispiele

1. Die obere Halbsphére mit Radius p > 0 und Mittelpunkt O kann mittels der

Euler-Winkel durch

0 cos (uy) cos (uz)
p(u) = | o sin(uy) cos (ug) | , ueD=|0,2n]x[0, 7/2]
o sin (ug)

parametrisiert werden. Mit diesen Formeln ergibt sich

—o sin (uy) cos (usg) —0 cos (uq) sin (ug)
Oy, P(1) X Oy,p(u) = | +0 cos (uy) cos (uz) | x [ —o sin(uy) sin (us)
0 +0 cos (ug)

0? cos (u1) cos? (uy)
= | ¢® sin (uy) cos? (uz)
0? sin (uz) cos (us)

und damit

[0, p(w) x Du,p(w)[" = o* cos® (wn) cos* (us) + " sin® (ur) cos” (u2)
+ 0* sin? (uy) cos? (us)
= 0" cos® (ug) + o* sin? (uy) cos? (uy)

= 0" cos® (uy) .

Insbesondere erhalten wir via

27r7l'/2 27

Vol(F)292//cos(u2)du2du1:,92/1du1:2927T
0 0

0

die bekannte Formel fiir die Fldche einer halben Sphére. Der Flicheninhalt der
Vollsphére ergibt sich nach Multiplikation mit 2 und wir konnen dieses Ergebnis
alternativ auch mittels eines eindimensionalen Integrals aus der Theorie fiir
Rotationskdrper herleiten (siche Analysis 2).

Michael Herrmann: Analysis 3 [@)srsa | Version vom 8. Februar 2023



3.5. Flachenintegrale 191

Bemerkungen:

(a) Die betrachtete Parametrisierung ist streng genommen nicht injektiv, da
ja p(0, uz) = p(2m, ug) fir alle us sowie p(uy, 7/2) = (0, 0, 1) gilt. Die
Parametrisierung ist jedoch ,.fast injektiv®, da die doppelt oder mehrfach
abgedeckten Punkte aus F' alle auf einer eindimensionalen Menge (Kurve)
liegen und daher zur Flache nichts beitragen. Generell gilt: Man muss
bei praktischen Rechnungen nicht allzu pingelig sein, sofern einem die
geometrische Anschauung dies erlaubt oder gar nahelegt.

(b) Wir kénnen durch die Wahl D = [0, 27| x [—7/2, +7/2] auch die Fliache
der Vollsphire berechnen und erhalten 4 7 o2

(c) Mit D = [0,4n]| x [—n/2, +7/2] wiirden wir durch Berechnung des
entsprechenden Integrals den doppelten Fécheninhalt der Sphére erhalten,
weil dann wegen u; € [0, 4 7| fast jeder Punkt der Sphére doppelt abgedeckt
ist (und einige wenige sogar mehrfach). Insbesondere ist dann p nicht mehr
Hfast injektiv.

2. Um die Mantelfliche eines Kreiszylinders mit Radius ¢ > 0 und Héhe n > 0 zu
berechnen, betrachten wir die parametrisierte Flache

0 cos ()
p(p, h) = Qsiz(w), pel0, 2],  hel0,n,

wobei wir in diesem Beispiel die Flachenparameter nicht mit u; und us, sondern
mit ¢ (Winkel) und h (H6he) bezeichnen wollen. Mit

—p sin (p) 0 0 cos (p)
A,p(p, h) x Op(p, h) = | +ocos(p) | x [ 0] = [ osin(y)
0 1 0

erhalten wir die aus der Schule bekannte Formel
2w n
vol (F) = //thdcp =2mon.
0 0

Bemerkungen:

(a) Fiir die Gesamtoberfliche des Kreiszylinders miissen wir noch die Grund-
und Deckfliche (jeweils 7 0?) addieren, denn die entsprechenden Punkte
werden ja nicht durch p abgedeckt.

(b) Auch hier ist p wieder ,fast injektiv, denn die Mehrdeutigkeit betrifft nur
das Geradenstiick {(1, 0,h) : 0 < h< 7]}, die als echte eindimensionale
Menge bei der Berechnung von Flachen keine Probleme bereitet.

(c¢) Es gilt do = o depdh, wobei der Vorfaktor auf der rechten Seite zwar vom
Radius p, aber nicht von den Flachenparametern ¢ und h abhangt.
Ausblick™: Dies ist eine sehr spezielle Eigenschaft des Kreiszylinders und
hat damit zu tun, dass man diesen verzerrungsfrei in der Ebene abrollen
kann. Mathematiker sagen deshalb, der Kreiszylinder besitzt zwar eine
extrinsische, aber keine intrinsische Kriimmung. Insbesondere wird eine
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Ameise, die sich nur auf einem kleinen Stiick des Kreiszylinders bewegt, den
Eindruck haben, sie reise durch den flachen zweidimensionalen Raum. Auf
der Sphére ist dies wegen der vorhandenen intrinsischen Kriimmung anders.
Gauf konnte zum Beispiel die Kriimmung der Erde (bzw. den Erdradius)
durch lokale Messungen bestimmen, d.h. ohne um die ganze Welt reisen zu
miissen.

3. Wir hatten schon weiter oben gesehen, dass der Graph einer skalaren Funktion
f D — R als regulére Flache F' = graph f interpretiert und durch

Uy
p(u) = Uz ; uchD
f(ulv u2)
parametrisiert werden kann. Wegen
1 0 _8u1f(u)
aulp(u) X awp(ll) = 0 X 1 = _auzf(u)
Ouy f (1) Ouy f (1) 1

ergibt sich

vol (F) = / \/1+ [grad f(u)[* du

fiir den Flacheninhalt des Graphen von F. Im Spezialfall

DZF@(O):{(Ul,Uz) : u%—l—uggg}, f(U17U2): 92—U%_U%

gilt

sowie

1+ lgrad f(u)[’

I
$
+
no
5
S+
| S
Ing
[\oR\)
Il
e
[}
|
o s
— N
|
I
[\oh V]

und wir erhalten mit

vol ( graph

D)= [t

o 2w
://—Qr dpdr
/o2 — 12
0 0
r=o
:27TQ|:—\/Q2—7”2] = 27p°
r=0

wieder den Wert von oben, wobei wir das u-Integral diesmal mit Hilfe der ebenen
Polarkoordinaten u; = r cos (@), us = rsin () berechnet haben.

Michael Herrmann: Analysis 3 [@)srsa | Version vom 8. Februar 2023



3.5. Flachenintegrale 193

Bemerkungen:

(a) Wir hétten in allen Formeln zu graph f auch wieder (d.h. wie schon weiter
oben) x; bzw. xs statt u; bzw. us schreiben konnen.

(b) Es ist kein Zufall, dass wir fiir den Flacheninhalt der Halbsphére denselben
Wert wie oben erhalten, denn das Flachenintegral ist invariant unter
Reparametrisierungen (siehe das Theorem unten). Oder anders gesagt: Wir
brauchen in der Regel eine Parametrisierung p von £, um den Flachen-
inhalt von F' iiberhaupt ausrechnen zu konnen. Es ist aber egal, welche
Parametrisierung wir wéahlen (sie sollte nur injektiv sein und wirklich F
beschreiben).

(c) Die in diesem Beispiel verwendete Parametrisierung p ist in Randpunkten
von D nicht differenzierbar, aber wir haben keine Schwierigkeit, das Integral
zu berechnen. Woran genau das liegt, konnen wir hier nicht diskutieren,
wollen aber anmerken, dass die Nichtdifferenzierbarkeit in diesem Beispiel
hinreichend harmlos ist (und das Integral streng genommen nur in einem
uneigentlichen Sinn existiert). Im Allgemeinen miissen wir bei Singularitédten
in den Ableitungen aber besonders aufpassen.

Blick von unten vorn Blick von unten vorn
A

Xy s
Blick von oben links

2

X2

Abbildung Zur Interpretation des Flachenintegrals bzw. des infinitisimalen Flachenelements: Eine
Zerlegung von D in gleich grofe Teile (Mitte) entspricht einer Zerlegung von F (links bzw.
rechts), wobei aber die Teilflichen von F im Allgemeinen nicht mehr gleich grof sind. Der
Term {8u1p(u) X Ou,p(u)| im Flichenintegral stellt sicher, dass diese Volumenéinderung richtig
beriicksichtigt wird. Die Fldche rechts wird iibrigens Oloid genannt. Sie kann vollstindig abgerollt
werden und spielt in Technischen Mechanik eine Rolle (siche WIKIPEDIA).

Integrale von Funktionen iiber Flachen

Fliachenintegrale der 1. Art und der 2. Art Ist f : FF — R eine hinreichend gute
skalare Funktion auf F, so wird

[ 1690:= [ £(pw) 0p(w) x 2p0)] aw
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als das Fliachenintegral der 1. Art von f iiber F' bezeichnet. Ist f : F — R? ein
Vektorfeld auf D, so nennt man

[ 60+ doi= [ 2(p(w) - (2up(w) x 0.,p(w) du

F D

das Oberflachenintegral der 2. Art von f {iber F. Beachte, dass beide Integrale immer
eine reelle Zahl (und nicht etwa einen Vektor liefern).

1. Flédchenintegrale werden manchmal auch Oberflichenintegrale genannt. Es gibt
dariiberhinaus wieder verschiedene Notationen, aber die zu Grunde liegenden
Ideen und Rechenschritte sind immer dieselben.

2. Die Funktionen f und f werden meist nicht nur auf F', sondern auf einer gréfteren
Teilmenge des R? definiert sein. ,,Hinreichend gut“ meint letztlich, dass fop bzw.
die Komponenten von f o p integrierbare Funktionen auf D sein miissen, wobei
Stetigkeit wieder eine hinreichende Bedingung ist.

3. Unsere Definitionen konnen als die formalen Substitutionsregeln
do = |9y, p(u) x Oy,p(u)| duy dus
und
do = (9u,p(u) X Oy,p(u)) dug duy

interpretiert werden, wobei do bzw. do als eine ,infinitisimale skalare” bzw. als
eine ,,infinitisimale vektorielle® Grofse zu betrachten ist. Die analogen Formeln fiir
Kurvenintegrale sind ds = |¢(¢)|dt und dx = ¢(t) dt.

4. Es gilt
do = +v(p(u)) do,

wobel

. o au1p(u) x&np(u)
(p(w)) =+ |0, p(1) X Dyyp(u)]

den bereits oben eingefithrten normierten Normalenvektor auf F' bezeichnet,
fiir den aber eine Vorzeichenwahl getroffen werden kann. Insbesondere ist jedes
Flachenintegral der 2. Art via

/f(x)- do — :|:/<f(x), v(x)) do

F F

immer ein spezielles Fléachenintegral der 1. Art, wobei der Wert von der Wahl des
Vorzeichens fiir v abhéngt.

Interpretation Das Flichenintegral der 1. Art ist die natiirliche Verallgemeinerung
der im letzten Kapitel studierten zweidimensionalen Gebietsintegrale, wobei der
Definitionsbereich der Funktion f diesmal keine flache Teilmenge D des R? sein muss,
sondern eine gekriimmte Teilmenge F des R? sein darf. Das Flichenintegral der 2. Art
quantifiziert den Durchfluss des Vektorfeldes f durch die Flache, d.h. wir integrieren
die Lange der normalen Komponente von f iiber F.
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Bezispiele
1. Um die Funktion
f(x)=z1 22 + 23
auf dem Kreiszylinder
F={x:ai+a3=0",0<a3<n}

mit Radius o und Hoéhe n zu integrieren, benutzen wir die Flachenformeln von
oben mit den Parametern ¢ und h. Wegen do = o dip dh erhalten wir

[ o= / / Fo cos(p), o sin(p), h) o dhdy

2

7
// 0° cos () sin (@) + oh) dhdy
00

(Q 1 cos () sin (@) + 3 on?) dp = 7 on?,

o\

2

2
wobei wir auch [ cos () sin () de = [ sin(2¢) de = 0 benutzt haben.
0 0

2. Wir wollen das Vektorfeld

mit Hilfe der Euler-Winkel auf der halben Einheitssphére
F:{X caitas a3 =1, x320}
integrieren. Wir hatten dazu oben schon ausgerechnet, dass

cos (uy) cos? (uz)
do = | sin (u1) cos® (ug) | dug dus
sin (ug) cos (uz)

gilt, wobei u; € [0, 27| und uy € [0, 7/2] die eulerschen Winkelparameter fiir
F sind. Durch Einsetzen der Parametrisierung x = p(u) in die Definition von f
erhalten wir

cos (uy) sin (uy) cos? (uz)
F(x) = £(p(u)) = o

und damit

f(x)- do = (sin (u) cos® (u1) cos® (up) + sin® (us) cos (us)) duy duy
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nach Berechnung des Skalarproduktes. Wir miissen nun die rechte Seite in dieser
Formel bzgl. u; und uy integrieren. Mit dem Satz von Fubini und elementaren
Rechenregeln erhalten wir

2T 7T/2

//sin (u1) cos? (uy) cos? (ug) dug duy = 0
00

sowle
2 /2 w/2
//Sin2 (ug) cos (ug) dugduy =27 /sin2 (ug) cos (ug) dug = 2.
0 0 0

Insgesamt ergibt sich

wirNo

™

/f(x)-da:

als der gesuchte Wert des Flachenintegrals der 2. Art von f iiber F.

Bemerkungen*

1. Das infinitisimale Flachenelement kann alternativ auch durch

do = g(u) duy dusy, g(u) = y/det (G(u))

bestimmt werden, wobei die symmetrische (2, 2)-Matrix

o T . u) = <au1p(u)a aulp(u» <8u1p(u)7 auzp(u»
Glu) = Jp(u)” - Jp(u) (<aulp<u>, Dup(W)) (Dup(u), auzp<u>>>

auch metrischer Tensor oder Erste Fundamentalform genannt wird. Insbesondere
kénnen wir also an Stelle des Kreuzproduktes und seiner Norm auch die drei
Skalarprodukte zwischen den Tangentialvektoren 9,, p(u) und d,,p(u) sowie eine
Determinate und eine Wurzel berechnen.

2. Im Spezialfall ps(u) = 0 fiir alle u € D kann F selbst als Teilmenge des R?
betrachtet werden und kleinere Rechnungen zeigen

o= e (G208 80 | o003

Insbesondere wird dann aus der Definition des Fléachenintegrals ein Spezialfall
der Transformationsformel fiir Gebietsintegrale.
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’Vorlesung 11-2 : 27. Januar

Theorem (Invarianz unter Reparametrisierung) Bei einem Wechsel der
Parametrisierung von F &ndert sich ein Flachenintegral der 1. Art nicht. Ein
Fléchenintegral der 2. Art kann hochstens sein Vorzeichen dndern.

Beweis Vorbemerkung: Wir betrachten zwei parametrisierte Flichen p : D — R3

und p : D — R3, sodass F' = im (p) = im (p) sowie
p(@)=pu), u=e@, a=>o()

gelten, wobei die Abbildungen ® : D — D und ® : D — D die Parameterwechsel
beschreiben und zueinander invers sind.
Teil 1: Die Kettenregel liefert

Jp(u) =Jp(u) - J@(u),
wobei dies auch als
| | | | o .
0up(®) upls) | = (2upe) Ope (S o)

geschrieben werden kann. Die Eigenschaften der Matrizenmultiplikation implizieren
nun die Darstellungsformeln

9a,P(0) = 04, P1(11) Oy, P(0) + 0z, P2(11) D, P(1)
8&215({1) = afuq)l(ﬁ) au1p(u) + aftQ qD?(ﬁ) aUQP(U) )

wobei 9, p(1) sowie d,,p(u) dreidimensionale Vektoren und d3,®;(11) reelle Zahlen
sind. Unter Ausnutzung der Bilinearitdt sowie der Antisymmetrie des Kreuzproduktes
erhalten wir deshalb

Jz, p(1) X Jg,p(0) = (3121@1(‘1) 0, ©2(1) — Oz, P2(11) 8a2<b1(ﬁ)> O p(u) X Oy, p(u)
und damit auch
102, p() X Oz, p(0)| = |det J®(@)| |9, p(u) X Dy p(u)|.
Teil 2: Die Transformationsformel fiir Gebietsintegrale impliziert
diiy diiy = |det J® ()] duy duy
und durch Kombination der bisherigen Teilresultate ergibt sich
d6 = |det J®(w)| |det J®(u)|do,

wobei do bzw. do das infinitisimale Flachenelement bzgl. p bzw. p meint.

Teil 3: Die Jacobi-Matrizen J®(u1) und J®(u) sind zueinander invers (dies ist
wieder eine Folge der Kettenregel) und ihre Determinanten miissen sich daher zu 1
multiplizieren. Insbesondere gilt

‘/ﬂmmﬁwsz@m»@
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fiir jede Funktion f : FF — R, und wir haben damit die erste Behauptung bewiesen.

Schlussbemerkung: Wie wir gesehen haben, folgt die Invarianz des Integrals der 1.
Art direkt aus der Kettenregel sowie der Transformationsformel fiir zweidimensionale
Gebietsintegrale. Oder anders gesagt: Das Fléchenintegral ist gerade so definiert, dass es
invariant unter Reparametrisierung ist und damit ein wirkliches geometrisches Konzept
darstellt. Die Argumente fiir Integrale der 2. Art sind analog und liefern

d6 = (det J®(11)) |det J®(u)| do = £ do,

wobei das Vorzeichen sgn(det J®(u)) = sgn(detJ i)(u)) dariiber entscheidet, ob die
Formel mit 4+ oder — zu benutzen ist. O

3.6 Integralsatze von Gauft und Stokes in 3D

’Vorlesung 11-3: 01. Februar

Ziel Wir verallgemeinern die Satze von Gauf und Stokes von 2D auf 3D. Die
geometrische Interpretation und die physikalische Bedeutung beider Theoreme wird
sich dabei nicht dndern, aber aus dem Anwachsen der Raumdimension ergibt sich ein
wesentlicher Unterschied:

1. Der Satz von Gauft wird diesmal ein dreidimensionales Gebietsintegral mit einem
zweidimensionalen Oberflachenintegral in Beziehung setzen.

2. Der Satz von Stokes wird auch in 3D ein zweidimensionales Flachenintegral mit
einem eindimensionalen Kurvenintegral in Beziehung setzen.

Formulierung des Satzes von Gauf

Setting In diesem Abschnitt betrachten wir eine Menge G C R3, die durch endlich
viele Flachen berandet sind, wobei wir die Anzahl der Randflichen mit K bezeichnen,
sowie Vektorfelder auf G.

1. G C R? ist eine messbare Menge des R3.

2. Es existieren K parametrisierte Flichen py : Dy — R3, so dass

K

k=1

3. Wir nehmen auferdem an, dass sich die Randmengen Fj nur in endlich vielen
Kurven iiberlappen, da wir andernfalls wesentliche Teile von OG doppelt abdecken
wiirden. Diese Kurven kénnen, aber miissen keine Knickkanten sein.

4. In jedem Punkt x € OG (mit Ausnahme von endlich vielen Knickkurven oder
Eckpunkten) existiert ein normierter duferer Normalenvektor v : G — R3,
sodass

(a) [v(x)] =1,
(b) v(x) steht senkrecht auf jedem Flachentangentialvektor in x.

(¢) v(x) zeigt aus Sicht von G immer nach aufen.

5. f: G — R ist ein stetig differenzierbares Vektorfeld.
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Bezispiele
1. Der Wiirfel G = [ay, b1] X [ag, bs] X [as3, b3] besitzt die 6 Randflachen
Fh ) FV ) E ) Fr ) Fu ) Fo

deren Indizes fiir ,,hinten“, ,;vorne*, | links“, ,rechts, ,unten” und ,,oben* stehen.
Diese Teilflichen werden in naheliegender Weise iiber den 2D-Quadern

Dh/v = [a27 52] X [as, 53] ) Dl/r = [al, 51] X [CL3> 53], Du/o = [ah b1] X [CL27 bﬂ

durch die Formeln

a1 U U
ph(“?a Ug) = U2 ) pl(ula U3) - a2 3 pu(uh Ug) - U
Uus us a3
und
by Uy Uy
PV(U27 Us) = U, pr(uh U3) =10 ], po<u17 U2) = | U2
Us us3 b3

parametrisiert, wobei immer u; € [a;, b;] gilt. Die entsprechenden &uferen
Normalenvektoren der Teilrander sind durch

-1 0 0
vp,=10 ) vi=|-1]1], vo,=10
0 0 -1
sowie
+1 0 0
v.=| 0|, v,=|+1], vo=1| 0
0 0 +1

gegeben und héngen nicht von x ab.

2. Die Vollkugel
besitzt den dufseren Normalenvektor

v(x) = +‘£| fir alle x€ 0G ={x : |x| =po}.
x
Wir kénnen den Rand 0G durch eine einzelne Parametrisierung (also mit K = 1)
beschreiben, indem wir zum Beispiel die bereits oben eingefiihrten Euler-Winkel
mit D = [0, 27] x [—7/2, +7/2] verwenden. Alternativ konnen wir K = 2 setzen
und 0G durch die zwei Parametrisierungen

Uy
P (U1, ug) = Uz : ucD="{u: uj+u <o’}
++/0% — ui — ul
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beschreiben, die wir in natiirlicher Weise mit ,,— bzw. ,+*“ (und nicht mit 1 bzw.
2) indizieren, und die die Vollsphére als Vereinigung zweier Graphen iiber einer
zweidimensionalen Kreisscheibe darstellen. Diese beiden Graphen entsprechen der
nordlichen bzw. der siidlichen Hemisphére und iiberlappen sich gerade auf der
Aquatorlinie

{(Il, T2, 173) : l’% +ZE% = 927 T3 = 0} .
Es handelt sich dabei aber nicht um eine Knickkurve.

Ein Volltorus mit den Radien 0 < p; < 0y besteht aus allen Punkten des R?,
deren Abstand von einer gegebenen Kreislinie mit Radius g, den Wert p; nicht
iiberschreitet. Ein achsenparalleles Beispiel wird durch die Formel

2
GZ{(%,@, x3) <Q2—\/$%+I%> +$§=Q%}

beschrieben, wobei
K= {(xl, Za, l’g) : i[f%"—fﬂg = Q%, I3 :0}

die zu Grunde liegende Kreislinie vom Radius gy ist und in der (x7, x2)-Ebene
liegt. Der Rand OG ist ein Torus, der durch die schon weiter oben eingefiihrte
Formel

cos (u1) (02 + 01 cos (u2))
p(u) = | sin (u1) (02 + (Ql ():os (u2)) | uy € 10,27, wup €[0, 27
01 sin (ug

in ,fast injektiver Weise parametrisiert werden kann, und fiir den durch

0w, p(u) X 9y, p(ur)
v(p(u) = +—==
(p () |0u,p(1) X Oy, p(u)]
ein globaler dufserer Normalenvektor definiert wird. Direkte Rechnungen liefern
01 cos (u1) cos (uz) (02 + 01 cos (uz))

Oup(u) x Oy,p(u) = | o1 sin (u1) cos (uz2) (02 + 01 cos (us))
o1 sin (uz) (02 + 01 cos (uy))

und damit auch

‘8mp(u) X &mp(u)‘ = 01 (02 + 01 cos (us))
bzw.
cos (uy) cos (uz)

v(p(u)) = | sin (u1) cos (uz)
sin (usg)

Bemerkung: Die richtige Vorzeichenwahl in der Formel fiir u(p(u)) kann iibrigens
recht einfach in einem festen Punkt verifiziert werden. Mit

01+ 02 01
p(0) = 0 ; 0up(0) x9,p(0) = | 0
0 0

sehen wir zum Beispiel, dass unsere Vorzeichenwahl sicherstellt, dass v(p(0)) im
Flachenpunkt p(0) wirklich nach aufen zeigt.
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rechts links oben unten

€3

vorne hinten
U T2

T

Abbildung Ein dreidimensionaler, achsenparalleler Quader besitzt 6 Randflachen, wobei der &dufsere
Normalenvektor auf den 12 Kanten und in den 8 Eckpunkten nicht definiert ist, sonst aber immer in
Richtung einer der Koordinatenachsen zeigt.

Theorem (Integralsatz von Gauft in 3D) Mit den obigen Notationen und
Annahmen gilt

wobei links das dreidimensionale Gebietsintegral der Divergenz von f steht und rechts
die zweidimensionalen Flachenintegrale iiber die Teilrdnder von G auftauchen.

Beweisidee Man beweist den Satz von Gaufs analog zu 2D in drei Schritten:
1. Auf einem Quader kann die Formel einfach nachgerechnet werden (Hausaufgabe).

2. Fiir eine Vereinigung endlich vieler Quader kann die Formel zunéchst auf jedem
Teilquader separat ausgewertet werden. Werden die Teilergebnisse anschliefsend
zusammengesetzt, so treten Ausloschungseffekte auf allen Rechtecken auf, die den
gemeinsamen Rand zweier benachbarter Teilquader darstellen, und dies impliziert
wieder die Behauptung. Siehe dazu den 2D-Beweis sowie die entsprechenden
Bilder.

3. Allgemeinere Mengen G werden durch Quaderzerlegungen approximiert.

Die Schwierigkeit besteht darin, die Approximationsfehler im dritten Beweisschritt
abzuschéatzen. O

Interpretation Analog zum zweidimensionalen Fall gilt: Das Flachenintegral auf der
rechten Seite beschreibt den effektiven Ausfluss — oder, je nach Kontext, den effektiven
Durchfluss — des Vektorfeldes iiber die Oberfliche 0G, wobei in jedem Randpunkt
x € 9G der Term (f(x), v(x)) die vorzeichenbehaftete Lénge der Normalkomponente
von f(x) liefert. Ein positiver bzw. negativer Beitrag meint dabei, dass f(x) in diesem
Punkt nach auften bzw. nach innen zeigt, wohingegen ein verschwindender Beitrag
impliziert, dass f(x) im linearen Tangentialraum 730G liegt. Die tiefe Erkenntnis ist
nun, dass dieser effektive Ausfluss auch durch das Gebietsintegral von divf {iber G
beschrieben werden kann.
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Bemerkungen

1. Die rechte Seite kann auch als

[ (669, v} 0

oG

geschrieben werden, aber fiir K > 1 miissen wir dieses Oberflachenintegral als
Summe von K Summanden auswerten, wobei der k-te Summand mit Hilfe der
Parametrisierung ps berechnet wird.

[ (160 vy do = + [ 1) o

Dy

Es gilt

d.h. wir kénnen das Oberflachenintegral iiber den k-ten Teilrand von G auch
als Flachenintegral der 2. Art berechnen. Allerdings muss man sich dann immer
genau liberlegen, welches Vorzeichen das Richtige ist, d.h. ob bei der gegebenen
Parametrisierung py von Fj, der Vektor 0, px(u) x 0y, pr(u) aus Sicht von G nach
aufen oder nach innen zeigt.

Ein wichtiger Spezialfall betrifft Vektorfelder, deren j-Komponente durch eine
skalare Funktion f : G — R gegeben ist und deren restlichen Komponenten
verschwinden (also f; = f und f; = 0 fiir ¢ # j). In diesem Fall reduziert sich der
Gaufche Satz auf die Formel

[ ot dx= [ 1m0

die als Verallgemeinerung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung
verstanden werden kann. Dabei bezeichnet v; die j-te Komponente von v.

Wird diese Formel fiir das Produkt zweier Funktionen f, g : G — R ausgewertet,
so ergibt sich mit

/f x) Os,g(x /&J ) dx-+ [ £ 900 ) do,
oG

ein Analogon zur partiellen Integration.

Anwendungen des Satzes von Gauls

Beispiele
1. Wir wollen fiir das lineare Vektorfeld f : R? — R? mit

f(x)=S-x

den effektiven Durchfluss durch den Quader G = [ay, b1] X [ag, bo] X [as, bs]
berechnen, wobei

S11 S12 S13
S=|sa s2 5923
531 S32 533
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eine gegebene (3,3)-Matrix ist. Um den gesuchten Wert zu bestimmen, kénnen
wir auf den sechs zweidimensionalen Randquadern jeweils das entsprechende
Flachenintegral berechnen und anschliefend alle Teilergebnisse aufsummieren.
Es ist aber einfacher, den gesuchten Wert mit Hilfe des Satzes von Gauf durch
ein einziges Gebietsintegral zu bestimmen. Insbesondere gilt

div f(X) = 811 + S92 + S33 = tr (S)

und damit
/ (f(x), v(x))do = tr(S) - vol (G)
oG

= (511 + S92 + 333) (b1 —ay) - (ba — az) - (b3 — a3),

wobei hier die Berechnung des Gebietsintegrals besonders einfach war, da div f(x)
gar nicht von x abhéngt und vol (G) bekannt ist.

2. Wir betrachten das dreidimensionale rotationssymmetrische Zentralfeld

x
f(x):(b(\/x%—i—x%%—x%) Ty ], xX#0
Z3

auf der Hohlkugel
G={xeR’ : o <|x[ <o},

wobei 0 < g < 0. < oo gilt und ¢ : (0, 00) — R eine gegebene und stetig
differenzierbare Funktion ist. Der Rand von G besteht offensichtlich aus zwei
Teilen, ndmlich der Innensphére bzw. Aufsensphére

E:{XER?’ : |X|:Ql} bzw. Fa:{X€R3 : |X|:Qa}
und es gilt

v(x)=—;—| fir xe A, u(x>:+% fir xeF,.

Wir wollen nun die beiden Oberflichenintegrale im Gaufsschen Satz berechnen. In
diesem konkreten Beispiel miissen wir gar keine Parametrisierung fiir G wahlen,
denn das Skalarprodukt von f(x) und v(x) hiangt sowohl auf F; als auch auf F,
nicht von x ab. Insbesondere ergibt sich

/<f(X)> v(x))do=— [ ¢(a:) o do = —¢(0i) s vol (F) = 47 (i) o}

Fi 2

sowie eine analoge Formel mit vertauschtem Vorzeichen und o, statt g; fiir F.
Durch Addition erhalten wir schlieflich

[ (€60 w0)) do = a7 (600) 62— ol )
oG
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Mit dem Satz von Gaufs konnen wir nun schliefen, dass das Vektorfeld nur im
Fall von

divergenzfrei ist, da es andernfalls einen effektiven Durchfluss durch G geben
wiirde. Insbesondere kann nur in diesem Fall f als Geschwindigkeitsfeld einer
inkompressiblen Fliissigkeit verstanden werden. Natiirlich kénnten wir dies auch
aus den Formeln

0., f(x) = o(x|) + ¢'(Ix) 2}, divE(x) = 3e(x]) +¢'(Ix]) [xI’

sowie einem Differentialgleichungsargument ableiten.

Theorem (Greensche Formeln) Fiir alle hinreichend guten skalaren Funktionen
fi9:G—Rgilt

/ (£(x) Ag(x) + (grad f(x), grad g(x))) dx = / £(x) {grad g(x), »(x)) do
oG

G
sowie

/ (f(x) Ag(x) — g(x) Af(x)) dx =

/ (f(x) (grad g(x), v(x)) — g(x) (grad f(x), v(x))) do,

wobei das Oberflichenintegral iiber 0G im Fall von K > 1 wieder als Summe von
Teilintegralen auszuwerten ist.

Beweis Die erste Greensche Formel ist gerade der Gaufssche Integralsatz fiir das
Vektorfeld

f(x) = f(x) grad g(x),

wobei

div f(x) = (grad f(x), grad g(x)) + f(x)Ag(x)

aus der Produktregel fiir Ableitungen folgt und komponentenweise nachgerechnet
werden kann. Durch Vertauschung von f und g erhalten wir eine Variante der ersten
Greenschen Formel und wenn wir diese von der Originalvariante abziehen, ergibt sich
gerade die zweite Greensche Formel. m

Bemerkungen

1. Die Greenschen Formeln sehen sehr kompliziert aus, aber sie werden in der
Mathematik und in den Anwendungswissenschaften sehr oft benutzt. Am besten
ist, Sie memorieren nicht die Formeln, sondern wie diese aus dem Gaufsschen
Integralsatz abgeleitet werden konnen. Dieses Wissen kdnnte auch in einer
Klausur hilfreich sein.
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2. A ist der Laplace-Operator mit
Ag(x) = divgrad g(x) = 9;, g(x) + 0;,9(x) + 03, 9(x) -

Er spielt zum Beispiel in der Theorie der partiellen Differentialgleichungen sowie
in der Maxwellschen Theorie des Elektromagnetismus eine wichtige Rolle.

3. Die Greenschen Formeln konnen als dreidimensionales Analogon der partiellen
Integration verstanden werden. Die entsprechenden eindimensionalen Formeln
auf einem Intervall I = [a, b] sind

/ (F@) "(2) + F'(2) ¢ () dz = [f(z) g'(2)]""

und

wobei die rechten Seiten das Analogon zu den Randintegralen darstellen und auf
dem Rand von I, d.h. in den Punkten x = a und = = b ausgewertet werden.

4. In der Literatur existieren die alternativen Notationen

(v(x), grad g(x)) = Do) = 02 (x),

wobei jeder Term die Richtungsableitung von g in Richtung des Normalenvektors
beschreibt.

Vorlesung 11-4: 3. Februar

Der Satz von Stokes

Setting In diesem Abschnitt betrachten wir dreidimensionale Vektorfelder auf einer
gekriimmten Flache, die von einer geschlossenen Raumkurve berandet wird:

1. p: D — R? ist eine Parametrisierung von F' = im (p) C R?, wobei D C R? gilt.

2. Der Fldchenrand von F ist das Bild C' = im (c) einer parametrisierten Raumkurve
c: I — R3, wobei diese geschlossen ist und keine Doppelpunkte aufweist.

3. F ist orientierbar, d.h. es gibt zwei Seiten von F'. Diese sehr wichtige geometrische
Bedingung ist nicht verhandelbar und wird gleich genauer diskutiert.

4. Es gibt einen normierten Tangentialvektor 7 auf C' und einen normierten
Normalenvektor v auf F', die zueinander positiv orientiert sind. Es gibt mehrere
Moglichkeiten, dies zu beschreiben:

(a) Die Kurve ¢ umrundet die Flichennormalenvektoren in mathematisch
positiver Weise.

(b) Die Parametrisierung ¢ von C erfolgt so, dass F' immer ,links* von C' liegt,
wobei dann stillschweigend vorausgesetzt wird, dass v nach ,,oben” zeigt.

Michael Herrmann: Analysis 3 [(cc Version vom 8. Februar 2023
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(¢) v und T beschreiben eine Rechtsschraubung. Siehe dazu das Bild.
(d) In jedem Punkt x € C zeigt der der Vektor v(x) x 7(x) in das Innere von
F.

Mit etwas Ubung kann man die richtige Orientierung in konkreten Féllen meist
sehr einfach von der falschen unterscheiden.

5. f ist ein stetig differenzierbares 3D-Vektorfeld, dass in der Ndhe von F' definiert
ist.

Abbildung Die typische Situation fiir den Integralsatz von Stokes mit einer gekriimmten Fliche
F' (hellgriin), deren Fléchenrand C' (dunkelgriin) als parametrisierte Raumkurve beschrieben werden
kann. Der griine Pfeil illustriert den Tangentialvektor 7(x), den es in jedem Punkt x € C gibt,
wohingegen der violette Pfeil den Normalenvektor v(x) an die Flache darstellt, der in jedem Punkt
x € F existiert. Rechts ist in blau die entsprechende planare Konfiguration gezeichnet, die mittels
p in die rdumliche {iberfiihrt wird. Die braune und die hellgraue Menge wurden nur zur besseren
Anschauung gezeichnet und der dunkelgraue Pfeil représentiert das Vektorfeld f. Zur Orientierung:
Die Vektoren v und 7 sind zueinander positiv orientiert. Richten wir zum Beispiel eine Baumarkt-
Schraube entlang des violetten Normalenvektors so aus, dass der Pfeil zur Spitze der Schraube zeigt,
so entspricht sie Parametrisierung von C' dem Findrehen der Schraube.

Bemerkung

1. Die positive (also richtige) Orientierung von v und 7 ist insofern wichtig, als das
wir bei falscher Wahl des Flachennormalenvektors oder des Durchlaufsinns von
C das linke oder das rechte Vorzeichen im Satz von Stokes &ndern miissten. Eine
ahnliche Bedingung hatten wir schon in 2D kennen gelernt.

2. Die Bedingung der Orientierbarkeit hat keine Entsprechung in 2D. Sie stellt
sicher, dass man iiberhaupt von richtiger oder falscher Orientierung reden kann.

3. Wir wollen immer annehmen, dass p und c jeweils stetig differenzierbar sowie
reguldr sind. Im Prinzip kénnen F bzw. C' Knickkurven bzw. Knickpunkte
aufweisen, aber wir werden hier von dieser Moglichkeit keinen Gebrauch machen.

4. Der Flachenrand von F' kann in aller Regel intuitiv verstanden bzw. identifiziert
werden. Formal handelt es sich um die Menge p(9D), also um das Bild von
0D unter der Parametrisierungsabbildung p. Beachte, dass bei nicht-regulidren
Parametrisierungen gewisse Entartungen auftreten konnen, die wir aber hier nicht
diskutieren wollen.

5. In jedem Punkt x € C stehen die Vektoren v(x) und 7(x) senkrecht aufeinander
und besitzen jeweils die Lénge 1. Die Vektoren 7(x) und v(x) X 7(x) spannen
dabei den Tangentialraum Ty F' auf.
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Orientierbarkeit von Flichen Die Frage, ob eine gegebene (unparametrisierte)
Fliche F' C R? eigentlich immer ,zwei Seiten” besitzt, ist viel subtiler als sie auf den
ersten Blick aussieht. Die erste spontane Antwort ist sicherlich ja, denn wir kénnen
uns zum Beispiel sehr gut vorstellen, dass eine Sphére oder die Oberfliche eines
Kreiszylinders von innen griin und von aufsen blau angestrichen wird. Bei genauerer
Betrachtung wird aber klar, dass dies nicht immer so ist. Als Standardbeispiele
betrachten wir die parametrisierten Flachen
coS (ul)(l — Uy sin (% mul))
p(ur, uz) = | sin (u1) (1 +up sin (3mw)) |, u ER, wug € [—n, )
U9 COS (% m Ul)

mit ganzzahligem Parameter m und reellem Parameter n > 0. Die entsprechende Fliche
besitzt fiir jeden geraden Wert von m wirklich zwei Seiten, aber fiir jeden ungeraden
Wert von m nur eine Seite (siehe das Bild und seine Beschreibung). Im ersten Fall
sprechen Mathematiker von einer orientierbaren Fldche, im zweiten nicht.

Achtung: Der Satz von Stokes gilt nur auf Flachen, die zwei Seiten haben, also hier
nur fiir gerade m.

Abbildung Die parametrisierte Fliche von eben fiir m = 0 (Zylinderband), m = 1 (Mdbiusband)
sowie fiir m = 2 und m = 3, wobei die Flachen abwechselnd zwei bzw. eine Seite besitzen und daher
als orientierbar bzw. nicht orientierbar klassifiziert werden. Sie kénnen diese Flidchen sehr einfach
zu Hause aus einem schmalen Papierstreifen nachbauen, in dem Sie die kurzen Enden des Streifens
direkt verkleben (m = 0) oder zundchst um 180 Grad (m = 1), 360 Grad (m = 2) bzw. 540 Grad
gegeneinander drehen und dann verkleben. Fiir m = 0 und m = 2 entsteht dadurch eine Flache mit
zwei Seiten und Sie kénnen mit dem Finger entweder die Innenseite oder die Aufenseite vollstandig
abfahren, ohne dabei die Seite zu wechseln. Alternativ kénnen Sie die eine Seite vollstdndig blau, die
andere vollstdndig griin farben. Fiir m = 1 und m = 3 geht das alles nicht, denn es gibt nur eine
Seite. Probieren Sie es aus! Ein zweiter wichtiger Unterschied betrifft den Flachenrand: Fiir m = 0
und m = 2 wird die Fliache durch zwei geschlossene Raumkurven berandet, aber fiir m = 1 und m = 3
besteht der Fléchenrand aus einer einzelnen geschlossenen Raumkurve. Auch dass kann man sehen
bzw. sich mit verklebten Papierstreifen klar machen. Im Bild ist die Klebekante rot markiert und zur
besseren Ilustration haben wir angenommen, dass der Streifen teils aus braunem und teils aus gelbem
Papier besteht.

Theorem (Integralsatz von Stokes in 3D) Mit den obigen Notationen und
Annahmen gilt

/<rotf(x), V(x)>d0:/<f(x), 7(x))ds,

wobei <, > immer das Skalarprodukt im R?® meint und OF = C' den Flichenrand von
F meint.

Beweisidee Die 3D-Variante kann mithilfe der Parametrisierung p aus der bereits
bewiesenen 2D-Variante abgeleitet werden, wobei F' gerade das Bild der Menge D ist
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und ¢ = p o a als Liftung einer planaren Kurve a betrachtet werden kann, die 0D
parametrisiert (sieche Bild). Auferdem wird durch g = f o p ein Vektorfeld auf D
definiert. Man schreibt nun die 2D-Variante des Satzes von Stokes fiir das Gebiet D
mit Randkurve a sowie das Vektorfeld g hin und transformiert abschliefsend sowohl das
Stokessche 2D-Gebietsintegrals als auch das Stokes 2D-Kurvenintegral mittels p. [

Interpretation Der dreidimensionale Satz von Stokes ist das direkte Analogon zur
2D-Variante, nur dass nun die Fliache gekriimmt sein darf und durch eine Raumkurve
berandet wird.

Bemerkungen

1. Der Satz von Stokes erlaubt es, die Zirkulation eines Vektorfeldes entlang einer
geschlossenen Kurve alternativ als Flachenintegral seiner Rotation auszudriicken
und umgekehrt. Dariiber hinaus ist er von fundamentalem theoretischen Interesse,
zum Beispiel in der Hydrodynamik oder in der Maxwellschen Theorie des
Elektromagnetismus.

2. Die Integralsétze von Stokes in 2D und 3D sind eigentlich nur Spezialfille eines
sehr viel allgemeineren Satzes von Stokes, der in allen Raumdimensionen gilt und
auch alle Varianten des Integralsatzes von Gaufs als Spezialfille enthélt. Dieses

allgemeine Theorem kann als
/ dw = / w

Q o0N

geschrieben werden und etabliert die Dualitat zwischen dem Randoperator 0 und
dem Cartanschen Differentialoperator d, wobei w eine Differentialform auf der
Mannigfaltigkeit €2 ist. Wir konnen dies in dieser Vorlesung nicht mal ansatzweise
vertiefen, obwohl die allgemeine Stokes-Formel und die zu Grunde liegenden
Konzepte auch in der theoretischen Elektrodynamik eine wichtige Rolle spielen.
Zum Beispiel kann man auch die Kirchhoffschen Regeln fiir elektrische Netzwerke
als Konkretisierung des allgemeinen Satzes von Stokes interpretieren.

3. Die 2D-Variante von Stokes kann als Speziall der 3D Version betrachtet werden.
Das sieht man zum Beispiel mit der Wahl

(%1 fl(xh xQ)
P(U-) =\|u2), f(X) = | folz1, 2) |,
0 0

denn dann gilt 1 = uy, T2 = ug, r3 = 0 sowie F' = D und

0 0
vix)=[(0], rot f(x) = 0
1 ax1f2($1, $2) - axzfl(%, $2)

Bezispiele
1. Ein sehr einfaches Beispiel ist die obere Hemissphére der Einheitskugel

F:{(x17x2a 1‘3) : x%"f_l'g‘l'l'g:l, $3ZO}
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Der entsprechende Flachenrand ist gerade die Kreislinie

C={(21, 33, x3) : 2} +25=1, 23 =0}

und durch
X1 —T2
v(z1, o, $3) =122, 7'(9517 T2, $3) = |+
I3 0

kénnen wir in zuléssiger Weise einen normierten Normalenvektor v auf F' sowie
einen normierten Tangentialvektor 7 auf C einfiihren. Betrachten wir aukerdem
das Vektorfeld f : R? — R3 mit

so ergibt sich

und damit auch
/<f(x), r(x))ds = /1d3:len () =27,
c C

wobei len (C') die Lénge von C ist. Der Satz von Stokes impliziert nun

/<r0t f(x), v(x))do=2m,

F

aber wir wollen dies noch einmal nachpriifen. Dazu berechnen wir

8962f3(x> - aﬂﬁsf?(x) 0
rot f(X) = aﬂﬁsfl (X> - axlf?)(X) =10
O, f2(x) = Oz, f1(x) 2

und erhalten
(rotf(x), v(x)) =23 fir xeF

als die zu integrierende Funktion auf F'. Parametrisieren wir F' zum Beispiel durch
Euler-Winkel u; € [0, 7], ug € [0, 7/2], so gilt do = cos (uz) du; dus (siehe oben)
und wir erhalten mit

21 7'('/2

/ (rot £(x), v(x)) do = / / 2 sin (1) cos (1) dup duiy

/2
:27r/sin(2u2)du2:27r,
0

das gewiinschte Ergebnis.
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2. Wir betrachten das Vektorfeld

fx)=[+23], xe@

auf dem unendlich ausgedehnten Kreiszylinder
G = {(:rl, Ty, T3) 25+ 15 < 1},

wobei f eine turbulente Rohrstromung beschreibt. Wir wollen nun die Zirkulation
von f entlang der schief im Raum liegenden Ellipsenlinie

C:{(ZEl,I’Q,{Eg) c =1, Igzl—l'l—l'g},

berechnen, wobei K so durchlaufen werden soll, dass der Einheitskreis der
(21, 3)-Ebene (Projektion von C') entgegen dem Uhrzeigersinn durchlaufen wird.

Lésung durch Kurvenintegral: Wir konnen die Kreislinie K durch

cos (t)
c= sin () : t €0, 27|
1 — cos (t) — sin ()
parametrisieren und das Stokesche Kurvenintegral mittels

2w

/ (£(x), 7(x)) ds = / £(x) - dx = / (£(c(t)), &(t)) dt

X

berechnen. Dabei haben wir ausgenutzt, dass 7(c(t)) immer in die gleiche (und
nicht die entgegengesetzte) Richtung ¢(t) zeigt, da wir andernfalls ein Vorzeichen
andern miissen. Mit direkten Rechnungen erhalten wir

—sin (t) :
: c(t)
c(t) = + cos (t) , T(X) = +—
+sin (t) — cos (t) ()]

(f(c(t)), €(t)) =sin* (t) + cos* (t) + (cos (t) —sin (¢)) (1 — cos (t) — sin (t))3 )

und schlieklich ergibt sich

wlN

™

/<f(x), T(X)>ds =

K

nach Einsetzen und Berechnung der Integrale.

Losung durch Gebietsintegral: Wir konnen die Menge C' als den Flachenrand der

Schnittfliche FF = G N E zwischen dem Zylinder G und der Ebene

E = {(21, 32, x3) : 71+ 22+ a5 =1}

Michael Herrmann: Analysis 3 [@)srsa | Version vom 8. Februar 2023



3.6. Integralsidtze von Gauft und Stokes in 3D 211

betrachten, wobei wir F' zum Beispiel als Graph einer Funktion mittels

Uy
p(u): Ug s ueD:= {(Ul,UQ) : u%+u%§1}
1-— Uy — U2

parametrisieren konnen. Der Satz von Stokes erlaubt es, die gesuchte Zirkulation
durch ein Flachenintegral zu ermitteln. Dazu berechnen wir

afoS(X) - aﬂcaf?(x) 0
rotf(x) = | Op, f1(X) — Ou, f3(x) | = 0
aﬂﬁlfQ(X> —8x2f1(x) 31’%4—3%%
sowie
+1 0 1
Ou,p(u) X O,p(u) = | 0 | x| +1 ] =|1],
-1 -1 1

wobei die zweite Formel
do = \/§du1 d'LL2

liefert sowie

L (V3

v(p(u)) = j:g V3

V3
Wir miissen nun aber noch das richtige Vorzeichen wahlen, damit v und 7
zueinander passen. Im konkreten Fall ist + die richtige Wahl. Man kann dies
mit Hilfe der geometrischen Anschauung oder einem 3D-Plot begriinden (siehe

Bild). Alternativ kénnen wir einzelne Punkte in C' betrachten. Mit x, = p(% 7r)
gilt etwa

V2 (V2 | (V6
=g V2 |, r) =5 V2| . vx)xTx) =g | V6
2242 0 26

und man sieht die positive Orientierung (zum Beispiel, weil v(x,) x 7(x,) im
Punkts x, ins Innere von F' zeigt). Da wir nun v identifiziert haben, berechnen
wir

0
rot f(p(u)) = " 20+ ) , (rotf(p)(u), v(p(n))) = V3 (uf + u3)

und erhalten

/<f(x), v(x))do= [ f(x)- daz/\/g(u%+u§)\/§ du

m—

wobei wir zur Berechnung des zweidimensionalen Gebietsintegrals iiber D die
ebenen Polarkoordinaten in der (u;, us)-Ebene benutzt haben.
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Blick von oben vorn Blick von oben rechts Blick von oben hinten
, Y ) -2f

X1 X2 X1

Abbildung Die Bilder zum eben gerechneten zweiten Beispiel. F' ist die schiefliegende elliptische
Scheibe (griin).

Ausblick: Elektrische und magnetische Felder®* Die Mazwellschen Gleichungen
modellieren die Gesamtheit aller elektromagnetischen Erscheinungen und kénnen als

divD(t, x) = 4mol(t, x)
div B(t, x) 0
+ ¢ 1 9;B(t, x) rotE(t,x) = 0

+
— ¢ '9D(t, x) + rotH(t,x) = 4mctjt, x)

geschrieben werden. Hierbei ist t die Zeit und x € R3 die Raumvariable, wobei sich die
Differentialoperatoren div und rot nur auf diese x-Koordinaten beziehen. Auferdem
ist ¢ die Lichtgeschwindigkeit und es gelten die punktweisen Identitéaten

D(t, x) = ¢ E(t, x), B(t, x) = pH(t, x),

wobei die physikalischen Konstanten ¢ bzw. u die Dielektrizitdtskonstante bzw. die
magnetische Permeabilitat genannt werden. Im Standardfall sind die Ladungsdichte o
sowie der Leitungsstrom j bekannt und man mochte mit Hilfe der obigen Gesetze die
elektrische Feldstirke E, die magnetische Feldstarke H, die dielektrische Verschiebung
D sowie die magnetische Flussdichte B bestimmen, wobei noch geeignete Anfangs- und
Randbedingungen gestellt werden kénnen.

Bei den Maxwellschen Gleichungen handelt es sich aus mathematischer Sicht um
partielle Differentialgleichungen, deren Theorie und Praxis wir in dieser Vorlesung nicht
behandeln konnen. Wir wollen aber festhalten, dass sie wegen der Satze von Gaufs und
Stokes dquivalent zu den Integralformeln

/(D(t, x), v(x))do = 4 /Q(t, x) dx,

G

oG
/<B(t, x), v(x))do =0
oG

sowie

/<E(t, x), T(x))ds = — ¢ /<8tB(t, x), v(x))do,

OF F
/<H(t, x), 7(x)) ds = + c_1/<8tD(t, x), v(x))do + 47rc_1/<j(t, x), v(x)) do
oF F F
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sind, wobei G ein beliebiges Testvolumen mit Normalenvektor v und F' eine Testfldiche
in 0G mit Tangentialvektor 7 bezeichnet. Die integrale Form der Maxwellschen
Gleichungen ist aus physikalischer Sicht eigentlich fundamentaler und kann benutzt
werden, um die differentielle Variante herzuleiten.
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