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Kapitel 1

Metrische Raume

Vorlesungswoche 01

Bemerkungen zur Notation Im Folgenden werden wir oftmals die Menge R™
betrachten, deren Elemente (bzw. Punkte) wir mit = bezeichnen. Wir konnen jedes
x via
T
r= (21, ..., Tp) bzw. T = (a:l xm) bzw. T =

Tm

als Tupel bzw. Zeilenvektor bzw. Spaltenvektor schreiben, wobei z; gerade die
j-te Komponente ist.! In den Anwendungswissenschaften werden oftmals spezielle
Notationen fiir vektorielle Variablen verwendet, d.h. man schreibt zum Beispiel

= (21, ..., Tp) oder  Z=(z1,..., Tp)

in Tupelnotation. Obwohl diese Schreibweisen viele Vorteile haben, werden sie innerhalb
der Mathematik in aller Regel nicht verwendet, da sie auch einige Nachteile mit sich
bringen. Aufterdem ist Abstraktion eine der Starken der Mathematik. Wir werden
zum Beispiel sehen, dass sowohl Zahlen, Vektoren und Funktionen jeweils als Punkte
in einem abstrakten Raum verstanden und in einheitlicher Weise behandelt werden
kénnen.?

Fiir jeden Vektor z € R™ ist sein euklidischer (oder kartesischer) Betrag durch

m 1/2
\x!z(Zx?) =\/zi+ ...+
=1

gegeben und wir werden sehen, dass die Betragsfunktion |-| : R™ — R als spezielle
Norm auf R™ angesehen werden kann.

Eine weitere Besonderheit sind Folgen von vektoriellen Grofen, da dann unterschied-
liche Indizes verwendet werden miissen. Wir schreiben eine Folge im R™ meist als

Tn einigen Bereichen der Mathematik muss man sauber zwischen Spalten- und Zeilenvektoren
unterscheiden. Auch wir werden dies im Fortgang dieser Vorlesung gelegentlich tun, aber im Moment
ist dies nicht wichtig.

2In der Mathematik ist Raum ein Synonym fiir Menge mit Struktur, wobei diese Struktur sehr
unterschiedlicher Natur sein kann.



6 1. Metrische Raume

(75,) ,en> Wobei die Komponenten von x, € R™ mit x,, ; bezeichnet werden. Dies meint
zum Beispiel

Tp = (xn,la KT xn,m) .

Eine alternative Notation fiir Folgen (die wir aber in der Regel nicht verwenden werden)

ist (:E(”))neN mit

m

™ = (xﬁ”), ce x(”)) ,

wobei der untere Index j die Komponenten und der obere Index n die Folgenglieder
nummeriert.

Achtung Mathematische Notationen sind immer kontextabhéngig! Sie miissen sich
bei jeder Formel immer klarmachen, ob ein verwendetes Symbol (etwa x, u, «, oder B)
nun eine reelle Zahl, ein Element des R™ oder etwas ganz anderes (Funktion, Menge,
...) bezeichnet.

1.1 Grundbegriffe

Vorbemerkung In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit einem vergleichsweise
abstrakten Gebiet der Analysis, das uns aber wichtige Hilfsmittel fiir die Differential-
rechnung und die Theorie der Differentialgleichungen bereitstellen wird.

Definition FEin metrischer Raum (X, d) besteht aus einer Menge X sowie einer
Abbildung d : X x X — R, sodass die folgenden Aussagen erfiillt sind.

1. Positivitit: Es gilt
d(z, z) =0, d(z, y) >0
fiir alle x € X und alle y € X mit y # z.
2. Symmetrie: Die Gleichung
d(z, y) = d(y, x)
ist fiir alle x, y € X erfiillt.

3. Dreiecksungleichung: Es gilt

d(z, z) < d(z, y) + d(y, 2)
fiir alle z, y, z € X.
Die Funktion d wird dabei Metrik oder Abstandsfunktion (auf der Menge X') genannt.

Interpretation Die Funktion d ermdglicht es uns, in sinnvoller Weise den Abstand
von zwei Elementen bzw. Punkten aus der Menge X zu quantifizieren, wobei es
gewisse abstrakte Spielregeln gibt. Damit konnen wir (sieche weiter unten) Begriffe wie
Konvergenz, Stetigkeit, Kompaktheit einfiihren, die die analogen Konzepte aus Analysis
1 verallgemeinern. Dabei ist es nicht wichtig, ob die Elemente von X Zahlen, Vektoren
oder andere mathematische Objekte sind.
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1.1. Grundbegriffe 7

Bezspiele
1. Auf jeder Menge X wird durch
0 fallsz=y
d(w, y) = { 1 sonst

die sogenannte triviale Metrik definiert, wobei die geforderten Eigenschaften
leicht tiberpriift werden kénnen (Ubungsaufgabe). Es handelt sich allerdings um
ein sehr entartetes Beispiel.

2. Jede Norm auf einem Vektorraum induziert eine entsprechende Metrik (siche
unten), aber nicht jede Metrik auf einem Vektorraum wird durch eine Norm
erzeugt. Aufserdem konnen Metriken auf beliebigen Mengen existieren.

3. Ist n: R — R eine stetige und strikt monotone Funktion, so wird durch
d(z, y) = |n(x) = n(y)|
eine Metrik auf X = R definiert.

Beweis: Die Positivitdt und die Symmetrie von d folgen unmittelbar aus der
Definition, wobei die strikte Monotonie von 7 wichtig ist. Die Dreiecksungleichung
fiir d ergibt sich via

d(z, z) = [n(x) —n(2)| < |[n(@) = ny)| + [nly) —n(2)| = d(z, y) +d(y. 2)
direkt aus der normalen Dreiecksungleichung, d.h. den Eigenschaften der reellen
Betragsfunktion. O

4. Wir betrachten X = R? sowie einen festen Punkt p € R?. Dann wird durch
d(z. y) { ‘x — y‘ falls z, y und p alle auf einer Geraden liegen
x,y) =
Y ‘x—p’ + |y—p‘ sonst

die franzosische Eisenbahnmetrik definiert.?

Definition Ein normierter Raum (X, ||-||) besteht aus einem reellen Vektorraum X
sowie einer Abbildung [|-|| : X — R, die den folgenden Bedingungen geniigt."

1. Positivitdt: Es gilt

10 =0, = >0
fiir alle x € X mit x # 0.
2. Homogenitdt: Fiir jedes A € R und jedes z € X gilt
[Azl| = [A[ |l ,
wobei |A| der Betrag von A ist.

3. Subadditivitit bzw. Dreiecksungleichung: Die Abschitzung

lz +yll < [lz]l + Nyl
gilt fiir alle z, y € X.
Die Funktion ||-|| wird dabei Norm (auf X) genannt.

3Der Name kommt daher, dass in friiheren Zeiten jede Eisenbahnverbindung zwischen zwei
franzosischen Stadten (z und y) {iber Paris (p) lief. Siehe auch WIKIPEDIA.

4Wir betrachten im Folgenden immer Vektorrdume iiber dem Zahlenkérper R, aber man kann
Normen ganz analog auch auf komplexen Vektorrdumen definieren. Auch in diesem Fall ist aber ||z||
immer eine nichtnegative reelle Zahl.
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8 1. Metrische Raume

Lemma (normierte Riume sind auch metrisch) Auf einem normierten Raum
wird durch

d(z, y) == [z —y|
eine Metrik definiert.

Beweis Nachrechnen! O

Merkregel Normierte Rdume sind spezielle Beispiele fiir metrische Raume. Zum
einen ist die zugrunde liegende Menge X ein Vektorraum, zum anderen wird die Metrik
durch eine Norm erzeugt.

Skalarprodukte* Ein Skalarprodukt auf einem endlich-dimensionalen Vektorraum
X ist eine Abbildung (-, -) : X x X — R, die den folgenden Bedingungen geniigt.”

1. Positivitdt: Es gilt (0, 0) = 0 sowie

(x, ) >0
fiir jedes « € X mit x # 0.
2. Bilinearitit: Die Formeln
Nz + 27, y) =M, vy + M3, y), (o, py+ag) =ple, y) + il §)

sind fir alle x, Z, y, ¥ aus X und alle A, 5\, 1, i € R erfiillt.

3. Symmetrie: Es gilt

(@, 9) = (v, 2)

fiir alle z, y € X.

Lemma* (Normen und Skalarprodukte) Sei X ein reeller Vektorraum mit
endlicher Dimension. Dann erzeugt jedes Skalarprodukt via

]l = (=, x)

eine entsprechende Norm auf X, die aufserdem der Parallelogramm-Identitéat

2 2 2 2
3 lle 4yl + 5 e = yll” = ll=II” + 1yl

gentiigt.

Bewets Mit den abstrakten Eigenschaften eines Skalarproduktes kénnen wir leicht
nachrechnen, dass fiir jedes gegebene Skalarprodukt durch die gegebene Formel eine
Norm auf X definiert wird und dass diese auch die Parallelogramm-Identitat erfiillt
(Ubungsaufgabe). O

5Skalarprodukte kénnen analog auch fiir unendlich-dimensionale Vektorriume eingefiihrt werden,
aber dann wird iiblicherweise zusétzlich noch die Stetigkeit der Abbildung (-, -) gefordert.
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1.1. Grundbegriffe 9

Bemerkungen

1.

Nicht fiir jede Norm gibt es ein entsprechendes Skalarprodukt. Als Beispiel sei
auf die weiter unten eingefithrten p-Normen im R™ verwiesen, fiir die es nur im
Fall von p = 2 ein Skalarprodukt gibt.

. Ausblick: Der Satz von Jordan-von Neumann garantiert, dass eine gegebene Norm

genau dann durch ein Skalarprodukt erzeugt wird, wenn die Parallelogramm-
Identitat gilt, wobei dieses Skalarprodukt mithilfe der Polarisationsformel

2 2
(@y) =glle+ul” = L llz =yl -

bestimmt werden kann. Fiir den erstaunlich schwierigen Beweis sei auf die
Literatur verwiesen.

Konvergenz in metrischen Raumen

Definition (Konvergenz von Folgen in metrischen Riumen) Eine Folge
(75),en € X konvergiert (bzgl. der Metrik d) gegen einen Grenzwert z,, € X, falls
zu jedem € > 0 ein N € N existiert, sodass

d(x,, o) <e  furalle n>N

gilt. In diesem Fall schreiben wir auch ., = lim,, ., ,, und nennen x., den Grenzwert.

Bemerkungen

1.

d.

Die Definition verallgemeinert in natiirlicher Weise den Konvergenzbegriff fiir
Zahlenfolgen aus Analysis 1, wobei wir nun den Abstand von z,, und . nicht
mehr mit der Betragsfunktion |-|, sondern mithilfe der Metrik d quantifizieren.

Aquivalente Charakterisierung: Die Folge (n),en € X konvergiert genau dann
fiir n — oo gegen ., wenn

d(xp, Too)

n—o0

0

gilt, wobei letzteres eine Konvergenz im Sinne der reellen Zahlen ist und fiir
normierte Rdume auch als

n—o0

0

[Zn — Tool|
geschrieben werden kann.

Beweis: Ubungsaufgabe. m

. Wie schon in Analysis 1 gilt: Nicht jede Folge besitzt einen Grenzwert, aber wenn

sie konvergiert, so ist der Grenzwert eindeutig (Ubungsaufgabe).

Besonders in normierten Rdumen gibt es auch alternative, nicht dquivalente
Konvergenzbegriffe, die nicht auf Metriken oder Normen, sondern auf anderen
Konzepten beruhen. Die Konvergenz im Sinne der obigen Definition wird oftmals
auch starke Konvergenz oder Normkonvergenz genannt.

Achtung: Der Konvergenzbegriff hangt von der Metrik bzw. der Norm ab. Siehe
dazu auch die Diskussion weiter unten.
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10 1. Metrische Raume

Lemma (Konvergenz in Norm impliziert Konvergenz der Norm) In jedem

normierten Raum (X, ||-||) gilt die Implikation
n—oo n—o0
Ty —— Too — [l [E2S
wobei links eine Konvergenz bzgl. der Norm ||-|| und rechts eine Konvergenz reeller
Zahlen steht.
Beweis Aus der Subadditivitdt der Norm ergibt sich
[0l = [[2ooll < ll2n — 2ool|  sowie  [[zoo|| = [|2n]] < |00 — znll = [J2n — 2ol
und insgesamt
llzall = llzscll] < llzn — ool
Die Behauptung folgt nun mithilfe der vorangegangenen Bemerkungen. O

Achtung Die umgekehrte Aussage ist falsch, wobei dies leicht mit Gegenbeispielen
aus dem R? begriindet werden kann (Ubungsaufgabe).

Definition Eine Folge (,,),.y C X heift Cauchy-Folge (bzgl. der Metrik d), falls
zu jedem € > 0 ein N € N existiert, sodass

d(zp, xp) <€ fir alle n, k>N

gilt. Der metrische Raum (X, d) wird vollstdndig genannt, falls jede Cauchy-Folge
konvergiert.

Bemerkungen

1. Achtung: Nicht jeder metrische oder normierte Raum ist vollstdndig (siehe die
Beispiele weiter unten).

2. Ausblick™: Jeder metrische Raum (X, d) besitzt eine Vervollstindigung, d.h. es
existiert ein anderer metrischer Raum (X, d) der zum einen vollsténdig ist und
zum anderen X als dichte Teilmenge enthélt. Insbesondere gilt X C X sowie

~

d(x,y) = d(z, y) fiir alle z,y € X. Zum Beispiel ist R die Vervollstdndigung von
Q.

3. Ein vollstdndiger normierter Raum wird Banach-Raum genannt. Wird dariiber
hinaus die Norm von einem Skalarprodukt erzeugt, so sprechen wir von einem

Hilbert-Raum.

Kugeln und Spharen In jedem metrischen Raum ist

By(z,) :={r € X :d(z, z,) < o} bzw. B,(z.) ={r e X :d(x, x.) < o}

die abgeschlossene bzw. offene Kugel mit Radius o > 0 und Mittelpunkt x,. Die Menge

Sp(ws) = By(x.) \ Bylws) = {z € X :d(x, z.) = o}

Michael Herrmann: Analysis 2 [D)eysa | Version vom 2. Oktober 2022



1.2. Normen in kartesischen Ridumen 11

bezeichnet die entsprechende Sphire.

Bemerkung: Wenn wir mit mehreren Metriken arbeiten, so werden wir abgewandelte
Bezeichnungen verwenden, in denen noch zusétzlich noch die Abhéngigkeit von der
Metrik d kenntlich gemacht wird.

Ausblick: Reihen in normierten Ridumen Ausgehend vom Konvergenzbegriff
konnen wir — ganz analog zu Analysis 1 — auch Reihen betrachten, wobei die Glieder
nun aus einem normierten Raum stammen diirfen. Die Grundidee kann wieder in der
Formel

o0 n

g rp = lim E T,
n—o0

k=1 k=1

zusammengefasst werden und meint, dass eine unendliche Summe immer der Grenzwert
einer Folge von endlichen Summen ist (eben der Partialsummenfolge). Wir werden im
Fortgang der Vorlesung Beispiele fiir solche Reihen kennenlernen und schrittweise die
Theorie aufbauen. Insbesondere wird es auch wieder einen absoluten Konvergenzbegriff
geben.

1.2 Normen in kartesischen Raumen

Vorbemerkung Das fiir uns wichtigste Beispiel fiir einen normierten (und damit
auch metrischen) Raum ist der R™. Dariiber hinaus sind aber auch Funktionen- und
Folgenrdume sehr wichtig in der modernen Mathematik, wobei wir erste Beispiele im
Anschluss diskutieren werden.

Wir werden im Folgenden sehen, dass es viele Moglichkeiten gibt, den R™ mit einer
Norm auszustatten, wobei je nach Anwendung mal die eine, mal die andere besser
geeignet sein wird.

Definition (wichtige Normen) Wir setzen

7o = _max x|

m 1/p
ol = (zw) |
j=1

wobei der Parameter p € [1, o0) oftmals Exponent genannt wird.”

sowie

Lemma (niitzliche Beobachtung) Es gilt
x| <,

fir jedes © € R™ sowie alle k € {1, ..., m} und alle p € [1, oco].

B und S beziehen sich auf ‘ball’ und ‘sphere’. Deutschsprachige Mathematiker nennen daher
Kugeln manchmal auch Badlle.
"Wir werden gleich zeigen, dass diese Definition fiir jedes p wirklich eine Norm liefert.

Michael Herrmann: Analysis 2 [D)eysa | Version vom 2. Oktober 2022



12 1. Metrische Raume

Beweis Fiir p = oo gilt

o] < supay| = 2l
j={1,....m

und im Fall von p < oo folgt die Behauptung aus

m
2" <> Jay | = Nl
Jj=1

nach Ziehen der p-ten Wurzel. ]

Lemma (fundamentale Ungleichungen) Fiiralle z,y € R™ und jedes p € [1, o]
gilt die Minkowski-Ungleichung

Iz +yll, < llz[l, + [y,

sowie die Holder-Ungleichung

> sllus| < sl Nyl -
j=1

Hierbei ist p’ der konjugierte Exponent zu p und kann aus der Formel

-+ —==1 bzw. p = T =

berechnet werden, wobei die Sonderregeln 1/00 = 0 und 1/0 = co vereinbart seien.®

Beweis Vorbereitung: Fiir 1 < p < oo und zwei nichtnegative reelle Zahlen a und b
gilt stets die Young-Ungleichung

a? b

p p
In der Tat, fiir a = 0 oder b = 0 ist diese Aussage trivial und fiir a > 0, b > 0 folgt
wegen 1/p+ 1/p’ = 1 die Abschétzung

In(ab) =1In ((ap)l/p (bp/)l/p/) = 1ln (a”) + L

/ 1 1.
, yln(bp)§1n<—ap+—,bp)

p p

aus den Rechenregeln sowie der Konkavitdt des Logarithmus und impliziert das Hilfs-
resultat nach Anwendung der monotonen Exponentialfunktion auf beiden Seiten.
Holder-Ungleichung: Fir p = 1 und p’ = oo bzw. fiir p = oo und p’ = 1 ergibt

sich die gewiinschte Ungleichung aus einfachen Argumenten (Ubungsaufgabe). In allen
anderen Fillen gilt 1 < p, p’ < oo und wir kénnen O.b.d.A.? annehmen, dass [z]|, > 0
und ||y, > 0 gilt, da andernfalls nach der niitzlichen Beobachtung alle z; oder alle

8Die Sonderregeln implizieren insbesondere 1’ = 0o und oo’ = 1.
90.B.d.A. meint ohne Beschrinkung der Allgemeinheit.
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1.2. Normen in kartesischen Ridumen 13

y; verschwinden und die Behauptung wegen 0 < 0 trivialerweise richtig ist. Aus der
Young-Ungleichung — angewendet mit a = |z;| /[|z||, und b = y;/ [|y||,, — ergibt sich

p p
7y <1<|xj| > +1(|yj| )
lofl, Tl = o\ Tl ) 2\ T,

fiir alle 7 und durch Summation erhalten wir via

1 m
.p 4 _ :1
Z’ ]‘ ’yjl — ||xHZ le |x3| ,” Hp Z ’y]| p

das gewiinschte Ergebnis.

Minkowski- Ungleichung : Die Fille p = 1 und p = oo sind eine Ubungsaufgabe. Fiir
1 < p < oo kénnen wir O.B.d.A. |z + y||,, > 0 annehmen und bemerken, dass nach der
reellen Dreiecksungleichung

/

lll, Iyl ||y||

—1
e+l =l + il =Dl + oyl |z + ysl
j=1 =1
-1 —1
< sl s+ 7+ D Myl s+ gl
=1 j=1

gilt. Die Holder-Ungleichung garantiert
m m 1/p m 1/p
-1 1 -1
Dyl oy g < (Zl%lp> (Z |z + ;") > = llzll, =+ yll;
7=1 7=1 7j=1
sowie analog
m
-1 -1
> il g+l < Nl e+l
j=1
wobei wir benutzt haben, dass (p — 1) p’ = p gilt. Insgesamt ergibt sich

-1
lz+yll; < Clzll, + wll,) llz+yl”

und das gewiinschte Ergebnis folgt nach Division durch ||z + y||"~". O

Bemerkungen

1. Fiir 1 < p < oo gilt 1 < p’ < 0o und wir kénnen leicht zeigen, dass p” = p gilt.
Beachte, dass das Zeichen ' in diesem Kontext keine Ableitung meint, sondern
aus einem Exponenten einen anderen macht.

2. Die Holder-Ungleichung und das Konzept des konjugierten Exponenten sind sehr
wichtig und tauchen in vielen Bereichen der Mathematik auf.

3. Es gilt 2/ = 2, aber p # p’ fiir jeden anderen Exponenten. Beide Tatsachen
spiegeln einige tiefe Erkenntnisse wider, die wir uns aber erst schrittweise klar

Michael Herrmann: Analysis 2 [D)eysa | Version vom 2. Oktober 2022



14 1. Metrische Raume

machen konnen. Wir wollen aber hier schon festhalten, dass nur fir p = 2 die
p-Norm durch ein Skalarprodukt erzeugt ist, ndmlich durch

<l’, y> = Zl’jyj.
j=1
Insbesondere gilt die oben erwidhnte Parallelogramm-Identitat zwar fiir p = 2,

aber nicht fiir p # 2.

4. Die Holder-Ungleichung mit p = 2 ist gerade die Cauchy-Schwarz-Ungleichung.
Folgerung Fiir jeden Exponenten p € [1, oo] definiert ||-||, eine Norm auf R™.

Beweis Alle drei Normeigenschaften der Funktion [-[|, : R™ — R kénnen leicht

nachgerechnet werden (Ubungsaufgabe), wobei die entsprechende Dreiecksungleichung
gerade die Minkowski-Ungleichung ist.

Bemerkungen
1. Die p-Normen illustrieren, dass ein gegebener Vektorraum (hier R”) auf mehrere

verschiedene Weisen zu einem normierten Raum gemacht werden kann.

2. Der Fall p = 2 ist besonders wichtig, wobei dann ||z||, = |z| gilt, d.h. die 2-Norm
liefert gerade den euklidischen Abstand, den wir bereits aus der Schule kennen.

3. Die Normen fiir p = 1 bzw. p = oo werden auch Summennorm (oder
Manhattan-Norm) bzw. Maximumsnorm genannt.

4. Tm Fall m = 1 (eine Raumdimension) gilt [|z|, = ||, dh. im R! sind alle p-
Normen identisch.

Lemma (Eigenschaften der p-Norm im R™) Sei 2z € R™ beliebig. Dann gilt
Izl < llzll, < m? ||zl
fiir alle Exponenten p € [1, oo] und damit auch
T [lel, = 1.

Hierbei ist x ein beliebiger Punkt im R™.

Beweis Doppelungleichung: Da die Behauptung fiir p = oo wegen mY/® = m® = 1
trivialerweise richtig ist, konnen wir 1 < p < oo annehmen. Fiir jedes k € {1, ..., m}

gilt

2] < Il

nach der niitzlichen Beobachtung und wenn wir auf der linken Seite das Maximum
iiber k bilden, erhalten wir |[z[|,, < [[z]|,. Andererseits gilt auch |2;] < ||zl fiir alle
j € {1, ..., m}. Dies impliziert

lally =D " < D Nl = m [l
j=1 j=1
und damit den zweiten Teil der Doppelungleichung nach dem Ziehen der p-ten Wurzel.

Konvergenz: Die Behauptung ergibt sich mit dem Sandwichprinzip direkt aus der
bereits bewiesenen Doppelungleichung. O]
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1.2. Normen in kartesischen Ridumen 15

Bemerkungen
1. Aus dem Lemma folgt, dass fiir zwei Exponenten p, g € [1, oo] immer
lzll, <m'Pllzll, , 2], <m" |z,

fiir alle x € R™ gilt. Insbesondere impliziert dies, dass eine Folge aus R™ genau
dann bzgl. der p-Norm konvergiert, wenn Sie bzgl. der ¢-Norm konvergiert und
dass eine Teilmenge des R™ genau dann bzgl. der p-Norm abgeschlossen bzw.
offen ist, wenn sie es bzgl. der ¢-Norm ist (siehe dazu weiter unten).

2. Verallgemeinerung: Sind |-||, und ||-||, zwei verschiedene Normen auf einem
endlich-dimensionalen Vektorraum X, so sind diese Normen &quivalent, d.h. es
existieren positive Konstanten C,, C},, sodass

lella < Calllly » flell, < Collll,

fiir alle z € X gilt.!

Achtung: In einem unendlich-dimensionalen Vektorraum gilt diese Aussage nicht,
d.h. dort kann es sehr wohl nicht dquivalente Normen geben.!!

p=1 p=z p=3 p=co

NN
NN

Abbildung Die Einheitssphiiren im R?, wobei jeweils eine andere Wahl des Normparameters p
zugrunde liegt und der euklidische Standardkreis (p = 2) jeweils grau dargestellt ist.

1

o~

Abbildung In der euklidischen Metrik (p = 2) gibt es zu zwei beliebig gewihlten Punkten (schwarz)
immer genau einen kiirzesten Verbindungsweg (griine Linie), aber in der Manhattan-Metrik (p = 1)
gibt es viele optimale Wege (zwei sind blau dargestellt). Das allgemeine Konzept geoddtischer Kurven
kénnen wir in dieser Vorlesung aber nicht studieren.

Lemma (iiber Konvergenz im R™) Sei p € [1, co] ein beliebiger Exponent. Eine
Folge (2n),cny € R™ konvergiert genau dann bzgl. der p-Norm gegen z,, € R™, wenn
sie komponentenweise konvergiert, d.h. wenn fiir jedes j € {1, ..., m} die Zahlenfolge
(T, j)en BEEEN Too j konvergiert.

0Kinen Beweis werden Sie zum Beispiel in der Einfiihrungsvorlesung iiber Numerische Mathematik
kennenlernen.
1UVWir werden diesen Aspekt in der Vorlesung Funktionalanalysis genauer studieren und verstehen.
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16 1. Metrische Raume

Bewetis Hinrichtung: Es gelte ro, = lim, .o, z,, im Sinne der Konvergenz bzgl. der
p-Norm. Fiir jedes feste 7 gilt dann

n—0o0

|azn7j—xoo7j‘§||xn—xooHp —— 0

und wir schliefen, dass 7 ; = lim, o Ty, ; im Sinne der Konvergenz reeller Zahlen

gilt. Riickrichtung: Aus der Annahme z ; = lim,, . @, ; fiir alle j € {1, ..., m} folgt
n—oo
l2n = Toclly = D 10 = Too gl —— 0,
j=1

wobei wir benutzt haben, dass die Summe vom m reellen Nullfolgen wieder eine Null-
folge ist. Insbesondere konvergiert x,, fiir n — oo gegen x,, bzgl. der 1-Norm. Da die
Eigenschaften der p-Norm beide Teile der Doppelabschétzung

|z — xOOHp < m'/? [0 — Zoo|| oo < m'/P |20 — Toolly

fiir alle n € N implizieren, ergibt sich auch die Konvergenz bzgl. der p-Norm. O]

Bemerkung Die Aquivalenzaussage des Theorems scheint auf den ersten Blick
trivial zu sein und besitzt naheliegende Verallgemeinerungen in jedem anderen
normierten Raum endlicher Dimension. In unendlich-dimensionalen R&umen, gibt
es aber keine entsprechende Aussage. Siehe zum Beispiel die Eigenschaften der
punktweisen Konvergenz in den weiter unten diskutierten Doppelfolgenraumen.

Beispiel Die vektorielle Konvergenz

cos (exp (—n)) . 1
o T I

—1+42n? 2
gilt bzgl. jeder p-Norm im R2, eben weil sowohl die Folge ersten als auch die Folge der
zweiten Komponenten konvergiert.

Theorem (Vollstandigkeit des R™) Fiir jedes p € [0, oo] ist der R™ ausgestattet
mit der p-Norm ein vollstandiger normierter Raum.

Beweis Sei (,,),cy eine Cauchy-Folge im R™. Fiir jedes j € {1, ..., m} impliziert
die niitzliche Beobachtung via

|0 g — T | < Nlwn — 2],

dass die Zahlenfolge (z,;),.y ¢ine reelle Cauchy-Folge ist und daher — vgl. das
Cauchy-Kriterium fiir Konvergenz aus Analysis 1 — einen Grenzwert besitzt, den wir
Too,; Nennen wollen und als j-te Komponente von z,, € R™ auffassen kénnen. Nach
Konstruktion konvergiert nun z,, fir n — oo komponentenweise gegen x., und das
vorherige Lemma garantiert die entsprechende Konvergenz bzgl. der p-Norm. O]
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1.3. Normen fiir stetige und beschréankte Funktionen 17

Normen fiir Matrizen Die Menge aller reellen kxI[-Matrizen (mit k Zeilen und !
Spalten) ist ein Vektorraum und in natiirlicher Weise isomorph zum R*!.!? Fiir eine

gegebene Matrix A = (A; ;),_; , ;_; ; konnen wir daher durch
k l 1/p
Al - (zz \Ai,jwp) bov. Al = s |4
i=1 j=1 DA

die entsprechende p-Norm einfithren. Es gibt auferdem noch andere wichtige Normen,
wie zum Beispiel die Frobenius-Norm fiir quadratische Matrizen.

Ausblick: Matrixexponential®* Ist A eine quadratische mxm-Matrix, so wird
durch

exp (A) = Z EAk = nll_{roloz EA’“
k=0 """ k=0

das entsprechende Matrizerponential definiert, wobei die Partialsummenfolge bzgl.
aller p-Normen konvergiert. Wir werden dieses Konzept im Kapitel iiber Differential-
gleichungen genauer studieren.

1.3 Normen fiir stetige und beschrankte Funktionen

Vorbemerkung Neben dem R™ als Prototyp eines endlichdimensionalen normierten
Raumes gibt es auch viele unendlichdimensionale Vektorrdume mit sinnvollen Normen,
zum Beispiel sogenannte Funktionrdume, deren Elemente bzw. Punkte Funktionen mit
speziellen Eigenschaften sind.

Im Folgenden betrachten wir ein festes Intervall J C R mit endlicher Lénge |J| < oo,
wobei wir die Zahlen in J mit ¢ bezeichnen und reellwertige Funktionen auf J als
r:J— R (oder y : J — R) schreiben.'> Wir interessieren uns fiir den Funktionen-
raum**

BC(J) :={z:J — R : xist beschrinkt und stetig}

der in natiirlicher Weise ein reeller Vektorraum ist, wobei die Addition sowie die skalare
Multiplikation durch

(z+y)(t) =z(t) + y(t), (Az)(t) = Xx(t)

gegeben sind.'® Beachte, dass fiir ein kompaktes Intervall J jede stetige Funktion
beschrankt sein muss, aber dass dies auf offenen oder halboffenen Intervallen nicht
richtig ist.

12Sjehe die Vorlesung Lineare Algebra.

13Wir hatten schon am Ende der Vorlesung Analysis 1 die Konvergenz von Funktionenfolgen
studiert, aber damals eine andere Notation verwendet, ndmlich x statt ¢ und f statt z. Der Wechsel
in der Schreibweise macht deutlich, dass die Elemente eines abstrakten normierten Raumes auch
Funktionen sein kénnen, &ndert aber nichts an der Giiltigkeit der mathematischen Ergebnisse.

14B ynd C stehen fiir bounded and continuous.

5Der Buchstabe A\ bezeichnet hier eine reelle Zahl. Wir kénnen natiirlich auch zwei Funktion via

(zy)(®) = z(t) y(1)

miteinander multiplizieren, d.h. BC(J) ist nicht nur ein reeller Vektorraum, sondern sogar eine reelle
Algebra. Dieser Aspekt wird aber in diesem Abschnitt keine Rolle spielen.
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18 1. Metrische Raume

p-Normen fiir Funktionen Fiir jede beschrankte und stetige Funktion auf J sind
die Ausdriicke

1/p

@] o, = sup |z(t)] und ]|, == / ’x(t)’pdt
teJ )

wohldefiniert, wobei in der zweiten Formel 1 < p < oo vorausgesetzt wird und das
Integral im Riemannschen Sinne zu verstehen ist.'¢

Lemma (fundamentale Ungleichungen fiir Funktionen) Die Minkowski- und
die Holderungleichung sind sinngeméf auch fiir Funktionen erfillt. Aufserdem gilt

1/p—1/q
z]l, < |J] 2|l

fir jede Funktion = € BC(J) sowie alle Exponenten p, ¢ € [1, co] mit p < q.

Beweis Teil 1: Die beiden Ungleichungen konnen analog zu oben hergeleitet werden:
Wir miissen nur die endlichen Summen durch Integrale ersetzen. Teil 2: Fiir jeden
Exponenten r € [1, o] folgt

1/r 1/r

/‘m(t)‘pdt:/l-}x(t)‘pdtg /r'dt /(‘x(t)‘det

J J J
1/r

< |JIM" /|x(t)|p’“dt
J

aus der Holder-Ungleichung, wobei 7/ der zu r konjugierte Exponent ist. Mit der
speziellen Wahl

kénnen wir diese Abschatzung als
1/p—1
l]lf < TP

schreiben und erhalten die Behauptung nach Ziehen der p-ten Wurzel auf beiden Seiten.

[
Folgerung Fiir jeden Exponenten p € [1, ool ist ||-||, eine Norm auf BC(J).

Beweis Die Minkowski-Ungleichung fiir Funktionen liefert die Dreiecksungleichung
und die Homogenitat kann einfach nachgerechnet werden. Aufterdem gilt offensichtlich
stets |[z[|, > 0. Sei nun x € BC(J) eine Funktion, die nicht der konstanten Nullfunktion
entspricht, wobei letztere gerade der Nullvektor im Funktionenraum ist. Dann existiert

16Tst J ein kompaktes Intervall, so handelt es sich um ein eigentliches Riemann-Integral, andernfalls
um ein uneigentliches. Siehe dazu jeweils Analysis 1.
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1.3. Normen fiir stetige und beschréankte Funktionen 19

mindestens ein ¢, € J mit x(¢,) # 0 und aufgrund der Stetigkeit von x schliefen wir,
dass es eine reelle Zahl 7, > 0 sowie ein Teilintervall J, C J mit |J,| > 0 gibt, sodass

}J;(t)‘ > 1, fur alle te J,.

Im Fall von p = oo folgt sofort ||z| > 7, > 0 und fiir 1 < p < oo ergibt sich

1/p 1/p
||x||p > /‘x(t)’p dt > /nfdt = |J*|1/pn* >0
Ju WA
aus den Eigenschaften der Integration. Insbesondere haben wir damit gezeigt, dass
|z]l, = 0 nur fir z = 0 gilt. O
Ausblick*

1. In der Literatur finden Sie oftmals den Funktionenraum
C(J):={z:J—=R : z stetig},

dessen Elemente zwar noch stetig, aber nicht unbedingt beschrankt und damit
nicht unbedingt integrierbar sind. Fiir ein kompaktes Intervall gilt BC(.J) = C(J),
andernfalls BC(J) & C(J).

2. In der Mathematik und in den Anwendungswissenschaften spielen verschiedene
Arten von normierten Funktionenrdume eine herausragende Rolle. Beispiele sind
die Lebesgue- und Sobolev-Rdume.

verschiedene Konvergenzbegriffe Nach unseren Erkenntnissen aus Analysis 1
und Analysis 2 kann eine Funktionenfolge (z,), .y C BC(J) auf verschiedene Weisen
gegen eine Grenzfunktion z., € BC(J) konvergieren:

(Ks) Die Konvergenz in der oo-Norm meint

n—o0

0

|20 — %o||oo = sup |xn(t) - xoo{t)l
teJ

und stimmt mit der gleichméfigen Konvergenz aus Analysis 1 {iberein.

(Kp) Fiir jedes p € [1, co) ist

1/p
|z, — xoo||p = / ‘xn(t) — xoo(t)‘p d¢ LSRN
J
gleichbedeutend mit der Konvergenz in der p-Norm.
(Kp.w.) Bei punktweiser Konvergenz gilt
|2 () — zoo(t)] L0

fiir jedes feste Argument ¢ € J im Sinne der Konvergenz reeller Zahlenfolgen.
Diese Konvergenz wird jedoch nicht durch eine Norm auf BC(J) vermittelt.
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20 1. Metrische Raume

Theorem (Zusammenhang zwischen den Konvergenzbegriffen) Fiir alle
Exponenten p und ¢ mit 1 < p < ¢ < oo gelten die logischen Implikationen

Ke) = K) = (K) = Kw),

aber die Umkehrungen sind im Allgemeinen falsch.

Bewetis Die Kette der ersten drei Implikationen folgt unmittelbar aus dem Lemma
iiber die fundamentalen Ungleichungen fiir Funktionen. In Analysis 1 hatten wir schon

gesehen, dass die Konvergenz bzgl. der Supremumsnorm (p = oo) die punktweise
Konvergenz impliziert, aber die analoge Aussage fiir Integralnormen (p < oo) werden
wir erst spater beweisen konnen. O

Theorem (Vollstindigkeit bzgl. der Supremumsnorm) BC(J) ist bzgl. der
oo-Norm vollstandig.

Beweis Sei (x,),.y C BC(J) eine Cauchy-Folge bzgl. ||| und sei € > 0 beliebig
fixiert. Dann existiert ein Index N € N, sodass

|zn — x|, <€ fir alle n, k> N.
Fiir jedes t € J gilt damit
|z (t) — x(t)| < e fir alle n, k> N,

d.h. (z,(t)),cy ist eine Cauchy-Folge reeller Zahlen und die Vollstdndigkeit von R
garantiert, dass diese fiir n — 0o gegen einen Grenzwert konvergiert, den wir x.(t)
nennen wollen. Wir haben damit gezeigt, dass =z, fiir n — oo punktweise gegen eine
Grenzfunktion x., : J — R konvergiert. Wenn wir in der zweiten Formel k gegen oo
laufen lassen, ergibt sich aufterdem

|z (t) — 2o (t)| < € fir alle n> N
und damit auch
|zn — 2|, < € fir alle n >N

nach Supremumsbildung bzgl. ¢t € J. Wir schliefen nun (da ¢ beliebig fixiert war), dass
x, fiir n — oo nicht nur punktweise, sondern sogar gleichméfig gegen x., konvergiert
und das damit x,, selbst eine stetige Funktion auf J ist (siehe Analysis 1). Mit der
Dreiecksungleichung kann auch gezeigt werden, dass z,, beschrankt ist. Es gilt also

To € BC(J). O

Achtung BC(J) ist fiir p < oo nicht vollstédndig bzgl. der p-Norm. Sieche dazu die
Ubungen.
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Vorlesungswoche 02

1.4 normierte Doppelfolgenraume

Vorbemerkung Wir diskutieren nun weitere Beispiele fiir unendlich-dimensionale
normierte Rdume, wobei deren Elemente bzw. Punkte nun Zahlenfolgen iiber einer
unendlichen Indexmenge sind. Solche Doppelfolgen kénnen sowohl als Funktionen auf
der Indexmenge, aber auch als Vektoren mit unendlich vielen Komponenten angesehen
werden.

Doppelfolgen FEine reelle Zahlenfolge iiber der Indexmenge Z ist eine Abbildung
x : Z — R, wobei wir oftmals

(x]>]ez:( y L3, L2, T_1, Lo, L1, T2, T3, )

anstelle von « schreiben. Die Menge aller Doppelfolgen wird mit R? bezeichnet und ist
via

(a7+y)j:xj+yj, ()\x)j:)\xj

in natiirlicher Weise ein reeller Vektorraum. Fiir jede Doppelfolge z € RZ sind die
Ausdriicke

]l := sup [2;|
JEL

und
+00 1/p k 1/p
Jall, = (Z W) - (klggo > |xj|p>
Jj=—00 j=—k

mit Parameter p € [1, co) wohldefiniert, sofern wir den Wert +oo zulassen.!”

Bezspiele
1. Fiir die konstante Doppelfolge x; = 1 gilt offensichtlich

k
ol =1 ol = Jim D 1= Jim (2 +1) = oo,

wobei die Konvergenz im Sinne der uneigentlichen Konvergenz aus Analysis 1 zu
verstehen ist.

1"Die letzte Formel stellt klar, dass auch jede doppelt-unendliche Summe via

als Grenzwert einer Folge endlicher Summen zu verstehen ist.
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22 1. Metrische Raume

2. Mit z; = 1/(1 + j?) ergibt sich

1 I'ip— 1
ol =20=1,  Jal,= > i) (F(p)Q) < 00,

j=—00
wobei die Berechnung des konkreten Reihenwerts nicht einfach ist.'®

3. Fiir jeden reellen Parameter p > 0 betrachten wir die Doppelfolge mit

zj=exp (—p|jl)

und erhalten

Da immer z; = x_; gilt, erhalten wir

—1 “+00 +o00
el = (z ) ats (Zw?) gy

Jj=—00 j=+1 j=+1

+00 +oo
=142 exp(—pjp)=1+2>  (exp(—up))’
j=+1 j=+1
exp(—pp)  1+exp(—pp)

=142 =
l—exp(—pp)  1—exp(—up)

und damit

1+ exp (—pp) \'”
ol = ( ,

1 —exp(—pp)

wobei wir auch die Summenformel fiir geometrische Reihen ausgewertet haben.

Lemma (fundamentale Ungleichungen) Fiir zwei beliebige Doppelfolgen z, y
und jeden Exponenten p € [0, co] gilt die Minkowski-Ungleichung

Iz +yll, < =[], + [lyll,

sowie die Holder-Ungleichung

—+o00
D lagllyl < lell, Nyl

j=—00

wobei p’ wieder der konjugierte Exponent zu p ist und jede Norm auch den Wert +oo
annehmen darf. Auflerdem gilt die Einbettungsungleichung

lzlly < ll«ll,

fiir jede Doppelfolge x und fiir beliebige Exponenten 1 < p < ¢ < oc.

18Die Formeln kénnen zum Beispiel mit MATHEMATICA bestimmt werden. Die Gamma-Funktion I’
hatten wir in Analysis 1 als Verallgemeinerung der Fakultit eingefiihrt.
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Bewets Teile 1 und 2: Die Holder- und die Minkowski-Ungleichung kénnen analog
zu den entsprechenden Ungleichungen im R™ hergeleitet werden.

Teil 3a: Wir beweisen die Behauptung zunéchst fiir ¢ = oo, wobei wir 0.B.d.A.
p < oo sowie [|z||, < oo annehmen diirfen (andernfalls ist die Behauptung trivialerweise
richtig). Fiir jede Doppelfolge x und jedes m € Z gilt

+o00 1/p
[l = (lzml?) " < <Z |g;j|P) = [zl

j=—o0

und nach Supremumsbildung {iber m € Z erhalten wir ||z, < |[[z||,.
Teil 3b: Fiir ¢ < oo konnen wir 0.B.d.A. 1 < p < g sowie [z, < oo voraussetzen.
Dann gilt

e 2 R T g | [ 7] g i A1

fiir alle j € Z, wobei wir |z;| < [[z| , sowie [[z]|,, < [[z[|, aus dem letzten Beweisschritt
benutzt haben. Die Eigenschaften der Summen- und Reihenbildung implizieren die
Abschéatzung

+oo +oo
Dol <2 lE Y Jwl = =12 el =

j=—o0 j=—o0

und damit die Behauptung. O]

Definition-Lemma (wichtige Doppelfolgenridume) Fiirjedes p € [1, oo] ist die
Menge

*(Z):={z eR” : 2|, < 0o},
ein normierter Raum bzgl. der p-Norm. Dabei gilt
P(Z) C t4(7)

fiiralle 1 <p < g < o0.

Beweis Mit der Minkowski-Ungleichung kénnen wir leicht nachrechnen, dass ¢#(Z)

reeller Vektorraum — genauer gesagt, ein linearer Unterraum des Vektorraumes R%
— ist und dass [|-[|, alle Norm-Eigenschaften erfiillt. Aus der Einbettungsungleichung
ergibt sich auflerdem die letzte Behauptung. O]
Bemerkungen

1. Fiir 1 <p < g < oo gilt zwar [|z||, < ||z[|, (siehe das Lemma oben), aber es gibt
keine Konstante C, sodass [|z||, < C' ||z||, fiir alle Doppelfolgen x gelten wiirde.
Insbesondere ist der Raum ¢7(Z) immer eine echte Teilmenge von (4(Z).

2. Mit etwas mehr Aufwand konnen wir
el = lim o1,

fiir jede Doppelfolge = zeigen, wobei die Konvergenz auf der rechten Seite sich
wieder auf reelle Zahlen bezieht.
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3. Fiir p = 2 (aber nicht fiir p # 2) gibt es ein Skalarprodukt auf ¢%(Z), ndmlich
(r.9)= D ww;.
j=—00

wobei die Holder-Ungleichung sicherstellt, dass die unendliche Summe auf der
rechten Seite fiir z, y € £*(Z) immer im Sinne einer absolut konvergenten Reihe
definiert ist.

Folgen von Doppelfolgen Bei Folgen aus dem Doppelfolgenraum R? miissen wir
wieder zwei Indizes verwenden. Zum Beispiel wird durch

_ n+ 2
Tn,; = €XP —W

eine Folge (z,,), oy von Doppelfolgen definiert, wobei

L = (xmj)jez

gerade die n-te Doppelfolge ist, deren Glieder durch j indiziert sind.

Definition Eine Folge (x,), .y von Doppelfolgen konvergiert fiir n — oo punktweise
gegen die Doppelfolge z, falls

Too,; = lim x,, ;

n—o0
fiir jeden Index j € Z gilt.
Klarstellung Fiir Folgen in ¢P(Z) haben wir — analog zu dem oben disku-
tierten Raum der stetigen Funktionen — unterschiedliche Konvergenzbegriffe: Die

soeben eingefiihrte punktweise Konvergenz sowie die weiter oben abstrakt definierte
Konvergenz bzgl. einer p-Norm, wobei letztere gerade meint, dass |z, — e[, fiir
n — oo gegen 0 konvergiert. Diese Konvergenzbegriffe sind verschieden und wir miissen
bei jeder Grenzwertaussage immer deutlich machen, in welchem Sinn diese zu verstehen
ist. Wir schreiben zum Beispiel oftmals

n—o0 . n—o0 .
T, —— Is punktweise bzw. T, ——— Xy in der p-Norm,

aber es gibt auch andere Moglichkeiten, die Art der Konvergenz festzuhalten bzw.
anzugeben.

Lemma (wichtige Tatsache) Fiir jedes p € [1, o] impliziert die Normkonvergenz
in (P(Z) die punktweise Konvergenz.

Beweis Sei (,,),cy €ine Folge von Doppelfolgen aus (P(Z), die bzgl. der p-Norm
gegen I, € (P(Z) konvergiert und sei k € Z ein beliebiger, aber fester Index. Im Fall
von 1 < p < oo erhalten wir via

+o0
|xn,k - xoo,k:}p S Z ’xn,j - xoo,j}p - Hxn - xoo”i

j=—o00
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1.4. normierte Doppelfolgenrdume 25

und damit
0 S ‘xn,k — xoo,k‘ S ||xn — xooHp
nach Ziehen der p-ten Wurzel, wohingegen fiir p = co die Abschéitzung

0< ‘xnk — ZL'OO,M < sup |:13an — xoo,j‘oo = ||zn — Tool
JEL

gilt. Nach Voraussetzung konvergiert in beiden Fillen ||z, — x|, fiir n — oo gegen 0
und mit dem Vergleichsprinzip fiir reelle Zahlenfolgen schliefen wir, dass

n—oo n—oo

$n7k—$m7k‘ 0 bzw. Tnk — Lo,k

gilt. Da k beliebig war, folgt die Behauptung.

Achtung Die umgekehrte Aussage ist im Allgemeinen falsch, d.h. aus punktweiser
Konvergenz kénnen wir nicht auf die Normkonvergenz schlieffen.

Beispiele
1. Die Funktionenfolge (xy,),, .y mit

o 1+ cos (j/10)
"2 4+ 1n (n) + 52

konvergiert fiir n — oo in jeder p-Norm gegen die triviale Doppelfolge 2., mit
Teo,; = 0, denn wegen

2

ergibt sich

2 n—o0
\

2+1n(n)

\
)

Fiir p =1 gilt

o0
|20 = Zoolly = |2n0| 2D |7n.j|
j=1

2 = 2 [ at
< —+2 < 4| ————
~ In(n) N ; In(n)+j2 = In(n) * / In(n) +t2
= 0
- 9 . 4 arctan <\/ In (n)> oo
~ In(n) In (n) o

wobei wir das Integralkriterium fiir unendliche Summen (siche Analysis 1) sowie
die Eigenschaften des Arkustangens verwendet haben. Man kann auch

n—0o0

0

| _"EOOHp
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fiir jeden Exponenten p mit 1 < p < oo zeigen, aber die expliziten Abschétzungen
sind aufwindiger.!”

2. Die Formel

T
n,j — p n

definiert eine Folge von Doppelfolgen, wobei x,, wegen

el = (AEERCPM N
ip 1 —exp(—p/n) ’ iloo

fiir jedes p € [1, co] zu (P(Z) gehort (die Formeln kénnen mit p = 1/n aus einem
der obigen Beispiele abgelesen werden). Die Folge (z,,),, . konvergiert fiir n — oo
offensichtlich punktweise gegen die konstante Doppelfolge z., mit

xoo,jzla

aber diese Konvergenz gilt nicht bzgl. der p-Norm. Fiir p < oo folgt dies zum
Beispiel aus der Tatsache, dass x4, gar nicht zu (?(Z) gehort. Fiir co kénnen wir
leicht zeigen, dass ||z, — Zl||,, = 1 gilt und daher fiir n — oo nicht gegen 0
konvergiert.

Graph von x,

+1.00 e e,
.. ..

L
o e ® ®e, .

8

o

.
o ® ...ooooo....o

s00000ec,,,
L]

>0 3 3 3 3
o ononon
- N o a

§

00-8¢ .

-20 0 +20
Graph von x,

+10feeeeeeoeooo0ocococcooogogococooooooooooooooe
e %o o,

°
° o
8

o,o---noll%3::......o-' ..ooo.ooo::::sll..

-20 0 +20

L]
L]
.
L]
L]
L]
5 3 3 3 3

(L O | B | B |}

- 0 =N
o o

Abbildung Die Funktionenfolgen aus dem ersten (oben) und dem zweiten (unten) Beispiel.

Theorem (Vollstandigkeit) Fiir jeden Exponenten p € [1, oo] ist der normierte
Raum ((7(Z), ||Hp) vollstandig,.

Beweis Teil 1: Wir betrachten eine Cauchy-Folge (z,,),, o in 7(Z) und wollen zeigen,
dass diese bzgl. der p-Norm konvergiert. Fiir jedes j € Z gilt |x,, j — x| < ||, — 2],
und wir schliefen, dass die Zahlenfolge (z, ;). eine reelle Cauchy-Folge ist und
deshalb nach Analysis 1 gegen ein Grenzwert konvergiert, den wir z, ; nennen wollen.

19 Alternativ konnen wir mit der Interpolationsungleichung

1/p

2l < 1y

1 ’
(|27

argumentieren, die recht einfach bewiesen werden kann.
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Wir haben damit gezeigt, dass z,, fiir n — oo punktweise gegen eine Doppelfolge
konvergiert.

Teil 2: Wir wollen nun indirekt lim,, o |2, — ZToo| , = 0 zeigen und nehmen daher
an, dies sei nicht der Fall. Dann existiert ein € > 0 sowie eine Indexfolge (n;),cy mit
lim;_, ., n; = 00, sodass

|20, — Zooll, > €
fiir alle [ € N gilt, und die Cauchy-Eigenschaft liefert einen Index N € N mit
|20 — 2k, <€
fiir alle n, K > N. Im Fall von p = oo ergibt sich
T, ;= @k, 5] < lwn —all, <e

fiir alle j € Z. Wenn wir auf der linken Seite den Grenziibergang k — oo durchfiihren
und anschliefend das Supremum {iber j bilden, so erhalten wir

|20 — ':COOHOO <e¢

fiir alle n > N und damit auch fiir n = n;, sofern [ hinreichend grof ist. Das ist aber ein
Widerspruch und unsere Annahme muss falsch gewesen sein. Im Fall von 1 < p < oo
bemerken wir, dass die Abschétzung

M

> Jwn = wr gl < o, — ]l <
j=—M

fiir alle n, K > N und alle M € N gilt. Wenn wir auf der linken Seite zundchst k& and
anschliefsend M nach oo laufen lassen, erhalten wir

|Zn — 5l7oo||§ <éef

fiir alle n € N und nach dem Ziehen der p-ten Wurzel wieder einen Widerspruch.

Teil 3: Die Dreiecksungleichung impliziert ||z, < [[To0o — 2nll, + [|[2all, < oo fiir
jedes n und damit auch z,, € (P(Z). Insgesamt haben wir damit gezeigt, dass die
Cauchy-Folge (2,,),,c., nicht nur punktweise, sondern auch bzgl. der p-Norm gegen z
konvergiert. O]
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28 1. Metrische Raume

1.5 topologische Grundbegriffe

Vorbemerkung Im Folgenden ist (X, d) ein beliebiger metrischer Raum, aber bei
der ersten Lektiire konnen Sie sich X als den R? und d als den euklidischen Abstand
(bzw. die 2-Norm) vorstellen.

Definition Eine Teilmenge U C X heifst

1. offen in X, falls fiir jedes x € U ein Radius € > 0 existiert, sodass die Kugel
B.(x) ganz in U liegt,

2. abgeschlossen in X, falls die Komplementmenge X \ U offen ist.

Bemerkungen

1. Ist U offen und « € U ein Punkt in U, so nennen wir U auch eine offene Umgebung
von .

2. Mengen sind keine Tiren: Viele Mengen sind weder abgeschlossen noch offen.

3. Die Konzepte offene und abgeschlossene Mengen sind von zentraler Bedeutung
in der modernen Mathematik. Sie bilden die Grundlage der Topologie.

4. Die Hausdorffsche Trennungseigenschaft besagt, dass es zu je zwei verschiedenen
Punkten z, y € X immer zwei offene Mengen U, V' C X gibt, sodass

relU, yev, Unv =10

gilt. In der Tat, wir kénnen zum Beispiel immer U = B,(z) und V = B,(y) mit
0 = 3 d(z, y) wihlen.

Beispiele
1. Jede offene Kugel B,(z.) ist offen.?’

Beweis: Sei © € B,(x,) beliebig und sei ¢ ein Radius mit 0 < ¢ < p — d(z, x,).
Fiir jedes y € B.(x) gilt dann d(y, x.) < d(y, ) + d(z, z.) < e + d(z, z.) < 0
und damit y € B,(x.). Damit haben wir B.(x) C B,(x.) gezeigt. O

Bemerkung: Die Beweisidee ist relativ einfach und kann im R? auch gut visuell
verstanden werden (siehe das Bild).

2. Jede abgeschlossene Kugel B,(z,) ist abgeschlossen.

Beweis: Fiir beliebiges € X \ B,(z,) withlen wir ¢ mit 0 < ¢ < d(z, z.) — o.
Jeder Punkt y € B.(x) erfillt d(y, x.) > d(z, z.) —d(z, y) > (¢ + 0) —& > p und
gehort damit auch zu X \ B,(z.). Insbesondere ist das Komplement von B,(x,)
offen in X. ]

3. Jede Sphére S,(z,) ist abgeschlossen, aber nicht offen. Das Gleiche gilt fiir die
Einpunktmenge {xz.}, die wir auch als (entartete) Sphére vom Radius 0 ansehen
kénnen.

20Diese Aussage klingt tautologisch, aber wir miissen erst zeigen, dass die Formel fiir eine offene
Kugel wirklich eine offene Menge im Sinne der Definition beschreibt bzw. dass unsere Bezeichnungen
,offene Kugel* sowie ,,offene Menge“ konsistent sind.
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1.5. topologische Grundbegriffe 29

4. Die Mengen () und X sind beide sowohl offen und als auch abgeschlossen.

Bemerkung: Im R™ sind () und X die einzigen Teilmengen, die sowohl offen als
auch abgeschlossen sind.

5. Wir werden weiter unten sehen, dass offene bzw. abgeschlossene Mengen oftmals
in natiirlicher Weise durch strikte bzw. nicht-strikte Ungleichungen beschrieben
werden kénnen.

6. Fiir jede Teilmenge des U des R™ und zwei beliebige Exponenten p, ¢ € [1, o<
gilt: U ist genau dann offen bzw. abgeschlossen bzgl. der p-Norm, wenn U offen
bzw. abgeschlossen bzgl. der ¢-Norm ist. 2!

Spezialfall Intervalle Sind a und b zwei reelle Zahlen mit a < b so gilt:

(=00, a), (a, b), (b, +00) offen, aber nicht abgeschlossen in R
(—o0, al, [a, b], [b, +00) nicht offen, aber abgeschlossen in R
(a, b], [a, b) weder offen noch abgeschlossen in R
“L.\EA ;1:‘\54
/ .
/.1 /,

Abbildung Links: Die offene Kugel B,(z.) (grau, hier dargestellt im R? und bzgl. der 2-Norm, d.h.
des euklidischen Betrages) ist offen, denn mit jedem ihrer Punkte x (rot oder griin) enthélt sie auch
eine kleine Kugel um diesen Punkt. Rechts: Das Komplement (hellgrau) der abgeschlossenene Kugel
B,(z.) (dunkelgrau) ist auch offen.

Lemma (Offenheit/Abgeschlossenheit und Mengenoperationen) Es gelten
die folgenden Aussagen:

la. Die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen ist offen.

1b. Der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen ist offen.

2a. Die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.

2b. Der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.

Uber den Durchschnitt unendlich vieler offener oder die Vereinigung unendlich vieler
abgeschlossener Mengen kann im Allgemeinen keine Aussage getroffen werden.

Beweis Teil 1a: Seien L irgendeine Indexmenge®® und U, fiir jedes [ € L eine offene
Menge in X. Auferdem sei ein Punkt z, € (J,c, U; beliebig fixiert. Dann existiert
mindestens ein [, € L mit x € U;, und — da U, offen ist — ein Radius €., sodass die
Kugel B, (z,) zu U;, und damit auch zu {J,., U; gehort.

21Djese Aussage ergibt sich unmittelbar aus der Aquivalenz der Normen. Die analoge Aussage im
Funktionenraum BC(J) ist jedoch falsch.

22[, kann endlich viele, abzéhlbar unendlich viele oder sogar iiberabzahlbar unendlich viele Elemente
enthalten.
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Teil 1b: Sei L = {1, ..., k} eine endliche Indexmenge und seien Uy, ..., Uy offene
Mengen in X. Ist z, € (,c, = Ui N ... U, beliebig fixiert, so existiert fiir jedes [ ein
Radius ¢; mit B, (x,) C U,. Fiir e, := min{eq, ..., ¢} > 0 liegt die Kugel B, (x,) in

allen U; und damit auch in (., U;.%
Teil 2: Beide Behauptungen ergeben sich mit den mengentheoretischen Formeln

X\(UUZ> = (x\tn), X\(ﬂUl> =l x\m)

leL leL leL leL

direkt aus dem ersten Teil. O

Gegenbeispiel Die Formeln

(Bip(@) =Bi(x), | JBiip(x) = Bi(x)

leN leN

kénnen leicht verifiziert werden und zeigen, dass der Durchschnitt unendlich vieler
offener Mengen abgeschlossen sein kann und dass die Vereinigung unendlich vieler
abgeschlossener Mengen offen sein kann.

Awusblick* Neben metrischen Raumen gibt es das deutlich allgemeinere Konzept
eines topologischen Raumes, wobei ein solcher dadurch definiert wird, dass man eine
Familie von Teilmengen angibt, die offen sein sollen. Dabei miissen natiirlich einige
Spielregeln erfiillt sein (im Wesentlichen sollen die im Lemma gelisteten Eigenschaften
gelten), aber es gibt in einem allgemeinen topologischen Raum weder Abstdnde noch
Kugeln. Die Topologie hat zu tiefen Einsichten gefiihrt und spielt nicht nur in der
Analysis, sondern auch in der Algebra und der Geometrie eine herausragende Rolle.
Im Rahmen dieser Vorlesung werden wir aber keine allgemeinen topologischen Rdume
studieren, sondern nur metrische oder normierte.

Lemma (dquivalente Charakterisierung von Konvergenz)  Seien (7,,),.y
bzw. x, eine Folge bzw. ein Punkt in X. Dann gilt z, = lim,,_,, x,, genau dann, wenn
fiir jede offene Umgebung U von x, hochstens endlich viele Folgenglieder x,, nicht zu
U gehoren, d.h. im Komplement X \ U liegen.

Beweis Hinrichtung: Sei x, =: x, Grenzwert der Folge und sei U eine beliebige
offene Menge in X mit z,, € U. Dann existiert ein € > 0 mit B.(z.) C U sowie ein
N € N mit d(z,, z«) < € fir alle n > N. Fiir jedes dieser n gilt dann « € B.(z) und
damit z,, € U, d.h. es konnen nur die Folgenglieder z1, ..., xy im Komplement von U
liegen.

Riickrichtung: Fiir jedes ¢ > 0 konnen hochstens endliche viele Folgenglieder x,,
aukerhalb der offenen Umgebung U := B.(z,) liegen. Insbesondere existiert n € N,
sodass z,, € U und damit d(z,, x,) < € fir alle n > N gilt. Also konvergiert z,, fiir
n — 00 gegen . ]

Lemma (4quivalente Charakterisierung fiir abgeschlossene Mengen) Eine
Menge U C X ist genau dann abgeschlossen, wenn die folgende Eigenschaft erfiillt ist:
Ist (2,,),,cy €ine Folge, deren Glieder alle zu U gehdren und die bzgl. der Metrik d gegen
einen Grenzwert x,, € X konvergiert, so gehort dieser auch zu U.

23Beachte, dass das Minimum endlich vieler positiver Zahlen selbst positiv ist.
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Bewetis Hinrichtung: Ist U abgeschlossen und gilt ., = lim,, . x, fiir eine Folge
(23),en C U, s0 zeigen wir 2o € U durch folgenden indirekten Beweis: Angenommen,
dies wére nicht der Fall. Dann gehort x., zur offenen Menge X \ U und es existiert ein
e >0, so dass B:(7) ganz in X \ U liegt. Andererseits muss es wegen der Konvergenz
einen Index N € N geben, sodass d(z,, ) < € fir alle n > N gilt. Das bedeutet
aber, dass jedes dieser z,, in B.(Z+) und damit in X \ U liegt und nicht zu U gehéren
kann. Das ist der gesuchte Widerspruch.

Riickrichtung: Wir nehmen an, U sei nicht abgeschlossen. Dann gibt es mindestens
einen Punkt =, € X \ U mit der Eigenschaft, dass keine Kugel um z, ganz in X \ U
liegt, sondern immer mindestens einen Punkt aus U enthélt. Insbesondere konnen wir
fiir jedes n € N einen Punkt z,, € X wihlen, der sowohl in By/,(z,) als auch in U
liegt. Dadurch erhalten wir eine Folge (z,,), oy aus U, die wegen d(z,,, z.) < 1/n fiir
n — oo gegen den Grenzwert x,, = x, konvergiert. Die vorausgesetze Folgeneigenschaft
impliziert =z, € U und damit einen Widerspruch zur Wahl von z,. Also muss unsere
Annahme falsch gewesen sein. O

Beispiel Wir betrachten X = R! mit dem euklidischen Abstand sowie die durch
T, =1—1/n

definierte Folge, die offensichtlich gegen z., = 1 konvergiert. Alle Folgenglieder sind
Elemente der offenen Menge B;(0), aber der Grenzwert nicht. Andererseits liegen alle
x, auch in der abgeschlossenen Menge B;(0) und daher muss dies auch fiir z,, gelten.

Rand einer Menge

Definition Sei U C X eine beliebige Teilmenge von X. Ein Punkt x € X heifst
innerer bzw. dufserer Punkt von U, falls es einen Radius € > 0 gibt, sodass B.(z) ganz
in U bzw. ganz in X \ U liegt. Andernfalls wird x Randpunkt von U genannt.

Lo

Abbildung Innere Punkte (blau) bzw. dufiere Punkte (rot) einer gegebenen Menge U (grau; links
ohne, rechts mit Loch) haben die Eigenschaft, dass jede hinreichend kleine Kugel um diesen Punkt
auch zu U bzw. zur Komplementmenge X \ U (weiff) gehort (im Bild ist immer der jeweils maximale
Radius dargestellt). Randpunkte (lila) haben die Eigenschaft, dass jede noch so kleine Kugel um diesen
Punkt sowohl Punkte aus U als auch Punkte aus X \ U enthélt.

Bemerkungen

1. Ist z ein innerer oder &ufkerer Punkt von U, so liegen alle Kugeln mit Mittelpunkt
x und hinreichend kleinem Radius ganz in U bzw. in X \ U. Dies folgt, da mit
0 < € < e auch B:(x) C B.(z) gilt. Analoges gilt fiir jeden duferen Punkt.

2. Ist z ein Randpunkt von U, so enthéalt jede noch so kleine Kugel um x immer
Punkte aus U und Punkte aus X \ U.
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3. Innere bzw. dukere Punkte von U gehoren zu U bzw. zu X \ U. Randpunkte von
U konnen im Allgemeinen zu U oder zu X \ U gehéren.

4. Ein innerer bzw. dufierer Punkt von U ist dufserer bzw. innerer Punkt von X \ U.
Jeder Randpunkt von U ist auch Randpunkt von X \ U.

Bezeichnungen Ausgehend von einer Teilmenge U C X fiihren wir die folgenden
anderen Teilmengen ein:**

OU :=bnd (U) := {z € X : x ist Randpunkt von U} Rand von U
U° :=int (U) :={z € X : x ist innerer Punkt von U} Inneres von U
U :=cs(U) =X\ {m € X : x ist dufserer Punkt von U} Abschluss von U

Lemma (wichtige Eigenschaften) Fiir jede Teilmenge U C X gilt
int (U)=U \bnd(U), cls(U)=UuUbnd(U).

Insbesondere ist U genau dann offen bzw. abgeschlossen, wenn der Rand bnd (U) zu
X \ U bzw. zu U gehort.

Beweis Ubungsaufgabe. Siehe auch das Bild. O]

Abbildung Schematische Darstellung zum Rand von Teilmengen des R?: Bei einer offenen (griin)
bzw. einer abgeschlossenen (braun) Menge U gehoren alle Randpunkte zu X \ U bzw. zu U. Bei allen
anderen Mengen (gelb) gehoren einige Randpunkte zu U, andere aber zu X \ U.

Bemerkungen

1. Weitere wichtige Eigenschaften von int (U), bnd (U) und cls (U) werden wir in
den Ubungen diskutieren.

2. Es gilt
bnd (B,(z)) = S,(x), int (By(z)) = By(z), cls (B,(z)) = By(x)
bnd (B,(z)) = S,(), int (B,(z)) = By(), cls (By(z)) = B,(x).

Fiir jede offene oder abgeschlossene Kugel gilt also: Der Rand / das Innere / der
Abschluss ist immer die entsprechende Sphére / offene Kugel / abgeschlossene
Kugel.

3. Fir jede Teilmenge U des R™ gilt: Die Mengen int (U), bnd (U) und cls (U)
hingen nicht von der Wahl der konkreten Norm ab.?

24Tm Englischen spricht man von ‘boundary’, ‘interior’ und ‘closure’.
25Dies ergibt sich wieder aus der Aquivalenz aller Normen.
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4. Viele praktisch relevante Teilmengen des R? bzw. R? haben die Eigenschaft, dass
ihr Rand eine (im Allgemeinen gekriimmte) Kurve bzw. Flache ist und direkt
mithilfe der geometrischen Anschauung bestimmt werden kann.

Achtung: Es gibt auch Teilmengen des R?, deren Rand nicht eindimensional,
sondern zweidimensional oder gar gebrochen-dimensional ist. Siehe das folgende
Beispiel bzw. die Kochsche Schneeflocke fiir eine Menge mit fraktalem Rand.

5. Fiir eine Teilmenge eines Funktionen- oder Folgenraumes ist die Bestimmung des
Randes im Allgemeinen nicht einfach.

e

Abbildung Die Kochsche Schneeflocke entsteht durch einen Grenzprozess n — oo aus einer rekursiv
definierten Folge von polygonal berandeten Teilmengen des R? (dargestellt sind nur die ersten
fiinf Folgenglieder). Der Rand der Schneeflocke ist eine fraktale Kurve und besitzt die Dimension
In(4)/In(3) ~ 1.26.

Beispiel Wir betrachten X = R? ausgestattet mit einer beliebigen p-Norm sowie die
Teilmenge

U=0Q"={(x1, 22) ER* : w1, 2, € Q},

die aus allen Punkten der Zahlenebene besteht, die zwei rationale Koordinaten besitzen.
Da jede reelle Zahl beliebig genau durch rationale Zahlen approximiert werden kann,
ergibt sich

bnd (U) =R*,  int(U)=0, cs(U)=R>.

Insbesondere besitzt diese Menge iiberhaupt keine inneren oder &ufseren Punkte,
sondern jeder Punkt der Ebene ist Randpunkt von U.

Lemma (4quivalente Charakterisierung des Randes) Ein Punkt z, € X ist
genau dann ein Randpunkt von U C X, wenn er als Grenzwert einer Folge aus U und
als Grenzwert einer Folge aus X \ U dargestellt werden kann.

Beweis Hinrichtung: Sei z, € bnd (U) ein beliebiger Randpunkt von U. Fir jedes
n € N liegt die Kugel B;/n(x,) weder in X \ U noch in U und daher kénnen wir
z, € By/n(z.) NU und y, € By/n(z,) N (X \ U) wihlen. Insgesamt ergibt sich eine
Folge (zn,),cy und U sowie eine Folge (yy),cy und X \ U, die wegen d(z,, x,) < 1/n
und d(y,, x.) < 1/n beide gegen z, konvergieren.

Riickrichtung: Seien nun (), .y € U und (yn),cy € X \ U zwei Folgen, die gegen
denselben Grenzwert =, € X konvergieren. Fiir jedes ¢ > 0 enhédlt B.(z.) sowohl
Punkte aus U als auch Punkte aus X \ U (siehe die dquivalente Charakterisierung von
Konvergenz) und kann daher weder in X \ U noch in U liegen. Also ist =, weder dufserer
noch innerer Punkt von U, sondern muss im Rand von U liegen. [
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Bemerkung

1. Ein innerer Punkt von U kann niemals Grenzwert einer Folge aus X'\ U sein, aber
kann auf viele Arten als Grenzwert eine Folge von U dargestellt werden. Analoge
Aussagen gelten fiir jede duferen Punkt von U.

2. Ist U eine endliche Punktmenge, so ist jeder dieser Punkte auch Randpunkt von
U. Das Lemma gilt auch in diesem Fall, allerdings ist jede konvergente Folge in
U fast konstant.

Stetigkeit von Abbildungen zwischen metrischen Raumen

Erinnerung Sei f: X — X eine Abbildung. Dann bezeichnen
U @) ={reX: flx)y=2} bzw. FUU) ={zeX : flx) eU}

die Urbildmenge des Punktes # € X bzw. der Menge U C X unter der Abbildung
f. Insbesondere sind diese Mengen selbst dann wohldefiniert, wenn f keine Umkehr-
abbildung besitzt. 26

Definition Eine Abbildung f : X — X zwischen zwei metrischen Réumen wird
stetig im Punkt x, € X genannt, falls fiir jedes £ > 0 ein € > 0 existiert, sodass die
Implikation

dz, z,) <e = d(f(x), flz.)) <&

fiir alle x € X gilt.

Bemerkungen

1. Die Definition verallgemeinert den punktweisen Stetigkeitsbegriff aus Analysis 1
in natiirlicher Weise. Sie kann auch dann verwendet werden, wenn f nur auf einer
Teilmenge D C X definiert ist, aber dies wird im Moment keine Rolle spielen.

2. Wir nennen f stetig, falls f in jedem Punkt x, € X stetig ist.

3. Statt Abbildung konnen wir Funktion sagen. In dieser Vorlesung sprechen wir
von einer skalaren Funktion, wenn X = R gilt, d.h. wenn f jeden Punkt aus X
auf eine reelle Zahl abbildet, wobei wir dann immer stillschweigend voraussetzen,
dass d der euklidische Betrag ist.

4. Wir nennen f Lipschitz-stetig, falls es eine Konstante L > 0 gibt, sodass

d(f(2), f(y)) < Ld(x, y)

fiir alle z, y € X gilt. Wie schon in Analysis 1 kdnnen wir leicht zeigen, dass jede
Lipschitz-stetige Funktion stetig sein muss (man wéhle ¢ = £/L in der obigen
Definition), aber dass die Umkehrung im Allgemeinen nicht richtig ist.

26Beachte, dass f genau dann invertierbar ist, wenn die Urbildmenge f~'(Z) fiir jedes Z € X aus
genau einem Element besteht.
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Theorem (4quivalente Charakterisierung von Stetigkeit) Die folgenden vier
Aussagen sind paarweise dquivalent:

1. Die Abbildung f: X — X ist stetig.

2. Jede konvergente Folge aus X wird unter f auf eine konvergente Folge in X
abgebildet.

3. Das Urbild jeder offenen Teilmenge von X ist offen in X.

4. Das Urbild jeder abgeschlossenen Teilmenge von X ist abgeschlossen in X .

Beweis 1= 2:Sei (,),y eine konvergente Folge aus X mit Grenzwert z, und sei
£ > 0 beliebig. Wir wahlen ¢ > 0 wie in der Definition von Stetigkeit sowie N € N,
sodass d(xy, To) < € und damit auch d(f(z,), f(z)) < € fur alle n > N gilt. Da &
beliebig war, konvergiert f(z,) fiir n — oo gegen f(z.) bzgl. der Metrik d in X.

2 = 1: Wir wéhlen z, € X beliebig und nehmen an, es gibe ein £ > 0, fiir dass
in der obigen Definition kein entsprechendes ¢ > 0 existiert. Dann finden wir fiir jedes
n € Nein z, € X, sodass d(z,, z,) < 1/n und d(f(x,), f(z,)) > & gilt (denn sonst
wire € = 1/n ja eine zuldssige Wahl). Nach Konstruktion konvergiert z,, fir n — oo
gegen T, = x, und die Voraussetzung garantiert f(z,) = lim, . f(x,) und damit
limy, o0 d(f(2n), f(z.)) = 0. Dies ist ein Widerspruch zu d(f(z,), f(z,)) > & > 0 fiir
alle n, d.h. f ist in z, stetig.

1=3:Sei U C X offen und sei z, € U := f~1 (U) beliebig fixiert. Wir wéihlen
zunéichst & > 0, sodass B:(f(z,)) ganz in U liegt, und anschlieRend ¢ > 0 wie in der
Definition. Fiir alle Punkte € B.(z,) ergibt sich d(f(z,), f(z,)) < & und damit
f(x,) € B:z(f(x,)) C U aus der Stetigkeit von f in z,. Insbesondere liegt die Kugel
B.(z,) ganz in U, dem Urbild von U unter f. Da z, beliebig war, folgt insgesamt die
Offenheit von U.

3= 1: Seien x, € X und € > 0 beliebig. Nach Voraussetzung ist das Urbild von
B:(f(z.)) offen in X und muss daher eine Kugel von Radius ¢ um x, enthalten. Fir
jedes € B.(z,) gilt dann f(x) € Bs(f(x.)) nach Konstruktion und wir schliefen, dass
f in x, stetig ist.

3 < 4: Beide Implikationen ergeben sich unmittelbar aus der Formel

FFUXNT) =X\ fY0),

die ganz allgemein fiir die Urbilder jeder Abbildung gilt und mit elementarer Aussagen-
logik hergeleitet werden kann (Ubungsaufgabe). O

Bemerkungen

1. Das Theorem ist sowohl aus praktischer als auch aus theoretischer Sicht sehr
niitzlich. Insbesondere konnen wir analog zu den Argumenten aus Analysis 1
wieder Rechenregeln fiir stetige Funktionen herleiten. Zum Beispiel ist fiir zwei
stetige Funktionen f: X — X und f: X — X ihre Komposition fof: X=X
selbst stetig. Ist X sogar ein normierter Raum, so ist die Summe zweier stetiger
Funktionen f, g : X — X auch stetig usw. 27

2TBeachte, dass die Summe zweier Funktionen nur dann wohldefiniert ist, wenn es eine Addition im
Bildraum gibt.
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2. Achtung: Im Allgemeinen hat eine stetige Abbildung nicht die Eigenschaft, dass
das Bild einer offenen Menge offen ist. Zum Beispiel bildet die reelle Sinusfunktion
das offene Intervall (0, 7) auf das nicht-offene Intervall (0, 1] ab. Wir werden aber
unten sehen, dass das Bild einer kompakten Menge unter einer stetigen Abbildung
immer kompakt ist.

Folgerung Ist (X, ||-]|) ein normierter Raum, so ist die Norm als skalare Funktion
von X nach R stetig.

Zusatz*: In jedem metrischen Raum ist die Metrik d stetig als skalare Funktion von
X x X nach R, sofern X x X mit einer natiirlichen Produktmetrik ausgestattet ist.

Beweis Fiir jede konvergente Folge (z,,), .y mit Grenzwert z gilt nach Dreiecks-
ungleichung

eall = lzsll] < [[n — 2| =25 0

und die zweite Behauptung folgt aus dem Theorem.

Zusatz* : Die Definition einer Produktmetrik (siche Ubungen) impliziert, dass eine
Folge ((Zn, Yn)) ey i X X X genau dann gegen einen Grenzwert (2, ¥oo) konvergiert,
wenn sie ,,komponentenweise” konvergiert, d.h. wenn

Too = lim z, sowie Yoo = lim 9,
n—oo n—oo

gilt. Insbesondere ergibt sich

AT, Too) + AYns Yoo) ——2s 0, max {d(Ty, Too), A(Yns Yoo)} ——r 0
und damit die Behauptung nach elementaren Umformungen. O

Lemma (abstrakte Beispiele fiir offene und abgeschlossene Mengen) Sei
f : X — R eine stetige skalare Funktion und sei ¢ € R eine beliebige reelle Zahl. Dann
sind die Mengen

{reX: f(z)<c}, {reX: f(z)>c}
beide offen, wohingegen jede der drei Mengen
{reX: f(z)<c}, {reX: f(z)=c}, {zeX: f(z)>c}

abgeschlossen ist.
Beweis Bei den Mengen handelt es sich um die Urbilder der in R offenen Mengen

(—o0, ¢), (¢, +00) bzw. der in R abgeschlossenen Mengen (—oo, ¢, [c, ¢] = {¢c},
[e, +00). O
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’ Vorlesungswoche 03

erganzende Betrachtungen™

Definition Wir nennen eine offene (bzw. abgeschlossene) Teilmenge U C X
zusammenhéngend, falls sie nicht als disjunkte Vereinigung zweier oder mehrerer offener
(bzw. abgeschlossener), jeweils nichtleerer Mengen dargestellt werden kann.

Bemerkungen

1. Salopp gesprochen gilt: Eine Menge U C X ist genau dann zusammenhéngend,
wenn sie nicht in zwei oder mehrere, voneinander getrennte Teile zerfillt (siehe

die Bilder).

2. Man kann Zusammenhang auch fiir Mengen definieren, die weder offen noch
abgeschlossen sind, aber diese spielen in dieser Vorlesung keine Rolle.

3. Wir werden spéter die verwandten Konzepte wegzusammenhdngend und einfach
zusammenhdngend einfithren.

Abbildung Zwei Beispiele (tiirkis und griin) sowie zwei Gegenbeispiele (orange und rosa) fiir eine
zusammenhingende Menge im R2. Alle Menge sind hier offen, d.h. der Rand gehért jeweils nicht dazu,
aber es gibt ganz analoge Beispiele und Gegenbeispiel mit abgeschlossenen Mengen.

Definition Eine Abbildung f : X — X heift Homdomorphismus, sofern sie stetig
und bijektiv ist und auRerdem auch die Umkehrabbildung f~' : X — X stetig ist.

Beispiel Die Mengen
P:=(0,00) x (=m, +m) ={(r,0) : >0, —m < <7},
und
G:={(z1,22) €R® : 7 >0}

sind Teilmengen des R? und kénnen daher jeweils als ein metrischer Raum bzgl. des
euklidischen Abstandes angesehen werden. Die ebenen Polarkoordinaten

(r,0) e P+ (1, 22) = (rcos(9), rsin(9)) € G

definieren einen Hom6omorphismus von P nach GG, wobei die Umkehrabbildung durch

(1, 22) €G  +—  (r,0)= (\/x% + 22, sgn(xy) cos (xl/ x? —|—x§>) eP

gegeben ist und einen Homoéomorphismus von G nach P darstellt.

Bemerkung: Die ebenen Polarkoordinaten kénnen auch als stetige Abbildung von
[0, 00) x R — R? angesehen werden, die dann allerdings nicht mehr invertierbar ist.
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Achtung Aus der Invertierbarkeit und der Stetigkeit einer Abbildung folgt im
Allgemeinen nicht die Stetigkeit der Umkehrabbildung.

Beispiel: Wir betrachten das halboffene Intervall (—m, +7] bzw. die Einheitssphére im
R? als metrische Riume, wobei die jeweilige Metrik durch den eindimensionalen bzw.
zweidimensionalen euklidischen Abstand erzeugt sei. Dann ist die Abbildung f mit

0e(—m +7] — f(O)= (cos (0), sin (0)) € {(ml, Ty) 2P a2 = 1}
stetig und auch invertierbar, aber die Umkehrabbildung ist nicht stetig. In der Tat, mit
0, = —m + 1/n konvergiert f(6,) fir n — oo gegen f(+m) im Bildraum von f (und

damit im Urbildraum von f~1!), aber 1/n konvergiert im Urbildraum von f (das ist der
Bildraum von f~!) nicht gegen +, sondern gegen —.%®

metrische Produktrdume Seien (X, di) und (X3, dy) zwei metrische Rdume und
sei p € [1, 00) bzw. p = 0o ein gegebener Exponent. Dann wird durch

d((z1, 22), (y1, v2)) = <d1(l‘17 1)’ + da(zo, yz)p) Up

bzw.
d((x1, 22), (41, ¥2)) == max {dy(x1, 11), da(z2, ¥2)}
jeweils in natiirlicher Weise ein Metrik auf dem Produktraum
X1 x Xy = {(xl, T9) 111 € X1, 29 € XQ}

definiert (siche die Ubungen).?” Mithilfe unserer Kenntnisse iiber metrische Rdume
kénnen wir eine Vielzahl von Aussagen herleiten, zum Beispiel:

1. Sind O; C X; offen und Oy C X5 offen, so ist O; x Oy C X; x X5 offen bzgl. d.
Analoge Aussagen gelten fiir abgeschlossene Mengen.

2. Eine Folge (7,1, T5,2),cy aus X1 x X, konvergiert bzgl. d genau dann gegen
(Too,1, Too,2), wenn die beiden Komponentenfolgen (x,,,1) _n bzw. (2, 2) _y bzgl.
dy bzw. dy gegen x 1 bzw. 24 o konvergieren.

neN neN

Wir kénnen die obige Konstruktion miihelos auf jedes endliche Produkt X; x ... x X,
verallgemeinern und bemerken, dass auf diese Weise gerade die p-Normen auf dem R™
aus dem euklidischen Betrag auf R gewonnen werden konnen.

Merkregel Die Produktraume metrischer Rdume sind wieder metrisch und der R™
kann in diesem Sinne als das m-fache Produkt von R mit sich selbst betrachtet werden.

Z8Dieses Beispiel hat wieder etwas mit ebenen Polarkoordinaten zu tun und die Unstetigkeit der
Umkehrabbildung kann sehr gut mit einer Skizze visualisiert werden.

29Wir kénnten natiirlich andere Notationen verwenden und zum Beispiel die Abhéngigkeit von dy, da
und p durch eine geeignete Indexschreibweise verdeutlichen.
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Teilmengen metrischer Riume als metrische Riume Jede Teilmenge X € X
kann in natiirlicher Weise als metrischer Raum (X, d) betrachtet werden, wobei die
Metrik d : X x X — R durch die Metrik d induziert wird, d.h. es gilt d(z, y) = d(z, y)
fiir alle z, y € X%

Fiir jeden Punkt z, € X und jeden Radius gibt es dann die offene Kugel B,(x.)
sowie die offene Kugel B, (), wobei sich die erste auf (X, d) und die zweite auf (X, d)
bezieht. Wir rechnen leicht nach, dass

~

By(z.) = By(x,) N X

gilt, und eine analoge Formel ergibt sich fiir die abgeschlossenen Kugeln.

Achtung Beim I:Jbergang von X zu X kann sich die Offenheit /Abgeschlossenheit
einer Menge U C X C X &ndern (analoges wird auch fiir die Kompaktheit gelten).

Beispiel: Seien X = R und X = (—1, +1), wobei der Abstand in beiden Mengen
durch den euklidischen Betrag gegeben sei, d.h. es gilt d(z, y) = |z — y|. Die Menge
U = [0, 1) ist im metrischen Raum (X, d) nicht abgeschlossen, aber im Raum (X, d)
ist sie abgeschlossen (Ubungsaufgabe). 3!

Merkregel Jede Teilmenge eines metrischen Raumes ist zwar auch ein metrischer
Raum, aber die Beziehung zwischen beiden ist subtiler als es auf den ersten Blick

scheint.*?
Lineare Abbildungen zwischen zwei normierten Raumen Sind (X, ||-||) und
(Y, |IIlll) gegebene normierte Réume, so kénnen wir mit unserem Wissen {iber Normen

und lineare Vektorrdume zeigen, dass eine lineare Abbildung f : X — Y genau dann
stetig ist, wenn die sogenannte Operatornorm

1 llop == sup {IF @I+ flzll = 1}

im eigentlichen Sinne wohldefiniert ist, d.h. wenn das Supremum auf der rechten Seite
eine nichtnegative reelle Zahl ist. Insbesondere ist die Menge aller linearen und stetigen
Abbildungen von X nach Y in natiirlicher Weise selbst ein normierter Raum und
spielt in der Funktionalanalysis eine wesentliche Rolle. Wenn die Dimension des Vektor-
raumes X endlich ist, so ist jede lineare Abbildung auf X automatisch stetig,*® aber
auf unendlichen dimensionalen Rdumen gibt es viele lineare Abbildungen, die unstetig
sind und daher verbliiffende Eigenschaften aufweisen.

30Gtreng genommen sind d und d verschiedene Abbildungen, da sie auf unterschiedlichen Mengen
definiert sind (némlich auf X x X und X x X). Sie beschreiben aber natiirlich denselben Abstands-
begriff. Man sagt auch, § ist die Einschrankung von d auf X.

31Den wesentlichen Unterschied zwischen (X, d) und (X, d) erkennen wir an der Folge (2, )nen mit
x, =1 —1/n: Sie liegt in U und konvergiert in X gegen den Grenzwert o, = 1, der aber nicht zu U
gehort. Im Raum (X' , ci) konvergiert diese Folge jedoch nicht, eben weil 1 gar nicht zu X gehort.

32Fs gibt natiirlich eine entsprechende Theorie, aber diese werden wir in dieser Vorlesung nicht
entwickeln. Beachte auch, dass jede Teilmenge eines normierten Raumes zwar ein metrischer, aber im
Allgemeinen kein normierter Raum sein wird. Eine Kugel im R™ ist zum Beispiel kein Vektorraum.

33Der Grund ist, dass jede lineare Abbildung nach Wahl einer Basis mit einer Matrix identifiziert
werden kann. Siehe die Vorlesung Lineare Algebra.
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1.6 Kompaktheit

Vorbemerkung Fin wichtiges und immer wiederkehrendes Konzept in der gesamten
Mathematik ist die Kompaktheit von Teilmengen eines metrischen Raumes (X, d),
wobei es zwei verschiedene Moglichkeiten gibt, diesen Begriff einzufiihren.

Definition Wir nennen eine Teilmenge K C X

1. iiberdeckungskompakt, falls jede offene Uberdeckung von K in X eine endliche
Teiliiberdeckung besitzt, und

2. folgenkompakt, wenn jede Folge in K mindestens einen Haufungspunkt in K
besitzt.

Bemerkungen

1. Der erste Teil der Definition ist wie folgt zu verstehen: Ist I eine beliebige
Indexmenge und (0;),; eine Familie** offener Mengen O; C X mit K C |J,; O;,
dann existieren endlich viele Indizes 44, ..., iy, sodass schon K C O;, U...UO;,
gilt. Im Fall einer endlichen Menge [ ist diese Aussage trivialerweise richtig, aber
die endliche Teiliiberdeckung muss bei einer kompakten Menge K auch dann
existieren, wenn die Indexmenge I abzédhlbar oder {iberabzahlbar unendlich viele
Elemente enthélt.

2. Ein Haufungspunkt ist — ganz analog zur Begriffsbildung in Analysis 1 — immer
Grenzwert einer Teilfolge. Der zweite Teil der Definition meint also zum einen,
dass fiir jede Folge (2,,),cy, deren Glieder z,, alle in K liegen, mindestens eine
strikt monotone Indexfolge (ny),.y € N mit limy_,o 1, = 0o sowie ein z, € X
existieren, sodass d(x,,, ) fiir kK — oo gegen 0 konvergiert. Der zweite Teil der
Definition fordert aufserdem, dass der Haufungspunkt x, auch in der Menge K
(und nicht im Komplement X \ K) liegt.

e B T

Abbildung Drei verschiedene offene Uberdeckungen eines abgeschlossenen Quadrats in R? (grau)
mit endlich vielen offenen Mengen (farbig). Bei einer kompakten Menge kann aus einer Uberdeckung
mit unendlich vielen offenen Mengen immer eine endliche Teiliiberdeckung ausgewdhlt werden.

Beispiel FEin kompaktes Intervall [a, b] ist als Teilmenge des R folgenkompakt (siehe
den Satz von Bolzano-Weierstraf in Analysis 1). Die Menge [0, 1] U [2, 3] ist zwar kein
Intervall, ist aber auch folgenkompakt.

34 Familie ist ein anderes Wort fiir Menge.
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Gegenbeispiel Das offene Intervall (—2, +2) ist in R weder {iberdeckungs- noch
folgenkompakt. In der Tat, die durch O,, := (—=2+1/n, +2—1/n) definierte abzéhlbare
offene Uberdeckung (On) ey besitzt offensichtlich keine endliche Teiliiberdeckung und
die Folge (xy), oy mit x, = 2 — 1/n liegt zwar im Intervall und konvergiert, aber der
Grenzwert z,, = 2 liegt aufserhalb.

o/
Y/

Abbildung Links: Konstruktionsidee fiir eine offene Uberdeckung einer offenen Menge, die keine
endliche Teiliiberdeckung besitzt: Fiir jeden Punkt y in einer gegebenen offenen Kreisscheibe B (grau)
wihlen wir eine offene Kreisscheibe O, um ¥, wobei der Radius gerade der halbe Abstand von y zum
Rand OB ist (hier dargestellt fiir 5 farbige Punkte). Die Familie (O, ),cu stellt eine iiberabzéhlbare
offene Uberdeckung von B dar, besitzt aber keine endliche Teiliiberdeckung. In der Tat, fiir jede
Wahl yq, ..., yv kann B nicht vollsténdig in O,, U...U O, enthalten sein, da eine solche Menge
einen positiven Abstand zum Rand OB aufweist. Rechts: Bei einer analogen Konstruktion fiir die
abgeschlossene Kreisscheibe B muss auch fiir jeden Randpunkt y € OB (lila) eine offene Menge
O, gewshlt werden (zum Beispiel irgendeine offene Kreisscheibe um y). Dies dndert die Diskussion
dramatisch, denn nun wird (Oy),. immer eine endliche Teiliiberdeckung von B besitzen (B ist ja
kompakt).

Theorem (Aquivalenz der beiden Kompaktheitsdefinitionen) Eine Menge
K C X ist genau dann iiberdeckungskompakt, wenn sie folgenkompakt ist.

Hinweis: Der nun folgende Beweis ist sehr trickreich und alles andere als einfach zu
verstehen. Sie sollten ihn trotzdem durcharbeiten, da Sie auf diese Weise viel iiber
mathematische Argumentationstechniken lernen kénnen. Fiir die Abschlufspriifung ist
dieser Beweis aber nicht relevant.

Beweis* Teil 1, Vorbereitung: Wir nehmen an, dass K folgenkompakt ist und
betrachten eine beliebige Familie (O;),., offener Mengen mit K C J,.; O;. Wir
definieren fiir jedes n € N die Menge

i€l

K, :={x € K : es existiert ein i € I mit By/,(x) C O;}
und bemerken, dass
K1§K2§K3g sowie K1UKQUK3U:K,

gilt, d.h. die Mengen K, werden mit wachsendem n immer gréfer und schopfen
zusammen ganz K aus. Wir zeigen nun indirekt, dass K,, = K fiir ein geeignetes
ny € N gilt. Angenommen, dies sei nicht der Fall. Dann koénnen wir sukzessive eine
Folge (71,),,cy in K definieren, indem wir z; beliebig und anschliefend immer z,; € K
als Element von K \ K, wéhlen. Nach Voraussetzung an K existiert eine Indexfolge
(nk) gey SOWie ein Haufungspunkt z, € K mit z, = limy_,o ©,,. Der Punkt z, muss zu
einer der Mengen K, gehoren, d.h. wir finden ein n, € N sowie ein i, € [ mit z, € K,,,
und By, () C O;,. Durch eine einfache Nebenrechnung mit der Dreiecksungleichung
verifizieren wir By (25,)(2) C Bi/n, (2) C Oy, fiir jedes & € Byj2n,)(2,) und schlieken,
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dass die Kugel By/2n,)(2.) eine Teilmenge von Ky, ist. Insbesondere gehoren fast alle
Glieder der konvergenten Teilfolge (2, ),y zur Menge Ky, . Andererseits gilt fiir fast
alle k£ € N auch ny > 2n, und damit z,, ¢ K,, 2O Ks,,, d.h. z,, liegt aufserhalb von
Ky,,,. Wir haben damit den gewiinschten Widerspruch konstruiert und schlieffen, dass
unsere Annahme falsch war bzw. dass K = K, fiir ein ny € N gilt. Insbesondere
hat ex = 1/ny die Eigenschaft, dass fiir jedes z € K ein ¢ € [ existiert, sodass
B.,(z) C O;. Mit diesem wichtigen Hilfsresultat konnen wir nun die Existenz einer
endlichen Teiliiberdeckung zeigen.

Teil 1, Hauptargument: Wir nehmen als Antithese an, (0;),; besitzt keine endliche
Teiliiberdeckung von K, und definieren rekursiv zwei Folgen (z,,),,c in X sowie (iy,),,cn
in I: Als Startwerte wahlen wir x; beliebig und i; mit B. #(ml) C Oy, . Ausgehend von
den jeweils ersten n Folgengliedern wahlen wir dann im n+1-ten Schritt x,, .1 und 2,41
derart, dass sie den Bedingungen

Tpnt1 € K\ (O“ Uu...u Ozn) , Be#(mn-i-l) - Oin+1

geniigen, wobei die Antithese sowie das Hilfsresultat sicherstellen, dass eine solche Wahl
immer moglich ist. Unsere Definition impliziert d(z,, ;) > €4 fir alle n, [ € N und
wir schliefen, dass (z,),.y keine konvergente Teilfolge enthalten kann. Da dies aber
der Folgenkompaktheit von K widerspricht, war die obige Antithese falsch und K ist
iiberdeckungskompakt.

Teil 2: Seinun K iiberdeckungskompakt und (z,,),, . eine beliebige Folge aus K. Als
Antithese nehmen wir diesmal an, dass sie keine konvergente Teilfolge besitzt. Dann gibt
es fiir jedes y € K einen Radius ¢, > 0, sodass O, := B,,(y) nur endlich viele Glieder
der Folge (x,),,cy enthélt. In der Tat, wenn o, nicht existieren wiirde, kénnten wir fiir
jedes k € N ein x,, € By/,(y) wihlen und wiirden eine Teilfolge (z,, ),y erhalten, die
gegen y konvergiert. Die Familie (O,),cx ist offensichtlich eine offene Uberdeckung von
K und wir konnen nach Voraussetzung eine endliche Teiliiberdeckung von K finden,
die zu N Punkten y;, ..., yn gehort. Insbesondere liegen alle Glieder von (z,),.y in
der Menge O,, U...UQO,,, aber diese Menge enthalt nach Konstruktion nur endlich
viele Folgenglieder. Da dies ein Widerspruch ist, muss K folgenkompakt sein. O

Bemerkungen
1. Im Folgenden sprechen wir einfach von kompakten Mengen.

2. Eine einfache, aber wichtige Folgerung ist, dass fiir jede konvergente Folge (z,),,cx
mit Grenzwert z., die Menge

K = {xl, To, T3, }U{a:oo}
auch iiberdeckungskompakt ist.

3. Ausblick*: In jedem topologischen Raum folgt aus der Uberdeckungskompaktheit
die Folgenkompaktheit, aber die umgekehrte Aussage ist nicht mehr unbedingt
richtig.

Lemma (Eigenschaften kompakter Mengen) Jede kompakte Menge K C X
ist abgeschlossen und beschriankt. Letzteres meint, dass K C B,(z) fiir ein 2 € X und

einen Radius 0 < p < oo gilt.
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Beweis Teil 1: Angenommen, K sei nicht abgeschlossen. Dann gibt es mindestens
einen Randpunkt z, € bnd (K) der nicht zu K gehort sowie (siche die dquivalente
Charakterisierung von Randpunkten) eine Folge (avn)nEN aus K mit z, = lim,,_.o Zp,.
Jede Teilfolge konvergiert aber auch gegen x,, d.h. diese Folge besitzt keinen Haufungs-
punkt in K. Dies ist ein Widerspruch und unsere Annahme war falsch.

Teil 2: Wir nehmen an, K sei nicht beschrankt und wahlen x4 € X beliebig. Da
fiir jedes n € R die Menge K nicht in B, (74) enthalten ist, konnen wir einen Punkt
r, € K so wihlen, dass d(x,, v4) > n gilt. Wir erhalten insgesamt eine Folge (z,,),,cy;
die aufgrund der Kompaktheit von K eine konvergente Teilfolge besitzt. Insbesondere
existiert eine Indexfolge (ny) wen Sowie ein Haufungspunkt z., sodass limy_,o 1 = 00
sowie limy_, o d(xy,, z,) = 0 fiir alle & € N gilt. Die Dreiecksungleichung impliziert

d(SE*, 33'#) > d(xnkv SL‘#) - d(xnm Hf*) > N — d(xmw l‘*)

fiir alle £ und der Limes k — oo liefert einen Widerspruch, da die rechte Seite gegen
0o — 0 = oo konvergiert. Also ist K beschriankt. m

Theorem (Satz von Heine-Borel) Im R™ ist eine Menge genau dann kompakt,
wenn sie beschrankt und abgeschlossen ist.

Beweis Voriberlegung: Die Hinrichtung ergibt sich aus dem vorherigen Lemma. Fiir
die Riickrichtung betrachten wir eine abgeschlossene und beschrankte Menge K C R™
sowie eine beliebige Folge (z,,), .y € K. Fiir jedes j € {1,...,m} ist die entsprechende
Komponentenfolge, also die reelle Zahlenfolge (z, ;),, oy, beschrinkt in R (dies ergibt
sich zum Beispiel aus der niitzlichen Beobachtung) und besitzt nach dem Satz von
Bolzano-Weierstrafs aus Analysis 1 eine konvergente Teilfolge. Da aber verschiedene
Werte von j zu unterschiedlichen Teilfolgen gehoren konnen, miissen wir etwas subtiler
argumentieren. Insbesondere werden wir die gegebene Folge in m aufeinanderfolgenden
Schritten sukzessive ,ausdiinnen, um schliefslich eine Teilfolge mit guten Eigenschaften
zu erhalten.

Wahl der Teilfolge: Wir wahlen zunéchst eine Teilfolge, sodass die entsprechenden
ersten Komponenten gegen einen Grenzwert x, ; € R konvergieren. Abweichend von

der iiblichen Notation bezeichnen wir diese Teilfolge mit (x%l))neN, sodass

53,)1 I a
gilt. Im zweiten Schritt wahlen wir eine Teilfolge der im ersten Schritt gewihlten
Teilfolge, sodass die zweiten Komponenten gegen eine reelle Zahl z, o konvergieren,
wobei die Konvergenz der ersten Komponenten durch den Ubergang zur Teilfolge nicht
verdndert wird. Auf diese Weise erhalten wir eine Folge (xv(f))neN mit
1’227)1 n—00 To1,s x£L2’)2 n—00 Iy

wobei diese Folge auch Teilfolge der Ausgangsfolge ist. In einem dritten Schritt konnen
wir dann wieder eine Teilfolge wahlen, um zusétzlich auch die Konvergenz der dritten
Komponenten sicherzustellen. Nach genau m Schritten ergibt sich schliefslich eine Folge
(x%m))neN als Teilfolge von (x,,),en, sodass

(m) n— 00

L, j

L, j

fiir alle 7 = 1, ..., m gilt. Insbesondere konvergiert diese Folge komponentenweise gegen
den Grenzwert Too = (oo, 1, - - -, Too,m) € R™ und damit auch bzgl. jeder Norm in R™.
Da die Menge K abgeschlossen ist, muss auch x,, € K gelten (siehe die dquivalente
Charakterisierung abgeschlossener Mengen). O]
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Bemerkungen

1. Wir haben im Beweis des Theorems die Folgenkompaktheit jeder abgeschlossenen

und beschrankten Teilmenge des R™ gezeigt. Es gibt auch alternative Beweise,
die auf dem Konzept der Uberdeckungskompaktheit beruhen, siche zum Beispiel
[For, Abschnitt 1.3 in Band 2].

. Die Aussage gilt fiir jede Norm im R™ und ganz allgemein in jedem vollstindigen

normierten Raum endlicher Dimension.

. Im Allgemeinen ist eine beschréankte und abgeschlossene Menge nicht kompakt.

Dies gilt insbesondere in einem endlich-dimensionalen normierten Raum, der
nicht vollstandig ist, sowie in jedem unendlich-dimensionalen normierten Raum
(egal ob er vollstiandig ist oder nicht).

. Gegenbeispiel*: Die Menge X = (—1, 0) U (0, +1) besteht aus zwei disjunkten

offenen Intervallen und ist bzgl. des euklidischen Abstands ein metrischer Raum.
Das Intervall U = (0, 1) ist als Teilmenge dieses Raumes nicht kompakt, obwohl
sie dort beschrinkt und abgeschlossen ist (Ubungsaufgabe).

Bemerkung*: Als Teilmenge des metrischen Raumes R ist U zwar auch nicht
kompakt, aber dort ist sie auch nicht abgeschlossen. Dieses Beispiel zeigt noch
einmal: Wenn wir Teilmengen von metrischen Rdumen als metrische Raume
betrachten (bzgl. der induzierten Metrik), kénnen manchmal unerwartete Dinge
passieren.

Kompaktheit der abgeschlossenen Einheitskugel

1. Die abgeschlossene Einheitskugel im R™ ist kompakt bzgl. jeder p-Norm. Das

garantiert gerade der Satz von Heine-Borel.

. Der Raum Q™ ist — ausgestattet mit dem Abstand bzgl. einer beliebigen p-Norm

— auch ein metrischer Raum, allerdings kein vollstandiger. Insbesondere ist die
entsprechende abgeschlossene Einheitskugel weder folgen- noch iiberdeckungs-
kompakt.

dreifacher Beweis* fiir m = 1: Wir wahlen x, als irrationale Zahl zwischen 0 und
1 und betrachten im Folgenden die abgeschlossene Einheitskugel in Q, d.h. die
Menge aller rationalen Zahlen ¢ € Q mit —1 < ¢ < +1, die wir mit £ bezeichnen
wollen.

(a) Wir kénnen eine Approximationsfolge (¢, ),y wihlen, die nur aus rationalen
Zahlen ¢, € Q mit 0 < ¢, < 1 besteht und gegen die irrationale Zahl x,
konvergiert. Eine solche Folge besitzt offensichtlich keinen Héufungspunkt
innerhalb von E.

(b) Fiir jedes p € Q setzen wir

Op={qeQ:lg—=z|>Lp—2.|}

und bemerken, dass O, eine offene Teilmenge von Q ist, die den Punkt p
enthdlt. Insbesondere ist (Op) ., eine offene Uberdeckung von ganz Q und
damit auch E. Fiir endliche viele rationale Zahlen pq, ..., py ist

g::%min{|p1—l’*|,~~a |pN—I*|}
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immer eine positive Zahl und wir schliefsen, dass O,, U. ..U O, keinen Punkt
aus dem Intervall [z, — e, z, + ¢] enthélt und daher keine Uberdeckung von
E sein kann.

(c) Wir kénnen sogar eine disjunkte und abzihlbar unendliche Uberdeckung von
E abgeben. Dazu wéhlen wir eine strikt monoton wachsende Folge (z,,)y
irrationaler Zahlen x,, die fiir n — oo von unten gegen x, konvergieren
(zum Beispiel z, = 1/v/2 und z,, = 1//2 — 1/n) und definieren

OL::{quz—l<q<x1}, OR::{qEQ:x*<q<1}

sowie O,, = {q eQ :x, < qg< xn+1} fiir alle n € N. Die Familie
{OL, Or, Oy, Oy, Os, } besteht aus paarweise disjunkten Mengen,
die in @) jeweils offen sind und deren Vereinigung gerade E' ist. Insbesondere
kann es keine endliche Teiliiberdeckung geben.

3. Die Einheitskugel in (BC(J), ||-||,,) besteht aus allen beschrankten und stetigen
Funktionen z : J — R mit [|z||, = sup,c; |#(¢)| < 1, aber diese Menge ist nicht
kompakt. Fiir J = [—1, +1] besitzen zum Beispiel die durch

xp(t) =1t" oder  x,(t) = cos (nmt)

definierten Funktionenfolgen jeweils keinen Haufungspunkt bzgl. der co-Norm.
Im ersten Beispiel sieht man das daran, dass z, fiir n — oo punktweise gegen
eine unstetige Funktion konvergiert (siehe Analysis 1). Fiir das zweite Beispiel
ist die Nichtexistenz konvergenter Teilfolgen schwieriger zu zeigen, kann aber mit
Plots leicht plausibilisiert werden.

4. Ausblick*: In einem Banach-Raum — also in einem vollstandigen normierten
Raum — sind abgeschlossene Kugeln genau dann kompakt, wenn die Dimension
des Raumes endlich ist.

Kompaktheit und Stetigkeit

Lemma (Bild kompakter Mengen) Seien f : X — X stetig und K C X
kompakt. Dann ist die Bildmenge

f(K):={f(z) : z€ K}

kompakt in X.

Beweis Sei (O,);c; eine offene Uberdeckung von K := f(K) und sei O; := f~1(0;)
fiir jedes i € I die Urbildmenge von O; unter f. Die Stetigkeit von f impliziert, dass
jede Menge O; offen in X ist und mit elementarer Aussagenlogik zeigen wir, dass
K C J,¢; O; gilt. Insbesondere ist (O;);c; eine offene Uberdeckung von K und besitzt
nach Voraussetzung eine endliche Teiliiberdeckung, d.h. wir konnen endlich viele Indizes
i1, ..., ¢y wéhlen, sodass K C O;,U...U O;, . Mit aussagenlogischen Nebenrechnungen
verifizieren wir f (Oz) = O, fiir alle i € I sowie die Formel

und haben damit eine endliche Teiliiberdeckung von K gefunden. O]
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Theorem (Satz von Minimum und Maximum) Seien f : X — R stetig und
K C X kompakt. Dann nimmt f auf K sein Minimum und sein Maximum an, d.h. es
existieren Punkte x, ¥ € K, sodass

fz) < flx) < f(7)

fir alle x € K gilt.*

Beweis Wir beweisen nur die Existenz eines Maximierers in K, denn die Existenz
des Minimierers ergibt sich aus analogen Argumenten. Nach dem vorherigen Lemma
ist die Bildmenge von f kompakt in R und damit auch beschrankt, d.h.

m:=sup{f(z) :z € K}
ist eine reelle Zahl. Fiir jedes n € N wéhlen wir nun einen Punkt z,, € K mit
m—1/n< f(z,) <m

und erhalten eine Folge (), oy in K mit m = lim, . f(2,). Die Folgenkompaktheit
von K garantiert die Existenz einer Teilfolge (2, ),cy mit limy_,o 7, = 7, wobei der
Grenzwert T zu K gehort (siehe die dquivalente Charakterisierung von abgeschlossenen
Mengen und beachte, dass K als kompakte Menge abgeschlossen ist). Die Stetigkeit
von f sowie die Wahl der Folge (), .y garantiert

f(@) = lim f(x,,) = Jir&f(xn) =m,

k—o0
d.h. T ist wirklich Maximierer von f in K. O
Bemerkungen
1. Die gleichen Grundideen — also die Kompaktheit einer maximierenden Folge

sowie die Stetigkeit von f — hatten wir schon in Analysis 1 beim Beweis des
entsprechenden Satzes verwendet.

2. Wie schon in Analysis 1 nennen wir T bzw. x einen Maximierer bzw. einen
Minimierer von f in K, wohingegen f(7) bzw. f(x) das entsprechende Maximum
bzw. Minimum ist.

3. Das Lemma bezieht sich auf Extremstellen von f in K und macht keine Aussagen
iber das Verhalten von f auf der Komplementmenge X \ K.

Beispiel: Fiir X = R betrachten wir K = [—1, +1] sowie die stetige Funktion
f R — R mit f(z) = exp (z). Das Minimum bzw. das Maximum von K wird
in x = —1 bzw. in T = +1 angenommen, denn es gilt e™! < f(z) < e fiir alle
x € K. Aufserhalb von K nimmt f aber sowohl kleinere als auch grofere Werte
an.

4. Beachte, dass es im Allgemeinen mehrere Maximierer von f in K — also

verschiedene Kandidaten fiir T — geben kann und dass das Maximum f(7) das
globale Maximum von f in K ist. Die Frage, ob es auch lokale Maxima von f in

35Der Oberstrich bezieht sich in diesem Theorem nicht auf den Abschluss einer Menge, sondern T
bezeichnet einen Punkt in X, in dem f sein Maximum annimmt.
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K gibt, werden wir erst im Rahmen der Differentialrechnung studieren. Analoge
Aussagen betreffen die Minima.

Beispiel: Auf dem kompakten Intervall [—2, +2] nimmt die Funktion f: R — R
mit f(z) = (1 —22)* = 2* — 222+ 1 ihr Maximum in jedem Punkt 7 € {—2, +2}
an, wohingegen das Minimum in den Punkten z € {—1, +1} realisiert wird.
Dariiber hinaus gibt es den lokalen Maximierer x = 0.

5. Im Theorem ist es wichtig, dass f den Raum X nach R abbildet. In einem anderen
metrischen Bildraum (zum Beispiel X = R™) gibt es ndmlich in der Regel keine
Ordnungsrelation und die Begriffe Maximum und Minimum koénnen dann nicht
sinnvoll definiert werden.

Lemma (gleichmiRige Stetigkeit) Eine stetige Abbildung f : X — X ist auf
jeder kompakten Teilmenge K C X gleichméafig stetig, d.h. fiir jedes € > 0 existiert
ein € > 0, sodass die Implikation

dz, z,) <e = d(x,x.)<é

fir alle z, =, € K gilt.¢

Beweis Wir hatten in Analysis 1 die analoge Aussage fiir Funktionen f : R — R
und kompakte Intervalle K = [a, b] hergeleitet. Alle Beweisideen kénnen problemlos
iibertragen werden; wir miissen nur in allen Formeln den reellen Abstand im Urbild-
bzw. Bildbereich durch d bzw. d ersetzen. O]

1.7 Banachscher Fixpunktsatz

Vorbemerkung In diesem Abschnitt beweisen wir den wichtigsten Fixpunktsatz
der Mathematik, der sehr viele Anwendungen besitzt. Zum Beispiel werden wir am
Ende dieses Semesters mit seiner Hilfe den Hauptsatz iiber gewohnliche Differential-
gleichungen, d.h. den Satz von Picard-Lindelof, herleiten. Obwohl der Banachsche
Fixpunktsatz sehr abstrakt ist, sind die zugrunde liegenden Beweisideen verbliiffend
einfach und ausgesprochen elegant.

Hinweis : Der Banachsche Fixpunktsatz und sein Beweis gehoren an allen Universitéaten
zum Priifungskanon der mathematischen Analysis.

Theorem (Fixpunktsatz von Banach) Seien (X, d) ein vollstdndiger metrischer
Raum, A C X eine abgeschlossene Teilmenge und f : X — X eine stetige Abbildung.
Aufserdem sei f eine kontraktive Selbstabbildung von A, d.h.

1. es gilt f(x) € A fiir jedes z € A,

2. es existiert eine reelle Zahl x mit 0 < k < 1, sodass

d(f(z), f(y)) < wd(, y)

fiir alle z, y € A gilt.

36Beachte, dass hier € von &, aber nicht von z und x, abhiingen darf. Insofern ist die gleichmifRige
Stetigkeit mehr als Stetigkeit in jedem Punkt z, € K, da dann ¢ auch von z, abhéingen darf.
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Dann besitzt f genau einen Fixpunkt in A, d.h. es existiert ein eindeutiges x, € A mit

fx.) = @..

Dariiber hinaus konvergiert fiir jeden Startpunkt z, € A die durch die Rekursions-
vorschrift

Tp41 = f('rn)

definierte Folge gegen diesen Fixpunkt z,, wobei die beiden Fehlerabschatzungen

K" K

d(In, LU*) S 1_ s d(ﬂfo, ]}'1), d(l’n, SU*) S 11—k

d<xn—17 xn)

fiir jedes n € N gelten.

Beweis FEindeutigkeit: Wir nehmen an, dass x, und y, zwei verschiedene Fixpunkte
von f in A sind, d.h. dass

flz) =2,  fly) =9,  dxs, y) >0

gilt. Aus der Kontraktionseigenschaft ergibt sich dann direkt via

Az, yo) = d(f(2.), f(y) < md(zs, yo) < d(s, ys)

ein Widerspruch. Es kann also héchstens einen Fixpunkt von f in A geben.
Eristenz und Konvergenz: Sei (z,), .y eine beliebige Folge aus A mit z,11 = f(zy)
fiir alle n € N. Dann gilt

d(Tpg1, Tnga) = d(f(xn)7 f(xn-&-l)) < Kd(Tny1, )

fiir alle n € N und durch vollstéandige Induktion zeigen wir leicht, dass damit auch

d(Tp, Tnyr) < K" d(z0, 1)
fiir jedes n € N erfiillt ist. Fiir beliebige Indizes n, k mit n < k ergibt sich

d(zn, k) = d(Tn, Tny1) + d(Tng1, Toga) + .0+ d(Tr-1, 1)
< (K" + "+ EY) d(wo, 29)

K" — Kk
= —d
11—k (x07 $1)
< K" —d<x0’ xl) .
- 1—x

Die rechte Seite in dieser Abschétzungskette héngt nicht mehr von k ab und konvergiert
fiir n — oo im Sinne der reellen Zahlen gegen 0. Insbesondere ist damit gezeigt, dass
(75,),en eine Cauchy-Folge bzgl. der Metrik d ist. Aufgrund der Vollsténdigkeit von
(X, d) existiert ein Grenzwert z,, € X und die Abgeschlossenheit von A garantiert,
dass z, in A liegt. Nach Grenziibergang in der Rekursionsvorschrift erhalten wir

Too = [(Too) -

Insbesondere ist x, := ., ein Fixpunkt von f und nach dem ersten Beweisteil auch
der einzige in A.
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Approzimationsfehler: Wir hatten bereits gezeigt, dass fiir n < k die Ungleichung

K" — Kk

d <
(l’n, :Ek:)_ 1— &

d(l’o, ZL’l)

gilt, und wenn wir k bei festem n gegen oo laufen lassen, erhalten wir die erste der
gewiinschten Fehlerabschétzungen. Die Dreiecksungleichung, die Rekursionsvorschrift
sowie die Kontraktionseigenschaft implizieren aufterdem

d(mna J,'*) S d(l’n, $n+1) + d(l’n+1, ZE*)

= d(f(za), flxa)) +d(flza), flz2))

S fid(.fn_l, In) + K‘d<xn7 x*)

und die zweite Fehlerbschatzung ergibt sich nach elementaren Umformungen. O]

Bemerkungen

1. Man nennt f im Theorem oftmals auch Kontraktion von A. Beachte auch, dass
 die Lipschitz-Konstante von f auf A ist und dass die Forderung x < 1 ganz
wesentlich ist (siche den Beweis und die Beispiele weiter unten). Die Stetigkeit
von f aukerhalb von A, d.h. auf der Menge X \ A, ist hingegen nicht wichtig und
muss eigentlich auch nicht gefordert werden.

2. In der Literatur wird oftmals nur der Spezialfall X = A formuliert und bewiesen.
Dies ist zwar keine wesentliche Einschrankung, aber die Unterscheidung von X
und A ist fiir viele Zwecke sehr niitzlich. Beachte insbesondere, dass bei uns die
Kontraktionsungleichung nur auf A, und nicht auf ganz X gelten muss.

3. Die Starke des Theorems liegt unter anderem darin, dass nicht nur die Existenz
und Eindeutigkeit eines Fixpunktes garantiert wird, sondern dass zusétzlich auch
ein sehr robustes Approximationsverfahren mitgeliefert wird. Insbesondere ist es
nicht notwendig, dass der Startwert x( hinreichend nah an z, liegt.

4. Die erste Fehlerabschétzung ist ein Beispiel fiir eine a-priori-Schranke, denn wir
konnen sie allein aus x, g und x; = f(zo) berechnen und miissen x,, tiberhaupt
nicht kennen. Sie garantiert insbesondere, dass der Abstand von z,, zu x, in der
Metrik d exponentiell abklingt.?”

5. Die zweite Fehlerabschédtzung ist eine a-posteriori-Schranke, die wir erst dann
auswerten konnen, wenn wir x,, durch n Interationsschritte berechnet haben (was
fiir grofe n oder komplizierte f sehr mithsam bzw. aufwendig sein kann). Dafiir
wird sie aber in der Regel deutlich besser als die erste Fehlerschranke sein.*®

6. Die Vollstéandigkeit von X und die Abgeschlossenheit von A sind im Beweis sehr
wichtig, denn sie garantieren, dass die Cauchy-Folge (1,), .y einen Grenzwert in
X besitzt und dass dieser in A liegt. Ohne Vollstandigkeit von X bzw. ohne die
Abgeschlossenheit von A ist nicht nur der Beweis nicht mehr richtig, sondern die
Aussage des Theorems ist im Allgemeinen sogar falsch (siehe die Beispiele).

3"Beachte, dass k™ = exp (—un) gilt, wobei p = |In (k) | > 0 die Abklingrate ist.
38Die Vor- und Nachteile der verschiedenen Arten von Fehlerabschitzungen werden Sie in den
Vorlesungen zur Numerischen Mathematik noch genauer diskutieren.
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f:A=A
—
kontraktive Selbstabbildung

Abbildung Wenn Sie einen Stadtplan von Braunschweig innerhalb des dargestellten Kartenbereichs
A betrachten, so wird es immer genau einen Ort geben, dessen Positionen auf der Karte und in der
Realitdt zusammenfallen.

eindimensionaler Spezialfall Seien X = R, A ein abgeschlossenes Intervall und
f : R — R eine stetig differenzierbare Funktion, die A in sich abbildet. Dann gilt die
Lipschitz-Abschéatzung
‘f(x)—f(y)|:|f'(5)(a:—y)‘ gn}x—y‘ mit K:ZSUE’]H(iL‘)‘
BAS

fir alle x, y € A nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung.?® Insbesondere
besitzt im Fall K < 1 die Funktion f im Intervall A genau einen Fixpunkt z, mit

T, = f(zs).

Beispiele

1. Die reelle Kosinus-Funktion bildet offensichtlich das Intervall A = [—1, +1] und
sich ab, wobei £ = sup_;,; |sin (z)| = sin (1) < 1 gilt. Also gibt es zwischen
—1 und +1 genau eine Losung z, der Gleichung x = cos ().

Achtung: Die reelle Kosinusfunktion bildet den metrischen Raum R in sich ab
und ist dort Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante sup, g ‘Sin (m)| = 1, aber
eben nicht kontraktiv. Sie besitzt in R zwar genau einen Fixpunkt, aber diese
Eindeutigkeit kann nicht mit dem Banachschen Fixpunktsatz begriindet werden.

2. Wir betrachten die reelle Funktion f(z) = x — 1 2 + 5 und zeigen mit kleinen
Nebenrechnungen, dass diese das Intervall A = [1, 2] in sich abbildet und
aukerdem eine Kontraktion ist. Der eindeutige Fixpunkt ist die irrationale Zahl

V2.

Achtung: Die Funktion f bildet auch die Menge ANQ ={¢ € Q : 1 < ¢ <2}
kontraktiv in sich ab, aber enthélt keinen Fixpunkt von f. Dies widerspricht nicht
dem Banachschen Fixpunktsatz, denn Q ist zwar ein metrischer Raum (bzgl. des
euklidischen Abstands), aber eben kein vollstdndiger.

3. Die Funktion f(z) =1+ 1sin(z) ist eine Kontraktion auf ganz R (die Lipschitz-
Konstante ist 1/2 wegen f’(z) = 1 cos(z)) und besitzt dort nach dem Satz von
Banach (ausgewertet mit X = A = R) genau einen Fixpunkt z, ~ 1.4987.

Achtung: Fir X = R und A = [0, 1] kann das Theorem jedoch nicht verwendet
werden, da dann f das Intervall A nicht in sich abbildet.

39Giehe Analysis 1 und beachte, dass die Zwischenstelle £ zwischen den Punkten z, y und damit
auch im Intervall A liegt.

40Diese kann sehr einfach numerisch berechnet werden: Schalten Sie Thren Taschenrechner ein und
driicken Sie immer wieder auf die Kosinus-Taste. Das entspricht gerade der Banach-Iteration aus dem
Theorem (mit Startwert g = 0) und liefert die Approximation z, & 0.739085 nach relativ wenigen
Schritten.
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4. Ein weiteres illustratives Gegenbeispiel ist die Funktion f(x) = 2 sin z. Sie besitzt
in R genau drei Fixpunkte, ndmlich x = 0 und x ~ +1.89549, aber sie ist nicht
kontraktiv. Der Banachsche Fixpunktsatz liefert daher keine hilfreichen Aussagen.

Merkregel FEtwas vereinfacht kann man sagen: Die wesentlichen Voraussetzungen im
Banachschen Fixpunktsatz sind Vollstandigkeit, Selbstabbildung und Kontraktivitdt.

Anwendung: Integralgleichungen®* Sei J = [0, 1] das kompakte Einheitsintervall
und sei A = X = BC(J), wobei wir diesen Funktionenraum mit der co-Norm ausstatten
wollen, um die Vollstandigkeit sicherzustellen. Auflerdem sei 3 : J x J — R eine stetige
Funktion mit

K = sup{‘ﬁ(t, s)‘ : t, s €0, 1]} <1.

Dann existiert fiir jedes ¢ € X genau ein x, € X, sodass

£.(t) = / B(t, 5)x.(s) ds + £(1)

fiir alle ¢ mit 0 < ¢ < 1 gilt. In der Tat, die Funktion z, ist der eindeutige Fixpunkt
der Kontraktion f : X — X mit*

F@)® =0+ [ 5t 9)(s)ds.

wobei die oben eingefiihrte Zahl x auch die Kontraktionskonstante von f ist. Fiir
beliebige x, y € X gilt ndmlich

£(@)0) = 1)®)] = | [ Bt 9) (ol5) ~ o) ds

< / 18(t, )| |2(s) — y(s)|ds

1

< [l =yl ds = o -yl
0

und nach Supremumsbildung iiber ¢ € [0, 1] ergibt sich Hf(x) — f(y)HOO <kllz -y

Bemerkung: Die obige Formel ist eine spezielle Integralgleichung und z, wird Liosung
genannt. Integralgleichungen — sowie die eng verwandten Differentialgleichungen
— spielen eine herausragende Rolle in der mathematischen Physik und es ist sehr
wichtig zu verstehen, unter welchen Voraussetzungen Losungen existieren, wann diese
eindeutig oder mehrdeutig sind und wie sie approximativ berechnet werden koénnen.
In vielen Féllen (aber leider nicht in allen) liefert der Banachsche Fixpunktsatz die
entsprechenden Antworten.

41Beachte, dass z und f(x) hier zum Funktionenraum BC(.J) gehoren und damit jeweils eine skalare
Funktion in der Variablen ¢ € J darstellen. Insbesondere ist f(z)(t) der Wert, den die skalare Funktion
f(z) im Punkt ¢ annimmt.
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Kapitel 2

Differentialrechnung

Vorlesungswoche 04

Vorbemerkung In diesem Kapitel entwickeln wir die Differentialrechnung fiir
Funktionen, die eine Teilmenge des R™ in den R abbilden. Dabei werden wir standard-
méfkig den R™ (und analog den R™) immer mit dem euklidischen Betrag (bzw. der
2-Norm) ausstatten und schreiben

T
= (21, ..., Tp) bzw. xr=1:
Tm
sowie
_ /.2 _
|z| =/t + ...+ a2, T Y=T1Y1+ ..+ T Ym s

wobei - das euklidische Skalarprodukt ist. Insbesondere gilt immer die Formel ]a:\2 =z
sowie die Cauchy-Schwarz-Ungleichung |z - y| < |z| |y].

2.1 Kurven

Ziel In diesem Abschnitt behandeln wir die Grundlagen der mathematischen Theorie
von Kurven (oder Wegen) und stellen wichtige Resultate bereit, die in der Analysis
eine wichtige Rolle spielen werden. In der Differentialrechnung entspricht dies dem
Sonderfall n = 1, das heifft der Definitionsbereich der betrachteten Abbildungen — die
wir in diesem Abschnitt mit v bezeichnen — ist eine Teilmenge des R!, der Bildbereich
aber eine Teilmenge des R™.

Definition FEine parametrisierte Kurve (im Raum R™) ist eine stetige Abbildung
v : I — R™, die auf einem Intervall I C R definiert ist.!

!Der Fall m = 1 ist in den folgenden Betrachtungen zugelassen, aber bei der ersten Lektiire sollten
Sie sich immer vorstellen, dass m = 2 oder m = 3 gilt. Der Fall m > 4 ist auch sehr wichtig, aber
dann wird unsere Anschauung in aller Regel versagen.

23



54 2. Differentialrechnung

Bemerkungen
1. Die Punktmenge
im(y) :={y(t) : tel} CR"

wird auch Bild (oder ‘Image’) der parametrisierten Kurve genannt und ist das
geometrische Objekt, das man landlaufig Kurve nennt. Wir werden diese Menge
oftmals mit I" bezeichnen und sagen dann, die Abbildung v parametrisiert die
Menge T'.

2. Die Koordinate im Urbildbereich bezeichnen wir meist mit ¢, denn sie kann
oftmals in natiirlicher Weise als Zeit interpretiert werden. In diesem Sinne ist
v(t) die momentane Position eines gedachten Teilchens, das sich entlang von T’
bewegt.

3. In der Mathematik lasst man haufig das Attribut ,,parametrisiert weg und nennt
sowohl die Abbildung ~ als auch die Punktmenge I' = im () schlicht Kurve. Das
kann gerade am Anfang einige Verwirrung stiften, aber in aller Regel wird durch
den Kontext klar, ob wir Kurve in dem einen oder dem anderen Sinne meinen.?

4. Eine parametrisierte Kurve im R™ konnen wir auch immer komponentenweise

betrachten. Insbesondere existieren Funktionen vy, ..., v, : I — R, sodass
71(1)
1) =1
Y (t)

fiir alle t € I gilt.

Bemerkung: Wir haben hier v(t) als Spaltenvektor geschrieben, werden manchmal
aber auch die Tupel-Notation verwenden.

5. Wir haben zunédchst keine Annahmen an das Intervall I (bzw. den Zeitbereich)
gemacht. Es kann endlich oder unendlich, offen oder abgeschlossen sein.

6. Unsere Intuition besagt, dass eine Kurve eine ,eindimensionale Menge “ ist?
und fiir hinreichend gute Funktionen =~ wird das auch so sein. Es gibt aber
auch seltsame Kurven, wie zum Beispiel fraktale Kurven (etwa den Rand der
Kochschen Schneeflocke, siehe oben) oder flachen- bzw. raumfiillende Kurven
(siche das Bild weiter unten).

7. Ist I = [a, b] ein abgeschlossenes Intervall, so werden (a) bzw. v(b) der Anfangs-
bzw. der Endpunkt von « genannt. Gilt dariiber hinaus (a) = ~(b), so ist v eine
geschlossene Kurve.

8. Wenn zwei verschiedene Zeiten t{, to € I mit

Y(t1) = y(t2) # (1)

fir alle ¢t € I\ {t1, to} existieren, so sprechen wir von einem Doppelpunkt, es sei
denn es handelt sich um den Anfangs- und Endpunkt einer geschlossenen Kurve.
Analog werden Dreifach- und Vierfachpunkte definiert.

2Eine #hnliche Zweideutigkeit werden wir beim Studium der Flichen antreffen.
3Wir werden erst spéter definieren, was die Dimension einer sogenannten Mannigfaltigkeit eigentlich
ist. Im Moment appellieren wir an Thre geometrische Anschauung.
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9. Anstelle von R™ kénnen wir im Prinzip auch andere Bildmengen betrachten
und zum Beispiel parametrisierte Kurven in Funktionenrdumen studieren. Diese
werden aber in dieser Vorlesung noch keine Rolle spielen.

Bezispiele

1. Die geschlossene Kurve v : [0, 27| — R? mit
_ (cos (1)
() = <sm (t))

I'={(z1, x2) : 2] + 23 =1} = 5;(0) CR?

besitzt die Bildmenge

und wird die Standardparametrisierung der Einheitskreislinie genannt.
2. Die Abbildung

cos (wt)
v(t) = | sin(wt) |, tel=R
nt

parametrisiert eine dreidimensionale und unendlich ausgedehnte Schraubenlinie,
wobei die Parameter w bzw. n die Winkelgeschwindigkeit bzw. die Ganghohe
festlegen.

3. Die ebene Gerade, die durch zwei gegebene Punkte p, n € R? lduft, kann durch

Yty =(1—tp+tn=(1-1) (Nl) +t(771)

M2 T2

mit ¢ € I = R parametrisiert werden. Mit I = [0, 1] beschreibt die Formel gerade
die Verbindungsstrecke zwischen p und 7.

4. Die parametrisierte Kurve

~ (2cos(t) —cos(2t)
y(t) = ( sin (21) ) , tel0, 27|

ist unter dem Namen Torpedo-Kurve bekannt.

5. Die geschlossene Kurve

cos (t)

Y(t) = (1 + cos (1)) (Sin (t)) , t €0, 27]

wird Kardioide genannt.
6. Die Formel

cos (t)

() = sin (2¢) (Sm ( t)> . telo, 27

beschreibt ein vierblattriges Kleeblatt (bzw. das Quadrifolium).
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56 2. Differentialrechnung

7. Die nicht-geschlossene Kurve

t — tanh ()
V(t) = 10 , teR
cosh (t)

ist eine Traktrix bzw. Schleppkurve.

CX

Abbildung Die Torpedo-Kurve (ein Dreifachpunkt), die Kardioide (ohne Mehrfachpunkte) sowie
das Kleeblatt (ein Vierfachpunkt) sind spezielle geschlossene Kurven in der Ebene. Die Traktrix ist
jedoch nicht geschlossen. Beachte, dass immer I' = im (), also das Bild der parametrisierten Kurve
dargestellt ist.

1. Kurve y; 3. Kurve y

N

Abbildung Beispiel fiir die rekursive, selbstdhnliche Konstruktion einer fidchenfiillenden Kurve als
gleichmiifiger Grenzwert einer Folge stiickweise affiner Kurven =, : [0, 1] — R2. Die stetige Limes-
Abbildung 74 : [0, 1] — R? ist eine Kurve im Sinne der obigen Definition, aber ihr Bild fiillt das
ganze Quadrat aus und ist damit ,,zweidimensional*. Diese verbliiffende Eigenschaft hat damit zu tun,
dass die Kurve 7., weder differenzierbar noch stiickweise differenzierbar ist (siehe dazu weiter unten).
Das Bild einer stiickweise differenzierbaren Kurve ist ndmlich immer , eindimensional®.

Implizite Darstellung von Kurven Die Losungsmenge von m — 1 skalaren
Gleichungen fiir die Variablen xy, ..., z,, (bzw. fiir den Vektor x € R™) kann oftmals
als die Bildmenge I' einer parametrisierten Kurve v angesehen werden. Zum Beispiel
beschreibt die Gleichung

r]+ a5 = o° bzw. (:1:'%4—3:3)2—21;1 (a:f—l—:c%)—:c%:()

eine Kreislinie vom Radius ¢ bzw. die Kardioide und alle Losungen x € R3 des
Gleichungssystems

24222+ (1 —a3)’ =1, T+ Ty = T3
formen eine Ellipse, die schief im R3 liegt. Es ist im Allgemeinen aber nicht moglich, aus
den Gleichungen direkt eine entsprechende Parametrisierung abzulesen oder umgekehrt.

Wir werden auf dieses Problem spéter noch einmal zuriickkommen.
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Definition Eine parametrisierte Kurve 4 : I — R™ wird Reparametrisierung von

~: I — R™ genannt, wenn es eine strikt monotone und bijektive Abbildung h: I — I
(der sogenannte Parameterwechsel) gibt, sodass

(&) =~ (h(®)

fiir alle ¢ € T gilt.

R o
tel b=, fei
e e | _ S1
t=nh(t)
~ 52
x =(t) z=75()
reR™ 53

Abbildung Links: lustration der Konzepte Parametrisierung und Reparametrisierung von Kurven.
Rechts: Zum Bogenlédngenparameter (siehe weiter unten), der oftmals mit s und nicht mit ¢ bezeichnet
wird: Jeder Kurvenpunkt kann eindeutig durch eine entsprechende Léange charakterisiert werden.

Bemerkungen
1. Insbesondere gilt
I =im(3) =im(y) =T,

d.h. die Abbildungen 4 bzw. « beschreiben dasselbe geometrlsche Objekt I =T,
aber mittels verschiedener Parameter, nimlich mit ¢ bzw. ¢t = h({).

2. Eine geometrische Eigenschaft von I' = T' (zum Beispiel die Lénge) wird nicht
davon abhéngen, welche Parametrisierung gewéahlt wird, d.h. ob die Rechnungen
mit v oder mit ¥ durchgefiihrt werden. Die Kunst besteht oftmals darin, eine gute
Parametrisierung zu finden, mit der die Rechnungen méglichst einfach werden.

3. Eine alternative Schreibweise fiir die reparametrisierte Kurve ist 4 = v o h.

4. Der Parameterwechsel h ist immer invertierbar, d.h. es existiert die Umkehr-
abbildung h := h=! : I — I. Insbesondere gilt: Wenn 7 eine Reparametrisierung
von 7y ist, so ist auch v eine Reparametrisierung von 7.

5. Wenn h wachsend bzw. fallend ist, so sagen wir, die Reparametrisierung erhélt
oder dndert den Durchlaufsinn.

6. Eine besonders wichtiger Parameterwechsel betrifft die Bogenldnge, die wir weiter
untern studieren werden.

Beispiel Die Abbildung 7 : [0, 27/w] — R? mit

_ o~ (cos(wi)
() = (sin(w f))
ist eine Reparametrisierung der oben angegebenen Standardparametrisierung der

Einheitskreislinie I", die nun mit konstanter kaelgeschwmdzgkezt w > 0 durchlaufen
wird. Der entsprechende Parameterwechsel ist durch t = h(t) = wt gegeben. Die Formel

TOR G A R )

sin (¢ + psin(f))
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58 2. Differentialrechnung

mit Konstante —1 < p < +1 liefert auch eine Parametrisierung der Kreislinie I' bzw.
eine Reparametrisierung von ~y, wobei in diesem Fall die Winkelgeschwindigkeit nicht
mehr konstant ist, sondern selbst variiert.

4 151517 18

Abbildung Drei verschiedene Parametrisierungen einer Kreislinie im R?, die alle unterschiedlichen
Durchlaufgeschwindigkeiten entsprechen. Die Punkte markieren jeweils den Kurvenpunkt ~(¢x) zu
dquidistant gewahlten Zeiten t, = k At.

Merkregel Verschiedene parametrisierte Kurven kénnen zu demselben geometrischen
Objekt gehdren.

Ableitungen von Kurven

Definition FEine parametrisierte Kurve heifst differenzierbar, wenn die Ableitung

%(t) = 5(t) == lim _7@7)5 = Zk(t*)

in jedem t, € I wohldefiniert ist.

Bemerkungen

1. Bei Kurven benutzen wir in dieser Vorlesung in aller Regel die Punkt- statt die
Strichnotation, d.h. wir schreiben 5(t,) statt 7/(¢,).*

2. Die Definition von Differenzierbarkeit ist ganz analog zu Analysis 1, aber diesmal
ist §(t) ein Element des R™, wobei

fur alle t, € I gilt. Der Vektor #4(¢) wird in der Geometrie als Tangentialvektor
und in der Physik als Geschwindigkeitsvektor bezeichnet.

3. In der Formel fiir 4(¢) wird immer stillschweigend ¢, € I, t € I sowie t # t,
vorausgesetzt.® Ist ¢, ein Randpunkt von I, so ist 4(¢,) im Sinne einer einseitigen
Ableitung zu verstehen.

4Sie diirfen in den Hausaufgaben aber gerne die Strichnotation verwenden.
5Beachte auch, dass der Differenzenquotient wohldefiniert ist, da im Z#hler zwar ein Vektor, im
Nenner aber immer eine reelle Zahl steht. Der Quotient aus zwei Vektoren ist nicht definiert.
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4. Ganz analog zu der obigen Definition werden die Konzepte stetig differenzierbar
und k-mal (stetig) differenzierbar eingefiihrt. Bei einer zweimal differenzierbaren
Funktion existiert in jedem ¢, € I der Vektor

M1 (ty) ‘ o
= =g = G
i (£) *

der in der Physik Beschleunigungsvektor genannt wird.

5. Eine differenzierbare Kurve wird regulér genannt, wenn () # 0 fiir alle ¢t € [ gilt.
Geometrisch bedeutet dies, dass die Durchlaufgeschwindigkeit eines gedachten
Punktes niemals verschwindet.

6. Viele praktisch relevante Kurven sind nur stiickweise stetig differenzierbar, das
heifit es existieren endliche viele Zeiten ¢ € I, sodass 7 in ¢ nicht differenzierbar
ist. In jedem dieser Punkte miissen dann aber die einseitigen Ableitungen

. o () = () oy e V() = ()
F(t 4+ 0) := th\l}/qk e Y(tpy —0) := th/r% —

wohldefiniert sein. Geometrisch entspricht v(x) einem Knickpunkt. Fast alle der
im Folgenden abgeleiteten Resultate gelten sinngeméafl auch fiir Kurven, die nur
stiickweise stetig differenzierbar sind.

Schnittwinkel Sind 7 : [a, 5] — R™ und 4 : [a, b] — R™ zwei differenzierbare und
regulidre Kurven, die sich im Punkt ~(t,) = &(f*) schneiden, so kann der entsprechende

Schnittwinkel durch
0 = arccos (M)
()| 7 ()]

berechnet werden, wobei # immer Werte in [0, 7] annimmt.°

Merkregel: Winkel werden in der hoheren Mathematik immer mit Tangentialvektoren
berechnet.

» »
» »

Abbildung Der Schnittwinkel (braun) zwischen zwei sich schneidenden Kurven (orange und griin)
wird immer durch die Tangentialvektoren (rot und dunkelgriin) im Schnittpunkt (blau) festgelegt.
Links: Der allgemeine Fall mit zwei gekriimmten Kurven. Rechts: Der aus der Schule bekannte
Spezialfall mit zwei Geraden.

5In zwei Raumdimensionen (m = 2) werden wir spiiter das etwas allgemeinere Konzept eines
orientierten Winkel einfiihren, bei dem auch negative Winkel zugelassen sind.
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Ausblick: Geometrie planarer Kurven* Fiir eine zweimal stetig differenzierbare
Kurve v : I — R? kann ihre Kriimmung durch

K(t) == 1(t) F2(t) — $1(t) Y2(t)
A0

berechnet werden, wobei |¥(t)| = \/ (1 (t))2 + (ﬁg(t))z gilt. Dariiber hinaus beschreibt

Bilt) = (Hl(t)) bow.  Bolt) = —— (—"Vz(t)>

()] \+32() (@) \+n()
den normalisierten Tangentialvektor bzw. den normalisierten Normalenvektor und
beide zusammen bilden das Frenetsche Zweibein.

b

Abbildung Beispiel fiir eine stetig differenzierbare Kurve, wobei die Bereiche mit negativer bzw.
positiver Kriimmung in hell- bzw. dunkelgrau gezeichnet wurden. Die Vektoren représentieren das
mitbewegte Frenetsche Zweibein in drei ausgewahlten Kurvenpunkten, fiir die zusétzlich auch der
Kriimmungskreis (rot) dargestellt ist. Der Betrag der Kriimmung ist dabei gerade der Kehrwert des
Radius.

Bemerkung Die Geometrie von Kurven mit m = 3 (sogenannte Raumkurven) oder
m > 4 ist komplizierter. Insbesondere gibt es immer m — 1 skalare Kriimmungen sowie
ein Frenetsches m-Bein.

Alternative Notationen In der Physik und der Geometrie bezeichnet man die
Abbildung ~ oftmals nicht explizit, sondern benutzt dieselben Buchstaben wie fiir
Vektoren in R™. Im Fall m = 3 schreibt man also

x(t) = | 22(t) und  &(t) = | @2(t)

um deutlich zu machen, dass die raumlichen Koordinaten z; sich entlang der Kurve
mit dem Parameter ¢ dndern. Diese Notation ist sehr intuitiv, benutzt aber die
x; in zweifacher Bedeutung, nédmlich einmal als Koordinate in R™ und einmal als
Komponenten einer Funktion / — R™). Eine Mischform der Notation ist z; = v;(¢).
Wir kénnen und werden mit beiden Notationen arbeiten, wobei je nach Kontext und
Vorliebe mal die eine und mal die andere ,,besser geeignet™ ist.

Lange einer Kurve

Vorbemerkung Im Folgenden setzen wir voraus, dass I = [a, b] ein abgeschlossenes
Intervall ist und dass die parametrisierte Kurve v : I — R™ stetig differenzierbar ist.
Alle Konzepte kénnen aber analog fiir stiickweise differenzierbare Kurven eingefiihrt
werden.
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Definition Fiir eine stetig differenzierbare Kurve v : [a, b] — R™ wird

len () ::/bh(t)\dt:/b‘%(t)‘ dt

die Lange von v genannt.

Bemerkungen

s . 2 . 2
1. Es gilt [§(t)] = \/(’yl(t)) + .+ ()
2. Die Formel werden wir weiter unten geometrisch motivieren.

3. Fiir viele praktisch relevante Kurven (zum Beispiel Ellipsen) kénnen wir das
Integral der Lange nicht exakt, sondern nur approximativ berechnen.

Bezispiele

1. Ist v die oben angegeben Parametrisierung der Verbindungstrecke zwischen zwei
Punkten p, n € R™, so gilt §(t) = n — p fiir alle ¢ und wir erhalten mit

1 1
len(v)z/ln—ﬂl dt:ln—ul/dtzln—ul
0 0

das erwartetet Resultat.

2. Der Rand der zweidimensionalen Kreisscheibe B,(0) mit Radius ¢ wird durch
_ (ecos(t) _
V(t)_ (Q Sll’l(t)) ’ tel= [07 27T]

parametrisiert, wobei dann

gilt und wir mit

len(y):/gdt:%rg
0

die bekannte Formel fiir den Kreisumfang wiederentdecken. Beachte, dass fiir
I = [0, w] das Léangenintegral den Wert o7 als Lénge des Halbkreises liefert.
Mit der Wahl I = [0, 4 7] erhalten wir jedoch len (y) = 47 p, da nun der Kreis
zweimal durchlaufen wird.

Achtung: Bei der Berechnung geometrischer Langen muss die Parametrisierung
v so gewihlt werden, dass die Punkte in I' nur einmal durchlaufen werden, wobei
endlich viele Ausnahmen (zum Beispiel in Anfangs- und Endpunkten) zulédssig
bzw. unproblematisch sind.
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3. Die Formel

09 sin (t)

() = (Ql cos (t))  tel=[, 27

parametrisiert eine achsenparallele Ellipse.” Deren Linge ist durch das elliptische
Integral

27
len (v) = / \/g% cos? (t) + o3 sin” (t) dt
0

gegeben, fiir das es aber keine explizite Formel gibt (es sei denn, es gilt o1 = 02).
4. Fir die Kardioide erhalten wir
O + cos (t) —sin (t)
f) = —sin (¢) (+ sin (t)) + (14 cos (1) (+ cos (1))

wobel auf der rechten Seite zwel zueinander senkrechte Vektoren stehen Aus
direkten Rechnungen sowie dem Additionstheorem cos () + 1 = 2 cos? (5 t) folgt

4(t) }—\/sm —{—(1+cos(t))2: 2(1+cos (t)) = 2 |cos (5 )],

und wir berechnen
27

len (v —2/}COS% !dt—Q/ % t—2/cos(%t)dt
0

™

= 4[sm (lt)}t_Tr —4[8111 (lt)}t:iﬂ =8 Sln(2 ) =38

2 t=0 2 t

mithilfe des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung.

Lemma (Linge als geometrische Eigenschaft) Ist h : [a, b] — [a, b] ein stetig
differenzierbarer Parameterwechsel, so gilt len () = len (§) fiir 4 = v o h.

Beweis Wir betrachten zunéchst den Fall, dass h monoton wachsend ist, d.h. dass
W (t) > 0 fiir alle ¢ € [a, b] gilt. Die Kettenregel impliziert

dfyJ dv; -\ dh - . dy - dry dh -
¥ —2(t) = I (h(t)) E(t) und damit —~(t)‘ = ’E(h(t)) dt( )

und mit der Substitutionsregel fiir Integrale® erhalten wir

len (% / ‘

Der Beweis fiir monoton fallende Reparametrlslerungen erfordert einige Vorzeichen-
wechsel, ist aber sonst ganz analog. O

‘ b ‘ — len (7).

"Die Ellipse I enthélt die Punkte (£01, 0) und (0, +02), wobei dies den Zeiten ¢ € {0, T, %7‘(‘, %7‘(‘}
entspricht. Aufierdem gilt stets

S
2 2 =
01 5]
mit 1 =1 (¢) und 29 = y1(t).
8Beachte, dass symbolisch dt = ( {)dt gilt.
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Bemerkung Das Lemma zeigt, dass die Lénge invariant unter Reparametrisierung
und damit eine geometrische Grofse ist, d.h. eine Eigenschaft der Bildmenge I" = im (7).
Wir brauchen aber eine Parametrisierung v, um die Lénge des geometrischen Objektes
I' iiberhaupt ausrechnen zu kénnen.

Lemma (untere Schranke fiir die Linge) Es gilt

len (7) > |v(b) — v(a)],

das heifst die Lénge einer Kurve ist niemals kleiner als der euklidische Abstand ihrer
Endpunkte.’

Beweis Wir definieren d € R™ komponentenweise durch
b
&= [ )4t =30 - (0),

wobei das zweite Gleichheitszeichen den Fundamentalsatz der Analysis widerspiegelt.
Andererseits gilt

b

\df:wd:idjdj:zm:dj/%(t)dt:/<§:dﬂj(t)> dt:/d-ﬁ(t)dt

a

und die Cauchy-Schwarz-Ungleichung liefert d - 4(t) < |d| |§(t)|. Wir erhalten

af < [Jal ol ae=Ja| [ [@)]ac = Jaen s

und damit die Behauptung. O]

Parametrisierung durch Bogenlange

Bogenlinge Ist v : [a, b] — R™ eine stetig differenzierbare und regulire Kurve, so
wird durch

I(t) ::/H(T)‘dT

eine strikt monoton wachsende und stetig differenzierbare Funktion [ definiert.
Diese bildet das Intervall [a, b] bijektiv auf das Intervall [0, len(v)] ab und wird
die Bogenldngenfunktion von v genannt. Sie ist insbesondere invertierbar und ihre
Ableitung

. dl
I(t) = —
)=,
heift infinitisimales Liingenelement von ~. Gilt [(¢) = 1 fiir alle ¢ € [a, b], so sagt man,
~ ist nach Bogenlédnge parametrisiert. Parametrisierte Kurven mit dieser Eigenschaft

sind besonders wichtig und niitzlich.

() =[4(1)] >0

9Mit anderen Worten: Der kiirzeste Weg zwischen zwei gegebenen Punkten ist die entsprechende
Verbindungsstrecke.
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Lemma (Reparametrisierung nach Bogenlinge) Jede stetig differenzierbare
und reguldre Kurve kann nach ihrer Bogenldnge parametrisiert werden.

Beweis Wir setzen I := [0,len(v)] sowie h(f) := [71(f), wobei 7! gerade
die Umkehrfunktion der Bogenldngenfunktion [ ist. Mit der Kettenregel und unter
Verwendung der Ableitungsregel fiir Umkehrfunktionen verifizieren wir

45 | | dy dh - dh 1 1
)| = | m@)| FO. S0 - -
di dt dt dt di - d

' SO0 [ 00)

und schlieften, dass

G0 =|50| -1

fiir alle ¢ € I gilt. Insbesondere ist die Kurve 7 = yol~* nach Bogenlinge parametrisiert.

]

Bemerkung

1. Fiir viele Kurven ist die explizite Berechnung der Bogenléngen-Parametrisierung
nicht moglich, da entweder die Integrale der Bogenldngenfunktion nicht exakt
ausgewertet werden kénnen oder weil keine geschlossene Formel fiir ihre Umkehr-
funktion verfiigbar ist. Die Existenz der entsprechenden Reparametrisierung ist
aber immer gesichert und spielt in vielen Beweisen eine wesentliche Rolle.

2. Der Bogenldngenparameter wird in der Geometrie und der Physik meist mit s
(und nicht wie im Beweis mit ¢) bezeichnet.

3. In Physikernotation stellt die Formel ds = |¥(¢)| dt = |#|dt das Gesetz fiir die
zeitliche Anderung des Bogenldngenparameters s dar und taucht auch in der
symbolischen Substitutionsformel des ersten Kurvenintegrals auf.

Bezispiele

1. Die Bogenldngenparametrisierung einer Kreislinie vom Radius ¢ um den Ursprung
ist durch

i~ (ocos(o7'E) - =
’y(ﬂ_(gsin(g_lﬂ ) te[_[()aQWQ]
gegeben, denn es gilt offensichtlich

ﬁ({)‘ =1
t
fiir alle t.

2. Um die Bogenldangenparametrisierung der Kardioide zu berechnen, bestimmen
wir zunachst die Bogenldngenfunktion der oben angegebenen Parametrisierung.
Dies liefert

¢ t
3 1 ..
:/"V(T)‘dTZQ/}COS(%t)‘ dt:{ 48m(2f) “furoﬁtém
0 0

8—4s1n(%t) flirm <t<2m,
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wobei die Funktion [ das Intervall I = [0, 27| bijektiv und strikt monoton
wachsend auf das Intervall I = [0, 8] abbildet. Die Umkehrfunktion von [ ist
gerade der gesuchte Parameterwechsel 4 und wenn wir die Formel ¢ = I(¢) nach
t aufloésen, erhalten wir

h(i) 2 aurcs.in(}l t) fir 0 <t <4,
] 2742 arcsin( ¢ —2) fiir 4 <t <8.
Die gesuchte Parametrisierung der Kardioide ist durch 5 (%) = v(h(f)) gegeben,

wobei wir im konkreten Fall und mittels trigonometrischer Identititen!® die
vereinfachten Formeln

1—1P
() = (2 - L¢ fir €0, 4
und
By 3 —T4+2t— 1 s
() = (—6+2t -1 3 s fir t€4,8
70 = ® ><§(t—8)\/—48+16t—t2 48

herleiten konnen.

Bemerkung: Eine (allerdings recht aufwendige) Probe zeigt, dass in der Tat
A(f)| = 1 fiir alle £ € I gilt.

8

S

i

Zeit t

Bogenlinge

27 '
i / _1
Graph von [ . e B /’ Graph von [

(e}

0 Bogenlinge f = s 8
0 Zeit t 2m
Abbildung Bei der Bogenléngen-Parametrisierung der Kardioide muss die strikt monoton wachsende
Bogenlangenfunktion berechnet und anschliefend invertiert werden. Insbesondere gilt h=ht=1
und o = h~' = [~! und die Formeln i = h(t) bzw. t = h(f) beschreiben den Ubergang von t zu # bzw.
von t zu t.

Kurvenintegrale

Definition Ist f:R"™ — R eine stetige Funktion, so wird

/f ds—/f N30 dt = /f <)'dt

als das Kurvenintegral 1. Art von f bezeichnet. Fiir eine stetige Funktion f : R™ — R™
nennen wir

dy

[ @) -aei= [ 160) 3@ = [ 10) - Tow

das Kurvenintegral 2. Art.

10Zum Beispiel gilt cos (arcsin (£)) = /1 — €2 fiir alle £ € [-1, 1].
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Bemerkungen

1.

Der wesentliche Unterschied zwischen den beiden Arten ist der folgende: Ein
Kurvenintegral der 1. Art bzw. 2. Art ist fiir eine skalare Funktion bzw. ein

Vektorfeld definiert, also wenn R bzw. R™ der Bildbereich von f ist. Beachte
auch, dass beide Arten von Kurvenintegralen immer eine reelle Zahl liefern.

Analoge Formeln werden verwendet, wenn f nur auf einer Teilmenge D C R™
definiert ist und die Kurve v in D verlduft, d.h. wenn ~(¢) € D fiir alle ¢ € [a, 0]
gilt.

Die Lénge einer Kurve ist das Kurvenintegral 1. Art fiir die konstante Funktion
mit f(z) =1 fiir alle z € R™.

Fiir Kurvenintegrale kann analog zum obigen Lemma die Invarianz unter
Reparametrisierung bewiesen werden, wobei sich bei Integralen der 2. Art das
Vorzeichen unter orientierungsédndernden Reparametrisierungen umkehrt (wegen
des gednderten Durchlaufsinns).

Achtung: In der Literatur existieren viele verschiedene Notationen fiir Kurven-
integrale und Sie miissen sich immer klar machen, fiir welche Objekte (Zahlen,
Vektoren, Funktionen usw.) die einzelnen Bausteine in den Formeln stehen.

Bezispiele

1.

Fiir die Parametrisierung der Kreisscheibe vom Radius ¢ und die skalare Funktion
mit f(x1, x9) = 22 3 ergibt sich

F((0) = g cos? (#) sin? (1) = o (cos® (1) —cos' (1)), |3(8)] =

und damit

27

/f(x) ds = 95/ (cos® (t) — cos® (t)) dt = 17 0°

als das Kurvenintegral 1. Art, wobei das Integral zum Beispiel mit mehrfacher
partieller Integration oder durch Verwendung der Euler-Formel berechnet werden
kann.

Bemerkung: Das bei Kurvenintegralen der 1. Art zu berechnende reelle Riemann-
Integral kann formal wie folgt ermittelt werden: Wir substituieren x; = 7;(¢) im
Argument von f und ersetzen ds durch den Ausdruck |7(t)| dt. Aufserdem liefern
die Randpunkte von I gerade die Integrationsgrenzen.

Fir die soeben betrachtete Kreislinie sowie das Vektorfeld

flon, @) = <x12;1x2>

0= () ()

— (1 4 cos? (t) — cos (t) sin (t))

ergibt sich
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und damit

27

/f(x) dx = o* / (1 + cos® () — cos (t) sin (t)) dt = 37 o*

Y
nach kleineren Nebenrechnungen.

Bemerkung: Bei Kurvenintegralen der 2. Art substituieren wir z = ~(t) sowie
dz = A(t) dt.

Kurvenintegrale 2. Art in der Physik Beschreibt 7 die Bahn eines geladenen
Teilchens mit Ladung ¢ und ist f die elektrische Feldstarke, so ist

q/f(ﬂf)'dx

gerade die vom elektrischen Feld am Teilchen verrichtete Arbeit. Bei einer analogen
mechanischen Interpretation ist ¢ die Masse und f ein Beschleunigungsfeld.

Lemma (Standardabschitzung fiir Kurvenintegrale) Mit den Notationen von
oben gilt

‘/f(x)ds’ < Mien(y), ‘/f(a:)- de| < M len (7).

wobei M := maxc[q, s ’f('y(t))} das Maximum von | f| entlang der Kurve - ist.

Beweis Fiir eine skalare Funktion f : R™ — R ergibt sich die erste Abschitzung via

/NWMWWﬂs/WWMMWwSM/hww

unmittelbar aus der Definition eines Kurvenintegrals 1. Art sowie den Eigenschaften
von Riemann-Integralen. Fiir ein Integral 2. Art mit einem Vektorfeld f : R™ — R™
argumentieren wir analog, benutzen aber zusétzlich, dass

[F(v(®) - A@)] < [F(@)] [7(0] < M|5(1)]
aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt. m

Ausblick: Kurvenintegrale und zweidimensionale Flicheninhalte In zwei
Raumdimensionen (also fiir m = 2) ist es oftmals moglich, den Rand I' = 0K einer
gegebenen kompakten Menge K C R? durch eine stiickweise stetig differenzierbare
Kurve 7 : [a, )] — R? zu parametrisieren, wobei dann y(a) = ~(b) gilt. Unter der
Zusatzvoraussetzung, dass der Rand 0K im mathematisch positiven Sinne — das heift
gegen den Uhrzeigersinn — durchlaufen wird, kann der Flacheninhalt von K durch die
Formel

b b
mwmz/ﬁm%mwz—/wwm@w

Michael Herrmann: Analysis 2 [D)eysa | Version vom 2. Oktober 2022



68 2. Differentialrechnung

berechnet werden, wobei sich die beiden bestimmten Integrale in der Formel nur im
Vorzeichen unterscheiden.'!

Bemerkung

1. Wir werden dieses Resultat erst am Ende von Analysis 3 beweisen kénnen, wollen
aber schon festhalten, dass dieses oftmals als Greensches Theorem bezeichnet
wird und ein Spezialfall des sehr viel allgemeineren Satzes von Stokes ist. In der
angegebenen Form gilt es aber nur im R?.!?

2. Wird 0K im Uhrzeigersinn (also im mathematisch negativen Sinne) durchlaufen,
so liefert die obige Formel immer noch den Flacheninhalt, aber diesmal mit einem
falschen Vorzeichen.

3. Die obige Formel wird oftmals als

area(K):/xldxgz—/xgdxl

Y Y

geschrieben. Beide Formulieren sind natiirlich dquivalent, wobei die Substitution
x; = 7;(t) zugrunde liegt, die insbesondere dz; = 4;(t) dt impliziert.

Beispiele

1. Wir betrachten noch einmal die Parametrisierung einer achsenparallelen Ellipse
(siehe die Beispiele zur Langenberechnung) und erhalten via

27 27
area (K) = /fyl () A2(t) dt = 01 02 / cos? (t)dt = 701 02
0 0

das aus der Schule bekannte Resultat. Fiir p; = g, ergibt sich der Flacheninhalt
einer Kreisscheibe. Beachte, dass die verwendete Parametrisierung die Ellipse
wirklich entgegen dem Uhrzeigersinn durchlauft.

2. Die Kardioide beschreibt den Rand einer kompakten Menge K und via
Y1 (t) A2(t) = (cos () — cos® (1)) (sin® () + cos (t) — cos® (t))
sowie elementaren Integrationstechniken'® berechnen wir

area (K)=3m

fiir die von 7 eingeschlossene Fliche K.

HDie letzte Aussage ergibt sich via

b

b b
[r@n®as [0 50 = [ (310260 + 00 50) d

a

’ d t=b
— [ (%) dt = [nou]_ -0
t=a
aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechung, da die Geschlossenheit der Kurve die Formeln
~v1(a) = v1(b) und y2(a) = y2(b) sicherstellt.
12Beachte, dass im R3 der Rand einer hinreichend guten Menge K eine zweidimensionale Fliche
und keine eindimensionale Kurve sein wird.
I3Mit der Euler-Formel kénnen wir zum Beispiel eine alternative Darstellungsformel herleiten, in der
nur Terme der Bauart cos (k t) und sin (k t) auftauchen. Diese konnen wir dann sehr leicht integrieren.
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Kurven und Polygonziige™

Polygonziige als stiickweise stetig differenzierbare Funktionen Sei I = [a, b]
ein abgeschlossenes Intervall, sei T" = {t¢, t1, ..., ty} eine entsprechende Zerlegung
mit

a=tg<t <...<tny_1 <ty=0b

und seien &y, ..., {x € R™ paarweise verschiedene Punkte. Die parametrisierte Kurve
Ypoly : @, b] = R™ mit
(@)= — L e T e fiir t € [ty by
7P ly< ) tn - tnfl 5 ! tn - tnfl 5 [ ! ]
und alle n € {1, ..., N} nennen wir den Polygonzug durch die gegebenen Punkte &,.
Diese Kurve ist immer stetig und stiickweise stetig differenzierbar, wobei fiir jedes n
die Formeln

£n - fnfl

fir t,1<t<t,
tn - tnfl

f)/poly( ) fna P.)/poly(t) ==
erfilllt sind. Insbesondere ist der Tangentialvektor Ap.y(t) auf jedem Zeitintervall
(tn_1, t,) konstant und bis auf den skalaren Normierungsfaktor 1/(t,, — t,_1) durch

den Differenzenvektor &, — &,_1 gegeben.

Die Léange eines Polygonzuges berechnet sich mit der Definition von oben zu

t_tnl

dﬁ)/poly ‘ dt = Z / |7P01y — Tpoly (tn—l) | dt
tn 1

T tn—1

N
= Z ”Ypoly(tn) - P)/poly(tnfl)| = Z ‘gn - gnfl‘ )
n=1 n=1

das heifit die Integralformel fiir die Lénge liefert gerade die Summe der Léngen der
Verbindungstrecken.

T2 Z2
F' N

= =N @ e
» U1 » 11

Abbildung Eine hinreichend gute Kurve (braun) kann beliebig gut durch Polygonziige approximiert
werden. Mit dieser Idee kann jedes Kurvenintegral ndherungsweise in Form einer endlichen Summe
berechnet werden.

Approximation durch Polygonziige Seien v : I — R™ eine mindestens zweimal

stetig differenzierbare Kurve und 7T eine Zerlegung des Intervalles I = [a, b]. Mit der
speziellen Wahl
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erhalten wir analog zu oben einen Polygonzug 7oy (f,), der zu den Zeiten t,, durch
dieselben Punkte wie v lduft (siehe dazu das Bild). Mit iiberschaubarem Aufwand —
wir wenden kompontenweise die Ergebnisse der Differential- und Integralrechung aus
Analysis 1 an — kénnen wir fiir die Approximationsfehler die Abschatzungen

. 2 . . ..
17 = Moyl S C Il 1T, 1Y = Ypoylloo < C 1l [T
etablieren, wobei die Konstante C' nicht von v oder 1" abhéngt,

IT| = . maXN} }tn — tn_l‘

die Feinheit der Zerlegung quantifiziert, und die Normterme durch

1Y = oyl = max |y(t) = o ()] . [l = max |5(1)]

definiert sind. Insgesamt schliefen wir, dass jede feste Kurve v bei immer feiner
werdender Zerlegung von [a, b] — also im Limes |T'| — 0 — immer besser durch den
entsprechenden Polygonzug approximiert wird.

Insbesondere gilt fiir alle hinreichend kleine |T| die Naherungsformel

len (7) len ’Ypoly Z ’571 gn 1‘

die wir auch als heuristische Herleitung der der Integralformel fiir die Lénge einer
nicht-polygonalen Kurve interpretieren konnen. Etwas allgemeiner kénnen wir

/f jas [ fa)ds > s(@)ln 6

Ypoly

und

/f o [ @) dw~Zf€n 6

Ypoly

zeigen, wobei die entsprechenden Fehlerterme auch noch von der Giite von f abhéngen.
Beachte auch, dass die rechte Seite in jeder der beiden Formeln als verallgemeinerte
Riemann-Summe fiir das jeweilige Integral auf der linken Seite interpretiert werden
kann.
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Vorlesungswoche 05

2.2 partielle Differenzierbarkeit

Vorbemerkung In der Mathematik gibt es zwei unterschiedliche Zuginge, um
die Differentialrechnung fiir Funktionen in mehreren Variablen einzufithren bzw.
aufzubauen, ndmlich den partiellen und den totalen Ableitungsbegriff. Beide Konzepte
meinen am Ende etwas leicht anderes, wobei nur das zweite aus theoretischer Sicht
zufriedenstellend ist. Fiir praktische Zwecke ist aber das erste meist besser geeignet.

In diesem Abschnitt betrachten wir Abbildungen (oder Funktionen) f: U — R™,
die auf einer offenen Teilmenge U C R™ definiert sind.'* Insbesondere enthilt die
Menge U keinen ihrer Randpunkte und zu jedem Punkt z, € U existiert ein (vielleicht
sehr kleines) e, > 0, sodass B.,(z.) noch ganz in U liegt. Heuristisch meint dies, dass
wir ausgehend von z, immer wenigstens ein bisschen in jede Richtung laufen kénnen,
ohne den Definitionsbereich von f zu verlassen. Diese Eigenschaft wird sich als sehr
niitzlich und wichtig erweisen.

Erinnerung

1. Die aquivalente Charakterisierung von Stetigkeit aus dem vorherigen Kapitel
impliziert, dass f genau dann stetig im Punkt x, € U ist, falls fiir jede Folge
(#k) gy aus U die Implikation

225 g, — flaw) == ()
gilt, wobei links bzw. rechts die Konvergenz im R"™ bzw. im R gemeint ist.
2. Wir nennen die Abbildung f stetig, falls sie in jedem Punkt x, € U stetig ist.

3. Wir hatten im letzten Kapitel auch gezeigt, dass eine Folge endlich-dimensionaler
Vektoren genau dann konvergiert, wenn sie komponentenweise konvergiert.
Insbesondere gilt die Aquivalenz

T i Ty — Tk, j i x,; furalle jed{l,...,n},
wobei links bzw. rechts die Konvergenz in R™ bzw. in R gemeint ist. Eine analoge

Aussage charakterisiert die Konvergenz von f(xy).

partielle Ableitungen skalarer Funktionen

Vorbemerkung Wir betrachten zunéchst den Fall m = 1 — d.h. skalare Funktionen
auf der Menge U C R™ — und bezeichnen mit

f(x) oder f(z1, ...y )

den reellen Funktionswert von f im Punkt x = (21, ..., ,) € U. Dabei schreiben wir
die Komponenten des Arguments x meist als n-Tupel, da die entsprechende Notation
als Spaltenvektor sehr uniibersichtlich wére.

14Die Frage, ob bzw. wie Ableitungen in Randpunkten definiert werden kénnen, werden wir spéter
diskutieren.

Michael Herrmann: Analysis 2 [D)eysa | Version vom 2. Oktober 2022



72 2. Differentialrechnung

Abbildung Skalare Funktionen in zwei Variablen (m = 1 und n = 2) kénnen auf verschiedene Weisen

visualisiert werden: Als Fliachenplot (links), als Dichteplot (Mitte) oder als Konturplot (rechts). Hier

dargestellt fiir die Gaufsche Glockenfunktion f(z1, z2) = exp (—a? — z3).

F
|

Abbildung Drei verschiedene Darstellungen der Funktion f(z1, x2) = 22 x5 — 2 2.

7z

Erinnerung Fir eine Funktion f : R — R in der Variablen x € R ist die Ableitung
in z, € R durch

@) = ) St h) = fa)

T—T T — Ty h—0 h

definiert, wobei die beiden Grenzwertformeln dquivalent sind (via h = = — x, bzw.
x =z, + h). Die zweite dieser Formeln werden wir nun verallgemeinern.

Definition Seiz, = (2. 1, ..., T« ) €in gegebener Punkt in der Menge U. Wir sagen,
f besitzt im Punkt z, die partielle Ableitung nach z;, falls der Grenzwert

o St he) — fla)
s, (x.) = lim :
wohldefiniert ist, wobei e; € R"™ den j-ten, n-dimensionalen kartesischen Einheitsvektor
bezeichnet und h fiir eine reelle Zahl steht.'” Existiert d,, f(z,) fiir jedes j = {1, ..., n},
so nennen wir f partiell differenzierbar im Punkt z,.

e — €1,1) _ 1 eo — €21\ _ 0

' \e2) o) 27 \e22) 1)
wobei wir oftmals auch die Tupel-Notation e; = (1, 0), e2 = (0, 1) verwenden. Im Fall n = 3 existieren
die drei Einheitsvektoren e; = (1, 0, 0), ex = (0, 1, 0), es = (0, 0, 1).

BFiir n = 2 gilt also
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Bemerkungen

1. Partielle Differenzierbarkeit ist zunéchst wieder eine punktweise Eigenschaft.
Ist diese in jedem Punkt z, € U erfiillt, so nennen wir die Funktion f
partiell differenzierbar (auf der Menge U). In diesem Fall sind 0, f,..., 0, f
selbst Funktionen mit Definitionsbereich U und Wertebereich R.

2. Wir setzen bei allen Betrachtungen zur partiellen Differenzierbarkeit immer
stillschweigend h # 0 voraus. Beachte auch, dass wir im Differenzenquotienten in
der obigen Definition durch die reelle Zahl h und nicht durch die Differenz von
zwei Vektoren dividieren.

3. Die Offenheit von U garantiert, dass fiir jedes z, € U und alle h € R mit
hinreichend kleinem Betrag der Punkt z, + he; ebenfalls in U liegt und dass
der Differenzenquotient daher wohldefiniert ist.'¢

4. In der Literatur gibt es weitere Notationen fiir partielle Ableitungen, zum Beispiel

of
aa:jf('r*) = 8_%@*) = f;x]-(x*) .
Die dritte Schreibweise werden wir in dieser Vorlesung nicht verwenden, da mit
ihr leicht Missverstandnisse entstehen konnen.

5. Fir n = 1 ist partielle Differenzierbarkeit die bekannte Differenzierbarkeit aus
Analysis 1 und es gilt

0.1 (r) = I'(a) =~ f(x).

Héngt f jedoch nicht nur von einer Variablen x € R, sondern von n skalaren
Variablen 1, . .., x, (bzw. einer vektorwertigen Variable x € R™) ab, so schreiben
wir weder f’ noch df/dz, sondern immer d,, f oder df /0x;.

6. Wir kénnen partielle Ableitungen auch wie folgt verstehen: f héngt zwar von den
n unabhéngigen Variablen x1,...,x, ab, aber bei der Berechnung der partiellen
Ableitung 0, f(x,) fixieren wir die Werte von zo,...,z, (via z; = =z, ;) und
untersuchen die Differenzierbarkeit der eindimensionalen Funktion

Roz =  f(z, 2o, ..., xen) €ER
im Punkt 2, ;. Analoges gilt fiir 0, f(z,) mit j € {2, ..., n}.
r i

Abbildung Partielle Ableitungen fiir n = 2: Bei der Berechnung von 0y, f(z.) bzw. 0, f(x.)
betrachten wir x5 bzw. x; als konstant und studieren f als Funktion von 1 bzw. x5. Der schwarze
Punkt reprisentiert z, € R2.

16Genauer gesagt: Es muss |h| < dist (z, OU) gelten, wobei der Abstand von Punkten und Mengen
bereits in den Ubungen diskutiert wurde.
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Bezispiele
1. Wir betrachten die Funktion f : R? — R mit
fx, 22) = 1 357,
und fixieren zunéchst z, = (2. 1, . o) beliebig. Fiir h # 0 berechnen wir

flae+her) — f(z) o fl@a1+h, 242) — (a1, T4 2)

h h
(ze1+h) xi,z —x*,lwi,z hx3,2
- - h
=22, —5 a2,
sowie
flae+ hes) — f(x) _ (a1, Tuo+h) — f(24 1, 74 2)
h h
. L, 1 (x*,2+h)2 — Ty, 1 IE’Q B Qx*,lx*,Qh‘*’x*,th
N h N h

h—0
=20, 1 %2+ T h  —— 23,124

und haben damit die Existenz der partiellen Ableitungen
a:plf(x*,la 33'*,2) = xig ) ang(x*,l7 513'*,2) = 256'*’1 Ty, 2

gezeigt. Da unsere Argumente fiir alle z, € R? gelten, kénnen wir in den finalen
Formeln auch z; statt x, ; und z; statt x, o schreiben.

Bemerkung zum formalen Rechnen: Unser Ergebnis kann auch durch

O, (xl :z:g) = x% , Or, (xl x%) =221 2

abgeleitet werden, wobei wir zuerst bei festgehaltenem x5 nach x; und danach bei
festgehaltenem x; nach x, differenziert haben. In der Praxis werden wir oftmals
so rechnen, d.h. wir werden den Punkt x, meist nicht explizit einfithren. Es ist
aber wichtig zu verstehen, dass partielle Differenzierbarkeit eine punktweise Ei-
genschaft ist, die in einzelnen Punkten erfiillt, in anderen Punkten aber verletzt
sein kann.

2. Der Ausdruck
f(z1, 29, x3) = 27 cos (x2) + (1 + 22) 73 sin (z3)

definiert eine Funktion f : R3® — R, fiir die in jedem Punkt ihres Definitions-
bereichs U = R3 alle drei partiellen Ableitungen existieren. Insbesondere gilt

Op, f (21, T2, 23) = 322 cos (x3) + x3 sin (z3),

wobei wir den Ausdruck fiir f analog zu oben bei festgehaltenem x5 und x3 nach
x, abgeleitet haben. Analog erhalten wir

O, f (21, T2, T3) = —2% sin (x5) + 23 sin (z3)
sowie
Oy f (21, X9, x3) = (21 + x2) sin (x3) + (1 + x2) x5 cos (x3)

durch partielle Differentiation nach xo bzw. 3.
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3. Bei allen theoretischen Betrachtungen werden wir die unabhéngigen Variablen
standardmaéfig mit xq, ..., z, bezeichnen. In der Praxis werden aber natiirlich
auch andere Schreibweisen verwendet, zum Beispiel

fla,y)=zy*,  Ouf(x.y)=vy>, 0,f(x,y)=2zy.

Wichtig ist, dass Sie sich in jedem Kontext immer klar machen, was die
unabhéngigen Variablen sind und wie viele es gibt. In der Physik werden die
unabhéngigen Variablen manchmal iiberhaupt nicht explizit geschrieben. Aus

E=mdc
folgt zum Beispiel
oF oF
OnE = —=¢2, o0.FE=—=2mc,
om dc
denn F kann ja als Funktion in den unabhéngigen Variablen m und ¢ betrachtet

werden.

4. Fir f:R?® — R mit
flz,y, 2) =% + [y + 2|
existieren nicht alle partiellen Ableitungen tiberall. Genauer gesagt: Es gilt
Ouf(w,y, 2) =2
fir alle (x, y, z) und
Oyf(x,y, z) = 0:f(x, y, z) = sgu(y + z)
in allen Punkten (z, y, 2) mit y + z # 0, wobei

-1 firs<O0
sgn(s) = 0 firs=0
+1 flirs>0
die Signums- bzw. Vorzeichenfunktion ist. Fiir y + 2 = 0 existieren aber die

partiellen Ableitungen nach y und z jeweils nicht.

Rechenregeln Mit den Resultaten aus Analysis 1 ergeben sich fiir zwei gegebene
skalare Funktionen f und g die folgenden Gesetze:

1. Linearitdit: Es gilt
sofern o und J reelle Zahlen sind (oder Ausdriicke, die nicht von z; abhéngen).

2. Produkt- und Quotientenregel: Es gilt
0s, (f(2) g(x)) = (0s, f(2)) 9(2) + f(2) (0s,9(2))

und

Y

F@)\ (0, ()) oo) — £(2) (0,9(2))
O (9@)) B (g(x))2

wobei die letzte Regel nur in den Punkten mit g(z) # 0 gilt.
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76 2. Differentialrechnung

3. Kettenregel: Es gilt

0z, d(f(2)) = &' (f(x)) O, f(2)
fiir jede stetig differenzierbare Funktion ¢ : R — R.

Bemerkung: Wir schon in Analysis 1 kodieren die Rechenregeln Differenzierbarkeits-
aussagen. Wenn zum Beispiel f, g : U — R beide differenzierbar sind, so ist auch
die Funktion af + (¢ differenzierbar, wobei ihre Ableitung in jedem Punkt durch
die angegebene Summenformel berechnet werden kann. Beachte aber, dass aus der
Differenzierbarkeit von « f + 3 g nicht die Differenzierbarkeit von f und g folgt.!”

Bezispiele
1. Es gilt
(l'%"—ﬂfg)_ 21, (:c%+x2>_(x2+2)—(x%+x2)_ 2 — a2
T\ 2y +2 o +27 P\ gy +2 (22 +2)° (22 +2)°

fiir alle ;1 € R und alle xy # —2.

2. Mit ¢(s) = s3 liefert die Kettenregel

amj (f(xh T2, $3))3 =3 (f(xl, T2, 953))23mjf(331, T2, $3)-
Analog folgt
O, (sin (xl x%)) = cos (ml x%) a:g , Ory ( sin (a:l xg)) = cos (:z:l x%) 211 o

mit ¢(s) = sin (s) und f(xy, x2) = 1 3.

partielle Ableitungen und Stetigkeit Die Existenz aller partiellen Ableitungen
garantiert in hoheren Dimensionen (d.h. fir » > 1) noch nicht die Stetigkeit. Ein
Standardgegenbeispiel ist die Funktion f : R? — R mit

flzy, 1) = ﬁ fir (xq, z2) # (0, 0),

0 fiir z;1 =290 =0,

wobei die Probleme hier im Koordinatenursprung =, = (0, 0) (und auch nur dort)
auftauchen. Zum einen gilt
f(hvo)_f(()?()) 0-0

sowie

.. f(0,h)—f(0,0) . 0—-0

1"Ein Standardgegenbeispiel mit n = 1 und o = 8 = 1 ist f(x) = sgn(z) und g(x) = —sgn(x). Beide
Funktionen sind in # = 0 nicht differenzierbar, aber f + g schon (da die Spriinge von f und g sich
aufheben).
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2.2. partielle Differenzierbarkeit 7

d.h. beide partiellen Ableitungen sind in z, definiert und nehmen jeweils den Wert 0
an. Andererseits ist f in x, nicht stetig, denn fiir die Folge

T = (xk,la -Tk,Z) = (%’ %)

ergibt sich
()’ K
f(xk) = 2 )
(B+@)  °

d.h. zp konvergiert fiir k& — oo zwar gegen z,, aber f(xj) konvergiert nicht gegen
f(zx) = 0 (sondern im uneigentlichen Sinne gegen +00).

Merkregel Der Zusammenhang zwischen Stetigkeit und partieller Differenzierbarkeit
ist fiir n > 1 deutlich subtiler als fiir n = 1. Das ist einer der mehreren Griinde, warum
wir weiter unten das Konzept der totalen Differenzierbarkeit einfithren werden.

Gradient einer skalaren Funktion Die partiellen Ableitungen von f kdénnen
(sofern sie alle existieren) in jedem = € U zu einem n-dimensionalen Vektor vereinigt
werden. Den entsprechenden Spaltenvektor

O f(2) .
Ou,, f ()

nennen wir den Gradienten von f im Punkt x.

Achtung: Den entsprechenden Zeilenvektor werden wir unten als die Jacobi-Matrix von
f bezeichnen.

alternative Notation™: In der Physik und in den Ingenieurwissenschaften schreibt man
auch gerne V f(x) statt grad f(x), wobei

V - :
Oy

n

ein sogenannter Differentialoperator ist und als Nabla-Operator bezeichnet wird.'®

Geometrische Interpretation des Gradienten Fiir jede Funktion f : U — R
und jeden Wert ¢ € R wird

Ni(e)={z €U : f(z)=c}

die entsprechende Niveaumenge (bzw. Kontur) genannt. Wir werden spéter sehen, dass
Ny(c) fir n = 2 bzw. n = 3 oftmals als Kurve bzw. Fliche (und ganz allgemein als
n—1-dimensionale Hyperfliche des R™) betrachtet werden kann.

Die wesentliche Beobachtung ist nun, dass fiir jeden Punkt = € N¢(c) der Vektor
grad f(z) senkrecht auf N¢(c) steht. Insbesondere liefert grad f(z) immer die Richtung
des steilsten Anstiegs (und — grad f(x) damit die Richtung des steilsten Abstiegs). Wir
werden dies weiter unten im Abschnitt {iber Richtungsableitungen beweisen.

18Der Nabla-Kalkiil spielt in dieser Vorlesung keine Rolle.
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78 2. Differentialrechnung

r

L

X1 X1 X1
Abbildung Konturplots der skalaren Funktionen f(z1, x5) = 27 + 23 (links), f(z1, ¥2) = 27 — 23
(Mitte) und f(x1, 2) = —2? — 2 (rechts), wobei Rot und Blau fiir groke und kleine Werte stehen.
Der Gradient grad f(x) wurde jeweils in vier ausgewéihlten Punkten x als Pfeil abgetragen. Er zeigt
immer in Richtung des steilsten Anstiegs und steht senkrecht auf der entsprechenden Konturlinie.
Beachte die Analogie zum Bergwandern, wobei die Konturen gerade die Hohenlinien sind.

hohere partielle Ableitungen und der Satz von Schwarz

Notation Wir schreiben

fiir zweifache partielle Ableitungen, d.h. fiir partielle Ableitungen von partiellen
Ableitungen (sofern diese existieren). Alternative Schreibweisen sind
82

81'12

82

000, &) = 5o 1 (0)

und 92 f(z)

/()

und analog werden dreifache, vierfache usw. Ableitungen eingefiihrt.

Bemerkung: Wir nennen eine k-fache partielle Ableitung auch partielle Ableitung
der Ordnung k genannt. Fiir n = 2 sind also 92 f(z), 0y, 0, f(), 02,04, f(z) und
8%2 f(z) die vier partiellen Ableitungen zweiter Ordnung im Punkt z und es gibt
insgesamt 8 verschiedene Ableitungen dritter Ordnung. Fiir n = 3 gibt es 3 bzw. 9
bzw. 27 partielle Ableitungen erster bzw. zweiter bzw. dritter Ordnung.’

Definition Die Funktion f : U — R heifst k-mal stetig partiell differenzierbar, wenn
alle k-fachen partiellen Ableitungen in jedem Punkt aus U existieren und dariiber
hinaus auch stetig sind.

Bemerkungen

1. Da partielle Differenzierbarkeit und Stetigkeit punktweise Eigenschaften sind,
gibt es auch ein punktweises Analogon zu dieser Definition.

2. Vorwegnahme: Wir werden weiter unten sehen, dass die Existenz und Stetigkeit
aller partiellen Ableitungen (bis zur Ordnung k) schon die Existenz und Stetigkeit
der entsprechenden totalen Ableitungen (bis zur Ordnung k) impliziert, wobei der
Fall £ = 1 der wichtigste ist. Die analoge Aussage ohne Stetigkeit gilt aber nicht.

19Gie haben es sicher schon ausgerechnet: Die allgemeine Formel ist n*.
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Bezspiele
1. Fiir die Funktion f : R? — R mit
f(@1, 22) = sin (z1 + z3)
berechnen wir zunéchst
Oy f (21, 2) = cos (21 + 23) Oy f (21, T2) = 225 cos (z1 + 23)
und anschliefend

02, f (1, x3)
axgaxlf(xla 1'2)

= 0y, (
=0

Al

S (:L‘l +x§)) = —sgin (xl —|—w§) ,

co
cos (:U1 + x%)) = —2x9 sin (a:l + x%)

sowie

Oy Oy f (w1, T2) = Oy, (225 cos (z1 + 23)) = =25 sin (21 + 23)
02, f(x1, T2) = Oy, (222 cos (1 + 23)) = 2 cos (1 + 23) — 423 sin (21 + 23) .

Insbesondere gilt in diesem Beispiel 0., 0y, f (21, ©2) = 04,0, f (21, z2) und damit
der Satz von Schwarz (siehe unten) in jedem Punkt (zi, x9).

2. In Physikernotation ergeben sich aus

T+
=2
z
die Formeln
2 x + 2
of==, of=""2, of=-"1"
z z z
sowie
1
ag%f = 07 ayazf - Oa azazf = ;a
2 2
0,0,f = 0, af = 0,0,f = —Z—f,
1 2y 21+ 2y?
0.0.f = —%. 90 = —F, of = T

wobei wir immer stillschweigend 2z # 0 vorausgesetzt haben. Auch hier gilt mit
aocayf = ayaacfa ayazf = 8Z0y.f7 aa:azf = 8z8xf
der Satz von Schwarz in jedem zuldssigen Punkt (z, y, z).

3. Ein negatives Standardbeispiel ist

x? — 22
— 5 [ 0,0
f($17x2>: T1 L2 x%—i—m% ur (3:1,x2>7é( 9 )7
0 fiir (z1, 22) = (0, 0).
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80 2. Differentialrechnung

Fiir diese Funktion erhalten wir die ersten Ableitungen

4 2.3 _ .5
xyTo + 4y xy — x5

f , ,0),
On, f (1, ) = (% + a3)° iir (1, 22) # (0, 0)
0 fir (z1, z2) = (0, 0),
—4x§’x% —xlxé
fir (zq, = . 0),
812]0(.%1, 1'2) = (l’% + l‘%)2 ( 1 2) 7£ ( )
0 fir (x4, z2) = (0, 0),

wobei die Berechnung dieser Ableitungen in jedem Punkt (z1, z5) # (0, 0) mit
der Produkt- und der Quotientenregel gelingt, aber in (0, 0) das Bestimmen von
Grenzwerten erfordert. Die gemischten zweiten Abeitungen im Ursprung ergeben
sich zu

00,02,10.0) = i 1 (02,0, 0) = 0,10, 0)) = Jy 1 (F7 —0) = 41,

h5
®@AQWAm(%NWJ@AQM—gMQﬁ—Q 1

und wir schliefsen, dass der Satz von Schwarz im Punkt (0, 0) verletzt ist (in allen
anderen Punkten gilt er aber). Das Problem ist, dass zwar die ersten partiellen
Ableitungen in (0, 0) stetig sind (Ubungsaufgabe), aber die zweiten nicht mehr.

Theorem (Satz von Schwarz) Fiir eine zweimal stetig differenzierbare Funktion
gilt
in jedem Punkt = € U und alle i, j = {1, ..., n} mit ¢ # j.

Beweis*  Vorbereitung: Wir beweisen die Behauptung nur firn = 2,7 = 1und j = 2,
aber alle Argumente kénnen miihelos auf den allgemeinen Fall iibertragen werden. Wir
fixieren einen beliebigen Punkt =, = (z, 1, . 2) € U und betrachten den Ausdruck

f(x1, ®a) + f(ms 1, e 2) — f(21, To2) — f(T41, T2)

(2171 - SU*,l) (562 - l’*,z)

T([El, 1’2) = )
wobei wir im Folgenden immer x; # .1, 2 # .2 voraussetzen und aulerdem
annchmen, dass |z1 — 2, 1| und |zg — x, 5| immer so klein sind, dass (z;, x2) ganz
in U liegt (alternativ kénnen Sie bei der ersten Lektiire U = R? setzen).

Erstes Konvergenzresultat: Durch einfache Termumformungen erhalten wir die
Darstellungsformel

f(ml, 33'2) - f(lﬂl, JI*,Q) _ f(CU*,u 9172) - f(l'*,h iU*,z)

T(ZE'l? f]j2) — To — x*,? To — *CE*,Q 7

T1 — Ty 1

und haben damit 7'(xq, x2) als Differenzenquotient (bzgl. der 1. Variable) eines anderen
Differenzenquotienten (bzgl. der 2. Variablen) ausgedriickt. Fiir festgehaltenes xo ist
die Hilfsfunktion ¢ mit

f(x1, 23) — fr1, 4 2)

To — Ty, 2

o(x1) =
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differenzierbar in ihrer Variablen z; und besitzt die Ableitung

¢/($1) _ amf(xla 1’2) B axlf<x17 x*,2) ‘

To — 33*, 2
Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung aus Analysis 1 existiert daher ein
Zwischenwert 1 mit

¢(x1) — ¢(x.,1)

Ty — x*,l

T(x1, 2) = = ¢'(21),
wobei 2; zwischen x, ; und z; liegt und von x, 1, 1 sowie x5 abhéngt (was wir aber
nicht explizit schreiben). Wir erhalten das Zwischenergebnis
Oz, [(Z1, T2) — Oy, f(Z1, x4
T((L’l,xg): 1f( 1 2) 1.f( 1 ,2) 7

Ty — Ty 2

wobei die rechte Seite ein Differenzenquotient bzgl. x5 ist, sofern z; als Parameter
betrachtet wird. Fiir die entsprechende Hilfsfunktion ¢ in der Variablen x5 gilt

Y(22) == Oy, f (21, 22), V' (22) = Op, O, f (21, 22)
und eine erneute Anwendung des Mittelwertsatzes (diesmal auf die Funktion 1)) liefert
T(z1, x2) = 03,05, f(21, 2) -

Die reellen Zahlen z; bzw. I, hangen beide zwar in komplizierter Weise von 1, x»
und z, 1, T, 2 ab, liegen aber immer zwischen z, ; und x; bzw. zwischen z, ¢ und z,.
Deshalb folgt die Konvergenzaussage

(x1,22) > (@+, 1,2+, 2)

T(Zlfl, 1'2)

aarzaar1 f(l‘*, 1 x*,Q)

aus der vorausgesetzten Stetigkeit der Funktion 0,,0,, f im Punkt (z, 1, 2. 2).
Zweites Konvergenzresultat: Es gilt auch die alternative Darstellungsformel

f(@1, m2) = flzan, m2)  flo, 22) = f(@g1, 240)

Tl — Ty 1 T1 — Ty 1
T(xb x?) = T z 5
2 7 Lk 2

wobei die rechte Seite jetzt der xo-Differenzenquotient eines x1-Differenzenquotienten
ist. Wir konnen alle Argumente von oben analog wiederholen und erhalten

(x1,2) (T, 1, T, 2)

T (21, 72) o 00Oy [(Ta1, Ts,2) -

Die Behauptung folgt nach Vergleich der beiden Grenzwertformeln und weil z, € U
beliebig war. O

Bemerkung* Die Beweisidee kann informell wie folgt erklart werden. Die partielle
Ableitung von f nach z; kann bei festgehaltenem z, durch den Differenzenquotienten

Dme(xl’ Iz) _ f(331, 13*,2) - f(x*,h 1’*,2) ~ axlf(ﬂf*)

T1 — Ty 1

approximiert werden und analog wird DQ,, f(z1, x2) eingefithrt. Die entscheidende
Beobachtung ist nun, dass wir fiir jede Funktion f die Formel

DQxlDQ:L‘Qf(xb .1'2) = Dng DQxlf(xla .1’2)

nachrechnen kénnen (siehe die beiden Darstellungsformeln fiir 7'(z1, 25) im Beweis). Es
ist also egal, in welcher Reihenfolge wir zwei verschiedene Differenzenquotienten bilden.
Die technische Schwierigkeit besteht darin, den Greniibergang © — z, durchzufiihren
und zu beweisen, dass DQ,,DQ., f (21, 72) gegen 0,,0,, f (7,1, 7. 2) konvergiert.
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Klarstellung In praktisch relevanten Féllen wird der Satz von Schwarz in aller Regel
gelten, d.h. zwei verschiedene partielle Ableitungen diirfen miteinander vertauscht
werden. Es gibt aber auch die entarteten Funktionen, bei denen dies nicht moglich
ist (siehe das dritte Beispiel oben).

Verallgemeinerung Ist f sogar dreimal stetig partiell differenzierbar, so gilt
02,02, 00, f () = 04,0,,04, f(2) Gxiaijf(x) = 0,;04,0,, f(x) = aﬁjamf(a:) ,

fiir alle paarweise verschiedenen Indizes i, j, k = {1, ..., n}, d.h. wir konnen sogar drei
partielle Ableitungen beliebig vertauschen. Analoge Aussagen gelten fiir Funktionen,
die vier- und fiinfmal stetig partiell differenzierbar sind.

Hesse-Matrix einer skalaren Funktion Existieren sidmtliche zweiten partiellen
Ableitungen von f, so wird

92 f(x) ... 05,0, f(x)
Hess f(z) = : :
0,0, f(x) .. 0% f()

als die Hesse-Matrix von f im Punkt x bezeichnet. Wenn der Satz von Schwarz gilt,
ist diese reelle und quadratische nxn-Matrix symmetrisch und besitzt daher nur reelle
Eigenwerte (siehe Lineare Algebra 2). Diese Eigenwerte werden eine prominente Rolle
bei der Untersuchung lokaler Extremstellen spielen.

alternative Notation® : In den Anwendungswissenschaften wird die Hesse-Matrix auch

als V ® Vf(x) geschrieben.

Ausblick*: Der Laplace-Operator A = V - V ist der vielleicht wichtigste Differential-
operator. Er ist durch

Af(x) = ﬁilf(x) +...+5§nf(x)

definiert und entspricht gerade der Spur der Hesse-Matrix, also der Summe ihrer
Diagonaleintrige.

partielle Ableitungen vektorwertiger Funktionen

Vorbemerkung Wir betrachten nun vektorwertige Funktionen f : U — R™, die
wieder auf einer offenen Menge U C R"™ definiert sind, aber diesmal Werte im R™
annehmen (wobei m und n verschieden sein kénnen). Insbesondere besitzt eine solche
Funktion via

fi()
fle)=1

genau m skalare Komponentenfunktionen f; : U — R. Wir werden f(z) standardméfig
als Spaltenvektor mit m Zeilen schreiben, kénnen im Prinzip aber auch die Tupel-
Notation f(x) = (fi(x), ..., fm(x)) verwenden.

Alle Konzepte des vorherigen Abschnitts (partielle Differenzierbarkeit, stetige
partielle Differenzierbarkeit, Satz von Schwarz) konnen komponentenweise iibertragen
bzw. ausgewertet werden. So ist die Funktion f zum Beispiel genau dann stetig partiell
differenzierbar, wenn alle ihre Komponenten f; diese Eigenschaft besitzen.
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Jacobi-Matrix Die partiellen Ableitungen der Komponentenfunktionen f; kénnen
(sofern sie alle existieren) in eine mxn-Matrix einsortiert werden, die die Jacobi-Matrix
von f genannt wird:

Ou f1(z) ... Op, fi(z)
Jacf(z) := : :

O fn() ~o. Oy ()

Merkregel: Die partiellen Ableitungen der i-ten Komponentenfunktion f; stehen in der
i-ten Zeile der Jacobi-Matrix, wohingegen alle partiellen Ableitungen der Variablen z;
zusammen ihre j-te Spalte bilden.

Achtung Es ist sehr wichtig, dass die Jacobi-Matrix in der angegebenen Weise aus
den partiellen Ableitungen zusammengesetzt wird. Werden zum Beispiel Zeilen und
Spalten vertauscht, so gelten viele der weiter unten hergeleiteten Formeln nicht mehr.
Zum Beispiel die allgemeine Form der Kettenregel.

Bemerkung Die Berechnung der Jacobi-Matrix ist eine lineare Operation, d.h. es
gilt

Jac (o f + Bg)(z) = a Jacg(z) + B Jacg(x)

fiir je zwei partiell differenzierbare Funktionen f, g und beliebige reelle Zahlen «, (.

Alternative Notationen

1. Innerhalb der Mathematik gibt es leider keine einheitliche Schreibweise fiir Jacobi-
Matrizen und in der Literatur wird anstelle von Jacf(z) auch

(Jacf)(x), Jac(f)(x), Jf(:L‘), Jf(l‘)a
verwendet. Auch V f(x) ist nicht ungewthnlich.

2. Physiker und Ingenieure setzen oftmals y = f(z) und schreiben die Jacobi-Matrix
symbolisch als

9 L7}
T B ()
9 Sy aym O i=1...m, j=1 n’
o

wobei die Notation auf der rechten Seite andeuten soll, dass y; bzw. z; in der ¢-ten
Zeile bzw. j-ten Spalte auftaucht. Diese Notation hat viele Vorteile, aber auch
einige Nachteile, und es wird niemanden iiberraschen, dass die mathematische
Variante exakter, die andere aber oftmals praktischer ist.
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Bezispiele

1.

Fiir m = 2, n = 3, U = R? sei die stetig differenzierbare Funktion f : R® — R?
gegeben durch
fu(wy, xa, x3) = 21 29 + 23, folwr, g, x3) = af (29 + 23) .

Die Jacobi-Matrix berechnet sich zu
Jacf(x) _ ( To T 2.233) :

221 (2 +23) 27 23

wobei die erste bzw. zweite Zeile aus den partiellen Ableitungen von f; bzw. fo
zusammengesetzt ist. Die erste bzw. zweite bzw. dritte Spalte entspricht dabei
den Ableitungen nach z; bzw. xo bzw. x5 (siehe auch die Merkregel).

Die Formeln

fi(z, x2) = @1 + 22, fowr, w2) = 2] @3, fa(xy, x3) = 21 23
definieren eine Abbildung f : R? — R3 und mit einfachen Rechnungen erhalten
wir die 3x2-Matrix

1 1

Jacf(z) = | 22120 2}
x5 3x 23

mit 3 Zeilen und 2 Spalten.

Im Fall von m =1 gilt
Jac f(z) = f(z) = (am1f1($) 8%]"1(1;)) = (grad f(:v))T,

d.h. die Jacobi-Matrix einer skalaren Funktion ist gerade der Zeilenvektor aller
partiellen Ableitungen und damit der zum Gradienten transponierte Vektor.

Fiir n = 1 ergibt sich

0 fi(z) fi(x)
Jac f(z) = : =
Oy fin () fn()
als Jacobi-Matrix einer vektorwertigen Funktion mit nur einer Variablen z € R.

In diesem Fall kann f auch als parametrisierte Kurve interpretiert werden und
Jac f(z) ist gerade der Tangentialvektor im Punkt x.?°

Die Kreisfrequenz w eines idealisierten Pendels kann mittels

/9
W = 4/ =

l

aus der Erdbeschleunigung g und der Fadenlange [ berechnet werden. In Physiker-
notation kann die entsprechende Jacobi-Matrix als

ow B N o) = 1 _\/ﬁ
5g, 7~ (O Ow) (wﬂ wﬁ)

geschrieben werden. Wichtig ist wieder, dass es sich um eine 1x2-Matrix handelt
(und die Eintrége richtig berechnet wurden).

20Beachte, dass wir im ersten Abschnitt dieses Kapitels eine andere Notation verwendet haben: ¢
statt x, v statt f und Punkt statt Strich fiir Ableitungen. Dies entspricht der ewigen Grundregel:
Mathematische Notationen sind immer kontextabhdngig!
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Elemente der Vektoranalysis

Vektorfelder Besonders wichtig ist der Fall m = n. In diesem Fall nennen wir eine
Abbildung f : U € R® — R" ein (n-dimensionales) Vektorfeld auf U. Insbesondere
stimmt die Anzahl der Komponenten f; mit der Anzahl der Variablen z; iiberein.

Bezispiele Die Formeln

(). -G () ()

mit z = (z1, o) € U = R? definieren vier sehr einfache 2-dimensionale Vektorfelder
(siehe die Bilder).

+1

»,»»»»L414444444 1 . 1 - +
* ‘A‘Allll(

,,,,,,,,

‘ A7) AN
umm uﬁ:w‘r g o
1‘v'\‘\ NN\~ A A “‘

I
“‘\\\\»”// /4

X2
°
X2
°

\ «‘\,,,,4/ N N ke S S

S #

X1 X1 X1 X1

Abbildung Vektorfelder in zwei Dimensionen (n = m = 2) konnen sehr gut visualisiert werden: In
ausgewihlten Punkten x € U C R? wird f(z) € R? abgetragen. Hier dargestellt fiir die vier Beispiele.

Ausblick Eine differenzierbare Kurve v : I — U wird Integralkurve an das Vektorfeld
f U — R" genannt, wenn

fiir alle t € I gilt. Wir werden am Ende von Analysis 2 die Theorie solcher autonomer
Differentialgleichungen genauer studieren.

spezielle Differentialoperatoren Fiir ein n-dimensionales partiell differenzierbares
Vektorfeld f: U C R® — R™ wird durch

div f(x) := Oy, f1(z) + ... + Ou,, fu(2)

eine skalare Funktion auf U definiert, die wir die Divergenz von f nennen.

Im Fall von n = 2 bzw. n = 3 wird die Rotation von f durch

Ony f3(2) = Oy fo()
rot f(x) = 6x1f2<x) - 81,2]01(33) bzw. I'Otf(l') = a:r,gfl(x) - amf?)(x)

Oy [2(x) — Oy f1()
definiert und stellt eine skalare Funktion bzw. ein Vektorfeld dar.
Ausblick*

1. Die mathematische Bedeutung der Divergenz und der Rotation eines Vektorfeldes
werden wir erst in Analysis 3 richtig verstehen, wenn wir die Integralsdtze von
Gaufs und Stokes formulieren und beweisen.
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2. Aus physikalischer Sicht quantifiziert div f(z) in jedem Punkt x € U die Quellen

und Senken des Vektorfeldes f. Zum Beispiel ist das Geschwindigkeitsfeld einer
idealen Fliissigkeit immer divergenzfrei, da dort Masse nur transportiert, aber
weder erzeugt noch vernichtet wird.

. Die Rotation eines Vektorfeldes beschreibt, wie , verwirbelt* das Vektorfeld f

in der Ndahe des Punktes x ist. Sie taucht zum Beispiel bei den Maxwellschen
Differentialgleichungen fiir elektromagnetische Felder auf. Es existiert auch eine
Rotation fiir n-dimensionale Vektorfelder, aber diese ist weder eine skalare
Funktion noch ein Vektorfeld, sondern besitzt % n (n — 1) viele Komponenten der

Bauart 0,, fi(x) — Oy, f; (7).

Gradientenfelder FEine wichtige Rolle spielen auch Vektorfelder der Bauart

f(z) = grad ®(z)

wobei die skalare Funktion ® : U — R ein Potential zu f genannt wird.

Ausblick*

1. Beispiele fiir Gradientenfelder in der Physik sind das elektrische Feld bzw. das

Gravitationsfeld, dass von einer idealen Punktladung bzw. Punktmasse erzeugt
wird, sowie das Geschwindigkeitsfeld einer sogenannten Potentialstromung.

. Ein n-dimensionales und stetig partiell differenzierbares Vektorfeld f : U — R"

kann nur dann ein Gradientenfeld sein, wenn

8wjfl<x) = aszJCL’)

fir alle x € U und alle Indizes ¢, j € {1, ..., n} mit i # j gilt. Diese notwendigen
Bedingungen ergeben sich unmittelbar aus dem Satz von Schwarz (angewendet
auf ®) und werden auch Integrabilititsbedingungen genannt.?! Mit ihrer Hilfe
kénnen wir beweisen, dass ein gegebenes Vektorfeld kein Gradientenfeld ist.

. Die Frage, unter welchen Voraussetzungen die notwendigen Bedingungen auch

hinreichend fiir die Existenz von ® sind, wird in der Potentialtheorie studiert.

Ausblick*: Tm Fall n = 2 wird sich zeigen, dass die notwendigen Bedingungen
genau dann hinreichend sind, wenn die Menge U keine Locher besitzt. Zum
Beispiel besitzt eine Kreisscheibe kein Loch, ein Kreisring aber schon. Fiir n > 3
ist die Antwort jedoch subtiler.

. Die Divergenz eines Gradientenfeldes ist gerade der Laplace-Operator, d.h. fir

jede skalare Funktion ® : U — R gilt

AdD(z) = divgrad ®(x) = Z &%j@(m) .
j=1

Wenn A®(x) = 0 fiir alle z € U gilt, so wird ® harmonisch genannt.

2 Alternativ kénnen wir die Integrabilititsbedingungen fiir Vektorfeld f : U — R™ auch als
rot f(z) = 0 fiir alle z € U schreiben.
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Vorlesungswoche 06

2.3 totale Differenzierbarkeit

Vorbemerkung Wir fiihren in diesem Abschnitt den Begriff der totalen Ableitung
fiir eine Funktion f : U — R™ ein und diskutieren insbesondere die Beziehung zu den
partiellen Ableitungen. Dabei ist U C R”™ offen und wir interpretieren wieder x € R"”
und f(z) € R™ standardméfig als Spaltenvektoren, d.h. wir schreiben

Z1 fi(x)
v=| i, J)=|

Bei den Argumenten von f verwenden wir jedoch wie bisher die Tupelnotation, da
andernfalls die Formeln sehr uniibersichtlich werden. Die einzigen Zeilenvektoren sind
die Jacobi-Matrizen skalarer Funktionen.

zur Konvergenz bei Funktionen in héheren Dimensionen Seien x, € U und
Yy« € R™ gegeben. Analog zu Analysis 1 schreiben wir
T—Tx
sofern
fir jede Folge (xy), ... gilt, die den folgenden Eigenschaften geniigt:
1. Jedes Folgenglied liegt in U \ {z,}, d.h. 2}, € U und ), # z, fiir jedes k € N.
2. Es gilt x, = limg_,o 7.
Bemerkungen:

1. Wie schon in Analysis 1 benutzen wir die folgenden alternativen Notationen:
Statt lim, ., f(x) = y. schreiben wir auch

f(z) s Yx
oder sagen, f(x) konvergiert fiir + — x, gegen L.

2. Die dquivalente Charakterisierung von Stetigkeit kann auch wie folgt formuliert
werden: f ist genau dann stetig in x,, wenn f(x,) = lim,_,, f(x) gilt.

3. Die Definition von Konvergenz in normierten Rdumen garantiert die logischen

Aquivalenzen
lim f(z)=y. < lim (f(z)—9)=0 < lim ‘f(:p)—y* =0
T—>Tx T—Tx T—>Tx

und dass wir statt * — =z, auch (r —x,) — 0 oder |x —x,|] — 0 schreiben
konnten. Beachte aber, dass | f(z)| — |y.| und |z| — |z.| jeweils etwas anderes
meinen, namlich nicht die Konvergenz von Vektoren, sondern die Konvergenz
ihrer Betrage.

4. Wir werden diese Konzepte nicht nur fiir f, sondern analog auch fiir andere
Funktionen verwenden.
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lineare Abbildungen und ihre Norm Eine Abbildung L : R — R™ wird
bekanntlich linear genannt, falls

LAz +X7) = AL(z) + A L(7)

fiir alle z, € R” und \, A € R erfiillt ist und die Menge aller linearen Abbildungen
wird mit

Lin(R™, R™)
bezeichnet. Fiir jede lineare Abbildung L und jedes z € R" gilt
L(x) =x1L(e1) + ...+ x, L(ey) .

wobei ey, ..., e, wieder die kartesischen Einheitsvektoren im R" bezeichnen, und mit
dieser Darstellungsformel sowie der Abschétzung |z;| < |z| kénnen wir leicht zeigen
(Ubungsaufgabe), dass die Operatornorm

L0y = sup {|L(@)] - Je] = 1}
fiir jedes L € Lin(R", R™) als reelle Zahl wohldefiniert ist*> und dass die Abschétzung
|L(2)| < |IL]l,p 2]

fiir alle x € R™ gilt, wobei die Betragszeichen auf der linken bzw. auf der rechten
Seite sich auf die euklidische Norm im R™ bzw. R"™ beziehen. Insbesondere ist jede
lineare Abbildung aus Lin(R", R™) Lipschitz-stetig (und damit auch stetig), wobei
IL]|,, gerade die optimale Lipschitz-Konstante ist.*”

totale Ableitung als lineare Abbildung

Definition Die Abbildung f : U — R™ heifit total differenzierbar im Punkt z, € U,
falls eine lineare Abbildung L, : R" — R™ existiert, sodass

|f(;€) - f(l’*) - L*(;C - I*)| |x—24|—0 .

|z — .|

0

im Sinne der Konvergenz reeller Zahlen gilt. Hierbei steht |-| im Z#hler bzw. Nenner
der linken Seite fiir die euklidische Norm im R™ bzw. R".

Bemerkungen

1. Totale Differenzierbarkeit ist wieder eine punktweise Eigenschaft. Wenn diese fiir
alle z, € U gegeben ist, so nennen wir f total differenzierbar.

2. Auf den ersten Blick haben partielle und totale Differenzierbarkeit nicht viel
miteinander zu tun. Wir werden aber sehen, das dem nicht so ist, sondern dass
beide Konzepte sehr eng verwandt sind. Sie sind aber nicht identisch!

*?Insbesondere gilt ||L|,, < >°7_; |L(e;)| < oo.
23 Ausblick*: Lineare Abbildungen zwischen unendlich-dimensionalen normierten Raumen sind nicht

unbedingt stetig, da ihre Operatornorm den Wert oo annehmen kann.
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3. Die Konvergenzbedingung in der Definition kann mit der Substitution z = x, +h
bzw. h = £ — x, auch als

[f(@e+h) = fla) = L) o
1]

geschrieben werden, wobei h € R™ ein Vektor ist und immer stillschweigend h # 0
vorausgesetzt wird.

0

4. Wir schreiben im Folgenden meist
Df(z.) statt L,

und nennen diese lineare Abbildung die totale Ableitung oder das Differential von
f in z,. In der mathematischen Literatur findet sich oftmals auch die Bezeichnung
Fréchet-Ableitung.

Merkregel: Die totale Ableitung einer (meist nichtlinearen) Funktion f von R™
nach R™ ist (so sie existiert) in jedem Punkt eine lineare Abbildung zwischen
diesen Rdumen.

T2
A A

T«

> T >

Abbildung Links: Die partielle Differenzierbarkeit einer Funktion f im Punkt x, garantiert, dass
die Funktion in allen Einheitsrichtungen differenzierbar ist. Rechts: Totale Differenzierbarkeit stellt
sicher, dass die entsprechende Eigenschaft auch auf allen gedrehten oder gar gekriimmten Kurven gilt,
die durch z, laufen. Siehe dazu auch die Kettenregel und das Konzept der Richtungsableitung weiter
unten.

Bezispiele

1. Wir betrachten die skalare Funktion f : R™ — R mit

f(x) :ZZakajazk—l—ijxijc,
j=1

j=1 k=1

mit reellen Koeffizienten a; j, b;, und c. Fiir einen gegebenen Punkt z, € R"
betrachten wir auferdem die durch

L*(h) = Z Z (CLLkSC*’j hk + Qg T k hJ) + ij hj
j=1 k=1 J=1

definierte lineare Abbildung L, : R™ — R und berechnen

flaeth) = f(@) = Lo(h) =Y ) ajrhih.

=1 k=1

Wegen |h;| < |h| erhalten wir

flaa+ 1) = fla) = Lo <O, =33 |ajul

j=1 k=1

und schlieffen, dass L, die totale Ableitung von f in z, ist.
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_ (i, 2)\ _ (23
Jw) = (f2($17 T3) A\
beschreibt ein Vektorfeld f : R? — R? und mit direkten Rechnungen verifizieren
wir die Formel

_ - 2:6*’2 h2 h%
flae+h) = fla.) = (I*,1 hy + 4 o hl) i (h1 ha)

wobei wir auf der rechten Seite schon die linearen Terme bzgl. h von den hoheren
Ordnungstermen (quadratisch, kubisch usw.) getrennt haben. Insbesondere sehen

wir, dass
B 21,*72]12 . 0 25(7*72 hl
(Df(ﬂﬁ*))(h) - (x*,1 ho + x*,2h1> - (xm Ty 1 ) (h2)

fiir jedes x, € R? im Sinne einer totalen Ableitung gilt, denn die entsprechenden
Fehler- oder Restterme (sieche dazu auch weiter unten) kénnen durch

2. Die Formel

h3 _ 4 27,2 4 2.2 2
(5| =V e ng < it o = v

abgeschétzt werden und konvergieren auch nach Division durch |h| immer noch
fir |h| — 0 gegen 0.

Bemerkung: Da x, zwar einen festen, aber letztlich beliebigen Punkt in R?
beschreibt, konnen wir alternativ auch x statt z, schreiben, wobei dann h und z
als unabhéangige Vektoren zu betrachten sind.

3. Jede lineare Abbildung L € L(R™, R™) ist total differenzierbar, wobei
L(z) — L(z,) = L(z — x,) und damit Dp(zy) =L

gilt. Insbesondere ist L in jedem Punkt ihre eigene Ableitung.

Ausblick: hohere totale Ableitungen Man kann auch zweite und dritte totale
Ableitungen definieren, allerdings wird es dann noch abstrakter. In jedem Punkt z, € U
gilt zum Beispiel

DDf(x.) € Lin(R", Lin(R", R™)),

d.h. die totale Ableitung der totalen Ableitung von f ist (so sie existiert) eine lineare
Abbildung von R"™ in den Raum Lin(R™, R™), der ausgestattet mit der Operatornorm
ein vollstdndiger normierter Raum ist. Wir werden im Rahmen dieser Vorlesung aber
keine hoheren totalen Ableitungen brauchen.?*

24Mit der Zeit und durch viel Ubung wachsen Ihr Wissen sowie Ihre mathematische Intuition und
irgendwann werden Thnen Konstrukte wie DD f(z.) oder DDD f(z.) ganz vertraut vorkommen.
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Zusammenhang zwischen totalen und partiellen Ableitungen

Darstellungsformel mit Restglied Ist f:U — R" in x, € U total differenzierbar,
SO nennen wir

r(z, z.) = f(z) = f(z.) = (Df(2.)) (@ — 2.

das entsprechende Restglied und erhalten die Darstellungsformel

f(2) = f(z.) + (Df@.) (@ — .) + r(z, 2.)

nach einer einfachen Termumstellung. Die totale Differenzierbarkeit impliziert dabei

r(z, ) . 0 b, r(z, )

T—>Tx N 0
o] o]

wobei dies eine Konvergenz vom m-dimensionalen Vektoren bzw. ihrer Betrige ist.?

Ausblick: Wir werden unten sehen, dass die Darstellungsformel ein Spezialfall des Satzes
von Taylor in hoheren Dimensionen ist.

Lemma (totale Differenzierbarkeit impliziert Stetigkeit) Ist f: U — R™
total differenzierbar in x,, so ist f in z, auch stetig.

Beweis Mit der Darstellungsformel schliefsen wir

|f(2) = f(z.)] = [(Df(x.)) (x — 20) + 72, 2.)] < [Df (@)l |2 — o] + |2, 22)
und erhalten
70 = | ISl e~ 4 I gy ey

Die Behauptung folgt nun aus der dquivalenten Charakterisierung von Stetigkeit. [

Lemma (totale impliziert partielle Differenzierbarkeit) Ist f: U — R™ total
differenzierbar in x, € U, so ist f in z, auch partiell differenzierbar und es gilt

(Df(.)) (k) = Jacf(z.) b,

fiir alle h € R™.%6 Insbesondere ist die Jacobi-Matrix von f in x, wohldefiniert und stellt

die Matrixdarstellung der linearen Abbildung D f(z.) bzgl. der kanonischen Basen in
R™ und R™ dar.

25Beachte, dass der Ausdruck r(z, z.)/(z — x,) fiir m # 1 als Quotient von zwei Vektoren nicht
definiert ist. Vektoren diirfen nur durch Zahlen geteilt werden!

26 Auf der linken Seite der Formel wird D f(z,) als lineare Abbildung von R"™ nach R™ auf den Vektor
h € R™ angewendet und liefert einen Vektor im R™. Die rechte Seite ist das Produkt der m xn-Matrix
Jacf(z4) und des Spaltenvektors h (das ist eine nx1-Matrix), was insgesamt eine mx1-Matrix, also
einen m-dimensionalen Spaltenvektor ergibt.
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Bewets Nach Voraussetzung gilt

) = <I>_f<x*)y;EDxT*))(x_x*) S

~

im Sinne der vektoriellen Konvergenz in R™. Wir werten die i-te Komponente dieses
Resultats im Spezialfall x = x, + he; aus, wobei e; den j-ten kartesischen Einheits-
vektor im R"™ bezeichnet und h # 0 eine reelle Zahl ist. Nach Einsetzen und einfachen
Umformungen — die jeweils leicht anders fiir h < 0 bzw. h > 0 sind — erhalten wir

fi(ze + hey) — fi(z.) h—0
h

» e (Df(@))(e))

wobei - das Skalarprodukt im R™ meint und wir e; - f(z) = fi(z) benutzt haben.
Dieses skalare Konvergenzresultat zeigt, dass die partielle Ableitung von f; nach z; in
x, existiert und durch

O, fi(w,) = € - (Df<$*))(€j)

gegeben ist. Wir haben damit die partielle Differenzierbarkeit von f im Punkt z,
gezeigt. Die letzte Formel impliziert aufserdem (siehe die Vorlesung Lineare Algebra),
dass in der kanonischen Matrixdarstellung der linearen Abbildung D f(x,) der Eintrag
in der i-ten Zeile und j-ten Spalte gerade die partielle Ableitung von f; nach z; im
Punkt z, ist.?” O

Bemerkungen

1. Klarstellung: Der Zusammenhang zwischen linearen Abbildungen und ihren
Matrixdarstellungen wird in der Vorlesung Lineare Algebra genauer diskutiert.
Da wir in dieser Vorlesung meist nur mit den kanonischen Basen arbeiten, fallt
der konzeptionelle Unterschied zwischen Df(z,) und Jacf(x,.) nicht sonderlich
ins Gewicht. Spéter wird es aber sehr wichtig sein, dass das Differential einer
Abbildung im Gegensatz zur Matrix der partiellen Ableitungen nicht von der
Wahl einer Basis bzw. von der Wahl der Koordinaten abhangt.

2. Achtung: Die Existenz aller partiellen Ableitungen impliziert alleine noch nicht
die Existenz der totalen Ableitung. Siehe dazu das Gegenbeispiel im Abschnitt
iiber Richtungsableitungen. Wir werden im Anschluss aber beweisen, dass die
Existenz und Stetigkeit aller partiellen Ableitungen schon die Existenz der totalen
Ableitung garantieren.

3. Die totale Differenzierbarkeit stellt die Stetigkeit von f in z, sicher, aber wir
hatten bereits oben gesehen, dass dies fiir die partielle Differenzierbarkeit nicht
gilt.

2"Insbesondere gilt

| |
Jac f(x.) = (Df(x*))(el) (Df(x*))(en) ,
| |

d.h. die j-Spalte der Jacobi-Matrix von f in x, ist gerade das Bild von e; unter der linearen Abbildung
Df(z.).
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Theorem (stetige partielle impliziert totale Differenzierbarkeit) Ist f stetig
partiell differenzierbar auf U, so ist f in jedem Punkt x, total differenzierbar, wobei
Df(z,.) die von der Jacobi-Matrix Jacf(x,) vermittelte lineare Abbildung ist.

Beweis* Spezialfall: Unter der Zusatzannahme m = 1 zeigen wir, dass die — mittels
der partiellen Ableitungen von f definierte — lineare Abbildung

heR" +— Jacf(z.)h = Z@zjf(x*)hj €eR,

j=1

wirklich die totale Ableitung von f in z, darstellt bzw. dass das skalare Restglied
r(z, z.) = f(x) Za%f T ) () — Ty )

fiir © — x, im Betrag schneller gegen 0 konvergiert als |z — x,|. In jedem Punkt = # =,
betrachten wir dazu die Hilfsvektoren

£o 1= Ty, & =2+ (X1 — x4 1) €1, § =a + (1 — 1) e + (2 — 24 9) €2,
usw. bis
fn = T + (xl - l‘*71>€1 + (fEQ - x*,2) €2 + e + (l'n - l‘*,n) €n -

Jeder der Vektoren §; ist also so definiert, dass seine ersten j Komponenten die von
x, die restlichen aber die von x, sind. Insbesondere unterscheiden sich §; und §;_;
fir jedes 7 € {1, ..., n} jeweils nur in der j-ten Komponente. Wir kénnen daher
den Mittelwertsatz der Differentialrechnung aus Analysis 1 auf die differenzierbare
Funktion

Z; —> f($1, ceey L1y Ty T jtly - - - 13*7”)
anwenden. Dies liefert
F(&) = f(&-1) = 0u, [(&) (zj — 30 )
mit éj = (21, ..., Tj_1, Tj, Tu jt+1, - - -, Tu n), Wobel die reelle Zahl z; zwischen z, ; und

x; liegt. Da nach Konstruktion auferdem

n

fla) = fla) = f(&) = f(&-)

j=1
gilt, erhalten wir die Formel

n

T($7 $*) = Z (afo(éj) - azjf(x*)) (xj - x*,j)a

Jj=1

aus der sich wegen |z; — z, ;| < |r — z,| die Abschétzung

|$x*

‘x—x*
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ergibt. Die rechte Seite héngt nicht nur von z,, sondern auf komplizierte Art — némlich
indirekt tiber die Zwischenstellen z1, ..., &, — auch von z ab. Sie verschwindet aber
im Limes x — z,, da dann jede der Zahlen Z; gegen z, ; und jeder der Vektoren fj
gegen x, konvergiert und weil alle partiellen Ableitungen von f nach Voraussetzung
stetig in x, sind. Damit haben wir die Behauptung fiir skalare Funktionen gezeigt.

allgemeiner Fall: Wir konnen die Argumente des Spezialfalls fiir jede Komponente
fi von f wiederholen und erhalten

|Ti(x7 .T*)

o]

T—Tx O
)

fir jedes i € {1, ..., m}, wobei
’l"i(llf, ZL‘*) = fz(z) - fz(x*) - Zaxjfl(x*)(x] - x*,j)
j=1

gerade die i-te Komponente des vektoriellen Restgliedes

re, 2) = f(@) — f(2.) ~ Jacf(z.) (z - x.)

ist. Hieraus ergibt sich die Behauptung auch fiir vektorwertige Funktionen f. O]

Bemerkung Die Voraussetzung im Theorem impliziert aufterdem

[Df(z) =Df (), — 0
in jedem Punkt x, € U, d.h. f ist auch stetig total differenzierbar in U. Umgekehrt
kénnen wir leicht zeigen, dass die Stetigkeit der totalen Ableitung in allen Punkten die
Stetigkeit aller partiellen Ableitungen nach sich zieht. Wir werden daher im Folgenden
von stetig differenzierbaren Funktionen sprechen und den Zusatz partiell oder total
weglassen.

Zusammenfassung Die partielle und die totale Differenzierbarkeit sind zwei
verschiedene Konzepte, wobei aus theoretischer Sicht die totale besser als die partielle
ist und auch leichter verallgemeinert werden kann (etwa auf Abbildungen zwischen
gekriitmmten Fléachen). Die beiden Eigenschaften stetig partiell differenzierbarund stetig
total differenzierbar sind aber dquivalent und bei den in Anwendungen auftretenden
Funktionen in aller Regel erfiillt. Insbesondere beweisen wir die Existenz der totalen
Ableitung von f meist dadurch, dass wir die Existenz und Stetigkeit aller partiellen
Ableitungen zeigen. Dies gelingt vor allem dann, wenn wir explizite Formeln fiir alle
Eintrage in der Jacobi-Matrix fiir f angeben konnen.
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2.4 allgemeine Form der Kettenregel

Theorem (Kettenregel in héheren Dimensionen) Seien U C R” und V' C R™
zwei offene Mengen und seien f : U — V bzw. g : V — R! zwei Funktionen, die in
z, € U bzw. f(z.) total differenzierbar sind. Dann ist go f : U — R! in z, total
differenzierbar und es gilt

D(go f)(z.) = (Dg(f(z.))) o Df(z.)

fiir die totalen Ableitungen sowie

Jac (g o f)(zs) = Jacg(f(z.)) Jacf(z.)

fiir die entsprechenden Jacobi-Matrizen.?®

Bewetis Teil 1: Nach Voraussetzung gelten die beiden Darstellungsformeln
f@) = f(z:) + (Df (@) (z — ) + r(z, 2.)
und

9(w) = 9(y+) + (Dg(y)) (v — vs) + s(y, v4)

mit y, = f(z.), wobei die Restglieder r(z, z,) € R™ und s(y, y.) € R! wohldefiniert
sind und den Bedingungen

}r(x, Ty)

T2y 0 ‘s(y, Ys)
|.T — T« ’

‘y_y*’

T—Tx 0

geniigen. Wir werten nun die zweite Darstellungsformel mit y = f(z) aus und setzen
dabei die erste Darstellungsformel im Argument der linearen Abbildung Dg(y.) ein.
Dies liefert die dritte Darstellungsformel

(90 1)) = (90 F) @) + (Do(F(r)) o DF () ) = ) + u(a, &) + v(z, 2.),
wobei

U(ZE, [L’*) = (Dg(f(:v*)))(r(x, ZE*)) ) U(xv x*) = S(f(x)v f($*))

zusammen das Restglied fiir g o f darstellen. Im zweiten Teil des Beweises zeigen wir,
dass der euklidische Betrag beider Terme im Limes x — x, schneller gegen 0 konvergiert
als |x — z,|. Wenn uns dies gelungen ist, folgt die totale Differenzierbarkeit von g o f
sowie die erste Formel in der Behauptung direkt aus der dritten Darstellungsformel.
Die entsprechende Formel fiir die Jacobi-Matrizen ergibt sich anschliefend aus einem
bekannten Satz der Linearen Algebra iiber die Komposition linearer Abbildungen und
die Mutliplikation ihrer Matrix-Darstellungen.

Teil 2: Die obigen Resultate implizieren fiir das erste der neuen Restglieder die
gewiinschte Abschétzung via

1Py (f ()l 7, )

|x—x*

‘u(:z:, Ty)

T—Tx
0

28 Auf der rechten Seite dieser Formel steht das Produkt einer I xm-Matrix mit einer m xn-Matrix
und damit wirklich eine {xn-Matrix
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Die erste Darstellungsformel garantiert aber auch
@) = f@)] = [(DF@)) (2 — 2.) + (e, )] < DSy | — 2] + [r(a, )

und wir erhalten

(@ 2| |s(f(2), fl@)] |f@) = f(z)
|:13—x* ‘f — f(xy) ‘x—x*
(z), f(z) r(z, o)
< ‘ ( )‘ HDf(ZL"*) p+ | ’ )
@) — f() .
Da mit x — x, auch f(z) — f(z,) gilt, ergibt sich die zweite gewiinschte Konvergenz-
aussage aus den obigen Eigenschaften der Restglieder r(z, z,) und s(y, v.). O

Korollar (Ableitung der Umkehrfunktion) Seien U, V zwei offene Mengen
im R” und f : U — V eine bijektive Abbildung mit Umkehrabbildung f=*: V — U.
AuRerdem sei f in x, und f~!in f(z,) total differenzierbar. Dann gilt

Df ' (f(z.) = (Df(x*))_1 sowie Jac f7'(f(z,)) = (Jacf(x*))_l,

dh. Df~!(f(z.)) ist die Umkehrabbildung von Df(z,) und Jac f~'(f(z,)) ist die
inverse Matrix zu Jac f(x.).

Beweis Alle Behauptungen ergeben sich mit m = n und g = f~! direkt aus der
Kettenregel. In der Tat, es gilt (g of ) () = z fiir jedes € U und in Kombination mit
direkten Rechnungen zeigen wir, dass damit Jac (g o f) (x) in jedem Punkt aus U die
n-dimensionale Einheitsmatrix ist. O]

Bemerkungen

1. Die Kettenregel ist die mit Abstand wichtigste Formel der Differentialrechnung
und besitzt mannigfaltige Anwendungen in allen Bereichen der Mathematik und
den Naturwissenschaften. Sie gilt immer bei totaler Differenzierbarkeit, aber nicht
unbedingt bei partieller.

2. Die Ableitungsregel fiir die Umkehrfunktion ist auch sehr wichtig. Wir werden sie
zum Beispiel weiter unten bei der Diskussion ebener Polarkoordinaten verwenden.
Im Korollar haben wir neben der Differenzierbarkeit von f in x, auch explizit die
Differenzierbarkeit von f~! im Punkt f(z.) gefordert. Wir werden spéter im Satz
tber die Umkehrfunktion sehen, dass diese zweite Bedingung wirklich dquivalent
zur Invertierbarkeit von Df(z,) bzw. Jacf(x,) ist.

3. Neben der Kettenregel gibt es auch eine Summenregel fiir totale Ableitungen.
Wir haben diese hier nicht explizit formuliert und bewiesen, da sie sich direkt
aus der Definition und analog zur Diskussion bei partiellen Ableitungen ergibt.

4. Es existieren auch Varianten der Produkt- und der Quotientenregel (siche die
Ubungen), aber da R™ fiir m # 1 kein Korper ist, gibt es kein direktes Analogon
zu den Resultaten aus Analysis 1.%

29Mittels komplexer Zahlen kann eine Multiplikation und Division in R? definiert werden und dies
liefert einen weiteren Ableitungsbegriff, ndmlich die komplexe Differenzierbarkeit. Wir werden die
entsprechende Theorie in der Vorlesung Funktionentheorie ausfithrlich studieren.
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5. Es gilt auch die folgende Verschiarfung des Theorems: Sind ¢ und f sogar stetig
differenzierbar auf U, so ist auch g o f stetig differenzierbar auf U.

Beweis: Die Kettenregel impliziert, dass jede partielle Ableitung von go f existiert
und geméf der Matrizenmultiplikation als Summe von Produkten geschrieben
werden kann. Jeder der beteiligten Faktoren entspricht dabei einer stetigen
Funktion auf U, denn er ist entweder der Bauart d,,9 o f oder der Bauart d,, f.
Die Rechenregeln fiir stetige Funktionen garantieren, dass auch jede partielle
Ableitung von g o f stetig auf U ist. n

Alternative Notation In den Anwendungswissenschaften setzt man gerne y = f(x)
sowie z = ¢(y) und formuliert die Kettenregel als

dz 0z 0y

dx 0y Oz’

wobel rechts das Produkt zweier Jacobi-Matrizen steht. Diese Schreibweise ist sehr
intuitiv und verallgemeinert die eindimensionale Kettenregel

dz dz %

dr  dy dz’
in natiirlicher Weise auf hohere Dimensionen. Beachte aber, dass die Reihenfolge
der Faktoren in hoheren Dimensionen sehr wichtig ist, da andernfalls die Matrizen-
multiplikation nicht definiert sein muss oder ein falsches Ergebnis liefern kénnte. Die
Kettenregel kann auch komponentenweise als

Oz " 0z Oy
8xj N 8yl 8xj

=1

geschrieben werden,*° wobei die Faktoren auf der rechten Seite diesmal sogar vertauscht
werden diirfen (denn die Multiplikation von Zahlen ist im Gegensatz zur Multiplikation
von Matrizen kommutativ).

Beispiele

1. Bei der Anwendung der Kettenregel empfiehlt es sich auch in der Mathematik
oftmals, die Variablen der Funktionen f bzw. g mit unterschiedlichen Buchstaben
zu bezeichnen, zum Beispiel mit x bzw. y. Fiir n = 3, m = 2 und [ = 3 betrachten
wir exemplarisch die Funktionen f : R® — R? und ¢ : R? — R3 mit

fi(z1, xe, x3) = 21 + 22 + T3, fa(z1, x2, x3) = X1 2223

und

91(1/1, yz) =y + Y2, 92(917 yz) = y%a 93(y1, y2) = yS

Wir kénnen die verkettete Abbildung go f : R® — R3 in diesem recht iiberschau-
baren Beispiel natiirlich mit der Substitution

Y1 = f1($17 T2, $3), Yo = f2($1a T2, $3)

30Unter der Finsteinschen Summenkonvention kann das Summenzeichen sogar weggelassen werden,
da in diesem Kalkiil immer tiber doppelt auftretende Indizes (hier ¢) automatisch summiert wird. Wir
wollen das in dieser Vorlesung aber niemals tun.
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direkt ermitteln und anschliefflend komponentenweise nach den Variablen x;
differenzieren. Dies liefert

T1+ 22+ X3+ 212273

(go f)(z)= (21 4 29 + x3)°
2 230l
sowie
1—|—$2x3 1+£C1$3 1—|—£C1.l’2
Jac(gof)(x): 2$1+2$2+21’3 2$1+2$2+2$3 2$1+2$2+2$3
21y 23 22 212 19 12 222 13 13

Alternativ kdnnen wir aber auch die Kettenregel mit

1 1 1 1 1
Jacf (x) = ( e ) L Jacgly) = (20 0
0 2y
verwenden. Durch Substitution erhalten wir zunéchst
1 1
Jacg(f(x)): 201 +2x9 + 223 0
0 2 T1 X T3
und anschlieend via
1 1 1 1 1
Jac(go f)(z) = | 221 + 220 + 213 0 ( )
ToX3z XT1IT3 XTI
0 2 T1 X2 T3

dieselbe 3x3-Matrix wie vorher.

2. Wir wollen ein Beispiel mit n = 2, m = 3, [ = 2 in Physikernotation rechnen,
d.h. es gilt z € R?, y € R? und z € R% Anstelle expliziter Funktionen f bzw. g
betrachten wir die Formelsétze

Y1 =21+ T2, Y2 =21 — T2, Y3 = T1 T2
bzw.

a=yt—ys, =1,

die y durch x bzw. z durch y ausdriicken. Die Kettenregel kann nun als

Oy O
Oxy Oxy | _ | Oyr Oya Oy % %
0 02| T |02 0 0u |00 Ou
Ory 0z Oy Oy Oys % %
8331 8332

1 1

1 1 -1 )
— 1 -1
(0 0 —2 Ys Ty Iy
. 2 — ) —I1 . 2 — ) —T
T\ 2moys —2miy3)  \-2miai 222,
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geschrieben werden. Alternativ (oder als Probe) konnen wir dieses Ergebnis auch
direkt aus

7 =2x1— 129, 22:—35%90%
durch Ableiten von zj, nach x; gewinnen.

3. Mit der Kettenregel konnen auch skalare oder vektorwertige Funktionen entlang
von Kurven differenziert werden. Zum Beispiel dndert sich das dreidimensionale

Vektorfeld

T+ X3
fla)y=[z2—as|, 2eR’
7? + 23

entlang der parametrisierten Kurve
cos ()
~v(t) = [ sin(t) |, teR
t

gemals der Rechnung

ST00) = Jacs (5(1) Jaco(

1 0 1 —sin (¢) —sin(t) +1
= 0 1 —1 ]| | +cos(t)| = |+cos(t)—1],
2cos(t) 2sin(t) 0 1 0

wobei Jacv(t) = 4(t) gerade den Tangentialvektor im Punkt ~y(¢) beschreibt.
Alternativ kénnen wir auch hier erst = = ~(¢) in der Formel fiir f(z) substituieren
und anschliefsend nach der skalaren Variablen ¢ differenzieren. Diese Beobachtung
wird bei den Richtungsableitungen wichtig werden.

Richtungsableitungen und Gradienten

Definition Sei f: U C R* — R™ in z, € U total differenzierbar und sei v € R”
beliebig mit v # 0. Dann nennen wir

D, f(z.) = (Df(zs))(v) = Jacf(z.) v

die Richtungsableitung von f im Punkt z, in Richtung v.

Lemma (Bedeutung der Richtungsableitung) Mit den obigen Notationen gilt

D, f(z.) = lim fy@) = f(y(t)

t—tx t— 1

fiir jede stetig differenzierbare Kurve v : I — U, die via

1) =, Alt) =v

zur Zeit t, in Richtung v durch den Punkt x, lauft.
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Bewets Die Abbildung n = f o~y : I — R™ ist auch eine Kurve und die Kettenregel
(siche auch die Rechnungen im Beispiel oben) garantiert ihre Differenzierbarkeit in ¢,
sowie die Formel

(L) = Jacn(t,) = Jacf (1(t.)) Jac (L) = Jac f(+(t.)) (L)

wobei die rechte Seite gerade D, f(x,) ist. Andererseits gilt

@) = f(y(&)) o n(t) — (k)

fm t—t. = fim = =)
und die Behauptung folgt unmittelbar. O]

Bemerkungen

1. Fiir den j-ten Einheitsvektor e; im R™ ergibt sich

aﬂvjfl (x*)
Dejf<x*) = )

d.h. die partiellen Ableitungen der Komponenten von f nach z; liefern zusammen
gerade die Richtungsableitung in Richtung v = e;. Diese Formel kann dabei aus
der Definition abgelesen oder alternativ aus dem Lemma mit

V() =+ —t)e;
hergeleitet werden.

2. Fiir eine skalare Funktion (m = 1) ist D, f(x.) immer eine reelle Zahl, sonst
immer ein Vektor aus dem R™. Beachte auch, dass wir den Nullvektor in der
Definition und im Lemma ausgeschlossen haben. Alle Formeln gelten aber auch
in diesem Entartungsfall mit Do f(z,) = 0.

3. Die Definition impliziert

D)\vf(«T*) = /\va(x*>

fiir jeden skalaren Faktor A € R. Aus diesem Grund wird die Richtungsableitung
oftmals nur fiir normierte Vektoren v € R™ mit |v|] = 1 ausgewertet bzw.
betrachtet. Beachte, dass fiir jedes v # 0 der Vektor v = v/ |v| normiert ist.

4. Ist f nur partiell, aber nicht total differenzierbar, so ist Jacf(x,)v zwar immer
noch definiert, aber es ist nicht sichergestellt, dass diese Groke der Limes von
entsprechenden Differenzenquotienten ist. Siehe dazu das Gegenbeispiel.

Gegenbeispiel Wir betrachten die skalare Funktion f : R? — R mit

0 fir z; =0 = 29
3
fla1, wg) = il sonst
2 2
T] + x5
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und mithilfe der Definition partieller Ableitungen kénnen wir im Ursprung z, = (0, 0)
die Formel

Jacf(z,) = (1 0)

zeigen (siehe die Ubungen). Fiir gegebenes v € R? mit v # 0 betrachten wir die Kurve

v : R — R? mit
. o t'Ul
/y(t>—x*+tv— <t'l}2)

und zur Zeit ¢, = 0 erhalten wir

t%ij’
- F(v(0) = F((t) — lim 203 + 203 _ v}
t—ts t—t, t—0 t U% + U% 7

was aber nur fiir v9 = 0 mit

Jacf(x,) (Z;) =

iibereinstimmt. Insbesondere gelten in diesem Beispiel die Aussagen des Lemmas nicht
fiir z, = 0.

Erklirung: Die Funktion f besitzt im Punkt z, alle partiellen Ableitungen und wir
konnen sogar alle Richtungsabsleitungen als Ableitungen entlang geeigneter Kurven
berechnen. Die Funktion f ist aber in x, nicht total differenzierbar. Dies sieht man zum
Beispiel daran, dass die partiellen Ableitungen in x, nicht stetig sind (siehe wieder die

Ubungen).

Abbildung Die skalare Funktion aus dem Gegenbeispiel ist im Ursprung — der in allen Plots dem
Mittelpunkt entspricht — partiell, aber nicht total differenzierbar, wobei man dies im Flachenplot
und im Konturplot mit etwas Erfahrung auch visuell erkennen kann. In jedem anderen Punkt liegt
jedoch totale Differenzierbarkeit vor und das Lemma iiber die Richtungsableitungen kann gefahrlos
angewendet werden.

1

X1

Lemma (Gradient als Richtung des steilsten Anstiegs) Die skalare Funktion
f:UCR"” — R sei im Punkt x, total differenzierbar. Dann gilt

~Dy.f(w.,) < D, f(z.) < +D,. f(x.)

fiir jeden normierten Vektor v € R™ mit |v| = 1, wobei

grad f(z.,)
Uy = ————
|grad f(z.)

der normierte Gradient von f in x, ist.
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Beweis Die Definitionen der Richtungsableitung und des Gradienten implizieren
D, f(z,) = Jacf(z,)v = grad f(z,) - v = v, - v = |vi| s - v,
sowie den Spezialfall
Dy, fz:) = |va] vi - va = [ou]

wobei - das Skalarprodukt im R" bezeichnet und wir die Abkiirzung v, = grad f(x)
verwendet haben. Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung angewendet auf v, und v garantiert

—1<y,-v<+1
und die Behauptung folgt nach Multiplikation mit |v.|. O

Theorem (Gradient und Niveaumengen) Sei f:U C R" — R im Punkt z,
total differenzierbar. Dann gilt

grad f(y(t.)) - y(t.) =0

fiir jede stetig differenzierbare Kurve v : I — R", die zur Zeit t, € I durch den Punkt
x, lauft und deren Bild vollstéindig in der Niveaumenge

Ny((@) = { €U« 5(z) = £z}
enthalten ist.
Beweis Wir kénnen v := j(t,) # 0 annehmen, da andernfalls nichts zu zeigen ist.

Nach Voraussetzung gilt =, = y(t.) sowie f(v(t)) = f(7(t.)) fiir alle ¢ € I und das
Lemma zur Bedeutung der Richtungsableitung impliziert

D,f(z.)=0.

Andererseits folgt
D, f(z,) = Jac f(z,)v = grad f(z,) - v

aus den Definitionen von Richtungsableitung und Gradient. [

Bemerkungen

1. Das Lemma garantiert vereinfacht gesprochen, dass der Gradient von f in jedem
Punkt z, in die Richtung zeigt, in der die Funktion f lokal — das heifst aus
Sicht einer kleinen Umgebung von x, — am stérksten wéchst. Das bedeutet aber
nicht, dass der Gradient von f in jedem Punkt zu einem lokalen oder gar globalen
Maximierer von f zeigt.’! Analog zum Beweis des Lemmas konnen wir zeigen,
dass der negative Gradient die Richtung des lokal stirksten Abfallens zeigt.

31Eine Analogie beim Bergwandern: Der Gradient ist sowas wie ein aktueller Wegweiser. Er zeigt
immer bergauf, aber wenn Sie ein kleines Stiick in die angezeigte Richtung gelaufen sind, gibt es
einen neuen Wegweiser, der Sie nun in eine leicht andere Richtung schickt. Insgesamt gewinnen Sie
zwar immer an Hohe, aber ihr Weg wird in aller Regel gekriimmt und verschlungen sein, da Sie
ja die Marschrichtung stdndig anpassen. Die eben beschriebene Wanderstrategie ist ein Beispiel fir
ein Gradientenverfahren. Mit ihr erreichen sie immer einen Gipfel und dort wird der Wegweiser den
Nullvektor anzeigen. Es gibt aber leider keine Garantie, dass dieser der hichste aller Gipfel sein wird.
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2. Salopp gesprochen besagt das Theorem, dass der Gradient von f im Punkt x,
immer senkrecht auf der Niveaumenge N (f(x.)) bzw. auf dem entsprechenden
Tangentialraum steht. Wir werden dies in Analysis 3 genauer untersuchen, wollen
aber schon vorwegnehmen, dass der Tangentialraum in jedem Punkt z, ein
linearer bzw. affiner Raum der Dimension n — 1 ist.

3. Im Fall von n = 2 kann die Aussage des Theorems sehr gut visualisiert und damit
auch intuitiv verstanden werden, da dann die Niveaumenge von f meist eine
Niveaukurve ist, die in jedem Punkt eine Tangentialgerade besitzt (Ausnahmen
bestéitigen hier die Regel). Fiir n = 3 handelt es sich um eine gekriimmte Fliche
im dreidimensionalen Raum bzw. um eine Tangentialebene, aber auch hier gibt
es noch eine geometrische Anschauung.

4. Die von uns bewiesenen Eigenschaften des Gradienten einer skalaren Funktion
werden Sie Thr ganzes Studium begleiten, denn sie bilden den Ausgangspunkt fiir
sehr viele Resultate und Approximationsverfahren in der Optimierung sowie der
Numerischen Mathematik. Sie sollten daher unbedingt versuchen, diese Konzepte
sowohl auf der heuristischen als auch auf der formalen Ebene zu verstehen.

\

X2

X1 X1 X1

Abbildung Konturplots dreier Funktionen f : R? — R sowie der jeweilige Gradient grad f(z,) in
ausgewdhlten Punkten z, (schwarz). Dieser Vektor charakterisiert das lokale Verhalten der Funktion
f in der Nihe von z., jedoch nicht ihre globalen Eigenschaften. Jeder der drei lila Punkte ist kritisch,
da dort der Gradient von f jeweils der Nullvektor ist. Es handelt sich um einen lokalen Minimierer,
einen (Standard-)Sattelpunkt bzw. einen Affensattel.
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Vorlesungswoche 07

Einschub: Matrizen und ihre euklidische Norm Durch die Formel

A11 e Aln

PRI

i=1 j=1

wird in nattirlicher Weise ein Betrag (und damit eine Norm) auf dem Vektorraum aller
reellen mxn-Matrizen definiert.>?

Lemma (Kompatibilitétssatz) : Fiir jede mxn-Matrix A und jede [ xm-Matrix B gilt

BA| < [B|]4],

d.h. die Norm des Matrizenproduktes ist niemals grofser als das Produkt der Normen.

Beweis: Die k-te Zeile von B definiert einen Vektor b, € R™ und analog sei a; € R™
die j-te Spalte von A. In der k-ten Zeile und j-ten Spalte der Produktmatrix C'= B A
steht die reelle Zahl Cy; = by, - a;, wobei - das Skalarprodukt im R™ ist. Die Cauchy-
Schwarz-Ungleichung und sowie die unsere Definitionen implizieren

C=(bn-a)’ < |0’ WP=Y"BL, el =) 4%
=1 =1

und wir erhalten mit

or =Sl el = (S (ZH) PG

k=1 j=1

das gewlinschte Ergebnis nach dem Ziehen der Wurzel auf beiden Seiten. O

Bemerkungen:

1. Nicht jede Norm fiir Matrizen ist mit der Multiplikation kompatibel. Es gilt zwar
immer ||BA|| < c||A|||B|| fiir eine Konstante ¢, aber diese wird in der Regel
grofer als 1 und damit nicht kompatibel sein.

2. Analog zum Beweis konnen wir zeigen, dass |Az| < |A]|z| fiir alle z € R™ und
|By| < |B|y| fiir alle y € R™ gilt. Alternativ kann man diese Aussagen auch als
Spezialfall des Lemmas ansehen (sofern die Notationen entsprechend angepasst
werden).

Mittelwertsatz in hoheren Dimensionen

Theorem (zwei Versionen des Mittelwertsatzes) Sei f:U CR" — R™ stetig
differenzierbar. Aufserdem seien z, =, zwei Punkte in U, sodass die Verbindungsstrecke
zwischen x und z,, d.h. das Bild der parametrisierten Kurve v : [0, 1] — R” mit

yt) =z, +t(xr—z.)=1—t)z, + Lz,

32Die Indizierung der Matrixelemente erfolgt nach der bekannten Eselsbriicke: Zeilen zuerst, Spalten
spdter. Die euklidische Norm einer Matrix wird auch Frobenius-Norm genannt.
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ganz in U liegt. Dann gilt

f(@) = flz,) =J (2 —z.) mit Jij = /am].fi(y(t)) dt

sowie

!f :L‘*)’<C|.I'—$*

mit € :=max {|Jac f(y())] : 0< ¢t <1} .
Im Fall von m = 1 gilt aukerdem

fla) = f(z.) = grad f(7(7)) - (z — )

fiir mindestens ein 7 € [0, 1].

Beweis Da U offen ist, existiert ein offenes Intervall I mit [0, 1] C I, sodass g(t) € U
fiir alle ¢ € I gilt.?® Die parametrisierte Kurve n := fo~ : I — R™ ist nach Kettenregel
stetig differenzierbar und es gilt

n(t) = Jacf(n(t)) (r — ) und damit n;(t) = Z 8% fi (y(t)) (xj — 4 )

fir alle ¢ € {1, ..., m}. Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechung sowie die
Rechenregeln fiir eindimensionale Integrale — siehe jeweils Analysis 1 — liefert

1

n:(1) —n:(0) = /ﬁj(t) dt = Z /@cjfi(’Y(t)) dt | (v — 24 5) = Z Jij (X — x4 5) -

0

Das ist aber gerade die i-te Komponente der ersten Behauptung, den es gilt (1) = f(x)
und 77(0) = f(z.). Das Lemma tiber die untere Schranke fiir die Lénge einer Kurve sowie
die Eigenschaften der euklidischen Matrixnorm implizieren aufserdem

1

dt</C”x—x*

0

dt

[0(1) = 9(0)] < len () /!77 1dt</pacf N - .

und damit die zweite Behauptung (auf der rechten Seite héngt der Integrand nicht von
t ab). Sei nun m = 1. Dann ist 5 eine skalare Funktion und nach dem Mittelwertsatz
der Integralrechnung aus Analysis 1 existiert 7 € [0, 1] mit fol n(t)dt = n(r). Weil
auch (1) = grad f(y(7)) - (z — z.) gilt, folgt die dritte Behauptung. O

Bemerkungen

1. Die mxn-Matrix J entsteht durch komponentenweise Integration der Jacobi-
Matrix von fentlang der Kurve ~.

2. Bei einer vektorwertigen Funktion f kénnen wir den skalaren Mittelwertsatz (also
die dritte Behauptung im Theorem) natiirlich auf jede Komponente f; anwenden.
Wir werden dann aber im Allgemeinen m verschiedene Werte 7; erhalten.

33Wir kénnen zum Beispiel I = (—¢, 1 + ¢) setzen, wobei £ > 0 so gewiihlt wird, dass die offenen
Kugeln B.(z.) und B.(z) beide ganz in U liegen. Die Existenz von I stellt sicher, dass «(t) auch in
t =0 und t = 1 stetig differenzierbar ist und wir nicht mit einseitigen Ableitungen arbeiten miissen.
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3. Ist K C U kompakt und konvex, so impliziert der Mittelwertsatz, dass f auf
K Lipschitz stetig mit Lipschitz-Konstante L := max{’Jac f (x)’ crxeK } ist,
wobei die Kompaktheit von K und die stetige Differenzierbarkeit von f sicher-
stellen, dass L als reelle Zahl wohldefiniert ist. Diese Aussage wird Schrankensatz
genannt und recht hiufig in Beweisen verwendet.

4. Eine Menge K C R"™ heiftt dabei konvex, falls sie mit je zwei Punkten z, x, auch
alle Punkte der jeweiligen Verbindungsstrecke — also alle Punkte der Bauart
(1 —t)z, +tx mit t € [0, 1] — enthéilt. Kugeln und Quader sind zum Beispiel
immer konvex (egal ob offen oder abgeschlossen), Kreisringe hingegen nicht.

5. Aus dem Schrankensatz folgt insbesondere: Wenn alle Ableitungen von f auf der
Menge K verschwinden, so ist f auf K konstant. Ausblick: Diese Aussage gilt
nicht nur fiir konvexe Mengen, sondern auf jeder zusammenhéngenden Menge
K cU.

nichtlineare Variablenwechsel und Transformationsformeln*

Vorbemerkung Wir betrachten zwei offene Mengen U,V C R" sowie zwei stetig
differenzierbare Abbildungen f : U — R™ und u : V' — U, wobei wir annehmen, dass
die Umkehrfunktion v = ! : U — V existiert und auch stetig differenzierbar ist.
Insbesondere kénnen wir u bzw. v als nichtlineare Variablen- oder Koordinatenwechsel
interpretieren und die Kettenregel liefert mit

Jac f(z) = Jac g(v(z)) Jacv(z), Jac g(y) = Jac f(u(y)) Jacu(y)

Beziehungen zwischen den Ableitungen von f und von g = f owu. Aus abstrakter Sicht
ist damit alles gesagt, aber wir wollen nun mithilfe der Physikernotation diese Formeln
auf eine andere Art herleiten bzw. verstehen. Dazu schreiben wir

r=u(y), y=uv(z), z=g(y) = f(x),

d.h. wir bezeichnen Punkte in U bzw. V bzw. R™ mit z bzw. y bzw. z.

L»yl

Abbildung Die Funktionen f und g beschreiben dieselbe Grofe z, aber einmal durch die Variablen
z und das andere Mal mittels der Variablen y. Die griinen bzw. roten Linien entsprechen auf beiden
Seiten den Kurven y; = const bzw. yo = const (Niveau- oder Konturlinien der y;).

Herleitung der allgemeinen Formeln Nach Konstruktion gilt

u(v(x)) =z bzw. v(u(y)) =y

und durch Differentiation nach x bzw. y erhalten wir mit der Kettenregel die Matrizen-
gleichungen
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wobei 1 gerade die Einheitsmatrix (mit n Zeilen und n Spalten) ist. Oder anders gesagt:
Die Jacobi-Matrix von u in y ist invers zur Jacobi-Matrix von v in z und diese Aussage
kann komponentenweise als

Z@azkﬁyl_ k 5k: 1 fur]:k
dy, 0x; % 7 0 firj#k

geschrieben werden, wobei (5;? das Kronecker-Delta ist. Die Kettenregel impliziert auch

dz 0z 8y 0z 0z 0x

dx 8y6x dy 0z dy’

wobei die linke Seite in der ersten bzw. zweiten Gleichung die Jacobi-Matrix von f bzw.
g reprasentiert. Nach Ubergang zur Komponentenschreibweise und nach Vertauschung
von skalaren Faktoren erhalten wir

0z "0y 0z 0z Zaxlﬁzl
du; = 0x;0y" vy, Dy 0x;

Da diese Formeln fiir jedes z; gelten, schreibt man oftmals auch

9 oy 0 o 0z O

6_1’]»_ 8x]8yl (9_y] 8y]8xl

und erhélt die Transformationsformel fiir die Differentialoperatoren erster Ordnung,
mit der man bequem symbolisch rechnen kann.** Durch #hnliche Betrachtungen kénnen
wir auch zweite Ableitungen transformieren und erhalten

? 9 [y 0%y, Oy Oy, 0
0xk8xj_l218mk(8x]8yl) Z@xka%ﬁyl Zzﬁmj 0x 0y, 0y

=1 o=1

sowie analog

(92 i 8 Z Z Z 0 Z aZL’O 2
3yk8yj Oy 0y; (9:L‘l po 0y; Oy, 0x, 01y
durch Vertauschung der Buchstaben z und y.

Achtung: Wir miissen bei diesen Formeln sehr aufpassen, da sich leicht Fehler bei den
Indizes einschleichen und Unsinn produzieren. Die Transformationsformeln fiir dritte
oder vierte Ableitungen sehen natiirlich noch komplizierter aus.

Polarkoordinaten in der Ebene Ein Beispiel mit n = 2 sind die zweidimensionalen
Polarkoordinaten

1 =1 cos(p), xo =1 sin ().

Die beiden kartesischen Variablen (oder Koordinaten) x; und x5 werden dabei durch
die Kombination aus Radius » > 0 und Winkel ¢ ersetzt, wobei diese an die Stelle von
y1 und ys treten und alle Formeln 27-periodisch in ¢ sind.

341n die ,,Leerstelle* bei § /0 z; usw. kann eine beliebige Grofe eingesetzt werden, zum Beispiel z;.
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108 2. Differentialrechnung

Bemerkung: Die Polarkoordinaten sind im kartesischen Ursprung (x;, x2) = (0, 0) nicht
definiert und in allen anderen Punkten (z1, ) ist die Wahl des Winkels ¢ mehrdeutig.
Die Polarkoordinaten kénnen aber als Bijektion zwischen geeignet gewéhlten Mengen
betrachtet werden, zum Beispiel zwischen den offenen Mengen

U:={(z1,22) 102 #00derz1 >0}, V:={(r,¢) :r>0und —7 < <+n},

wobei U gerade die in der negativ-reellen Achse geschlitzte Ebene ist.

+7

+1. / \ +1.0|

X Bl
-1.0 0.0 +1.0 -1.0 0.0 +1.0 00 12 0.0 14

X1 x1 r r

Abbildung Ausgewdhlte Niveaulinien der Polarkoordinaten in der (z1, x2)-Ebene (links) sowie der
(r, ¢)-Ebene (rechts). Blau bzw. Orange gehort zu r = const bzw. ¢ = const, Tirkis bzw. Lila zu
x1 = const bzw. x5 = const.

)
14
o
o

X1

_n - - -
0.0 R X R X R 0.0 1.4

r r r r

Abbildung Eine andere Visualisierung der Niveaumengen von r (Blau), ¢ (Orange), x; (Tirkis)
und x5 (Lila). Oben in der (z1, xz2)-Ebene, unten in der (r, ¢)-Ebene. Hier bendtigen wir jedoch acht
Bilder, um dieselben Informationen darzustellen.

Transformationsformeln fiir Polarkoordinaten Durch direkte Differentiation
erhalten wir

dx; 0x
0 (xy, xa) aor dy cos (¢) —rsin(p)
d(r, ) N dxy Oy - <sin (¢) rcos(p) >
ar de
und die Berechnung der inversen Matrix liefert?®

or Or

o(r, o) |01 9 _1<rcos(g0) TSiIl((p))
—sin(p) cos(p) /-

0 (.’13 1, L 2) 0 @ 0 (2 r
ox 1 ox 2
35Insbesondere kénnen wir Ausdriicke fiir die partiellen Ableitungen von r und ¢ nach z; und

angeben, ohne die komplizierten Formeln fiir » und ¢ als Funktionen in 27 und x5 explizit hinschreiben
zu miissen.
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Wir kénnen nun die Transformationsformeln der ersten Ordnung ablesen und erhalten

o _or 0  dp 0 9 sin(y) 9

o0, amor tan o, CWa T o,
g O0r 0  Odyp 0 0 cos(p) O

+ — — =sin(p

95, 0mor T omae MWt a5,

Fiir die zweiten Ableitungen verifizieren wir mit léngeren Rechnungen

9% sin®(p) &  sin(2p) O 0*  sin(2p) 0 sin? () 02

2 5. " 2 + cos” (¢ )55~ - 2 2
Ox1 r or r 8@ (9 r 87“330 r2 0y
9>  cos’(p) 0 sin sin (2¢) 0 sin (2¢) 0 cos® (p) 0?
912~ r or 2 dp - sin (@)ﬁ + r Orde + 2 Qp?

und erhalten
0? 0? 0? 1 02 10
02 "8k ot T 2agr T rar
als Transformationsformel fiir den Laplace-Operator in zwei Dimensionen.?® Beachte,

dass in allen Formeln Singularitéten bei r = 0 auftreten (da dort der Variablenwechsel
entartet).

rdumliche Kugelkoordinaten Ein 3D-Analogon zu den Polarkoordinaten ist

) 1 cos () cos (0)
xo | = | 7rsin (¢) cos ()
T3 rsin ()

mit Radius r und Euler-Winkeln ¢ und 6, wobei man meist » > 0, ¢ € (—m, 7)
und 0 € (—n/2, 7/2) annimmt (obwohl dann einige Punkte (z1, o, z3) € R? nicht
dargestellt werden kénnen). Analog zu oben ergeben sich die Transformationsformeln

g 0 sin(¢) 0 cos () sin (0) 0
Gor = cos (p) cos (0) r r cos(0) D¢ " 29
o 9 cos () 0 sin (p) sin (6) 0
5o = (s ) g+ T R
- | i cos (#) 0O
dxs sin (6) ar " ro

aus direkten Rechnungen mit partiellen Ableitungen.

36Djese Transformationsformel wird sehr oft in der Mathematik und der Physik verwendet.
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2.5 Satz von Taylor

Vorbemerkung In diesem Abschnitt verallgemeinern wir den Satz von Taylor, den
wir in Analysis 1 fiir Funktionen in einer Variablen kennen gelernt hatten, auf skalare
Funktionen mit mehreren Verdnderlichen. Die resultierenden lokalen Approximations-
formeln werden wir sehr oft verwenden, zum Beispiel beim Studium von lokalen
Extremstellen oder um vereinfachte Formeln in den Natur- und Ingenieurwissenschaften
abzuleiten.

Wir beschréanken uns in der Darstellung auf eine skalare Funktion. Das ist aber keine
wesentliche Einschrankung, denn bei einer vektorwertigen Abbildung kann die Taylor-
Entwicklung komponentenweise angewendet werden. Wir werden in diesem Abschnitt
meist die Tupel-Notation fiir Elemente des R™ verwenden.

Vereinbarung Im Folgenden ist U immer eine offene Teilmenge des R", z, € U
ein beliebiger, aber fester Punkt und f : U — R eine K-mal stetig differenzierbare
Funktion. Insbesondere existieren alle partiellen Ableitungen von f bis zur Ordnung
K als stetige Funktionen auf ganz U.37

Erinnerung Fir n = 1 ist K-te Taylor-Polynom einer Funktion f : I — R im
Entwicklungspunkt x, € I ist durch

K
f¥(,)
Ty (0) = 30 L) (o
k=0
= fle) + fl(x) (@ =) + 5 @) (@ = 2) + o+ g7 [ @) (2 = 2)"
gegeben, wobei I C R ein offenes Intervall ist. Fiir das entsprechende Restglied gilt

Rvavx*(ﬁ) T—Tx
’ |K } AL 0, Rf7K,ﬂc*(x) = f(‘r)_Tf’K’z*(x)’

|z — .,

d.h. sein Betrag konvergiert schneller gegen 0 als |z — m*|K. Insbesondere kann f in der
Néhe von z, durch T} k ., approximiert werden, wobei Koeffizienten dieses Polynoms
mit Grad K vom Entwicklungspunkt z, abhéngen).

Beispiel: Die Taylor-Approximation dritter Ordnung der Sinusfunktion ist
Tiin, 3,2, (x) = sin (z,) + cos (z,) (x — z,) — $sin (2.,) (z — z,)° — Zcos (z,) (x — z,)°

und mit z, = 0 ergibt sich die besonders einfache Formel Ty, 3 0(z) = = — Lg3,

6
\&/ \\\ \\wf \\\\v
Abbildung Verschiedene Taylor-Approximationen der Sinusfunktion (grau) in zwei verschiedenen

Entwicklungspunkten (links und rechts). Die Farben Braun/Gelb/Blau/Griin/Rot entsprechen den
Ordnungen K = 0/1/2/3/4 und der schwarze Punkt représentiert (z., sin (z.)).

37 Alternativ konnen wir fordern, dass die K-te totale Ableitung in jedem Punkt aus U existiert und
auflerdem stetig bzgl. der entsprechenden Operatornorm ist.
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Formeln der Taylor-Polynome

Multi-Indizes Fiir ein n-Tupel k = (K, ..., £,) bestehend aus natiirlichen Zahlen
(einschliefslich der 0) und einen Vektor x € R” fiihren wir die folgenden Notationen ein:

kKl = k!l Ry (die ,,Fakultat®)
k| == R1+...F+ Ky (die Ordnung)
A T £ (verallgemeinerte Potenz)

)

n
oy = Of...0m (Differentialoperator der Ordnung |x|

Dabei gilt wie immer 0! = 1! = 1 sowie 2§ = 1. Auferdem sei 832_ f(z) = f(x) vereinbart,
das heifit die nullfache partielle Ableitung von f nach x; ist f selbst.

Bemerkung Die Schreibweise mit Multi-Indizes ist sehr elegant, aber sicherlich
gewohnungsbediirftig. Sie sollten sich davon nicht abschrecken lassen und sich am
Anfang auf die weiter unten angegebenen Taylor-Formeln fiir n = 2 bzw. K = 1 oder
K = 2 konzentrieren, da man diese auch sehr gut ohne Multi-Index-Notation verstehen
und memorieren kann. Spéter werden Sie dann mit allgemeineren Féllen konfrontiert
sein und die Multi-Indizes schétzen lernen.

Bezspiele
1. Fir n = 2 erhalten wir

0,00 =00=1 (21, 2)*Y =1 0% f(z)=f(x)

(3817352)
sowie
(L) =100 =1 (21, 2)"" =2 9 f(x) = 0y, f(2)
und

(O, D =01 =1 (21, 2)"" =25 DY) fla) =0,,f(2).

1,
Analog ergeben sich die Formeln
2 D) =211=2, (z, 1) =2iay, 02N f(z) =020, f(x)
und

(0,31 =0131=6, (x1, ) =4}, 90" f(x) =02 f(x).

1, 22)
2. Fiir n = 3 erhalten wir zum Beispiel
(1,3,2)! =113121 =12, (4, 2, 0)! =412!0! = 48
sowie
(x1, x9, xg)(l’g’Z) =z, 75 acg, (21, x9, xg)(4’2’0) =2j5.

und

oLnY @) =0L0302f(x),  oLi%Y  f(x) = 0A02 f(x).

(1‘1,1‘2,%‘2 1 X2 T3 (:C17$27x2) 1 T2
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Definition Das K-te Taylor-Polynom von f im Entwicklungspunkt x, ist durch

Tt i o () = Z %(!x*)(x_x*)ﬂ

lk|<K

definiert, wobei die Multi-Summe auf der rechten Seite der Formel fiir jeden Multi-
Index k = (Ky, ..., k) mit Ordnung Ky + ... + kK, < K genau einen Summanden
enthélt. Den Ausdruck

Ry ko, (7) = f(2) = T} K 2. (7)

bezeichnen wir wieder als das entsprechende Restglied. *

Bemerkungen

1. Alternativ konnen wir das Taylor-Polynom auch als

K

Ty = 30 30 EEL e

k=0 |r|=k

schreiben, wobei die Multi-Summe nur anders gruppiert wurde: die erste Summe
wird iiber den Ordnungsparameter k£ gebildet und die zweite Summe fasst die
Beitriage aller Multi-Indizes mit Ordnung 1 + ... + kK, = k zusammen.

2. Tt k, . () kann sowohl als Polynom vom Grad K in den Variablen z;, aber auch
als Polynom in den Variablen x; — z, ; betrachtet werden, wobei die jeweiligen
Koeffizienten verschieden sind und von x, abhéngen. Dies ergibt sich unmittelbar
aus den Rechenregeln der reellen Addition und Multiplikation, aber die konkreten
Umrechnungformeln zwischen den Koeffizienten kénnen unhandlich sein.

Beispiel: Durch Ausmultiplizieren verifizieren wir die Formeln

2 2 1 2 .0
a. (r; — . ;) =0, T — 20, T j T + AT T

und
b, gj]Z = b, (%‘ _ LC*7j)2 +2b, T, j (Z'j — .%*J‘)l + b, l’z’j (.Tj — :c*,j)o )

wobei jeweils auf einer Seite ein Polynom in z;, auf der anderen aber ein Polynom
in x; — x, ; steht.

3. Wenn die Wahl von f und z, zweifelsfrei klar ist, schreiben wir oftmals einfach
TK (93) statt CFf7 K, . (l’)

4. Es gilt
8:5]0(‘7‘1*)

k! (@ —2.)",

Ty(z) = Tioa(z) = Y

k|=K

fiir die Differenz zweier aufeinanderfolgender Taylor-Polynome, wobei jeder Term
auf der rechten Seite ein Monom in den Variablen x4, ..., x,, vom Grad K ist. Die
Abhéngigkeit von den z, ; wird aber im Allgemeinen komplizierter sein.

38Beachte, dass T, i, , (z) fiir alle z € R™, Ry g ,.(z) jedoch nur fiir « € U definiert ist.
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5. Bei allen theoretischen Aussagen werden wir die Argumente von f wie immer
mit € R™ bzw. mit (zy, ..., z,) bezeichnen. In der Praxis treten natiirlich
auch andere Variablennamen auf. Im Fall von n = 2 bzw. n = 3 werden zum
Beispiel gerne die alternativen Schreibweisen (z, y) bzw. (z, y, z) fiir zwei- bzw.
dreidimensionale Punkte verwendet. Siehe das Beispiel weiter unten.

Spezialfall n=2 Fiir eine gegebene Funktion f in zwei Variablen z = (21, 23) und
einen festen Punkt x, = (x, 1, x, 2) erhalten wir

To(x) = f(x.)

sowie
Ti(z) =+ Ty(z)
+ O, f(24) (21 — 41)
+ Opy () (T2 — 24 2)
und

Ty(z) =+ Ti(x)
+ 307 f(x.) (v1 — @)
104, 0, f () (1 — 24 1) (T2 — 24 2)
+ 507 f(2.) (2 — w0 0)”,
wobei wir in jedem Schritt die jeweils neuen Terme angegeben haben. Insbesondere
gilt: Ty(z) héngt gar nicht von x ab, aber Ti(x) bzw. Ty(x) sind Polynome in z; und
x9 vom Grad 1 bzw. 2. Auferdem gilt
Ty(x) = + Ta(x)
+ = 6 103 f(x) (1 — s, )?
+3 2 axla (@) (21— 21)? (w2 — .4 2)
fx,) (21 — x*,1) (22 — $*,2)2
+3 @f;f( ) (w2 = 2.)°,
wobei die neuen Terme vom Grad 3 den Multi-Indizes (3, 0), (2, 1), (1, 2), (0, 3)
entsprechen, die alle die Ordnung 3 besitzen. Bei Ty(z) kommen insgesamt 5 neue

Terme hinzu, da es fiinf zweidimensionale Multi-Indizes der Ordnung 4 gibt, ndmlich
(4,0), (3, 1), (2,2), (1, 3), (0, 4).

331 :EQ

Spezialfalle K=0, K=1, K=2 Ist f eine Funktion in n Variablen, so kénnen wir
fiir die ersten drei Taylor-Polynome die Multi-Index-Formeln in eine kompaktere Form
bringen. Es gilt

To(x) = f(x.)

und fiir K = 1 erhalten wir (Nachrechnen!)

To(e) = To(e) = 3 00, (02) (25— .,
= grad f(z,) - (z — x,) = Jac f(z.) (x — zy) .
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Bei K = 2 konnen die Terme der Multi-Indizes zweiter Ordnung mittels der Hesse-
Matrix ausgedriickt werden. Durch Nachrechnen verifizieren wir

Ty(w) = Ti(x) =D > 400,00 f (1) (1 — 2. ) (21 — 21

j=1 1=1

= % (x — x*)T Hess f(z.) (x — x.),

wobei in der j-I-Doppelsumme die gemischten Terme zweimal auftreten und auf der
rechten Seite die quadratische Matrix Hess f(x.) von links bzw. rechts mit einem Zeilen-
bzw. einem Spaltenvektor mutipliziert wird (sodass am Ende eine reelle Zahl entsteht).
Zum Beispiel erhalten wir den Term

5 00, 00y f () (21 — @0 1) (09 = T 2) = 5 00,00y f() (w2 — 2 0) (21 — w0 1)

zweimal, namlich einmal mit 7 = 1 und [ = 2 und einmal fiir j = 2 und [ = 1.
In der Multi-Index-Notation entsprechen beide aber dem n-dimensionalen Multi-Index
(1,1,0, ..., 0), dessen Fakultit gerade 1 und damit zweimal 1 ist.

Spezialfall n = K = 2 In diesem Fall ergibt sich

f(xla 5132) =
+ f.)
b On S ann) Onfeon o) (17 0)

Lo — Tk 2

alef(w*,la m*,Q) (9361(9362](.(%*71, m*,Z)) (Tl - x*,l)

10, b
+ 3 (Ll Te,1 T2 x*,Q) (8x23x1f($*,17 LU*’2> 8{32']6(;5*’17 :U*’Q) Ty — Ty, 2

wobei wir hier ausnahmsweise und zur besseren Ubersicht den Entwicklungspunkt in
Blau und die freien Variablen rot geschrieben haben. Insbesondere ist die rechte Seite
ein quadratisches Polynom in z; und x5, aber die Koeffizienten dieses Polynoms kénnen
in komplizierter Weise von z, ; und z, » abhangen.

Beispiel Fiir die Funktion f : R? — R mit
f(zq, ) := 24 cos (z1) x2
berechnen wir die ersten bzw. zweiten partiellen Ableitungen zu
Op, fx1, x2) = —sin (x7) 29, Ou, f(x1, x9) = cos (z1)
bzw.
2 f(x1, x2) = —cos (x1) B2, Oy Oy, flan, x2) = —sin(z1), 02, f(z1, x2) = 0.
Im Entwicklungspunkt (x. 1, 2. 2) = (0, 0) erhalten wir nach Einsetzen damit
To(xy, z0) =2, Ti(xy, 22) =2+ a2, To(x1, T2) =2+ 29,

wobei hier 77 und T, zufélligerweise zusammenfallen, da alle zweiten Ableitungen im
Koordinatenursprung (0, 0) verschwinden. Um auch noch 73 anzugeben, berechnen wir

a;fl f(x1, 22) = sin (21) 72, 33;21 O, f(21, 12) = — cos (11)
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sowie

0 82 f(l‘th):O? 8§2f($1,$2)20.

1 Yo

Durch Auswertung im Entwicklungspunkt erhalten wir schliefllich

Tg(fEl, 1’2) = TQ(ZL‘l, 172) — %l’% To = 2 —+ 19 — %[E% I

als kubisches Polynom in z; und x5, wobei die nichtverschwindenden Beitrdage auf
der rechten Seite den Multi-Indizes (0, 0), (0, 1) und (2, 1) entsprechen. Natiirlich
ist dieses Beispiel sehr einfach, eben weil die meisten Ableitungen sich im gewéhlten
Entwicklungspunkt zu Null ergeben.

Beispiel Wir betrachten noch einmal die Funktion aus dem letzten Beispiel, aber
diesmal mit dem Entwicklungspunkt (z. 1, z.2) = (7/2,1). Nach Einsetzen der
entsprechenden Werte in die obigen Formeln fiir die ersten und zweiten partiellen
Ableitungen erhalten wir diesmal die Taylor-Polynome

44+/2
9

To(ilﬁl, 1’2) =

sowie

Tl(xl, 352) = To(fﬁl, 552) G

V2 T\ | V2
> (n-5) g

und

T3 53

T2(5U175U2>:T1(3317552)_T 561—5 551—5) (z2 — 1),
wobei wir cos (7/2) = sin (1/2) = v/2/2 benutzt haben und Ty diesmal nicht angeben
wollen.

Beispiel Wir betrachten die (sehr einfache) polynomiale Funktion f : R? — R mit
flx,y, 2)=zy*+yz+z+1,

wobei wir diesmal die Notation (x, y, 2) € R3 verwenden, und berechnen sowohl die
Jacobi-Matrix (erste Ableitungen)

(ax f(:L‘*, Y, Z*) ay f(x*, Y, Z*) 0. f($*> Yy Z*)) = (yf 220y + 2 Yot 1)

als auch die Hesse-Matrix (zweite Ableitungen)

02 [Ty Uny 26) OOy [(Ts, Yuoy 2)  Ou O [T, Ysy 24) 0 2y, 0
8@’ a’E f(l'*, y*? Z*) ay2 f(x*w y*a Z*) ay az f(x*a y*; Z*> - 2y* 21‘* 1 5
0, 0y f(l'*a Y, Z*) azay f(xm Y, Z*) 822 f(l'*, Y, Z*) 0 1 0

wobei wir beide in einem beliebigen Entwicklungspunkt (z., y., z.) ausgewertet haben.
Wir erhalten nun schrittweise die Taylor-Polynome

To(x, y, 2) = +aa y?l + Y 2 + 2 + 1,
Tl(‘ra Y, Z) = T()(LU, Y, 2) +y3 (I’ - II]*) + (2:’1:* Y +’Z*) (y - y*) + (y* + 1) (Z - Z*)a
T2(x7 Y, Z) = T1<J], Y, Z) +2y* (l’ - ZE*) (y _y*) + (y _y*) (Z - Z*) + Ty (y _y*)2 .
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116 2. Differentialrechnung

Diese Ausdriicke liefern in der Tat Polynome in den Variablen x, y, und z und besitzen
den Grad 0, 1, bzw. 2. Alle dreifachen partiellen Ableitungen von f verschwinden bis
auf den Term

Oy ayzf(x*; Y, Z*) =2,

der dem Multi-Index (1, 2, 0) entspricht, und wir erhalten insgesamt das kubische
Taylor-Polynom

T3(x7 Y, Z) = T2(x7 Y, Z) —|—%2(Z’ - x*) (y - y*)2 .

Ein Ausmultiplizieren aller Terme (Nachrechnen!) in T3 liefert

Tg(l‘, Y, Z) = f(l', Y, Z)a

d.h. in diesem Beispiel heben sich alle Beitrage vom Entwicklungspunkt bei T3 (aber
noch nicht bei 77 und T) gegenseitig auf. Dies ist nicht {iberraschend, da f selbst ein
kubisches Polynom ist. Siehe dazu unten die Folgerungen aus dem Satz von Taylor.

lokale Approximation durch Taylor-Polynome

Vorbemerkung Auch in hoheren Dimensionen (n > 1) liefert das Taylor-Polynom
Tf k,2.(z) in der Néhe von x, eine gute Néherung von f, wobei mit wachsendem
K die Approximationsgiite immer besser wird, aber auch immer héhere Ableitungen
von f benotigt werden. Wir werden nun die entsprechenden Restglied-Abschitzungen
schrittweise herleiten.

\

D

Abbildung Niveaulinien einer Funktion f (grau) sowie ihrer Taylor-Polynome T} (gelb), T5 (blau),
T3 (griin) Ty (rot), T5 (lila) in einem fixierten Entwicklungspunkt z, (schwarz). Beachte, dass die
gelben/blauen/griinen /roten/lila Niveaulinien die Losungen gewisser polynomieller Gleichungen vom
Grad 1/2/3/4/5 darstellen und dass die Approximation in dem kleineren Fenster (gestrichelte Linien)
besser ist.
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Klarstellung In der Taylor-Theorie geht es zunédchst um lokale Approximationen,
d.h. f(z) =~ T} k.. (z) gilt im Allgemeinen nur dann, wenn z hinreichend nahe bei z,
liegt bzw. wenn |z — x,| hinreichend klein ist. Die Frage, ob auch globale Naherungs-
formeln auf ganz U oder zumindest auf einer vorgegebenen Teilmenge von U existieren,
ist natiirlich auch wichtig, wird aber erst in einem zweiten Schritt oder manchmal mit
ganz anderen Methoden untersucht.

Lemma (Schmiege-Eigenschaft von Taylor-Polynomen) Fiir jedem Multi-
Index A gilt

00 f(z.)  falls [\ < K
A _ z J P -
0y Tt ko (@) = { 0 sonst.

Insbesondere stimmen im Entwicklungspunkt x, (aber in der Regel auch nur dort) alle
partiellen Ableitungen von f und von 7% g, ,, bis zur Ordnung K iiberein.

Beweis Siehe die entsprechende Ubungsaufgabe. O

Geometrische Interpretation Fiir n = 2 kann der Graph einer skalaren Funktion
f als gekriimmte Fliche im R? interpretiert werden, wohingegen der Graph des ersten
Taylor-Polynoms 77 immer eine Ebene beschreibt. Wir werden spéter sehen, dass
der Graph von T gerade die Tangentialebene an die Fliche im Punkt x, ist. Die
Graphen von T; und T3 schmiegen sich auch an den Graphen von f an (sogar zu
hoherer Ordnung), aber es handelt sich nicht mehr um Ebenen, sondern um algebraische
Fldchen, die selbst gekriimmt sind. Bei T5 spricht man auch von der Schmiegquadrik.

Blick von vorne Bliek von hinten ) Blick von links Blick von rechts:

Abbildung Der Graph von T; ist eine Ebene, die sich im Entwicklungspunkt (schwarzer Punkt) an
den Graphen von f (rosa, hier Rotations-Paraboloid) anschmiegt. Geometrisch gesehen handelt es
sich dabei um eine Tangentialebene an eine gekriimmte Flache.

Lemma (spezielle Ableitungsformel) Sei v € R” eine Richtung mit |v| > 0 und
I ein offenes Intervall mit 0 € I, sodass das Bild der parametrisierten Kurve v : I — R"
mit

v(t) =z +to,
ganz in U liegt.*® Dann gilt
dk k'L .
T () =>_ gaxf(v(t)) v
|k|=k

fiir jedes k < K und alle t € 1.%0

39Die Bildmenge I ist ein Geradenstiick mit Richtungsvektor v, dass den Punkt z, enthilt.

“0Beachte, dass jeder Summand auf der rechten Seite eine reelle Zahl ist. Insbesondere ist 9 f (v(t))
eine partielle Ableitung von f, die im Punkt ~(¢) ausgewertet wird, und v* steht fiir ein Produkt von
Potenzen der Komponenten des Vektors v.
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Bewetis analytischer Teil: Wir betrachten die Funktion g : I — R mit

g(t) = f((1))
und schliefsen mit (endlicher) Induktion iiber k£ € {1, ..., K}, dass die Hilfsformel

g P (t) = Z e Z O, - - - &Chf('y(t)) Vjy ... Uy

Ji1=1 Jr=1

erfiillt ist.*! In der Tat, fiir k = 1 und wegen y(¢) = (z. 1+t v1, ..., Ty o+t v,) impliziert
die Kettenregel die Formel

90(0) = S F(0) = D 0u, (D) vy

Jji=1
und wir haben den Induktionsanfang etabliert.*? Im Induktionsschritt k& ~ k+1 folgt
analog

n

d
(O 0 FOO) i 03 ) = D7 Dy Oy Doy F (D) 00 v

Je+1=1
indem wir die Kettenregel diesmal auf die eindimensionale Hilfsfunktion

t — 83% c. 8% f(’}/(t)) Vjy - .. Ujy,

anwenden. Nach Einsetzen in die Induktionsvoraussetzung erhalten wir schlieflich

g (1) = % (Z Y 0 Oay F(V) vy, %)

J1=1 Jk=1

n n d
= Z"'ZE(aﬂﬁjk"‘a‘”hfﬁ(t)) Vjy .. Ujk)
: —
= Z . Z Z Oy, Oy - O, F(V() vgy - w5 v,

j1=1 Je=1Jk+1=1

und damit die gewiinschte Induktionsbehauptung.

kombinatorischer Teil: In der Hilfsformel von oben gibt es genau einen Summanden
fir jedes k-Tupel (ji, ..., jx), das aus den Zahlen {1, ..., n} gebildet werden kann,
wobei jede dieser Zahlen einfach, mehrfach oder iiberhaupt nicht im Tupel auftreten
kann. Sei nun k = (K1, ..., ki) ein fester Multi-Index der Ordnung x; + ... + K, = k.
Dann gibt es nach der Formel fiir Permutationen mit Wiederholung (siehe Analysis 1)
insgesamt

k! k!
kil .kl K
“1Wie in Analysis 1 meint ¢*) die k-te Ableitung von g und die Symbole ji, ..., ji stehen fiir k

verschiedene Summationsindizes, wobei jeder von 1 bis n lauft.
42Wir kénnen dieses Zwischenergebnis alternativ als

g'(t) = Dy f(y(t)) = grad f(y(t)) - v

schreiben, aber fiir den Induktionsschritt ist die im Beweis verwendete Notation besser geeignet.
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verschiedene Tupel (i1, ..., i), in denen der Index
1 genau k1 mal, 2 genau ko mal, ..., n genau k, mal

auftritt. Jedes dieser Tupel liefert aber denselben Beitrag zur Hilfsformel, denn nach
dem Satz von Schwarz und aufgrund des Kommutativgesetzes der Multiplikation gilt
namlich

O, - - - O, f(7(1) =020 f((1) = O f(v(2) » vy, - wj, = 0F LU = 0"

Insbesondere ergibt sich nun die Behauptung aus der Hilfsformel nach Umgruppierung
und Zusammenfassung der Summanden. O

Theorem (zwei Versionen des Satzes von Taylor) Es gilt

’Rf,K,:v*(I)l T—Tx

\ O’

}93—:1:*

wobei auf der linken Seite immer stillschweigend x € U vorausgesetzt ist. Fiir jeden
Radius ¢, > 0 mit B, (z.) C U existiert aukerdem eine Konstante C,, sodass

|Rf,K—1,a:*(x)‘

}x—:v*

< C,

fir jedes z mit |x — z,| < e, gilt. Beachte, dass die erste bzw. zweite Formel das
Restglied der Ordnung K bzw. K—1 betrifft.

Beweis Darstellung des Restglieds: Wir fixieren x € U mit 0 < |z — z,| < &, und
setzen v := xr — x,. Da x, und x, + v innere Punkte von U sind, existiert ein offenes
Intervall I mit [0, 1] C I, sodass Y(t) := x, + tv fiir jedes ¢t € I ein Punkt in U ist.*3
Wie schon im Beweis der speziellen Ableitungsformel betrachten wir die Hilfsfunktion
g : I — R mit g(t) = f(v(t)). Diese ist nach dem vorherigen Lemma K-mal stetig
differenzierbar mit

o(1) = f(a), g™ () _ 3 Oy f(x) (z — 2,)"

k! k!
|k|=k

und die eindimensionale Version des Satzes von Taylor — genauer gesagt, die
Langrange-Darstellung des entsprechenden Restgliedes — liefert

-1

g0 _ ¢"(7)
Ko

K
g9(1) - A

k=0

wobei 7 eine Zahl zwischen 0 und 1 ist, die in komplizierter Weise von z, und x
abhéngen darf (und in der Regel wird). Diese Formel konnen wir als

8m”f(x* +7(x— x*))

li' (LU - x*)fi

Ry k_1,2.(7) = Z

In|=K

43Djeses technische Argument hatten wir auch im Beweis des Mittelwertsatzes verwendet.
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schreiben und haben damit die Lagrange-Darstellung des Taylor-Restglieds in héheren
Dimensionen identifiziert.
Abschitzung des Restglieds: Die reelle Zahl

M, = max{ Z }6;f(x)| D=z Ss*}

|k|=K

ist nach dem Satz vom Maximum wohldefiniert, denn nach Voraussetzung sind die
Betrage aller partiellen Ableitungen der Ordnung K von f stetig auf U und damit
auch auf der kompakten Menge B, (x,). Mit der Abschétzung

!8;f(:v*+7'(:)3—

. ZB>«<))| |(:L‘—x*)ﬁ} <O, |m—:E*|K

Rf,K—l,:c*(x)‘ < Z

|k|=K

ergibt sich nun die zweite Version des Satzes von Taylor mit C, := M, ZM: %1 /K,
wobei wir benutzt haben, dass ., + 7 (v — z,) auch in B, (x,) liegt und dass

K1 Ki+t...+En |K

(= 2)"| = o1 — 2| 2 — 200" <z — 2 = |r — .

gilt. Aus der Definition der Taylor-Polynome sowie der Darstellungsformel ergibt sich

oy f (J}*)

Rf,K,z* (.T) - Rf,K—l,x*(x> - Z T ('T - x*)’i
|k|=K )
_ Z 8;]“(:1;* + 7 (x ;la:*)) —OF (a:*) (& — 2.)"

|k|=K
und wir erhalten

’Rf,K,x*<x>‘ < Z |3ff(:v* +7 (v — x*)) - aff(x*)

|K K!

|r — K

Die Grofe 7 héngt zwar von x ab, liegt aber immer zwischen 0 und 1. Insbesondere
gilt z, + 7 (z — x,) — x, fiir x — x, und die erste Version des Satzes von Taylor ergibt
sich aus der Stetigkeit der partiellen Ableitungen von f. O]

Bemerkungen

1. Stark vereinfacht kénnen wir den Beweis des Theorems wie folgt zusammen-
fassen: Die hoherdimensionale Taylor-Formel ergibt sich aus der eindimensionalen
Variante sowie der allgemeinen Kettenregel.

2. Die Formeln im Theorem werden oftmals als
Rpiro(@) =O(le -2l ), Rpn (@) =o( |z —2.)
geschrieben, wobei O und o die Landau-Symbole sind (sieche unten).

3. Wie schon in Analysis 1 gibt es auch fiir n > 1 neben der Lagrange-Darstellung
aus dem Beweis weitere Darstellungsformeln fiir das Restglied. Es sei auf die
Literatur sowie WIKIPEDIA verwiesen.
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4. Das Theorem impliziert insbesondere die folgende Aussage: Wenn alle partiellen
Ableitungen bis zur Ordnung K existieren und stetig sind, so kénnen wir f in
der Nahe von z, durch T} g ., approximieren und die erste Version des Satzes
von Taylor garantiert, dass der Betrag des entsprechenden Fehlerterms |Ry, k ..

fiir  — x, schneller gegen 0 konvergiert als |z — x*|K. Ist aber f sogar K+1-mal
stetig differenzierbar (also etwas besser als notwendig), so garantiert die zweite
Version (ausgewertet mit K +1 anstelle von K), dass dieser Fehlerterm sogar wie

|z — x,|* " abklingt.

5. Ist f unendlich oft differenzierbar, so konnen wir die Taylor-Reihe

Ty () = 30 3 P oy

k=0 |k|=k

betrachten, aber es gilt nicht unbedingt f(x) = T} o0, 4, (z) (sondern nur dann,
wenn f eine analytische Funktion ist).

6. Erganzung™ In unserer Fassung der zweiten Version haben wir die Restglied-
bzw. Fehlerabschétzung auf abgeschlossenen Kugeln um z, etabliert. Analoge
Resultate konnen auch fiir allgemeinere Mengen B (n-dimensionale Ellipsoiden,
Quader, Polyeder, ...) hergeleitet werden. Wichtig ist nur, dass eine solche Menge
B kompakt ist, ganz in U liegt und — siehe den Beweis des Lemmas — mit jedem
ihrer Punkte x auch immer die gesamte Verbindungsstrecke zwischen x, und x
enthélt. Die letzte Eigenschaft meint gerade, dass B sternformig bzgl. x, ist.

Hinweis Der Satz von Taylor ist ausgesprochen bedeutsam und besitzt mannigfaltige
Anwendungen innerhalb und aufserhalb der Mathematik. Er ist daher integraler
Bestandteil des Priifungskanons in der mathematischen Analysis und Sie miissen ihn
unbedingt fehlerfrei formulieren und anwenden koénnen. Der sehr technische Beweis des
Satzes wird jedoch eher selten in Priifungen abgefragt.

Korollar (Taylor-Polynome von Polynomen) Ist f selbst ein Polynom vom
Grad N, so gilt

Ty k0. (z) = f(2)

fir alle z und alle K > N.

Beweis Als Polynom ist f unendlich oft stetig differenzierbar und durch direkte
Rechnungen mit Monomen zeigen wir (siehe dazu die Ubungsaufgabe zur Schmiege-
Eigenschaft), dass

Oy f(x) =0

fir jeden Multi-Index x der Ordnung |s| > N+1 gilt. Die Formel der Lagrange-
Darstellung (siche den Beweis des Satzes von Taylor) impliziert daher

RﬁK,m*(x) =0

fiir jedes K > N. O
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Vorlesungswoche 08 ‘

Landau-Symbole* In Analysis 1 hatten wir eine spezielle Notation fiir kleine skalare
Fehlerterme kennengelernt, die wie folgt verallgemeinert werden kann. Wenn r(h) € R™
und s(h) € R! zwei Grofen sind, die beide von einer Variablen h € R™ abhingen, so
schreiben wir

r(h) = o(s(h)) fir h—0 bzw. r(h) =O(s(h)) fir h—0,
sofern
Jrm)] . ()]
im =0 bzw. lim sup < 00
Tl 2P o)

gilt, d.h. wenn im Limes h — 0 der Betrag von r(h) schneller bzw. nicht langsamer
gegen 0 konvergiert als der Betrag von s(h). Oftmals ist s(h) eine Potenz von |A|, d.h.
es gilt | = 1 sowie s(h) = |h|? fiir einen Exponenten ¢ > 0, und in diesem Fall schreiben
wir verkiirzt

r(h) = o(|r|") bzw. r(h) = O(|h|")
und meinen
()] . |r(h)]
}LLI%W =0 bzw. 111}L1_s>(1)1p ik < 00

Die Landau-Symbole sind ausgesprochen niitzlich und erlauben es, kleine Fehlerterme
in einer eleganten und intuitiven Weise zu behandeln. Es gelten aber auch einige auf den
ersten Blick seltsam anmutende ,,Rechenregeln”. Zum Beispiel kann aus der richtigen
Formel

O(|n*) + O(Inf*) = O(|n[")

nicht O(|h|3) = 0 geschlossen werden, sondern nur, dass die Summe eines Fehlerterms

der Ordnung |h|” und eines anderen Fehlerterms der Ordnung |h|® insgesamt einen
Fehler der Ordnung |h|* ergibt.

Merkregel: Die Symbole o(|h|?) und O(|h|?) bezeichnen keine konkreten Terme, sondern
sie sind Platzhalter fiir eine ganze Klasse von Grofen.

Klarstellung: Im Rahmen dieser Vorlesung ist die Benutzung der Landau-Symbole o
und O rein fakultativ.
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2.6 lokale Extrema in inneren Punkten

Definition Sei f: U — R eine skalare Funktion.** Wir nennen einen Punkt z, € U
einen globalen Minimierer bzw. einen globalen Maximierer von f, falls

f@) < fl@)  baw.  fla) > (@)

fiir alle x € U gilt. Wir sprechen hingegen von einem lokalen Minimierer bzw. einem
lokalen Maximierer, sofern ein Radius ¢ > 0 existiert, sodass die Ungleichung nicht
unbedingt fiir alle x € U, aber doch fiir alle z € U mit |z — x,| < ¢ erfiillt ist.

Abbildung  Beispiel fiir eine Funktion f : R? — R, wobei Blau bzw. Rot fiir kleine bzw. grofie
Funktionswerte stehen und die Pfeile im mittleren Bild das Gradientenfeld illustrieren. Rosa bzw.
Hellgriin représentieren Minimierer bzw. Maximimierer, wobei die lokalen bzw. globalen Extremstellen
durch runde bzw. eckige Punkte dargestellt werden. Nicht eingezeichnet wurden die Sattelpunkte. Alle
Extrema sind hier strikt und werden aufierdem in inneren Punkten angenommen. Der sichtbare Rand
ist nur die Grenze des Darstellungsbereiches, nicht des Definitionsbereiches von f.

Abbildung  Beispiel fiir eine Funktion f : U — R auf einem abgeschlossenen Kreisring U, wobei
es hier Extremstellen im Inneren sowie lokale Extremstellen auf dem Rand gibt. Letztere werden
nicht durch die Theoreme in diesem Abschnitt abgedeckt, konnen aber mit der weiter unten erklérten
Multiplikatorenregel berechnet werden. Die Farbkodierung ist wie im vorangegangenen Bild.

Bemerkung

1. Bei strikten Minimierern bzw. Maximierern (lokal oder global) gilt die jeweilige
Ungleichung mit < statt < bzw. > statt > in allen Punkten = # z,.

4Da im R™ mit m > 1 keine sinnvolle Ordnung existiert, haben die Begriffe Minimum und Maxi-
mum nur im Kontext skalarer Funktionen einen Sinn.
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2. Ist z, ein lokaler Minimierer, so wird f(z.) das entsprechende lokale Minimum
genannt.*> Minimierer werden oftmals auch Minimalstelle genannt, da in diesen
Punkten ein Minimum angenommen wird. Die Begriffe globales Minimum,
lokales Maximum, globales Maximum werden analog eingefiihrt.

3. Sowohl Minimierer als auch Maximierer werden oftmals als Extremstellen
bezeichnet, wobei dann der entsprechende Funktionswert Extremum genannt
wird. Bei globalen Extremstellen werden auch die Notationen

f(zy) = min f, T, = argmin [, f(z,) = max f, T, = argmax f

verwendet, wobei die Minimierer bzw. Maximierer aber nicht unbedingt eindeutig
bestimmt sind, denn das globale Minimum bzw. Maximum kann in mehreren
Punkten angenommen werden.

4. In der obigen Definition ist es zunéchst nicht wichtig, ob U C R™ offen oder
abgeschlossen oder weder noch ist, und im Prinzip kénnen lokale oder globale
Extrema in inneren Punkten oder in Randpunkten von U angenommen werden.
Die jeweilige Theorie ist aber anders und wir werden uns in diesem Abschnitt
auf Minima und Maxima konzentrieren, die in inneren Punkten angenommen
werden. Extrema am Rand sind hingegen sehr viel schwieriger zu finden und zu
klassifizieren, wobei wir erste Resultate weiter unten diskutieren werden.

Vereinbarung Im Folgenden ist U C R" wieder offen und f eine skalare Funktion
auf U. Insbesondere gibt es gar keine Randpunkte und jede Extremstelle von f ist
automatisch ein innerer Punkt von U.

eindimensionaler Fall In Analysis 1 hatten wir lokale Extrema fiir Funktionen
f:I CR— R studiert und f'(z,) = 0 als notwendige Bedingung fiir ein lokales
Extremum in einem inneren Punkt z, von [ hergeleitet. Anschliefsend hatten wir
mithilfe der eindimensionalen Variante des Satzes von Taylor die folgenden Aussagen
abgeleitet:

1. Gilt f”(z,) > 0, so nimmt f in z, ein striktes lokales Minimum an.
2. Gilt f"(z,.) <0, so nimmt f in z, ein striktes lokales Maximum an.

3. Im Entartungsfall f”(x,) = 0 ist keine einfache Entscheidung mdoglich bzw. die
richtige Antwort hiangt von den Eigenschaften héherer Ableitungen von f in x,
ab.

Wir hatten auch schon in Analysis 1 gesehen, dass in Extremstellen am Rand die
Ableitung f'(z,) im Allgemeinen nicht verschwindet, sondern nur gewissen Vorzeichen-
bedingungen geniigt.

Strategie Auch fiir n > 2 liefert der Satz von Taylor sowohl notwendige als auch
hinreichende Kriterien fiir lokale Extrema, aber es gibt nicht nur eine erste und eine
zweite Ableitung, sondern n bzw. n? partielle Ableitungen erster bzw. zweiter Ordnung.

45Tn der Literatur wird oftmals nicht sauber zwischen den Konzepten Minimierer und Minimum
unterschieden, aber meist wird durch den Kontext klar, wovon gerade die Rede ist.
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Wir hatten schon oben gesehen, dass diese in natiirlicher Weise im Gradienten und in
der quadratischen Hesse-Matrix

Oy f () 8§1f(x*) oo 00,0 f ()
grad f(z.) = : , Hess f(z.) = : :
Ou, f () Oy Ou, f) . 02 flx)

gesammelt werden kénnen. Sofern der Satz von Schwarz gilt, ist die Hesse-Matrix

symmetrisch und kann daher im Reellen diagonalisiert werden.

notwendige Bedingung und erste Ableitungen

Lemma (notwendige Bedingung fiir lokale Extremstellen) Ist f: U — R
stetig differenzierbar, so gilt

grad f(z.) =0,

sofern z, € U ein lokaler Minimierer oder Maximierer ist.

Beweis Vorbereitung: Wir nehmen an, dass v, := grad f(z,) nicht der Nullvektor ist,
d.h. dass |v.| > 0 gilt, wihlen e, > 0 mit B.,(z,) C U und betrachten im Folgenden
Punkte x = z, + h mit 0 < |h| < &,. Der Satz von Taylor garantiert

flze +h) = f(xy) +ve - h+71i(h),

wobei der Fehlerterm r.(h) = Ry 1 .. (%, + h) der Konvergenzaussage

’["*(h)| h—0
||

geniigt. Durch eventuelles Verkleinern von ¢, kénnen wir daher sicherstellen, dass

()]
1]

< 1lu und damit — 3 vl |B] < r(h) < +5 |v |B]

fir alle h € R™ mit |h| < e, gilt.
Hauptargument: Fir alle 0 < ¢ < €, und mit der speziellen Wahl h = +c v,/ |v,|
erhalten wir

Uy - Uk Vx
Foutenflod) 2 o) +e S - je Tt — (e + delul > f(o.).
wohingegen sich
Us Vs 1 . 1
flre —ev/|v.]) < f(z.) Ty T = fl) = el < f(z.)
mit h = —ew,/ |v,| ergibt (beachte, dass v, - v, = |v.|°). Da die erste bzw. die zweite

Abschétzung fiir alle hinreichend kleinen ¢ gilt, kann z, kein lokaler Maximierer bzw.
kein lokaler Minimierer von f sein.
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Bemerkung

1. Im Lemma ist es nicht wichtig, ob es sich bei x, um eine strikte oder eine nicht-
strikte Extremstelle handelt.

2. Die Beweisidee kann wie folgt zusammengefasst werden: Wenn wir uns ausgehend
von einem nicht-kritischen Punkt x, mit Gradient v, = grad f(z.) # 0 ein kleines
Stiick in Richtung +wv, bzw. —v, bewegen, so wird der Wert von f mit Sicherheit
zu- bzw. abnehmen. Dieselbe Idee hatten wir iibrigens schon weiter oben benutzt,
als wir gezeigt haben, dass der Gradient die Richtung des steilsten Anstiegs liefert.

3. Mit den Landau-Symbolen kénnen die letzten beiden Formeln im Beweis auch als
fleotev/|v) = fz.) £ e |v] + ole)

geschrieben werden und wir erkennen auch hier sehr schéon den Kern des
Arguments: Wegen |v,| # 0 dominiert fiir kleine € der erste Ordnungsterm alle
Beitrage hoherer Ordnung. Ist f sogar zweimal stetig differenzierbar, so kénnen
wir o(g) durch O(e?) ersetzen und das Argument wird noch ein bisschen klarer.

4. Sowohl fiir das rigorose als auch das informelle Argument ist es sehr wichtig,
dass die Extremstelle =, im Inneren des Definitionsbereiches von U liegt (wobei
sich dies bei uns sofort aus der angenommenen Offenheit von U ergibt). In der
Tat, nur in einem inneren Punkt ist sichergestellt, dass wir uns ausgehend von z,
ein kleines Stiick in jede denkbare Richtung bewegen kénnen. Es kann natiirlich
passieren, dass eine Funktion f ein lokales oder gar globales Extremum in einem
Randpunkt ihres Definitionsbereichs annimmt, aber dann muss der Gradient
nicht mehr unbedingt verschwinden. Wir werden dieses Szenario weiter unten
ausfiihrlicher diskutieren.

Definition Wir nennen x, € U einen kritischen Punkt von f, falls der Gradient von
f in diesem Punkt verschwindet. Wir sprechen dariiber hinaus von einem Sattelpunkt,
wenn x, weder lokaler Minimierer noch Maximierer von f ist.

Bemerkungen

1. Nicht jeder kritische Punkt ist eine lokale Extremstelle. Durch das Losen der
Gleichung grad f(x,) = 0 erhalten wir also nur Kandidaten fiir Extremstellen,
wobei wir in einem zweiten Schritt durch Betrachtung der Hesse-Matrix oftmals
entscheiden konnen, ob z, ein lokaler Minimierer, ein lokaler Maximierer, oder
ein Sattelpunkt ist. Die Details werden weiter unten erklart.

2. Ein kritischer Punkt x, ist genau dann Sattelpunkt, wenn fiir jeden Radius € > 0
mindestens zwei Punkte z_ und =, in U existieren, sodass die Ungleichungen

flzo) < flxy) < f(zy), |- — x| <e, oy — x| <e
erfiillt sind.
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iiber lokale Extremstellen am Rand Lokale Extrema in Randpunkten sind
insofern anders, als dass dort der Gradient von f nicht verschwinden muss. Man
kann geometrische Bedingungen an den Gradienten herleiten (siehe zum Beispiel die
Diskussion der Multiplikatorenregel weiter unten). Fiir den Moment mochten wir mit
einem Beispiel illustrieren, dass diese Gradientenbedingungen zumindest fiir n = 2
geometrisch sehr einleuchtend sind und mit einfachen ,dynamischen Argumenten
motiviert werden kénnen.

X1

X1 X1

Abbildung Beispiel fiir eine skalare Funktion f auf einer abgeschlossenen Kreisscheibe, die lokale
Minima und Maxima im Inneren und auf dem Rand annimmt, wobei im rechten Bild die jeweiligen
Gradientenvektoren stark vergrofert dargestellt sind. Bei einer Maximalstelle auf dem Rand (hellgriine
runde Punkte) steht der Gradient senkrecht auf der Randkurve und zeigt nach aufien. Denn wiirde er
zum Beispiel nach innen zeigen, so konnten wir den Wert von f erhéhen, indem wir ein kleines Stiick
in Richtung des Gradienten ins Innere von D laufen. Und wenn der Gradient zwar nach aufien zeigen,
aber nicht senkrecht stehen wiirde, so konnten wir ihn in einen normalen und einen tangentialen Anteil
zerlegen und den Wert von f dadurch erhShen, dass wir uns entlang des Randes von D ein kleines
Stiick in tangentialer Richtung bewegen. Analog folgt, dass der Gradient in Minimierern auf dem Rand
(rosa runde Kreise) auch senkrecht auf der Randkurve steht, aber diesmal nach innen zeigen wird.

Intermezzo

Resultate aus der linearen Algebra Jede symmetrische reelle nxn-Matrix H
besitzt n reelle Eigenwerte A, ..., A, (die nicht unbedingt verschieden sein miissen)
sowie eine Basis aus dazugehorigen reellen Eigenvektoren eq, ..., e,, sodass die Formeln

E 0 fire#£y
fir alled, j € {1, ..., n} erfiillt sind, wobei diese Gleichungen auch in matrizenwertiger
Form als
A1 1 | |
ETHE = , ETE = , E=|e ... e,
An 1 | |

geschrieben werden koénnen. Die orthogonale Matrix E beschreibt den Ubergang in
die orthonormale Eigenbasis von H und erfiillt E7 = E~!. Insbesondere gelten die
Basis-Darstellungsformeln

h:Z(h'Gj)ej, Hh:Z/\j(h'Gj)ej
J=1 j=1
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sowie
Wh=h-h=[n"=> (h-¢), W Hh=h-Hh=3Y \(h-e)

J=1 Jj=1

fiir jeden Vektor h € R", wobei - das Skalarprodukt im R" meint und A? der zum
Spaltenvektor h transponierte Zeilenvektor ist. Die Eigenwerte \; konnen als Nullstellen
des charakteristischen Polynoms x(\) = det (A1 — H) berechnet werden und e; liegt
im Kern von ;1 — H.%

Definitheit symmetrischer Matrizen Mit den obigen Notationen und den Basis-
Darstellungsformeln kénnen wir leicht (Ubungsaufgabe) die logischen Aquivalenzen

A\ > +p fivalle je{l,...,n} <= A'Hh>+pu|h|* firalle h € R
sowie
A < —p fiiralle je{1,...,n} — W' HR< —p|h> firalle h e R

etablieren, wobei p eine nicht-negative reelle Zahl bezeichnet. Gelten die beiden
Teile der ersten/zweiten Aquivalenz fiir ein g > 0 bzw. fiir g = 0, so nennen wir
H positiv definit/negativ definit bzw. positiv semidefinit /negativ semidefinit. In allen
anderen Fillen besitzt H sowohl positive als auch negative Eigenwerte und wir sprechen
von einer indefiniten Matrix.

Lokale Extrema und Eigenwerte der Hesse-Matrix Als Vorbereitung fiir
den allgemeinen Fall wollen wir fiir ein quadratisches Polynom in zwei Variablen
untersuchen, unter welchen Bedingungen an die zweiten Ableitungen ein kritischer
Punkt als lokaler Minimierer oder lokaler Maximierer klassifiziert werden kann. Dazu
betrachten wir eine reelle symmetrische Matrix

Hy Hip
H = , Hy, =H
(fr ). o=

sowie das quadratische Polynom p : R? — R mit
pl)=c+ia"He=c+ L1 Hyol+ Hozy 2+ 3 Ho ).

Der Ursprung (0, 0) ist wegen gradp(0, 0) = 0 immer ein kritischer Punkt, wobei
H = Hess p(0, 0) gerade die entsprechende Hesse-Matrix ist.*”

Spezialfall Diagonalmatriz: Unter der Annahme His = Hy; = 0 sind Hy; = A\; und
Hy5 = )y die beiden Eigenwerte von H und wir konnen leicht die folgenden Aussagen
ableiten:

Standardfall [——]: Sind A\; und Ay beide negativ, so gilt

p(z1, z2) < p(0, 0)

fiir alle € R? und p nimmt im Ursprung ein striktes lokales Maximum an.

46 Alle diese Aussagen wurden in Lineare Algebra bewiesen, wobei dort sicher eine andere Notation
verwendet wurde. Beachte auch, dass es bei einer symmetrischen Matriz keine Jordan-Eigenwerte
geben kann und dass bei mehrfachen Eigenwerten die Eigenbasis nicht eindeutig bestimmt ist.

4TEs gilt sogar H = Hess p(x1, x2), aber uns interessiert hier nur die Hesse-Matrix im Ursprung.
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Standardfall [++]: Analog folgt

p<x17 x2) > p(07 0)

falls A\; und Ay beide positiv sind, d.h. p besitzt im Ursprung ein striktes
Maximum.

Standardfall [—+]: Im Fall von A\; < 0 < g gilt

p(z1, 0) < p(0, 0) < p(0, x2),

d.h. der Ursprung ist weder Minimierer noch Maximierer, sondern ein Sattel-
punkt. Dasselbe gilt im Fall Ay < 0 < A;.

Entartungsfille [—0], [00] und [0+]: Gilt A\; = 0 und/oder Ay = 0, so besitzt
die Diagonalmatrix H den (einfachen oder doppelten) Eigenwert 0 und wir
sprechen von einem Entartungsfall. Fiir quadratische Polynome kénnen wir
zwar immer noch alles explizit ausrechnen, aber die Ergebnisse kénnen nicht
mehr so einfach auf den allgemeinen Fall {ibertragen werden. Beachte auch,

dass hier det(H) = 0 gilt.

allgemeiner Fall: Gilt His = Hy; # 0, so miissen wir die symmetrische Matrix H
zunachst diagonalisieren, indem wir ihre Eigenwerte und Eigenvektoren berechnen.
Der Satz iiber die Hauptachsentransformation reeller symmetrischer Matrizen liefert
uns eine orthogonale 2x2-Matrix E mit

ETHE::FI=<B([)“ ﬁo ) E"=E7",
22

wobel \; = I:IH und Ay = 1:122 die Eigenwerte von H sind und die entsprechenden
normalisierten Eigenvektoren die Spalten von E bilden. Fiihren wir nun durch

t=FEi bzw. i=EFE"x
neue Koordinaten z; und 5 ein, erhalten wir
pr)=c+ii"ETHEG =c+ 13" Hi=c+ L Hy 23} + L Hp 7}
und kénnen analog zu oben die Standardfélle [——], [~+] und [++] diskutieren. Es gibt
natiirlich auch wieder die Entartungsfille mit det(H) = det(H) = 0.
Diskussion

1. Analoge Rechnungen koénnen auch fiir n > 3 durchgefiihrt werden. Fiir n = 4
ergibt sich zum Beispiel im Standardfall [ ———] bzw. [++4+] wieder ein lokales
Maximum bzw. Minimum, wohingegen die Standardfélle [— — —+], [~ —++] und
[— + ++] jeweils zu einem Sattelpunkt gehoren.

2. Man konnte meinen, dass unsere Rechnungen nur spezielle quadratische Polynome
abdecken. Der Satz von Taylor besagt aber, dass wir lokal jede (zweimal stetig
differenzierbare) Funktion f durch ein quadratisches Polynom approximieren
konnen. Genauer gesagt: Wird das zweite Taylor-Polynom von f in einem
kritischen Punkt z, € U ausgewertet, so verschwinden alle Monome vom Grad
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1 (wegen grad f(z.) = 0) und es bleiben nur die Monome nullten oder zweiten
Grades stehen. Insbesondere gilt

f(@) = Tho .. (2) =co+ %(x — m*)TH* (x — x4)
mit ¢, = f(x,) und H, = Hess f(x,).

3. Die Idee ist, dass das Studium der zweiten Taylor-Approximation 7% 5 ,, uns im
Prinzip alle lokalen Informationen iiber f in der Néahe eines kritischen Punktes
x, € U liefert und dass die Beitrdge der hoheren Ordnungsterme vernachléssigt
werden konnen (siehe das folgende Theorem). Dies ist allerdings nur , fast immer*
richtig, denn die Entartungsfille mit det(H,) = 0 stellen die Ausnahme von der
Regel dar. In diesen Féllen reichen die zweifachen partiellen Ableitungen eben
nicht aus, um das lokale Verhalten von f vollstédndig zu charakterisieren.

7
¥ 4
///HHH

SRR \
4 N

\\‘-\ -
XX\ Ao

Q\\\*f'///x

NAp A AA
YK f//

X2

Abbildung Die drei Standardfille in zwei Dimensionen, die das lokale Verhalten einer skalaren
Funktion f in der Néahe eines nicht-entarteten kritischen Punktes x, beschreiben. Die farbigen
Kurven reprasentieren die Hauptachsen, d.h. die beiden Eigenrichtungen der regulédren Hesse-Matrix
Hess f(z), wobei rosa bzw. hellgriin den minimierenden bzw. maximierenden Richtungen und damit
den Eigenvektoren zu positiven bzw. negativen Eigenwerten entsprechen. Oben: Ein striktes lokales
Maximum mit zwei negativen Eigenwerten ([——]). Mitte: Ein Sattelpunkt mit einem negativen
und einem positiven Eigenwert ([—+]). Unten: Ein striktes lokales Minimum mit zwei positiven
Eigenwerten ([++]).
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hinreichende Bedingung und zweite Ableitungen

Theorem (hinreichende Bedingung fiir den Standardfall) Sei f : U — R
zweimal stetig differenzierbar und sei z, € U ein kritischer Punkt von f, der der
Nicht-Entartungsbedingung

det(H,) # 0 mit H, := Hess f(x.)

geniigt. Dann ist x,

1. ein strikter lokaler Minimierer, falls alle Eigenwerte von H, positiv sind,
2. ein strikter lokaler Maximierer, falls alle Eigenwerte von H, negativ sind,

3. ein Sattelpunkt, falls H, sowohl positive als auch negative Eigenwerte besitzt.

Im Entartungsfall det(H,) = 0 verschwindet mindestens ein Eigenwert von H, und
x, kann ohne weitere Informationen iiber das lokale Verhalten von f nicht klassifiziert
werden.

Beweis Vorbereitung: Wie schon im Beweis des Lemmas wéhlen wir €, > 0 mit
B.,(z.) C U und betrachten Punkte z = z, + h mit |h| < e,. Wir verwenden auch
wieder den Satz von Taylor, aber diesmal die zweite Ordnungsapproximation. Wegen
grad f(z,) = 0 kann diese als

f@e+h)= f(z.)+ 10" H h+r.(h),

geschrieben werden, wobei

T (h) | h—0
[A[?

fir den entsprechenden Fehlerterm r.(h) = Ry .. (z.+ h) gilt. Durch eventuelles

Verkleinern von e, konnen wir daher sicherstellen, dass

r(h)|
[A|?

fir alle h € R™ mit |h| < &, gilt, wobei u, > 0 den minimalen Betrag eines Eigenvektors
von H, gezeichnet.

Hauptargument 1: Nach Voraussetzung und aufgrund der Definitheitseigenschaften
gilt hTH, h > p, |h|* fiir alle h € R” und mit 0 < || < e, erhalten wir

Fl@a+h) = f@e) + 5 B = P = @) + 3 B > fa)

Insbesondere ist x, ein strikter Minimierer von f auf der Kugel B.(z.).

Hauptargument 2: Die Behauptung ergibt sich aus dem ersten Teil, sofern dieser
nicht auf f, sondern auf die Funktion —f angewendet wird. Alternativ kénnen wir
analog zu oben argumentieren, wobei diesmal AT H, h < —p, |h|? fiir alle h € R gilt.

Hauptargument 3: Nach Voraussetzung existieren zwei Eigenvektoren e_ bzw. e
von H, mit le_| =1 = |e,| sowie

> 0

< }L,u* und damit - iu* |h\2 <r.(h) < +%1 Ly ]h[Q

el Hyoe < — s bzw. ei Hoel < +p,.

Mit analogen Abschétzungen zu oben und mit der speziellen Wahl h = ce_ bzw.
h = e ey zeigen wir, dass

flet+ees) < fla) —Leip., bzw.  flz. +eey) > flz.) + e

fiir alle 0 < e < &, gilt, und schliefsen insgesamt, dass jede noch so kleine Umgebung
von x, Punkte enthélt, in denen der Wert von f kleiner bzw. grofer als f(x,) ist. O
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Bemerkungen

1. Auch in Entartungsfillen gelingt oftmals eine Klassifikation mithilfe einer Taylor-
Entwicklung von f in z,. Allerdings miissen dann nicht nur die zweiten, sondern
auch hohere (also dritte, vierte usw.) Ableitungen zu Rate gezogen werden. In
Analysis 1 hatten wir dies schon fiir eindimensionale Funktionen diskutiert und
analoge Resultate gibt es auch fiir skalare Funktionen auf Teilmengen des R™. Die
Details sind aber deutlich komplizierter, da wesentlich mehr Fallunterscheidungen
zu treffen sind.

2. In der Literatur findet sich oftmals eine dquivalente Klassifikation, die auf dem
Konzept der Definitheit beruht. Siehe dazu weiter oben.

3. Die Klassifikation nicht-entarteter kritischer Punkte erfolgt in der Praxis meist
durch die (exakte oder approximative) Berechnung der Eigenwerte der Hesse-
Matrix H,, obwohl es durchaus andere Moglichkeiten gibt, zum Beispiel das
Kriterium von Sylvester und Hurwitz. Allerdings setzt dieses die Kenntnis der
Hauptminoren der Matrix H, voraus und ist damit in der Regel auch nicht leicht
auszuwerten. Fiir n = 2 gibt es jedoch erstaunlich einfache Kriterien, die nur
die Determinante und die Spur von H, involvieren und die wir im Anschluss
diskutieren.

Klassifikationsregeln fiir n = 2 Aus den Resultaten der linearen Algebra ergibt

sich unmittelbar das folgende Schema:*®

Geometrie von Sattelpunkten Ist x, ein nicht-entarteter Sattelpunkt von f, so
beschreibt jeder Eigenvektor e zu einem negativen bzw. positiven Eigenwert A von H,
eine maximierende bzw. eine minimierende Richtung, wobei dies wie folgt verstanden
werden kann: Die parametrisierte Kurve v : I — R"™ sowie die Funktion g : [ — R mit

V(t) =ao+te,  gt) = f(y(1))

sind auf einem offenen Intervall (—e, €) wohldefiniert und der allgemeine Satz von
Taylor liefert

g(t) = f(z. +te) = f(z.) +grad f(z,) - (te) + 5 (¢ e)" Hess f(xz,)(te) + o(|te|?)
= f(z.) + 32" Hoee + o(t?) = f(2.) + 1 A2 + o(t?)

als eindimensionale Taylor-Entwicklung von g. Insbesondere gilt

9(0) = f(z.),  9(0)=0,  §(0)=A,

48Die wesentliche Beobachtung ist, dass fiir jede symmetrische 2x2-Matrix H mit Eigenwerten \;
und A die Formeln det (H) = A1 Ay und tr (A) = A; + Ay gelten.
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d.h. g besitzt fir A < 0 bzw. A > 0 in t = 0 ein lokales Maximum bzw. Minimum.
Oder anders gesagt: Wenn wir f auf das Bild der Kurve ~ einschréanken, dann ist x,
ein lokaler Maximierer bzw. ein Minimierer.

Bemerkung: In einem nicht-entarteten Sattelpunkt summieren sich die Anzahlen
der maximierenden und der minimierenden Richtungen immer zu n. Nicht-entartete
Minimierer bzw. Maximierer besitzen in diesem Sinne genau n minimierende bzw.
maximierende Richtungen.

Beispiel Wir betrachten f : R? — R mit
f(xy, ) = (214 22)° + (21 — 22)° — 614

und berechnen zunachst den Gradienten

3z Ha) 3w —a2)° =6\ (62246236
gradf($1,$2)—< 3(371—'_.1:2)2—3(1'1—1'2)2 - 121,11,2

sowie die Hesse-Matrix

1221 12z
Hess f(r1, z9) = (12 x; 12 x?) '

Die nichtlinearen Gleichungen fiir die kritischen Punkte lauten
! 2 2 !
0261’1—'—61’2—6, 0:12I‘1$2

und konnen in diesem Beispiel leicht gelost werden. Wir erhalten die vier kritischen
Punkte

(1) 2= (=1,0), (2) 2= (+1,0), (3) 2. =(0, 1), (4) z. = (0, +1),

die wir nun der Reihe nach klassifizieren wollen. Wir wollen dabei aber nicht das
Spur-Determinanten-Kriterium verwenden, sondern direkt mit den Eigenwerten und
-vektoren argumentieren.

Kritische Punkte 1 und 2: Es gilt

_(F12 0
H. = ( 0 3F12)
und wegen der Diagonalstruktur kénnen wir die Eigenwerte sofort ablesen: Wir erhalten

den jeweils doppelten Eigenwert —12 bzw. +12 und schliefsen, dass f im ersten bzw.
zweiten kritischen Punkt ein striktes lokales Maximum bzw. Minimum annimmt.

Kritische Punkte 3 und 4: Diesmal erhalten wir keine Diagonalmatrix und miissen in
einer Nebenrechnung die Matrix diagonalisieren. Dies liefert

(0 FI2 . (=12 0
H*‘(q:u 0)’ k H*E_(o +12)’

wobei die normalisierten Eigenvektoren spaltenweise aus der orthogonalen Ubergangs-

matrix
1 /1 —1 1 /-1 1
e-l ) e e ()

abgelesen werden koénnen. Aufgrund der verschiedenen Vorzeichen der Eigenwerte
schlieffen wir, dass es sich sowohl beim dritten als auch beim vierten kritischen Punkt
jeweils um einen Sattelpunkt handelt.
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Abbildung Die (leicht verzerrt dargestellten) Plots zum gerechneten Beispiel. Die kritischen Punkte
sind farbig markiert: rosa bzw. hellgriin fiir den lokalen Minimierer bzw. Maximierer, lila fiir die beiden
Sattelpunkte). Die Pfeile in den Sattelpunkten repriisentieren die jeweiligen Hauptachsen und damit
auch die minimierenden und maximierenden Richtungen.

Gegenbeispiele Die drei Formeln
flay, mo) =ay a5, flo, @) =aizs —mas,  fla, 2) = 2] + 25

beschreiben jeweils eine Funktion f, fiir die der Ursprung (0, 0) ein kritischer Punkt ist.
Da aber die dazugehorige Hesse-Matrix jeweils die Nullmatrix ist, liefert das Theorem
keine entsprechenden Klassifikationen. Durch Auswertung der dritten und vierten
partiellen Ableitungen (oder mit anderen Methoden) kann jedoch gezeigt werden, dass
der Ursprung im ersten Fall ein strikter lokaler Minimierer, in den beiden anderen
Féllen aber ein (jeweils entarteter) Sattelpunkt ist.

%

Abbildung Die Konturplots der drei Gegenbelsplele, wobei der entartete kritische Punkt (0, 0)
jeweils der Mittelpunkt des dargestellten Bereichs ist.

Klarstellung Durch das Studium von Ableitungen kann generell nicht entschieden
werden, ob es sich um lokale oder globale Extremstellen handelt, denn Ableitungen
charakterisieren nur das lokale Verhalten von f in der Néhe eines kritischen Punktes.
Die Suche nach globalen Extremstellen ist ein globales Problem und kann sehr schnell
sehr aufwendig werden. Es sei denn, die Funktion f und oder die Menge U erfiillen
sehr einschrankende Bedingungen.
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Extrema unter Nebenbedingungen und Multiplikatorenregel

Vorbemerkung Wir betrachten wieder eine skalare Funktion f : U C R" — R,
suchen aber diesmal Extremstellen von f unter m Gleichungsbedingungen

g1(z) =1, el gm () = e,

die durch eine vektorwertige Funktion g : U — R™ sowie einen Vektor ¢ € R™ festgelegt
werden. Wir konnen in diesem Abschnitt noch keine Theoreme beweisen, wollen aber
eine wichtige Methode vorstellen, mit der solche Probleme in der Praxis gelost werden
konnen. Beim Satz tber implizite Funktionen werden wir dann einige der theoretischen
Grundlagen bereitstellen.

Bemerkung

1. Das Finden von Minima und Maxima ist das prototypische Grundproblem der
Mathematischen Optimierung. Die Menge

G::Nc(g):{wEU D gi(T) = ¢, ie{l,...,m}}7

ist dabei die Menge der zuldssigen Punkte, f wird Zielfunktion genannt und die
Gleichungen g;(z) = ¢; sind die Nebenbedingungen.

2. In aller Regel gilt m < n, denn jede skalare Gleichung der Form g¢;(x) = ¢
reduziert — zumindest auf einer heuristischen oder informellen Ebene — die Anzahl
der ., Freiheitsgrade” um 1.

3. Analog zur Diskussion im vorangegangenen Abschnitt kénnen wir iiber lokale
und globale Maxima und Minima sowie die entsprechenden Minimierer und
Maximierer der Funktion f auf der Menge G reden. Allerdings wird G in der
Regel keine inneren Punkte besitzen. Wir konnen daher nicht erwarten, dass der
Gradient von f in lokalen Extremstellen verschwindet.

Prinzip (Multiplikatorenregel) Sei x, eine lokale Extremstelle von f in G. Dann
existiert ein A, € R™, sodass

grad f(z,) = Z Aii grad g;(z.) bzw. Jac f(x.) = M Jac g(w.)
i=1
gilt. Insbesondere kann im Punkt z, der Gradient von f als Linearkombination der
Gradienten der Funktionen g; dargestellt werden.

Bemerkung

1. Die Komponenten von A, werden Lagrange-Multiplikatoren genannt. In der
Literatur wird die Gradientenformel oftmals als grad, L(x,, A\,) = 0 angegeben,
wobei L(z, \) := f(x) — A - g(z) die Lagrange-Funktion ist und grad, L(z, \)
den n-dimensionalen Vektor bezeichnet, der aus den partiellen Ableitungen 0, L
besteht.

2. Im Fall m =1 (eine skalare Nebenbedingung) lautet die Multiplikatorenregel
grad f(z,) = A\, grad g(z,)

und besitzt eine unmittelbare geometrische Interpretation. Siehe dazu das Bild.
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3. Die Multiplikatorenregel liefert in Kombination mit den Nebenbedingungen
insgesamt n + m Gleichungen fiir die n Komponenten von z, sowie die m
Komponenten von A,. Diese Gleichungen sind in der Regel nichtlinear und damit
nicht unbedingt einfach zu 16sen. Auferdem kann es mehrere Losungen geben.

4. Die Multiplikatorenregel formuliert eine notwendige Bedingung und liefert daher
zunachst nur Kandidaten fiir die Extremstellen von f in GG. Die mathematischen
Resultate zur systematischen Klassifikation konnen wir hier nicht besprechen,
aber in der Praxis ist es oftmals gar nicht so schwierig zu entscheiden, ob es sich
um Minimierer, Maximierer oder Sattelpunkte handelt.

5. Die Multplikatorenregel kann im Prinzip auch verwendet werden, wenn einige
oder alle der Nebenbedingungen Ungleichungen sind. Siehe dazu auch die
Diskussion des einfachen Spezialfalls weiter unten. In der Optimierung spricht
man dann meist von den Karush-Kuhn-Tucker- oder KKT-Bedingungen.

6. In der rigorosen Theorie wird das Prinzip durch gewisse Differenzierbarkeit- und
Nicht-Entartungsannahmen an die Funktionen f und g; sowie ihre Ableitungen

erganzt.
/‘\Z_Z/ ¢

Abbildung  Geometrische Bedeutung der Multiplikatorenregel fiir n = 2 und m = 1: In jedem
Punkt © € G = Ny(c) steht grad g(z) (hellbraun) senkrecht auf G (dunkelbraun) und grad f(z)
(grau) kann in einen tangentialen (blau) und einen normalen Anteil (orange) zerlegt werden. Die
Multiplikatorenregel besagt, dass in einer lokalen Extremstelle z, von f in G (rosa) der tangentiale
Anteil von f verschwindet bzw. dass die Gradienten von f und g parallel sind und sich nur durch
den skalaren Faktor A, unterscheiden. Ist diese Bedingung verletzt, so kann x, weder Minimierer noch
Maximierer sein, denn wir konnen den Wert von f dadurch vergrofern bzw. verkleinern, indem wir
uns ein kleines Stiick mit bzw. gegen den tangentialen Vektor entlang von G bewegen.

Beispiel Fiir n =2, m =1 und U = R? betrachten wir die Funktionen

f(x1, z2) = 21 22, g(z1, x2) = w% +1’g>

d.h. fiir ¢ > 0 ist G die Kreislinie vom Radius y/c¢ um den Ursprung (fiir ¢ < 0 ist das
Problem entartet). Die Multiplikatorenregel liefert die vektorwertige Gleichung

T 2\ T,
2 = grad f(z4 1, Tu2) = A grad g(x, 1, Tu 2) = 1
2)\* T, 2

x*,l
und aullerdem soll
2 2
‘T*,l + x*,Q = g(x*717 17*72) =C

gelten. Es gibt also drei nichtlineare skalare Gleichungen fiir die drei Unbekannten z, 1,
x,, o und A, die wir wie folgt berechnen kénnen: Wir bemerken zunéchst, dass z. 1 # 0
gelten muss, da andernfalls die erste Gleichung x, » = 0 und damit einen Widerspruch
zur dritten Gleichung liefern wiirde. Analog zeigen wir z, o # 0. Setzen wir die erste
Gleichung in die zweite ein, so erhalten wir z, 1 = 4 )2 T4, 1 und damit A\, = j:%. Die
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erste und die zweite Gleichung implizieren nun z, » = £z, ; und die Nebenbedingung
liefert jeweils 222 | = 222 , = c. Insgesamt erhalten wir die folgenden vier Kandidaten
fiir die Extremstellen von f in G:

(1) A\ = —%, Tuq = — %c, Tuo =+ %c (mlt f(i 1, Tuo) = —%c)
(2) M=—3, To1=-"+/3¢ To=—/3C (mlt [z, x*72):—%c>
(3) M =+3, Tu1=—1/3¢ To=—/3¢ (mlt f(xe1, 2 2):—1-%0)
(4) )\*:—l—%, Tuq =+ %c, Ty o=+ %c (mlt f(z. 1,:6'*,2):4—%0)

Aus der Multiplikatoren-Regel kénnen wir aber weder ablesen, ob es sich um Minimierer
oder Maximierer handelt, noch ob es sich um lokale oder globale Versionen handelt.

Bemerkungen :

1. Im konkreten Fall ist G eine kompakte Menge und f eine stetige Funktion.
Daher muss es ein globales Minimum und ein globales Maximum geben,
aber dieses Existenzargument ist unabhédngig von der Multiplikatorenregel.
Auflerdem werden in den vier Kandidaten nur zwei verschiedene Funktionswerte
angenommen. Insgesamt folgt, dass die Formeln (1) und (2) beide einem globalen
Minimum, die Formeln (3) und (4) jeweils einem globalen Maximum entsprechen.

2. Wir haben hier die Gleichungen in z, 1, . 2 und A, formuliert. In der Praxis lasst
man den Index % meist weg und rechnet mit xq, x5 und A.

Alternative Lisung: In diesem Beispiel ist G das Bild der parametrisierten Kurve

A () = (\f cos g))) C tep. e

und anstelle von f kénnen wir die eingeschrinkte Funktion f : [0, 27] — R mit
ft) = f(7(t)) = ccos (t)sin (t) = 1 csin (2¢)

mithilfe einer eindimensionalen Kurvendiskussionen untersuchen. Diese zeigt, dass f in
t, = ;ll7r und ¢, = %71' ein globales Maximum annimmt, wohingegen ¢, = %71’ und ¢, = ;IW

globale Minimierer sind (sieche das Bild).

Abbildung Die Bilder zum Beispiel. Links: Flachenplot von f. Mitte: Konturplot von f und Menge
G (braun). Die grauen bzw. schwarzen Pfeile stellen grad f(x) in ausgewéihlten Punkten aus G bzw.
in den vier Extremstellen dar. Die schwarzen Pfeile stehen gemif der Multiplikatorenregel senkrecht
auf G. Rechts: Graph der reduzierten Funktion f.
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Bemerkung Ganz allgemein gilt: Ist eine Parametrisierung v der Menge G (als Kurve
oder Fliache oder Mannigfaltigkeit) bekannt, so kann durch Einfithrung der reduzierten
Funktion f = f o~ das Optimierungsproblem mit Nebenbedingung in ein Problem
ohne Nebenbedingung iiberfiihrt werden. Insbesondere kénnen die Extremstellen von
f mithilfe von grad f und Hess f gesucht und charakterisiert werden. Allerdings ist eine
explizite Parametrisierung von GG oftmals entweder nicht verfiighbar oder produziert sehr
komplizierte Ausdriicke fiir f.

iiber Nebenbedingungen in Form von Ungleichungen® Als einfachsten Fall
betrachten wir eine Funktion f in zwei Variablen auf der Menge

Vi={zeR®: g(z) <c},

wobei g : R? — R eine hinreichend gute Funktion ist. Insbesondere ist dann die Menge
G ={x € R* : g(x) = ¢} gerade der Rand von V. Fiir jede Extremstelle x, von f auf
der Menge V' wird die Multiplikatorenregel

grad f(z,) = A\ grad g(z,) mit
fiir ein A\, € R erfiillt sein, aber diese Aussage kann in zweifacher Weise ergénzt werden:

1. g(z,) < c impliziert A\, = 0, denn wenn die Ungleichung in der Extremstelle z,
strikt ist, so ist z, ein innerer Punkt von V und wir hatten schon gesehen, dass
dann grad f(z.) = 0 gelten muss. Liegt x, jedoch am Rand von V' und damit in
der Menge G, so miissen die Gradienten von f und g in z, parallel sein und A,
wird in aller Regel nicht verschwinden.

2. Ist x, ein Minimierer bzw. Maximierer von f am Rand von V, so gilt A\, < 0
bzw. A, > 0. Geometrisch meint dies, dass in einer Extremstelle z, € G der
Gradient von f aus Sicht von V' immer nach innen bzw. nach aufsen zeigt, denn
der Gradient von g zeigt immer in das Aufengebiet von V.

Diese niitzlichen Erweiterung der Multiplikatorenregel gelten nur bei Ungleichungs-
nebenbedingungen und kénnen auch wieder mit ,,dynamischen” Argumenten begriindet
und verstanden werden. Siehe dazu das folgende Bild sowie das Beispiel oben zu
Extremstellen am Rand.

£ 1
QO!!4!{4{
LN
\\Q'O!!l!llﬂﬂf
AN} %)
h ﬁ
/
s 7

X2

Abbildung Eine skalare Funktion f auf einer abgeschlossenen Kreisscheibe V', die ihr globales
Minimum (rosa) in einem inneren Punkt annimmt, in dem der Gradient von f notwendigerweise
verschwindet. Die Funktion besitzt aufferdem einen lokalen sowie einen globalen Maximierer auf dem
Rand (jeweils hellgriin), wobei der Gradient von f in jedem dieser Punkte senkrecht auf dem Rand von
V steht und nach auflen zeigt (siehe die nicht-mafstabsgerechten Pfeile im rechten Bild). Insbesondere
gilt in jeder der drei Extremstellen die oben beschriebene erweiterte Multiplikatorenregel. Ein weiteres
Beispiel fiir eine Funktion auf einer abgeschlossenen Kreisscheibe hatten wir bereits oben diskutiert.
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’ Vorlesungswoche 09 ‘

Einschub: Funktionen von Matrizen und Differenzierbarkeit*

Vorbemerkung In diesem Abschnitt stellen wir einige niitzliche Resultate zur
Differenzierbarkeit von Funktionen F' zusammen, die auf einer offenen Teilmenge
W C M™" definiert sind und Werte in M"™*" oder in R annehmen, wobei M"™*"
den Vektorraum aller reellen nxn-Matrizen bezeichnet.”” Aus theoretischer Sicht sind
alle Aussagen durch die vorherigen Abschnitte abgedeckt, denn wegen M " =~ R’
kann jede solche Funktion F auch als Abbildung f auf einer Teilmenge des R™
interpretiert werden, aber aus der Existenz der Matrizenmultiplikation ergeben sich
einige Besonderheiten. Insbesondere zeigt es sich, dass die totale Ableitung von F' meist
viel einfacher berechnet werden kann als die Gesamtheit aller partiellen Ableitungen
von f.

Erinnerung F : W — M™" ist genau dann total differenzierbar, wenn fiir jedes
X € W eine lineare Abbildung DF(X) : M™*™ — M"™*™ existiert, sodass

[F(X + H) = F(X) = (DFCXO) )| o

> 0
|H|

gilt, wobei H eine von Null verschiedene nxn-Matrix reprasentiert und || sich im
Zahler und im Nenner auf den euklidischen Betrag von Matrizen bezieht. Eine analoge
Aussage betrifft die totale Differenzierbarkeit skalarer Funktionen F': W — R, wobei
dann DF'(X) dann eine lineare Abbildung von M"™*" nach R ist.
Beispiel Die totale Ableitungsformel

(DF(X))(H):XH+HX fiir F(X)=X?

kann mit Matrizenmultiplikation direkt nachgerechnet werden.’ Insbesondere ergibt
sich die Restgliedformel

RX)=(X+H’-X*-(XH+HX)=H"

und der Kompatibilitétssatz garantiert |R(H)| = |H?| < |H|*.

Lemma (Ableitung der Determinante) Die Funktion det : M"*" — R ist fiir
jedes n € N total differenzierbar und damit auch stetig. Fiir n = 2 bzw. n = 3 gilt

([)ded)(»(f{)==det(}{“ )(H)_+det()(u }{m>

H21 X22 X21 H22
bzw.
Hll X12 X13 Xll H12 X13 Xll X12 H13
(D det(X)) (H) = det H21 X22 X23 —+ det X21 H22 X23 —+ det X21 X22 H23
H31 X32 X33 X31 H32 X33 X31 X32 H33

49Die Menge M™*™ ist natiirlich nicht nur Vektorraum, sondern sogar Algebra. Sie ist aber fiir n > 1
kein Korper, da nicht jede von Null verschiedene quadratische Matrix invertiert werden kann.

S0'Wenn wir die konkrete Funktion F (Quadrierung einer Matrix) als Abbildung f : R — R"
schreiben, so wird die entsprechende Jacobi-Matrix n* Eintriige umfassen. Fiir n = 2/3/4/5 sind das
bereits 16/81/256,/625 verschiedene partielle Ableitungen!
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und fiir jeden anderen Wert von n gibt es eine analoge Formel mit einer Summe von n
Determinanten auf der rechten Seite, wobei in jeder der auftretenden Matrizen genau
eine Spalte von H, die anderen aber von X stammen.

Bewetis Alle Behauptungen ergeben sich unmittelbar aus der Tatsache, dass die
Determinante einer Matrix eine Summe von Produkten aus jeweils n Faktoren ist und
linear von jeder Spalte abhingt.”! O]

Lemma (Ableitung der Inversionsabbildung) Die Menge
W= {X e M”" : det (X) # 0}

ist offen und die Abbildung inv : W — W mit inv (X) := X! ist sowohl stetig als
auch total differenzierbar, wobei

(Dinv (X))(H) = —inv (X) H inv(X) = -X "H X'
die Formel der totalen Ableitung ist.

Beweis Die Stetigkeit der Determinantenabbildung impliziert die Offenheit von W
und in Kombination mit der Cramerschen Regel auch die Stetigkeit von inv.°> Um die
Formel fiir Dinv (X) zu beweisen, fixieren wir X mit det X # 0 und betrachten fiir
alle H mit hinreichend kleinem Betrag das Restglied

RH) =(X+H) '—X '+ X 'HX!
= (X +H)™ (1 (X +H)X ' (X +H)X? Hx-1>
- (X+H)_1<1 XX - HX T4 XX T'HX +HX*1HX*1)
= (X+H) "HX'HX!,

wobei wir bei den Umformungen nur die Rechenregeln der Matrizenmultiplikation sowie
(X +H) ' (X +H) =1= X X! benutzt haben. Mit dem Kompatibilitéitssatz des
euklidischen Betrags erhalten wir

)| |+ )|

— (X + B Y Xx P H 22 0
| H| = | H| ’( + ) H ‘ ‘ |
und damit die Formel fiir die totale Differenzierbarkeit. O
Bemerkungen

1. Die angegebenen Ableitungsformeln implizieren in einem zweiten Schritt, dass
die Funktionen det und inv sogar unendlich oft stetig differenzierbar sind.

2. Fiir matrizenwertige Funktionen kann eine Produktregel fiir totale Ableitungen
formuliert und bewiesen werden (Ubungsaufgabe).

5IFiir n = 2 und n = 3 konnen wir die Behauptung natiirlich auch direkt nachrechnen.
52Dje Cramersche Regel wird in der Linearen Algebra bewiesen und liefert fiir jede invertierbare
Matrix X € M™*" eine komplizierte, aber explizite Formel fiir inv (X) = X!, in der nur Determi-
nanten auftauchen. Sie lautet
(=1)"" det (X50)

(inv (X))w = det (X) ’

wobei die Zahl links gerade in der i-ten Zeile und j-ten Spalte von inv (X) steht und Xi;;; die
(n—1)x(n—1)-Matrix ist, die aus X durch Streichung der j-ten Zeile und i-ten Spalte entsteht.
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2.7 lokaler Umkehrsatz

Vorbemerkung FEine wichtige und immer wiederkehrende Frage ist, ob sich ein
gegebenes Gleichungssystem der Form

nach den xz; auflosen ldsst bzw. ob die entsprechende Funktion f : R®™ — R”"
invertiert werden kann. Fiir lineare oder affine Abbildungen liefert die Lineare
Algebra erschépfende Antworten, aber im nichtlinearen Fall ist dieses Problem deutlich
komplizierter. In diesem Abschnitt formulieren und beweisen wir einen der zentralen
Satze der Differentialrechnung, der die Existenz einer lokalen Umkehrfunktion in der
Néhe eines fixierten Punktes x, € R™ garantiert, sofern die Jacobi-Matrix von f in
x, regular ist. Dieses Resultat besitzt sehr viele Anwendungen, denn die hinreichende
Bedingung kann oftmals mit wenig Aufwand verifiziert werden. Die Frage nach der
Existenz einer globalen Umkehrfunktion ist deutlich anspruchsvoller und kann generell
nicht durch das Studium von partiellen Ableitungen in einzelnen Punkten entschieden
werden.

Theorem (lokaler Umkehrsatz) Secien U C R" offen, f : U C R" — R stetig
differenzierbar und x, ein Punkt in U, in dem die Nicht-Entartungsbedingung

det (Jac f(z4)) #0

erfiillt ist. Dann existieren offene Mengen V, W C R" mit z, € V C U und f(z.) € W,
sodass V' von f bijektiv auf W abgebildet wird. Insbesondere ist die lokale Umkehr-
abbildung f~!: W — V wohldefiniert und stetig differenzierbar, wobei

Jacf_l(f(a:)) = (Jac f(x))_l

fiir alle x € U gilt.

Beweis* Vereinfachungen: Der Einfachheit halber betrachten wir nur den Spezialfall
U = R2?, aber alle Argumente dieses Beweises konnen auf allgemeine offene Mengen
U iibertragen werden, sofern an einigen Stellen die technischen Details sorgfailtiger
formuliert werden. Ohne Beschréinkung der Allgemeinheit kénnen wir aufserdem

. =0, f(z.) =0, Jac f(z) =1
annehmen, denn andernfalls betrachten wir f :R™ — R” mit

F(#) == (Jac f(2.) " (flas +3) — f(2))

und wenden alle nachfolgenden Betrachtungen auf diese Funktion und &, = 0 an.
Vorbereitungen: Die Abbildungen

z € R" — det (Jac f(z)), z € R" |1 — Jac f(z)]
sind beide stetig®® und daher sind

{z € R" : det (Jac f(z)) # 0}, {z eR" : |1 - Jac f(z)| < 3}

3Wir benutzen hier den Kompositionssatz sowie die Tatsache, dass die Funktion J ~— |J| und
J — det (J) stetig auf M™*", dem Raum aller nxn-Matrizen, sind.
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zwei offene Mengen, die nach Voraussetzung den Punkt 0 und damit auch jeweils eine
kleine Kugel um 0 enthalten. Wir konnen daher einen Radius € > 0 wéhlen, sodass

det (Jac f(z)) #0 und !1—Jacf(x)‘ <3

fir alle € B.(0) gilt und dies impliziert zum einen, dass Jac f(z) fiir jeden dieser
Punkte eine invertierbare Matrix ist.’* Die zweite wichtige Konsequenz ist, dass der
Mittelwertsatz der Differentialrechnung angewendet auf die Funktion ¢ : R® — R” mit

q(z) ==z — f(2) und Jacq(z) =1 — Jac f(z)
die lokale Lipschitz-Abschétzung
lq(2) —q(@)| = [z =7 — f(2) + f(@)| < g |o — 7

fir alle x, Z € B.(0) garantiert. B
Ezistenz von f~! via Fizpunktargument: Wir setzen A := B.5(0), fixieren § mit
|g| < €/4 beliebig und betrachten die stetig differenzierbare Funktion ¢ : A — R™ mit

q(z) =9 +q(x)=9+z— f(z),

wobei g die Rolle eines Parameters spielt und ¢(0) = g gilt. Die Lipschitz-Abschétzung
fiir ¢ impliziert

|G(x) — 4(7)] < 3]z — 7|
fiir alle x, ¥ € A und in Kombination mit der Dreiecksungleichung erhalten wir
|G(2)| < |d(x) = G(0)| +[4(0)| < 5lz =0 + gl < je+je =3¢

fiir alle z € A. Wir schliefsen, dass ¢ die abgeschlossene Menge A kontraktiv in sich
abbildet und nach dem Banachschen Fixpunktsatz einen eindeutigen Fixpunkt z € A
besitzt. Dieser erfiillt

i@ =3 baw.  f(@) =7

und héngt natiirlich von der Wahl von g ab. Insgesamt haben wir gezeigt, dass die
lokale Umkehrfunktion f~' : B.4(0) = B./2(0) wohldefiniert ist.
Stetigkeit von f~1: Seien nun y, 7 zwei beliebige, aber verschiedene Punkte in der

offenen Menge W := B./4(0) und seien x, & die entsprechenden Punkte in B./»(0), d.h.

e=f"y), I=f71. y=f), §=[a).

Aus den Definitionen, der Dreiecksungleichung sowie der Lipschitz-Abschatzung fiir ¢
ergibt sich

|z = 2| < Ja(z) = a(@)| + |f(2) = f(@)] < 5 lo — 2| + |y — 7]
und mit einfachen Termumstellungen folgt via

) = @) = |z -2 <2y -7

5 Aus der Linearen Algebra quadratischer Matrizen wissen wir, dass det (J) # 0 genau dann gilt,
wenn J ! existiert.
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eine Lipschitz-Abschitzung fiir f~!. Mit dieser konnen wir zeigen (Ubungsaufgabe),
dass f~! die Menge W stetig nach V := f~1(W) C B.(0) abbildet und dass V eine
offene Teilmenge des R™ ist

Differenzierbarkeit von f~': Seien y, §j und z, ¥ wie im letzten Beweisschritt, wobei
wir nun y als fixiert und g als variabel betrachten. Nach Voraussetzung ist f auch total
differenzierbar in x, d.h. es gilt

‘T(‘%J .17)| T—x

o > 0.
|z — x|

f(@) = f(x) = Jac f(x)(Z — ) + r(Z, x) mit

Nach Anwendung der inversen Matrix zu J := Jac f(x) sowie einfacher Umformungen
erhalten wir

@ - w=T"G-y)+s@.y).  sGy)=-I"r 2
und das entsprechende Restglied kann durch
s(y, T—x
0l gy b ool )
|5 =yl x—ﬂ 9=yl |7 — ]
abgeschiitzt werden, wobei wir die Lipschitz-Stetigkeit von f~! ausgenutzt haben. Diese
impliziert auerdem, dass & — x fiir § — y gilt und wir schliefen, dass f~! im Punkt

y total differenzierbar ist, wobei J~! gerade die entsprechende Jacobi-Matrix ist.
Stetigkeit der Ableitungen von f~1: Auf der Menge W gilt

Jac f' =invoJacfo f!

und die Stetigkeit von Jac f=! : W — M™*" ergibt sich aus dem Kompositionssatz,
wobei inv die Inversionsabbildung quadratischer Matrizen ist, deren Stetigkeit (und
totale Differenzierbarkeit) wir oben gezeigt haben. O

Bemerkungen

1. Den Zusammenhang zwischen der Jacobi-Matrix von f in z und der von f~!
in f(x) haben wir bereits weiter oben aus der Kettenregel abgeleitet, aber dort
hatten wir die Existenz und die Differenzierbarkeit von f~! vorausgesetzt. Der
Umkehrsatz zeigt, dass beides schon aus der Invertierbarkeit von Jac f(x.) folgt.

2. Die im Beweis angegebenen Mengen V und W sind nicht optimal, d.h. die Aussage
des Theorems gilt meist auf viel grofseren Mengen. Fiir die innermathematischen
Anwendungen ist es aber oftmals sehr wichtig, dass V und W offen sind bzw. so
gewihlt werden konnen.

3. Im Entartungsfall det (J ac f (:17*)) = 0 konnen wir im Allgemeinen keine Aussage
treffen, d.h. es kann sein, dass f trotzdem eine lokale Umkehrfunktion besitzt
oder dass dem nicht so ist. Man kann allerdings weitere hinreichende Bedingungen
formulieren, aber diese sind deutlich komplizierter und benotigen héhere partielle
Ableitungen von f in z,.

4. Wenn f : R" — R” eine affine Abbildung ist, so gilt

Jac f(x) = Jac f(0), f(z) = f(0) + Jac f(0) z

fiir alle x € R™ und das Theorem folgt mit z, = 0 und V = W = R" aus
einem bekannten Resultat der Linearen Algebra, wobei die Notwendigkeit von
det (Jac f(z.)) # 0 sich unmittelbar aus dem Dimensionssatz ergibt. Fiir eine
nichtlineare Abbildung f kann der Umkehrsatz auch wie folgt verstanden werden:
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Prinzip: Wenn die affine Approximation 7% ,, : R® — R" mit

Ty10.(2) = f(2.) + Jac f(z.) (z — z.)
invertierbar ist, so ist auch f in der Ndhe von z, invertierbar.

Diese Aussage liefert den Schliissel zu vielen anderen Resultaten der Mathematik.
Beachte auch, dass die i-te Komponente von 7% ,, gerade das Taylor-Polynom
erster Ordnung der skalaren Funktion f; ist.

5. Das Theorem liefert die Existenz einer lokalen Umkehrfunktion, jedoch keine
explizite Formel fiir deren Berechnung. Unser Beweis mit dem Banachschen
Fixpunktsatz impliziert aber fiir jedes y € R", das hinreichend nah bei y, = f(z.)
liegt, dass die durch

Ty = Ty, Tt1 = T + (Jac f(x*))_l (y - f(l'k))

rekursiv definierte Folge (x4),.y C R” fiir & — oo gegen einen Grenzvektor x.,
mit f(x«) = y konvergiert, wobei dieser in der Néhe von x, liegen wird. Damit
konnen Niherungswerte fiir f~!(y) auf einem Computer berechnet werden.*

6. Mit etwas mehr Aufwand konnen wir das Theorem wie folgt verscharfen: Ist f
sogar K-mal stetig differenzierbar, so besitzt auch f~! diese Eigenschaft.

7. Eine bijektive Abbildung zwischen zwei offenen Mengen wird Diffeomorphismus
genannt, wenn sie und ihre Umkehrabbildung beide stetig differenzierbar sind.
Im Kontext des Umkehrsatzes trifft dies sowohl auf f : V — W als auch auf
LW =V

Beispiel Wir betrachten die Funktion f : R? — R? mit

1 1
fi(z1, 22) == 11 + 29, fa(@1, 22) == 21 29, Jac f(x1, x9) = ( ) :

To2 I1

Fiir jeden Punkt (2,1, ,2) mit z, 1 # .9 existiert damit eine lokale Umkehrfunktion,
aber fiir z, ; = z, » konnen wir das Theorem nicht anwenden. Aufierdem gilt

f<_£7 +£) = (07 _52) = f<+£7 _5)
fiir jedes £ € R, d.h. f ist nicht injektiv auf R? und damit nicht global invertierbar.

Bemerkung: Durch das Auflosen der quadratischen Gleichungen y; = f;(x1, z2) nach
1 und x, erhalten wir mit

g1y v2) = s £ 5\ Ui — 4wy, gro(y v2) = 3 T 5\ U5 — 4o

Die eng verwandte Rekursionsvorschrift

Tpy1 = g + (Jac f(xk))il(y — f(zx))
heifst Newton- Verfahren und spielt in der Numerischen Mathematik eine wichtige Rolle. Der Vorteil

ist, dass x, gar nicht mehr explizit auftaucht, aber der Nachteil besteht darin, dass die Jacobi-Matrix
von f in jedem Schritt in einem anderen Punkt ausgewertet werden muss.
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zwei lokale Umkehrfunktionen g4 : W — V. von f, die beide auf der Menge
We={(y, v2) + v2< i1}
definiert sind, aber Werte in
V.= {(acl, To) 1 T > acg} bzw. V= {(:Ul, To) 1y < xg}.
annehmen. Fiir jeden Randpunkt mit y, = iy% gilt g_(y1, ¥2) = 9+(v1, y2), aber
die partiellen Ableitungen werden singuldr. Diese Formeln liefern natiirlich mehr

Informationen als der lokale Umkehrsatz, aber die Existenz und Kenntnis expliziter
Invertierungsformeln ist die Ausnahme.

9.0

X2
Y.

0.0 7.0 0.0
X1 Y1

Abbildung Illustration des eben gerechneten Beispiels. In den vier griinen Punkten kann der lokale
Umkehrsatz angewendet werden und das Bild zeigt jeweils eine konsistente, aber nicht maximale
Wahl der offenen Mengen V' (als (z1, z2)-Rechteck) und W (in diesem Fall ein (y1, y2)-Trapez). Im
rot markierten Punkt (0, 0) ist die Nicht-Entartungsbedingung jedoch verletzt und man kann zeigen,
dass keine lokale Umkehrfunktion existiert.

Beispiel Wir betrachten die punktierte Ebene U := R?\ {(0, 0)} sowie die Funktion
f:U — U mit

fl(x17x2):$%_x27 f2($1,$2)22$1332-
Wegen

+2 I -2 )

Jacf<x17 .’1;2) = (+2 xQ +2 1'1

) ,det (Jac f(z, 22)) =4 (27 +23) >0

kénnen wir f in jedem Punkt aus U lokal invertieren, aber wegen f(0, +1) = f(0, —1)
kann es keine globale Umkehrfunktion geben.

Achtung: Dieses Beispiel illustriert, dass aus der lokalen Invertierbarkeit in jedem Punkt
im Allgemeinen nicht die Existenz einer globalen Umkehrfunktion folgt.

Bemerkung: Die Funktion f entspricht der komplexen Quadrierung, denn es gilt

(901 + i$2)2 = fi(z1, x2) + 1 fo(z1, 22).
Insbesondere ist f surjektiv, aber nicht injektiv, und jede lokale Umkehrfunktion liefert
einen Ast der komplezen Wurzel. Wir werden dies in der Vorlesung Funktionentheorie

genauer untersuchen und verstehen.
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Beispiel Durch die Formeln

-2z 1— a2 — 22
hW="——"—""3 5> Yo= 5
(1 —mq)" + a3 (1 —xq)" + a3
wird in Physikernotation — also via y; = fi(z1, 23) — eine stetig differenzierbare

Funktion f : U — H definiert, wobei
U:={(x1, 1) : 25 +25 <1} bzw. H :={(y1, y2) : y2 > 0}

die Einheitskreisscheibe bzw. die obere Halbebene ist. Die Formel

dy 1 —4(1—mx)zy  —2(1 —22) + 2232
+2(1—2?) =223  —4(1 —x) 29

Ox ((1 —x1)2+$%)2

impliziert

= = >0
ox

det<3y ) _ Oy Oy Oy Oy 4
8331 81’2 8:1:2 8:61 ((1_1:1)2_’_1‘%)2

und der Umkehrsatz kann in jedem Punkt aus U angewendet werden. Auch in diesem
Beispiel kénnen wir viel bessere Aussagen treffen, denn direkte Rechnungen zeigen,
dass durch die Formeln

ity -1 - -2y
= T e Yo=—"—"—"" "3
yi + (1 +92) yi + (1 +92)

die globale Umkehrfunktion g = f~!: H — U gegeben ist.

Bemerkung: In komplexer Schreibweise gilt

1+ (21 + ixzg) o (ptiy) —d
R ) 1'1—{—11'2— . .
1 — (21 4 1i22) (1 +1iy2) +1

1t+iy=1

d.h. f und f~! sind die reellen Gegenstiicke zu speziellen Mdbius- Transformationen,
wobei f~t die Cayley-Transformation ist.

+1.0 ——

¢ oo | \

1.0 ——

-1.0 0.0 +1.0 74‘.0 0.‘0 44‘ ]
Abbildung Die Transformationen aus dem letzten Beispiel, wobei links die offene Kreisscheibe U und

rechts ein Ausschnitt der Halbebene V' gezeigt wird. Blau und Orange entsprechen den Niveaulinien
von xj bzw. xs.
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2.8 Satz uber implizite Funktionen

Vorbemerkung Im letzten Abschnitt hatten wir Systeme aus n Gleichungen mit
n Unbekannten sowie die Invertierbarkeit der entsprechenden Funktionen untersucht.
In diesem Abschnitt studieren wir unterbestimmte Systeme mit m Gleichungen fiir
k > m Variablen. Auf einer heuristischen Ebene erwarten wir, dass es bei gegebener
rechter Seite mehrere Losungen gibt und dass wir mithilfe der m Gleichungen genau m
Variablen eliminieren und durch die anderen n = k —m Variablen ausdriicken kénnen.
Wir beginnen mit dem zentralen, aber relativ abstrakten Resultat und diskutieren
anschliefsend, wie dieses in der mathematischen Praxis verwendet werden kann.

Bezeichnungen Im Folgenden setzen wir k = n + m mit n € N, bezeichnen Punkte
aus dem R* = R"xR™ als

([L’, y) - (x17 ces Ty Y15 -0 1y ym)

und betrachten vektorwertige Funktionen f mit f(z, y) € R™ sowie die quadratische
mXxm-Matrix

ay1f1<x7 y) s 8ymf1(x7 y)
Jac, f(z, y) = : :

)

O S, y) - Oy fulzs )

die nur die partiellen Ableitungen von f nach den y; enthéilt und aus den letzten m
Spalten der Jacobi-Matrix von f besteht. Die zugrunde liegende Motivation ist ein
Gleichungssystem der Form

fi(ajla"'7$n>y17"'7ym)zci7 iE{l,...,m},
dass wir fiir fixiertes ¢ € R™ nach den y; auflosen mochten. Wir wollen also jede Variable
y; eliminieren bzw. durch eine entsprechende Funktion g; in den Variablen x4, ..., z,
ersetzen.

Theorem (Satz iiber implizite Funktionen) Sei f : M — R™ eine stetig
differenzierbare Funktion auf der offenen Menge M C R* und sei (z,, y.) ein Punkt in
M, sodass die Nicht-Entartungsbedingung

det (Jacy f(zs, y)) #0

erfiillt ist. Dann existieren offene Mengen U € R", V' € R™ mit z, € U, y, € V sowie
eine stetig differenzierbare Funktion g : U — V mit y. = g(x.), sodass die logische
Aquivalenz

fl@, y) = flze, y.) = y=g)
fiir alle x € U und alle y € V gilt.

Beweis Wir betrachten die Funktion F : M — R*»t™

F(z,y) = (2, f(z,y)),
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die nach Konstruktion und aufgrund der Voraussetzungen an f stetig differenzierbar
ist. Die entsprechende Jacobi-Matrix kann als Blockmatrix

1 0
Jac F(z, y) = ( Jac, f(z, y) ‘ Jac, f(x, y) )

geschrieben werden, wobei Jac, f(x, y) bzw. Jac, f(z, y) eine mxn- bzw. eine mxm-
Matrix ist, 1 fiir die n-dimensionale Einheitsmatrix steht und 0 die Nullmatrix mit n
Zeilen und m Spalten meint. Die Rechenregeln fiir Determinanten®® liefern

det (Jac F(x, y)) = det (Jacy f(z, y))

und wir kénnen daher den lokalen Umkehrsatz fiir die Funktion F' im Punkt (., y.)
auswerten, der unter F auf (z,, z,) mit z, := f(x,, y.) abgebildet wird. Dadurch
erhalten wir zwei offene Mengen P, Q@ C R"™"™ mit (z,, y.) € P und (., z.) € Q
sowie eine lokale Umkehrfunktion H : Q — P von F', die stetig differenzierbar ist.
Die spezielle Struktur von F — fiir die ersten n Komponenten gilt F;(z, y) = z —
impliziert die Darstellungsformel

H(z, z) = (z, h(z, 2)) und damit f(z, h(z, 2)) ==

fir alle (z, z) € @, wobei die Funktion h : @ — R™ aus den letzten m-Komponenten
von H gebildet wird und damit auch stetig differenzierbar ist. Wir setzen

U := B,(z,), V = By (y«), W= B;(z.),

wobei wir die positiven Radien p, o, 7 so klein wéhlen, dass die n+m-dimensionale

Kugel von Radius /0% + 02 bzw. \/0? + 72 um (z., y.) bzw. (z,, z.) ganz in P bzw.
Q@ liegt, und dies impliziert (Nachrechnen!), dass auch UxV bzw. UxW eine Teilmenge

von P bzw. () ist. Abschliefsend definieren wir
g(x) == h(x, z,.) fir zeU,

wobei dies f(z, g(z)) = f(z, h(z, 2.)) = z impliziert. Sei nun umgekehrt (z, y) ein
beliebiger Punkt in UxV mit f(z, y) = z.. Wegen F(z, y) = (z, 2z.) € Q ergibt sich

(x,y) = H(z, z.) = (:c, h(z, z*)) = (3:, g(az))

und damit auch y = g(x). Hieraus folgt auch y, = g(z.). ]

Bemerkungen

1. Die Aussage des Theorems kann auch so verstanden werden: In der Néahe des
Punktes (., y.) sieht die Niveaumenge

Ny(e):={(z,y) € M : f(z,y)=c}, c:= f(z4, ys) € R™

aus wie der Graph der Funktion g. Man sagt auch, g sei implizit durch die
Gleichung f(z, y) = ¢ definiert.

56Zum Beispiel die sukzessive Anwendung des Laplaceschen Entwicklungssatzes auf die ersten n
Spalten.
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2. Wir haben den Satz iiber implizite Funktionen mithilfe des Umkehrsatzes
bewiesen. Es ist auch moglich, den Umkehrsatz aus dem Satz iiber implizite
Funktionen herzuleiten (Ubungsaufgabe). Beide Theoreme sind also #iquivalent.

3. Der verallgemeinerte Umkehrsatz impliziert die folgende Verscharfung: Ist f sogar
K-mal stetig differenzierbar, so besitzt auch g diese Eigenschaft.

4. Die Mengen U und V' sowie die Funktion g hdngen natiirlich von (z,, y.) ab. Die
im Beweis angegebenen Mengen U und V sind nicht optimal, d.h. die Aussage
des Theorems gilt meist auf groferen Mengen. Die Beispiele zeigen aber, dass die
Funktion g im Allgemeinen nicht global, sondern nur lokal existiert.

5. Das Theorem liefert hinreichende Bedingungen fiir die Existenz einer impliziten
Funktion g. Im Entartungsfall det ( Jac, f(z, y.)) = 0 kénnen wir das Theorem
nicht anwenden und g kann, aber muss nicht existieren. Wir werden unten sehen,
dass wir im Entartungsfall durch Auswertung der zweiten Ableitungen von f
oftmals wertvolle Informationen erhalten.

6. Die Kettenregel impliziert

Jac, f(z, g(x)) + Jacy, f(z, g(x)) Jacg(z) =0

und damit insbesondere

Jac g(z,) = —(Jac, f(z., y*))_l Jac, f(zs, ys) .

Beide Gleichungen sind niitzlich und werden weiter unten fiir kK = 2 und m =1
genauer untersucht.

Achtung Es gibt sowohl in der theoretischen als auch in der anwendungsorientierten
Literatur viele unterschiedliche Varianten des Satzes iiber implizite Funktionen. Diese
sind zwar alle mehr oder weniger dquivalent, unterscheiden sich aber zum Teil stark in
den verwendeten Bezeichnungen, Symbolen und Formulierungen.

1 Gleichung fiir 2 Variablen bzw. Kurven in der Ebene

Uberblick Als prototypische Anwendung des Theorems betrachten wir eine stetig
differenzierbare Funktion f : R?> — R, wobei wir die beiden Variablen mit z und y
bezeichnen, sowie die Losungsmenge N(c) der Gleichung

flz,y)=c

fiir einen gegebenen Wert ¢ € R. Der Satz iiber implizite Funktionen kann nun wie
folgt angewendet werden:

1. Unter den Voraussetzungen

f(mw y*) =C, ayf(aj*a y*) 7&0

existieren Intervalle I und J mit x, € I und y, € J sowie eine Funktion g : I — J,
sodass die Implikation

fle,y)=c <=  y=g()

fur alle (z, y) € I x J gilt. Insbesondere kann Ny (c) lokal als Graph der Funktion
g in der Variablen = betrachtet werden.
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2. Unter den Voraussetzungen

fee ) =c,  Ouf(@s, yu) #0

existieren Intervalle K und L mit x, € K und y, € L sowie eine Funktion
h: L — K, sodass die Implikation

flz,y)=c = r = h(y)

fir alle (z, y) € K x L gilt. Insbesondere kann N¢(c) lokal als Graph der Funktion
h in der Variablen y betrachtet werden.

Beachte, dass in der zweiten Formulierung die Rollen von x und y gerade vertauscht
sind und dass g, I, J bzw. h, K, L von x, bzw. y, abhéngen.

Beispiel Fiir die Funktion
fla,y)=2>+y*,  Of(r,y) =2z,  O,f(z,y)=2y

und jeden gegebenen Punkt (x,, y.) mit f(z,, y.) = ¢ > 0 deckt das Theorem die
folgenden vier Félle ab, wobei in diesem einfachen Beispiel die impliziten Funktionen
direkt angegeben werden konnen:

1. Fiir y, > 0 gilt lokal y = g(x) = +Vc — 22.
2. Fir y, < 0 gilt lokal y = g(z) = —vc — 22.
3. Fir x, > 0 gilt lokal = = h(y) = ++y/c — y%.
2

4. Fiir z, < 0 gilt lokal x = h(y

y=9(x) y=9(x) x=h(y) x=h(y)

= Nanlar s
-~ =

X

Abbildung Die vier Anwendungen des Satzes liber implizite Funktionen aus dem letzten Beispiel,
wobei der farbige Punkt die Wahl von (z., y.) illustriert. Die farbige Box représentiert die Menge
IxJ bzw. K xL, in der das jeweilige Kreissegment ein Graph ist, d.h. dort kann x als Funktion von y
oder y als Funktion von = geschrieben werden. Beachte, dass der Satz iiber implizite Funktionen keine
Aussage iiber die Grofe der Boxen bzw. der Segmente macht, sondern nur deren Existenz garantiert.
Im konkreten Fall ist klar, dass das jeweils maximale Segment die nordliche, siidliche, Gstliche bzw.
westliche Halbkreislinie ist. Die dargestellten Segmente sind jedoch nicht maximal.

Beispiel Die Niveaumenge N;(0) der Funktion

[, y) = (@ +y?)" = (22 = 9?)°
beschreibt ein vierblattriges Kleeblatt, wobei direkte Rechnungen

0uf(x,y) =62 (22 +97)" — 4z (2% —y?), 9,f(x, y) =6y (¢ +17)° +4y (¢ — 7
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liefern. Wir wollen diesmal zunéchst die Menge Ny(0) N Ny, r(0) berechnen, d.h. alle
Punkte (., y.) € R? mit

f<$*7 y*) :07 3yf(x*, y*) :O,

in denen wir nach dem Satz iiber implizite Funktionen nicht nach y auflésen konnen,
d.h. fiir die das Theorem keine entsprechende Funktion g liefert. Im Fall von y, = 0
gilt dann

z,=—1 oder z,=0 oder z,=-+1

und fiir y, # 0 erhalten wir nach kleineren Rechnungen zunéchst

4 8
2 2 _ | * 2 _ .2
und anschlieftend
2 10
2 2 _
LT o YT or

Wir erhalten damit insgesamt die 7 Punkte

N5 (0) 11 No,(0) ={ (0, 0), (£1,0), (452, +225)}

und analog (bzw. durch Vertauschung von x und y) zeigen wir

N#(0) 1 Nas(0) ={ (0,0), (0, 1), (H2F, +22)}

fiir die Menge der Punkte, in denen wir nach Satz {iber implizite Funktionennicht nach
x auflésen konnen bzw. fiir die es keine Funktion A gibt.

Zusammenfassung : Insgesamt erhalten wir die folgenden Aussagen:

1. In allen Punkten (z., y.) € N¢(0), die weder zu Np, r(0) noch zu Ny, (0) gehoren,
kénnen wir lokal sowohl nach x als auch nach y auflésen. Insbesondere kann
die Niveaumenge N¢(0) in der Néhe eines solchen Punktes sowohl in der Form
y = g(z) als auch in der Form = = h(y) geschrieben werden.

2. Im Koordinatenursprung kann der Satz iiber implizite Funktionen {iberhaupt
nicht angewendet werden, wobei wir im konkreten Fall einsehen koénnen, dass
dies kein Defizit des Theorems ist, sondern geometrische Eigenschaften von N¢(0)
widerspiegelt (siehe das Bild).

3. Es gibt weitere zwolf Punkte, in denen wir wenigstens nach = oder nach y auflosen
konnen.

Bemerkung: Wir kénnen die Kleeblatt-Menge N;(0) auch als Bild der parametrisierten
Kurve

cos (t)

v(t) = cos (21) <sin (t)) , t €10, 27]
betrachten, wobei sich dann die globalen Formeln
x = cos (2t) cos(t), y = cos (2t) sin (¢)

ergeben, die in jedem Punkt aus N;(0) gelten. Allerdings ist die Kenntnis einer
expliziten Parametrisierung der Niveaumenge N;(0) die Ausnahme.
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~<

=9(x) y=9(X) x=h(y) x=h(y)

@/ h N
\.

y Y, 9 Y,

X X X X

Abbildung Auch die Kleeblattkurve kann lokal als Graph betrachtet werden, wobei wir diesmal
jeweils die maximalen Kurvensegmente gezeichnet haben. In den roten bzw. orangen Punkten kénnen
wir mit dem Satz iiber implizite Funktionen nach y bzw. x, aber nicht nach = bzw. y auflésen, denn
jeder dieser Punkte entspricht einer lokalen Extremstelle von g bzw. f (siehe auch die Diskussion
weiter unten). Im Koordinatenursprung (braun) kann weder nach = noch nach y aufgelst werden,
denn es handelt sich um einen Mehrfachpunkt der Kurve v bzw. der Menge I' = N;(0).

1 Gleichung fiir 3 Variablen bzw. Flachen im Raum

Uberblick Wir betrachten skalare Funktionen f in drei Variablen (die wir z, y, z
nennen) und studieren die Losungen der Gleichung

f<w7y’z):C

fiir gegebenes ¢ € R. Die entsprechende Niveaumenge Ny(c) ist diesmal in der Regel
eine zweidimensionale Flache und der Satz iiber implizite Funktionen kann wie folgt
formuliert werden:

1. Unter den Voraussetzungen

f(x*v Yss Z*) =C, azf(x*w Yses Z*) 7é 0

existieren eine Menge W C R? sowie ein Intervall J mit (x,, v.) € W und 2z, € J
sowie eine Funktion g : W — J, sodass die Implikation

fr,y,z)=c = z=g(z )

fur alle (z, y, z) mit (z, y) € W und z € J gilt. Insbesondere sieht N¢(c) lokal
wie der Graph von g aus.

2. Analoge Resultate ergeben sich durch Vertauschung der Variablen.

Beispiel Die Gleichung
1= f(z,y, 2) =2 +y* + 2°

beschreibt die Einheitssphire und damit eine der gekriimmten Standardflichen im R3.
Nach Berechnung aller partiellen Ableitungen von f schlieffen wir aus dem Satz iiber
implizite Funktionen, dass wir in der Néhe eines Punktes mit f(x,, y., z+) = 1 und

0 # x, bzw. 0 # y. bzw. 0 # 2,

die Sphére lokal als Graph betrachten kénnen, indem wir die Gleichung nach x bzw.
y bzw. z auflésen. Natiirlich konnen in diesem einfachen Beispiel die entsprechenden
impliziten Funktionen direkt angegeben werden.
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Abbildung Zur Anwendung des Satzes iiber implizite Funktionen auf der Sphére, wobei das Segment
der Farbe Tiirkis bzw. Lila bzw. Braun als Graph einer Funktion in den Variablen (y, z) bzw. (z, z)
bzw. (z, y) betrachtet werden kann.

2 Gleichungen fiir 3 Variablen bzw. Kurven im Raum

Uberblick Diesmal geht es um zwei skalare Funktionen f;, f» in den drei Variablen
X1, T, x3 sowie die Punktmenge

Ny(e) = Ny (er) N Npy(e2)

die als Schnittmenge zweier Flachen in der Regel aus (endlich vielen) Kurven besteht.
Nach dem Satz iiber implizite Funktionen kann N(c) lokal als Graph einer vektor-
wertigen Funktion mit einer Variablen geschrieben werden. Insbesondere kénnen wir
hier immer nach zwei Variablen auflésen, wobei es mehrere Moglichkeiten gibt, diese
zu wahlen, und wir auch immer die Details der Notation anpassen diirfen:

1. Unter den Voraussetzungen
f1($*,1, T, 2, ﬂU*,3) =01, f2($*,1, T, 2, !E*,3) =C2
und

det (3zgf1($*,1, Tk, 2, %,3) angl(x*,la T, 2, 55*3)) 7& 0

a$2f2(x*,17 x*,Qu .7)*’3) am3f2('r*,1; x*,Z; (L‘*73)

existieren drei Intervalle I; mit z, ; € I; sowie zwei Funktionen g, : I; — I, und
g3 : [y — I3, sodass die Implikation

fl(xla T2, Is) = (1, f2($1, T2, 953) = C2 — Ty = 92(%)7 T3 = 93(901)
fir alle (x1, 9, x3) € I1 X I X I3 gilt.

2. Analoge Resultate ergeben sich durch Vertauschung der Variablen.

Beispiel Mit

=

f1($17$2,$3)=$%+$3+$§, f2($1,962,533):37%‘*‘(951—@)27 a=1, c=

ist die Niveaumenge Ny, (c;) wieder die Einheitssphire im R?, aber Ny, (c) beschreibt
einen Zylinder mit elliptischem Querschnitt und Achse in x3-Richtung. Die Schnitt-
menge dieser beiden Flichen besteht aus zwei geschlossenen Kurven. Der Satz iiber
implizite Funktionen liefert nun Bedingungen, unter denen man zwei der drei Variablen
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lokal eliminieren kann. Im konkreten Fall kann man wieder explizite Formeln durch das
Lésen quadratischer Gleichungen ableiten. Zum Beispiel

2
gowy) = £/ 5 —a?, 93(%)::&\/1—95%—(1’1:& %1—37%)7

wobei der Punkt (2.1, .2, x.3) jeweils festlegt, welches Vorzeichen in jeder der
+-Alternativen zu wahlen ist.

Blick von vorne Blick von links Blick von oben

X3

Abbildung Ein Zylinder (Blau) und eine Sphére (Gelb) schneiden sich in zwei geschlossenen Kurven
(Schwarz). Jede dieser Kurven kann lokal als Graph einer vektorwertigen Funktion mit einer Variablen
beschrieben werden (hier nicht dargestellt).

Differentiation impliziter Funktionen

Vorbemerkung Man kann auch mit impliziten Funktionen rechnen. Wir beschranken
uns der Einfachheit halber auf den Fall £ = 2 und m = 1 und betrachten fiir eine
skalare Funktion f in den Variablen z, y und eine fixierte Zahl ¢ die entsprechende
Niveaumenge Ny (c).

Wir nennen einen Punkt (z,, y.) € N¢(c) singulér oder (wie schon oben eingefiihrt)
kritisch, wenn grad f(z., y.) = (0, 0) gilt, und andernfalls regulér. Insbesondere gilt in
jedem reguldren Punkt

Oyf(zy, yo) #0 und /oder Ouf (s, ys) # 0,

d.h. wir konnen nach dem Satz iiber implizite Funktionen nach y und/oder z auflésen
und Ny(c) lokal via y = g(z) und/oder x = h(y) als Graph einer Funktion ansehen.

Ableitungen von g und h in reguliren Punkten Wenn wir in der impliziten
Definition

c= f(z, g(x)) bzw. c=f(h(y), y)

auf beiden Seiten nach = bzw. y differenzieren, so erhalten wir nach Anwendung der
Kettenregel

0= f(r, 9(a)) = 0eF (2, 9l@) + Duf (1, 9()) o (2)
bzw.
0= diy (h(y), v) = 0. (h(y), v) W' (y) + 0, (h(y). )
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Diese Gleichungen entsprechen der abstrakten Formel von oben und implizieren die
gewdhnlichen Differentialgleichungen

% f(z, g(x)) 0,/ (hw). v)
0y f(z, g(x)) Ouf (h(y), y)

Wir koénnen diese zum Beispiel benutzen, um einen alternativen Existenzbeweis fiir
g bzw. h zu fithren oder um Approximationsformeln fiir g bzw. h zu berechnen. Wir
werden dies spéter genauer diskutieren und verstehen. Im Punkt (., y.) kénnen wir
die Ableitungen jedoch schon jetzt berechnen, denn es gilt

Ouf(24s ys)
Oy f (25 )

J(x) = bow. () =

ayf(‘r*a y*)

b W) = = )

g'(x.) =

wegen g(x,) = y. bzw. h(y.) = ..

Bemerkung: In Physikernotation werden die Differentialgleichungen oftmals als

dy __of yof dw __0f yof
de 0z / Oy A dy 0y / ox

angegeben. Diese Kurzschreibweise hilft bei direkten Rechnungen, aber fordert nicht
unbedingt das Verstandnis.

lokale Extrema von g und h Eine direkte Konsequenz der soeben abgeleiteten
Formeln betrifft die Falle

0= 0,f(7s, ys) # (9yf(x*, Ys) bzw. 0= ayf(x’m Yu) # Ouf (e, Ys)

also reguldre Punkte aus N¢(c) N Ny, ¢(0) bzw. N¢(c) N Ny, f(0), in denen wir nach dem
Satz {iber implizite Funktionen nicht nach x bzw. y, sondern nur nach y bzw. z auflésen
konnen. Wir hatten diese Punkte im Kleeblattbeispiel rot bzw. orange markiert und
die nun folgenden Rechnungen konnen dort sehr einfach iiberpriift bzw. interpretiert
werden. Fiir diese Punkte gilt

g(x,)=0  bzw. h'(y«) =0

d.h. z, bzw. y, ist eine Nullstelle der Ableitung von ¢g bzw. h. Durch zweifache
Differentiation der impliziten Definition von g bzw. h nach x bzw. y und Auswertung
in x = z, bzw. y = y. (Nachrechnen!) erhalten wir

_8§f(x*, y*) _85]"(.7:*, y*)
8yf($*, y*) amf(x*a y*) ’

d.h. wir kénnen z, bzw. y, mittels der ersten und zweiten partiellen Ableitungen von
fin (z., y.) klassifizieren. Im Standardfall ¢”(z.) # 0 bzw. h”(y.) # 0 ist z, bzw. y.
eine strikte Extremstelle von g bzw. h und wir kénnen definitiv nicht lokal nach x bzw.
y auflosen. Insbesondere verstehen wir nun, warum der Satz iiber implizite Funktionen
keine Aussage iiber die entsprechende Auflosbarkeit machen kann. Im Entartungsfall
g"(x.) = 0 bzw. h"(x.) = 0 kénnen wir jedoch nicht so einfach argumentieren, sondern
miissen zuséatzlich hohere Ableitungen zu Rate ziehen.

g"(x.) = baw.  h'(y.) =
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iiber singuldre Punkte* Im Fall von grad f(z., y.) = (0,0) konnen wir —
zumindest mit dem Satz iiber implizite Funktionen — weder nach y noch nach =z
auflosen. Wir kénnen aber — wie schon weiter oben bei der Klassifikation kritischer
Punkte — die Funktion f durch ihr quadratisches Taylor-Polynom approximieren und
dann durch explizite Rechnungen das qualitative lokale Verhalten in der Ndhe von
(24, y«) beschreiben. Insbesondere ergeben sich dadurch die folgenden Aussagen:

1. Gilt det (Hess f(x., y.)) > 0, so ist (., y.) eine strikte lokale Extremstelle von
f und damit ein isolierter Punkt von Ny(c).

2. Gilt det (Hess f(z, y*)) < 0, so ist (x4, y.) ein Sattelpunkt von f sowie ein
Doppelpunkt von Ny(c).

3. Der Fall det (Hess f(z,, y*)) = 0 ist wieder entartet und eine Klassifikation
braucht dritte oder noch héhere Ableitungen von f. Hier kénnen Umkehrpunkte,
Mehrfachpunkte oder andere Degenerierungen auftreten, siche zum Beispiel den
Koordinatenursprung im Kleeblattbeispiel.

Beispiel Fiir die Funktion
fla,y) = (z = 1)y* +2° (z + p)
mit Parameter p € R gilt

f(0,0)=0, grad f(0, 0) = <8> : Hess f(0, 0) = (20p _02> ;

d.h. der Koordinatenursprung (z., y.) = (0, 0) gehort fiir jeden Wert von p zu N¢(0), ist
aber immer ein singuldrer Punkt. Fiir p < 0 handelt es sich um ein lokales Maximum von
f und damit einen isolierten Punkt von N¢(0). Fiir p > 0 ist der Koordinatenursprung
jedoch ein Sattelpunkt von f sowie ein Doppelpunkt von N;(0). Der Wechsel findet
gerade bei p = 0 (Entartungsfall) statt und entspricht hier einem Umkehrpunkt.

p=-0.1

Abbildung Die Niveaumenge Ny(0) (grin) aus dem gerade gerechneten Beispiel fiir verschiedene
Werte des Parameters p. Den Wert p = 0 werden wir spéter Bifurkationswert nennen, da hier ein
fundamentaler, d.h. qualitativer Wechsel in der Gestalt von N;(0) auftritt.
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Kapitel 3

Differentialgleichungen

Vorlesungswoche 10

Motivation Viele Probleme in den Natur- und Anwendungswissenschaften werden
in natiirlicher Weise durch Differentialgleichungen beschrieben bzw. modelliert. In
diesem Kapitel stellen wir die Grundlagen der entsprechenden mathematischen Theorie
zusammen und werden insbesondere die zentralen Konzepte der Ezistenz, Eindeutigkeit
und Stabilitdt von Losungen einfiihren.

3.1 Grundbegriffe

Setting Im Folgenden seien U eine offene Menge in RxR"™ und f : U — R” eine
stetige Funktion. Dabei bezeichnen wir die Punkte in U sowie die Argumente von f
mit (¢, x), wobei t eine reelle Zahl und « = (xy, ..., x,) ein n-dimensionaler Vektor ist.

Definition Wir nennen

i(t) = f(t, z(t))

die Differentialgleichung erster Ordnung zu f. Eine Losung dieser Differentialgleichung
ist eine stetig differenzierbare Kurve x : I — R" auf einem Intervall I, sodass fiir jedes
t € I der Punkt (t, x(t)) in U liegt und aukerdem die Gleichung erfiillt ist.

Bezispiele

1. Im Fall von n = 1, U = RxR und f(¢, ) = ax mit Konstante a € R lautet die
Differentialgleichung @(t) = avz(t). Diese besitzt (Nachrechnen!) die Losungen

z(t) = C exp (at),

wobei die Konstante C' und das Definitionsintervall I beliebig gewéhlt werden
kénnen. Unten werden wir verstehen, dass es wirklich keine weiteren Losungen
gibt, aber im Moment ist das nicht klar.

2. Die Differentialgleichung fiir n = 1, U = RxR und f(¢, z) = x? besitzt auch
unendlich viele Losungen, ndmlich

z(t) = —— mit tel= (-0, C) oder tel=(C,+00),

157



158 3. Differentialgleichungen
wobei C' wieder eine beliebige Konstante ist und die Losungseigenschaft einfach
nachgerechnet werden kann. Beachte aber, dass wegen

lim z(t) = o0 bzw. lim z(t) = —o0
t S C NG
keine dieser Losungen auf ganz R definiert ist. Man spricht auch von Blowup-
Losungen (siehe Bild).
3. Durch Nachrechnen zeigen wir, dass die Formel

+cos(t) +sin(t)) [(Ch

2(t) = (—sin(t) +cos(t)> (C’z)’ tel=R

fiir jede Wahl der Konstanten €} und C eine Losung der zweidimensionalen
Differentialgleichung

M) = Az(t), A= (_01 (1))

liefert, wobei hier n = 2, U = RxR? sowie f(t, ) = Ax gilt.

0.0 +1.0 +2.0 _1.0 o 0.0 ) +1.0
t t

Abbildung Links: Einige Losungen zum ersten Beispiel, die jeweils einer anderen Wahl von C
entsprechen, wobei eine dieser Losungen zur besseren Anschauung herausgestellt wurde. Beachte,
dass fiir jedes feste ¢ die Losungen eindeutig durch ihre Werte x(¢) unterschieden werden kénnen. Oder
anders gesagt: Es gibt im Bild keinen Schnittpunkt zwischen zwei Losungen. Rechts: Die analogen
Bilder zum zweiten Beispiel. Fiir jeden Wert von C' gibt es nun zwei Losungen (auf jeweils disjunkten
Intervallen), die links bzw. rechts der entsprechenden gestrichelten Hilfslinie einen Blowup aufweisen.

Bemerkungen

1. Fiir eine gegebene Differentialgleichung kann es sehr schwierig sein, Losungen zu

finden oder zu konstruieren. Es ist aber in der Regel sehr einfach zu entscheiden,
ob eine geratene oder sonst wie erhaltene Funktion z : I — R" eine Losung
ist oder nicht, denn wir miissen nur nach ¢ differenzieren und alle Terme in die
Gleichung einsetzen.

. Wir werden immer versuchen, den Definitionsbereich I einer Losung so grof wie

moglich zu wahlen, d.h. wir suchen eigentlich sogenannte maximale Losungen.
Dabei kann es vorkommen, dass maximale Losungen via I = R fiir alle ¢ definiert
sind oder dass das maximale Definitionsintervall nur halb-unendlich oder gar nur
endlich ist (Blowup-Losungen).

Sehr viele Gesetze der Naturwissenschaften konnen als Differentialgleichungen
formuliert werden und die Aufgabe besteht oftmals darin, alle oder wenigstens
spezielle Losungen zu finden bzw. deren Eigenschaften zu verstehen.
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4. Wir wollen in diesem Kapitel wieder t als Zeit interpretieren, da sehr viele
Differentialgleichungen wirklich dynamische Gesetze bzw. die Ewvolution eines
Systems beschreiben. Wir benutzen daher auch wieder Punkt (statt Strich) fiir
die Ableitung nach t. Es gibt auch Differentialgleichungen, bei denen t keine
Zeit, sondern vielleicht eine rdumliche Variable oder ein sonstiger Parameter
ist. Dann verwendet man gerne andere Buchstaben und schreibt zum Beispiel
Z'(y) = —z(y) + sin (y) statt ©(t) = —x(t) + sin ().

5. Wir betrachten hier nur die gewdhnlichen (oder auch ordindren) Differential-
gleichungen, bei denen es nur eine skalare unabhdingige Gréfle (bei uns standard-
mékig ¢ genannt), aber im Allgemeinen mehrere abhdngige Grofien (die skalaren
Komponenten z; von z) gibt. Differentialgleichungen, in denen die unabhéngige
Grofe selbst vektorwertig ist bzw. mehrere skalare Komponenten besitzt, nennt
man partiell. Die entsprechende Theorie und Praxis ist deutlich anspruchsvoller
und kann hier nicht diskutiert werden.

6. Bei theoretischen Betrachtungen werden wir die abhéngigen Grofen in der Regel
zu einem Vektor x € R™ zusammenfassen. Wir schreiben Differentialgleichungen
auch oftmals verkiirzt als

x':f(t, :I:),

wobei dann immer mitgedacht werden muss, dass entlang einer Losung x von ¢
abhangen wird.

Achtung In vielen Lehrbiichern zur Analysis werden andere Notationen verwendet,
wobei es neben der Wahl anderer Buchstaben auch konzeptionelle Unterschiede gibt.!
Die Theorie ist am Ende natiirlich immer dieselbe, aber gerade am Anfang sollten Sie
Formeln aus verschiedenen Quellen nicht unbesehen miteinander vermischen.

Vorgabe von Anfangswerten Bei einer n-dimensionalen Differentialgleichung
erster Ordnung gibt es in aller Regel insgesamt n unabhéngige Freiheitsgrade.
Insbesondere sind selbst maximale Losungen nicht eindeutig, sondern werden n freie
Konstanten enthalten, die wir standardmaéfig mit C1, ..., C,, bezeichnen. Deswegen
konnen wir neben der Differentialgleichung auch noch Anfangsbedingungen der Form

z(ty) = T

stellen, wobei ¢, € R und z, € R™ mit (., z.) € U gegeben sind. Die Kombination
aus Differentialgleichung und Anfangsbedingung wird Anfangswertproblem genannt.
Der Satz von Picard-Lindelof (siehe unten) garantiert fiir eine stetig differenzierbare
Funktion f, dass es zu jedem (Z,, x,) genau eine maximale Losung gibt. Oder anders
gesagt: Durch die Angabe von Anfangswerten werden die Freiheitsgrade der allgemeinen
Losung eliminiert.

1Ein alternatives — und vor allen bei Mathematikern beliebtes — Losungskonzept kann mit unseren

Schreibweisen wie folgt formuliert werden:

Eine Lésung der Differentialgleichung @ = f(¢, ) ist eine Kurve { : I — R", sodass die

Formeln (¢, £(¢)) € U und £(t) = f(¢, £(¢)) fiir alle ¢ € I gelten.
Die Unterscheidung zwischen x und £ hat zwar einige Vorteile, bringt aber auch viele Nachteile mit
sich. In dieser Vorlesung benutzen wir den Buchstaben z sowohl fiir die nicht-zeitlichen Variablen
von f als auch fiir die Komponenten der Losungskurve, da wir damit viele Formeln und Ergebnisse
einfacher verstehen und herleiten kénnen.
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Beispiele Fiir die bereits oben diskutierten drei Beispiele lautet die Losungsformel
fiir das entsprechende Anfangswertproblem wie folgt:

1. Es gilt
x(t) = zeexp (t — t.),
denn die Anfangsbedingung legt via z, = Cexp (t,) die Konstante C' fest.

2. Durch einfache Rechnungen kénnen wir wieder C' eliminieren und erhalten
(1 =
x(t) = ———
1+ x.(te — 1)
mit
tel=(—oco, ;' +1,) oder tel=(z;'+t., +00).
Fir z, = 0 ergibt sich die stationédre Losung x(t) = 0 fir t € R.

3. Kombinieren wir die allgemeine Losungsformel von oben mit der Anfangsbedin-
gung, so ergibt sich

= (1) = (et ) ()

und nach elementaren Rechenschritten (Invertierung einer zweidimensionalen
Drehmatrix, Ausnutzung von Additionstheoremen) erhalten wir

x1(t)\  [+cos(t—t.) +sin(t—=t.)\ (21
zo(t))  \—sin(t —t.) +cos(t —t.)) \ T2
als Losungsformel fiir das Anfangswertproblem.

Sprechweisen

1. Gilt f(t, z) = A(t)x + b(t) mit gegebener nxn-Matrix A(t) und gegebenem
Vektor b(t) € R™, so sprechen wir von einer linearen, andernfalls von einer
nichtlinearen Differentialgleichung 1. Ordnung. Gilt bei einer linearen Gleichung
b(t) = 0 fiir alle ¢, so wird die Gleichung auch homogen genannt, andernfalls
inhomogen.

2. Héngt f gar nicht von t ab, so wird die Differentialgleichung autonom genannt
und wir schreiben dann die Differentialgleichung verkiirzt als & = f(x). Beachte
aber, dass die Losungen sehr wohl von ¢ abhéngen werden.

3. Bei autonomen Gleichungen kann es stationdre Losungen geben, d.h. Losungen
der Bauart z(t) = x, fiir alle ¢ € R. Diese sind besonders wichtig und durch die
Bedingung f(x,) = 0 charakterisiert.

4. Die Félle n = 1 bzw. n > 1 nennt man wieder skalar bzw. vektorwertig (oder
vektoriell), wobei eine autonome Gleichung in zwei Dimensionen (n = 2) auch
planar genannt wird. Eine vektorwertige Gleichung kann immer komponenten-
weise als

iy (t) fi(t, z(t), ..., za(?))

i (t) Fu(ts 21(), .y 2a(8))

geschrieben werden, wobei man diese Form auch als ein System von (gekoppelten
skalaren) Differentialgleichungen bezeichnet.
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Achtung Um Missverstiandnisse zu vermeiden, wollen wir jetzt schon festhalten:

1. Jede lineare und autonome Differentialgleichung kann — zumindest im Prinzip
— exakt gelost werden, obwohl die entsprechenden Formeln sehr unhandlich sein
kénnen. Lineare, aber nicht-autonome Gleichungen sind (zumindest fiir n > 1)
deutlich schwieriger und in der Regel nicht mehr exakt 16sbar.

2. Auch fiir nichtlineare Differentialgleichungen gibt es (selbst im autonomen Fall)
nur in den seltensten Féllen geschlossene Losungsformeln. Trotzdem kann die
Mathematik sehr viele qualitative Aussagen iiber nichtlineare Gleichungen bzw.
das Verhalten ihrer Losung machen. Es wird sich insbesondere zeigen, dass wir fiir
n = 1 und n = 2 die Eigenschaften nichtlinearer autonomer Gleichungen erster
Ordnung auch ohne Losungsformel sehr gut und fast vollsténdig charakterisieren
kénnen. Der Fall n > 3 ist aber wesentlich anspruchsvoller, insbesondere weil es
dann chaotische Effekte geben kann.

3. Wir konnen im Prinzip jede Differentialgleichung (skalar oder vektorwertig,
linear oder nichtlinear, autonom oder nicht) approximativ auf dem Computer
16sen und es gibt viele entsprechende Softwarepakete. Eine Diskussion geeigneter
numerischer Verfahren sowie ihrer Vor- und Nachteile erfordert aber eine eigene
Vorlesung.

Gleichungen héherer Ordnung Es gibt natiirlich auch Differentialgleichungen
hoherer Ordnung und vor allem die Gleichungen zweiter Ordnung spielen neben den
Gleichungen erster Ordnung eine herausragende Rolle in der theoretischen Physik.

Merksatz Jede Differentialgleichung hoherer Ordnung kann in eine dquivalente, aber
hoherdimensionale Gleichung erster Ordnung transformiert werden, indem durch einen
Universaltrick neue Variablen eingefithrt werden. Damit reicht es, die Theorie der
Gleichungen erster Ordnung zu entwickeln bzw. zu studieren. Die Transformation
offenbart auferdem, wie viele und welche Anfangsbedingungen bei einer Gleichung
héherer Ordnung vorgeschrieben werden konnen.

Bezispiele

1. Ein einfaches, aber prototypisches Beispiel zweiter Ordnung ist die Gleichung

§(t) + Byt) +yy(t) =0

mit den Parametern § und +, wobei wir die abhingige Grofe diesmal als y(t)
geschrieben haben. Wir kénnen nun durch

zwei neue Variablen z; und x5 einfithren und die skalare Differentialgleichung
zweiter Ordnung fir y(t) als

(28) N (—5 962(?)2@7 xl(t))

schreiben und damit in ein System von zwei gekoppelten skalaren Gleichungen fiir
die z;(t) uberfithren. In der Tat, die erste transformierte Gleichung spiegelt die
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Definition der z;(t) wider, wohingegen die zweite die Ursprungsgleichung kodiert.
Wir kénnen durch direkte Rechnungen iiberpriifen, dass beide Formulierungen
dquivalent sind (Ubungsaufgabe). Insbesondere konnen fiir die Gleichung zweiter
Ordnung und jedes feste t, € R zwei Anfangsbedingungen in der Form

Te1 = x1(ts) = y(ts), Tuo = Ta(ts) = y(ts)

gestellt werden.
2. Wir betrachten
g () =9t +o(5(t) y(t) + ¥ (y(t))

als ein Beispiel fiir eine skalare Gleichung dritter Ordnung, wobei 1) und ¢ zwei
gegebene skalare Funktionen auf R bezeichnen. Diesmal besteht der Trick darin,

die drei Grofken

() =yt),  w2t) =ylt),  s(t) =§(t),
einzufiihren und die Ursprungsgleichung durch das dquivalente, dreidimensionale
System
i1 (%) xo(t)
Bo(t) | = 3(t)

zu ersetzen. Die ersten beiden Gleichungen ergeben sich wieder direkt aus der
Definition der neuen Variablen x;(¢) und insgesamt kénnen wir drei Anfangswerte
x, € R3 vorgeben.

3.2 Anwendungsbeispiele*

Newtonsche Abkiihlung Die skalare Differentialgleichung
T(t) = A (Tumg(t) — T (1))

beschreibt fiir einen homogenen Korper, wie sich seine raumlich gemittelte Temperatur
T'(t) an die vorgegebene Aufentemperatur Tyme(f) anpasst, wobei A eine material-
abhéngige Konstante ist. Wir werden unten verstehen, wie man die Losungsformel

T(t)=Teexp (= A(t—1t.)) + )\/exp (=A(t—0)) Tumg(o)do

ableitet, wobei T, = T'(x,) der Anfangswert ist. Ist die Umgebungstemperatur konstant,
d.h. gilt Tymg(t) = Ty, so vereinfacht sich die Formel zu

Tt)=Teexp (= At —t.)) +Tp(l —exp (= At —t.)))
und impliziert
T(t) =Ty = (T. —Ty) exp (= A(t —t.)).
Insbesondere wird die Temperaturdifferenz nun exponentiell abklingen, wobei A gerade
die Stérke dieses Prozesses beschreibt und (In2)/A die entsprechende Halbwertszeit ist
(in dieser Zeitspanne halbiert sich immer die Temperaturdifferenz). Durch &hnliche

Gleichungen konnen {ibrigens sehr viele Wachstums- oder Zerfallsprozesse beschrieben
werden.
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Ausbreitung einer Pandemie FEin sehr einfaches Modell ist das sogenannte SIR-
System

St) = — pSHI),
It) = + pSOIFE) — nl(t),
R(t) = + nl(t),

wobei S(t) bzw. I(t) bzw. R(t) die Konzentration der noch nicht infizierten (susceptible)
bzw. der gerade infizierten (infected) bzw. der (durch Tod oder erlangte Immunitét)
entfernten (removed) Mitglieder einer Population beschreibt. Insbesondere sind S(t),
I(t) und R(t) hier immer reelle Zahlen aus dem Intervall [0, 1]. Die Parameter p bzw.
n représentieren die Infektionsrate bzw. die Summe aus Sterbe- und Genesungsrate
und werden im klassischen Modell als konstant angenommen. Insbesondere kann dieses
Modell nicht die Wirkung von Quarantdne-Maknahmen oder den unterschiedlichen
Verlauf in Teilpopulationen beschreiben, denn dafiir miisste man sehr viel mehr Gréfsen
und Parameter berticksichtigen.

Die Losung dieses nichtlinearen, aber autonomen Differentialgleichungssystems
héngt natiirlich von den Werten der Parameter p und 7 sowie von den Anfangsdaten

ab. Eine wichtige und spezielle Eigenschaft ist der Erhaltungssatz
St)+I(t)+R(t)=0  bzw.  S(t)+I(t)+ R(t) =const fiiralle t>t,.

Dieser beschreibt, dass jedes Mitglied der Population zu genau einer der drei Grup-
pen gehort und erlaubt es, eine der drei abhingigen Grofsen auf einfache Weise zu
eliminieren.

u=4.00, n=0.50, k=0.01 1=4.00, n=0.10, k=0.01 £=2.00, 1=0.50, k=0.01

| | / |

0.0 4.5 9.0 0.0 4.5 9.0 0.0 4.5 9.0

Abbildung Verschiedene Losungen zum SIR-Modell, wobei die Anfangsdaten S(0) = 1—«x, I(0) = &
und R(0) = 0 verwendet wurden und die rote bzw. griine bzw. blaue Kurve den zeitlichen Verlauf von
S bzw. I bzw. R darstellt. Alle numerischen Werte sind bzgl. gewisser Referenzwerte zu interpretieren.

Bemerkung Die Differentialgleichungssysteme in den Anwendungswissenschaften
sind nur Modelle der Wirklichkeit, die unter gewissen (meist sehr vielen) vereinfachten
Annahmen hergeleitet wurden und die reale Welt nicht exakt beschreiben. In der
Regel gibt es ganze Modell-Hierarchien, wobei die zu Grunde liegenden Gleichungen
immer komplexer werden und daher auch schwieriger zu 16sen sind bzw. immer mehr
Parameter enthalten, die man durch Messungen oder Analogieschliisse bestimmen
muss. In der Epidemiologie werden neben dem obigen SIR-Modell viele weitere
Differentialgleichungen verwendet, zum Beispiel das SIS- oder das SEIS-Modell. Nur
innerhalb der Mathematik gibt es universelle bzw. ewige Gleichungen, aber diese
beziehen sich letztlich auch auf eine idealisierte Welt. Eine perfekte Sphére existiert
zum Beispiel nur in unserer Vorstellung, aber nicht in der Natur.
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Elektrischer Schwingkreis Wir betrachten einen RLC-Schwingkreis (siehe Bild)
mit gegebener Spuleninduktivitdt L, Ohmschem Widerstand R und Kondensator-
kapazitdt C. Wird nun eine zeitabhingige Spannung U(t) angelegt, zum Beispiel
U(t) = Asin(€2t), so wird ein zeitabhédngiger Strom [(t) flieken, den man mithilfe
einer Differentialgleichung charakterisieren und anschlieffend mit analytischen oder
numerischen Methoden ausrechnen kann.

Wir wollen kurz skizzieren, wie man diese Gleichung ableiten kann. Die Kirchoffsche
Maschenregel postuliert

Ur(t)+ UL(t) + Uc(t) = U(t)
fir die Teilspannungen und die Gesetze der drei (idealisierten) Bauelemente kénnen als
Ur(t) = RI(t),  Ur(t)=LI{t), 1(t)=CUc(t)

geschrieben werden. Wir differenzieren nun die ersten drei Gleichungen (aber nicht die
vierte) nach der Zeit ¢ und erhalten nach Einsetzen und Umgruppieren der Terme

LIt)+RIt)+C I(t)=U(1)

als Differentialgleichung fiir die zu bestimmende Stromstérke [(t), wobei wir alle Terme
mit bzw. ohne die Unbekannte links bzw. rechts versammelt haben. Es handelt sich
um eine lineare, nicht-autonome Differentialgleichung zweiter Ordnung, die man zum
Beispiel um die Anfangsbedingungen fiir I(¢,) und I(t,) erginzen kann. Wir werden
weiter unten sehen, wie man exakte Losungsformeln ableiten kann und wie viele
wesentliche Parameter es eigentlich gibt.

Parameter y=0.2, v=1.0 Parameter p=3.0, v=1.0
+1. +1.
0.0 0.0F
I(t) R
-1, -1.
0.0 12.0 24.0 0.0 12.0 24.0 Ut —c
Parameter p=1.0, v=4.0 Parameter p=1.0, v=1.0 -
+1. +1.
L
0.0 0.0F
-1.t -1.b
0.0 12.0 24.0 0.0 12.0 24.0

Abbildung Vier Losungen (links) des elektrischen RLC-Schwingkreises (rechts) fiir verschiedene
Parameterwerte und Anfangsdaten, wobei der zeitliche Verlauf der Spannung U bzw. der Stromstérke I
in blau bzw. rot gezeichnet sind. Wir sehen, dass sich bei dieser Differentialgleichung und periodischem
Input nach relativ kurzer Zeit eine (fast) periodische Losung einstellt. Auch hier beziehen sich die
numerischen Zahlenwerte an den Achsen auf geeignet gewihlte Referenzgrofen und die Parameter
sind ebenfalls in entdimensionalisierter Form gegeben (siche unten).

iiber physikalische Dimensionen, Einheiten und Referenzgrofien** Die
Differentialgleichungen der Natur- und Ingenieurwissenschaften enthalten meist sehr
viele Parameter, wohingegen Mathematiker sehr sparsam mit Konstanten umgehen.
Zum Beispiel enthélt die Gleichung fiir den RLC-Schwingkreis mit anliegender Wechsel-
spannung

U(t) = A sin (), U(t):AQcos(Qt)
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insgesamt fiinf Parameter, ndmlich R, L, C' von den Bauelementen sowie A und
2 von der Anregung, wobei wir der Einfachheit halber mogliche Anfangsdaten in
unseren Betrachtungen ignorieren wollen. Alle diese Parameter haben natiirlich ihre
physikalische Bedeutung, aber wir konnen uns fragen, ob sie denn wirklich alle
wesentlich sind oder ob man nicht zumindest einige vernachlédssigen darf. Dies ist
nicht nur von theoretischem Interesse, sondern betrifft auch die Frage, wie viele
numerische Simulationen man eigentlich durchfithren muss, um die Losungen einer
gegebenen Differentialgleichung moglichst vollstandig zu verstehen. Der Schliissel fiir
eine Antwort liegt in den physikalischen Dimensionen (bzw. den Einheiten) aller
beteiligten Parameter sowie der abhéingigen und unabhéngigen Grofsen. Fiir den
Schwingkreis ergeben sich die folgenden Dimensionsexponenten:

Grofe | Zeit Masse Liange Stromstdrke | SI-Einheit
R | -3 +1 +2 -2 s3kgm? A2
L | -2 41 42 -2 s 2kgm? A2
C | +4 -1 -2 +2 stkg ' m2A?
Q —-1 0 0 0 s !

A | =3 41 +2 -1 s3kgm? A~
t +1 0 0 0 s

1 0 0 0 +1 A

I | -1 0 0 +1 sTLA

I |-2 o0 0 +1 sT2A

U | -4 +1 +2 —1 s4kgm? A~

Der Punkt ist, dass es nur zwei unabhéngige dimensionslose Produkte von Potenzen
der fiinf Parameter gibt und dass es daher nur zwei wesentliche Parameter im Schwing-
kreisproblem gibt. In der angewandten Mathematik wird eine solche Dimensionsanalyse
auch Buckinghamsches Prinzip oder Buckinghamsches I1-Theorem genannt. Es gibt
mehrere Moglichkeiten, die unabhéngigen dimensionslosen Parameter zu wéhlen, die
aber letztlich alle dquivalent sind. Im konkreten Fall konnen wir zum Beispiel

pw=Q*LC und v=QRC

verwenden und aus mathematischer Sicht ist die Schwingkreis-Gleichung mit ihren fiinf
dimensionsbehafteten Parametern dquivalent zur entdimensionalisierten Differential-
gleichung

wJ"(s)+vJ(s)+ J(s) =cos(s),

die nur die zwei wesentlichen Parameter p und v enthélt und beschreibt, wie sich der
entdimensionalisierte Strom

J(s) = AT O QT IO )

in Abhéngigkeit von der entdimensionalisierten Zeit s := 2t dndert. Hat man diese
Gleichung fiir die konkreten Werte von p und v gelést (analytisch oder numerisch), so
ergibt sich der gesuchte Strom via I(t) = ACQ J(2t).

Ubungsaufgabe*: Rechnen Sie nach, dass jede Losung J (s) der entdimensionalisierten
Gleichung eine Losung I(t) der dimensionsbehafteten Gleichung liefert und umgekehrt.

Bemerkung*: Man kann die Entdimensionalisierung auch als Wahl geeigneter Referenz-
grofen oder spezieller Einheiten interpretieren. Zum Beispiel sind Q7! bzw. AC Q die

Michael Herrmann: Analysis 2 [D)eysa | Version vom 2. Oktober 2022



166 3. Differentialgleichungen

Referenzzeit bzw. die Referenzstromstarke und s bzw. J quantifizieren fiir ¢ bzw. I die
entsprechenden dimensionslosen Anteile. Die Referenzspannung ist gerade A.

Merkregel* : Sowohl aus theoretisch-analytischer als auch aus praktisch-numerischer
Sicht ist es immer sinnvoll, alle in einer Differentialgleichung auftauchenden Grofen zu
entdimensionalisieren.

Riuber-Beute-Modelle Die Lotka- Volterra-Gleichung

B(t)=+aB(t)— BBt R(t),  R(t)=—vyR(t)+5B(t) R(t),
beschreibt die Wechselwirkung zwischen einer Beute- und einer Rauberpopulation,
wobei B(t) bzw. R(t) positive reelle Zahlen sind und als Anzahlen interpretiert werden
konnen. Die zu Grunde liegenden Modelierungsannahmen sowie die Bedeutung der vier
Parameter «, 3, v, 6 werden auf WIKIPEDIA erklart. In diesem planaren Differential-
gleichungssystem gibt es genau eine stationére Losung (das biologische Gleichgewicht),
aber wenn dieses — zum Beispiel durch dufsere Einfliilsse — gestort wird, so findet das
System nicht zuriick, sondern weist ein zeitperiodisches Verhalten auf (siche das Bild).
Ahnliche Gleichungen werden auch in den Wirtschaftswissenschaften verwendet (wobei
B(t) bzw. R(t) dann das Angebot bzw. die Nachfrage ist) und erlauben es, die Existenz
von Konjunkturzyklen zu verstehen.

2.0]

t 0.4

0.4 2.5

Abbildung Verschiedene Losungen des Lotka-Volterra-Models fiir den Parametersatz o = § = 2
und v = 6 = 1. Das linke und das rechte Bild zeigen den zeitlichen Verlauf von x1(¢) und xo(¢) fur
drei verschiedene Losungen, die jeweils einer anderen Farbe entsprechen. In der Mitte ist fiir mehrere
Losungen der entsprechende Orbit, d.h. das Bild der parametrisierten Kurve ¢ — z(t), dargestellt
(Phasenportrat). Die griine Losung ist stationér und stellt das Gleichgewicht dar. Jede andere Losung
oszilliert um dieses Gleichgewicht.

zwei Modelle fiir das Fadenpendel Die skalaren (und entdimensionalisierten)
Differentialgleichungen

jt)=—y(t)  baw.  §j(t) = —sin (y(t))

sind zweiter Ordnung und werden physikalisches bzw. mathematisches Pendel genannt,
wobei die Groke y(t) den zeitabhéngigen Auslenkungswinkel darstellt. Die erste
Gleichung stellt eigentlich eine Vereinfachung der zweiten dar — denn nach dem Satz
von Taylor gilt sin(y(t)) ~ y(t) fiir alle kleinen y(¢) — und beide kénnen via

G- () ()~ ()

als planares System erster Ordnung geschrieben werden. In der Mechanik werden beide
Pendelmodelle unter vereinfachenden Annahmen aus den Newtonschen Axiomen oder
durch den Lagrangeschen Formalismus abgeleitet, wobei

E(xy, ) = 2

lat+ 143 bzw. E(zq, 25) =1 — cos (z1) + 1 23
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die entsprechende Energiefunktion £ : R? — R ist. Mit der Kettenregel konnen wir
nachrechnen, dass

%E(azl(t), 25(t)) =0

fiir jede Losung der Differentialgleichung gilt, d.h die Energie bleibt lings jeder Losung
erhalten. Insbesondere ist der entsprechende Orbit, d.h. die Menge {z(t) : t € R} C R?
immer in einer Niveaumenge von E enthalten. Neben den vielen Gemeinsamkeiten gibt
es aber auch wichtige Unterschiede. Das physikalische Pendel kann als lineare Gleichung
explizit gelost werden, wobei wir oben schon

x1(t) = y(t) = +Cy cos (t) + Cysin (t) zo(t) = y(t) = —Cy sin (t) + Cy cos ()

verifiziert hatten. Fiir das mathematische Pendel gibt es jedoch keine analogen
Formeln. Auferdem besitzt diese Gleichung neben zeitperiodischen auch unbeschréinkte
Losungen, wobei wir dies sehr gut im Konturplot der Energiefunktion erkennen kénnen.
Beachte auch, dass wir jede Losung als Parametrisierung einer Niveaulinie Ng(e)
interpretieren konnen, wobei der Wert e € R via e = E(z(t.)) durch Anfangswerte
festgelegt ist.

+3.14 +3.14

0.0 0.0

X2
X2

-3.14 -3.14

-3.14 0.0 +3.14 -3.14 0.0 +3.14
X1 X1

Abbildung Das Phasenportrait des physikalischen (links) und des mathematischen (rechts) Pendels,
wobei jeweils die Niveaumengen der Energiefunktion dargestellt sind und drei ausgewéhlte Orbits
hervorgehoben wurden. Rechts ist aufserdem in lila die Separatriz gezeichnet, die die periodischen
Orbits von den unbeschrénkten Orbits trennt. Sie ist auch eine Niveaulinie der Energie E und verbindet
die Sattelpunkte von E.

Geometrische Differentialgleichungen Auch innerhalb der Mathematik treten

viele Differentialgleichungen auf und beschreiben zum Beispiel Geoddten, d.h. die
kiirzesten Verbindungen auf gekriimmten Fléachen.
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3.3 elementare Losungsmethoden

Ziel Wir stellen in diesem Abschnitt zwei bekannte Methoden vor, mit denen gewisse
Differentialgleichungen exakt gelost werden konnen. Es sei aber noch einmal betont,
dass es fiir viele Differentialgleichungen keine geschlossene Losungsformel gibt.

Trennung der Veranderlichen

Vorbemerkung Wir betrachten eine skalare Differentialgleichung erster Ordnung
der Bauart

d.h. unter der Strukturannahme f(z, t) = g(x) h(t). Eine solche Differentialgleichung
nennt man auch separierbar.

Heuristische Herleitung der Losungsformel In vereinfachter Notation gilt

S o 1) = o) ()

und formal konnen wir dies auch als

schreiben, wobei dies an die infinitisimale Variante der Transformationsregel fiir
eindimensionale Integrale erinnert. Wir erginzen auf beiden Seiten ein unbestimmtes
Integralzeichen und spendieren auch noch eine Integrationskonstante C'. Wir erhalten

dadurch
dx /
—— = [ h(t)dt+C,
/ g(w) ()

wobei die linke bzw. rechte Seite nach Definition der unbestimmten Integrale eine
Funktion in x bzw. t ist. Bezeichnen wir nun mit G bzw. H eine entsprechende Stamm-
funktion, so erhalten wir

bzw.

z(t) =G ' (H(t) + O)
als geschlossene Losungsformel. Hierbei bezeichnet G~ die Umkehrfunktion von G, der
Stammfunktion von 1/g. Der Wert der Integrationskonstanten C' kann durch Anfangs-
daten bestimmt werden. Mit x, = x(t,) ergibt sich zum Beispiel C' = G(z,) — H(t)

durch konsistentes Einsetzen.
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Bemerkung Uns braucht hier nicht zu interessieren, ob bzw. wie wir unsere formalen
Rechenschritte mathematisch rigoros begriinden konnen (das geht, braucht aber die
Theorie von Differentialformen), sondern wir machen uns einfach nachtriglich klar,
dass die Methode bei richtiger Anwendung eine sinnvolle Losung liefert. In der Tat,
wenn wir

G(z(t)) = C + H(t)

nach t differenzieren, so liefert die Kettenregel

—— ., H(t)=h(t)

benutzt haben. Insbesondere erhalten wir fiir jeden Wert der Konstante C' eine Losung
der Differentialgleichung und das Theorem von Picard-Lindel6f (siehe unten) garantiert,
dass es auch keine weiteren Losungen gibt.

Beispiele
1. Um das Anfangswertproblem
#(t) = (z(t))’ sin(t),  a(t.) =z, >0

zu l6sen, schreiben wir die Differentialgleichung im Zwischenschritt als

d d
x—fzsin(t)dt bzw. /x—fz/sin(t)dt—l—C.
In diesem Fall konnen wir nun sowohl links als auch rechts leicht eine Stamm-
funktion angeben und erhalten

1 1
— = t)+C bzw. =
; cos (t) + ZW x o) —C
wobei wir die Integrationskonstante C' durch die Auswertung der Anfangs-
bedingung, d.h. via
1
C =cos (t,) — —

Ty
eliminieren kénnen. Insgesamt haben wir damit die Losungsformel

1 Ty

w= cos (t) — cos (t,) + 1 " . cos (t) — . cos (t) +1

Ty

abgeleitet. Wir konnen auch wieder die Probe machen, d.h. durch Differentiation
nach t leicht nachpriifen, dass diese Formel wirklich eine Losung liefert.

Bemerkung: Unsere Rechnungen und die Endformel sind nur sinnvoll, solange
z(t) # 0 gilt. Fir z, # 0 gilt dies zumindest fiir Zeiten ¢ = t,, aber es kann
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zu endlichen Zeiten einen Blowup geben (ndmlich dann, wenn der Nenner in der
Losungsformel den Wert 0 annimmt). Das passiert zum Beispiel bei den Anfangs-
daten t, = 0, z, = 2 fiir cos (t) = %, d.h. wir koénnen die Losungsformel in diesem
Fall nur auf dem Zeitintervall (—m/3, +7/3) verwenden. Fiir die Anfangsdaten
t. =0, x, < 1/2 existiert die Losung aber global in der Zeit. Fir z, = 0 gibt es
auerdem offensichtlich die triviale Losung x(t) = 0 fiir alle £ € R.

Fiir das Anfangswertproblem
z(t) = Va(t)t, z(0) =z, >0

erhalten wir als Zwischenschritte zunachst

dx dx
[l bzw. -
\/_ tdt ZW /\/_ /tdt—l—C

sowie
2\/_:%t2—|—0 bzw. x:(%t2+50)2.

Eine Auswertung der Anfangsbedingung zur Zeit t, = 0 liefert C' = 2 ,/x, und
damit die Losungsformel

2(t) = (Va, + 102

Bemerkung: Im Fall von z, < 0 gibt es diesmal keine sinnvolle reelle Losung des
Anfangswertproblems und unsere formalen Rechnungen machen letztlich keinen
Sinn. Fiir Anfangswerte x, > 0 existiert die Losung jedoch global in der Zeit,
wobei z(t) > 0 fiir t € R gilt und sicherstellt, dass /x(t) immer eine wohl-
definierte reelle Zahl ist. Im Grenzfall x, = 0 gibt es wieder die triviale Losung
(t) = 0 fiir alle ¢ aber auch die nicht-triviale Losung z(t) = 1% ¢*. Dieses seltsame
Verhalten hat wieder damit zu tun, dass die Wurzelfunktion in 0 zwar definiert,
aber nicht differenzierbar ist.

+4.0 M +8.0

X +4.0

0.0f;

-2.0 i_;— 0.0t

-3.0 0.0 +3.0 -3.0 0.0 +3.0
t t

Abbildung Finige Losungen der eben gerechneten Beispiele mit ¢, = 0. Links: Das erste Beispiel
besitzt Losungen mit (tiirkis) als auch ohne (lila) Blowup. Rechts: Im zweiten Beispiel existieren alle
Losungen global in der Zeit, aber nur fiir nichtnegative Anfangsdaten.

Bemerkung

1. Die soeben beschriebene Losungsmethode wird auch Separation der Variablen

genannt. Auch hier gilt: Merken Sie sich nicht die Formeln, sondern das Prinzip
ihrer Herleitung!

2. In der Praxis kann die Methode auch versagen, ndmlich dann, wenn die Stamm-

funktionen G, H oder die Umkehrfunktion G~! nicht berechnet werden kénnen.
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Nichtlineare autonome Gleichungen Ein wichtiger Spezialfall ist die autonome
skalare Gleichung

i(t) = f(x(t))

mit gegebener nichtlinearer Funktion f : R — R. In diesem Fall kénnen wir g(x) = f(x)
und h(z) = 1 wihlen und erhalten die Losungsformel

z(t)=F'(t+C)  bzw. a(t)=F'(t—t.+ F(z.))
fiir die Differentialgleichung bzw. das Anfangswertproblem, wobei F' eine Stammfunk-
tion zu 1/f ist, zum Beispiel
[ dz [ dz
Fz)= | — oder F(x
@=[ 75 (@)

Tk 0

f@)

Wir hatten schon in Analysis 1 gesehen, dass es viele Stammfunktionen gibt, die sich
aber alle nur in additiven Konstanten unterscheiden. Die Losungsformeln hangen aber
nicht davon ab, welche Stammfunktion F' gewahlt wird.

Bemerkung Wir werden unten sehen, dass man fiir autonome skalare Gleichungen
das qualitative Losungsverhalten auch ohne explizite Formeln, sondern allein mit
graphischen Mitteln vollstandig charakterisieren kann.

Bezispiele
1. Im Fall f(z) = exp (—pz) mit Parameter p # 0 ergeben sich via
exp (px)dr = dt, ptexp(pr)=t+C
die Losungsformeln
z(t)=p ' In(pt+pC),  a(t)=p 'In(exp(pz.) —pt. +pt),

die wir wieder mit einer einfachen Probe verifizieren konnen oder durch Einsetzen
von

Flx)=p lexp(pz), F'(z)=p ' In(p2)

aus der abstrakten Formel von oben ableiten kénnen. Beachte, dass auch hier die
Losungen nicht fiir alle Zeiten ¢ € R existieren, sondern nur solange das Argument
im Logarithmus positiv bleibt, d.h. fiir ¢t > ¢, — p~! exp (pz.). Fiir p = 0 konnen
wir die Formeln nicht verwenden. In diesem Fall gilt &(¢) = 1 fiir alle ¢ und

z(t)=t+C,
ist die entsprechende allgemeine Losung.
2. Fir f(z) = 2P mit Parameter p # +1 kénnen wir

F(x) = x P 7 F’(x) — P = ﬁ’ F—l(z) _ <(1 —p) 2)1(17;,)
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wahlen und erhalten die Losungsformeln
1/(1— N
x(t) = ((1—p) (t+C)) /( p)’ z(t) = ((1—p) (t—t.) + = p) /a-p)

Alternativ konnen wir diese wieder direkt aus

dx

xpP

= dt

durch formale Integration beider Seiten ableiten. Der Term z(¢) muss natiirlich
immer wohldefiniert sein, d.h. in Abhéngigkeit von p kann es wieder nicht-globale
Losungen geben. Den Spezialfall p = 2 hatten wir schon am Anfang des Kapitels
betrachtet.

3. Fir f(x) = px kann man analoge Rechnungen durchfiihren, muss aber wegen
[ dz/z = In|z| eine Fallunterscheidung bzgl. des Vorzeichens von z bzw. w,
treffen. Am Ende ergibt sich

z(t) = texp(pt+pC), z(t) =z, exp (p(t —t.)) ,

wobei die zweite Formel fiir alle z, und p verwendet werden kann. Die erste kann
man auch als

z(t) = C exp (pt)

schreiben, wobei dann die Substitution C' = =+ exp (pC) zu Grunde liegt.

Lineare nichtautonome Gleichungen FEine weitere Anwendung der Separations-
methode sind Gleichungen der Bauart

mit gegebener Funktion a, wobei diese zu der in diesem Unterabschnitt betrachteten
Klasse von Differentialgleichungen gehoren, da wir g(x) = = und h(t) = a(t) setzen
kénnen. Unter der Annahme x > 0 erhalten wir G(z) = In (x) und wollen fiir h die spe-
zielle Stammfunktion H(t) = ftt a(t) wéhlen (sodass H(t,) = 0 gilt). Damit erhalten
wir

t

2(t) = 2. exp / a(r)dr |,

ts

als Losungsformel, die sogar fiir alle x, € R (und nicht nur fir z, > 0) verwendet
werden kann. In der Tat, es gilt x(¢.) = x, und die Kettenregel sowie der Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung implizieren

t

&(t) = x.exp /a(T) dr | a(t) = a(t) z(t)

(

fiir alle ¢ € R. Diese Formel ist ausgesprochen wichtig und niitzlich. Im Spezialfall
a(t) = « erhalten wir wieder #(t) = z. exp (o (t — t.)).
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Variation der Konstanten — einfachster Fall
Vorbemerkung In diesem Abschnitt 16sen wir das lineare Anfangswertproblem
(t) = a(t) x(t) + b(t), x(ty) = x,

fiir gegebene Funktionen a und b.

Heuristische Herleitung der Lésungsformel Im homogenen Fall gilt b(¢) = 0 fiir
alle t und wir hatten bereits gesehen, dass

t

Thom(t) = Cexp / a(r)dr |,

tx

die entsprechende allgemeine Losungsformel ist, wobei C' eine freie Konstante ist. Der
Trick zur Bestimmung einer Losung des inhomogenen Problems mit rechter Seite b(t)
besteht darin, die Konstante C' zu ,,variieren“. Oder anders gesagt, wir suchen Losungen
mittels des Ansatzes

t

() = O(F) exp / a(r)dr | |

(M

wobel wir das Gesetz fiir die ,zeitabhéngige Konstante® C(¢) noch finden miissen.
Differenzieren wir die letzte Formel nach ¢, so erhalten wir

t t

:b(t):(é(t)+0(t)a(t)) exp / a(r)dr | = C@t) exp / a(r)dr | +a(t) z(t)

t ty

und nach Einsetzen in die Differentialgleichung sowie kleineren Umstellungen ergibt
sich
t

C(t) = exp —/a(T) dr | b(t) .

ty

Die wesentliche Beobachtung ist, dass in dieser Gleichung zwar noch C(t), aber kein
C'(t) mehr auftaucht und dass wir daher beide Seiten der Gleichung integrieren kénnen.
Dies liefert?

und anschlieffend
t t t o

+(t) = C(t,) exp / a(r)dr | + / exp / a(r)dr | exp [ - / a(r)dr | b(o) do

(M [ e [
t t t

= T, exp /CL(T) dr +/exp /CL(’T) dr | b(o) do,

ts tu o

2Wir haben die Integrationsvariable hier mit o bezeichnet, hitten aber auch jeden anderen, noch
nicht verwendeten Buchstaben wéhlen konnen.
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wobei wir benutzt haben, dass unser Ansatz C(t.) = x. impliziert und dass

t o o

/ a(r)dr — / o(r) dr = / o(r) dr

ts tx t

aus der Gebietsadditivitat bestimmter Integrale folgt. Insgesamt haben wir damit die
gesuchte Losungsformel gefunden. Diese sieht wegen der ineinander verschachtelten
Integrale kompliziert aus, aber wenn wir die Integrale berechnen kénnen (was oftmals,
aber bei weitem nicht immer gelingt), erhalten wir explizite Ausdriicke fiir x(¢).

Bemerkungen
1. Auch hier gilt wieder: Die Herleitung ist wichtiger als die Endformel.

2. Wir werden weiter unten dieselben Ideen und Methoden fiir eine sehr viel grofere
Klasse von linearen Differentialgleichungen anwenden (Duhamel-Prinzip).

3. Wir kénnen leicht nachrechnen (Ubungsaufgabe), dass

t t

Zpart(t) 1= / exp | — / a(r)dr | b(o) do

ts o

eine spezielle bzw. partikuldre Losung der Differentialgleichung ist, die im
konkreten Fall der Anfangsbedingung x(t.) = 0 geniigt. Insbesondere kann die
allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung als

2(t) = Thom(t) + Tpart(t)

geschrieben werden und wir werden sehen, dass ein analoges Resultat auch fiir
lineare Differentialgleichungen in héheren Dimensionen gilt, wobei wir dann auf
der linken Seite Zinnom(t) anstelle von x(t) schreiben werden.

Beispiele
1. Fiir die Gleichung
(t) = ax(t) + b(t)

kann die abstrakte Losungsformel mit a(¢) = o und wegen ftt* adr = a(t—t,)
als

t

z(t) = zoexp (a (t —t.)) + /exp (a(t—0))blo)do

ts

geschrieben werden. Gilt sogar b(t) = [, so konnen wir auch das verbleibende
Integral ausrechnen und erhalten

x(t) = z.exp (a (t — t*)) +a (exp (a (t — t*)) — 1) )

Die Formeln fiir die Newtonsche Abkiihlung (siehe oben) ergeben sich durch den
Notationswechsel z(t) = T'(t), a« = —A und b(t) = A Tumg(t) bzw. = A Tl.
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2. Wir wollen die verschiedenen Varianten der Methode an dem sehr einfachen
Anfangswertproblem
z(t) + x(t) =sin (1), z(0) = z,

illustrieren.

(a) Wenn wir (durch Raten oder sonstwie) wissen, dass
Tpart(t) = 3 (1 +sin (t) — cos (1))

eine partikuldre Losung der Differentialgleichung ist, so miissen wir nur noch
die allgemeine Losung der homogenen Gleichung addieren. Im konkreten Fall
meint das

z(t) = C exp (—t) + Tpart (t)

und eine Auswertung der Anfangsbedingung (fiir die inhomogene, nicht die
homogene Losung) liefert C' = z, + 2par (0) = 2, und damit

x(t) = (2. + 1) exp (—t) + & (sin (¢) — cos (1))
als Losungsformel fiir das inhomogene Anfangswertproblem.
(b) Wir konnen natiirlich die abstrakten Losungsformeln mit a(t) = —1, t, =0
und b(t) = sin (t) verwenden und erhalten
t
x(t) = x, exp (—t) + /exp (—t+0) sin(o)do.
0
Die Berechnung des Integrals gelingt via
t
/exp (=t +0) sin (o) do = § (exp (—t) + sin (t) — cos (¢))
0
und nach Einsetzen sowie mit elementaren Termumformungen ergibt sich
dasselbe Ergebnis wie oben.

(¢) Wir lésen zuerst das homogene Problem und wvariieren die Konstanten, d.h.
wir benutzen den Ansatz

2(t) = C(t) exp (), (t) = C(t) exp (1) — C(t) exp (1)

und setzen ihn in die inhomogene Gleichung ein. Dies ergibt

C(t) exp (—t) = sin (¢)

wobei die Terme mit C(t) sich gerade aufheben (andernfalls haben wir
was falsch gemacht). Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
garantiert

C(t) = C(0) +/exp (o)sin (o) do = C(0) + 5 + 1 exp () (sin () — cos (1)),

wobei C'(0) die Rolle der freien Integrationskonstante tibernimmt. Insgesamt
erhalten wir

z(t) = (C(0) + 3) exp (—t) + 5 (sin (t) — cos (¢))

und nach Einsetzen von z, = C'(0) wiederum die gleiche Losungsformel.
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Bemerkung: Der dritte Losungsweg ist natiirlich der beste, weil wir uns hier nur
eine Idee, aber keine komplizierten Formeln merken miissen.

3. Wir wollen das Anfangswertproblem

o(t) —t ta(t) =13, (1) =1

16sen, wobei diesmal natiirlich ¢ > 0 gelten muss, da fiir ¢ = 0 die Differential-
gleichung keinen Sinn hat. Die allgemeine homogene Losung ist in diesem Fall
durch

¢
dr

Thom(t) = C exp /— =C exp(Int) =Ct
T

1

gegeben.
(a) Wenn wir durch Scharfes Hinsehen die partikulére Losung

xpart(t) = %t4

finden, so ergibt sich
_ 1,4 _ 2 144
J](t)—Ct‘f’gt —gt‘i‘gt,

wobei wir C' = % durch Auswertung der Anfangsbedingung gewonnen haben.
Beachte, dass die partikuldre Losung nicht der Anfangsbedingung geniigt.
Das ist aber auch nicht notwendig, sondern wird am Ende durch die richtige
Wahl von C' kompensiert.

(b) Wir konnen diese Losungsformel alternativ auch aus dem allgemeinen
Resultat mit a(t) = 1/t, b(t) = ¢*> und ¢, = 1, z, = 1 ableiten, da alle
Integrale via

t t t

d d
x(t) = exp /TT +/exp /TT o®do

1 1 o
t

:t+/£03dazt+t[%a3r:t

o o=1
1

berechnet werden konnen.

(c) Variation der Konstanten meint diesmal

und wir erhalten wegen

C(t) :C(1)+/02da:C’(1)+§t3—%

1

wieder die obige Formel, da die Anfangsbedingung C(1) = 1 impliziert.
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Vorlesungswoche 11

3.4 Satz von Picard-Lindelof

Vorbemerkung Wir beweisen in diesem Abschnitt den Hauptsatz tiber gewdohnliche
Differentialgleichungen, ndmlich dass fiir jede hinreichend gute Funktion f und alle
Anfangsdaten (¢, z.) das jeweilige Anfangswertproblem genau eine maximale Losung
besitzt. Das entsprechende Theorem wird Satz von Picard-Lindelof genannt und
mithilfe des Banachschen Fixpunktsatzes bewiesen. Die zentrale Beobachtung ist dabei,
dass jede Differentialgleichung auch als Integralgleichung interpretiert werden kann.

Vereinbarung In diesem Abschnitt betrachten wir die Differentialgleichung

w(t) = f(t, x(t))

wobei f: U — R™ eine gegebene stetige Funktion auf der offenen Menge U C R x R”
ist, sowie die Anfangsbedingung

z, = x(ts),

mit beliebig fixierten Daten (¢, z.) € U.

Lemma (Umformulierung als Integralgleichung) Eine Kurve z : I — R" erfiillt
genau dann das Anfangswertproblem, wenn die Integralgleichung

(1) ::c*+/f(7, o(r)) dr

fir alle t € I erfillt ist.

Bewetis Die Behauptung ergibt sich unmittelbar aus dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung (siehe Analysis 1), sofern dieser komponentenweise angewendet
wird. O

Bemerkungen

1. Auf diesem Lemma beruht letztlich die gesamte mathematische Losungstheorie
gewohnlicher Differentialgleichungen. Es besagt, dass jedes Anfangswertproblem
in ein adquivalentes Fixpunktproblem mit einem geeignet definierten Integral-
operator iiberfiihrt werden kann.

2. Man kann fiir jede stetige Funktion f zeigen, dass die Integralgleichung im Lemma
mindestens einen Fixpunkt besitzt (FEristenzsatz von Peano bzw. Fizpunktsatz
von Schauder), aber es kann im Allgemeinen viele Losungen geben (siehe das
folgende Gegenbeispiel).

3. Unter etwas schirferen Voraussetzungen an f wird es aber auf jedem hinreichend
kleinen Intervall I um ¢, genau einen Fixpunkt der Integralgleichung und damit
genau eine Losung des entsprechenden Anfangswertproblems geben. Wir werden
dies nun im Detail diskutieren.
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Gegenbeispiel Wir betrachten die stetige Funktion f : R — R mit
+/|x|  fir z >0,
f(z) =2'/? = 0 fir x =0,

—/|z|  furz <0,

sowie das dazugehorige autonome Anfangswertproblem
i) =z,  z(0) ==z,

mit der Anfangszeit ¢, = 0. Im Fall von x, = 0 existieren unendlich viele maximale
Losungen®, ndmlich

0 firt <T,

z(t) = i{ 2@t-1)" fict>T,

wobei T' > 0 ein freier Parameter ist und auch das Vorzeichen beliebig gewahlt werden
kann.

Bemerkungen:

1. Die Funktion f ist zwar auf ganz R definiert und stetig, aber sie ist auf keinem
Intervall K mit 0 € K Lipschitz-stetig.* Daher kénnen wir fiir z, = 0 den Satz
von Picard-Lindeldf (siehe unten) nicht anwenden.

2. Auf R\ {0} ist f aber stetig differenzierbar und damit auch lokal Lipschitz-stetig.
Insbesondere konnen wir fiir x, < 0 bzw. z, > 0 die Funktion f auf der Menge
V = (=00, 0) bzw. V = (0, +00) betrachten und der Satz von Picard-Lindelof
wird die Existenz und Eindeutigkeit einer maximalen Losung implizieren. Durch
Trennung der Verdnderlichen kénnen wir diese zu

3/2 3/2 ..
w(t) =+t + |2)7?)" baw. a(t) = —(Zt+ |2)7?) fiw £ > -3 |

berechnen, wobei sie via x(t) — 0 fiir ¢ N\ —% |x*|2/3 den Rand von V' bzw. den
kritischen Wert x = 0 erreicht.

Merkregel: Bei Differentialgleichungen mit Wurzeln — oder vergleichbaren, nicht-
differenzierbaren Singularitdten — kann es selbst bei vorgeschriebenen Anfangsdaten
mehrere Losungen geben.

+1.0 +1.0
x 0.0 N — — — — — —_—
-1.0 -1.0
+1.0 0.0 +1.0 +1.0 0.0 +1.0

t t

Abbildung Verschiedene Losungen zum Anfangswertproblem aus dem Gegenbeispiel. Links: Fiir
. = 0 gibt es unendlich viele maximale Losungen. Rechts: Fiir jedes z, # 0 gibt es hingegen genau
eine maximale Losung, wobei diese fiir eine Wahl von x, zur besseren Darstellung hervorgehoben
wurde.

3Wir kénnen leicht nachrechnen, dass die angegebene Formel wirklich eine Losung des betrachtetem
Anfangswertproblems liefert. Da sie auflerdem auf ganz R definiert ist, handelt es sich auch um eine
maximale Losung.

4Diese Aussage kann mit dem Mittelwertsatz aus Analysis 1 sowie der uneigentlichen Grenzwert-
aussage lim,_.q 1/\‘7? = 400 begriindet werden.
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Definition Die Funktion f erfiillt die lokale Lipschitz-Bedingung, wenn fiir jede
kompakte Teilmenge K C U eine Konstante L existiert (die von K abhéngen darf),
sodass

|f(t, @) = f(t, 2)| < L]z — 7|
fir alle (¢, z), (¢, ) € K gilt. Kann L unabhéngig von K gewéhlt werden, so sagen
wir, f geniigt der globalen Lipschitz-Bedingung auf ihrem Definitionsbereich.
Bemerkungen

1. Die Lipschitz-Bedingung fordert gerade, dass f nicht nur stetig bzgl. ¢t und x ist,
sondern sogar lokal Lipschitz-stetig bzgl. x ist.

2. Die erste Version des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung garantiert, dass
jede stetig differenzierbare Funktion f die Lipschitz-Eigenschaft besitzt, wobei
dann

L :=max {|Jac, f(t, z)| : (t, z) € K}

gewéhlt werden kann. In der mathematischen Praxis wird f in aller Regel stetig
differenzierbar sein und der unten formulierte Existenz- und Eindeutigkeitssatz
von Picard-Lindel6f kann angewendet werden.

3. Die Funktion f : R*? — R mit f(¢, ) = cos (¢) |z| ist zwar nicht differenzierbar,
aber sie erfiillt via

£t 2) = £(t, )] = |eos (0)]llal — 11| < [la] — [2]] < |z~ 2]

die Lipschitz-Bedingung mit der globalen Konstanten L = 1.

Vereinbarung Im Rest dieses Abschnitts setzen wir stets voraus, dass f der lokalen
Lipschitz-Bedingung geniigt!

Theorem (Satz von Picard-Lindel6f : eindeutige lokale Losung) Fiir jedes
(t«, x.) € U existiert ein € > 0, sodass das Anfangswertproblem eine eindeutige Losung
auf dem Intervall (¢, — ¢, t, + €) besitzt.

Beweis Vorbereitungen: Wir wihlen 6 > 0 sowie o > 0, sodass die abgeschlossene

sowie beschrinkte (und damit auch kompakte) Menge [t, — 6, t.+0] x B,(x.) ganz in U
liegt sowie eine entsprechende Lipschitz-Konstante L von f. Wir definieren aufterdem

C:=max {|f(t, z.)

:te[t*—d,t*+6]}, E:zmin{5% %}

und setzen [ := (t, — ¢, t, + €).
Fizpunktargument: Wir betrachten den Funktionenraum?®

=BC(I {x I — R" stetig und beschrankt}

SWir kénnten in diesem Beweis auch mit Funktionen auf dem abgeschlossenen Intervall I arbeiten,
aber die Behauptung im Theorem wird traditionell mit einem offenen Intervall formuliert.
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mit der Norm
|z]|, =sup {|z(t)| : t eI}
sowie die Teilmenge
A:={zeX : z(t) € By(z,) fiirallet € I},

wobei unsere Resultate aus dem ersten Kapitel implizieren, dass X ein vollstdndiger
normierter Raum ist und dass A eine abgeschlossene Teilmenge von X ist. Des Weiteren
definieren wir die Abbildung F : A — X durch

F(x)(t) := z. + /f(T, .T(T)) dr,

wobei die rechte Seite stetig von t € I abhéngt und Werte in R™ annimmt. Fiir je zwei
Funktionen x, = € A und jedes t € I ergibt sich insbesondere

t

7@ - F@ 0] = | [ (£ o(0)) - 17, 3(0) o

< / ‘f(T, x(T)) — f(7, 50(7'))‘ dr < L/ ‘[E(T) — :Z‘(T)‘ dr

t
<Lle-dl, [dr <ol Jt-t] = Le o3,
t
<3 lle -2l
aus der Lipschitz-Eigenschaft von f und die Supremumsbildung iiber ¢ € I liefert
1F(@) = F@)l, < 3lle =7,

d.h. F erfiillt eine Kontraktionsabschétzung. Die spezielle Wahl & = z, (konstante
Funktion auf I) impliziert

17(@) = Flell, < 3 llv =]l

und weil auch || F(z,) — 2], < 10 wegen

s/t\f(n )

gilt, ergibt sich fiir jedes x € A aus der Dreiecksungleichung die Abschétzung

|f(x*)(t) — Ty

dr < C'|t —t.

<eC<3o

H}"(x) — 2,

< | F@) - Fa)

ot H]—"(x*) —x,

_<iot+io=o0.

Insgesamt schlieken wir, dass F die Menge A kontraktiv in sich abbildet und der
Satz von Banach garantiert die Existenz und Eindeutigkeit eines Fixpunktes z € A
mit * = F(z). Insbesondere ist die Kurve = : I — B,(z.) die einzige Losung
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des Anfangswertproblems auf dem Intervall I, die ausschlieflich Werte innerhalb von
B,(w,) annimmt.

Verbessertes Findeutigkeitsresultat: Sei nun & : I — R" eine weitere Losung des
Anfangswertproblems auf dem Intervall 7. Wir wollen nun indirekt zeigen, dass die
Losung auch in A liegt und nehmen daher an, dass ein ¢ € I mit |2(f) —z.| > o
existiert. Wir diskutieren zunéchst den Unterfall t, < ¢ < t. + €. Da & eine stetige
Funktion auf [ ist, gilt |#(t) — x.| < o fiir alle ¢ > ¢,, die hinreichend nahe bei ¢, liegen.
Deshalb muss es ein ¢ty € (t., {) geben, sodass |Z(tx) — z.| = o gilt und auferdem
|£(t) — x| < p fiir alle t € (L., ty) erfilllt ist.% Analog zu oben zeigen wir

| F(2)(tg) — @] < [F(@)(t) — Flan)(te)| + [Flo)(ty) — 2.
S/L‘:Z“(T)—x*|d7'+ Cdr < Lo(ty —t.)+C(ty —t.)
<£€Q+C€:%Q+%Q*:Q,

wobei wir benutzt haben, dass 0 < t4 —t, < € gilt. Andererseits ist Z eine Losung des
Anfangswertproblems, d.h. es gilt Z(t4) = F(Z(t4)) und wir erhalten via

|#(ty) — ] = [F(@)(tg) — 2. < 0= [3(tg) — 2]

einen Widerspruch. Im Unterfall t, —e < t < t, argumentieren wir analog und schliefen,
dass ¢ und t4 nicht existieren. Insbesondere gehért Z zu A und stimmt mit der durch
den Fixpunktsatz bereitgestellten Losung x {iberein. O]

Bemerkungen

1. Der Beweis ist einer der wichtigsten Anwendungen des Banachschen Fixpunkt-
satzes, wobei die Lipschitz-Bedingung an f eine zentrale Rolle spielt.

2. Wir werden weiter unten eine zweite Fassung des Theorems herleiten, die
nicht nur die Existenz und FEindeutigkeit lokaler L&sungen auf hinreichend
kleinen Intervallen garantiert, sondern die sogenannten maximalen Losungen
charakterisiert.

3. Der im Beweis angegebene Wert fiir € ist nicht optimal. Beachte auch, dass der
optimale Wert fiir ¢ im Allgemeinen nicht nur von f, sondern auch von den
Anfangsdaten (t,, x,)abhidngen wird.

4. Gilt U = R x R" und erfiillt f sogar die globale Lipschitz-Bedingung, so kann der
Beweis so modifiziert werden, dass er mit deutlich weniger technischen Details
eine wesentlich bessere Aussage liefert. Siehe dazu die Ubungen.

Folgerung (Eindeutigkeitssatz) Fiir je zwei Losungen = : I — R"™ und 7 :~f —R
der Differentialgleichung gilt: Wenn die Gleichung z(t) = #(¢) fiir ein ¢t € I N I erfiillt
ist, so gilt sie schon fiir allet € I'N 1.

B 6Die reelle Zahl ty ist also die kleinste Zeit zwischen ¢, und t, + ¢, fiir die z(¢) im Rand der Kugel
B,(z.) liegt.
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Beweis Wir betrachten das Intervall .JJ := INT und konnen 0.B.d.A. annehmen, dass
dieses nichtleer ist (denn andernfalls ist nichts zu zeigen). Wir schreiben J = (t_, t4),
wobei t_ = —oo und/oder t; = 400 zugelassen ist, und definieren die Menge

T.:={teJ : z(t)=z(t)},

die aufgrund der Voraussetzung mindestens ein (und von nun an fixiertes) ¢, € J
enthélt und damit nichtleer ist. Insbesondere sind

te—=1inf {t € (t_, to] = (t, to] S T3} € [t—, to]
und
t*,-i- ‘= sup {t € [t[b t+) : [t()? t) - T*} € [t()v t-i—]

wohldefiniert (siehe das nachfolgende Bild). Wir wollen nun durch zwei Widerspruchs-
argumente zeigen, dass sowohl ¢, _ =t_ als auch ¢, ; =t gilt. Wir nehmen zunéchst
an, dass t_ < t, _ < ?o gilt, und bemerken, dass dann ¢, ; € T, aus der Stetigkeit
von x und 7 folgt. Wir wenden aufserdem das Theorem auf die Anfangsbedingung
(ts,—, x(ts,—)) = (s —, T(ts,—)) an und erhalten ein e_ > 0 sowie eine entsprechende
Losung x_ : (t. - —e_, t. — +¢c_) — R" der Differentialgleichung. Durch eventuelles
Verkleinern von e_ kénnen wir sicherstellen, dass ¢ < t, - — e_ gilt und die lokale
Eindeutigkeit von z_ garantiert z_(t) = x(t) = Z(¢) fiir alle Zeiten ¢ zwischen ¢, _ —e_
und ¢, _ gilt. Dies impliziert via

x(t) = z(t) fir alle t e (t, - —e_, to]

einen Widerspruch zur minimalen Wahl von ¢, _ und wir haben ¢, _ = t_ gezeigt. Mit
analogen Argumenten fiihren wir die Annahme ¢, ; < t4 zum Widerspruch. O]
A
#(t)
T,
¥ t {i t % >
t_ t*7,—€, t*’, tg t*,Jr t+

Abbildung Illustration der hypothetischen Situation im Beweis des Eindeutigkeitssatzes, wobei die
Widerspriiche durch Anwendung des Satzes von Picard-Lindeldf bzgl. der rot markierten Anfangs-
daten entstehen.

Theorem (Satz von Picard-Lindel6f : eindeutige maximale Lésung) Fiir
jedes (t., x,) € U existieren genau ein offenes Intervall I = (¢_, t;) sowie genau eine
Kurve z : I — R", sodass die beiden folgenden Aussagen erfiillt sind:

1. Fiir jede Losung % : I — R” des Anfangswertproblems gilt
ICI sowie i(t) =x(t) firalle tel.
2. Fiir jede kompakte Menge K C U mit (t., z.) € K existieren Zeiten 7_ und 7,

mit t_ < 7 < 7 < ty, sodass (¢, z(t)) € U\ K fiir alle t € (t_, 7_) sowie alle
t e (rq, ) gilt.

Diese Kurve x wird die eindeutige maximale Losung des Anfangswertproblems genannt
und man sagt, sie verlasst jedes Kompaktum.
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Bewets Teil 1: Nach dem ersten Teil des Theorems ist die Menge aller Losungen
des Anfangswertproblems nichtleer und im Folgenden bezeichnen wir Losungen mit
gl 1) — R"™ wobei s zur Menge S gehort und [ = (t[f], tgf}) ein offenes Intervall
ist, dass t, enthéilt.” Wir definieren®

t_ ::inf{t[f} . sES}, t+::sup{t[j} . SES},
sowie
z(t) =zt sofern ¢ € I,

fir alle ¢t € I, der Eindeutigkeitssatz sicherstellt, dass der Wert von x(t) nicht von der
konkreten Wahl von s € S abhéngt (siche auch das nachfolgende Bild). Die Kurve
x : I — R"™ ist nach Konstruktion die eindeutige maximale Losung des Anfangswert-
problems.

Teil 2: Angenommen, es gibt kein 7_ mit der geforderten Eigenschaft. Dann existiert
mindestens eine monoton fallende Folge (%), o in I mit

n—o0

t, —— t_ sowie (tn, x(tn)) € K furalle neN.

Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrass existiert eine strikt monoton wachsende
Indexfolge (1) ., sodass (tn,, x(ty,)) fiir j — oo gegen einen Grenzwert in K C R
konvergiert, wobei dieser nach Konstruktion als (t_, z_) mit x_ := lim;_, z(t,,) € R"
geschriecben werden kann.” Wir wenden die lokale Version des Theorems auf die
Anfangswerte (t_, z_) an und erhalten eine Losung x_ der Differentialgleichung, die
auf einem Intervall (t_ —e_, t_ + ¢_) definiert ist. Der Eindeutigkeitssatz garantiert,

dass durch

. fa(t) firte (t- —e_, t_]
T-(t) = { x(t)  fiirt e (t, tf)

eine Losung der Differentialgleichung gegeben ist, fir die sowohl z_(¢t_) = z_ als
auch z_(t,) = w, gilt. Das ist aber ein Widerspruch zur Maximalitat von x und wir
schliefen, dass unsere Annahme der Nichtexistenz von 7_ falsch war. Analog zeigen wir
die Existenz von 7.

ol 2l

(b1 e] hrlef D

Abbildung Schematische Illustration der ersten Beweisidee in der zweiten Fassung des Satzes von
Picard-Lindel6f: Die maximale Losung (blau) entsteht durch ,,Verkleben® aller Losungen (griin), wobei
der Eindeutigkeitssatz sicherstellt, dass dies moglich ist, und wir hier beispielhaft nur drei Losungen
betrachten. Der rote Punkte reprisentiert die Anfangsdaten (¢., x.).

"Die Indexmenge S enthilt genauso viele Elemente, wie es Losungen des Anfangswertproblems
gibt, und wird daher eine iiberabzdhlbare Menge sein.

8Etwas vereinfacht kann man sagen: t_ bzw. ¢, ist die kleinste untere bzw. die groRte obere Grenze
aller Existenzintervalle.

9Beachte, dass eine Folge von Vektoren genau dann konvergiert, wenn sie komponentenweise
konvergiert.
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Bemerkungen

1. Das maximale Existenzintervall (¢_, ¢,) hingt im Allgemeinen von den Anfangs-
werten (t,, x,) ab. Siehe dazu die Beispiele zu Beginn des Kapitels.

2. Der Satz von Picard-Lindel6f liefert die Existenz einer eindeutigen Losung sowohl
in der ,,Zukunft* (also fiir ¢, < t < ty) als auch in der ,Vergangenheit* (also fiir
t_ <t <t,). Das ist aus mathematischer Sicht sehr wichtig, obwohl wir in vielen
Anwendungen nur an der maximalen Losung fiir ¢ > ¢, interessiert sind. '

3. Der zweite Teil des Theorems wird oftmals als Rand-zu-Rand-Eigenschaft
bezeichnet (siehe die nachfolgenden FErklarungen), obwohl die Formulierung
mittels kompakter Mengen K C U deutlich praziser und weniger missverstandlich
ist.

stetige Abhingigkeit von den Anfangsdaten Mit mehr Aufwand kénnen wir
zeigen, dass die maximale Losung stetig — und oftmals sogar in differenzierbarer Weise
— von den Anfangsdaten sowie von eventuell vorhandenen Parametern in f abhéngt.
An dieser Stelle verzichten wir auf eine prazise mathematische Formulierung und einen
entsprechenden Beweis, werden aber diesen Aspekt weiter unten im Zusammenhang
mit Sensitivitdten noch einmal diskutieren.

Verhalten maximaler Losungen In vielen Féllen gilt U = R x V', wobei V' eine
offene, aber beschrinke Teilmenge des R™ ist (zum Beispiel eine offene Kugel oder ein
offener Quader). In diesem Fall impliziert der zweite Teil des Theorems die Aussage

Entweder gilt t;. = +oo (Ezistenz der maximalen Losung fir alle
zukiinftigen Zeiten) oder x(t) erreicht zur Zeit t. mit t, < t, < o0
den Rand der Menge V' (Blowup der mazimalen Lésung in endlicher
Zeit).

sowie einen analogen Lehrsatz fiir ¢_.

Heuristische Interpretation: Die Menge R x V' C R"*! kann als unendlich ausgedehnter
Zylinder mit Querschnittsflache V' interpretiert werden, wobei R x 9V gerade die
Mantelfiiche ist und {—oo} x V bzw. {+oo} x V als unendlich ferne Grund- bzw.
Deckfliche betrachtet werden kann. Damit ergeben sich die folgenden vier Félle:

1. t_ = —oo und t, = +o0: Die maximale Losung verbindet die Grundflache mit
der Deckfléache.

2. t_ = —oo und t; < 4o00: Die maximale Losung startet in der Grundflache und
endet in der Mantelflache.

3. t_ > —oo und t; = +o0: Die maximale Losung startet in der Mantelfliche, aber
endet in der Deckflache.

4. t_ > —oo und t; < +o0: Die maximale Losung verbindet Punkte in der Mantel-
flache.

Im Fall U = R"" (d.h. U =R x V mit V = R") kénnen die beiden Alternativen

Es gilt t, = +00 oder limy q, |2(t)| = oc.

0Daher kommt auch die Bezeichnung Anfangsdaten.
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sowie
Es gilt t_ = —oo oder limy ~_ |z(t)| = oc.

aus dem Theorem abgeleitet werden.

Heuristische Interpretation: Die Menge U entsteht aus den Zylindern R x B,(0) im
Grenziibergang ¢ — 0 und in diesem Sinne kann der Rand von V' als eine unendlich
ferne Spihre von Radius co um den Mittelpunkt O interpretiert werden.!!

Merkregel Die maximale Losung eines Anfangswertproblems existiert nur dann nicht
fiir alle Zeiten, wenn sie in endlicher Zeit den Rand des Definitionsbereiches von
f erreicht oder in endlicher Zeit ,explodiert, wobei beide Phénomene als Blowup
bezeichnet werden. Oder sehr salopp gesprochen: Maximale Losungen hoéren nur dann
auf zu existieren, wenn es dafiir einen zwingenden Grund gibt.

N\

Abbildung Zwei typische Beispiele fiir die Losungen der Differentialgleichung mit einer stetig
differenzierbaren Funktion f : U — R, wobei U ein offenes Rechteck im R? ist (es gilt also n = 1)
und fiir ausgewéhlte Losungen der Graph der jeweiligen Funktion z als diinne oder als dicke Linie
dargestellt ist. Nach dem Satz von Picard-Lindeldf verlauft durch jeden Punkt (., z.) € U genau
eine maximale Losung der Differentialgleichung, wobei sich zwei verschiedene Ldsungen nach dem
Eindeutigkeitssatz niemals kreuzen oder beriihren. Beachte auch, dass jede maximale Losung von
Rand zu Rand lduft, wobei der Rand 9U in der ¢-Richtung (also links oder rechts im Bild) oder in der
z-Richtung (oben oder unten) erreicht werden kann. Das analoge Bild fiir n = 2 ist dreidimensional,
wobei dann jede Losung der Differentialgleichung einer Raumkurve entspricht. Siehe auch die andere
graphische Darstellung fiir autonome Differentialgleichungen mit n = 2.

weitere Betrachtungen

Picard-Iteration* Der Banachsche Fixpunktsatz liefert nicht nur die Existenz und
Eindeutigkeit der Losungen von Anfangswertproblemen, sondern auch das Rekursions-
schema

t
B 1) / f(r a*(m)) dr,
t*

mit dem ausgehend von der konstanten Funktion z[® schrittweise immer bessere
Approximationen z!¥! gewonnen werden kénnen.'?

" Beachte aber, dass der topologische Rand von R™ die leere Menge ist.
2Der obere Index [k] bezieht sich hier weder auf Komponenten noch auf Ableitungen, sondern ist
der Index in der Rekursionsfolge.
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Bemerkungen:

1. Die Rekursionsvorschrift kann auch als
i @) = (¢, 2P @), MUE) =,
geschrieben werden.

2. Der Beweis der lokalen Version des Satzes von Picard-Lindelof garantiert, dass

die entstehenden Funktionenfolge (x[k]) JeN zumindest auf hinreichend kleinen

Intervallen um ¢, fiir K — oo gegen eine Grenzfunktion 2> konvergiert, die das
Anfangswertproblem 10st.

3. Die Picard-Iteration ist zwar von groffem theoretischen Interesse, aber in der
Praxis meist wenig brauchbar, da die auftretenden Integrale nur schwer berechnet
werden konnen. Bei der numerischen Losung von Anfangswerten auf dem
Computer benutzt man ganz andere Approximationsschemata, die ohne explizite
Berechnung von Integralen auskommen.

Beispiel Wir wollen die Picard-Iteration beispielhaft fiir das Anfangswertproblem
(t) = x(t), z(0) =1
durchfithren. Wir starten mit der konstanten Funktion
20t =1

und berechnen im ersten Schritt die Funktion 2z aus der Funktion z@ via

t t
(1) :1+/:c[o](T)dT:1+/1dT:1+t.
0 0

Analog erhalten wir
¢
:z:m(t):1+/x[”(r)dr:1+/(1+r)d7:1+t+%t2
0
sowie
t t
x[?’](t):1+/a:[21(7)d7:1+/(1+¢+§¢2)d7:1+t+§t2+§t3
0 0

im zweiten bzw. dritten Schritt und kénnen nun sukzessive fortfahren. Mit vollstdndiger
Induktion iiber £ kénnen wir die explizite Formel

k

1
M) =3 =Tkt gt
m=0

ableiten, wobei wir den Induktionsanfang bereits verifiziert haben und der Induktions-
schritt k£ ~» k41 aus dem Nachrechnen von

t

1+/<1+T+...+—(k_11)!7k_1+%rk>dfz1+t+%t+...+%tk+(kil)!tk“

0
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besteht. Insbesondere sehen wir, dass

W) A ) = S L e ()
m:

m=0

gilt, d.h. dass die durch die Picard-Iteration gewonnenen Funktionen z* im Limes
k — oo wirklich die Losung des Anfangswertproblems reproduzieren.

Lemma (Lemma von Gronwall, einfachste Version) Sei € : [t1, t2) — R eine
stetige und skalare Funktion, sodass

) <v+m /5(7) dr

fiir geeignete Konstanten vy, 71 > 0 und alle ¢ € [ty, to) erfiillt ist. Dann gilt
E(t) <o exp (i (t — 1))

fir alle t € [ty, t2).

Bewetis Wir betrachten die Funktion 7 : [¢1, t2) — R mit

n(t) == exp (— (6 — 1) / £(r)dr

und erhalten mit den Rechenregeln fiir Ableitungen aus Analysis 1 sowie aufgrund der
Voraussetzung die Abschéatzung

(t) =y exp (=7 (t—t)) E(t)—%/ﬁ(T)dT <qom exp (= (t—t)),

wobei auf der rechten Seite weder n noch ¢ auftaucht. Wir ersetzen ¢ durch 7 und
integrieren beide Seiten iiber 7 € [ty, ] mit ¢t € [ty, t2). Der Fundamentalsatz der
Analysis sowie direkte Rechnungen liefern

t

o) < [irydr =0 (1= e (=t -1))).

t1

wobei wir auch 7n(¢;) = 0 benutzt haben. In Kombination mit der Definition von 7
ergibt sich

" /5(7) dr = exp (9 (t — 1)) n(t) < 0 exp (71 (t—t1)) — 0

und die Behauptung folgt nach Einsetzen in die Voraussetzung. [
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Bemerkungen

1. Das Lemma ist der einfachste Vertreter einer ganzen Klasse von integralen oder
differentiellen Vergleichsprinzipien und stellt ein ausgesprochen wichtiges, aber
eher technisches Hilfsmittel in der Theorie gewohnlicher Differentialgleichungen

dar.

2. Es gibt alternative und weniger willkiirlich erscheinende Beweise. Diese benutzen
Ober- und Unterlosungen fiir Anfangswertprobleme, aber diese Konzepte konnen
wir in unserer Vorlesung nicht einfiihren.

Korollar (lineares Wachstum impliziert Existenz fiir alle Zeiten) Sei f auf
ganz R x R™ definiert und gelte

|f(t, 2)| < colt) + ea(t) |2]

fir alle (t, ) € R x R™, wobei ¢y, ¢; : R — [0, 00) zwei stetige und nichtnegative
Funktionen sind. Dann existiert fiir alle Anfangsdaten (., z.) die entsprechende
maximale Losung auf ganz R.

Bewets Nach dem Satz von Picard-Lindelof existiert die eindeutige maximale Losung
x: I — R™ auf einem offenen Intervall I = (t_, ¢, ) mit t_ < t, < t,.

FExistenz fiir t > t,: Die Integralgleichung aus dem Lemma zur Umformulierung
impliziert fiir alle ¢ € (t., t;) die Abschétzung

t t

—i—/t‘f(T, (7)) dTSx*-I-/CO(T)dT"'/01(7)|x(7)|d77

t [

|x(t)| <

Ty

wobei wir die Dreiecksungleichung sowie die Eigenschaften eindimensionaler Integrale
verwendet haben. Unter der Annahme ¢, < co sind

T+
Yo = |x.| + /CO(T) dr, v = max{ci(T) : T € [ty, t4]|}
t
wohldefinierte reelle Zahlen und das Lemma von Gronwall — angewendet mit ¢; = t,,
ty :=t; und £(t) = |x(t)] liefert
}x(t)‘ <o exp(m (t—t.)) <70 exp (n (s —t.)) < o
fir alle t € [t., ty), aber dies widerspricht der Rand-zu-Rand-Eigenschaft maximaler

Losungen. Daher gilt ¢, = 4-00. 3
FExistenz firt < t,: Wir betrachten die reparametrisierte Kurve z : I — R" mit

I(t) = x(2¢ —t) I:=(2t, —ty, 2t, —t_)
und zeigen mit direkten Rechnungen, dass diese das Anfangswertproblem
)= f(t, 2(t)),  #(t.) = .
16st,'3 wobei die rechte Seite f(t, x) = f(2 t, —t, x) der Abschitzung
|f(t, z)| < Golt) + Ei(t) || mit ¢i(t) ==cj(2t. — t)

geniigt. Wir kénnen nun alle Argumente aus dem ersten Beweisteil wiederholen und
zeigen, dass 2t, —t_ = +oo und damit . = —oo gilt. O

I3Wir benutzen hier eine sogenannte Zeitumkehrung. Dies ist ein Standardtrick um mathematische
Ergebnisse liber zukiinftige Zeiten auf vergangene Zeiten zu iibertragen.
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Bezspiele
1. Jede Losung der linearen Differentialgleichung
x(t) = A(t) z(t) + b(t)

mit stetigen Funktionen A : R — M"™*" und b : R — R" existiert fiir alle Zeiten,
denn wir kénnen das Korollar mit ¢o(t) = |b(t)| und ¢;(¢) = |A(¢)| verwenden.
Insbesondere kann kein Blowup auftreten. Im Rahmen unserer Vorlesung ist dies
die wichtigste Konsequenz des Lemmas von Gronwall.

2. Jede Losung der nichtlinearen Gleichung

@(t) = a(t) sin (b(t) z(t))

existiert fiir alle Zeiten, sofern die Koeffizientenfunktionen a, b : R — R stetig
sind.

3. Erfillt f die globale Lipschitz-Bedingung auf R x R", so gilt
|f(t, )| < |f@ 0 +[£(t @) = f(t, 0) < f(t, 2) + L]z — 0]

und das Korollar kann angewendet werden.

Besonderheiten autonomer Gleichungen

Vereinbarung In diesem Abschnitt studieren wir die Differentialgleichung

i(t) = f(z(1),

bei der die rechte Seite nicht explizit von ¢ abhédngt, sondern durch ein Vektorfeld
f:V CR® — R” gegeben ist. Dabei setzen wir immer voraus, dass V' offen ist und
dass f der lokalen Lipschitz-Bedingung geniigt, sodass der Satz von Picard-Lindelof
mit U = R x V angewendet werden kann.

Definition Fiir jede Losung x : I — R"™ nennen wir die Menge
X ={zt) : tel}

die entsprechende Trajektorie (oder den entsprechenden Orbit), wobei es sich gerade
um das Bild von x im Sinne der Kurventheorie handelt.*

Bemerkungen

1. Eine parametrisierte Kurve x : I — R" kann nur dann eine Losung der
Differentialgleichung sein, wenn sie Werte in V' annimmt. Insbesondere ist die
jeweilige Trajektorie immer eine Teilmenge von V' und = beschreibt, wie diese in
Abhéngigkeit von der Zeit ¢ durchlaufen wird.

2. Jede Losung x : I — V ist eine Integralkurve an das Vektorfeld f, denn die
Differentialgleichung besagt, dass der Tangentialvektor @(t) zu jeder Zeit t € I
durch f (m(t)) gegeben ist. Siehe auch die nachfolgenden Bilder.

Es ist nicht ungewthnlich, dass identische Konstrukte in verschiedenen Bereichen der Mathematik
anders bezeichnet werden.
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Die lokale Lipschitz-Bedingung meint im autonomen Fall, dass fiir jede kompakte
Teilmenge K C V eine Konstante L existiert, sodass

|[f(z) = f(@)] < |2 — 7]

fiir alle x, * € K gilt. Eine hinreichende Bedingung ist — wie schon weiter oben
diskutiert — die stetige Differenzierbarkeit von f.

Die von Rand-zu-Rand-Bedingung meint im autonomen Fall fiir jede maximale
Losung x : (t_, t;) — V das Folgende: Entweder gilt ¢, = +oo (bzw. {_ = —00)
oder x(t) verlasst fiir t ' t, (bzw. t \ t_) jedes Kompaktum K C V.

Viele Differentialgleichungen in den Natur- und Ingenieurwissenschaften sind
autonom, denn die fundamentalen Naturgesetze éndern sich nicht mit der Zeit.
Differentialgleichungen, die Systeme mit sich verdndernder duferer Anregung
modellieren, sind aber in aller Regel nicht-autonom.

Jede Nullstelle £ € V von f definiert via x(t) = ¢ eine stationére (also konstante)
Losung mit () = 0 fiir alle £."° In anwendungsrelevanten Differentialgleichungen
beschreiben die stationdren Losungen oftmals die Gleichgewichte des zugrunde
liegenden physikalischen, biologischen oder technischen Systems. Sie spielen
aufserdem eine wichtige Rolle bei der qualitativen Untersuchung von Differential-
gleichungen, vor allem, wenn ihre Stabilitditseigenschaften bekannt sind (siehe
dazu weiter unten).
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Abbildung Oben: Vier Beispiele fiir Vektorfelder auf einem offenen Quadrat V' C R2. Weitere
Beispiele finden sich weiter unten. Unten: Visualisierung ausgewahlter Integralkurven (bzw. von
Losungen der entsprechenden autonomen Differentialgleichung), wobei jeweils drei hervorgehoben
wurden. Beachte, dass immer nur die Trajektorie, d.h. das Bild der parametrisierten Losungskurve
dargestellt ist. Wie schnell diese durchlaufen wird, kann aus der graphischen Darstellung nicht (bzw.
nur indirekt durch die Lange der Pfeile) abgelesen werden.

15Umgekehrt kann leicht gezeigt werden, das jede stationire Losung einer Nullstelle von f entspricht.
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3.4. Satz von Picard-Lindelof 191

Lemma (Shift-Invarianz bei autonomen Gleichungen) Seien z : I — V und
T : I — V zwei maximale Losungen der autonomen Differentialgleichung, die via

x(t*) =T, = 92'(7,7*)

zu unterschiedlichen Zeiten durch denselben Punkt z. € V' laufen. Dann gehort ¢ genau
dann zu I, wenn t — t, + t, Element von [ ist, und es gilt

a(t) =zt —t.+1.)
fir alle t € 1.

Beweis Durch Nachrechnen verifizieren wir, dass die Kurve 7 : I =V mit
[={teR:t—t.+i. eI}, @t)=a(t—t.+L)
sowie die Kurve  : I — V mit
I={teR:t—t.+t, eI}, i(t)=a(t—1 +t)

beide die Differentialgleichung 16sen, wobei 2(t.) = @(t.) = z. = x(t.) = i(f ) nach
Konstruktion erfiillt ist. Insbesondere gilt #(t,) = z(t.) bzw. #(t,) = #(t,) und der
Satz von Picard-Lindelsf liefert 7 C I und &(t) = x(t) fiir alle t € I bgw. I C T
und #(t) = #(t) fiir alle t € I. Die Behauptungen ergeben sich nun nach einfachen
Termumstellungen. O]

Bemerkungen

1. Die dem Beweis zugrunde liegende Idee ist eigentlich ganz einfach: Wird eine
Losung der autonomen Gleichung in der Zeit verschoben, so entsteht wieder eine
Lésung. Diese ist auf einem anderen Zeitintervall definiert, besitzt jedoch dieselbe
Trajektorie (im Lemma gilt also X = X).

2. Aufgrund der zeitlichen Shift-Invarianz ist bei Anfangswertproblemen autonomer
Differentialgleichungen der Wert von ¢, nicht wirklich wichtig (die Wahl von x,
hingegen schon). Oftmals wird daher ¢, = 0 gesetzt.

3. Fiir nicht-autonome Gleichungen gibt es in der Regel keine analoge Aussage.
Gegenbeispiel: Die beiden Kurven z(t) = t—1 und z(t) = exp (—t) 4+t — 1 erfiillen
i(t)=t—ax(t) mit x(1)=0  sowie  z(t)=t—2(t) mit Z(0)=0,

aber sie konnen nicht durch eine Zeitverschiebung ineinander iiberfiihrt werden.

Theorem (autonome skalare Differentialgleichungen) Sei f: R — R stetig
differenzierbar und seien &; und & zwei aufeinanderfolgende Nullstellen von f mit

f1(&)>0> f(&)und f(x) >0 fir & <z <& (blau im Bild)
bzw.

f1(&) <0< f/(&)und f(x) <0 fir & <z <& (gelb im Bild).
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192 3. Differentialgleichungen

Dann existiert fiir jedes (., x.) mit z, € (&, &) die entsprechende maximale Losung
fir alle t € R und ist

strikt monoton wachsend in ¢ mit lim, , o, () = & und limy_,, o z(t) = &
bzw.
strikt monoton fallend in ¢ mit lim;, o x(t) = & und lim;_, 1 x(t) = &.

Insbesondere ,,verbindet x die beiden stationdren Punkte & und &;.

Beweis Wir zeigen nur die erste Behauptung; die zweite folgt dann mit analogen
Argumenten.

untere und obere Schranke: Nach dem Satz von Picard-Lindelof existiert eine
eindeutige maximale Losung « : [ — R mit [ = (¢_, t; ) des Anfangswertproblems. Die
alles entscheidende Beobachtung ist, dass

& =x1(t) < z(t) < my(t) ==&

fiir alle t € I gilt, wobei =1, 2 : R — R zwei stationdre Losungen der Differential-
gleichung sind. In der Tat, wenn zum Beispiel eine Zeit € I mit x(f) = &, existiert,
so gibt es wegen der Stetigkeit von x sowie nach dem Zwischenwertsatz aus Analysis 1
auch eine Zeit ¢ € (t,, {) mit x(f) = & = 25(#). Der Eindeutigkeitssatz impliziert dann
aber x(t) = xo(t) = & fiir alle t € I und damit via x, = x(t.) = & einen Widerspruch.
Damit haben wir die obere Schranke fiir z(¢) etabliert und die untere Schranke kann
analog hergeleitet werden.

globale Existenz und Monotonie: Die Schranken implizieren zusammen mit der
Rand-zu-Rand-Eigenschaft maximaler Losungen, dass t. = —oo und t, = +oo gilt.
Zusammen mit der Differentialgleichung liefern sie die Abschéatzung

i(t) = f(z(t)) >0

fiir alle t € R. Insgesamt haben wir gezeigt, dass x auf ganz R definiert und strikt
monoton wachsend ist.

asymptotisches Verhalten: Die Eigenschaften stetiger, monotoner und beschrankter
Funktionen (siche Analysis 1) garantieren, dass die beiden Grenzwerte

z(£o00) := tLiIinoo x(t)

wohldefiniert sind, und dass & < x(—o0) < z, < z(+00) < & gilt. Wir nehmen nun
an, es gelte x(+00) < &. Aufgrund der Eigenschaften von f existiert § > 0, sodass
&(t) = f(x(t)) > 6 fur alle t > ¢, gilt und der Fundamentalsatz der Analysis impliziert

t
x(t) :m*—|—/j7(7')d7' >z, +0(t—t) —2 +o0.
t
Das ist aber ein Widerspruch zur oberen Schranke und daher gilt z(4+00) = &. Mit

dhnlichen Argumenten zeigen wir, dass z(—o0) = & gilt, da wir andernfalls Zeiten
t < t, betrachten und via
ty
() = 2. —/x'(T)dT Ca St —t) STE
t

erneut einen Widerspruch konstruieren konnen. O
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(t) = f((t))
9¥l{ing ) = 42 z <0

f

<0

‘ ‘
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Abbildung Graphische Darstellung des soeben formulierten Theorems, wobei wir die griinen bzw.
roten stationdren Losungen weiter unten als stabil bzw. instabil klassifizieren werden. Beachte, dass
sich die Monotonie-Eigenschaften der Losungen direkt aus der Differentialgleichung ablesen lassen und
dass sich die Losungen fiir verschiedene Werte von x, im ¢t-z-Diagramm niemals schneiden diirfen, da
sonst im Schnittpunkt ein Widerspruch zum Satz von Picard-Lindel6f entstiinde.

Bemerkungen

1.

X2

Das Theorem beschreibt nur die typischen Standardfille und wir konnen mit
ghnlich einfachen Argumenten auch entsprechende Resultate fiir mehrfache oder
anders entartete Nullstellen — also fiir den Fall f(&;) = f/(¢;) = 0 — herleiten.
Aufserdem gibt es Varianten mit £ = —oo oder & = +oc.

Mit mehr Aufwand kénnen wir die exponentiellen Konvergenzabschétzungen
|2(t) — x(—00)| < Cexp (+A_1), |2(t) — z(+00)| < Cexp (—A4 )
beweisen, wobei A_ = + f/(x(—00)) und A\, = — f'(x(400)) positiv sind.

Das Theorem illustriert, dass wir manchmal auch ohne explizite Losungsformeln
sehr genaue Informationen {iiber die Losungen von autonomen Differential-
gleichungen erhalten konnen. Allerdings gilt das Theorem nur fiir n = 1, d.h.
fir autonome skalare Gleichungen. Im planaren Fall (n = 2) kénnen wir das
qualitative Verhalten von Losungen auch sehr gut verstehen und visualisieren,
obwohl dann die Komponentenfunktionen in aller Regel nicht mehr monoton
sind und zum Beispiel auch periodisch sein kénnen. Siehe dazu die folgenden
Beispiele fiir sogenannte Phasenportraits. In drei oder mehr Dimensionen (n > 3)
ist die qualitative Theorie autonomer Differentialgleichungen jedoch deutlich
anspruchsvoller, vor allem weil dann auch chaotische Effekte auftreten konnen.
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Abbildung Drei numerisch berechnete Beispiele fiir Phasenportraits planarer Vektorfelder, mit
deren Hilfe das qualitative Verhalten der entsprechenden Differentialgleichung sehr gut verstanden
werden kann. Besonders hervorgehoben sind stationdre Punkte, hetero- und homokline Orbits sowie
Grenzzyklen.
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Vorlesungswoche 12

3.5 lineare Differentialgleichungen

Vorbemerkung In diesem Abschnitt betrachten wir die lineare Differentialgleichung
x(t) = A(t) z(t) + b(t),

wobei A : R — M™" und b : R — R"™ gegebene stetige Funktionen sind. Wir
wollen dabei zunéchst keine Anfangswerte vorschreiben, sondern beliebige Losungen
der Differentialgleichung studieren, und beginnen mit dem homogenen Fall, in dem
b(t) =0 fur alle t € R gilt.

Erinnerung Wir hatten schon im Nachgang zum Satz von Picard-Lindelof gezeigt,
dass bei einer linearen Differentialgleichung (homogen oder nicht) alle maximalen
Losungen fiir alle Zeiten definiert sind. Wir werden daher im Folgenden immer
Losungen betrachten, die auf ganz R definiert sind.

homogene Gleichung

Theorem (Hauptsatz iiber linear homogene Gleichungen) Fiir die lineare
und homogene Differentialgleichung

gelten die folgenden Aussagen:

1. (Superpositionsprinzip) Sind z, & : R — R™ zwei Losungen und sind 7, 7 zwei
reelle Zahlen, so ist nx +n2 : R — R" mit

(nz+nz)(t) = na(t) +7(t)
auch eine Losung.

2. (linearer Lésungsraum) Die Menge aller Losungen ist ein reeller Vektorraum der

Dimension n, wobei fiir je n Losungen zM, ..., 2" die folgenden drei Aussagen
paarweise dquivalent sind:
(a) Sie bilden eine Basis des Losungsraumes.

(b) Es existiert ein t, € R, sodass xl(t,), ..., #["(¢,) linear unabhingige
Vektoren sind.

(c) Die Vektoren zM(t), ..., 2["(¢) sind fiir jedes ¢ € R linear unabhiingig.

Bewetis Die erste Behauptung kann einfach nachgerechnet werden und die zweite
ergibt sich aus den Ergebnissen des vorherigen Abschnitts (Ubungsaufgabe). [
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Bemerkungen

1. Das Superpositionsprinzip gilt fiir die Losungen der (homogenen) Differential-
gleichung, d.h. ohne Beriicksichtigung von Anfangsdaten, denn bei Anfangswert-
problemen ist die Losung eindeutig. Fiir nichtlineare Gleichungen gibt es kein
Superpositionsprinzip und fiir inhomogene lineare Gleichungen muss es etwas
abgewandelt werden (siehe unten).

2. Die Aquivalenz im zweiten Teil impliziert, dass linear unabhéingige Anfangsdaten
zu linear unabhéngigen Losungen gehoren und umgekehrt.

3. Wir koénnen bei linear homogenen Gleichungen auch komplex rechnen, d.h. die
Komponenten von x(t) und A(t) diirfen komplexe Zahlen sein und alle Aussagen
gelten sinngemaf weiterhin. Die unabhéngige Grofse ¢ muss aber immer reell sein.

Definition Sind 2, ..., 2[" linear unabhingige Losungen, so wird X : R — M"™"
mit
| | A0 o 2@
X(t) = |2l ... 2lM@) | = : :
| | 20 2

als Fundamentalmatrix (der Differentialgleichung) bezeichnet und det X (¢) wird die
entsprechende Wronski-Determinante genannt.

Bemerkungen
1. Das Theorem impliziert, dass die Matrix X (¢) fiir jedes t € R invertierbar ist.

2. Per Definition liefern die Spalten von X(¢) linear unabhéngige Losungen der
Differentialgleichung. Fiir die Zeilen wird dies aber im Allgemeinen nicht gelten.

3. Ist X(t) eine Fundamentalmatrix und ¢ € R" ein beliebiger Spaltenvektor, so
liefert

z(t) =Xt e=craW@t)+ ... +c,2(1)

auch eine Losung der Differentialgleichung und jede Losung kann in dieser Form
dargestellt werden. Beachte aber, dass fiir einen Zeilenvektor d das Produkt
d X (t) im Allgemeinen keine Losung darstellt.

4. Fundamentalmatrizen sind nicht eindeutig, denn es gibt viele Basen im Ldsungs-
raum. Bei gegebener Anfangszeit ¢, werden wir hdufig zuséatzlich

a(t,) = et e zM(t,) = el

fordern, wobei el der j-te Einheitsvektor im R” ist. Dann gilt X (t,) = 1, aber je
nach Anwendung oder Kontext sind auch andere Wahlen fiir die Basislosungen
sinnvoll. Siehe dazu auch die Formeln weiter unten zur Umrechnung zwischen
verschiedenen Fundamentallosungen.
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5. Wir werden im néchsten Abschnitt sehen, dass die Fundamentalmatrizen im
autonomen Fall — also wenn A(t) = A fir alle ¢t € R gilt — explizit als Matrix-
exponential berechnet werden konnen. Bei nicht-autonomen Gleichungen ist dies
im Allgemeinen nicht moglich, aber der Hauptsatz ist trotzdem sehr wichtig. Er
garantiert, dass wir aus n geratenen oder sonstwie erhaltenen linear unabhéngigen
Losungen alle anderen in einfacher Weise zusammenbauen kénnen.

Bezispiele

1. Fiir das autonome und planare System

P(t) = Az(t), A

I
VR
=
[u—
o +
—_
~_

ist

_ [+cos(t) +sin(t) - o _
X(t) = (—sin (t) +cos (t)> ¢ det (X (1)) =1

eine Fundamentalmatrix, die den zwei linear unabhéngigen Lésungen

o= (i) o= (1)
entspricht. Jede andere Losung kann via
z(t) = ¢ () + ey 2P () = X (1) e
mit ¢ € R? als Superposition dieser Basislosungen dargestellt werden. Die Formel

Tty = (—|—cos (t—t) +sin (t—t*))

—sin (t —t,) +cos(t —t.)
liefert fiir jedes feste t, eine weitere Fundamentallésung und wir verizifieren
S, (10 S +cos (t,) —sin(t.)
X(t) = <O 1) ’ X(t) = X(¢) (—l— sin (t.) +cos (t)
mit direkten Rechnungen und trigonometrischen Additionstheoremen.

2. Die nicht-autonome Differentialgleichung

besitzt die Fundamentalmatrix

0 _e—2t

X(t) = (et (t+ 1)e2t) , o det (X(1) = e,

wobei wir leicht nachpriifen konnen, dass jede Spalte in der Tat einer Losung der
Differentialgleichung entspricht.
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Korollar (Losungsformel mit Anfangsdaten) Fiir jedes (¢,, z.) € R x R
beschreibt die Kurve z : R — R" mit

die eindeutige maximale Losung des entsprechenden homogenen Anfangswertproblems,
wobei X : R — M"™ " eine beliebige Fundamentallosung ist.

Beweis Die dritte der vorherigen Bemerkungen — ausgewertet mit ¢ = X ~1(t,) z, —
zeigt, dass x der homogenen Differentialgleichung geniigt und die Anfangsbedingung
ist via z(t,) = X(t.) X '(t.) z. = =z, erfiillt. Die Eindeutigkeit ergibt sich aus dem
Eindeutigkeitssatz. O]

Bemerkungen

1. Die Matrix X (t,) X~!(¢,) wird oftmals Ubergangsmatrix genannt, denn sie
beschreibt, wie x(t) aus z(t,) berechnet werden kann. Das nichtlineare Analogon
wird Fluss der Differentialgleichung genannt und spéater eingefiihrt.

2. Sind X (t) und X (t) zwei Fundamentalmatrizen, so implizieren das Korollar sowie
der Eindeutigkeitssatz die Formel

und damit

wobei die Matrizen
Y =X't)X(t), Y=X't)X(E)

invers zueinander sind und nicht von ¢ abhingen.'® Oder anders gesagt: Zwei
verschiedene Fundamentalmatrizen zur selben Differentialgleichung unterscheiden
sich nur durch die rechtsseitige Multiplikation mit einer konstanten Matrix.

Dynamik von Fundamentalmatrizen Es gilt

fiir alle Zeiten t € R, wobei wir diese matrizwertige Version der Differentialgleichung
direkt nachrechnen koénnen, indem wir die Gesetze der Matrizenmultiplikation sowie
die spaltenweise Giiltigkeit der wvektorwertigen Version ausnutzen. Mit etwas mehr
Aufwand (siehe die Ubungen) kénnen wir sogar zeigen, dass die Wronski-Determinante
der skalaren Differentialgleichung

L det (X(t)) = tr (A(t)) det (X(t))

16y ypd Y héngen auch nicht von der Wahl von t, ab, denn es gilt sogar
XTHO)X() =X t) X(E), XM X (1) = X1 (t) X ()

fur alle ¢ € R und alle t, € R.
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geniigt'” und daher durch

det (X (1)) = exp / tr (A(r)) dr | det (X(5.))
gegeben ist. *

Bemerkungen:

1. Die Formel fiir die Wronski-Determinante ist sehr bemerkenswert und wichtig,
denn sie erlaubt es uns, die Determinante von X (t) direkt aus den Anfangsdaten
und ohne explizite Kenntnis von X (¢) zu berechnen.

2. Insbesondere gilt die folgende Aussage, die in vielen Bereichen der Mathematik
niitzlich ist: Ist A(¢) fiir alle Zeiten spurfrei (d.h. tr (A(t)) fiir alle t € R), so gilt
det (X (t)) = det (X(t.)) fiir alle ¢ € R und die Wronski-Determinante dndert
sich nicht mit der Zeit.

inhomogene Gleichung

Vorbemerkung Wir studieren nun die Losungen der inhomogenen Gleichung und
werden insbesondere sehen, dass die Methode Variation der Konstanten nicht nur fiir
n = 1, sondern auch in héheren Dimensionen angewendet werden kann.

Lemma (Charakterisierung des Losungsraumes) Ist z,,¢ : R — R” eine
gegebene inhomogene Losung, so kann die allgemeine inhomogene Losung als

2(t) = Thom(t) + Tpart(t)
geschrieben werden, wobei
Thom () = X (1) ¢

die allgemeine homogene Losung mit freien Konstanten ¢ € R™ bezeichnet.

Beweis Da x,, nach Voraussetzung die inhomogene Gleichung erfiillt, konnen wir
durch Nachrechnen leicht zeigen, dass x genau dann eine weitere inhomogene Losung
ist, wenn x — pare der homogenen Gleichung geniigt. Die Behauptung ergibt sich nun
unmittelbar. O

Bemerkungen

1. Zpary wird partikulére Lésung genannt,'® wobei wir diese durch geschicktes Raten,
geeignete Ansitze oder die Berechnung gewisser Integrale (wie gleich beschrieben)
ermitteln konnen. Man schreibt im Lemma oftmals auch z,,(¢) statt x(t).

2. Wir kénnen die Quintessenz des Lemmas auch so formulieren: Die Differenz zweier
inhomogener Losungen ist eine homogene Losung. Insbesondere ist die Menge
aller Losungen der inhomogenen Gleichung kein linearer Vektorraum, sondern
ein affiner Raum.

1"Die Spur (englisch trace) der Matrix A(t) ist
tr (A(t)) = A (t) + ... + Aun(t),

d.h. die Summe ihrer Diagonaleintrége.
18 Alternativ kénnen wir auch von einer speziellen Lésung reden.
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Theorem (Hauptsatz iiber linear inhomogene Gleichungen) Die allgemeine
Losung der inhomogenen Gleichung kann als

x(t) :X(t)c—i-/X(t)X_l(a) b(o)do = X(t) C+/X_1(U>b(0)d0

geschrieben werden, wobei t, eine beliebige Zeit ist (zum Beispiel die Anfangszeit) und
das Integral iiber den vektorwertigen Integranden komponentenweise berechnet wird.

Beweis Variante 1: Wir zeigen, dass

Tpart (t) := X(t)/X_l(a) b(o)do

eine Losung der inhomogenen Gleichung ist, denn dann folgt die Behauptung aus dem
vorangegangenen Lemma. Differentiation nach ¢ liefert

bpart(l) = Sapan(t) = X(1) / XY o) blo)do + X(1) (X @0)b(0))

wobei wir den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung aus Analysis 1
komponentenweise angewendet haben. Der zweite Term auf der rechten Seite ist
offensichtlich b(¢) und weil X (¢) der matrixwertige Version der Differentialgleichung
gentiigt (siehe oben), erhalten wir schlieflich

Fpant(t) = A(t) X(1) / XYo)b(o)do + b(t) = A(t) zpan(t) + b(t)

und damit das gewiinschte Ergebnis.
Variante 2: Wie im eindimensionalen Fall benutzen wir Variation der Konstanten,
wobei der Ansatz diesmal (d.h. fiir n > 1) als

2(t) = X(t) c(t)

geschrieben wird und die Reihenfolge der Faktoren wieder wichtig ist, da die Matrizen-
multiplikation nicht kommutativ ist. Differentiation nach ¢ liefert

z(t) = X (t)e(t) + X(t)e(t) = A(t) X(t) c(t) + X (t) é(t) = A(t) z(t) + X (t) (1),

wobei wir die Produktregel komponentenweise sowie die Differentialgleichung fiir X (¢)
verwendet haben. Durch Einsetzen in die inhomogene Differentialgleichung fiir z(t)
erhalten wir

X({)et) =bt)  bzw. () = X HE) b(t)

und der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung garantiert
t
c(t) = c(ty) + /X_l(a) b(o)do .
te

Die Behauptung folgt nun nach Multiplikation mit X (¢) und Einsetzen, sofern wir am
Ende ¢ statt ¢(t,) schreiben. O
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200 3. Differentialgleichungen
Bemerkungen
1. Man nennt die Losungsformel aus dem Hauptsatz auch das Duhamel-Prinzip
bzw. die (hoherdimensionale) Variation der Konstanten. Sie ist ausgesprochen
wichtig und kann alternativ mit physikalisch motivierten Argumenten abgeleitet
werden, wobei dann mit dem Superpositionsprinzip fiir die homogene Gleichung
argumentiert wird.
2. Im eindimensionalen Fall n = 1 sind alle Vektoren und Matrizen reelle Zahlen

und die entsprechende Formel aus dem Theorem hatten wir — mit a(t) statt A(t)
— schon im Abschnitt {iber explizite Losungsmethoden fiir skalare Gleichungen
kennengelernt.

Auswertung der Losungsformel Bei einer Anwendung des Theorems miissen fiir
n > 1 im Allgemeinen die folgenden Teilprobleme behandelt werden:

1.

Finde die allgemeine Losung des homogenen Problems bzw. eine Fundamental-
matrix X (t).

Berechne X ~1(¢) fiir jedes ¢, zum Beispiel durch Matrizeninversion.

Berechne das vektorwertige Integral in der Losungsformel und aus diesem die
entsprechende partikuldre Losung des inhomogenen Problems.

Bei Anfangswertproblemen miissen die freien Kontanten ¢ € R"™ noch als Losung des
linearen Gleichungssystems

bestimmt werden, wobei die Invertierbarkeit der Matrix X (¢, ) sicherstellt, dass es genau
eine Losung gibt. Im Fall von X (¢.) = 1 vereinfacht sich dies zu z, = c.

Bemerkungen:

1.

Ist die homogene Gleichung autonom, so kann X (t) als Matrixexponential explizit
berechnet werden (siehe den néichsten Abschnitt). Im nicht-autonomen Fall gibt
es aber keinen Algorithmus fiir die exakte Berechnung von Fundamentalmatrizen
und man muss sich oftmals mit numerischen Approximationen begniigen.

Generell gilt: Beim Losen linearer Differentialgleichungen mit n > 1 kdnnen die
Rechnungen sehr schnell sehr kompliziert werden. Daher werden in den Natur-
und Ingenieurwissenschaften oftmals auch andere Losungsverfahren eingesetzt,
die zumindest fiir gewisse Klassen von Differentialgleichungen schneller zum Ziel
fiihren. Prominente Beispiele sind die Fourier- und die Laplace- Transformation,
mit denen Differentialgleichungen in dquivalente algebraische Formeln {iberfiihrt
werden konnen.

Beispiel Die zweite Ordnungsgleichung

§(t) +y(t) = cos (wi)
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3.5. lineare Differentialgleichungen 201

beschreibt einen harmonischen Oszillator mit periodischer Anregung der Frequenz w.
Sie kann via z1(t) = y(t) und z5(t) = y(t) als planare inhomogene Gleichung mit

(07 -

geschrieben werden, und wir hatten schon gesehen, dass

+cos (t) +sin(t) +cos (t) —sin (¢)

X(t):(—sin(t) +cos(t)> mit Xl(t):<+sin(t) +cos(t))

eine mogliche Wahl der Fundamentalmatrix ist. Um die Losungsformel auszuwerten,
bestimmen wir zunédchst das vektorwertige Integral, wobei wir ¢, = 0 setzen und w # £1
voraussetzen wollen. Wir erhalten

t

/tX_l(‘7> b(o)do = /t (_Sin (o) cos (w0)> o _O/Sin (0) cos(wo)do
+ cos (o) cos (wo) .

0 0 +/cos (0) cos(wo)do
_ 1 (— cos (t) cos (wt) — w sin (¢) sin (wt) + 1)
w2 —1 —sin (t) cos (wt) + w cos (t) sin (wt)

durch Berechnung der beiden skalaren Integrale (zum Beispiel mit zweifacher partieller
Integration) und damit

! 1 ( +cos (t) — cos (wt) >

xpart(t) = X(t> /X_l(a) b(0> do = w?—1 —sin (t) + w sin (w t)

als partikulére Losung, fiir die nach Konstruktion x,.,¢(0) = 0 gilt. Die allgemeine
inhomogene Losung z(t) entsteht, wenn wir zur partikuldren Losung die allgemeine
homogene Losung X (¢) ¢ addieren, und insgesamt ergibt sich

y(t) = 21(t) = (c1 + <= ) cos (t) + ¢ sin () — — cos (wt)
sowie

Y(t) = z2(t) = ¢z cos (t) — (e1 + =3 ) sin(t) + = sin (wi),

wobei wir hier die Reihenfolge von Faktoren beliebig vertauschen diirfen, da alle Terme
skalar sind. Die Konstanten ¢; und ¢y konnen durch die Vorgabe von zwei skalaren
Anfangswerten bestimmt werden, wobei hier ¢; = 21(0) = y(0) und ¢ = x2(0) = y(0)
gilt.

Bemerkung: Unsere Formeln gelten offensichtlich nicht fiir w = +1. In diesem Fall
liefert die Berechnung der beiden skalaren Integrale andere Ausdriicke, ndmlich

Tpart(t) = (t Cost(:;nfzin (t))
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202 3. Differentialgleichungen

sowie
y(t) = c1 cos (t) + o sin () + 5 ¢ sin (t).

Das unterschiedliche Verhalten fiir w? # 1 und w? = 1 ist aus physikalischer Sicht
mit Resonanz verbunden, denn die Figenfrequenzen der Gleichung fiir y(t) sind gerade
+1 (Aquivalent dazu ist, dass +1i die Eigenwerte von A sind). Wird der harmonische
Oszillator mit einer anderen Frequenz angeregt, so bleibt die Losung y(t) fiir alle Zeiten
beschrinkt. Bei w = +1 ist das aber wegen des polynomiellen Vorfaktors anders und
es tritt die sogenannte Resonanzkatastrophe ein.

w=2, ¢;=0.5, ¢,=0.5 w=0.5, ¢1=0.7, ¢,=0.3 w=1.0, ¢;=0.0, ¢,=0.0
+1.0 +1.8 +9.9
0.0 0.0 0.0
-1.0 -1.8 -9.9
0 4 8 0 a4 8 0 a4 8

Abbildung Drei Losungen des harmonischen Ostzillators, wobei Rot bzw. Blau der Losung bzw. der
Anregung entspricht und rechts der resonante Fall dargestellt ist.

3.6 autonom homogene Differentialgleichungen

Vorbemerkung Das denkbar einfachste Anfangswertproblem in einer Dimension
(also fiir n = 1) lautet

x(t) = Ax(t) x(ty) =
und besitzt die Losung
x(t) = exp ((t — t.) A) z,,

wobei A, x, und z(t) jeweils reelle Zahlen sind. In diesem Abschnitt zeigen wir, dass
eine analoge Formel auch fiir n > 1 gilt, d.h. wenn A eine zeit-unabhéngige quadratische
Matrix ist. Insbesondere werden wir zeigen, wie entsprechende Fundamentalmatrizen
explizit berechnet werden konnen.

Matrixexponential

Theorem (Existenz des Matrixexponentials) Fiir jede quadratische Matrix
M e M™™ ist

S Mk 1 2 1 3 1 4
exp (M) = T S LA M A M M M
k=0

als absolut konvergente Reihe wohldefiniert,"? wobei M® = 1 die Einheitsmatrix in
M"™" ist und wie immer 0! = 1! = 1 vereinbart sei. Auferdem gilt die Implikation

M:Q]T/[/Q_1 — exp(M):Qexp(M)Q_l,

d.h. Basiswechsel und Berechnung des Matrixexponentials konnen vertauscht werden.

19 Auch bei Matrizen diirfen wir e statt exp (M) schreiben.
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Beweis Teil 1: Die Partialsummenfolge (Sp,),,cy C M™™ mit S, := >, M*/k!
erfiillt

l

Mk
2 W

k=m+1

l Mk l M
<X e x

k=m+1 k=m+1

51~ S =

fiir alle [ > m, wobei wir die Dreiecksungleichung sowie den Kompatibilitatssatz fiir
die euklidische Norm von Matrizen verwendet haben. Die Konvergenz der skalaren
Exponentialreihe (siehe Analysis 1) impliziert, dass

M e o~ M
sm::Z o 7, soo::z o = exp (|M])
k=0 k=0

im Sinne konvergenter und monoton wachsender Zahlenfolgen gilt. Wir erhalten damit
zum einen

m—o0
0

OS‘SZ_SmISSZ_SmSSoo_Sm

und schliefsen, dass (Sy,),, oy eine Cauchy-Folge ist und daher wegen der Vollsténdigkeit

von M"*" einen Grenzwert besitzt. Zum anderen ist die Konvergenz von (s,,),,cn Per

Definition dquivalent zur absoluten Konvergenz der matrixwertigen Exponentialreihe.
Teil 2: Unter der Annahme M = Q M Q~! berechnen wir

M= (QMQ ™) (QMQ ") =QM(Q'QMQ ' =QM*Q!
mit den Rechenregeln der Matrizenmultiplikation und durch vollstandige Induktion

iiber k zeigen wir M* = Q M* Q! fiir alle k € N. Dies impliziert S,, = Q S,, Q! fiir
alle Partialsummen und die zweite Behauptung ergibt sich im Limes m — oo. O

Bemerkungen

1. Vereinfacht gesprochen kann die Beweisidee wie folgt zusammengefasst werden:
Die matrixwertige Exponentialreihe konvergiert absolut, weil ihr reelles Analogon
absolut konvergiert und weil M"*™ vollsténdig ist.

2. Das Matrixexponential kann ganz analog fiir komplexwertige nxn-Matrizen
eingefiihrt werden. Beachte aber, dass es fiir nicht-quadratische Matrizen keine
analoge Konstruktion gibt.

3. Matrixexponentiale konnen auch ohne unendliche Summenbildung berechnet
werden, indem geeignete Basiswechsel und bekannte Formeln fiir Elementar-

bausteine miteinander kombiniert werden. Siehe dazu die Beispiele.

4. Mit den Methoden aus dem Beweis kann auch die Giiltigkeit der niitzlichen
Formeln

exp (M) M = Mexp (M), [exp (M)] < exp (|M])
gezeigt werden (Ubungsaufgabe).
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204 3. Differentialgleichungen

Bezispiele

1. Fiir Diagonalmatrizen gilt

pr 0 2 M% 0 3 M? 0
(0 u2>’ (0 p3) 0 p3)’

und damit

1 3
=5 1)
kann mittels

— -2 0 I [+1 +1 1 I (+1 -1
M = S S —
) e=s(Bn) e=s(0 )
diagonalisiert werden, d.h. es gilt M = QM Q! bzw. M = Q~' M Q. Daher
kénnen wir das gesuchte Matrixexponential via

— 1 (e+4+e2 e+4_e2)

2. Die Matrix

exp (M) = Q exp (M) Q' = S lett _ o2 gt g2

berechnen.
3. Die verallgemeinerte Drehmatrix
M= (T Y
v Ap
besitzt die beiden konjugiert komplexen Eigenwerte p + i v und diagonalisiert in

C via
B pw—iv 0 1 L /41 41 AT
w-o(, N)en b (). e
Wir erhalten daher

() =0(%" )@ —e (P iy,

nach elementaren Rechnungen und unter Verwendung der Euler-Formel.

4. Fiir die verallgemeinerte Jordan-Matrix

_ (K7
M= (0 M)
verifizieren wir

2 2xu7) <u3 3u2?7> pt okt
M2 = (" , MP = o, MF= ,
(0 /vL2 0 Iu3 0 :U’k

durch vollstandige Induktion iiber k£ und

exp (M) = e <(1) ’17)

folgt nach Vergleich mit der reellen Exponentialreihe.
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3.6. autonom homogene Differentialgleichungen 205

zur Summenformel Fiir Matrizen gilt im Allgemeinen
exp (M—I—N) # exp (M) exp (N) ,

obwohl natiirlich exp (m + n) = exp (m) exp (n) fiir reelle Zahlen m, n erfiillt ist. Der
Grund ist, dass die Multiplikation von Matrizen — im Gegensatz zur Multiplikation
von Zahlen — nicht kommutativ ist, und das Ungleichheitszeichen kann heuristisch wie
folgt verstanden werden: Zum einen berechnen wir

exp(M+N)=1+(M+N)+3(M+N)(M+N)+...
=1+M+N+IM*+LMN+INM+1IN*+ ..

und erhalten zum anderen mithilfe des Cauchy-Produktes fiir Reihen die Formel
exp (M) exp (N) = (1+M+§M2+...> (1+N+§N2+...)
=1+M+N+iM>*+MN+3N>+....

Im Allgemeinen gilt aber M N # N M, d.h. die gemischten quadratischen Terme in den
beiden letzten Formeln sind nicht identisch. Analoges gilt fiir alle gemischten kubischen,
quartischen und quintischen Terme.

Gegenbeispiel: Die Matrizen

w10 v

kommutieren nicht (es gilt MN = N # 0= NM) und die Formeln

e = (5 1) (5 1)=(5 ) #(5 77 ") —ewary

ergeben sich nach direkten Rechnungen.

Lemma (bedingte Summenformel) Die Formel
exp (M) exp (N) =exp (M + N)
ist erfiillt, wenn M und N kommutieren, d.h. sofern MN = NM gilt.

Beweis Die wesentliche Beobachtung ist, dass fiir zwei kommutierende Matrizen die
verallgemeinerte binomische Formel

(M +N)* = Xk: Y Mkt vt = zk: BRI
—\1 11 (k= 1)!

gilt, wobei diese leicht mit vollstdndiger Induktion iiber k& bewiesen werden kann.
Mithilfe des Cauchy-Produktes fiir absolut konvergente Reihen?® ergibt sich

> Mk >, N X MINFL S (M + N
(kzzo ! )(;7) = Zl!(k—l)! !

0 =0 k=0

und damit die Behauptung. O

20Wir hatten in Analysis I das Cauchy-Produkt nur fiir absolut konvergente Zahlenreihen formuliert
und bewiesen, aber alle Formeln und Beweisschritte kénnen problemlos auf unendliche Summen von
Matrizen iibertragen werden.

Michael Herrmann: Analysis 2 [D)eysa | Version vom 2. Oktober 2022



206 3. Differentialgleichungen

Korollar (Spezialfille der Summenformel) Fiir jede Matrix M € M™" und
alle reellen Zahlen s, s gilt

exp (3M+§M) = exp (sM) exp (§M), exp (sM) exp(—sM)=1.

Insbesondere ist exp (s M) immer eine invertierbare Matrix und kommutiert mit
exp (§ M).

Beweis Die erste Formel ist eine Konzequenz des Lemmas, da sM und sM
miteinander kommutieren. Die zweite Formel ergibt sich dann mit § = —s und weil das
Exponential der Nullmatrix die Einheitsmatrix ist. O

Blockdiagonalmatrizen Die elementaren Rechenregeln fiir Matrizen garantieren,
dass Produkte von Blockdiagonalmatrizen selbst Blockdiagonalmatrizen sind, wobei die
Multiplikation blockweise berechnet werden kann. Hieraus ergibt sich die Implikation

w= () = = ( ) wen=(T )

durch vollstindige Induktion iiber k& bzw. Grenzwertbildung (Ubungsaufgabe), wobei
My, M, beide quadratisch sind und 0 jeweils eine Rechtecksmatrix mit verschwindenden
Eintragen bezeichnet. Analoge Aussagen gelten, wenn M aus mehr als zwei diagonalen
Blocken besteht.

Beispiel: Es gilt

w0 0 0 e 0 0 0
exp 0 w 0 O _ 0 e 0 0

0 0 wus n 0 0 e" net |’

0 0 0 ps 0 0 0 e

wobei wir die obigen Teilergebnisse fiir zwei 2x2-Blocke zusammengesetzt haben.

nilpotente Matrizen Gilt M™ = 0 fiir einen Exponenten m € N, so reduziert sich
das Matrixexponential via

m—1
(m—1)!

auf eine endliche Summe und kann ohne Grenzwertbildung berechnet werden.

exp(M)=1+M+1iM* +... +

Beispiel: Fiir Vielfache von Jordan-Matrizen zum Eigenwert 0 erhalten wir

)09 ( - )

sowie
010 100 010 001 1 s 3¢°
exp[s[0 0 1||=(010]+s{00 1]+3s*[000]=(01 s
00 0 00 1 00 0 00 0 00 1
und
010 0 18%82%53
. oo1o|l_ |01 s 1§
oo o0 1|l 7" loo 1 s
0000 00 0 1
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Matrixexponential und Differentialgleichungen

Theorem (fundamentale Eigenschaft des Matrixexponentials) Fiir jedes
A € M und jedes t, € R ist die durch

X(t) ==exp ((t —t.) A)
definierte parametrisierte Kurve X : R — M"*" stetig differenzierbar mit
X(t)=X({t)A=AX(t) firalle teR

sowie X (t,) = 1.

Beweis Aus der Summenformel ergibt sich

X(t+h)— X(t) _ oxp ((t—1t.)A) exp(h A) —exp ((t — t.) A)

h h
—exp ((t—t.) A) (A+ R(h, 1)) = X(t) (A+ R(h, 1)) ,

wobei der Fehlerterm

'_exp(hA)—l 41 2 173243, 1 13 44 _ S
R(h, t) == - A_ﬂA+MA+MhA+M_§ 7o)

fiir jedes t und jedes h # 0 eine absolut konvergente Reihe in M"™*" darstellt, de-
ren Betrag wir mit der Dreiecksungleichung, dem Kompatibilitdtssatz und wegen

1/(k+2)! < 1/k! durch

|R(h t)| < iw < |h) |A‘2iM = |h) |A|2 eXP(!h| ]A|)
T e (k2 T — k!
abschétzen konnen. Insbesondere gilt
0 X(t+h)—X(t o
R(h,t) ==y o, (+2 O rox x4

und dies liefert die Differenzierbarkeit von X sowie die erste Formel fiir X (¢). Die zweite
ergibt sich analog, da auch

X(h+1t)—X(t)
h
erfilllt ist. Schlieflich gilt X (¢.) = exp (0) = 1 per Definition. O

= (A+ R(h, t)) X(t)

Korollar (Lésung des autonomen und homogenen Anfangswertproblems)
Seien A € M™*" sowie t, € R und =z, € R" beliebig fixiert. Dann ist die eindeutige
maximale Losung des Anfangswertproblems

x(t) = Ax(t), x(ty) = T
fir alle Zeiten durch
x(t) = exp ((t — t.) A) z,

gegeben.
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Bewets Mit dem Theorem kann einfach nachgerechnet werden, dass die angegebene
Kurve z : R — R" in der Tat eine Losung darstellt und die Eindeutigkeit wird durch
den Satz von Picard-Lindelof sichergestellt. O]

Bemerkungen

1. Alle Formeln gelten auch wieder im Komplexen. Beachte aber, dass die Reihen-
folge der Terme in der Losungsformel fiir n > 1 wichtig ist, da wir mit Zahlen,
Vektoren und Matrizen operieren!

2. Das Theorem und das Korollar implizieren, dass
X(t) =exp ((t —t.) A)

gerade die durch X(¢,) = 1 ausgezeichnete Fundamentalmatrix der autonomen
und homogenen Differentialgleichung ist. Fiir zeitabhéngige Matrizen gilt im
Allgemeinen

t

X(t) # exp /A(T) dr

Das Matrixexponential auf der rechten Seite ist zwar immer noch wohldefiniert,
liefert aber keine Losungen der Differentialgleichung.

Verallgemeinerung®: Wir konnen die Fundamentalmatrix einer homogenen, aber
nicht-autonomen Differentialgleichung nur dann mit dem Matrixexponential
berechnen, wenn die sehr restriktive Bedingung

A(tl) A(tQ) = A(tz) A(t1> fur alle tl,tg eR

erfiillt ist. Diese gilt immer im autonomen Fall (wegen A(t;) = A(ty) = A), aber
nur selten im nicht-autonomen Fall.

Auswertung der Losungsformel Das Theorem iiber die Jordansche Normalform
(siche die Vorlesung Lineare Algebra) besagt, dass fiir jedes A € M"™*™ eine komplex-
wertige, aber invertierbare nxn-Matrix () existiert, sodass zum einen

A=QAQ™"

gilt und zum anderen A eine Blockdiagonalmatrix ist, die nur aus Diagonal- und Jordan-
Blocken besteht. Die Berechnung von exp ((¢ — ¢.) A) ist vergleichsweise einfach (siche
die Beispiele oben und unten) und liefert via

exp ((t —t.) A) = Q exp ((t — t.) Av) Q'

die Fundamentalmatrix, die zu A gehort.

Merkregel Matrixexponentiale werden in aller Regel dadurch bestimmt, dass das
Exponential der entsprechenden Jodanschen Normalform blockweise berechnet wird
und das Ergebnis anschlieffend mit der Basiswechselmatrix () konjugiert wird.
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Bemerkungen

1. Wir kénnen den Basiswechsel auch wie folgt verstehen: Mit den Identifikationen
H) = Q' alt),  a(t) = Qi)

ergibt sich die Aquivalenz

i(t) = Az(t) — T(t) = Ax(t),

d.h. die Losungen der Differentialgleichungen mit A und A kénnen sehr einfach
mithilfe zeit-konstanter Koordinatenwechsel ineinander umgerechnet werden.
Analog sind die jeweiligen Anfangsdaten durch Z, = Q 'z, und z, = Q1,
gekoppelt.

2. Die Diagonaleintriage von A sind gerade die komplexen Eigenwerte von A und
die Spalten von ) bilden eine entsprechende Basis von Eigenvektoren (wobei
diese fiir Jordan-Eigenwerte ggf. in einem verallgemeinerten oder zyklischen Sinne
zu verstehen sind). Die explizite Kenntnis der Eigenwerte von A ist auch fiir
Stabilitatsuntersuchungen sehr wichtig. Siehe dazu den néchsten Abschnitt.

3. Wenn A reell bzw. komplex diagonalisierbar ist, so kann @ so gewéhlt werden,

dass Q' = QT baw. Q' = Q' gilt.

4. Wenn wir neben Diagonal- und Jordan-Matrizen auch verallgemeinerte Dreh-
matrizen als Blocke in A zulassen, so konnen wir rein reell rechnen.

5. Das Matrixexponential eines Jordan-Blocks zum Eigenwert A kann mit einem
Zerlegungstrick berechnet werden. Bei einem Dreierblock gilt zum Beispiel

A1 0 1 00 010
t—t)[o x 1) =x¢t-t){o 1 0o)l+¢—t)|0 01
0 0 A 0 01 0 00
und damit
A1 0 010
exp|(t—t) |0 A 1 =Mt exp | (t—t,) [0 0 1
0 0 A 000
1 (t—t) L—t)?

Hierbei haben wir benutzt, dass ein Vielfaches der Einheitsmatrix in M™*" mit
allen nxn-Matrizen kommutiert und dass jedes Vielfache eines Jordan-Blocks
zum Eigenwert 0 nilpotent ist, sodass das entsprechende Matrixexponential als
endliche Summe berechnet werden kann.

Bezispiele

1. Fiir eine zweidimensionale Diagonalmatrix A erhalten wir

A0 et (=t
exp ((t—t*) (01 )\2)) — ( 0 o2 (t—t*))
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und damit

e)\l (t—tx) T B T, - O
z(t) = (e)‘l (t—tx) x*; = Mt 0,1 + et (=) -

als Losungsformel fiir das Anfangswertproblem. In diesem entarteten Fall (die
beiden skalaren Einzelgleichungen sind entkoppelt) héitten wir das Ergebnis na-
tiirlich auch direkt und ohne Matrixexponential ableiten konnen.

Ist A die zweidimensionale Jordan-Matrix zum Eigenwert A, so ergibt sich
B A1 To1) eA(t—t*) e)x(t—t*) (t _ t*) Ty
x(t) = exp ((t —ty) (0 /\)) (x*2) = ( 0 oM (t—t) Ty
= e (t7t) (x*1) + (t—ty) e (bt ( 0 )
Ty, 2 L, 2

mit den oben beschriebenen Argumenten.

Verallgemeinerte Drehmatrizen sind ein Sonderfall, denn sie kénnen zwar nicht
im Reellen, aber iiber C diagonalisiert werden und besitzen jeweils ein Paar
konjugiert komplexer Eigenwerte. Direkte Rechnungen (siehe auch das analoge
Beispiel im Abschnitt zum Matrixexponential) liefern die reellen Formeln

e ((e=1) (35 ) e (i) L)

und

z(t) = e” (t=t) cog (5 (t — t*)) (ii*;) 1 e (1) gip (5 (t — t*)) <4__i*j> ’

wobei die beiden zeitabhéngigen Vorfaktoren den komplex-exponentiellen Termen
exp (a(t —t.) £ 1 8 (t — t.)) entsprechen.

Fir die Matrix

-3 0 0
A=1|1-6 3 -1
-1 1 1
missen wir im ersten Schritt die Jordansche Normalform bestimmen und erhalten
B -3 0 0 1 0 0 1 0 0
A=10 +2 1|, @=[111)], Q'=|0 0 1
0 0 +2 010 -1 1 -1
Im zweiten Schritt konnen wir die Formel
B e 3t 0 0 1 00 0 00
exp(tAd)=1 0 e te | =eP"0 0 0)+e™ [0 1 ¢
0 0 et?2t 0 00 0 01
blockweise ablesen und die Konjugation mit @) liefert nach einfachen Rechnungen
1 00 0 0 0
exp(tA)=e?"[1 0 0) +e™"[—t—-1 t+1 —t |,
0 00 —t +t —t+1

wobei wir hier der Einfachheit halber ¢, = 0 gesetzt haben. Die Formel fiir x(t)
ergibt sich schliefslich im dritten Schritt nach Multiplikation mit x, von rechts.
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Gleichungen hoherer Ordnung* Wir hatten in den Ubungen gesehen, dass die
allgemeine Losung der Differentialgleichung

y(”) (t) + a1 y(”’l)(t) + ... 4o y(l)(t) + ap y(o) (t)=0

oftmals mittels eines exponentiellen Losungsansatzes berechnet werden kann. Um dieses
Prinzip zu begriinden bzw. besser zu verstehen, fithren wir die neuen Variablen

wn(t) =y ), ... @) =y"I)

ein und betrachten die Differentialgleichung fiir y(¢) als autonom homogenes System
erster Ordnung bzgl. z, wobei

0 1 0o ... 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
A= : : : g : : ;
0 0 0o ... 0 1 0
0 0 0o ... 0 0 1
—qp —Q1 —Qy ... —Qp_3 —Qp_g —Op_g

die zugrunde liegende Matrix ist. Das charakteristische Polynom
p(A) = det (A — A1) = (—1)”</\” o AT At a0>

ist bis auf den Vorfaktor (—1)" gerade das Polynom, dessen Nullstellen Ay, ..., A\, wir
bei der Ansatzmethode bestimmen miissen.?’ Wir sehen nun, dass die \; gerade die
Eigenwerte von A sind.

Standardfall: Sind die \; alle paarweise verschieden, so ist A diagonalisierbar, und die
Berechnung der allgemeinen Losung x(t) = exp (¢t A) ¢ mittels des Matrixexponentials
zeigt, dass jede Komponente von z(t) eine Linearkombination der exponentiellen Terme
exp (A; t) ist. Insbesondere liefern beide Methoden das gleiche Resultat, némlich

y(t) =Crexp(Mt) + ... + C, exp (A, 1),

wobei die C; gerade n freie Konstanten darstellen.

Entartungsfall: Man kann fiir die Matrix A zeigen, dass jede doppelte oder mehrfache
Nullstelle ihres charakteristischen Polynoms einem Jordan-FEigenwert entspricht. Die
Berechnung von exp (¢t A) wird daher auch polynomielle Korrekturfaktoren enthalten,
wobei wir diese alternativ auch mit dem folgenden Kochrezept bestimmen kénnen: Ist
A, eine k;-fache Nullstelle von p, so enthélt die allgemeine Losungsformel fiir y(¢) den
Term

(Cj’() + Cj71t —|— e —|— Cij]._l tkj_l) e’\jt

anstelle von C; e* !, Insbesondere wird es am Ende insgesamt wieder n freie Konstanten
in der allgemeinen Losungsformel geben, denn die Vielfachheiten der verschiedenen
Nullstellen summieren sich zu n.

?Die Berechnung von det (A — A1) gelingt zum Beispiel durch eine n-fache Anwendung des
Laplaceschen Entwicklungssatzes.
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Beispiel 7Zu der Gleichung
y () +2y9(0) — 250 0) - y(t) = 0
gehort das Polynom
pPA) =M +2X 22X 1=\ -1)(A+1)%,
das die Dreifachnullstelle Ay = —1 sowie die Einfachnullstelle Ay = +1 besitzt.
Lésungsweg 1: Das Kochrezept liefert
y(t) = (Cho+ Crat+ Chat?) exp (—t) + Coexp (+1)

als allgemeine Losungsformel und wir konnen einfach nachrechnen, dass diese Formel
fiir jede Wahl der insgesamt vier Konstanten eine Losung der Differentialgleichung
héherer Ordnung liefert.

Lésungsweg 2: Wir kénnen nicht kochen und berechnen lieber das Matrixexponential
exp (t A). Dazu bemerken wir, dass

0 +1 0 0 —1 41 0 0
o 0 41 0] e ~ o -1 41 0
A=l o0 o +1| =949 A=14 o 1 o
+1 42 0 -2 0 0 0 +1

gilt, wobei A ein dreidimensionales Jordan-Kistchen zum Eigenwert —1 enthélt und
der Wechsel in die Eigenbasis durch

-1 -3 —6 +1 -1 -3 -3 47
g |1 +2 43 41 gl L[+6 +10 -6 -10
Tl -1 -1 =1 41}’ 8|l -4 -4 +4 +4

+1 0 0 +1 +1 +3 +3 +1

beschrieben wird. Insgesamt ergibt sich

et tet %tz et 0

0 et tet 0 _
exp(tA)=Q| o 5 o+ g |97

0 0 0 ett

und wir erhalten nach einigen Rechnungen am Ende via
z(t) = exp (tA) c

wieder die allgemeine Losungsformel fiir y(¢) = 1 (t), wobei die Konstanten C} o, Cy 1,
(' 2 in linearer Weise von ¢y, ¢, c3, ¢4 abhéngen. Die resultierende Formel ist allerdings
zu lang fiir diese Seiten.

Diskussion : Die Formeln des Kochrezeptes sind deutlich einfacher. Die Berechnung des
Matrixexponentials ist aber allgemeiner und liefert auch die Begriindung des Rezeptes.
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Vorlesungswoche 13

3.7 Stabilitat und Sensitivitat*

Ziel In diesem Abschnitt betrachten wir wieder eine allgemeine Differentialgleichung
erster Ordnung und wollen verstehen, wie sich Losungen zu Anfangswertproblemen
bei kleinen Anderungen der Anfangsdaten und/oder von Parametern in der Gleichung
verhalten. Diese Frage ist nicht nur von grofem theoretischen Interesse, sondern spielt
auch in den Anwendungswissenschaften eine wichtige Rolle, da man die Anfangsdaten
und Parameter oftmals nur gemessen hat und daher nicht exakt kennt. Wir beginnen
mit Storungen von Anfangsdaten und werden erst spéter solche von Parametern
berticksichtigen.

Stabilitat von Losungen

Vereinfachung Um die wesentlichen Ideen besser herauszuarbeiten, treffen wir die
folgenden Vereinfachungen:

1. Die Funktion f (also die rechte Seite in der Differentialgleichung) ist auf ganz
R x R™ definiert und auferdem stetig differenzierbar.

2. Die Anfangszeit ist immer ¢, = 0.

3. Wir nehmen an, dass die betrachteten Losungen der Differentialgleichung immer
fir alle Zeiten t > 0 existieren.

Notation Wir werden in diesem Abschnitt die Anfangsdaten nicht mehr mit =z,
sondern mit £ bezeichnen, und auferdem nicht nur die Abhéngigkeit von der Zeit,
sondern auch die von den Anfangsdaten explizit angeben. Wir bezeichnen daher die
Losungen mit z(t, £) und schreiben das Anfangswertproblem als

8151'(“’7 f) = f(ta ZL’(t, é)) ) x(ov f) =¢.

Die neue Schreibweise ist vollkommen dquivalent zur alten, macht aber besser deutlich,
dass die Anfangsdaten eigentlich Variablen der Lésung sind.

Vorbemerkung Stabilitdt einer festgehaltenen Losung meint, dass die Losungen
zu leicht gestorten Anfangsdaten von dieser Losung ,nicht weglaufen, sondern
,benachbart bleiben“ oder gar zu ihr ,zuriickkehren. In der mathematischen Theorie
gibt es einige Subtilitdten, die vor allem von Grenz- und Entartungsfillen stammen.
Wir beginnen daher mit einer informellen Ubersicht, was Stabilitit bzw. Instabilitéit
in einem echten Sinne meint, und diskutieren die leicht abweichende mathematische
Definition spéter.

Beispiele

1. Fir n = 1 beschreibt

atx(ta f) = Ux(t7 5)7 ZE(O, 5) :f
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die einfachste lineare Differentialgleichung mit Parameter n (den wir hier als
gegeben und fest ansetzen), Zeit ¢ und variabler Anfangsbedingung ¢. Die Losung
ist offensichtlich durch

z(t, §) = € exp (nt)

gegeben. Wir fixieren nun ein festes Anfangsdatum &, sowie die entsprechende
Losung der Differentialgleichung x (¢, &.), betrachten aber auch Losungen x(t, €)
mit £ # &,, d.h. mit gestorten Anfangsdaten. Mithilfe der Losungsformel kénnen
wir nun leicht die folgenden Aussagen ableiten:

(a) Firn <0 gilt

exp(=[n|t) = 0,

}l‘(t, 5) - Z‘(t, 5*) = |§ — &«

d.h. jede gestorte Losung nahert sich im Laufe der Zeit der festgehaltenen
Losung an. Dies ist gerade die Idee hinter echter Stabilitdt.

(b) Fiir n > 0 gilt

t—o00

a(t, &) — a(t, €)| = [¢ = &| exp (+Inlt) "> oo

d.h. jede gestorte Losung wird sich von der vorgegebenen im Laufe der Zeit
entfernen. Dieses Verhalten entspricht echter Instabilitit.

(c¢) Fiir n =0 gilt

|$(t> 5) - .T(t, 5*)

d.h. die gestorte Losung nahert sich der vorgegebenen nicht mehr an, lauft
aber auch nicht von ihr weg. Insbesondere ist der Fall n = 0 gerade die
Grenze zwischen echter Stabilidt und echter Instabilitdt und es wiirde sehr
viel Sinn machen, ihn entweder mit keinem, oder mit allen beiden Konzepten
in Verbindung zu setzen. Aus historischen Griinden hat sich allerdings eine
andere Klassifikation durchgesetzt: Der Grenzfall n wird stabil, aber nicht
instabil genannt (siehe unten).

fir alle ¢t >0

:|€_£*

2. Als Beispiel fiir n = 2 betrachten wir

_ _ LA om—m
onlt ) = Ast ). a0.9=g. A= (mEmmom),

Da die Matrix A diagonalisierbar ist mit Eigenwerten 7; und 7y, ergibt sich (zum
Beispiel nach Berechnung des Matrixexponentials) die Losungsformel

$1<t7 &1, 52) . l eMt 4 gmt gmt _ gm2t 3]
wo(t, &1, &) ) 2 \eMt —emt Mty emt [ \& )7
und damit

z1(t, &) —x1(t, &) = %emt(& +& — &1 — 5*2) + % emt(& —& =&+ &,2)
xo(t, &) — xo(t, &) = %emt(& +& — &1 — 5*2) — %enzt(& —& =&+ 5*2) .

Insgesamt erhalten wir die folgenden Aussagen fiir jedes fixierte &,:
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(a) Fiir ;3 < 0 und 72 < 0 klingen alle exponentiellen Terme fiir ¢ — oo ab.
Insbesondere ist die Losung x(t, &) echt stabil, denn es gilt

t—o00

fiir alle €.
(b) Fiir 7y > 0 und 7, > 0 wachsen alle exponentiellen Terme. Dies impliziert

und damit echte Instabilitit der Losung z(t, &.).

(¢) Fir my <0 < my bzw. n; < 0 < n; gibt es wachsende und fallende Terme.
Unter der Bedingung &; — & — &1 + &2 =0bzw. § + & — &1 — &2 =0
ist der wachsende Term nicht aktiv und die beiden Losungen x(t, £) und
x(t, &) ndhern sich an. Fir alle anderen Anfangsdaten wird der Betrag
der Differenz iiber alle Grenzen wachsen und insgesamt ist die Losung mit
Anfangsdatum &, echt instabil.

(d) Auch hier gibt es Grenzfille, zum Beispiel 1, < 72 = 0 oder n; = 1y = 0, bei
denen man eigentlich an der Grenze zwischen Stabilitdt und Instabilitat ist.

X

MA_‘

]
t t

Abbildung Graphische Darstellung der informellen Konzepte fiir n = 1 sowie die Funktionen
ft, ) = nx (oben) und f(t, ) = nx + sin(¢t)x (unten). Die griine Losung (links, n = —1) ist
jeweils echt stabil, wohingegen die rote Losung (rechts, 7 = +1) echt instabil ist. Die blaue Losung
(n = 0) entspricht dem entarteten Grenzfall.

Definition

1. Die Losung z(t, &) heilt stabil, falls benachbarte Losungen sich fiir ¢ — oo nicht
von ihr entfernen. Mathematisch wird dies als

Ve>0 d6>0 |§—§* <) = Sup‘x(t,g)—x(t,g*) <e,
>0

formuliert und meint, dass man fiir jedes (noch so kleine) € > 0 ein (meist viel
kleineres) ¢ > 0 findet, sodass fiir alle Anfangsdaten ¢ in der §-Néhe von &, und
alle Zeiten t > 0 der Abstand von z(¢, £) und z(¢, £,) kleiner als € bleibt.

2. Laufen benachbarte Losungen nicht nur nicht weg, sondern nidhern sich fiir grofse
Zeiten sogar an, so spricht man von asymptotischer Stabilitdt. In Formeln wird
das durch die Zusatzbedingung

F0>0 &< = limfa(t, §) —a(t, &) =0,

ausgedriickt.

3. Eine nicht stabile Losung wird instabil genannt.
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3. Differentialgleichungen

Bemerkungen

1. Vereinfacht kann man sagen: Die asymptotische Stabilitédt in der mathematischen

Definition ist das, was wir in den obigen Beispielen informell echte Stabilitdt
genannt haben, wohingegen Instabilitdt ziemlich genau der echten Instabilitdt
entspricht. Ist z(t, &) jedoch nur stabil (aber nicht asymptotisch stabil), so
handelt es sich eigentlich um einen Grenzfall und man sollte besser von ,.entartet
stabil“ (oder von “gerade noch stabil“ bzw. , fast schon instabil“) reden. Allerdings
hat sich diese Sprechweise nicht durchgesetzt.

Wir werden im Folgenden vor allem die Stabilitdt von stationdren Losungen
untersuchen, fiir die jede der drei dquivalenten Bedingungen

x(t, &) = & bzw. Ox(t, &) =0 bzw. f(t, &) =0

zu jeder Zeit t > 0 erfiillt ist. Stabilitét ist aber etwas, was man fiir jede Losung
einer Differentialgleichung untersuchen kann.

Bei nichtlinearen Gleichungen gilt: Stabilitdt beschreibt das Verhalten unter
kleinen Stérungen von Anfangsdaten und macht keine Aussagen iiber grofie
Storungen. Bei linear homogenen Differentialgleichungen ist das etwas anders,
da es dort wegen der Linearitdt bzw. dem Superpositionsprinzip keinen Unter-
schied zwischen kleinen und grofsen Storungen gibt und weil die Losungen daher
entweder alle stabil oder alle instabil sind (siehe unten).

Unser Stabilitatskonzept bezieht sich immer auf zukiinftige Zeiten ¢ > 0. Man
kann analoge Konzepte fiir vergangene Zeiten ¢ < 0 einfiihren, aber diese spielen
hier und in den meisten Anwendungen keine Rolle.

I
°
i

\\T‘/
|
+
'
:
T

L - = —
) AN A

S e
|\ 47 4\ ~
AARNANIAA/ARNN

=
/ 7
=
—

X1

Abbildung Graphische Darstellung der Stabilitdt (griin) bzw. Instabilitdt (orange, rot) stationdrer
Losungen fiir n = 1 (links, t-z-Diagramm) und n = 2 (rechts, Phasenportrait bzw. z1-zo-Diagramm),
wobei die griinen Losungen sogar asymptotisch stabil sind. Der Unterschied zwischen orange (Sattel)
und rot (Quelle) manifestiert sich in veschiedenen Eigenwertsignaturen (siehe unten).

Stabilitat bei linearen und homogenen Differentialgleichungen

Vorbemerkung Wir betrachten den linear homogenen Fall, den wir in diesem
Abschnitt als

8tx(t, §) = A(t)x(t, §) , z(0,8) =¢
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schreiben. Die Losungen sind durch

x(t, §) = X(t)€

gegeben, wobei X (t) eine Fundamentalmatrix ist (zum Beispiel die mit X (0) = 1).
Insbesondere gibt es die triviale Losung x(¢, 0) = 0 fur alle ¢ € R.

Lemma (Stabilitdt bei einer linear homogenen Differentialgleichung) Die
triviale Losung der Differentialgleichung ist

1. genau dann stabil, wenn es eine Konstante C' > 0 gibt, sodass

|X(t)| <C  firalle t>0,

2. genau dann asymptotisch stabil, wenn
Xt = o.

Aufterdem ist jede andere Losung dann und nur dann stabil bzw. asymptotisch stabil,
wenn die triviale Losung diese Eigenschaft besitzt.

Beweis Alle Behauptungen ergeben sich aus der Definition einer Fundamental-

matrix, dem Superpositionsprinzip sowie den Eigenschaften quadratischer Matrizen.
(Ubungsaufgabe). O

Bemerkungen

1. Die Tatsache, dass die Stabilitdtsbedingung bei linearen Differentialgleichungen
(mit festen Parametern) immer fiir alle Losungen erfiillt bzw. nicht erfiillt ist,
ergibt sich aus dem Superpositionsprinzip. Insbesondere gilt stets

l‘(t, §> - x(tv g*) = ZE(t, 5_ 5*)7

d.h. die Differenz zweier Losungen ist selbst Losung. Im nichtlinearen Fall ist
das anders und eine gegebene Differentialgleichung kann gleichzeitig stabile und
instabile Losungen besitzen.

2. Die Stabilitatsbedingungen im Lemma sind von eher theoretischem Interesse,
da wir im nicht-autonomen Fall die Bedingungen an X (¢) nur schwer verifizieren
kénnen. Im autonomen Fall werden wir jedoch immer versuchen, das nachfolgende
Theorem zu benutzen, da es wesentlich bessere Aussagen bereitstellt.

3. Ein wichtiger Spezialfall sind zeitperiodische Matrizen mit A(t) = A(t + tper), flir
die es die sogenannte Floquet-Theorie gibt.

Theorem (Stabilitit bei autonom homogenen Gleichungen) Im autonomen
Fall A(t) = A gilt:

1. Besitzen alle Eigenwerte von A jeweils einen negativen Realteil, so ist jede Losung
asymptotisch stabil.

2. Hat auch nur ein Eigenwert von A einen positiven Realteil, so ist jede Losung
instabil.

Beachte, dass die Eigenwerte einer reellen Matrix komplexe Zahlen sein kénnen.
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Beweis Wir fuhren via

A=QAQ™', It &O=Q 'zt &), £=Q¢

einen Koordinatenwechsel im R™ durch, wobei A die Jordansche Normalform von A ist
und ihre Eigenwerte \; als Diagonaleintrége enthalt. Die Differentialgleichung in den
neuen Koordinaten lautet

Ox(t, €)= AF(t, €), F(0,8) =¢

und die entsprechende Fundamentalmatrix X (£) = exp(t A) kann explizit berechnet
werden. Sie enthilt die exponentiellen Terme e*! sowie ggf. polynomielle Korrektur-
faktoren von den Jordan-Eigenwerten. Insbesondere kann nun die Behauptung mit
statt = einfach aus der Losungsformel abgelesen werden. Da aber X (t) = @ X (¢) fiir
alle ¢ gilt und die Basiswechselmatrizen Q und Q! nicht von ¢ abhingen, folgt auch
das gewiinschte Resultat bzgl. x. m

Bemerkungen

1. Dieses Resultat ist ausgesprochen niitzlich (vor allem in der Praxis), denn es stellt
explizite Kriterien fiir die Stabilitdt bzw. Instabilitat einer Losung bereit, die nur
von der Matrix A abhédngen und die Kenntnis der Lésung nicht erfordern.

2. Besitzt einer oder mehrere der Eigenwerte von A einen verschwindenden Realteil,
so handelt es sich um einen Grenz- bzw. Entartungsfall und wir miissen
verschiedene Unterfélle unterscheiden. Dabei gilt:

(a) Gibt es einen anderen Eigenwert mit positivem Realteil, so ist jede Losung
weiterhin instabil.

(b) Gibt es einen Jordan-Eigenwert mit verschwindendem Realteil, so sind die
Losungen auch instabil.

(c) Ist der Realteil aller Jordan-Eigenwerte negativ und der Realteil aller
anderen FEigenwerte nichtpositiv, so sind die Losungen der Differential-
gleichung zwar noch stabil, aber nicht mehr asymptotisch stabil.

Merkregel: Verschwindende Realteile sind kritisch fiir die Stabilitdt und man muss
genauer hinschauen.

3. Eigenwerte mit Realteil 0 sind in der Bifurkationsanalyse wichtig, da sie einen
Wechsel im qualitativen Losungsverhalten andeuten bzw. nach sich ziehen

kénnen. Oder anders gesagt: Manchmal ist der Entartungsfall viel interessanter
als der Standardfall.

Beispiele

1. Fir die Matrix

A ( n +1>
mit Parameter n berechnen wir die Eigenwerte zu

At=n—1i, Ao =mn+1i
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und erhalten asymptotische Stabilitét fiir n < 0 und Instabilitét fiir n > 0, wobei
man dieses entweder mit dem Theorem oder mittels der expliziten Losungsformel
(siche oben) begriinden kann. Im Entartungsfall n = 0 findet der Wechsel statt,
wobei wir in diesem Beispiel mithilfe der expliziten Losungen zeigen konnen,
dass die Losungen im Sinne der obigen Definition noch stabil (aber nicht mehr
asymptotisch stabil) sind.

2. Die Jordan-Matrix

+1
A:

O O3
I = O

n
0
besitzt den Eigenwert A = 7, dessen algebraische bzw. geometrische Vielfachheit
3 bzw. 1 ist. Beachte, dass diese Matrix schon in Normalform gegeben ist, d.h. es
gilt A=A und Q = Q! = 1. Das Theorem liefert die asymptotische Stabilitit

bzw. Instabilitat fiir n < 0 bzw. n > 0, wobei wir dies alternativ auch wieder
direkt aus der Losungsformel

1y
2

z(t, §) =exp |t t ¢

1

n 1 0 1 ¢

0 n 1| |&=exp(nt)|0 1

00 00

) &3

= exp (nt) +texp(nt) | & +%t2exp(77t) 0
0

0

ableiten konnen. Diese Formel hatten wir schon weiter oben hergeleitet bzw.
konnen ihre Giiltigkeit einfach nachrechnen. Fiir n = 0 macht das Theorem keine
Aussagen, aber wegen

&1 S &3
ot ) =&+t & +582 0
&3 0 0

schliefsen wir, dass die triviale Losung fiir n = 0 instabil ist.

planarer Fall Wie wollen nun fiir eine reelle 2x2-Matrix A untersuchen, ob die
triviale Losung (und damit auch jede andere Losung) stabil oder instabil ist. Dazu
betrachten wir verschiedene Fille und Unterfélle:

Standardfall: Die Matrix A besitzt zwei verschiedene und nicht verschwindende
Eigenwerte, wobei diese entweder beide reell sind oder als ein Paar konjugiert
komplexer Zahlen auftreten. Insbesondere ist A diagonalisierbar und wir kénnen
in natiirlicher Weise sechs Unterfille unterscheiden, die alle fiir Anwendungen
wichtig sind (siehe das erste Bild). Dabei ist der Fall von zwei rein-imaginéren
Eigenwerten eigentlich auch entartet und nicht robust unter kleinen Stérungen
der Matrix.

Entartungsfille, Teil 1: A besitzt nur einen Eigenwert, der entweder positiv oder
negativ ist und die geometrische Vielfachheit 1 oder 2 haben kann (siehe das
zweite Bild). In jedem dieser vier Unterfille handelt es sich um einen entarteten
Eigenwert, denn wenn wir die Eintrage der Matrix ein bisschen stéren, so werden
in aller Regel zwei verschiedene Eigenwerte entstehen.
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Entartungsfille, Teil 2: Fine weitere Moglichkeit ist, dass A den Eigenwert 0
besitzt, wobei wir dann wieder verschiedene Unterfille betrachten miissen, die
wir hier aber nicht im Detail diskutieren wollen.
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Abbildung Die sechs Moglichkeiten fiir eine 2x2-Matrix mit zwei verschiedenen Eigenwerten, die
jeweils nicht 0 sind, wobei das Spektrum von A rechts oben in das jeweilige Phasenportrait gezeichnet
wurde. Bei den ersten fiinf handelt es sich um robuste Standardfélle, die auch vom Hauptsatz abgedeckt
sind, wobei stabil bzw. instabil durch griin bzw. rot/orange kodiert wird. Der Fall rechts unten ist
zwar wichtig, aber eigentlich entartet und nicht robust unter Stérungen der Matrix. Die Bilder sind
prototypisch in dem Sinne, dass bei gleichen Eigenwertsignaturen die Phasenportraits immer qualitativ
gleich aussehen.

Abbildung Die vier Entartungsfélle der ersten Art mit einem doppelten, aber von Null verschiedenen
Eigenwert, wobei oben bzw. unten die geometrische Vielfachheit 2 bzw. 1 ist. Nicht dargestellt sind
die Entartungsfélle mit Eigenwert 0.
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Bemerkung Fiir n = 3 oder gar n > 3 miissen wir natiirlich sehr viel mehr Fille
unterscheiden. Die Standardsituation ist aber immer, dass A paarweise verschiedene
Eigenwerte besitzt, die jeweils einen positiven oder einen negativen Realteil besitzen.
Alle anderen Méglichkeiten sind auf die ein oder andere Weise entartet. Beachte auch,
dass nur die Standardsituation robust unter kleinen Stérungen der Matrix ist.

Stabilitat bei nichtlinearen autonomen Differentialgleichungen

Setting Wir betrachten eine nichtlineare, aber autonome Differentialgleichung mit
Vektorfeld f : R™ — R", deren Losungen durch das Anfangswertproblem

atl‘<t7 5) = f([L‘(t, é)) ’ JI(O, f) :S

charakterisiert sind. Des Weiteren sei , € R™ mit f(£) = 0 gegeben, d.h. ein
stationérer Punkt, der via x(¢, ) = &, eine stationdre Losung liefert.

Linearisierung Um das Verhalten der Losungen in der Nihe des stationidren Punktes
zumindest naherungsweise zu verstehen, beginnen wir mit dem Ansatz

l’(t,f)zf*—i—Z(t,C), <:§_£*7

d.h. wir betrachten neben der stationdren Losung eine weitere und bezeichnen mit
z(t, ¢) bzw. ¢ die Differenz zwischen beiden Losungen bzw. den entsprechenden
Anfangsdaten. Insbesondere gilt

8tx(ta 6) = atz(tv C)
und der Satz von Taylor kombiniert mit f(£,) = 0 impliziert

Solange |[|z(¢, ¢)|| klein bleibt, erfiillt die Stérung das approximative Problem

Oiz(t, () = Jac (&) 2(t, ¢),  2(0,¢) = ¢,

wobei die entsprechende Differentialgleichung (mit = anstelle von ) linear, homogen
und autonom ist und die Linearisierung der nichtlinearen Gleichung im stationéren
Punkt &, genannt wird. Die gegebene stationére Losung x(t, &) = &, entspricht dabei
gerade der trivialen Losung z(t, 0) = 0. Beachte, dass wir durch Vorgabe von ¢ mit
|I¢Il < 1 erreichen kénnen, dass ||z(¢, ¢)|| fir alle hinreichend kleinen Zeiten t > 0
wirklich klein ist. Es kann aber sein, dass ||z(¢, ¢)|| fiir groke ¢ immer grofer wird und
dies impliziert dann die Instabilitdt von &,. Eine tiefe Erkenntnis der Mathematik ist
nun, dass die Linearisierung viele qualitative Eigenschaften der nichtlinearen Gleichung
in der Néhe von &, oftmals richtig widerspiegelt.

Theorem (Hauptsatz iiber Stabilitdt bei nichtlinearen Gleichungen) Fiir die
stationdre Losung der nichtlinearen autonomen Gleichung gilt:

1. Sie ist asymptotisch stabil, sofern alle Eigenwerte von A, einen negativen Realteil
aufweisen.

2. Sie ist instabil, sofern mindestens ein Eigenwert von A, einen positiven Realteil
besitzt.

Dabei ist A, = Jac f(&,) die Jacobi-Matrix von f ausgewertet im stationdren Punkt.
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Bemerkungen

1. Der Beweis ist nicht einfach und benétigt einige technische Argumente. Wir
wollen ihn daher hier nicht fiihren.

2. Der Hauptsatz wird auch Prinzip der Linearisierten Stabilitdt genannt, denn
er erlaubt es (unter gewissen Voraussetzungen) die Stabilitdt oder Instabilitét
der nichtlinearen und stationdren Losung aus rein linearen Betrachtungen
(Eigenwerte von Matrizen) abzuleiten. Es handelt sich um das Standardverfahren
fiir die Untersuchung von Stabilitédt bei nichtlinearen Gleichungen und wird vor
allem in den Anwendungswissenschaften sehr oft eingesetzt.

3. Der Hauptsatz macht keine Aussagen iiber die Stabilitdt der stationédren Losung,
wenn einer oder mehrere der Eigenwerte von A, einen verschwindenden Realteil
aufweisen, wobei wir dies heuristisch wie folgt verstehen kénnen: Die Eigenwerte
mit Realteil 0 sind in der Linearisierung kritisch bzgl. Stabilitdt und Instabilitét
und stellen Grenzfille dar. Die nichtlineare Stabilitdt bzw. Instabilitat wird
dann von den hoheren Ordnungstermen in der Taylor-Approximation bzw. den
héheren Ableitungen von f in &, bestimmt, die wir aber in der Linearisierung
vernachlassigen. Sind jedoch die Realteile aller Eigenwerte jeweils positiv oder
negativ, so sind die linearen Terme dominant und der Hauptsatz garantiert,
dass die hoheren Ordnungsterme bei Stabilitdtsuntersuchungen ignoriert werden
koénnen.

4. Wenn alle Eigenwerte von A, einen nicht verschwindenden Realteil besitzen, so
charakterisiert die Linearisierung nicht nur die Stabilitét der stationéren Losung
x(t, &) = &, sondern auch das qualitative Verhalten aller anderen Losungen in
der Néhe von &, d.h. fir z(t, £) ~ &,.. Das ist die Aussage des Theorems von
Hartmann-Grobmann.

Bezispiele

1. Im eindimensionalen Fall (n = 1) ist das Vektorfeld eine Funktion f : R — R
und die Nullstellen von f sind via f(&,) = 0 gerade die stationdren Punkte. Das
linearisierte Anfangswertproblem ist auch skalar und durch

Oz(t, ¢) = a.2(t, ¢),  2(0,¢)=¢

gegeben. Es enthalt den Parameter

Ay = f/(f*) )

der gerade die einzige Komponente einer 1x1-Matrix ist. Der Hauptsatz kann
damit wie folgt konkretisiert werden:

(a) Fiir a, < 0 ist & asymptotisch stabil.
(b) Fiir a, > 0 ist &, instabil.

(c) Fir a, = 0 konnen wir keine Aussage machen bzw. miissen hohere
Ableitungen von f in &, auswerten.

Beachte, dass wir oben im Theorem {iiber skalare und autonome Differential-
gleichungen schon stérkere Aussagen fiir den Fall a, # 0 hergeleitet hatten.
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2. Wir betrachten die autonome Differentialgleichung zum planaren Vektorfeld

(a1, 22) = (Q—m + T2 >

— i — 23

und verifizieren durch direkte Rechnungen, dass es zwei stationdre Losungen
z(t, f;[k]]) = ¢Y gibt, nimlich

~1 +1
@=(3). @@= (1)

fiir die auch f(£V1) = 0 gilt. Weitere Berechnungen liefern

-1 +1 ~ 1—17 0
Al = Jac f(gl) = (+2 +2)’ A2 :%< 0 1+\/ﬁ)

sowie

1+ ~ —3—i7 0
ar=mer@) = (5, 5) =Y L)

wobei APl = QUI AV (Qm)*l fiir geeignete Basiswechselmatrizen QUV! gilt. Die
Diagonaleintriage von AV sind gerade die Eigenwerte von AV (die brauchen wir)

und die Spalten von QV! bestehen aus Eigenvektoren von AY) (die wir hier aber

nicht berechnen miissen). Insbesondere klassifiziert der Hauptsatz &[}] bzw. 2

als instabil bzw. stabil (beachte, dass V17 ~ 4.12 und /7 ~ 2.65).

3. Fiir die Differentialgleichung zum planaren Vektorfeld

f($1,132):( T >

+x ZL’% — X1 X2

erhalten wir die drei stationdren Losungen bzw. Punkte

0 -1 +1
n 2 _ B
und berechnen
1] _ 00 2] _ -2 =2 [3] _ +2 =2
A (0 0)’ A (0 -1/’ A 0 +1
~ -2 0 ~ +1 0
2 _ (3] _
() ()

Der Hauptsatz impliziert, dass @[52} bzw. §£3] stabil bzw. instabil ist, macht aber

keine Aussage iiber 5,&”, da die entsprechende Jacobi-Matrix A den Eigenwert
0 besitzt (sogar doppelt). Mit verfeinerten analytischen Argumenten (oder dem

sowie

Plot des Phasenportraits) kann man aber zeigen, dass EE} instabil ist.
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ST, e
NN, =20
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Abbildung Die Phasenportraits der gerade gerechneten nichtlinearen planaren Beispiele. Beachte,
dass die Losungen in der Ndhe der griinen (asymptotisch stabil) bzw. orangen (instabil) stationdren
Punkte durch die jeweilige Linearisierung beschrieben werden kénnen (vgl. dazu die Bilder der linearen
Phasenportraits weiter oben). In der Nihe des entarteten blauen Punktes ist dies nicht moglich. Es
handelt sich um einen Affensattel, fiir den es keine Entsprechung in der linearen Theorie gibt.

Sensitivitatsanalyse bei Differentialgleichungen

Ziel Wir wollen nun auch die Abhéngigkeit der Losungen von Parametern studieren
und schreiben daher

Que(t, &, m) = f(t, x(t, & m),m),  2(0,& 1) =¢,

wobei 7 € R™ fiir m skalare Parameter in der Differentialgleichung steht. Wir
wollen aufkerdem voraussetzen, dass die (im Allgemeinen nichtlineare) Funktion
f R xR"x R™— R" stetig differenzierbar ist, wobei ihre Variablen ¢t € R, x € R"
und 7 € R™ sind.

Bezispiele
1. Das einfachste Beispiel ist wieder die lineare und skalare Differentialgleichung

8t$(t> 57 77) = 77-73(t> 57 77)7 .I'(O, 57 77) :g

mit Losungsformel

x(t, & n) =& exp(nt),

wobei 7 nun nicht mehr eine festgehaltene Konstante ist, sondern als Variable
betrachtet wird.

2. Die (bereits entdimensionalisierte) Differentialgleichung zweiter Ordnung

1

P S
y() (1+ny(t))2

modelliert die Ballistik eines vom FErdboden abgefeuerten Projektils (unter
Vernachléssigung aller Reibungseffekte), wobei y(t) die Flughthe darstellt und
1 eine dimensionslose Grofe bezeichnet, die iiblicherweise sehr klein ist und in
die verschiedene andere Konstanten (z. Bsp. der Abschusswinkel, eine Referenz-
geschwindigkeit und die Erdbeschleunigung) einfliefen. Fiir unsere Betrachtungen
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transformieren wir die Gleichung in ein System erster Ordnung und schreiben das
entsprechende Anfangswertproblem als

wQ(tv gla 627 77)
(el ] sesen-g
7 (T+nwa(t, &, &, n))

wobei x; bzw. xo wieder fiir y bzw. y steht, wir aber diesmal die Abhéngigkeit
von n und den Anfangsdaten &;, & explizit schreiben. Fiir n = 0 reduziert sich
die Gleichung auf §j(t) = —1 und wir erhalten via

ZEl(t, 517 527 O) = §1 +£2t - %t27 fEQ(t, 61) £2a 0) = 52 -1

die klassische Wurfparabel. Diese Losung existiert zwar fiir alle Zeiten, ist aber
nur bis zur Aufprallzeit t4 = & + /2& + &3, d.h. fiir 0 < ¢ < ty, physikalisch
sinnvoll. Eine naheliegende Frage ist nun, wie stark sich die Losung dndert, wenn
der Parameter n nicht mehr Null gesetzt wird. Fiir n # 0 gibt es zwar keine
explizite Losungsformel mehr, aber zumindest fiir kleine 1 kann man die Fragen
mit einer Sensitivitdtsanalyse gut beantworten.

Sensitivititen Sind &, gegebene Anfangsdaten sowie 7, ein gegebener Satz von
Parametern, so impliziert der Satz von Taylor die Approximationsformel

Ik(t7 57 n)_xk(tv 5*7 77*) ~ Zafjxk(ta f*a 77*)(5]'_5*0') +Za7lixk<t’ 6*7 77*)(7%—77*,1'):
j=1 i=1

sofern die partiellen Ableitungen von z; nach §; und 7, existieren und stetig sind.
Wenn dies so ist, nennt man die Ableitungen Og xy bzw. d,,x) die Sensitivitdt von
xy bzgl. £ bzw. 1;. Die Sensitivititen quantifizieren zu fiihrender Ordnung, wie stark
sich kleine Storungen der Anfangsdaten bzw. der Parameter auf die Losungen der
Differentialgleichung auswirken. Man kann nun folgende Fragen stellen:

1. Existieren die Sensitivitdten, d.h. hiangt = wirklich in stetig differenzierbarer
Weise von £ und 7n ab?

2. Muss man fiir die Berechnung der Sensitivititen eine explizite Losungsformel
verwenden oder geht das auch anders?

Theorem (Hauptsatz iiber Sensitivitdten) Die Sensitivitéten
V(ta 5*7 77*) = 853:(25, 5*7 77*) € Mnxn’ W<t7 ’5*7 77*) = anx(ta 5*7 77*) € MnXm

sind wohldefiniert und erfiillen die linearen, aber im Allgemeinen nicht-autonomen
Anfangswertprobleme

8tv(ta 5*7 77*) = A(ta g*a 77*) V(t, 6*7 77*)7 V(07 5*7 77*) = 1

und

atW(t’ 5*7 T]*) = A(tv 5*7 7]*) W(tv 5*7 77*) + B<t’ 5*’ T]*)7 W<07 5*7 7]*) = 0
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Hierbei konnen

A(tv S*v 77*) = 8xf(ta ZL’(t, 5*, 77*), 77*) e M™*"

und

B(ta S*a 77*) = ar]f(ta .T(t, 5*7 77*)» 77*) € MnXm

aus den verschiedenen partiellen Ableitungen von f durch Einsetzen der festgehaltenen
Losung z(t, &, n.) berechnet werden.

Bemerkungen

1. Die Anfangswertprobleme fiir die Sensitivitdten sehen auf den ersten Blick sehr
kompliziert aus, entstehen aber auf ganz einfache und natiirliche Weise: Man
differenziere die urspriingliche Differentialgleichung sowie die Anfangsbedingung
nach ¢ bzw. n und wende dabei die héherdimensionale Kettenregel an. Mit dieser
Erkenntnis kann man sich die Gleichungen fiir die Sensitivitdten auch jederzeit
wieder herleiten.

2. Der Beweis des Theorems beruht (etwas vereinfacht gesprochen) auf folgender
Idee: Die Sensitivitdten existieren, weil die angebenen Anfangswertprobleme eine
eindeutige Losung besitzen.

3. Eine direkte Folgerung ist:

Die Losungen einer Differentialgleichung hdingen in stetig differenzierbarer
Weise von den Anfangsdaten und den Parametern in der Gleichung ab, sofern
die rechte Seite f hinreichend gut ist.

Ublicherweise wird dieses wichtige Resultat direkt nach dem Satz von Picard-
Lindelof und ohne expliziten Bezug zu Sensitivitdten abgeleitet.

4. Die Sensitivitdten hidngen von der Zeit t ab, d.h. sie unterliegen selbst einer
Dynamik oder Evolution und fiir ihre Berechnung muss man lineare Differential-
gleichungen 16sen. Das kann sehr aufwendig sein und erfolgt in der Praxis meist
numerisch mit dem Computer.

Beispiele

1. Im ersten der obigen eingefiihrten Beispiele konnen wir die Sensitivitdten direkt
durch Differentiation der Losungsformel berechnen. Wir erhalten

v(t, £, n) = Oex(t, &, m) =exp(nt), w(t, & n)=0px(t, & n) =t{exp(nt)

und sind damit eigentlich schon fertig. Wir kénnen aber zusétzlich durch Nach-
rechnen — oder alternativ durch Differentiation der Ursprungsgleichungen nach
& und 1 — verifizieren, dass die beiden Anfangswertprobleme

atv(tv 57 77) = a’(tv 57 T]) U(t, 57 T])7 U(O, 57 77) =1

und

ow(t, &, m) = alt, & n)w(t, &, n)+0b(t, & n),  w(0,&n) =0
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in der Tat erfiillt sind, wobei sich die Koeffizientenfunktionen

a(t, & n) = 0. f(t, z(t, &, ), n) =n

und

b(t, & n) = 0nf(t, z(t, & n), n) =Eexp(n)

direkt aus f(t, x, n) = nx ergeben.

Bemerkung: In allen Formeln hétten wir natiirlich auch &, statt £ und n, statt n
schreiben konnen.

2. Im Projektilproblem (siehe wieder oben) gibt es keine allgemeine Losungsformel,
aus der wir die Sensitivitdt durch direktes Ableiten gewinnen kénnen. Wir wollen
aber fiir die Losung

_ Ly2
f=(1), nmo stsm= ()

ihre Sensitivitaten

_ 051.7:1(75, 6*7 77*) 8§2$1(t, 5*7 77*) 2x2
V<t7 5*7 T]*) - <3§1x2(z€, 5*, 77*) angQ(t’ 5*, 77*) 6 M

und

) * T *
Wit & ) = (6228 g Zi) =

mithilfe der angegebenen Anfangswertprobleme berechnen. Mit

T2
ftz,m)y =1 1
(1+na)?
berechnen wir
0 +1 0
aﬂff(t7 xz, 77) = 2—7] 0 ) anf(ta xz, 77) = L
(1+na)’ (1+na1)’

und erhalten

A(tv 5*; 77*) = (8 —Bl) ’ B(tv 5*7 77*) - (2t0—t2>

nach Einsetzen von 7, und der Losung x(t, &, 7,). Wir miissen nun die beiden
Anfangswertprobleme

und

W(t)=A)W(t)+ B(t), W(0)=0
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/
)

16sen, wobei wir zur Vereinfachung der Notation die Abhéngigkeit von &, und 7,
nicht mehr explizit geschrieben haben, da diese ja oben fixiert wurden. Da A hier
nicht von ¢ abhéngt (das ist aber meist nicht so), erhalten wir

B ; 0 1 (1t
—P "0 0)) 701
und das Duhamel-Prinzip liefert wegen der Anfangsdaten
t [ (= 0) (20— o)
01 t—o0)(20 -0
Wi(t) = /exp <(t —0) (O 0)) B(o)do = / < (20 — o) ) do
0 0
= <% Z523 _11i23t4) .
2 — 1

Wir kénnen diese Ergebnisse nun in die approximative Taylor-Formel einsetzen.
Wenn wir zum Beispiel zunéchst 7 als variabel, die Anfangsdaten aber als fixiert,
betrachten, erhalten wir

Vit

~—

21(t, &y ) = 21 (t, & 1) + Winlt, &, m.) (0 = 1) + O((n — n.)?)
=(t—3t)+ (G-t +0(n)

als Naherungsformel fiir die Flughohe, wobei die rechte Seite nur von ¢ und 7
abhéngt. Insbesondere sehen wir, dass der Einfluss des Parameters 7 fiir kleine
Zeiten t in der Tat sehr klein ist, aber dann relativ schnell anwéchst. Die Formel
mit Storung der Anfangsdaten beinhaltet auch die Beitridge von den Sensitivitéiten
Vir(t, &, ms), Via(t, &, i) und lautet

w(t, &)= (t—58) +&a+t(&—1)+ G~ Ht)n+ O +&+(&-1))

wobei fiir hinreichend kleine Zeiten Storungen von & und & deutlich grofsere
Auswirkungen haben als eine Anderung von 7. Fiir grofle Zeiten ist das aber
nicht mehr so.

Bemerkung: Wir hétten die Formel fiir V (¢, &, 0) auch aus der oben angegeben
Losungsformel fiir n = 0 durch Differentiation nach & und & direkt ableiten
konnen. Die Sensitivitat W (t, &, 0) kann aber so nicht berechnet werden, eben
weil die Losungsformel nur fiir n = 0 gilt.

t t

Abbildung Verschiedene Losungen des Projektilproblems, wobei 21 (¢, &, n.) schwarz dargestellt ist
und die griinen bzw. blauen bzw. braunen Kurven Storungen in 1 bzw. £ bzw. £ entsprechen.
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