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Kapitel 1

Naturliche Zahlen

Vorlesungswoche 01

Vorbemerkung In diesem Kapitel beschéaftigen wir uns mit den natiirlichen Zahlen

N={1,23..}.

Bemerkung Ob 0 eine natiirliche Zahl ist oder nicht, ist eine Frage der Konvention
bzw. des Kontextes und wird von verschiedenen Autoren unterschiedlich beantwortet.
Bei uns ist 0 keine natirliche Zahl und wir schreiben

NOI{O, 1, 2, 3,}

fiir die um 0 erweiterte Menge der natiirlichen Zahlen. Die Zahl 0 gehort aber immer
zu

Z={.,-3 -2 -1,0,1,23, ...},

der Menge der ganzen Zahlen.

1.1 Vollstandige Induktion und Schubfachprinzip

Vorbemerkung Wir stellen zwei wichtige Beweisprinzipien vor, die jeweils einfach
zu verstehen, aber gleichzeitig auch ausgesprochen méchtig sind.

Prinzip (vollstindige Induktion) Eine Behauptung der Form
Fiir alle natiirlichen Zahlen n > n, gilt die Aussage A(n).
kann durch folgende zwei Schritte bewiesen werden:

1. Induktionsanfang (n = n,) : Wir zeigen A(n.).

2. Induktionsschritt (n ~» n + 1): Wir beweisen die Implikation
A(n) = An+1),

d.h. wir folgern aus der Giiltigkeit von A(n) (Induktionsvoraussetzung) die
Giiltigkeit von A(n + 1) (Induktionsbehauptung).

Abbildung Darstellung des Beweisprinzips der vollstdndigen Induktion mit n, = 1.



6 1. Natirliche Zahlen

Beispiel Wir wollen die Formel

Zj?’ = n*(n+ 1)
j=1

fiir alle n € N durch vollstindige Induktion mit n, = 1 beweisen.'

Induktionsanfang (n = 1): Einfache Rechnungen liefern 77 | 5% = 1° = 1 (linke Seite

der Gleichung) sowie 1-12-22 = 1 (rechte Seite der Gleichung) und damit die Giiltigkeit
der Formel fiir n = 1.

Induktionsschritt (n ~ n + 1):

Voraussetzung: Zn 3 =1p2(n+1)?
Behauptung: Zj L=+ 1)%(n +2)°
Beweis:
n+1
Zj?’ = (Z] > +(n+1)° (Aufspalten der Summe)
j=1
= in*(n+ )’ + (n+1)° (nach Induktionsvoraussetzung)
Yn+1 ) )’ (n® +4(n+1)) (Ausklammern)
tn+1 2 )*(n® +4n + 4) (Umformen)
- le(n + )2(n + 2) (binomische Formel)

Beispiel Wir wollen den mathematischen Satz
Die Zahl 2°" — 1 ist fiir jedes n € N durch 7 teilbar.

durch vollstéandige Induktion mit n, = 1 beweisen.

Induktionsanfang (n = 1): 22 — 1 = 7 ist offensichtlich durch 7 teilbar.

Induktionsschritt (n ~n+1):
Zu zeigen: Wenn 23" — 1 durch 7 teilbar ist, so ist auch 23**1) — 1 durch 7 teilbar.

Beweis:
23+l 1 —g.2%m ] (Potenzgesetze)
=8 (2" -1+ 1) -1 (,nahrhafte Null*)
8- (2°" — ) (Umformen)
8- (7-m)+ (nach Ind.-Voraussetzung fiir ein m € N)
7-(8-m+ ) (Umformen)
[

15™ ist das mathematische Summenzeichen, d.h. es gilt

n
D=1 428 4+ (n—1)° + 0t
j=1
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1.1. Vollstandige Induktion und Schubfachprinzip 7

Prinzip (Schubfachprinzip) Werden n Objekte auf & Boxen (oder Schubfécher)
verteilt, so gilt:

1. Ist n > k, so gibt es mindestens eine Box mit zwei (oder mehr) Objekten.

2. Ist n < k, so bleibt mindestens eine Box leer.

Bemerkungen

1. Im Fall n = k kénnen wir im Allgemeinen nur sagen, dass es mindestens eine Box
geben wird, die eine Kugel (oder mehr) enthélt. Diese Aussage ist aber trivial,
denn sie ist immer — d.h. fiir alle denkbaren Werte von n, k € N — richtig.

2. Wir konnen den ersten Teil des Prinzips auch wie folgt verscharfen: In mindestens
einer Box gibt es mindestens [n/k] Objekte.?

Beuspiel: Wenn 5 Objekte auf 2 Boxen verteilt werden, so enthéilt mindestens eine
dieser Boxen 3 Objekte (oder mehr). Wenn wir 10 Objekte auf 3 Boxen verteilen,
so wird es wenigstens eine Box geben, die mindestens 4 Objekte enthélt.

3. Den zweiten Teil kdnnten wir auch genauer formulieren: Es bleiben mindestens
k — n Boxen leer.

Beispiele

1. In einer Gruppe von 13 Personen haben mindestens zwei im gleichen Monat
Geburtstag. Bei 25 Personen sind es mindestens drei.

2. Wir beweisen die folgende Aussage:

Sind 12 paarweise verschiedene natiirliche Zahlen zwischen 1 und 100
gegeben, so gibt es mindestens zwei unter ihnen mit der folgenden
Eigenschaft: Thre positive Differenz besteht aus zwei gleichen Ziffern.

Beweis: Wir fiihren zunéchst geeignete Boxen ein. Bei der Division durch 11
kénnen die Reste 0,1,2,...,9,10 auftreten und diese Restklassen definieren 11
Boxen, in die wir nun jede der 12 gegebenen Zahlen nach ihrem Divisionsrest
einsortieren. In mindestens einer Box liegen dann mindestens zwei Zahlen, sagen
wir in der Box k liegen die Zahlen ny und ny, wobei wir mit n; die kleinere und
mit ny die grofere Zahl bezeichnen wollen. Dann ist die Zahl ny — n; grofer als
0, aber nicht grofer als 100 — 1 = 99. Sie muss dariiber hinaus durch 11 teilbar
sein (da ja ny und ny denselben Rest bei Division durch 11 lassen, némlich k).
Insbesondere gilt

ns —ny € {11, 22, 33, 44, 55, 66, 77, 88, 99}

und es folgt die Behauptung. O]

2Fiir jede reelle Zahl 2 € R bezeichnet [x] die kleinste ganze Zahl, die gréfer als oder gleich x ist,
wohingegen |z] die grofte ganze Zahl ist, die kleiner als oder gleich z ist. Oder anders gesagt: [z]
bzw. |z] entsteht aus  durch Aufrunden bzw. Abrunden, wobei man bei < 0 besonders aufpassen
muss. So gilt zum Beispiel [2] = [2] =2 und [2] =2, |2| =1, aber [-1.3] = -1, |-1.3] = —-2.
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8 1. Natirliche Zahlen

1.2 Grundlagen der Kombinatorik

Vorbemerkung Die Kombinatorik ist die Lehre vom Abzéhlen und spielt eine sehr
wichtige Rolle in der Diskreten Mathematik sowie in der Stochastik. Wir diskutieren
in diesem Abschnitt die typischen Grundprobleme und leiten fiir Permutationen,
Variationen und Kombinationen (jeweils mit oder ohne Wiederholung) die zugrunde
liegende Formel her.

Definition Die Zahl
nl:=1-2-...-n

wird Fakultit von n genannt.?

Bemerkungen

1. Esgilt 11 =1, 2! =2, 3! =6, 4! = 24 und 5! = 120.
2. Eine andere Schreibweise® ist n! = [] j.
j=1

3. Man setzt 0! := 1, da sich dies als ausgesprochen praktisch erweisen wird.

4. Wir werden spéter die I'-Funktion kennen lernen, mit der man die Fakultat fiir
sehr viele (aber nicht fiir alle) reelle oder gar komplexe Zahlen sinnvoll definieren
kann.

Permutationen ohne Wiederholung Sollen n unterscheidbare Objekte in einer
Reihe angeordnet werden, so gibt es genau

n!  Moglichkeiten.

Bewets Fiir die erste Position kommt jedes der n Objekte in Frage, fiir die zweite
aber nur jedes der n — 1 verbliebenen Objekte. Fiir die dritte Position gibt es dann nur
n — 2 Moglichkeiten und durch Fortsetzung dieses Arguments erhalten wir schlieflich
die gewiinschte Formel. O

Abbildung Permutationen ohne Wiederholung: Es gibt 4! = 4.3 -2 -1 = 24 Mdoglichkeiten, vier
verschiedene Kugeln in einer Reihe anzuordnen.

3In dieser Vorlesung benutzen wir das Zeichen ,:=* fiir eine definierende Gleichung, d.h. wenn
rechts die Definition des Terms auf der linken Seite steht. Man kdnnte aber auch ,,=" schreiben.
41T ist das Produktzeichen und wird analog zum Summenzeichen Y verwendet.
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1.2. Grundlagen der Kombinatorik 9

Permutationen mit Wiederholung Sind von den n Objekten genau k identisch,
so gibt es genau

|
%%:n4n_n-”-w+n Méglichkeiten
. n—=k I;;ktoren

der Anordnung. Gibt es sogar m Gruppen aus ky, ..., k,, jeweils identischen Elementen,
so existieren

|
Beweis Teil 1: Wenn die k identischen Objekte unterscheidbar wiren, so gibe es
insgesamt n! Moglichkeiten der Anordnung. Von diesen kénnen aber jeweils k! viele
nicht von einander unterschieden werden. Siehe dazu auch die Erklarungen im folgenden

Bild. Teil 2: Ubungsaufgabe. O]
o0 0000
o0 000 °
000 00 ® ® 6600
000 0000 ° 06 0060
000 000 o 000 00

Abbildung Permutationen mit Wiederholung. Links: Férben wir in der vorherigen Abbildung die
orange und die rote Kugel jeweils rosa, so wird jede Anordnung zweimal gezdhlt und es ergeben
sich insgesamt 12=4!/2! verschiedene Moglichkeiten, zwei rosane, eine blaue und eine griine Kugel
anzuordnen. Mitte: Wird zusétzlich auch die grine Kugel rosa gefarbt, so reduziert sich die Anzahl
der Moglichkeiten auf 4=4!/3!. Beachte, dass es dann 6=3! Moglichkeiten gibt, die 3 rosa Kugeln
wieder den Farben Orange, Rot und Griin zuzuordnen. Rechts: Werden die orange und die rote sowie
die griine und die blaue Kugel miteinander identifiziert, so ergeben sich 6 = 4!/(2!- 2!) Moglichkeiten,
zwei Paare jeweils gleichfarbiger Kugeln anzuordnen.

Variation mit Wiederholung Wir wollen £ nummerierte Plédtze mit jeweils einem
von n unterscheidbaren Objekten fiillen, wobei jedes Objekt mehrmals platziert werden
darf. Da es fiir jeden Platz genau n Moglichkeiten gibt, das zu platzierende Objekt zu
wahlen, existieren genau

n*=n-...-n Mobglichkeiten.
~—

k Faktoren

Anwendungen

1. Aus n Buchstaben kénnen n*

Beispiel: Es gibt 8 = 23 Worte der Linge 3, die nur die Buchstaben A und B
enthalten, ndmlich

verschiedene Worte der Lange k gebildet werden.

AAA, AAB, ABA, BAA, ABB, BAB, BBA, BBB.

Beispiel: Fiir ein Alphabet mit 3 Buchstaben existieren 9 = 32 Worte der Linge
2, namlich

AA, AB, AC, BA, BB, BC, CA, CB, CC.

Michael Herrmann: Analysis 1 [D)eysa | Version vom 2. Oktober 2022



10 1. Natirliche Zahlen

2. Eine endliche Menge M bestehend aus n Elementen besitzt 2" verschiedene Teil-
mengen, denn wir kénnen jede Teilmenge dadurch beschreiben, dass wir fiir jedes
Element von M angeben, ob es dazugehort oder nicht. Jede Teilmenge von M wird
also durch genau n bindre Entscheidungen charakterisiert. Oder anders gesagt:

Jede Teilmenge von M entspricht genau einem Wort der Lange n, das man aus
den Buchstaben 0 (fiir Nein) und 1 (fiir Ja) bilden kann.

Beispiel: Die Menge M = {x1,xs, 23} besitzt die 8 Teilmengen

{}7 {x1}7 {1’2}, {$3}, {beQ}? {Ilﬂxii}v {x2ax3}7 {xbx%xi’)}?

die den dreiziffrigen Binérzahlen
0oo, 100, 010, 001, 110, 101, o011, 111

entsprechen. Die erste Teilmenge in der Liste ist natiirlich die leere Menge und
wird oftmals als () geschrieben.

Ausblick*: Die Menge aller Teilmengen von N entspricht in natiirlicher Weise
der Menge aller halb-unendlichen Zahlenfolgen, die man aus den Ziffern 0 und
1 bilden kann. Diese ist gleichméchtig zu R, der Menge der reellen Zahlen und
damit deutlich grofer als N selbst.” Die Menge aller Teilmengen von R kann
mit der Menge aller Funktionen identifiziert werden, die nur die Werte 0 oder 1

annehmen. Die Méchtigkeit dieser Menge ist wieder deutlich grofier als die von
R.

Variation ohne Wiederholung Wir wollen wieder n unterscheidbare Objekte auf k
nummerierte Pliatze verteilen, aber diesmal darf jedes Objekt hochstens einmal gewéhlt
werden. Unter dieser Nebenbedingung muss k£ < n gelten und es existieren genau

|
(n ﬁk)‘ =n m—1)-n—2)-...-(n—k+ 12 Moglichkeiten.
. k Falt:goren
Anwendungen

1. Wir wollen zwei unserer vier Freunde A, B, C, D fragen, ob Sie uns beim Umzug
helfen kénnen. Dann sind

AB, AC, AD, BA, BC, BD, CA, CB, CD, DA, DB, DC
die 4!1/2! = 4 - 3 = 12 mdglichen Varianten unserer Telefonliste.

2. Bei der Lotterie 6 aus 49 gibt es

49!

4—3‘:49-48-47-4645-44: 10 068 347 520
also ca. 10 Milliarden mogliche Ziehungen. Fiir die Berechnung der Gewinn-
wahrscheinlichkeit ist diese Zahl aber nicht relevant, da es am Ende egal ist,
in welcher Reihenfolge die Zahlen gezogen wurden.

®Das ist gerade die Quintessenz des Zweiten Cantorschen Diagonalarguments, siche WIKIPEDIA.
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1.2. Grundlagen der Kombinatorik 11

Definition Fiir zwei natiirliche Zahlen k£ und n mit 1 < k < n wird

Y = Tem
(V)

als der Binomialkoeflizient von n und k& bezeichnet.

Bemerkungen

1. Man spricht auch verkiirzend von ,,n iiber k*.

2. Es gilt offensichtlich

und man kann auch leicht
n LN j+1
(k:) - E j

zeigen (bzw. in konkreten Beispielen sofort nachrechnen). So gilt etwa

() - ey -
@) (12 (112n n—2)) ngngl)

ny\ 1-...-n ~n-(n—1)-(n—2)
(3)_ (1-2:3)-(1-2-...-(n—3)) 1-2-3 ’
wobei wir immer benutzt haben, dass sich viele Faktoren im Zéhler und im Nenner
gegenseitig wegkiirzen und wir die Reihenfolge der verbleibenden Faktoren &ndern
diirfen. Oder anders gesagt: (Z) kann als Quotient von k absteigenden Faktoren
im Zahler (beginnend mit n) und k aufsteigenden Faktoren im Nenner (beginnend
mit 1) ausgedriickt werden.

)= ()

) := 1, wobei dies wegen 0! = 1 konsistent mit der obigen Definition ist.

. Wir setzen

0

sowie (0

. Der Binomialkoeffizient ist immer eine natiirliche Zahl, niemals eine gebrochene
Zahl. Dies ergibt sich zum Beispiel aus der kombinatorischen Interpretation.

Kombinationen ohne Wiederholung Aus n unterscheidbaren Objekten wihlen
wir k Stiick aus, wobei letztere paarweise verschieden sein sollen und die Reihenfolge
der Auswahl keine Rolle spielt. Dann gibt es genau

(Z) Moglichkeiten.

Michael Herrmann: Analysis 1 [D)eysa | Version vom 2. Oktober 2022



12 1. Natirliche Zahlen

Beweis Wir hatten schon gesehen, dass es n!/(n — k)! viele Moglichkeiten gibt, mit
n Objekten k& nummerierte Pléatze zu fiillen. Da es k! Moglichkeiten gibt, k Plétze zu
nummerieren, entsprechen jeweils k! verschiedene Platzierungen einer Auswahl. O]

Anwendungen

1. Aus einer Urne mit einer roten, einer griinen und einer blauen Kugel ziehen wir
nacheinander zwei Kugeln, wobei wir diese jeweils nicht zuriicklegen. Dann gibt

es
3 3-2
(z)—ﬁ—3

mogliche Farbkombinationen der gezogenen Kugeln, nadmlich rot-griin, rot-blau,
und griin-blau. Den Fall mit Zuriicklegen diskutieren wir weiter unten.

2. Eine Menge mit n Elementen besitzt genau (Z) verschiedene k-elementige Teil-
mengen.

Beispiel: Fir M = {1, xa, x3} ergibt sich

k (n) Teilmengen

3
0

31
o U

1 1! 2!

3
2

3!

or 11 3| {xa, wa}, {w1, s}, {a1, 22}

(o)
| (3) B3l ), e (s}
(2)

3 3!

Bemerkung: Die Formel
" /n
—on
> (1)
k=0
folgt sofort aus der Teilmengeninterpretation von Kombinationen ohne Wieder-

holung und Variationen mit Wiederholung. Alternativ ergibt sie sich als Spezial-
fall der binomischen Formel fiir (1 + 1)" (siehe dazu weiter unten).

3. Bei 6 aus 49 gibt es
49\ 49! 49-48-47-46-45-44 10 068 347 520
6) 6!-431 1-2.3-4-5-6 720
mogliche Gewinnkombinationen, wobei wir diese Zahl auch wie folgt inter-
pretieren konnen: Die Anzahl der moglichen Ziehungen (Zahler) wird durch
6! = 720 geteilt, wobei der Nenner gerade die Anzahl der denkbaren Reihen-

folgen angibt, in denen die 6 Ergebniszahlen gezogen wurden. Die Gewinnwahr-
scheinlichkeit fiir sechs Richtige betriigt also ungefihr 0.000007 Prozent.

6Bei Dezimalzahlen verwenden wir in dieser Vorlesung Punkt statt Komma.

= 13983 816,
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1.2. Grundlagen der Kombinatorik 13

Kombinationen mit Wiederholung Wir wollen wieder aus n unterscheidbaren
Objekten k Stiick auswéhlen, wollen aber diesmal zulassen, dass einzelne Objekte
mehrmals gewahlt werden. In diesem Fall gibt es genau

(n+k—1

i ) Moglichkeiten .

Beweis Die Herleitung dieser alles andere als offensichtlichen Formel gelingt durch
eine geschickte Umformulierung des Problems, die im folgenden Bild erklart wird. [

Level 1 Level 2 Level 3 Level 4
o S
°® o [ X ] o KKWWWWK 1,2,7
o ‘ ‘ | 00 | WWWKKKW 4,5,6
(N ) 1<
o o [ ’ o ’ [ ) ‘ ‘ o WKWKWWK 2,4,7
° ° o o ] ‘ ° ‘ ‘ ® | KWWKWWK | 1,4,7

Abbildung Zur Herleitung der Formel fiir Kombinationen mit Wiederholung durch fortschreitende
Abstraktion, dargestellt fiir n = 5 und k = 3. Level 1: Jedes der gegebenen n Objekte reprisentieren
wir durch eine Box, wobei wir die n Boxen waagerecht nebeneinander stellen. Anstatt nun & mal ein
Objekt mit Wiederholung auszuwéhlen, kénnen wir alternativ auch & Kugeln auf die n Boxen verteilen,
wobei m Kugeln in der j-ten Box meint, dass das j-te Objekt genau m mal ausgewahlt wird. Dargestellt
sind hier nur 4 der insgesamt vielen Moglichkeiten. Level 2: Anstatt die k& Kugeln auf die n Boxen
zu verteilen, kdnnen wir mit einem Punkt-Strich-Code auch angeben, wie die Kugel durch die n — 1
Trennwénde zwischen den Boxen separiert werden. Level 3: Jeder Punkt-Strich-Code entspricht in
eindeutiger Weise einem Wort der Liénge (n — 1) + k, das nur aus den Buchstaben K (fiir Kugel) und
W (fiir Wand) besteht, wobei W genau n — 1 mal und K genau k mal vorkommt. Level 4: Jedes Wort
aus Level 3 ist eindeutig durch die Angabe der k Positionen des Buchstabens K festgelegt, da ja auf
den anderen Positionen ein W stehen muss. Konklusion: Die gesuchte Anzahl der Kombinationen mit
Wiederholung ist gerade die Anzahl der Md&glichkeiten, aus den Zahlen 1,2, ..., n — 1 + k genau k
verschiedene (d.h. ohne Wiederholung) auszuwihlen. Diese Anzahl ist aber ("*7~') bzw. (§) = 35
im konkreten Fall. Beachte, dass die Farbkodierung (rot und blau) redundant ist und auch wegfallen
konnte.

Anwendungen

1. Wir ziehen wieder zweimal eine Kugel aus der oben beschriebenen Urne, wollen
aber diesmal nach jeder Ziehung die Kugel wieder zuriicklegen. Dann gibt es

3+2-1\ (4 _£_6
2 S \2) 1.2

mogliche Farbkombinationen, ndmlich neben rot-griin, rot-blau, und griin-blau
nun auch noch rot-rot, griin-griin und blau-blau.

2. Werden aus einer handelsiiblichen Tiite Gummibarchen mit 6 verschiedenen
Sorten insgesamt 6 Stiick entnommen, so ergeben sich

(717)-(2) -
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14 1. Natirliche Zahlen

denkbare Ergebnisse’, sofern die Reihenfolge der Auswahl nicht beriicksichtigt
wird (Kombinationen mit Wiederholung). Mit Beriicksichtigung der Reihenfolge
(Variation mit Wiederholung) gibt es hingegen 6° = 46 656 Moglichkeiten.

Bemerkung: Wir ziehen eigentlich die Sorten und nicht die Barchen. Inshesondere
ist die genaue Anzahl der letzteren gar nicht wichtig.

3. Werden drei gleiche Wiirfel gleichzeitig geworfen, so gibt es

6+3—1 8
= = 56
()=
mogliche Augenkombinationen.

Binomischer Lehrsatz Die binomische Formel

(z+y)" = zn: (Z) "y

k=0

gilt fiir alle reellen Zahlen z, y und alle n € N, wobei 2° = 1 und 3° = 1 vereinbart sei.
Die drei wichtigen Spezialfélle

(r+y)’=2"+2zy+y*, (z+y)’ =2"+327y+32y>+y°
und
(z4+y) ' =2t +42y+6222 + 40+t

entsprechen n = 2, n = 3 und n = 4.

Beweis Teil 1: Wir zeigen zunéchst das Hilfsresultat

n+1\ (n L n

k+1)  \k k+1)°
indem wir mithilfe von (k+ 1)l = (k+1) -kl und (n — k)l = (n — k) - (n — k — 1)! die
rechte Seite wie folgt schrittweise in die linke umformen:

<Z>+(k1i>: mmgikﬂ+'w+1ﬂfi—k—1ﬁ

n! n!
T k) (k=1 htD) M- (n—k=1)

B 1 N 1 n!
S \n—k k+1 kl-(n—Fk—1)!

B n+1 n!

T k+1)-(n—k) K-(n—k—1)
(n+1)!

(kD) (n—k)!

_(n+1
S \k+1
"Diese Moglichkeiten sind natiirlich nicht alle gleich wahrscheinlich, denn wir werden relativ selten
sechsmal dieselbe Sorte ziehen.
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1.2. Grundlagen der Kombinatorik 15

Dabei haben wir am Ende wieder einfache Rechenregeln fiir Fakultéiten benutzt.

Teil 2: Wir beweisen die binomische Formel durch vollstédndige Induktion mit n, = 1,
wobei der Induktionsanfang wegen (x + y)l =r+y = ( )x + ( )y fast trivial ist.
Im Induktionsschritt benutzen wir die binomische Formel mit n, um die entsprechende
Aussage mit n + 1 statt n abzuleiten. Dazu berechnen wir zunéchst

™ = k) ) = ) 3 (7)ot

k=0

(&0 )+ (S0 )
(S () ) (e S () o)

wobei wir bei der letzten Umformung den Summanden fiir £ = 0 bzw. fir k = n
separat geschrieben haben (beachte die verdnderten Summationsgrenzen in den beiden
Summenzeichen). Der Trick besteht nun darin, eine sogenannte Indexverschiebung im
ersten Summenzeichen durchzufiihren, indem wir & = & + 1 substituieren. Das ergibt

n n—1

W\ n—k+1, k _ n n—k , k+1
S (3) e = ()
k=1 k=0

und anschliefend konnen wir wieder k statt k schreiben. Insgesamt erhalten wir die

Formel®
n n—1
n n— k+1 n—k , k+1
S ()t =3 () e

k=1 k=0

und nach Einsetzen und Umgruppierung der Terme das Zwischenergebnis

n—1
n+l _ n+l n n n—k  k+1 n+1
oo (S () < () e

das wir wegen des Hilfsresultats auch als

n—1
1
(z+ )" = 2" 4 ( <Zil> n— kyk+1> 4oyt

k=0

schreiben kénnen. Es gilt aber auch?

n—1 n
n+1 Y e n+1\ ik ok
S (i) = (M)

k=1

8Wahrscheinlich misstrauen Sie zunichst dem Argument mit der Indexverschiebung (das geht am
Anfang allen so). Sie konnen aber die Giiltigkeit der Formel leicht einsehen, indem Sie fiir konkrete
Wahlen von n das Summenzeichen auf beiden Seiten auflésen, d.h. die Summanden explizit schreiben.
Mit etwas Ubung und Erfahrung werden Sie spiter selbst Indexverschiebungen in Summen fehlerfrei
durchfiihren.

9Diese Formel beruht wieder auf einer Indexverschiebung. Wenn wir zum Beispiel den ersten bzw.
letzten Summanden auf der linken Seite (kK = 0 bzw. k = n — 1) sowie den ersten bzw. letzten
Summanden auf der rechten Seite (kK = 1 bzw. k = n) betrachten, so steht dort jeweils ("Tl) "yl

bzw. ("‘H) zty"
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16 1. Natirliche Zahlen

und damit
n n . n+ 1 n+1— n
(z+y)"" =2t (Z( k )x " kyk> +ymrL
k=1
Durch Hineinziehen der separierten Summanden in das Summenzeichen — beachte
wieder die verdnderten Summationsgrenzen sowie (”31) =1= (Zi}) — erhalten wir
schliefslich

n+1
n n+1\ ..
($+y>+1:Z( N )I+1 kyk.

k=0

Das ist aber gerade die binomische Formel mit n + 1 statt n und der Induktionsschritt

ist damit etabliert. O
O 1
1 1
@) &) () . 1 2 1
©) () (3) (3) = 1 3 3 1
() 5 (3) (3) (1) 14 6 4 1
©) @) () () () ) 1 5 10 10 5 1

Abbildung Die Binomialkoeffizienten — bzw. die Vorfaktoren im Binomischen Lehrsatz — konnen
als Pascalsches Dreieck (Definition bzw. Zahlenwerte in Blau bzw. Gelb) dargestellt werden, wobei
die (eigentlich unendlich vielen) Zeilen den Werten von n entsprechen. Das Hilfsresultat im Beweis
impliziert, dass jede Zahl im Inneren die Summe der beiden schriag oberhalb stehenden Zahlen ist.

Bemerkung Man kann die binomische Formel auch ohne Induktion beweisen und
direkt mit kombinatorischen Argumenten herleiten. Wenn wir etwa fiir n = 4 die
Klammern in

(+y)' = (r+y) (@+y) (@ +y) (= +y)
ausmultiplizieren, so treffen k Faktoren y immer auf 4 — k& Faktoren x, wobei in
Abhéngigkeit von k verschiedene Reihenfolgen zu beriicksichtigen sind. Fir & = 1
bzw. k = 2 ergibt sich zum Beispiel

4
xa:xy+a:a:ya:+xyxx+yxxa::4:1:3y: (1) x4_1y1

bzw.

4
rryy+ayry+tryyrtyrry+yryr+yyre=06ay’ = (2> T

wobei der Binomialkoeffizient (2) gerade die Anzahl der Mdéglichkeiten beschreibt, die
Variable y k-mal in einem Produkt von 4 Faktoren zu platzieren. Beachte auch, dass
( 4f k), also die Anzahl der Platzierungsmoglichkeiten fiir 2, denselben Wert annimmt.

Geburtstagsparadoxon* Wir wollen die Wahrscheinlichkeit berechnen, dass in
einer Klasse aus n Schiilern mindestens zwei am gleichen Tag Geburtstag haben, wobei
wir der Einfachheit halber davon ausgehen, dass es keine Schaltjahre gibt und dass alle
365 Tage gleich wahrscheinlich sind. Insgesamt gibt es

G, = 365"
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1.2. Grundlagen der Kombinatorik 17

mogliche Verteilungen der Geburtstage auf die Schiiler, wobei in

C, =365-364-363-...- (365 —n+1)

TV
n Faktoren

Féllen alle Schiiler jeweils an einem anderen Tag Geburtstag haben (dies entspricht
dem Komplementérereignis). Die gesuchte Wahrscheinlichkeit p,, kann nun fiir jedes n
mittels

G, —C, ~ 366 — j
n — =1-
b G 155

th

berechnet'” werden.

p, Uber n

1.0r

0.8

0.6

0.4}

0.2}

0.0fs ‘ ‘
2 23 50 75

Abbildung Das Geburtstagsparadoxon meint das Folgende: Bei einer Klassengrofe von n = 23
Schiilern ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens zwei Kinder am selben Tag Geburtstag feiern,
bereits grofer als 50%. Bei n = 50 betrigt sie schon 97% und fiir n > 90 konnen wir mit fast absoluter
Sicherheit davon ausgehen, dass es zwei solche Kinder gibt.

19Den mittleren Teil der Doppelformel sollten Sie nicht auf einem Taschenrechner oder Computer
verwenden, da sowohl der Zahler als auch der Nenner mit wachsendem n sehr schnell sehr grofs werden
und aufierhalb des zuldssigen Zahlenbereichs liegen koénnen. So gilt zum Beispiel Gy ~ 1.8 - 10°! und
G50 ~ 1.3 -10'%8. Die Zahlen auf der rechten Seite sind hingegen wesentlich harmloser.
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18 1. Natirliche Zahlen

1.3 Primzahlen*

Erinnerung Jede Primzahl ist nur durch 1 und sich selbst teilbar und die Liste aller
Primzahlen beginnt mit

2,3,5,7,11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, ... .

Die Zahl 1 ist keine Primzahl.'!

Theorem (Primfaktorzerlegung) Jede natiirliche Zahl n # 1 lésst sich als
Produkt von Primzahlen schreiben. Insbesondere existieren fiir jedes n > 2 eine Zahl
k € N, k Primzahlen py,ps,...,pr mit p; < ps < ... < pg sowie k£ Exponenten
ri,...,rt € N, sodass

n=pi'-py-... D
Diese Darstellung ist eindeutig und jede der Primzahlen p; wird Primfaktor von n
genannt.

Bezispiele

8 =23, 60=2%-3.5, T="17, 99 =32.11

Bewetis FEwistenz: Wir fithren einen indirekten Beweis, d.h. wir werden aus der
Antithese einen Widerspruch ableiten. Wir nehmen also an, dass nicht jede natiirliche
Zahl n > 1 als Produkt von Primzahlen geschrieben werden kann. Wir betrachten nun
die kleinste natiirliche Zahl ohne Primfaktorzerlegung und nennen sie n,. Die Zahl
n. kann selbst keine Primzahl sein, denn dann hétte sie ja eine triviale Primfaktor-
zerlegung mit £k = 1, p; = n, und r; = 1. Also besitzt n, echte Teiler und kann als
N, = nyng mit 1 < ny < n, und 1 < ny < n, geschrieben werden. Nun miissen aber
sowohl n; als auch ny jeweils eine Primfaktorzerlegung besitzen, da andernfalls n, im
obigen Auswahlargument nicht die kleinste Zahl héitte sein konnen. Da sowohl n; als
auch no Produkt von Primzahlen ist, konnen wir aber auch n, = njnsy als Produkt
von Primzahlen schreiben. Wir haben damit einen Widerspruch erzeugt und schliefsen,
dass unsere Annahme oben falsch war. Jede natiirliche Zahl n # 1 besitzt also eine
Primfaktorzerlegung.

FEindeutigkeit: Wir argumentieren wieder indirekt und nehmen an, dass es Zahlen mit
mehr als einer Primfaktorzerlegung gibt. Die davon kleinste bezeichnen wir wieder mit
n.. Dann gilt

Tk

1 ) . s so s
Ny =p;" Py ... pf sowie n,=q' ¢ ...-q',

wobei diese Formeln zwei verschiedene Primfaktorzerlegungen von n, reprasentieren.
Das Produkt auf der rechten Seite der ersten Formel muss nun durch die Primzahl ¢,
teilbar sein und das geht nur, wenn eine der Primzahlen pq, ..., px selbst ¢; ist. Im
einfachsten Fall gilt p; = ¢; und fiir ny = n./q erhalten wir nach Division die zwei
Primfaktorzerlegungen

ri—1 Tk : _s1—1 S92 N
sSowle n#—ql ‘q2'...'ql,

Ny =py' Py Py

HDas ist aber keine Erkenntnis, sondern nur eine niitzliche Festlegung.
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1.3. Primzahlen* 19

was einen Widerspruch zur minimalen Wahl von n, darstellt. In den Féllen py = ¢4,
.., P = ¢ konnen wir analog argumentieren und haben insgesamt gezeigt, dass es fiir
jede Zahl n # 1 nur eine Primfaktorzerlegung geben kann.!? O]

Theorem Es gibt unendlich viele Primzahlen.!

Beweis Wir fithren wieder einen indirekten Beweis und nehmen an, die Behauptung
sei falsch. Dann existieren nur endlich viele Primzahlen, wobei wir deren Anzahl mit k
und die Primzahlen mit ¢ , ... , ¢ bezeichnen wollen. Wir betrachten auferdem

n=q-q-...-q + 1,

und bemerken, dass n bei Division durch jede der Zahlen ¢ ,...,q den Rest 1 lésst
und damit kein Vielfaches einer dieser Zahlen sein kann. Insbesondere kann keiner der
Primfaktoren von n in {qi,...,q;} enthalten sein und es miisste daher mindestens
eine weitere Primzahl geben. Das ist aber ein Widerspruch zur Wahl von £ (als die
Anzahl aller Primzahlen) und wir schlieffen, dass unsere Annahme falsch gewesen sein
muss. 0

Ausblick Primzahlsatz Bezeichnen wir mit p(n) die Anzahl aller Primzahlen, die
kleiner als oder gleich n sind, so gilt

d.h. fiir grofte n gibt es ungefahr n/In (n) viele Primzahlen zwischen 1 und n, wobei In
der natiirliche Logarithmus ist. Einen Beweis dieses bemerkenswerten Resultats konnen
wir aber im Rahmen dieser Vorlesung nicht geben.!

Definition Fiir n,m € N nennt man
kgV(n, m) :=min {k € N : k ist Vielfaches von n und m}

das kleinste gemeinsame Vielfache von n und m und

ggT(n, m) :=max {k € N : k teilt n und m}

den groften gemeinsamen Teiler von n und m.

12Sowohl im Existenz- als auch im Eindeutigkeitsteil des Beweises haben wir eine Argumentation
verwendet, die manchmal das Prinzip des kleinsten Verbrechers genannt wird. Fiir Aussagen iiber
natiirliche Zahlen gilt salopp gesprochen: Wenn es keinen kleinsten Verbrecher geben kann, so kénnen
Verbrecher iiberhaupt nicht existieren.

13Diese Erkenntnis besaffen schon die Alten Griechen. Die analoge Frage, ob die Liste der Primzahl-
zwillinge

3 und 5, 5und 7, 11 und 13, ceey 3167 und 3169,

endlich oder unendlich viele Paare umfasst, konnte trotz intensiver zahlentheoretischer Forschungen
bisher noch nicht beantwortet werden.

Die Riemannsche Vermutung ist ein noch ungelostes Milleniumsproblem der Mathematik und
betrifft die Frage, ob bzw. wie man die Naherungsformel im Primzahlsatz verbessern kann.
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20 1. Natirliche Zahlen

Bezispiel

kgV(2, 8) =8, kgV(3,13) =39 kgV(6,9) =18

ggT(5,7) =1, ggT(3,9)=3 ggT(6,15) =3

Bemerkung Sind die Primzahlzerlegungen von n und m bekannt, so koénnen
kgV(n, m) und ggT(n, m) leicht berechnet werden, indem man fiir alle auftretenden
Primfaktoren den minimalen bzw. maximalen Exponenten bestimmt. Fiir

n=>52=3"-5.7",  m=180=2* 3.5
miissen wir zum Beispiel die Primzahlen 2, 3, 5 und 7 beriicksichtigen und erhalten
kgV (525, 180) = 2max{0.2} . gmax{l.2}  smax{21}  gmax{l,0} _ 92 .32 52 71 — 530
sowie
geT(525, 180) = 2min{02} . gmin{L2}  gmin{21}  7min{10} _ 90 g1 5l 70 _ 15,
Insbesondere kénnen wir mit Hilfe der Primfaktorzerlegungen von n und m und wegen
min{a, b} + max{a,b} =a+b
leicht die Formel
kgV(n, m) - ggT(n, m) =n-m

ableiten. Bei groflen Zahlen ist es allerdings nicht einfach, die Primfaktorzerlegung zu
berechnen.

Bemerkung Der grofte gemeinsame Teiler kann auch mittels des Fuklidischen
Algorithmus durch fortgesetzte Division mit Rest berechnet werden. Fir n = 3054
und m = 1002 berechnen wir zum Beispiel:

3054 = 3-1002 + 48 (Wie oft passt 1002 in 30547)
1002 = 20 - 48 + 42 (Wie oft passt 48 in 10027)
48 =1-42+6 (Wie oft passt 42 in 487)
42=7-6+0 (Wie oft passt 6 in 427)

Fertig wegen Rest 0 !

Es gilt nun ggT(3054, 1002) = 6, woraus auch

3054 - 1002
kgV (3054, 1002) = — % 510018

folgt.
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Kapitel 2

Axiome der reellen Zahlen

’ Vorlesungswoche 02

Vorbemerkung In diesem Kapitel formulieren wir
1. die Kérperaxiome (A.1) — (A.4), (M.1) — (M.4) und (D) ,
2. die Anordnungsaxiome (0.1) — (0.3),
3. das Vollstandigkeitsaxiom (V)

fiir die reellen Zahlen, wobei man die Rolle und Bedeutung der Axiome verschieden
interpretieren kann. Bei einer ersten Lektiire konnen Sie sich auf den Standpunkt
stellen, dass wir die reellen Zahlen ja bereits aus der Schule kennen. Dann fassen die
Axiome lediglich die wichtigsten Eigenschaften der reellen Zahlen zusammen.

Der springende Punkt ist jedoch, dass die reellen Zahlen in der modernen
Mathematik dadurch definiert werden, dass die Giiltigkeit der genannten Axiome
postuliert wird.! Die Axiome bilden also das Fundament, auf dem die gesamte
Mathematische Analysis aufgebaut ist und aus dem alle ihre Theoreme durch logisches
Schliefsen abgeleitet werden konnen. Dies sollte Thr Fokus bei der zweiten und dritten
Lektiire sein.

Dieses Kapitel ist wahrscheinlich der abstrakteste und unanschaulichste Teil des
gesamten Skriptes. Es steht aber am Anfang der Analysis und bildet die Grundlage
aller noch folgenden Kapitel, die sich konkreteren (aber immer noch mathematischen)
Fragen widmen werden.

Notationen Im folgenden bezeichnen wir mit R die Menge der reellen Zahlen und
schreiben Q fiir die Menge der rationalen Zahlen.

2.1 Algebraische Korperstruktur

Korperaxiome Auf R existieren eine Addition (geschrieben als z + y) sowie eine
Multiplikation (geschrieben als z - y), sodass die folgenden Rechenregeln gelten?:

1Beim axiomatischen Aufbau der Mathematik wird also nicht festgelegt, was die reellen Zahlen
sind, sondern nur welche abstrakten Eigenschaften sie haben. Diese indirekte Art der Definition hat
sich als sehr sinnvoll und méchtig erwiesen.

2Die Addition ist eine zweistellige Rechenoperation und kann als Abbildung R x R — R betrachtet
werden, wobei das Paar (z, y) € R? auf z+vy € R abgebildet wird. Dabei werden z und y Summanden

21



22 2. Axiome der reellen Zahlen

1. Kommutativgesetze : Fiir alle z,y € R gilt

(A1) z4+y=y+uz, (M.1) z-y=y-z,
d.h. wir durfen zwei Summanden bzw. zwei Faktoren miteinander vertauschen.

2. Assoziativgesetze: Fiir alle x,y, z € R gilt

(A.2) (x+y)+z=x+(y+ 2), (M.2) (x-y)-z=z-(y-2),
d.h. wir diirfen die Reihenfolge der Summen- und Produktbildung vertauschen.

3. Existenz neutraler Elemente: Es existiert 0 € R (die sogenannte Null) sowie
1 € R (die sogenannte Eins), sodass

(A.3) r+0=ux, (M.3) r-l=x
fiir alle x € R erfiillt ist. Aufterdem gilt 0 # 1.

4. Existenz inverser Elemente: Fiir jedes x € R existiert ein —x € R mit

(A4) x4+ (—2)=0
und im Fall von x # 0 existiert auferdem ein 2! € R, sodass
(M.4) rort=1
gilt.

5. Distributivgesetz: Es gilt

D) w-(y+2)=z-yt+tu-=2

fiir alle z,y, 2z € R.

Klarstellung und Awusblick

1. Wir sagen in den Korperaxiomen nicht, was die reellen Zahlen sind oder wie die
Addition und die Multiplikation im Detail funktionieren. Wir beschreiben bzw.
postulieren lediglich, dass beim Operieren mit reellen Zahlen gewisse Spielregeln
gelten.

2. Wir werden im Fortgang dieses Kurses sehen, dass aus den Korperaxiomen (und
den noch folgenden Axiomen) alle Eigenschaften der reellen Zahlen in rigoroser
Weise abgeleitet werden kénnen. Wir werden zum Beispiel beweisen, dass man
jede reelle Zahl als Dezimalzahl — mit endlich vielen Vorkomma- und vielleicht
unendlich vielen Nachkommastellen — schreiben kann und dass die in der Schule
vermittelten Rechenalgorithmen wirklich richtig sind.

genannt und x + y heiflt die Summe von x und y. Analoge Bemerkungen fiir die Multiplikation. Fiir
die allgemeine Theorie algebraischer Korper verweisen wir auf die Vorlesung Lineare Algebra.
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2.1. Algebraische Korperstruktur 23

3. Ausgehend von den Axiomen der reellen Zahlen werden wir im weiteren Verlauf
dieser Vorlesung die Mathematische Analysis schrittweise aufbauen und unter
anderem den Differentiations- und Integrationsbegriff systematisch entwickeln.
Wir werden dabei die Giiltigkeit der Axiome nicht hinterfragen, sondern sie
als gegeben betrachten. Das bedeutet zum Beispiel, dass der am Ende des
Semesters hergeleitete Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung wie folgt
zu verstehen ist: Wenn die Axiome der reellen Zahlen richtig sind, dann sind
Differentiation und Integration zueinander inverse Operationen.

4. Wir kénnen in dieser Vorlesung nicht die Sinnhaftigkeit der Axiome untersuchen.
Insbesondere werden wir die folgenden Fragenkomplexe nicht weiter diskutieren:

(—) Ezistenz: Gibt es sowas wie die reellen Zahlen iiberhaupt? Oder implizieren
die oben gelisteten Rechenregeln einen logischen Widerspruch und kénnen
gar nicht gleichzeitig oder zumindest nicht immer gelten?

(=) Eindeutigkeit: In welchem Sinne sind die reellen Zahlen eindeutig durch die
Axiome festgelegt? Oder kann es mehrere, echt unterschiedliche Versionen
der reellen Zahlen geben?

(=) Relevanz: Sind die reellen Zahlen wirklich ,real* oder handelt es sich um
Hirngespinste, die lediglich in unseren Gedanken existieren und nichts mit
der wirklichen Welt zu tun haben?

5. Das Existenzproblem wird in der modernen Mathematik dadurch gel6st, dass man
— ausgehend von einem anderen, elementareren Axiomensystem — die reellen
Zahlen konstruiert. Zum Beispiel tauchen die natiirlichen Zahlen in der Mengen-
lehre als Méchtigkeiten von Mengen auf. In einem ersten Schritt kann man sich
dann iiberlegen, dass es auch die ganzen Zahlen geben muss, aus denen in einem
dritten und vierten Schritt zundchst die rationalen und anschliefend die reellen
Zahlen gewonnen werden, wobei jeweils nur logisch einwandfreie Schliisse und
Konstruktionen angewendet werden. Am Ende konnen wir — etwas vereinfacht
gesprochen — sagen: Wenn es Mengen gibt, dann muss es auch die reellen Zahlen
geben.

6. Der Schliissel zum Eindeutigkeitsproblem ist das Konzept der Isomorphie, das
— vereinfacht und analogiehaft gesprochen — wie folgt verstanden werden kann:
Zwei verschiedene Versionen der reellen Zahlen verhalten sich zueinander wie
,rote Zahlen“ zu ,griinen Zahlen“. Alle Rechnungen und Beweise, die wir mit
einem roten Stift notiert haben, konnen wir anschliefend nochmal mit griiner
Tinte abschreiben. Dadurch dndert sich aber nur die Form, nicht der Inhalt.

7. Die Frage nach der Relevanz ist natiirlich wichtig, aber sie ist von eher philoso-
phischer Natur und kann innerhalb der Mathematik nicht beantwortet werden.
Wir kénnen jedoch mit absoluter Sicherheit sagen: Reelle Zahlen sind ungeheuer
niitzlich bei der Beschreibung der physikalischen, technischen, biologischen und
sozialen Welt. Sie spielen eine herausragende Rolle in allen Natur- und Ingenieur-
wissenschaften.

Bemerkungen

1. Bei Produkten lassen wir oftmals das Multiplikationszeichen weg und schreiben
xy statt x - y.
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2. Die Subtraktion wird via
r—y:=z+(-y)
eingefiihrt.

3. Die Division ist durch

gegeben, wobei y # 0 gelten muss und der Quotient manchmal auch als x/y oder
x @y geschrieben wird.

4. Achtung: Wir diirfen in einem Korper niemals durch 0 teilen.

Lemma (erste Folgerung aus den Koérperaxiomen)

1. Eindeutigkeit der neutralen Elemente: 0 und 1 sind eindeutig festgelegt.

2. Eindeutigkeit der inversen Elemente : Fiir jedes z # 0 sind —z und 27! eindeutig
durch ihre Eigenschaften bestimmt.

3. Spezielle inverse Elemente: Es gilt —0 = 0 und 17 = 1.

4. Doppelte Inversion ist Identitat: Es gilt

fiir jedes x # 0.

5. Spezielle Inversionsformeln : Fiir alle x,y € R gilt

~(@ty) =)+ (), (@y =2ty

wobei bei der zweiten Formel z # 0 und y # 0 vorausgesetzt ist.

Bewetis Wir zeigen immer nur die Aussage bzgl. der Addition. Das multiplikative
Gegenstiick ergibt sich jeweils analog. Teil 1: Nehmen wir an, es gibe neben 0 noch
ein weiteres neutrales Element, sagen wir 0. Dann gilt 2+0 = z sowie 40 = z fiir alle
¢ € R. Wenn wir die erste Gleichung fiir = 0 und die zweite mit = 0 auswerten,
so erhalten mit 0 +0 = 0 sowie 0 +0 = 0. Da aber 0 +0 = 0 + 0 nach (A.1) gilt,
folgt 0 = 0 und damit die Behauptung. Teil 2: Sei # invers zu z, d.h. 0 = z + &. Wir
addieren —z auf beiden Seiten und erhalten via
—z = (—z)+ (z + I) o (—z)+2)+2 o 0+ o +0 i

das gewiinschte Ergebnis. Teil 3: Wir setzen = 0 in (A.3) und erhalten 0 +0 = 0.
Damit ist 0 zu sich selbst invers und aus dem zweiten Teil folgt —0 = 0. Teil 4: Es gilt

—_ g —_ et O
( :B)—l—ﬁ(A‘l)[E—F( T) vl

d.h. x ist neben —(—=x) auch invers zu —z. Die Behauptung folgt nun aus dem zweiten
Teil. Teil 5: Wir berechnen

(z+y) + ((—2) + (—-y)) e (z+(—2)+ (y+(-y) = 040=0,

d.h. (—z) + (—y) ist invers zu = + y. O
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Bemerkung Hier und bei allen anderen Resultaten in diesem Kapitel gilt: Die
Schwierigkeit besteht nicht darin, die Giiltigkeit der Behauptungen einzusehen, sondern
sich zu tiberlegen, dass bzw. wie diese aus den Axiomen abgeleitet werden konnen.

Lemma (zweite Folgerung aus den Koérperaxiomen)
1. Fiir jedes x € R gilt 0 - x = 0 sowie z - 0 = 0.

2. Fiir alle z,y € R gilt - y = 0 genau dann, wenn z = 0 oder y = 0 gilt.

Beweis Teil 1: Die Formel 0 = 040 ist ein Spezialfall von (A.1) und in Kombination
mit (D) ergibt sich

0-2=(0+0)-z2=0-24+0-x.

Nach Addition von —(0 - z) auf linken und der rechten Seite erhalten wir 0 = 0 - x,
wobei dann auch x - 0 = 0 aus (A.1) folgt. Teil 2: Hier haben wir zwei Implikationen
zu zeigen. Riickrichtung: Wenn x = 0 oder y = 0 gilt, so folgt - y = 0 aus dem ersten
Teil. Hinrichtung: Wir nehmen an, dass x-y = 0 gilt und wollen nun zeigen, dass x = 0
oder y = 0 gilt. Im Fall von 2 = 0 sind wir direkt fertig. Andernfalls existiert z=! nach
(M.4) und es gilt

— . — . -1 . — -1 . . — . —
y(NEm L y(ﬁi&)(x ) y(NIé)m () Annahme Oféﬁl(L

Insgesamt haben wir im zweiten Teil die behauptete logische Aquivalenz hergeleitet. [

Bemerkung Alle anderen bekannten Rechenregeln der Addition und Multiplikation
kénnen auch aus den Korperaxiomen abgeleitet werden, zum Beispiel

(1) -z =—x, (—2) ' =27}
oder
(@) (p)=z-y,  (@ty)z=zoztyes.

Siehe dazu auch die Ubungen und Hausaufgaben.

Lemma (dritte Folgerung aus den Korperaxiomen)

1. Losung additiver Gleichungen : Fiir gegebene a,b € R existiert genau ein x € R,
sodass a + x = b.

2. Losung multiplikativer Gleichungen : Fiir gegebene a,b € R mit a # 0 existiert
genau ein x € R, sodass a-x = b.

Bewetis Teil 1: Die Gleichung besitzt mindestens eine Lésung, ndmlich
r=b—a=b+(—a),
denn die Axiome der Addition implizieren

a+ (b+(—a)) (;1)a+((—a)+b) o (a+(—a)) +0b = 0+b = b+0 = b
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Sei nun x irgendeine Losung, d.h. gelte a + z = b. Durch Addition von —a auf beiden
Seiten der Gleichung erhalten wir (a + ) + (—a) = b+ (—a), wobei die linke Seite
wegen

(a+x)+ (—a) (A:.1) (z+a)+ (—a) (52) r+ (a + (—a)) (A:,4) x+0 (;3) T

gerade x ist. Wir haben damit gezeigt, dass die oben angegebene Losung wirklich die
einzige ist.> Teil 2: Hier argumentieren wir ganz analog. O

2.2 Ordnungsrelation und Anordnungsaxiome

Axiome der Anordnung Auf R gibt es eine Positivitdtsrelation, die als x > 0
geschrieben wird und fiir die die folgenden Aussagen gelten.*

1. Trichotomie: Fiir jedes € R ist genau eine der drei Bedingungen®
(0.1) x>0, =0, —x >0
erfiillt.

2. Abgeschlossenheit unter Addition und Multiplikation : Die beiden Implikationen

(0.2) >0 A y>0 = zx4+y>0
sowie
(0.3) x>0 A y>0 = z-y>0

sind fiir alle x,y € R erfiillt.

Lemma (erste Folgerung aus den Anordnungsaxiomen) Fiir jedes z # 0 gilt
x-x>0

sowie die Implikation z >0 = 27 !> 0.

3Wir konnten den Beweis auch mit der Formelkette

atzr=b<= (a+2z)+ (—a) = —|—( )
— (x +a)+ (—a)
ot (at (- )) bt (-
< z+0=b+(—a)
<z =>b+ (—a)
<~ z=b—a

| |
_|_

fithren und die entsprechenden Erklarungen unter bzw. {iber die Pfeile schreiben. Alle Erfahrung zeigt
aber: Lange Formelketten sind sehr schwer zu verstehen und dariiber hinaus duflerst fehleranfillig.
Gerade am Anfang des Mathestudiums sollten Sie niemals nur Formeln, sondern immer auch Worte
benutzen.

4Die Formel z > y reprisentiert die zweistellige Ordnungsrelation in R, die zu der einstelligen
Positivitétsrelation gehort. Das allgemeine Konzept einer k-stelligen Relation auf einer Menge wird in
der Vorlesung Lineare Algebra diskutiert und in der Mathematik sehr hdufig verwendet.

®Die Zeichen A bzw. V repriisentieren das logische UND bzw. ODER.
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Beweis Teil 1: Nach Voraussetzung und (O.1) reicht es, die beiden Félle > 0 und
—z > 0 zu studieren. Fiir z > 0 liefert (0.3) direkt 2> = z -z > 0. Fiir —z > 0
konnen wir wieder (0.3) benutzen, aber diesmal in Form von z? = (—z) - (—x) > 0.
Teil 2: Angenommen, die behauptete Implikation wére falsch. Dann gibt es ein z > 0,
fiir das nach (O.1) entweder 7! = 0 oder —z~! > 0 gilt. Im Fall x=! = 0 implizieren
die Kérperaxiome sowie ihre Folgerungen die Formel 1 = - 27! = 2 - 0 = 0, die aber
wegen (0.1) im Widerspruch zu 1 > 0 steht (wobei sich letzteres mit = 1 und wegen
1 =1-1 aus dem ersten Teil des Beweises ergibt). Also muss —z~! > 0 gelten. Da
die Kérperaxiome die Formel —1 = z - (—z~!) implizieren, schliefen wir mit (O.3),
dass —1 > 0 gilt. Das ist aber wegen 1 > 0 wieder ein Widerspruch zu (0O.1). Unsere
Antithese muss also falsch gewesen sein. O

Korollar Fiir jedes x # 0 gilt sogar die Aquivalenz z >0 <= 27! > 0.

Beweis Das Lemma gilt nicht nur fiir z # 0, sondern sinngemif auch fiir =% und

liefert 7! > 0 = (x_l)_l > 0. Das ist aber wegen (x_l)_l = z gerade die
Riickrichtung der behaupteten Aquivalenz. O

Definitionen und Sprechweisen
1. > y meint ,,x grofer als * und ist eine Kurzschreibweise fiir z —y > 0
2. x < y meint ,,x kleiner als y** und ist gleichbedeutend mit y —x > 0
3. = >y meint ,x grofer als oder gleich 3 bzw. (z > y) V (z = y)
4. x <y meint ,,z kleiner als oder gleich y* bzw. (z < y) V (z = y)

5. x heiflt positiv bzw. nichtnegativ, falls z > 0 bzw. > 0

6. x heilt negativ bzw. nichtpositiv, falls z < 0 bzw. x < 0

Bemerkung Fir alle z,y € R gilt genau eine der drei Bedingungen
x>y, r=y, y>x.

Diese Trichotomie der reellen Ordnungsrelation ergibt sich aus den Definitionen, sofern
(O.1) fiir x — y (anstelle von z) ausgewertet wird.

Schretbweise In der Praxis benutzt man hiufig konsistente Doppelungleichungen.
Zum Beispiel sind

r<y<z bzw. rT>Yy>z

kompakte Notationen fiir (x < y) A (y < z) bzw. (z > y) A (y > z).
Hinweis: In einem Beweis sollten Sie immer die Teilungleichungen separat herleiten.
Achtung: Wir schreiben niemals inkonsistente Doppelungleichungen wie x > y < 2

oder 0 < 2 > 1, da diese den Leser nur verwirren.
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Lemma (zweite Folgerung aus den Anordnungsaxiomen) Es gelten die
folgenden Implikationen.

1. Transitivitat : rT>y N y>z = T>2

2. Addition mit beliebiger Zahl: r>y = T+2>y+z

3. Multiplikation mit positiver Zahl : x>y N z2>0 — zxT2>9y=2
4. Multiplikation mit negativer Zahl: r>y N z2<0 = zz2<yz
5. Additive Inverse: x>y = —r<-—y

6. Positive multiplikative Inverse: r>y>0 = O<azl<y!

7. Negative multiplikative Inverse: r<y<0 = 0>z2!>y!

Hierbei sind z, y, z € R beliebig.

Bewets Teil 1: Unter den Voraussetzungen z > y und y > z gilt x —y > 0 sowie
y — 2z > 0. Mit (0.2) erhalten wir (x —y) + (y — z) > 0 und nach den Rechenregeln
der Addition schlieflich z — 2 > 0, was gerade x > z meint.® Teil 2: Mit x > y ergibt
sich z —y > 0 und wegen (z + 2) — (y + z) = & — y erhalten wir  + z > y + z, wobei
wir einmal die Rechenregeln der Addition und zweimal die obigen Definitionen benutzt
haben. Teil 8: Aus x > y folgt x —y > 0 und wenn auch z > 0 gilt, so liefert(0.2) die
Ungleichung (z — y)-z > 0. Nach Auslosen der Klammer ergibt sich z-z—y-z > 0, was
schlieklich als x - 2 > y - 2z geschrieben werden kann. Teil 4: Es gelte z > y sowie z < 0,
wobei letzteres —z > 0 liefert. Die (bereits bewiesene) Implikation im dritten Teil (mit
—z anstelle von z) garantiert z- (—z) > y- (—%) und damit auch z-(—2) —y-(—=z) > 0.
Durch einfache Umformungen der linken Seite (d.h. wir wenden die Kérperaxiome an)
erhalten wir y-z2—x-2 > 0 und damit y-z > x-2 bzw. x-z < y-2. Teil 5: Aus x > y folgt
—x < —y nach Multiplikation mit —1 (das haben wir eben in Teil 4 bewiesen). Teil 6:
Es gelte © > y sowie y > 0, wobei die Transitivitdt auch x > 0 sicherstellt und das
vorherige Lemma x~! > 0 sowie y~! > 0 garantiert. Wir multiplizieren beide Seiten der
Ungleichung = > y zuerst mit 2! und anschliefend mit y~! und erhalten in Verbindung
mit der im 3. Teil bewiesenen Implikation zunichst 1 > 27! -y und dann = > z7L.
Durch Kombination mit 2! > 0 folgt nun die gewiinschte Doppelungleichung. Teil 7:
Wir verwenden die soeben bewiesene Implikation mit —x und —y anstelle von x und
y und benutzen aufserdem, dass die Korperaxiome die Formeln (—.:1:)71 = —z ! und
(—y)~" = —y~* implizieren. O

Achtung Der 3. und 4. Teil des Lemmas zeigen: Multiplizieren wir die zwei Seiten
einer Ungleichung mit einer reellen Zahl, so miissen wir immer deren Vorzeichen
beriicksichtigen, denn bei der Multiplikation mit einer negativen Zahl dreht sich das
Relationszeichen gerade um.”

6Die Anhinger rein symbolischer Beweise wiirden unsere Argumentation als
x>y ANy>z = z2—-y>0Ny—2>0 = (—y)+y—2>0 = 2—2>0 = >z

schreiben, und im Prinzip spricht auch nichts gegen diese Notationsform (sofern iiber jedem Pfeil
eine Erkldrung angegeben wird). Sie sollten aber nicht die Implikationspfeile (=) ungepriift durch
Aquivalenzpfeile (<=) ersetzen. Schen Sie, an welcher Stelle hier dieser klassische Anfingerfehler
Unsinn produziert?

"Ein einfaches Schulbeispiel ist: Aus +2 > —1 folgt zum einen (+3) - (+2) > (+3) - (=1), zum
anderen aber auch (—2) - (+2) < (=2) - (—1).
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Lemma (dritte Folgerung aus den Anordnungsaxiomen) Die Implikationen

1. Ungleichungen und Summen: x1 >y N Xo > Yo = T1+ To > Y1 + Yo

2. Ungleichungen und Produkte: x1 >y >0 A 3>y >0 = =1 -T2 > Y1 - Yo

gelten fiir beliebige x1, 2, y1, y2 € R.

Beweis Teil 1: Die Giiltigkeit der Implikation ergibt sich via

r1+ 22 > Y1+ xo > Y1+ Yo

weil 1 > y1 weil 9 > y2

aus dem 2. Teil des vorangegangenen Lemmas. Teil 2: Hier argumentieren wir analog
mit

T1-To > Y- T2 > Y1 Y2,
weil 1 > y1 >0 und 22 >0 weil 2 > y2 > 0 und y; >0
wobel wir diesmal den 3. Teil des Lemmas verwendet haben. ]

Zusammenspiel von Korper- und Anordnungsaxiomen
N, Z und Q als Teilmengen von R Wir kénnen mittels
2:=1+1, 3:=2+41=1+14+1, 4:=3+1=14+1+1+1,

die natiirlichen Zahlen als Teilmenge der reellen Zahlen auffassen.® Auch die negativen
ganzen Zahlen

_]-7 _27 _37

gehoren zu R (wobei zum Beispiel —2 bzgl. der Addition invers zu 2 ist). Schlieflich
finden wir mit

Q:{m-n_l : m,nEN}U{O}U{—m'n_I : m7n€N}

auch die rationalen Zahlen in R

Theorem (Anordnung der natiirlichen Zahlen) Es gilt n > n — 1 fiir alle
n € N und damit

0<1<2<3<....

Insbesondere ist jede natiirliche Zahl positiv.

Beweis Wir argumentieren induktiv. Zunéchst bemerken wir, dass 0 < 1 = 1-1
ein Spezialfall der ersten Folgerung aus den Anordnungsaxiomen ist. Aufgrund der
zweiten Folgerung aus den Anordnungsaxiomen konnen wir 1 auf beiden Seiten der
Ungleichung addieren und erhalten 1 +0 < 1+ 1, was aber gerade 1 < 2 meint. Durch
nochmalige Addition von 1 ergibt sich 1 + 1 < 1+ 2 und damit 2 < 3. Die behauptete
Ungleichungskette folgt nun durch Iteration dieses Arguments. O]

8Sie sind vielleicht enttiuscht, aber 1 + 1 = 2 ist gar kein Theorem, sondern die Definition von 2.

Michael Herrmann: Analysis 1 [D)eysa | Version vom 2. Oktober 2022



30 2. Axiome der reellen Zahlen

Bemerkungen
1. Analog zum Beweis kénnen wir auch
0>-1>-2>-3>-4...
zeigen und dies impliziert
—m-nt<0<m-nt
fiir alle m,n € N.

2. In einem algebraischen Korper der Charakteristik n gilt n = 0 im Sinne von

1+1+...+41=0.
—_—

n Summanden

In der Analysis kann dies wegen der Anordnungsaxiome nicht passieren. Siehe
auch den Satz von Archimedes weiter unten.

Korperaxiome und Potenzen Mithilfe der Axiome der Multiplikation kénnen fiir
jedes x # 0 via

und

die seine Potenzen ganzzahligem Exponenten berechnet werden, wobei wir aufserdem
immer

) =1
setzen.” Die Implikationen
r>0 = 2">0firallekeZ
und
<0 = 2% >0 fiir gerade k € Z, aber z¥ < 0 fiir ungerade k € Z

konnen mit vollstandiger Induktion und unter Verwendung der Folgerungen aus den
Anordnungsaxiomen bewiesen werden.

Achtung : Potenzen mit nicht-ganzzahligen Exponenten (zum Beispiel zweite oder dritte
Wurzeln) sind komplizierter und werden erst spéter diskutiert.

9Die Zahl 0° kann im Reellen nicht in sinnvoller Weise definiert werden: Wir werden spiter sehen,
dass zum einen limg~\ o 0 = 0 und zum anderen lim,~\ o 20 =1 gilt.
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2.3 Vollstandigkeitsaxiom

Vorbemerkung Salopp gesprochen garantiert das Vollstdndigkeitsaxiom, dass R
keine ,,Liicken” aufweist. Es gibt in der Literatur vier verschiedene Formulierungen,
namlich

1. (V1) Dedekindsches Schnittaxiom,

2

V2) Supremumsprinzip,

- (V1)
- (V2)
- (Vs)
- (Vi)

w

V3) Intervallschachtelungsprinzip,

4. (V4) Konvergenz aller Cauchy-Folgen.

Alle vier Varianten sind paarweise dquivalent und jede kann als Vollstdndigkeitsaxiom
verwendet werden, wobei die jeweils anderen dann als Theorem abgeleitet werden
konnen. In dieser Vorlesung benutzen wir das Schnittaxiom und diskutieren die anderen
Formulierungen erst spéter.

Awusblick

1. Es wird sich zeigen, dass Q zwar den Korper- und den Anordnungsaxiomen
geniigt, dass aber das Vollstandigkeitsaxiom nicht erfiillt ist (in keiner seiner
Formulierungen).

Heuristik: Die irrationalen Zahlen (v/2, 7, e usw.) sind gerade die , Liicken* in
Q. Wir werden spéter verstehen, dass R gerade die Vervollstindigung von Q ist.

2. C (die Menge der komplexen Zahlen, siche weiter unten) erfiillt die Kérperaxiome
sowie die Cauchy-Variante des Vollstdndigkeitsaxioms, aber es gibt keine sinnvolle
Ordnung auf C (d.h. keine, die den Anordnungsaxiomen geniigt).

3. Die Versionen (V3) und (V4) kénnen relativ einfach verallgemeinert werden, da
sie keinen expliziten Bezug auf die Ordnungsrelation nehmen. Bei (V1) und (V)
ist das anders.

Definition FEin Dedekindscher Schnitt besteht aus zwei Teilmengen A und B von R,
die den folgenden Aussagen geniigen:

1. Es gilt A+ () und B # (), d.h. A und B sind jeweils nicht leer.

2. Esgilt ANB = () und AUB = R, d.h. A und B beschreiben eine disjunkte
Zerlegung von R.

3. Es gilt a < b fiir alle a € A und alle b € B, d.h. — salopp gesprochen — A liegt
links von B auf der Zahlengeraden.

Wir nennen s € R eine Schnittzahl zu A und B, wenn
a<s<b

fir alle a € A und b € B gilt, d.h. (salopp gesprochen) wenn s genau die Grenze
zwischen A und B darstellt. Dabei wird s entweder zu A oder zu B gehoren.
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Vollstandigkeitsaxiom in der Formulierung als Schnittaxiom

(V) Jeder Dedekindsche Schnitt besitzt in R genau eine Schnittzahl.

Beispiel Fiir den Schnitt
A={z€R : <0 oder 2* <2}, B={r€R : x>0 und 2* > 2}.
ist die Schnittzahl gerade s = /2 und gehért damit zu A.'°

Bemerkung: Wir sehen auch an diesem Beispiel, dass es kein Analogon zum Schnitt-
axiom in Q geben kann. Die Mengen AN Q und BN Q liefern zwar eine Zerlegung von
Q mit ganz analogen Eigenschaften, aber auf der Grenze liegt eben keine rationale,
sondern die irrationale Zahl v/2, die eine ,Liicke in Q reprisentiert.'! Insbesondere
gibt es keine Schnittzahl in Q.

Theorem (Satz von Archimedes)
1. Zu jedem x € R existiert ein n € N, sodass n > x.
2. Zu jedem x € R mit x > 0 existiert ein n € N, sodass 0 < 1/n < z.

3. Sind z,y € R beide positiv, so gibt es ein n € N mit n-z > .

Beweis Teil 1: Wir nehmen an, die Behauptung sei falsch, und werden aus dieser
Antithese unter Verwendung des Vollstandigkeitsaxioms einen Widerspruch ableiten.
Spezieller Dedekindscher Schnitt : Wir betrachten die Mengen

A::{xER : esgibteinnENmitn>x},
B::{CCER : ngzz:giltfiiralleneN}

und bemerken, dass die Gleichungen AN B = () und AU B = R nach Konstruktion
erfiillt sind. Aufgrund unserer Annahme gibt es mindestens ein x € R, das nicht zu A
gehort und deshalb ist B nicht leer. Das Theorem iiber die Anordnung der natiirlichen
Zahlen garantiert N C A und damit insbesondere auch A # (). Weiterhin gilt a < b fiir
jedes a € A und jedes b € B, denn zu jeder Wahl von a und b existiert ein n € N mit
a < n < b. Wir haben damit gezeigt, dass A und B ein Dedekindscher Schnitt sind
und das Vollstandigkeitsaxiom liefert eine entsprechende Schnittzahl s € R.
Figenschaften der Schnittzahl: Weil s Schnittzahl ist, gilt a < s fiir alle a € A, und
wegen N C A erhalten wir n < s fiir alle n € N. Insbesondere gehort s zu B. Es muss
aber auch s — 1 € B gelten, denn wenn jede natiirliche Zahl kleiner als oder gleich
s ist, so muss auch n +1 < s und damit n < s — 1 fiir alle n € N richtig sein. Die
Schnittzahleigenschaft von s impliziert aufterdem s < b fiir alle b € B und mit b = s—1
erhalten wir s < s — 1 bzw. 1 < 0. Das ist gerade der ersehnte Widerspruch, denn es
gilt ja 1 > 0. Unsere Antithese war also falsch. Insbesondere gilt A = R sowie B = ().
Teil 2: Wegen 2~ ! € A konnen wir n so wihlen, dass n > z~! erfiillt ist, und z > 0

10Streng genommen konnen wir dieses Beispiel an dieser Stelle nicht diskutieren, da wir noch nicht
die Existenz der reellen Zahl /2 aus den Axiomen abgeleitet haben. Siehe dazu das Ende dieses
Kapitels.

W Tbungsaufgabe: Zeigen Sie, dass /2 irrational ist, d.h. es keine rationale Zahl ¢ = m /n mit ¢-q = 2
geben kann.
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impliziert 7! > 0 (zweite Folgerung aus den Anordnungsaxiomen). Mit der dritten
Folgerung aus den Anordnungsaxiomen kénnen wir schliefslich 1/n < x und 0 < 1/n
ableiten.

Teil 3: Die Behauptung ergibt sich, wenn der erste Teil fiir y/z (anstelle von x) aus-
gewertet wird. O

Bemerkungen

1. Zu jedem = € R gibt es unendlich viele n € N mit n > z, ndmlich wenn wir ein
n, mit n, > x gefunden haben, so gilt n > x auch fiir jedes n > n,.

2. Der zweite Teil des Theorems wird auch Satz von Fudoxos genannt und wird
sehr oft angewendet. Da die Aussage des Satzes nicht nur fiir ein n, sondern
fiir alle hinreichend grofen gilt, kann man fiir m gegebene positive reelle Zahlen

x1,...,T, sogar immer ein n € N finden, sodass die Abschétzungen
1 1 1

0< —<uay, 0< —<a,y, e 0< — <y
n n n

gleichzeitig erfiillt sind.

3. Ubungsaufgabe: Zeigen Sie (mit einem moglichst kurzen Beweis), dass es fiir jedes
x € R auch ein n € N gibt, sodass —n < z.

Theorem (Approximationssatz) Sei x € R beliebig. Dann existiert fiir jedes
ce€Rmite>0enée€Q,sodassr —e< &<z +e.

Beweis Wir wihlen n € N mit 0 < 1/n < ¢ nach dem Satz von Eudoxos und
betrachten zunéchst den Fall x > 0. Dann gibt es nach dem Satz von Archimedes
ein £ € N mit £ > nx. Wir wihlen nun die kleinste dieser Zahlen, wobei dann auch
k —1 < nz erfilllt sein muss (sonst wére ja k nicht die kleinste natiirliche Zahl mit
k > nx). Insgesamt ergeben sich nach kleineren Umstellungen und wegen k& < k + 1
die Ungleichungen

ne<k+1, k<nx+1.

Wir dividieren jeweils durch n und erhalten wegen 1/n < ¢ fiir £ := k/n € Q die
Abschétzungen

r<&+e, E<x+e,

die beide Teile der gewiinschtem Doppelungleichung implizieren. Es bleibt der Fall
x < 0 zu diskutieren. Fiir z = 0 kénnen wir einfach £ = 0 setzen. Fiir x < 0 kdnnen
wir den ersten Teil des Beweises auf die Zahl —x anwenden und erhalten ein & € Q
mit —r — e < £ und £ < —z + ¢. Insbesondere besitzt dann —¢ die gewiinschten
Eigenschaften. [

Bemerkungen

1. Wir konnen € > 0 als vorgegebene Fehlerschranke interpretieren. Egal wie klein
diese auch ist, wir finden zu jedem reellen x ein rationales £, sodass der absolute
Approximationsfehler |z — £| unterhalb der Schranke liegt, wobei |z —¢&| der
Abstand von z und ¢ ist (siche dazu weiter unten).

2. Man sagt auch, Q liegt dicht in R.
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Wurzeln als spezielle Schnittzahlen

Vorbemerkung Wir zeigen mit Hilfe der Axiome, dass die Wurzeln positiver reeller
Zahlen wohldefiniert sind. Wir beginnen mit einem wichtigen Hilfssatz und werden
dann eine Idee benutzen, die wir schon oben im Beispiel kennengelernt hatten.

Lemma (Bernoullische Ungleichung) Fiir jedes x € R mit z > —1 und jedes
n € N gilt

1+2)">14+nx.

Fiir x # 0 und n # 1 gilt sogar die strikte Ungleichung, d.h. wir diirfen dann > statt
> schreiben.

Beweis Fiir x = 0 ist die Behauptung trivial und fiir # # 0 benutzen wir das Prinzip
der vollstandigen Induktion, wobei der Induktionsanfang mit n = 1 ebenfalls trivial
ist. Der Induktionsschritt ergibt sich aus

I+ >Q+ne)Q+z)=1+0m+Dar+na®>>1+n+1)a+0,

wobei wir n > 0 und 22 > 0 benutzt haben. OJ

Theorem (Existenz und Eindeutigkeit reeller Wurzeln) Fiir jedes 2 € R mit
2 > 0 und jedes k € N existiert genau ein s € R mit s > 0 und s* = z.

Beweis Kandidat fiir s: Fiir festes x und k£ > 1 setzen wir

A={a€R : a<0 oder a* <}, B:={beR :b>0 und b* >z}.

Nach Definition gilt AN B = () und AU B = R sowie a < b fiir jede Wahl von a € A
und b € B. Auferdem ist weder A noch B leer (dies folgt aus 0 € A und weil der Satz
von Archimedes ein n mit n* > n > z liefert), d.h. A und B sind ein Dedekindscher
Schnitt und es existiert genau eine entsprechende Schnittzahl s € R. Wir zeigen nun,
dass auch s* = x gelten muss, indem wir die Fille s* < 2 und s* > x ausschliefen.
Erstes Widerspruchsargument: Angenommen, es gilt s* < z. Der binomische Satz

impliziert
N R\ TS (ks €
(SJFH) =E (j) R +EE <j>nj_1§8 T

j=1

wobei
Ny
=) ( ,)skj >0
=1 \J

zwar von s, aber nicht von n anhiingt und wir benutzt haben, dass 1/n/~! <1 fiir alle

j > 1 gilt. Nach dem Satz von Eudoxos wihlen wir n € N mit
r— s

§

1
< —<
n
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und schlieflen via
k

1\" g L — S
s+—) <s'+¢ =z,
n £
dass s + 1/n zu A gehort. Da aber a < s fiir alle a € A gilt, erhalten wir s + 1/n < s
und damit einen Widerspruch.
Zweites Widerspruchsargument: Angenommen, es gilt s* > x. Nach dem Satz von
Eudoxos konnen wir n € N hinreichend groft wihlen, sodass

0 1 0 s(sk—x)
<E<S7 <E<T

gilt. Zusammen mit der Bernoullischen Ungleichung erhalten wir

k k
1 1 k k_
(s——) :sk<1——> 23’“(1——)>3k(1—8 kx>:x,
n ns ns s

d.h. s — 1/n gehort zur Menge B. Dies impliziert aber s < s — 1/n (denn es gilt s <b
fiir alle b € B) und wir haben den gesuchten Widerspruch gefunden.

Existenz und Positivitidt: Wir haben bisher die Existenz von s € R mit s* = «
gezeigt. Da a < s fiir alle a € A gilt, folgt s > 0 aus 0 € A. Andererseits muss auch
s # 0 wegen x # 0 gelten.

Eindeutigkeit: Sei nun § € R beliebig mit 5¥ = x und 5 > 0. Nach den Folgerungen
aus den Anordnungsaxiomen muss dann a < § fiir alle a € A und b > s fiir alle b € B
gelten, d.h s ist Schnittzahl zu A und B. Da es nach dem Vollstandigkeitsaxiom aber
nur eine solche Schnittzahl gibt, folgt schlieflich s = s. m

Bemerkungen

1. Wir schreiben s = {/x und nennen s die k-te reelle Wurzel von z. Im Fall k& = 2
heilt s auch reelle Quadratwurzel von x und wird als s = y/x notiert.

2. Das Theorem deckt nur den Fall > 0 ab, denn fiir < 0 gibt es keine Wurzeln
im Reellen. Wegen 0 - 0 = 0 setzen wir /0 := 0 fiir alle k € N.

3. Die Zahl s = {/z ist die einzige Losung der algebraischen Gleichung s* = z, fiir
die s € R und s > 0 gilt. Wir werden spéter lernen, dass es aber weitere Losungen
in der Menge der komplexen Zahlen gibt.

4. Fiir positive reelle Zahlen folgt aus x1 < x5 auch ¥z, < ¥x5. In der Tat, aus
¥xy > ¥/xy ergibt sich (‘k/ml)k > ( G l’g)k wegen (0.3) und damit auch z; > x,
was aber x7 < xy widerspricht.

Potenzen mit rationalen Exponenten Fiir beliebige m,k € N und x € R mit
x > 0 setzen wir wie iiblich

"= (o)™, g = (V)T

Diese Definitionen implizieren in Kombination mit den Koérperaxiomen die bekannten
Rechenregeln

2P = P P4 — (xp)q7 aP - yP = (Q; . y)p

fiir beliebige positive x, y € R und alle Exponenten p, q € Q.

Ausblick : Potenzen mit nichtrationalen Exponenten werden wir erst spater besprechen,
da diese durch Grenzwertbildung gewonnen werden.
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Kapitel 3

Eigenschaften reeller Zahlen

’ Vorlesungswoche 03

3.1 Einige Grundbegriffe

Definition (Betrag und Vorzeichen) Fiir jedes x € R wird

-z firz <0
lz|:=4¢ 0 firz=0
+x firx >0

der Betrag (oder der Absolutbetrag) von z € R genannt. Das Vorzeichen (bzw. das
Signum) einer reellen Zahl z € R wird durch

-1 fiir z <0
sgn(z) :=¢ 0 firz =0
+1 fiir z > 0

definiert und nimmt Werte in {—1,0,+1} an.

x| sgn(
gn(x)

+1t +1

-1 +1

-1 +1 x _—

Abbildung Graphen der Betragsfunktion  +— |z| (links) und der Signumsfunktion x +— sgn(z)
(rechts).

Bemerkungen
1. Es gilt stets © = sgn(x) |z|.
2. Wir konnen leicht zeigen, dass die logischen Aquivalenzen

lr —y| <e — r—e<y<ax+e — y—e<xr<y+e

fiir alle 7, y, e € R mit £ > 0 erfiillt sind (Ubungsaufgabe). Ein analoges Resultat
gilt mit < anstelle von <.

37
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3. Fiir beliebige z,y € R kann_.|:c — y| als Abstand von z und y interpretiert werden.
Insbesondere kénnen wir (Ubungsaufgabe) die folgenden Aussagen ableiten:

(a) |z —y|>0 (wobei |z — y| = 0 genau dann gilt, wenn = = y)
(b) |z =yl =y — |
() |lz—y|<|z—2z+ |y — 2 (die sogenannte Dreiecksungleichung)

4. Fiir beliebige z,y € R gilt:

(a) |z +y| <|z|+ |yl (wird auch Dreiecksungleichung genannt)
(b) =yl =[] [y|
(c) [lel = lyl| < |z

5. Oftmals sind die Formeln

min{z,y} =z +y) -z —y|, max{z,y}=3i(z+y)+ilz—y|
niitzlich.

6. Achtung: Es gilt Va2 = |z] fiir alle z € R.!

Intervalle Fiir je zwei reelle Zahlen a,b mit a < b definieren wir die folgenden Teil-
mengen von R:

1. offenes Intervall:  (a, b):={z€R : a <z < b}

2. abgeschlossenes Intervall:  [a, b] :={x € R : a < x < b}

3. halboffene Intervalle:

[a,b) :=={z eR :a<z<b}, (a, 0] :={z eR :a<x<b}
Dabei wird |I| := b — a immer die Lénge des Intervalls genannt.
L A [ 1 .
\ / L d

Abbildung Schematische Darstellung eines offenen (rot), eines abgeschlossenen (blau) und der zwei
Varianten eines halboffenen Intervalls (rosa und lila).

Bemerkung

1. Wir benutzen auch oft die unbeschrankten bzw. halb-unendlichen Intervalle

(a, 400) :={z €R : a<z}, la, +00) :={z €R : a <z}

sowie analoge Schreibweisen fiir (—oo, b) und (—oo, b]. Beachte aber, dass —oo
und +oo keine reellen Zahlen sind.

!Die Formel v 22 = x gilt im Allgemeinen nicht, sondern nur falls = nichtnegativ ist. Fiir negative
z gilt namlich Va2 = —z.
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3.2. Suprema und Infima 39

2. Man schreibt manchmal auch R = (—o0, +0), aber niemals R = [—o00, +0]
oder Q = (—o0, +00).

3. Im Fall von a = b setzen wir

[a, a] := {a},

d.h. es gibt abgeschlossene (aber keine offenen oder halboffenen) Intervalle der
Lange 0.

3.2 Suprema und Infima

Definition (untere und obere Schranken) Sei U eine beliebige, aber nichtleere
Teilmenge von R. Gilt

E<x firalle z€eU bzw. E>x flralle zeU
fiir eine reelle Zahl ¢ € R, so nennen wir diese untere bzw. obere Schranke von U. Ist

& sogar die grofte untere bzw. kleinste obere Schranke von U, so nennen wir £ das
Infimum bzw. das Supremum von U und schreiben £ = inf U bzw. £ = sup U.

Bemerkungen

1. Die Definition des Infimums kann auch wie folgt formuliert werden, wobei dann
klarer wird, was der prézise Sinn von gréfite untere Schranke ist: Die reelle Zahl
¢ ist genau dann das Infimum der Menge U, wenn £ eine untere Schranke von U
ist und auferdem £ > ( fiir jede andere untere Schranke ¢ von U gilt. Analog fiir
das Supremum.

2. Ist & eine untere Schranke von U, so ist auch jedes ¢ mit ( < & eine untere
Schranke von U. Dies ergibt sich aus der Definition sowie der Transitivitdat der
Ordnungsrelation.

3. Wenn wir eine Formel der Bauart £ = inf U beweisen wollen, miissen wir immer
die folgenden zwei Teilaussagen begriinden:
(a) £ ist untere Schranke von U.
(b) Jede untere Schranke von U ist kleiner als oder gleich £. Oder alternativ:
Jede Zahl grofer als € kann keine untere Schranke von U sein.
4. Besitzt U keine untere (bzw. keine obere) Schranke, so setzen wir inf U = —oo

(bzw. supU = +00 ).

5. In der Definition ist U = () nicht zugelassen.?

2Die leere Menge ist total entartet: Jede reelle Zahl ist sowohl untere als auch obere Schranke
und daher miisste sup® = —oo und inf U = +oco gelten. Fiir jede andere Menge U C R gilt aber
inf U < supU, da dann eine untere Schranke niemals grofer als eine obere Schranke sein kann.
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3. Eigenschaften reeller Zahlen

Bezispiele

1.

Fiir das offene Intervall U := (a, b) ist jedes £ < a eine untere Schranke und jedes
& > b eine obere Schranke. Insbesondere gilt inf U = a und supU = b.

2. Fiir das abgeschlossene Intervall [a, b] sowie die halboffenen Intervalle (a, b] und

[a, b) gelten dieselben Aussagen.

3. Q ist eine Teilmenge von R, die weder eine obere noch eine untere Schranke

besitzt.

Sprechweisen

1.

Ist das Infimum bzw. das Supremum von U selbst ein Element von U, so nennen
wir es das Minimum bzw. das Maximum von U und schreiben meist min U bzw.
max U anstelle von inf U bzw. sup U.

Wir nennen die Teilmenge U C R nach unten bzw. oben beschrénkt, sofern sie
mindestens eine untere bzw. obere Schranke besitzt (d.h. wenn inf U # —oo bzw.
sup U # +o0 gilt).

U heifit genau dann beschrinkt, wenn es sowohl eine untere als auch eine obere
Schranke gibt.

Bezispiele

1.

Fir U := [a, b] gilt a = minU und b = maxU. Die Menge U = (a, b) besitzt
hingegen weder ein Minimum noch ein Maximum, da sowohl das Infimum als
auch das Supremum auferhalb von U liegen.

. Das halboffene Intervall [a, b) besitzt zwar ein Minimum (némlich a), aber kein

Maximum.

N ist nach unten, aber nicht nach oben beschrankt. Ersteres ergibt sich aus dem
Theorem iiber die Anordnung in N, letzteres aus dem Satz von Archimedes.

Die Menge U := {z € R : 2 < 2? < 5} ist (nach oben und unten) beschrinkt,
wobei inf U = —+/5 und supU = ++/5 gilt. Beachte, dass U kein Intervall ist,
sondern dass U = (—v/5, v/5) \ [-V/2, +v/2] gilt.?

Jede endliche Teilmenge besitzt genau ein Minimum und genau ein Maximum,
denn durch endlich viele Vergleiche konnen wir feststellen, welches Element aus
U das kleinste und welches das grofite ist.

Theorem (Supremumsprinzip) Jede nach oben beschrankte und nichtleere Teil-
menge U von R besitzt genau ein Supremum in R.

3M \ N ist die Differenzmenge von M und N. Sie besteht aus allen Elementen von M, die nicht in
N enthalten sind.
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Bewets Existenz: Wir betrachten die Mengen

B:={beR : bist obere Schranke von U}, A:=R\B

und bemerken, dass wir im Fall U N B # () bereits fertig sind, denn jedes x € UN B ist
offensichtlich Maximum von U und damit auch Supremum von U. Wir kénnen also von
nun an U C A annehmen. Dies impliziert A # () und nach Annahme an U gilt auch
B # (). Auferdem sind AN B = ) sowie AU B = R nach Konstruktion sichergestellt.
Nach dem Schnittaxiom existiert nun genau eine Schnittzahl s € R. Zum einen gilt
a < s fir alle a € A, d.h. wegen U C A ist s obere Schranke von U und damit ein
Element von B. Andererseits gilt s < b fiir alle b € B, d.h. s ist die kleinste obere
Schranke. Eindeutigkeit: Sind s und § zwei Suprema von U, so gilt s < §, weil s obere
Schranke und s kleinste obere Schranke ist. Analog folgt s < s und insgesamt s = 5. [

Bemerkung

1. Ganz analog kann man ein Infimumsprinzip fiir nach unten beschrankte Mengen
formulieren und beweisen (Ubungsaufgabe).

2. Man kann auch das Supremumsprinzip als Vollstdndigkeitsaxiom verwenden und
dann das Schnittaxiom mit dessen Hilfe beweisen.

3. Es gibt wieder kein Analogon in @, denn die Menge {¢q € Q : ¢ > 0, ¢* < 2}
ist zwar nach oben beschrankt (zum Beispiel durch die rationale Zahl 2), aber
besitzt in Q eben kein Supremum (da /2 irrational ist).

Lemma (Extrema fiir Teilmengen von 7Z) Fiir jede nach oben (bzw. unten)
beschrénkte, nichtleere Teilmenge U von Z existiert ein eindeutiges Maximum (bzw.
Minimum).

Beweis Wir zeigen nur die Maximumsversion (die Minimumsversion ergibt sich dann
analog) und wollen im Folgenden annehmen, dass U unendlich viele Elemente enthélt
(fiir den endlichen Fall siehe die Bemerkung oben). Es existiert eine reelle obere
Schranke fiir U und nach dem Satz von Archimedes auch eine obere Schranke in N,
also ein j € Z mit x < j fiir alle € U. Insbesondere gilt dann j ¢ U fiir alle j € Z
mit § > j. Andererseits muss es ein JE€Zmit j < 7 und J € U geben, da andernfalls
U die leere Menge wiére. Zwischen j und 7 gibt es aber nur endlich viele ganze Zahlen,
namlich

i+l G4+ (1+1), .., G=i4+| 14+ +1
j, J+1, j+(1+1), , J=J+ + ...+ :

j— J Summanden

und daher ist die Menge U = {j € U : J<Jj< 7} endlich. Durch endlich viele

Vergleiche konnen wir feststellen, welches der Elemente von U am groften ist, und
dieses ist dann offensichtlich das Maximum von U. [

Bemerkungen

1. Eine vereinfachte Version des Lemmas wird manchmal das Wohlordnungsprinzip
genannt: Jede nichtleere Teilmenge von N besitzt ein kleinstes Element.

2. Die Aussage des Lemmas ist anschaulich sofort klar, aber wir mussten uns
vergewissern, dass dies wirklich aus den Axiomen abgeleitet werden kann.
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Lemma (Supremum und Hiufungseigenschaft) Besitzt U C R ein Supremum,
aber kein Maximum, so existieren zu jedem £ € R mit € > 0 unendlich viele x € U, fiir
die jeweils supU — ¢ < z < sup U gilt.

Beweis Teil 1: Nach Voraussetzung ist ¢ := supU € R kein Element von U und es
gilt © < ¢ fiir alle x € U. Die Menge

V::{xEU:x>£—€}.

ist nicht leer, denn andernfalls wire & — ¢ auch eine obere Schranke fiir U und ¢ kénnte
nicht die kleinste obere Schranke sein. Die Menge V' kann aber auch nicht endlich sein,
denn sonst beséfse sie ein Maximum. Wegen max V' = max U < ¢ wiirde es also wieder
ein obere Schranke geben, die echt kleiner als & ware. Also muss V' unendlich viele
Elemente besitzen, wobei £ — e < z < ¢ nach Konstruktion fiir jedes x € V' gilt.

Bemerkungen

1. Die Voraussetzungen an U implizieren, dass U selbst eine unendliche Menge ist.

2. Eine analoge Haufungseigenschaft betrifft den Fall, dass U ein Infimum, aber kein
Minimum besitzt: Dann gilt inf U < x < inf U + ¢ fiir unendlich viele x € U.

3. Ausblick®: Wir konnen das Theorem auch wie folgt formulieren und beweisen:
Besitzt U ein Supremum, aber kein Maximum, so existiert eine streng monoton
wachsende Folge (z,), .y aus Elementen von U, die von unten gegen § = sup U
konvergieren. Eine solche Folge kann zum Beispiel rekursiv wie folgt gewonnen
werden:

(a) Rekursionsanfang (n = 1): Wihle 21 € U beliebig.
(b) Rekursionsschritt (n ~» n+ 1): Ausgehend von z,,, wihle ein z,,,, € U, das
zwischen £ (z, + &) und ¢ liegt.*

Insbesondere gilt dann

T < To < w3 <...<E, lim z, =& =supU

n—oo

sowie |£ — x,| < |€ — 21| 27" nach Konstruktion.

3.3 Einige Ungleichungen™

Vorbemerkung In der Analysis geht es oftmals nicht darum, eine reelle Zahl zu
berechnen, sondern sie nach oben oder unten abzuschétzen. Ungleichungen sind dabei
ein ganz wesentliches Hilfsmittel.

Lemma (gewichtetes arithmetisches Mittel) Fiir jedes n € N und gegebene

positive reelle Zahlen pq, ..., p, gilt

PLTL+ ...+ Pp Ty
p1t+...+pn

min{zy, ..., z,} < <max{xy, ..., T,}

fir alle 1, ..., x, € R.

4Fiir x, < & liegt %(:cn + &) genau in der Mitte zwischen z,, und &.
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Beweis Bezeichnen a bzw. 8 das Minimum bzw. das Maximum in der Behauptung,
so gilt o < z; < 8 und damit

pja<pjz; <p;B fiir alle jG{l,...,n}.
Nach Summation erhalten wir

i+ +p)a<pizi+... +ppzn < (p1+...+0a) 8

und koénnen schlieflich durch p; + ... + p, teilen. O
Bemerkung Die Koeffizienten py, ..., p, werden auch Gewichte genannt. Im Fall von
p1 = ...=p, = 1 handelt es sich um das iibliche arithmetische Mittel.

Theorem (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung) Es gilt

(Em) < (54) (89

fiir jedes n € N und alle x4, ..., z,, y1, ... ,yn € R.
Beweis Siehe die Grofe Ubung. m

Bemerkung Oftmals wird die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung auch als

n n 1/2 n 1/2 n n 1/2 n
zxkyk§<zxz> (zy) oder 3 |yk|§<zxz) (zy)
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

angegeben. Alle drei Formulierungen sind aber dquivalent (Ubungsaufgabe).

1/2

Theorem (Minkowskische Ungleichung) Es gilt
n 1/2 " 1/2 N 1/2
(Z (zk + yk)2> < (Z $z> + (Z y,ﬁ)
k=1 k=1 k=1

fiir jedes n € N und alle x4, ..., z,, y1, ... ,yn € R.

Beweis 0.B.d.A.° kbonnen wir

L= (zp+ys)’ >0
k=1

annehmen, denn andernfalls gilt L = 0 und es ist nichts zu zeigen (beachte, dass
Quadrate reeller Zahlen immer nichtnegativ sind). Wegen

(zx + yk)Q = (g + yr) T + (T + Yr) Uk

5Das Akronym o0.B.d.A meint ohne Beschrinkung der Allgemeinheit und wird in der Mathematik
sehr oft verwendet.
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44 3. Eigenschaften reeller Zahlen

und mit zweimaliger Anwendung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung erhalten wir

L= (Z (xr + yr) $k> + (i (xr + yr) yk>

k=1 k=1

<(en(34) )+ (e ()
k=1 k=1
" 1/2 n 1/2
k=1 k=1

Die Behauptung folgt nach Division durch LY? # 0. [

1/2
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Kapitel 4

Komplexe Zahlen

Motivation Man kann R in sehr natiirlicher Weise zu einem grofieren Zahlenkorper
erweitern, indem man die Existenz einer imagindren Einheit i postuliert, sodass

ioi=-—1

gilt. Auf diese Weise entstehen die komplezen Zahlen, die bemerkenswerte Eigenschaften
aufweisen und mannigfaltige Anwendungen innerhalb und auferhalb der Mathematik
besitzen.

Definition FEine komplexe Zahl ist ein Paar (x, y) reeller Zahlen z,y € R, wobei wir
meist

r4+i-y statt (z,y)

schreiben und die Menge aller komplexen Zahlen mit C bezeichnen. Die Addition bzw.
Multiplikation komplexer Zahlen ist durch

(z1+i-y1) 4+ (@2 4+1-y2) = (21 +22) +1- (41 + 1)
bzw.
(1 +1i-g1) (@2+i-yo) = (1 22—y y2) +i- (21 -9 +22-1)

gegeben.

[m

z=x+1-y

x = Re(z)

Abbildung Jede komplexe Zahl entspricht einem Punkt in der Ebene, wobei die horizontale bzw.
vertikale Achse den reellen bzw. imagindren Zahlen entspricht. Die Polarkoordinaten r, ¢ werden wir
spater einfiihren.
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46 4. Komplexe Zahlen

Theorem (algebraische Struktur) C ist mit der obigen Definition der Addition
und Multiplikation ein Korper, wobei 0+ 1i-0 bzw. 141 -0 die neutralen Elemente der
Addition bzw. Multiplikation sind. Insbesondere ist fiir jedes x + i - y die Inverse bzgl.
der Addition bzw. der Multiplikation durch

T . -y

gegeben, wobei in der letzten Formel x +1 -y # 04 1 -0 gelten muss.

Beweis Alle Aussagen konnen einfach nachgerechnet werden, wobei nur die reellen
Korperaxiome und die obigen Definitionen angewendet werden. Die Details sind eine
Ubungsaufgabe. m

symbolisches Rechnen mit komplexen Zahlen Die Formel der Addition ergibt
sich in sehr natiirlicher Weise. Mit rein formalen Operationen (Klammern auflésen,
Vertauschung von Summanden, Neuklammern) erhalten wir

(w1 +i-y)+(@e+i-y)=a1+1i-y1+a2+1-ys
=T +2o+1-y1+1-yo
= (z1+22) +1- (11 +2)

als Herleitung der Additionsformel. Fiir die Multiplikation ergibt sich analog

(wr+i-y) (ot+i-gp)=2 -2+ a-i-yot+i-yr-22+i-y-i-10,
= (w1 wa+1* yi-y) +i- (w1 y2+y1 - a2),

wobei wir i zunichst wie eine freie Variable behandelt haben. Wenn wir nun i? = —1
einsetzen, erhalten wir gerade das Gesetz der Multiplikation.

Die Formel fiir die multiplikative Inverse sieht auf den ersten Blick seltsam aus,
ergibt sich aber aus der formalen Nebenrechnung

1 1 r—i-y wx—i-y @ ) Y

r+i-y xz+i-y :E—i-y_xQ—i—yQ—x2+y2_1'm2+y2’

wobei der erste Schritt gerade der Erweiterung mit der konjugiert komplexen Zahl des
Nenners entspricht (siehe dazu weiter unten).

A
Im 21+ 20 = (14 22) +1i- (Y1 + y2)

2o = To + 1-45

zZir=x1+1i-y1

Abbildung Die Addition komplexer Zahlen entspricht gerade der Vektoraddition in der Ebene.
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Bemerkungen und Schreibweisen
1. Die obigen Formeln implizieren
(x14+1-0)+ (z2+1i-0)=(x;+22)+1-0
und
(x14+1-0)-(z2+1-0)= (21 -29)+1-0

Insbesondere verhdlt sich die Menge {z +1-0 : x € R} bzgl. der Rechen-
operationen wie die reellen Zahlen. In diesem Sinne kénnen wir R als Teilmenge
von C auffassen, d.h. es gilt immer x +1-0 =2 € R.

2. Eine komplexe Zahl der Bauart 0 + i - y wird imaginére Zahl genannt!, wobei

O+i-y)+(O0+i-y)=0+i-(y1+1y)
und
O+i-y) (O+i-g)=-y1-y2+1i-0

gilt. Die Summe imaginérer Zahlen ist also wieder imaginéar, aber ihr Produkt ist
reell.

3. Statt x + i - y schreiben wir auch z + iy oder x + y i und (—x) +1i - (—y) kann
auch als —z — 1y notiert werden. Auferdem sind die Abkiirzungen

x fir z+4+1i-0, iy fir 0+1i-y, i fir O+4i-1
konsistent mit den Rechenregeln.
4. Es gilt
ici=(0+4i-1)-(04i-1)=-14+i-0=-1,

d.h. i ist eine ,komplexe Quadratwurzel“ von —1. Es gibt aber noch eine zweite,
namlich —i (Nachrechnen). Die Frage, wie viele komplexe Losungen = + iy der
Gleichung (:v +i- y)n = ¢+ iwv es fiir gegebenes £ + iv € C gibt, werden wir
weiter unten genauer diskutieren.

Achtung: Obwohl andere Autoren dies durchaus tun, schreiben wir in dieser

Vorlesung niemals v/ —1, da damit ja i oder —i gemeint sein konnte. Das Wurzel-
zeichen benutzen wir ausschliefslich bei nichtnegativen reellen Zahlen.

Merkregel Mit komplexen Zahlen konnen wir sehr einfach und ,wie gewohnt®
rechnen. Die einzigen Neuerungen sind die Zahl i sowie die Formel i? =i -i = —1.

Beispiele: Es gilt (2+ i) — (1 —41i) =1+ 51 sowie

2+ i) - (1-4i)=2—-4i’+1-8i=6-Ti

'Friiher dachte man, dass i und seine Vielfachen nur in unserer Vorstellung existieren. Heute wissen
wir: Die imagindren Zahlen sind genauso ,real“ wie die reellen Zahlen und sind zum Beispiel in der
Physik wichtig, um elektromagnetische Phanomene zu verstehen und zu beschreiben.
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48 4. Komplexe Zahlen

und

2+i 241 144i —2+9i 2 9

141 1-41i 1+4i ©+2 1 ov

wobei wir im ersten Schritt der letzten Formel wieder mit der konjugiert komplexen Zahl
des Nenners erweitert haben (das ist der Universaltrick bei der Division). Aufserdem
gilt

d.h. die ganzzahligen Potenzen der imagindren Einheit sind 4-periodisch.

Definitionen
1. Wir schreiben
Re(x +1i-y):=uz, Im(z+i-y):=y

und nennen x bzw. y den Realteil bzw. den Imaginarteil der komplexen Zahl
T+1-y.

2. Die nichtnegative reelle Zahl
r4icoyl =242
heift der Betrag von x + i - y.
3. Die komplexe Zahl
r+i-y=x—1iy

wird die konjugiert komplexe Zahl zu  + i - y genannt.?

Schreibweise Wir bezeichnen eine komplexe Zahl oftmals mit z € C und schreiben
dann |z|, Re(2), Im (2) und Z fiir den Betrag, den Realteil, den Imaginérteil und die
konjugiert komplexe Zahl.

Lemma (Eigenschaften der komplexen Konjugation) Die Formeln

zZ =z, z-Z = |2, z+z=2Re(z), z—7z=2Im(z2)

bzw.

21+ 22 =721+ 2, 21— 29 =71 — 22, Z1 %2 =721 %22, 21/20 =717

gelten fiir jedes z € C bzw. fiir alle z1, 25 € C.

Beweis Alle Behauptungen kénnen mit z =z + iy und Z = x — iy aus den obigen
Rechenregeln abgeleitet werden (Ubungsaufgabe).

2In der komplexen Zahlenebene liegen x + i -y und 2 — i - y spiegelsymmetrisch zur reellen Achse.
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Lemma (Eigenschaften des Betrages) Es gilt:

1. |z] >0 fiir 2 £ 0

2. [z] = I2l, |=2l=lz], liz|=]z]

3. [Re(2)] < 2|, [Im(2)] < 7]

4 |s 2] = [l

5. |21+ 22| < |z1] + |22]  (Dreiecksungleichung)
6. |21 — 22| < 21| + [22| (Dreiecksungleichung)

Hierbei sind z, z1, 20 € C beliebig.

Beweis Die ersten vier Aussagen konnen direkt nachgerechnet werden, wobei die
Details eine Ubungsaufgabe sind. Um die fiinfte Behauptung zu beweisen, berechnen
wir

’Z1+22‘2=(Z1+22)'(Z_1+Z_2):Zl'Z_1+Zl'Z_2+Z_1'Z2+Z2'Z_2

=|ul +a-Tm+rz m+|n = |a +2 Re (s - :) + ||
und erhalten mit
Re(e1-38) < o -3 = [ [l = Ja] |

die Abschéatzung
2
ot 2ol < Jaf 2 o] ol = ([l + )

Wenn wir auf der linken bzw. rechten Seite die (reelle) Quadratwurzel ziehen, erhalten
wir gerade das gewiinschte Ergebnis.? Die sechste Behauptung ist nur eine Variante der
fiinften (wir ersetzen z, durch —zs und benutzen |z| = |—23|). O

Ausblick*: weitere Eigenschaften von C  Wir werden weiter unten sehen, dass
C ein wvollstindiger Korper ist, d.h. dass ein Analogon zum Vollstéandigkeitsaxiom der
reellen Zahlen erfiillt ist (in der Formulierung (Vy)). Die komplexen Zahlen sind aber
kein angeordneter Korper, d.h. es gibt auf C keine Positivitatsrelation, die den Axiomen
(0.1) — (0.3) geniigt.*

Ganz allgemein kann man sagen: Die reellen und die komplexen Zahlen verhalten
sich in einigen Aspekten ganz dhnlich, in anderen aber sehr unterschiedlich.

3Die reelle Wurzel ist monoton, d.h. fiir alle nichtnegativen &,& € R gilt die Implikation
& <& = V& < V/&. Sie ergibt sich mittels der Ersetzung n; = \/5 als logische Kontraposition
von ny > 12 = ni > 0.

4Wiirde eine solche Positivititsrelation auf C existieren, so miisste z - z > 0 fiir jedes z # 0 gelten,
wobei der Beweis analog zur zweiten Folgerung aus den reellen Anordnungsaxiomen gefiihrt werden
kann. Insbesondere miisste 1 = 1-1 > 0 sowie —1 = i -i > 0 gelten und durch Addition beider
Ungleichungen wiirde sich 0 =1 — 1 > 0 und damit ein Widerspruch ergeben.
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Ausblick*: Polarkoordinaten und Eulerformel Wir haben die trigonometrischen
Funktionen noch nicht eingefiihrt, wollen aber hier schon festhalten, dass sie eine
wesentliche Rolle bei den komplexen Zahlen spielen werden. Es wird sich zeigen, dass
zu jeder komplexen Zahl z = x 4 iy ein reeller Radius r» > 0 sowie ein reeller Winkel
¢ € R existiert, sodass

x =1 cos(p), y =1 sin (p)
gilt. Der Radius ist eindeutig durch r = /22 + y? = |z| bestimmt, aber der Winkel

wird nur eindeutig bis auf Vielfache von 2 7 festgelegt sein.” Wir werden weiter unten
auch die legendare Euler-Formel

exp (i) = cos (i) + 1 sin (1)
kennenlernen, mit deren Hilfe wir auch
z=x+1i-y=rexp(iyp)
schreiben kénnen und
r1 exp (1 1) - o exp (1 p2) = r17re exp (i (1 + p2))

als alternative Formulierung der komplexen Multiplikation ableiten konnen.

Im

Abbildung Die Polarkoordinaten zeigen, dass auch die Multiplikation komplexer Zahlen eine
geometrische Bedeutung besitzt: Die Radien werden multipliziert und die Winkel werden addiert.

Ausblick*: Fundamentalsatz der Algebra Jedes Polynom
p(2)=2"+a, 12" '+ ozt =0

vom Grad n mit gegebenen Koeffizienten ag, ... ,a,_1 € C besitzt genau n komplexe
Nullstellen zq,...,z, € C, wobei diese nicht unbedingt paarweise verschieden sein
miissen® und die Nummerierung der Nullstellen nicht festgelegt ist. Insbesondere kann
das Polynom p im Komplexen via

p(z)=(z—2z1)-(z—22) ... (2 — z)
faktorisiert werden, d.h. als Produkt von n Linearfaktoren geschrieben werden.” Wir
werden diesen Satz erst in der Vorlesung Funktiontheorie (das ist eigentlich Ana 4)
beweisen, wenn wir die Theorie komplex differenzierbarer Funktionen studieren. Sie
diirfen ihn aber ab sofort verwenden.

®Die Kreiszahl © werden wir auch noch rigoros einfiihren.
6Es kann Mehrfachnullstellen geben. Zum Beispiel sind die komplexen Nullstellen von

p(z2) =22 —(241i)22+2iz+z2—i=(2—1)"(z—1)

durch z; = z5 = 1 und 23 = i gegeben. Es gibt also eine Zweifach-Nullstelle und eine Einfach-Nullstelle.
"Das Polynom g(z) = 2% 4+ 1 kann im Reellen nicht faktorisiert werden, aber im Komplexen gilt
p(z)=22+1=(2—1)-(z+1).

Michael Herrmann: Analysis 1 [D)eysa | Version vom 2. Oktober 2022



o1

Beispiel* Zujedem ¢ = {+iwv € C gibt es nach dem Fundamentalsatz zwei komplexe
Quadratwurzeln, d.h. Losungen z = z + iy der Gleichung

Z2_<:O7

wobei man diese oftmals nicht mit 2; und z,, sondern mit z_ und z, bezeichnet.® Im
einfachsten Fall verschwindet v = Im ({) und wir kénnen wegen ¢ = £ = Re({) € R
die Formeln®

zi:j:\/g falls £€>0, v=0

bzw.

ze =+1i4/—€ falls £ <0, v=0

ableiten. Im Fall von v # 0 gilt jedoch die kompliziertere Formel

zi:j:<\/—l—%§+% £ 4+0v2 + isgn(v)\/—%f+%\/§2—l—v2) falls v #0,

wobei unter jedem der vier Wurzelzeichen eine nichtnegative reelle Zahl steht und
sgn(v) € {—1,+1} das Vorzeichen von v = Im ({) # 0 ist.

Erinnerung: In dieser Vorlesung benutzen wir das Wurzelzeichen nur bei nichtnegativen

reellen Argumenten. Wir schreiben zum Beispiel niemals /1 + i, da dann nicht klar
ist, welche der beiden komplexen Losungen zu z? = 1 + i gemeint ist.*’

8Die Indizes — und + bedeuten dabei nicht, dass z_ bzw. z, positiv bzw. negativ wiren, denn
diese Begriffe haben im Komplexen ja keinen Sinn (siehe oben).

9Das Zeichen + bezeichnet keine Rechenoperation, sondern ist nur eine niitzliche Schreibweise, um
die separaten Formeln fiir z_ und z; zusammenzufassen.

10Dje komplexen Losungen zu 22 = 2 sind z_ = —v/2 und 2, = +/2.
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Kapitel 5

Zahlenfolgen

Vorlesungswoche 04

Vorbemerkung In diesem Kapitel diskutieren wir die Konvergenz von reellen und
komplexen Zahlenfolgen. Wir legen damit die Grundlagen fiir alle Grenziibergénge in
der Mathematik und damit insbesondere fiir die Theorien der Reihen, Ableitungen und
Integrale.

Im Folgenden bezeichnet ¢ immer eine positive reelle Zahl. Diese Standardnotation

wird seit ca. 150 Jahren in der Mathematischen Analysis benutzt und taucht immer
wieder in der sogenannten Epsilontik auf.

5.1 Definition und Konvergenz

Definition Eine Folge reeller Zahlen ist eine Abbildung f : N — R, wobei wir meist

Ty statt f(n)

schreiben und x,, das n-te Glied der Folge nennen.

Bemerkungen

1. Folgen werden oftmals durch eine Formel definiert, zum Beispiel durch
T, = 1/n”.
2. Wichtig sind auch rekursive (bzw. induktive) Definitionen, wie zum Beispiel
=1, :En“:%xfl—l,

bei denen die Folgenglieder nur indirekt gegeben sind. Insbesondere kennen wir
den Wert von z,, erst, wenn wir aus x; bereits sukzessive die Werte o, ..., T,_1
berechnet haben.

3. Eine reelle Folge kdnnen wir uns via
(xla Lo, T3, T4, )

auch als unendliche Liste ihrer Glieder vorstellen. Wir bezeichnen eine Folge

oftmals mit (x,),,cx-

23
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5. Zahlenfolgen

4.

In der Mathematik diirfen aber keine nicht-eindeutigen Definitionen verwendet
werden. Wenn wir zum Beispiel

(2,4,6,8,..)

schreiben, muss zweifelsfrei klar sein, ob die Folge der geraden natiirlichen Zahlen
gemeint ist oder nicht.!

Analog ist eine komplexe Zahlenfolge eine Abbildung von g : N — C, wobei wir
die Folgenglieder meist mit z, bezeichnen.

Definition Die reelle Folge (x,),.y heifst konvergent, sofern es ein { € R mit der
folgenden Eigenschaft gibt: Fiir jedes € > 0 existiert ein N € N, sodass

|z, —& <e furale neN mit n>N

gilt. Wir schreiben dann

. n—oo
lim x, =¢ oder T, — €&
n—oo

und nennen ¢ den Grenzwert (oder den Limes) der Folge.

... Py
: ° ° .. . o, =
® o oo ep®
[
0.. n
N

Abbildung Schematische Darstellung einer konvergenten reellen Zahlenfolge mit Grenzwert £: Zu
jedem € > 0 gibt es einen entsprechenden Index N. Beachte, dass hier die Folge durch ihren Graphen
dargestellt ist, d.h. durch die zweidimensionale Punktmenge {(n, r,) : n € N} C R? (schwarze
Punktwolke).

Bemerkungen

1.
2.

Im Fall von ¢ = 0 sprechen wir von einer Nullfolge.
Wir sagen auch: z,, konvergiert (oder strebt) fiir n — oo gegen ¢&.

Eine Folge, die nicht konvergiert, wird divergent genannt. Wir werden unten
sehen, dass es verschiedene Griinde fiir Divergenz gibt.

Eine andere, sehr intuitive Notation fiir den Grenzwert ist z,, (anstelle von &),
aber diese wird von vielen Autoren nicht verwendet.

N ist in der obigen Definition nicht eindeutig, denn jede grofere natiirliche Zahl
besitzt auch die entsprechende Eigenschaft. Der kleinstmogliche Wert von N wird
aufserdem in aller Regel von € abhéngen, wobei gilt: Je kleiner ¢ ist, desto grofser
muss N sein.

'Die Webseite The Online Encyclopedia of Integer Sequences (OECS) zeigt, dass sehr viele Folgen
eine mathematische Bedeutung besitzen und dass es sehr viele unterschiedliche Folgen geben kann,
die mit endlich vielen vorgegebenen Gliedern starten.
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6. Einen Konvergenzbeweis mit der obigen Definition kann man sich als eine Art
Garantiererklarung vorstellen: Egal welches € > 0 uns von einer héheren Macht
vorgegeben wird, wir miissen immer in der Lage sein, ein entsprechendes N zu
liefern.?

7. In der mathematischen Praxis wird die Konvergenz einer Zahlenfolge oftmals
nicht direkt mit der Definition nachgepriift, sondern aus anderen Prinzipien
geschlossen oder mithilfe von Rechenregeln aus bereits bekannten Grenzwert-
formeln abgeleitet. Siehe dazu weiter unten.

8. Wenn wir die Formel ¢ = lim,,_,o x,, beweisen wollen, miissen wir im Prinzip
immer die folgenden zwei Teilprobleme diskutieren:

(a) Konvergiert die Folge (x,,),,oy iiberhaupt?
(b) Wenn ja, ist £ wirklich der Grenzwert?

Oftmals ist es jedoch moglich, beide Fragen gleichzeitig zu beantworten.

9. Alternative Formulierung: Es gilt € = lim,_, x, genau dann, wenn fiir jedes
e > 0 die Ungleichung [§ — z,| < ¢

fiir alle hinreichend grofen n € N, bzw.

fiir fast alle n € N (d.h. bis auf héchstens endlich viele Ausnahmen)
erfiillt ist.

10. Analog wird die Konvergenz von komplexen Zahlenfolgen definiert, wobei dann
die komplexe Betragsfunktion zu verwenden ist und wir meist ¢ statt £ und z,
statt x,, schreiben. In rein symbolischer Schreibweise gilt also

¢ = lim z, &L ves03IN n>N = |z, — (| <¢e,

n—oo

wobei man eigentlich noch die Bedingungen ¢ € R, N € N usw. unterbringen
miisste.?

Klarstellung Der obige Konvergenzbegriff ist zentral fiir die gesamte Mathematik.
Sie miissen ihn unbedingt in allen seinen Facetten verinnerlichen.

Beispiele

1. Jede konstante Folge konvergiert. Oder anders gesagt: Gilt x,, = c fiir allen € N
und eine feste Zahl ¢ € R, so ergibt sich € = ¢ in der Definition, denn fiir jedes
€ > 0 konnen wir offensichtlich N = 1 setzen.

2Wenn die Macht uns wohlgesonnen ist, gibt sie uns ein grofies . Wenn Sie uns auf die Probe
stellen will, wird sie uns ein sehr, sehr kleines ¢ geben und wir werden meist ziemlich ins Schwitzen
kommen. Oder anders gesagt: Die kleinen ¢ machen die Probleme, nicht die grofien!

3Solche abstrakten Schreibweisen vermeiden wir in dieser Vorlesung. Mathematische Erkenntnis
driickt sich nicht in komplizierten Formeln, sondern im klaren Denken und richtigen Argumentieren
aus.
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2. Es gilt

lim

Beweis: Fiir jedes € > 0 wihlen wir (nach dem Satz von Archimedes) N mit
N > 1/e. Dann gilt

n 1 1 1 1
—1| == = << _<e¢
n+1 n+1 n+1 " n— N~
fiir jedes n > N. n
3. Fiir jeden festen Parameter p € Q mit p > 0 gilt
1 n—00
Tp = — —_— 0.
np
Beweis: Fiir gegebenes € > 0 existiert ein N € N, sodass
1 P
N > = l/p bzw. NP < (V) =¢.
\1-/5 ( )
Nach den Potenzgesetzen? gilt
1 1 _
‘In—0}2$n2ﬁ<m:]\f P<e
fiir jedes n > N. O
Xo=1/2 Xp=n/(n+1)
+1.0 1.0 300900 0 S STTTTTSSSSOO
0.0 0.
1 21 41 1 21 41
Xp=1/n? Xp=1/2+(-1)"/n?
+1.0 +1.0—®
0. H 0. ’
1 21 41 1 21 41

Abbildung Vier Beispiele fiir konvergente Folgen im Reellen, jeweils dargestellt durch die farbigen
Punkte. Die grauen Linien sind nur Hilfslinien.

Gegenbeispiele
1. Die Folge

n —1  wenn n ungerade
+1  wenn n gerade

ist divergent, denn sie oszilliert zwischen zwei Werten. Wir werden unten sehen,
dass sie genau zwei Haufungspunkte besitzt (namlich —1 und +1).

4Wir benutzen hier insbesondere die Monotonie der Potenz: Fiir jedes p = m/k mit m,n € N
impliziert 0 < z < & die Abschétzungen 0 < zP < ZP sowie 0 < £7P < x7P. Siche dazu das Kapitel
iiber die Axiome von R.
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2. Fiir jedes s € Q mit s > 0 beschreibt die Formel

Ty =N’

eine divergente Zahlenfolge, die aber in einem uneigentlichen Sinn gegen +oo
konvergiert (siche dazu weiter unten).

3. Die Folge

ist ebenfalls divergent und wir werden spéter sehen, dass sie sich in einem
uneigentlichen Sinne bei —oo und +o00 héuft.

4. Auch
x, :=sin (n)

beschreibt eine divergente Folge, wobei wir hier schon die Existenz der Sinus-
funktion vorweggenommen haben. Sie besitzt sogar unendlich viele Haufungs-
punkte, ndmlich jeden Punkt aus dem Intervall [—1, +1].

Xo=(=1)" Xa=Vn
+1.0—e—e—90—0—0—0—0o o oo o
+4.0 e L ad
0.0 o 2
s
/
10,0—o—9o 0o o 9 o o o oo 0.~
1 1 21 1 11 21
Xp=(=1)"n*n Xp=sin(n)
+20. e +1.0— * ® ® - ® -
o ¢ ° ° * e °
— oo
e o o
— [ ) L]
0 — 00— °
—~—— N hd [ ]}
e ° ° °
~— o o
e ) °
e ° ° ° ©
-20. T— -1.0 e ° . ) . °
1 1" 21 1 21 41

Abbildung Die vier Beispiele fiir divergente Folgen.

Ausblick Der Konvergenzbegriff fiir Zahlenfolgen kann leicht auf andere Folgen®
verallgemeinert werden, sofern man von Umgebungen des Limesobjektes reden kann:
Ganz allgemein gilt lim,,_, @, = @ genau dann, wenn jede e-Umgebung von « fast alle
Folgenglieder a,, enthélt. Die e-Umgebung einer reellen Zahl £ bzw. komplexen Zahl ¢
ist dabei durch

B(§)={zeR:jz—¢<e} bzw. B(()={z€C:|z—(|<e}

gegeben® und beschreibt ein offenes Intervall der Linge 2 € bzw. eine offene Kreisscheibe
vom Durchmesser 2 e mit Mittelpunkt & bzw. ¢.”

5Zum Beispiel Folgen von Vektoren, Folgen von Folgen, oder Folgen von Funktionen.

SDer Buchstabe B steht hier fiir ball, wobei es in der Mathematik Kugeln/Bélle mit beliebiger
Dimension gibt: Ein Intervall ist ein eindimensionaler Ball, eine Kreisscheibe ein zweidimensionaler.

"Offen meint immer, dass der Rand nicht dazugehort. Im Gegensatz zu abgeschlossen.
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B 7

Abbildung Zwei verschiedene e-Umgebungen von £ € R (links) und ¢ € C (rechts). Der Umgebungs-
begriff ist der Schliissel zu vielen Konzepten und Resultaten der modernen Mathematik.

5.2 Mehr iiber Konvergenz

Uber komplexe and reelle Konvergenz
Notation Im Folgenden bezeichnen wir mit
Zn = Tp +1Yn bzw. (=¢&+1iv

das n-te Glied einer komplexen Folge bzw. den komplexen Grenzwert.

niitzliche Beobachtung Machen Sie sich klar, dass die beiden Allaussagen
1. Fiir jedes € > 0 existiert ein N, sodass |z, — (| < ¢ fir alle n > N.
2. Fiir jedes € > 0 existiert ein N, sodass |z, — (| < 3 ¢ fiir alle n > N.

logisch dquivalent® sind, wobei wir den Faktor % auch durch jede andere positive reelle
Zahl ersetzen diirften. Solche und dhnliche Argumente werden wir in der Analysis sehr
haufig benutzen.

Lemma (Zusammenhang zwischen komplexer und reeller Konvergenz)
Mit den obigen Notationen gilt

n—oo
Zn ¢

genau dann, wenn

n—oo

LS und Yp ——— U

T

gilt. Oder anders gesagt: Eine komplexe Zahlenfolge konvergiert genau dann, wenn
sowohl ihre Realteile als auch ihre Imaginarteile als reelle Zahlenfolgen konvergieren.

Beweis Hinrichtung: Sei € > 0 beliebig. Nach Voraussetzung existiert N € N mit
|zn, — (| < e fiir alle n > N. Fiir diese n gilt dann

und es folgt die Behauptung.

8Salopp gesprochen gilt: Wenn eine Aussage fiir alle € > 0 gilt, so gilt sie sinngeméf auch fiir alle
€/2. Ohne das Wort alle diirfen wir natiirlich € nicht durch /2 ersetzen.
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Riickrichtung: Sei € > 0 wieder beliebig. Nach Voraussetzung existieren natiirliche
Zahlen Ny, bzw. Ny, sodass

!xn—§‘<%5 bzw. |yn—v|<%z—:
fiir n > Nge bzw. n > Ny, gilt’. Fiir n > N := max{Ng, N} erhalten wir
20 = ¢l < (0 =€) + i (Yo — 0)| < Jan — &+ |i] [yn —v| < je+15e=¢,

wobei wir die Dreiecksungleichung sowie die Eigenschaften der komplexen Betrags-
funktion verwendet haben. O

Beispiel Es gilt

. 1 in 1 . n :
lim [ — + = lim — ) 4+1i( lim =i,

wobei der komplexe Grenzwert auf der linken Seite existiert, eben weil — siehe die
Beispiele — die beiden reellen Grenzwerte in der Mitte existieren.

Bemerkung Wegen R C C kdénnen wir die Konvergenz im Reellen als Spezialfall der
komplexen Konvergenz verstehen. Insbesondere gilt

¢ = lim xz, = £40i=lim (z,+01),
n—oo

n—oo

wobei links bzw. rechts ein reeller bzw. ein komplexer Grenzwert steht. Aufserdem gilt

(= lim z, == 0zlim|zn—q,

n—00 n—oo

wobei der komplexe Grenzwert diesmal auf der linken Seite steht.

Merkregel: Die Konvergenzbegriffe im Reellen und Komplexen sind kompatibel und in
gewisser Weise zueinander dquivalent.

Grundlegende Eigenschaften

Lemma Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig bestimmt.

Beweis Wir beweisen nur die komplexe Version!” und nehmen an, dass fiir eine

gegebene Folge (2,),cn

lim z, = und lim z, =
n—oo n—oo

im Sinne der Definition gilt. Um ¢ = ¢ zu zeigen, nehmen wir das Gegenteil an und
betrachten

e:=1lc-(|>0.
Fiir alle hinreichend grofsen n € N gilt dann
]zn—§{<5, }zn—§‘<€
und mittels einer nahrhaften Null sowie der Dreiecksungleichung erhalten wir
‘C—ﬂ =[((—2z) — (f—zn)‘ < ‘C_Zn‘+|2n_5‘ <e+e=2e< ‘C—C~|.
Das ist aber ein Widerspruch. O

9Wir haben gerade die niitzliche Beobachtung verwendet.
10Dje reelle Variante kann entweder analog abgeleitet oder alternativ aus der vorherigen Bemerkung
geschlossen werden.
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Definition Die komplexe Folge (2y,),cy heifit beschrénkt, sofern es eine Konstante
C' € R gibt, sodass |z,| < C fiir alle n € N gilt. Analog fiir reelle Folgen.

Lemma Jede konvergente Folge ist beschréankt.

Beweis Wir benutzen die obigen Notationen, setzen ¢ = 1 und wéahlen N € N so
grofs, dass |zn —C ‘ < 1 und damit

[2n] < |20 = ¢+ [¢] < 14 C]
fiir alle n > N gilt. Wir definieren
C = maX{1+ |C| ) |Zl| ) |22| y e |ZN|}
und bemerken, dass die Abschitzung |z,| < C' nun sowohl fiir alle n > N als auch fiir

alle n < N gilt. O

Achtung Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht, dass heifst nicht jede beschréankte
Folge ist konvergent (siehe das erste Gegenbeispiel weiter oben).

Rechenregeln

Theorem (Rechenregeln fiir Grenzwerte, Teil 1) Die Grenzwertbildung ist
mit den Grundrechenarten vertraglich, d.h. aus

n—oo n—o0

Zn E— C? 2n <~
folgt
B Y T T - I r N . = N g

Dabei ist in der letzten Formel vorausgesetzt, dass z, # 0 fiir alle n € N und aukerdem
¢ # 0 gilt.

Beweis Im Folgenden sei € > 0 beliebig fixiert. Teil 1/2: Die Dreiecksungleichung
garantiert

und nach Voraussetzung!'! gilt
|z — (| < ie, 1z, — (| < e

fiir alle hinreichend grofsen n € N. Da ¢ beliebig war, folgt die erste Behauptung und
die zweite kann analog bewiesen werden.

Teil 3: Wir beginnen mit der Abschitzung
2 2Zn —C - CN ’ =

I (Bt G By = (|
nahrhafte Null

< lzw = ¢ [Za] +1¢] |20 = ]

< Clan — ¢l +[¢] 2 — ],

1VWir wenden wieder die niitzliche Beobachtung von oben an.
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wobei die Konstante C' so gewahlt wurde, dass ‘%‘ < C fiir alle n € N gilt (konvergente
Folgen sind ja beschriankt). Nach Konvergenzvoraussetzung gilt nun

£
2¢|

fiir alle hinreichend grofen n € N und dies impliziert die dritte Behauptung.!?

|Zn_d<%a ‘2n_<~’<

Teil 4: Da wir Teil 3 schon bewiesen haben, miissen wir nur

1

n—oo Zp, C

lim — =

zeigen. Die Voraussetzungen implizieren zum einen lim,, ‘én‘ = ‘C | und damit auch
~ 1| F
EAES1S

fiir alle hinreichend grofen n € N (Ubungsaufgabe). Fiir alle hinreichend grofen n € N
gilt auferdem

und folglich auch die Abschétzung

1 1 _‘2n_5|<|§n_§|

1| F 2
_ _2 e
~ ~ ~ ~ -~ ~192 ~
oo &l T 5l
Hieraus ergibt sich zunéchst das Hilfsresultat und anschliefsend mit der dritten die
vierte Behauptung. O

=£.

Hinwetis Sie fragen sich vielleicht, wie man sich die relativ technischen Beweise in
diesem Abschnitt merken kann. Die Antwort ist: gar nicht. Es geht zunéchst darum,
die einzelnen Schritte zu verstehen. Mit der Zeit wéchst Thre Erfahrung und Sie werden
erkennen, dass die zugrunde liegenden Beweisideen eigentlich sehr naheliegend sind und
dass die Details aus Standardargumenten bestehen. Insbesondere wird es Thnen nach
einiger Zeit gelingen, entsprechende Beweise selbst zu fiihren.

Folgerung Die Implikation

n—oo n—oo

Zn —— ¢ — p(zn) ——— p(C)

gilt fiir jedes komplexe Polynom p(z) = ay 2* + ... + a; 2 + ap vom Grad k. Wie wir
weiter unten sehen werden, meint diese Aussage gerade, dass jedes Polynom stetig ist.

Theorem (Rechenregeln fiir Grenzwerte, Teil 2) Konvergiert z, fiir n — oo
gegen (, so gilt auch

o] — ¢,  Z = (
sowie
Re(z,) —=% Re(¢), Im(z) —=5 Im(().

12Wir haben hier streng genommen |(| # 0 vorausgesetzt. Im Fall von |¢| = 0 gilt aber ¢ = 0 und
der Beweis wird sogar einfacher.
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Beweis Wir beweisen nur die erste Behauptung; die zweite ist eine Ubungsaufgabe
und die dritte bzw. vierte haben wir schon oben in einer anderen Notation hergeleitet.
Sei € > 0 beliebig gegeben. Nach Voraussetzung und Dreiecksungleichung gilt

e = Il < 2o ] <

fiir alle hinreichend groften n € N. O

Konvergenz nach Umformen Manchmal ist es sinnvoll, eine gegebene Formel fiir
x, oder z, zunichst geschickt umzuformen, um anschliekend die obigen Rechenregeln
fiir Grenzwerte anzuwenden. Ein typisches Beispiel ist die Aussage

n—oo
Tpi=Vn?P+n —n —— 1,

die wir wie folgt ableiten kénnen. Wir fithren zunéchst eine nahrhafte Eins ein und
erhalten

_\/nQ—i—n—n vVn2+n+n n

Tp . =
1 vni+n+n  Vn?P+n+n
B n-1 B 1
n-<\/1+1/n+1> Vi+1/n+1
nach Anwendung elementarer Rechenregeln. Wegen lim, ,,,1/n = 0 konnen wir

schlieRlich die Behauptung ablesen.'?

Konvergenz reeller Zahlenfolgen
Vorbemerkung Da R angeordnet ist, kénnen wir die Konvergenz reeller Zahlenfolgen
genauer charakterisieren und spezielle Konvergenzkriterien ableiten.
Folgerung (Vergleichsprinzip) Seien (2,),.y und (Z,), oy zwei konvergente reelle
Folgen mit

Ty < T, fir alle n eN.
Dann gilt

£<§

fiir die Grenzwerte £ = lim,, .o, x,, und £ = lim,,_,, T,,.

Bewets Wir nehmen an, die Behauptung sei falsch, und betrachten
c=l(E—§) 0.
Nach Konvergenzvoraussetzung gilt
To—E< |wa— €| <e,  F,—€<|T. €| <e

fiir alle hinreichend grofsen n € N. In Kombination mit x,, —,, < 0 und nach Einfiihrung
zweier nahrhafter Nullen erhalten wir via

Be=¢—E=(E—mn) + (@0 —Fn) + (Fn—&) <e+042<2e

den gesuchten Widerspruch, denn es gilt ja ¢ > 0. O]

13Wir haben hier benutzt, dass die reelle Wurzelfunktion stetig ist.
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Achtung Beim Grenziibergang kann aus einer strikten Ungleichung eine Gleichheit

werden. Zum Beispiel gilt
1 1 .
Tpi=— < —=!12p,
n® n

fiir alle n € N, aber im Limes n — oo erhalten wir £ = 0 = £.

Definition Eine reelle Folge (z,),,cy mit
Tni1 < Ty bzw. Tpi1 = T fur alle neN

wird monoton fallend bzw. monoton wachsend genannt.

Bemerkung

1. Gilt fiir jedes n € N sogar die strikte Ungleichung x,, .1 > x,, so sprechen wir von
einer strikt monoton wachsenden Folge.'* Analog wird strikt monoton fallend
definiert.

2. Fiir eine monoton wachsende Folge gilt
Tny = Ty fir alle ng > nq,

wobei man dies zum Beispiel fiir jedes feste n; durch vollstandige Induktion bzgl.
no zeigen kann.

3. Da C nicht angeordnet ist, kann die Monotonie komplexer Zahlenfolgen nicht
in sinnvoller Weise definiert werden. Es kann natiirlich passieren, dass die Real-
und/oder Imaginérteile jeweils fiir sich betrachtet eine monotone reelle Folge
bilden.

4. Verallgemeinerung®: Viele Aussagen iiber monotone Folgen gelten auch dann,
wenn die definierende Ungleichung nicht fiir alle, sondern nur fiir fast alle n € N
erfiillt ist.

Theorem (Monotonieprinzip) Jede reelle Folge, die monoton und beschrénkt ist,
besitzt einen Grenzwert.

Beweis Wir nehmen an, dass (x,),.y monoton wachsend ist (die Behauptung fiir
fallende Folgen ergibt sich analog). Dann ist

& :=supU mit U::{xn:neN}:{xl,xQ,...}

nach Voraussetzung und dem Supremumsprinzip wohldefiniert, wobei z,, < £ fiir alle
n € N gilt. Wir zeigen nun, dass & der gesuchte Grenzwert ist, wobei die Details
unserer Argumentation davon abhéngen, ob £ zu U gehort oder nicht. Fall 1: Es gilt
¢ ¢ U, d.h. U besitzt gar kein Maximum. Fiir jedes ¢ > 0 existiert aufgrund der
Héaufungseigenschaft von U ein N € N mit £ — ¢ < zy < . Fiir alle n > N gilt dann
£ —e<ay <z, <& und damit auch |z, — &| = £ — z,, < e. Da ¢ beliebig war, haben
wir insgesamt £ = lim,, .., z, gezeigt. Fall 2: Es gilt £ € U bzw. £ = maxU. Dann
existiert ein n € N mit xy = £ und mit der Definition von ¢ sowie der Monotonie der
Folge schliefen wir, dass z, = £ bzw. |z, — &| = 0 fiir alle n > N gilt. Dies impliziert
sofort die behauptete Konvergenz. O

14 Anstelle des Wortes strikt wird oft auch streng verwendet.
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° Tn

®e,
%0
9000000,

n T n

Abbildung Das Monotonieprinzip garantiert die Konvergenz gewisser reeller Folgen. Insbesondere
gilt limy, ;o0 2, = inf{z,, : n > 1} bzw. lim, oz, = sup{z, : n > 1} fiir jede Folge (z,),cy, die
beschrankt sowie monoton fallend bzw. wachsend ist.

Bemerkung

1. Man kann das Monotonieprinzip auch so formulieren (Ubungsaufgabe): Eine
monotone Folge konvergiert genau dann, wenn sie beschréankt ist.

2. Der Beweis zeigt, dass fiir eine monoton wachsende Folge (z,,),,.y mit Grenzwert
¢ die Ungleichung x,, < ¢ fiir alle n € N gilt. Analog fiir fallende Folgen.

3. Bei monoton fallender bzw. wachsender Konvergenz schreiben wir oftmals x,,
bzw. z, 7 & statt x,, — &.

Theorem (Eulersche Zahl) Die Folge (), .y mit

(1)
T, =14+ —
n

konvergiert fiir n — oo gegen einen Grenzwert e € R, der Eulersche Zahl genannt wird.

Beweis Monotonie: Mit elementaren Umformungen sowie der Bernoulli-Ungleichung
(fiir die reelle Zahl # = —1/(n + 1) > —1) berechnen wir

" 1 " n+2 \"
$n+1_(1+ 1 > n+1 _n+2 [ 41
Tn n+1 1+l n+1 n+1
n n

:n+2'(Mn+®>":n+ﬂ'(1_ 1 )"

n+1l \ (n+1)° n+1 (n+1)

>n+2_(1_ n >:n+2'n2+n+1

“—n+1 (n—|—1)2 n+1 (n+1)2

n3+3n2+3n+2_ 1

n+3n2+3n+1 +n3+3n2+3n+1

und schlieften, dass die Folge (), in der Tat monoton wachsend ist.
QObere Schranke: Fiir jedes n € N gilt

2n 2

1+1 2n on+1\%" 1 1
Ton = _— = = _ = oy
2 2n 2n L] (1 1 >

2n+1 _2n+1
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und weil die Bernoulli-Ungleichung, ausgewertet mit z = —1/(2n+1) > —1, die
Abschétzung

. n>1 n  n+l n+l 1
2n+1) = 2n+4+1 2n+1~2n+2 2
impliziert, erhalten wir
Tn <2 < (1/4) =14,

Die Konvergenz folgt nun aus den Teilresultaten und dem Monotonieprinzip. O]

n= 1 2 3 4 ) 6 7
Ty ~ | 2.000000 2.250000 2.370370 2.441406 2.488320 2.521626 2.546500

n=| 10 102 103 10* 10° 10° 107
T, ~ | 2593742 2.704814 2.716924 2.718146 2.718268 2.718280 2.718282

Tabelle Die Folge aus dem vorherigen Theorem konvergiert — allerdings sehr langsam — gegen
e ~ 2.718281828459045. Jedes x,, ist dabei eine rationale Zahl, wohingegen e irrational ist (was aber
nicht offensichtlich ist).

Theorem (Sandwichprinzip) Seien (z,),cn: (Tn)pey und (Ty), oy drei reelle
Zahlenfolgen, sodass

z, <z, <7, fir alle neN

sowie

mit § := lim,, o, z,, und & = lim,,_ o0 Tp,. Dann gilt auch

§=¢=¢
mit § = lim, . =,. Insbesondere konvergiert auch (z,), .y gegen den gemeinsamen
Grenzwert.

Beweis Fiir festes ¢ > 0 konnen wir N € N so wéhlen, dass
2, =& <56, [B-Ef<3e
und (nach Dreiecksungleichung) auch
o= ] <l =+ E— €l + [T —8] < e +0+ o= e

fiir alle n > N erfiillt ist, wobei die linke Seite wegen der Sandwich-Eigenschaft eine
obere Schranke fir sowohl |z,, — z,| als auch fiir |Z,, — x,| ist. Damit erhalten wir

|20 = €] < Jwn =z, | + |z, — € S T —2,| + |z, — €| S e+ ge=c¢

fiir alle n > N. Da ¢ beliebig war, haben wir insgesamt gezeigt, dass z,, fiir n — oo
gegen § = ¢ konvergiert. O]

Abbildung Das Sandwich-Prinzip ein sehr mé#chtiges und robustes Werkzeug, um die Konvergenz
reeller Folgen nachzuweisen. Beachte, dass (z,,),, oy und (Zy,),, oy nicht unbedingt monoton sein miissen.
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Bemerkung Ein wichtiger Spezialfall ist gerade die im Bild dargestellte Situation:
Es gilt die Sandwicheigenschaft fiir alle n € N sowie lim, . Z, — z,, = 0 fiir eine

monoton wachsende Folge (z,,), .y und eine monoton fallende Folge (7)), -

Beispiel Die Konvergenzaussage

. (Sin (n))2 oo
" n(2+cos(n)) 0,

folgt aus dem Sandwich-Prinzip mit z,, = 0 und Z,, = 1/n, wobei wir die Abschétzungen
—1 <sin(x) < +1 und —1 < cos (z) < +1 vorweggenommen haben.

Uneigentliche Konvergenz Wir sagen, die Folge (z,), .y konvergiert uneigentlich
gegen —oo bzw. 400, wenn fiir jedes € > 0 ein N € N existiert, sodass

1 1
Ty < —— bzw. T, > +— fir alle n>N
€ €

gilt.

Beispiel Fiir jedes p € Q mit p > 0 gilt

n—oo . n—oo
—nf —— —00 sowie +n —— 400

im Sinne uneigentlicher Konvergenz, wobei dies mit dem Satz von Archimedes bewiesen
werden kann (Ubungsaufgabe).

Bemerkungen

1. Das Konzept der uneigentlichen Konvergenz ist sehr intuitiv und hat sich als
ausgesprochen niitzlich erwiesen. Wir kénnen sagen: lim,,_,, x,, = 400 gilt genau
dann, wenn x,, fiir n — oo groker als jede vorgegebene reelle Zahl wird.

2. Achtung: Bei uneigentlicher Konvergenz handelt es sich um eine spezielle Form
der Divergenz (siehe das zweite Gegenbeispiel zur Konvergenz). Dies liegt daran,
dass —oo und +oo keine reellen Zahlen sind. Man spricht alternativ auch von
bestimmter Divergenz.

3. Eine monoton wachsende Folge konvergiert entweder eigentlich gegen einen
Grenzwert £ € R oder uneigentlich gegen 400 und eine analoge Aussage gilt
fiir monoton fallende Folgen. Bei nicht-monotonen Folgen kénnen wir aber nicht
so einfach argumentieren (siehe wieder die Gegenbeispiele zur Konvergenz).

4. Verallgemeinerung™: Man kann uneigentliche Konvergenz auch fiir komplexe
Folgen sinnvoll definieren, aber dann gibt es nicht mehr zwei ,unendlich ferne
Punkte“, sondern nur noch einen. Insbesondere konvergiert z, fiir n — oo genau
dann gegen oo, wenn fiir jedes € > 0 ein N € N existiert, so dass |z,| > 1/¢ fiir
alle n > N gilt.
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Vorlesungswoche 05

weiterfiihrende Betrachtungen*

Vertauschung von Grenziibergingen* Oftmals tauchen in der Mathematik oder
den Anwendungswissenschaften Grofen auf, die von zwei Indizes — sagen wir n und
m — abhéngen und es stellt sich die Frage, ob wir die Grenziibergdnge n — oo und
m — oo in beliebiger Reihenfolge durchfiihren kénnen.

Als einfaches, aber prototypisches Beispiel betrachten wir

m 1
Tnm = 7_‘_5;

wobei v € R ein fester positiver Parameter ist. Fiir v = 2 berechnen wir!®

1
lim lim z,,, = lim (lim m\/2—|——> =liml=1
n—o0 m—0o0 n—oo m—00 n n—oo
. . . . m 1 . m
lim lim z,,, = lim | lim 24+ =] =lim V2= 1,
m—r00 Nn—00 m—o0 n—oo n m—o0

d.h. hier ist es egal, ob wir erst m und dann n oder erst n und dann m nach oo schicken.
Fiir v = 0 ergeben sich jedoch mit

1
lim lim z,, = lim (hm T{/j> =liml=1
n—o0 m—ro0 n—oo m—0o0 n n—oo

1
lim lim z,, = lim (hm ”(/j> = lim 0=0

zwei unterschiedliche Ergebnisse. Wir werden auf dieses Problem spéter noch einmal
zuriickkommen und besser verstehen, warum wir zwar fiir v = 2, aber nicht fiir v =0
die Grenziibergidnge m — oo und n — oo vertauschen konnen.

sowie

und

Merkregel Zwei Grenziibergénge diirfen im Allgemeinen nicht vertauscht werden.

Grenzwerte rekursiv definierter Folgen* Oftmals werden Folgen rekursiv'®

durch

T =W, Ty = f(2,)

definiert, wobei die Funktion f : R — R bzw. die Zahl 4 € R gegeben sind und
Rekursionsvorschrift bzw. Startpunkt genannt werden. Wir kénnen die entsprechende
Konvergenztheorie hier nicht im Detail diskutieren, wollen aber schon zwei wichtige
Bemerkungen festhalten:

I5Wir benutzen hier zwei Resultate aus der Schule, die wir aber in dieser Vorlesung erst spiter
beweisen werden: Die reellen Wurzelfunktionen sind stetig und fiir alle z > 0 gilt lim,,, o, /7 = 1.
16Qtatt rekursiv kann man auch induktiv oder iterativ verwenden.
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1. Wenn z,, fiir n — oo gegen £ konvergiert, dann muss

§= 1)

gelten'” und wir koénnen durch Losen dieser Fizpunktgleichung oftmals einige
wenige Kandidaten fiir den Grenzwert explizit berechnen.

2. Es ist aber oftmals nicht einfach zu entscheiden, ob die Folge (z,), .y iiberhaupt
konvergiert oder (wenn ja) gegen welchen Kandidaten sie konvergiert.

Als einfaches Beispiel betrachten wir die Funktion
f@)=nz(1l-=),
wobei 1 € R ein positiver Parameter ist. Durch direkte Rechnungen konnen wir
=1 = cefo. 12}
zeigen, dass heifst es gibt fiir festes n genau zwei Kandidaten fiir den Grenzwert €. Ob

bzw. wogegen die Folge konvergiert, hangt aber ganz entscheidend von den Werten von
@ und 7 ab.

n=2.80, p=0.00 n=2.80, y=0.25 n=2.80, p=0.50 n=2.80, p=0.75 1=2.80, p=1.00
+1.0 +1.0 +1.0 +1.0 +1.0t®
° o ® 0 ® e
T anasas i 222222 12 o ute®ete0000000000 o ute®ete00000000e
. . .
.
0.0/000000000000000000000 0.0 0.0 0.0 00| eeecescccccsccsccoce
1 " 21 1 1 21 1 11 21 1 " 21 1 1 21
n=3.20, p=0.00 n=3.20, u=0.25 n=3.20, p=0.50 n=3.20, p=0.75 n=3.20, u=1.00
+1.0 +1.0 +1.0 +1.0 +1.0t®
e0 00000000 000000000 eo 000000000
. .
L A A A ) ee o000 o0000 00 M A A )
.
00/0060000006000000000000- 0.0 0.0 0.0 0.0 000000000000000600000
1 " 21 1 1 21 1 11 21 1 " 21 1 11 21
n=3.60, p=0.00 n=3.60, p=0.25 n=3.60, p=0.50 n=3.60, p=0.75 n=3.60, p=1.00
+1.0 +1.0 +1.0 +1.0 +1.0t®
) . .
o0 o 0 . e o 0o g © ° L L4 . o0 o 0 ° e
. .
. . . ° . .
° © ° . © . ©
° . . . . ° 4 . . . ° o . . .
.
0.0L0-C-0DD000-60G00GO00D00-0— 0.0 0.0 0.0 0.0} —00-000060000000600000
1 1 21 1 1 21 1 11 21 1 1 21 1 " 21

Abbildung Die Folge aus dem Beispiel fiir verschiedene Werte von p und 7, wobei die beiden
Kandidaten fiir den Grenzwert £ jeweils durch die rote Linie reprisentiert werden.

Ausblick : Rekursiv definierte Folgen sind Beispiele fiir Dynamische Systeme und kénnen
— in Abhéngigkeit von f und g — ein eher harmloses oder ein ausgesprochen
kompliziertes Verhalten aufweisen, wobei wir dies im Rahmen der mathematischen
Chaostheorie oftmals sehr gut verstehen und beschreiben koénnen. Zum Beispiel
illustriert die beriihmte Mandelbrotmenge, wie das qualitative Verhalten der komplexen
Folge

2
z21=0, zpy1=2, +c

vom Wert des Parameters ¢ € C abhéngt.

1"Wir haben hier vorausgesetzt, dass f eine stetige Funktion ist. Zum Beispiel ein Polynom.
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5.3 Teilfolgen und Haufungspunkte

Definition FEine komplexe Zahl ( € C heifst Haufungspunkt der komplexen Folge
(%) pen- falls fiir jedes ¢ > 0 die Ungleichung |z, — (| < ¢ fiir unendlich viele (aber
nicht unbedingt fir fast alle) n € N gilt.

Beispiele

1. Die alternierende reelle Folge mit x,, = (—1)" besitzt die beiden Hiufungspunkte
—1 und +1, aber keine weiteren.

Beweis: Fiir £ = —1 bzw. £ = +1 und jedes € > 0 ist die gewiinschte Ungleichung
fiir alle ungeraden bzw. alle geraden n € N erfiillt. Fiir jeden anderen Wert von
€ und € < min{|+1 — ¢, |—1 — ¢|} gibt es jedoch iiberhaupt keinen Index n € N
mit der gewilinschten Eigenschaft. O]

2. Die Folge mit z,, = i™ besitzt genau vier verschiedene Haufungspunkte, nadmlich
alle ¢ € {+1i, —1, —i,+1}.

Abbildung Karikatur einer reellen Folge mit zwei (links) bzw. drei (rechts) Haufungspunkten, die
jeweils durch die roten Linien reprasentiert werden. Idee: In jedem e-Schlauch um jedem Haufungs-
punkt liegen immer unendlich viele Punkte der Folge.

Bemerkungen

1. Wegen R C C deckt die Definition auch reelle Zahlenfolgen ab, wobei jeder
Héaufungspunkt dann eine reelle Zahl sein wird.

2. Manche Autoren benutzen das Wort Hdufungswert anstelle von Hdaufungspunkt.

3. Wir werden unten beweisen, dass der einzige Haufungspunkt einer konvergenten
Folge ihr Grenzwert ist.

4. Ist (2n),,cy beschrénkt, so existiert ein C' > 0 mit |z,| < C fiir alle n € N. Dann
gilt auch |¢| < C fiir jeden Haufungspunkt ¢ (Ubungsaufgabe).

5. Ausblick: Wir werden spéter sehen, dass die Menge alle Haufungspunkte einer
gegebenen Folge immer eine abgeschlossene Teilmenge von C ist.

iiber Teilfolgen Ist (2,),.y eine beliebige komplexe Folge und ist (1), oy eine strikt
monotone Folge von natiirlichen Zahlen (die sogenannte Indexfolge), so wird

(Zng)pen = (zn1 s Zngy Zng )

die entsprechende Teilfolge von (Zn)nEN genannt. Die Formeln n, = 2k bzw. ng, = 2k—1
beschreiben zum Beispiel die Teilfolgen

(Z2k>k€N: <Z27 2445 6, R8s )
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bzw.

(22k71)k€N: (217 %35 25, 27, )>

die gerade aus den Folgengliedern mit geradem bzw. ungeradem Index bestehen. Es
muss aber kein erkennbares Muster in (ny), .y geben. Zum Beispiel entspricht

() e = (1, 12, 27, 64, 101, 102, ...)
der Teilfolge

(an)keN = (21, 2125 2275 2645 2101, 2102 )

Wichtig sind auch Teilfolgen von Teilfolgen, wobei diese durch eine weitere Indexfolge
(kj) e charakterisiert werden. Im Beispiel ergibt sich mit

(kj)jen=1(1,3,4,6,...)
zunéchst
(ny) ;e = (1, 27, 64, 102, ...)
und anschlieffend

(anj)jeN = (217 R27 5 2645 2102 ) :

Bemerkungen

1. Da eine Indexfolge (ny),., strikt monoton wachsend ist und alle ihre Glieder
natiirliche Zahlen sind, gilt immer lim; ,, np = oo im Sinne uneigentlicher
Konvergenz. Hieraus folgt, dass limy_.on,? = 0 fiir jedes ¢ € Q mit ¢ > 0
gilt (Ubungsaufgabe).

2. Mithilfe der entsprechenden Definitionen kénnen wir zeigen (Ubungsaufgabe): Ist
(2n)pen beschriankt bzw. konvergent mit Grenzwert ¢, so ist auch jede Teilfolge
(#ny )en beschrinkt bzw. konvergent mit Grenzwert (. Bei reellen Folgen gelten
aulerdem analoge Aussagen bzgl. der Monotonie.

3. zur Notation: Wir miissen bei einer Teilfolge immer einen anderen Laufindex als
bei der Folge verwenden und bei Teilfolgen von Teilfolgen kommt stets ein dritter
Laufindex ins Spiel.

4. Sei V eine unendliche Teilmenge von N. Dann konnen wir die Elemente von V
der Grifle nach durchnummerieren'® und erhalten eine Indexfolge (ny),cy mit
V ={ny : k € N}. Oder anders gesagt: Zu jeder unendlichen Menge von Indizes
gibt es genau eine entsprechende Indexfolge und umgekehrt.

Lemma (4quivalente Charakterisierung von H&iufungspunkten) Fir jede
komplexe Zahlenfolge gilt: Jeder Haufungspunkt ist Grenzwert einer Teilfolge und
umgekehrt.

8Die Existenz und Eindeutigkeit dieser speziellen Durchnummerierung ist durch das Wohlordnungs-
prinzip sichergestellt: ny ist das kleinste Element von V', ny das kleinste Element von V'\ {n1}, ng das
kleinste Element von V' \ {ni, na} usw.
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Bewets Riickrichtung: Es gelte ¢ = limy_,o 2, und € > 0 sei beliebig. Wir wahlen
K € N, sodass |( — z,,| < ¢ fiir alle & > K und jeder Index n aus der unendlichen
Menge {nK, NE41, NEK42, - - - } besitzt die gewiinschte Eigenschaft.

Hinrichtung: Fiir jeden Haufungspunkt ¢ einer gegebenen komplexen Folge (2y), o
konstruieren wir eine entsprechende Teilfolge rekursiv wie folgt:

1. Rekursionsanfang (k = 1): Wir wéhlen ny € N, sodass |z,, — (| < &1 :=1,

2. Rekursionsschritt (k ~» k-+1) : Ausgehend vom bereits bekannten Index ny, wihlen
Wir ngy1, sodass

1
|an+1 — C| < kg1 1= il und N1 > Nk -

Nach Voraussetzung ist die Rekursion wohldefiniert (da es insbesondere immer
unendlich viele Kandidaten fiir ng,; gibt) und liefert eine strikt monoton wachsende
Indexfolge (ng),cy- Aukerdem gilt ¢ = limy_o0 2, Wegen limy o €5 = 0. O

Theorem (Satz von Bolzano-Weierstrafl) Jede beschrinkte komplexe Folge
besitzt mindestens einen Haufungspunkt (bzw. eine konvergente Teilfolge).

Beweis Fiir reelle Folgen werden wir diesen Satz erst weiter unten beweisen, wollen
hier aber schon festhalten, mit welchem Argument wir daraus die komplexe Version
ableiten konnen. Sei (z,),.y also eine beschriankte Folge in C, wobei wir wieder
zr, = Re(z,) und y, = Im(z,) bzw. 2z, = x, + iy, schreiben. Die reellen Folgen
(70) ey und (Yn), ey sind dann auch beschriankt und die reelle Version des Satzes
impliziert die Existenz einer Indexfolge (n), .y sowie eines Haufungspunktes § € R,
sodass § = limg_ o ,,. Wir kénnen die reelle Version des Satzes anschliefilend noch
einmal anwenden, aber diesmal auf die reelle Folge (v, ) Wir erhalten eine Index-

keN"
folge (kj)jeN sowie ein v € R mit v = lim;_, Yny, - Nach Konstruktion gilt auch
§ = limj Ty, denn jede Teilfolge der oben gewahlten konvergenten Teilfolge

(T, ) ey muss wieder gegen & konvergieren. Die komplexe Folge (znk]) jen ist Teilfolge
von (zp), <y, Wobei die entsprechenden Real- bzw. Imaginérteile fiir j — oo gegen &
bzw. v konvergieren. Der Zusammenhang zwischen reeller und komplexer Konvergenz
garantiert schliefslich, dass lim;_, ., Iy, = &+1wvim Sinne der Konvergenz in C gilt. [

Bemerkungen

1. Der Satz von Bolzano-Weierstraf ist ausgesprochen wichtig und wird sehr haufig
in Beweisen verwendet. Wir werden unten sehen, dass er sehr eng mit dem
Konzept der Kompaktheit verbunden ist.

2. Jede beschriankte Folge besitzt im Allgemeinen viele konvergente Teilfolgen (zum

Beispiel jede Teilfolge einer konvergenten Teilfolge). Die Bedeutung des Theorems
liegt darin, dass es die Fwistenz von konvergenten Teilfolgen garantiert.

Lemma (4quivalente Charakterisierung von Konvergenz) Eine beschrinkte
komplexe Folge konvergiert genau dann, wenn Sie genau einen Haufungspunkt besitzt.
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Beweis Hinrichtung: Sei (2,),y eine konvergente Folge mit Grenzwert ¢ und sei
¢ ein beliebiger Haufungspunkt dieser Folge. Dann existiert eine Indexfolge ("k) pen
mit CN = limy_,o0 2, - Andererseits gilt aber auch ¢ = limy_, 25, denn jede Teilfolge
einer konvergenten Folge konvergiert gegen denselben Grenzwert. Das Lemma tiber die
Eindeutigkeit von Grenzwerten, angewendet auf (z,, ), .y, liefert nun ¢ = ¢. Also kann
es neben ( keine weiteren Haufungspunkte geben.

Riickrichtung: Sei (z,),cy eine beschrénkte Folge, die genau einen Haufungspunkt
¢ besitzt. Angenommen, ( ist nicht der Grenzwert dieser Folge. Dann existieren ein
€ > 0, unendlich viele Indizes n € N mit |zn —( } > ¢ sowie eine entsprechende Index-
folge (ny),en- Die Folge (2,,),cy ist wieder beschrankt und besitzt nach dem Satz von
Bolzano-Weierstraf eine Teilfolge (an].)jeNy die fiir j — oo gegen einen Grenzwert

¢ € C konvergiert, und dies impliziert |anj —C | < e fiir alle hinreichend groften j € N.

Die Zahl  ist aber nach Konstruktion selbst Haufungspunkt von (#n)peny und daher
muss ¢ = ¢ gelten. Die Kombination der Abschitzungen ergibt deshalb

€§|anj—C|<€

und damit einen Widerspruch. Unsere Annahme war also falsch. O

Besonderheiten reeller Folgen

Lemma (Existenz monotoner Teilfolgen) Jede reelle Folge besitzt mindestens
eine monotone Teilfolge.

Beweis Sei (2,,),y eine gegebene reelle Folge. Wir nennen in diesem Beweis n € N
einen Gipfelinder, wenn x,, < z, fir alle m > n gilt.

Fall 1: Es gibt unendlich viele Gipfelindizes. Dann existiert auch eine Indexfolge
(nk) geny» S0dass ny, gerade der k-te Gipfelindex ist (siche die Bemerkung oben zur Durch-
nummerierung von Indexmengen). Nach Konstruktion ist nun (,, ), .y €ine monoton
fallende Teilfolge von (z,,),,cy, Wobei die Monotonie nicht strikt sein muss.

Fall 2: Es gibt keinen oder hochstens endlich viele Gipfelindizes. Dann kénnen wir
ny € N so wahlen, dass n; grofser als alle Gipfelindizes und damit selbst kein Gipfel-
index ist. Insbesondere gibt es dann einen Index ny > ny, sodass z,, > z,, gilt. Da
aber auch ny kein Gipfelindex sein kann, finden wir weiterhin einen Index n3 > ny mit
Tps > Tn,. Durch Iteration dieses Arguments erhalten wir schlieflich eine Indexfolge
(Mk) gen» S0dass (2, ),y eine strikt monoton wachsende Teilfolge von (x,,),, . ist.

Abbildung Beispiele fiir eine monoton fallende Teilfolge (links, rot) sowie eine monoton wachsende
Teilfolge (links, griin) als Illustration zum vorherigen Beweis.

Bemerkung

1. Jede reelle Folge besitzt eigentlich viele monotone Teilfolgen und oftmals gibt
es sowohl fallende als auch wachsende. Der Punkt ist jedoch, dass es immer
mindestens eine monotone Teilfolge gibt. Siehe zum Beispiel den nachfolgenden
Beweis.
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2. Das Lemma gilt auch fiir unbeschrinkte Folgen.

3. Fiir komplexe Folgen gibt es kein direktes Analogon, da C ja nicht angeordnet
ist.

Verallgemeinerung® : Man kann zeigen', dass jede komplexe Folge (2,), oy mit
Zy = Ty + iy, ecine Teilfolge besitzt, sodass (n, ).y UNd (Y, )pey jeweils
monotone reelle Folgen sind. Es kann dabei passieren, dass die eine fallend und
die andere wachsend ist.

Korollar (Satz von Bolzano-Weierstraft im Reellen) Jede beschrinkte reelle
Folge besitzt mindestens einen Haufungspunkt.

Beweis Sei (1), eine beschrinkte Folge. Aufgrund des vorherigen Lemmas gibt
es eine Teilfolge (2, ).y, die als Folge iiber dem Index k monoton ist. Sie ist aber
nach Voraussetzung auch beschrinkt und das Monotonieprinzip liefert die Existenz
von § = limy_, @p, . Insbesondere ist § ein Haufungspunkt. .

Theorem-Definition (extremale Haufungspunkte) Jede beschrankte reelle
Folge (), oy besitzt einen kleinsten bzw. einen grokten Haufungspunkt, den wir mit

liminf z, bzw. limsup z,,
n—o00 n—00

bezeichnen und den wir ihren Limes inferior bzw. ihren Limes superior nennen.

Bewetis Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf ist die Menge
U:={¢eR: ¢ist Hiufungspunkt von (z,), oy}

nichtleer und nach Voraussetzung ist sie auch beschriankt (siche die Bemerkungen zur
Definition von Haufungspunkten). Damit sind ¢ := inf U und ¢ := sup U wohldefinierte
reelle Zahlen und wir wollen nun zeigen, dass & zu U gehort und damit der kleinste
Hiufungspunkt ist. Sei dazu € > 0 beliebig. Dann existiert ein & € U, sodass

§§§<§+%5 und damit }§—§‘<%5
erfiillt ist. (In der Tat, wenn ¢ das Minimum von U ist, so kénnen wir £ = & wihlen.?

Andernfalls benutzen wir die Hiufungseigenschaft des Infimums.) Andererseits gibt es
unendlich viele Indizes n € N fiir die |z, — §| < 5 & und damit auch

5 €] <o — €] + €~ €] < be+ he=e

gilt. Da ¢ beliebig war, haben wir insgesamt § € U gezeigt. Mit analogen Argumenten
kénnen wir £ € U beweisen. O

9Die Beweisidee ist wie folgt: Wir wihlen zuniichst eine Teilfolge, sodass die Realteile monoton
sind. Anschlieffend wéhlen wir eine Teilfolge dieser Teilfolge, sodass zusétzlich auch die Imaginérteile
monoton sind.

20In diesem Fall sind wir eigentlich schon fertig mit dem Beweis, denn dann gilt ja £ = minU € U.
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Beispiel Als einfaches Beispiel betrachten wir die durch

Tp = (_1)"(1 + %)

definierte Folge (siehe das Bild) und bemerken zunéchst, dass wegen

2k —1 Tk = HLF o +

Top—1 = —1

die betrachtete Folge die beiden Haufungspunkte —1 und +1 besitzt. Wir wollen nun
zeigen, dass diese beiden Zahlen der kleinste bzw. der grofste Haufungspunkt sind, und
benutzen dabei, dass

1 1
—l—-=—<uz,<+1+-
n n

fiir alle n € N gilt. Ist nun £ der Grenzwert einer Teilfolge (zn,),y, SO gilt diese
Doppelungleichung mit n = ny, fiir alle £ € N und das Vergleichsprinzip liefert

—1<E<+1

nach Grenziibergang k — oo, wobei wir limy_,o, 1/n; = 0 eingesetzt haben (siehe die
Bemerkung weiter oben). Insgesamt haben wir damit

liminfz, = —1, limsup z,, = +1
n—00 n—o0
gezeigt. !
+2.0;
® 0000006606060 00s00
0.0
o0 v T T T OIOOIOOTOTDS
-2.0re
1 16 31

Abbildung Die Folge aus dem eben gerechneten Beispiel.

Bemerkungen

1. Die explizite Berechnung des kleinsten und groften Héufungspunktes ist im
Allgemeinen alles andere als einfach.

2. Der Limes inferior bzw. superior einer Folge ist im Allgemeinen nicht das Infimum
bzw. das Supremum der Menge {x;, x2, ...}.

3. Bei unbeschriankten reellen Folgen konnen wir —oco bzw. 400 als uneigentliche
Héaufungspunkte zulassen, wobei dies dann immer meint, dass eine Teilfolge
uneigentlich gegen —oo bzw. +o00 konvergiert.

Korollar Eine beschriankte reelle Folge konvergiert genau dann, wenn ihr Limes
inferior und ihr Limes superior zusammenfallen.

2IMit nur etwas mehr Aufwand kénnen wir sogar beweisen, dass —1 und +1 die einzigen Hiufungs-
punkte sind.
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Bewetis Die Behauptung ergibt sich direkt aus der dquivalenten Charakterisierung
von Konvergenz sowie der Definition der extremalen Héufungspunkte. m

Lemma (Erste &Aquivalente Charakterisierung von liminf und lim sup)
Sei (), eine beschriankte reelle Folge. Dann gilt { = liminf, . 7, genau dann,
wenn es fiir jedes € > 0

unendlich viele n mit z,, <{+¢, aber

hochstens endlich viele n mit x,, < § —c

gibt. Analog gilt £ = limsup,, .. =, genau dann, wenn es fiir jedes € > 0
unendlich viele n mit z,, > € —¢, aber
hochstens endlich viele n mit @, > € + ¢

gibt.

Beweis Wir beweisen nur die Aussagen fiir den Limes inferior.

Hinrichtung: Sei § = liminf, ., z, und sei € > 0 beliebig fixiert. Da { Haufungs-
punkt ist, existieren unendlich viele Indizes n € N, sodass ’xn — & ‘ < ¢ und damit
Tn < &+ . Wir nehmen nun an, es gibt unendlich viele Indizes mit z,, < £ — ¢ und
bezeichnen mit (ny,), .y die entsprechende Indexfolge. Die Teilfolge (2, ),cy iSt nach
Konstruktion beschriankt und besitzt nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafs einen
Héaufungspunkt ¢, fiir den { < § —¢ < £ gilt und der auch Haufungspunkt von (z,,),,
ist. Das ist aber ein Widerspruch, denn ¢ ist ja der Limes Inferior.

Riickrichtung: Der erste Teil des e-Kriteriums garantiert, dass & wirklich ein
Haufungspunkt von (), ist. Angenommen, es existiert ein anderer Haufungspunkt
¢ mit £ < £ Dann existieren zu € := %(g — E) unendlich viele Indizes n € N mit
|z, — &] < € und fiir diese gilt

Das ist aber ein Widerspruch zum zweiten Teil des e-Kriteriums, d.h.  ist wirklich der
kleinste Haufungspunkt. m

Lemma (Zweite dquivalente Charakterisierung von liminf und lim sup)
Fiir jede beschrinkte reelle Folge (), ilt

liminfz, = lim z, und limsupz, = lim 7, ,
n—00 n—00 n—00 n—00

wobei die Folgen (z,,), oy und (Zy), o durch
z, = inf {xm cm > n} und T, := sup {xm m > n}
definiert und beide konvergent sind (siehe das Bild).
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Beweis Siehe die entsprechende *-Hausaufgabe. O
®s00000000000 '7;”
* © e0ssssssse
. . o T, o.“ o* . . .. ..-. . . .o .o, ° . * e .... .
. n

Abbildung Zur zweiten dquivalenten Charakterisierung der extremalen Haufungspunkte.

Bemerkungen

1. Die Folge (z,,),cy ist monoton wachsend, wohingegen (7, ), .y monoton fallend
ist. Die Formeln aus dem Lemma koénnen daher auch auch als

ligglfxn:sup {gn n > 1}, lizr;sogpxn:inf{fn n > 1}

geschrieben werden.

2. Das Lemma und das Sandwich-Prinzip basieren auf recht &hnlichen Ideen.
Beachte aber, dass diesmal x,, und 7,, nicht vorgegeben sind, sondern berechnet
werden. Auferdem wird lim, o 7, = lim,,_,o 7, im Allgemeinen nicht gelten.

5.4 Cauchy-Folgen und Vollstandigkeit

Definition Die komplexe Folge (z,),,cy heikt Cauchy-Folge, falls zu jedem € > 0 ein
N € N existiert, sodass

‘zn—zm| <e fiir alle n,m > N

gilt.

Theorem (Cauchy-Kriterium fiir Konvergenz) Eine komplexe Zahlenfolge
konvergiert genau dann, wenn sie Cauchy-Folge ist.

Beweis Hinrichtung: Fir beliebiges € > 0 wahlen wir N € N, sodass

|Zn - C| < %8
fiir alle n > N gilt, wobei der Grenzwert ( = lim,,_., 2, nach Voraussetzung in C
existiert und wir wieder die niitzliche Beobachtung verwendet haben. Sind nun n und

m zwei Indizes grofer N, so erhalten wir mit einer nahrhaften Null sowie der Dreiecks-
ungleichung via

20— 2m| < |z =l + (= 2m| = |z — |+ |zm — (| < je+ic=¢
die gewiinschte Abschétzung.

Michael Herrmann: Analysis 1 [D)eysa | Version vom 2. Oktober 2022



5.4. Cauchy-Folgen und Vollstandigkeit 7

Riickrichtung, Teil 1: Sei nun (z,), .y eine gegebene Cauchy-Folge. Dann existiert
ein N € N, so dass

|zn — zm‘ <1
fiir alle n,m > N erfiillt ist. Hieraus schliefen wir zunéchst (mit m = N + 1), dass
|2n| < l2n — 2vpal + [ovia] <1+ |2nga]
fiir alle n > N gilt, und anschliefend, dass
lzn] < C mit C:=1+max{|z|, |2, ..., |ZN}, lzni1] }

fiir alle n € N erfiillt ist. Oder anders gesagt: Die gegebene Cauchy-Folge ist beschriankt
und besitzt nach dem Satz von Bolzano-Weierstral einen Haufungspunkt ¢ € C sowie
eine konvergente Teilfolge (z,, ) ke It ¢ = limy_yo0 2, -

Riickrichtung, Teil 2: Wir wollen nun zeigen, dass ¢ der Grenzwert der gegebenen
Cauchy-Folge ist und fixieren dazu € > 0 beliebig. Dann existiert nach Voraussetzung
ein N € N, sodass

2 — zm| < e fir alle n,m >N
gilt.?? Andererseits existiert auch ein Index K mit
20, —C| <ie  firalle k>K

und 0.B.d.A koénnen wir annehmen, dass nx.; > N gilt (andernfalls konnen wir wegen
limy o 1, = +00 den Index K einfach grofer wihlen). Mit der Dreiecksungleichung
erhalten wir

1 1 _
|20 = C| < [0 = Znges | + 20 — ¢ <56+ 32 =¢

fiir alle n > N. Da ¢ > 0 beliebig war, folgt schliefslich z, — ¢ fiir n — oc. O

Bemerkungen

1. Das Cauchy-Kriterium ist ein ausgesprochen wichtiges Hilfsmittel, denn mit ihm
kann zum Beispiel die Konvergenz einer Folge ohne explizite Kenntnis des Grenz-
wertes nachgewiesen werden (siehe die nachfolgenden Beispiele).

2. Die Giiltigkeit des Theorems ist eine Mdglichkeit, die Vollstandigkeit von R und
C zu charakterisieren. Es gibt zum Beispiel Folgen aus rationalen Zahlen, die
zwar die Cauchy-Eigenschaft besitzen, aber eben nicht in Q, sondern nur in R
einen Grenzwert besitzen.?

3. Riickblick*: Das Vollstandigkeitsaxiom wird in dem Beweis des Theorems nicht
explizit erwdhnt, ist aber indirekt eingeflossen: Némlich {iber den Satz von
Bolzano-Weierstrass, in dessen Beweis das Monotonieprinzip verwendet wird,
welches wir vorher aus dem Supremumsprinzips hergeleitet haben. Letzteres
wurde aber gerade mithilfe des Schnittaxioms bewiesen. Manche Autoren — siehe

etwa [For] — verwenden das Cauchy-Kriterium als Vollstdndigkeitsaxiom und
leiten dann zum Beispiel das Monotonieprinzip und das Supremumsprinzip aus
diesem her.

2ZWir haben hier eine Variante der niitzlichen Beobachtung benutzt.
2Wir werden weiter unten konkrete Beispiele kennenlernen, etwa die Intervallschachtelung fiir
Wurzeln oder die Dezimaldarstellung reeller Zahlen.
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Bezispiele
1. Eine wichtige Folge ist

“1 1 1 1 1 1
:L’n.—kZ::E—I—Fé—Fg‘FZ—F...—FE,

da sie die Partialsummenfolge der harmonischen Reihe repréisentiert (siehe dazu
das néchste Kapitel). Fiir Indizes m, n mit m > n gilt x,, > x,, und damit

1 1 1 1 m-—n
n+1 n-+2 m m m

|$m_$n} =Tm — T

wobei die rechte Seite fiir jedes feste n mit m — oo gegen 1 konvergiert. Hieraus
folgt, dass (), cy keine Cauchy-Folge ist und daher auch keinen Grenzwert in
R besitzt.?*

2. Wir betrachten die Folge

- 1 1 1 1 1
= S Y. e Y G L
v ;( S sT1 gty gt tEDT

die sich vom Beispiel oben nur in den alternierenden Vorzeichen unterscheidet.
Wir wollen diesmal mit dem Cauchy-Kriterium zeigen, dass die Folge konvergiert,
und betrachten dazu fiir beliebige n,m mit m > n bzw. m = n + k mit £ € N
den Ausdruck

(=1)" (2 — 7 1 1 1 1

— — + —
n+l n+2 n+3 n+4+

+ (=)

Umklammern auf der rechten Seite liefert

( 1)n( ) 1 1 L 1 1 n
—1) (v — xpn) = — — cee
n+1 n4+2 n+3 n+4

wobei die Paarung fiir gerade k£ aufgeht und fiir ungerade £ am Ende der positive
Term 1/(n + k) tbrig bleibt. Da die geklammerten Terme aber jeweils positiv
sind, erhalten wir

(_1>n(xn - xm) >0

unabhéngig vom Rest, den k bei Division durch 2 lasst, d.h. fiir alle m > n. Wir
kénnen die Terme aber auch als

1 o1 1 1 1 1
Tm xn_n—f—l n+2 n+3 n+4 n+5

klammern, wobei diesmal fiir ungerade k die Paarung aufgeht und fiir alle geraden
k der negative Term —1/(n + k) alleine stehen bleibt. Hieraus schliefen wir

1
n+1

(_1)n(xm — ) <

24Da die Folge strikt monoton wachsend ist, kénnen wir aber schliefien, dass sie fiir n — oo im
uneigentlichen Sinne gegen 400 konvergieren muss.
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und die Kombination der beiden Abschéatzungen liefert

1
n+1

T — Tn| = [(=1)" (2 — 3| <

fir alle n,m mit m > n. Wegen lim,,_,o 1/(n + 1) = 0 existiert also fiir jedes
e > 0 ein Index N, so dass

‘:I;m—xn <e fir alle n,m mit m>n>N.

Insbesondere ist die betrachtete Folge eine Cauchy-Folge und daher existiert der
Grenzwert ¢ = lim,,_,oc 7, in R.?°

Intervallschachtelungen

Vorbemerkung Wir studieren abschliekend ein sehr wichtiges und schones Prinzip
der reellen Analysis.

Definition Eine Folge (I,,), .y von abgeschlossenen Intervallen I, = [a,,, by,] mit

I,y1CI, firalle neN sowie |I,| = b, — ay nee 0
wird Intervallschachtelung genannt.
Theorem (Intervallschachtelungsprinzip) Zu jeder Intervallschachtelung

(In) ey existiert genau eine reelle Zahl, die in allen Intervallen I, liegt.

Beweis Teil 1: Nach Voraussetzung gilt
Qp, S An+1 S anrl S bn

sowie

fiir alle n € N. Insbesondere ist (ay,), .y (die Folge der linken Intervallgrenzen) monoton
wachsend und beschrénkt, wohingegen (by),,o (die Folge der rechten Intervallgrenzen)
monoton fallend und beschriankt ist. Nach dem Monotonieprinzip existieren also die
Grenzwerte

a= lim a,, g = lim b, ,
n—o00 n—oo
wobei die Ungleichungen
ap <a,  B<by, a<p

bzw.

a, <a<pf<b,

Z>Wir werden spiter mit ausgefeilteren Methoden zeigen, dass £ = In2 ~ 0.693 gilt.
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80 5. Zahlenfolgen

fiir alle n € N gelten und ebenfalls aus dem Monotonieprinzip sowie dem Vergleichs-
prinzip gewonnen werden kénnen. Die letzte Formel impliziert

0 S 5 -« S bn — Qp
und nach Grenziibergang n — oo erhalten wir
a=f,

wobei wir wieder das Vergleichsprinzip sowie die zweite Eigenschaft einer Intervall-
schachtelung verwendet haben.

Teil 2: Die Zahl o = 8 ist in jedem der Intervalle I,, enthalten. Sei nun € R eine
beliebige Zahl mit z € [, fiir alle n € N. Dann gilt

anp <x < b,

fiir alle n € N und nach Grenziibergang n — oo erhalten wir

a<r<p
aus dem Vergleichsprinzip. Damit gilt o = x = 3, d.h. es gibt wirklich nur eine reelle
Zahl, die in allen Intervallen I, liegt. O
Gl{ }bl a1 }bl

t
as H b3 T (I:sH b3
f‘v 0/4H by

eee eee

° R
a=p a=p3

Abbildung Schematische Darstellung des Intervallschachtelungsprinzips, wobei die Intervalle zur
besseren Darstellung iibereinander gezeichnet wurden. Links: Der allgemeine Fall. Rechts: Oftmals
wird I,,11 entweder als die linke oder die rechte Halfte von I,, gewéhlt (Bisektion). Ein Beispiel ist die
weiter unten diskutierte Konstruktion von Wurzeln.

Bemerkungen

1. Mit den Notationen im Beweis gilt (), .y I = {a} = {}. Insbesondere kann also
die reelle Zahl, die in allen Intervallen liegt, als Grenzwert der linken oder der
rechten Intervallgrenzen gewonnen werden.

2. Es ist wichtig, dass die Intervalle I,, abgeschlossen sind. Zum Beispiel gilt fiir die
offenen Intervalle I, = (0, 1/n) zwar I} D Iy D I3 ... sowie lim,,_, |I,| = 0, aber

die Schnittmenge (), oy In ist leer.

3. Das Intervallschachtelungsprinzip kann (mit einer leicht anderen Formulierung)
auch als Vollstandigkeitsaxiom verwendet werden, wobei dann das Schnittaxiom
als Folgerung abgeleitet werden kann. Es ist sowohl aus theoretischer als auch
aus praktischer Sicht ausgesprochen niitzlich und wird zum Beispiel unter dem
Namen Bisektionsverfahren in der Numerik sowie in der Informatik verwendet.

4. Der Beweis des Theorems beruht auf einfachen und naheliegenden Argumenten.
Er kann daher sehr gut in einer Priifung abgefragt werden.?°

26Gie sollten niemals einen Beweis aus diesem Skript oder einer anderen Quelle auswendig lernen.
Merken Sie sich die zentralen Ideen und schreiben Sie die Details immer mit Thren eigenen Worten
auf.
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5.4. Cauchy-Folgen und Vollstandigkeit 81

Anwendung: Konstruktion von Wurzeln Fiir eine gegebene reelle Zahl £ > 0
sowie festes k € N wollen wir /€ als Grenzwert konstruieren. Wir nehmen dazu & > 1
an’’ und definieren eine Intervallschachtelung rekursiv wie folgt:?®

1. Rekursionsanfang (n = 1): Wir setzen a; := 1 und b; := & und bemerken, dass
a¥ < & und bt > € gilt.

2. Rekursionsschritt (n ~» n + 1): Ist I, = [a,, b,] gegeben, so betrachten wir den
Mittelpunkt m,, := % (an + b,) und definieren I, ; nach Fallunterscheidung;:

Ist mF < ¢, so setzen wir a, 1 := m,, und b, := b,

Ist mfj > £, so setzen wir a,41 := a, und b, = m,,.

In jedem Fall gilt also |I,,41] = % |I,,|, d.h. die Intervalllinge wird in jedem Schritt
halbiert.

Durch vollsténdige Induktion kénnen wir nun leicht zeigen, dass (I,,), . wirklich eine
Intervallschachtelung ist und dass

at <& <bf

fiir alle n € N gilt. Im Limes n — oo liefert das Vergleichprinzip die Abschitzungen
ok < ¢ < 8%, wobei wieder @ = f3 gilt. Insgesamt erhalten wir o = ¢ = 5% und sehen,
dass sowohl a,, als auch b, fiir n — oo gegen die k-te Wurzel von £ konvergieren.

Bemerkung*: Im Fall £ = 2 und £ = 2 konnen wir leicht durch vollstindige Induktion
zeigen, dass fiir jedes n € N die beiden Intervallgrenzen a, und b, rationale Zahlen
sind. Die obige Intervallschachtelung produziert also mit (a,),.y und (b,), oy zwei
konkrete Folgen rationaler Zahlen, die im Limes n — oo gegen die irrationale Zahl /2
konvergieren. Insbesondere ist jede dieser beiden Folgen eine Cauchy-Folge, die aber
keinen Grenzwert in Q, sondern nur einen Grenzwert in der grofseren Menge R besitzen.
In diesem Sinn kann es kein Cauchy-Kriterium fiir rationale Folgen geben und Q ist
nicht vollstandig.

Verallgemeinerung* Ein dhnliches Prinzip gibt es auch in C, wobei die Intervalle I,
dann durch andere Mengen U,, C C (zum Beispiel Rechtecke oder Kreisscheiben) ersetzt
werden, die jeweils nichtleer und abgeschlossen sind. Dann implizieren die Bedingungen

UyDU;DU3D ... und lim diamU,, =0,
n—o0
dass die Schnittmenge (1), .y Un aus genau einem ¢ € C besteht. Hierbei bezeichnet
diam U,, den Durchmesser von U,,.

Beweisskizze: Wir wahlen fiir jedes n € N eine komplexe Zahl z, € U, beliebig und
zeigen, dass (2y),cy €ine Cauchy-Folge ist und daher konvergiert. Der Grenzwert ( liegt
dann in allen Mengen U,, und die Konvergenz der Durchmesser impliziert, dass nur ¢
diese Eigenschaft besitzt. O

2Der Fall 0 < ¢ < 1 kann entweder mit einer modifizierten Intervallschachtelung oder durch
Betrachtung von 1/¢ anstelle von £ behandelt werden.

28Wir hatten zwar schon die Existenz von k-ten Wurzeln aus dem Schnittaxiom abgeleitet, werden
aber bei der Beschreibung der Intervallschachtelung davon keinen Gebrauch machen.
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Kapitel 6

Reihen

Vorlesungswoche 06

6.1 Definition und Beispiele

Vorbemerkung Die Theorie der Reihen beschéftigt sich mit unendlichen Summen,
wie zum Beispiel

<1 1 1 1 1
D=ttt

und untersucht, ob und wie man diese in sinnvoller Weise definieren und anschlieffend
berechnen kann. Die zentrale Grundidee ist dabei ganz einfach und kann wie folgt
zusammengefasst werden.

Merkregel Eine unendliche Summe ist immer der Grenzwert einer Folge endlicher
Summen.

Definition Ist (z,),y eine komplexe Folge, so schreiben wir

f: HILIEOZ% hm 21—1—...+zn),

k=1

sofern der Grenzwert auf der rechten Seite existiert.

Bemerkungen

1. Die Folge (>, Zk)neN wird die zu (z),cy gehorende Partialsummenfolge
genannt. Sie ist immer wohldefiniert, aber sie wird nicht immer konvergieren. Wir
schreiben in dieser Vorlesung die unendliche Summe ) ",° | z; nur dann, wenn die
Existenz des Grenzwertes der Partialsummenfolge gesichert ist.

2. Die Partialsummenfolge zu (2,),.y werden wir oftmals mit (s,), .y bezeichnen,

d.h. wir schreiben

neN

Sp — E 2L

k=1

83
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6. Reihen

bzw. zzozl zr = lim,_, S,, sofern dieser Grenzwert existiert. Beachte, dass wir
beim Arbeiten mit Partialsummen immer zwei verschiedene Indizes verwenden
missen (zum Beispiel n und k). In der finalen Reihenformel kénnen wir aber
wegen

oo oo oo

D= =D %

k=1 n=1 j=1

den Summationsindex beliebig wihlen (sofern es keine Konflikte mit anderen
Notationen gibt).

. Bei Konvergenzuntersuchungen ist oftmals das folgende Storungsprinzip niitzlich:

Werden endlich viele Glieder von (z,), .y abgeéndert, so édndert sich nicht die
Konvergenz der Partialsummenfolge. In der Regel dndert sich aber ihr Grenzwert.

. Es gibt unterschiedliche Auffassungen, was die Reihe zur Folge (2y),,cy ist.!

Interpretation 1: Oftmals ist damit der Grenzwert der Partialsummenfolge
(so dieser existiert) gemeint, d.h. die Zahl, die durch unendliche Summation
von z1, 2o, z3 usw. entsteht. Man sagt dann auch, die Reihe existiert (oder
nicht).

Interpretation 2: In den meisten Lehrbiichern zur mathematischen Analysis
ist die Reihe jedoch die Partialsummenfolge selbst, d.h. die Reihe ist keine
Zahl, sondern eine Folge von Zahlen. In diesem Zusammenhang sagt man,
die Reihe konvergiert (oder divergiert) und bezeichnet den entsprechenden
Grenzwert als den Wert der Reihe.

In dieser Vorlesung verwenden wir das Wort Reihe in beiden Bedeutungen, wobei
immer durch den Kontext klar wird, ob wir nun die Partialsummenfolge oder ihren
Grenzwert meinen. Wichtig ist vor allem, dass wir niemals die oben formulierte
Merkregel vergessen.

. Bei vielen unendlichen Summen bietet es sich an, die Indizierung von z, bzw. s,

bei einem beliebigen Startindex n, € Z (zum Beispiel n, = 0) zu beginnen, wobei
dann immer n > n, und

n
Sny = Zny s Snutl = Zn, T Znu4l,  --- 5 Spn = 2k s

k=n

gilt. Die mathematische Theorie adndert sich durch diese Indexverschiebung
natiirlich nicht und alle im Folgenden abgeleiteten Resultate gelten sinngeméfs
auch im Fall n, # 1. Wir kénnen bei Bedarf ndmlich immer die Umdefinitionen

21 =1%2n,, Z2=2Z2n,41, ... SOWie 8] =21 =85, , So=21+4+ 2= Sy, 41,

verwenden.

. Die Definition deckt wegen R C C auch reelle Folgen (z,), .y ab, wobei dann

die entsprechende Partialsummenfolge auch reell ist. Eine Besonderheit reeller
Folgen ist, dass ihre unendliche Summe im uneigentlichen Sinne existieren kann
(sieche dazu weiter unten).

1Es gibt weitere mathematische Begriffe, bei denen unterschiedliche Interpretationen nebeneinander

existieren. Zum Beispiel Kurve.
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Xn Uber n Xp Uber n X, Uber n
5.0 8.0 +1.0
0.0
0.0 0.0 -1.0
Xn=(0.85)" Xn=(1.05)" Xp=(=1)"
sy Uber n s Ubern s, Uber n
5.0 8.0 ° +1.0
......oonoooooooou-o °
o'.. [
L] ° 0.0 oo 0000006000000
.. Y
® °
0.0 0.0 -1.0fe o 0000000000000

Abbildung Drei Beispiele fiir geometrische Folgen (oben) und ihre Partialsummenfolgen (unten).

Beispiele

1. Fir jeden komplexen Parameter A € C mit |A\| < 1 gilt

> 1
2N =

und wird geometrische Reihe genannt.?

Beweis: Fiir jeden Index n > 0 setzen wir z, := \" sowie s, := »_,_, AF. Damit

gilt
S, o= 1 + X + X2+ X 4+ ...+ o\
\s, = A+ A2+ N 4+ 4+ A 4\t
und nach Subtraktion sowie kleineren Umstellungen erhalten wir die Summen-
formel
1 — )\n+1

ST
Die Bedingung |\| < 1 garantiert lim, ,,, A" = 0 und wir schlieRen, dass
die Partialsummenfolge wirklich konvergiert und dass der angegebene Grenzwert
richtig ist. O

Bemerkung: Mit ganz dhnlichen Argumenten kénnen wir

m2 A _)\mg—i—l o A™
D 2N =15

k=m1

zeigen. Wir werden auch noch sehen, dass die geometrische Partialsummenfolge
fiir [A\| > 1 nicht konvergiert.

- 1
2. Esgilt ) ———=1
“—~k(k+1)

2Das ist das Standardbeispiel fiir unendliche Summen. Sie miissen sich diese Formel jederzeit
herleiten konnen.
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Beweis: Wegen
1 1 1
Tp = ———— = — ——
TR+ k k+1

berechnet sich die n-te Partialsumme zu
1 1 _q 1
n n+1) n+1’

o~ (1 1 (oYL
Sn.—k:1]}k— 1 B 5 3

da die meisten Summanden sich gegenseitig autheben. Insbesondere kénnen wir
lim,,_, s, = 1 direkt ablesen. O

Bemerkung: Die Umformung von z, ist ein einfaches Beispiel fiir eine Partial-
bruchzerlegung und die Teleskopsumme?®

n2

D (2= 241) = 20 = 2ot

k=n1

verallgemeinert den Trick, den wir bei der Berechnung von s,, benutzt haben.

Xp Uber n X, Uber n X, Uber n
5.0 +2.0 +1.0
0.0
0.0 0.0 1.0
X=n"" Xp=n2 Xn=(=1)""n"
sy Uber n s, Ubern s, Uber n
5.0 +2.0 w1ore oo
i e 0 ,0,0,050e0
o-ooo.oo"" .o°°............... o o TTIeTeTeTeTeTe
Y LA J 0.0
° L]
[ ]
0.0 0.0 -1.0
Abbildung Drei weitere Beispiele.
Gegenbeispiele
1. Die Reihe zur reellen Folge z, := (—1)" konvergiert nicht, denn die Partial-
summenfolge

o - n_ B ) —1  falls n ungerade
sn._;(—l) =—14+1—1+...+(-1) _{ 0 falls n gerade

besitzt offensichtlich zwei Haufungspunkte (ndmlich —1 und 0) und konvergiert
deshalb nicht.

2. Fiir die harmonische Reihe gilt

o0

L
=

k=1

= 1

Z +E = 400 bzw. —00

k=1

im Sinne uneigentlicher Konvergenz (bzw. bestimmter Divergenz), denn wir
hatten schon im letzten Abschnitt gezeigt, dass die entsprechende Partialsummen-
folge zwar monoton wachsend bzw. fallend ist, aber nicht nach oben bzw. unten
beschrankt ist.

3Die Analogie zu einklappbaren Fernglisern wird auf WIKIPEDIA erklirt.
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iiber Rechenregeln Aus der Definition sowie den Rechenregeln fiir Grenzwerte folgt
unmittelbar, dass die Formel

g(mk+m> — ) (gzk> i (gzk>

fiir gegebene A\, A € C immer dann gilt, wenn die beiden unendlichen Summen auf der
rechten Seite wohldefiniert sind. Als Spezialfall erhalten wir

sofern wieder sichergestellt ist, dass die rechte Seite definiert ist. Fiir zwei konvergente
Reihen im Reellen gilt auferdem die Implikation

(0.9} [e.9]
<@, fivalle keN = Y 5,<Y @,
k=1 k=1

die wir das Vergleichsprinzip fiir Reihen nennen.

Achtung Es gibt weder eine Produkt- noch eine Quotientenregel fiir Reihen.

uneigentliche Konvergenz reeller Reihen Ist (x,),.y eine reelle Folge, deren
Glieder fast alle positiv oder fast alle negativ sind, so konvergiert ihre Partialsummen-
folge entweder im eigentlichen oder uneigentlichen Sinne. Insbesondere konnen wir
der unendlichen Summe der x; immer in sinnvoller Weise einen Wert zuweisen, aber
der Fall 7 x; € {—o00,+oo} ist nicht durch die obige Definition abgedeckt und
stellt eigentlich nur eine niitzliche und intuitive Schreibweise dar. Fiir komplexe Folgen
— oder reelle Folgen mit unendlich vielen positiven und unendlich vielen negativen
Gliedern — kann es aber durchaus passieren, dass es keinen sinnvollen Wert fiir die
unendliche Summe gibt.*

Lemma (niitzliches Resultat) Fiir jeden rationalen® Parameter r > 0 gilt

NE

1 =1
F<OO bzw. ;F:OO

i

1

genau dann, wenn r > 1 bzw. r < 1 gilt.

Beweis Wir betrachten die Partialsummenfolge (s,),cy mit s, := >, 1/k" und
bemerken, dass diese strikt monoton wachsend ist. Insbesondere konvergiert sie genau
dann im eigentlichen bzw. uneigentlichen Sinne, wenn sie beschrankt bzw. unbeschrankt
ist.

4Wie fast immer in der Mathematik, gibt es eine Fortsetzung der Geschichte. Zum Beispiel kann
man vielen divergenten Reihen durch Verallgemeinerung des zu Grunde liegenden Konvergenzbegriffes
doch in sinnvoller Weise einen Wert zuweisen. Zum Beispiel gilt Y~ | (=1)* = 0 im Sinne der Cesaro-
Konvergenz der Mittelwerte. Wir kénnen diesen Aspekt aber in dieser Vorlesung nicht vertiefen.
®Die Aussage gilt sogar fiir alle reellen Parameter r > 0.
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Fall r > 1: Fiir n = 2™ — 1 fassen wir in der Formel fiir s,, immer Zweierpotenzen
von aufeinanderfolgenden Summanden zusammen und erhalten

Y G N L I (L I
Som_1 =
2 1 17’ 27" 37" 47" 77’ 2m7’—7‘ 27"m _1

1 2 22 2’” 1
< — 4+ = » LS
—1r+2r+22r+ 2rmr Z
wobei
1
A= =

eine positive reelle Zahl ist und A < 1 wegen r > 1 gilt. Mit der Summenformel fiir
geometrische Reihen konnen wir nun

00
k=0

abschétzen, wobei die rechte Seite unabhéngig von n und m ist. Da es fiir jedes n € N
ein m € N mit n < 2™ — 1 gibt und dann auch s, < sym-1 gilt, schliefen wir, dass
(8n)pen beschriankt und damit im eigentlichen Sinne konvergent ist.

Fall 0 < r < 1: In diesem Fall gilt die Abschétzung

"1
bzw. Sy > Z z
k=1

fiir alle £ € N bzw. n € N. Mit dem Vergleichsprinzip sowie dem letzten Beispiel
erhalten wir lim,,_,., s, = +00. ]

Tp=7- 2

> =

1
kr

Ausblick* Es gilt
2 8

<1 > 1 =1 7 ~1
;ﬁzg’ ;k_ ZE:%’ ;E:Mw’

aber wir werden erst viel spéter verstehen, wie man diese verbliiffenden Grenzwerte
berechnen kann. Ganz allgemein ist die Riemannsche Zeta-Funktion durch

definiert, wobei r eine komplexe Variable mit Re (r) > 1 ist.5

SDie Eigenschaften dieser Funktion — bzw. ihrer holomorphen Fortsetzung — sind immer noch
nicht vollstandig verstanden und Gegenstand der Riemannschen Vermutung, d.h. eines der ungelosten
Milleniumsprobleme der Mathematik.
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6.2 Exkurs iiber Dezimalzahlen*

Vorbemerkung Wir wollen in diesem Abschnitt skizzieren, wie die Schulweisheit
Zu jeder reellen Zahl gibt es eine Dezimalzahl und umgekehrt.

mit unserem bisherigen Wissensstand rigoros aus den Axiomen abgeleitet werden kann.
Wir ignorieren dabei zunéchst die Vorkommastellen und betrachten die Dezimalzahl

0.d1dodsds .. .

wobei d, € {0,1,...,9} fiir jedes Glied der Ziffernfolge gilt.” Die entscheidende
Beobachtung ist, dass diese symbolische Zeichenkette in natiirlicher Weise als eine
unendliche Summe interpretiert werden kann.

Dezimalzahlen als reelle Zahlen Fiir eine gegebene Dezimalzahl setzen wir
T, =d, 107", sn:an
k=1

und kénnen nun zeigen, dass die Folge (s,), .y monoton wachsend und wegen

gk <N (b g ()" i
0<s,=» dp107F<9) (£)" =9 <92 =1
k=1 k=1 10 10

nach oben beschrankt ist. Insbesondere existiert nach dem Monotonieprinzip immer
eine reelle Zahl o € [0, 1], sodass

o= lim s, = Zxk = 0.dydodsd, . . .

n—r00
k=1

gilt. Oder anders gesagt: Die Dezimalzahl ist nur eine andere Schreibweise fiir die
unendliche Summe Y 77, d; 107F.

Dezimaldarstellung einer reellen Zahl Ist umgekehrt o € [0, 1) vorgegeben, so
kénnen alle Zahlen d,,, z,, und s,, schrittweise wie folgt identifiziert werden:®

Rekursionsanfang (n = 1) : Wir setzen d; := [100] sowie s; := z; := d; 1071

Rekursionsvorschrift (n ~» n + 1) : Ausgehend von s,, definieren wir

dn+1 = L10n+1 (O' — Sn)J s Tpt1 = dn+l 1077171 s Sp+1 ‘= Sp + Tn+1 -

Insbesondere konnen wir mit {iberschaubarem Aufwand beweisen, dass wieder alle der
oben angegebenen Formeln gelten.

"Wir schreiben in diesem Abschnitt Dezimalzahlen ausnahmsweise in einer anderen Schriftart.
8Wir benutzen hier wieder die Gauk-Klammer des Abrundens.
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allgemeiner Fall Bisher haben wir nur reelle Zahlen aus dem Interval [0, 1] bzw.
Dezimalzahlen ohne Vorkommastellen betrachtet. Durch die Hinzunahme endlich vieler
negativer Indizes, also mit

do.dydodsd, ... = de 107", d_;do.dydodsd, ... = Z d, 107F
k=0

k=-1

kénnen wir schliefslich jede positive reelle Zahl als Dezimalzahl schreiben, wobei die
Ziffer dj, immer der Zehnerpotenz 10~% entspricht. Analoges gilt fiir negative Zahlen.

zur Eindeutigkeit der Dezimaldarstellung Wir berechnen’
1

— E -k _ § _ 10 — 1 —
k=1 k=1

10

und mit analogen Argumenten folgt
0.234 = 0.2339, 0.01708 = 0.017079, 41.505 = 41.5049 .

Jede Dezimalzahl mit nur endlich vielen Nachkommastellen besitzt also eine alternative
Darstellung, in der ab einer gewissen Stelle nur noch die Ziffer 9 auftaucht. Wir kénnen
aber mithilfe der oben angegebenen Formeln sowie unserem Wissen iiber konvergente
Reihen zeigen, dass dies die einzige Mehrdeutigkeit in der Dezimaldarstellung ist.

Dezimaldarstellung rationaler Zahlen Eine reelle Zahl o ist genau dann rational,
wenn die Ziffernfolge ihrer Dezimaldarstellung ab einem gewissen Index periodisch ist,
d.h. wenn es es zwei natiirliche Zahlen K und N gibt, sodass d,,.x = d,, fiir allen > N
gilt. Zum Beispiel gilt

_ 6 2 — 162 6 — 826
b= ——=— 162 = ——— = — 25.03 =2 =
0.6 0t—1 37 0 103 —1 377 503 5+102—1 33
und
- 1 7 61 _ 1 15 2711
067=—16 = — 0.08215 = — [ 82 = )
101 ( + 101 — 1) 90’ 103 ( + 102 — 1) 33000

Es ist aber nicht ganz so einfach zu sehen, was die Dezimaldarstellung von m/n fiir
beliebig vorgegebene m,n € N ist.!?

p-adische Zahlen und Briiche Anstelle der Zahl 10 kénnen wir im Prinzip jede
andere natiirliche Zahl p > 1 als Basis verwenden, wobei wir dann nicht zehn, sondern
p verschiedene Ziffern benotigen. Die entsprechende Theorie kann via

[0.d1d2d3d4 .. '}p = Z dk p_k
k=1

analog zu oben aufgebaut werden, wobei wir auch wieder negative Indizes k zulassen
kénnen. Zum Beispiel gilt

% = [0'5} 10~ [0'1}2 - [O'ﬂs - [03]7, % - [0?} 10— [0-0_1}2 - [0'1}3 - [0'5]7

sowie 1 = [Oﬂ g = [05} g == [Og} o als alternative Darstellung von 1.
9Die Notation 0.9 meint, dass die Ziffer 9 unendlich oft wiederholt wird.
0Djie zugrunde liegende Idee ist, dass die Folge der Reste, die m, 10m, 100m, ... bei Division durch

n lassen, ab einen gewissen Index eine Periode ausweisen muss, da es ja nur n mogliche Werte fiir
jeden Rest gibt.
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6.3 Konvergenzkriterien
Theorem (Cauchy-Kriterium fiir Reihen) Die Reihe zu (2,),.y konvergiert
genau dann, wenn es zu jedem € > 0 ein NV € N gibt, sodass

m

> -

k=n+1

:|zn+1+...+zm|<€

fiir alle n,m mit m > n > N gilt.
Beweis Wegen

(2'1—|—...+zn_1+zn+zn+1+...—|—zm)—<21+...+zn>:zn+1—|—...—|—zm

ist die Behauptung gerade das Cauchy-Kriterium der Konvergenz, ausgewertet fiir die
Partialsummenfolge. O

Korollar (Kriterium fiir die Divergenz einer Reihe) Die Reihe zu (z,)
kann nur dann konvergieren, wenn |z,| — 0 fiir n — oo gilt.

neN

Beweis Die Behauptung folgt mit m = n + 1 direkt aus dem Cauchy-Kriterium. [
Bezspiele
1. Das Cauchy-Kriterium ist wegen

> ¥<

k=n+1

Z ’)\| |/\|n+1 |)\|m+1 - |)\|n+1 nsoo . .
—[Al T I A

k=n+1

fir die geometrische Reihe erfiillt, sofern || < 1 fiir den Parameter A € C gilt.
Die bereits oben angegebene Reihenformel kann aber mit dem Cauchy-Kriterium
nicht abgeleitet werden.

2. Im Fall von |[A\| > 1 gilt fiir die geometrische Folge z, = A" die Abschéitzung
|zn| = |A]" > 1 fur alle n € N. Das Korollar impliziert, dass die entsprechende
Reihe divergiert, d.h. nicht konvergiert.

3. Wir hatten weiter oben schon gezeigt, dass die alternierende harmonische Reihe
P (=1)*'/k nach dem Cauchy-Kriterium konvergiert.

Theorem (Majoranten-Kriterium fiir Reihen) Seien (2,),.y eine komplexe
Folge und (), eine positive reelle Folge, sodass

|zn} <, firalle neN sowie Z,uk < 0
gilt. Dann konvergiert die Reihe Z 2k
k=1

Michael Herrmann: Analysis 1 [D)eysa | Version vom 2. Oktober 2022



92 6. Reihen

Bewets Nach Dreiecksungleichung gilt

m m m
E Zk| < E |2] < E e
k=n+1 k=n+1 k=n+1

und das Cauchy-Kriterium fiir (2,), .y kann nun direkt aus dem Cauchy-Kriterium fiir
(#tn)pen abgeleitet werden. In der Tat, fiir jedes € > 0 kénnen wir N € N so wihlen,
dass die rechte Seite in der Ungleichung fiir alle m > n > N kleiner als ¢ ist. Dann
muss aber auch die linke Seite kleiner als ¢ sein. ]

Bemerkungen
1. Die Folge (pn),,cyy Wird Majorante zu (zy),,on genannt.

2. Der Beweis des Theorems liefert sogar die absolute Konvergenz der Reihe (siehe
dazu den néchsten Abschnitt).

Bezispiele
1. Die Folge
=y 1
T e +11—|— n*
erfullt

’Z|—\/1 + 1 < L_{_L_i_.
VOt o nd42nt 41—V 2nd 2n4_n2_'un

fiir alle n € N, d.h. die entsprechende Partialsummenfolge besitzt einen Limes
¢ € C. Die Berechnung von ¢ = >/, # ist aber keine leichte Aufgabe.

2. Sei (a),,z eine beschrénkte komplexe Folge mit |a,| < C fiir alle n € N und sei
z € C eine feste komplexe Zahl mit |z| < 1. Dann konvergiert Y ;> aj z*, denn
wir konnen g, := C'|z|" als Majorante verwenden. Wir werden unten #hnliche
Fragen im Rahmen der Potenzreihen genauer studieren.

Theorem (Leibniz-Kriterium fiir Reihen mit alternierenden Vorzeichen)
Sei (1),ey €ine reelle und monoton fallende Nullfolge. Dann konvergiert die Reihe

ZZL (_1)1671 Nk

Beweis Die entscheidende Beobachtung ist, dass die Partialsummen
Sni=m—mtns—mt...+(=1)"""n,
die Ungleichungskette
Sp <83 <S5 <8< ... <87 <85<83< 8

bzw. die dquivalente Intervallschachtelung

[827 81] > [847 83] > [867 85] DN
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erfiillen (siche auch die Tabelle).
Nachweis der Schachtelung: Nach Voraussetzung gilt 0 < 1,1 < 7, fiir alle n € N.
Damit erhalten wir

Sojt2 — S2j = —MNaji2 +N2jy1 =0 sowie Soj41 — S2j-1 = +N2j41 —N2; <0

fiir alle j € N, woraus wir durch vollstindige Induktion die partiellen Monotonie-
abschétzungen

524, S 52, sowie $9240—-1 S 52j51—1
fiir alle Indizes ji, jo € N mit j; < j5 ableiten. Da aufserdem
S2j — S2j-1 = —"12; <0

fiir alle j € N gilt, ergeben sich in Kombination mit der partiellen Monotonie die
verbesserten Abschétzungen

Soj <894, < S2j,-1 < S2j,-1

fiir alle 7; < jo. Insgesamt haben wir die oben angegebene Ungleichungskette bewiesen.
Konvergenz der Partialsummenfolge: Wir argumentieren analog zum Beweis des
Intervallschachtelungsprinzips. Die beiden Grenzwerte

Og = hm S2j5, Oy — hm 52j5-1
j—o0 j—o0

sind nach dem Monotonieprinzip wohldefiniert und erfiillen
S9; S 0g S0y < S92
fir alle j € N. Hieraus folgt 05 = 0 = lim, ;0 55, , Weil

Jj—o0
Soj-1—S2;="2; — 0

ebenfalls nach Voraussetzung gilt. O
n= 1 3 5 7 9 11 13 15 17
S, ~ | 1.00000 0.83333 0.78333 0.75952 0.74563 0.73654 0.73013 0.72537 0.72170
n= 2 4 6 8 10 12 14 16 18
s, =~ | 0.50000 0.58333 0.61667 0.63452 0.64563 0.65321 0.65871 0.66287 0.66614

Tabelle Die ersten Partialsummen der alternierenden harmonischen Reihe Y72 (-1)* ' /k =2
als Beispiel fiir die Argumente aus dem Beweis des Leibniz-Kriteriums. Siehe auch das entsprechende
Bild weiter oben.

Beispiel Das Leibniz-Kriterium garantiert die Existenz der unendlichen Summe
S0 (=)' k" fiir jeden rationalen Parameter r > 0. Die Herleitung expliziter
Formeln wie zum Beispiel

i (-t w2 i (-t Tt i (- 31qS
~ k127 &k 7207 4 kS 30240

erfordert jedoch ausgefeiltere Argumente, die uns noch nicht zur Verfiigung stehen.
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Lemma (Darstellung und Konvergenz des Restterms) Konvergiert die Reihe

ZU (Zn),ens SO gilt

00 00
m—»00
E 2k — 2k = E Zk —F 0.

m
k=1 k=1 k=m+1

Insbesondere konvergiert die Reihe 7 . 2 fiir jedes m € N.

Beweis Sei zundchst m € N beliebig fixiert. Fiir jedes n > m gilt
n m n
D= = ) A
k=1 k=1 k=m+1

wobei die linke Seite nach Voraussetzung fiir n — 0o gegen rp, 1= > poq 2k — O 1oy 2k
konvergiert. Da die rechte Seite der Formel aber die (n—m)-te Partialsumme der Folge
(%n)p>mer ist, garantiert die obige Definition, dass » 7 ., z, wohldefiniert ist und
durch die angegebene Formel berechnet werden kann. Aufserdem gilt lim,,, o 7, = 0
nach Voraussetzung und diese Beobachtung beendet den Beweis. O]

6.4 Absolute Konvergenz

Definition Wir sagen, die Reihe zur komplexen Folge (2,), oy konvergiert absolut
(bzw. existiert im Sinne absoluter Konvergenz), sofern die Bedingung

o
Z ‘zk‘ < +00
k=1

erfillt ist.

Bemerkungen

1. Erinnerung: Da die Partialsummenfolge (3 ;_, |2k pen
gilt entweder >, [z < 400 oder Y 77, |z = +o0.

monoton wachsend ist,

2. Absolute Konvergenz impliziert immer Konvergenz, wobei sich dies wegen

m m
E 2| < E | 2|

sofort aus dem Cauchy-Kriterium fiir Reihen ergibt. Die Umkehrung gilt aber im
Allgemeinen nicht. Zum Beispiel hatten wir schon gesehen, dass die alternierende
harmonische Reihe zwar konvergiert, aber eben nicht absolut konvergiert.

3. Bei absoluter Konvergenz gilt immer

00 0o
PBEIEDIET
k=1 k=1

aber in der Regel wird dies eine Ungleichung und keine Gleichung sein.
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Beispiel: Mit z, = (1 + i)k und |zx| = (1/\/§)k liefert die Formel fiir die

geometrische Reihe

= 1 = 1 V2
= = 1+ i SOWie ‘Zk| - 1 = )
=319 R

1
2

2k
k=1

aber es gilt |1 + i| :\/§<2+\/§:\/§/(\/§—1).
4. Wir kénnen

m— 00

00
<3 Ju] s g
m+1

(o.9]
D

m+1

analog zum Lemma iiber die Darstellung und Konvergenz des Restterms zeigen.

5. Gilt x,, > 0 fiir fast alle n € N oder x,, < 0 fiir fast alle n € N, so konvergiert die
Reihe Y7 | 23 genau dann, wenn sie absolut konvergiert.

6. Die Konzepte Konvergenz und absolute Konvergenz sind historisch entstanden.
Aus Sicht der modernen Mathematik ist die Frage, ob eine gegebene komplexe
oder reelle Reihe konvergiert oder nicht konvergiert, eigentlich gar nicht so
wichtig. Viel entscheidender ist vielmehr die Frage, ob die Reihe absolut
konvergiert oder nicht. Die nicht-absolute Konvergenz ist — wie wir im Fortgang
der Vorlesung sehen werden — sehr fragil und in gewisser Weise immer entartet.
Siehe zum Beispiel den Riemannschen Umordnungssatz weiter unten.

Theorem (Quotientenkriterium) Sei (2,), .y gegeben mit 2, # 0 fiir alle n € N.
Im Fall von

| Zng1

lim sup <1,

konvergiert die entsprechende Reihe absolut. Gibt es jedoch ein N € N mit
2041
|20

so divergiert die Reihe, d.h. sie konvergiert weder absolut noch nicht-absolut.

>1 firalle n>N,

Beweis Teil 1: Wir wahlen £ € R mit limsup,,_, |2n+1] /|22 < £ < 1 und finden
nach der ersten dquivalenten Charakterisierung des Limes superior ein N € N, sodass
|2nt1] < K |2,| fiir alle n > N gilt. Induktiv folgt

EN T PN fur alle n> N

und mit der geometrischen Summenformel erhalten wir

n N n N n
Slad = D bl 4+ D lal < Dl + > KTy
k=1 k=1 k=N+1 k=1 k=N+1

i ] 4+ 1—rK" | < f: 2]+ 2N 1]
= z |z z —
2 k - - N+l = - k - .

wobei die reelle Zahl auf der rechten Seite nicht von n abhéangt. Im Limes n — oo
erhalten wir die Behauptung.

Teil 2: Mit vollstédndiger Induktion konnen wir |z,| > |zy41]| fiir alle n > N zeigen
und dies impliziert, dass die gegebene Folge keine Nullfolge ist. Daher muss die Reihe
divergieren. O]
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Theorem (Wurzelkriterium) Die Reihe ) .-, z; konvergiert absolut unter der
Bedingung

limsup v/|z,] < 1.

n—o0

Gilt jedoch
Vlzn| > 1 fiir unendlich viele n € N,

so divergiert die Reihe.

Beweis Teil 1: Diesmal finden wir ein k£ mit 0 < x < 1 sowie N € N, sodass

n—N-—1

lzn] < K fir alle n> N

gilt. Mit direkten Rechnungen verifizieren wir

N

n N n _ m-N N
;’Zk\ézlzk! + RV s + %§;|

k=N+1 k=1

und die Behauptung folgt nach Grenziibergang n — oo.
Teil 2: Die Voraussetzung impliziert, dass (z,),,cy keine Nullfolge ist. ]

Bemerkungen

1. Das Quotientenkriterium kann sinngeméaf auch dann verwendet werden, wenn
» = 0 fiir endlich viele n € N gilt.

2. Das Quotienten- und das Wurzelkriterium decken nicht alle denkbaren Félle ab.
Konvergiert zum Beispiel |z,11| / |2n] bzw. {/|z,| fiir n — 0o von unten gegen 1,
so ist keine einfache Entscheidung moglich und es kann im Prinzip alles passieren.

3. Das Wurzelkriterium ist allgemeiner, d.h. jede Aussage, die wir mit dem
Quotientenkriterium begriinden, kann alternativ auch aus dem Wurzelkriterium
abgeleitet werden (die Umkehrung gilt jedoch nicht). In der Praxis ist das
Quotientenkriterium aber einfacher zu handhaben als das Wurzelkriterium.

4. Die letzte Bemerkung kann aus der Ungleichungskette

lim inf | n+1| < liminf ¢ zn < l1m sup ‘zn’ < lim sup | ’

abgeleitet werden, die wir im néchsten Kapitel beweisen werden.

Bezispiele

1. Fiir die geometrische Folge z, = A" mit Parameter A € C gilt

| Zn 1] n
— = |\l = |zl

| 20|

Insbesondere fallen hier das Quotienten- und das Wurzelkriterium zusammen und
liefern beide die schon bekannten Resultate fiir die geometrische Reihe, ndmlich
absolute Konvergenz fiir |A\| < 1 und Divergenz fiir |A| > 1.
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2. Fiir die nicht-negative Folge

(22) 11 1 1 1 1 277 fiirn=2j5—1
Ty, = \579 53 79 73 57 o ] Tn = i . .
neN 2727474788 277 firn=2jy
ergibt sich
Tyt 1 fiir n ungerade , Tnt1
=9 1 e bzw. limsup =1
Tn 5 fiir n gerade n—oo  Tn

sowie

/2-n/2-1/2  fiir n ungerade 1
Ty = o g bzw. lim sup n/xn — 271/2 =
V272 fiir n gerade n—s00 V2

wobei wir in der letzten Formel auch lim statt lim sup schreiben diirften, da {/z,,
fiir n — oo konvergiert. Insbesondere kann in diesem Beispiel das Quotienten-
kriterium nicht verwendet werden, wohingegen das Wurzelkriterium die absolute
Konvergenz der Reihe sicherstellt.

Umordnung von Reihen

Beschreibung des Problems Auch bei unendlichen Summen koénnen wir uns
fragen, ob wir wir die Summanden beliebig vertauschen diirfen oder nicht. Da es aber
unendlich viele Summanden gibt, ist die Antwort weder offensichtlich noch trivial.
Aus mathematischer Sicht entspricht jede denkbare Vertauschung einer bijektiven
Abbildung ¢ : N — N, die die Umordnung (oder Umsortierung oder Umindizierung)
der Summanden kodiert.!!

Beispiel Wir betrachten nochmal die alternierende harmonische Reihe
(11 N 1 1 N 1 1 - 1 1 n
2= \17 2 3 4 5 6) T \2j -1 25)
sowie die unendliche Summe

IS AU N AN 1 AW
op=|-"—=—=]|+|z—=—= - - —
PT\1 2 4 3 6 8 2j—1 4j—-2 4j ’

in der zwar exakt dieselben Summanden, aber in einer anderen Sortierung auftauchen.
Insbesondere gilt

9] 9]
Oa — § Tk, Ob = § Tp(k)
k=1 k=1

mit 2, = (—1)*"'/k, wobei die Tabelle!?

7 8 9110 11 12|13 14 15
5o 10 12} 7 14 16| 9 18 20

() =

1 2 3|4 5 6
1 2 413 6 8

HWir kénnen ¢ auch als eine Permutation der unendlich vielen Indizes {1, 2, ...} betrachten.
12K@nnen Sie eine explizite Formel fiir ¢(n) angeben?
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die Umsortierung der Summanden beschreibt. Mit direkten Rechnungen erhalten wir
1 1 N 1 1 R 1 1 N
op=|=-—~ = —= e - — e
T \2 1 6 8 45—2 4
/11 N 1/1 1 P 1 1 1 N
S 2\1 2 2\3 4 2\ 25—-1 25

3

und damit ein recht iiberraschendes Ergebnis.!

Merkregel Bei unendlichen Summen koénnen wir die Reihenfolge der Summanden im
Allgemeinen nicht beliebig vertauschen.'*

Theorem (Umordnungssatz) Konvergiert die Reihe zu (2,), .y absolut, so gilt

(o) o0 (o] o0
E 2 = E Zp(k) sowie E |zk‘ = E |z¢(k)|
k=1 k=1 k=1 k=1

fiir jede Umsortierung ¢ : N — N.

Beweis Nach Voraussetzung sind

0o 00
o= @, 7= lul
k=1 k=1

wohldefiniert und wir wollen nun zunéchst mit der Definition von Konvergenz zeigen,
dass die Partialsummenfolge zu (’Zso(n))neN fiir n — oo gegen o konvergiert. Sei dazu
e > 0 beliebig fixiert. Mithilfe der Resultate iiber die Reihenrestterme wahlen wir
zundchst M € N hinreichend grofs, sodass

o0

Z 2] < 1e

j=M+1

gilt, und dies garantiert insbesondere

M M [e) 00
a—g zm:a—g zZj| = E zj| < E ‘Zj|<%€.
m=1 j=1 j=M+1 j=M+1

Anschlieffend wahlen wir N € N hinreichend grofs, sodass

{o1), ¢2), ..., p(N)} D {1,2 ..., M}

und betrachten ab jetzt nur noch Indizes n > N. Dann gilt die Abschétzung

M n [e's)
1
E “m = E (k) < E |Zj| < 7€,
m=1 k=1 j=M+1

13Wir haben uns nicht verrechnet: Es gilt wirklich 0, = In2 und o}, = %ln 2.
1 Klarstellung : Es ist aber immer méglich, endlich viele Summanden zu vertauschen, denn dadurch
dndern sich nur endlich viele Partialsummen.
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denn unsere Wahl von N garantiert, dass es fiir jedesm € {1,...,M}eink € {1,... N}
mit m = (k) gibt, sodass sich die entsprechenden Beitrdge auf der linken Seite
aufheben und nur Beitrdge von z,4) mit ¢(k) > M iibrig bleiben. Insgesamt erhal-
ten wir

n M M n
1 1 _
U_Zzsﬂ(k) < U—sz + sz—Zzw(;@) <g€tjzeE=¢€
k=1 m=1 m=1 k=1

fiir alle n > N. Da ¢ > 0 beliebig war, haben wir Y 7, z,x) = o gezeigt. Die zweite
Behauptung kann analog abgeleitet werden. O]

Merkregel Bei absolut konvergenten Reihen (und nur bei diesen) diirfen wir die
Reihenfolge der Summanden beliebig vertauschen.

Riemannscher Umordnungssatz* Sei (z,), .y eine reelle Folge, deren Reihe zwar
konvergiert, aber nicht absolut konvergiert. Dann gibt es zu jedem o € R eine bijektive
Abbildung ¢ : N — N, sodass ), ,x) = o gilt. Oder anders gesagt: Nach geeigneter
Umsortierung kann die unendliche Summe der x; jeden beliebigen Wert annehmen.

Der Beweis dieses paradox anmutenden Resultats ist iibrigens gar nicht so
kompliziert und beruht auf einer erstaunlich einfachen Idee, die in den beiden Bildern
fiir die alternierende harmonische Folge x,, = (—1)"/n und zwei willkiirlich gewéhlte
Werte von o illustriert ist. Ein formaler Beweis findet sich in [Heu, Satz 32.4].

+2.0F
+1.
ST e o0 ® " g oo oo gge ot greeeigueoe
® I
00#._0_._._‘_‘_._._._._._._._._._._._._._._._._._
. ° ®
[ J
—10k1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
10 20 30
— 1 1 1 —1 1 1 1 1 1 -1 1 1 1 1 1 -1 1 1 1 1 1 -1 1 1 1 1 —1 1
(xw(n))neN_(T’ﬁ’5’7’7’5’ﬁ’ﬁ’ﬁ’7’ﬁ’m’ﬁ’ﬁ’ﬁ’T’W’%’ﬁ’ﬁ’ﬁ’?’ﬁ’m’ﬁ’@’ﬁ’ﬁ’ﬁ"“)
. . . . n—1
Abbildung Eine Umordnung der alternierenden harmonischen Folge z, = (—1)"""/n, sodass

ey Ty(k) = 0 mit o = 1.5 gilt. Die positiven bzw. negativen Folgenglieder entsprechen den blauen
bzw. roten Punkten und die griinen bzw. orangenen Punkte représentieren die Glieder der Partial-
summenfolge, die kleiner bzw. grofer als o sind. Erkennen Sie die Konstruktionsidee? Sie besteht
— salopp gesprochen — darin, die gegebenen positiven und negativen Bausteine ihrer Groéfle nach
iibereinander zu stapeln, wobei bei jedem Uber- bzw. Unterschreiten der vorgegebenen Schranke o die
Sorte der Bausteine gewechselt wird.

+1.5F
[ J
([ J
0.0 P —@ A0 0 0 0 0 0 000000000 0000000
o
-0.8—"—g —0—0—09
_1.5'—l 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
10 20 30

s - (=t =t =11 -t -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 —-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 1 —1 -1
@(n) HEN_ 27 4 617 8107 12 14 167 18 20 22 247 26 28 30’ 327 34 36 38 40 42> 32 44 46 " "

Abbildung Die Umordnung fir 0 = —0.8.
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Produkte absolut konvergenter Reihen

Theorem (Cauchy-Produkt) Konvergieren die Reihen zu (ug),cy, und (vi),ep,
absolut, so gilt

o0 oo oo m
E U, E v | = E W, mit Wy, = E Uy U
k=0 =0 m=0 n=0

wobei die Reihe zu (wp,),,cy, auch absolut konvergiert.

Beweis Die weitere Folge (w,),,cy, sei durch

m
= > [ua] [vm—n]
n=0

definiert, wobei 0 < |w,,| < w,, fir jedes m € Ny aus der Dreiecksungleichung folgt.
Teil 1: Wir bemerken zunéchst (siehe die nachfolgende Abbildung), dass die
Abschétzung

M m M M
ZZ| ||Um—n‘§ZZ|uk| |Ul|
m=0 n=0 k=0 1=0

fiir jedes M € Ny gilt. In der Tat, auf der linken Seite addieren wir alle nicht-negativen
Produkte |ug||v|, fir die das Indexpaar (k,[) auf den ersten M Diagonalen liegt
(braun-rote Felder im ersten Bild), wohingegen wir auf der rechten Seite iiber alle
Indexpaare summieren, die im Quadrat der Kantenldnge M liegen (griine Felder im
zweiten Bild). Aufkerdem gelten die Formeln

OIS 9 SIS 9 UM p ol N o it

m=0 n=0 k=0 =0 =0

denn die erste Gleichung ergibt sich aus der Definition von w,, und bei der zweiten
Gleichung entsteht die linke Seite durch Ausmultiplizieren der rechten Seite. Insgesamt
ergibt sich

éw < néwm < (i |uk|> (fm) ,

k=0 =0

wobei alle auftretenden Summen monoton wachsend bzgl. M sind. Das Vergleichs-
prinzip fiir reelle Folgen liefert

§|wm| < mi i < (i mr) (iu)

nach Grenziibergang M — c0, wobei rechts nach Voraussetzung eine endliche Zahl
steht. Damit haben wir die absolute Konvergenz der Reihe zu (wp,),,cy, sowie der
Reihe zu (win),,en, gezeigt.

Teil 2: Die zweite wesentliche Beobachtung ist die Ungleichung

M M M m 2M m
22wk =3 D tntmen < Y Y funl ool

k=0 (=0 m=0 n=0 m=M+1 n=0
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die aus dem dritten Bild abgelesen werden kann. Auf der linken Seite summieren wir in
der Betragsklammer effektiv nur die Produkte uy v;, deren Indexpaare (k, [) in einem
Dreieck liegen (dunkle Felder), denn alle anderen Produkte kommen einmal mit +
und einmal mit — vor und liefern keinen Beitrag. Auf der rechten Seite addieren wir
hingegen die Betréage der linken Produkte sowie weitere nichtnegative Zahlen (helle
Felder). Durch Einsetzen der Definitionen von w,, und w,, sowie unter Ausnutzungen
einer zu oben analogen Summenformel ergibt sich die Fehlerabschétzung

m=M+1
wobei die rechte Seite kleiner als der Reihenrest >~ 41 Wm ist. Die Behauptung
ergibt sich nun nach Grenziibergang M — oc. [

Bemerkungen

1. Wir haben im Theorem angenommen, dass alle unendlichen Summen beim Index
0 beginnen. Andere Wahlen der Startindizes sind natiirlich moglich, aber die
entsprechenden Formel werden etwas uniibersichtlich.

2. Der Formel liegt eine einfache Idee zugrunde: Wenn wir zwei unendliche Summen
nach der informellen Regel

Jeder Summand der eine Summe wird mit jedem Summanden
der anderen Summe multipliziert.

gliedweise ausmultiplizieren und die entstehenden Produktterme diagonalweise
(siehe die Abbildung) gruppieren, so erhalten wir

(U0+U1+UQ+...)(U0+U1+U2+...):

U Vo + Ug V1 + U1 Vg + Ug Vg + U1 V1 + Ug Vg + Ug Vg + U Vg + U V] + U3 Vg ...
\/" N~ v~ - ~~ - v~ -

und damit das gerade bewiesene Ergebnis. Beachte, dass wir hier stillschweigend
vorausgesetzt haben, dass die Produkte beliebig umsortiert werden konnen.

3. Als wichtige Anwendung werden wir im néchsten Kapitel die Funktionalgleichung
der Exponentialreihe aus der Cauchyschen Produktformel herleiten.

(0,4)/(1,4)[(2,4)((3,4)(4,4)

(0,3)((1,3)[(2,3)(3,3)(4,3) .
(0,2)(1,2) (2.2) (3,2)|(4,2) .
(0,1) (1, 1)@ 1) (3, 1)|(4, 1) .

(0,0) (1,0)/(2,0)(3,0)|(4,0)

Abbildung Illustration zur Beweis der Cauchyschen Produktformel. Links: Alle Indexpaare (k, ),
wobei die Diagonalen k +1 = m fiir m = 0, m = 1, m = 2 und m = 3 jeweils farblich markiert
sind. Mitte: Im ersten Beweisteil benutzen wir, dass alle Diagonalen mit 0 < m < M vollstédndig im
Quadrat 0 < k < M und 0 < I < M liegen (dargestellt fiir M = 3). Rechts: Die Fehlerterme im
zweiten Beweisteil werden entlang geeigneter Diagonalen kontrolliert.
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Kapitel 7

Potenzreihen

Vorlesungswoche 07

7.1 Definition und Hauptsatz

Definition Ein Ausdruck der Bauart

p(:) =Y an(z—z)

heifft Potenzreihe mit komplexer Koeffizientenfolge! () ren, und Entwicklungspunkt
z«. Hierbei sind z, z, sowie alle a;, im Allgemeinen komplexe Zahlen.

Bemerkungen

1.

D.

Potenzreihen sind sehr wichtig und werden Sie Thr ganzes Studium begleiten. Die
Idee ist, dass die Reihe auf der rechten Seite eine Funktion p in der Variablen
z definiert, wobei der Definitionsbereich eine gewisse Teilmenge von C ist. Siehe
dazu den Hauptsatz weiter unten.

In der Theorie der Potenzreihen wird in der Regel Ny als Indexmenge fiir die
unendliche Summe verwendet, d.h. der kleinste Summationsindex ist £ = 0. Man
kann alternativ aber auch bei einem anderen Startindex beginnen.

. Wenn fast alle Koeffizienten oy, verschwinden?, ist p gerade ein Polynom. Die Rolle

von z, werden wir erst spater besser verstehen. Bei der ersten Lektiire kénnen
Sie immer z, = 0 setzen.

Man kann auch wieder reelle Potenzreihen studieren, wobei dann z, € R und
ay € R fiir alle k € Ny gilt. Es wird sich aber zeigen, dass es selbst in diesem Fall
oftmals sinnvoll ist, komplexe Werte fiir z zuzulassen und p als Funktion in einer
komplexen Variablen zu betrachten.

Es gilt immer p(z,) =ag+a; -0+ ay -0+ ... = ap.

! Erinnerung: Es gilt Ng = NU {0}.
2 Verschwinden gehdrt zum analytischen Jargon: Ein Zahl z verschwindet genau dann, wenn z = 0

gilt.
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104 7. Potenzreihen

Theorem (Hauptsatz iiber Potenzreihen, Formel von Cauchy-Hadamard)
Mit den obigen Notationen gibt es einen Konvergenzradius R, sodass die folgenden
Aussagen gelten:

1. Fiir |z — 2| < R konvergiert p(z) absolut.
2. Fir |z — 2z, > R divergiert p(z).

Dieser Radius kann durch

1
= lim sup /||,

k—o0

berechnet werden, wobei die beiden Konventionen 1/0 = +o00 und 1/(400) = 0 gelten.

Bewetis Wir diskutieren nur den Fall 0 < R < oo. In den beiden Entartungsfillen
R = 0 oder R = oo konnen die jeweiligen Aussagen mit vereinfachten bzw. leicht
abgewandelten Argumenten bewiesen werden.

Teil 1: Fiir festes z mit |z — z,| < R wéhlen wir p beliebig mit |z — z,| < o < R.
Nach der ersten dquivalenten Charakterisierung des Limes superior existiert ein Index
K € N, sodass

oLl L
M= o R
fir alle & > K gilt?, denn die rechte Seite ist nach Wahl von ¢ grofer als 1/R. Fiir
diese Indizes k ergibt sich

1/1 1 R+ 0

k k

—z) | =V —z]l<z(-+=5)o=—5 =4,
o (2 2)’ o] [z = 2] 2(@ R)Q 2R 1

k

wobei 0 < g < 1 nach Konstruktion sichergestellt ist. Mit dem Majorantenkriterium
fiir Reihen schliefsen wir

Z )ak(z—z*)‘g Zq:l_q<oo
k=K+1 k=K+1
und erhalten mit
> K i K+1
Z ’O‘k (2 - Z*>k’ = Z ‘O‘k (z - z*)k‘ + Z ’ak (2 — Z*)k‘ <Ckg+ ;‘J_ < 00
k=0 k=0 k=K+1

die gewiinschte absolute Konvergenz, wobei K die oben gewahlte, feste Zahl ist und
K k .
Ck = pplouw (2 — 2)"| < o0 gilt.
Teil 2: Im Fall von |z — z,| > R wéhlen wir p mit R < ¢ < |z — z,| und folgern aus
der ersten dquivalenten Charakterisierung des Limes superior, dass

o l(1L1
kQQR

3Wir haben hier eigentlich die Negation einer Teilaussage dies Theorems verwendet.

Michael Herrmann: Analysis 1 [D)eysa | Version vom 2. Oktober 2022



7.1. Definition und Hauptsatz 105

fiir unendlich viele Indizes k € Ny gilt, wobei die rechte Seite diesmal kleiner als 1/R
ist. Fiir diese Indizes gilt

k

1/1 1 R
Qg (z—z*)k‘ >3 (E—FE) 0= 229 > 1 und damit ’ozk (Z—Z*>k‘ > 1
und wir schliefen, dass die Folge (o (2 — z*)k)k cn, der Reihenglieder keine Nullfolge
ist. Also kann (siehe die Folgerung aus dem Cauchy-Kriterium) die Reihe zu p(z) nicht
konvergieren. O]

bR/,az* .

x x

Abbildung Links: Jede Potenzreihe p besitzt eine offene Konvergenzkreisscheibe (griin) um ihren
Entwicklungspunkt, auf der sie in jedem Punkt z absolut konvergiert. Auf dem Rand (blau) ist keine
allgemeine Aussage moglich, aber im Aufiengebiet (rot) divergiert die Reihe in jedem Punkt z, d.h.
p(2) ist nicht wohldefiniert. Rechts: Auf jeder kleineren Kreisscheibe konvergiert die Potenzreihe sogar
gleichméfig bzgl. z.

Bemerkungen

1. Im Fall von R = oo konvergiert p(z) fiir jedes z € C absolut. Das ist der denkbar
beste Fall. Fiir R = 0 konvergiert p(z) aber nur fiir z = z, und dies ist der
denkbar schlechteste Fall. Fiir 0 < R < oo gibt es jedoch eine nicht-entartete
Konvergenzkreisscheibe, namlich Bg(z,), die Kreisscheibe von Radius R um z,.
Siehe dazu auch das Bild.

2. Fir einen Punkt z mit |z — 2z, = R macht das Theorem keine Aussage und
wir brauchen in der Regel ausgefeiltere Methoden, um zu entscheiden, ob nun
Konvergenz oder Divergenz vorliegt. In der mathematischen Praxis stellt dies
kein wirkliches Problem dar, denn in aller Regel werden sowieso nur Punkte
z € C mit |z — z,| < R betrachtet.

3. Klarstellung: Fir k = 0 ist der Ausdruck </|ay| gar nicht definiert. Das ist aber
nicht schlimm, da uns in der Cauchy-Hadamard-Formel nur die grofen Werte von
k interessieren. Fiir k = 1 gibt es wegen +/|a;| = |ay]| kein Problem.

4. Mit denselben Methoden wie im Beweis des Theorems konnen wir im Fall von
R > 0 die folgende Restgliedabschitzung etablieren: Fiir jeden Radius o mit
0 < o < R existiert eine Konstante C,, sodass

> Heo 5 (E=2)'_ Glz=al™
Z ‘ak(z—z*) ‘_ 0 Z (T) _R"(R—\Z—Z*D

k=n+1 k=n+1

fiir alle n € Ny sowie jedes z € C mit |z — z,| < p gilt. Es folgt

1
OQQn+ n—00

B Z’O‘k(z_z*>k‘§Rn(R—@) -

ZGEQ (#+) k=n-+1

wobei B,(z,) = {# € C : |z —z| < o} die abgeschlossene Kreisscheibe mit
Radius p und Mittelpunkt z, ist. Wir werden spéter mit dieser Abschitzung
zeigen, dass die Potenzreihe p lokal gleichmdfig auf ihrer Konvergenzkreisscheibe
konvergiert.
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Lemma (niitzliches Resultat iiber Wurzel- und Quotiententerme) Sei
(k) ey, ine reelle Folge mit 7, > 0 fiir alle k& € Np. Dann gilt

lim inf 1 < liminf {/n; < limsup /7, < limsup Mk+1 7

wobei jeder Term auch den Wert +o0o annehmen darf. Insbesondere gilt die Implikation

. Mk+1 .
lim 4L — lim ¢/, =
Eoo M T — Koo VIIET T
aber die Umkehrung ist im Allgemeinen falsch.

Beweis Wir beginnen mit dem rechten Teil der Dreifachungleichung und bezeichnen
mit 7 den grokten Haufungspunkt der Folge (7p41/mk)ey. Da im Fall 7 = +oo ist
nichts zu zeigen, gelte von nun an 7 < oo. Wir fixieren ¢ > 0 beliebig und wéhlen
K € N, sodass

M§T+€ fur alle k> K

Nk

gilt. Durch vollstéandige Induktion kénnen wir nun zeigen, dass

k NK+1
(7 + )t

NK+1

me < (T+¢) (F+e)F T

und damit e < (T+e) ¢

fiir alle £ > K gilt. Da die rechte Seite der zweiten Abschitzung fiir £ — oo gegen
T + € konvergiert, folgt

limsup ¢/n, <T+¢€
k—o0
mit einem einfachen Teilfolgenargument. Da € > 0 beliebig klein gewéhlt werden kann,
erhalten wir schlieflich die gewiinschte Abschitzung. Der mittlere Teil der Dreifachun-
gleichung gilt per Definition und der linke Teil kann analog abgeleitet werden, wobei
der Sonderfall 7 = 0 trivial ist. Die behauptete Implikation ist eine direkte Konsequenz
der Dreifachungleichung. O]

Beispiel Mit n, = 1/k! gilt

Tk+1 k! 1 k—o0 k 1 k—o0
= = 7 O Y = ' 0
e (k41! k+1 ’ VI =\ &l ’

wobei das erste Konvergenzresultat fast trivial ist und in Kombination mit dem Lemma
das zweite impliziert.

Korollar (Quotienten- und Wurzelformel fiir den Konvergenzradius) Fiir
jede Potenzreihe gilt

1 o] . 1
— = lim ——— sowie — = lim /||,
R koo }ak‘ R k—oo

sofern der jeweilige Grenzwert existiert.
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Beweis Die Behauptungen ergeben sich sofort aus dem vorherigen Lemma sowie der
Cauchy-Hadamard-Formel aus dem Hauptsatz. O]

Beispiele

1. Die wichtigsten Beispiele sind die Exponentialreihe sowie die trigonometrischen
Reihen Sinus und Kosinus, die wir weiter unten einfithren werden.

2. Fiir einen festen Parameter A € C\ {0} betrachten wir die Koeffizienten , = \*.
Dann ist (ay (z — 2.)")ken, fiir jede Wahl von z € C eine geometrische Folge und
die bekannte Reihenformel

p(z) = 3 Nz - ) = 1_A(1Z_Z)
k=0 *

kénnen wir dann und nur dann verwenden, wenn |A| |z — 2| < 1 gilt. Mit dem
Beispiel zum Lemma liefert die Cauchy-Hadamard-Formel den Konvergenzradius
R =1/ via

1
= — lim /[ = Tim A = A
R k—o00

k—o0

und damit im Prinzip dasselbe Ergebnis, nédmlich absolute Konvergenz fiir
|z — z.] < 1/|\| und Divergenz fiir |z — 2z,| > 1/ |\|.*

3. Ist r # 0 ein weiterer Parameter, so ist der Konvergenzradius der Potenzreihe
oo
p(z) = Z kT AR 2
k=1

durch die Formel

1 (k4 1)7| A _ 1\’

R k—o0
gegeben, d.h. es gilt wieder R = 1/|\| fiir jede Wahl von r # 0.°

4. Mit

|1 fallsk=jlfireinjeN
“ =10 sonst

ergibt sich die Liickenreihe
p() = e = 2 = b 2 S AP
k=0 j=1

Die Folge (‘k/a’f)keNO = (07 1,1,0,0,0,1, 0,0, ) besitzt offensichtlich die
Héaufungspunkte 0 und 1, d.h. die Cauchy-Hadamard-Formel liefert R = 1 fiir den
Konvergenzradius. In diesem Beispiel diirfen aber weder die Quotienten- noch die
Wurzelformel aus dem Lemma verwendet werden, denn die jeweiligen Grenzwerte
existieren nicht.

“Der Hauptsatz macht keine Aussage im Fall von |z — z,| = 1/|\|, wohingegen die Rechnungen
mit geometrischen Partialsummen zeigen, dass dann Divergenz vorliegt.

SHier haben wir wieder ein Stetigkeitsresultat antizipiert, dass wir eigentlich erst spiter beweisen
werden, ndmlich limg_, (1 +1/k)" = 1. Im Moment kénnen wir die verwendete Grenzwertformel
strenggenommen nur fiir ganzzahlige r rigoros begriinden.
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Theorem (Identitdtssatz fiir Potenzreihen) Sei R > 0 und sei
P(z) =3 (2 = 2)"
k=1

eine weitere Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0. Auferdem sei (2,),,oy eine Folge
mit lim,,_,o 2, = 2, sowie

p(2n) = pn(z) und 0 < |z, — 2,| < min{R, R} fir alle neN.

Dann gilt oy, = dy fiir alle k¥ € N und damit R = R sowie p(z) = p(z) fiir jedes z € C
mit |z — z.| < R.

Bewets Wir nehmen an, die Behauptung ist falsch. Dann gibt es Indizes k£ € Ny mit
ay # a und wir bezeichnen den davon kleinsten mit k,. Damit gilt

p(z) =B(z) = (an, =) (= 2z)" + Y (an—a) (2= 2)"

wegen g = Qqg, ..., Qk,—1 = Q1. Die oben angegebene Restgliedabschitzung —
angewendet einmal fiir p und dann noch einmal fiir p, jeweils mit o = % min{ R, R} und
n =k, — liefert

[e.@] [e.e]
Z o (z — 2,)"| + Z ap (2 —2)" < Clz— 2"
k=k+1 k=k.+1
und damit
o0
Z (ap — ) (2 — 2)" < C |z — 2|
k=ku+1

fiir eine geeignete Konstante C'. Wir wahlen nun n, € N hinreichend grofs, sodass

|, — du,

0< n_*<
R Te,

gilt und erhalten mit der Dreiecksungleichung (in der Form |a + b| > |a| — |b|) die
Abschéatzung

[e.9]

_ . ke .
k=k,+1
> !ak* — Qe | |20, — 24 e _ Clzn, — 2« etl > %|ak* — Qg | |20, — 24 0.
Dies ist aber ein Widerspruch. O

Bemerkung Der Identitatssatz ist in der angegebenen Fassung sehr abstrakt und
wenig anschaulich. Er wird aber spéater eine wichtige Rolle spielen. Insbesondere
garantiert er, dass die Nullstellen einer Potenzreihe sich nicht haufen kénnen und dass
Potenzreihen mit unterschiedlichen Koeffizientenfolgen tatséchlich verschieden sind.
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7.2 Reihen exp, sin, cos

Definition-Theorem Durch
exp (2) == E:1+z+%22+%z3+iz4+...
k=0

wird eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R = oo definiert, die wir Exponentialreihe
nennen.

Beweis Die Aussage bzgl. R ergibt sich unmittelbar aus dem Hauptsatz und dem
Beispiel zum niitzlichen Resultat iiber Wurzel- und Quotiententerme. O

Abbildung Die Flachen- und Kontourplots fiir den Real- sowie den Imaginérteil der komplexen
Exponentialfunktion. Links bzw. rechts vom Separator ist die Funktion

(z,y) — Re(exp(z+1iy)) =exp(z) cos(y) bzw. (z,y)— Im(exp(z+iy))=exp(z) sin(y)

dargestellt, wobei wie hinter dem Gleichheitszeichen schon Formeln von unten benutzt haben.

Definition Die Ausdriicke
sin (2) := 11 (exp(—iz) —exp (+1iz))
bzw.

cos (z) := % (exp(—iz) +exp(+1iz))

werden Sinus bzw. Kosinus von z genannt.

Abbildung Der Sinus (oben) und der Kosinus (unten) im Komplexen. Es wird sich zeigen, dass diese
trigonometrischen Funktionen 27-periodisch bzgl. x sind, aber in y-Richtung beidseitig exponentiell
wachsen.
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Reihendarstellungen von Sinus und Kosinus Aufgrund der Rechenregeln fiir
konvergente Reihen ergibt sich

cos(2) = D5 ((-1) + (+1)) gy =132 = gt = 3 () o
sowie
N 1 k B 2 1,3 1,5 = Z2it1
sin(2) =3 _5i((-9)" - (H)) Fr=2 -5+ = D W gy
k=0 7=0 J

wobeil wir benutzt haben, dass die beiden Folgen

((—i)kz)keNO: (+1, =i, =1, +i, +1, =i, ...),

((+i)’“)keNO: (+1, +i, =1, —i, +1, +i, ...)

jeweils 4-periodisch sind. Insbesondere ist der Kosinus bzw. der Sinus eine Potenzreihe,
bei der alle Koeffzienten mit ungeradem bzw. geradem Index k verschwinden.

Bemerkung

1. Die Reihendarstellungen zeigen, dass fiir jedes x € R die Werte exp (z), cos (z)
und sin (z) jeweils reell sind. In diesem Sinne gibt es die reellen Funktionen

exp, sin, cos : R — R.

2. Es ist zunéchst nicht klar, dass die gerade definierten Funktionen wirklich die
aus der Schule bekannten Eigenschaften besitzen. Dies wird sich aber im weiteren
Verlauf der Vorlesung herausstellen.

3. Aus der Definition ergeben sich unmittelbar die Paritédtseigenschaften

sin (—z) = —sin (2), cos (—z) = cos (z)
fiir jedes z € C und analog fiir jedes z € R.
Theorem (Euler-Formel) Es gilt
exp (iz) =cos(z)+ 1 sin(z)
fiir alle z € C.

Beweis Wenn wir die Definitionen von cos(z) und sin(z) in die rechte Seite der
Formel einsetzen, heben sich die Beitridge von exp (—1i z) gegenseitig auf und es bleibt
nur exp (+1 z) stehen. O

Theorem (Funktionalgleichung von exp) Die Formel
exp (21 + 22) = exp (21) exp (22)
gilt fir alle zq, 29 € C.
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Bewets Das Cauchy-Produkt fiir absolute konvergente Reihen garantiert

exp (21) exp (22) ) (s i i A4 n
X X = — = = - ~ |
Piz1) exXpiz L J\ &) T ik — )

J=0

wobei

=) K glk— N2 TR\

gilt. Mit dem Binomischen Lehrsatz erhalten wir

und die Behauptung folgt nach Einsetzen der letzten Formel in die erste. O

Bemerkung

1. Die Funktionalgleichung legt die Exponentialfunktion bereits eindeutig bis auf
eine Normierungsbedingung fest. Dies wird zum Beispiel in [Koe, Kapitel 8]
gezeigt.

2. Als Spezialfall erhalten wir
exp (—z) exp (+z) =exp(0) =1

fiir jedes z € C, wobei beide Faktoren auf der linken Seite im Allgemeinen
nicht-reell sind. Insbesondere gilt exp (z) # 0 fiir alle z € C, d.h. die komplexe
Exponentialfunktion besitzt keine Nullstellen.

3. Die letzte Formel gilt natiirlich auch fiir alle i z. In Kombination mit der Euler-
Formel und den Paritdtseigenschaften erhalten wir deshalb

1 =exp(—iz)exp(+iz) = (cos(z)—1isin(z))(cos(z)+ 1 sin(z))
= cos® (2) + sin? (2)

fiir alle z € C, wobei cos? (z) eine Abkiirzung fiir (cos (z))? ist. Die wohlbekannte
Formel aus der Schule gilt also auch im Komplexen.

4. Fiir reelle Zahlen x > 0 ergibt sich exp (z) > 0, da jedes Glied der Reihe positiv
ist. Mit exp (—z) = 1/ exp (z) folgt auch exp (—z) > 0, d.h. in der entsprechenden
unendlichen Summe dominieren die positiven Terme die negativen Terme.

5. Wir konnen leicht mit vollstdndiger Induktion zeigen, dass die verallgemeinerte

Funktionalgleichung
exp(z1+ ...+ 2n) =exp(z1) - ... exp(zn)
fiir alle 2y, ..., 2z, € C gilt.
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Additionstheoreme Mittels der Euler-Formel und unter Verwendung der Paritéts-
eigenschaften kénnen die aus der Schule bekannten trigonometrischen Formeln sehr
elegant hergeleitet werden. Zum Beispiel gilt

cos (21 + 22) + 1 sin (21 + 22) = exp (+1 (21 + 22)) = exp (+1 21) exp (+1 22)
= (cos (z1) + 1 sin (Z1)) (COS (22) + 1 sin (Z2))
= (cos (21) cos (z9) — sin (z1) sin (22))

+ i (cos (21) sin (z2) + sin (21) cos (22))
cos (21 + 22) — i sin (21 + 22) = exp (=1 (21 + 22)) = exp (—i21) exp (—1 22)
= (COS (z1) — 1 sin (21)) (COS (22) — i sin (22))

(cos (z1) cos (2) — sin (z1) sin (22))

— 1 ((cos (z1) sin (z9) + sin (21) cos (22)) ,

und durch Addition bzw. Subtraktion beider Gleichungen erhalten wir

cos (21 + 22) = cos (21) cos (29) — sin (21) sin (22) ,

sin (z1 + 2z9) = cos (z1) sin (z2) + sin (z1) cos (z2)

nach kleineren Umformungen, da sich auf der linken und der rechten Seite die Terme
mit bzw. ohne den Vorfaktor i gegenseitig aufheben. Beachte, dass z; und 2z, beliebige
komplexe Zahlen sein kénnen.

hyperbolische Funktionen Oftmals werden auch der Sinus hyperbolicus

sinh (2) := % (exp (+2) — exp (—z)) = —isin (iz)

sowie der Kosinus hyperbolicus

cosh (z) := 1 (exp (+2) + exp (—2)) = cos (i 2)
verwendet.® Diese Definitionen implizieren analog zu oben die Formeln
cosh (—z) = cosh (2), sinh (—z) = —sinh (2),

aber diesmal gilt cosh? (z) — sinh? (z) = 1 sowie exp (2) = cosh (2) + sinh (2).

Ausblick: Rolle von 7 Wir haben die Kreiszahl immer noch nicht eingefiihrt,
werden sie aber im nachsten Kapitel indirekt durch die Bedingungen 0 < m < 4 und

coS (%) =0, sin (g) =1
definieren (siche dazu auch das Hilfsresultat weiter unten). Die Formel

exp(z+imZ) =exp(iZ)" exp(z) = (cos(Z) +1isin(Z))" exp(z) = (1)" exp (2)

5Die Bezeichnung hyperbolisch ist historisch entstanden und wird in der modernen Mathematik
als feststehender Begriff verwendet. Mit den hyperbolischen Funktionen kann man zwar in der Tat
Hyperbeln sehr gut beschreiben, aber das spielt heutzutage keine grofse Rolle mehr.
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ergibt sich dann fiir jedes m € Z und alle z € C unmittelbar aus der Euler-Formel
sowie der Funktionalgleichung. Als direkte Konsequenz erhalten wir

cos(z+1m)=—sin(z), cos(z+m)=—cos(z), cos(z+2m)=+sin(z)
bzw.
sin (z+ 47) =+cos(z), sin(z+m)=—sin(z), sin(z+37)=—cos(z),

sowie die bekannten Periodizitatsgesetze

cos (z +2m) = cos (2), sin (z +27) =sin (2),

die auch im Komplexen gelten. Beachte aber, dass das Exponential keine reelle, sondern
die imaginére Periode 27 i besitzt, denn es gilt exp (z + 27 1) = exp (2).

-~

|

Abbildung Die Funktion sin (gelb), cos (griin), sinh (blau), cosh (rot) und exp (lila) im Reellen.

7.3 Eigenschaften der komplexen Exponentialreihe

Lemma (Restgliedabschitzung der Exponentialreihe) Es gilt

fir jedes n € N und jedes z € C mit |z| < 1.

Beweis Die Behauptung ergibt sich aus der Abschétzung

n Zk o0 Zk 0 |Z|k |Z|n+1 |Z|n+2 |Z|n+3
exp(2) = ) | = ZTSZ T | ! |
— k! R B P (n+1)! (n+2)!  (n+3)
n 2
I ey OO I = G
(n+1)! n+2) (n+2)(n+3)
2" 1+1+1—|—1+
~ (n+1)! 2 4 8 )7
denn die geometrische Reihe auf der rechten Seite summiert sich zu 2. O]

Lemma (wichtige Grenzwertformeln) Fiir jede komplexe Folge (z,),oy mit

lim,, .o 2, = 0 gilt
lim &P (zn) — 1 _1 lim sin (zy,) _1 lim 1-— COQS (zn)

_ 1
=3,

wobei z, # 0 fiir alle n € N vorausgesetzt sei.
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Beweis Die Restglieddarstellung aus dem letzten Lemma impliziert
jexp () — 1 — 2| < |2
fir alle z mit 0 < |z] < 1. Weil lim,,_, |2,| — 0 nach Voraussetzung gilt, erhalten wir

exp(zn) — 1 — 2zp
|exp (zn) |
|2nl

exp (zn) — 1
Zn

< |2

_1‘<

fiir fast alle n € N und dies impliziert die Behauptung mit n — oo. Die beiden anderen
Formeln kénnen mit analogen Argumenten aus der Definition von sin (z) und cos (2)
sowie den Restgliedabschatzungen

|exp (£iz) — (£1 z)| <|z?, lexp (£i2) — (£iz) — $(£i z)2‘ <3 Elk

hergeleitet werden. O]

Lemma (Fundamentallemma) Es gilt

lim (1 + Z—”) = exp ( lim zn>
n—o00 n n—o0o

7

fiir jede konvergente Folge (2y,),,cx-

Beweis Weil (2,),.y als konvergente Folge auch beschrénkt ist, existiert C' > 0,
sodass |z,| < C fir alle n € N und damit auch || < C gilt, wobei ¢ := lim, o0 2.
Wir fixieren ¢ > 0 beliebig. Da exp (C) = Y -, C*/k! eine absolut konvergente reelle
Reihe ist, konnen wir K, € N so wahlen, dass der Reihenrest die Abschétzung

e k

$ .
TN

k=K.+1

erfiillt. Wir betrachten nur noch Indizes n > K, und schreiben
(1+%">”—exp(g) — D+ E,+ F,

mit

0 Ck
Fn = Z E s

k=K.+1

i< n\ zF ¢k & n\ 2%
o= (i) B X ()

wobei wir den binomischen Lehrsatz angewendet und die Definition der Exponential-
reihe eingesetzt haben. Den dritten Fehlerterm konnen wir durch

S PR
‘Fn‘ < Z Il < Z il < %8
k=K.+1 k=K.+1

kontrollieren, und weil

(Z>%:n(n—1)-.k.!.n-k(n—k‘+1):%(1_%)(1_%>..”'<1_k;1> <L

"Im Spezialfall z, = 1 (konstante Folge) kann der Beweis deutlich vereinfacht werden. Siche dazu
die entsprechende *x-Hausaufgabe.
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gilt, erhalten wir mit

mls 3 (1) 2 s Y e

k=Ki+1

eine analoge Schranke fiir den zweiten Fehlerterm. Da

n 1 n—00 1 . Zﬁ n—r00 Ck
(k)ﬁ — i und damit 0 _— =

fir jedes k € {1, ..., K.} erfiillt ist, gilt auch
D, =5 0.
Insbesondere existiert ein N, € N mit

!Dn‘ < %5 fur alle n > N,

und insgesamt erhalten wir
‘(1—!—2—") —exp(()‘ < %E—I—%é“-l- %8 =¢ firalle n > max{K,, N.}.
n
Da € > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. m

Korollar (Exponentialreihe und Eulersche Zahl) Es gilt

ml mo ml _ mo
exp (+ ) — e+m1/m2 = +etm ’ exp (_ ) —e mi/ma _ e~

meo ma
fiir alle my, my € N, wobei e = lim,, ,o, (1 + 1/n)" die Eulersche Zahl ist.
Bewets Wenn wir im Fundamentallemma z,, = 1 fiir alle n € N wéhlen, erhalten wir

e = exp (1) und damit die erste Behauptung im Spezialfall m; = my = 1. Fiir jedes
feste my; € N impliziert die verallgemeinerte Funktionalgleichung

e™ =exp(l)-...-exp(l) =exp(my-1)=exp(my),

/

~
m1 Faktoren

d.h. die erste Behauptung gilt fiir alle m; mit my = 1. Analog ergibt sich

my\"? m m m
exp (_1) = exp <—1> ...t exp (—1> = €xp (m2 : —1> = exp (my)

~
mo Faktoren

fiir jede Wahl von my, ms € N, und wir schlieffen, dass die positive Zahl exp (my/ms)
die eindeutige my-te Wurzel der positiven Zahl exp (m;) = e™ ist.® Die zweite
Behauptung ergibt sich schliefslich aus

exp (—@> exp (+@> =1,
ma mao

d.h. es gilt exp (—my/my) = 1/eTm/m2, O

8Wir hatten uns schon oben iiberlegt, dass exp () > 0 fiir alle x € R gilt.
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Bemerkung Aufgrund des Lemmas schreiben wir auch

z

e” statt exp(z)
fiir alle z € C. Insbesondere gilt
e"Y = exp (z + iy) = exp (z)( cos (y) + isin (y))

und wir haben damit nebenbei Potenzen der reellen Zahl e mit komplexem Exzponenten
z € C eingefiihrt. Wir werden spéter mit einem &dhnlichen Trick Potenzen der Bauart
B*HY fiir jedes reelle 8 > 0 definieren.

Achtung Potenzen mit komplexer Basis, also Terme wie
VI, @Yt @y

sind ungleich kritischer und wir kénnen die zugrunde liegenden Mehrdeutigkeiten noch
nicht diskutieren. In dieser Vorlesung verwenden wir fiir eine allgemeine komplexe Zahl
z # 0 nur ihre ganzzahligen Potenzen

-2 1 —1_1 0_1
L, 2it=—, 2z =2, =1, M=z, 2M=z-z, ...,
2z z

die aufgrund der Korperstruktur von C wohldefiniert sind.
Lemma (Hilfsresultat fiir die Definition der Kreiszahl) Es gilt
cos (z1) > cos (z2) firalle 0<mz <mxy<2 mit cos (0) > 0 > cos (2)

sowie sin (z) > 0 fiir alle 0 < x < 2.

Beweis In diesem Beweis gilt stets 0 < z < 2. Die Reihenentwicklung des Sinus kann
auch als

. o - ‘ p2k-1
sin (z) = Z (=1)" "y mit N 1= 2r=1)
k=1 '

geschrieben werden, wobei die positiven Hilfskoeffizienten der Monotoniebedingung

_ 1\ p2k+1 2 2

O<nk+1:(2k Dz _ x o

Tk (2k+ 1)la2k=1  2kE(2k+1) — 4

geniigen. Das entspricht gerade der Voraussetzung im Leibniz-Kriterium und wie in
dessen Beweis konnen wir

<1

m —ne <sin(z) < bzw. v —12° <sin(z) <z

zeigen. Hieraus folgt

sin(1) >1—¢=2, sin(x)>(1—-3)z=3z>0 fir z+#0,

wobei wir 2° < 42 benutzt haben. Fiir reelle Zahlen z;, zo mit 0 < 27 < 29 < 2
gehort sowohl 3(zy — ) als auch (z2 4+ 21) zum Intervall (0, 2] und in Kombination

mit dem Additionstheorem (Ubungsaufgabe)
cos (1) — cos (z) = 2 sin (3(z2 — 1)) sin (5(z2 + 1))

erhalten wir die erste Behauptung iiber den Kosinus. Aus dem Additionstheorem folgt
weiterhin

COS<2):1_25m2(1)§1_2§_2:—1—78<O,

wobei wir cos (0) = 1 benutzt haben. O
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Ausblick: Definition von 7 Wir haben gerade gezeigt, dass der reelle Kosinus auf
dem Intervall [0, 2] strikt monoton fallend ist und einen positiven bzw. negativen Wert
am linken bzw. am rechten Randpunkt annimmt. Wir werden im néchsten Kapitel
beweisen, dass der reelle Kosinus stetig ist und der Zwischenwertsatz wird zusammen
mit der Monotonie sicherstellen, dass es genau eine Nullstelle im Intervall [0, 2] gibt.
Das Doppelte dieser Nullstellen nennen wir 7, so dass cos (%) = ( per Definition gilt.”
Dies impliziert sin® (%) = 1 — cos? (%) = 1 und schlielich sin (%) =1 = 1 wegen
sin (%) > 0.

9Diese indirekte Definition impliziert m = 3.141592653589793 ..., d.h. 7 ist wirklich die aus der
Schule bekannte Kreiszahl. Geeignete Formeln fiir die numerische Berechnung der Ziffernfolge werden
zum Beispiel in [Koe, Abschnitt 8.11] diskutiert.
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Kapitel 8

Stetigkeit

Vorlesungswoche 08

8.1 Definition und Beispiele

Vorbemerkung Wir betrachten in diesem Kapitel Funktionen f : D — R, wobei
D C R der Definitionsbereich ist. Die Menge f(D) =: {f(z) : x € D} C R wird der
Wertebereich oder der Bildbereich genannt.'

Definition Die Funktion f : D — R heiftt stetig im Punkt z, € D, sofern fiir jedes
e > 0 ein § > 0 existiert, sodass die Implikation

<é€

<d = |flx)— flz)

‘x—x*

fiir alle x € D erfillt ist.

Bemerkungen

1. Die geometrische Bedeutung dieser Definition ist im Bild illustriert. Beachte, dass
0 von z, und £ abhéngen darf bzw. im Allgemeinen wird.

2. In der Schule lehrt man meist:

FEine Funktion ist genau dann stetig, wenn thr Graph ohne Absetzen
des Stiftes gezeichnet werden kann.

Fiir den Hausgebrauch ist das eine passable Beschreibung, aber mit ihr konnen
wir weder Beweise fithren noch geeignete Verallgemeinerungen identifizieren.
Auferdem gibt es auch Funktionen, bei denen jede Anschauung versagt.

3. Stetigkeit ist per Definition zunédchst eine punktweise Eigenschaft, die in einigen
Punkten des Definitionsbereiches erfiillt, in anderen aber verletzt sein kann. Siehe
dazu auch die Beispiele unten.

4. Wenn f in jedem Punkt z, € D einer Menge D C D stetig ist, so nennen wir f
stetig auf D. Im Fall von D = D sagen wir einfach, f ist stetig.

'Manche Autoren schreiben f[D] statt f(D), da hier das Argument von f keine Zahl, sondern eine
Menge von Zahlen ist.

119



120 8. Stetigkeit

5. Die Definition ist in vielen Féllen unhandlich bzw. nur schwer zu tiberpriifen. Wir
werden aber alternative Stetigkeitskriterien ableiten, mit denen wir in der Praxis
besser arbeiten konnen.

6. Ist f nicht stetig in x,, so nennen wir xz, eine Unstetigkeitsstelle (oder -punkt)
von f. Dabei kann es sich um eine Sprungstelle (siehe weiter unten) oder um
etwas anderes handeln.

T

Abbildung Schematische Darstellung von Stetigkeit im Punkt z,: Zu jedem horizontalen Schlauch
der Dicke 2¢ existiert ein entsprechender vertikaler Schlauch der Dicke 246, sodass fiir jedes x im
vertikalen Schlauch der Funktionswert f(x) im horizontalen Schlauch liegt. In jedem der drei Bilder
ist immer die optimale Wahl von ¢ dargestellt (siehe die farbigen Punkte), aber jeder kleinere Wert
von § wére auch zuléssig.

Abbildung Schematische Darstellung einer Unstetigkeitsstelle x,: Fiir mindestens einen Wert von
€ > 0 gibt es kein entsprechendes § > 0. Insbesondere gibt es fiir jeden noch so kleinen vertikalen
Schlauch immer ein = € R, so dass f(z) nicht im horizontalen Schlauch liegt (siche die lila Punkte).

Bezispiele

1. Das Polynom f(x) = 22 ist auf D = R definiert und in jedem Punkt z, € R
stetig.

Beweis: Es gilt
|f(2) = fla)

und fiir jedes € > 0 kdnnen wir zum Beispiel

0 :=min< 1, _
1+ 2|z,

setzen, obwohl das nicht unbedingt die optimale Wahl ist. In der Tat, fiir alle
x € Rmit |z — 2, < 9§ gilt dann |z — x| + 2|z, < § + 2|z.| < 14 2]z,| und
damit auch | f(z) — f(z.)] < (1+2|2.])d <e.

=z +a ]|z — 2| < (o — 2]+ 2 |2.]) |z — z.]

2. Die Signumsfunktion

—1 falls x < 0
sgn(z) =4 0 falls x = 0
+1 falls x > 0
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ist in jedem Punkt x, # 0 stetig, aber im Punkt x, = 0 unstetig.

Beweis: Fiir jedes x, # 0 und jedes ¢ > 0 kénnen wir § = |x,| wihlen,

denn fiir jedes x mit |r —z,] < J gilt dann sgn(z) = sgn(x,) und damit

|sgn(z) — sgn(z,)| =0 <e. O
3. Die durch

) = { cos(l/z) firaz >0

0 sonst

definierte Funktion f : R — R ist in jedem Punkt x, # 0 stetig, aber in x, = 0
unstetig.

Beweis: Die Stetigkeitsaussage folgt aus den unten diskutierten Rechenregeln.
Um die Unstetigkeit in 2, = 0 nachzuweisen, betrachten wir die Folge? (2,),cxy
mit x, = 1/(27n) und bemerken, dass x,, — 0 fir n — oo sowie f(z,) =1
fiir alle n € N gilt. Insbesondere gibt es fiir ¢ = % kein entsprechendes §, denn
fiir jedes 0 > 0 finden wir immer einen Index n € N, sodass fiir x = x,, zwar
|z — x| < 6, aber gleichzeitig auch |f(z) — f(x.)| =1 > ¢ erfiillt ist. O

Graph des zweiten Beispiels Graph des dritten Beispiels

0.0r ’

-1.0 -1.0
-1.0 0.0 +1.0 0.0 +0.1

Abbildung Die Graphen der letzten beiden Beispiele. Beachte, dass die hohen Oszillationen im
rechten Bild wegen der positiven Pinseldicke nur unvollstindig dargestellt werden kénnen.

ein wildes Beispiel Die Funktion f : [0, 1] — R mit

1/m  falls x = k/m fir teilerfremde Zahlen k, m € N
f(@) = 0 sonst

besitzt sehr merkwiirdige Eigenschaften. Sie ist?

1. in jedem irrationalen Punkt aus [0, 1] stetig, aber

2. in jedem rationalen Punkt aus [0, 1] unstetig.
Insbesondere liegen sowohl Stetigkeitspunkte als auch die Unstetigkeitspunkte dicht im
Definionsbereich [0, 1].

Definition FEine Funktion f : D — R heifft Holder-stetig, wenn es zwei Konstanten
L > 0 und v > 0 gibt, sodass

| f(w2) — f(21)| < L|zg — 1]

fiir alle 1,29 € D gilt. Im Fall von v = 1 sprechen wir auch von Lipschitz-Stetigkeit.

2Wir antizipieren hier die Existenz und die Eigenschaften von 7.

3Diese Funktion kann nicht visualisiert werden, denn ihr Graph ist keine Kurve, sondern nur eine
staubartige Punktwolke. Es ist allerdings gar nicht so schwierig, ihre Stetigkeitseigenschaften rigoros
zu beweisen. Die wesentliche Beobachtung ist, dass k,, /m,, fiir n — oo nur dann gegen eine irrationale
Zahl x konvergieren kann, wenn m,, mit n — oo auch gegen oo strebt.

Michael Herrmann: Analysis 1 [D)eysa | Version vom 2. Oktober 2022



122 8. Stetigkeit

Bezispiele

1. Die Betragsfunktion f(z) = |z| ist Lipschitz-stetig mit L = 1, denn nach Drei-
ecksungleichung gilt ||za| — |21|| < |za — a4] -

2. Die reelle Quadratwurzelfunktion f(x) = /x ist auf D = [0, co) definiert und
Holder-stetig mit L = 1 und Exponent v = 1/2.

Beweis: Wir betrachten 0 < z; < xp sowie y; := /T1, y2 1= \/T2. Wegen y; <
rechnen wir leicht nach, dass (y, — y1)2 < y2 — y? gilt, und nach Wurzelziehen
auf beiden Seiten erhalten wir mit 0 < /zy — /21 < /2 — 27 die gesuchte
Ungleichung. |

Verallgemeinerung: Die m-te Wurzelfunktion ist Holder-stetig mit v = 1/m.

Bemerkungen
1. Jede Holder-stetige Funktion ist in jedem Punkt x, € D stetig, denn wenn wir in

der Definition von Stetigkeit § = (¢/L)"" wiihlen, so impliziert |z — z,| < & die
Abschéatzung

1f(@)— f(z)| < L|t—a)' <Lé" =c¢.

Insbesondere héngt dieses § zwar von €, aber nicht von x, ab, und deshalb sagt
man auch, Holder-stetige Funktionen sind gleichméfig stetig.

2. Wir werden weiter unten sehen, dass man die Lipschitz-Stetigkeit sehr gut mithilfe
der ersten Ableitungen untersuchen bzw. charakterisieren kann.

3. Fir v > 1 ist jede Holder-stetige Funktion, die auf einem Intervall definiert ist,
automatisch konstant (Ubungsaufgabe).

8.2 Stetigkeit und Konvergenz
Konvergenz bei Funktionen Wir schreiben im Folgenden

flo) 2y, oder Y« = lim f(z),

T—Tx

falls die Konvergenzaussage

fiir jede Folge (z,,),,cy erfiillt ist, fiir die

t, €D und =z, #x, firalle neN sowie r, — g,

gilt. Dabei muss nicht z, € D gelten und die Fille z, = +00 und/oder y, = +o0o sind
durch das Konzept der uneigentlichen Folgenkonvergenz mit abgedeckt.

Beispiel: Es gilt lim,_,o 2™ = 0 sowie lim,_,; /2 = 1 fur alle m € N.
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Theorem (erste dquivalente Charakterisierung von Stetigkeit) Die beiden
Aussagen

1. f ist stetig in z,
2. f(ay) = limgse, f(2)

sind fiir jedes x, € D &quivalent.

Beweis Hinrichtung: Sei (), €ine beliebige Folge aus D mit lim,,_,o ¥, = , und
sei £ > 0 beliebig fixiert. Wir wéhlen ¢ wie in der Definition von Stetigkeit sowie N € N,
sodass |z, — x,| < 0 fiir alle n > N. Fiir diese Indizes gilt nun |f(x,) — f(z.)| < €
nach Wahl von 4, und weil € beliebig war, folgt lim,, . f(x,) = f(z.). Da dies fiir alle
zuléssigen Folgen gilt, ergibt sich die Behauptung.

Riickrichtung: Wir beginnen mit der Antithese, d.h. wir nehmen an, dass f nicht
stetig in x, ist. Dann gibt es mindestens ein € > 0, fiir dass wir kein entsprechendes
0 in der obigen Definition finden, und wir fixieren nun ein solches €. Fiir jedes n € N
existiert ein x,, € D mit

< 1 und |f($n) — f(z.)

n

‘xn — Ty Z €,
denn andernfalls wére 1/n ein mdéglicher Wert fiir 6. Die entstehende Folge (x,,),,cn
erfilllt x, = lim,,_,o, x, sowie x, € D\ {x,} fiir alle n € N, aber f(z,) konvergiert fiir
n — oo eben nicht gegen f(x.). Dies ist aber ein Widerspruch zu f(z,) = lim,_,,, f(z)

und die Antithese muss falsch gewesen sein. O

Bemerkungen

1. Die zweite Bedingung im Theorem wird auch Konvergenzkriterium der Stetigkeit
genannt.

2. Das Theorem zeigt: Die Funktion f : D — R ist genau dann stetig, wenn die
Implikation
n—oo n— oo
Ty T — flan)  —— flz)
erfiillt ist (wobei immer z, € D sowie z,, € D fiir alle n € N vorausgesetzt ist,
da andernfalls die rechte Seite keinen Sinn hat). Insbesondere bildet eine stetige
Funktion f jede konvergente Folge (), .y auf eine andere konvergente Folge ab,

namlich auf (f(z,))

neN’

Rechenoperationen fiir Funktionen Sind f: D — Rund g : D — R beide auf
der derselben Menge D definiert, so konnen durch

(f +9)(@) = f(z) +g(z)  bzw.  (fg)(z) = f(2)g()

in sinnvoller Weise die Summe bzw. das Produkt f +¢: D — Rund fg: D — R
definiert werden. Analog verwenden wir die Schreibweisen

M) @) =X flx), =)= (f=)", (§>(1’) = ;8

wobei A bzw. m eine beliebige reelle bzw. natiirliche Zahl ist und wir bei der Definition
von f/g: D — R immer stillschweigen voraussetzen, dass g(z) # 0 fiir alle € D gilt.
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Achtung Das Symbol f~! besitzt in der Mathematik verschiedene Bedeutungen: Es
kann zum Beispiel die Umkehrfunktion von f bezeichnen oder alternativ die Funktion
x +— 1/f(x). Was genau gemeint ist, ergibt sich in aller Regel aus dem Kontext oder
muss im Zweifelsfall explizit klargestellt werden. Auch f? kann sich (wie in dieser

Vorlesung) auf = — (f(:v))2 oder auf z — f(f(z)) = (f o f)(x) beziehen.

Theorem (Stetigkeit und Rechenoperationen) Sind f und g stetig in z,, so
gilt:

1. A f+ pg ist fir je zwei Zahlen A\, i € R stetig in z,,
2. f g ist stetig in z,,
3. f/g ist stetig in x,,

wobei die eben eingefiihrten Notationen gelten.

Beweis Alle Behauptungen folgen aus der ersten dquivalenten Charakterisierung von
Stetigkeit sowie den Rechenregeln fiir konvergente Folgen. O

Folgerung

1. Jedes reelle Polynom vom Grad k, d.h. jede Funktion der Bauart?

f@)=p@)=Aa" + N1 2"+ Aa 4 A
mit reellen Koeffizienten Ag, ..., Ay ist in jedem Punkt z, € D = R stetig.

2. Jede rationale Funktion

Cople)  MaF Nl e+ A
q() fm T™ A fh 1 T A @ o

ist in jedem Punkt ihres Definitionsbereiches stetig, wobei dieser in natiirlicher
Weise durch D = {z € R : g(x) # 0} gegeben ist.
Bezispiele
1. Fir jedes m € Nist f: R — R mit f(z) = 2™ stetig.

2. Die Formel f(z) = 1/2™ beschreibt eine Funktion, die in jedem Punkt x # 0
definiert und stetig ist.

3. Die Funktionen

2 —3 294925 —222+5
d —
2+ 1 R fa(x) 22 —3x+2

fi(z) =

sind stetig, wobei D; = R und Dy = R\ {1, 2} die jeweiligen Definitionsbereiche
sind.

4Meist fordert man zusitzlich Ay # 0, da es sich andernfalls um ein Polynom kleineren Grades
handelt.
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Lemma (Stetigkeit der exponentiellen und trigonometrischen Funktionen)
Jede der drei Funktionen exp, sin, cos : R — R ist stetig.

Beweis Fiir jede konvergente Folge (x,,),, oy mit z, = lim,_,o x, gilt

exp (xn - x*) - 1 n—o00
Tp — Ty

exp (z,) — exp (z,) = exp (z,) - (2, — ) - 0,
wobei wir die Funktionalgleichung der Exponentialreihe sowie die wichtige Grenzwert-
formel aus dem letzten Kapitel benutzt haben. Mit Additionstheoremen, der Abkiirzung
&n := 3(2,, — 2,) und der Formel § (z, + ) = 2, + &, erhalten wir

|sin (z,,) — sin (z.)] = [2cos (z. + &) sin (&,)] < 2[&,] Smg(gn) 0
sowie
. . sin (§n) n—00
|cos () — cos (z,)| = |2sin (2. + &) sin (&,)] < 2[&,] : > 0
wobei wir neben der Grenzwertformel fiir den Sinus benutzt haben, dass [sin (z)] < 1
und |cos (z)| < 1 fiir alle z € R gilt.” O

Bemerkung Wir werden weiter unten zeigen, dass alle durch Potenzreihen definierte
Funktionen stetig sind. Wir werden spéter auch sehen, dass die reellen Versionen des
Sinus und des Kosinus (aber nicht der Exponentialfunktion) Lipschitz-stetig sind.

Theorem (Stetigkeit und Komposition) Ist f: D — E C R stetig in x, € D
und ist g : E — R stetig in y, = f(x,), so ist auch die Funktion go f : D — R mit
(9o f)(z) =g(f(z)) stetig in ..

Beweis Sei (v,),.y eine beliebige Folge in D mit z, = lim, . 2, und seien die
reellen Folgen (i), oy und (zp), oy definiert durch y, = f(x,) und z, = g(y,). Die
Stetigkeit von f in x, impliziert y, = lim, .oy, und die Stetigkeit von ¢ in y,
garantiert anschliefend z, = lim,,_,, 2,, wobei z, = ¢g(y.). Da aber nach Konstruktion
2y = (go f)(xn) sowie z, = (gof) (z,) gilt, folgt die Behauptung aus der ersten
aquivalenten Charakterisierung von Stetigkeit. m

Merkregel Entsteht f durch Komposition und elementare Rechenoperationen aus
anderen stetigen Funktionen, so ist f stetig auf ihrem Definitionsbereich.
Bezispiele

1. Die Formeln

sin ()
exp (cos (z) + 1)

fi(z) = (m2 + 1)3 , fo(z) = sin® (a:3 + x) , fs(z) =

beschreiben jeweils eine stetige Funktion f; : R — R.

5Diese Abschiitzungen kennen Sie aus der Schule. Sie gelten auch bei uns und kénnen zum Beispiel
aus cos? (x) + sin? (z) = 1 abgelesen werden.
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2. Durch

fa(x) = sin <1) L fela) =22 (x+1)—2

x sin ()

wird auch jeweils eine stetige Funktion f; : D; — R definiert, aber diese sind
nicht auf ganz R, sondern nur auf Dy = R\ {0} bzw. D5 = {x € R :sin(z) # 0}
definiert.

3. Die Funktion f; : R — R mit fr(z) = |2? + 1] besitzt viele Unstetigkeitsstellen.
Dies ist kein Widerspruch zur Merkregel, denn die Gauf-Klammer beschreibt
keine stetige Operation.

8.3 weiterfithrende Betrachtungen*

topologische Grundbegriffe

Erinnerung Die offene bzw. abgeschlossene Kugel vom Radius d, um den Mittel-
punkt z, ist durch

Bs, () := {x ER: jz—uz< 5*} bzw. B;. (x,) = {x ER: |z —xz,| < 5*}

gegeben, wobei es sich natiirlich um das offene Intervall (x, — J,, z, + 0.) bzw. das
abgeschlossene Intervall [z, — 0, z. + 0.] handelt.’

Definition Wir nennen eine Teilmenge U C R
1. offen, wenn es zu jedem x € U ein 0 > 0 gibt, sodass Bs(x) ganz in U liegt,

2. abgeschlossen, falls die Komplementmenge R \ U offen ist.

Bezispiele

1. Jede offene Kugel Bg, () ist offen.
Beweis: Fiir festes x mit |x — x| < d, setzen wir 6 = §, — | — x| > 0. Fiir jedes
Z mit |7 — x| < 6 gilt dann |7 — z,| < |T — 2| + |z — x| < d« nach der Dreiecks-
ungleichung. Damit haben wir gezeigt, dass Bs(z) ganz in Bs, () liegt. O

2. Jede abgeschlossene Kugel Bs, () ist abgeschlossen.

Beweis: Fiir festes z mit |z — x.[ > d. setzen wir diesmal § = |z — z.[ — 6, > 0
und bemerken, dass Bs(x) ganz in R\ B;, (z.) gilt. In der Tat, fiir jedes ¥ € Bs(w)
gilt |Z — x| > |x —x.| — |2 — x| > |z — 2| — 6 = 6, und damit & ¢ By, (z.). O

Operationen mit offenen und abgeschlossenen Mengen

1. Jede Vereinigung offener Mengen ist offen. Dies gilt sogar fiir Vereinigungen von
unendlich vielen Mengen und impliziert, dass der Durchschnitt von beliebig vielen
abgeschlossenen Mengen immer abgeschlossen ist (Ubungsaufgabe).

SWir reden in diesem Abschnitt trotzdem von Kugeln, da dann alle Beispiele und Beweise leichter
verallgemeinert werden konnen.
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2. Der Durchschnitt endlich vieler offener Menge ist oﬁen._ und die Vereinigung
endlich vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen (Ubungsaufgabe).

3. Es gilt ),y Bi+1/2(0) = B1(0), d.h. der Durchschnitt unendlich vieler offener
Mengen kann abgeschlossen sein. Analog zeigt |, .y Bi-1/a(0) = B1(0), dass die
Vereinigung unendlich vieler abgeschlossener Mengen nicht abgeschlossen sein
muss.

Bemerkungen

1. Die Konzepte offene bzw. abgeschlossene Mengen haben sich als ausgesprochen
machtig erwiesen und geeignete Verallgemeinerungen werden in sehr vielen
Kontexten benutzt. Es gibt mit der Topologie sogar einen ganzen Zweig der
modernen Mathematik, der auf dieser Sichtweise aufgebaut ist und sehr tiefe
Einsichten iiber die innere Struktur realer oder gedachter Welten gewonnen hat.

2. Viele Mengen sind weder offen noch abgeschlossen, zum Beispiel das halboffene
Intervall (0, 1].

3. Es gibt genau zwei Teilmengen von R, die sowohl offen als auch abgeschlossen
sind, namlich die leere Menge () sowie R selbst. Das es keine weiteren Mengen
mit dieser Eigenschaft gibt, ist allerdings nicht ganz so einfach zu sehen.

Theorem (zweite &Aquivalente Charakterisierung von Stetigkeit) Eine
Funktion f : R — R ist genau dann stetig, wenn fiir jede offene Menge V' C R das
entsprechende Urbild f~1(V) := {z € R : f(x) € V} auch offen ist.

Beweis Hinrichtung: Sei f stetig und sei V' C R offen. Fiir festes x, € U = f~}(V)
gilt y. = f(z.) € V und weil V offen ist, existiert ein € > 0 mit B.(y.) C V. Zu diesem ¢
wihlen wir schliefslich 6 > 0 wie in der Definition von Stetigkeit. Fiir jedes x € Bs(x.)
gilt |xr —z,] < ¢ und damit |f(:v) — f(z.)| < &, wobei dies auch als f(x) € B.(y.)
geschrieben werden kann und f(z) € V impliziert. Insbesondere haben wir gezeigt, dass
jeder Punkt in Bs(z,) von f in die Menge V' abgebildet wird, d.h es gilt Bs(z,) C U.
Da z, ein beliebiger Punkt in U war, ist U offen.

Riickrichtung: Wir setzen voraus, dass das Urbild jeder offenen Menge offen ist
und fixieren z, € R sowie ¢ > 0 beliebig. Die Menge V' = B.(f(x.)) ist offen und
ihre Urbildmenge U = f~!(V) ist nach Voraussetzung ebenfalls offen. Da sie aukerdem
den Punkt z, enthilt, existiert ein § > 0, sodass Bs(z,) ganz in U liegt. Mit diesem §
kénnen wir nun die Stetigkeitsdefinition verifizieren. In der Tat, jedes z mit |z — 2| <
gehort zu Bs(z,) und damit zu U, d.h. f(x) ist Element von V, was aber gerade
|f(z) = f(z.)| < € meint. O

Bemerkungen

1. Die zweite Bedingung im Theorem wird auch Urbildkriterium der Stetigkeit
genannt und kann alternativ auch wie folgt formuliert werden: Das Urbild jeder
abgeschlossenen Menge ist abgeschlossen.”

"Diese Variante ergibt sich aus der Formel f~1 (]R \ V) =R\ f~1(V), d.h. aus der Tatsache, dass
das Urbild der Komplementmenge die Komplementmenge des Urbildes ist.
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2. Wir haben nicht vorausgesetzt, dass f invertierbar ist. Insbesondere ist die Urbild-
menge (V) fiir jedes V C R immer wohldefiniert.®

3. Wir haben im Theorem der Einfachheit halber nur stetige Funktionen betrachtet,
die auf ganz R definiert sind. Man kann ein analoges Theorem auch fiir andere
Definitionsbereiche D beweisen, muss dann aber die sogenannte Relativtopologie
auf D betrachten.

4. Eine direkte Konsequenz des Theorems ist, dass fiir jede stetige Funktion f :
R — R durch

U:= {x eER : f(z) <y} bzw. U= {x eER : f(z) > y.}

immer eine offene Teilmenge von R definiert wird, denn es handelt sich ja um das
Urbild der offenen Menge (—o0, y.) bzw. (y., +00). Die Formeln

U::{xGR:f(x)Sy*}, U::{xER:f(m)Zy*}

und U := {:U € R : f(z) = y.} liefern jedoch immer eine abgeschlossene Menge.

Lemma (4quivalente Charakterisierung abgeschlossener Mengen) Eine
Menge U C R ist genau dann abgeschlossen, wenn fiir jede Folge (z,), .y in U die
Menge ihrer (eigentlichen) Hiufungspunkte ganz in U liegt.”

Beweis Hinrichtung: Sei U abgeschlossen und sei (z,,),.y eine beliebige Folge in U.
Wir nehmen als Antithese aufserdem an, dass es einen Haufungspunkt & gibt, der nicht
zu U gehort. Dann existiert eine Indexfolge (1), oy mit € = limy_,o 25, sowie ein § > 0
mit Bs(¢) C R\ U, wobei wir benutzt haben, dass R \ U offen ist. Die Konvergenz
impliziert, dass fiir fast alle & € N die Ungleichung |z,, —¢| < § und damit z,, ¢ U
gilt. Das ist aber ein Widerspruch, denn die Folge liegt ja in U.

Riickrichtung: Wir zeigen die Kontraposition der Behauptung.'® Sei also U nicht
abgeschlossen. Dann ist R \ U nicht offen und es existiert ein z, € R\ U, sodass jede
noch so kleine Kugel um z, nicht ganz in R\ U liegt und damit immer mindestens ein
Element aus U enthalt. Insbesondere kénnen wir fiir jedes n € N ein z,, wiahlen, sodass

|z, — x| <1/n  und x, €U

gilt. Dadurch erhalten wir eine Folge (x,,),,cy, die zwar ganz in U liegt, die aber gegen
einen Grenzwert konvergiert, der nicht zu U gehort. Da Grenzwerte Haufungspunkte
sind, ist damit die Kontraposition bewiesen. O

Bezispiele

1. Ist & Haufungspunkt einer Folge aus dem abgeschlossenen Intervall [a, b], so gilt
a < & <b. Dies folgt aus dem Lemma sowie alternativ aus dem Vergleichsprinzip
(wobei dies entlang einer konvergenten Teilfolge auszuwerten ist).

2. Als simples Gegenbeispiel betrachten wir die Folge (z,,), oy mit 2, = 1/n. Diese
liegt im offenen Intervall (0, 2), aber der (einzige) Haufungspunkt & = 0 liegt
nicht in diesem Intervall.

8Manche Autoren schreiben f~1[V] statt f=1(V).

9Mit Folge in U meinen wir wie iiblich, dass alle Folgenglieder in U liegen, d.h. dass z,, € U fiir

alle n € N gilt.
10Wir beweisen also nicht A < B, sondern —A = —B.

Michael Herrmann: Analysis 1 [D)eysa | Version vom 2. Oktober 2022



8.3. weiterfithrende Betrachtungen* 129

Definition Wir nennen eine Teilmenge U C R kompakt, wenn jede Folge in U
mindestens eine konvergente Teilfolge besitzt, deren Grenzwert ebenfalls in U liegt.

Bemerkung

1. Kompaktheit ist ein weiteres, sehr fundamentales Konzept der Mathematik, dass
Sie in vielen verschiedenen Kontexten antreffen werden.

2. Das Lemma sowie der Satz von Bolzano-Weierstrall implizieren, dass die Menge
U C R genau dann kompakt ist, wenn sie abgeschlossen und beschrinkt ist.
Insbesondere ist R nicht kompakt.

Ausblick*: Eine analoge Aussage gilt in allen endlich-dimensionalen Raumen.
In einem unendlich-dimensionalen Raum ist zwar jede kompakte Menge immer
noch abgeschlossen und beschrénkt, aber die Umkehrung gilt im Allgemeinen
nicht mehr.

Bezispiele

1. Das Intervall [0, 1] ist kompakt, die Intervalle (0, 1), (0, 1] und [0, 1) sind es
jedoch nicht.

2. Das Intervall (—oo, 2] ist abgeschlossen, aber nicht kompakt. Die Abgeschlossen-
heit scheint auf den ersten Blick verbliiffend, erklért sich aber dadurch, dass —oo
keine reelle Zahl ist und damit auch nicht eigentlicher, sondern nur uneigentlicher
Haufungspunkt einer Folge sein kann. Beachte auch, dass die Komplementmenge
gerade das offene Intervall (2, +00) ist.

3. Die Menge U = {1/n : n € N} ist nicht kompakt, die Menge U U{0} aber schon.

Stetigkeit im Komplexen

Generelle Betrachtungen Die Stetigkeit einer komplexen Funktion f : D — C mit
D C C kann ganz analog eingefiihrt werden. Insbesondere sind

1. das e-9-Kriterium
2. das Konvergenzkriterium
3. das Urbildkriterium

wieder paarweise dquivalent, wobei in allen Betrachtungen und Beweisen die komplexe
Betragsfunktion bzw. die entsprechenden zweidimensionalen Kugeln verwendet werden.
Wir werden darauf in Analysis 2 zuriickkommen, wenn wir die Stetigkeit von
Funktionen studieren, die n unabhéngige Variablen auf einen m-dimensionalen Vektor
abbilden.

Innerhalb von Analysis 1 konzentrieren wir uns auf Funktionen, die eine Teilmenge
D von R nach R abbilden, und wollen nur ein wichtiges Resultat im Komplexen
bereitstellen.
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Theorem (Stetigkeit von Potenzreihen) Sei

p() =Y an(z—2)

eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R. Dann existiert fiir jedes p mit 0 < o < R
eine Konstante L,, sodass die Lipschitz-Abschétzung

p(22) = p(21)| < Ly |22 — 2]
fiir alle 21, 2, € B,(2,) gilt.

Bewetis Wir nehmen 0.B.d.A. an, dass z, = 0 gilt, fixieren ¢ und betrachten zwei
beliebige 21, zo mit |21]| < o, |22| < p. Unser Ausgangspunkt ist die Ungleichung

(Z) - (z) < (zu 5 —zﬂ) |

wobei wir benutzt haben, dass sich die Terme fiir k£ = 0 gegenseitig auftheben. Da die
linke Seite fiir n — oo gegen |p(z2) — p(21)| konvergiert, wollen wir eine Konstante L
finden, sodass die rechte Seite unabhéngig von n durch L |25 — 21| nach oben beschrankt
ist. Fiir jedes k > 1 impliziert die Formel*!

Uy =

k—1
B =(n—2)) Hn
§=0
die Abschétzung
k=1 . k—1 ' '
|25 — 21| = |22 — 2] Zzé 7 7 < - | Z R
7=0 j=0
k—1
< |z — 21| ZQ] T <z — | ko
§=0
aus der sich
||| 25 — 27| < lz2 — 21| mit = Jag| kot
ergibt. Andererseits folgt
lim sup &/, = 2
k—o0 R
aus der Cauchy-Hadamard-Formel sowie den Hilfsformeln limy . Vk = 1 und

limy, o0 v/ 051 = limy_,00 (Q/ \’C/E) = 0. Mit dem Wurzelkriterium fiir Reihen schliefsen
wir, dass

o0 n

L:= Zﬁbk = nll_{TOloZMk
=1 =1

eine wohldefinierte reelle Zahl ist, die von ¢ und der Koeffzientenfolge ()., aber
weder von z; noch von z; abhingt. Insgesamt erhalten wir

n
v <z — 21| Y
k=1

und die Behauptung folgt nach Grenziibergang n — oc. [

"Dijese Verallgemeinerung der dritten binomischen Formel kann einfach nachgerechnet werden.
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Bemerkungen

1. Die Konstante L, wird im Allgemeinen stark von o abhéngen und im Limes
0 — R in aller Regel gegen oo konvergieren.

2. Das Theorem impliziert, dass die komplexen Versionen von exp, sin und cos auf
ganz C stetig sind. Sie sind dort aber nicht Lipschitz-stetig, sondern nur auf jeder
Kugel B,(0) mit ¢ < oo.

8.4 Stetige Funktionen auf kompakten Intervallen

Vorbemerkung Ein Intervall [a, b] mit —oco < a < b < +o00 wird kompaktes Intervall
genannt.'?

Hinwetis Fast alle Theoreme und Beweisideen in diesem Abschnitt konnen sehr gut
in einer Priifung abgefragt werden.

Theorem (Nullstellensatz von Bolzano) Sei f : [a, b] — R stetig mit

fla) <0< f(b)  oder  f(a) =02 f(b).

Dann besitzt f mindestens eine Nullstelle in [a, b].

Beweis Wir diskutieren nur den Fall f(a) < 0 < f(b) (die Argumente fiir den zweiten
sind analog) und definieren rekursiv eine Folge (1,),,.y von abgeschlossenen Intervallen
I, = [an, b,] wie folgt:

Rekursionsanfang (n = 1): Wir setzen a; := a und by := b.

Rekursionsschritt (n ~ n+1) : Wir berechnen den Mittelpunkt m,, := % (an + by)
von I,, und setzen

Apy1 := My und b,y := by, falls f(m,) <0, aber
api1 = a, und b,y :=m, falls f(m,) > 0.

Wir kénnen nun leicht zeigen, dass (I,,), .y eine Intervallschachtelung definiert, wobei
die Doppelungleichung

fla,) <0< f(by)

fiir alle n € N nach Konstruktion sichergestellt ist. Das Intervallschachtelungsprinzip
garantiert, dass sowohl a, als auch b, fiir n — oo gegen denselben Grenzwert o = (3
konvergieren. Aus der Stetigkeit folgt f(«) < 0 sowie 0 < f(/) und insgesamt erhalten

wir f(a) = f(5) = 0. O
/@)

N A

Abbildung Illustration zum Nullstellensatz. Beachte, dass eine nicht-monotone Funktion mehrere
Nullstellen (griine Punkte) besitzen kann.

12Es handelt sich dabei natiirlich um eine kompakte Menge im Sinne der topologischen Definition.
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Bemerkungen

1. Der Nullstellensatz ist sowohl aus theoretischer als auch aus praktischer Sicht
ausgesprochen wichtig und besitzt viele Anwendungen innerhalb und aufserhalb
der Mathematik.'?

2. Die Intervallschachtelung im Beweis kann — jedenfalls im Prinzip — auf einem
Computer implementiert werden. Dabei kann es passieren, dass f(a,) = 0 oder
f(b,) = 0 fiir ein n € N gilt und dann muss die Intervallschachtelung nicht
fortgesetzt werden.

3. Wir hatten es schon weiter oben vorweg genommen: Mit dem Nullstellensatz
kénnen wir die Kreiszahl 7 konstruieren. Siehe auch die Diskussion weiter unten.

4. Eine weitere klassische Folgerung wird in den Ubungen besprochen: Jedes reelle
Polynom mit ungeradem Grad besitzt mindestens eine reelle Nullstelle.

Theorem (Zwischenwertsatz von Bolzano) Eine stetige Funktion f : [a, )] — R
nimmt alle Werte zwischen f(a) und f(b) an.

Beweis Im Fall von f(a) < f(b) betrachten wir fiir ein gegebenes y. € (f(a), f(b))
die stetige Funktion g : [a, b] — R mit g(x) := f(x) — y., fir die g(a) < 0 < g(b) gilt.
Nach dem Nullstellensatz existiert mindestens ein x, € [a, b] mit g(z.) = 0 und hieraus
folgt f(x.) = y.. Fiir f(a) = f(b) ist nichts zu zeigen und im Fall von f(a) > f(b)
miissen wir die obigen Argumente nur leicht anders aufschreiben. O

f(z)

Abbildung Tllustration zum Zwischenwertsatz. Fiir jedes y,. zwischen f(a) und f(b) existiert
mindestens ein x. € [a, b], sodass f(z.) = y.. Im rechten Bild ist die verallgemeinerte Fassung
illustriert.

Bemerkungen

1. Der Zwischenwertsatz kann — mit leicht modifiziertem Beweis — auch allgemeiner
formuliert werden: Sind @ und b zwei beliebige Punkte in [a, b], so nimmt f auch
jeden Wert zwischen f(a) und f(b) an (siehe das dritte Bild).

2. Der Zwischenwertsatz und der Nullstellensatz sind sehr eng mit der Anordnung
von R verbunden. Sie kénnen — im Gegensatz zu allen folgenden Resultaten tiber
stetige Funktionen auf kompakten Intervallen — nicht ohne weiteres auf hohere
Dimensionen oder ins Komplexe verallgemeinert werden.

13Googeln Sie mal Fiz a woobly table.
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Theorem (Satz vom Minimum und vom Maximum) Sei f : [a, b] — R stetig.
Dann existieren z, T € [a, b] mit

fz) < fz) < f(7)

fir alle € [a, b]. Insbesondere nimmt die Funktion f sowohl ihr Minimum als auch
Maximum an.

Beweis Um die Existenz von T bzw. des Maximums zu zeigen, betrachten wir das
Supremum der Bildmenge, d.h.

y:=supB, B:= f(la, b]) = {f(z) : z € [a, b]}.
Es gibt nun drei denkbare Fille:
1. j€ B,
2. 7 ¢ B, aber § < 00,
3. y=o00.
Im ersten Fall existiert ein T mit 7 = f(Z) und die Behauptung ist bereits bewiesen.
In jedem der anderen beiden Félle gibt es eine Folge (z,,),,oy in D mit

lim f(z,) =7.

n—oo

In der Tat, im zweiten Fall konnen wir aufgrund der Héufungseigenschaft fiir jedes
n € Nein y, € B mit |y, — 7| < 1/n und anschliefend ein z,, € [a, b] mit f(z,) = y,
wahlen. Im dritten Fall gibt es fiir jedes n € N ein z,, € [a, ], sodass y, = f(z,) > n
gilt. Die wesentliche Beobachtung ist nun, dass nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafs
eine strikt monotone Indexfolge (ny),oy existiert, sodass w,, fiir & — oo gegen einen
Grenzwert T € R konvergiert, wobei das Vergleichsprinzip a < T < b garantiert,
d.h. T liegt auch im Intervall [a, b]. Da f stetig ist, gilt f(Z) = limgoo f(2n,) = 7.
Insbesondere gehort i zur Bildmenge B, d.h. der zweite und der dritte Fall konnen gar
nicht eintreten. Die Existenz des Minimums kann analog bewiesen werden. O

Abbildung Illustration zum Satz iiber das Minimum und das Maximum.

Bemerkungen

1. Wir nennen § = f(Z) das Maximum von f, T einen Maximierer fiir f und
schreiben oftmals'*

f(T) =max f, T cargmax f = {x € [a, b] : f(x) = f(T)}.

Analoge Bezeichnungen und Notationen werden fiir y = f(2) und z verwendet.

141n der Literatur finden Sie oftmals die Schreibweise Z = argmax f. Diese ist aber missverstindlich,
denn im Gegensatz zum Maximum ist ein Maximierer im Allgemeinen nicht eindeutig.
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2. Das Maximum kann im Inneren (¢ < T < b) und/oder am Rand (Z € {a, b})
angenommen werden. Analog fiir das Minimum.

3. Das Theorem bezieht sich auf das globale Minimum bzw. das globale Maximum
(bzgl. des Intervalls [a, b]). Lokale Extrema werden wir erst im Rahmen der
Differentialrechnung studieren.

4. Eine stetige Funktion auf einem offenen Intervall besitzt im Allgemeinen weder
ein Minimum noch ein Maximum, sondern nur ein Infimum bzw. Supremum.

Beispiel: Mit a = 0, b = 1 und f(z) = x besitzt der Wertebereich f((a, b))
das Infimum 0 und das Supremum 1, aber diese werden von f nicht im offenen
Intervall (a, b) angenommen.

5. Die Aussage des Theorems gilt sinngeméf fiir jede stetige Funktion auf jeder
kompakten Menge (sogar in beliebigen Dimensionen), und dies wird sich als ein
ausgesprochen maéchtiges Prinzip erweisen. Die zentrale Beweisidee ist immer
ganz analog zu unseren Argumenten und besteht darin, aus einer sogenannten
maximierenden Folge eine konvergente Teilfolge auszuwihlen.

Folgerung Die Bildmenge einer stetigen Funktion f : [a, b] — R ist ein kompaktes
Intervall, ndmlich [min f, max f].

Beweis Die Behauptung folgt unmittelbar aus dem Satz {iber das Minimum und das
Maximum sowie der verallgemeinerten Fassung des Zwischenwertsatzes. O

Theorem (gleichmifige Stetigkeit) Jede stetige Funktion f : [a, b] — R besitzt
die folgende Eigenschaft: Fiir jedes € > 0 existiert ein > 0, sodass die Implikation

-2 <6 = |flx)—f@)|<e

fir alle z, T € [a, b] gilt.

Beweis Wir nehmen an, die Behauptung ist falsch. Dann gibt es mindestens ein
e > 0, fiir das es kein entsprechendes § > 0 gibt, und wir fixieren ein solches €. Da nun
1/n fir jedes n € N keine zuldssige Wahl fiir § ist, existieren x,,, Z,, € [a, b] mit

‘xn—i’n‘§% und |f(xn)—f(i’n)’2€.
Der Satz von Bolzano-Weierstraf liefert eine monotone Indexfolge (ng),cy, sodass
x,, fir & — oo gegen einen Grenzwert z, konvergiert, wobei x, € [a, b] durch das
Vergleichsprinzip sichergestellt ist. Wegen limy_,o (2, — Z,,) = 0 schliefen wir, dass
auch 7, fir & — oo gegen denselben Grenzwert z, konvergiert, und in Kombination
mit der Stetigkeit von f erhalten wir

lim | f(2n,) — f(in,)] =0.

k—o0

Andererseits gilt }f(mnk) — f(ink)} > ¢ > 0 fiir alle £ € N und wir haben den
gewiinschten Widerspruch gefunden. n

>Man bezeichnet diese Beweisstrategie manchmal als die Direkte Methode.
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Bemerkungen

1. Gleichméfige Stetigkeit meint gerade, dass in der Definition von Stetigkeit das §
unabhéngig von z, gewidhlt werden kann (aber in aller Regel nicht unabhéngig
von ¢). Diese Eigenschaft besitzt eine sehr grofte theoretische Bedeutung, die sich
aber auf den ersten Blick nicht unmittelbar erschliefst.

2. FEine stetige Funktion auf einem offenen Intervall muss nicht gleichméfig stetig
sein.

Beispiel: Wir betrachten die Funktion f : (0, 1) — R mit f(x) = 1/ sowie die

Folge (), oy mit x, = 1/n. Dann gilt offensichtlich

1 n—oo

n(n+1)

‘f(mn-l-l)_f(xn)’:‘n_<n+1)‘:1a |$n+1_$n}: ’ 07

und wir schliefsen, dass es fiir € = 1 kein entsprechendes § > 0 geben kann.
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’ Vorlesungswoche 09

8.5 Mehr iiber Konvergenz bei Funktionen

einseitige Grenzwerte Im Reellen konnen wir in natiirlicher Weise von einseitiger
Konvergenz reden. Wir nennen y, den linksseitigen Grenzwert von f(x) fir x — x,,
sofern die Aussage y, = lim,_, f(2y) fiir jede Folge (z,), oy erfiillt ist, die neben der
Konvergenzbedingung z, = lim,, ., x,, auch der Nebenbedingung

rp, €D und =z, <z, firalle neN

geniigt, wobei die Forderung x,, < z, natiirlich stérker als x,, # z, ist. In der Literatur
existieren verschiedene Schreibweisen, zum Beispiel

f(z) LA Ys oder Y« = lim f(z) oder Yy« = lim f(x),

T, T r—xx—0

wobei manchmal 1 statt * verwendet wird. Analog werden rechtsseitige Grenzwerte
durch die Forderung z,, > x, definiert und als

.’L'\J-'E* — 1 = I
f(l’) Iy, oder Ys = xlirg* f(]j‘) oder Y = z—l>lznr?+0 f(l') s

geschrieben, wobei \, durch | ersetzt werden kann.

Beispiele
1. Fiir die Signumsfunktion gilt

li = -1 li =41
limsgn(a) = ~1,  limsgn(e) = +1,

aber der Grenzwert lim,_,osgn(z) existiert nicht.

2. Durch die Betrachtung entsprechender Folgen erhalten wir

.1 .
lim — = —o0, lim — = 400
/0 X z\0 T

im Sinne der uneigentlichen Konvergenz, aber der Grenzwert lim,_,o 1/x existiert
weder im eigentlichen noch im uneigentlichen Sinne.

3. Es gilt

o1 o1 o1
lim — = lim — = lim — = +00
z 0 2 2\0 2 z—0 2

im uneigentlichen Sinne.

Michael Herrmann: Analysis 1 [D)eysa | Version vom 2. Oktober 2022



8.5. Mehr iiber Konvergenz bei Funktionen 137

Bemerkungen

1. Hinweis: Die einseitige Konvergenz ist viel einfacher und anschaulicher, als es die
formale Definition vermuten lasst. Mit etwas Erfahrung und Ubung werden Sie
problemlos mit linksseitigen und rechtsseitigen Grenzwerten operieren.

2. Klarstellung: Linksseitige Konvergenz meint nicht, dass f(z) im Limes x — z,
von unten oder von links gegen y, konvergiert, sondern dass y. der Grenzwert
von f(z) ist, sofern  von unten oder von links gegen z, lduft. Entsprechende
Aussagen gelten fiir die rechtsseitige Konvergenz.

3. Sei D = (a, b) und sei z, € D ein fester Punkt. Dann gilt lim, ., f(x) = y. genau
dann, wenn die einseitigen Grenzwerte lim, »,, f(z) und lim,\,, f(z) existieren
und beide den Wert 7, annehmen (Ubungsaufgabe).

Es gilt aber lim, ., f(z) = y. bzw. lim,,, f(z) = y. genau dann, wenn
lim,\, f(z) = y. bzw. lim, »~ f(2) = y. gilt. Das liegt daran, dass fiir jede Folge
(:Bn)neN in D automatisch z,, > a bzw. x,, < b gilt. Analoge Aussagen betreffen
die Grenzwerte lim,\ o f(2) und limg ~yo f(2).

Ausblick*: zur Klassifikation von Unstetigkeitsstellen Beim Studium reeller
Funktionen f : D C R — R kommt es oftmals vor, dass ein fixierter Punkt x,
eine Unstetigkeitsstelle oder eine Liicke im Definitionsbereich ist, die im folgenden Sinn
isoliert ist: Es existiert ein kleines ¢ > 0, sodass f auf jedem der Intervalle (z, — ¢, x)
und (., z, + ¢) definiert und stetig ist.'
Wenn auferdem die beiden einseitigen Grenzwerte
%szggf@% Yoy == lim f(2)

existieren, so nennen wir x, eine

1. hebbare Stelle, wenn y,_ und y,. dieselbe reelle Zahl bezeichnen,

2. Sprungstelle, sofern y,_ und y,, zwei unterschiedliche reelle Zahlen sind,
3. Polstelle, falls y,_ und y,, nur im uneigentlichen Sinne existieren und daher
jeweils durch —oo oder 400 gegeben sind.!”

Dabei ist nicht wichtig, ob f(x,) existiert oder ob y._ = f(x,) bzw. y., = f(x,) gilt.

Bezispiele Die Formeln

sin ()

fulw) = S0@) gy @) gy sind

definieren jeweils eine Funktion f; mit Definitionsbereich D = R\ {0}, wobei die
Nummerierung gerade so gewahlt wurde, dass der Index j die Klassifikation der Liicke
z, = 0 in der obigen Auflistung liefert (siehe auch das Bild). Jede der Funktionen

o | fiz) fallsz#0
ﬂ@){ 0  fallsz=0

ist zwar in x, = 0 definiert, aber dort nicht stetig. Die Klassifikation der Unstetigkeits-
stelle x, = 0 ist aber weiterhin durch den Wert von j gegeben.

16 Alternativ kénnen wir sagen: x, ist genau dann isoliert, wenn f auf einer kleinen Umgebung von
z, definiert und stetig ist.
1"Bei einer Polstelle ist es egal, ob y,_ = 1., oder y,_ # vy, gilt.
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T~ Nl

Abbildung Illustration zur Klassifikation isolierter Unstetigkeitsstellen anhand der Graphen der
drei Funktionen fj aus dem Beispiel mit der isolierten Unstetigkeitsstelle x, = 0. Wird der einzelne
farbige Punkt entfernt, entsteht jeweils der Graph von f; und z, = 0 wird eine isolierte Liicke im
Definitionsbereich. Die Klassifikation &ndert sich aber dadurch nicht.

8.6 Monotonie und Umkehrfunktion

Definition Eine Funktion f : D — R nennen wir

1. monoton fallend, falls f(x1) > f(x2)

2. strikt monoton fallend, falls f(z1) > f(x2)

3. monoton wachsend, falls f(z1) < f(x2)

4. strikt monoton wachsend, falls f(x;) < f(xq)

£.18

fiir alle 1, zo € D mit x1 < x5 gilt."® Dabei ist es zunéchst nicht wichtig, ob f stetig

ist oder nicht.

Theorem (Umkehrfunktion monotoner stetiger Funktionen) Sei I = (a, b)
ein (endliches oder unendliches) offenes Intervall und sei f : I — R eine stetige und
strikt monoton wachsende Funktion. Dann existiert ein offenes Intervall J = (¢, d)
sowie eine stetige und strikt monoton wachsende Funktion g : J — R mit

g(f(a:)) =z firalle ze€l bzw. f(g(y)) =y fiiralle yeJ,
d.h. g ist die mengentheoretische Umkehrabbildung zu f. Aufterdem gilt

c = lim f(z) und d = lim f(z)

T—a z—b

jeweils im Sinne eigentlicher oder uneigentlicher Konvergenz.

Beweis Fuxistenz und Monotonie von g: Wir setzen

J = f(U), c:=inf J, d:=supJ,

wobei ¢ bzw. d entweder eine reelle Zahl ist oder den Wert —oo bzw. 400 annimmt.
Es gilt auch ¢ < d, denn andernfalls wiirde die Bildmenge J nur aus einem Punkt
bestehen und f kénnte nicht strikt monoton sein. Aufterdem ist f nach Voraussetzung
eine bijektive Abbildung zwischen den Mengen I und J, sodass ¢ = f~! als mengen-
theoretische Umkehrabbildung existiert. Sind y; = f(x1), y2 = f(x2) zwei beliebige
Punkte in J mit y; < yo, so muss 1 = g(y1) < 22 = g(y2) gelten, da sich andernfalls
sofort ein Widerspruch zur strikten Monotonie von f ergeben wiirde.

18Wie schon bei der Monotonie von reellen Zahlenfolgen meint (strikt) monoton entweder (strikt)
monoton fallend oder (strikt) monoton wachsend.
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Stetigkeit von g: Seien y, = f(z,) € J und £ > 0 beliebig fixiert. Mit

é::min{e, Ty —a, b—x*}
setzen wir

0 =min{f(z.) = f(z. — &), f(z. +&) - f(2.)}

und betrachten nun einen beliebigen Punkt y = f(x) € J mit |y — y.| < §. Dann gilt
|z — x,| < € und damit |z — z,| < &, denn andernfalls wiirde entweder z < z, — &
oder x > z, + £ gelten und die Monotonie von f wiirde entweder y < f(z, — &) oder
y > f(x.+€) und damit in jedem Fall |y — y.| > ¢ implizieren. Weil y, € J und ¢
beliebig waren, folgt insgesamt die Stetigkeit von g.

J ist offenes Intervall: Wir bemerken zunéchst, dass ¢ kein Element von J ist,
denn andernfalls wiirde ¢ = f(x,) fiir ein x, € I gelten und die Monotonie von f wiirde
f(z) < f(z,) = c fir jedes z € (a, z,) und damit einen Widerspruch zu ¢ = inf J
liefern. Damit haben wir ¢ = inf J ¢ J gezeigt und schliefen, dass jedes y € R mit
y < ¢ nicht zur Menge J gehort. Analog zeigen wir, dass jedes y € R mit y > d kein
Element von J ist. Sei nun y. € (¢, d) beliebig fixiert. Dann existieren y; = f(x;)
und y, = f(x9) mit ¢ < y; < y. < y2 < d, denn andernfalls kénnte ¢ nicht das
Infimum oder d nicht das Supremum von J sein. Der Zwischenwertsatz — angewendet
auf f, betrachtet als stetige Funktion auf dem kompakten Intervall [xq, xo] — liefert ein
T, € [x1, 2] mit y, = f(x,) und damit y, € J. Insgesamt haben wir damit J = (¢, d)
gezeigt.

Grenzwertformeln: Wir beweisen nur die erste Grenzwertformel, denn die zweite
kann mit analogen Argumenten abgeleitet werden. Wir argumentieren aufserdem
indirekt und nehmen an, diese Formel sei falsch. Dann existiert eine Folge (z,),cn»
sodass im Limes n — oo zwar x,, — a gilt, aber y,, = f(z,) nicht gegen ¢ konvergiert.
Fall 1, a = —oo: Die Folge (yy), oy besitzt — sowohl fiir ¢ = —o0 als auch fiir c € R
— mindestens eine beschrankte Teilfolge, auf die wir dann den Satz von Bolzano-
Weierstraf anwenden kénnen. Insbesondere existiert eine Indexfolge (n4),cy, sodass
Vs = limp_yo0 Yp, fiir ein y, € R mit ¢ < y, < d gilt. Die Stetigkeit von ¢ impliziert
jedoch z, = g(y.) = limy 0 9(Yn, ) = limy_,o ,, = —00 und damit einen Widerspruch
zu x, € R. Fall 2, a € R: Wir wihlen eine Teilfolge wie im ersten Fall, erhalten aber
diesmal z, = ¢(y«) = limg—yo0 9(Yn,,) = limg—00 T, = a, d.h. die Funktion g nimmt
den Wert a im Punkt y, und damit im Inneren von J an. Die strikte Monotonie von g
impliziert daher g(y) < a fir alle y € (¢, y.) C J. Das ist aber ein Widerspruch, denn
nach Konstruktion bildet g das Intervall J in das Intervall I ab, d.h. es gilt g(y) > a
fiir alle y € J. O]

/ ~ BN

Abbildung lustration zum Theorem iiber die Umkehrfunktion, wobei fiir drei typische Beispiele
die Graphen von f bzw. g in violet bzw. rosa gezeichnet wurden. Beachte die Spiegelsymmetrie bzgl.
der gestrichelten Diagonalen. Die Intervalle I bzw. J sind in rot bzw. blau dargestellt und wurden
jeweils einmal auf der horizontalen und einmal auf der vertikalen Achse abgetragen.
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Bemerkungen

1. Die Funktion ¢ im Theorem wird auch als f~! geschrieben. Der Graphen von f
bzw. g, d.h.

graph f = {(x, f(x)) T € I} bzw. graph g = {(x, g(x)) cT € J},

liegen (siehe das Bild) als Teilmengen des R? spiegelsymmetrisch zur Diagonalen
{(z, ) : x € R}.

2. Es gilt auch

a = lim g(y) und b=limg(y),

y—c y—d
denn das Theorem kann auch auf g anstelle von f angewendet werden.

3. Es gibt eine Variante des Theorems mit abgeschlossenen anstelle von offenen
Intervallen, d.h. mit I = [a, b] und J = [¢, d], wobei sich die Grenzwertformeln
dann zu

c=fla), d=fb) bzw. a=g(c), b=g(d)

vereinfachen. Diese ,abgeschlossene” Variante kann sogar einfacher bewiesen
werden als die ,,offene” Version. Auch fiir halboffene Intervalle existiert immer
eine entsprechende Variante des Theorems.

4. Es gibt auch Varianten fiir strikt monoton-fallende Funktionen, wobei dann die
Formeln im Theorem und im Beweis in natiirlicher Weise angepasst werden
miissen. Beachte in diesem Zusammenhang, dass f genau dann strikt monoton
wachsend bzw. fallend ist, wenn die Funktion —f strikt monoton fallend bzw.
wachsend ist, und dass f genau dann stetig ist, wenn — f stetig ist. Oder anders
gesagt: Durch einen einfachen Vorzeichenwechsel kann die ,,fallende” Version des
Theorems aus der ,,wachsenden“ abgleitet werden und umgekehrt.

Diskussion*

1. Die strikte Monotonie von f ist fiir die Existenz der Umkehrfunktion sehr wichtig,
denn stetige Funktionen besitzen andernfalls keine Umkehrfunktion. Die Funktion

x fiir x <0
zeigt aber zum Beispiel, dass es sehr wohl invertierbare Funktionen auf einem
Intervall gibt, die nicht monoton sind. Solche Funktionen kénnen aber nicht stetig
sein.!?

2. Die Stetigkeit von f ist im Beweis nur beim Nachweis benutzt worden, dass die
Bildmenge wirklich ein Intervall ist. Die Stetigkeit von ¢ folgt hingegen allein aus
der strikten Monotonie von f. Das Beispiel

r—1 firz<0 y+1 firy<-—1
flz) = 0 firz=0 |, g(y) = 0 firy =0
r+1 firz>0 y—1 fiiry>+1

9Tn diesem Beispiel gilt sogar f = g, d.h. f ist zu sich selbst invers.
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mit
I=(-1,+1), J = (-2, -1)U{0} U (+1, +2)

illustriert, dass g : J — [ auch dann existiert und stetig ist, wenn f : [ — R
unstetig, aber immer noch strikt monoton ist. Nur ist J dann kein Intervall mehr.

RN ¢
/| %

Abbildung Die beiden Beispiele aus der Diskussion.

8.7 Exponential und Logarithmus im Reellen

Vorbemerkung In diesem Abschnitt filhren wir den Logarithmus als Umkehr-
funktion der Exponentialabbildung ein und diskutieren seine Eigenschaften. Wir
werden dabei viele aus der Schule bekannte Formeln wiederentdecken.

Lemma (Eigenschaften von exp im Reellen) Die reelle Exponentialfunktion
ist stetig sowie strikt monoton wachsend und bildet R = (—o0, +00) bijektiv auf
R+ - (O, ‘I’OO) ab.

Beweis Wir hatten bereits weiter oben bewiesen, dass exp : R — R stetig ist. Die
Reihendarstellung

exp(z)=1+az+3ia’+. ..
liefert exp () > 1 fiir alle x > 0 sowie lim,_, exp () = +00. Da auferdem
1
exp (—a)

gilt, erhalten wir 0 < exp(z) < 1 fir alle x < 0 sowie lim, , - exp(z) = 0. Die
Funktionalgleichung impliziert aufserdem

exp () =

exp (w2) = exp (w2 — x1) exp (x1) > exp (1)

fiir alle 1, o € R mit 27 < x5 und damit die strikte Monotonie. O

natiirlicher Logarithmus im Reellen Die Funktion
In=exp':Ry - R

ist nach dem Theorem iiber die Umkehrfunktion sowie dem vorherigen Lemma wohl-
definiert, stetig und strikt monoton wachsend. Insbesondere gilt fiir x € R und y > 0
die Formel y = exp (z) genau dann, wenn x = In (y) gilt.

/
y,

Abbildung Die Funktionen exp (violet) und In (rosa).
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Achtung Die komplexe Exponentialfunktion besitzt auf C keine Umkehrfunktion,
da sie nicht injektiv ist. Die Frage, ob bzw. in welchem Sinne komplexe Logarithmen
sinnvoll definiert werden konnen, ist sehr viel anspruchsvoller und wird erst in der
Vorlesung Analysis 4 umfassend behandelt. Erste Resultate finden Sie am Ende dieses
Kapitels.

Theorem (Funktionalgleichung von In) Die Formel
In (z1 x2) = In(x1) + In (x2)
gilt fiir alle zq, zo > 0.
Beweis Mit der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion sowie der Notation
y; = In (z;) erhalten wir

x1 @3 = exp (Y1) exp (y2) = exp (y1 + y2)
und die Behauptung folgt nach Anwendung des Logarithmus auf beiden Seiten. [

Lemma (Grenzwertformeln fiir exp) Es gilt

—1
lim SP@ =1
z—0 T
sowie
lim 2" exp (z) =0, lim 27" exp (z) = 400
T——00 T—+00

fiir jedes n € N.

Beweis Die erste Behauptung hatten wir schon im letzten Kapitel bewiesen (in der
dquivalenten Formulierung mit Folgen). Die Reihendarstellung impliziert

>k el
—n _ N i —n
x " exp(z) =2 E o

k=0

m+1)!  (n+1)

fiir jedes n € N und damit die dritte Behauptung im Grenziibergang x — oo. Die

zweite ergibt sich schliefllich nach Substitution £ = —z und der Nebenrechnung
lim 2" exp(z) = lim (—1)"Z"" exp (—2) = Sl
5 —00 i +oo limg 100 27" exp (T)
aus der dritten. O

Merkregel Die reelle Exponentialfunktion wichst fiir #+ — +oo schneller als jedes
Polynom. Fiir x — —oo féllt es schneller als das Reziproke jedes Polynoms.

Lemma (Grenzwertformeln fiir In) Es gilt

In (z)

lim =1
z—1 r — 1
sowie
lim z*/" In (z) = 0 lim 2z~ In(z) =0,
z—0 r—+00

fiir jedes n € N.
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Beweis Mit y =In(x) bzw. x = exp (y) erhalten wir
Y 1 1

Y In (x) I 1
im = lim = =7 =
so1x—1  y=0 exp(y) — 1 i P (y) —1 1 7

y—0 Yy

wobei wir die Stetigkeit von exp sowie die erste Formel aus dem vorherigen Lemma
benutzt haben. Mit der Substitution z = exp (+n¢) bzw. x = exp (—n§) ist die zweite
bzw. dritte Behauptung dquivalent zu

(+n) lim exp(§)§=0  bzw.  (-n) lim exp(§)¢=0

und folgt somit auch aus dem vorherigen Lemma. O

Merkregel Der natiirliche Logarithmus wéchst fiir x — +oo langsamer als jede
Wurzel. Fiir x — 0 wéchst sein Betrag langsamer als das Reziproke jeder Wurzel.

Exponential und Logarithmus zur Basis 3 > 0 Fiir jeden Parameter 5 > 0
und alle z € R wird durch

B* = exp (In (B) z)

das Exponential zur Basis § definiert, wobei wir im Spezialfall § = e gerade wieder
die Exponentialfunktion exp erhalten und der Fall 5 = 1 wegen 1¥ = exp (O . x) =1
entartet ist.?’ Die bisher bewiesenen Eigenschaften von exp implizieren fiir jedes 8 # 1
die folgenden Aussagen, wobei die Beweise eine Ubungsaufgabe sind.

Positivitit:  Fiir alle z € R gilt 4% > 0 mit 8° = 1.
Potenzgesetze:  Die Formeln

Bwl-&-xz — 5901 59627 (5901)932 — ﬁxl x2
sind fiir alle 1 , x5 erfillt.

Konsistenz:  Im Fall von x = +my/mg bzw. £ = —my /mg mit my, my € N gilt

5= "5 ba. 57 — 1) /P

Invertierbarkeit: Es gilt y = 3% genau dann, wenn x = In (y)/In (3) gilt.*!

Monotonie und Stetigkeit bzgl. x:  Die Funktion x — (7 ist stetig und strikt
monoton, wobei sie fiir 0 < § < 1 bzw. § > 1 fallend bzw. wachsend ist.

T

Grenzwertformel fir x =0: Es gilt ling) =In(5)
T—r X
Grenzwertformeln im Unendlichen:  Die Formeln
lim % =+o0c0, lim =0 bzw. lim g*=0, lim /=400
T—>—00 T—>+00 T—r—00 T—r+00

sind fiir 0 < 8 < 1 bzw. g > 1 erfiillt.

20Wir kénnen hier x durch eine beliebige komplexe Zahl z ersetzen. Die Frage, ob wir fiir 3 negative
reelle oder gar komplexe Zahlen zulassen diirfen, ist aber deutlich schwieriger zu beantworten.

21Dje zweite Formel wird in der Literatur manchmal auch als z = logg (y) geschrieben, wobei logg
der Logarithmus zur Basis § ist. Es gilt In = log,.
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Abbildung Die reelle Exponentialfunktion fiir verschiedene Werte der Basis (. Innerhalb der
Mathematik wird meist die natiirliche Basis 8 = e =~ 2.718 281 828 verwendet.

Allgemeine Potenzen mit Exponent p € R Fiir jeden Parameter ;1 € R und
alle x > 0 wird durch

a# = exp (p In (2))

die p-te Potenz von z definiert, wobei wir 2° = 1 im Spezialfall ;1 = 0 erhalten. Mittels
der bereits bewiesenen Eigenschaften von exp und In konnen die folgenden Aussagen
abgeleitet werden (Ubungsaufgabe).

Positivitat:  Fiir alle x > 0 und alle ¢ € R gilt # > 0 mit 1* = 1.
Potenzgesetze:  Die Formeln

pHitH2 — pH1 g2 ’ (INI)P’Q — pH1H2

gelten fiir alle z > 0 und alle py, py € R.

Konsistenz:  Im Fall von g = +mq/mg bzw. p = —my/msy mit mq, ms € N gilt

ot = "Yrm bzw. ot =1/ V™,

Invertierbarkeit: — Mit p # 0 gilt y = 2* genau dann, wenn z = y'/* gilt.

Monotonie und Stetigkeit bzgl. x:  Fiir jedes p # 0 ist die Funktion z +— z#
stetig und strikt monoton, wobei sie fiir < 0 bzw. p > 0 fallend bzw. wachsend
ist.

Monotonie bzgl. pv: Fiir alle pg < po gilt

Mt > g2 bzw. oM < g2

fir0 < x < 1bzw. x> 1.22

Grenzwertformeln fiir v — 0 und © — 400: Die Formeln

limz" = 400, lim 2" =0 bzw. limz¥ =0, lim 2" =+
x—0 r——+00 z—0 T—r+00

sind fiir g < 0 bzw. p > 0 erfiillt.?

22Djese Aussage haben wir eigentlich schon oben bei den Exponentialfunktionen mit beliebiger Basis
formuliert. Genauso wie die starkere Aussage, dass fiir jedes feste z > 0 mit = # 1 die Funktion yu +— x*
stetig und strikt monoton ist.

BFiir 4 > 0 konnen wir wegen der Grenzwertaussage fiir z — 0 in sinnvoller Weise 04 = 0 als
Sonderregel vereinbaren.
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weitere Grenzwertformeln / asymptotische Vergleiche: Es gilt

lim 2" exp (—x) =0, lim 2" exp (+z) = o0

T—r00 T—00
fiir alle p € R, d.h. exponentielle Terme in x dominieren jede Potenz von .
Auferdem gilt

lim z# In (z) = — lim a* | lim z* In(z) =+ lim a*

z—0 z—0 T—+00 r—+00
fiir alle o # 0, wobei der Grenzwert auf der rechten Seite jeweils 0 oder +o00 sein
kann. Insbesondere dominiert jede nicht-entartete Potenz von x logarithmische
Terme in x.

a

Abbildung Die reelle Potenzfunktion fiir verschiedene Werte des Exponenten .

8.8 Trigonometrische Funktionen im Reellen

Theorem (Existenz und Eindeutigkeit der Kreiszahl) Es gibt genau eine
reelle Zahl 7 € (0, 4) mit cos (3 7) = 0 und sin (3 7) = 1.

Beweis Wir hatten im letzten Kapitel im Hilfsresultat fiir die Definition der Kreiszahl
festgehalten, dass der Kosinus auf dem Intervall I := [0, 2] strikt monoton fallend
mit cos(0) > 0 > cos(2) ist, und weiter oben bereits seine Stetigkeit gezeigt. Der
Nullstellensatz garantiert nun die Existenz einer Nullstelle z, € I mit cos(z,) = 0
und die strikte Monotonie liefert sofort die Eindeutigkeit. Wir setzen 7 := 2x,. Wir
hatten im letzten Kapitel schon gesehen, dass die Euler-Formel cos? (z,) +sin® (z,) = 1
impliziert und dass der Sinus auf dem Intervall I nicht-negativ ist. Also gilt auch
sin (z,) = 1. O

Lemma (Eigenschaften von Sinus und Kosinus im Reellen) Die Funktion
sin : R — R besitzt die folgenden Eigenschaften:
1. Sie ist 2m-periodisch und ungerade, d.h. es gilt
sin (z + 27m) = sin (z) und sin (—x) = —sin ()
fiir alle x € R.

2. Sie bildet das Intervall [—3m, +47] strikt monoton wachsend und bijektiv auf das
Intervall [—1, +1] ab.

3. Es gilt sin (x) = 0 genau dann, wenn x ein ganzzahliges Vielfaches von 7 ist.

Die Funktion cos : R — R geniigt hingegen den folgenden Aussagen:
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1. Sie ist 2m-periodisch und gerade, d.h. es gilt
cos (z + 2m) = cos (z) und cos (—x) = cos (x)
fiir alle x € R.

2. Sie bildet das Intervall [0, 7] strikt monoton fallend und bijektiv auf das Intervall
[—1, +1] ab.

3. Es gilt cos (z) = 0 genau dann, wenn = — 1 7 ein ganzzahliges Vielfaches von 7
ist.

Desweiteren gelten die Formeln
cos (x4 $7) = —sin (z), sin (z 4+ ) = + cos (z)
fiir alle x € R.

Bewetis Wir hatten alle Argumente schon im letzten Kapitel erkldrt, wobei damals
aber m noch nicht rigoros eingefiihrt war. Das haben wir nun nachgeholt. O]

0° 0°

3
I
©

x 0=0°|ir=30°
sin (z) %\/6 L1
cos () %\/41 1/3

50

ol
=
3
I
i~
=
3
I
D
I

S]]
Nl= N
SR
(SIS
S5
N~ N
S5

[N

Tabelle Spezielle Werte fiir cos («) und sin (x), die mithilfe der Definition von 7 aus den Additions-
theoremen abgeleitet werden kénnen (Ubungsaufgabe). Einige Formeln lassen sich weiter vereinfachen,
aber in der angegebenen Fassung kann die Tabelle besser memoriert werden.
Arkussinus und Arkuskosinus Die Funktionen

arcsin : [—1, +1] — [—3 7, +3 7] bzw. arccos : [—1, +1] — [0, 7]

existieren als die Umkehrfunktionen des Sinus bzw. des Kosinus, sofern diese auf
[—3 7, +3 7] bzw. [0, 7] eingeschréinkt werden. Man spricht auch von lokalen Umkehr-
funktionen.?* Insbesondere gilt

sin (arcsin (z)) = bzw. cos (arccos (z)) =
fur alle z € [-1, +1]. Beachte aber, dass die Formeln
arcsin (sin (z)) = bzw. arccos (cos (z)) =z

nicht fir alle z € R, sondern nur fir z € [0, 7] bzw. © € [—3 7, +5 7] verwendet
werden diirfen.

-

Abbildung Die Funktionen arcsin (rechts oben) und arccos (rechts unten) sind per Definition lokale
Umkehrfunktionen von sin (links oben) und cos (links unten).

24Der Logarithmus ist in diesem Sinne die globale Umkehrfunktion von exp.
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Arkustangens und Arkuskotangens Die Funktionen
arctan : R — (=37, +37) bzw. arccot : R — (0, +m)

sind monoton wachsend bzw. fallend und existieren als lokale Umkehrfunktionen des
Tangens bzw. des Kotangens. Letztere sind durch

tan: R\ {37 +km:k€Z} >R  bzw. cot :R\{km:keZ} >R
mit

_cos(z) 1
baw. cot (z) = sin(r)  tan ()

sin ()

tan () = os (2)

gegeben und jeweils m-periodisch.

(B DAY =

Abbildung Die Funktionen tan (links) und cot (Mitte) sowie ihre lokalen Umkehrfunktionen arctan
(rechts oben) und arccot (rechts unten)

8.9 Polardarstellung komplexer Zahlen

Vorbemerkung Im vierten Kapitel konnten wir noch nicht die Polarkoordinaten in
der komplexen Zahlenebene einfiithren. Das wollen wir nun nachholen.

Lemma (Existenz der Polardarstellung) Fiir jede komplexe Zahl z = x + iy
mit z # 0 existiert ein r > 0 sowie ein ¢ € R, sodass

z=rexp(iyp) bzw. z4+iy=r(cos(p)+1isin(p))

gilt. Dabei gilt r = |z| und ¢ ist bis auf die Addition eines ganzzahligen Vielfachen von
21 eindeutig festgelegt.

Beweis FEzistenz: Wir setzen r := |z| = y/22 + y? und schreiben

i:§+iv mit :L, U::L7
|z| /:1:2—i—y2 /:U2+y2

wobei &, v € [—1, 1] sowie £2 + v? = 1 gilt. Wir definieren

_J +arccos(§) fallsv >0
| —arcecos (§) fallsv <0

und priifen in jedem der zwei Falle durch direkte Rechnungen, dass die Gleichungen
€ = cos (arccos (§)) = cos (+¢) = cos (—¢)

sowie v2 = 1 — ¢2 = 1 — cos? () = sin? () erfiillt sind. Fiir v > 0 gilt ¢ € [0, +7]
und damit sin (¢) > 0, wohingegen wir ¢ € [0, —7] und sin (¢) < 0 im Fall von v < 0
erhalten. In jedem Fall folgt v = sin () und mit der Euler-Formel ergibt sich via

rexp(ip) =r(cos(p)+isin(p))=|z] (E+1iv) =2
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die gewiinschte Darstellung.
Ein- bzw. Mehrdeutigkeit: Seien (r, ¢) und (7, ) zwei Polardarstellungen von
z # 0. Dann gilt

rexp(ip)=z=rexp(iQ).

und die Eigenschaften der komplexen Betragsfunktion implizieren

2] = |rexp(ip)| =rlexp(ip)| = T\/C082 (o) +sin? (p) =r.

Analog folgt |z| = 7 und wir haben damit r = 7 gezeigt. In Kombination mit den
Eigenschaften des komplexen Exponentials erhalten wir

= TOPUO) o (i (p = B) = cos (o — @) + i sin (9 — &)

1 =
7 exp (1¢)

ISIR IR

und damit sin (¢ — @) = 0 nach Vergleich der Imaginérteile auf der linken und der
rechten Seite. Da wir die reellen Nullstellen des Sinus kennen, gibt es ein k € Z, so dass
o —@=k2m gilt. O]

c=x+1iy=rexp(iy)

y = rsin(p) = Im(2)

Re

x =rcos(p) =Re(z)

Abbildung Geometrische Bedeutung der Polarkoordinaten (r, ¢) und der kartesischen Koordinaten
(z, y) in der komplexen Zahlenebene. Zur Berechnung von ¢ aus (x, y) kann zum Beispiel der unten
aufgefiihrte Formelsatz verwendet werden.

Beispiele Es gilt

+1=exp(0), +i=exp(iinm), —l=exp(in), —-i=exp(ilnm)
sowie
+lEi=V2exp(iln), —1xi=+v2exp(£iln)
und
+V3ti=2exp(+idnm), H1Eiv3=2exp(+iln),

wobei die Notation & immer zwei Formeln in einer vereint. Siehe dazu auch die Tabelle
weiter oben.

Bemerkungen

1. Die positive reelle Zahl r heifft Betrag oder Polarradius von z. Die reelle Zahl ¢
nennen wir den Polarwinkel oder das Argument von z und schreiben ¢ = arg (2),
obwohl diese Schreibweise wegen der Mehrdeutigkeit nicht unproblematisch ist.
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2. Die Euler-Formel garantiert die Produktformel

Z1zg =119 exp (i +1pe) fir 2z =71 exp(ip1), 20 =19 exp(ips),

d.h. bei der komplexen Multiplikation werden die Betriage multipliziert und die
Winkel addiert (siehe die entsprechende Abbildung in Kapitel 4). Insbesondere
beschreibt die Multiplikation mit exp (i 6) die Drehung um den Winkel 6.

3. Der Polarwinkel ¢ im Lemma entspricht der SI-Einheit Radiant.”> Um den
entsprechenden Wert in der aus der Schule bekannten Gradskala zu erhalten,
miissen wir mit 180/7 multiplizieren. Insbesondere gilt £ 7 = 90°, 7 = 180° und
27 = 360°.

4. Der Wechsel von den Polarkoordinaten (r, ¢) zu den kartesischen Koordinaten
(x,y) ist wegen © = rcos(p) und y = rsin(p) relativ einfach. Soll jedoch
(r, ¢) bei vorgegebenem (z, y) bestimmt werden, so kann zwar der Radius mittels
r = |z| = /2% + y? leicht ermittelt werden, aber die Berechnung von ¢ erfordert
meist Fallunterscheidungen und inverse trigonometrische Funktionen.

5. Die Zahl z = 0 spielt eine Sonderrolle. Es gilt » = |z| = 0, aber der Winkel
¢ kann nicht in sinnvoller Weise definiert werden bzw. kann jeden denkbaren
Wert annehmen. In diesem Sinne ist der Koordinatenwechsel (z, y) e~ (r, ¢) im
Ursprung der Zahlenebene singular.

Formelsatz fiir den Polarwinkel Im Beweis des Lemmas haben wir eine explizite
Formel mit dem Arkuskosinus angegeben. Alternativ kann ¢ mithilfe des Arkustangens
via

(0 falls >0, y=0
arctan (y/x) falls 2>0,y>0 (1. Quadrant)
/2 falls z=0,y>0
B ) m+arctan (y/x) falls z<0,y>0 (2. Quadrant)
o =arg(2) = T falls =<0, y=0
7+ arctan (y/z) falls =<0, y<0 (3. Quadrant)
3m/2 falls =0, y<0
[ 27 +arctan (y/z) falls >0, y<0 (4. Quadrant)

berechnet werden, wobei diese Formeln immer einen Winkel 0 < ¢ < 27 liefern.? Siehe
auch das nachfolgende Bild.

A

2. Quadrant 1. Quadrant
z<0,y>0 z>0,y>0

1 1
sT<p<m O<p<sm

v

3. Quadrant 4. Quadrant

z<0,y<0 z>0,y<0

7r<<p<%7r %77<go<27r
Abbildung Die vier Quadranten in der komplexen Zahlenebene, wobei sich die Winkelbereiche auf
Werte zwischen 0 und 2 7 beziehen.

25Wir werden spéter verstehen, dass ¢ gerade das Bogenmafl eines entsprechenden Segments auf
der Einheitskreislinie ist.

26Tn der Literatur und im Internet finden Sie weitere Formelsitze, wobei dann aber der Winkelbereich
anders sein kann.
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Polarkoordinaten und komplexe Wurzeln Mit Polarkoordinaten konnen wir die
n-ten Wurzeln einer komplexen Zahl ¢ # 0 direkt berechnen. Zum Beispiel sind fiir
jedes n € N durch

2wk
=|C|1/"exp(im> mit ke {l,2,...,n}

n

die komplexen n-ten Wurzeln von (, d.h. alle Lésungen der algebraischen Gleichung
= ( gegeben.?” Siehe dazu das Bild und beachte, dass der Fundamentalsatz der
Algebra genau n Lésungen sowie die multiplikative Zerlegung

M—C=(z—2z1)(z—22) ... (2= zp)

vorhersagt. Im Spezialfall ( = 1 mit arg ({) = 0 erhalten wir die Einheitswurzeln, wobei
dann z, = 1 gilt.

GO0 0O0
il teterere

Abbildung Oben : Die n-ten komplexen Einheitswurzeln (rot) liegen auf der Einheitskreislinie (griin)

und bilden die Ecken eines reguliren n-Ecks (schwarz). Der Umfang bzw. der Flidcheninhalt dieses
n-Ecks konvergiert fiir n — oo gegen 21 bzw. 7 (siche die Ubungen). Unten : Die n-ten Wurzeln eines
Punktes ¢ mit |{] < 1 (blau) bilden ein gedrehtes und gestauchtes, aber immer noch regulires n-Eck.

Logarithmus und allgemeine Potenzen im Komplexen®

Mengenwertiger Logarithmus Im Gegensatz zur reellen Variante ist die komplexe
Exponentialfunktion nicht injektiv, wobei dies zum Beispiel an der Periodizitétsrelation

exp(z+27mi) =exp(z)

abgelesen werden kann. Mit direkten Rechnungen (Ubungsaufgabe) kénnen wir aber
fiir gegebenes ¢ # 0 die Aquivalenz

exp (z) = ¢ = z€Ln(Q) = {In(|¢|) +1i(arg(¢)+27k) : keZ}

zeigen, d.h. die unendliche Menge Ln(() enthilt alle Kandidaten fiir den komplexen
Logarithmus von ¢ # 0.2%

2TWir rechnen leicht nach, dass 2! = [(| exp (i arg(¢)) = ( fiir alle k gilt und mit wenig mehr
Aufwand koénnen wir auch zeigen, dass es keine weiteren Losungen gibt (Ubungsaufgabe).
28Es gilt Ln(0) = ), denn fiir jedes 2 € C gilt exp (2) exp (—2) = exp (0) = 1 und damit exp (z) # 0.
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Bezspiele
1. Fir( =1 =exp (i % 7r) erhalten wir
Ln(i)={...,—il7m, —idm, +ifm, +idm, +idm, ...},

und kénnen mithilfe der Euler-Formel leicht nachpriifen, dass wirklich exp (z) = 1
fiir jedes z in dieser Menge gilt.

2. Fir jedes reelle £ > 0 gilt
Ln(ﬁ):Ln(ﬁ—l—Oi):{... ,In(§) —i27, In(§), In(x)+1i2m, },

und wir schliefsen, dass von den unendlich vielen Kandidaten fiir den komplexen
Logarithmus genau einer reell ist, ndmlich In (£). Fiir £ < 0 enthélt die Menge

Ln(¢)={..., In(=¢ —im, n(=& +im, In(=& +1i3m, ...}

aber kein reelles Element, denn im Reellen gibt es keinen Logarithmus fiir negative
Zahlen.

Mengenwertige Potenzen Analog kann jedes Element aus der Menge

Pow,(¢) = {exp(pz) : z€Ln(()}

als moglicher Wert der p-ten Potenz von ( betrachtet werden, wobei der Exponent
1 eine beliebige komplexe Zahl sein darf. Es kann allerdings passieren, dass mehrere
Kandidaten fiir den Logarithmus denselben Wert fiir die Potenz liefern, so dass die
Menge Pow,(¢) am Ende nur endlich viele verschiedene komplexe Zahlen enthilt.
Zum Beispiel konnen wir einfach nachrechnen, dass

Pow.,(¢) = {¢T"}, Pow_,(¢) = {¢7"}

sowie

Pow,,(¢) = {|C\1/” exp (i arg(()+27rk)

:ke{l,...,n}}

fiir jedes n € N gilt. Insbesondere sind die ganzzahligen Potenzen von ¢ # 0 eindeutig®
festgelegt, wohingegen wir fiir die n-ten Wurzeln von ( genau dieselben n Zahlen wie
oben erhalten. Fiir nicht-rationale Exponenten p wird aber Pow,({) im Allgemeinen
eine unendliche Menge sein.

Bezispiele

1. Die beiden komplexen Quadratwurzel von ¢ # 0 sind durch

Powi2(¢) = { ~/[c] exp (1} arg () , ++/[c] exp (i} arg () |

gegeben und unterscheiden sich nur um den Faktor —1.

2. Wegen
T S U S
Pow;(i)=<...,e"2" e"2" e 27 e 2" e 2" ...

gibt es unendlich viele mogliche Werte fiir die i-te Potenz von i, wobei jeder eine
positive reelle Zahl ist.

29Djese Eindeutigkeit ist nicht {iberraschend, denn andernfalls wiirde sich ein Widerspruch zur
Korperstruktur von C ergeben.
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Hauptwert des Logarithmus Die mengenwertigen Formeln liefern ein vollstandiges

Verstandnis der intrinsischen Mehrdeutigkeiten, die im Komplexen beim Logarithmus

und bei allgemeinen Potenzen auftreten. Es gibt jedoch auch die Moglichkeit, auf

gewissen Teilmengen der komplexen Zahlenebene eindeutige Logarithmus- und Potenz-

funktionen einzufiihren. Der Vorteil ist, dass man mit diesen viel besser rechnen kann,

aber der Nachteil besteht darin, dass solche Funktionen nicht {iberall stetig sein kdnnen.
Zum Beispiel wird auf der geschlitzten Ebene

C\S:{£+iv:€>00derv7£0}, S::{§+iU:£§OundU:O}

der sogenannte Hauptzweig des Logarithmus durch

—iarccot(—¢&/v)  fallsv <0

Ln(§+iv):=In <\/£2 + v2> + 0 falls v =0

+iarccot(+&/v)  fallsv >0

eingefiihrt und liefert mit
Powu@ +i v) = exp (,u Ln(¢+1 v))

fiir jeden Exponenten p € C eine dazu konsistente Potenzfunktion.

Beispiele Es gilt

Ln(+i)=+4+iim, Ln(—i)=—iim

und

™

Powi(+i) = +idn,  Pow(—3) = i}

aber Ln(—1) und Pow,/5(—1) sind wegen —1 € S nicht definiert.

Bemerkungen

1. Es gilt stets Ln(¢) € Ln(¢) sowie Pow,(¢) € Pow,,(().
2. Die Funktionen Ln und Pow, sind in jedem Punkt ¢ ¢ S stetig, aber es gilt
il/HéLn(é’lev):ln(—ﬁ)—lw, 11}1{1(1)Ln(§+1v):ln(—§)+17r

fiir jedes £ < 0, d.h. jeder Punkt ( € S ist eine Sprungstelle von Ln und damit
auch von Pow,,. In jedem Punkt des Schlitzes S gibt es also zwei Kandidaten fiir
den Wert der Funktion Ln. Es ist letztlich eine Frage des Geschmacks und der
Bequemlichkeit, ob wir fiir ¢ € S den Wert Ln(() als undefiniert betrachten oder
in willkiirlicher Weise einen der beiden Kandidaten auswéhlen. Die Unstetigkeit
kénnen wir nicht eliminieren.

3. Es gibt modifizierte Versionen dieser Funktionen, die auch auf dem Schlitz S
definiert und stetig sind, aber dafiir auf einen anderen Schlitz nicht definiert bzw.
nicht stetig sind. Oder anders gesagt: Es kann keine Funktion geben, die jeder
komplexen Zahl { # 0 in stetiger Weise einen eindeutigen Wert des Logarithmus
zuweist.

4. Die aus dem Reellen bekannten Rechenregeln fiir Logarithmen und nicht-
ganzzahlige Potenzen diirfen im Allgemeinen nicht verwendet werden (bzw. nur
nach gesonderter Priifung).
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Kapitel 9

Differenzierbarkeit

Vorlesungswoche 10

9.1 Definition und Beispiele

Setting Wir betrachten in diesem Kapitel Funktionen f : I — R, die auf einem
offenen Intervall I C R definiert sind. Wir koénnen im Prinzip allgemeinere Definitions-
bereiche (zum Beispiel abgeschlossene Intervalle oder Vereinigungen von Intervallen)
zulassen, werden diese Félle aber nur im Rahmen von Bemerkungen oder speziellen
Beispielen studieren.

Definition Wir sagen, f ist differenzierbar im Punkt x, € I, falls der Grenzwert

T T T — Ty
im eigentlichen Sinne existiert.
. e ) —
f() ,, ten) = L@ =)
fle) = () l ‘
=

f)
7 _ tan(1) = £/(+.)

xr

Abbildung Ist f in x, differenzierbar, so quantifiziert die Ableitung f/(z.) den Anstieg der Tangente,
die den Graphen von f im Punkt (z., f(x.)) beriihrt. Fiir  ~ z, kann diese Tangente durch eine
Sekante approximiert werden.

Merkregel Jede Ableitung ist ein Grenzwert von Quotienten.

Bemerkungen

1. Die reelle Zahl f'(x.) wird — sofern sie als Grenzwert wohldefiniert ist — die
Ableitung von f im Punkt z, genannt. Anstelle von f’(x) wird oftmals auch

df d
a(‘r*) ) @f(l‘*) ) f(ZL’*) oder Df(l‘*)

geschrieben.
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154 9. Differenzierbarkeit

2. Fir jedes © # x, beschreibt (siehe das obige Bild) der Differenzenquotient
(f(z) = f(z4))/(z — x,) den Anstieg der Sekante, die die Punkte (z., f(x.)) und
(x, f(x)) miteinander verbindet.! Ist f in z, differenzierbar, so beschreibt f'(x.)
gerade den Anstieg der Tangente, die den Graphen von f im Punkt (z,, f(x,))
beriihrt. Diese Tangente ist die durch die affine Gleichung

y=flz.) + f(2.) (& — )

charakterisierte Teilmenge des R? und wird auch Tangentialgerade im Punkt z,
genannt.

3. Die Konvergenzaussage in der Definition meint (siehe das vorangegangene Kapi-
tel), dass

flan) = fl2)  nooo

Ty — Ty

o @)

fiir jede Folge (x,,),,cy gilt, die den Bedingungen

n—o0

z, € I\ {z,} firalle neN, T, ——— T

geniigt. Insbesondere ist der Differenzenquotient mit x = x,, immer wegen x,, # x,
wohldefiniert.

4. Die Grenzwertformel in der Definition kann auch als

lim f(l'* =+ h) — f(m*) _ f/(ZL"*)

h—0 h
geschrieben werden, wobei die Substitution h = x — x, bzw. x = x, + h zugrunde
liegt.

5. Differenzierbarkeit ist — wie schon die Stetigkeit — zunéchst eine punktweise
Eigenschaft, d.h. es kann passieren, dass die Ableitung f’(x,) in einigen Punkten
. € I existiert, in anderen aber nicht.

6. Existiert f’(z.) in allen Punkten z, € I, so sagen wir, f ist differenzierbar (auf
I). In diesem Fall existiert f: I — R, d.h. die Ableitung von f ist selbst eine
Funktion auf I. Ist diese sogar stetig auf I, so heifst f stetig differenzierbar.

7. Ausblick: Mit einer analogen Formel konnen wir auch die Differenzierbarkeit einer
Funktion f: D C C — C definieren. Es wird sich aber zeigen, dass die Theorie
komplex differenzierbarer Funktionen in wesentlichen Aspekten von der Analysis
reell differenzierbarer Funktionen abweicht. Wir werden dies erst in der Vorlesung
Funktionentheorie genauer studieren konnen.

S S

Abbildung Drei Beispiele fiir differenzierbare Funktionen (schwarze Graphen), wobei jeweils fiir zwei
Wahlen von z, (farbige Punkte) die entsprechende Tangentialgerade (gestrichelte Linien) dargestellt
ist.

In der Definition von f’(z,) ist immer stillschweigend x # x, vorausgesetzt. Siehe dazu auch
nachfolgende Bemerkung.
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Bezspiele

1. Fir die affine Funktion f : R — R mit f(x) = a3x 4+ oy und Parametern
ap, o € R gilt

fla) = fla) _

T — T,

und damit f'(z,) = lim, ., a1 = « fiir alle z, € R. Insbesondere ist f eine
differenzierbare Funktion, deren Ableitung konstant ist.

2. Das Monom f : R — R mit f(z) = a,,, ™ ist fiir jedes m € N und jedes o, € R
stetig differenzierbar mit
() =may,z™ ",
Im Fall von m = 1 meint dies f'(z) = ay und fiir m = 0 ergibt sich f'(z) =0
(siehe auch das letzte Beispiel).

Beweis: Fiir festes m € N und jedes beliebig fixierte x, € R gilt

m—1 m—1

fl@) = flz) e St am T 2 N gl g1 g

T T =0 ' =0
und damit f'(z,) = o, mz™ !, wobei wir im ersten Schritt der Herleitung die
Verallgemeinerung der dritten binomischen Formel verwendet haben. Weil =z,
beliebig gewahlt werden kann, konnen wir am Ende x, durch = ersetzen. Beachte
aber, dass wir in der Herleitung zwischen x und x, unterscheiden miissen. O

3. Die Formel
/ , 1
exp'(z) = exp (2) bzw. In'(z) = -
x
beschreibt, dass die reelle Variante von exp bzw. In auf ihrem Definitionsbereich

(d.h. fiir z € R bzw. x > 0) stetig differenzierbar mit der angegebenen Ableitung
ist.
Beweis: Unter Verwendung der jeweiligen Funktionalgleichung bzw. der weiter

oben bewiesenen Grenzwertformeln fiir exp bzw. In erhalten wir

exp (h) — 1 hes0
h

exp (¢ + h) — exp (z)
h

= exp (z) - exp (z) - 1

bzw.

m(z+h) —In@) 1 1“(1 g) hso

>

Sl
SRS +

Sl

In der zweiten Formel gilt natiirlich z > 0 und wir haben aufserdem angenommen,
dass |h| hinreichend klein ist, sodass auch x + h positiv ist. O
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4. Es gilt
sin’ (z) = + cos (), cos' (x) = —sin (x)

fir alle x € R.

Beweis: Die Additionstheoreme, die trigonometrischen Grenzwertformeln sowie
die Stetigkeit des Kosinus implizieren

. h o . . l h
sin (¢ + ) — sin (2) = +cos ($ + % h) sml(g ) P20, 4 cos (x)
h 5h
und analog liefert
h) — ip
cos (z + h) — cos (x) — sin (v +1h) sm1(2 ) oo, ()
h sh
die zweite Behauptung. ]

Gegenbeispiele
1. Die Betragsfunktion f : R — R mit f(z) = |z| ist im Punkt z, = 0 nicht
differenzierbar. In jedem anderen Punkt z, # 0 gilt aber f'(z.) = sgn(z.,).
Beweis: Sei x, = 0. Fiir negative bzw. positive h gilt

0+h|—0]  —h 0+h[—1[0]  +h

N . = -1 bzw. 3 N =+1
und wir erhalten
lim fO+h) = f(0) =-1 sowie lim JO+h) = J(O) =+1
h0 h AN h

im Sinne einseitiger Grenzwerte. Insbesondere konvergiert der Differenzen-
quotient nicht fiir h — 0. Wir fixieren nun z, € R mit x, < 0 bzw. z, > 0.
Fiir alle h € (— |z.|, + |z.]) erhalten wir

S h) () fle.+ 1) = f(z)

lim Y =—1 bzw. ’1113% Y =+1
wegen |z, + h| = —(z. + h) = x| — h bzw. |z, + h| = x. + h = |z.| + h. O

2. Es gilt sgn’(z,) = 0 fur alle x, # 0, aber in z, = 0 ist die Signumsfunktion nicht
differenzierbar.

Beweis: Mit z, = 0 und h > 0 gilt

sgn(0 +h) —sgn(0)  +1-0 MO |
h B h

+00

und wir schliefen, dass sgn’ im Ursprung nicht definiert ist. Fiir z, < 0 bzw.
z, > 0 erhalten wir

sgn(z. + h) —segn(z.) _ (=1) = (=1)
h h

Michael Herrmann: Analysis 1 [D)eysa | Version vom 2. Oktober 2022



9.1. Definition und Beispiele 157

bzw.

sgn(z. +h) —sgn(z.)  (+1) — (+1)
h h
sofern |h| hinreichend klein ist. Die Formel sgn’(z,) = 0 ergibt sich in beiden

Féllen unmittelbar im Limes A — 0.

Bemerkung: Im Punkt x, = 0 kann die Nichtdifferenzierbarkeit von sgn auch mit
der Unstetigkeit begriindet werden. Siehe dazu das Korollar weiter unten.

Abbildung Die Differenzierbarkeitseigenschaften der Betragsfunktion koénnen auch geometrisch
interpretiert werden: Fiir z, < 0 (links) und z, > 0 (rechts) existiert immer genau eine entsprechende
Tangentialgerade. Fiir z, = 0 (Mitte) gibt es wegen des Knickes jedoch zu viele Kandidaten fiir eine
Tangentialgerade.

¢ .

Abbildung Die Nichtdifferenzierbarkeit der Signumsfunktion im Ursprung kann auch wie folgt
verstanden werden: Es gibt genau eine Kandidatengerade fiir die Tangente (rote Linie in der Mitte)
als Grenzwert von Sekanten (blaue Linien), aber diese Gerade besitzt einen unendlich grofen Anstieg
und ist nicht der Graph einer affinen Funktion.

Achtung Das erste Gegenbeispiel und unsere Anschauung kénnen zu der Vermutung
fithren, dass eine stetige Funktion mit Ausnahme von einigen wenigen Punkten (den
Knickstellen) immer differenzierbar ist. Das ist aber nicht richtig: Es gibt Funktionen
f : R — R, die in jedem Punkt stetig, aber in keinem Punkt differenzierbar sind.?
Allerdings ist es nicht moglich, eine solche Funktion durch eine einfache Formel zu
beschreiben oder durch einen Plot zu visualisieren.

Alternative Notation In den Natur- und Ingenieurwissenschaften benutzt man
haufig die Schreibweise y = f(2) und schreibt dann

dy :

— tatt .

Y st @)
Diese Physiker-Notation hat viele Vor-, aber auch einige Nachteile. Sie ist sehr intuitiv
und wir koénnen mit ihr sehr gut rechnen: Die Grofe y hdngt von der Grofse x ab und
es gilt

dy
oy = —=dw
y de‘ Y
wobei 0z eine infinitisimale® — also eine ,unendlich kleine* — Anderung von z

meint und 6y die entsprechende Anderung von y bezeichnet.? Fiir Beweise ist die

2Man kann sogar zeigen, dass in der Menge aller stetigen Funktionen die Teilmenge der Funktionen,
die auch nur in einem Punkte differenzierbar sind, in gewisser Weise ,,sehr klein“ ist. Siehe dazu den
Baireschen Kategoriensatz in der in der Vorlesung Funktionalanalysis.

35z ist ein eigenes, nicht trennbares Symbol. Es meint nicht das Produkt von § und x.
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Mathematiker-Notation aber meist besser, insbesondere weil mit ihr klarer wird,
dass Diffenzierbarkeit zunéchst eine punktweise Eigenschaft ist. Auferdem wurde das
Konzept einer infinitisimalen Grofe mit der Einfithrung des rigorosen Grenzwert-
begriffs aus der modernen Mathematik verbannt.*

Lemma (4quivalente Charakterisierung von Differenzierbarkeit) Die drei
folgenden Aussagen sind paarweise dquivalent:

1. Die Funktion f ist differenzierbar in z,.
2. Es gilt

h—0 h =0

fiir ein p, € R.
3. Es existiert eine in z, stetige Funktion ¢ : I — R, sodass
F(2) = f(@.) +plo) - (@ - 2.)
fiir alle z € I erfiillt ist.

Insbesondere folgt f'(z.) = p« = ¢(x.) aus jeder der drei Aussagen.

Beweis 1.= 2.: Die Behauptung ergibt sich mit pu, = f’(x,) aus den Rechenregeln
der Konvergenz. 2. = 3.: Die Funktion ¢ : I — R ist durch

f(x) = f(z.)
() = r— .
L fiir = .

fir x # x,

gegeben und stetig im Punkt x,, denn es gilt

(f($*+h) _hf(x*)_“*h +u*) =0+ pe = p(2.)

lim p(z) = }gno o(xs + h) = lim

T—>T s h—0

nach 2., wobei wir x = z, + h substituiert haben. 3. = 1.: Die Bedingung 3. impliziert

lim SO o) = (0,
T—>Tx T — Tk T—Tx
d.h. f ist differenzierbar in z, mit f'(z.) = p(z.). O

Korollar (Differenzierbarkeit impliziert Stetigkeit) Die Funktion f sei in x,
differenzierbar. Dann ist f auch stetig in x,, d.h. es gilt f(z,) = lim, ., f(z).

Beweis Mit den Notationen des Lemmas und den Rechenregeln fiir Grenzwerte
erhalten wir

i £ = fe) o+ (Jim o)) - (Jim (0= ) ) = Fo) + )0 = flo)

und die erste dquivalente Charakterisierung von Stetigkeit liefert die Behauptung. [

4Im Rahmen der sogenannten Nichtstandardanalysis gibt es die hyperreellen Zahlen, wobei diese
unendlich klein oder unendlich grofs sein kénnen. Bei der Menge der hyperreellen Zahlen handelt es
sich aber um einen nichtarchimedisch angeordneten Korper, d.h. die in Kapitel 2 formulierten Axiome
der reellen Zahlen gelten nicht bzw. nicht in der angegebenen Form.
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9.2. Rechenregeln fiir Ableitungen 159

Achtung Aus der Stetigkeit im Punkt z, folgt nicht die Differenzierbarkeit in x,.
Das Standardbeispiel ist die Betragsfunktion im Ursprung.

9.2 Rechenregeln fiir Ableitungen
Vorbemerkung In der mathematischen Praxis wird die Differenzierbarkeit meist

nicht mit der Definition nachgepriift, sondern mithilfe von Rechenregeln aus bereits
bekannten Differenzierbarkeitsresultaten abgeleitet.

Theorem (Differenzierbarkeit und Rechenoperationen) Sind f,¢g: 1 — R
jeweils differenzierbar in x, € I, so gelten die Formeln

(Nf+ ug)/(a:’*) = Af'(xy) + png'(zs), (Linearitét der Ableitung)
(f-9) () = fla)-glw)+ fla.) - g(z.), (Produktregel)
(f/g)/(x*) = fz). g(l‘;)Q(;g(:C*) gz.) ) (Quotientenregel)

wobei u, A € R beliebige reelle Zahlen sind und in der letzten Formel g(z.) # 0
vorausgesetzt ist.

Beweis Durch direkte Umformungen verifizieren wir

Af+pg) (@) — (N f+pg)(.) fl) = flz) p g(x) — g(z.)

r— X - )\ r—X r—X
(f'@(i)j:i{'g)(x*) _ f(?:if%) (@) + fl) 9(52:5:535*)
und
(f/9) (mi - g/g) () _ g@)lg = ( f(a:; - im o) — f(z) g(m; = i(m) )

fiir alle  # x,. Alle Behauptungen ergeben sich nun nach Grenziibergang r — x,
aufgrund der Stetigkeitsformeln f(x,) = lim, ., f(z) und g(z.) = lim,_,,, g(z) (siehe
das Korollar zur dquivalenten Charakterisierung von Differenzierbarkeit). m

Beispiele
1. Fiir jedes Polynom p(z) = v, 2™ + a1 ™1 + ... + a1 T + ap ergibt sich
P =mans™ 4+ (m—1D)ap 127+ 4o
fiir jedes z, € R aus den Rechenregeln sowie den Ableitungsformeln fiir die

Monome (siehe oben). Da diese Formel fiir alle x, € R gilt, schreiben wir in der
Regel x statt z,.
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2. Der Tangens tan = sin / cos ist nach der Quotientenregel auf seinem Definitions-
bereich — also in jedem Punkt z € R mit cos (z) # 0 — differenzierbar mit

tan () = sin’ (x) cos (z) —sin (x) cos’ (x)  cos® (z) +sin”(z) 1

cos? () B cos? () ~ cos?(z)’
wobei wir die bereits oben hergeleiteten Ableitungsformeln fiir den Sinus und den
Kosinus sowie die trigonometrische Identitit cos? (z) + sin® (z) = 1 verwendet

haben.

3. Wir berechnen

(% (sin(z) - cos (z)) = sin’ (z) - cos (z) + sin (z) - cos’ (z) = cos® () — sin® (),

wobei die rechte Seite auch als 1—2 sin? (z) oder 2 cos? (x)—1 geschrieben werden
kann.

4. Die Quotientenregel impliziert
d d < 1 ) 0-2m—1-(mz™1) —mam!

@' @\ )T ey e
fiir jedes © # 0 und jedes m € N. Alternativ konnen wir dieses Ergebnis nach
kleineren Umstellungen aus

0= i1 = i(xmx_m) =ma™ T 4 ™. d -m

dx dx Az
ablesen, wobei wir hier die Produktregel angewendet haben.

mm

Theorem (Kettenregel fiir Ableitungen) Seien f: 71 — Rund g:J — R zwei
Funktionen mit f(I) C J. Dann gilt

(g0 f) () = g (f(x2) - f'(2)

fir jedes x, € I, sofern f differenzierbar in z, und ¢ differenzierbar in f(z,) ist.

Beweis Die dquivalente Charakterisierung von Differenzierbarkeit — ausgewertet fiir
f und z, sowie ein zweites Mal fiir g und y. := f(z.) — liefert stetige Funktionen
¢: 1 —Rund ¢ :J — R, sodass die Gleichungen
f@)=fl@)+ole) (z—z)  bzw.  g(y) =g(y.) +¥() - (y —u)
fiir alle x € I bzw. alle y € J gelten, wobei ¢ bzw. 9 stetig in x, bzw. in y, ist. Mit
y = f(x) folgt
(g0 f)(@)=g(f(2)) =9(y) = g(y) +¥(y) - (v — )

aus der zweiten Gleichung, wobei wir dies mit der ersten Gleichung auch als
(gof)@)=(gof)(z) +wl(z) (z—=2) mit wx)=v(f(z) ¢
schreiben kénnen. Da die Funktion w : I — R stetig in x, ist (siehe die Rechenregeln zur

Stetigkeit) impliziert die &quivalente Charakterisierung von Differenzierbarkeit, dass die
Funktion g o f in der Tat im Punkt z, differenzierbar ist, wobei

(90 f) (@) = wlz.) = ¥(f(22)) - p(x2)

gilt. Weil die dquivalente Charakterisierung aufterdem

() = (2, Py =9g'(v)

sicherstellt, erhalten wir schlieklich die gewiinschte Formel. O]
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Bezspiele

1. Tm Fall von f(z) = 22+ 1 und ¢(y) = 3 kénnen wir [ = J = R wiihlen und
berechnen die Funktion h := go f zu

h(z) = (22 +1)°.
Fiir jeden Punkt z, € R gilt nun

W(e) = o (f2) - @) = 3(f@2) - (22.) = 62, (22 +1)°,

wobei wir die Formeln f’(x,) = 2z, und ¢'(y.) = 3y? verwendet haben und am
Ende wieder z, durch x ersetzen konnen.

Bemerkung 1: In der Formulierung sowie im Beweis der Kettenregel haben wir
zwischen z, (festgehaltener Punkt) und z (die freie Variable) unterschieden.
Das ist auch sinnvoll, da ja Differenzierbarkeit zunéchst eine Eigenschaft ist,
die in einigen Punkten erfiillt, in anderen aber verletzt sein kann. Wenn wir aber
schon wissen, dass alle betrachteten Funktionen in jedem Punkt ihres Definitions-
bereichs differenzierbar sind, so kénnen wir das Endergebnis auch direkt mithilfe
der Rechnung

(1)) =3l ) ) =3 2

herleiten.

Bemerkung 2: In diesem Beispiel konnen wir das Ergebnis auch ohne die Ketten-
regel verifizieren. Mit dem binomischen Lehrsatz erhalten wir

h(r) =2+ 32 + 327 + 1
und damit
W(z)=62"+122"+ 62 =62 (2° + 1)2,

wobei sich das erste Gleichheitszeichen aus den Rechenregeln ergibt und das
zweite direkt nachgerechnet werden kann.

2. Es gilt
(% ( exp (sin (:c))) = exp’ (sin (z)) - sin’ (z) = exp (sin (z)) - cos (z)
d;dx(sin‘% (m2 + x)) = 3 sin’ (x2 + x) . (%(sin (1‘2 + x))

= 3 sin® (x2+x) © COS (x2+x) -d;dx(f—i—x)
=3sin® (2”4 ) - cos (2® +2) - 22+ 1),

wobei wir in der zweiten Rechnung die Kettenregel zweimal angewendet haben.
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Alternativer Blick auf die Kettenregel In den Anwendungswissenschaften taucht
die Kettenregel oftmals in einer anderen Schreibweise auf: Mit den Notationen y = f(x)
und z = ¢(y) kann sie formal als

dz dz %

E—d_y'dx

geschrieben werden, denn links steht die Ableitung von g o f und rechts gerade das
Produkt der Ableitung von ¢ und der Ableitung von f.°

Beispiel: Mit y = 22 + 1 und 2 = 3® ergibt sich

dy dz 9 dz  dz dy 9 2 2
dx . 3y der dy dz 3y’ 2e =6z )"

und wir erhalten dasselbe Ergebnis wie oben.

Theorem (Ableitung der Umkehrfunktion) Sei f: [ — R eine strikt monotone
sowie stetige Funktion und sei ¢ = f~! : J — I die entsprechende Umkehrfunktion,
wobei J = f(I) das Bildintervall von f ist. Ist f in z, differenzierbar mit f’(x,) # 0,
so ist g im Punkt y, = f(z.) differenzierbar, wobei die entsprechende Ableitung durch

/ 1 - oy L
g (flz.) = ) baw. ¢'(y) f(9(ys))

berechnet werden kann.

Beweis Nach der dquivalenten Charakterisierung von Differenzierbarkeit existiert
eine in x, stetige Funktion ¢ : I — R, sodass die Gleichung

f(x) = fz.) = ¢(2) - (2 = z.)

fir alle z € I gilt. Da f strikt monoton ist, gilt f(z) # f(x,) fiir alle x € I mit
r # x, und wir schliefen, dass daher auch ¢(x) # 0 gelten muss. Auferdem gilt
o(x.) = f'(x.) # 0 nach Voraussetzung und wir haben insgesamt gezeigt, dass ¢ keine
Nullstellen besitzt. Mit y = f(z) bzw. = g(y) erhalten wir damit

9W) —9(y) =v@) - (y—u) mit  P(y) =

fiir alle y € J, wobei 1 in z, stetig ist (beachte, dass ¢ in x, stetig ist und dass g = f~1
auf ganz J stetig ist). Die dquivalente Charakterisierung liefert die Differenzierbarkeit
von ¢ in y, sowie die zweite Formel in der Behauptung. Die erste ergibt sich dann
unmittelbar mit z, = g(y.). O

5Salopp gesprochen besagt die Kettenregel also, dass der Term dy ,,gekiirzt werden darf. Aus Sicht
der reinen Lehre sind Ableitungen zwar keine Quotienten, sondern Grenzwerte von Quotienten, aber
da wir die Kettenregel nun rigoros aus den Axiomen hergeleitet haben, diirfen wir diesen Trick von
nun an auch verwenden.

Michael Herrmann: Analysis 1 [D)eysa | Version vom 2. Oktober 2022



9.2. Rechenregeln fiir Ableitungen 163

Bemerkungen

1. Die Existenz und Stetigkeit der Umkehrfunktion g : J — I sowie die Intervall-
eigenschaft von J = f(I) hatten wir im Kapitel iiber Stetigkeit bewiesen. Die
Monotonie von f ist auch im Beweis wichtig, da sie — in Kombination mit der
Differenzierbarkeit von f in x, — die Differenzierbarkeit von ¢ in y, garantiert.

2. Ist f sogar in jedem Punkt aus I differenzierbar, so kann die Formel fiir ¢'(y)
auch wie folgt hergeleitet werden: Es gilt

z=g(f(z))
fiir alle x € I und durch Differentiation beider Seiten nach x erhalten wir

dx d
1 = — = — = / . f!

L= o) = g (F @) 7o)
aufgrund der Kettenregel und damit ¢'(f(x)) = 1/f'(x) fiir alle x € I bzw.
J(y) = 1/f (g(y)) fiir alle y € J. Beachte, dass das Theorem erst sicherstellt,
dass wir iiberhaupt so rechnen diirfen. Auflerdem liefert es auch dann sinnvolle
Aussagen, wenn f nicht in allen Punkten ihres Definitionsbereichs differenzierbar
ist.

3. In der intuitiven Physiker-Notation kann die Formel fiir die Umkehrfunktion

formal als
dx B 1
dy  dy
dx

geschrieben werden.

Bezspiele

1. Der Logarithmus ist als Umkehrfunktion der Exponentialabbildung nach dem
Theorem in jedem Punkt seines Definitionsbereichs differenzierbar und die
Ableitungsformel impliziert

o 1 _ 1 1
() = exp’ (In (z.)) exp (In (z.)) Ty

fir alle z, > 0. Wir diirfen in dieser Formel wieder z, durch z ersetzen und hatten
dieses Ergebnis schon oben auf eine andere Art hergeleitet.

noch eine Herleitung der Formel: Es gilt

z = exp (In(z))
fiir alle x > 0 und wenn wir beide Seiten differenzieren, so erhalten wir
1=exp’ (In(z))-In'(z) =exp (In(z)) -In' (z) = z - In’ (2)
unter Ausnutzung der Kettenregel sowie der Eigenschaften von exp.
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2. Das Theorem garantiert, dass der Arkustangens in jedem Punkt der reellen Achse
differenzierbar ist. Mit dieser Information sowie der Formel

z = tan (arctan (z))

ergibt sich
1

-arctan’ (x
cos? (arctan (z)) (@)

1 = tan’ (arctan (z)) - arctan’ (z) =

indem wir beide Seiten differenzieren, die Kettenregel anwenden und die Formel
fiir die Ableitung des Tangens einsetzen. Damit gilt

arctan’ (z) = cos” (arctan (z)),
aber wir konnen diese Formel weiter vereinfachen. Es gilt namlich
cos” (arctan (z)) + sin® (arctan (z)) = 1
sowie
sin” (arctan (z))

= tan® (arctan (z)) = 27,

cos? (arctan (z))

und nach kleineren Umstellungen erhalten wir mit
1
1+ 2?2

arctan’ (x) =

ein erstaunlich einfaches Ergebnis.

alternative Rechnung: Wir schreiben y = arctan (z) bzw. x = tan (y) und wegen

dz d [ sin(y) sin’ (y) cos (y) — sin (y) cos’ (y) 1
Ay dy (m) - cos? (y) ~ cos?(y)
erhalten wir zunéchst
ji = c}x = cos® (y) .
dy
Wegen
2 sin? (y) _1- cos? (y) _ 1 1
cos? (y) cos? (y) cos? (y)

gilt aber auch cos? (y) = 1/(1 + z?) und wir erhalten dasselbe Endergebnis.

9.3 Mehr iiber Ableitungen

Hohere Ableitungen Ist f : I — R differenzierbar, so existiert ihre (erste)
Ableitung f’: I — R. Wenn diese wieder differenzierbar ist, so wird

f”(l'*) d f o df f (.Z') B f (.T*)

= (z4) = lim
die zweite Ableitung von f in x, genannt. Analog werden die dritte, die vierte und

= —(x
da:2( ) dz Ty T — Ty

allgemein die n-te Ableitung von f eingefiihrt, wobei letztere auch mit f bezeichnet
wird. Insbesondere gilt

f(n+1)<I*) _ dmf dfm fO (@) = [ ()

= ———(z,) = lim ,
wobei man f(© = f vereinbart, d.h. die nullte Ableitung von f ist f selbst.

— 1 11 *
dgnt! dz T, T — T,
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Bezspiele
1. Fiir das Polynom p(z) = az 2 + as 2* + a; = + ag erhalten wir
p/(x):3a3x2+2a2x+a1, p//(x) :6053564‘20{2, p///(g;) :6a3

sowie p”’(x) = 0. Ganz allgemein ist die k-te Ableitung eines Polynoms vom Grad
m fir £k < m ein Polynom vom Grad m — k.

2. Es gelten die Formeln
sin’ (z) = cos (z), sin” (x) = —sin (), sin” (z) = —cos (z), sin”’ (z) = sin (x)
sowie analoge Aussagen fiir den Kosinus.

3. Fiir f(x) = exp (x) ergibt sich f("(x) = exp (z) fiir jedes n € N und alle z € R.

Einseitige Ableitungen in Randpunkten®* Wir haben in diesem Abschnitt immer
vorausgesetzt, dass I ein offenes Intervall ist. Insbesondere existiert zu jedem z, € [
ein € > 0, sodass das Intervall (z, — ¢, z, 4+ ¢) ganz in [ liegt. In der Praxis treten
natiirlich auch abgeschlossene oder halboffene Intervalle auf und man kann dann in den
jeweiligen Randpunkten Ableitungen im Sinne einseitiger Grenzwerte definieren. Wir
wollen dies hier nicht vertiefen, sondern nur einige typische Beispiele besprechen.

Beispiele*

1. Wir betrachten die Wurzelfunktion f(z) = y/z auf dem Intervall I = [0, 1], wobei
in den beiden Randpunkten die Stetigkeitsformeln

0= f(0) = lm f(x) 1= /(1) = lim /()

gelten. Die Rechnung
flx) = f(1) Ve —1 __ 1 ZAI
r—1  (Vz-1)(Kz+1) -+l 2

zeigt, dass f’(1) als einseitiger Limes des entsprechenden Differenzenquotienten
wohldefiniert ist. Wegen

F@) = fO) _ VE-0 _ 1

= > +0o0

r—0 z—0 Vi

ist f aber im linken Randpunkt x, = 0 nicht differenzierbar.

2. Der Arkussinus ist auf dem Intervall I = [—1, +1] definiert und stetig. Er ist
aufserdem nach dem Theorem {iber die Ableitung der Umkehrfunktion in jedem
Punkt z, € (-1, +1) differenzierbar mit

1
V1—22’

wobei diese Formel leicht nachgerechnet werden kann (Ubungsaufgabe). Es gilt

arcsin’ (z) =

aber
lim arcsin (z) — arcsin (1) A /2 _ lim — too,
z 1 r—1 y/r/2 sin(y) — 1 y /2 cos(y)
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wobei wir im ersten Schritt die Substitution y = arcsin (z) benutzt und im zweiten
Schritt die Regel von de I'Hospital vorweggenommen haben. Insbesondere ist der
Arkussinus im rechten Randpunkt x, = +1 nicht differenzierbar und mit analogen
Rechnungen kénnen wir zeigen, das auch im linken Randpunkt z, = —1 keine
Ableitung existiert.

Ausblick: Ableitungen vektorwertiger Funktionen* Ableitungen kénnen ganz
analog fiir vektorwertige Funktionen f : I C R — R™ definiert werden, wobei dann

@)= ) St h) = f)

T T — T, h—0 h

fiir jedes x, € I ein Vektor, d.h. ein Element des R™, ist.® Dabei ist es fiir diese Formel
sehr wichtig, dass der Definitionsbereich I eine Teilmenge des R ist.” Wir werden spéter
sehen, dass eine solche Funktion in natiirlicher Weise als Kurve im R™ interpretiert
werden kann und dass ihre ersten und zweiten Ableitungen eine physikalische sowie
eine geometrische Bedeutung aufweisen.

Die Differentiationstheorie fiir Abbildungen f : D C R™ — R™ werden wir in
Analysis 2 studieren, wobei es dann partielle Ableitungen geben wird, da ja z € R"
selbst n verschiedene Komponenten aufweist.

Beispiele* Die Funktion f: R — R? mit
_ + cos (t)
s =ewio (T l)

beschreibt eine Spiralkurve in der Ebene, wobei wir hier ¢ statt x geschrieben haben,
um eine Interpretation als Zeit anzudeuten. Die ersten beiden Ableitungen sind durch

S + cos (t) — sin (t) S — sin (t)
f(t) = exp (¢) (+ sin (t)) +exp (¢) <—i— cos(t) )’ f(t) =2 exp () + cos (t)
gegeben und kénnen komponentenweise nachgerechnet werden, wobei wir hier " statt ’

geschrieben haben, da t ja die Zeit sein soll.
Die Funktion f : R? — R3 mit
cos (uy) cos (uz)
f(uy, ug) = | sin (uq) cos (uz)

sin (uz)

parametrisiert die Einheitssphére (also eine Fliache), wobei u; und us die sogenannten
Euler-Winkel sind. Es gibt hier insgesamt 6 partielle Ableitungen, ndmlich g—lﬁ mit
j€{1,2,3} und k € {1,2}.

Berechnung singularer Grenzwerte

Theorem (Regel von de I’'Hospital) Seien f,g: I — R zwei Funktionen und z,
ein Punkt in [ mit

f(z.) =0 =g(z.).

SInsbesondere ist der Zihler bzw. der Nenner des Differenzenquotienten ein Vektor bzw. ein Skalar.
"In manchen Kontexten spricht man von einer unabhéingigen Variable (nimlich die reelle Zahl )
und m abhdngigen Grofen (die Komponenten von f(z) € R™).
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Dann gilt
f@) )
e gl@) | gla)

sofern f und ¢ in z, differenzierbar sind und aufserdem ¢'(x,) # 0 gilt.

Y

Beweis Nach Voraussetzung sowie aufgrund der dquivalenten Charakterisierung von
Differenzierbarkeit existieren Funktionen ¢, ¢ : I — R, sodass

f@)=0+9()-(r—=)  gx)=0+9(x)- (r - )

fiir alle z € I gilt, wobei beide Funktionen im Punkt x, stetig sind und aukerdem die
Gleichungen

plz) = fl(z),  ¥(z)=g'(2.) #0
erfiillt sind. Damit ergibt sich
f@) _ pl@)  esa. el

g(z)  ¥() (@)
wobei wir benutzt haben, dass die Stetigkeit von v in Kombination mit ¥ (x,) # 0
impliziert, dass ¥ (x) # 0 immer dann gilt, wenn |z — x,| hinreichend klein ist. ]

Bemerkungen

1. Das Theorem ist ein sehr méchtiges Werkzeug, um singulire Grenzwerte der
Bauart 0/0 zu berechnen. Sind f und g auf I stetig differenzierbar, so kann die
Formel von de I'Hospital auch in der modifizierten Version

lim _f(:c) = lim f(z)
T g(x) LT g’(;c)

geschrieben werden.

2. Die modifizierte Variante kann oftmals auch im Fall von

f(x.) = o0 = g(.)

verwendet werden, wobei dann f und g im Punkt x, gar nicht definiert sind. Fiir
eine rigorose Formulierung sowie den Beweis verweisen wir auf [Koe, Kapitel 9]
und [Heu, Abschnitt 50|. Die zugrunde liegende Idee ist, anstelle von f und g die
Funktionen = +— 1/f(z) und = — 1/g(z) zu betrachten und auf diese dann das
Theorem anzuwenden. Insbesondere liefert die formale Rechnung

! d /1 g'(x)
lim M = lim @ — lim E(@) — lim _g2(x)
T T g(x) T T L T T i L T T —f’(;c)
f(z) 2 dz ( f@:)) 2 72(z)

= lim (%> _ (hmx%* %)

T—T 4 ’(x i f’(l‘)

1M, T
g'(z) g ()

nach elementaren Umstellungen wieder die Formel von de 'Hospital fiir f und g.
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3. Eine weitere Verallgemeinerung ist, dass die modifizierte Fassung sinngemaéfs auch
fiir einseitige Grenzwerte gilt. Insbesondere kann z, auch ein Randpunkt des
Intervalls I sein.

4. Mit etwas mehr Aufwand konnen Varianten mit hoheren Ableitungen formuliert
und bewiesen werden. Zum Beispiel gilt

i 4@ @)
woee g(z)  g"(x)

Y

sofern f und ¢ in x, zweimal differenzierbar sind und die natiirlichen Bedingungen

fl@)=0=g(x.), [flz)=0=g(), ¢"(x)#0
erfillt sind. Wir werden spéter sehen, dass diese Varianten direkt aus dem Satz
von Taylor abgeleitet werden konnen.
Beispiele
1. Direkte Anwendungen des Theorems sind die Grenzwertformeln

i S (2x) _ 2cos (0) _ 2, lim exp'(x) —1 _exp (0) 1 ]
e=0 3 3 3 =0 sin (x) cos(0) 1

wobei wir in der ersten Rechnung benutzt haben, dass die Ableitung der Nenner-
funktion konstant ist.

2. Die Formel

@ = osin@) g zeos(@) o1
20 exp (r) —x—1 220 exp(z)—1 -0 exp(x) 1

ergibt sich aus zweifacher Anwendung der modifizierten Fassung. Beachte, dass
die Briiche in den ersten beiden Grenzwerten bei Auswertung in x = 0 immer
den nicht-definierten Term 0/0 ergeben. Nach zweimaligem Ableiten der Z&hler-
und der Nennerfunktion kénnen wir aber endlich z = 0 setzen.

3. Manchmal miissen die auftretenden Terme erst geeignet umgeformt werden. Ein
klassisches Beispiel ist

_ 1 1 . sin(z) —x cos (z) — 1

lim (| — — — =lim —————— = :

z=0 \ =  sin(x) 2=0  x sin (z) 2—0 sin (x) + x cos (z)
— sin () B 0

:1‘ pu— pu—
250 2 cos (z) — x sin (x) 2:-1-0-0

0,

wobei wir die Regel von de I'Hospital zweimal angewendet haben und insgesamt
einen Grenzwert der Bauart co — oo berechnet haben.

4. Es gilt
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wobei dies ein Beispiel fiir einen einseitigen Grenzwert der Bauart 0 - oo ist, der
im ersten Schritt als einseitiger Grenzwert der Bauart co/oco geschrieben wird.
Als Nebenprodukt erhalten wir die wichtige Formel

ii{l(l) 27— i{‘% exp (z In(z)) = exp (3161{1(1) (z In (x))) =exp(0) =1,

wobei wir zusétzlich die Stetigkeit der Exponentialfunktion ausgenutzt haben.

5. Die Rechnung

z+1
In
. z+1 . r—1
lim [z In = lim T

Z—00 x—1 T—00 1
T
r—1 (z—1)—(x+1)
rz+1 —1)?
= lim (f )
r—r00
)
2 4 4
= lim L —lim—x—hm—:2
o0 12 —1 z—00 21 z—00 2

ist ein Beispiel fiir eine dreifache und alles andere als triviale Anwendung der
Regel von de I’'Hospital, wobei auch algebraische Umformungen sowie die Rechen-
regeln fiir Ableitungen eingeflossen sind.

Merkregeln

1. Durch — vielleicht mehrfaches — Anwenden der Regel von de I’'Hospital konnen
wir singulére Grenzwerte der Bauart 0/0 oder co/oo berechnen.

2. Die Fille 0 - oo und oo — oo kénnen oftmals durch geschicktes Umformen in die
Form 0/0 oder co/oco gebracht werden.

3. Die Details konnen trickreich sein.

Achtung Die Regel von de 'Hospital darf natiirlich nicht wahllos angewendet werden.
Zum Beispiel gilt
cos () cos (0)

li = =1
250 exp (x)  exp(0) ’

aber auch

lim cos’ ()  lim — sin (x) _ —sin (0) _041.
z—=0 exp’ ()  2-0 exp (z) exp (0)

Der Grund fiir die Ungleichheit ist, dass der obere Grenzwert gar nicht singulér ist,
sondern von der reguldren Bauart 1/1.
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’ Vorlesungswoche 11

9.4 Mittelwertsatz und Folgerungen

Theorem (Mittelwertsatz von Cauchy) Seien f,g : [a, b] — R zwei stetige
Funktionen, die aufferdem in jedem Punkt aus (a, b) differenzierbar sind. Dann gilt

g€ (£(b) = f(a)) = £(€) (9(b) — g(a)) -

fiir mindestens ein £ € (a, b).
Beweis Die Funktion ¢ : [a, b] — R mit

U(@) = (f(b) = f(a)) g(z) — f(@) (9(b) — 9(a)) + f(a) g(b) — f(b) g(a)

ist stetig mit ¥ (a) = 1(b) = 0, wobei die Formel

V() = (f(b) = f(a)) g () = f'(x) (9(b) — g(a))

nach den Rechenregeln fiir Ableitungen in jedem x € (a, b) erfiillt ist. Insbesondere
miissen wir die Existenz von £ mit ¢/'(£) = 0 zeigen. Wenn v eine konstante Funktion
ist, so gilt ¥(z) = 0 und damit ¢'(z) = 0 fiir alle z € (a, b), d.h. die Behauptung folgt
mit einem beliebig gewéhlten £. Andernfalls wihlen wir x bzw. T als Minimierer bzw.
Maximierer von v auf dem kompakten Intervall [a, b], sieche den Satz vom Minimum
und Maximum, und bemerken, dass

P(z) <0 oder P(T) >0

und damit auch @ < < b oder a < T < b gilt. Im ersten Fall impliziert die
Minimierungseigenschaft von z, dass die einseitigen Differenzenquotienten durch

vzte) - v _ 0 sowic Y(z —e) —Y(z)
+ée - —€

>0

abgeschitzt werden kénnen, wobei hier immer 0 < ¢ < min{z —a, b—x} vorausgesetzt
ist. Im Limes ¢ — 0 ergibt sich

Yz) <0 sowie  ¢(z) 20,

d.h. mit £ := z erhalten wir ¢/(§) = 0 und damit die Behauptung. Im zweiten Fall setzen
wir ¢ := T und benutzen die Maximierungseigenschaft um ¢’'(£) = 0 zu zeigen. O

Bemerkungen

1. Im Fall von ¢'(£) # 0 gilt auch g(b) — g(a) # 0 und damit
7€) 10) - Sl
g gb)—gla)

In der Literatur wird das Theorem manchmal als verallgemeinerter Mittelwertsatz
bezeichnet.
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2. Im Spezialfall g(z) = z ergibt sich

f(b) — f(a)

e = o=

und das Theorem wird Mittelwertsatz von Lagrange genannt. Gilt zuséatzlich
f(a) = f(b) (und damit f'(§) = 0), so sprechen wir auch vom Satz von Rolle.

3. Im Beweis haben wir unter anderem gezeigt, dass die Ableitung von % in jeder
Extremstelle verschwindet, sofern diese echt zwischen a und b liegt. Wir werden
unten sehen, dass dies ein allgemeines Prinzip widerspiegelt.

.

T TR

Abbildung Drei Beispiele fiir den Mittelwertsatz von Lagrange, wobei es ein, zwei oder drei mégliche
Wahlen fiir £ gibt, wobei das rechte Bild den Satz von Rolle illustriert. Beachte, dass die Tangente im
Punkt (&, f(§)) (orange Gerade und griiner Punkt) an den Graphen von f (schwarze Kurve) sowie
die durch (a, f(a)) (blauer Punkt) und (b, f(b)) (roter Punkt) verlaufende Sekante (rosa Gerade)
denselben Anstieg aufweisen und daher parallel sind.

Lemma (Lipschitz-Eigenschaft einer differenzierbaren Funktion) Fiir jede
differenzierbare Funktion f: 7 C R — R gilt

‘f(.f[)z) - f(xl)‘ <L |:E2 - 281‘ mit L :=sup ‘f’(x)}

zel

fiir alle x1, x5 € I. Insbesondere ist f Lipschitz-stetig, sofern L < oo gilt.

Beweis O.b.d.A konnen wir z; < xs annehmen (andernfalls vertauschen wir die
beiden Indizes). Nach dem Mittelwertsatz — ausgewertet fiir die Einschrankung von f
auf das Intervall [z, x5] — existiert ein § € (xq, x2) mit f(x9) — f(z1) = f'(§) (xg — x1)
und wir erhalten

|f(x2) = f(x0)| = | £/ ()] |w2 — 21| < L]|wy — 21

Die zweite Behauptung ergibt sich aus der Definition von Lipschitz-Stetigkeit.

Bemerkungen

1. Das Lemma wird manchmal auch Schrankensatz genannt und stellt die Standard-
methode dar, um die Lipschitz-Stetigkeit einer Funktion nachzuweisen.®

2. Ausblick* : Der Satz von Rademacher garantiert, dass jede Lipschitz-stetige
Funktion in fast jedem (aber nicht unbedingt in jedem) Punkt x ihres Definitions-
bereiches differenzierbar ist, wobei dann auch | f'(x)| < L gilt und L die Lipschitz-
Konstante von f bezeichnet. Der Beweis dieser Aussage ist aber nicht einfach und
liegt jenseits unserer Moglichkeiten.

8Es gibt leider kein so einfaches Kriterium, um die Holder-Stetigkeit einer Funktion nachzuweisen.
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Lemma (eine Variante des Mittelwertsatzes von Lagrange) Die stetige
Funktion f : [a, b — R sei differenzierbar in (a, b). Auferdem seien z und h zwei
reelle Zahlen mit h # 0 sowie a < z, x + h < b. Dann gilt

flx+h)— f(x)=f(x+60h)h

fiir mindestens ein 6 € (0, 1).

Beweis Im Fall h > 0 betrachten wir die Einschrinkung von f auf das Intervall
[z, x+h] C [a, b]. Dann gilt f(z + h) — f(z) = f'(£) h nach dem Mittelwertsatz fiir ein
¢ € (z, 4+ h) und die Behauptung folgt mit 6 := ({ — x)/h. Fiir h < 0 argumentieren
wir analog auf dem Intervall [z + h, z]. O

Monotonie, Konvexitiat und Konkavitat

Vorbemerkung Wir betrachten im Rest dieses Abschnitts immer Funktionen auf
einem offenen Intervall (a, b), aber viele der folgenden Resultate gelten sinngeméf
auch auf abgeschlossenen oder halboffenen Intervallen.

Theorem (Monotonie und erste Ableitung) Eine differenzierbare Funktion
f: (a, b) = R ist genau dann monoton fallend bzw. monoton wachsend, wenn

fl(x) <0 baw.  f(z) 20,

fir alle x € (a, b) gilt. Insbesondere ist f genau dann konstant, wenn f’(z) fiir alle
x € (a, b) verschwindet.

Beweis Monotonie, Hinrichtung: Sei f monoton fallend und z beliebig fixiert mit
a < x < b. Wegen der Monotonie gilt dann

flx+h) - f(x)
h

<0

fir alle ~ mit 0 < A < min{z — a,b — 2} und der Grenziibergang h — 0 liefert
f'(x) < 0. Die Argumentation fiir wachsende Funktionen ist ganz analog; wir miissen
nur das Relationszeichen in der Abschitzung des Differenzenquotienten dndern.

Monotonie, Rickrichtung: Es gelte f'(x) < 0 fiir alle x mit a < z < b. Fiir je zwei
beliebig gewéhlte Punkte x1, x5 mit a < x7 < x5 < b existiert nach dem Mittelwertsatz
— in der Version von Lagrange und ausgewertet fiir die Einschdnkung von f auf das
Intervall [xq, z5] — ein £, sodass neben z; < & < x5 auch f(z2)—f(z1) = f/(§) (x2 — 1)
gilt, und wegen f'(§) < 0 sowie x5 — x7 > 0 erhalten wir f(x2) < f(x1). Da z1, xo
beliebig waren, ist f also monoton fallend. Die Argumentation im anderen Fall ist
analog.

Konstanz: Die Hinrichtung ergibt sich unmittelbar aus den Rechenregeln der
Differenzierbarkeit. Gilt nun f’(z) = 0 fiir alle z € (a, b), so muss f nach den bisher
bewiesenen Aussagen sowohl monoton fallend als auch monoton wachsend sein. Es gilt
also f(z1) > f(xg) sowie f(z1) < f(xg) und damit f(z) = f(xq) fir alle 1, xo mit
a <z <xp <b. Seinun x, := 5 (a+b) und ¢ := f(z,). Fiir z < 2, baw. x > z, folgt
nun f(z) = ¢ mit 1 = x, Ty = x, bzw. 1 = x,, T5 = x. Insbesondere gilt f(z) = ¢ fiir
alle x € (a, b), d.h. f ist eine konstante Funktion. O
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Bemerkungen

1. Gilt sogar die strikte Ungleichung
f'(z) <0  bazw. f'(z) >0

fir alle x € (a, b), so impliziert unser Beweis (genauer gesagt: der Mittelwertsatz),
dass f strikt monoton fallend bzw. strikt monoton wachsend ist. Die umgekehrte
Aussage ist aber im Allgemeinen nicht mehr richtig.

Gegenbeispiel: Die kubische Funktion f : (—1, +1) — R mit f(z) := 2% ist zwar
strikt monoton wachsend, aber es gilt f/(0) = 0.

2. Fiir die Aussage des Theorems ist es wichtig, dass der Definitionsbereich von f
ein Intervall ist.

Beispiel: Die durch

f(x)::{x—i—l fir zx <0

z—1 firx >0

auf dem punktierten Intervall D := (—1, +1)\{0} definierte Funktion ist in jedem
Punkt © € D sowohl stetig als auch differenzierbar, wobei immer f'(z) = +1 gilt.
Sie ist aber nicht monoton wachsend, da etwa f(—%) = —i—% > —% = f(+%) gilt.?

Definition FEine Funktion f : (a, b)) — R wird konvex bzw. konkav genannt, wenn
FAz+ (1 =X a) <A f(zr) + (1= X) flxa)

bzw.
FAzi+ (1 =X x2) > A f(z1) + (1= N) f(x2)

fir alle z1, 22 € (a, b) sowie jedes A € (0, 1) gilt.

Bemerkungen

1. Gilt die jeweilige Ungleichung sogar immer im strikten Sinn, so sprechen wir von
einer strikt konvexen bzw. strikt konkaven Funktion. Auferdem ist f genau dann
(strikt) konvex, wenn —f (strikt) konkav ist.

2. Fiir eine affine Funktion f(z) = ay x 4+ o gilt sogar
Frar+ (1 =N ag) = A f(z) + (1= ) flaa),
d.h. sie ist konvex und konkav, aber weder strikt konvex noch strikt konkav.'"

3. Fiir jedes 0 < A < 1 wird Az;4(1 — ) 23 eine Konvexkombination von z; und x5
genannt und liegt immer zwischen x; und x».

9Beachte, dass z, = 0 (die isolierte Liicke im Definitionsbereich) wegen

lim f () = +1, ilg%)f(l’):*l

eine Sprungstelle von f ist. Insbesondere wichst f auf dem linken Teilintervall (—1, 0), springt im
Ursprung um 2 nach unten und wéchst wieder auf dem Intervall (0, 41).
10Man kann auch zeigen, dass jede Funktion, die sowohl konvex als auch konkav ist, affin sein muss.
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4. Fiir die obige Definition ist es wichtig, dass f auf einem Intervall D = (a, b)
definiert ist, denn nur dann gilt die Implikation

xy1, T3 € D = Ax1+ (1 =N azy €D firalle A€ (0,1).

Wir kénnten aber auch halboffene oder abgeschlossene Intervalle zulassen.

Ausblick* : In hoheren Dimensionen wird eine Menge D, fir die diese Implikation
gilt, konvex genannt, aber in einer Dimension sind das gerade die Intervalle.
Konvexe Funktionen und Mengen spielen eine wichtige Rolle in der modernen
Mathematik, zum Beispiel in der Mathematischen Optimierung.

4

fe) =
Af(z1) + (1= X) f(22) / —

€1 X2

Abbildung Links: Ist f strikt konvex, so liegt zu je zwei verschiedenen Punkten (ml, f (acl)) und
(z2, f(x2)) das verbindende Sekantensegment (rote Strecke) oberhalb des Graphen von f (hellgriine
Kurve). Rechts: Bei einer strikt konkaven Funktion (tiirkiser Graph) liegt das Sekantensegment jedoch
immer unterhalb.

Theorem (Konvexitit und erste Ableitung) FEine differenzierbare Funktion
f:(a, b) = R ist genau dann konvex bzw. konkav, wenn f’ monoton wachsend bzw.
monoton fallend ist, d.h. wenn

fl(@) < fl(we)  bzw.  fl(z1) > f'(22),

fiir alle x1, o mit a < 1 < x5 < b gilt.

Beweis Wir beweisen nur die Behauptungen fiir konvexe Funktionen; der konkave
Fall ergibt sich dann, wenn wir statt f die Funktion — f betrachten.

Hinrichtung: Sei f konvex und seien xy, x5 beliebig fixiert mit a < x; < z9 < b.
Fiir jedes A € (0, 1) gelten die beiden Konvexitatsungleichungen

Fzi+ Q=N a2) <Af(z)+ (1= A) f(z2)
und
FA=XN @+ Azg) < (1= N) flar) + A flaa),

wobei wir benutzt haben, dass mit 0 < A < 1 auch immer 0 < 1 — X < 1 gilt. Wenn wir
in der ersten bzw. zweiten Ungleichung auf beiden Seiten f(x2) bzw. f(x1) abziehen
und anschlieflend durch —A (25 — x1) bzw. +A(x2 — 1) teilen, so erhalten wir zwei
Abschétzungen, die zusammen als

f(xa = AN(zg — 1)) — f(2) o Sxe) = flan) flan+ A (@ —21)) = flan)

—)\<x2 — .Z'l) - To — X1 - +)\(£E2 — .271)

geschrieben werden konnen. Im Limes A N\, 0 erhalten wir

f(x2) — f(1)

To — I

f(x2) > > f'(x1),
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wobei wir das Vergleichsprinzip fiir Grenzwerte benutzt haben. Das ist aber die
gewiinschte Monotonieaussage fiir f’ .

Riickrichtung: Sei f’ monoton wachsend und seien z1, xs € (a, b) mit x; < x9 sowie
A € (0, 1) gegeben. Wir setzen z, = Axy + (1 — \) x9, wobei dann x; < x, < x2 gilt,
und werten den Mittelwertsatz fiir die Einschrankungen von f auf [z1, z,] und auf
[z, xo] aus. Dies liefert zwei reelle Zahlen &;, & mit

F&) = fze) = fla) e = f(xa) — fla) ’

Ty — X1 Lo — Ty

wobei aufserdem z; < & < z, < & < x5 und damit f/(§) < f/(&) gilt. Insgesamt
erhalten wir

fe) = fle) _ flas) — fa)
(1—=X)(xg—21) = AMag—x1)

woraus nach kleineren Umformungen f(z,) < A f(z1) + (1 — A) f(z2) und damit die
gewiinschte Abschétzung folgt. m

Abbildung Drei Beispiele fiir den Graphen einer strikt konvexen (hellgriin) bzw. strikt konkaven
(tiirkis) Funktion. Die geraden Linien représentieren fiir jeweils zwei gewdhlte Punkte die Tangential-
geraden, deren Anstiege durch die monoton wachsende bzw. fallende Funktion f’ beschrieben wird.

Theorem (Konvexitidt und zweite Ableitung) FEine zweimal differenzierbare
Funktion f : (a, b) — R ist genau dann konvex bzw. konkav, wenn

f(z) >0  baw. f"(z) <0,
fur alle z € (a, b) gilt.

Beweis Die Behauptung ergibt sich aus der Kombination des vorherigen Theorems
sowie dem Theorem iiber Monotonie und erste Ableitungen, sofern dieses fiir f' anstelle
von f ausgewertet wird. O]

Bemerkungen

1. Mithilfe der beiden Theoreme kann die Konvexitdt bzw. Konkavitdt einer
Funktion durch das Studium ihrer ersten oder zweiten Ableitung relativ einfach
bewiesen oder widerlegt werden.

2. Achtung: Es kann Punkte geben, in denen eine konvexe oder konkave Funktion
f gar nicht differenzierbar ist.
Beispiel: Die Betragsfunktion f(x) = |2 ist konvex (Ubungsaufgabe), aber im

Ursprung nicht differenzierbar.

3. Im Beweis haben wir gezeigt, dass fiir konvexe Funktionen die Doppelungleichung

f(@1) (22 — 1) < fl22) = fl21) < f'(22) (02 — 71)
fiir alle x; < w9 erfiillt ist. Dieses niitzliche Resultat wird héufig verwendet und

gilt nur fiir konvexe Funktionen (wie man mit iiberschaubarem Aufwand zeigen
kann).
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Bezispiele

1. Die Exponentialfunktion ist strikt konvex und der Logarithmus ist strikt konkav
(jeweils auf dem ganzen Definitionsbereich), denn es gilt

1
exp” (x) =exp (z) >0 bzw. In” (z) = —= < 0
fir alle z € R bzw. alle z > 0.

2. Mit f(z) = 2 gilt f”(z) = 6z fiir alle z € R und wir schliefen, dass f konkav
auf (—oo, 0), aber konvex auf (0, co) ist. Insbesondere ist z = 0 ein Wendepunkt.

einige Resultate iiber Extremstellen

Lemma (notwendiges Kriterium fiir eine Extremstelle) Sei f : (a, b)) - R
differenzierbar und sei x, € (a, b) ein Minimierer oder Maximierer von f. Dann gilt

f'() = 0.

Beweis Sei x, ein Minimierer von f, d.h. f(z.) < f(x) fir alle € (a, b). Fiir jedes
rmit a < x < x, bzw. x, < x < b gilt dann
@ -1@) Ly e J@T@)
T — T T — T
und im Limes x * x, bzw. x \, z, erhalten wir f’(z,.) > 0 bzw. f’(x,) < 0 nach dem

Vergleichsprinzip fiir Grenzwerte. Insgesamt folgt die Behauptung und fiir Maximierer
argumentieren wir analog.

Bemerkung* Dieses wichtige Resultat kann nicht ohne Anpassungen auf halboffene
oder abgeschlossene Intervalle iibertragen werden, denn dort kann das Minimum oder
Maximum am Rand angenommen werden. Mit den Methoden aus dem Beweis konnen
wir aber fiir Funktionen f : [a, b] — R die folgenden Randaussagen ableiten:!!.

1. Ist @ ein Minimierer bzw. Maximierer von f, so gilt f'(a) > 0 bzw. f'(a) < 0.

2. Ist b ein Minimierer bzw. Maximierer von f, so gilt f/(b) < 0 bzw. f/'(b) > 0.

Beispiel: Betrachten wir f(z) = x? auf den Intervall [—2, —1], so ist z, = —2 der
Maximierer und x, = —1 der Minimierer, wobei f’(z,) < 0 in beiden Punkten gilt.
Betrachten wir f jedoch auf dem Intervall [+1, 42|, so gilt f'(z.) > 0 sowohl fiir den
Minimierer z, = +1 als auch fiir den Maximierer z, = +2.

Merkregel: Extremstellen am Rand sind anders als Extremstellen in inneren Punkten.

Lemma (1. hinreichendes Kriterium fiir Extremstellen) Sei f: (a, b) - R
differenzierbar und sei z, ein Punkt in (a, b) mit

ff(2) <0 fir a<ax<u, sowie fl(z) >0 fir z,.<z<b
bzw.
fl(z) >0 fir a<zx<uz, sowie fl(z) <0 fir z.<z<b.

Dann ist x, ein Minimierer bzw. ein Maximierer von f, d.h. es gilt f(x) > f(z.) bzw.

f(z) < f(x,) fiir alle z € (a, b).

"Djese Aussagen kénnen auch mit einfachen Skizzen plausibilisiert und verstanden werden.
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Bewetis Wir beweisen nur die erste Aussage, da die Argumente fiir die zweite analog
sind. Das Theorem garantiert in Kombination mit der Voraussetzung, dass f monoton
fallend auf dem Intervall (a, z.), aber monoton wachsend auf dem Intervall (z,, b) ist
(siche das linke Bild). Aus der ersten Eigenschaft folgt f(z) > f(z) fiir alle 2, & mit
a < r < I < z, und nach Grenziibergang & ,* x, erhalten wir f(z) > f(x,) aus
der ersten dquivalenten Charakterisierung von Stetigkeit, da f stetig in x, ist. Analog
zeigen wir f(z) > f(x,) fiir alle z, < z < b, d.h. x, ist wirklich ein Minimierer von f
und f(z,) das Minimum. O

A A

Abbildung Beispiele fiir die beiden Fille im ersten hinreichenden Kriterium fiir Extremstellen.
Beachte, dass f'(x.) = 0 gilt, d.h. die entsprechende Tangente (lila Gerade) verlauft horizontal.

Bemerkungen

1. Im Theorem ist =, immer eine globale Extremstelle von f auf dem Intervall (a, b).
Lokale Extremstellen diskutieren wir weiter unten.

2. Wenn die jeweiligen Abschitzungen von f'(x) fiir jedes = sogar strikt sind, so ist
z, sogar die einzige Extremstelle und f(z.) ein striktes Extremum. Andernfalls
kann es passieren, dass das Minimum bzw. das Maximum nicht in einem inneren
Punkt, sondern auf einem Intervall realisiert wird.

Anwendung Um den schulmathematischen Lehrsatz

Unter allen Rechtecken mit gegebenem Umfang 2 > 0 besitzt das
Quadrat den grofsten Fldcheninhalt.

zu beweisen, betrachten wir die Funktion f : (0, ) — R mit f(z) = = (u — z), wobei
x die eine und p — x die andere Kantenlinge des Rechtecks reprisentiert.'? Die Formel
f'(x) = p — 2z impliziert

flz)>0 fir 0<z<ip sowie fl@) <0 fir fp<az<p

und wir schliefen mit dem Theorem, dass f(z.) = %;ﬂ das Maximum von f ist.
Aufgrund der strikten Ungleichungen fiir f’(z) ist x, sogar der einzige Maximierer.

Lemma (2. hinreichendes Kriterium fiir Extremstellen) Sei f: (a, b) - R
zweimal differenzierbar mit

@) =0 bzw.  f'(z,) <0

fir alle z € (a, b). Auferdem gelte f'(z,) = 0 fiir ein x, € (a, b). Dann ist z, ein
Minimierer bzw. Maximierer von f.

12Beachte, dass f(x) den entsprechenden Flicheninhalt des Rechtecks quantifiziert, wohingegen der
Umfang wegen 2z + 2 (1 — =) = 2 p konstant ist.
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Beweis Wir betrachten nur den ersten Fall, denn die Argumente im zweiten sind
analog. Da f” nicht-positiv ist, implizieren die Theoreme zur Charakterisierung von
Konvexitdt durch Ableitungen, dass f konvex und f’ monoton wachsend ist. Es gilt
also

f(@) < fllze) =0 fir a<z<ua,, f'(z) > fl(xs) =0 fir z,<z<b

und die Behauptung folgt aus dem vorherigen Lemma. O]

A

r

Abbildung Die beiden Félle im zweiten hinreichenden Kriterium fiir Extremstellen, die jeweils auch
als Spezialfall des ersten Kriteriums betrachtet werden kénnen (siehe dazu auch den Beweis).

9.5 Satz von Taylor

Vorbemerkung Wir zeigen in diesem Abschnitt, dass jede n-mal differenzierbare
Funktion f : I — R lokal immer durch Polynome vom Grad k& < n approximiert werden
kann. Diese Erkenntnis ist eines der wichtigsten Resultate der gesamten Mathematik
und besitzt zahlreiche Anwendungen in den Natur- und Ingenieurwissenschaften.

Definition Fiir eine n-mal differenzierbare Funktion f : I — R wird durch
— " (x.) k
Tt o (z) = Z Y (r— )

das n-te Taylor-Polynom von f definiert, wobei z, € I der Entwicklungspunkt ist.

Bemerkungen

1. Ty, .. ist immer ein Polynom vom Grad n (in der Variablen z € R), wobei
die Koeffizienten von den Ableitungen von f im Entwicklungspunkt abhéngen.
Insbesondere ist 1%, , ,, immer auf ganz R definiert.

2. Es gibt in der Literatur verschiedene alternative Notationen fiir die reelle Zahl
Tt n, 2. (), etwa

Ty, n(x; xy) oder  T,[f, z.](x).

Sofern wir nur mit einer Funktion f arbeiten, wird manchmal auch nur 7, .. (z)
oder T),(z;x,) geschrieben, d.h. die Abhéngigkeit von f wird nicht explizit
angegeben.

Bemerkung: Egal welche Notation verwendet wird, wenn f und n festgelegt sind,
gibt es zu jeder Wahl von x, ein entsprechendes Taylor-Polynom.
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3. Mit dem n-ten Taylor-Polynom existiert fiir alle m € {0, 1, ..., n} auch das m-te
Taylor-Polynom und es gilt

Beim Ubergang m—1 ~» m entsteht also das m-te Taylor-Polynom Tt m, .
indem zu TY%,,-1 . der monomiale Term a,, (z —x.)" addiert wird, wobei
am = f™(2,)/(m)! der entsprechende Koeffizient ist.

Merkregel Ty, .. (x) ist immer ein Polynom vom Grad n in  — z, (und damit auch
ein Polynom bzgl. der Variablen x), wobei es sich

fiir n = 0 um eine konstante, fiir n = 1 um eine affine/lineare,

fir n = 2 um eine quadratische, fiir n = 3 um eine kubische

Funktion handelt. Die Koeffizienten zu den verschiedenen Potenzen von x — z, sind
unabhéngig von x, aber hiangen — in vielleicht nicht-polynomieller Weise — von z, ab.

Beispiel Fiir die Sinusfunktion berechnen wir
in (z.),

in (z,) + cos () (x — ),

in () + cos (z,) (r — x,) — § sin (z.) (¢ — 2.)°,
Tiin,3, . (x) = sin (z,) + cos (z,) (x — z,) — 3 si

sm 0, m*(

)=
s1n, 1,90* ( )
)

sm 2 :v*(

n(z.) (z —z.)" — § cos (@) (& — 2.)*,

wobei diese Formeln fiir jeden denkbaren Entwicklungspunkt x, € R gelten.!? Fiir die
konkrete Wahl z, = 0 erhalten wir

Tsin 0, 0(!70) =0, Tsin 1 0(!70) = Tsin 2, 0(90) =z, Tsin 3,0($) =T — éﬁﬁg,

wobe1 das erste und das zweite Taylor-Polynom wegen sin” (x,) = 0 identisch sind. Mit
x, = 3w gilt sin’ (z,) = sin” (z,) = 0, sodass das nullte und das erste sowie das dritte
und das dritte Taylor-Polynom zusammenfallen und sich zu

2
Tsin,0,7r/2(x) = Tsin,1,7r/2($) =1, Tsin,2,7r/2(913) = Tsin,3,7r/2( ) =1- (ll? - %W)

ergeben. Im Allgemeinen werden aber die Taylor-Polynome fiir verschiedene n und
gleiches x, nicht identisch sein.

f(x)=sin(x), x,=-2.0 f(x)=sin(x), x,=+0.0 f(x)=sin(x), x,=11/2
+30F N\ o/ +3.0) " A +3.0)
SN ¢ 7 #
i /’
[y s
. -~
1y .
0.0 0.0
\/\ ’\/\\
a \ V4 \,
e \ V4 \\
, h / \
_30 _30 v \ _30 yi \

- X 0 ™ -7 X, m -7 0 X ™
Abbildung Der Sinus (blau) und seine Taylor-Polynome nullten (gelb, konstant), ersten (orange,
affin/linear), zweiten (rot, quadratisch) und dritten (lila, kubisch) Grades fiir drei verschiedene Wahlen
des Entwicklungspunktes x.,.

IBWenn wir f = sin vereinbaren, kénnen wir natiirlich auch T j ». statt Tsin % ». schreiben.
) Ik, Ky T
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f(x)=tan(x), x.=-0.8 f(x)=tan(x), x,=+0.3 f(x)=tan(x), x,=+0.7
+3.0] ’ . ,

0.0

ol A \ , ‘ . ‘
~7/2 X, 0 +77/2 ~1/2 0 x +17/2 ~1/2 0 X, +77/2

Abbildung Taylor-Polynome des Tangens in drei verschiedenen Entwicklungspunkten.

Lemma (Schmiegeeigenschaft von Taylor-Polynomen) Es gilt
TP o () = 19 ()

fur alle j € {0, ... n}. Im Punkt z, stimmen also die ersten n Ableitungen der Funktion
f und des Polynoms 7%, , ., iiberein.

Beweis Sei j fixiert. Die Rechenregeln der Ableitung implizieren

dJ P . &/ F_oa e
@(m‘—x*) =0 fir ]{7<.], @(I'—IE*) =7 fir k—j
sowie
—@—z) =k-(k—1)-...-(k— D(x—z,)"7 = G
fle =)t =k (F =) (b= D= ) = (e =)

AT oF A DR NP PRI DE - A

— !
k=0 ' k=j+1 ( 7)!

fiir alle x € I, da jeder Beitrag fiir £ < j verschwindet. Die Auswertung mit x = x,
liefert die Behauptung, da dann zusétzlich die Beitrage fiir £ > j verschwinden. O]

Interpretation Das Lemma impliziert, dass sich die Graphen der Taylor-Polynome
mit wachsendem Grad immer besser an den Graphen von f “anschmiegen, da immer
mehr Ableitungen im Punkt z, iibereinstimmen.'* Zum Beispiel approximiert fiir
x ~ x, das quadratische Polynom T} ;5 ., die Funktion f besser als die lineare Funktion
Ty 1,5 und T} 3 ,, liefert eine noch bessere Approximation, da dann auch noch kubische
Terme berticksichtigt werden. Siehe auch den Satz von Taylor weiter unten.

Eigenschaften des Restgliedes
Definition Die Funktion Ry, 5, : [ — R mit

Rf,n,x*(x> = f(l’) - Tf,n,x*(x)

wird das n-te Taylor-Restglied von f im Entwicklungspunkt x, genannt.

MDas Anschmiegen ist zunéchst ein eher heuristisches, aber niitzliches Konzept, das analog auch in
der Differentialgeometrie von Kurven und Flachen verwendet wird.
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Lemma (Darstellungen des Restgliedes) Die Funktion f: 1 — R sei n+1-mal
differenzierbar und ., x4 € I seien beliebig fixiert mit x, # x4. Dann gilt

FrD(E)
(n+1)!
fiir mindestens ein £, dass zwischen z, und xy liegt, sowie

SO (1= 0y, + Oay)

n!

Rz (Ty) = (24 — )" (Formel von Langrange)

Ry o (vy) = (1-6)" (x4 —x,)"""  (Formel von Cauchy)

fiir mindestens ein 6 € [0, 1].

Beweis Wir betrachten nur den Fall z, < zy; fiir , > x4 reicht es, in den folgenden
Betrachtungen das Intervall [x,, x4] durch [z4, z.] zu ersetzen.
Teil 1: Durch die Formeln

) (g .
o@) = (g )" o) = (@)~ Fa) + 3T (ay )

werden zwei Funktionen g, 0 : I — R definiert und die Rechenregeln der Ableitung
implizieren, dass diese auf dem Intervall I differenzierbar sind mit

d(x) = =(n+1) (v —2)"

und
d d (k nofk) d
o) = o) = S0+ Y ( ) e+ T e o
n k—l—l) n
kz: .T# - JZ) - £ (J; — 1))' (l’# - I)k_l
n+1

wobei sich im letzten Schritt der Umformung die meisten Beitrige von den beiden
Summen gegenseitig aufheben und nur der angegebene stehen bleibt. Aufgrund des
Cauchyschen Mittelwertsatzes — ausgewertet fiir die Einschriankungen von ¢ und o

auf [z, xx| — existiert ein £ mit x, < & < x4, sodass
oleg) —o(w) _ o€)  FUE
o(xy) —o(z.) () (n+1)!
gilt, wobei sowohl ¢'(§) als auch p(xx) — o(x,) nicht verschwindet. Wegen
o(w.) = (zg — )", o(zy) =0,
und
n ) (g,
o) = TN oy )= Rp). (e =0
k=1 '

erhalten wir die erste Behauptung nach Einsetzen.
Teil 2: Das Lemma iiber die Variante des Mittelwertsatzes von Lagrange impliziert,
dass

o(zy) —o(x) =0 (2s + 0 (2 — 1)) (x4 — 1)
fir ein 6 € [0, 1] gilt, und dies impliziert die zweite Behauptung. O
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Bemerkungen

1. In aller Regel konnen wir £ und 6 nicht explizit angeben, aber es ist von grofser
theoretischer Bedeutung, dass die Grofien existieren. Beachte auch, dass £ und 6
sich andern, wenn z, oder x4 variiert werden.

2. Wir werden im néchsten Kapitel auch die Integraldarstellung des Restgliedes
kennenlernen. Die entsprechende Herleitung wird auch etwas anschaulicher als
der hier angegebene, recht technische Beweis mithilfe des Mittelwertsatzes sein.

3. Die Definition von T}, ., benotigt nur die ersten n Ableitungen von f, aber
die beiden Restglied-Formeln gelten nur dann, wenn zusétzlich noch die n+1-
te Ableitung von f existiert. Ist f nur n-mal differenzierbar, so kann nur das
schwéchere Ergebnis

:p# —Tx

Rf,n,:t* (SL’#) 0

gezeigt werden (siehe [For, Kapitel 22| fir die Details). Beachte, dass diese
Konvergenzaussage auch aus dem Lemma folgt, denn im Limes x4 — x, muss
auch & — x, gelten.

4. Bemerkung zur Notation: Da x4 einen beliebigen Punkt in I beschreibt, konnen
wir im Lemma auch x statt x4 schreiben (und in der Literatur werden die beiden
Formeln oftmals in dieser Fassung angegeben). Dann miissen wir aber im Beweis
x durch ein anderes, nicht belegtes Symbol ersetzen (etwa t oder y), denn dort
benétigen wir neben zwei beliebig fixierten Punkten in I (bei uns sind das x, und
xy) noch eine weitere, freie Variable (bei uns x).

Korollar (Taylor-Polynome eines Polynoms) Sei p ein Polynom vom Grad m
und sei n > m. Dann gilt

Ty, () = p(2)

fiir alle x € R, d.h. in jedem Entwicklungspunkt z, ist p sein eigenes Taylor-Polynom.

Beweis Nach dem Lemma der Restglied-Darstellung existiert zu jedem x ein £ mit

p(€)

n+1
=0
(n+1)! ’

(x — )

Rp, TN, Tx (x) -

wobei wir benutzt haben, dass p"*!) die Nullfunktion ist. Insbesondere ist auch R, ,.
die Nullfunktion und dies liefert die Behauptung. O]

Bemerkungen

1. Fiir n < m gilt im Allgemeinen T}, ,, .. (z) # p(x) (siehe die Beispiele). Fiir n > m
gilt jedoch T, . 2. (%) = T m. 2. (), weil die Ableitungen p™*!, p™*2 jeweils die
Nullfunktion sind.

2. Offensichtlich gilt auch die umgekehrte Aussage: Ist f eine Funktion und z, ein
Entwicklungspunkt, sodass T ,, .. (x) = f(z) fir ein n € N und alle z € I gilt,
so ist f ein Polynom vom Grad m < n.
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3. Alternativer Beweis* : Wir konnen das Korollar auch direkt beweisen, indem wir
den Ausdruck fiir T}, ,, ,, (z) als Funktion in der Variablen x, betrachten, wobei
2 dann die Rolle eines festgehaltenen, reellen Parameters spielt.!® Mit direkten
Rechnungen erhalten wir

d < P(k) () k - p(k+1)($*) k . p(k) () k—1
dx*z @) =) e ) _Z(k—n!(‘””*)
k=0 k=0 k=1
(n+1)
_ P n_
= o (x—x,)" =0

und schliefen, dass T}, ,, .., (x) flir n > m gar nicht von der Wahl von x, abhéngt.
Mit p(x) = am ™ + ... + a1 + ap ergibt sich dann

nok) m
p'™(0)
Ty n, . (z) = Tp,n,O(m) = E il ah = E Qg 37k>
) k=1

k=0

wobei wir benutzt haben, dass p*)(0) = ay k! fiir k& < m und p*)(0) = 0 fiir
k > m gilt.

Beispiel Fiir das quadratische Polynom p(z) = 2* — x + 1 berechnen wir
pla)=22-1, p'@)=2, px)=0, p"(z)=0
und nach Einsetzen in die entsprechende Definition erhalten wir
Tp1,o (@) =plz) +p'(z) (. —2.) = (22— + 1) + 2, — 1) (z — 2.)

als erstes Taylor-Polynom von p, wobei es sich um ein Polynom vom Grad 1 handelt
(bzgl. der Variablen z), dessen Koeffizienten in nichtlinearer Weise vom Entwicklungs-
punkt z, abhéngen. Das zweite Taylor-Polynom hat Grad 2 und ist durch
o0, (x) = pla.) +p'(2.) (v — 2.) + 39" () (¢ — 2.)°
= (22— 2. +1) +(2x*—1)(x—x*)+%2(x—x*)2

gegeben, aber nach Auflésen der Klammern heben sich alle Beitréage von x, gegenseitig
auf und wir erhalten

Tp,Z,x* <$> = p(ﬂ?)

fiir alle x und alle z,. Das ist gerade die abstrakte Aussage des Korollars.

f(x)=x?-x+1, x,=—-0.6 f(x)=x2-x+1, x,=—0.1 f(x)=x?-x+1, x,=+0.8
+3.0) +3.0) +3.0

0.0 I I 0.0 y— 0.0 I
-1.0 X 0.0 +1.0 -1.0 x,0.0 +1.0 -1.0 0.0 X, +1.0

Abbildung Die Polynome aus dem eben gerechneten Beispiel. Da f = p eine quadratische Funktion
ist, féllt sie in jedem Entwicklungspunkt mit ihrem zweiten Taylor-Polynom zusammen.

15Bei genauer Betrachtung der Funktion o aus dem Beweis des Lemma wird klar, dass wir bei der
Herleitung der Restglied-Formeln eine ganz dhnliche Idee verwendet haben.
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f(x)=x°-x, x,=-0.5 f(x)=x-X, x,=+0.3 f(x)=x3-x, X,=+0.7
N .

+

.. .

‘s A

Py \~ .
007 N 0.0 0'0/-\\/
~ ~s
N -
. = -
.

.
-1.0 | | . -1.0 | | -1.0 | |
-1.0 X, 0.0 +1.0 -1.0 0.0  x. +1.0 -1.0 0.0 X, +1.0

Abbildung Die kubische Funktion f(x) = p(z) = 2® — z stimmt fiir jedes x. mit ihrem dritten
Taylor-Polynom iiberein. Das nullte, erste und zweite Taylor-Polynom liefert jeweils nur eine lokale
Approximation in der Nahe von x, und die entsprechenden Koeffizienten hédngen von x, ab.

Theorem (Satz von Taylor, Approximation durch Taylor-Polynome) Wenn
f@+1) . I — R wohldefiniert und stetig ist, dann existiert fiir jedes kompakte Intervall
K C I eine Konstante C,, k, sodass die Abschatzung

|f(17> - van,z*(x” < Cnk |z — m*|n+1

fiir alle x, x, € K erfiillt ist.

Bewetis Nach Voraussetzung ist

o maX{ ’f(”+1)(§)| &€ K}
mE (n+1)!

als reelle Zahl wohldefiniert (da die stetige Funktion ‘ f("“)‘ auf K ihr Maximum
annimmt). Seien nun z, z, € K beliebig fixiert. Dann gilt

(n+1)
F(@) = Ty o (1) = |Rpom o ()] = f ST gy

(n+ 1)
fiir ein geeignetes &, dass zwischen x und z, und damit auch in K liegt. Die Behauptung
folgt unmittelbar. O
Diskussion

1. Der Satz von Taylor ist eines der bedeutensten Theoreme der Analysis und besitzt
mannigfaltige Anwendungen innerhalb und aufterhalb der Mathematik. Er besagt,
dass jede Funktion, die hinreichend oft differenzierbar ist, in der Nahe eines jeden
Entwicklungspunktes z, durch Polynome approximiert werden kann, wobei die
Approximationsgiite mit wachsendem Polynomgrad immer besser wird.

2. Ist f zum Beispiel viermal stetig differenzierbar, so kéonnen wir den Satz von

Taylor mit n = 0, n = 1, n = 2 und n = 3 auswerten'® und erhalten die
Abschéatzungen

|f(a:) T, m*(f)‘ < 0K|$—I*|1 ,

|f<$) Ty 1,x*($)’ < 11(\:6—35*\ ,

|f(x) Tf,Q,m*(x)‘ <Oy i lr—mz,]*,

() = Tf3,0.(2)] < Cs. x|z — 2",

16Der Fall n = 0 ist ziemlich entartet, aber trotzdem nicht ganz unwichtig.

Michael Herrmann: Analysis 1 [D)eysa | Version vom 2. Oktober 2022



9.5. Satz von Taylor 185

fiir alle x, x, € K, wobei wir uns K als ein kompaktes Intervall der Bauart
K = [z, — ¢, x, + ¢] mit festem ¢ > 0 vorstellen konnen. Wenn nun z — z,
hinreichend klein ist, so gilt

Coxlr—a] <Cglr—o) < Coklr—z| < C i |r— .|,
wobei das Zeichen < die informelle Bedeutung ,,sehr viel kleiner” besitzt.!”

3. Die Taylor-Approximation liefert nur lokal — d.h. fiir z =~ z, — gute Resultate,
denn wenn |z — x| nicht hinreichend klein ist, so kann der Fehlerterm |R y j, ., ()|
grofser als ‘Tf;”(:c)‘ sein. Die Sinusfunktion ist zum Beispiel beschrankt, aber
jedes ihrer Taylor-Polynome ist unbeschriankt und kann daher fiir |z — z.| = o
keine gute Néaherung liefern.

iiber Taylor-Reihen*

Problem Ist f : (a, b) — R unendlich oft differenzierbar, so kénnen wir formal die
entsprechende Taylor-Reihe

() (1, .
Tf,oo,;r* (ZE) = Z f—() (l’ - IL‘*)

einfithren, wobei sich in natiirlicher Weise die folgenden Fragen stellen:

1. Ist T% o0,», im Sinne einer reellen Potenzreihe wohldefiniert und was ist der
entsprechende Konvergenzradius?

2. Fiir welche x gilt f(z) =T} 2. (2)?

Wir konnen hier die Theorie der Taylor-Reihen nicht vollsténdig entwickeln, wollen
aber festhalten, dass die Antworten fiir verschiedene Funktionen f unterschiedlich
ausfallen.'®

Gegenbeispiel Die Funktion f: R — R mit

[ exp(—=1/2?) firxz >0
f(z) = { 0 fir x <0

ist in jedem Punkt 2 € R unendlich oft differenzierbar, wobei f)(0) = 0 fiir alle j € Ny
gilt (siehe die Hausaufgaben). Dies impliziert

Tf,oo,o(l’> =0+# f()

fiir alle x > 0, d.h. diese Funktion kann im Entwicklungspunkt x, = 0 nicht als Taylor-
Reihe geschrieben werden.

1"Wir wollen hier keine rigorose Definition geben, verweisen aber auf die Landau-Symbole weiter
unten.

18 Ausblick: In der Vorlesung Funktionentheorie wird sich herausstellen, das f genau dann in einer
Umgebung von z, durch ihre Taylor-Reihe dargestellt werden, wenn f zu einer komplexen Funktion
fortgesetzt werden kann, die in z, komplex differenzierbar ist. Ist diese Eigenschaft in jedem . € (a, b)
erfiillt, so nennt man f eine analytische Funktion.
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Graph von f Graph von f' Graph von "
+0. + +.
. ) OJ\ 00

0.0 +1.0 0.0 +1.0 0.0 +1.0

Abbildung Die Funktion aus dem Gegenbeispiel sowie ihre ersten beiden Ableitungen. Im Punkt
2z, = 0 nehmen alle Ableitungen den Wert 0 an, obwohl die Funktion fiir > 0 echt positiv ist.

Taylor und Potenzreihen Man kann zeigen, dass eine reelle Potenzreihe

o

f(z) :Z&k(:c—x*)k —apt+o(r—z)+og(r—x) +as(z—x) +. ..
k=0

mit Konvergenzradius R > 0 und Entwicklungspunkt x, in jedem Punkt ihres offenen
Konvergenzintervalls — d.h. fiir jedes x € R mit | — z,| < R — differenzierbar ist,
wobei die Ableitung durch

f’(x):a1+2a2(x—x*)+3a3(x—x*)2+4oz4(x—x*)3+5oc5(x—x*)4+...

o0

ZZkOék (w—x*)k_lz (k+1) agsr (x—;p*)k

k=0

gegeben ist und auch mittels gliedweiser Differentiation von f berechnet werden kann.'?
Insbesondere ist auch f’ eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R und muss daher
selbst wieder differenzierbar sein. Induktiv folgt nun, dass f in jedem Punkt z mit

|z — z,] < R unendlich viele Ableitungen besitzt, wobei jede via
m) o ! cm e (R m)!

durch eine andere Potenzreihe beschrieben wird, die aber alle denselben Konvergenz-
radius aufweisen.?’ Mit x = z, ergibt sich

£ (z,) = m!an, fir alle m € Ny,

wobei wir dies auch als

IARIC)

o fiir alle k € Ny

schreiben kénnen. Oder anders gesagt: Jede Potenzreihe ist ihre eigene Taylor-Reihe.

19Wir kénnten diese Aussage mit unserem Wissenstand rigoros begriinden, aber die Details sind
etwas technisch und erfordern sorgféltige Abschétzungen von Reihenresten. Wir werden den Beweis
in der Vorlesung Funktionentheorie nachholen, wenn wir Potenzreihen genauer studieren.

20Dje beiden unendlichen Summenformeln fiir die m-te Ableitung unterscheiden sich nur durch eine
Indexverschiebung. Es gilt zum Beispiel

f'x)=21-a3+3-2-a3- (@ —x)+4-3-as-(x—2,)> +5-4-a5- (z —x.)° +...,

d.h. die Formel fiir f("™) ergibt sich durch m-fache gliedweise Differentiation von f.
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9.6 Landau-Symbole und Taylor-Approximation*

Vorbemerkung Wir diskutieren in diesem Abschnitt eine etwas andere Sicht auf
den Satz von Taylor, die vor allem in den Anwendungswissenschaften verwendet wird
und niitzliche Einsichten in das lokale Verhalten von Funktionen liefert. Wir folgen
einer informellen Darstellung und setzen zum Beispiel immer stillschweigend voraus,
dass die betrachtete Funktion f hinreichend viele Ableitungen besitzt und das |z — x|
immer hinreichend klein ist. Alle Argumente und Resultate kénnen — unter gewissen,
zu spezifizierenden Annahmen — auch rigoros formuliert und bewiesen werden, aber
das ist im Moment nicht unser Ziel.

Landau-Symbole Seien ¢ eine positive reelle Zahl, r > 0 ein positiver Exponent und
d(e) eine reelle Grofe, die von ¢ abhédngt. Wir schreiben

1. 6(e) = o(e"), falls |6(c)| schneller als " gegen O konvergiert, d.h. sofern
lim. 0 |d(g)| /e" = 0 gilt?*!,

2. 4(e) = 0(5’"), falls ‘(5(5)‘ nicht langsamer als €” gegen 0 konvergiert, d.h. sofern
Konstanten e, > 0 und C, > 0 existieren, sodass |§(¢)|/e" < C, fiir alle & mit
0 <e<e, gilt.

Bezispiele
1. Fiir jede Konstante C' gilt
Ce*=0(%) =o(e), Ce® =0(e%) = o(e?) = o(e)
und ganz allgemein C'e® = O(e*) = o(e") fur alle s > r > 0.

2. Es gilt exp (—1/¢) = o(e") sowie e” = o(1/In (1/¢)) fiir jedes r > 0.

Bemerkung Die Landau-Symbole o und O sind extrem niitzlich, um kleine Fehler-
terme zu bezeichnen, aber es gelten einige auf den ersten Blick seltsam anmutende
Regeln, wie zum Beispiel

5.0(2) =0(2), O +0(%) =0(2),  0(2) 0(F) =0(e%) .

Der Grund ist, dass 0(5’") bzw. O(a’”) keine konkrete reelle Zahl bezeichnet, sondern
eher eine Menge von Zahlen.

Taylor-Approximation Mit den Landau-Symbolen kénnen wir die Aussage des
Satzes von Taylor in sehr kompakter und intuitiver Form notieren. Zum Beispiel
beschreibt die Formel

f(z) = fla.) + f'(2.) (@ —2.) + O( |z —a.]”)

bzw.

f(x) = fla) + f(2) (@ =) + 5 ['@) (2 = 2.)" + O(Je —a.]*),

dass f in der Ndhe von z, durch ihr erstes bzw. zweites Taylor-Polynom approximiert
werden kann, wobei die Fehlerterme von zweiter bzw. dritter Ordnung in € = |z — z,|
sind. Das Monom oy (2 — 2,)" mit oy, = f®(2,)/k! wird auch Term der Ordnung k
genannt.

21Statt 0(¢) = o(e") wird manchmal auch §(e) < e geschrieben. In diesem Sinne gilt ® < e? < e.
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Nullstellen der ersten Ableitung Im Fall f(xz,) = 0 verschwindet der erste
Ordnungsterm in den Taylor-Polynomen und fiir eine lokale Beschreibung von f ist
es wichtig, ob die zweite Ableitung in x, ebenfalls verschwindet oder nicht. Im Fall von
f"(x,) # 0 dominiert der zweite Ordnungsterm alle Terme héherer Ordnung und wir
konnen das Verhalten von f in der Nédhe von z, vollstidndig durch das quadratische
Taylor-Polynom 2. Ordnung charakterisieren. Andernfalls miissen wir jedoch héhere
Ableitungen zu Rate ziehen.

Standardfall Mit f"(x,) # 0 ergibt sich

fl@) = fx) + 3 (@) (@ —2.)" + O o —a.]”) = fla) + 5 [ (@) (@ —2.)°
und wir erhalten die aus der Schule bekannten Aussagen:

(-) x. ist strikter lokaler Minimierer fiir f”(z.) > 0,

(-) . ist strikter lokaler Maximierer fiir f”(x,) < 0.

Entartungsfall Fir f”(z.) = 0 miissen wir untersuchen, welcher der hoheren
Ordnungsterme dominant ist, und weitere Fallunterscheidungen treffen:

(-) Aus f"(x,) # 0 folgt

fla) = fle) + 5 " () (@ — )

und wir kénnen mit Sicherheit sagen, dass x, weder ein lokaler Minimierer
noch ein lokaler Maximierer ist.

(-) Gilt f”(z,) =0 mit f""(x,) # 0, so erhalten wir
f(x) m fla.) + 35 f"(x.) (@ = a.)!

und das Vorzeichen der vierten Ableitung von f in x, entscheidet dariiber,
ob z, ein lokaler Minimierer oder Maximierer ist.

(-) Die néchste Bedingung in dieser Liste ist f"'(z.) = f""(z) = 0 # f""(x.),
unter der das fiinfte Taylor-Monom alle Terme héherer Ordnung dominiert.
Auch in diesem Fall ist z, weder Minimierer noch Maximierer.

Nullstellen der zweiten Ableitung Auch in der Ndhe eines Punktes x, mit
f"(x,) = 0 konnen wir das Verhalten von f mithilfe von Taylor-Approximationen
verstehen.

Standardfall Mit f"(x,) # 0 erhalten wir
Fx) m fla) + f(@) (@ =) + § (@) (¢ = 2.)°
und damit die folgende Klassifikation (siehe auch das Bild):

(-) z. ist konvex-konkaver Wendepunkt fir f"”(z,) <0,
(-) ist konkav-konvexer Wendepunkt fiir f”(z,) > 0.

Entartungsfall Fiir f”(z,) = 0 hdangt das Verhalten von f wieder von den
Vorzeichen der hoheren Ordnungsterme ab.
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\\\\\\\\k
N —

Nullstelle von f Nullstelle von f' Nullstelle von f*
. /\

Abbildung In der Nihe eines Punktes z, mit f*)(x,) = 0 ist das Verhalten der Funktion f
(blauer Graph) durch ihr k+41-tes Taylor-Polynom Ty ji1, ., festgelegt, sofern f*+1)(z,) negativ
(obere Reihe) oder positiv (untere Reihe) ist. Die Standardfélle sind fiir & = 0 (links, Nullstellen),
k =1 (Mitte, Extremstellen) und & = 2 (rechts, Wendepunkte) dargestellt, wobei die grauen Linien
die Koordinatenachsen représentieren und der Punkt (x,, f(x.)) jeweils schwarz hervorgehoben ist.
Im Fall f+D(2,) =0ist T ¥, k+1, 2, jedoch entartet und es miissen zusétzlich héhere Ableitungen von
f in z, ausgewertet werden.

anderer Blick auf die Regel von de ’Hospital Der Satz von Taylor impliziert
auch

f(z) f@) + fl) (r—z) + 3 () (v —2.)? + O(|v — 2.]*)
g9(z) g(z.) + ¢ (z) (x — 2.) + 5 ¢"(zs) (x — r,)° + O(|z — x*|3)

Y

wobei fir f(z,) # 0 und g(z,) # 0 die Terme nullter Ordnung dominieren und

f@) _ f)+O0(lz—wl) _ flz)
9(@)  glz)+O0(lz—zl) gz

fir © ~ z, implizieren. Im Fall von f(z,) = 0 = g(z,) missen wir jedoch die hoheren
Ordnungsterme beriicksichtigen. Unter der Zusatzannahme f’(z.) # 0 und ¢'(z.) # 0
dominieren die Terme erster Ordnung und es gilt mit

fl@)  f@) (@ —x)+0(lz— ) _ f'@)+O(lr — ) L J)
g(x) g’(x*)(x—x*)+0(]x—x*]2) g (z) + Oz —z.]) q(x,)

eine Variante der Regel von de I'Hospital. Wenn allerdings die zweiten Ordnungsterme
alle anderen dominieren, d.h. wenn die Bedingungen

o) = fe) =04 (@), gla.) =g'@) =04 g"(x)

erfiillt sind, so erhalten wir

f@) _ 3f'@) @ a1 0l —wl’) _ fe)+0(le—al)  f(a)
9@ §¢w) w10l —f')  g(w)+O(le—wl) T o)

fiir x ~ x, und damit eine Formel, die der zweifachen Anwendung der Regel von de
I’'Hospital entspricht.
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Kapitel 10

Integrierbarkeit

’ Vorlesungswoche 12 ‘

10.1 Definition und Eigenschaften des Integrals

Setting Wir betrachten in diesem Abschnitt ein kompaktes Intervall J := [a, b] sowie
beschrinkte Funktionen f : J — R. Insbesondere gilt immer

—oo < inf(f) =inf{f(z) : 2 € [a, b]} < sup(f)=sup{f(z) :z € a, b} < +o0,

aber f muss weder stetig noch differenzierbar sein.!

Definition Eine Zerlegung von J ist eine endliche Menge X = {xl, T K} von K
Teilpunkten mit

CL:I‘0<J]1<...<I‘K_1<{EK:Z),
wobei
| X|:=max{x; — o, ..., Tx — Tx_1}

die Feinheit der Zerlegung genannt wird. Eine Zerlegung X wird Verfeinerung von X

genannt, wenn X C X gilt, d.h. wenn jeder Teilpunkt von X auch Teilpunkt von X
ist.

Abbildung Vier verschiedene Zerlegungen eines Intervalls (schwarz), wobei die rote und die griine
jeweils dquidistant sind. Die griine ist auferdem eine Verfeinerung der roten und die orange ist die
gemeinsame Verfeinerung der roten und der blauen.

In diesem Abschnitt bezeichnen wir Intervalle mit dem Buchstaben J und benutzen verschiedene
Varianten des Buchstaben I fiir Integrale bzw. gewisse Hilfsgrofen.

191
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Bemerkungen

1. Jede Zerlegung X zerlegt das Intervall J in K kompakte Teilintervalle [z,_1, x,],
wobei |X| gerade die Lénge des grofiten Teilintervalls ist. Diese Teilintervalle
iiberlappen sich dabei nur in Randpunkten bzw. Teilpunkten von X.

2. Es gilt die Teleskopsummenformel Zszl (xp —xp1) =2 —Tog =b—a.

3. Wenn wir mit mehreren Zerlegungen arbeiten, schreiben wir oftmals auch

X, = {xn,17 xn,Kn}u

wobei der Index n in der Regel eine natiirliche Zahl ist. Beachte, dass K, die
Anzahl der Teilintervalle von X,,, von n abhéngen darf und dass jeder Teilpunkt
Ty, zwel unabhéngige Indizes besitzt.

4. Besonders wichtig sind Zerlegungen, bei denen alle Teilintervalle gleich lang sind.
Fiir jedes n € N wird durch
k (b — a)

n

*

Ty =0+

fir alle ke {0,1,... K;} mit K :=n

die entsprechende dquidistante Zerlegung X = {z}, |, ..., @}, ,} definiert, bei
der jedes Teilintervall die Lénge (b — a)/n besitzt.

5. Sind X; und X, zwei Zerlegungen des Intervalls J = [a, b], so wird die Zerlegung
X1 U X5 als gemeinsame Verfeinerung bezeichnet. Diese enthélt alle Teilpunkte,
die in X und /oder X, enthalten sind (die Nummerierung ist aber anders).

Definition Die reellen Zahlen

K
§(f’ X) = Zinf (f|[$k—1:xk]) (:Uk - xk—l)
k=1
bzw.
B K
S(f, X) ==Y sup (Fliwr,a) (w6 — 241)
k=1

werden Untersumme bzw. Obersumme von f bzgl. X genannt und kénnen beide in
natiirlicher Weise als Summe von Rechtecksflichen interpretiert werden (siche die
Bilder). Hierbei bezeichnet f|j,, 5 die Einschrankung von f auf das Intervall [a, 8] C J.2

s
NI

] : \./ ~
Abbildung Untersummen (blaue Flichen) und Obersummen (rote Flichen) fiir drei verschiedene

Funktionen f (schwarz) auf einem Intervall, das jedesmal gleich zerlegt wird. Beachte, dass die hellen
bzw. dunklen Flachen positive bzw. negative Beitrage liefern.

2Es gilt sup (f|[a75]) :=sup{f(z) : = € [a, 8]} sowie inf (f|[a7/3]) = inf{f(z) : z € [a, B]}.
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10.1. Definition und Eigenschaften des Integrals 193

Beispiel Wir betrachten die lineare Funktion f(x) = x auf dem Interval J. Aus der
Monotonie ergibt sich inf(fiz, , 2,)) = Tx—1 sowie sup(fis, ,,2.]) = @& fiir jede Zerlegung
und wir erhalten

T (xk - xk—l) )

gk

S(f, X) =Y wa(me—ae),  S(f, X) =
k=1

wobei diese Formeln auch als

K K
S(f, X)=3("=a®) = 2> (wp—m)’, S(f, X) =1(0"—a®) + 1) (zp—a11)”

k=1 k=1

geschrieben werden konnen.® Mit X = X gilt 2 — 24y = 2}, , — 2}, = (b—a)/n
sowie ' = K = n und wir erhalten

ﬂﬁszw;ﬁO—%) mﬁx9=“;*Q+l)

Insbesondere nehmen nun fiir grofe n sowohl die Unter- als auch die Obersumme
ungefihr den Wert (b°—a?)/2 an.

Definition Das Unter- bzw. das Oberintegral von f ist durch

I(f) :=sup {S(f, X) : X ist Zerlegung von J}
bzw.
I(f) :=inf{S(f, X) : X ist Zerlegung von J}

gegeben. Das Unterintegral ist also die kleinste Zahl, die grofser als jede Untersumme
ist, und die Obersumme ist die grofte Zahl, die kleiner als jede Obersumme ist.?

Definition Wenn I(f) = I(f) gilt, so nennen wir die Funktion f integrierbar (auf
dem Intervall [a, b]) und bezeichnen die reelle Zahl

t/ﬂ@dw:luwzﬂﬁzfﬁ)

als das bestimmte Integral von f iiber [a, b].

Bemerkungen

1. Das Integral quantifiziert den — vorzeichenbehafteten — Flécheninhalt zwischen
dem Graphen von f und der z-Achse. Wir werden in den Ubungen diskutieren,
wie man mithilfe von Integralen auch geometrische Flacheninhalte (die immer
positiv sind) berechnen kann.

3 Am einfachsten sieht man die Gleichheit der entsprechenden Formeln, indem jeweils alle Klammern
aufgelost werden und a = z1 sowie b = xx eingesetzt wird.

4Das Unterintegral ist nicht unbedingt die gréfite Untersumme, da das Supremum in der Definition
kein Maximum sein muss (und im Allgemeinen auch nicht sein wird), aber als informelle Merkregel
kann man diese Formulierung durchaus verwenden. Analog kénnen wir uns das Oberintegral als die
kleinste Obersumme vorstellen, obwohl auch das nicht ganz richtig ist.
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194 10. Integrierbarkeit

2. Im Fall von I(f) < I(f) ist f nicht integrierbar und der Fall I(f) > I(f) kann,
wie wir sehen werden, nicht eintreten.

3. Nicht jede Funktion ist integrierbar (siehe das Gegenbeispiel), aber wir werden
zeigen, dass sowohl stetige als auch monotone Funktionen integrierbar sind. Es
gibt aber auch integrierbare Funktionen, die weder monoton noch stetig sind.

4. In der bestimmten Integralformel ist x keine freie, sondern eine gebundene
Variable, die man die Integrationsvariable nennt. Insbesondere gilt

/bf(x) dw—/bf(y) dy—/bf(t) dt,

d.h. das bestimmte Integral hiangt nicht von x (aber indirekt von a und b) ab.
Das wird bei den weiter unten diskutierten unbestimmten Integralen anders sein.

5. Ausblick: Die obere Definition beschreibt das sogenannte Riemann-Integral. Wir
werden in der Vorlesung Analysis 3 zusétzlich das Lebesgue-Integral kennen-
lernen, dass auf einer deutlich anspruchsvolleren Theorie beruht, aber bessere
mathematische Eigenschaften besitzt. Es wird sich jedoch herausstellen, dass
jede Riemann-integrierbare Funktion auch Lebesgue-integrierbar ist und dass
beide Theorien denselben Wert fiir das bestimmte Integral liefern. Es gibt aber
Funktionen, die zwar Lebesgue-, aber nicht Riemann-integrierbar sind. °

Gegenbeispiel Fir die Dirichlet-Funktion f : [0, 1] — R mit

Fz) = 1 falls x rational

YT 0 falls @ irrational

ergibt sich inf (f|iz, ,,2,) = 0 und sup (f|z,_,,2,) = 1 fiir alle Zerlegungen X, da
jedes Intervall positiver Lange unendlich viele rationale und gleichzeitig unendlich viele
irrationale Zahlen enthilt.® Dies impliziert

S(f, X) :ZO(mk—ajk_l) =0, S(f, X) :Zl<$k—xk_1) =z —T9=1

K
k=1 k=1

und damit I(f) =0 < 1 = I(f), d.h. f ist nicht (Riemann-)integrierbar.”

Kriterien fiir Integrierbarkeit und Approximationsformeln

Hinweis Wir formulieren und beweisen nun wichtige Resultate iiber Unter- und
Obersummen bzw. -integrale. Die Formeln und Ungleichungen werden Thnen wahr-
scheinlich sehr kompliziert und abstrakt vorkommen, aber anhand einiger Skizzen kann
man sich immer klar machen, dass und warum diese gelten. Malen Sie also viele Bilder!

5In diesem Sinne ist das Lebesgue-Integral eine echte Verallgemeinerung des Riemann-Integrals. Es
gibt allerdings auch Funktionen, die noch nicht einmal Lebesgue-integrierbar sind.
5Diese Aussage ergibt sich zum Beispiel aus der Dezimaldarstellung reeller Zahlen.

"Die Funktion f ist aber im Lebesgueschen Sinne integrierbar mit fol f(z)dx = 0.
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Lemma (Vergleichseigenschaften fiir Unter- und Obersummen) Es gilt
§(f7 Xl) < g(f7 XQ) )

fiir zwei beliebige Zerlegungen X, X5, d.h. keine Untersumme kann grofser als eine
Obersumme sein. Weiterhin gilt

S(f. X) <S(f, X) <S(f. X) <S(f, X),

sofern X eine Verfeinerung von X ist, d.h. durch Verfeinerung einer Zerlegung kann
die Untersumme nur gréfer, die Obersumme jedoch nur kleiner werden.

N

Lm

Abbildung Untersummen (blau) und Obersummen (rot) fiir eine Funktion und drei verschiedene
Zerlegungen, wobei die 2. eine Verfeinerung der 1. und die 3. eine Verfeinerung der 1. und der 2. ist.
Beim Ubergang 1 — 2 — 3 nimmt die Untersumme zu, wohingegen die Obersumme kleiner wird.
Sehen Sie, warum das so sein muss?

Beweis Teil 1: Wir beginnen mit der zweiten Behauptung und nehmen zunéchst an,
dass X genau einen Teilpunkt mehr als X enthélt. Dann gilt K = K +1 und es existiert
genau ein Index [ € {1, ..., K} mit

T = Tk fir kSl—l, xl,12f171<5}l<3~71+1:$l, xk:fk+1 fir kZl,
d.h. das Intervall [z;_q, x| ist die Vereinigung von [Z;_1, &;] und [Z;, Z;11]. Wir setzen
Cp := sup (f‘[xlﬂ,:pl}) ) ¢ = sup (f’[jlflwil]) ) Ciy1 := Sup (f’[jl’jlﬂ])

und weil das Supremum von f auf einem gréfseren Intervall nicht kleiner als das
Supremum auf einem kleineren Intervall sein kann, miissen die Ungleichungen ¢; > ¢
und ¢; > ¢;41 gelten. Damit erhalten wir

S(f, X)=S(f. X) = (a—a&) (@ —711) + (a2 — é31) (T — 71) >0

und mit analogen Abschiitzungen leiten wir S(f, X) — S(f, X) < 0 her. Insgesamt
haben wir damit gezeigt, dass sich bei Hinzunahme eines Teilpunktes zu X die Unter-
bzw. die Obersumme nur erhéhen bzw. verringern kann. Die Behauptung folgt durch
Iteration dieses Arguments.

Teil 2: Ist X die gemeinsame Verfeinerung von X; und Xs, so liefert der erste Teil
die drei Abschétzungen

S(f, X)) <S(f, X),  S(f,X)<S(f, X), S(f, X) <S(f, Xa),

aus denen sich dann die erste Behauptung ergibt. O]
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Lemma (Approximation des Unter- und des Oberintegrals) Fiir jedes ¢ > 0
existiert eine Zerlegung X, sodass

I(f) —e < S(f, X) <S(f. X) <I(f) +¢

gilt.

Bewets Aufgrund der Approximationseigenschaft des Infimums und des Supremums
kénnen wir Zerlegungen X; und X, mit

l(f)_ggﬁ(faXl)7 §<f7X2)§T(f)+€
wahlen. Fiir die gemeinsame Verfeinerung X = X; U X5 liefert das vorherige Lemma

wobei die mittlere Ungleichung auch unmittelbar aus der obigen Definition folgt. [

Korollar (fundamentale Ungleichungen) Es gilt

inf (f) (b—a) < S(f, X) < I(f) < I(f) < S(f, X) < sup(f)(b—a)

und damit auch

fiir jede Zerlegung X.

Beweis Das vorherige Lemma impliziert I(f) —e < I( f) + ¢ fiir alle € > 0 und ein
einfaches Widerspruchsargument zeigt, dass daher I(f) < I(f) gelten sein. Die obigen
Definitionen implizieren aufserdem

inf (f) (b—a) < S(f, X) < I(f), I(f) < S(f, X) < sup(f)(b—a),
wobel wir wie schon weiter oben benutzt haben, dass inf (f) < inf (f|, , 4) sowie

SUP (flizx_1,2)) < sup (f) fiir jedes k € {1, ..., K} gelten muss. Insgesamt ergibt sich
die Behauptung. O]

Lemma (erste &dquivalente Charakterisierung von Integrierbarkeit) Die
Funktion f : [a, b] — R ist genau dann integrierbar, wenn

S(f, X,) = S(f, X)) —% 0

fiir mindestens eine Folge (X,,), ., von Zerlegungen gilt, d.h. wenn der Unterschied
zwischen Ober- und Untersumme beliebig klein sein kann.
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Beweis Hinrichtung: Sei f integrierbar und sei (e,),.y eine beliebige Nullfolge
positiver Zahlen. Das Approximationslemma von oben liefert fiir jedes n eine Zerle-
gung X, mit

I(f) = en < S(f, Xu) < S(f, Xo) < I(f) +en
und wegen I(f) = I(f) gilt dann
0 Sg(f: Xn) _ﬁ(fa Xn) S 2€na

wobei die rechte Seite fiir n — oo gegen 0 konvergiert.
Riickrichtung: Fir die gegebene Folge von Zerlegungen folgt

0 < I(f) = L(f) < S(f, Xu) = S(f, Xn)

fiir jedes n € N aus dem Korollar iiber die fundamentalen Ungleichungen und der
Grenziibergang n — oo liefert die Integrierbarkeit von f.

Theorem (zwei Klassen integrierbarer Funktionen) Ist f monoton oder
stetig, so ist f auch integrierbar.

Beweis Teil 1: Wir nehmen 0.B.d.A. an, dass f monoton wachsend ist, denn die
Argumente fiir fallende Funktionen sind analog. Fiir jedes n € N betrachten wir die
entsprechende dquidistante Zerlegung X* (siehe oben) und berechnen®

n b -
S(f, X;,) = Z f(xq*m,k—l) (ﬁk - $;,k—1) = ¢ (f(a) + flxh )+ o+ f(w?;,n_l))
k=1
sowie
— - b—a
S(f, X,) = f(szk) (I:Lk - Iz,kq) = (f(ﬁu) + oA ) f(b)) )

n
k=1

wobei wir 7, ; = a und z7, ,, = b benutzt haben. Insbesondere gilt

DOy~ fa)) s 0,

und die Behauptung folgt mit X,, = X aus der ersten dquivalenten Charakterisierung.

Teil 2: Da jede stetige Funktion auf einem kompakten Intervall gleichméfig stetig
ist (das haben wir schon gezeigt), existiert fiir jedes n € N ein m,, € N, sodass die
Implikation

[T —a| <Vmn = [f(@) = fl2)| <1/n

fir alle z,Z € [a, b] gilt. Da stetige Funktionen auf einem kompakten Intervall ihr
Minimum und Maximium annehmen, kénnen sich das Infimum und das Supremum von
f auf jedem Teilintervall [x;, , ,, z}, ] hochstens um den Wert 1/n unterscheiden.
Da aufierdem die Lénge jedes Teilintervalls 1/m,, ist, erhalten wir

mn1

rad * * * * b—a n— 00
S(f> an) - §(fa an) S Z E (xmn,k: - xmn,k—l) = ’ O’

n
k=1

wobei wir auch die Teleskopsummenformel benutzt haben. Die Integrierbarkeit von f
folgt nun mit X,, = X =~ aus der ersten dquivalenten Charakterisierung. O

8Die Monotonie von f garantiert f(@), 1o1) < f(z) < f(=}, ;) fiir alle z aus dem k-ten Teilintervall
k

_1) sowie sup (f|[xi,k_1vxi,k]) = f(acjlk) .

)
von X* und damit inf (f\[x; Tt k]) = f(z,.
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Bemerkung Mit wenig mehr Aufwand kénnen wir zeigen, dass Funktionen, die nur
stiickweise monoton oder nur stiickweise stetig sind, auch integrierbar sind.

Lemma (technisches Hilfsresultat) Die Abschétzungen
0<S(f, X1UXy) = S(f, Xo) < 2sup (|f]) [Xe] Ky
sowie
0<S8(f, X2) = S(f, X1 UX3) < 2sup(|f]) | Xa| Ki

sind fiir beliebige Zerlegungen X; und X, erfiillt, wobei K; die Anzahl der Teilpunkte
von X; ist.”

Beweis Wir beweisen nur die Doppelungleichung fiir die Untersummen und setzen
X3 := X UX,. Fur jedes Teilintervall Jy ; := [22,-1, ®2,;] von X, gibt es die folgenden
zwei Moglichkeiten: Fall 1: Wenn J;; keinen Teilpunkt von X; enthélt, so ist Jy;
auch Teilintervall von X3 und liefert zu S(f, X3) denselben Beitrag wie zu S(f, X3).
Fall 2: Enthélt J;; jedoch einen oder mehrere Teilpunkte aus X;, so wird es von
diesen in mehrere Teilintervalle zu X3 zerlegt (im Bild zerfillt zum Beispiel das blaue
Intervall in drei griine). Die wesentliche Beobachtung ist nun, dass der Beitrag von
Jo,i zu S(f, X2) zum einen kleiner ist als die Summe der Beitrége, die alle Intervalle
J3.m C Jo zu S(f, X3) liefern, aber das zum anderen beide Werte sich hochstens um
den Wert 2 sup (| f ])(xgyl — xgyl,l) unterscheiden, wobei beide Aussagen sich aus der
Doppelabschétzung

0 < inf (f|J3,m) — inf <f|J2,z) < 2sup |f|

ergeben. Finales Argument: Weil der zweite Fall hochstens K; mal eintreten kann und

da (ZEQ}[ — I2,z—1) < | Xs] gilt, ergibt sich insgesamt die Behauptung. O

Abbildung Illustration des Hilfsresultats, das im Beweis der zweiten dquivalenten Charakterisierung
verwendet wird.

Theorem (zweite Aquivalente Charakterisierung von Integrierbarkeit) Die
Funktion f : [a, b] — R ist genau dann integrierbar, wenn zu jedem ¢ > 0 ein § > 0
existiert, sodass

Ogg(fv X)_ﬁ(fv X)<€

fir jede Zerlegung X mit | X| < § gilt.

Beweis Hinrichtung: Sei f integrierbar und sei € > 0 beliebig fixiert. Nach der ersten
daquivalenten Charakterisierung wahlen wir eine Zerlegung X; mit

S(f, X1) = S(f, X1) < 5¢,

9Es gilt sup (|f]) = sup{|f(ac)| D x € |a, b]} sowie sup (| f]) < max{+sup (f), —inf (f)}.
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und unter Verwendung von K; (die Anzahl der Teilintervalle von X) definieren wir
B €
8 sup (|f]) Ky

Sei nun X, eine beliebige Zerlegung mit | X5| < 0 und sei X3 := X;U X, die gemeinsame
Verfeinerung. Dann gilt

g(f7 XB)_ﬁ(fv X3> §§<fa Xl)_ﬁ(fv Xl) < %6

nach den Vergleichseigenschaften von Unter- bzw. Obersummen und das Hilfsresultat
liefert

0 < S(f, Xa) = S(f, X5) <S(f, X3) = S(f, X3) + 4 sup (|f]) [Xao| K,
wobei die Wahl von ¢ die Abschéatzung
4 sup (|f]) 1X| Ky < 4sup (|f])d K1 = ge
und damit
0<S(f, Xo) = S(f, Xo) < ie+ie=e¢

garantiert. Insgesamt haben wir gezeigt, dass es fiir jedes € > 0 ein 9 > 0 mit der
gewiinschten Eigenschaft gibt (wobei X, die Rolle von X iibernommen hat).

Riickrichtung: Es gelte das e-0-Kriterium und (), oy sei eine positive Nullfolge.
Zu jedem n € N wihlen wir 6,, passend zu ¢, sowie ein m,, € N mit 1/m,, < §,. Fiir
die dquidistante Zerlegung X = gilt dann

0<S(f, X5, ) = S(f, X)) <en.

Die Integrierbarkeit von f folgt nun mit X,, = X7 und wegen 0 = lim,,_, &, aus der
ersten dquivalenten Charakterisierung . m

Bemerkungen

1. Die erste bzw. zweite dquivalente Charakterisierung wird auch das Riemann- bzw.
das Cauchy-Kriterium der Integrabilitdt genannt.

2. Die erste Charakterisierung eignet sich besonders gut, um die Integrierbarkeit
einer Funktion nachzuweisen, denn wir miissen nur eine geeignete Folge von
Zerlegungen finden (siehe den Beweis der Integrierbarkeit monotoner bzw. stetiger
Funktionen). Der Vorteil der zweiten ist, dass aus der Integrierbarkeit Aussagen
tiber sehr viele Folgen von Zerlegungen abgeleitet werden konnen (siehe dazu das
folgende Resultat).

Korollar (Approximative Berechnung von Integralen, Version 1) Ist f
integrierbar, so gilt

b
[ @) do = tim S(4, X,) = ln 54, X,)

fiir jede Folge (Xy,), cy von Zerlegungen, fiir die lim,,_, | X,| = 0 gilt.
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Beweis Sei f integrierbar und sei (X,,),, oy eine gegebene Folge mit lim,, . [ X,| = 0.
Auferdem seien € > 0 beliebig fixiert und 6 > 0 entsprechend der zweiten dquivalenten
Charakterisierung gewéhlt. Dann existiert ein NV € N, sodass |X,,| < § und damit

0<S(f, Xn) = S(f, Xp) <¢
fiir alle n > N erfiillt ist. Da aukerdem
S(f, Xn) < I(f) < S(f, Xa)
gilt (siehe das Korollar iiber die fundamentalen Ungleichungen), erhalten wir
0<I(f)=S(f, Xp) <e,  0<S(f, X,) = I(f) <e

fiir alle n > N. Da ¢ beliebig war, haben wir insgesamt die beiden gewiinschten
Konvergenzaussagen etabliert. O

Bezispiele
1. Fiir jede konstante Funktion f(x) = ¢ mit ¢ € R gilt
b

/cdm:c(b—a),
denn fiir jede Zerlegung X ergibt sich S(f, X) =c¢(b—a) = S(f, X) direkt aus
der Teleskopsummenformel.
2. Es gilt b

/xdx:%(bZ—az),

a

denn fiir die lineare Funktion f(z) = x hatten wir oben bereits explizte Formeln
fiir die Unter- und Obersumme bzgl. der dquidistanten Zerlegung X hergeleitet,
in denen wir den Grenziibergang n — oo durchfiithren konnen.

allgemeine Riemann-Summen Integrale konnen nicht nur mit Unter- und Ober-
summen, sondern auch mit der allgemeineren Formel

S(fv Xv E) = Zf(gn) (wn—l —l’n),

berechnet werden, wobei = = {&;, ... &} als die Menge der Stiitzstellen bezeichnet
wird und via

&k € [Ty, ] furalle ke{l,..., K}

mit der Zerlegung X kompatibel sein muss. Insbesondere gilt die Abschétzung
inf (f|[$k—171k]) < f(fk) < sup (f|[xk—171’k}) auf jedem Teilintervall von X.

I 1 1
Abbildung Bei einer allgemeinen Riemann-Summe (griine Fliche) zur Zerlegung X wird die
Funktion f auf dem k-ten Teilintervall in einer beliebig gewdhlten Stiitzstelle & € [rg—1, k]
ausgewertet (die griinen Punkte entsprechen (&k, f(£x)). Die Unter- bzw. Obersumme entsteht bei
einer stetigen Funktion, wenn &, als Minimierer bzw. Maximierer von f|; gewahlt wird (siehe
die blauen bzw. roten Punkte).

Th—1,Tk]
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Korollar (Approximative Berechnung von Integralen, Version 2) Ist f
integrierbar, so folgt

n—oo

b
/f(x) dz = lim S(f, X,, Z,)

aus lim,_,, | X, | = 0, sofern =, fiir jedes n € N kompatibel zu X,, ist.

Beweis Nach Konstruktion gilt stets S(f, X,,) < S(f, X, Z.) < S(f, X,,) und
die Konvergenzaussage ergibt sich direkt in Kombination mit der ersten Version des
Korollars aus dem Sandwich-Prinzip. O]

Merkregel Das Integral von f : [a, b] ist der Grenzwert einer Folge endlicher
Summen. Dabei kann es sich um Untersummen, Obersummen oder Riemann-Summen
handeln, aber zugrunde liegt stets eine Folge von immer feiner werdenden Zerlegungen
des Intervalls [a, b].

Eigenschaften bestimmter Integrale

Lemma (Linearitdt) Wenn f und g integrierbar sind, dann gilt

b

/()\f(x)—l—ug(x))dx—)\/ dx—ir,u/bg

a a

fiir alle reellen Zahlen A, pu.

Beweis Mit der ersten dquivalenten Charakterisierung zeigen wir zunéchst die
Integrierbarkeit von A f, pg und anschlieffend von A f + pg. Die Formel folgt dann
aus

SAf+ng, X, En) = AS(f, Xns En) + 1159, Xns En)

nach Grenziibergang n — oo, siehe das zweite Korollar zur approximativen Berechnung
von Integralen. |

Achtung Es gibt keine Formeln fiir das Integral des Produktes, des Quotienten oder
der Komposition zweier Funktionen.'® Die Integration ist daher in der Praxis viel
schwieriger als die Differentiation.!!

Lemma (Gebietsadditivitiat) Ist f integrierbar, so gilt

/bf(x)dx:jf(x)dx+jf(x)dx
a 3

a

fir jedes € € (a, b).

10Man kann zum Beispiel zeigen, dass das Produkt zweier integrierbarer Funktionen f und ¢ auch
integrierbar ist, aber f: f(z) g(z) do kann nicht aus ff f(z)dx und f; g(x) dz berechnet werden.

HDiese Aussage gilt nicht fiir approximative Berechnungen auf dem Computer. Aus numerischer
Sicht ist Integration deutlich robuster als Differentiation.
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Beweis Fiir festes { wihlen wir eine Folge (Y},), .y von Zerlegungen des Intervalls
la, €] mit |Y,| = 0 sowie eine Folge (Z,), oy von Zerlegungen des Intervalls [£, b] mit
|Z,| — 0 und bemerken, dass X,, :=Y,, U Z, fiir jedes n € N eine Zerlegung von [a, b]
mit | X,| = max{|Y,|, |Z,|} ist. Nach Konstruktion gilt

(5. %) = 55 X)) = (S0, ¥2) =S¢, Vo)) + (S, 22) = S(F. Z0)

wobei jede der drei geklammerten Differenzen nichtnegativ ist. Die Integrierbarkeit
von f auf jedem Teilintervall sowie die gewiinschte Formel ergeben sich nun im Limes
n — oo, siche das Lemma zur ersten dquivalenten Charakterisierung sowie das erste
Korollar zur Approximation von Integralen. O

Notation Aufgrund der Gebietsadditivitdt haben sich auch die Konventionen

jf(x) dz =0, /af(x) dz ::—/bf(x) dz
3 b a

bewahrt. Insbesondere dndert sich das Vorzeichen des Integrals, wenn die Integrations-
grenzen vertauscht werden.

Lemma (Monotonie) Die Implikation

f(z) < g(x) firalle z € [a, b = /f(:c) dz < /g(:v) dz

gilt fiir alle integrierbaren Funktionen f, g : [a, b] — R.
Beweis Ubungsaufgabe. m

Lemma (Standardabschitzungen) Die Ungleichungen

b

i ()b~ a) < [ fa)do <sup (7) (0~ a)

a

und
b b
/f(w)dx §/|f(x)\dx§sup(|f|)(b_a)

gelten fiir jede integrierbare Funktion f : [a, b] — R.

t.12

Bewetis Teil 1: Wir zeigen zunéachst, dass mit f auch ’ f’ integrierbar is Dazu

leiten wir die Ungleichung

sup (|f[[) —inf (|f]I2) < sup (f]2) —inf (f]2)

12Per Definition gilt | f|(z) = | f(z)|.
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fiir jedes Teilintervall L C [a, b] her, indem wir die Fille
inf (f|) <sup (flz) <0, inf(flz) <0<sup(flz), O<inf(f]z)<sup(fls)
einzeln diskutieren, und folgern anschliefend, dass
0<S(Ifl, X) = S(Ifl, X) <S(f, X) = S(f, X)

fir jede Zerlegung X gilt. Die Integrierbarkeit von |f| ergibt sich nun mit der ersten
aquivalenten Charakterisierung aus der Integrierbarkeit von f.
Teil 2: Weil fiir jedes = € [a, b] die Abschétzungen

inf (f) < fz) <sup(f), —f(2) <[f[(x), +f(2)<|fl(x), [f](z) <sup(If])

gelten, ergeben sich die Ungleichungen aus der Monotonie des Integrals.'? O

10.2 Fundamentalsatz der Analysis

Vorbemerkung Wir beweisen nun, das Differenzieren und Integrieren in gewisser
Weise zueinander inverse Operationen sind. Diese Erkenntnis ist ausgesprochen wichtig
und wird oftmals auch Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung genannt.

Definition Eine Funktion F': J — R wird Stammfunktion von f : J — R genannt,
wenn F'(x) = f(x) fir alle x € J gilt.

Bemerkungen

1. In der Definition kann J ein offenes, halboffenes oder abgeschlossenes Intervall
sein, wobei in Randpunkten von J die Ableitung von F' im Sinne einseitiger
Grenzwerte von Differenzenquotienten zu verstehen ist.

2. Sind F und F zwei Stammfunktionen von f, so unterscheiden sie sich nur um
eine Konstante. Die Differenzfunktion G : J — R mit G(z) := F(z) — F(x) muss
namlich konstant sein, da ihre Ableitung wegen G'(x) = F'(z) — F'(z) = 0 in
jedem Punkt x € J verschwindet. Siehe dazu das Theorem iiber Monotonie und
erste Ableitungen.

3. Ist umgekehrt F' eine Stammfunktion von f und C eine beliebige Konstante, so
ist auch F' mit F'(z) := F(z) + C eine Stammfunktion von f.

4. Stammfunktionen sind sehr eng mit dem Konzept eines unbestimmten Integrals
verbunden. Siehe dazu die Diskussion weiter unten.

Theorem (Fundamentalsatz der Analysis) Ist f: [a, b] — R stetig, so werden
durch

3 b
Fi(e) =+ / f@)de,  Fye) = - / f(z) dz
a 5

13Beachte, dass die Ungleichung |c| < b fiir ¢ € R und d > 0 genau dann gilt, wenn —c < d und
+c < d erfullt sind.
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zwei Stammfunktionen Fy, F; : [a, b] — R von f definiert. Auerdem gilt

/ f(x)dz = F(b) — F(a)

fiir jede Stammfunktion F' von f.

Beweis Teil 1a: Wir fixieren £ € [a, b) beliebig und betrachten zunéichst positive
reelle Zahlen h > 0, die aber so klein sind, dass £ + h in (a, b) liegt. Die Gebietsaddi-
tivitdt bestimmter Integrale impliziert

&th e+h
Fi(§+h)— /f da:—/ (z)dz :/f(x)dx
13
und aufserdem gilt
E+h
[ r©a=ren,
3

da wir hier eine konstante Funktion integrieren (siehe das Beispiel weiter oben). In
Kombination mit den Standardabschitzungen erhalten wir

C(& h)h=C(& h)

Fi(§+h) - Fi(§) — f(§)h ‘
h

I
==
—
=
Ny
|
=
I~
=
o
8
bl*—‘

mit

h—0

C(&, h) =max{|f(z) - f(§)| 1w €§, E+h} —— 0,

wobei diese Konvergenz mit einem einfachen Widerspruchsbeweis aus der Stetigkeit
von f hergeleitet werden kann (Ubungsaufgabe). Damit haben wir bewiesen, dass

Fi€+h) = Ri(© Fe+h) = RO -fOh o
- - 1(6) = - 0

fir jedes £ € [a, b) erfiillt ist, und durch analoge Betrachtungen mit h < 0 zeigen wir

Fi(§+h) — Fi(§)

- —f© =0

fir jedes £ € (a, b]. Insgesamt schliefen wir, dass Fj in jedem Punkt & € [a, b] die
Ableitung F{(§) = f(&) besitzt, wobei dies in den Randpunkten £ = @ und £ = b nur
im Sinne einseitiger Ableitungen gilt.

Teil 1b: Die Gebietsadditivitat fiir Integrale impliziert, dass

Fi(§) — B :/bf
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fir alle £ € [a, b] gilt, wobei die rechte Seite nicht von ¢ abhéngt. Die Rechenregeln fiir
Ableitungen garantieren, dass auch Fy differenzierbar ist, wobei F}(§) — F5(£) = 0 und
damit Fj(&) = F{(§) = f(&) fir alle £ € [a, b] gilt.

Teil 2: Sei F irgendeine Stammfunktion zu f. Aufgrund der obigen Bemerkungen
existiert eine Konstante C, sodass F(§) = Fi(§) + C fiir alle £ € [a, b], und wir
berechnen

b

F) ~ Fla) = (F(t) + C) = (Fu(e) + C) = Filb) = Fifa) = F0) = [ f(a)da.

wobel wir benutzt haben, dass Fi(a) = [ f(z) dz = 0 gilt. O

"a £ b
Abbildung Zur Bedeutung und zum Beweis des Fundamentalsatzes der Analysis (bzw. des Haupt-
satzes der Differential- und Integralrechnung).

Bemerkungen
1. Sind a und B zwei reelle Zahlen mit a < a < 8 < b, so gilt

B
z=p
[ H@)de = F(@) = Flo) = [F@)] 22
fiir jede Stammfunktion F' von f, wobei wir auf der rechten Seite eine praktische

und weitverbreitete Schreibweise eingefiihrt haben.

2. Die Formeln

8 B
d;da/f(x)dx:—f((x), C%/f(m)dx:—l—f(ﬁ)

liefern eine andere, aber dquivalente Formulierung des Fundamentalsatzes.

3. Achtung: Die Integrationsvariable darf bei einem bestimmten Integral nicht in der
unteren oder oberen Grenze vorkommen. Im Theorem kénnen wir zum Beispiel

Fl(ﬂ?)—/xf(f)df oder Fl(fv)—/mf(y)dy,

aber niemals Fy(z) = [* f(x)da schreiben, da dann  zwei nicht miteinander
kompatible Bedeutungen besitzt.

4. Der Fundamentalsatz impliziert, dass jede stetige Funktion auf einem kompakten
Intervall eine Stammfunktion besitzt, wobei diese durch bestimmte Integrale
ausgedriickt werden kann. Die Frage, ob bzw. in welchem Sinne unstetige
Funktionen eine Stammfunktion besitzen, konnen wir in dieser Vorlesung nicht
diskutieren. Man kann aber zum Beispiel die Betragsfunktion als Stammfunktion
der Signumsfunktion betrachten, obwohl die Betragsfunktion im Nullpunkt nicht
differenzierbar ist.
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Integralberechnungen mit dem Fundamentalsatz Wenn eine Stammfunktion
F zu f explizit bekannt ist, so konnen wir bestimmte Integrale von f relativ einfach
berechnen. Zum Beispiel gilt

1

/(;1:2+1)dx: Lad 4] =1 +1) - (20°40) =4

und
/2
/sin (z)dz = [ — cos (:E)Ki:ﬁ = (—cos(m/2)) — (—cos(m/4)) = -1+ 3 V2.

w/4

Achtung Es gibt keinen Algorithmus, mit dem fiir gegebenes f eine ,,einfache Formel
fiir die Stammfunktion F' ermittelt werden kann. Wir werden noch spezielle Methoden
diskutieren, mit denen dies fiir bestimmte Klassen von Funktionen f gelingt, aber
es gibt auch viele wichtige Funktionen, fiir die Stammfunktionen nur durch Integral-
formeln dargestellt werden konnen. Ein Beispiel ist die Gaufische Fehlerfunktion

4
erf(§) := % /exp (—2*) dz

als Stammfunktion der Gaufischen Glockenfunktion o(z) := 2 exp (—x?)/+/7. Natiirlich

gilt auch hier der Fundamentalsatz, aber die Formel | f o(z) dz = erf(B) —erf(«) erlaubt
keine effektive Berechnung des bestimmten Integrals auf der linken Seite.!*

unbestimmte Integrale Ist F' eine Stammfunktion von f, so schreiben wir auch

/f(:z:)dx:F(a:)—l—C

und nennen die linke Seite in dieser Formel bzw. C' das unbestimmte Integral von f
bzw. die Integrationskonstante. Der Anhang enthélt einige bekannte unbestimmte
Integrale und in der Literatur oder im Internet finden Sie wesentlich umfangreichere
Listen.

Achtung Das bestimmte Integral von f bzgl. eines Intervalles liefert eine reelle Zahl
(die von der Wahl des Intervalles abhéngt). Das unbestimmte Integral ist jedoch eine
Funktion, die neben der freien Variablen (bei uns standardméfig x) noch eine freie
Konstante (meist C' genannt) enthélt.'® Zum Beispiel gilt

1

/x2dx:%, /dex:%x3+C'

0

4 Computer kénnen heutzutage im Prinzip jedes bestimmte Integral numerisch berechnen, benutzen
aber in aller Regel eine Approximation mit Riemann-Summen (oder verwandte Naherungsverfahren).
Einige Programme, wie zum Beispiel WOLFRAM MATHEMATICA, verfiigen i{iber eine umfangreiche
Datenbank bekannter Stammfunktionen und liefern fiir viele (aber eben nicht fiir alle) Funktionen f
exakte Resultate.

15Die Notationen fiir Integrale sind historisch entstanden und daher nicht das Ergebnis didaktischer
Uberlegungen.
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und
b
L/?mp<y>dy-eb—-1, L/kmp<y>dy-exp<y>+<?,
0

aber die Formeln ff cos () dz = sin () und [ cos (y) dy = sin (x) 4+ C' sind inkonsistent
und haben keinen Sinn.

Korollar (Mittelwertsatz der Integralrechnung) Ist f : [a, b] — R stetig, so
existiert mindestens ein £ € (a, b) mit

&) = 5= [ 1),

Die rechte Seite wird als Integralmittel von f bezeichnet.

Beweis Die Formel ist dquivalent zu

Fi(b) — Fi(a)

Rl = =2

und die Behauptung folgt aus dem Mittelwertsatz von Lagrange, sofern dieser auf F}
angewendet wird. O

Theorem (partielle Integration fiir bestimmte Integrale) Es gilt

sofern u, v : [a, b] — R beide stetig differenzierbar sind.

Beweis Der Fundamentalsatz, die Produktregel und die Rechenregeln fiir Integrale
implizieren

u(d) v(b) — u(a)v(a) = / <@(u(x)v(x))) dz = /bu/(:v) v(z)de + /bu(ac) V' (x) dz
und damit die Behauptung. O

Bemerkung Mit partieller Integration konnen oftmals bestimmte Integrale explizit
berechnet werden. Die Kunst besteht darin, fiir einen gegebenen Integranden f zwei
Funktionen v und v zu finden, sodass zum einen f(z) = «'(x) v(z) gilt und zum anderen
eine Stammfunktion zu g(x) = u(x) v'(x) bekannt ist.
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Bezispiele
1. Fiir f(z) = zIn (z) kdnnen wir u(z) = 3 22 und v(z) = In (z) wéhlen und erhalten
b b
/xln (z)dz = [32° In (x)}z: - / sede=[{2°In (:U)]ZZ - [3 xQ]ZZ
=10°2mn(0)—1) —1a*(21n(a) — 1),

wobei wir im ersten bzw. zweiten Schritt das Theorem bzw. den Fundamental-
satz angewendet haben. Das dritte Gleichheitszeichen ergibt sich durch direkte

Termumstellungen.
2. Es gilt
1 1
/wexp (x)dz = [a: exp (x)}zz(l) — /exp (r)dz =exp (1) — [exp (x)}i:) =1,
0 0

wobei wir diesmal u(z) = exp () und v(z) = = gewéhlt haben.

Lemma (Integraldarstellung des Taylor-Restglieds) Es gilt
3

(/@—xﬁﬂ“”@ﬁm

Tx

1
Rf7 n, T (5) =

Tl

fir alle &, z. € [a, b, sofern f : [a, b] — R n+1-mal stetig differenzierbar ist.

Bewetis Wir betrachten die Integralformel in der Behauptung als die Definition von
R ¢ 2. (&) und zeigen mit vollsténdiger Induktion iiber n € Ny, dass

Rf,n,;r* (5) = f(é.) - Tf,n,:c* (5)
gilt. Der Induktionanfang n = 0 ergibt sich dabei via

3
Rmmﬁwaff@mxzﬂo—f@n=ﬂ®—rmw@>

direkt aus dem Fundamentalsatz und der Definition des nullten Taylor-Polynoms. Im
Induktionsschritt n—1 ~» n mit n > 1 benutzen wir

n n—1
u(z) == f(")(x), (x) = % V(z) = _%
und erhalten mittels partieller Integration das Zwischenergebnis
&

€
Ryned) = [w@)u@)de = [0 o@]2 [ 19) () da

Tx

n £ — n—1
= —f) (m)% + / £ () % dx

= _Tf, n, T (f) + Tf,nfl,m* (5) + Rf,nfl,x* (f) :

Nach Einsetzen der Induktionsvoraussetzung Ry ,—1 5. (&) = f(§) — Tf n-1,2.(§) folgt
nun die Induktionsbehauptung, d.h. das analoge Resultat mit n statt n—1. [
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Vorlesungswoche 13

10.3 Integration durch Substitution

Vorbemerkung Die Substitutionsformel kann verwendet werden, um bestimmte
oder unbestimmte Integrale einer komplizierten Funktion f zu ermitteln. Die Idee ist
dabei, die gegebene Variable (bei uns standardméfig =) durch eine neue — in aller
Regel geschickt gewidhlte — Variable (zum Beispiel y) zu ersetzen, sodass nach der
Substitution ein transformiertes Integral entsteht, dass wir schon kennen oder direkt
berechnen kénnen.

Theorem (abstrakte Substitutionsregel) Sei f : (a, b)) — R stetig und sei
Y (e, d) — (a, b) eine stetig differenzierbare Funktion. Dann gilt

Y2 P(y2)
/ F () ¢ (y) dy = / f(z)dz
Y1 P(y1)

fir alle y1, yo € (¢, d).

Beweis Sei F' : [a, b] — R eine Stammfunktion zu f und sei G : [¢, d] — R definiert
durch G(y) := F (w(y)) Dann ist G nach der Kettenregel differenzierbar mit Ableitung

9(y) =G'(y) = F' () ¢¥'(y) = fF(0() V' (y)

und der Fundamentalsatz — angewendet auf g und G — liefert

Gl) — Gly) = / g(y) dy = / () ¢ () dy.

Y1

Auf der anderen Seite impliziert der Fundamentalsatz — diesmal ausgewertet fiir f
und F' — auch

P(y2)
Glw) = Glon) = Fo(w)) = Flw(w) = [ fa)da
Y(y1)
und die Behauptung folgt unmittelbar durch Gleichsetzen. [

Bemerkungen

1. Im Beweis des Theorems haben wir die Argumente von f und F' mit z, die von
g und G jedoch mit y bezeichnet. Die Funktion 1) beschreibt dabei, wie x von y
abhangt.

2. Im Theorem ist nicht vorausgesetzt, dass 1 invertierbar ist. In den meisten
Anwendungen wird 1 aber strikt monoton (fallend oder wachsend) sein und das
Intervall (¢, d) bijektiv auf das Intervall (a, b) abbilden. In diesem Fall ist die
Umkehrabbildung ¢ = 1~! wohldefiniert und bildet (a, b) bijektiv auf (c, d) ab.
Die Gesetze fiir Umkehrfunktionen stellen aufterdem sicher, dass auch ¢ strikt
monoton und stetig differenzierbar ist.
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3. Wir haben hier eine Variante mit offenen Intervallen gewéhlt, aber das Theorem
gilt sinngeméfs auch fiir abgeschlossene Intervalle, wobei die Ableitungen in den
Randpunkten dann im Sinne einseitiger Grenzwerte von Differenzenquotienten
zu verstehen sind.

4. Fir unbestimmte Integrale konnen wir mit exakt denselben Argumenten die
Formel

/ F () ¥'(y) dy = / f@)dz+C  mit  z=y()

herleiten, wobei C' wieder eine Integrationskonstante ist, die wir entweder auf der
linken oder auf der rechten Seite schreiben kénnen.

Achtung: Der Zusatz ,mit z = (y)* ist hier sehr wichtig: Das unbestimmte
Integral auf der rechten Seite steht fiir F'(z) und ist insbesondere eine Funktion
in der Variablen z. Das unbestimmte Integral auf der linken Seite représentiert
jedoch eine Funktion in y, ndmlich G(y) = F(@D(y)) Der Zusatz macht klar, dass
2 und y nicht voneinander unabhéngige, sondern gekoppelte Variablen sind. Siehe
dazu auch die Diskussion der Riicksubstitution weiter unten.

5. Das Theorem liefert ein sehr méchtiges Werkzeug zur Berechnung von Integralen
und besitzt einen erstaunlich einfachen Beweis, in dem der Fundamentalsatz
lediglich mit der Kettenregel kombiniert wird. Die Aussage des Theorems —
also die angegebene Substitutionsformel — ist auch viel einfacher als es auf den
ersten Blick scheint. Siehe dazu die Diskussion unten.

6. Ausblick: Die Verallgemeinerung des Theorems in héheren Dimensionen wird
Transformationsformel fiir Integrale genannt und in der Vorlesung Analysis 3
eine sehr wichtige Rolle spielen.

Bezispiele

1. Mit ¢(y) = py + v erhalten wir als Spezialfall die Formel

Y2 pny2+v
u/yl f(uy+V)dy=/H f(z)dz,

y1+v

die affine Transformationen im Argument einer Funktion beschreibt. Sie gilt fiir
alle Parameter p, v € R und alle xq, x9, sofern pz; + v und pzy + v zu (a, b)
gehoren, und eine konkrete Anwendung ist

2 /ln(2y+1)dy:/ln(x)dx: E ln(a:)—x}ijz?ln(?)—&

Wir werden unten diese Formeln noch einmal, aber in einer leicht abweichenden
Formulierung und mit einer anderen Methode herleiten.

2. Mit derselben Funktion 1 ergibt sich

u/f(uy+V)dy=F(uy+V)+C
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fiir die unbestimmten Integrale, wobei F' wieder die Stammfunktion von f
bezeichnet. Mit f(x) = In (z) gilt F(z) = z In(z) — 2 und daher

u/ln(uy+V)dy—(uy+V) n(py+v) = (ny+v)+C,

wobei wir mit dieser Formel das unbestimmte Integral aus dem letzten Beispiel
auf eine andere Art berechnen kénnten.

Bemerkung Mit f(z) = 1/z gilt [ 9 = In|z| und das Theorem liefert die niitzliche
Formel

' (y) I
/wy) dy =In[(y)] + C,

die in der Literatur oftmals mit x statt y geschrieben wird. Dabei sind

dy = In |in
/yln(y)_1 )]+ ¢

und
/tanh (y)dy =1In (cosh (y)) + C, /coth (y)dy = In|sinh (y)| + C

wichtige Spezialfille.'¢

Heuristische Herleitung der Substitutionsformel

Grundlagen Die Substitution wird durch die Gleichung

z=(y)
beschrieben und die Rechenregeln der Differentialrechnung implizieren
dx ,
d_y ='(y).

Der Trick besteht nun darin, diese Gleichung auf einer formalen Ebene als

dz =4'(y) dy

zu schreiben.!”

Bemerkung Besitzt ¢ die Umkehrfunktion ¢ = ¢~ (was meist der Fall ist), so
kénnen wir auch

y = p(x), dy = ¢'(z) dx

schreiben, wobei ¢/(y) ¢'(x) = 1 aus dem Theorem tiber die Ableitung von Umkehr-
funktionen folgt und die Konsistenz der verschiedenen Formelsétze sicherstellt.

16Beachte, dass cosh im Gegensatz zu sinh immer positive Werte annimmt, d.h. es gilt |cosh| = cosh.

1"Wir hatten ein #hnliches Konzept schon bei der alternativen Herleitung der Kettenregel verwendet.
Aus Sicht der modernen Mathematik handelt es sich bei dx und dy um Differentialformen, aber wir
konnen die entsprechende Theorie hier nicht entwickeln.
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Anwendung auf unbestimmte Integrale Durch konsistente Substitution erhalten
wir die Formel

/ f(x) do = / F6() ¥ (y) dy + €,

wobei die Formel x = 9(y) den Variablenwechsel x ~~ y beschreibt und dz in dazu
konsistenter Weise durch ¢'(y) dy ersetzt wird. Wenn wir explizite Formeln fiir das
unbestimmte Integral auf der rechten Seite kennen, so miissen wir in diesen anschliefend
die Riicksubstitution y ~~ x mittels y = ¢(x) durchfiihren, um am Ende wieder eine
Funktion in der Variablen x zu erhalten. Siehe dazu auch die Beispiele.

Anwendung auf bestimmte Integrale Analog ergibt sich

72f(x) dﬂf:ff(w(y))w’(y) dy,

wobei diesmal die Konsistenzbedingungen

h = 90(331) ) Y2 = 90(952)

aquivalent zu

r1=Y(y1), Ty = Y(y2)

sind und auch die Rolle der Riicktransformation tibernehmen.

Klarstellung Die Transformationsformeln gelten fiir alle denkbaren Funktionen
bzw. ¢, aber das entstehende bestimmte oder unbestimmte Integral bzgl. y wird oftmals
mindestens so kompliziert sein wie das Ursprungsintegral bzgl. x. Nur fiir spezielle
Wahlen der neuen Variable y entsteht ein einfacheres Integral und die Kunst besteht
darin, diese Transformation zu finden. Es gibt allerdings Listen, in der fiir viele Klassen
von Funktionen f eine zielfithrende Substitution angegeben ist. Fiir andere Funktionen
sind jedoch keine das Integral vereinfachende Transformationen bekannt.

Hinwets Wie so oft gilt auch hier: Merken Sie sich nicht die Formeln, sondern ihre
Herleitung!

Konkrete Substitutionen

Beispiel fiir ein bestimmtes Integral Um

e

/ dx
Il=]—
z(l+Inx)

1

zu berechnen, substituieren wir x durch die neue Variable y indem wir die Exponential-
funktion bzw. den Logarithmus als ¢ bzw. ¢ verwenden. Es gilt also

y=I(z), z=exp(y), dr=zdy
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und wir erhalten

I:/Oll(—ii——yy: [ln(l%—y)}z:;:ln(%.

Dabei haben wir benutzt, dass unter dem betrachteten Variablenwechsel die Rand-
bedingung x = 1 bzw. x = e dquivalent zu y = 0 bzw. y = 1 ist.

Bemerkung: In guten Integraltafeln findet sich die Formel

1
/ (T (@) dz=In(1+Inz)+C,

mit der der Wert von I auch direkt aus dem Hauptsatz hergeleitet werden kann.

Beispiel fiir ein unbestimmtes Integral Mit Integration durch Substitution
kénnen wir eine Stammfunktion zu f(z) = exp (y/z) fir x > 0 explizit berechnen.
Der entsprechende Variablenwechsel ist durch

d
=1y, Y=+, dy:%, de =2+vrdy =2ydy

gegeben und liefert das Zwischenergebnis

/exp (\/E)dx:/Zyexp(y)dy—i-C mit y =z,

wobei das unbestimmte Integral bzgl. y mittels partieller Integration zu

/2yexp (y)dy =2yexp (y) — /2 exp (y)dy = 2yexp (y) — 2exp (y) + C,
berechnet werden kann. Nach Einsetzen und Riicksubstitution erhalten wir
/exp (\/E) dr =2z exp (\/E) — 2 exp (\/E) +C

als Endergebnis, wobei auf beiden Seiten die freie Variable mit dem gleichen Buchstaben
bezeichnet ist (so wie es sein muss).

Probe: Die Rechenregeln der Differentialrechnung implizieren

%(2 Vzexp (V) — 2 exp (V) + C’) =exp (V)

d.h. wir haben uns in der Herleitung wirklich nicht verrechnet.

Bemerkung: Wir haben hier eine iibliche Vereinfachung angewendet und nur mit einer
Integrationskonstante gearbeitet, die wir auferdem immer C' genannt haben. Streng
genommen miissten wir mit mehreren Integrationskonstanten arbeiten und diese zum
Beispiel durch Indizes unterscheiden, aber das macht die Formeln unnétig kompliziert.
Am Ende ist nur wichtig, dass es eine freie Integrationskonstante gibt, wobei wir diese
standardméfig C' nennen.

Hinweis: Denken Sie nicht zu viel iiber die Integrationskonstante nach. Sie kénnen sie
in allen Zwischenergebnissen auch weglassen und erst ganz am Ende einfiigen.
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Beispiel fiir ein bestimmtes Integral mit variablen Grenzen Wir berechnen
das bestimmte Integral

to
I::/\/l—tzdt
t1

fiir beliebige Integrationsgrenzen durch eine geeignete Substitution, wobei wir immer
—1 < t; < ty < +1 voraussetzen, da andernfalls der Integrand nicht wohldefiniert ist.
Wir transformieren das Integral via

s = arcsin (t) , t =sin(s), dt = cos (s) ds,

wobei s immer Werte im Intervall (—7/2, +7/2) annimmt und daher

V1—12=4/1—sin®(s) = y/cos? (s) = cos (s) > 0

gilt. Mit ¢t; = sin (s;) erhalten wir

I= 7\/1 — sin? (s) - cos (s) ds = 70052 (s)ds

S1
$=82

t=to
= [% s+ 3 sin (s) cos (s)] = [% arcsin (t) + 5t V1 — t2] :
S=s1 t=t1
wobei die angegebene Stammfunktion von cos? mit partieller Integration berechnet
werden kann.

Probe: Auch hier konnen wir das Endergebnis mithilfe von Differentiation tiberpriifen.

Komposition mit affiner Funktion Ist F' eine (bekannte) Stammfunktion zu f,
so beschreibt die niitzliche Formel

/f(urHV)dx: (F(uzs+v) = Fuzs +v)),

1
1

wie wir affine Transformationen im Argument von f behandeln kénnen. Wir hatten
eine Variante dieser Formel (mit vertauschten Rollen von z und y) schon weiter oben
aus dem Theorem abgelesen, wollen aber auch noch die direkte Herleitung besprechen.

Alternative Herleitung: Die Substitution y = px + v beschreibt den Variablenwechsel
x ~» y und mit

1
dy=pdr bzw. dr=-—dy, T=x; & Y=y;=pr;+v,
1

erhalten wir

jf(qurV)dx = ;?f(y)dy
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Aus fyyf f(y)dy = F(y2) — F(y1) folgt nun das gewtinschte Ergebnis, sofern am Ende
als Riicksubstitution y; durch z; ersetzt wird. O]

Bemerkung: Die entsprechende Formel fiir unbestimmte Integrale lautet

/f(“x+”)d$:%F(M+v)+C

und kann ebenfalls durch angegebene Substitution hergeleitet werden. Alternativ
konnen wir diese Formel aber auch durch scharfes Hinsehen finden, denn

d /1
ergibt sich direkt aus der Kettenregel.
Beispiele: Es gilt

sowie
+m/4 /2
/ cos (2z)dr =4 / cos (y) dy = 2(sin (7/2) — sin (0)) .
i —7/2
Zusammenfassung

1. Es gibt mehrere Moglichkeiten, die Substitutionsformel fiir Integrale anzuwenden
oder aufzuschreiben, aber die notwendigen Rechnungen ergeben sich immer in
sehr nachvollziehbarer Weise aus den zugrunde liegenden Ideen.

2. Es ist nicht wichtig, wie wir die Variablen vor und nach der Transformation
bezeichnen, sondern nur dass wir zwei verschiedene Buchstaben benutzen und in
allen Zwischenschritten immer konsistente Notationen verwenden.

3. In der Praxis besteht die Schwierigkeit darin, eine geeignete Variablensubstitution
zu identifizieren, die ein gegebenes, kompliziertes Integral in ein berechenbares
transformiert.
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10.4 Integration durch Partialbruchzerlegung

Definition Der Quotient

r(z) = p()

q(z)
zweier reeller Polynome p und ¢ wird gebrochenrationale (oder rationale) Funktion
genannt und ist in natiirlicher Weise auf der Menge D = {z € R : ¢(x) # 0} definiert.

Dabei sprechen wir im Fall von deg(p) < deg(q) bzw. deg(p) > deg(gq) von einer
echt gebrochenrationalen bzw. einer unecht gebrochenrationalen Funktion.!®

9

Idee der Partialbruchzerlegung Jede rationale Funktion r kann als gewichtete
Summe gewisser Bausteine dargestellt werden, wobei diese additive Zerlegung von
den komplexen Nullstellen des Nennerpolynoms ¢ abhéngt und das Losen linearer
Gleichungssysteme erfordert. Damit kénnen — zumindest im Prinzip — explizite
Darstellungsformeln fiir das unbestimmte Integral von r hergeleitet werden.

Baustein Stammfunktion
) Jj+1
@’ jx+1 J €No
L ln‘:z:—)\’ x# A
(x = A)
1 1
W — (l_]_)(x_)\)l_l ZEN7Z>1,$7£)\
1 1 —
5 arctan [ Z—# v#0
(z —p)” + v v v
T =i
(x—p)’ 402 3 (e =) +v7) v 70
1
((x—u)2+1/2)n neN,n>1v+#0
I_QM | ! — neN,n>1v#0
((# =) +1v?) 2(n—1) ((a:—u)2+y2)

Tabelle Die Bausteine fiir die Partialbruchzerlegung sowie die entsprechenden Stammfunktionen
(ohne Integrationskonstante C). In der sechsten Zeile gibt es keine einheitliche Formel fiir alle Werte
von n, sondern nur die Rekursionsvorschrift

1 T—p . dx
_rnlxzi2 2n — 1) I, (z 5 - mit I, (x) := 5 ol
)= 5 (( ale) + ) (@) /((Iﬂ) e

wobei diese Formel mit partieller Integration hergeleitet oder alternativ durch Differentiation iiberpriift
werden kann. Da I; in der vierten Zeile steht, kénnen nun I, I3, I, usw. sukzessive berechnet werden.

Klarstellung Obwohl natiirlich auch Theoreme formuliert und bewiesen werden
konnen, ist die Partialbruchzerlegung vor allem eine handwerkliche Fertigkeit, die durch
das Studium von Beispielen sowie das Losen von Ubungsaufgaben erlernt wird.

18Mit deg (p) wird der Grad (bzw. degree) des Polynoms p, also der grofite auftretende Exponent
bezeichnet.
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einfiihrende Beispiele

1. Die Funktion

r+2 T+ 2 T+ 2 T+ 2

20—-1 2 2-2)—-1 2 2) —
r(z) = x ~ 2(x+ ) _ (x +2) 5:2 5

besitzt das unbestimmte Integral
/r(x)dsz:c—Sln‘:c—i—Z‘—i—C,

wobei wir in diesem sehr einfachen Beispiel die Partialbruchzerlegung nach
Einfiihrung der nahrhaften Null 0 = 2 — 2 mit direkten Rechnungen bestimmen
konnten.

2. Ein komplizierteres, aber immer noch einfaches Beispiel ist die Funktion

?420-4 (e-D+1D)"+2(@—-1)+1) —4
r@) = rz—1 - rz—1
_(@-1) 14_(16—1)—1:(x_l)ﬂ_xilzﬂg_x_l

9

fiir die wir ihre Partialbruchzerlegung ebenfalls durch geschickte Umformungen
im Zéhler identifiziert haben. Das unbestimmte Integral

/T(:z:)dx:%azz—i—?)a:—ln\:c—l\—i—C,

kann nun aus der Tabelle der Bausteine einfach abgelesen werden.

3. Fiir die echt gebrochenrationale Funktion

r—5 r—9
2 -4  (z—-2)(v+2)

r(x) =

besitzt das Nennerpolynom die zwei reellen Nullstellen —2 und +2, die jeweils
einfach sind. In Antizipation des allgemeinen Prinzips bestimmen wir nun zwei
Konstanten a; und as, sodass

r(z) =

a1 a2
+ ,
r—2 x+2

fiir alle x # £2 gilt, denn damit kénnen wir die Formel
/r(:v)dx:al In|z—2|+a Injz+2|+C

direkt aus den Stammfunktionen der Bausteine zusammensetzen.

Koeffizientenvergleich: Wir bringen die beiden auftretenden Bausteine auf ihren
gemeinsamen Nenner und erhalten

a s _al(x+2)+a2(x—2)_ (a1+a2)x+(2a1—2a2)

:z:—2+x+2_ 2 —4 2 —4
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Ein Vergleich mit der Ursprungsformel liefert das lineare Gleichungssystem
a1 +ay =1, 201 —2a9 = —5
und kleinere Rechnungen zeigen, dass

_ 7
9 a2—z

o

a = —
die einzige Losung ist. Wir haben damit das unbestimmte Integral der Funktion
r vollstandig berechnet.

Einsetzungsmethode: Alternativ konnen wir a; und a, auch dadurch bestimmen,
dass wir die beiden Formeln fiir r in zwei verschiedenen Punkten x auswerten.
Mit £ = 0 und x = 1 ergibt sich zum Beispiel

—jautiae=f0)=3 —a+ie=f1)=3

und damit das gleiche Ergebnis wir vorher.

4. Bei der unecht gebrochenrationalen Funktion
rt 423+ 1

ri) = x?—1

besitzt der Zéhler einen hoheren Grad als das Nennerpolynom und deshalb kann
in einem ersten Schritt zunéchst ein Polynom in additiver Weise abgespalten
werden. Durch fortgesetzte Polynomdivision mit Rest erhalten wir

ot —a2? P+t +1 , P —x $2+x+1
M= mr o vttt e
:x2—|—x+x2_1+x+2—x—|— +1+33+2
2—-1 22-1 1’

wobei der letzte Summand eine echt gebrochenrationale Funktion ist. Diese
besitzt zwei einfache reelle Nullstellen und kann analog zum letzten Beispiel in
zwei Bausteine aufgespalten werden. Dies liefert die Partialbruchzerlegung

1 1 1

- 1 ____.
r(z) = 24+ r+1+ 271 2 oo

Y

aus der das unbestimmte Integral
/r(x)dzz%x3+%x2+m+% Inlz—1 -1 -Injz+1|+C
mithilfe der Tabelle bestimmt werden kann.

reelle Partialbruchzerlegung echt gebrochenrationaler Funktionen Fiir jede
rationale Funktion

r(z) = mit 0 < deg(p) < deg(q)

existieren reelle Zahlen ay. ;, by, , und ¢, ,,, sodass

K Ly MNm

SR brn (8~ fim) + o

_ 2
k=1 1=1 m=1n—=1 x fim) +Vm)

fiir alle  aus dem Definitionsbereich von r erfiillt ist. Hierbei gelten die folgenden
Abkiirzungen, die sich alle auf die Nullstellen von ¢ beziehen:
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1. K ist die Anzahl der paarweise verschiedenen Nullstellen und M die Anzahl der
paarweise verschiedenen Paare konjugiert komplexer Nullstellen.

2. A, bezeichnet die k-te reelle Nullstelle und L deren Vielfachheit.

3. Das m-te Paar konjugiert komplexer Nullstellen besteht aus pu,, — iv,, sowie
[ + 1V, wobei N,,, die entsprechende Vielfachheit ist.

Bemerkungen

1. Alle Aussagen und Formeln ergeben sich aus dem Fundamentalsatz der Algebra,
obwohl die Herleitung etwas technisch ist. Die wesentlichen Argumente kénnen
wie folgt zusammengefasst werden:

(a) Das Nennerpolynom ¢ besitzt genau deg(q) komplexe Nullstellen, sofern
deren Vielfachheit beriicksichtigt wird.'

(b) Da alle Koeffizienten von ¢ reell sind, miissen die nicht-reellen Nullstellen
in Paaren konjugiert komplexer Nullstellen auftreten (Ubungsaufgabe). Die
Formel

(x — (kn — i’/n)) (*T = (n + i’/n)) = (z— Nn>2 +v,

beschreibt dabei, dass zu jedem Paar konjugiert komplexer Nullstellen ein
entsprechendes quadratisches Polynom im Reellen existiert.

2. Zu einer L-fachen reellen Nullstelle gehdren in der Partialbruchzerlegung genau L
verschiedene Terme bzw. Konstanten, wohingegen ein Paar komplexer Nullstellen
mit Vielfachheit N durch 2 N Konstanten repréasentiert wird. Insgesamt gibt es
also genau

K M
Y Li+2 ) Ny =deg(q)
k=1 m=1

zu bestimmende Konstanten.

3. Wenn die Nummerierung der Nullstellen festgelegt ist, dann sind die Koeffizienten
ak,1, by, n und ¢, , eindeutig bestimmt und kénnen durch lineare Gleichungs-
systeme ermittelt werden. Die Bezeichnungen der Nullstellen und Konstanten
konnen dabei beliebig gewéhlt werden. Siehe dazu die Beispiele.

4. Ausblick*: ITm Komplexen gibt es eine einfachere Version der Partialbruch-
zerlegung, die wir aber in dieser Vorlesung nicht verwenden, das wir die
Besonderheiten der entsprechenden Differential- und Integralrechung noch nicht
diskutiert haben. Die reelle und die komplexe Variante konnen jedoch ineinander
umgerechnet werden, wobei die Formeln

1 1 2(x — pn)
: + . 3
T — (Hn —ivy) T — (ftn +1vn) (x = py)” + 12

und
1 1 —2v,

T = (fn — 1v4) T — (o +1ivy) (l’—ﬁbn)Q—i-I/,%

zugrunde liegen.

19Zweifach- bzw. Dreifachnullstellen zéihlen bei dieser Rechnung also doppelt bzw. dreifach.
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5. In der Praxis treten natiirlich auch unecht gebrochenrationale Funktionen auf.
In diesem Fall kénnen wir mittels Polynomdivision immer eine eindeutige
Darstellung

r(z) = pi(z) +

finden, wobei p; und ps zwei Polynome sind, so dass der Grad von py kleiner
als der Grad von ¢ ist. Die Partialbruchzerlegung kann anschliefend fiir ps/q
durchgefiihrt werden.

vereinfachter Formelsatz Im Standardfall sind alle komplexen Nullstellen des
Nenners ¢ paarweise verschieden, d.h. es gilt Ly = 1 fiir alle £ € {1, ..., K} und
N,, = 1 fiir alle m € {1, ..., M}. Die Formel der Partialbruchzerlegung vereinfacht
sich dann zu

M
a b (x — ) + Cm
@) =3 o+ ( A3

k=1 m=1 (ZE - lum)Q + y72n

wobei K + 2 M = deg (¢) gilt und die zu bestimmenden Konstanten jeweils nur einen
Index aufweisen. Im Entartungsfall gibt es mindestens eine Mehrfachnullstelle und der
allgemeine Ansatz muss wie angegeben modifiziert werden.

Bestimmung von Nullstellen Bei der Partialbruchzerlegung miissen wir alle Null-
stellen des Nennerpolynoms kennen bzw. berechnen, aber es gibt fiir diese Aufgabe
keinen allgemeinen Algorithmus.?’ Im Rahmen dieser Vorlesung werden wir in aller
Regel das folgende pragmatische Verfahren benutzen (siehe auch die Ubungen):

1. Wir bestimmen eine Nullstelle durch Raten und spalten anschlieffend mittels
Polynomdivision den entsprechenden Linearfaktor ab.

2. Wir wiederholen den ersten Schritt solange, bis wir die p-g-Formel auf einen
quadratischen Restfaktor anwenden koénnen.
Beispiele fiir den Standardfall
1. Im echt gebrochenrationalen Fall
p(z) = -2 +20x+149,  q(z) =2 +42° — 112 —30

bestimmen wir zunéchst die Nullstellen des Nennerpolynoms, zum Beispiel mit
dem oben beschriebenen Verfahren. Dies liefert

q(z) =(x—=3)(z+2)(z+5)

und damit die drei reellen, jeweils einfachen Nullstellen \; = +3, Ay = —2 und
A3 = —b. Die rationale Funktion besitzt daher die Partialbruchzerlegung

a1 a2 as
x—3 * x4+ 2 + x+5"

r(x) =

20Dje komplexen Nullstellen eines kubischen oder quartischen Polynoms kénnen im Prinzip explizit
berechnet werden, aber die entsprechenden Verfahren sind recht unhandlich (siehe etwa Cardanische
Formel unter WIKIPEDIA). Fiir Polynome vom Grad fiinf oder hoher gibt es aber keine geschlossenen
Losungsformeln mehr.
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wobei wir dies auch als
r(z) = a; (x+2)(z+5)+ay(x—3)(z+5)+asz(x—3)(z+2)
(x=3)(z+2)(x+5)
(a1 +as+az)x? + (Tay +2ay — az)r + (10a; — 15a, — 6a3)
(x—=3)(x+2)(z+5) ’

schreiben kénnen. Der Koeffizientenvergleich liefert das lineare Gleichungssystem

a1+a2+a3:—1, 7a1+2a2—a3:20, 10(11—15@2—6CL3:149,
das wir zum Beispiel mit dem Gaufsschen Algorithmus 16sen kénnen. Wir erhalten
a1:5, a2:—7, Cl3:1
und damit
/r(:z:‘)dx:5ln‘x—3} —7hn|z+2|+In|z+5+C.

In einer Probe kénnen wir die rechte Seite differenzieren und sehen nach einigen
Umformungen, dass die Ableitung gerade die rationale Funktion r = p/q ist.
Bemerkung: Machen Sie bei komplizierten Partialbruchzerlegungen immer eine

Probe!

2. Fiir die unecht gebrochenrationale Funktion mit
plz) =2 —223 +52° — 220 + 2, gz) =2 —2*+r—-1=(z—1)(a* +1)
miissen wir in einem ersten Schritt ein Polynom als Summanden abspalten und
erhalten nach Polynomdivision die Formel
p2(x)
q(z)
Das Nennerpolynom ¢ besitzt die drei, jeweils einfachen komplexen Nullstellen 1,
—iund +1 (es gilt also L = N = 1 sowie \; = 1, py = 0, v; = 1) und die reelle
Partialbruchzerlegung ist daher durch

r(z) = pi(x) + mit mx)=z—-1, po(r) =32% + 1.

aj blﬂf‘i‘cl
—r—1
r(z) == +x—1+ e
14 (a1 + b)) 2?4+ (c1 —by)x + (a1 — ¢1)

(x—1)(x24+1)
gegeben, wobei ay, by, und ¢; drei, im Moment noch noch unbekannte, reelle

Konstanten sind. Ein Koeffizientenvergleich mit dem Polynom p, liefert die drei
linearen Gleichungen

a1—|—b1:3, Cl—blzo, (11—61:1

und damit a; = 2 sowie by = ¢; = 1. Insgesamt ergibt sich

T 1

2
—z—1 .
r(z) = +x—1+x2+1+x2+1

sowie
/r(:v)d:z:: la? — w42 ln’x—1| + 1 In(2* + 1) + arctan (z) + C
als Endergebnis

Bemerkung: Das Gleichungssystem fiir die Koeffizienten wird immer eindeutig
losbar sein. Falls nicht, so haben wir uns irgendwo verrechnet.

Michael Herrmann: Analysis 1 [D)eysa | Version vom 2. Oktober 2022



222 10. Integrierbarkeit

Beispiele fiir den Entartungsfall
1. Das Nennerpolynom der echt gebrochenrationalen Funktion

r(z) = 510> —37x+54  ba?—3Tx+54
3 —622+9 g (z-3)°
besitzt zwei verschiedene reelle Nullstellen, wobei Iy, = 1 bzw. Ly = 2 die
Vielfachheit von A\; = 0 bzw. Ay = 3 ist. Da Ay eine Doppelnullstelle ist,

verwenden wir die modifizierte Partialbruchzerlegung

T(I):ﬁ 2,1 . a2, 2 .
x (x —3) (x —3)
(a1 +ag1)2* + (—6a; —3as1 +ag2)x+9a
z(x—3)°
wobei a; die Konstante zu A; ist und as ; sowie ag o beide zu Ay gehoren. Ein
Koefhizientenvergleich liefert das Gleichungssystem

9

a1+a2’1:5 —6a1—3a2,1+a272:—37, 9@1:54,
dessen eindeutige Losung
ap =6 a1 = —1, (g9 = —4

die Formel
/r(x)dszln‘ﬂ —ln’x—3|+%—l—0.

fiir die gesuchte Stammfunktion impliziert.

Bemerkung: Die drei Konstanten konnten auch anders bezeichnet werden, zum
Beispiel mit £, F und G. Wichtig ist jedoch, dass die Anzahl stimmt und dass
die richtigen Bausteine verwendet werden.

2. Im Fall von

2 —x+1 2 —x+1
r(z) = =

x° + a3 3 (22 + 1)
verwenden wir die Partialbruchzerlegung
a1 ay, o ai,3 b+
r(z) = x! + 2 + 3 241
. (a1,1 4 b1) ot + (a1,2+ 1) 3+ (a1,1 + a1,3) z? + a2+ aq,3
B 23 (22 + 1)

mit insgesamt fiinf Konstanten, die durch das Gleichungssystem
a1 +b =0, a2 +c =0, a1 +a3=1, a2 = —1, a1 =1
eindeutig festgelegt sind und zu
a1 =0, ay 2 = —1, a3 =1, by =0, cp =1
berechnet werden kénnen. Insgesamt erhalten wir
1 1 1
2 B +1

bzw.

/f(x)dxzi— ! + arctan (z) + C

2 22

als Formel fiir die gesuchte Stammfunktion.
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10.5 Prinzip von Cayvalieri fiir Rotationskorper

Vorbemerkung In diesem Abschnitt benutzen wir eindimensionale Integrale, um
das Volumen und die Oberflache von rotationssymmetrischen Objekten in drei Raum-
dimensionen zu beschreiben. Wir verwenden dabei schulmathematisches Wissen sowie
unsere geometrische Anschauung und verweisen fiir eine vollsténdige und mathematisch
rigorose Theorie von Volumen- und Fliachenintegralen auf die Vorlesung Analysis 3.

Beschreibung durch Funktionen Wird der Graph einer stetig differenzierbaren
Funktion f : [a, b] — [0, co) um die z-Achse rotiert, so beschreibt die Punktmenge

C={(z,y,2) s a<z<b, Vy*+22< f(z)}

den entstehenden Rotationskorper (siehe das Bild) und

mC ={(z,y,2) : a<z<b, Vy*+22=f(2)}

bzw.

denC :={(z,y, z) : z €{a,b}, Vy*+22 < f(z)}

entspricht der Mantelfiche bzw. der Vereinigung von Grund- und Deckfliche.?!

ky P

fla; - li%@m %@@7
} } I
Ax

Abbildung Links: Ein Rotationskorper C, der durch Rotation des Graphen der Funktion f (blau)
um die z-Achse entsteht. Rechts: Das Prinzip von Cavalieri besagt, dass C' durch eine Vereinigung von
endlich vielen Scheiben approximiert werden kann, wobei jede Scheibe ein Kreiskegelstumpf ist und eine
gute Approximation aus einer grofsen Anzahl von sehr diinnen Scheiben besteht. Im Bild werden nur
drei Scheiben bzw. Kegelstiimpfe verwendet, die aulierdem zur besseren Darstellung versetzt gezeichnet
wurden. Mitte: Eine typische Scheibe S; mit kleiner Dicke Az und Fufpunkt x;.

heuristische Herleitung der Volumenformel Wir wenden das Prinzip von
Cavalieri (siehe das Bild) auf die dquidistante Zerlegung??
b—a

Azx : — zrj=a+ (Ax)j, j€{0,...,n}

an, die [a, b] in n gleichgroke Teilintervalle aufspaltet. Mit schulmathematischem
Wissen (siehe auch das Beispiel zu Kegelstiimpfen) berechnen wir das Volumen der
j-ten Scheibe §; zu

vol () = T2 (7l — ) + flay — A2) f(a) + (£(2,))°)
=7 (f(z;))" Ar + O((Ax)*)

2IDas Symbol O reprisentiert auch den kleinen griechischen Buchstaben Delta und bezeichnet in
der Mathematik unter anderem den Randoperator.

#2Dje Teilpunkte hatten wir am Anfang dieses Kapitels mit =} bezeichnet, aber in diesem Abschnitt
lassen wir der Einfachheit halber den oberen Index weg und wéahlen j anstelle von k als Laufindex.
Beachte auch, dass Ax gerade die Feinheit der dquidistanten Zerlegung ist.
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wobei wir in der zweiten Umformung die Taylor-Approximation nullter Ordnung, also
die Formel

f(x; = Az) = f(z)) + O(Ax)
eingesetzt haben.?® Durch Summation iiber j erhalten wir

Y vol () = A Y- ((£()* + 0(ax)) = DOST () + 0(1/n),

n -
Jj=1

wobei n Ax = b — a sowie O(Az) = O(1/n) verwendet wurde. Der fithrende Term
auf der rechten Seite ist die Riemann-Summe eines Integrales und der Grenziibergang
n — oo (bzw. Az — 0) liefert

b
vol (C) = 7r/ (f(2)) dz
als Formel fiir das Volumen von C.

heuristische Herleitung der Oberflichenformel Die Mantelfliche des j-ten
Kreiskegelstumpfes S; ist durch

areay (S;) = 7 (f(z; — Az) + f(z;)) \/(f(xj) — flz; — Ax))2 + (Ax)?

gegeben und mit dem Satz von Taylor kénnen wir diese Formel vereinfachen, wobei
unter der Wurzel bzw. im Vorfaktor der fiihrende Term der ersten bzw. nullten
Ordnungsapproximation von f in x; entspricht. Genauer gesagt, es gilt

areass (57) = 7 (2 2) + 0(A0)) /(80 () + 080)* 1)
=27 f(z;)\/1+ (f'(z)))” Az + O((Ax)?)

und das Prinzip von Cavalieri liefert

areay (C') = 27r/f(x) V14 (f’(x))de

als Formel fir die Mantelflache von C. Die Summe aus Grund- und Deckflache ist
offensichtlich durch

areacp (C) = ((f(a))2 + (f(b))2> )

gegeben und durch Addition erhalten wir die Gesamtoberfliche von C'.

%3Die Landau-Symbole hatten wir weiter oben eingefiihrt. Insbesondere bezeichnet O(Ax) kleine
Fehlerterme, die im Limes Az — 0 verschwinden.
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Beispiel: Kreiszylinder und Kreiskegelstumpf

1. Mit der konstanten Funktion f(x) = cq erhalten wir via

b
Vol(C)—ﬂ/cgdx—W(b—a)cg,

a
b

areay (C) :27r/00\/1+0dx:27rco(b—a)

a

die bekannten Formeln fiir den Kreiszylinder mit Radius ¢y und Hoéhe b — a.

2. Fir f(z) = ¢1 & + ¢ berechnen wir

vol (C)

—

m [ (F2*+2cic0r+ ) dw

™

wl=

i (0°—a’®) +meico (b —a®) + ¢ (b—a)

sowie

b
areaM(C’):27r/(clzv—|—co) 1+ & de

a

=27m4/1+ ¢} (%cl (b2—a2)+co(b—a)>.

Nach elementaren Umformungen kénnen wir auch

vol (C) =4mh (r{ +rira+r3), areay (C) = m (11 + 12) \/(7“2 — 1) 4 h?
schreiben, wobei h := b — a die Hohe und
r = fla)=cra+c, ro:= f(b) =c1b+ co

die beiden Radien des entsprechenden Kreiskegelstumpfes sind.

y y y )
= ¢ = A. - v)2
— e p— o
I 1} /—\ $
’ a b a b ‘_0‘ 0 +a

Abbildung Die Funktionen fiir einen Kreiszylinder, einen Kreiskegelstumpf und einen Ellipsoiden,
wie sie in den Beispielen verwendet werden.

Beispiel: Rotationsellipsoid* Wie betrachten die Funktionen

fas®)=8y1- (2) =L varia,

(07
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wobei a und § positive Parameter sind und wir das Intervall [—c«, +a] als Definitions-
bereich verwenden, sodass es keine Grund- oder Deckfldche gibt (siche das Bild). Das
Volumen berechnen wir mit der Substitution z = a s zu

vol(ca,ﬂ):w?]a(p (2)2> dxzwa62/1(1—32) ds

Za -1

2 1 3]y 2
=raf [s—gs} 1:§7ra6
S=—

und erhalten im Spezialfall « = § = p mit
vol (Cy o) = 37 0
die bekannte Formel fiir das Volumen der Kugel vom Radius p. Wegen

, _p1 2 B B x
Jo.5(®) = a? Va2 —22  ava:—a?

und

\/1+( (;75(13))2 _ \/044_|_(52_a2)x2

ava? —x?

gilt aufserdem

2

+a
area (C,, 5) = areay (Ca,g) = Wzﬁ / Vat+ (62 —a2) a2 dz,

«

wobei wir diese vorlaufige Formel fiir die Oberfliche weiter vereinfachen wollen. Fiir
a = [ = p hingt der Integrand nicht von z ab und liefert mit

2
area (C,,,) = %29\/9 =47 0°

das erwartete Ergebnis. Im Fall von 8 < « substituieren wir z = a?s/y/a? — 32 und
erhalten

PR o

c _ 27 B a? JI—d
area (Cy, g) —\/m s2ds
N

2 2 s=++4/a2-p2/a
_ 2mha” [s V1 — s? + arcsin (s)]
o2 — ﬁ2 s=— /a2_,32/a

i (VT ()

- a? — 32 o (6 (6}
=27 3%+ % arcsin (—%_62) ,

wobei wir die Integralformel [v/1—s2ds = sv/1 — s> 4+ % arcsin (s) + C' verwendet
haben. Im Fall von 5 > « ergibt sich hingegen

area (Cog) = 27 8% + % arsinh (@)

durch dhnliche Rechnungen.
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Vorlesungswoche 14

10.6 Uneigentliche Integrale

Vorbemerkung Wir haben oben das Riemann-Integral fiir Funktionen f eingefiihrt,
die auf einem kompakten Intervall [a, b] definiert sind. In diesem Abschnitt studieren
wir die folgenden allgemeineren Fille:

1. halb-offene Intervalle [a, b) und (a, b] bzw. [a, +00) und (—o0, b],
2. offene Intervalle (a, b), (—oo, +00) und (—o0, b), (a, +00),
3. Definitionsbereiche mit isolierten Liicken.

Die entstehende Verallgemeinerung des Riemannschen Integralbegriffs ist sowohl fiir
die Mathematik als auch fiir die Anwendungswissenschaften sehr niitzlich.

halboffene Intervalle Ist f auf (a, b] bzw. [a, b) definiert, so nennen wir

b b b B
dr =1 d bzw. dr :=1li d
[ @t [f@ae bowv [ )=t [ 1@
das uneigentliche Riemann-Integral von f, sofern der einseitige Grenzwert im Sinne der
eigentlichen Konvergenz existiert, d.h. wenn er als reelle Zahl wohldefiniert ist. Dabei
ist der Fall a = —oo bzw. b = 400 ausdriicklich zugelassen.

A A

\ —

A\, .

/ —

Qv b a 3

Abbildung Das uneigentliche Integral auf den halboffenen Intervallen (a, b] (links) bzw. [a, b)
(rechts) ist als einseitiger Grenzwert von Integralen iiber kompakten Intervallen definiert, wobei a
bzw. b endlich (oben) oder unendlich (unten) sein kann.

Klarstellung Wenn a eine reelle Zahl ist und f nicht nur auf (a, b], sondern auf
einem groferen Intervall [a — e, b] mit € > 0 definiert und dort auch stetig ist, so ist
die obige Definition nutzlos, denn die zu untersuchende Konvergenzaussage ergibt sich
unmittelbar aus der Gebietsadditivitat und den Standardabschitzungen des Riemann-
Integrals. Wenn jedoch a nicht endlich ist oder wenn f in a nicht definiert ist, so liefert
der uneigentliche Integralbegriff eine echte Verallgemeinerung der bisherigen Theorie.
Analoge Aussagen gelten fiir b.
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Bezispiele

1. Wir betrachten das verallgemeinerte Monom f(z) = 2" mit reellem Parameter r
auf dem Intervall [a, co) fiir gegebenes a > 0.

(a) Fir r < —1 folgt die uneigentliche Integrierbarkeit von f aus

B

/$r d — xr—i—l z=p _ Br—&-l _ ar—i—l 8 foo B ar+1
r+1 r+1 r+1

r=a

bl

a

wobei der Grenzwert auf der rechten Seite den Wert des uneigentlichen
Integrals liefert.

(b) Im Fall » > —1 ist f jedoch nicht uneigentlich integrierbar. Fir r > —1
ergibt sich dies wegen limg_, o, 7' = +00 unmittelbar aus der Formel fiir

das Integral iiber [a, 5] und im Sonderfall r = —1 liefert
; =p
/x_l dr = [ln (x)} =In(5) —In(a) AN,

die Begriindung.?*

Interpretation: Nur fiir r < —1 klingt die Funktion im Unendlichen so schnell
ab, dass der Flacheninhalt unter dem Graphen immer noch endlich ist. Fiir
—1 < r < 0ist das Abklingen jedoch vergleichsweise schwach und fiir » > 0
klingt die Funktion gar nicht ab.

2. Analog zeigen wir

B
: dz .
Bh/rrolo mzﬁhfr&(ln(ln(ﬁ)) —ln(ln(a))) =00,

a

d.h. 1/(xzIn(x)) klingt fiir + — oo zwar schon schneller ab als 1/z, aber dieses
schnellere Abklingen reicht noch nicht, um die Integrabilitéit sicherzustellen.

3. Fiir jedes a € R gilt

—+00

/ T exp (—xQ) dr = %e"ﬁ ,

a

denn mit der Substitution y = 22 ergibt sich dy = 2z dx sowie

8 & P
22 _ 1Y g2 g2
/xe * d:c:/%e ydy:[—%e y}y:CLQ:%(e “—e ’5)
a a2

und der Grenziibergang § " oo liefert die Behauptung.

2*Wir schreiben oftmals auch [~ 2" da = oo fiir r > —1, aber dies ist nur eine Abkiirzung und
meint nicht uneigentliche Integrierbarkeit im Sinne der obigen Definition.
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4. Fiir jedes feste b > 0 gilt

b 1 1 br+1
" de — b — o't a\0 fir r > —1,

rar= r+1 r+1
o0 fir r < —1,

(67

d.h. das verallgemeinerte Monom f(x) = 2" ist dann und nur dann auf dem
Intervall (0, b] im uneigentlichen Sinne integrierbar, wenn r > —1 gilt.

5. Die Funktion f(z) = x/(1 — 2?) ist auf dem Intervall [0, 1) nicht uneigentlich
integrierbar, denn der Grenzwert

/ﬁ - dx:[_lln(l—ﬁ)]xBz—%ln(1_52) s,

1-— IQ 2 =0
0

ist keine reelle Zahl, sondern existiert nur im uneigentlichen Sinne.

Integralkriterium fiir unendliche Summen Als spezielle, aber sehr wichtige
Anwendung uneigentlicher Integrale ergibt sich die Implikation

Zf(k)<oo = /f(x)dx<oo

k=m

fir alle m € N und jede monoton fallende Funktion f : [m, co) — [0, 00). Der Beweis
beruht auf der Doppelungleichung

> s < [ Y gw

k=m+1

und benutzt, dass die linke bzw. die rechte Seite eine Unter- bzw. Obersumme von f
ist, wobei eine dquidistante Zerlegung von [m, n] in n—m Teilintervalle der Lénge 1
zugrunde liegt (siehe die blaue bzw. rote Fliche im Bild).

Beuspiel: Fiir alle s > 1 gilt

"o "o I da 1 a=n 1
- L T B T P S —

O R | I

- - 1

=1

und nach Grenziibergang n — oo folgt, dass die Reihe >~ | 1/k® im eigentlichen Sinne
konvergiert. Analog impliziert

n+1

S [ ) e

X

die Divergenz bzw. die uneigentliche Konvergenz der harmonischen Reihe.
4y r'y

mm+l . a1

Abbildung Mit dem Integralkriterium kann fiir viele monoton fallende und nichtnegative reelle
Zahlenfolgen die Konvergenz bzw. Divergenz der entsprechenden Reihe durch die Berechnung von
uneigentlichen Integralen bewiesen werden.
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Gamma-Funktion Fiir jede reelle Zahl £ > 0 ist
re) = /:105_1 exp (—x) dx
0

als unbestimmtes Integral auf dem offenen Intervall (0, co) wohldefiniert. Mit partieller
Integration verifizieren wir die Rekursionsformel

D(6+1) = [2f exp (—2)] "= + / Ex exp (—a)dz = £T(¢),

wobei wir die Wahl «/(x) = exp (—z), v(x) = 2° verwendet und die Grenzwertformel
lim, o ¢ exp (—2) = 0 benutzt haben. In Kombination mit

(1) = /exp (—z)dz = [ —exp (—a:)}ij;o =1

folgt damit I'(n) = (n — 1)! fiir alle n € N, d.h. die Gamma-Funktion ist eine natiirliche
Erweiterung der Fakultdat. Wir konnen die Rekursionsformel aber auch verwenden,
um die Gamma-Funktion schrittweise via I'(§) := I'(§ + 1)/ fiir negative, aber nicht
ganzzahlige Argumente zu definieren. Zum Beispiel gilt

F(=5)==30(+35),  T(=3)=-3T(-3) =33T(+3)

Die Gamma-Funktion besitzt viele Anwendungen, zum Beispiel in der mathematischen
Physik und in der Stochastik.

U Y
My

0 +2 +4

Abbildung Der Graph der Gamma-Funktion, die im Ursprung und in den negativen ganzen Zahlen
nicht definiert ist, sondern jeweils eine Singularitét besitzt. Fiir positive Argumente (gelber Zweig) ist
I'(¢) als unbestimmtes Integral wohldefiniert, aber fiir £ < 0 (violette Zweige) muss die Rekursions-
formel verwendet werden, da der Integrand f(x) = ¢ lexp (—x) = ¢! (1 + O(x)) dann eine nicht-
integrierbare Singularitit aufweist.

offene Intervalle Fiir ein offenes Intervall (a, b) ist das uneigentliche Integral von f
durch die Formel

b 9 B
/f(x)dx = il{‘r(ll/f(:v)dx—kél%/f(m)dx
a o 3

definiert, wobei die Grenzfille a = —oo und/oder b = +oo wieder zugelassen sind
und £ € (a, b) eine beliebig gewihlte Zwischenstelle ist. Insbesondere miissen nun
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immer zwei unabhingige Grenzwerte im eigentlichen Sinne existieren.?” Mithilfe der
Gebietsadditivitat konnen wir aber zeigen, dass die Wahl von ¢ keine Rolle spielt bzw.
dass jede andere Wahl dieselben Ergebnisse liefert (Ubungsaufgabe).

A

/ /

= ] _/’\ ~

>

A

a « ;i b Q 3

Abbildung Uneigentliche Integrale auf den offenen Intervallen (a, b) und (—oo, oo) erfordern die
Berechnung zweier unabhéngiger einseitiger Grenzwerte (blau und griin), wobei die Zwischenstelle
¢ (an der das Intervall zerteilt wird) beliebig gewihlt werden darf. Analoges gilt fir (—oo, b) und

(a, +00).

<o

= 0

A T —

Abbildung Die Gesamtfliche unter dem Graph von z” auf dem Intervall (0, co) ist fiir keinen Wert
von r € R endlich, wobei dies hier fiir negative Exponenten illustriert ist.

Bezispiele

1. Das verallgemeinerte Monom f(x) = 2" ist fiir keinen Wert des Parameters r € R
auf dem Intervall (0, co) uneigentlich integrierbar, denn fiir jede Wahl von ¢ gilt

B
lim [ 2" dx = oder lim /xT dr = 00,
a\0 B0

3

«

je nachdem ob r < —1 oder r > —1 ist (siehe auch das entsprechende Bild).

2. Die asymptotischen Eigenschaften der Gaufschen Fehlerfunktion erf implizieren

+oo 0 B
/ e dz = lim / e dx + lim / e dx
a\—oo B,/ o0
—o0 aN\—00 0
= gl/irfoo s Vmerf(B) — al\iﬁl@ s Vmerf(a)

=iVr <erf(+oo) — erf(—OO)> =T,

wobei wir in der Vorlesung Analysis 3 sehen werden, dass man den Wert dieses
sehr wichtigen uneigentlichen Integrals auch anders (und viel eleganter) herleiten
kann.

25Bei den weiter unten diskutierten Cauchyschen Hauptwerten ist das anders: Dort werden die
Grenziibergénge nicht unabhéngig voneinander, sondern in gekoppelter Weise ausgefiihrt.
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3. Einfacher zu rechnen ist der Fall

+oo 0 B

/yce_’“”2 dr = lim re ™ dx + lim /aze‘x2 dz
a\(—oo B,/ oo
—00 « 0
= lim 5( 1+e°‘>—|—hm—<—|—1—e 2):O,
a\,—oo B /o0

wobei wir fiir jede andere Wahl der Zwischenstelle dasselbe Endergebnis erhalten.

4. Es gilt
+1 0 B
/ 1-— xQ B / 1-— x2 / 1— :v2
. 0
= lim (arcsin( — arcsin ( ) + lim (arcsm — arcsin (0)>
aN—1 B/+1
= arcsin (+1) — arcsin (—1) =7

im Sinne uneigentlicher Integrale. Insbesondere besitzt der Integrand an den
Intervallrindern x = —1 und = +1 integrierbare Singularititen, wobei wir
dies auch aus den Taylor-Entwicklungen

1 1

1
_ = — (1 4+0(1 - fi S 41
= /3 —1_$( + O( x)) ir o g+
sowie
1 1 1
Vi—22 V2 itz

26

<1+O(1+x)) fir =g —1,

ablesen konnen.

5. Fiir die Funktion f: R — R mit

berechnen wir

Dies impliziert
£ B
/f(x)dx oo, —00, /f(a:)da: BTN
a £

fiir jedes feste £ € R und wir schlieffen, dass f nicht uneigentlich integrierbar auf
R ist.

26Dje Bezeichnung « 2 —1 meint z &~ —1 und > —1, d.h. x ist ungefihr —1, aber auch grofer als
—1. Analog ist < +1 zu interpretieren.
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Liicken im Definitionsbereich Ist f wohldefiniert auf [a, x.) U (., b], so nennen
wir

o Ty

/bf(x)dx = lim /af(a:)dijﬁli\Iil*/bf(x)daz
a a B

das entsprechende uneigentliche Integral, sofern die Grenzwerte auf der rechten Seite
beide im eigentlichen Sinne existieren.

A A

\ N / a
|4 \\/I\/

a a Ty B b a o Ty b

Abbildung Auch bei einer isolierten Liicke x, im Definitionsbereich wird das uneigentliche Integral
mithilfe zweier unabhéngiger Grenziibergénge (wieder griin und blau) definiert.

Bezispiele

1. Die Funktion f(z) = (x — x,)’ ist fiir alle ganzen Exponenten j € Z mit j < —1
auf dem Intervall [a, b] nicht uneigentlich integrierbar, denn

«

/@c—x*)j d = (~1y7 1 =9

a

J+ (x* . a)j+1

J+1

bzw.

b , .
i B (b—x*)]+1—(ﬂ—x*)7+l
B/(:c—x*) dz = ]

konvergiert fiir « * z, bzw. § \, . nicht gegen eine reelle Zahl, sondern nur im
uneigentlichen Sinne gegen —oo oder +o0.

2. Mit ahnlichen Betrachtungen und unter sorgfiltiger Beachtung aller Vorzeichen
zeigen wir, dass

f(@) =z —x.]
fiir reelle Exponenten r» < —1 nicht uneigentlich integrierbar ist, wobei dies auch

fiir r = —1 gilt, aber durch Rechnungen mit dem Logarithmus begriindet wird.
Fiir r > —1 erhalten wir jedoch

/f(l’) dx = (b— x*>r+1 + (zy — a)r+1

r+1

fiir das entsprechende uneigentliche Integral.
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234 10. Integrierbarkeit

*Cauchysche Hauptwerte Wir wollen diese Verallgemeinerung des bestimmten
Integralbegriffs hier nur streifen, indem wir zwei typische Beispiele studieren.

Beuspiel auf einem offenen Intervall: Die Funktion

flz) = (x+2)/(x2 + 1)

ist auf R = (—o00, 00) nicht uneigentlich integrierbar, da sie im Unendlichen zu langsam
abklingt und daher die Grenzwerte

3
I dr = — 1 Y = +
a\l‘rfloo/f(x) & B}‘Too/f & o0

fiir jedes £ € R nicht im eigentlichen, sondern nur im uneigentlichen Sinne existieren.
Es gilt aber

+¢ +¢ +¢ 5
x
li de = 1li d — d
C/HJPOO/f(x) ’ C/lgrnoo /I2-|—1 x+/$2+1 v
—C —C =<
li ([11 (1+ 2)r=+c+[2 t ”TC:%)
= lim =1In x arctan (x
¢ /+oo 2 z=—( z=—C
=2 lim (arctan +() — arctan (— ) =2,
im_ ((arctan (+¢) (~0) =27

wobei der Grenzwert auf der linken Seite bzw. die angegebene Zahl auf der rechten
Seite der Cauchysche Hauptwert von f genannt wird.

Beispiel mit einer Liicke im Definitionsbereich: Analog ist die Funktion

z+1 1

im Sinne der obigen Definition nicht uneigentlich integrierbar auf [—1, 0) U (0, +1],
aber wegen

—€ +1

=—c r=+1

ll{% /f(x)dx+/f(x)dx :l$<[x+ln|x|] _1+[x+ln|a:|]z+€)
—1 +e

:li{{l)((—s—klns—kl)—I—(1—1n8—€)>

—lim (2-2¢) =2
e\0
existiert wieder ein Cauchyscher Hauptwert.

A A

_ ~ \__
7

— +¢ a Ty—E Ty Tyte b

Abbildung Beim Cauchyschen Hauptwert wird statt zweier separater Grenzwerte nur ein Limes
betrachtet. Dieses Konzept ist schwécher als das uneigentliche Integral, da es Ausléschungseffekte
geben kann, bei denen sich positive und negative Beitrége gegenseitig aufheben.
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Kapitel 11

Funktionenfolgen

Vorlesungswoche 14

Vorbemerkung Wir haben bisher Zahlenfolgen studiert, aber in sehr naheliegender
Weise kénnen Folgen auch aus anderen Entitédten gebildet werden. In diesem Kapitel
betrachten wir Funktionenfolgen (f,),, oy, bei denen das n-te Glied keine Zahl, sondern
eine Funktion f, : J — R ist. Das Intervall J ist dabei fixiert, kann aber zunéchst offen
oder abgeschlossen sowie endlich oder unendlich sein.

Funktionenfolgen sind ausgesprochen wichtig in der Mathematik, aber sie sind in
vielen Aspekten deutlich komplizierter und schwieriger zu verstehen als Folgen von
reellen oder komplexen Zahlen:

1. Eine naheliegende Frage ist, ob die Funktionen f, fiir n — oo gegen eine
Grenzfunktion f. : J — R konvergieren oder nicht." Es wird sich zeigen, dass
es — im Gegensatz zu Zahlenfolgen — mehrere sinnvolle, aber nicht dquivalente
Konvergenzbegriffe gibt.

2. Eine weitere Frage betrifft die analytischen Eigenschaften der Grenzfunktion
(so sie existiert), zum Beispiel ihre Stetigkeit, Differenzierbarkeit oder Integrier-
barkeit. Auch hier gibt es keine einfachen Antworten, denn es kann zum Beispiel
durchaus passieren, dass eine Folge stetiger Funktionen gegen eine unstetige
Grenzfunktion konvergiert.

11.1 Beispiele und punktweise Konvergenz

Definition Die Funktionenfolge (f,) _n konvergiert punktweise (auf dem Intervall

J) gegen die Grenzfunktion f.., falls
foolw) = lim fo(2)

fiir jedes x € J im Sinne konvergenter Zahlenfolgen gilt.

neN

Bemerkung

1. Die Grenzwertformel kann auch als Definition von f, verstanden werden: Wenn
fiir jedes x € J die reelle Zahlenfolge ( f,(x)),,cy (deren Glieder durch Auswertung
der Funktionen f, im Punkt x entstehen) fiir n — oo konvergiert, so ist foo(x)
gerade der entsprechende Grenzwert.

'Die Grenzfunktion bezeichnen wir auch als Limesfunktion oder als Limes der Funktionenfolge.
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236 11. Funktionenfolgen

2. Wir hatten in der Theorie konvergenter Zahlenfolgen schon gesehen, dass die
Bedingung

) = fool®)] 2225 0
dquivalent zu fo () = lim, o fn(z) ist.

Beispiel 1 Beispiel 2 Beispiel 3

S — 9

n=05
n=09

] T v OFs T ;
-1 0 +1 -1 0 +1

Abbildung Illustration der Funktionenfolgen aus den ersten drei Beispielen, wobei jeweils die
Graphen dreier Folgenglieder f,, zusammen dargestellt sind.
Bezispiele

1. Auf dem Intervall J = [0, 1] wird durch

fo(z) :=2"
eine Folge stetiger Funktionen definiert, die punktweise gegen die Grenzfunktion

0 fir 0<z<1

foo(ﬂi):{ 1 fir r=1

konvergiert, die allerdings nicht mehr stetig ist. Beachte auch, dass hier wegen
fn(0) und f,(1) = 1 alle Funktionen am linken und am rechten Rand immer
denselben Wert annehmen und dass fiir jedes x mit 0 < x < 1 die Konvergenz
2™ — 0 monoton bzgl. n ist. Siehe dazu auch das Bild.

2. Die durch

sinh (n z) etn® — e
n(z) := tanh = =
Jul@) anh (n.c) cosh (n x) etne 4 g=ne

definierte Funktionenfolge auf J = R erfiillt f,(0) = 0 fiir alle n € N sowie
e+2nx -1 1— e—2nx oo
zw.  fn(x) o 2ne +

n—oo

fn<x> =

e+2nw + 1

fiir x < 0 bzw. x > 0. Insbesondere gilt f,, = sgn, d.h. diese Folge konvergiert
fiir n — oo punktweise gegen die Signumsfunktion.

3. Fiir die Folge mit

0 fir r< -1

n+n?z fir —1/n<z<0

fa(z) :==n max {1 —|nz|, 0} = n fir x=0
n—n?zr fir 0<z<+1l/n

0 fir x> +1

erhalten wir (siehe auch das Bild) die Konvergenzaussage

Inl) {oo fir x#0
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11.1. Beispiele und punktweise Konvergenz 237

mit kleinen Nebenrechnungen. Insbesondere liegt hier wegen des uneigentlichen
Grenzwertes im Ursprung keine punktweise Konvergenz vor.

Ausblick*: Mithilfe der Rechenregeln fiir Integrale konnen wir zeigen, dass

oo
/ ful@) () dr 72 (0)

fiir jede stetig differenzierbare Funktion ¢ : R — R gilt. Aus dieser Formel werden
wir spater — zum Beispiel in der Vorlesung Funktionalanalysis — schliefsen, dass
fn im distributionellen Sinne gegen die Diracsche Delta-Distribution konvergiert.?

4. Spezielle Funktionenfolgen entstehen, wenn wir bei festgehaltenem Entwicklungs-
punkt fiir eine gegebene, unendlich oft differenzierbare Funktion ihre Taylor-
Polynome mit wachsendem Grad betrachten. Fiir den Sinus und x, = 7 /4 ergibt
sich zum Beispiel

" sin® (7 9
fn<x> = TSiIl,?’Z,Tl’/4<x) = Z % (LU - 7T/4)

k=0

und die Potenzreihendarstellung des Sinus impliziert die punktweise Konvergenz
gegen die Grenzfunktion f,, = sin.

Bemerkung: In diesem Beispiel ist die betrachtete Funktionenfolge eigentlich die
Partialsummenfolge einer anderen Funktionenfolge, d.h. es gilt f, = >, _; g,
wobei im konkreten Fall das n-te Glied von (gy),,cy €in Monom vom Grad n ist.
Analog zur Theorie von Zahlenfolgen kénnen wir Reihen bzw. unendliche Summen
von Funktionen definieren und untersuchen. Siehe dazu auch den Abschnitt iiber
Fourier-Reihen.

5. Die Funktionen f,, : R — R mit

[n ]

n

fn<x> =

sind stiickweise konstant und insbesondere nicht stetig, wobei [ | wieder die Gaufs-
Klammer des Aufrundens ist. Aus 0 < [nz]—nz < 1folgt |fn.(z) — foo(x)] < 1/n
mit foo(x) := x fiir alle € R und wir schliefen, dass der punktweise Grenzwert
von f, fiir n — oo die lineare Funktion f., ist. Siehe das entsprechende Bild.

6. Die durch

fa(z) :=exp (sin (27 nx))

definierten Funktionen f,, : R — R weisen mit wachsendem n immer mehr
Ostzillationen auf und konnen daher fiir n — oo nicht punktweise konvergieren.

2Die Distributionentheorie ist ein Meilenstein der modernen Analysis und spielt auch in den
Natur- und Ingenieurwissenschaften eine herausragende Rolle. Eine Distribution kann als eine
verallgemeinerte Funktion angesehen werden und die Diracsche Delta-Distribution ist das vielleicht
wichtigste Beispiel. Die Funktion ¢ aus der angegebenen Integralformel wird in diesem Kontext auch

Testfunktion genannt und die Folge (fy), cy ist ein Beispiel fiir eine Standard-Dirac-Folge.
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Ausblick*: In der der Vorlesung Funktionalanalysis werden wir sehen, dass f,, im
schwachen Sinne gegen die konstante Funktion f,, mit

1

foolx) = /exp (27T sin (y)) dy ~ 1.67

konvergiert. Der Grund ist, dass

+oo +oo
[ h@e@ar 2= [ @) e

fiir alle stetigen Funktionen ¢ : R — R gilt, die im Unendlichen, d.h. fiir + — Fo00,
hinreichend schnell abklingen.

Beispiel 4, n = 05 Beispiel 5, n = 05 Beispiel 6, n = 02
3 1 e 3
0 0 —
3 " i " -1 i " 0 " i "
-9 0 +9 -1 0 +1 -1 0 +1
Beispiel 4, n =13 Beispiel 5, n = 10 Beispiel 6, n = 05
3 1 — 3
0 0 _—
3 . — 0
-9 0 +9 -1 0 +1 -1 0 +1
Beispiel 4, n = 21 Beispiel 5, n = 15 Beispiel 6, n = 08
+3 +1 __—-' 3|
’ \/\A/\ ’ ~T
-3 = 0

-9 0 +9 -1 0 +1 -1 0 +1

Abbildung Die Funktionenfolgen aus den letzten drei Beispielen, wobei diesmal fiir jeweils drei
Glieder f,, die entsprechenden Graphen untereinander gezeichnet wurden.

Merkregel Der punktweise Grenzwert von stetigen/differenzierbaren/integrierbaren
Funktionen wird im Allgemeinen nicht stetig/differenzierbar/integrierbar sein.

Cantor-Funktion und Cantor-Menge* Eine wichtige Rolle spielen auch rekursiv

definierte Funktionenfolgen. Ein prominentes Beispiel auf dem Intervall J = [0, 1] sind
die durch

%fn(Bx) fir 0<z< %
filz) == fori(z) = % fiir % <x< %
%+%fn(3x—2) fiir §§x§1

definierten Funktionen f,, die fiir n — oo punktweise konvergieren (siche das erste
Bild). Die Grenzfunktion f., besitzt einige seltsam anmutende Eigenschaften und wird
Cantor-Funktion oder Teufelstreppe genannt. Sie ist Holder-stetig und auferhalb der
Cantor-Menge M, (siehe das zweite Bild) differenzierbar, wobei ihre Ableitung dort in
jedem Punkt verschwindet. Insbesondere gilt f/ () = 0 in fast allen Punkten z € [0, 1].
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11.2. gleichméfige Konvergenz 239

Trotzdem ist f. keine konstante Funktion, denn es gilt zum Beispiel f.(0) = 0,
foo(1/2) = 1/2 und f,(1) = 1. Die heuristische Erklarung ist, dass f,, nur in den

Punkten aus M., wéchst, aber dort jeweils mit unendlich grofer Ableitung.

+1

+1

0

Cantor-Treppe f, mitn=1

Cantor-Treppe f, mitn =2

Cantor-Treppe f, mitn=3

+1

+1

Cantor-Treppe f, mitn = 4

Cantor-Treppe f, mitn=5

Cantor-Funktion f,

+1

0

+1

0

0 +1 0 +1 0 +1
Abbildung Die Cantor-Funktion f,, (rechts unten) ist der punktweise Limes einer rekursiv
definierten Folge stetiger und stiickweise affiner Funktionen, wobei f,, 1 aus f,, gewonnen wird, indem
fiir jeden linear wachsenden Zweig in der Mitte ein weiteres konstantes Plateau eingebaut wird (analog
zum Ubergang von f zu fs).

— - — - — - —— M,

== == == mm == mm == == Mg

Abbildung Die Cantor-Menge M., = NS, M, kann als Limes einer rekursiv definierten Folge
(M), cn von Teilmengen des Intervalls [0, 1] betrachtet werden, wobei M; = [0, 1] gilt und M, 4,
aus M, dadurch gewonnen wird, dass in jedem Teilintervall von M, das mittlere Drittel entfernt
wird. Die Cantormenge ist eine fraktale Menge und spielt eine wichtige Rolle in vielen Bereichen der
Mathematik. Sie ist in einem gewissen Sinne immer noch sehr grof (sie enthélt iiberabzéhlbar viele
Elemente), aber gleichzeitig auch extrem klein. Sie ist nédmlich eine sogenannte Nullmenge, d.h. ihr
eindimensionales Volumen ist 0, wohingegen ihr Komplement [0, 1] \ My sowie das Intervall [0, 1]
beide das Volumen 1 besitzen.

11.2 gleichmafiige Konvergenz

Vorbemerkung Wir werden nun einen starkeren Konvergenzbegriff fiir Funktionen-
folgen einfiihren, der aus analytischer Sicht wesentlich bessere Eigenschaften besitzt
und insbesondere die punktweise Konvergenz impliziert.

Definition Fiir eine beschriankte Funktion ¢ : J — R wird
gl := Sup |g9(x)| = sup {|g(z)| 12z € J}
TE

die Supremumsnorm von g genannt.

Bemerkungen

1. Wenn die Funktion |g| : J — Rmit |g| () = |g(z)| ihr Maximum auf J annimmt,
so konnen wir max statt sup schreiben. Das ist zum Beispiel der Fall, wenn J
kompakt und g stetig ist.

2. Fiir unbeschriankte Funktionen schreibt man oftmals ||g|| = oo, aber dieser Fall
wird bei uns keine Rolle spielen.
[@D)vsa | Version vom 2. Oktober 2022

Michael Herrmann: Analysis 1



240 11. Funktionenfolgen

Definition Die Funktionenfolge (f,) _y konvergiert gleichméfig gegen f.., wenn

neN

Ifa = focll == 0

im Sinne der Konvergenz reeller Zahlen gilt.

Bemerkungen

1. Es gilt offensichtlich

fiir alle x € J und deshalb impliziert die gleichméfige Konvergenz die punktweise
Konvergenz.

2. Die umgekehrte Aussage gilt im Allgemeinen nicht (siehe auch die Gegenbeispiele
unten), wobei wir dies heuristisch wie folgt verstehen konnen: Bei punktweiser
Konvergenz konvergiert die Zahlenfolge (f,(x)),_,., gegen fs(z) fiir jedes x € J,
aber die Konvergenzgeschwindigkeit kann fiir verschiedene Werte von z sehr
unterschiedlich ausfallen. Insbesondere existiert fiir jedes ¢ > 0 ein N € N, sodass

(@) = foola)| <€

fiir alle n > N gilt, aber dieses IV darf nicht nur von ¢, sondern eben auch von x
abhéngen. Bei gleichméfiger Konvergenz konnen wir jedoch N unabhéingig von
x wahlen, sodass

SIEII; ‘fn(x) - foo(x)| <e

fiir alle n > N gilt.

3. In der Definition ist stillschweigend vorausgesetzt, dass f, — fo fiir jedes n € N
beschrankt ist.

Beispiel Die Funktionenfolge
fa(x) :=n""In(cosh (nz))

konvergiert auf R = (—o0, +00) gleichmékig gegen die Betragsfunktion f..(x) = |z|.

Beweis: Die Differenzfunktion g, := fs — f, ist gerade und auf der positiven Halbachse
aukerdem monoton wachsend und positiv, denn dort gilt g, (z) = 1 — tanh (nz) > 0
sowie

gn(z) =n~" (nm — In (cosh (n x))) =n""' (In (exp (nz)) —In (cosh (nz)))

- 2 exp (+nx) . 2
=n"In =n " In .
exp (+nz) +exp (—nx) 1+exp(—2nz)

Insgesamt erhalten wir

lgall = lim go(z) =0~ In(2) = 0
T—00
und damit die gleichméfkige Konvergenz von f,, gegen f... O]
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Bemerkung: Es gilt
f!(x) = tanh (nx)

n

und wir hatten oben schon gesehen, dass f/ fiir n — oo punktweise gegen die Signums-
funktion konvergiert. Mit dem nachfolgenden Theorem kénnen wir schliefen, dass diese
Konvergenz nicht gleichméfig sein kann, denn andernfalls miisste die Signumsfunktion
stetig sein, was sie aber nicht ist.

9n=Ifp-f.|
n=01

+1 +1

n=02
n=03

n=06
n=20

N\
0 ¥

-1 0 +1 -3 0 +3

0

Abbildung Die Graphen der Funktionen f,, und g, aus dem Beispiel, wobei die schwarze Kurve im
linken Bild den Grenzwert f., représentiert, die im Ursprung nicht differenzierbar ist.
Gegenbeispiele

1. Die Funktionenfolge aus dem ersten Beispiel in diesem Kapitel konvergiert zwar
punktweise, aber nicht gleichméfig.

Beweis: Fiir jedes feste n € N berechnen wir |f,(1) — foo(1)| = [1" = 1| = 0
sowie

| ful2) = fool@)| = 2P =0 =2P <1 fix x€[0,1),

und die Supremumsbildung bzgl. x € [0, 1] liefert ||f, — fool| < 1. Andererseits
gilt

lim | fa(z) = foo(z)| = lim 2" — 0] = lim " =1

und damit || f,, — feo|| > 1. Insgesamt haben wir gezeigt, dass
1o = focll =1
fiir alle n € N gilt.
2. Auf dem Intervall J = [0, 1] konvergiert die Funktionenfolge
fo(z) :=nzexp(l—nx)—22> +4x

punktweise, aber nicht gleichmiifig gegen die Grenzfunktion f,.(z) = —222+4 1.

Beweis: Die Differenzfunktionen g, := f, — fo sind alle nicht-negativ und
konvergieren fiir n — oo punktweise gegen die Nullfunktion, wobei dies fiir z = 0
offensichtlich ist und im Fall von 0 < 2 < 1 aus den Grenzwertformeln der
Exponentialfunktion hergeleitet werden kann.? Fiir festes n € N gilt auferdem

gn(z) = exp (1 +nz)(n—n’z)

3 Alternativ kénnen wir
A gn(@) = i e T T A T ep 1) A e (lmna) =0,
aus der Regel von de 'Hospital ableiten, wobei wir im zweiten Schritt den Zdhler und den Nenner
nach der Variablen n differenziert haben.
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242 11. Funktionenfolgen

und damit auch g/, (1/n) = 0 sowie
g(x)>0 fir 0<z<1/n, g(x)<0 fir 1/n<z<l1.
Wir schliefen, dass g, im Punkt z = 1/n sein Maximum annimmt und erhalten
lgnll = gn(1/n) =1

fiir alle n € N. Es folgt die Behauptung. O

Gn=lfn=Fal fa n=lfn=Ful
+2| +1

0 0

0 a1 0 a1 0 a1
Abbildung Links: Die Funktionen g, = f, — fo aus dem ersten Gegenbeispiel, wobei g,(1) = 0

sowie limy » g, (z) = 1 fir jedes n € N gilt. Mitte und rechts: Die Funktionen aus dem zweiten
Gegenbeispiel.

Theorem (gleichmifRige Konvergenz erhélt Stetigkeit) Ist (f,),.y eine Folge
stetiger Funktionen, die gleichméfig gegen f., konvergieren, so ist auch f,, stetig.

Beweis Seien x, € J und ¢ > 0 beliebig fixiert. Nach Voraussetzung existiert ein
n. € N mit

Hfm - fOOH < %5

und weil f,,, nach Voraussetzung stetig ist, konnen wir o > 0 so wahlen, dass

‘fn* (:L') - fn* (ZE*)

fur alle z € I mit |x — x| < 0 erfiillt ist. Fir diese Punkte z gilt aufterdem

‘fOO(I) - foo(x*) < |foo(x> - fn*(z)‘ + ‘fn*(x) - fn*(x*) + ‘fn*(m*) - foo(x*)

nach der Dreiecksungleichung, wobei wir den ersten und den letzten der drei Summan-
den aufgrund der Wahl von n,, den zweiten aber durch der Wahl von d nach oben
abschétzen konnen. Insgesamt erhalten wir

[foo() = foo(:)

fir alle x € I mit |z — x,| < 0. Da ¢ beliebig war, ergibt sich die Stetigkeit von f,, im
Punkt x,, und weil z, auch beliebig war, folgt schliefslich die Behauptung. O]

1
<§€

< Hfm _fOOH"i_%g"i_Hfm _fOOH < %54_%5"’_%5:5

Bemerkungen

1. Wir hatten in den Beispielen schon gesehen, dass der punktweise Limes stetiger
Funktionen nicht stetig sein muss.

2. Mit etwas mehr Aufwand kénnen wir ein analoges Resultat fiir die Integrierbarkeit
beweisen, d.h. der gleichméfige Limes einer Folge integrierbarer Funktionen ist
selbst integrierbar.

3. Die analoge Aussage mit Differenzierbarkeit statt Stetigkeit gilt jedoch nicht, wie
wir im letzten Beispiel gezeigt haben.
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Awusblick™ Die Supremumsnorm ||g|| wird in der Literatur meist als ||g|| . bezeichnet,
denn es handelt sich eigentlich um den Grenzfall in einer ganzen Familie von Normen.
Fiir eine stetige Funktion g auf einem kompakten Intervall J = [a, b] wird zum Beispiel
fiir jeden Parameter p € (1, oo) durch

1/p

b
loll, = | [ lo@)]” 4z

die entsprechende p-Norm definiert, wobei der Fall p = 2 besonders wichtig ist und wir
aufierdem

—
lall, —— gl

zeigen konnen.* Die Eigenschaften von sogenannten normierten Réiumen werden wir
in den Vorlesungen Analysis 2 und Funktionalanalysis weiter untersuchen.” Besonders
wichtig und interessant sind dabei die verschiedenen Funktionenrdume, die jeweils in
natiirlicher Weise zu einem anderen Konvergenzbegriff fiir Funktionenfolgen fiihren.

Vertauschung von Grenziibergangen

Vorbemerkung In der Analysis tritt haufig die Frage auf, ob zwei Grenziiberginge
miteinander vertauscht werden diirfen oder nicht. Wir wollen hier einige Beispiele
und erste Ergebnisse vorstellen, konnen die Frage aber nicht erschopfend diskutieren.
Beachte dabei, dass Ableitungen und Integrale von Funktionen jeweils durch einen
Grenziibergang definiert sind.

Analogie aus der realen Welt Wir wollen Wasser iiber eine Distanz [ mit einem
Eimer transportieren, dessen Boden ein Loch vom Durchmesser d aufweist, wobei wir
das Loch beim Befiillen, aber nicht mehr danach zuhalten konnen. Wenn wir den
prozentualen Fiillstand nach dem Transport mit s; 4 bezeichnen, so gilt
lim lim Si,d = 0%,
d—01l—00
denn egal wie klein das Loch ist, bei einer hinreichend langen Strecke wird das ganze
Wasser ausgelaufen sein. Andererseits gilt
lim lim Sl,d = 100 % 5
l—00 d—0
denn ein Eimer ohne Loch wird kein Wasser verlieren, egal wie lang der Transportweg
auch ist. Fiir jede endliche Distanz 0 < [, < oo gilt aber
lim lim s; 4 = lim lim s; 4 = 100 %
d—01—ly =l d—0 7

und wir schliefsen, dass die Frage nach der Vertauschbarkeit von Grenziibergéngen nicht
universell beantwortet werden kann.

4Beachte, dass es sich hierbei um Konvergenz bzgl. Parameters p € R handelt.

°In der modernen Mathematik meint Raum nichts anderes als Menge mit Struktur, wobei diese
Struktur von algebraischer und/oder analytisch-topologischer Natur sein kann. Die Verbindung zum
physikalischen Raumkonzept ist dabei eigentlich immer vorhanden, aber manchmal erst auf den
zweiten oder dritten Blick zu erkennen.

5Prominente Beispiele sind die Lebesgue-Rédume und die Sobolev-Rédume, die jeweils alle Funktionen
mit gewissen Eigenschaften enthalten.
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Lemma (gleichmifiige Konvergenz und andere Grenzwertbildungen) Ist
(fn)nen €ine gleichméfkig konvergente Folge stetiger Funktionen, so gilt
lim lim fn(m) = lim lim fn( ):foo(x*)

N—00 T—>Tx T—>Tx N—>00

fiir jedes x, € J sowie

lim ﬁ m_/k

n—oo
fir alle a, b mit [a, b] C J.

Beweis Teil 1: Wir berechnen

lim lim f,(z) = nh_}rgo fa(ze) = foo()),

N—00 T—>Tx
wobei wir zuerst die Stetigkeit von f, und danach die punktweise Konvergenz der
Funktionenfolge ausgewertet haben. Andererseits ergibt sich

lim lim f, (a:) = zll}rg foo (x) = foo(s),

T—>Tx N—00

aus der punktweisen Konvergenz sowie der Stetigkeit von f.,. Letztere ergibt sich aus
dem Theorem, weil f, fiir n — oo nicht nur punktweise, sondern sogar gleichméfig
konvergiert.

Teil 2: Die Standardabschétzungen fiir das Riemann-Integral liefern

[ @ [ re@de] < [ 1fafe) = fulo)| do < 10 =l (0-0)

und damit die zweite Behauptung. O

Bemerkung Das Lemma besagt, dass die gleichméfige Konvergenz von Funktionen-
folgen mit der Konvergenz von Argumenten (x — x,) sowie mit der Integration (auch
ein Grenzprozess) vertraglich ist. Fiir die Differentiation gilt dies jedoch nicht, denn der
gleichméfige Limes differenzierbarer Funktionen muss nicht differenzierbar sein (siehe
das Beispiel weiter oben).

Gegenbeispiel Wir betrachten noch einmal die stetigen Funktionen f,(x) = 2™ auf
dem Intervall J = [0, 1], die fiir n — oo punktweise, aber eben nicht gleichméfig
konvergieren (siche das erste Beispiel sowie das entsprechende Bild). Mit einfachen
Rechnungen erhalten wir

lim lim f,(2) = lim lim2" = lim 1" =1 = f(1)

n—oo x M1 n—oo x /1 n—00

sowie

lim lim f,(z) = lim lim 2" —hmO—O;éfoo( ).

x /1 n—o0 x /1 n—o00

Hier ist also die Reihenfolge der Grenziibergénge wichtig und eine Vertauschung liefert
ein anderes Ergebnis.

Merkregel Zwei Grenziibergdnge diirfen im Allgemeinen nicht vertauscht werden
bzw. nur dann, wenn dies durch ein entsprechendes Theorem abgedeckt ist.”

"Dieses Prinzip ist einer der roten Faden, die sich durch die ganze mathematische Analysis ziehen.
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Vorlesungswoche 15

11.3 Fourier-Reihen

Vorbemerkung Eine fiir die mathematische Analysis sehr fruchtbare Beobachtung
ist, dass jede hinreichend gute Funktion als eine Uberlagerung von Schwingungen
interpretiert werden kann. Im Allgemeinen fiihrt dieses Konzept auf die Fourier-
Transformation, die eine sehr wichtige Rolle in der Mathematik, in der Physik (vor
allem in der Quantenmechanik) und in allen Ingenieurwissenschaften spielt. Zum
Beispiel beruhen viele Algorithmen in der Bild-, Ton- und Signalverarbeitung auf
Fourier-Methoden oder ihren Verallgemeinerungen.

In diesem Abschnitt diskutieren wir den Spezialfall periodischer Funktionen, fiir
die sich die Theorie deutlich vereinfacht und zu den Fourier-Reihen fihrt, die Sie
im Fortgang Thres mathematischen oder physikalischen Studiums héufig verwenden
werden. Wir konnen dabei keine mathematisch rigorose Darstellung geben, sondern
beschranken uns auf die Diskussion der zentralen Ideen sowie wichtiger Beispiele. Zum
Abschluss formulieren wir das zentrale Konvergenztheorem fiir die zugrunde liegenden
Partialsummen von Funktionenfolgen, konnen aber den Beweis mit den uns bekannten
Methoden noch nicht fiihren.

Alle im Folgenden betrachteten Funktionen sind zumindest stiickweise stetig und
damit auf jedem kompakten Intervall integrierbar.

periodische Funktionen

Definition Die Funktion f: R — R ist 2X-periodisch, falls

flz +2X) = f(a)

fiir alle z € R gilt, wobei 2X > 0 die Periode von f genannt wird.®

Bemerkungen

1. Die Summe und das Produkt 2X-periodischer Funktionen sind wieder 2.X-
periodisch.

2. Ist f eine 2X-periodische Funktion und ¢ : R — R stetig, so ist auch ¢ o f
periodisch mit Periode 2.X.

3. Jede 2X-periodische Funktion besitzt auch die Perioden 4X, 6X, 8X usw..

periodische Fortsetzung Jede 2X-periodische Funktion ist bereits eindeutig durch
ihre Werte auf einem halboffenen Intervall der Lénge 2X festgelegt. So wird zum

8Der Parameter X bezeichnet bei uns also die halbe Periode und nicht etwa die ganze Periode. Mit
dieser Konvention schreiben sich einige der Formeln einfacher.
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Beispiel auf der rechten Seite der Formel

(

flz+4X) fur T, —4X < z < z,—2X
f(z+2X) fur T, —2X < z < =z,
flz)=<¢ f(x) fiir T < ¥ < m,+2X
flz —2X) fur e +2X < z < x,+4X
f(z —4X) fiir . +4X < z < z,+6X
\

die Funktion f immer nur in Punkten ausgewertet, die zwischen x, und z, + 2X
liegen. Wir konnen also eine 2X-periodische Funktion f dadurch definieren, dass wir
ihre Werte auf der Periodizitétszelle (z., z. + 2X] vorschreiben. Dabei kann z, € R

beliebig gewahlt Werden, obwohl wir in der Praxis meist x, = 0 oder x, = —X setzen.
A
2.—4X 2. —2X 242X 24X :c*+6X

Abbildung Jede Funktion auf einem halboffenen Intervall der Bauart (x., x, + 2X] kann in
eindeutiger Weise zu einer 2X-periodischen Funktion auf ganz R fortgesetzt werden. Dabei kénnen
Unstetigkeiten in den Punkten x = z, + k£2X mit k € Z entstehen.

Lemma (niitzliche Integralformeln) Fiir jede 2X-periodische Funktion f gilt

o f(z)dz = 2/X f(z)dz = 7Xf (z)dz, 7Xf (z)dz =n 2/X flz)de

fir alle ., € R und alle n € Z.

T x

Beweis: Alle Aussagen ergeben sich unmittelbar aus der 2X-Periodizitdt von f sowie
der Gebietsadditivitit von Integralen (Ubungsaufgabe).” O

harmonische Funktionen Die wichtigsten Beispiele 2X-periodischer Funktionen
sind

1 =cos(0kz), cos(mKx), sin (m K )

mit m € N={1,2,3,...}, wobei die Kreiswellenzahl'® durch

T 27

X 2X
gegeben ist. Sie sind, wie wir sehen werden, die Bausteine der Fourier-Reihen und
beschreiben die Elementarschwingungen.

9Die Formeln kénnen auch direkt aus dem Bild zur periodischen Fortsetzung abgelesen werden.

OWenn x die Interpretation einer Linge besitzt, so ist » eine inverse Linge und 1/(2X) = x/(27)
die Wellenzahl. In der Physik und der ingenieurwissenschaftlichen Systemtheorie werden oftmals die
Buchstablen ¢ bzw. T anstelle von x bzw. X verwendet und als Zeitvariable bzw. Periodenhalbdauer
angesehen. In diesem Kontext wird dann « durch die Kreisfrequenz w = 7/T = (27)/(2T) ersetzt. Die
Mathematik der Fourier-Reihen &ndert sich aber durch den Wechsel in der Notation nicht.
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Kosinus-Bausteine

-3X -2X -X 0 +X +2X +3X
Sinus-Bausteine
T

-1

-3X -2X -X 0 +X +2X +3X

Abbildung Die harmonischen Funktionen fiir m = 1 (gelb), m = 2 (griin), m = 3 (blau), m = 4
(lila) sowie die konstante Funktion fiir m = 0 (rot).

Lemma (Orthogonalititsrelationen) Fiir jedes X > 0 und alle m, [ € N gilt

+X
/cos(mnx) sin(lkz)dx =0
X
sowie
+X +X
/cos(m/@x) cos(lkz)dr = /sin(m/@x) sin(lkx)de = X 0 g,
-X -X
wobei
P 1 fir m=1
mETY 0 fir m#£

das sogenannte Kronecker-Delta ist. Aufserdem ist

+X +X +X

/1da::2X, /cos(l/m:)dxz(), /sin(l/m:)dxzo

-X -X -X

fur alle | € N erfillt.

Beweis Alle Formeln kénnen direkt nachgerechnet werden, wobei zweifache partielle
Integration hilfreich ist (Ubungsaufgabe). Beachte auch, dass der allgemeine Fall mittels
der Substitution £ = kx auf den Spezialfall X = 7 und x = 1 zuriickgefiihrt werden
kann. O

Bemerkungen

1. Wir koénnen in allen Integralen auch von 0 bis 2X integrieren. Siehe dazu das
Lemma iiber die niitzlichen Integralformeln.

2. Wir werden sehen, dass die Orthogonalititsrelationen und ihre Herleitung im
Rahmen komplexwertiger Funktionen einfacher zu verstehen sind.
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3. Ausblick*: Die Formeln aus dem Lemma kénnen mithilfe der Abkiirzungen
() == V2 cos (m k), Sm () == V2 sin (m k x)
als
(Cmy $1) =0, (cm, ) = (Smy S1) =0m1, (L,1)=1, (L,a)=(1,s)=0

geschrieben werden, wobei

+X
(u, v) = %/ u(z)v(z)dx

das Skalarprodukt in einem geeignet definierten reellen Funktionenraum ist.'!
Insbesondere bilden die Funktionen

{1a C1, 81, €2, S2, C3, S3, }

in diesem unendlich-dimensionalen Raum eine vollstdndige Orthonormalbasis.

heuristische Definition

Uberblick Die zentrale Idee der Fourier-Analysis ist, dass sich jede hinreichend gute
X-periodische Funktion als Reihe

f(z) =1ao+ iam cos (mkx) + ibm sin (m k x)

m=1 m=1

mit geeigneten Koeffizienten a,, und b,, schreiben lasst. Es stellen sich nun die folgenden
Fragen:

1. Fiir welche Funktionen f ist die Reihendarstellung moglich?
2. Wie berechnen sich die Koeffizienten?

Die zweite Frage konnen wir vergleichsweise einfach beantworten (siehe die folgenden
Rechnungen), aber die erste ist deutlich subtiler. Wir werden daher zunédchst die
entsprechenden Partialsummenfolgen einfiihren.

Notwendige Bedingungen fiir die Koeffizienten Wir multiplizieren beide Seiten
der Reihendarstellung mit einer der harmonischen Funktionen, integrieren iiber eine
Periodenlinge, vertauschen die Integration und die Reihenbildung'?, und setzen

1Es handelt sich, etwas vereinfacht gesprochen, um den Lebesgue-Raum L? auf dem Intervall
[0, 2X], den wir in der Vorlesung Funktionalanalysis genauer studieren werden. Er ist eines der
Standard-Beispiele fiir einen sogenannten Hilbert-Raum und spielt eine zentrale Rolle in der modernen
Mathematik und Physik.

12Da sowohl unendliche Summen als auch bestimmte Integrale als Grenzwerte definiert sind, ist
diese Vertauschung im allgemeinen problematisch und erfordert eigentlich eine eigene Begriindung.
Im Moment rechnen wir aber formal und setzen dabei stillschweigend voraus, dass die Funktion f
hinreichend gut ist bzw. dass die Koeffizienten a.,, und b, fiir m — oo hinreichend schnell abklingen.
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schliefslich die Orthogonalitatsrelationen ein. Fiir den konstanten Baustein liefert dieses
Verfahren die Formel

+X

+X +X -
/f(:c)d ——ag/ldx—i-Zam/cos meKx dx—l—Zb /sin(m/ﬁx)dx
X =1

-X
:aoX+Zam0—l—me0
m=0 m=1

:Xa,()

und damit eine notwendige Integraldarstellung von ag. Fiir den [-ten Kosinus-Baustein
erhalten wir

+X +X +X
/f(x) cos (lkz)da = 3 ag /cos(l/@x dx—l—Zam/cos(m/ﬁ:U) cos (l kz)dx
X X m=1 Ty

+X

—l—Zb /sm (mrx) cos(lkx)de

= §a00+zamxal,m+§:bmo
m=0 m=1
:Xal7

wobei wir im letzten Schritt benutzt haben, dass alle Summanden in der zweiten Reihe
verschwinden und in der ersten Reihe nur der Summand mit m = [ einen Beitrag liefert.
Analog verifizieren wir die Formel

+X
/f(a:) sin(lkx)dr = X by,

die wir anschliefend nach b; umstellen kénnen.

Fourier-Koeffizienten und Fourier-Polynome Wir betrachten die notwendigen
Bedingungen als Definition der Koeffizienten, d.h. wir setzen

+X +X
ag ::%/f(x)dx, A :%/f(x) cos (mkx)dx
-X -X

sowie
| -
by 1= bd / f(x) sin(mkx)dz
“x

fiir jedes m € N. Wir definieren aufferdem

F,(x):= %ao—i- Zam cos (m/ﬁx) + me sin (m/mc)

m=1 m=1

fiir jedes n € N und kénnen den Fragenkatalog von oben wie folgt erweitern und
konkretisieren:
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1. Fir welche Werte von z existiert der Limes Fi(z) = lim,, o0 F, ()7
2. In welchem Sinne konvergiert die Funktionenfolge (F,), on?
3. Wie schnell /langsam ist die Konvergenz?

4. Fiir welche Werte von x gilt Fio(z) = f(z)?

Wir werden nun zunéchst einige Beispiele studieren und erst spéater zu den allgemeinen
Antworten zuriickkehren. Dabei wird immer X = 7 gelten, sodass die Formeln wegen
rk = 1 etwas einfacher werden.

Bemerkungen

1. Hinweis: Merken Sie sich nicht die Formeln der Fourier-Koeffizienten, sondern
den Weg ihrer Herleitung.

2. Wie schon bei den Orthogonalitétsrelationen konnen wir in den Integralformeln
fiir die Koeffizienten a,,, b,, auch 0 bzw. 2X als untere bzw. obere Integralgrenze
verwenden.

3. Fiir jedes n € N ist die Funktion F), offensichtlich 2X-periodisch und auferdem
unendlich oft differenzierbar. Mithilfe der Additionstheoreme
sin (2xz) = sin (kx) cos (kx), cos(2kx) = cos® (kx) —sin® (kx), usw.

kénnen wir auch zeigen, dass F), sich als trigonometrisches Polynom schreiben
lasst, d.h. als Linearkombination von Produkten/Potenzen von sin (xz) und
cos (k ). Die genauen Formeln interessieren uns hier aber nicht.

4. Aus theoretischer Sicht wire es besser, Fy ,(z) und ay, ,, bs,, statt F,(z) und
G, by zu schreiben, da diese Grofen natiirlich von f abhéngen. Um die Formeln
iibersichtlicher zu halten, werden wir aber im Folgenden diese Notation nicht
verwenden.

typische Beispiele

Sagezahnfunktion Wir definieren f als 2 m-periodische Fortsetzung der linearen
Funktion auf dem Intervall (—m, +m). Diese Fortsetzung ist in allen ungeraden
Vielfachen von 7 unstetig, aber fiir die Fourier-Analysis wird es am Ende nicht wichtig
sein, welchen Wert Sie dort annimmt (wir weisen ihr der Einfachheit halber den Wert
0 zu).'? Da f ungerade ist,'* ergibt sich

47 +
aO:%/f(x)dxzo, am:%/f(:p)cos(mx)dm:()

13Wir kénnen mithilfe von Gauf-Klammern auch explizite Formeln angeben, zum Beispiel

f(x)zx—mﬁ‘ﬂ.

27

Wegen des Aufrundens wird dabei in den Unstetigkeitsstellen der Wert 7 (und nicht 0) angenommen,
aber die Fourier-Koeffizienten bleiben davon unberiihrt.

Y Erinnerung: Eine Funktion f : R — R wird gerade bzw. ungerade genannt, sofern f(—x) = f(x)
bzw. f(—z) = —f(z) fir alle x € R gilt. Beachte, dass das Produkt zweier gerader oder zweier
ungerader Funktionen gerade ist, wohingegen die Multiplikation einer geraden mit einer ungeraden
Funktion ein ungerades Ergebnis liefert.
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fiir alle m € N. Weiterhin berechnen wir mithilfe partieller Integration die anderen
Fourier-Koeffizienten zu

1 +m 1 . 1 +m
bm:—/azsin(mx)dx:—[—xcos( —
™ ™ m CL‘_77T 7'('
_ 1[_$cos(mx)r=+ﬂ _ cos (m ) _ (_1)m+13
™ m r=—T m m

und erhalten insgesamt

Fo(z) = 2<sm( ) sinéQx) N sin;?)x) B sinf:lx) +>

als explizite Formel fiir die Fourier-Reihe von f sowie die entsprechenden Ausdriicke
fir die Partialsummen £, (z) (siehe Bild).

Graph von f Graphen von f und Fg
+7T +IT ’—|
0 0
r o
-3 -2 - 0 +77 +270 +31 -3m -2m - 0 +7 +270 +37
Graphen von f und F; Graphen von f und Fg
+7T +IT £
0 0
=7t =7 L4
-3 -2r - 0 +7T +270 +31 -3 -2m s 0 +7 +270 +37
Graphen von fund Fy Graphen von f und Fyq
47T +T
// // //ﬁ
ok //’ //’ | //’ L,
V4 - -
v v v
-t o

-3 -2 -1 0 +7T +21 +3m -3 -2n -1 0 +TT +21 +3m

Abbildung Beispiel 1: Die Sdgezahnfunktion (schwarz) sowie fiinf ihrer Fourier-Approximationen
(farbige Kurven), wobei die braun schraffierte Box die Periodizitétszelle (—m, +7] reprisentiert.
Beachte, dass jedes halboffene Intervall der Lange 27w genau eine Sprungstelle von f enthélt. In den
Ingenieurwissenschaften beschreibt diese Funktion eine Kippschwingung.

Rechtecksfunktion Die 27-periodische Funktion f mit
flz)=—-1fir —m<2<0, flz) =41 fir 0<z<+m

kann als periodische Version der Signumsfunktion betrachtet werden, wobei die in
den Vielfachen von 7 angenommenen Werte nicht wichtig sind, da die Funktion dort
unstetig ist. Da f ungerade ist, ergibt sich ay = 0 sowie a,, = 0 fiir alle m € N, und
die direkten Rechnungen

+m 0 +m
1 1 1
by = —/f(x)sin(rrm)d :——/sm (maz)de + — /sin(ml‘)d$
T T
0
B [cos (mz)]ff=0 B [cos (m;zc)]ﬂﬁ=+7r 2 2cos(mm)
Lomr Je=x mnr  le=0  mm mm

0  fiir gerade m

4 [ 1 fiir ungerade m
mm
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liefern

s 3 5% T 2]_1

als die unendliche Summenformel der entsprechenden Fourier-Reihe.

Nebenresultat Wir werden weiter unten sehen, dass die Stetigkeit von f im Punkt
x = m/2 die Formel f(7/2) = F(m/2) garantiert. Nach Einsetzen von f(7/2) = 1 und
Reihendarstellung von F(7/2) sowie kleineren Umformungen erhalten wir

SSCUT 1111

2]—1 1 3 5 7 4

7j=1

Bemerkung: Durch das Studium von Fourier-Reihen kénnen viele unendliche Summen-

formeln der Analysis hergeleitet werden, obwohl das weder die urspriingliche Motivation
noch die wichtigste Anwendung der Theorie ist.

Graph von f Graphen von f und Fs
+1 +1 —_——— .
0 0
-1 1A,
-3 -2 -t 0 +1T +21 +3m -3 -2 - 0 +1T +217 +31
Graphen von f und F4 Graphen von f und F5
“ N N PN “ B A A A A A
0 0
g ~7 - g -1rTotenetg e ety
-3 -2 -t 0 +T +21 +3m -3 -2 -1 0 +1T +211 +31
Graphen von f und F3 Graphen von f und Fgy
1 ——— PSRN _--f +1 a van . van av va
ore - 0
-1 #—-- ——— ——— 1 " " " -' '- "

-3 -2 - 0 +7T +25 +3mr -3 -2r -1 0 +7T +2m1 +3m

Abbildung Beispiel 2: Die Rechtecksfunktion und ihre Fourier-Approximationen, die ebenfalls in
der Schwingungslehre eine wichtige Rolle spielen. Beachte, dass f hier in jedem halboffenen Intervall
der Lange 27 genau zwei Sprungstellen besitzt.

Parabelbogenfunktion Die 27-periodische Fortsetzung von
f(z) =22 fir —r<zx<nm

ist stetig auf ganz R. Da es sich auflerdem um eine gerade Funktion handelt, gilt

+m
= %/f(m)sin(mx)dx =0,

fir alle m € N. Die anderen Koefflizienten berechnen sich zu

+m _
1 / 9 217 aq?
ap=— | z*dex =|— =
us 37|, 3

s
-
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und

wobei wir zweifache partielle Integration verwendet haben. Nach Einsetzen ergibt sich

7  4cos(zr) 4cos(2z) 4 cos(3x)
@ =g -— "=
2 = (=1)™ cos (mx)
Ty
LT

fiir die Fourier-Reihe.

Nebenresultat Wenn wir die berechnete Reihendarstellung von Fo(7) in die
Gleichung F..(7) = f(m) (siehe unten) einsetzen, ergibt sich wegen cos (mm) = (—1)"
und f(7) = 7% nach kleineren Umstellungen

o
1 2

m? 6
m=1

und damit eine der bekanntesten Summenformeln fiir Reihen.

Graph von f Graphen von f und F3
1{7 T
0 0
-3 -2r - 0 +T +27 +31  -3n -2n - 0 +T +2r +3m
Graphen von f und F Graphen von f und Fy
777 7’(;
0 0
-3 -2 - 0 + +2r +31 -3 -2m - 0 + +21 +37
Graphen von f und F; Graphen von f und Fs
N ] I iy
\ /I\ /A\ £
1 s s i

-3 -2m -7 0 +TT +27 +3rmt -3 -2 -7 0 +TT +27 +3r

Abbildung Beispiel 3: Die periodische Fortsetzung der Parabel als prototypisches Beispiel fiir eine
stetige Funktion, die pro Periodizitétzelle genau eine Knickstelle aufweist.

weitere Beispiele Fiir viele Funktionen ist die exakte Berechnung der Fourier-
Koeffizienten nicht moglich. Mithilfe numerischer Approximationsverfahren kénnen
die entsprechenden bestimmten Integrale jedoch ndherungsweise mit fast beliebiger
Genauigkeit ermittelt werden. In den folgenden beiden Bildern haben wir dies fiir zwei
Funktionen illustriert, wobei die Periode wieder durch 2X = 27 gegeben ist. Beachte,
dass in diesen Beispielen die Funktion f jeweils unendlich oft differenzierbar ist und
weder Unstetigkeits- noch Knickstellen aufweist. Die Konvergenz der Fourier-Reihe
wird daher deutlich besser sein (siehe dazu weiter unten).
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Graph von f Graphen von f und F3
| \/\ \/\ \/\ |
. ./\./ /\/ /\/ 0
-3 -2r -n 0 +70 +270 +31 31 -2n - 0 +70 +27 +370
Graphen von f und F4 Graphen von fund Fy
+7 +7
0_&} : t : :>§J \ 0
-3 -2 -n 0 +70 +270 +31 31 -2m - 0 +7T +27 +37
Graphen von f und F; Graphen von f und Fg
+7 /\ /\ I\ +7
NI \ANT DD\
0%’\./ l NS | NS i ] 0
-n +

-3r -2r 0 i +217 +3m -3m -2r - 0 +7T +217 +3r

Abbildung Beispiel 4: Die Fourier-Funktionen fiir f(z) = exp (sin(z)+ cos(3x)), wobei die
Fourier-Koeffizienten numerisch berechnet wurden.

Graph von f Graphen von f und Fs
NNAADNANNDNN NN N\ A
0 0
-1 -1 \ 4 \F W \ 4 A 4 ) 4
-3 -2 - 0 +70 +271 +31 31 -2r - 0 +70 +271 +37

Graphen von f und F4 Graphen von f und F5
TAN AN AN AL
0 N 7 N 7 N 0
-1 1
-3 -2 -n 0 +7T +270 +31 31 -2r - 0 +7T +27 +37
Graphen von f und F3 Graphen von f und Fgy
JIFANE WVATE RIAYE RINVANN WYAYE Rrawn|
VRWAYERWAVERYIN
1H ol ~ ~ . ~
| | I | \ | |

-3 -2r -1 0 +7T +217 +3m -3 -2r -1 0 +7T +217 +3r

Abbildung Beispiel 5: Zur Fourier-Approximation der Funktion f(z) = cos (sin(2z) + 7 cos (z)),
die unendlich oft differenzierbar ist.

Spektraldarstellung® In den Anwendungswissenschaften wird oftmals eine andere
Darstellung der Fourier-Reihe verwendet, die auf dem Ansatz

Ay €08 (MK ) + by, sin (MK T) = o sin(mez + 6,,)

bzw.

Fo(t)=1ao+ Z Omsin (mwt + 6,,)

m=1

beruht. Einfache Rechnungen liefern

am\ sin (60,,) Y e R b
(bm> = Om <COS (9m>> bzw. Om = \/ Gy, + bm ; tan (em) -

d.h. fiir jedes m sind p,, und 6,, gerade die Polarkoordinaten, die dem kartesischen
Punkt (a,, by,) entsprechen. Wird nun g, bzw. 6, iiber m geplottet, entsteht das
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Amplitudenspektrum bzw. das Phasenspektrum von f, wobei aus dem ersteren sehr
leicht abgelesen werden kann, welche Schwingungsmoden wie stark angeregt sind. Dabei
gilt die folgende Daumenregel: Je mehr Ableitungen f besitzt, umso schneller wird g,),
fiir m — oo abklingen.

E==m o] ==

yyﬂﬂﬂmmmﬁmmTﬁmﬁﬁ ‘ Hmmﬁ | UHDDDDEZ_
JALILNN IETTTELY

ERNRERERERNE UUUD UUD UUDED

Abbildung Das Amplitudenspektrum (tiirkis) und das Phasenspektrum (lila) fiir drei der Beispiele,
jeweils dargestellt als Balkendiagramm. Im ersten Beispiel gilt 0,, = 2/m und das Abklingen der
Amplituden ist aufgrund der Sprungstellen vergleichsweise langsam. Die Phasen 6,,, werden fiir m — oo
in aller Regel nicht abklingen.

Ausblick auf die Theorie

Definition FEine 2X-periodische Funktion f wird stiickweise stetig differenzierbar
genannt, falls sie entweder auf ganz R stetig differenzierbar ist oder die folgende
Eigenschaft besitzt: Es existieren endliche viele reelle Zahlen zy < 1 < ... < xg
mit xx — xr9 = 2.X, sodass

1. f auf jedem Intervall (zy_1, %) stetig differenzierbar ist, und
2. in jedem Punkt x; die einseitigen Grenzwerte
+0):=1 + ! +0):=1 ! +
flap £0) =lim flete), oy £0):=lim iz 2 e)

im eigentlichen Sinne existieren.

Wie nennen jeden Punkt z;, eine Sprungknickstelle, da f dort einen Sprung und/oder
einen Knick (also einen Sprung in der Ableitung) aufweisen kann.

Bemerkungen

1. Beispiele: Die Sagezahnfunktion und die Parabelbogenfunktion erfiillen beide die
Definition mit K = 1, 2y = —mn, ;1 = +m, die Rechtecksfunktion mit K = 2,
Top = —T, T1 :O7 To = +T.

2. Im zweiten Fall der Definition existieren in jeder Periodizitétszelle (z., z, + 2X]
genau K Sprungknickstellen, in denen aber jeweils die links- und rechtsseitigen
Grenzwerte von f und f’ wohldefiniert sind. Aufgrund der Periodizitat von
f muss es dann auf R unendliche viele solcher Stellen geben, aber zwischen
zwei benachbarten Sprungknickstellen ist f stetig differenzierbar. Der erste Fall
entspricht K = 0, d.h. es gibt {iberhaupt keine Sprung- oder Knickstellen.

3. Fiir eine stiickweise stetig differenzierbare Funktion sind

f(x £0) :zli\rgf(x:l:s), f(z+0) ::li\r“%f’(x:lzs)

in jedem Punkt x € R wohldefiniert, wobei

fla=0)=flz+0)=f(z), [f(z—-0)=[f(z+0)=f(2)
in jedem Punkt x € R gilt, der weder Sprung- noch Knickstelle von f ist.
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Theorem (Hauptsatz iiber die Konvergenz von Fourier-Reihen) Fiir jede
2 X -periodische und stiickweise stetig differenzierbare Funktion f ist die Fourier-Reihe
F. als Funktion auf ganz R wohldefiniert und durch

fl—0)+ f(z+0)

Fw(x) = 9

gegeben. Dariiber hinaus gelten die folgenden Aussagen:

1. (punktweise Konvergenz) Es gilt

|Fo(z) — Fuo(z)] —=— 0,
in jedem Punkt x € R.

2. (lokal gleichméfige Konvergenz) Ist f stetig auf dem offenen Intervall J, so gilt

n—o0

sup |F,(z) — Fo(z)] ——— 0
zeK
fiir jedes kompakte Teilintervall K C J.
3. (Konvergenz in Integralnormen) Es gilt
+X 1/p
|Fu— P, = / Fu(t) - Fulo)["dz | "2 0
X

fiir jeden Exponenten p mit 1 < p < oo.

Bemerkungen

1. Wir konnen diesen Beweis mit unserem gegenwartigen Kenntnisstand noch nicht
fiihren.'®

2. In jeder Stetigkeitsstelle x konvergiert F,(z) fir n — oo gegen f(x). Wir
werden weiter unten heuristisch argumentieren, dass die Geschwindigkeit dieser
Konvergenz davon abhéngt, wie viele Ableitungen die Funktion f besitzt, d.h.
wie oft sie differenziert werden kann.

3. In einer Unstetigkeitsstelle x konvergiert F,,(x) zwar immer noch, ndmlich gegen
den arithmetischen Mittelwert von f(z — 0) und f(z + 0), aber diese Konvergenz
wird in gewisser Weise sehr schlecht sein. Siehe dazu die Bilder sowie die
Diskussion des Gibbs-Phénomens.

15Eine Schliisselidee im Beweis ist, dass jede stiickweise stetig differenzierbare Funktion sich als
eine endliche Summe von anderen Funktionen schreiben ldsst, wobei genau einer der Summanden
stetig differenzierbar ist und jeder andere als affine Transformation der Sadgezahnfunktion oder der
Parabelbogenfunktion betrachtet werden kann. Aufgrund dieser Erkenntnis reicht es, die Aussagen des
Theorems in drei Spezialfillen separat herzuleiten: (1) fiir stetig differenzierbare Funktionen f, (2) fiir
die Sdgezahnfunktion (als Prototyp einer einzelnen Sprungstelle), und (3) fiir die Parabelbogenfunktion
(als Prototyp einer einzelnen Knickstelle).
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Graph von F3-f Graph von Fs-f Graph von F;-f Graph von Fg-f
I [ .1 1 +1

Um i 1 1 1 1
T 0 +TT T 0 +TT T 0 +TT m 0 +7T

Graph von F3-f Graph von Fs-f Graph von F;-f Graph von Fg-f
1 ’
0 - 0 0 0 ‘

[ . | |

s 0 +TT T 0 +7T T 0 +TT u 0 +7T

Abbildung Der Approximationsfehler F,, — f als Funktion in z fiir das zweite (oben) und das fiinfte
(unten) Beispiel, wobei sich durch Integration iiber [—m, +7] die folgende Werte ergeben:

IFy = flly IEFs = flly IFs = flly W7 = flly IFs = flly 1Fu—=fll, s = fly
Beispiel 2 | 2.1549  1.3704  1.0259  0.8285  0.6993 0.6075 0.5386
Beispiel 5 | 3.6080  1.1467  0.5753  0.1453  0.0242 0.0040 0.0008

Die Konvergenz fiir n — oo ist in Beispiel 2 deutlich schlechter als in Beispiel 5, da die Funktion f in
Beispiel 2 Spriinge aufweist, wohingegen sie in Beispiel 5 unendlich oft differenzierbar ist.

Ableitungen und Fourier-Reihen Ist f stetig differenzierbar, so ergeben sich die
Formeln

+X +X
/f’(x) cos(mrz)dr =+mek /f(x) sin (m k) = +mk by,
-X -X

und
+X +X
/f’(x) sin(mrx)de =—mk /f(x) cos (MK T) = —MmKay,
-X -X

mit partieller Integration, wobei wir benutzt haben, dass aufgrund der Periodizitéat
aller beteiligter Funktionen die anderen Beitrage via

r=+X r=+X

[f(x)cos(m;«;x)} =0= [f(x)sin(m/m:)

r=—X r=—X

verschwinden. Insbesondere lassen sich die Fourier-Koeffizienten fiir f” sehr leicht aus
denen von f berechnen.!'® Ist f sogar zweimal stetig differenzierbar, so konnen wir das
Theorem nicht nur auf f, sondern sinngeméfs auch auf f’ anwenden und erhalten

f(z) = mebm cos(mKrx) — Zmﬁam sin (m K x)
m=1 m=1

wobei die rechte Seite nach Vertauschung der beiden Summen gerade die gliedweise
Differentiation von F.,(x) beschreibt. Durch mehrfache partielle Integration und mittels
der Standardabschétzungen fiir Integrale konnen wir auferdem zeigen, dass

mk

+X
C 1 1
max { |a,| ,]bm|}§m—’;:0(—>, Ck ::?/U(’c)(m)’dx
e

6Man schreibt oftmals aj = 0, al,, = +m Kby, und b}, = —m Kk a,,, wobei ’ hier nicht meint, dass
die Zahl a,, differenziert wird, sondern dass a, der Fourier-Koeffizient zu f’ ist.
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fiir jede 2X-periodische Funktion gilt, die in jedem Punkt aus R mindestens k-mal
stetig differenzierbar ist. Diese Abschéatzung impliziert, dass die Fourier-Koeffizienten
von f im Limes m — oo mindestens so schnell wie 1/m* abklingen.'”

Daumenregel Je mehr Ableitungen f besitzt, umso schneller klingen die Fourier-
Koeffizienten ab und um so besser ist die Konvergenz der Fourier-Reihe.

Gibbs-Phinomen Um das Konvergenzverhalten in der Ndhe von Sprungstellen
genauer zu untersuchen, betrachten wir als prototypisches Beispiel die Rechtecks-
funktion und studieren das Verhalten der ungeraden Funktion F), in der Néhe von
z = 0. Auf dem Intervall (0, 7) gilt

4~ sin((2j—1)x)
F- Fy(z) = —
21 1( ) 21 ﬂ_zl 2]_1

<.

und aufgrund von Additionstheoremen kann die Ableitung als

2sin(21x)

7 sin (z)

() = Fyy_4( ZCOS 2j-1) ) -

geschrieben werden. Insbesondere ist z; := 7/(21) die erste lokale Extremstelle von Fy;,
in der der Wert

xy w/21

1
2 sin (21 9 -
le(xl)—/pzfl(x)da;_ / Md$__/ sin(ry) _ay
0

7 sin (x) s Yy sin (z; y)
0

angenommen wird, wobei wir im letzten Schritt die Substitution y = x/x; verwendet
haben. Aus den Eigenschaften des Sinus ergibt sich

Fy_1(z) = Fyy(xy) N

2o

1
/ S (TY) 4y~ 11780797445 ~ 118
0

wobei der Grenzwert auf der rechten Seite mit
1:f(0+0):11{%f(x) bzw. 2=f(0+4+0)— f(0-0)
zu vergleichen ist.

Interpretation Die Fourier-Approximationen F), tiberschwingen fiir jedes n in der
Néhe von & = 0 die Funktion f, wobei fiir grofe Werte von n die maximale Amplitude
dieses Uberschwingens ca. 9% der Sprunghdhe betrigt. Diese sowohl aus theoretischer
als auch aus praktischer Sicht sehr wichtige Eigenschaft wird als Gibbs-Phédnomen
bezeichnet und tritt nicht nur bei der Rechtecksfunktion, sondern analog auch in den
Unstetigkeitsstellen jeder anderen Funktion auf. Insbesondere folgern wir, dass fiir eine
unstetige Funktion f die Funktionenfolge (F,), .y niemals gleichméfig konvergieren
kann.

I"Die Frage, wie schnell die Fourier-Koeffizienten wirklich abklingen ist deutlich schwieriger zu
beantworten, denn es gibt keine einfachen unteren Abschéitzungen fiir |a,,| und |by,|.
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Graphen von f und F, ) Graphen von fund F,,

+1.18

1
o o o~

+1.00

-1.0 T

f)[]4

2 0 +2 0.0 0.6

Abbildung Das Gibbs-Phénomen im zweiten Beispiel, wobei im linken und im rechten Bild
zwei unterschiedliche Ausschnitte gezeigt werden und die vertikalen Linien die Extremstellen a;
reprisentieren. Beachte, dass das Verhéltnis zwischen der Hohe eines dunkelgrauen Streifens und der
Hohe des hellgrauen Streifens durch eine universelle Konstante festgelegt ist und ungefahr 0.089489872
bzw. ca. 9% betrigt.

Komplexe Version der Fourier-Reihen

Lemma (alternative Darstellung der Fourier-Approximationen) Fir alle
n € N gilt

+n
Fu(t)=Y v exp(+ijra),

j=—n

wobei der Index j € Z nun eine ganze Zahl ist und der entsprechende Koeffizient

=5 [ e e (-ijna)ds
-X

Werte in C annimmt.

Beweis Die Euler-Formel sowie die Linearitat des Integrals implizieren

e Uy —1iby Ut iby
Yo = 2 ) Y+m = 9 ) Y—m = 2
fiir alle m € N und wir erhalten via
+n
> qjexp(ijra)
j=—n
= v+ Z (Vom exp (—imKT) + Y4 exp (+im K x))
m=1
=" + Z (+’yfm +’y+m) COS (m/i:c) + Z ( — VY—m +7+m)isin(mmx)
m=1 m=1
:—ao+Zamcos (mkx) Zb sin (m K )
m=1
die behauptete Gleichheit der beiden Formeln fiir F,. n
Bemerkung

1. Die komplexe Variante kann auch auf periodische Funktionen f : R — C
angewendet werden, d.h. f(z) darf komplexe Werte annehmen. Die Variable x
muss aber immer reell sein.
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2. Im Komplexen gilt

Foo(x )_T}LI{:OF Z v; exp (+ijrx),
j=—00

d.h. die Fourier-Reihe ist eigentlich eine sogenannte Doppelreihe.

3. In der Mathematik schreibt man oft fj statt ; und bezeichnet die doppelt-
unendliche Folge (f;)jez als die Fourier-Transformierte von f. Insbesondere

entspricht jeder hinreichend guten 2X-periodischen Funktion f : R — C eine
Funktion f :Z — C und umgekehrt.

4. Es hat sich leider weder innerhalb der Mathematik noch in den Anwendungs-
wissenschaften eine einheitliche Notation fiir Fourier-Reihen (und allgemeiner
fir die Fourier-Methoden) herausgebildet, sondern die Formeln — vor allem
die verwendeten Vorzeichenkonventionen und Normierungsfaktoren — variieren
in der Literatur. Die zugrunde liegende Idee ist aber immer dieselbe: Eine
Funktion/ein Signal wird in seine harmonischen Bausteine zerlegt.

komplexe Orthogonalitiatsrelationen®* Wir berechnen

2X/exp 1]/@:p)exp(1l/1x)d X/exp ]—l)/{I)d
+m

= H;X/exp(i(J—l)y)dy

—T

i(7—1 y=+m
_ — 1 —
27 J y=-n
2m fir j=1
[0 fir j#£I
11 fir 5=

wobei wir in der Integralberechnung y = kx substituiert und die Formel x = 7/X
eingesetzt haben. Die komplex-harmonischen Funktionen exp (i jxx) bilden daher
orthonormale Basis bzgl. des Skalarproduktes

. +X
(u, v) = ﬁ/u(x)v x)dx
X

Mithilfe dieser Gleichung und unter Verwendung der Euler-Formel kénnen die reellen
Orthogonalitédtsrelationen sehr leicht bewiesen bzw. nachgepriift werden. Auferdem
kénnen wir die Parsevalsche Gleichung

“+n
2X/|f )| do = Z l* = lim > |l

j=—o00 j=—n

herleiten, die als ein unendlich-dimensionales Analogon zum Satz des Pythagoras
verstanden werden kann und eine wesentliche Rolle in der Theorie der Fourier-Reihen
spielt.
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Anhang

wichtige unbestimmte Integrale
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Bemerkungen

1. Alle Formeln kénnen mittels Differentiation bzgl. = iiberpriift werden.

(z)dz

—_
o
s |
:‘
[\

El
o,
8

(x)dx
() dx
(z)dz

(x)dx

p+1

In |z|

— cos ()
sin (x)

—In|cos ()|

In |sin (z)]

tan (z)

— cot (z)

arcsin (z)

In |z + Va? -1
In (¢ 4+ v1+27)

arctan ()

1+2x
1—=x
exp (p)
p

i

In

N[

p
In (p)

zln|z| —x

cosh ()
sinh (z)
In (cosh (z))

In |sinh (z)|

_|_
Q aQ Q@ a a Q@

+
Q

+
Q

fiir p #£ —1

fir x #£0

fiir cos (x) # 0

fiir sin (z) # 0

firx £ kn+n/2, ke’

firx # kr, keZ

fir |z| <1

fir |z| > 1

fir x| # 1

firp #0

fiir p > 0 mit p # 1

fir  # 0

fir x #£0

2. Der Parameter p ist immer reell und die (!)-Eintrége sind besonders wichtig.

3. Umfangreichere Listen gibt es in der Literatur (siche die eBook-Links in Stud.IP).
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