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Kapitel 1

Einfiihrung

1.1 Uber Mathematische Modelle

Reale Probleme

e Physik, Chemie, Biologie o Ingenieurwissenschaften e Bildgebungsverfahren o Wirtschaft ® Sozialwissenschaften

o Metercologie, Klimatologie o Prozesstechnik o D,

ssion o Fi 2 o Kunst

o Erfahrung, Kenntnisse NIOdellbl].dung

o Kreativitit

Modellinterpretation | © Ve

e Analysis, Algeba, ...
Mathematische Modelle o Numerische Verfahren Mathematische Resulate

1. Funktionen ® Stochastik, Statistik

spezielle Losungen, numerische Simulationen

1
2. lineare oder nichtlineare algebraische Gleichungen 1\/I 2. Existenz und Eindeutigkeit/ Mehrdeutigkeit von Losungen
odellanalyse s .
3. System gewdhnlicher oder partielle Differentialgleichungen . 3. Algorithmus
4. Integralgleichung . 4. Bifurkationsdiagramme, Langzeitverhalten
Modellreduktion
5. stochastischer Prozess 5. Statistische Aussagen, Konstitutive Gesetze

6. ...

o Asymptotische Analysis 6. ...

® Sensitivi

Atanalyse

o Skaleniibergang

Abbildung 1.1: Die sehr grobe und unvollstindige Ubersicht aus der ersten Vorlesung.

Beispiel: Das Pendel

Unser erstes Beispiel ist eine Punktmasse der Masse m, die an einem Faden der Linge
L aufgehéngt ist und sich im Gravitationsfeld der Erde bewegt, siche Abbildung 1.2.

Z
RN
|G A
v
Abbildung 1.2: Schematische Darstellung eines Pendels.



6 1. Einfithrung

Herleitung eines mathematischen Modells Wir werden das Pendel im Rahmen
der Klassischen Mechanik beschreiben und beginnen deshalb mit der Newtonschen
Bewegungsgleichung?

m-a=F (Masse - Beschleunigung = Kraft), (1.1)

die nun im konkreten Fall spezifiziert werden muss. Wir nehmen an, dass sich das
Pendel in einer Ebene bewegt und bezeichnen mit z = (z, x2) die Koordinaten der
Punktmasse, wobei die Gravitation in Richtung der negativen x9-Achse wirken soll. Die
Position der Punktmasse wird natiirlich von der Zeit ¢ abhédngen, wobei die momentane
Geschwindigkeit bzw. die Beschleunigung durch

d d?
$ bzw. T = *

T a2

gegeben ist. Beim Pendeln kann sich die Punktmasse nur auf einer Kreisbahn der Lange
L um den Aufhdngepunkt bewegen, wobei letzterer mit dem Koordinatenursprung
identifiert wird. Es liegt daher nahe, die Polarkoordinaten

I (—i— sin 9)
—cosf
zu verwenden, wobei der Winkel 6 sich natiirlich mit der Zeit &ndert. Die Lange L ist
jedoch zeitunabhéngig und damit liefert die Kettenregel

sowie

. o 5 (+cosf o [ —sind
T=L-0 (+sin0)+L 7 (+COS€)‘ (1.2)

Auf die Punktmasse wirkt nun zum einen die Gravitationskraft G als auch eine Zwangs-
kraft Z, die vom Faden ausgeiibt wird und den kontanten Abstand zum Urpsrung ga-
rantiert. Die Gravitationskraft kennen wir sehr gut, denn es gilt (zumindest in erster

N#herung)
G = m . g . <_01> s

wobei g die Erdbeschleunigung? bezeichnet. Von der Zwangskraft

—sind
Z=¢ (—i— cos «9)
wissen wir, dass sie entlang des Fadens in Richtung des Ursprung wirkt, aber ihr Betrag

¢ € R ist im Moment unbekannt. Insgesamt wirkt damit die Gesamtkraft

F=G+ 7,

Tsaac Newton (1642-1727), englischer Mathematiker und Physiker.
2Es gilt g ~ 9,81 m/s?; der exakte Wert variiert mit der Hohe und weil die Erde keine perfekte
Kugel ist.
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1.1. Uber Mathematische Modelle 7

wobei G nicht von der Zeit aber Z und damit auch F' sehr wohl von ¢ abhéngen. Im
néchsten Schritt zerlegen wir G in den zu x parallelen und den zu x senkrechten Anteil.
Dies ergibt

G=-m-g-sinf - (+C089> +m-g-cosf - <+sm9)

+sin @ —cos 6
und damit
_ . + cos 6 +sin @
F=—-m-g-sinf- (+Sin0) +(—C+m-g-cos(9) . (—cos&) . (1.3)

Gemaéf des Newtonschen Gesetzes (1.1) unterscheiden sich die rechten Seiten in (1.2)
und (1.3) nur um den Faktor m. Ein Koeffizientenvergleich bzgl. der orthogonalen Vek-
toren (4 cos @, +sin0)” und (+sin 6, —cosd)” liefert nun zum einen eine gewdhnliche
Differentialgleichung fiir 8, ndmlich

= —% -sin @ (,mathematisches Pendel®), (1.4)

als auch eine zweite Gleichung, die nach dem Betrag ¢ der Zwangskraft Z aufgelost
werden kann. Insbesondere gilt

C:m-L-QQ—m-g~cose,

d.h. die Zwangskraft Z kompensiert sowohl die Zentrifugalkraft als auch die radiale
Komponente der Graviationskraft (Z und ¢ sind aber im Weiteren nicht wichtig).

Beachte, dass 8 immer noch von ¢t abhédngt. Mathematische gesehen ist 8 : R — R
eine unbekannte Funktion und (1.4) etabliert eine punktwiese Relation zwischen dieser
Funktion und ihrer zweiten Ableitung, ndmlich

d?o(t
dt(2 ) = —% +sin (6(t)) fiir alle Zeiten t.

Fiir die mathematische Theorie von gewo6hnlichen Differentialgleichungen im Allgemei-
nen und von (1.4) im Speziellen sei auf die einschlédgige Literatur verwiesen.

Modellvereinfachung und explizite Losung In der Physik wird oft die folgende
Modellvereinfachung vorgenommen: Der Satz von Taylor® garantiert?
. 63 5
sinf =6 — 3 +O(19)°)
und damit sin § & 0 solange |#| sehr klein ist. Unter einer Kleinheitsannahme an 6 kann
also die approximative Gleichung

i——9 .9 (,,physikalisches Pendel®) (1.5)

L

gerechtfertigt werden. Der Vorteil ist, dass die vereinfachte Differentialgleichung (1.5)
im Gegensatz zu (1.4) explizit gelost werden kann. Die entsprechende allgemeine Losung

lautet
O(t) = A - cos (\/%t>+3-sm <\/%t>, (1.6)

3Brook Taylor (1685-1731), englischer Mathematiker.
10(|6]") bezeichnet einen Term, der fiir || — 0 im Betrag mindestens so schnell wie |8]" gegen 0
konvergiert,.
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8 1. Einfithrung

wobei A und B zwei Konstanten sind, die durch die Vorgabe weiterer Bedingungen
eliminiert werden konnen. Schreibt man zum Beispiel den Anfangswinkel 6y und den
Betrag vy der Anfangsgeschwindigkeit vor, so gilt

2(0) = L (*Sin@o) . v =#(0) = L-[0(0)]

—cos g

und damit

A=0,, B=-2

H

Diskussion Wir haben nun zwei verschiedene aber immer noch relative einfache
mathematische Modelle fiir dasselbe physikalische Problem gefunden. Aber selbst die
nichtlineare Differentialgleichung (1.4), die wir direkt aus den Newtonschen Bewegungs-
gleichungen abgeleitet haben, ist nur ein Modell, also eine Idealisierung, und beschreibt
die Wirklichkeit nicht vollstédndig. Die Bewegung eines realen Pendels ist sehr viel kom-
plizierter: Zum einen gibt es Reibungseffekte — z.Bsp. durch den Luftwiderstand oder
die Verdrillung des Fadens — die die Bewegung ddmpfen werden. Zum anderen gibt es
natiirlich keine Punktmassen sondern nur raumlich ausgedehnte Objekte und im Allge-
meinen kann auch die Erdrotation nicht vernachlissigt werden (Foucaultsches Pendel).
Jeden dieser Effekte kann man im Rahmen komplizierterer Modelle beschreiben, aber
es gibt kein Modell, dass die Physik vollstdndig beschreibt. Jedes Modell geht von
Vereinfachungen aus und die Kunst in der Modellierung besteht darin, je nach An-
wendungsfall das ‘beste’ mathematisches Modelle abzuleiten bzw. zu untersuchen. Die
Optimalitét ist dabei von Fall zu Fall ein Kompromiss zwischen

1. Einfachheit (wir wollen die Gleichungen am Ende per Hand oder mit dem Com-
puter 16sen konnen und haben dariiber hinaus nur endliche Ressourcen zur
Verfiigung),

2. Komplezitit (damit wir die wichtigen bzw. interessanten Aspekte des Problems
untersuchen und beschreiben konnen),

3. und weiteren Bedingungen (wir etwa Verfiigbarkeit von Messdaten oder unsere
methodischen Vorlieben).

Beispiel: Abschuss eines Projektils

zg3  Geschwindigkeit

Flugbahn

K

D.

- Gravitati
Projektil l ravitation

»
L

(21, 22)

Abbildung 1.3: Schematische Darstellung einer Projektilbahn.

Als zweites einfaches Beispiel wollen wir wir in Abbildung 1.3 dargestellt den Wurf
oder Abschuss eines Projektils (Ball, Tontaube, Granate) der Masse m untersuchen.
Nachdem dieses Projektil abgeschossen wurde, wird es einige Zeit fliegen aber schlieflich
auf Grund der Erdanziehung den Erdboden erreichen (es sei denn, wir geben dem
Projektil eine sehr grofie Anfangsgeschwindigkeit).
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1.1. Uber Mathematische Modelle 9

Herleitung eines mathematischen Modells Wir wollen im folgenden die Wech-
selwirkungen mit der umgebenden Luft und sonstige Effekte ignorieren (was man
in vielen Anwendungen eigentlich nicht tun sollte). Wir wollen auflerdem die Erd-
kritmmung vernachléssigen und die Erdoberfliche mit der (z, z5)-Ebene identifizieren
(was meist eine sinnvolle Vereinfachung ist). Die Position des Projektils wird durch die
drei zeitabhéngigen Koordinaten (x1, xo, x3) beschrieben, wobei 3 > 0 wihrend des
Fluges gilt und wir nur bis zum Aufprall rechnen.

Das Newtonsche Gravitationsgesetz besagt, dass der Betrag der Anziehungskraft F’
zwischen zwei Korpern mit den Massen m; und my und dem Anstand r durch

my - Mo

’F|:1".

gegeben ist, wobei I' die Gravitationskonstante® ist. Da in unserem Modell die Gravi-
tation die einzige Kraft ist und dariiber hinaus immer nach unten zeigt, wird auf das
Projektil immer die (zeitabhéngige) Kraft

_F-M-m
(s + R |\

?

ausgeiibt, wobei R und M den Erdradius und die Erdmasse bezeichnen (die beide
als konstant und gegeben angenommen werden). Die Newtonsche Bewegungsgleichung
(1.1) wird damit zur Differentialgleichung

71 0
I'-M-
(i) =DM (o) a7
i'3 <133+R> 1

in der die x; zeitabhéngig und alle anderen Groéfen zeitlich konstant sind. Insbesondere
ergibt sich eine nichtlineare Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir die Projektilh6he
x5, namlich

r-m

Ty = —m, (1.8)
die mit Hilfe von g =T'- M / R? (g ist wieder die Erdbeschleunigung) auch als

. g- R?

B T st B

geschrieben werden kann. Die Gleichungen fiir die beiden horizontalen Komponenten
sind jedoch denkbar einfach: Mit

§1=0, dy=0 (1.9)
folgt sofort

d.h. 1 und x5 sind lineare Funktionen in der Zeit.

Beachte, dass unser Modell im Allgemeinen nur fiir endliche Zeiten Sinn macht,
namlich nur solange bis das Projektil auf der Erdoberfliche aufschligt. Ob bzw. wann
dies passiert, muss erst aus noch ermittelt werden.

®Obwohl wir hier nicht an konkreten Werten interessiert sind, wollen wir zur Vollstandigkeit alle
im Folgenden benutzten Konstanten angeben: I' &~ 6,67 - 107! m3/(kg-s?), M ~ 5,97 - 10** kg,
R ~6,37-10° m.
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10 1. Einfithrung

Modellvereinfachung Wir wollen im Folgenden annehmen, dass das Projektil zur
Zeit t = 0 von Erdboden aus abgeschossen wird und dass die Abschussposition mit
dem Koordinatenursprung zusammenféllt, d.h. wir setzen

Die Anfangsdaten fiir die vektorielle Geschwindigkeit kénnen dann als
%1(0) cos a - cos 3
9(0) | =V - | cosa-sinp (1.11)
x3(0) sin «

geschrieben werden, wobei V' gerade der Betrag der vektoriellen Anfangsgeschwindig-
keit ist und v € (0, 7] bzw. € [0, 27) den Abschusswinkel bzw. den Ausrichtungs-
winkel bezeichnet. Insbesondere sehen wir nun mit (1.9), dass x;/zy zeitlich konstant
ist, d.h. die Flugbahn liegt in der Ebene die durch zy und die z3-Achse aufgespannt
wird (physikalisch gesehen ist das keine Uberraschung sondern Konsequenz der Dre-
himpulserhaltung)

Ist die vertikale Anfangsgeschwindigkeit sehr grof}; so wird das Projektil nie zum
Erdboden zuriickkehren. Wir wollen hier die entsprechende Rechnung nicht ausfiihren,
aber im Modell (1.7) gilt dies genau dann, wenn®

r-M
(V-sina)2>2-T:2-g-R. (1.12)

In Wirklichkeit (bzw. in einem komplexeren Modell) muss die Geschwindigkeit noch
sehr viel grofer sein, da die Atmosphére des Projektil abbremsen wird. Fiir viele Zwecke
wird man davon ausgehen koénnen, dass die Projektilgeschwindigkeit zu jedem Zeit-
punkt eher klein ist und dass die Projektilhohe x3 immer sehr viel kleiner als der
Erdradius R ist. Unter dieser Voraussetzungen gilt

R
$3+R

~1

und die nichtlineare Differentialgleichung (1.8) kann durch die wesentliche einfachere
Gleichung

iy = —g (1.13)

ersetzt werden. Wird diese Gleichung nun mit (1.9) sowie den Anfangsbedingungen
(1.10) und (1.11) kombiniert, so kénnen alle interessanten Grofien explizit berechnet
werden konnen (Ubungsaufgabe).

1.2 Physikalische Dimensionen und Einheiten

Eine wesentliche Eigenschaft fast aller realen Groflen ist, dass diese eine physikalische
(oder andere) Dimension besitzen, die iiblicherweise durch die Angabe von FEinhei-

6In Zahlen bedeutet dies V-sina Z 1,1-10% m/s & 4,0-10% km/h. Eine mégliche Herleitung beruht
auf der Identitit 42 —2-T-M / (z3 + R) = (V - sin @)®>=2.T-M /R, dic aus der Energicerhaltungssatz
abgeleitet werden kann.

"Obwohl es sehr viele Einheitensysteme gibt, verwendet man heutzutage vor allem das Internatio-
nale Finheitensystem SI (systéme international d’unités). Fiir den amtlichen Schriftverkehr ist dies
in Deutschland sogar gesetzlich vorgeschrieben, siehe zum Beispiel die Broschiire Das Internationale
Einheitensystem (SI) der Physikalisch-Technischen Bundesanstalt (PTB).

8Manchmal werden reelle Zahlen mit erginzenden Einheiten versehen. Ein Beispiel ist die Einheit
Radiant fiir ebene Winkel, die als Verhéltnis von zwei Lingen die Dimension L /L = 1 besitzen.
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1.2. Physikalische Dimensionen und Einheiten 11

Dimension ~ Mogliche Einheiten” Symbol

Lange Meter, Millimeter, Meile, ... L (length)
Masse Kilogramm, Pfund, Megatonne, ... M (mass)

Zeit Sekunde, Stunde, Woche, ... T (time)
Ladung Coloumb, Amperesekunde, ... C (charge)
Stoffmenge  Mol, ... N (number)
Temperatur Kelvin, Grad Celsius, ... G

Lichtstarke  Candela, ... J

relle Zahl keine® 1 dimensionslos

Tabelle 1.1: Die wichtigsten physikalischen Basisdimensionen und ihr Symbol. In der moder-
nen Physik wird Ladung oftmals durch Strom=_Ladung pro Zeit ersetzt, d.h. man betrachtet
I=C/T statt C=1-T als Basisdimension.

Dimension Moégliche Einheiten Symbol
o . L
Geschwindigkeit Kilometer pro Stunde, ... T
. L
Beschleunigung Meter pro Quadratsekunde, Gal, ... T
M- L
Kraft Newton, Dyn, ... T
) _ M - L2
Energie, Arbeit Joule, Newtonmeter, Wattsekunde, ... T
M - L2
Leistung Watt, Voltampere, ... T
. C
Stromstérke Ampere, ... T
M - L?
Spannung Volt, ... T2 O
Volumen Kubikmeter, ... L3
L3
spezifisches Volumen Kubikmeter pro Kilogramm, ... M
Massendichte (3D) Kilogramm pro Kubikmeter, ... i
N,

Zahldichte von X (3D) X pro Kubikmeter, ... i

Tabelle 1.2: Wichtige abgeleitete physikalische Dimensionen. In der Mechanik kénnen alle

Dimensionen durch L, M, und T ausgedriickt werden. In der Thermodynamik kommt dann
O hinzu, in der Elektrodynamik C oder I=C/T.

ten spezifiziert wird. So gibt es z. Bsp. Lingen, die einer Léingeneinheit® gemessen

90bwohl Dimension und Einheit sehr viel miteinander zu tun haben, sind sie keine Synonyme
sondern haben unterschiedliche Bedeutung. Da wir in dieser Vorlesung meist nicht an konkreten
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12 1. Einfithrung

werden, und Massen, die in einer Masseneinheit angegeben werden; siche Tabelle 1.1.
Unterschiedliche Masse- bzw. Langeneinheiten konnen natiirlich ineinander umgerech-
net werden

1 Kilogramm = 1.000 Gramm = 2, 0 deutsche Pfund ~ 2, 204 britische Pfund
bzw.
1 Meter = 0.00053 Seemeilen = 1.84596 - 10~ "' astronomische Einheiten,

aber eine Masse und eine Lénge konnen niemals addiert oder voneinander abgezogen
werden. Es ist jedoch sehr wohl moglich, verschiedenartige Grofien miteinander zu
multiplizieren oder durch einander zu dividieren. Insbesondere gilt, siche Tabelle 1.2,

Lénge
Zeit

= Geschwindigkeit, Kraft - Linge = Arbeit, USW.

Manchmal ist es sinnvoll, auch Anzahlen von Dingen eine Dimension zuzuordnen, eben
weil man die sprichwértlichen Apfel und Birnen nicht zusammenzéhlen kann. Das fiihrt
dann zu neuen Dimensionssymbolen wie etwa Napgel und Npijme. Dariiber hinaus kann
das Dimensionskonzept auch auflerhalb klassischen Natur- und Technikwissenschaften
verwendet werden. Viele 6konomische Groflen lassen sich zum Beispiel der Dimension
Geld zuordnen und die verschiedenen Wiahrungen kénnen als Einheiten interpretiert
werden (wobei die entsprechenden Umrechnungsfaktoren nun nicht mehr konstant sind
sondern stark fluktuieren kénnen).

Im folgenden wollen wir die Basisdimensionen wie in den Tabellen 1.1 und 1.2 darge-
stellt mit den Symbolen L, M usw. bezeichnen. Dariiber hinaus schreiben!® wir

[X] fir die Dimension einer Groe X,

und betonen, dass auch alle Naturkonstanten eine Dimension besitzen, siche Tabelle
1.3.

1.3 Das Buckinghamsche Prinzip

In diesem Abschnitt untersuchen wir, inwieweit physikalische Einheiten bzw. Dimen-
sionen bei der mathematischen Modellierung benutzt werden kénnen bzw. sollten. Ins-
besondere werden wir sehen, dass sehr viele nichttriviale Ergebnisse bereits aus einer
einfachen Dimensionsanalyse gewonnen werden konnen.

Beispiel: Die Periode eines Pendels In Abschnitt §1.1 hatten wir die Gleichungen
fiir das Pendel abgeleitet. Eine klassische Frage ist dabei, wie die Periode ¢, d.h. die
Schwingungsdauer des Pendels, von den Lange L, der Masse m, und der Erdbeschleu-
nigung g abhéngt. Diese Frage 148t sich natiirlich durch Messungen oder das Losen der

Messwerten interessiert sind, ist das Konzept der Dimension fiir unsere Zwecke geeigneter als das
der Einheit.

10Beachte, dass [z] in der Physik manchmal die Einheit einer Mef8grosse z und nicht die Dimension
von z meint.
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1.3. Das Buckinghamsche Prinzip 13

Konstante Dimension SI-Einheit Zahlenwert
L3 Meter®
Gravitationskonstante . et 5 6,674-1071
M - T? Kilogramm - Sekunde
L Meter
Erdbeschleuni — — 9,81
: Hnstine T? Sekunde?
L Meter
Licht hwindigkeit — T 299.792.458
ichtgeschwindigkei N Sekunde
Elementarladung C Coloumb 1,602 -1071°
M- L2 Joul
Boltzmann-Konstante K:K/ ien 1,380 10~
. M- L° 34
Wirkungsquantum T Joule - Sekunde 6,66 - 10
M - L? Joule
Gaskonstant _ _ 8,314
Askonstante N-T2.© Mol - Kelvin ’

Tabelle 1.3: Einige Naturkonstanten.

Differentialgleichung beantworten, aber man kann dies auch durch Dimensionsargu-
mente bestimmen, sofern man davon ausgeht, dass es einen einfachen Zusammenhang
der Form

toer = C - L*-mP - g7, (1.14)

gibt, wobei C eine dimensionslose Konstante bezeichnet und «, 3, v Skalierungsexpo-
nenten (und damit auch dimensionslos) sind. Der Punkt ist, dass die Werte von «,
und v nun schon allein aus Dimensionsgrinden festgelegt sind, denn mit

[L]=L, [hal=T, [m]=M, [g]= %

ergibt sich aus (1.14) die Dimensionsformel

L v
T=1-L*-M°. (—) =L . T2 . MP°,
T2
Alle Dimensionssymbole miissen nun auf der linken und der rechten Seite in derselben
Potenz erscheinen. Ein einfacher Koeffizientenvergleich liefert
1 1

= — :O = ——
a +27 /3 ) ,.}/ 27

und wir schlieflen, dass (1.14) nur die Form

L
tha = C 4|2 (1.15)

annehmen kann. Die Konstante C' = 27 kann mit Dimensionsargumenten natiirlich
nicht bestimmt werden, aber man sieht mit diesem sehr einfachen Argument, dass die
Periode eines Pendels nicht von seiner Masse abhéngen kann. Dies folgt natiirlich auch
aus der Gleichung (1.4), da dort die Masse m nicht auftaucht.
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14 1. Einfithrung

Beispiel: Die Taylor-Sedov-Formel FEine aus ethischer Sicht problematische An-
wendung von Dimensionsargumenten ist die Untersuchung der Detonationswellen, die
durch sehr energiereiche Explosionen entstehen (urspriinglich war man Atombomben
interessiert). Auf Photographien'! sieht man sehr deutlich, dass eine solche Explosion
eine selbstéhnliche Kugelwelle mit zeitabhéngigen Radius R erzeugt und Physiker ar-
gumentierten, dass R neben der Zeit ¢ im Wesentlichen von der freigesetzten Energie
E und der Dichte p der umgebenden Luft abhéingt. Es liegt daher nahe ein einfaches
Gesetz der Art

RY - t% . E7. ¢® ~ const

zu postulieren. Bzgl. der Dimensionen meint dies

ML2\" (M’
e B _
L-T-(T2>-(ﬁ) =1,
und fiir jede sinnvolle Wahl von «, (3, v, 0 miissen sich alle Dimensionen auf der linken

Seite aufheben. Fiir eine Detonationswelle erhalten wir also

a+2y—-30=0 (fir L), f—2y=0 (firT), v+0=0 (fiir M).

und damit drei lineare Gleichungen fiir die vier reellen Unbekannten «, (3, v, 4. Die
allgemeine Losung ist

a=+4+50, [=-20, ~v=-6

und impliziert (fiir jeden Wert von §) das Gesetz von Taylor!?-Sedov!?
0 R
2. F

~ 2'E 1/5
R:CC ).
0

Eine wesentlich zivilere Anwendung dieser Formel ist die Theorie der Supernovae in
der Astrophysik.

= const =: C

und damit

Mathematische Definitionen

Wir wollen nun die Dimensionsanalyse genauer verstehen.

Definition 1 (Unabhéngigkeit von Dimensionen, Dimensionsvektor einer Groe). Die
Liste (Eq, ..., Epyr) von Dimensionssymbolen heifft unabhéngig, falls es keine nicht-
trivialen Ezponenten (aq, ..., ap) € QM gibt, so dass

Ef- . EjM =1.
Die Dimension einer Grioffe X heifst darstellbar bzw. abhéngig, sofern
[X]=E{"-...-EM

fiir einen Vektor'* o = (ay, ..., o) € QM gilt. Dieser Vektor wird Dimensionsvektor
von X bzgl. (Eq, ..., Ey) genannt.

"Siche z.B. die Abbildungen in [Bar, Hol].

12Geoffrey Ingram Taylor (1886-1975), britischer Physiker und Mathematiker.

13Leonid Ivanovitch Sedov (1907-1999), sowjetischer Physiker.

MMit « bzw. (g, ..., apr) bezeichnen wir streng genommen einen Zeilenvektor. Fiir den entspre-
chenden Spaltenvektor schreiben wir o bzw. (ay, ..., aM)T.
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1.3. Das Buckinghamsche Prinzip 15

Der Komponenten «,, des Dimensionsvektors einer Grofle X werden in aller Regel
ganze Zahlen sein. Aus mathematischen Griinden (Z ist kein Kérper, Q aber schon) und
aus Zwecksmafigkeitsgriinden wollen wir aber rationale Exponenten nicht ausschlieen.

Definition 2 (Dimensionsmatrix). Seien (Xi, ..., Xn) physikalische Griflen, deren

Dimensionen durch die unabhdingigen Symbole (Eq, ..., Eyr) dargestellt werden konnen.
Die Matrizx
a1,1 <. 01N
A= )
ap1o--- OMN

die in eindeutiger Weise durch
(X, =E™"" - ... Ei}“‘ fiir alle n =1...N

definiert ist, heif$t die Dimensionsmatrix von (X1, ..., Xn) bzgl. (Eq, ..., Ey), und der
Rank von A heifit der Dimensionsrang.

In der Mathematik ist ein Monom ein Polynom mit nur einem Summanden. Insbesonde-
re gibt es fiir jedes Monom F : RY — R einen Ezponentenvektor 8 = (B, ..., Bn) € NV
sowie eine Konstante d € R, so dass

F(xy, .y ay)=d-a - .- ahy fir alle (21, ..., 7y) € RY (1.16)

gilt. Im folgenden nennen wir F : RY — R, ist ein verallgemeinerten Monom, falls
(1.16) mit rationalen Exponenten (34, ..., By) € QY und eine positiven Konstanten d >
0 gilt. In der Physik wird ein verallgemeinertes Monom £’ manchmal auch als Produkt
in den X, bezeichnet, obwohl es sich streng genommen um ein Produkt rationaler
Potenzen handelt.

Lemma 3 (Dimension eines Monoms). Mit den Notationen von Definition 2 gilt: Ist
. Rf — R ein verallgemeinertes Monom, so besitzt die Grofle

Y = F(Xy, .., Xy) = X[ XEN

den Dimensionsvektor A - BT. Insbesondere ist Y genau dann dimensionslos, wenn
A- BT =0 gilt.

Beweis. Es gilt

Y] =[] - XN

a1+ e 5Na1,N) Bianrn + o+ 5N'04M,N)

Insbesondere ist Y genau dann dimensionslos, wenn
O0=p1-am1 + ... + Byv-amn
fiir alle m = 1...M gilt. O
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16 1. Einfithrung

Theorem und Prinzip von Buckingham

Obwohl Lemma 3 vergleichsweise simpel ist, hat es doch wichtige Anwendungen.
Insbesondere beschreibt die Dimension des Kerns der Dimensionsmatrix A, wieviele
unabhingige dimensionslose Monome aus den (X7, ..., Xy) gebildet werden kénnen
bzw. wieviele Konstanten durch Messungen oder andere Argumente bestimmt werden
miissen. Diese Beobachtung wird in der Literatur iiblicherweise wie folgt formuliert.

Theorem 4 (Buckinghamsches' Theorem!®). Mit den Notationen von Definition 2
sowie R :=rankA und K := N — R qilt: Es existieren

1. R indizes (ny, ..., nr) und
2. K dimensionslose Griflen (Py, ..., Pk),

so dass fiir jedes gegebene verallgemeinerte Monom F : ]Rff — R, zwei verallgemeinerte
Monome G : Rf — Ry und H : Rf — R ezistieren mat

F(Xy, ..., X)) = G(Xny, oy, Xnp) - H(Py, ..., Pg). (1.17)
Beweis. Um die wesentlichen Ideen zu verdeutlichen, wollen wir
0<R<N, 0<K<N (1.18)

voraussetzen. Die beiden Spezialfille (R, K) = (0, N) und (R, K) = (N, 0) konnen
danach analog abgearbeitet werden.

Aus der Linearen Algebra wissen wir, dass das Bild der linearen Abbildung A :
QN — QM ein R-dimensionaler Unterraum des Q™ ist. Insbesondere gibt es Indizes
(ny, ..., ng), so dass

im A = span {ozfl, s ,ozZR (1.19)
wobei a! = (1 oy @ M,n)T der Dimensionsspaltenvektor von X, ist und im A den

Bildraum von A bezeichnet. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit (andernfalls &ndern
wir die Nummerierung der X,,) kénnen wir

ny =1, o ng=R (1.20)
annehmen.
Der Dimensionsspaltenvektor al von X,, kann nun fiir jedes n = R+k mit k = 1...K
durch Linearkombination von of | ..., o’ dargestellt werden, d.h. es gilt
Qq,1 Qa1 R
T T T _ : .
Opyp = MkQp T FVREOR =Yk | 0 | T FVRE | (1.21)
QN QMR
fiir gewisse Exponenten
71 oo MK
. c @KXR'
YR1 .-+ TR K

15Edgar Buckingham (1867-1940), US-amerikanischer Physiker.
16Dieses Resultat wird oft auch II- Theorem genannt, da in der urspriingliche Formulierung die P,
als II; bezeichnet wurden.
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1.3. Das Buckinghamsche Prinzip 17

Die Identitdten in (1.21) implizieren insbesondere

('Yl,k'al,l+--~+’YR,lc‘a1,R) 'Yl,)c‘ajw,l+-~~+7R,k‘0‘M,R)

[(Xpir] = E; e Egj
= [ X[V X,

d.h. die GréBe Py, die wir jetzt durch

XRyk
Poim g =LK (1.22)

definieren, ist nach Konstruktion dimensionslos.

Da F ein Monom wie in (1.16) ist, gilt

F(X17 ] XR7 XR+17 ] XN)

(1.23)
- (Xfl - ...-Xﬁ") CF(1, s 1, Xnt ooy Xpok)
sowie
F1, .., 1, P, .., Pg)
o F(17 ) 17 XR+17 ) XR+K)
(X )RR (X X e (1.24)
_ FQ, ., 1, Xgi1, .., Xpik)
X("/l,l'ﬂR+1 + .t 71,K~5R+K) ) ) X(’YR,l'ﬁRH +ot "/R,K‘,BR+K) ’
A o Xp
Wir definieren nun
H(Py, ..., Px):=F(1, ., 1, Py, ..., Pg) =d - P/*" . . porex
sowie
G(X1, .., Xg) = XD X0k
mit
Or =B+ (Y1 Brr1 + - + Yok - Brik),
und erhalten (1.17) aus (1.23) und (1.24). O
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18 1. Einfithrung

Bemerkung.

1. Die Wahl von (nq, ..., ng) und (P, ..., Px) ist im Allgemeinen nicht eindeutig.
Die Anzahlen R und K sind aber eindeutig. Insbesondere gilt R = dimim A und

K = dimker A.

2. Sind (nq, ..., ng) und (Py, ..., Pk) festgelegt, so sind G und H bis auf Konstanten
bestimmd.

3. Die physikalische Dimension von G(X,,, ..., Xn,) ist gerade die Dimension von
F(Xy, ..., Xn).

4. Jedes Py kann als verallgemeinertes Monom in (X1, ..., Xn) geschrieben werden.

5. Die wesentliche Aussage von Theorem 4 ist nicht, dass sich jedes Monom F
als Produkt zweier Monome G und H schreiben lifit (das ist eigentlich trivi-
al), sondern dass man von jedem Monom F in den dimensionsbehafteten Grifien
(X1, ..., Xn) immer eine monomiale Kombination von genau K dimensionslosen
Groffen abspalten kann. Man konnte auch sagen: Das Buckinghamsche Theorem
macht eine Aussage tiber die maximale Anzahl von dimensionslosen Freiheitsgra-
den.

Die im Beweis von Theorem 4 benutzten Dimensionsbetrachtungen werden in den
Natur- und Ingenieurwissenschaften nicht nur auf verallgemeinerte Monome F' sondern
auf viel allgemeinere funktionale Zusammenhénge angewendet. Insbesondere gilt das
folgende Prinzip, dessen Herleitung aber nicht nur auf mathematischen sondern auch
auf physikalischen Argumenten beruht.

Prinzip 5 (Buckinghamsches Prinzip). Mit den Notationen von Theorem 4 gilt: Jedes
physikalisch Gesetz der Art

Y = (X, ..., Xy)
kann als
Y = (X2 X0R) (P, L, Py)

geschrieben werden, wober U : Rf — R, eine skalare Funktion und (01, ..., dg) € Q¥
gewisse Exponenten sind. Hierbei sind V und die Exponenten 9§, in eindeutiger Weise
durch ® sowie durch die Wahl von (ny, ..., ng) und (Py, ..., Px) bestimmt.

Herleitung.

Vorbereitungen: Wir beginnen wie im Beweis von Theorem 4. Insbesondere neh-
men wir wieder 0.B.d.A. an, dass (1.18) und (1.20) gelten und definieren (P, ..., Pk)
durch (1.22). AuBlerdem konnen wir voraussetzen, dass die Dimension von Y durch
die (Ey, ..., Ejs) dargestellt werden kann und dass der entsprechende Dimensionsspal-
tenvektor im Bild von A enthalten ist (andernfalls hétten wir kein sinnvolles physika-
lisches Gesetz und miissten die Symbolliste (Ei, ..., E;;) und/oder die Variablenliste
(X1, ..., Xn) geeignet erweitern). Deshalb und wegen (1.19) gibt es eindeutige Expo-
nenten (1, ..., dg), so dass

Y] = [Xfl : ...-X;;R].
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1.3. Das Buckinghamsche Prinzip 19

Insbesondere ist die Kombination

\I’<X1, ceny XR, Pl, ey PK) =
(X1, oy Xpey (X XYY - Pry oy (X X5 - Py)
X X0

dimensionslos, wobei immer die Identitét

O(X1, oy Xy Xich1, oo XK4R)
XX

e @(Xlu ceey XR7 P17 ceey PK)

wegen (1.22) gilt.

Physikalisches Argument: Bisher haben wir nur elementare Rechnungen wie im Be-
weis von Thereom 4 verwendet. Nach dem Invarianzprinzip miissen aulerdem alle sinn-
vollen physikalischen Gesetze fiir alle Beobachter und auch unabhéingig vom verwen-
deten Einheitensystem gelten. Durch Wahl geeigneter Einheiten fiir die Dimensionen
(Eq, ..., Ep) kann man erreichen, dass jede der Groflen (X7, ..., Xg) den Zahlenwert
1 annimmt (dies gelingt, eben weil die Symbole (Eq, ..., E;/) unabhéingig sind und
weil stets R < M gilt). Nach dem Invarianzprinzip wird sich aber der Wert der di-
mensionslosen Grofien (P, ..., Px) beim Wechsel der Einheiten nicht &ndern. In dem
ausgezeichneten Einheitensystem gilt also

U(Xy, .., Xp, P, ..., Pg)=V(1,1,1, P, ..., Pg) = W(P, ..., Pg)

und damit

(X, .y X, Xicsr, oy Xiir)
XX

= U(P, ..., Pg).

Nach dem Invarianzprinzip gilt diese Formel nun aber nicht nur in dem ausgezeichneten,
sondern in allen Einheitensystemen, also immer. Auflerdem sehen wir an dieser Formel
sofort, dass die Eindeutigkeit der Exponenten (1, ..., dg) auch die Eindeutigkeit von
¥ impliziert. ]

Das Buckinghamsche Prinzip 5 ist wie jedes gute physikalische Prinzip sowohl ein-
fach zu verstehen als auch ausgesprochen méchtig. Eine Konsequenz ist, dass kompli-
zierte funktionale Gesetze nur dimensionslose Gréfen betreffen konnen. Fiir die Losung
der physikalischen Pendelgleichung (1.5) hatten wir zum Beispiel die Formel (1.6) abge-
leitet. Diese enthélt die nicht-monomiale Sinusfunktion, aber das Argument derselben
ist eben die dimensionslose GroBe t-+/g/L. Ganz allgemein kann man sagen: In physi-
kalischen Gesetzen kann niemals der Sinus einer dimensionsbehafteten Gréfie sondern
nur der Sinus eines dimensionslosen Monoms verschiedener Gréflen auftauchen. Der
Sinus kann hier sinngemé&f natiirlich durch viele andere Funktionen (cos, tan, log, exp
usw.) ersetzt werden.

Wir betonen schlielich, dass man im Buckinghamschen Prinzip oftmals aber nicht
immer mit nur ganzzahlen Exponenten (01, ..., dg) auskommt. Ein Beispiel ist die Glei-
chung (1.15) fiir die Periode eines Pendels, die sicherlich ein physikalisches Gesetz wie-
derspiegelt. Wir ziehen hier die Wurzel aus einer Grésse mit Dimension T? und erhalten
so eine Zeit; die Wurzel einer Zeit (oder der dritten Potenz einer Lénge oder ...) hat
jedoch keine physikalische Bedeutung.
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20 1. Einfithrung

Beispiel: Der Druckabfall einer Rohrstromung

Eine wichtige praktische Frage ist, wie der Druck einer stromenden Fliissigkeit in einem
Rohr auf Grund von Reibungseffekten abnimmt. Unter geeigneten Idealisierungsannah-
men (langes zylindrisches Rohr, konstanter Druckabfall, ideale Fliissigkeit, raumlich
und zeitlich gleichméfiige Stromung) kann man davon ausgehen, dass es einen einfa-
chen funktionalen Zusammenhang zwischen den folgenden Gréflen gibt:

Grofle Variable Dimension Symbol
Ap Kraft M

Druckabfall — - —_

rrckabla Ax Fliche - Lange T2 - L2
Durchmesser des Rohres D Lénge L
. 4 Lénge L
ttl hwindigkeit Vv —
mittlere Geschwindigkei Zoit T
Masse M
Dich Fiissiokei M
ichte der Fiissigkeit 0 Volumen I3
Kraft - Lénge M

Viskositit!7der Fiissigkeit L

Féache - Geschwindigkeit T -L

Wir postulieren daher

Ap
<E) - CI)(D) V) 0, u)y

wobei ® ein physikalisch sinnvolles Gesetz beschreibt. Fiir die Dimensionsanalyse lesen
wir zundchst die Matrix A aus dem Dimensionsschema

‘X1:D Xo=V Xg=p Xy=yp

E, =L +1 +1 -3 -1
E,=M 0 0 +1 +1
E; =T 0 -1 0 -1

ab, und verifizieren danach durch direkte Rechnungen, dass der Kern von A eindimen-
sional ist und durch den Vektor (+1, +1, +1, —1)T aufgespannt wird. Das Variablen-
monom
0o-D-V
i

: Re

ist also die einzige dimensionslose Kombination, die aus (D, V| o, 1) gebildet wer-
den kann; diese Grofe heifit Reynoldszahl'® und spielt eine sehr wichtige Rolle in der
Stromungsmechanik.'® AuBerdem kénnen wir

TL1:1, n2:2, n3:3

"Die Viskositét quantifiziert die Zihigkeit einer Fiissigkeit. So gilt fiwasser < HHomig < HZahnpasta
und extrem zihe Fliissigkeiten sind zum Beispiel Asphalt oder Glas.

180sborne Reynolds (1842-1912), britischer Physiker.

19Realititsnahe Modellversuche in der Strémungslehre (kleine Auto-, Flugzeug- oder Schiffsmodelle
im Wind- oder Wasserkanal) miissen zum Beispiel immer mit der richtigen Reynoldszahl durchgefiihrt
werden.
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1.3. Das Buckinghamsche Prinzip 21

withlen, denn das Bild von A wird von den Dimensionsspaltenvektoren af, ol und
ol aufgespannt (wir hétten in diesem Beispiel auch jede andere Wahl fiir (ny, na, n3)
treffen konnen).

Das Buckinghamsche Prinzip 5 besagt nun, dass es eine skalare Funktion ¥ : R, —

R, geben muss, so dass
% 0 V2 o< V.-D
Ax) D I

gilt, wobei der Vorfaktor auf der rechten Seite dieselbe Dimension wie Ap/Ax hat.
Insbesondere beschreibt W den funktionalen Zusammenhang zwischen den zwei dimen-
sionslosen Groflen

% .D 0-V-D

£ und e

0-V? 1
Physikalische Messungen mit verschiedenen Parametern bestétigen die Existenz einer
solchen Funktion U, aber diese ist kein Monom.?"

Beispiel: Selbstihnliche Lésungen partieller DGI.

Wir wollen hier nur ein einfaches Beispiel?!

Raumdimension lautet

rechnen: Die Wéarmeleitgleichung in einer

O —a-0*u = 0. (1.25)
Hierbei ist die Konstante a die sogenannte Temperaturleitfihigkeit®® und u beschreibt
Temperaturabweichung — also die Differenz zu einer festen Referenztemperatur — zur
Zeit t an der Position z. Wir wollen im folgenden ¢ > 0 und x > 0 annehmen, d.h. wir
beschreiben die Wéarmeausbreitung in einem sehr diinnen und halb-unendlichen Stab.
Um das Modell zu vervollstandigen, stellen wir noch die Anfangsbedingung

u=0 fir t=0 (1.26)
sowie die Randbedingung
u=U fir =0 (1.27)

Die letztere beschreibt, dass am Rand des Stabes im Kontakt mit einer Heizung ist,
deren Temperatur als konstant angenommen wird.

Mathematisch gesehen, suchen wir nun eine hinreichend glatte Funktion u : Rgy X
Ry x — Ry %, so dass

Owu(t, x) —a- u(t, x) =0 fir alle ¢t >0, z > 0.
und

u(0, z) =0 firalle x>0, u(t,0)=U  firalle ¢>0,

20Giehe [Bar, Seite 44] sowie die dort angegebene physikalische Literatur.

2'Wir werden im Laufe der Vorlesung auch fiir andere partielle Differentialgleichungen selbsihnliche
Losungen kennenlernen.

22Die Temperaturleitfihigkeit ist eine Materialkonstante. Insbesondere ist a sehr grof fiir Wirme-
leiter (etwa Metalle) und sehr klein fiir Isolatoren (Déammstoffe u.i.)

2Ry meint das halboffene Interval [0, co), wohingegen R die Abkiirzung fiir (0, co) ist.
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22 1. Einfithrung

wobei u(0, 0) nicht definiert sein wird sofern U # 0.

Aus physikalischer Sicht kann nun wie folgt argumentiert werden: Sofern es eine
Losung gibt, so kann der Wert von u nur von vier skalaren aber dimensionsbehafteten
Groflen t, z, a und D (zwei Variablen + zwei Konstanten) abhéngen, d.h. es muss ein
Gesetz der Form

u=®(t, x, a, U)

geben, wobei die Dimensionen wie folgt gegeben sind:

‘ uwbzw. U ¢t T a
L 0 0 +1 —+2
T 0 +1 0 -1
(C) +1 0 0 0

Das Buckinghamsche Prinzip 5 besagt nun, dass aus Dimensionsgriinden nur ein Gesetz
der Bauart

2
u=U" ¥(n), =

in Frage kommt?*. Mit dieser Information kénnen wir nun die partielle Differentialglei-
chung wie folgt eine gewthnliche Differentialgleichung umwandeln: Einfaches Rechnen

liefert
2 2 9. . 2
= & U.\p’(x ) axu_x_U.\p/(ﬂﬂ_)
a - t? a-t a-t a-t

2
o= 20 () (2E) e
a-t a-t a-t a-t

und nach Einsetzen in (1.25) und Multiplikation mit —¢/U erhalten wir

sowie

W) + 2 W () + 4 - () = 0.

Das ist eine gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung fiir W' und besitzt die
allgemeine Losung

/ _ . exp (_/J’/4)
U(p)=A i

wobei A eine Integrationskonstante ist. Insbesondere gilt?®

Vi
U(p)=4-A- / exp(—sQ)ds+B:2-\/?-A-Erf<4>+B

%Dieses Formel besagt, dass die Losung des Rand-Anfangswert-Problems (1.25)+(1.26)+(1.27)
selbstdhnlich sein muss, denn fiir das Temperaturfeld — das ist u als Funktion von ¢ und = betrachtet
—gilt u(t, z) = f(z/v/t) mit f(y) = U - ¥(y*/a). Insbesondere ist die Dynamik #quivalent zu einer
zeitabhdingigen Reskalierung der Profilfunktion f.

Z5Erf ist die sogennannte Fehlerfunktion und durch Erf(z) := 27~ 1/2 fow exp (—52) ds definiert.
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wobei B eine weitere Integrationskonstante ist, und durch einfache Rechnungen verifi-
zieren wir

=00

W) B, U(p) ——— 27+ B.

Wir wollen nun schliellich noch verstehen, ob A und B beliebig oder auch schon fest-
gelegt sind. Dazu bemerken wir, dass wegen

z—0, t>0 t—0, >0

0, p —20

sowie der Anfangs- und Randbedingungen (1.26)4-(1.27) auch

LA T |
gelten muss. Dass kann aber nur fiir
1
B=1 A=-——

Ve

richtig sein, und deshalb ist ¥ eindeutig bestimmt. Insbesondere gilt

2 4t 2 ) U oo
u=U-|1- ﬁ / exp (—52) ds | = 7 . / exp (—32) ds.
0 22

at

Diese Formel hétte man natiirlich auch mit rein mathematischen Argumenten ableiten
konnen, aber der entsprechende Losungsweg ist aufwéndiger. In den meisten Féllen sind
jedoch die Rand- bzw. Anfangswerte in (1.27) bzw. (1.26) keine Konstanten sondern
selbst Funktionen (in ¢ bzw. in z) und dann kann die Losung des Rand-Anfangswert-
Problems nicht mehr mit dem Buckinghamschen Prinzip gefunden werden.

1.4 Entdimensionalisierung bzw. Reskalierung von
Differentialgleichungen

Eng verwandt mit der Buckinghamschen Dimensionsanalyse ist die FEntdimensionali-
sierung von Differential- oder Integralgleichungen:

1. Die Entdimensionalisierung deckt auf, welche dimensionslosen Kombinationen der
Daten (Anfangsdaten, Randdaten, physikalische Konstanten) wirklich bedeutsam
sind. Idealtypisch sind in diesem Zusammenhang Gleichungen mit vielen Para-
metern in der dimensionsbehafteten Ursprungsfassung, aber nur einigen wenigen
dimensionslosen Parametern in der entdimensionalisierten Fassung.

2. Die entdimensionalisierte Gleichung ist auch stets der Ausgangspunkt der asymp-
totischen Analysis, die vereinfachte bzw. effektive Formeln im Grenzfall sehr klei-
ner oder sehr grofler Parameter liefert. Die Kleinheit von dimensionsbehafteten
GroBen ist aber sehr relativ: Einerseits hingen die Zahlenwerte vom verwendeten
Einheitensystem ab und andererseits kann nur im Vergleich mit anderen Daten
derselben Dimension entschieden werden, ob eine gegebene Gréfle nun eher klein
oder eher grof} ist.
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3. Dimensionsaspekte sind auch im Bereich numerischer Simulationen sehr wichtig:
Da die Gleitkomma-Arithmetik moderner Computer den reellen Zahlenraum nur
sehr ungleichméfig auflost, will man — wenn immer dies moglich ist — nur mit
Zahlen der Groflenordnung 1 rechnen.

Die Entdimensionalisierung von Differentialgleichungen ist dabei keine abgeschlossene
Theorie?®, sondern vielmehr eine Technik, die man erlernen kann aber auch immer wie-
der iiben muss. Dabei geht es neben rein handwerklichen Fahigkeiten (z. Bsp. Anwen-
den von Integral- und Differentialtransformationen) auch darum, mit physikalischen
Verstéandnis die intrinsischen Skalen, d.h. charakteristischen Langen, Zeiten usw. in
einem konkreten Problem zu identifizieren.

Beispiel mit GDgl: Das Projektilproblem

In Kapitel hatten wir die nichtlineare Differentialgleichung (1.7) abgeleitet, in der die
folgenden Grofien auftreten:

Variable Bedeutung Dimension
T; i-te Ortskoordinate L
t Zeitkoordinate T
Konstante Bedeutung Dimension
m Masse des Projektils M
M Erdmasse M
R Erdradius L
L3
T Gravitationskonstante

M- T?
Um das Modell zu entdimensionalisieren, fithren wir zunéchst neue Orts- und Zeitva-

riablen ein. Genauer gesagt, fiir jede rdumliche Koordinatenrichtung kénnen wir eine

dimensionsbehafte Referenzlinge L; sowie eine entdimensionalisierte Ortvariable Z;
durch

T :L1 '.i'l, i) :LQ'.CZ'Q, I3 :Lg'i’g (128)

definieren, wobei die L; Konstanten sind (die wir noch geeignet wihlen kénnen) und
die 7; neue Koordinaten sind, deren konkreter Werte fiir das Projektil sich wéhrend
des Fluges mit der Zeit éndern werden. Analog kénnen wir auch die Zeit durch den
Ansatz

ti =T -1 (1.29)

entdimensionalisieren, und insgesamt ergibt sich

[Li] =L, [T] =T, [T;] == =1, mz%:L

26Wenn man unbedingt wollte, so kénnte man abstrakte Entdimensionalisierungstheoreme bzw. -
prinzipien formulieren. Diese wiren aber sehr kompliziert und daher von nur geringem praktischen
Nutzen.
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Wir wollen bemerken, dass  und #; manchmal auch die reskalierten Orts- und Zeitva-
riablen genannt werden, wobei T und L; dann Skalierungsfaktoren heifien.?” Man kann
schlieflich die Entdimensionalisierung auch als problembezogene Wahl von Finheiten
interpretieren: Die Gleichung (1.29) besagt zum Beispiel, dass wir die physikalische
Zeit t in Vielfachen von T angeben wollen, d.h. ¢ kann als Zahlenwert von ¢ bzgl. der
Einheit T" angesehen werden. In diesem Sinn geht es bei der Entdimensionalisierung
darum, Einheiten fiir die Basisdimensionen festzulegen, wobei die ‘besten’ Finheits-
swerte L; bzw. T' eben nicht von Standardgréfien (1 Meter, 1 Sekunde, usw.) sondern
aus dem konkreten Problem abgeleitet werden.

Transformation der Differentialgleichung Bevor wir die Wahl der Referenz-
grofen L; und T diskutieren, wollen wir das dynamische Modell, also (1.7), trans-
formieren. Dazu beginnen wir mit dem konsistenten Entdimensionalisierungsansatz

t -t
%@)zzﬁq@<f> bzw. ()__ ( 3 (1.30)
und erhalten mit der Kettenregel

di(t) = LT - x(%) Fi(t) = % - x(%) (1.31)

wobei ’ die Ableitung nach ¢ meint.2® Wir kénnen nun die Identitéiten (1.30) in (1.31)
einsetzen und erhalten die entdimensionalisierten Differentialgleichungen

@) =0, @) =0 (1.32)
und
L1 p—— (1.33)
(1+n%-23)
wobei die beiden Konstanten ;2 und v? mit
2= Ly- R Ls n? = Ls

L-M-T? g¢-T% " R

nun dimensionslos sind. Beachte, dass die Differentialgleichungssysteme (1.7) und
(1.32)+(1.33) aus rein mathematischer Sicht vollstindig dquivalent sind, eben weil
sie durch die Transformation (1.30) ineinander tiberfiithrt werden konnen. Insbesondere
kénnen die dimensionslosen Konstanten p und 7 je nach Wahl von 7" oder L sehr kleine,
moderate, oder auch sehr grofie Werte annehmen. Fiir viele praktische Zwecke (nume-
rische Simulationen, asymptotische Formeln fiir gewisse Parameterregime, Herleitung
vereinfachter Modelle) ist die entdimensionalisierte Form jedoch der urspriinglichen
und dimensionsbehafteten Fassung vorzuziehen.

27 Entdimensionalisierung und Reskalierung meinen in unserem Kontext dasselbe. Der Begriff Res-
kalierung wird in der Mathematik haufiger verwendet, eben weil der Dimensionsaspekt oftmals nicht
explizit diskutiert wird.

28Dije Ableitung von &; hitten wir auch wieder mit Z; statt Z} bezeichnen kénnen. Es ist am Ende
eine Frage des Geschmacks oder der ZweckmifBigkeit, ob man die ,Punkt‘-Notation fiir die Ableitun-
gen nach der physikalischen Zeit reservieren oder auch fiir Ableitungen nach einer reskalierten bzw.
entdimensionalisierten Zeitkoordinate verwenden will. Der Autor bevorzugt in der Regel die zweite
Variante und weicht hier nur ausnahmsweise davon ab.
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Wahl der Referenzgroflen Wir haben immer noch die Freiheit, die Referenzléngen
L; sowie die Referenzzeit T" zu wihlen. Hier gibt es natiirlich streng genommen kein
,richtig® oder ,falsch“ sondern nur ,gute“ und , praktische“ oder eben ,ungeschickte
Wahlen.

Im konkreten Fall (und in vielen anderen Problemen) kann die beste Wahl aus
den Anfangsdaten abgelesen werden. Da wir im Projektilproblem immer z;(0) = 0
annehmen wollen, miissen wir nur den Einfluss der vektoriellen Anfangsgeschwindigkeit
verstehen. Die Anfangsbedingung fiir die vertikale Komponente, siehe (1.11), ist durch

_V-T-sina

t3(0) =V -sina bzw. 745(0) I

gegeben. Wir kénnen nun 7" bzw. L3 dadurch festlegen, dass wir die vertikale Anfangs-
geschwindigkeit mit den anderen Konstanten in monomialer Weise zu einer Zeit bzw.
einer Geschwindigkeit kombinieren. Auflerdem sollten wir immer versuchen, am Ende
eine Gleichung mit moglichst wenigen Konstanten zu erhalten. In unserem Fall gelingt
dies mit

V -sina (V - sina)?

T=2"""2  [y="" (1.34)
g g

denn dies impliziert
75(0) =1

und damit normalisierte Anfangsbedingungen fiir . Unsere Wahl in (1.34) impliziert
aufferdem

(V - sina)”

2 2
I n TR

und erhalten wir schliefilich das entdimensionalisierte Anfangswertproblem
I (T 1 ~ ~/

Eine naheliegende Wahl fiir die beiden horizontalen Referenzldngen in (1.28) ist nun
L1 = L3, L2 = L3,

denn im Projektilproblem gibt es eigentlich keinen Grund die drei rdumlichen Richtun-
gen unterschiedlich zu behandeln.

Diskussion Die Vorteile der Entdimensionalisierung sind klar zu erkennen: Zum
einen stellt (1.34) sicher, dass unsere Anfangsbedingungen weder zu grofl noch zu klein
sind. Zum anderen sehen wir, dass die Dynamik des Projektilproblems letztlich nur von
einem dimensionslosen Parameter — ndmlich von 7 — abhéngt und dass der Wert dieses
Parameters durch die vertikale Anfangsgeschwindigkeit gegeben ist. Genauer gesagt,
mit (1.34) gilt

V -sina
n=—"—"—"—" Verit -* =V 3G R7

Verit
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wobei Vg gerade die sogenannte erste kosmische Geschwindigkeit® ist. Insbesondere

gilt bei vielen praktischen Anwendungen 0 < 1 < 1, und in diesem Fall kann (1.33) zu
Ty =1 (1.36)

vereinfacht®® werden; diese Gleichung ist gerade die Entdimensionalisierung der redu-
zierten Modellgleichung (1.13).

Beispiel mit PDgl: Nichtlineare Reaktions-Diffusionsgleichung

Entdimensionalisierungen sind auch bei partiellen Differentialgleichungen sehr wichtig.
Als prototypisches Beispiel betrachten wir die (rdumlich eindimensionale) Differential-
gleichung

ou—D-Pu=\u-(E—u), t>0, z € [0, L], (1.37)

die in der Literatur entweder Kolmogorov-Petrovsky-Piscounov3!-Gleichung oder Fis-
her3%-Gleichung genannt wird. Die erste Bezeichnung verweist auf die Anwendung in
der chemischen Reaktionskinetik, wohingegen der zweite Name sich auf ein Modell der
Populationsdynamik bezieht. Im chemischen Kontext beschreibt (1.37) die Evolution
eines Ensembles aus Molekiilen einer gegebenen Substanz unter den folgenden Annah-
men:

1. Das System befindet sich in einem zylindrischen Behélter mit Lange L und Durch-
messer D < L. Insbesondere reicht es (zumindest in erster Ndherung), nur die
eindimensionale Ortsvariable x € [0, L] zu betrachten.

2. Es gibt sehr viele Molekiile im System, so dass wir den Zustand des Ensembles
durch die Konzentration bzw. Zahldichte u = u(t, x) beschreiben kénnen.

3. Der rdumliche Ableitungsterm D - 9?u beschreibt, dass die Molekiile innerhalb
des Behilters diffundieren koénnen.

4. Die rechte Seite in (1.37) modelliert chemische Reaktionen, aufgrund derer die
Molekiile der betrachteten Substanz entstehen oder verschwinden konnen.

In (1.37) treten die folgenden Gréfien auf:

Variable Bedeutung Dimension
x Ortskoordinate L
t Zeitkoordinate T
. . N
u Konzentration der Molekiile (1D) T

29Tn Formel (1.12) steht die zweite kosmische Geschwindigkeit Uerit = v/2 - Veris -

30Im Allgemeinen diirfen kleine Parameter in einer Differentialgleichung nicht einfach ignoriert wer-
den (auch nicht zu fithrender Ordnung), siehe die Diskussion weiter unten iiber regulire und singuldre
Storungen in der asymptotischen Analysis. Fiir die Differentialgleichung (1.33) kann aber ein kleiner
Wert von 7 als eine nur regulére (und damit ,harmlose®) Stérung betrachtet werden, wohingegen ein
kleiner Wert von p einer singuldren Stérung entsprechen wiirde.

31 Andrei Nikolajewitsch Kolmogorov (1903-1987), Ivan Georgievich Petrovsky (1901-1973), Nikolai
Semyonovich Piscounov (1908-1977): russische bzw. sowjetische Mathematiker.

32Ronald Aylmer Fisher (1890-1962), britischer Statistiker und theoretischer Biologe.
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Ableitung Bedeutung Dimension
0 itliche And N
u zeitliche Anderung von wu —
t g L-T
. % N
Oz rdumliche Anderung von u i
2 . % N
diu rdumliche Anderung von d,u ¥
Konstante Bedeutung Dimension
L Lénge des Behilters L
L2
D Diffusionskonstante T
A ter Reakti t L
erster Reaktionsparameter —_—
P T N
. . N
E zweiter Reaktionsparameter T

Mathematisch gesehen ist (1.37) eine partielle Differentialgleichung fiir die unbekannte
Funktion v = u(t, z), die noch um Anfangs- und Randbedingungen ergénzt werden
muss. Die Anfangsbedingung lautet

u(0, ) = Ui (x) fir alle = €0, L], (1.38)

wobei wu;,; die als bekannt vorausgesetzte Anfangssituation zur Zeit ¢ = 0 beschreibt.
Dariiber hinaus wollen wir der Einfachheit halber annehmen, dass die Molekiile nicht
aus dem Behélter entweichen konnen, und stellen daher die homogenen Neumann-
Randbedingungen?

dyu(t, 0) = dyu(t, L) =0 fiir alle ¢ > 0. (1.39)

Mit Hilfe von nichttrivialen Methoden der Nichtlinearen Funktionalanalysis kann nun
gezeigt werden, dass (1.37)+(1.38)+(1.39) fiir alle gegebenen und hinreichend reguléren
Anfangsdaten u;,; eine Losung u besitzt.?*

Natiirliche Referenzgrofien Um dieses Beispiel zu entdimensionalisieren, wer-
den wir geeignete Referenzgréfien fiir die Orts-, Zeit- und Konzentrationsvariablen
einfithren. Die Entdimensionalisierung der Ortsvariablen z ist in natiirlicher Weise

durch

r=0L-Z

33Wir werden im Verlauf der Vorlesung verschiedenen Klassen von Randbedingungen kennenlernen.

34Die mathematische Frage, ob ein gegebenes Rand-Anfangswert-Problem iiberhaupt eine eindeutige
Losungen besitzt, ist alles andere als trivial und kann innerhalb einer Vorlesung iiber Mathematische
Modellierung im Allgemeinen nicht diskutiert werden. Man kann aber sagen, dass ein physikalisch
sinnvolles Modell immer mindestens eine Losung haben wird, denn andernfalls ware das Modell si-
cherlich unsinnig. Gibt es hingegen zu viele Losungen, so kann/muss man weitere Bedingungen stellen,
um die physikalisch richtige Losung auszuwéhlen.
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gegeben, das heifit wir wihlen die Behélterlange L als Referenzldnge. Wir bemerken
auflerdem, dass wir die Unbekannte u auf sehr naheliegende Art und Weise mit Hilfe
der Anfangsdaten entdimensionalisieren konnen. Genauer gesagt, wegen

IR

hat die mittlere Anfangskonzentration

L
U Jy tini(z) dz
L
dieselbe Dimension wie v und wir konnen
u=U-1u

ansetzen, so dass u im Folgenden das dimensionslose Verhéltnis von v und der Refe-
renzkonzentration U ist. Insbesondere gilt damit

1
uini<x) = U . &ini(x/L), / ﬁini(i') d.i' =1.
0
Die Entdimensionalisierung der Zeit ist wieder durch

t=T-t

gegeben, aber wir wollen die Referenzzeit T" noch offen lassen.
Transformation der Gleichung und mogliche Wahl der Referenzzeit Mit
Hilfe des konsistenten Ansatzes
[t =z e u(T-f,L-:i')
u(t, z) =U- u(i, E) bzw. u(t, x) I T —
sowie der Kettenregel konnen wir nun die partielle Differentialgleichung (1.37) in

Uogutt.z) - 2 ozt 5) =2 02 ali. 2) (5 _a(i. 5;)) (1.40)

iiberfithren, wobei wir natiirlich beide Seiten dieser Formel noch durch U oder irgend-
eine andere Konstante teilen kénnen.

Die Referenzzeit T' kann nun zum Beispiel dadurch festgelegt werden, dass man die
verschiedenen dimensionsbehafteten physikalischen Konstanten in monomialer Weise

zu einer Zeit kombiniert. In unserem Fall gibt es dafiir mehrere Moglichkeiten; eine ist
L2
T:=— 1.41
D ? ( )

die dartiber hinaus dazu fiihrt, dass die beiden Ableitungsterme in (1.40) denselben
Vorfaktor aufweisen (das ist nicht immer, aber oft eine begriienswerte Eigenschaft).
Insbesondere wird das entdimensionalisierte Rand-Anfangswert-Problem nun durch die
partielle Differentialgleichung

Oi—du=p-u-(m—a) t>0, 7€l0,1] (1.42)
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sowie die Rand- bzw. Anfangsbedingungen
Ozu(t, 0) = 0zu(f, 1) =0 fiirallef >0, (0, x) = Gy(7) fiir alle 7 € [0, 1]
beschrieben, wobei

AN-U-L? E
pi= g =g (1.43)
die einzigen dimensionslosen Parameter sind. Die physikalische Bedeutung von F ist die
einer Gleichgewichtskonzentration®®, d.h. der Parameter 7 gibt die relative Abweichung
der mittlere Anfangskonzentration U vom Gleichgewicht F an. Der Parameter p misst
hingegen wie stark die chemischen Reaktionen im Vergleich zur Teilchendiffusion sind.
Insbesondere wird bei kleinem g und moderaten Zeiten ¢ die Diffusion der dominante
Effekt sein.

Andere mogliche Referenzgroflien Die rechte Seite in der Formel (1.41) kann als
charakteristische Diffusionszeit interpretiert werden, d.h. als die Zeit, die man warten
muss bevor die Diffusion (deren Stérke durch D beschrieben wird) {iber eine Strecke der
Grofenordung L zu einer nennenswerten Anderung von Konzentrationen fithrt. Man
kann natiirlich auch die charakteristische Reaktionszeit auswihlen und die Referenzzeit
als

1

T:=——
AU

(1.44)
festlegen. In diesem Fall erhédlt man an Stelle von (1.42) die Differentialgleichung

Ot —

.5}
TN
N
Il
<
=
|
N
Syl

>0, #elo, 1], (1.45)

wobei p und 1 wie oben durch (1.43) gegeben sind. Die Unbekannte @ ist hier aber eine
andere Funktion als oben, da sie nun durch eine andere Skalierung aus u hervorgegan-
gen ist (das alte und das neue @ konnen aber leicht ineinander umgerechnet werden).
Heuristisch kann man sagen, dass die Grofle des Parameters p — der ja gerade das
Verhéltnis der beiden charakteristischen Zeiten ist — entscheidet, welche Zeitskalierung
besser ist: Im Fall von 4 < 1 bzw. p > 1 wird man meist (1.41) bzw. (1.44) verwenden,
d.h. man wird in der Regel T' mit Hilfe der kleinsten charakteristischen Zeit festlegen.
Haben beide Zeiten dieselbe Groflenordnung, gibt es keinen wesentlichen Unterschied
zwischen den Skalierungen (1.41) und (1.44) bzw. zwischen den entsprechenden ent-
dimensionalisierten Differentialgleichungen (1.42) und (1.45). Die Existenz von zwei
charakteristischen Zeiten bedeutet, dass (1.37) ein echtes Mehrskalenproblem model-
liert.

Wir wollen schliefllich erwdhnen, dass man im Prinzip auch andere Referenzlédngen
und -konzentrationen verwenden kann. Statt mit U konnte man die Konzentratio-
nen v auch mit Hilfe von E entdimensionalisieren und im Falle stark oszillierender
Anfangsdaten wird es neben L noch eine weitere charakteristischen Lénge geben,
namlich die Lange auf der die Anfangsdaten oszillieren. Insgesamt gibt es damit meh-
rere Moglichkeiten zur Entdimensionalisierung und man muss immer von Fall zu Fall
entscheiden, was die ,,besten Referenzgrofien sind.

35Das sieht man zum Beispiel daran, dass 4(t, z) = E eine konstante Losung von (1.37) ist.
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Kapitel 2

Methoden der Angewandten
Analysis

Wir fithren zunéchst eine niitzliche Notation ein, wobei wir mit X einen normierten
Raum' mit Norm ||| bezeichnen.

Definition 6 (Landau®-Symbole). Seien x. eine X -wertige und p. > 0 eine skalare
Grifle, die beide von einem skalaren Parameter € > 0 abhdngen. Man schreibt

1. . = O(p:), falls limsup,_,,q. < o0,
2. x. = o(p.), falls lim._,oq. = 0,
wobei q. := ||z / p-.
Bemerkung.

1. Man setzt meist p. = €“ mit « € N oder a € R aber es gibt auch Fille, in denen
pe = 1/In(1/e) oder p. = exp (—1/¢) verwendet wird.

2. Es muss auch nicht immer p. — 0 fiir e — 0 gelten; ein Beispiel ist p. = €* mit
a < 0.

3. Es qgilt ¢c-e* = 0(5/3) fir alle Konstanten ¢ und Ezponenten o > [3.

4. xe = O(1) bzw. x. = o(1) meint ||z || bleibt beschrinkt fir e — 0 bzw. konvergiert
fiir e — 0 gegen 0.

5. Ist x. ebenfalls skalar und nicht-negativ, so schreibt man manchmal auch x. S p.
statt x. = O(pe).

6. Ist X endlich-dimensional, so schreiben wir in aller Regel |z| statt ||x||.

Im Falle eines endlich-dimensionalen Raumes X ist es egal, welche Norm in Defini-
tion 6 zu Grunde gelegt wird. Ist X jedoch unendlich-dimensional, so sind nicht mehr
alle Normen &quivalent und man mufl — etwa durch Generalkonvention oder Benut-
zungen eines geeigneten Indexsymbols — immer deutlich machen, bzgl. welcher Norm

!Wenn Sie nicht wissen, was ein normierter Raum ist, konnen Sie X = RY und ||z| =
/23 + ... + 23, annehmen. Es gibt aber auch unendlich-dimensionale normierte Rdume, zum Bei-
spiel Funktionenrdume, die in der Funktionalanalysis und der modernen Theorie der Differentialglei-
chungen eine herausgehobene Rolle spielen.

2Edmund Georg Hermann Landau (1877-1938), deutscher Mathematiker.
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die Landau-Symbole zu verstehen sind. Ist X zum Beispiel der Raum aller stetigen
Funktionen auf dem Intervall [0, 1], so wird durch

ue(s) := exp (—s/e)

fiir jedes € > 0 eine Funktion u. € X definiert. Mit Hilfe der Transformationsregel fiir
Integrale berechnen wir

1 1/p e p/e 1/p e 1/p
luell, = (/ |u5<s>|pds) =<— / exp<_g>dg> s(—) 1
0 P Jo p

fiir alle p € [1, 00); auBerdem gilt

|te]|loo := sup |us(s)] =u(0)=1.
s€[0,1]

Insgesamt erhalten u. = Oy, (51/1’) fiir jedes feste p € [1, oo], d.h. es hiingt von der
Norm in X ab, ob bzw. wie klein u. fiir kleine ¢ ist.

2.1 Sensitivitidtsanalyse

Bei der Modellierung realer Phédnomene ist es sehr wichtig zu verstehen, wir stark sich
die abhéngigen Groflen bei kleinen Stérungen der unabhéngigen Variablen und oder
der Konstanten d&ndern. Gehen wir von einem abstrakten Gesetz der Art

y = o(x) (2.1)

aus und bezeichnen wir kleine Stérungen® von z mit dz, so wollen wir letztlich verste-
hen, wie grof3

Oy = ¢(x + 0x) — ¢(x).

ist. Im einfachsten Fall (und unter Vernachlédssigung eventuell vorhandener physikali-
scher Dimensionen) kann man annehmen, dass

y:(yb ey yM) GRN[, .%':(.I'l, ...,.CCN) GRN

gilt und dass ¢ : RV — RM eine stetig differenzierbare Funktion ist. In diesem Fall
liefert der Satz von Taylor

0y = 0,¢9(x) - 0x + o(|ox]), (2.2)
wobei

011 ¢1 <$) 81N¢1 (I>
. . c RMXN

3Es gibt viele Notationen fiir kleine Storungen. Die 6-Notation kommt aus der Physik und ist sehr
intuitiv.
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gerade die Jacobi-Matrix* von ¢ ausgewertet in x ist. Die approximative Gleichheit in
(2.2) kann natiirlich auch in Komponenten als

5ym:aw1¢m(x) 0Ty + .+ 8J:N¢m($) 0y + 0(|(5$|)

geschrieben werden, und ist ¢ zweimal stetig differenzierbar, so kann o(|dz|) sogar durch
O(|6z]?) ersetzt werden.

In der mathematischen Modellierung heiit die partielle Ableitung 0., ¢,,(x) auch die
Sensitivitit von Yy, bzgl. x, im Punkt v € RN, und die Jacobi-Matrix 9,¢(z) € RM*N
wird die Sensitivititsmatriz in x € RY genannt. Sensitivititsanalye ist also eigentlich
nichts anderes als das Rechnen mit partiellen Ableitungen, wobei es wieder sehr wichtig
sein wird, von welcher Gréflenordnung die auftretenden Terme sind.

Oftmals wird das Gesetz (2.1) implizit, also durch Gleichungen der Bauart

F(z, ¢(x)) =0

eingefiihrt, wobei F : RY x RM — RM cine gegebene und stetig differenzierbare Funk-
tion ist. In diesem Fall kann die Sensitivitdtsmatrix direkt aus den Ableitungen von F'
berechnet werden, denn mit der Kettenregel gilt

0.0(a) = ~(0,F(x, 6(x))) - 0.F (. 0(x) (23)

sofern die Matrix 0, F(z, ¢(z)) invertierbar ist.

Es sei schliefflich erwéhnt, dass &hnliche Konzepte und Begriffe auch dann eingefiihrt
werden konnen, wenn x bzw. y Werte in allgemeinen Banach-Réumen® X bzw. Y anneh-
men, wobei dann die Jacobi-Matrix 0,¢ durch einen entsprechenden Ableitungsbegriff
ersetzt werden muss, z. Bsp. durch die Gateaux- oder die Fréchet-Ableitung.

Sensitivitit bei gewohnlichen Differentialgleichungen

Im Prinzip deckt die obige Diskussion auch Differentialgleichungen ab, denn diese
konnen auch in der Form (2.1) geschrieben werden, wobei die Abbildung ¢ Werte in ei-
nem Funktionenrdum annimmt. Dieser abstrakte Standpunkt ist zwar einerseits extrem
hilfreich, verdeckt aber andererseits auch, dass die Sensitivitéitsanalyse von Differenti-
algleichungen zu spezifischen Herausforderungen fiithrt. Um dies besser zu verstehen,
betrachten wir zunéchst ganz allgemein das Anfangswertproblem

T = f(t, z, p), Tlmg =& (2.4)

Hierbei nehmen x und ¢ Werte in RY an und p € R¥ beschreibt die Parameter des
Problems. Auflerdem ist f : R x RY x RX — R eine gegebene Funktion, von der
wir immer voraussetzen wollen, dass sie wenigstens stetig differenzierbar ist, so dass es
nach dem Satz von Picard”-Lindeléf® immer eine eindeutige maximale Losung zu (2.4)
gibt.”

4Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851), deutscher Mathematiker. Das Symbol RM*¥ steht fiir die
Menge aller Matrizen mit M Zeilen, N Spalten und reellwertigen Eintragen.

Stefan Banach (1892-1945), polnischer Mathematiker. Ein Banach-Raum ist ein wvollstindiger
normierter Raum.

5René Eugene Gateaux (1889-1914), Maurice René Fréchet (1878-1973): franzdsiche Mathematiker.

"Charles Emile Picard (1856-1941), franzosischer Mathematiker.

8Lorenz Leonard Lindelsf (1827-1908), finnischer Mathematiker und Astronom.

9F{ir die allgemeine Theorie gewShnlicher Differentialgleichungen verweisen wir auf die Vorlesungen
Analysis I-1II und Dynamische Systeme sowie auf die einschlégige Literatur.
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Aus mathematischer Sicht ist eine Losung des Anfangswertproblems (2.4) eine stetig
differenzierbare Funktion

Tep - J — ]RN
die auf einem Intervall J definiert ist, so dass
zep(0) =&, e p(t) = f(t, z¢,p(1), D) fir alle te J.

Manchmal — wie zum Beispiel in diesem Abschnitt — ist es aber besser, die Losungen
in der Art eines physikalischen Gesetzes, ndmlich als

x=¢(t, &, p) (2.5)

zu schreiben.'? Die gewohnliche Differentialgleichung (2.4); wird damit zur degenerier-
ten partiellen Differentialgleichung

at¢(t7 57 p) = f(tv ¢(t7 é-a p)7 p) ) (26)
die aber dquivalent zu (2.4); ist; die Anfangsdingung (2.4)s kann als
¢(0, & p) =¢ (2.7)

geschrieben werden.
Die Funktion ¢ spielt auch innerhalb der Mathematik eine grofle Rolle, denn fiir
jeden gegebenen Parameter p und jede feste Zeit ¢ ist die Abbildung

= o(t, &, p) (2.8)

gerade der Fluss'' der Differentialgleichung mit festem p zur Zeit t. Ein wichtiges
technisches Resultat betrifft die Regularitéat von ¢.

Lemma 7 (Glattheit von ¢). Ist f k-mal stetig differenzierbar, so sind auch ¢ und
Oyp k-mal stetig differenzierbar (auf dem Definitionsbereich von ¢).

Beweis. Hier sei auf die Literatur sowie auf Bemerkung zu Theorem 8 verwiesen. [

Fiir unsere Zwecke ist die Schreibweise (2.5) niitzlich, denn wir sehen sofort, dass
die verschiedenen Sensitivitédten von der Zeit abhéngen und damit selbst einer Dynamik
unterliegen. Um diese zu verstehen, fixieren wir sowohl ¢ also auch p und schreiben

(t> = at¢(t f) )ERNXl,
V(t) —8§<;5t £, )GRNXN,

W(t) :==9,0(t, & p) € RV*K.
Theorem 8 (Evolution der Sensitivitit). Mit den obigen Notationen gilt

U(0) = (0, &, p), V(0) =1d, W(0)=0 (2.9)

10Um eine Proliferation von Symbolen zu vermeiden, schreibt man auch oft = = (¢, &, p) statt

= ¢(t, & p).

1Das deutsche Wort Fluss hat mehrere Ubersetzungen ins Englische: Eine Abbildung wie in (2.8)
heifit flow, wohingegen in der Kontinuumsmechanik der Fluss zu einer Dichte als flur bezeichnet wird;
river hat hingegen keine mathematische Bedeutung.
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und die Differentialgleichungen
Ut)=A@t)-U®t)+ B(t), V(t)=A()-V(t), W(t)=A(t) - W(t)+C(t), (2.10)

gelten in allen Punkten (t, &, p), in denen ¢ definiert ist. Hierbei konnen die matrizen-
wertigen Funktionen

0.1 (1 olt. & p), ) € RV,
B(t) := 3f(t, (t, € p), p) e RV,
0pf (1. 0t € p). p) € RYK

allein aus Kenntnis von [ und der festgehaltenen Lisung des Anfangswertproblems
(2.4) berechnet werden.

Beweis. Die Anfangsbedingungen (2.9) ergeben sich direkt aus (2.7) durch Differen-
ziation nach £ und p. Differenzieren wir nun die m-te Komponente der Differentialglei-
chung (2.6) nach der Zeit ¢, so erhalten wir

N
atatqu(t» fa p) = 81‘,,](.'m <t7 ¢(t> f, p)7 p> + Zaﬂcnfm <t7 ¢(t7 g» p)v p>at¢n(ta 57 p)
n=1

und nach Definition von U ist das gerade
Upn(t) = <B(t) +A(L) - U(t))m

und damit die m-Komponente von (2.10). Die Ableitung der anderen Differentialglei-
chungen in (2.10) erfolgt vollkommen analog. O

Bemerkung.

1. Die Differentialgleichung fiir U haben wir nur der Vollstindigkeit halber auf-
gefiihrt, denn U kann auch direkt mittels

Ut) = f(t, o(t, & p), p)

berechnet werden. Die gewohnliche Differentialgleichung (2.4), liefert also schon
das Gesetz der Zeitsensitivitit.

2. Die Differentialgleichungen (2.10) spielen auch im Beweis von Lemma 7 eine
Rolle. Will man zum Beispiel die Differenzierbarkeit nach & beweisen, so definiert
man sich V(t) als Losung des entsprechenden Anfangswertproblems — also von

V(t) = A(t) - V(t) mat V(0) = 1d- und zeigt
Qs(tu £+5 i 567 p) — ¢<t7 f’ p) o

3

V(t)-og = 0

fiir jedes feste (t, &, p) € R x RN x RE wund alle 66 € RN mit Hilfe des Lemmas
von Gronwall*? und einiger technischer Argumente.

12Thomas Hakon Gronwall (1877-1932), schwedischer Mathematiker. Das nach ihm benannte Lem-
ma wollen wir hier nicht formulieren, obwohl es eines der wichtigsten Hilfsmittel in der mathematischen
Theorie der dynamischen Systeme ist.
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Eine Sensitivitédtsanalyse ist auch bei partiellen Differentialgleichungen moglich und
fithrt auch wieder auf lineare — nun aber partielle — Differentialgleichungen. Allerdings
ist die zu Grunde liegende Mathematik wesentlich anspruchsvoller, da man zunéchst
verstehen muss, ob bzw. in welchen Sinne eine Losung nach den Anfangsdaten oder den
auftretenden Parametern differenziert werden kann. Insbesondere kénnen die Daten des
Problems (Randdaten, Anfangsdaten, Koeffizienten vor den rdumlichen oder zeitlichen
Ableitungen) nun meist nicht mehr mit Punkten aus dem R identifiziert werden son-
dern sind selbst Elemente eines unendlich-dimensionalen Funktionenraumes. In solchen
Réaumen gibt es mehrere Differentiationsbegriffe, aber eine Diskussion derselben wiirde
hier den Rahmen sprengen.

Beispiel: Das Projektilproblem
Wir wollen nun die oben entwickelten Konzepte auf das Anfangswertproblem

1

PEE—— Yl—o = 0, Yli—o = ¢ (2.11)
(1+p-y)’

j=—
mit Parameter p anwenden, dass natiirlich als entdimensionalisierte Fassung der dritten
Gleichung des Projektilproblems interpretiert werden kann (siehe (1.35); wir haben nur
Bezeichnungen geéndert um die folgenden Rechnungen iibersichtlicher zu halten).

Um die oben entwickelten Argumente sowie Theorem 8 anwenden zu konnen,
konnten wir diese Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir y in ein dquivalentes Sy-
stem erster Ordnung mit den Variablen x; = y, o = ¥ und den Anfangsbedingungen
& = 0 und & = ¢ umformulieren, aber wir konnen auch direkt mit (2.11) argumentie-
ren.

Wir schreiben analog zu oben

y = ¢(t? C? p)?

wobei wir der Einfachheit halber Stérungen der ersten Anfangsbedingung y|i—o = 0
nicht betrachten und daher keine entsprechende Variable eingefithrt haben. Das para-
metrisierte Anfangswertproblem (2.11) ist nun dquivalent zu

1
(1+p-o(t ¢ p)?

und wir wollen im Folgenden die Sensitivitit gegeniiber Parameterstérungen dp sowie
Sensitivitit gegeniiber Storungen 6¢ der Anfangsdaten quantifizieren.
Durch Differentiation aller Gleichungen in (2.12) nach ¢ erhalten wir

2 P 0C¢(t’ C’ p)
(1+p-o(t ¢ p)°

Ro(t, ¢, p) = — $(0,¢,p)=0,  36(0,¢ p)=C¢ (2.12)

0;0co(t, ¢, p) = (2.13)

sowie

(0, ¢, p) =0,  QOcop(t, ¢, p) =1, (2.14)

wobei wir bei der Herleitung von (2.13) benutzt haben, dass ¢ glatt ist (siche Lemma 7)
und deshalb 9,07¢ = 0}0:¢ gilt. Ableiten nach p liefert hingegen

2.p-0 2.
1) = @19
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und
o(0, ¢, p) =0, 9po(t, ¢, p) =0. (2.16)
Fiir festes (¢, p) definieren wir nun
V(t):=0ch(t, ¢, ), WI(t) :=0p0(t, ¢, p)

und erhalten ein Anfangswertproblem fiir die Sensitivitiat bzgl. ¢, ndmlich

Hierbei sind

(1+p-o(t ¢ p)°

.: 2:p .:
AR (1+p-o(t, ¢ p)” )

entlang der Losung von (2.11) mit festgehaltenem (¢, p) auszuwerten.

Die Differentialgleichungen (2.13) bzw. (2.15) sind zwar linear in V' bzw. W, aber
weil die Koeffizienten A und C nicht konstant sind, wird es im Allgemeinen sehr schwie-
rig sein, die Sensitivitdten explizit als Funktion von ¢ zu berechnen.

Sind wir aber nur an der Evolution der Sensitivitdt entlang der Losung mit ¢ = 1
und p = 0 interessiert (das entspricht gerade der Losung der vereinfachten und entdi-
mensionalisierten Projektilgleichung (1.36)), so kann das Problem erheblich vereinfacht
werden: Die Losung des Anfangswertproblems (2.12) ist explizit durch

o(t, 1,0) =t — 12
gegeben und daher gilt
A(t) =0, Ct)y=2-t—t.

Die Losungen zu den linearen Anfangswertproblemen (2.13)+(2.14) sowie (2.15)4(2.16)
konnen nun ebenfalls berechnet werden und wir erhalten

V(t) =t, Wt)y==1¢-L.¢
Insbesondere gilt also
dy = o(t, 1+ 06¢, 0+ p) — o(t, 1,0) = V(t) - 6 + W (t) - dp (2.17)

wobei die Fehlerterme zwar klein in dp und ¢ sind, aber mit der Zeit wachsen werden
(wir werden diesen Aspekt spéater noch genauer untersuchen).

In (2.17) sehen wird, dass die Sensitivitdt gegeniiber 0¢ linear in der Zeit wéchst,
wohingegen der Koeffizient vor dp ein Polynom in ¢ vom Grade 4 ist. Damit ist fiir alle
kleinen Zeiten die (-Sensitivitat viel grofler als die p-Sensitivitét, aber fiir grofie Zeiten
ist es anders herum.
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2.2 Linearisierung um LOsungen

Die Sensitivitdtsanalyse ist eng verwandet mit dem Konzept der Linearisierung um
Losungen. Im einfachsten Fall betrachtet man das implizit durch eine Gleichung defi-
nierte Gesetz

y = ¢(x) mit  F(z, ¢(z)) =0,

wobei wieder x € RY, y € R™, gelten soll und F : RV x RM — RM eine wenigstens
stetig differenzierbare Funktion ist. Ist nun eine spezielle Losung y. = ¢(z.) gegeben,
so ist es eine natiirliche Frage, ob es benachbarte Losungen gibt und wie diese gege-
benenfalls aussehen. Aus mathematischer Sicht ist man nun versucht, den Satz iiber
Implizite Funktionen anzuwenden, aber im Moment wollen wir einen anderen, mehr
heuristischen Aspekt diskutieren.

Wenn es iiberhaupt benachbarte Losungen gibt, dann sollte es fiir jedes x = x, + 0,
mit hinreichend kleinem dx auch ein entsprechendes y geben. Diese kann man y =
Y« + 0y schreiben, wobei

0y = P(xs + 0x) — P(xy) = 0,0(xs) - I + o(|0x])

und mit (2.3) hatten wir uns schon eingesehen, dass 0,¢(x,) im Prinzip durch Ablei-
tungen von F' ausgedriickt werden kann. Die Fehlerterme o(|0x|) sind jedoch nur sehr
indirekt gegeben und kénnen im Allgemeinen nicht berechnet sondern bestenfalls nur
abgeschétzt werden.

Die Methode der Linearisierung um x, meint nun, dass man zunéchst alle Fehler-
terme ignoriert und zunéchst das linearisierte Problem

OpF (4, ys) - 02 + Oy F (x4, ys) - 0y = 0

nach dy auflost. Man erhélt so natiirlich keine exakten, sondern bestenfalls approxi-
mative Werte bzw. Formeln fiir dy. Das ist aber oftmals eine sehr gute und brauchba-
re Strategie und liefert erste und wichtige Einsichten in das Verhalten von Loésungen
komplizierter Modelle. In einem zweiten Schritt kann man dann diese Naherungslosung
iterativ weiter verbessern (siehe den Abschnitt {iber asymptotische Analysis) und/oder
versuchen, die Fehlerterme abzuschétzen (hier kommt die Fehlerrechnung oder mathe-
matische Analysis ins Spiel).

Linearisierung bei Differentialgleichungen

Die Methode der Linearisierung spielt auch in der praktischen und theoretischen Unter-
suchung von Differentialgleichungen eine grofie Rolle. Um dies zu verstehen, betrachten
wir die gewohnliche Differentialgleichung

i= f(t, x) (2.18)

mit € RY und f : R x RV — R¥ stetig differenzierbar, wobei wir keine Anfangsbe-
dingung stellen und der Einfachheit halber alle eventuellen Parameterabhingigkeiten
vernachlissigen. Ist nun eine spezielle Losung z, — also eine Funktion z, : I — RY mit
T.(t) = f(t, x.(t)) fiir alle t € I gegeben — so kénnen wir

z(t) = x.(t) + 0x(t)
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fiir eine benachbarte Losung ansetzen, d.h. dx ist hier per Definition die Differenz
zweier Losungen von (2.18) und damit eine Funktion in ¢. Durch Einsetzen und Taylor-
Entwicklung von f erhalten wir wegen 0 = #, = f(z,) dann

dx(t) = f(t, 2.(t) + 0x(t)) — f(t, 2.(t))
= 0, f (t, 2:(t)) - 6z(t) + o(|6z|).

Die Funktion dz ist also in erster Ndherung eine Losung der um x, linearisierten Glei-
chung

j=A@)-y, (2.19)
wobei
A(t) = 0, f(t, w.(t)) € RNV,

Hierbei muss beachtet werden, dass die Losung des linearisierten Modells (2.19) in
der Zeit anwachsen kann, d.h. selbst wenn die Anfangsbedingungen klein im Sinne von
ly(to)| < 1 sind kann durchaus |y(t)| > 1 fiir t > to gelten. In diesem Fall kann y(¢) fiir
grofie Zeiten natiirlich nicht mehr als gute Naherung von dx(t) betrachtet werden, aber
unter gewissen Voraussetzungen kann immer noch geschlossen werden, dass auch [dx(t)]
stark mit der Zeit wachsen muss. Die wichtige Frage, unter welchen Voraussetzungen
bzw. auf welchen Zeitskalen die linearisierten Gleichung (2.19) eine sogar quantitative
oder wenigstens noch qualitative oder gar unsinnige Approximation von dx liefert,
kann hier nicht erschépfend beantwortet werden. Wir werden daher unsere weiteren
Betrachtungen auf einen speziellen aber sehr wichtigen Aspekt einschrinken, namlich
auf Stabilitdtsuntersuchungen fiir stationdre Losungen autonomer Gleichungen.

Das Prinzip der Linearisierten Stabilitit

Wir betrachten im Folgenden die autonome®® Gleichung

i = f(x) (2.20)

mit einer stetig differenzierbaren Funktion f : RY — RY. Wir wollen auBerdem anneh-
men, dass z, eine stationdre, also zeitunabhingige, Losung!# ist, d.h. von nun gilt

r, €RY  mit  f(x.) =0, A= 0,f(x,) € RV,

und das linearisierte Modell ist durch die ebenfalls autonome aber immer lineare Glei-
chung

y=A-y (2.21)
gegeben.

Definition 9 (Stabilitdt und Hyperbolizitdt stationdrer Losungen). Die stationdre
Losung x, heifst

13 Autonom meint, dass die Differentialgleichung nicht explizit von der Zeit abhéngt. Die Losungen
werden aber i.A. von der Zeit abhédngen.

MWir werden die Begriffe stationdre Losung und stationdrer Zustand bzw. stationdrer Punkt syn-
omym verwenden.
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1. Ljapunow!®-stabil (oder manchmal einfach stabil), falls es fiir jedes €, > 0 ein
g9 > 0 existiert, so dass die Implikation

|2(0) — 2| < &9 == |z(t) — x| < &1 fir alle t >0
fiir jede andere Losung x gilt.
2. instabil, falls er nicht Ljapunow-stabil ist.

3. asymptotisch stabil, falls x, Ljapunow-stabil ist und es auflerdem eine €3 > 0
gibt, so dass die Implikation

|2(0) — x| < e3 — lim |x(t) — z.| =0

t—o00
fiir jede andere Lésung x gilt.'e

Wir nennen x, dariiber hinaus hyperbolisch, wenn alle komplexen Eigenwerte der Ma-
triz A einen nicht-verschwindenden Realteil besitzen.

Bemerkung.

1. Stabilitat ist ein lokales Konzept, denn es werden nur Aussagen tiber kleine
Storungen gemacht.

2. Die Wahl t=0 als Anfangszeit ist willkiirlich und kann durch t=t ersetzt werden.
Stabilitdt meint hier immer Vorwéartsstabilitdt, da nur zukinftige Zeiten t > tg
betrachtet werden.

3. Das lineare Gleichung (2.21) besitzt immer die triviale Losung y. = 0, die
natirlich stationdr ist und gemafl Definition 9 stabil, instabil oder asymptotisch
stabil sein kann.

Die in diesem Zusammenhang wichtigsten mathematischen Resultate kann wie folgt
zusammengefasst werden.

Theorem 10 (Prinzip der linearisierten Stabilitit). Ist z. eine stationdre und hyper-
bolische Lisung von (2.20), so ist x. genau dann Ljapunow-stabil bzw. asymptotisch
stabil, wenn die triviale Lisung der in x, linearisierten Gleichung (2.21) Ljapunow-
stabil bzw. asymptotisch stabil ist. Insbesondere sind beide im Fall von

speccA C {z€C: Rez <0}
asymptotisch stabil und sonst immer schon instabil.

Bemerkung.

1. Die Menge
specc A= {A € C : det (A-1d — A) =0}

ist das Spektrum von A, also die Menge aller komplexen Figenwerte.

15 Aleksandr Mikhailovich Lyapunov (1857-1918), russischer Mathematiker und Physiker.

16Salopp gesprochen gilt: Stabilitit meint, dass die Losungen fiir alle benachbarten Anfangsda-
ten mit fortlaufender Zeit nicht von der stationidren Losung weglaufen werden. Bei asymptotischer
Stabilitdt werden die gestorten Losungen sogar zur stationdren zuriickkehren.
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2. Haben also alle komplexen Figenwerte von A eine negativen Realteil, so sind x,
und y, beide asymptotisch stabil.

3. Der nicht-hyperbolische Fall — also wenn A rein-imagindre Figenwerte oder gar
den Figenwert 0 besitzt — ist wesentlich komplizierter. Zum einen impliziert
Ljapunow-Stabilitit nicht schon automatisch asymptotische Stabilitit. Zum an-
deren kann man zwar immer noch explizite Stabilitdtskriterien fiir y, ableiten
(siehe Ubungsaufgabe), aber die Stabilitdt von x, hdngt nicht mehr nur vom Ver-
halten der linearisierten Gleichung sondern auch von den héheren Ableitungen
von f in x, ab.

4. Auch im nicht-hyperbolischen Fall gilt: Hat auch nur ein Eigenwert von A einen
positiven Realteil, so sind sowohl x, als auch 1y, instabil.

5. Im hyperbolischen Fall charakterisiert die linearisierte Gleichung (2.21) nicht nur
die Stabilitdt von x, sondern lokal sogar den gesamten Fluss der urspringlichen
Gleichung (2.20). Das ist im Wesentlichen der Inhalt des Theorems von Hartman
und Grobman.!”

Fiir praktische Rechnungen sind die folgenden beiden Beobachtung niitzlich.

Lemma 11 (Stabilitdtskriterium bei linearen Gleichungen). Die lineare Gleichung
(2.21) besitzt genau dann eine Ljapunow-stabile (bzw. asymptotisch stabile) triviale
Lésung, wenn jede ihrer Lisungen fiirt — 400 beschrdankt bleibt (bzw. gegen 0 konver-
giert).

Beweis. Die Behauptungen folgen direkt aus Definition 9 sowie der Tatsache, dass mit
t — y(t) auch immer ¢ — X-y(t) eine Losung von (2.21) ist, wobei A € R eine beliebige
Konstante bezeichnet. O

Lemma 12 (Basiswechsel bei autonomen linearen Differentialgleichungen). Gilt A =
Q' B-Q fir eine Matriz B € RVN*N und eine invertierbare Matriz Q € RY*N | so
kann jede Losung y von (2.21) als

y(t) = Q7" (1) (2.22)
geschrieben werden und umgekehrt, wobei z eine Lisung der Gleichung
=Bz (2.23)

ist. Insbesondere ist die triviale Losung von (2.23) dann und nur dann Ljapunow-
stabil bzw. asymptotisch stabil, wenn die triviale Lésung von (2.21) die entsprechende
FEigenschaft hat.

Beweis. Die erste Behauptung kann einfach nachgerechnet werden: Ist y zum Beispiel
eine Losung von (2.21) und setzen wir z(t) := Q - y(¢), so gilt

H)=Q- ) =Q- (7' B-Q) y(t) = (Q- Q") - B-(Q-y(t)) = B (1),

Philip Hartman (geb. 1915), US-amerikanischer Mathematiker; David Grobman (?-?), sowjeti-
scher Mathematiker. Das nach ihnen benannte Theorem wird zum Beispiel auf der englischsprachigen
WIKIPEDIA erklért.
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und umgekehrt kénnen wir ganz analog argumentieren. Die behauptete Aquivalenz der
Stabilitdten kann unmittelbar aus Lemma 11 abgeleitet werden, denn mit (2.22) gilt
auch

@ <C-lz(t)]  und  [2(8)] < O y(1)]
fiir eine geeignete Konstante C' und alle Zeiten t. ]

Beispiel. Stabilitdtsuntersuchungen mit 2 x 2 Matrizen konnen gemdf Lemma 12 und
dem Satz iiber Jordansche Normalformen'® aus der linearen Algebra immer auf einen

der Fdlle
o )\1 0 o Al o (07 ﬁ
p=(3 n) 2=(0s) 2=(50)

zurtickgefihrt werden, wobei A1, \o, X, o, B reelle Zahlen sind. Der dritte Fall kann im
Komplezen natiirlich auf den ersten Fall mit Xy, = a £ 1 - B reduziert werden.

Zum Abschluss wollen wir erwahnen, dass die Stabilitdtstheorie fiir lineare aber
nicht-autonome Gleichungen der Bauart y = A(t) - y wesentlich komplizierter ist. Von
besonderer Bedeutung ist dabei der Fall periodischer Matrizen mit A(t) = A(t + tper);
solche Gleichungen entstehen zum Beispiel durch Linearisierung entlang von periodi-
schen Lésungen nichtlinearer Gleichungen und werden innerhalb der Floguet!®- Theorie
studiert.

Die Konzepte Hyperbolizitit und linearisierte Stabilitit gibt es dariiber hinaus auch
bei partiellen Differentialgleichungen, allerdings sind die entsprechenden mathemati-
schen Theorien sehr viel komplizierter.

18Marie Ennemond Camille Jordan (1838-1922), franzdsischer Mathematiker.
19 Achille Marie Gaston Floquet (1847-1920), franzdsischer Mathematiker.
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2.3 Einfithrung in die asymptotische Analysis

Die Grundlage der asymptotischen Analysis sind Entwicklung nach den Potenzen eines
kleinen aber meist positiven Parameters, der iiblicherweise mit € bezeichnet wird. Wir
wollen im Folgenden annehmen, dass € skalar ist. Alle Argumente kénnen aber miihelos
auch auf den Fall € = (gq, ..., ex) € R¥ iibertragen werden, wobei die Notionen dann
aber komplizierter werden (Multi-Indizes usw.).

In der asymptotischen Analysis untersucht man Gréflen z, die vom Parameter e
abhéngen und schreibt nach Art einer Funktion

r:l—X bzw. x(e)e X fir eel

wobei I ein Intervall?® mit 0 € I bezeichnet und der normierte Raum X entweder
endlich-dimensional (also isomorph zu RY) oder unendlich-dimensional (Funktionen-
raum) sein kann.

Definition 13 (Asymptotik der Ordnung K). Die X-wertige Grifie x(e) mit Para-
meter € besitzt eine asymptotische Entwicklung zur Ordnung K, falls es Koeffizienten
Zo, -, T aus X gibt, so dass

z(e) — Zek cap = o(e5). (2.24)

k=0

Gilt (2.24) sogar fir K = oo mit o(e™) := 0, so spricht man von einer asymptotischen
Reihenentwicklung von z(¢).

Ist z K-mal stetig-differenzierbar nach € und X ein Banach-Raum, so garantiert
der Satz von Taylor die Existenz einer asymptotischen Entwicklung zur Ordnung K,
wobei

1 d*z(e)

T — — .

k! dek  le=o

Ist o sogar analytisch in ¢, so existiert die asymptotische Reihe und (2.24) gilt sowohl
fiir alle K € N als auch fiir K = oo.

(2.25)

In der Modellierung gibt zwei verschiedene Anwendungsszenarien fiir asymptotische
Entwicklungen:

1. Die Existenz einer asymptotischen Entwicklung, d.h. die Giiltigkeit von (2.24) ist
a-priori gesichert (in aller Regel durch abstrakte mathematische Theoreme) und
man will nur vereinfachte Approximationsformeln fiir ein im Prinzip bekanntes,
aber sehr kompliziertes Gesetz ableiten. Hier geht also also nur darum, die Koef-
fizienten xy — deren Existenz schon gesichert ist — explizit zu berechnen und wir
werden weiter unten sehen, wie man das machen kann.

2. Man benutzt asymptotische Analysis, um ein noch unbekanntes Gesetz zumindest
ndherungsweise zu identifizieren. In diesem Fall wird man in einem ersten Schritt
zunachst mogliche Kandidaten fiir die xy berechnen und dabei alle auftretenden
Fehlerterme ignorieren. In einem zweiten Schritt wird man dann versuchen, a-
posteriori die Giiltigkeit von (2.24) mit Hilfe von entsprechenden Abschéitzungen
rigoros zu beweisen.

20Meist ist I durch T = [0, €] oder I = (—¢,, €,) mit &, € [0, 0c0) gegeben, kann also offen oder
halboffen sein. In Anwendungsféllen ist in aller Regel klar, welches I man betrachten sollte.
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In vielen praktischen Féllen des zweiten Szenarios gelingt es zwar, die Rechnungen
des ersten Schrittes durchzufiihren, aber die Fehlerterme konnen auf Grund der Kom-
plexitéit des Problems nicht rigoros abgeschétzt werden. In diesem Fall spricht man
dann von einer formal-asymptotischen Entwicklung. Gesetze, die in dieser Art und
Weise — also nur formal — abgeleitet wurden, sind zwar aus mathematischer Sicht nicht
zweifelsfrei bewiesen, spielen aber doch eine sehr wichtige Rolle in der Untersuchung
realer Phéanomene. Viele mathematische Arbeiten beschéftigen sich ausschliellich da-
mit, formal-asymptotisch abgeleitete Gesetze rigoros zu begriinden (justification, rigo-
ros model reduction); die entsprechende Analysis ist dabei alles andere als trivial und
beruht auf zum Teil sehr ausgefeilten Techniken.

Dariiber hinaus unterscheidet man zwischen reguldren und singuldren asym-
ptotischen Entwicklungen (wobei jede rigoros oder formal sein kann), je nachdem
ob das zu Grunde liegende Problem reguldr gestort oder singulir gestort ist (der
Storungsparameter ist €). Wir werden hier keine prézise Definition dieser Konzepte
geben konnen, sondern den Unterschied an Hand von Beispielen verdeutlichen. Als
Daumenregel kann man aber formulieren: Regulére gestorte Probleme sind eher einfach
und konnen direkt durch asymptotische Entwicklungen approximiert werden. Singulér
gestorte Probleme sind hingegen sehr viel komplizierter und miissen erst mit Hilfe e-
abhéngiger Transformationen auf regulér gestorte Teilprobleme zuriickgefiihrt werden.

2.3.1 Asymptotik fiir Losungen glatter Gleichungen

Wir beginnen unsere Betrachtung mit einem Fall, der aus mathematischer Sicht sehr
gut verstanden ist, eben weil sowohl die Existenz als auch die Differenzierbarkeit von
x(e) a-priori gesichert werden kann. Genauer gesagt, wir betrachten die Gleichung

0= Fle, x) mit F:IxQ—=X,

wobei Q € X =2 RY ein offenes Gebiet bezeichnet und I wieder ein Intervall mit 0 € I
ist. Die mathematische Aufgabe besteht also darin, fiir einen gegebenen Parameter ¢ € 1
eine Losung x(e) zu finden, so dass F'(e, z(¢)) = 0.

Das wichtigste mathematische Resultat in diesem Zusammenhang kann wie folgt
formuliert werden.

Theorem 14 (Spezialfall des Satzes iiber Implizite Funktionen). Sei F stetig differen-
zierbar und sei xg € 2, so dass

F(O, ZL‘O) =0, det A #0, A= 0,F(0, o)

Dann existiert ein Intervall J mit 0 € J C I sowie eine eindeutige stetig-
differenzierbare Funktion x : J — €2, so dass

F(e, z(e)) =0, 2(0) = 9. (2.26)

Beweis. Dieser Satz wird {iblicherweise in Analysis IT mit Hilfe des Banachschen Fix-
punktsatzes beweisen. Zumindest fiir den Fall, dass F' sogar zweimal stetig differen-
zierbar ist, gibt es aber auch einen sehr eleganten dynamischen Beweis, der wie folgt
skizziert werden kann.

Eigenschaften von x: Wir nehmen zunéchst an, es gibt eine solche Funktion z und
wollen verstehen, welche Eigenschaften diese haben muss und warum sie im wesent-
lichen (also bis auf Verkleinerung von .J) eindeutig bestimmt ist. Dazu differenzieren
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wir (2.26); nach ¢ und erhalten ein nicht-lineares und nicht-autonomes System von
gewohnlichen Differentialgleichung, ndmlich
dz(e)
de

= f(e, 33(6)) (2.27)

mit

f(57 JZ) = —(A(€, J/‘)) ' b(57 l’),
wobel die Funktionen A und b mit
Ale, z) = 0, F (g, x) und  b(e, ) = 0-F(e, z)

zumindest in einer Umgebung von (0, o) wohl-definiert und stetig differenzierbar sind.
Fiir b ist dies sofort klar und bei A™! argumentieren wir wie folgt: Weil A : I x
Q — RY*N nach Voraussetzung stetig differenzierbar ist und weil det A(0, zy) # 0
gilt, existiert eine Umgebung I x Q C I x Q von (0, zo), so dass A~ als Abbildung
I x Q — RY*N wohl-definiert ist, und die Ketten- bzw. Produktregel garantiert, dass
diese Abbildung sogar stetig differenzierbar ist. Insgesamt haben wir damit gesehen,
dass die Funktion f : I x Qx — RN wohl-definiert und stetig differenzierbar ist, und
dass die Funktion = — sofern sie existiert — die Differentialgleichung (2.27) erfiillen muss.

Ezxistenz von x: Der Satz von Picard-Lindelof garantiert, das es ein Intervall J mit
0 € J C I sowie eine eindeutig bestimmte Funktion z : J — Q gibt, die die Differenti-
algleichung (2.27) und die Anfangsbedingung x(0) = x, erfiillt. Insbesondere gilt nach
Konstruktion und der Kettenregel

F(0, z(0)) =0, —F(e, z(e)) =0,

und dies liefert die Giiltigkeit von (2.26). O
Bemerkung.

1. Die Funktion x wird im Allgemeinen nur lokal existieren, d.h. J ist im Allgemei-
nen ein echtes Teilintervall von I.

2. Die maximale Grifle des Existenzintervalles J kann sehr gut aus (2.27) abgelesen
werden, denn die Gleichung hat dann und nur dann Sinn, wenn A invertierbar
18t.

3. Gilt det A(e, xz(g)) — 0 sowie x(e) — T € Q fir e — & # 0 und einen inneren
Punkt x € ), so tritt meist eine Bifurkation auf, d.h. die Anzahl der Losungsdste
andert sich in .

Folgerung 15 (Variante des Satzes iiber Implizite Funktionen). Mit den Notationen
und Voraussetzungen von Theorem 14 gilt: Ist F' sogar K-mal stetig differenzierbar,
so gibt es ein offenes Intervall Jmit0e JCJ, sodass z : J — R auch K-mal
stetig differenzierbar ist. Insbesondere besitzt x auf den Intervall J eine asymptotische
Entwicklung der Ordnung K im Sinne von Definition 13.

Beweis. Nach Voraussetzung und Theorem 14 gilt

0=Gl(e, 2'(¢)) wobei G(e, y) = 0-F (e, z(e)) + 0.F (e, z(¢)) - y.
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Die Funktion G : I xRY — R¥ ist nun wieder stetig differenzierbar und mit y(g) = 2'(¢)
und yo := y(0) gilt G(0, yo) = 0. AuBlerdem ist die Matrix

B = 8yG(O, y()) = 83;F(0, .@0) =A

invertierbar, und Theorem 14 — diesmal angewendet mit G statt F' und y statt x —
garantiert, dass die Funktion y = 2’ stetig differenzierbar bzw. dass die Funktion x
zweimal stetig differenzierbar ist. Durch Iteration dieses Arguments kann die Behaup-
tung bewiesen werden. O

Theorem 15 zeigt, dass man unter gewissen Voraussetzungen fiir alle hinreichend
kleinen ¢ immer eine Losung x(e) findet, und Folgerung 15 garantiert die Existenz
einer asymptotischen Entwicklung fiir z(¢) bis zur Ordnung K, wobei die Koeffizienten
gerade durch (2.25) gegeben sind. Diese Formel ist abstrakt in dem Sinne, dass die
Koeffizienten x;, — d.h. die k-te Ableitungen von z in € = 0 — noch berechnet werden
miissen. Kennt man die fiir jedes e Losung z(¢), so kann dies natiirlich durch einfaches
Ableiten geschehen, aber in der Praxis kennt man eben die Losung nicht bzw. nicht
explizit und kann daher auch nicht die Koeffizienten durch Ableiten nach € berechnen.

Die wesentliche Beobachtung ist nun, dass man die Koeffizienten z1, x5, usw. schon
allein aus F' und x( berechnen kann. Die Funktion F' — also die Gleichung — kennt man
meist sehr gut und explizit. Im Allgemeinen kann es natiirlich schwierig sein, einen
Entwicklungspunkt xo — also eine Losung der Gleichung F'(0, zo) = 0 — zu finden, aber
die asymptotische Analysis setzt immer voraus, dass xy bekannt ist.

Wir wollen nun verstehen, wie man explizite Formeln fiir die Koeffizienten z; ab-
leiten kann ohne schon die gesamte Funktion x zu kennen. Um die wesentlichen Ideen
zu verdeutlichen, betrachten wir den denkbar einfachsten Fall, ndmlich N = 1.

Wir beginnen mit dem asymptotischen Ansatz

v(e) =" mo et -m Fe?am+
und berechnen die Taylor-entwicklung von F' in (0, xg). Dies liefert erste Ableitungen
ayg = 0-F(0, xo), agr = 0, F(0, z),
zweite Ableitungen
Q9o = GSF(O, xo), ayy = 0.0, F (0, x), Qo2 = 8§F(O, xo),

und so weiter bis zur Ordnung K, und die Taylor-Entwicklung von F' in (0, zy) kann
als

F(e, wo +0) = F(0, zo)

a10-£1-60 01'80'51

a
T T

aon €289 @ ‘1‘5'1 0. 52
20 4 11+ € +a02 €
2! 0! 1! 1! 0!- 2!

+

geschrieben werden, Wir werten diese Identitdten nun fiir 6 = ¢! - z; + &2 - 29 + ... aus,
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setzen alles in (2.26); ein, und erhalten

O:F(e, :Eo+81-1:1+52-x2+...)
:F(07 ‘IU)

1
+ayp-€ +a01-(5

a a
+§-62+a11-61-(51-x1+62-x2+...)1+%-(51-$1+62-x2+...)

1-x1+52-x2+...)

2

+ ..
= F(0, zo) + " - (a10 + ao1 - 1)
+52-(a01~x2+%~a20+a11~x1+%-a02~x%)+...-

Wir kénnen nun durch Koeffizientenvergleich sukzessive Gleichungen fiir x;, o usw.
identifizieren:

O(=") F(0,2) = 0
O(EI)I ap1 * L1 = b1 =  —aQjo

0(62): ap1 * To = b2 = _% “Q9y — A1+ T, — % Qg - .’L'%
O(e%): Qo1 * T3 = by =

Insbesondere steht in der k-ten Gleichung fiir £ > 1 immer ag; als Faktor vor zy
und auf der rechte Seite stehen Ableitungen von F' sowie Produkte und Potenzen der
Z1, ..., Tx_1. Das ist kein Zufall sondern ergibt sich aus dem folgenden allgemeinen
Prinzip.2!

Prinzip 16 (Struktur einer asymptotischen Entwicklung mit X = RY). Ein asympto-
tischer Ansatz fir x(e) liefert

1. die im Allgemeinen nichtlineare Gleichung F(0, xo) fir xo,
2. sowte eine Hierarchie von inhomogenen linearen Gleichungen.

Die k-te Gleichung in dieser Hierarchie kann dabei immer als
A- T — bk

geschrieben werden, wobei die Matriz A = 0,F(0, 29) € RY*Y nur von xy abhdngt
und damit immer gleich ist. Die k-te Vektor b, € RN héngt — in polynomialer Weise —
jedoch von den k Vektoren xg, ..., x1_1 € RY sowie von partiellen Ableitungen von F ab,
wobei letztere der Ordnung kleiner gleich k sind aber immer nur in (0, xo) ausgewertet
werden miissen.

Wir konnen also — Kenntnis von g, geniigend Regularitit von F', Invertierbarkeit
von A sowie die nétige Ausdauer bei den Rechnungen vorausgesetzt — immer Kandi-
daten die Koeffizienten xj einer asymptotischen Entwicklungen der Ordnung K von
x ableiten. Heutzutage konnen wir diese Aufgabe sogar an ein Computerprogramm
delegieren, sofern dieses symbolisch rechnen kann (wie etwa MATHEMATICA) oder wir
garantieren konnen, dass die numerische Rundungsfehler immer der Ordnung o(gK )
sind.

21Es ist recht einfach einzusehen, dass dieses Prinzip richtig ist, aber etwas miihsam, eine Herlei-
tung aufzuschreiben. Fiir praktische Anwendungen ist dieses Prinzip niitzlich weil es einem erlaubt,
Rechenfehler zu vermeiden.
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Beispiel fiir eine regulir gestorte algebraische Gleichung
Wir betrachten die Gleichung

F(e, ) =a—¢c-2—-1=0,
deren zwei Losungséste explizit durch

) =1 (5 - \/4+—52) ) =1, (5 + m) (2.28)

gegeben sind. Wir wollen nun diese exakten Losungen mit den Ergebnissen einer asym-
ptotischen Analysis vergleichen. Dazu beginnen wir mit dem Ansatz

v(e)=mzo+e- -2+ 20+ ...,
und erhalten nach Einsetzen die Gleichung
0= (:Jc0+5-:cl+52-:p2+53'x3+...)2—5'(:150—|—5~1:1+52~:p2+53'x3+...)—1
=’ (zg—1)+e' - (2-mp a1 —wo) + & (2T +2 2012 — x1)+
53'(2'130'1334‘2'131'132—I2)+O(54)

Gruppieren wir nun alle Terme ihrer e-Potenz entsprechend, so erhalten wir die folgende
Hierarchie von Gleichungen:

O(e): 2 —1 = 0

0(51) 2']30']31 = Xy

O(g?): 219y = T — a2
O(e%): 2-20-T3 = Tog—2- Ty To
O(ék)Z 2-x0- 1) =

Die nullte Gleichung ist dabei nichtlinear, aber alle weiteren Gleichungen sind linear
und gehorchen dem Prinzip 16. Die nullte Gleichung hat zwei Losungen — nédmlich
a:éi) = £1 — und alle anderen Koeffizienten kénnen dann sukzessive berechnet werden,
wobei die konkreten Werte natiirlich von der Wahl fiir 2y, abhéngen. Insbesondere
erhalten wir die beiden asymptotischen Entwicklungen

d0=—1, D=4l =1 2Py,
und
w =41, V=4 WP =+ Y=o,

wobei hier nur zufillig \x,(j)] = |3:,(f)\ gilt. Wir wollen auch nochmal daran erinnern,

dass fiir jedes K schon
K ) drFz)(e)

I(i)({f) = Z{fk . Il(;t) —+ 04 (EK), T = T o (229)
k=0 B

gilt, eben weil die Funktionen (=) und z(*) unendlich oft stetig differenzierbar sind
(letzteres kann direkt mit Hilfe der exakten Formeln (2.28) oder aber indirekt mit Fol-
gerung 15 begriindet werden). Beide Funktionen sind dariiber hinaus auch analytisch,
d.h. es gilt sogar

t®(e) = Z k. x,ii)
k=0
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fiir alle hinreichend kleinen e. Natiirlich ist dieses Beispiel sehr akademisch, denn es
gibt eigentlich keinen Grund, die exakten Formeln (2.28) durch die Approximationen
(2.29) zu ersetzen.

Beispiele fiir singulir gestorte algebraische Gleichungen
Wir betrachten nun die Gleichung
Fle,2)=¢c-2*—2—-1=0, (2.30)

die die zwei Losungen

2@ (e) = % : (1 +V11 4. s) (2.31)

besitzt. Wir konnen die nicht-monomiale Wurzelfunktion mit Hilfe einer Taylor-
Entwicklung als

m:1+2'5—2«52+4-53+0(54)
darstellen, und durch Einsetzen erhalten wir
e ) =-1+1-e—2-2+5-&%+O(e*) (2.32)
bzw.
:E(H(s):%-(1+1-6—1-52+2-53) +0(e%) .

Wir wollen nun verstehen, ob wir diese asymptotischen Gesetze auch ohne Kenntnis
der exakten Losung hétten ableiten konnen. Dazu starten wir wieder mit dem Ansatz

ZL‘(E):I0+E'I1+€2'I2+..., (233)
und berechnen mit dem Zwischenschritt

0:5-(w0+6-:1:1+52-x2+63-x3+...)2—(m0+5-$1—|—52-$2+53-333—1—...)—1
=’ (—zmg—1)+e" - (af—a1) + - (2- 39 71 — 22)+

83-(I%+2-I0-I2—$3)+0(€4)

die folgende Hierarchie:

0(60): To + 1 = 0

O(eh): Ty =

O(e?): T = 2.7 14
0(53): T3 = CL’% +2- o+ Lo
O(e"): T =

Durch sukzessives Losen der Hierarchiegleichungen erhalten wir eine eindeutige Liste
von Koeffizienten, namlich

To = —1, xr, = —|—]., Lo = —2, xr3 = —|—57

Michael Herrmann: Angewandte Analysis [D)ey-sa | Version vom 28.7.2019



20 2. Methoden der Angewandten Analysis

Dies ist gerade die Taylor-entwicklung von x(7)(¢) in 0, siehe (2.32), denn die spezielle
Losung 2o = —1 = 2(7)(0) fiir ¢ = 0 erfiillt die Voraussetzungen von Theorem 14
bzw. Folgerung 15. Der zweite Losungsast () aus (2.31) kann aber so nicht gefunden
werden, eben weil es kein entsprechendes zg € R gibt.

Die Gleichung (2.30) ist ein (sehr einfaches) Beispiel fiir ein singuldr gestortes Pro-
blem, eben weil der Stérungsparameter € vor dem ,wichtigsten‘ Term — in unserem Fall
der Term mit der hdchsten algebraischen Ordnung — steht. Ein weiteres Beispiel ist

-2 —1=0, (2.34)

fiir dass man {iberhaupt keine Losung zu nullter Ordnung findet. Bei solchen Problemen
kann man nicht davon ausgehen, mit einem Ansatz wie in (2.33) alle relevanten bzw.
iiberhaupt sinnvolle Losungen zu finden. Es gibt nun prinzipiell zwei Moglichkeiten,
die obere asymptotische Analysis zu verfeinern:

1. Man versucht, das singulér gestorte Problem mittels geeigneter Transformationen
auf ein reguliir gestortes Problem?? zuriickzufithren. Bei (2.30) bzw (2.34) gelingt
dies mit x = y/e bzw. = y//e und liefert

v —y—e=0 bzw. Yy —1=0.

Man sieht auch hier die singulidre Natur des Problems, denn die Transformationen
sind fiir ¢ = 0 nicht definiert.

2. Man beginnt die Rechnungen mit einem allgemeineren Ansatz, zum Beispiel

tFe)=e*) ¢

)

k Jﬁl(gi)

WK

=~
Il
=)

wobei a € R geschickt zu wihlen ist. Bei (2.30) bzw. (2.34) fithren oo = —1 bzw.
o = —3 zum Ziel.

Zum Konsistenzbegriff

Wir wollen nun abschlieend ein weiteres Konzept einfithren und betrachten dazu die
abstrakte Gleichung

F(e, z) =0, F:IxQ—X, QcX

wobei X nun ein allgemeiner, d.h. vielleicht unendlich-dimensionaler, normierter Raum
ist. In solchen Fillen ist es oftmals nicht a-priori klar, ob es fiir gegebenes ¢ € J
iiberhaupt eine Losung x(e) existiert bzw. ob die Familie x von Losungen in Poten-
zen von ¢ entwickelt werden kann. In vielen Fillen kann man aber — zum Beispiel
durch Raten oder durch formale asymptotische Entwicklung — einen Kandidaten fiir
approximative Losungen finden, die wir als

z:J—

schreiben wollen, d.h. z(e) ist fiir jedes ¢ € J ein Kandidat fiir eine approximative
Losung, wobei J ein hinreichend kleines Intervall mit 0 € J C [ ist.

22Wir wollen hier keine priizise Definition von reguldr gestort und singuldr gestort geben. Die Dau-
menregel ist: Bei regulér gestérten Problemen liefert ein einfacher asymptotischer Ansatz wie in (2.33)
sinnvolle Ergebnisse, bei singulir gestérten Problemen verliert man bei dieser Methode einige oder
sogar alle Losungen.
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Definition 17 (Konsistenz und Konvergenz). Wir nennen &

1. konsistent zur Ordnung K, falls
r(e) == F(g, z(e)) = o(e"),
fir alle € € J gilt, wobei r(¢) das Residuum ist.
2. konvergent zur Ordnung K, falls es eine Funktion éx : J — X gibt, so dass
0=F(e, z(c) + 0z(e)) und |6z (e)| = o("),

fiir alle € € J gilt, wobei dx(e) als Fehlerterm oder Korrekturterm bezeichnet
wird.

Hierbei gilt K € N

Eine gute Approximation ist nun sicherlich sowohl konsistent als auch konver-
gent, und es stellt sich die Frage, ob die eine Eigenschaft schon die andere impliziert.
Ublicherweise impliziert Konvergenz auch Konsistenz (zumindest wenn F' hinreichend
regulér ist) aber die Umkehrung ist im Allgemeinen falsch. Ahnliche Konzepte und
Fragen spielen auch der numerischen Analysis eine wichtige Rolle, wobei € dann meist
der Diskretisierungsparameter ist.

Dass Konsistenz nicht unbedingt Konvergenz nach sich zieht, sieht man zum Beispiel
fiir N = 2 an der Gleichung

reo- (Gl ) ()00 e

Auf den ersten Blick kénnte man meinen, dass die Funktion Z : (—1, +1) — R? mit

fiir e &~ 0 eine gute Approximation der exakten Losung liefert, den fiir die entsprechen-
den Residuen gilt

re)=1-1-1-1-0=0, ra(e) = (-1+¢&%) - 1+1-1-e*=¢&"—* = 0(e),

d.h. 7 ist konsistent zur Ordnung 1 (es gilt sogar F'(0, z) = 0, d.h. Z ist exakte Losung
der Gleichung fiir ¢ = 0). Der Kandidat Z ist aber zu keiner Ordnung konvergent, denn
die exakte Losung ist durch

1—¢

1
x1(e) = 19(e) = B bzw. dxq(e) = dxa(e) = .
gegeben, d.h. es gilt |dz(e)| — oo fiir ¢ — 0. Dieses Beispiel ist wieder singulér gestort,
aber diesmal weil der ,wichtigste’ Term in der Gleichung (2.35) — also die quadratische
Matrix — die Determinante €® besitzt und daher weder zu nullter, erster oder zweiter
Ordnung in € invertierbar ist.

Bemerkung (Konsistenz und Konvergenz einer asymptotischen Entwicklung). Besitzt
die exakte Losung x(e) eine asymptotische Entwicklung im Sinne von Definition 13, so
st die Naherungsformel

jf(&):$0+€'I1+...+5K'{L’K
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konvergent zur Ordnung K im Sinne von Definition 17. Ist F' dariber hinaus lokal
Lipschitz-stetig”®, so ist T auch konsistent zur Ordnung K. Genauer gesagt: Wenn es
eine Konstante C' und einen Radius r > 0 gibt, so dass

[1F(e, &) = Fe, &)l < Cll62 — &

fiir alle e € J und alle &,& € B.(xg) gilt, so folgt wegen F(e, x(s)) = 0 aus der
Konvergenz schon

Il = 1F (e, 2(e)) = F (e, ()l < Clloz(e)l| = o(e")

fiir alle hinreichend kleinen € und damit die Konsistenz von T.

2.3.2 Asymptotische Analysis von Differentialgleichungen

Wir wollen in diesem Abschnitt verstehen, in wieweit gewo6hnliche Differentialgleichun-
gen asymptotisch analysiert werden konnen. Im Prinzip kann man wieder sehr starke
und allgemeine Theoreme formulieren und beweisen, aber wir werden uns daher auf
das Studium einiger illustrativer Beispiel beschrinken um die wesentlichen Schritte und
Argumente zu verstehen.

Beispiel fiir eine Gleichung erster Ordnung

Unser erstes Beispiel ist das skalare Anfangswertproblem erster Ordnung?*
&= —x+sin(e-x), x‘t:0:1+5 (2.36)

mit dem kleinen Parameter €. Wir wollen wieder die Losungen nach Potenzen von ¢
entwickeln und starten mit dem asymptotischen Ansatz

x(e, t) = 2o(t) + - 21 (t) + 2 - ao(t) + €5 as(t) + ... (2.37)

Um die Terme mit verschiedenen e-Potenzen voneinander trennen zu kénnen, erinnern
wir uns zunéchst daran, dass die Sinusfunktion auf ganz R analytisch ist, also in die
Potenzreihe

sin(z) =1-z2—%-2°+ 452"+ ... (2.38)

entwickelt werden kann. Insbesondere gilt

sin (e-2(t)) = (e wo(t) + &% a1 (t) +€* 2o (t) + ...) — & - (e~ @o(t) + L)?

2.39
zs-xo(t)+€2-x1(t)+63-($2(t)—%-x0(t)3)+(9(5 ), (2.39)

wobei wir nur Terme der Ordnung O(e?) beriicksichtigen wollen (wir kénnten aber bis
zu jeder anderen Ordnung rechnen). Setzen wir nun (2.38) und (2.39) in die Differen-
tialgleichung (2.36); ein, so erhalten wir

L.S. = dg(t) + & a1(t) + &% - do(t) + % - d3(t) + O(")

23Jede stetig differenzierbare Funktion ist auch lokal Lipschitz-stetig.
24 Ordnung meint hier auf die Ordnung der Differentialgleichung, nicht die Ordnung der asymptoti-
schen Entwicklung.
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und
R.S. = =" amo(t) + &' (—a1(t) + 2o(t)) +€° - (— m2(t) + 24(2))
+ & (—as(t) +aa(t) — 3 - 20(t)°) + O(e"),

wobel L.S. bzw R.S. fiir linke Seite bzw. rechte Seite steht. Kombinieren wir diese

Formeln mit den Anfangsbedingungen (2.36),, so ergibt sich die folgende Hierarchie

von Anfangswertproblemen?:

0(80)1 Z’O(t) + l‘o(t) = 0 l‘o(O) = 1
O(e'): T1(t) +x1(t) = wo(t) mit r1(0) = 1
O(e?): To(t) +2(t) = x41(t) mit xo(0) = 0
0(53)1 l’g(t) + xg(t) = I2<t) — % : xo(t)?’ mit 333(0) 0
O(=): et 4 a(t) = mit  24(0) = 0

Das nullte Anfangswertproblem ist in diesem Beispiel linear und besitzt die Losung

o(t) = exp (—t).

Alle anderen Anfangswertprobleme in der Hierarchie sind linear aber inhomogen (das
ist immer so). Um die entsprechenden Losungen explizit anzugeben, bemerken wir,
dass die allgemeine Losung des Anfangswertproblems

2(t) = —z(t) + b(t), 2(0) =¢ (2.40)
durch

2(t) = exp (—t) - (<+ /O exp (s) - b(s) ds) (2.41)

gegeben ist (Nachrechnen!). Damit kénnen wir nun x1, xs und x5 schrittweise berechnen
und erhalten

21(t) = exp (—t) - (1 + /0 Cexp (s) - 70(s) ds)
= exp (1) - (1+/Ot1ds> — oxp (—t) - (1+1)

bzw.

xo(t) = exp (—t) - (0 + /Ot exp (s) - x1(s) ds)
= exp (—t) - <O+/Ot(1+s)d5) =exp (—t)- (t+ 5 -t7)

raft) = exp (—0) [ e (s)- (aa(s) = - an(s)") ds

t
= exp (—t) / (s+1-5°— 1 exp(—2s))ds
0

=exp (=) (31 + 5 + 55 oxp (=2) — 15).

25Versuchen Sie, ein Analogon zu Prinzip 16 zu formulieren.
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Insgesamt haben wir damit eine formal-asymptotische Entwicklung gefunden. Zu dritter
Ordnung erhalten wir

T3(e, t) = wo(t) + - 21(t) + % 22(t) +&° - 2o(t)
:exp(—t)'<(1+€—1—12~53)+(8+€2) 4+ (

+exp (=3 -t)- <1—12-53>,

N |—

'82+%'83)'t2+%'63-t3>

als Kandidaten fiir eine Ndherungslosung, wohingegen die Terme erster Ordnung den
Kandidaten

T1(e, t) = zo(t) + - x1(t) = exp (—t) - (1 +ete- t).

liefern. Es ist aber nicht a-priori klar — jedenfalls nicht mit dem Wissen aus den Grund-
vorlesungen zur Analysis — ob diese asymptotischen Formeln — die wir ja zunéchst nur
formal, d.h. durch den geratenen Ansatz (2.37), abgeleitet haben — wirklich die exakten
Losungen approximieren. Wir wollen nun diese Frage zumindest fiir X' = 1 a-posteriori
beantworten. Dazu erinnern wir daran, dass fiir ein eingegebenes Gebiet Q0 C RY der
Funktionenraum

BC(Q) :={w: Q2 — R : w ist beschriankt und stetig},

mit der Supremumsnorm |[ul|s := sup,cq |u(y)| ein normierter Raum ist.

Lemma 18. Die Approximation Ty ist fir e € I := (=1, 1) konsistent und konver-
gent zur Ordnung 1 im Funktionenraum X = BC(Ryy). Insbesondere besitzt die exakte
Lésung x des Anfangswertproblems (2.36) eine asymptotische Entwicklung zur Ordnung
1 @m Sinne von Definition 13.

Beweis. Um die wesentlichen Idee zu verdeutlichen, schreiben wir in diesem Beweis
T(t) statt T1(e, t). AuBerdem setzen wir

Cy:=sup(2+1t)-exp(—t) < 00
>0

und bemerken (nach einen Taylor-Argument), dass
|sinz — 2| < Cy- 23

fiir eine gewisse Konstante Cy € R und alle z € R gilt.
Konsistenz: Per Definition ist

re(t) := Z.(t) + z-(t) — sin (¢ - Z.(t))

das Residuum der Differentialgleichung (die Anfangsbedingung wird exakt erfiillt und
fithrt somit zu einem trivialen Residuum) und durch Rechnen verifizieren wir

re(t) = e - exp (—t) — sin (¢ - 2.(1))
= (= 7e(t) —sin (= 2.(8)) ) — 22 (1 + ) exp ().

Insbesondere mit

7.t < O, firalle t>0,c€l (2.42)
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die Abschétzung

[7elloe = sup |ro(t)] < €% Cy- CF + 2 C1 = O(e?) = o(e), (2.43)
t>0

d.h. z. ist in der Tat konsistent zur Ordnung 1.
Konvergenz: Die Fehlerterme konnen als

S2.(t) = 2. (t) — 7. (t)

dargestellt werden, wobei z.(t) die exakte Losung zu (2.36) ist. Diese kennen wir
zwar nicht explizit, aber elementare Argumente?® aus der Theorie der nichtlinearen
gewohnlichen Differentialgleichungen zeigen, dass es eine Konstante C'3 gibt, so dass

lzo(t)] < Cs fir alle ¢t>0, e €. (2.44)
Nach Definition von 7.(¢) und z.(¢) gilt nun
5:Z'e(t) = Te (t) - i'e(t)

= ( — x.(t) + sin (5 . xg(t))) — ( — Z(t) + sin (5 : js(t)) + Ts@))
= —0x(t) + g.(t)

wobei
g=(t) :==sin (e - Z.(t) + € - 6z.(t)) — sin (e - Z-(t)) — r=(t). (2.45)

Da die allgemeine Losung des Anfangswertproblems (2.40) durch die Formel (2.41)
gegeben ist, gilt insbesondere

t
dz(t) = exp (—t) - / exp (s) - g=(s) ds. (2.46)
0
Wir wollen nun Abschétzungen fiir g. ableiten und bemerken zunéchst, dass
|0z (t)| < Cy 4+ Cs firalle t>0, el

wegen (2.42) und (2.44) gilt. Mit Hilfe von (2.45), (2.43) sowie der Eigenschaften der
Sinusfunktion finden wir deshalb eine Konstante Cy, so dass

lge(t)| < Cy-&®  fiiralle t>0, c€l.

Durch Einsetzen in (2.46), Abschitzen und Berechnung der Integrale erhalten wir
schlieflich

t
62.()| = Oy - €% - exp (—t) - / exp (s) - ds < Cy - & (2.47)
0

fir alle t > 0, ¢ € I und damit ||0z.||o = o(€) bzw. die gewiinschte Konvergenzaussa-
27
ge. ]

26Man kann zum Beispiel wegen —z. — 1 < & < —x. + 1 leicht obere und untere Schranken aus
dem Vergleichsprinzip ableiten.

2TUnser elementarer Beweis kann durch ausgefeiltere Werkzeuge (wie zum Beispiel das Duhamel-
Prinzip und das Lemma von Gronwall) vereinfacht werden.
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Bemerkung.

1. Die Abschdtzung (2.47) fir dz. kann nicht weiter verbessert werden, weil nur
r. € O(g?) gilt. Definiert man T. zum Beispiel mit T3(e, x) an Stelle von (e, x),
5o kann man ||r.| s € O(e) sowie ||0x.]| € O(e*) zeigen.

2. Insbesondere gilt: Die Aussage von Lemma 18 gilt sinngemdfs fiir alle K € N, d.h.
die oben beschriebene formale asymptotische Entwicklung liefert Approzimationen
T die immer konsistent und konvergent zur Ordnung K sind.

3. Zur Beweisstrategie: Lemma 7 impliziert, dass die Losung des Anfangswertpro-
blems beliebig oft nach e differenziert werden kann. Insbesondere ist damit klar,
dass

x(e, t) = Zsk cap(t) + O(e5H)

K
k=0

fiir jedes feste t gilt, wobei die Fehlerterme O(aK“) dann aber von t abhdngen.
Der Nachweif3, dass diese Formel sogar uniform in t g¢ilt, ist nicht trivial und
benotigt entweder abstrakte Hilfsmittel aus der Funktionalanalysis oder eben kon-
krete Argumente wie im Beweis von Lemma 18 .

4. Fir dieses Beispiel sind die Approrimationsresultate sehr gut und gelten weil
die Differentialgleichung (2.36); die folgenden zwei strukturellen Eigenschaften
besitzt:

(a) die rechte Seite der Differentialgleichung ist analytisch in x und ¢,

(b) alle Funktionen xy, klingen exponentiell in der Zeit ab.

Unter schwdicheren Voraussetzungen kann man im Allgemeinen nur sehr wviel
schwichere Aussagen (endliche Zeitintervalle, Entwicklungen von nur kleiner
Ordnung) tber die Konsistenz und Konvergenz von asymptotischen Entwicklun-
gen erwarten.

Beispiel fiir eine Gleichung zweiter Ordnung
Wir betrachten nun das Anfangswertproblem
Jry+2-e9y=0,  ylo=+1,  ghoo=—¢, (2.48)
und beginnen wieder mit dem Ansatz
yle, t) = yot) +e-y1(t) +e - ys(t) + ... (2.49)

Durch Einsetzen und Gleichsetzen aller Terme mit derselben e-Potenz ergibt sich nun
in diesem Beispiel die folgende Hierarchie von Anfangswertproblemen zweiter Ordnung;:

O(e%): Go(t) +yo(t) = 0 Yo(0) = +1 %(0) = 0
O(e'): () +ut) = —2-59() y1(0) = 0 7(0) = -1
O(e?): Go(t) +ya(t) = —2-5u(t) y2(0) = 0 72000 = 0
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Um die Anfangswertprobleme fiir die y; zu losen, bemerken wir zunéchst, dass die
allgemeine Losung des inhomogenen Anfangswertproblems

O+ =b1),  H0)=G,  H0)=G
durch

2(t) = cos (1) - (gl - /O "b(s) sin (5) ds) +sin (1) - (42 + /O "b(s) cos (s) ds)

t
=cos(t) - ¢ +sin(t) - G + / b(s) -sin (t — s)ds
0
gegeben ist (Nachrechnen!). Damit ergibt sich zu nullter Ordnung

yo(t) = cos (t),

zu erster Ordnung

) = cos () (0+2 [ dn(s) s 5)ds ) +sin (o) (-1 QA% cosie)0s)

t
= —2-cos (t) - / sin (s) - sin (s) ds — sin (¢) + 2 - sin ( / sin (s) - cos (s) ds
0 0
— cos ( <t —cos (t) - sin (t)) — sin (t) + sin (¢)°
= —t-cos(t) —sin () + sin () - (cos (t)* + sin (t)2>
= —t - cos (t)
und zu zweiter Ordnung
()= .. =1 cos(t)+1-t-sin(t).

Insgesamt erhalten wir also mit

Bole ) =cos (1) (1—e-t+ e 2) +sin () (3-1)

eine Kandidaten fiir eine Approximation zweiter Ordnung, und es stellt sich wie im
ersten Beispiel die Frage, ob dieser Kandidat wirklich eine gute Approximation ist.

Lemma 19. Seie € [ := (=1, +1). Fiir alle K € N und jedes feste 0 < T < oo, liefert
das obige Approzimationsverfahren eine Niherungslosung Ty, die in BC([0, T']) sowohl

konsistent als auch konvergent zur Ordnung K ist. Die Fehlerterme hingen jedoch von
T ab.

Wir wollen dieses Resultat nicht beweisen sondern nur erwéhnen, dass man es ent-
weder

1. mit Methoden awie im Beweis von Lemma 18,
2. mittels abstrakter Argumente aus der Theorie der dynamischen Systeme,

3. oder mit Hilfe einer Taylor-Entwicklung der exakten Losung nach e

Michael Herrmann: Angewandte Analysis [D)ey-sa | Version vom 28.7.2019



o8 2. Methoden der Angewandten Analysis

0.5 4 W 0.5 T

LN NN
N\ N

0.0\ 2 v 2 0.0}z

-05) 4 N V/ -05

S
p

o

M Ao o wn

20 22 24 26 28 30 80 82 84 86 88 90 300 302 304 306 308 310

Abbildung 2.1: Exakte und approximative Losungen des Anfangswertproblem (2.48) mit
e = 0.01: Die exakte Losung (schwarz) ist zusammen mit den Approximationen z; (Dunkel-
grau), To (Mittelgrau) und Zs (Hellgrau) iiber verschiedenen Zeitintervallen dargestellt.

ableiten kann.

Die exakte Losung des Anfangswertproblems (2.48) ist durch
y(e, t) = exp(—e-t)-cos (\/ 1—e2. t)

gegeben, und wir wollen diese nun genauer mit den approximativen Losungen verglei-
chen: Es ist nicht schwer zu sehen, dass eine asymptotische Analysis bis zur Ordnung

e eine approximative Losung der Bauart

Ui (e, t) = cos (t) - Pg(e, t) +sin(t) - Qk (e, t)
liefert, wobei Px und Q@ Polynome in € und ¢ sind. Insbesondere gilt also

lim |y(e, t)| =0, limsup |jk (g, t)| = o0,

t—oo t—00
d.h. jede Approximation gk hat ein vollkommen anderes Langzeitverhalten als die
exakte Losung. Wie in Lemma 19 formuliert und in Abbildung 2.1 angedeutet, gilt
zwar fiir jedes feste T' und jedes K die Konvergenz

sup [y(e, 1) = (e, )] > 0,
te[0,T]

aber diese Konvergenz wird immer schlechter je gréfler 7" ist. Oder anders gesagt, um
eine gute Approximation auf sehr grofien Zeitintervallen [0, 7] zu erhalten, muss man
K sehr gross machen und/oder e sehr klein wihlen. Es wird aber niemals gelingen, das
Langzeitverhalten im Limes € — 0 richtig zu beschreiben. In diesem Zusammenhang
beobachten wir auch, dass eine Taylor-Entwicklung der exakten Losung nach sowohl
als auch ¢ mit

l—e-t+ (-1 -£+0(+ %)

eine noch viel schlechtere Approximation als die asymptotische Entwicklung nach &
liefert, da nun auch der Exponential- und der Kosinus-Term durch Polynome ersetzt
werden.

Es gibt aber auch asymptotische Methoden, die das Langzeitverhalten richtig
auflosen. Wir koénnen diese hier nicht im Detail diskutieren sondern wollen nur
erwihnen, dass man dazu den Ansatz (2.49) durch den Mehrskalen-Ansatz

yle, t) =wyolt,e-t, et ..)+e-y(te-t, e, ...) + ...

ersetzen muss, bei dem die Koeffzienten g, nun nicht mehr nur von ¢ sondern auch
noch von den reskalierten Zeiten Tj := & - t abhéingen.?®

28Giche zum Beispiel Mark H. Holmes, Introduction to Perturbation Methods, Springer.
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Singulir gestortes Randwertproblem und Grenzschichten

Alle bisher betrachteten Beispiele fiir Anfangwertprobleme waren regulir gestort in
dem Sinne, dass eine asymptische Entwicklung in Sinne von Definition 13 existierte.
Wir wollen nun das Anfangswertproblem

Ey+y+y = 07 y|t:O = 07 y|t:0 = 17 (250)

studieren. Der kleine Storungsparameter e steht diesmal vor der hdchsten Ableitung
und deshalb wird sich (2.50) als singulér gestortes Problem erweisen.
Wir beginnen unsere Diskussion mit einem reguléren asymptotischen Ansatz

yle, t) = yo(t) +e-y1(t) + e yat) + ... (2.51)

und erhalten nach einigen elementaren Rechnungen die folgende Hierarchie von
Anfangswertproblemen:

O(e"): Yo(t) +wo(t) = 0 ¥o(0) = 0 %(0) = 1
O(e"): i(t) +unt) = —do(?) y1(0) = 0 yi1(0) = 0
O(&?): Ga(t) +yo(t) = —4i(?) y2(0) = 0 y2(0) = 0

Im Gegensatz zu den bisherigen Beispielen erhalten wir diesmal zu nullter Ordnung ein
tiberbestimmtes Anfangswertproblem, das aus einer Differentialgleichung erster Ord-
nung sowie zwei Anfangsbedingungen besteht. Man sieht nun leicht, dass es keine ent-
sprechende Funktion y, geben kann: die allgemeine Losung der Differentialgleichung
lautet

Yo(t) = Cexp (=),

aber es gibt keine Wahl von (, so dass y(0) = 0 und 30(0) = 1 gilt.

Wir wollen nun genauer verstehen, ob und wie man fiir kleine € eine gute Approximation
der Losung ableiten kann. Dazu bemerken wir, dass

exp (‘2%:) . sinh (—”2_45 - t) (2.52)

eine explizite Formel fiir die exakte Losung von (2.50) ist. Wir wollen nun diese Formel
benutzen um Ideen zu entwickeln, die man auch bei anderen singulédr gestorten Pro-
blemen (bei denen man die exakte Losung in aller Regel nicht kennt) anwenden kann.

)= .
y(e, t) T

In Abbildung 2.2 schen wir, dass die zeitliche Anderung der Losung — also g(e, t)
— fiir kleine € sehr steile Ableitungen in der Néhe von ¢ = 0 aufweist und sehr schnell
von 1 auf 0 abklingt. Wir sehen auch, dass dieser Abklingprozess mit kleinem e immer
schneller wird. Dies ist nicht iiberraschen, den setzen wir die Anfangsbedingungen in
die Differentialgleichung ein, so erhalten

. —y(0) —y(0 1

sy~ 10 —v0) 1
€ €

Man sagt, die Losung zum Anfangswertproblem (2.50) weist bei ¢ ~ 0 eine Grenzschicht

auf, in der sich — auf Grund der zu nullter Ordnung inkompatiblen Anfangsbedingun-

gen — die Losung und ihre zeitliche Ableitung erheblich dndern. Diese Grenzschicht
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Abbildung 2.2: Losung des Anfangswertproblem (2.50) mit verschiedenen Werten von &
iiber dem Zeitintervall ¢ € [0, 2]. Oben: y(t, €) als Funktion von t. Unten: 0yy(t, ) als Funk-
tion von ?.

verschwindet zwar im Limes ¢ — 0, ist aber doch sehr wichtig und kann nicht ver-
nachléssigt werden. Es liegt daher nahe, zunéchst eine approximative Beschreibung fiir
das Grenzschichtverhalten abzuleiten und diese dann mit Néherungsformeln fiir die
Dynamik auflerhalb der Grenzschicht zu kombinieren.

Asymptotik fir die Grenzschicht (innere Entwicklung, inner expansion): Die wesent-
lich Idee ist, zunéchst die Zeit und die Losung innerhalb der Grenzschicht zu reskalieren.
Dies fithrt auf den Ansatz

t=e"T, y(e, t) =€ Y (e, &7 1) (2.53)

wobei T' bzw. Y die reskalierte Zeit bzw. Losung bezeichnen und die Skalierungsex-
ponenten «, [ noch unbestimmt sind. Durch Einsetzen in die Differentialgleichung
erhalten wir

P20 92y (e, T) 4+ 7% 0;Y (e, T) +<° - Y(e, T) =0,
und die Anfangsbedingungen liefern
7Y (e, 0) =0, P 0rY (e, 0) =1.

Unser Ziel ist es nun,  und S so zu wahlen, dass wir die Dynamik von Y bzgl. T
zu fithrender Ordnung in € ablesen konnen bzw. durch eine regulidre asymptotische
Entwicklung berechnen kénnen. Im Allgemeinen kann es schwierig sein, a und 8 zu
identifizieren, aber im konkreten Fall liefert die Wahl

a=1, 5=1
das regular gestorte Anfangswertproblem
03Y (e, T)+0rY (e, T)+e-Y(e,T) =0, Y(g,0) =0, orY(s,0)=1,
dessen Losung in nullter Ordnung durch
Y(e, T) = Yo(T) + Oe),  Yo—1—exp(~T)

approximiert werden kann. Im Kombination mit (2.53) erhalten wir damit

yle, t) = e - <1 — exp (—é)) fir t=¢T, 0<ex1l, T=0() (2.54)
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als Beschreibung fiir die Grenzschicht (beachte, dass T = O(1) genau dann, wenn

t=0(e)).

Asymptotik jenseits der Grenzschicht (duflere Entwicklung, outer expansion): Aufer-
halb der Grenzschicht soll y natiirlich weiterhin eine Losung der Differentialgleichung
(2.50); sein, aber wir brauchen nun nicht mehr die Randbedingungen zu erfiillen (dazu
haben wir ja die Grenzschicht eingefiihrt). Wir konnen daher erwarten, dass wir y fiir
alle hinreichend grofien Zeiten durch einen Ansatz wie in (2.51) approximieren konnen.
Zu nullter Ordnung muss dann o + yo(t) = 0 bzw.

yo(t) = cc - exp (—t),

gelten, wobei c. eine noch zu bestimmende Integrationskonstante ist (c. kann aber
wegen der Grenzschicht nicht aus den Anfangsdaten bestimmt werden). Insgesamt er-
halten wir mit

y(e, t) = c. - exp (—t) fir t>el, 0<ex1 (2.55)

eine Néaherungsformel fiir das Verhalten auflerhalb der Grenzschicht.

Konsistenzbedingung (matching conditions): Wir haben nun mit (2.54) und (2.55) zwei
verschiedene Approximationen abgeleitet, wobei die Konstante c¢. noch unbestimmt
blieb.

Wir wollen nun c. so bestimmen, dass die innere und die duflere Einwicklung zu-
einander passen. Dazu bemerken wir, dass nach Konstruktion

N S e ) e
gilt, d.h. die innere Asymptotik liefert € als den approximativen Wert von y am Ende
der Grenzschicht, wohingegen die duflere Asymptotik c. als ungefihren Wert von e
unmittelbar hinter der Grenzschicht liefert. Beide Asymptotiken sind also nur dann
konsistent, wenn wir ¢, durch

festlegen.

Kombinierte Entwicklung (combined expansion): Wir konnen die unterschiedlichen
asymptotischen Formel fiir das Verhalten innerhalb und auflerhalb der Grenzschicht
wir folgt miteinander kombinieren: Man sieht leicht, dass die Formel

e ime () s e =< (o (<o)~ (= 1)) @50

sich fir t = O(e) auf (e, t) ~ €Yy(t/e) reduziert, wohingegen wir fiir t € O(1) mit
t > e die Ndherung y(e, t) = ¢ exp (—t) erhalten. Man sagt, (2.56) ist eine kombiniert-
asymptotische Formel, da sie sowohl die innere als auch die &uflere Asymptotik wider-
spiegelt und man deshalb

yle, t) =yl t)
erwarten kann. Insbesondere erlaubt es (2.56), die folgenden Nahrungsformeln

max y(e, ) R e, argmax y(e, -) & —elne
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fiir das Maximum der exakten Losung abzuleiten. Wir kénnen hier nicht diskutieren,
wie man die Konvergenz und Konsistenz der Formel (2.56) nachweisen kann, wollen

aber erwiahnen, dass sie fiir kleine € eine sehr gute Approximation der exakten Losung
(2.52) liefert, siehe Abbildung 2.3.

£=0.05 £=0.005 £ =0.0005
0.0500 0.0050 0.0005

0.0250 0.0025 0.0003

0.0000

0.0000 0.0000%
0.0 0.1 0.2 03 04 0.00 0.05 0.10 0.15 0.00 001 002 003 004 005 006

Abbildung 2.3: Exakte (grau) und approximative (schwarz) Losung des Anfangswertpro-
blems (2.50) fiir verschiedene Werten von € auf einem jeweils anderen Zeitintervall.
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2.4 Fourier-Methoden

In diesem Abschnitt ist £ immer eine eindimensionale Ortsvariable und alle betrachte-
ten Funktionen werden Werte in C annehmen.

Exkurs iiber temperierte Distributionen

Eine umfassende Theorie der Fourier-Transformation kann nur innerhalb der Theorie
der temperierten Distributionen entwickelt werden. Wir konnen hier die mathemati-
schen Details nicht diskutieren, wollen aber kurz trotzdem kurz erkldren, was eine
temperierte Distribution?’ ist.

Grundlage aller Argumente ist der Schwartz-Raum?°

S(R)={¢:R— C : ¢ ist glatt mit sup }sm . go(k)(s)| < oo fiir alle m, k € N},
seR

wobei wir sagen, eine Folge (¢,),cy € S(R) konvergiert in S(R) fiir n — oo gegen
Yoo € S(R), falls

sup |s™ - (') (s) — @éﬁ)(s))‘ e fir alle m, k € N.
seR

Eine temperierte Distribution 1 ist eine lineare und stetige Abbildung S(R) — C, aber
man schreibt nicht ¥ (y) fiir das Bild von ¢ € S(R) unter der Abbildung ¢ sondern

(¥ | )

und nennt dies die Dualpaarung der Distribution ¢ mit der Testfunktion ¢. 3! Hierbei
meint Linearitdt von 1 wie iiblich

(V|G o1+ Gp)=CG (V] )+ G- (V]|p2)

fir alle (1, (2 € C und alle ¢1, 3 € S(R), und ¢ heifit stetig, falls

n—oo

@nmﬁpooins = <¢|90n>—><¢"1000>in©'

Die Menge aller temperierten Distributionen wird mit S’(R) bezeichnet. Auflerdem
konvergiert eine Folge (vn),.y C S'(R) von temperierten Distributionen gegen einen
Grenzwert 1) €€ S'(R) , sofern

(ale) = (Vo|p) firalle e SR)

gilt. In diesem Fall spricht auch von distributioneller Konvergenz.

Obwohl das Konzept einer temperierten Distribution sehr abstrakt ist, kann man Dis-
tributionen als verallgemeinerte Funktionen auf R betrachten. Wir wollen dies nun mit
einigen heuristischen Argumenten verdeutlichen.

29Temperierte Distributionen sind eigentlich ein Spezialfall allgemeiner Distributionen. Auferdem
kann man temperierte Distributionen nicht nur auf R sondern auch auf R? definieren.

30Laurent Schwartz (1915 — 2002), franzosischer Mathematiker. Er begriindete die mathematische
Theorie der Distributionen und erhielt dafiir 1950 die Fields-Medaille.

31Tm Dirac-Kalkiil der Quantenmechanik entspricht (¢| einem ,bra‘, |p) einem ,ket* und (- | -) ist
gerade die bracket.
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Die erste wichtige Beobachtung ist, dass jede hinreichend regulére Funktionen w —
sagen wir, w ist mindestens stiickweise stetig und wéchst héchstens polynomial — auch
eine temperierte Distribution ist, wobei die Dualpaarung durch

(w] ) ::/Rw@)-so(s)ds

gegeben ist. Dariiber hinaus gibt auch Distributionen, die nicht durch Funktionen er-
zeugt werden. Prominentestes Beispiel ist die Diracsche®? Delta-Distribution in Punkt
So, die formal durch

(050 | 0) == p(s50)

definiert wird.

Die zweite wichtige Idee ist, dass man jede Distribution entweder als Funktion oder
als singuldren Grenzwert einer geeigneten Familie von Funktionen betrachten kann. Ist
0 € S(R) zum Beispiel nicht-negativ und integrierbar mit [, o(s) ds, so kann man fiir
jedes € > 0 die reskalierte Funktion

1 s — Sp
0Oc,50(8) i= - Q( 5 )

/ Ocsp(s)ds =1
R

betrachten. Insbesondere gilt

fiir alle € > 0 sowie

(Geno | ©) = / Ge(s) 0(s)ds % p(se) = (8 | @)

fir alle ¢ € S(R), siche Abbildung 2.4. In der Tat, mit Hilfe einer Integral-
Transformation und der Taylor-Entwicklung von ¢ finden wir

[ o) etsras = [ 2oo(FT) ptepas
:/Rg(é)-go(so—ks-é)d§
_ /Rg(g) (ols0) + ¢/ (s0) -5+ ) d3
:go(so)/Rg@) d§+€-g0'(so)/R§g(§) ds + ...

= p(s9) + O(e).

Die Dirac-Distribution d,, kann also im distributionellen Sinne also als Grenzwert von
0e,s, betrachtet werden; in der Physik schreibt man daher haufig auch

/650(5) -0(s)ds an Stelle von (05, | ©),
R

obwohl die linke Seite kein Integral ist und obwohl d,, eigentlich keine Funktion, son-
dern nur eine Distribution ist.

32Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984), britischer Physiker.
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A Oe,s0 (S) A Q,s,so (8) A
O(1/¢%)

Vo

Abbildung 2.4: Die Funktion . s, und ihre Ableitung, wobei fR 0c,50(s)ds = 1. Im Limes
¢ — 0 konvergieren g, bzw. ¢ im Sinne der Distributionen gegen die Dirac-Distribution ds,
bzw. die Ableitung d; derselben.

Diese Approximationsidee ist extrem fruchtbar und erlaubt es, viele der bekannten
mathematischen Operationen auch fiir Distributionen zu definieren. Auf Grund der
partiellen Integration gilt zum Beispiel

[ 00 == [ oen(e) - 0.

Im Limes ¢ — 0 konvergiert die rechte Seite gegen (0, | ¢') und es liegt nahe, den
Grenzwert der linken Seite als die Ableitung der Dirac-Distribution s, zu bezeichnen.
In diesem Sinne gilt

(8] )= —(00 ] @)  baw. /Ra;(s)-so(s) ds = —/Rasxs»so'(s)ds,

aber ¢, existiert nicht im klassischen Sinne — also nicht als punktweiser Grenzwert von
Differenzenquotienten — sondern nur in einem sehr verallgemeinerten, im distributio-
nellen Sinne.

Definition 20 (Ableitung einer Distribution). Fiir jede temperierte Distribution i €
S'(R) wird durch

(¢'|e):=—(v|¢) (2.57)

eine weitere temperierte Distribution ' € S'(R) definiert, die man die distributionelle
Ableitung von 1 nennt.

Bemerkung. Die distributionelle Ableitung ist in folgendem Sinne eine Verallgemei-
nerung der klassischen Ableitung :

1. Fir jede stetig differenzierbare Funktion w ist die klassische Ableitung auch die
distributionelle Ableitung.

2. Gilt w, — ¢ im Sinne der temperierten Distribution, so gilt auch w], — " im
Sinne der temperierten Distributionen.

Insbesondere gilt mit (2.57) immer die Formel der partiellen Integration in einem ver-
allgemeinerten Sinne.

Ein weiteres Beispiel ist die Funktion-Funktion sgn, die nicht stetig in 0 und daher
nicht im klassischen Sinne differenzierbar ist. Sie ist aber auch Distribution mit

(sen | p) = / sen(s) - o(s) ds
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und wir rechnen leicht nach, dass

[ ¢pas= [ s [ pas=-2-p0

—00

fiir jedes ¢ € S(R) erfiillt ist. Es gilt also

(sen| @)= (26| ) baw. /@mwwwmz—/z@m»w@w
R R
und daher
sgn’ = 2§y, sgn” =24,

im Sinne distributioneller Ableitungen. Man kann diese Formeln auch dadurch recht-
fertigen, dass man sgn durch glatte Funktionen approximiert, zum Beispiel durch

2 x
N:(s) = — - arctan (—),
T £

und dann zum Grenzwert € — 0 iibergeht; insbesondere gilt

/%W%%wﬁﬁ 0, gL ,W()
R

fir alle ¢ € S(R) und alle k£ € N.

Lemma 21 (Distributionelle Ableitung stiickweise glatter Funktionen). Die Funktion
w: R — C besitze endliche viele Unstetigkeitsstellen sy, Sa, ..., Sy, S0 dass

1. w ist auf jedem der offenen Intervalle
(_OO’ 51)) (Sl’ 52)) (SM—la SM)» (SMa +OO)
im klassischen Sinne stetig differenzierbar

2. w besitzt in jeder Unstetigkeitsstelle sowohl einen linksseitigen als auch einen
rechtsseitigen Grenzwert, so dass die i-te Sprunghohe

Q= @H) — ﬁi(*), 51‘(7) = limw(s —¢), Bi(*) =limw(s+¢)
eNy e\
wohldefiniert ist,

3. w(x) und die klassische Ableitung w'(x) wachsen hochstens polynomiell fir x —
+o0.

Dann besitzt die distributionelle Ableitung von w einen reguldren Anteil o und einen
singuldren Anteil o, d.h. es gilt w' = o+ o in S'(R), wobei die Funktion v stickweise

durch
v(z) = w'(x) fir alle  x € R\ {s1, ..., Snm}
und die temperierte Distribution o durch
=010 + ... +an sy,

definiert sind.
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Beweis. Sei ¢ € S(R) beliebig aber fest. Aus dem Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung auf dem Interval (s,,, $,,41) folgt

[ w s == [ uls) ) ds gl BT = o) -5
fir alle m =1...M — 1, sowie

/81 w(s) - ¢ (s)ds = +8 - @(s1), /+Oow(5) -¢/(s)ds = =By - @(sm)
wobei wir benutzt haben, dass w(400) - p(+00) = 0 gilt. AuBlerdem gilt

<1/J|<,0'>:/_00w(5).<p’(s)d5

:/_iw(s).¢’(5)d5+/552w(s)-go’(s)ds—l—...—i—/s;ww(s)-gO/(S)dS

und durch Umgruppieren der Terme erhalten wir

(wley=o- [

0

T 0(s) - p(s)ds — 3 am - p(sm) = —( 0+ 7| 0.

Die Behauptung folgt unmittelbar aus Definition 20 da ¢ beliebig war. 0

Die Theorie der temperierten Distributionen beruht ganz allgemein auf dem Konzept
der Dualitat zwischen Elementen des topologischen Raumes S(R) und der Menge S’(R)
aller linearen und stetigen Abbildungen S(R) — C. Ganz salopp kann man sagen:

1. Die Elemente aus S(R) — also die Testfunktionen — sind sehr reguldr (Ableitungen
existieren im klassischen Sinne und alle Ableitungen klingen sehr schnell fiir s —
+o0 ab). Die Elemente aus §’'(R) — also die temperierten Distributionen — miissen
hingegen nicht regulér sein.

2. Die Konvergenz in S(R) ist stark im Sinne von ,sehr einschrénkend‘ bzw. ,sehr
schwer nachzuweisen‘. Die Konvergenz in S’(R) ist hingegen sehr schwach, d.h.
leicht zu zeigen bzw. schon aus sehr schwachen Voraussetzungen.

Einige Funktionenridume

Fiir die Darstellung der Fouriermethoden benétigen wir neben S(R) und &’(R) noch
die Lebesgue-Riume33:34

LP(I;C) :=={w: I — C : w ist Lebesgue-messbar mit ||w||, < oo}

die mit der jeweiligen p-Norm

1/p
oll, = ( / w(s)P ds) C wlle = ess-supuy fuo(s)]

33Henri Léon Lebesgue (1875-1941), franzosischer Mathematiker.

34Wenn Sie nicht wissen, was ein Lebesgue-Raum ist: Salopp gesprochen enthilt der Raum LP(I; C)
(a) alle stiickweise stetigen Funktionen u : I — C die entweder beschréankt sind (p = oo) oder deren
Betrag p-fach integrierbar ist, sowie (b) alle Funktionen, die man als punktweise Grenzwerte der
Funktionen aus (a) erhalten kann.
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Banach-Réume sind, sowie
BC([;C) :={w: I — C : w ist beschrinkt und stetig},

der auch bzgl. der co-Norm ein Banach-Raum ist. Hierbei gilt immer p € [1, oco] und
I C R ist ein Intervall (offen oder abgeschlossen, beschriankt oder unbeschrénkt). Wir
schreiben dabei haufig auch L?(1I) statt LP(1;C).

In dem Abschnitt iiber Fourier-Reihen werden wir auch die Raume
L?(R;C) := {w: R — C : w ist 2L-periodisch und Leb.-messbar mit |jw]|, < co}

betrachten, wobei L > 0 gegeben und die p-Norm nun durch

+L 1/p
oll, = (/ |w<s>|pds) C wlle = esssupacy g oy [w(s)]

L

definiert ist. > Auflerdem sei
P(Z;,C)={w:Z— C : |Jw|, < oo fiir alle m,k € N},

wobel

die entsprechenden p-Normen liefert.

2.4.1 Fourier-Transformation

Mathematisch gesehen, sind die Fourier-Transformation® F sowie ihre Inverse JF 1
(verallgemeinerte) Integraltransformationen, die jeweils fiir eine grofie Klasse von Funk-
tionen definiert sind.

Die physikalische Sicht ist jedoch etwas anders: Es gibt neben der Ortsvariablen
x € R noch eine konjugierte Variable, die mit k£ bezeichnet und Impulskoordinate
genannt wird. Die Idee ist dabei, dass jeder Wert von k£ der ebenen Welle

e " = cos(k-x) —i-sin(k-2)

entspricht. Eine ausgesprochen wichtige und weitreichende Erkenntnis der Physik ist
nun, dass sehr viele Funktionen u (in der Variablen x) in eindeutiger Weise als un-
endliche Superposition von ebenen Wellen dargestellt werden kann, wobei die entspre-
chenden Koeffizienten durch eine Funktion « (in der Variablen k) ausgedriickt werden
konnen.

Mit diesen Vorbemerkungen wollen wir nun die Fourier-Transformation F und ihre
inverse F ! formal wie folgt einfiihren.

35Streng-genommen sollten die verschiedenen Varianten der p-Normen mit unterschiedlichen Sym-
bolen bezeichnet werden, etwa ||-||,, 1 bzw. ||| per,2z fiir Funktionen auf I bzw. 2L-periodische Funk-
tionen. Wir werden aber darauf verzichten um die Notationen moglichst einfach zu halten.

36 Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830), franzdsischer Mathematiker und Physiker.
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Definition 22 (Formale Definition von F und F~! fiir Funktionen auf R). Die Fourier-
Transformation F und die Inverse Fourier-Transformation erfiillen die Formeln 37

1 .
v L Fu=a, (k) = — / u(z) - e de (2.58)
2 R

und
F! -1 - - —ikaw
v — F u=71, 0(x) :—/v(k‘) -e dk (2.59)
R

fiir alle hinreichend reguldren Funktionen u und v.

Dass die Operation F~! wirklich die inverse Transformation zu F ist — dass also
@ = w und v = v gilt —, ist nicht so einfach zu sehen, kann aber damit begriindet
werden, dass

1

— [ w(z) e Ak dr = w(y) (2.60)
2m R2

fiir alle hinreichend guten Funktionen w gilt.

Fiir die folgenden Betrachtungen ist es wichtig zu verstehen, dass bei Anwendung
der Fourier-Transformation bzw. ihrer Inversen keine Information verloren geht. In
diesem Sinne sind v und @ konjugiert bzw. dual zueinander und koénnen als die ver-
schiedenen Seiten ein und derselben Medaille betrachtet werden.?® Wir werden daher
von Fourier-Paaren (u, @) bzw. (0, v) reden und schreiben oftmals auch

(u(x), @(k)) bzw. (0(x), v(k))
um deutlich zu machen, dass x die Orts- und k& die Impulsvariable ist.

Beispiel (Zum Unschérfeprinzip bei der Fourier-Transformation). Fiir jedes ¢ > 0
werden durch

we(z) = ——— exp (—x—Z) (k) = —— exp (—5 'QkQ) (2.61)

2-m

und

5. (z) := exp <—8'2x2), v (k) = \/er_'gexp (—%) (2.62)

zwei Fourier-Paare (ue(x), U.(k)) und (v:(x), ve(k)) definiert, sieche Abbildung 2.5 und
Lemma 28 zur Berechnung der Integrale. Insbesondere gilt

e—0 ~ e—0
Ue 7 607 Ue ” a_
27
und
- e—0, e—0,
Ve ? 17 Ve ? 60

im Sinne temperierter Distributionen.
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ue(z)
A
O(1/V/e) . e (k)
| v x v li
5(2) O(1/Ve) o

\

Abbildung 2.5: Die Funktionen aus (2.61) und (2.62) fiir kleine Werte von ¢. Beachte, dass
die Identitéten [ ue(x)dz = [ ve(k)dk =1 sowie 4.(0) = 1/(27) und ¢ (0) = 1 gelten.

Die konkreten Beispiele in (2.61) und (2.62) illustrieren das folgende allgemei-
ne Prinzip: Ist w (bzw. @ ) sehr lokalisiert, so ist @ (bzw. u) nicht lokalisiert son-
dern ,ausgeschmiert‘. In der Quantenmechanik wird dieses Prinzip die Heisenbergsche
Unschirferelation®® genannt.

Eine naheliegende aber auch delikte Frage ist nun, fiir welche Funktionen u die Fourier-
Transformierte @ wohldefiniert ist, d.h. fiir welche Funktionen u das Integral in (2.58)
fiir alle k£ in sinnvoller Weise definiert werden kann (analog fiir v und F~'). Mit dem
Wissen aus den Grundvorlesungen zur Analysis sind zum Beispiel die Integrale fiir
die konstante Funktion u(z) = const nicht definiert und man konnte meinen, dass
konstante Funktion eben keine Fourier-Transformierte @ haben. Eine fiir die Physik
fundamentale Erkenntnis ist aber, dass konstante Funktionen sehr wohl eine Fourier-
Transformierte besitzen (namlich Vielfache der Dirac-Distribution), nur muss man die
Integrale in (2.58) und (2.59) in einem verallgemeinerten Sinne — d.h. in einem distri-
butionellen Sinne — interpretieren.

Fir Funktionen u bzw. v kann das wesentliche mathematische Resultat iiber die
Existenz von 4 bzw. ¥ wie folgt formuliert werden.

Theorem 23 (Regularitit der Fouriertransformation). Fir F (und analog fir F ')
gelten die folgenden Aussagen:

1. Jede Funktion u € S(R) besitzt eine Fourier-Transformierte & € S(R).

2. Jede Funktion u € LY(R) besitzt eine Fourier-Transformierte i € BC(R).

37Es gibt in der Literatur auch abweichende Definitionen, die aber letztlich nur einer Reskalie-
rung von k entsprechen. In MATHEMATICA entspricht unsere Wahl der Option Classical Physics bzw.
FourierParameters— {—1,+1}. Mit fast denselben Formeln (nur der Vorfaktor (27)”" muss durch
(27r)_d ersetzt werden) kann man auch F und F~! fiir Funktionen auf dem R definieren, wobei dann
immer 2 € R? und k € R? gilt und 2 - k das Skalar-Produkt von z und k meint.

38In der Quantenmechanik ist dieses Konzept eng mit dem Welle-Teilchen-Dualismus verkniipft.
Insbesondere entsprechen u bzw. @ der Ortsdarstellung bzw. der Impulsdarstellung einer Wellenfunkti-
on. Die Dualitét zwischen u und @ ist aber nicht die Dualitét zwischen Funktionen und Distributionen.

39Werner Karl Heisenberg (1901-1976), deutscher Physiker.
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u(z) = 2*
\
\\ / /
ﬂ ,// Ue, () Z
— -~
< > < >
< Ye > < - >

1/ey €2
Abbildung 2.6: Die Fourier-Transformierte 4 einer temperierten Distribution u kann als
distributioneller Grenzwert von . betrachtet werden, wobei u, eine Familie von Schwarzfunk-
tionen ist, die u approximiert. Hier dargestellt an der Distribution, die durch das Polynom
u(r) = 22 erzeugt wird.

3. Jede Funktion u € L*(R) besitzt eine Fourier-Transformierte 4 € L*(R).

Insbesondere gilt die Plancherel-Identitit*

/Ru(x).de—z.w-/Ra(k).Mdk

fiir alle u,v € L*(R), wobei Z die zu z konjugiert-komplexe Zahl ist.*!
Bemerkung.

1. Nicht jede BC-Funktion ist die Fourier-Transformierte einer L'-Funktion, d.h.
F : LYR) — BC(R) ist nicht surjektiv.

2. Besitzt u bzw. v einen kompakten Trdger, so wird wegen dem Unschdrfeprinzip
der Trager von 4 bzw. ¥ nicht kompakt sein.

3. Auf Grund der Plancherel-Identitit gilt ||ullo = V2 -7 - ||a||e fir alle u € L*(R).
Insbesondere sind F und F~* Isomorphismen von L*(R).

4. Die Plancherel-Identitit kann fir Schwarz-Funktionen u,v € S(R) einfach mit
Hilde des Satzes von Fubini*? nachgerechnet werden. Insbesondere gilt

<u‘ﬂ>:2-ﬂ-<}"u‘@>

bzw. nach Umstellung und Ersetzen von v durch v auch
1 ==
-<.7:u|v>:2—-<u{]:—1v>. (2.63)
T

Man kann auch die Fourier-Transformation von temperierten Distributionen defi-
nieren, wobei man dann zwischen Distributionen im Ortsraum und Distributionen im
Impulsraum unterscheiden muss. Insbesondere bezeichnen

0o () bzw. Ok (k)

die Dirac-Distribution im Orts- bzw. Impulsraum.

40Michel Plancherel (1885-1967), Schweizer Mathematiker.
41Es gilt also z = Re (2) — i - Im (2).
42Guido Fubini (1879 —1943), italienischer Mathematiker.
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Theorem 24 (Fourier-Transformation von temperierten Distribution ). Jede tempe-
rierte Distribution u € S'(R) besitzt eine Fourier-Transformierte 4 € S'(R). Insbeson-
dere gilt

n—o0 ~ n—oo

Uy —— U = Uy —— oo
im Sinne der Konvergenz von temperierten Distributionen. Analoges gilt fiir F 1.

Neben der bereits in der Formulierung der Aussage von Theorem 24 erwihnten
Definition durch Approximation kann man auch die Fouriertransformation durch Dua-
litdt einfithren: Die Formel (2.63) kann némlich als Definition von Fu € S'(R) fiir
u € 8’ verwendet werden, wobei die rechte Seite neben u nur die inverse Fouriertrans-
formierte sowie die Konjugationsoperator bzgl. der Testfunktion v € S(R) beinhaltet.
Oder anders gesagt: Man verallgemeinert die Fouriertransformation gerade so, dass
die Plancherel-Identitdat nicht nur fiir Funktionen u, sondern auch noch fiir Distribu-
tionen u gilt. Mit derselben Dualitatsstrategie hatten wir schon die Ableitung von
Distributionen eingefiihrt (wobei die Formel der partiellen Integration die Stelle der
Plancherel-Identitit eingenommen hatte).

Nach Theorem 23 und Theorem 24 gibt es drei ,natiirliche’ Rdume fiir die Fourier-
Analysis — ndmlich den Schwartz-Raum, den L2-Raum un den der Raum der tempe-
rierten Distributionen — denn es gilt

Ortsraum S(R) ¢ L*R) ¢ S'(R)

=

T T T F bzw. F!
Impulsraum  S(R) ¢ L*R) ¢ S'(R)

wobei die Inklusionen zwischen den Rdumen nach Definition gelten. Insbesondere kann
man alle Argumente zunéchst im kleinsten Raum S(R) entwickeln bzw. {iberpriifen
und dann in einem zweiten Schritt untersuchen, ob diese durch geeignete Approxima-
tionsargumenten auf die grofleren Rdume iibertragen werden kénnen.

Im Raum der temperierten Distributionen gelten die folgenden Identitéten, die entwe-
der mit Approximationsargumenten, oder durch Dualitéitsbeweise, oder durch die in
Satz 26 formulierten Rechenregeln abgeleitet werden kénnen (siehe unten).

Lemma 25 (Fourier-Paare im Sinne der Distributionen). Im Sinne temperierter Dis-
tributionen sind auch

1. (xm, (—i)™ - 6(()m)(k)> fiir jedes m € N,

o

(5[()7”) (x), %) fiir jedes m € N,

5. (sea), =)

. (sin (ko - ),

B

5. (cos (ko - ),
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Fourier-Paare.

Wir wollen nun einige wichtige Eigenschaften der Fourier-Transformation ableiten
die es uns erlauben, mit Fourier-Transformierten von Funktionen oder temperierten
Distributionen zu rechnen.

Satz 26 (Rechenregeln). Ist (u(z), u(k)) ein Fourier-Paar (im Sinne von Funktionen
oder temperierten Distributionen), so sind auch

(' (z), —1i - k- a(k)), (- u(z), —i-4'(k)) (2.64)
und
(u(z — mg), e™F*0 - q(k)), (e7 ¥ 0 u(z), a(k — ko)) (2.65)
Fourier-Paare.

Beweis. Fiir alle hinreichend reguléren Funktionen koénnen die Formeln (2.64) einfach
nachgerechnet werden. Mit Hilfe der partiellen Integration gilt zum Beispiel

(Fu') (k) = ! /RU/(JE) cetthTdy = _ik u(z) - ™ dr = —i- k- a(k)

27 T Jr

fir jede Funktion u € S(R). Umgekehrt, fiir & € S(R) gilt

R

(F ') (z) = /Ra'(k) et dk =i g / (k) -e M dk =i 2 - u(z)

und die zweite Formel in (2.64) folgt nach Multiplikation mit —i. Dariiber hinaus gilt

/ u(r — x0) - e dy = / u(x) - et @tao) g — gtikao, / u(r) - et dy
R R R
sowie

/ e—i-ko‘x . U((L‘) . e+i~k~x dr = / U(l‘) . e+i‘(k—k0)~x dz
R

R

und dies liefert (2.65). Fiir nicht so gute Funktionen (oder gar Distributionen) braucht
man Approximationsargumente um die Behauptungen nachzuweisen. O

Wir wollen nun Satz 26 anwenden und die Formeln aus Lemma 25 nachrechnen.
Dazu beginnen wir mit den beiden distributionellen Identitéten

e+i~k~z0

2.7

W) = boglx) >  a(k) = ﬁ /R 5u () - &7 4y — (2.66)

und
U(k) = 5ko(k) <~ 'l\}(x) = / 6k0(k) . e_i'k'z dk. — e—i~k0‘a:’
R

wobei wie schon oben bemerkt die Integrale nur in einem verallgemeinerten Sinne gelten
und die zweite Implikation &quivalent ist zu

u(z) = et (k) = oy (K). (2.67)
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Im distributionellen Sinne gilt nun
. 2 . N d " m m
u(e) =amo1 PO G = (‘i’_) o) = (=1)™ - 6™ (k)

und

am e mo 1
) PO ) = (<) =
- T

und diese Identitdten implizieren die ersten beiden Formeln aus Lemma 25. Analog
kann man mit

64)14(2. . 1
w(@) =sgn(z) = u'(z)=2-8) CUEERY T ikak) = -
T
und
tikow _ a—ikow B
u(z) = sin (ko - ) = e e (2.64)1:+§2.67) a(k) = Oty (k) — 01po ()

2-1 2.1

auch die anderen Formeln aus Lemma 25 ableiten.
Eine weitere wichtige Anwendung betrifft Faltungsintegrale.
Satz 27 (Faltungsformel). Fir alle hinreichend reguliren Fourier-Paaare (uy, v1) und

(ug, vo) gilt

(01 02) (k) vz)<k>>, (2.68)

((U1 cug) (), (vg * w)(k)), ((u1 % Up) (2), 5

wobei die Funktionen uy - uy und uy * uy durch

(uy - ug) () = ug(x) - uz(x), (uy * ug)(x) = / uy(Z) - ug(x — ) dz

R

definiert sind und analoge Formeln fiir vy - vo und vy * v9 gelten.

Beweis. Im Falle von u;,v; € S(R) kann dies wieder nachgerechnet werden. Fiir jedes
x € R gilt zum Beispiel (mit k£ := k — k in der Integraltransformation) die Formel

/R (/va(%) vk — k) dl}) e iR gy

vy (k) - va(k — k) - e P72 dk dk

1
T

= / o1 (k) - va(k) - e PRtk qf
R2

_ ( /]R o (k) - e i dic) - ( /R k) e iR d/%)

]:_1(2)1 * ’Ug) = (.7:_11}1) : (]:_1’1}2).

und damit

Fiir nicht so regulidre Fourier-Paare benotigt man wieder Approximationsargumente.
O
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In Satz 27 ist es wichtig, dass mindestens ein Fourier-Paar hinreichend regulér ist.
Das Produkt zweier Dirac-Distributionen ist zum Beispiel nicht definiert: das sieht
man in gewisser Weise auch schon an (2.68), denn wenn dy(z) - dp(z) irgendeinen Sinn
hétte, so miifite die entsprechende Fourier-Transformierte die Faltung der konstanten
Funktion 1/(27) mit der konstanten Funktion 1 sein. Das Ergebnis kénnte aber nur die
konstante Funktion mit Wert +o00 sein, aber diese Funktion hat keinerlei mathemati-
schen Sinn.

Eine spezielle Folgerung aus (2.68) ist

g% @ =p*do=¢
fiir alle Funktionen ¢, d.h. d ist das neutrale Element des Faltungsproduktes .

Abschlielend wollen wir noch ein technisches Hilfsresultat ableiten.

Lemma 28 (Einige Integrale). Es gilt

%

C(a, b) := /Rcos (b-k)-exp(—a-k*)dk = Y= -exp (—m> :
S(a, b) = /Rsin (b-k)-exp(—a-k*)dk =0

fiir alle Parametern a € R, und b € R.

Beweis. Da der Sinus eine ungerade Funktion ist, sieht man sofort dass S(a, b) = 0
gilt, aber es bleibt C'(a, b) zu berechnen. Es gilt

0C(a, b) = —/sin(b-k) k-exp(—a-k*) - dk
R

1 , d
=5 Rsm(b-k)~@(exp(—mlg))dk
b

— b 2 —
——E/R(:os(b-k)-exp(—a-k)dk——2 C(a, b).

-a
Wir konnen diese parametrisierte gewohnliche Differentialgleichung zu

C(a, b) = C(a, 0) - exp (-%)

- a

integrieren, wobei

Cla.0) = [ e (a-i?)at = - [ e (57 ds - \/g

Insgesamt erhalten wir damit die Behauptung. ]

2.4.2 Anwendungen auf Partielle Differentialgleichungen

Wir wollen in diesem Abschnitt die Fourier-Transformation benutzen, um einfache
partielle Differentialgleichungen in gewohnliche Differentialgleichungen umzuwandeln.
Leider kann nicht jede Differentialgleichung so gelost werden, sondern die Fourier-
Methode kann im Allgemeinen nur unter den folgenden Voraussetzungen angewendet
werden:
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1. Es gibt eine Ortsvariable x, die Werte in ganz R annimmt ( Ganzraumlisung).
2. Es gibt eine weitere skalare Variable ¢ (meist die Zeit).

3. Die Gleichung ist linear und homogen und enthélt nur Ableitungen nach x und
t.

4. Die Koeflizienten in der Gleichung sind entweder konstant oder héngen hochstens
von t ab.

Diffusions- bzw. Wirmeleitgleichung im R!

Unser erstes Beispiel ist das Anfangswertproblem fiir die lineare Diffusionsgleichung
(bzw. die lineare Wirmeleitgleichung®®), d.h. wir suchen eine Funktion v in ¢ und =z,
so dass

ou(t, ) — O%u(t, v) =0, u(0,z) = f(x), t>0, xR, (2.69)

wobei die Funktion f als bekannt vorausgesetzt werden darf und hinreichend regulér
sei.

Die wesentliche Idee ist, fiir jede Zeit ¢ die Fourier-Transformierte von u als Funktion
in x zu betrachten. Genauer gesagt: wir betrachten wir jedes t das Fourier-Paar

(u(t, z), aft, k;))

und wollen zunéchst verstehen, was das Anfangswertproblem (2.69) fiir die Evolution
von U bedeutet. Wir wollen alle technischen Schwierigkeiten ignorieren und argumen-
tieren heuristisch bzw. formal. Alle Argumente kénnen aber im Rahme der Distribu-
tionentheorie rigoros begriindet werden.

Da die Fourier-Transformation bzw. ihre Inverse nur die xz-Abhéngigkeit bzw. die
k-Abhéngigkeit betrifft, miissen die zeitlichen Anderungen von u und @ konsistent sein,
d.h.

Owu(t, x) entspricht dyu(t, k).

Oder anders gesagt: fiir jedes ¢ ist (Qu(t, z), dya(t, k)) ein Fourier-Paar. Die x-
Ableitungen transformieren sich jedoch anders, denn wie wir in Satz 26 gesehen hatten
gilt:

Oyu(t, x) entspricht —1i-k-au(t, k)
sowie
Pu(t, ) entspricht (—i-k)*-a(t, k) = —k> - a(t, k) .

Mit anderen Worten: Durch Anwendung der Fourier-Transformation wird aus der par-
tiellen Differentialgleichung in (2.69) die parametrisierte gewohnliche Differentialglei-
chung

Byt k) + k2 - a(t, k) =0, (2.70)

43Mathematisch gesehen sind die lineare Wirmeleitgleichung und die lineare Diffusionsgleichung
identisch. Beide Modelle besitzen aber unterschiedliche physikalische Interpretationen und werden auf
verschiedene Weisen hergeleitet.
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bei der k € R die Rolle eines Parameters spielt. Damit haben wir das Problem wverein-
facht: Aus einer partiellen Differentialgleichung im Ortsraum wurde eine gewohnliche
Differentialgleichung im Impulsraum.

Wir kénnen die Differentialgleichung (2.70) iir jedes k 16sen und erhalten

alt, k) = e ¥ a(0, k),
wobei
a(0, k) = f(k)

auf Grund der Anfangsbedingung in (2.69) gilt. Durch Anwendung der inversen Fourier-
Transformation ergibt sich damit

u(t, ) = /Rf(k;) oWk g

1 - 24 3
:/ \2r / f(&)-et*TdE | - e
R \27 Jr

1 . A
_ 2_/ f(j) . e—k2~t—1~k~z+1-k‘z dk d7
T Jr2

_ i ~ —k2t—ik-ati-k- ~
—27T/Rf(33)</Re dk ) dz

:/Rf(j)-K(t,:c—:E)dj.

Hierbei ist
2

1 2 . 1 s
K(t = — —ktteikr g — _ 2.71
(t, o) 2W/Re rﬂ.texp( 4,t) (2.71)

K der sogenannte Wirmeleitkern bzw. die Fundamentallosung der Wirmeleitgleichung,
wobei letzte Identitdt in (2.71) aus Lemma 28 folgt. Wir haben damit das folgende
klassische Resultat abgeleitet.

Satz 29 (Losung der Warmeleitgleichung auf dem Gesamtraum). Fir jede hinreichend
requldre Funktion f ist durch

ult, ) = f+ K(t, ), (2.72)

die einzige physikalisch sinnvolle Lisung zum Anfangswertproblem (2.69) gegeben, wo-
bei x die Faltung bzgl. © meint. Insbesondere ist u ist immer reell-wertig sofern f
reell-wertig 1st.

Bemerkung.

1. Es kann fiir gegebenes f weitere Losungen der Wirmeleitgleichung geben, aber
diese sind physikalisch nicht sinnvoll, das sie fir x — +oo und /oder t — oo zu
schnell wachsen.

2. In den Ubungsaufgaben werden wir wichtige Konsequenzen aus der Losungsformel
(2.72) ableiten.
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3. K st nach Konstruktion selbst Losung der Wirmeleitgleichung, d.h. es gilt
OK(t, v) — 02K (t, z) =0

im Sinne klassischer Ableitungen fiir alle x € R und alle t > 0. Dariiber hinaus
gilt (mit T = x/\/4 -t in der Integraltransformation)

/RK(t, x)dx:ﬁ-/ﬂkexp(—f—z) dx:%-/ﬂgexp(—xz)dx:l

sowie

im Sinne temperierter Distributionen.

Wir haben bei der Herleitung des Satzes 29 stillschweigend einige Annahmen gemacht,
namlich (i) dass die Fourier-Transformation mit der Zeit-Ableitung vertauscht wer-
den darf, und (i) dass die iiblichen Transformationsregeln fiir Integrale gelten. Streng
genommen muss man diese Annahmen natiirlich durch Theorem ersetzen, aber dies
wiirde hier den Rahmen sprengen.

Wellengleichung auf dem Gesamtraum

Unser zweites Beispiel ist das Anfangswertproblem fiir die Wellengleichung, d.h. wir
suchen u als Losung von

Otu(t, ) — O2u(t, z) =0, (0, z) = f(x), Ou(0, x) = g(z), (2.73)

wobei f, g sind zwei gegebene Funktionen sind und wieder z € R sowie t > 0 gelten
soll. Analog zu oben konnen wir die entsprechende Gleichung im Impulsraum ableiten
und erhalten die parametrisierte gewohnliche Differentialgleichung

Ofu(t, k) + k*-a(t, k) = 0.
Deren allgemeine Losung ist durch
u(t, k) =exp(—i-k-t)-vi(k)+exp(+i-k-t)-vak) (2.74)
gegeben, wobei die Anfangsbedingungen aus (2.73) die Identitdten
fk) = vi(k) +va(k),  g(k)=—i-k-vi(k)+1i-k-vy(k)
implizieren. Bzgl. der Ortsvariablen z meint dies (siehe Lemma 26)
f(@) =01(2) + 0a(),  g(x) =) (x) — By(2)

und eine einfache Rechnung ergibt

(2.75)
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mit einer Integrationskonstanten C', die aber am Ende herausfallen wird.
Wir kénnen nun alle bisherigen Teilresultate wie folgt zusammensetzen: Mit der
inversen Fourier-Transformation wird (2.74) in die Formel

u(t, :r) = / Ul(k) N L | / Uz(k;) g tikt—ikr gL
R R

1 e 1 -
=— | 0(3) - eMFEN Az dk + — [ wy(d) - eTFEH 47 dk
2 R2 ™ JRr2

tiberfiihrt, die mit Hilfe von (2.60) zu
u(t, ) = v (x +t) + a2z — 1)

vereinfacht werden kann. Wegen (2.75) erhalten wir schlieBlich das folgende klassische
Ergebnis.

Satz 30 (d’Alembert-Formel** fiir die Losung der Wellengleichung im RY). Fiir alle
sinnvollen Anfangsbedingungen f und g ist durch

e

9(7) di (2.76)

die eindeutige Losung des Anfangswertproblems (2.73) gegeben.
Bemerkung.

1. Satz 30 kann auch anders — d.h. ohne Fourier-Transformation — abgeleitet werden
und besitzt eine sehr intuitive Interpretation (Ubungsaufgabe).

2. Die rechte Seite in der d’Alembert-Formel-Formel (2.76) kann auch fir Funk-
tionen f und g ausgewertet werden, die nicht differenzierbare oder sogar unstetig
sind. In diesem Fall ist die linke Seite — also u — im Allgemeinen auch nicht
differenzierbar und kann daher keine klassische Ldsung von (2.73) sein. Die so
erhaltene Funktion wird aber immer noch eine distributionelle Losung der Wel-
lengleichung sein, also (2.73) in einem verallgemeinerten Sinne erfillen.

3. Im Gegensatz zur Diffusionsgleichung besitzt die Wellengleichung eine endliche
Ausbreitungsgeschwindigkeit. Insbesondere gilt: Ist der Trdiger von f und g in
der Menge {x :€ R : |z| < C} enthalten, so ist der Triger von u(t, -) C {x :€
R : |z| < C +t}.

44 Jean-Baptiste le Rond, genannt D’Alembert (1717-1783), franzosischer Mathematiker, Physiker
und Philosoph. Er war einer der Herausgeber der Encyclopédie ou Dictionnaire raisonné des sciences,
des arts et des métiers, meist einfach die Enzyklopddie genannt.
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2.4.3 Fourier-Reihen

Eine wichtige Klasse von Funktionen, die man nicht im klassischen aber im distributio-
nellen Sinne Fourier-transformieren kann, sind periodische Funktionen. Die wesentliche
Beobachtung in diesem Zusammenhang kann wie folgt formuliert werden.

Satz 31 (Fourier-Transformation periodischer Funktionen). Sei u eine 2L-periodische
Funktion auf R. Dann existiert i im Sinne temperierter Distributionen und es gilt

(k) =y - 6, (k), (2.77)

JEZ
wobes

ki = % (2.78)

und p; € C geeignete Gewichte sind, die fiir j — *oo hinreichend schnell abklingen.

Man kann diese Aussage dieses Satz auch wie folgt verstehen: Ist w eine 2L-
periodische Funktion, so sind die Integrale in (2.58) nicht wohl-definiert (weder im
Riemann- noch im Lebesgues-Sinne). Man kann aber die periodische Funktion « durch
Schwartz-Funktionen u. € S(R) mit

us(x) == u(x) - (e - x)

approximieren, wobei § € S(R) gegeben ist und € > 0 einen kleinen Parameter bezeich-
net. Fiir hinreichend reguldres u und jedes € > 0 ist Fourier-Transformierte 4. € S(R)
nun im klassischen Sinne wohldefiniert und kann — im Prinzip jedenfalls bzw. durch
numerische Integration — berechnet werden. Man wird dann immer — siche Abbildung
2.7 — beobachten, dass sich @, in der Nihe der k;’s aus (2.78) konzentrieren wird, wo-
bei die Details von dem Abschneideprofil # abhéngen werden. Insbesondere kann . als
die abzahlbare Summe von ,Peaks’ betrachtet werden, wobei die Hohe bzw. Dicke des
Peaks bei k ~ k; sich wie 1/e bzw. ¢ skalieren werden. Das Integral des j-ten Peaks
ist dabei zu fithrender Ordnung in e gerade durch die Konstante p; € C aus (2.77)
gegeben. Die Konzentration von . ist sehr einfach zu verstehen, denn Werte k; aus
(2.78) erfiillen

ik (@+2:L) _ Likjw fiir alle z €R

und entsprechen genau den Werten von k, fiir die die ebene Welle exp (1 - k - ) eine 2L-
periodisch Funktion in = beschreibt. Oder anders gesagt: Die Fourier-Transformierte
einer 2L-periodischen Funktion beinhaltet nur ebene Wellen, die selbst 2L-periodisch
sind.

Fiir praktische Zwecke ist es sinnvoll, die Folge der Gewichte p; aus Satz 31 mit
der temperierte Distribution @ zu identifizieren und @; statt p; zu schreiben. In diesem
Sinne gilt:

w ist 2L-periodische Funktion in z € R
!

4 ist Folge mit Index j € Z
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Abbildung 2.7: Links oben: Graph der 2L-periodischen Funktion u. Rechts oben: Graph
von ue. Unten: Der Graph von 1. bildet in der Ndhe von k = k; einen ,Peak ° aus, der im
Limes € durch die Dirac-Distributionen j; - dx; (k) beschrieben werden kann.

Fourier-Reihen periodischer Funktionen

Definition 32 (Formale Definition von F und F~! fiir 2L-periodische Funktionen).
Die Fourier-Transformierte einer 2L-periodischen und lokal-integrierbare Funktion u
1st durch die Formel

1 +L

F X X ke
v = Fu=u, U = — u(z) - e dg
oL |,

gegeben, wobei die Wellenzahlen k; wie in (2.78) definiert sind, und
DI S 0, U(x) = Zvj s tRT g
jET

beschreibt in diesem Kontext die inverse Transformation F~'. Wir bezeichnen die
Paare (u(x), u;) bzw. (0(z), v;) als 2L-periodische Fourier-Paare und nennen

no. ek
g Uj-e
JEZ

die Fourier-Reihe von u und 4; den j-ten Fourier-Koeffizienten*> von .

Bemerkung. Beachte: u und v sind 2L-periodische Funktionen (im Argument x und
mit Werten in C), 4 und v sind Folgen auf Z (mit Index j und mit Werten in C).

Auch in diesem Fall gilt 7' o F = id und F o F~! = id . Die erste Identitét ist
wieder alles andere als trivial, aber die zweite kann fiir alle hinreichend guten v aus
den Orthogonalititsrelationen

1 r —i-km-x ikn-x m 1 fir n =m
oL _Le © dx&”{o fir n #m

45Die Fourier-Reihe ist also eine Reihe von Funktionen in , wohingegen die Fourier-Koeffizienten
eine Folge iiber dem Index j € Z sind.
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wie folgt abgeleitet werden: Sei v; gegeben (wobei j; fiir j — oo hinreichend schnell
abklingen moge) und sei u(z) := v(x). Durch Nachrechnen verifizieren wir

1 +L . v +L 3 .
N T I L alkjx _ _n +iknx | ikjx _ P
U =5 ., o(x) - e dx = /Le et dx—Zvn 0 = v
fiir all j € Z, d.h. es gilt & = v und damit © = v.
Das erste mathematische Resultat betrifft die Wohldefiniertheit sowie die Eigenschaften
der Fourier-Koeffizienten.

Satz 33 (Regularitit der Fourier-Koeffizienten). FEs gelten die folgenden Aussagen:

1. Jede Funktion u € L% (R) besitzt eine Fourier-Transformierte @ € (*(Z), und jede
Folge v € (*(Z) besitzt eine inverse Fourier-Transformierte v € L2 (R).

2. Jede Funktion u € L} (R) besitzt eine Fourier-Transformierte 4 € (*(Z).

3. Jede Folge v € (1(Z;C) besitzt eine inverse Fourier-Transformierte v € L°(R).

Insbesondere gilt die Plancherel-Identitdt
1 [* —
I _Lu(x) () dz = Z&j -T;
JEZ

fiir alle u € L2(R) und v € (*(Z).
Bemerkung.

1. Auf Grund der Plancherel-Identitdt gilt

1 [F )
oL _L\U(x)\ dm:z

JET

L2
U

fiir alle u € L2(R).

2. Die 2L-periodischen Funktionen konnen in natirlicher Weise mit den Funktionen
auf der Einheitszelle I, := [—L, L) identifiziert werden, denn jede Funktion auf
R kann auf I, eingeschrdinkt werden und jede Funktion auf Iy, kann in eindeutiger
Weise zu einer 2L-periodischen Funktion auf R fortgesetzt werden.

3. Man kann auch wieder mit periodischen Distributionen rechnen, aber in diesem
Abschnitt werden wir uns auf Funktionen beschrinken. Insbesondere sind wir vor
allem an Funktionen interessiert, die 2L-periodisch und stickweise stetig sind
und damit auch zu L% (R) gehdren.

Mit periodischen Fourier-Paaren kann man im Prinzip genauso so rechnen wie mit
Fourier-Integralen.

Satz 34 (Rechenregeln). Ist (u(x), @;) ein 2L-periodisches Fourier-Paar, so sind auch

(u(w — 2¢), e im0 ﬁj), (eii'kjo'x -u(), akj—jo)

2L-periodische Fourier-Paare. Ist dariber hinaus u stetig und stickweise stetig-
differenzierbar, so ist auch

(W' (x), =1 -k; - i)

ein 2L-periodische Fourier-Paar.
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Beweis. Alle Behauptungen kénnen einfach nachgerechnet werden (Ubungsaufgabe).
]

Ein neuer Aspekt bei der Fourier-Transformation periodischer Funktionen sind Fra-
gen nach der Konvergenz der Fourier-Reihe bzw. der entsprechenden Folge von Parti-
alsummen.

Theorem 35 (Konvergenz der Fourier-Reihe). Fiir jedes u € L%(R) hat

up(x) == Z Gy - et mit  néeN (2.79)

l7]<n
die folgenden Eigenschaften:

1. Es gilt
1 [tE

2
Y - u(x)—un(x)‘ dx = Z |ﬁj‘2 LimiNEY

lj]>n+1

d.h. die Fourier-Reihe von u konvergiert absolut in L% (R) gegen u.

2. In jedem Punkt x € R gilt

2 Mimu(r +¢) + limu(z — <),

Un (33) e\ e\

sofern sowohl ein linksseitiger als auch einen rechtsseitiger Grenzwert existieren.

3. Ist u dariber hinaus stetig auf dem offenen Intervall I, so gilt

n— 00

sup (u(x) — un(z) 0,

zeJ
fiir jedes abgeschlossene Intervall J C I, d.h. die Fourier-Rethe von u konvergiert
gleichméBig auf I und damit absolut in BC(J) gegen u.

Insbesondere tritt das sogenannte Gibbs-Phinomen?6

limsupsup |u(z) — u,(z)| >0

n—oo x€R

auf, sofern u in mindestens einem Punkt unstetiq ist.

Beweis. Die erste bzw. die dritte Behauptung folgt aus der Plancherel-Identitéit bzw.
aus dem Satz von Stone-Weierstrafy 4748,

Die zweite Behauptung wollen wir der Einfachheit halber an dem konkreten und
2m-periodischen Beispiel

u(x):1—§+2{£J

46 Josiah Willard Gibbs (1839-1903), US-amerikanischer Physiker.
4TMarshall Harvey Stone (1903-1989), US-amerikanischer Mathematiker
48Karl Theodor Wilhelm Weierstraf (1815-1897), deutscher Mathematiker.
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up(x) Uber x Up(x) Uber x

— =00 — =00

162} ; . 4'05’\ A —n=3
N N

0.00[3 //
_0:85,\¥// 4 AN B,

-7 0. +7T -7T 0. +7T

up(x) Uber x Up(x) Uber x

m— =00 — =00

1.00+ n.f\ 1,00») - " c.\:{,ﬂ -
h L O — n=5 — =5

*L\\ \\
.y -
0.00 Ny L —y 0.00
\ 8 / \
-0.991 \J' -1.00r = v‘?u‘)c-’\u - w’-uﬁ‘-
—l7T 0. +l7T —lrr 0. +l7T

Abbildung 2.8: Vier Beispiele fiir Fourier-Reihen von 27-periodischen Funktionen u = g
mit w, wie in (2.79)): Oben: Fiir glatte Funktionen u konvergiert w, fiir n — oo sogar
gleichméflig gegen u, also bzgl. der oco-Norm. Unten: Ist u unstetig, so konvergiert w,, nicht
gleichméflig aber immer noch punktweise fast iiberall und bzgl. der 2-Norm gegen wu.

verstehen, wobei |y| := max{k € Z : k < y} der ganzzahlige Anteil von z ist, siehe
Abbildung 2.8. Da

u(r) = —u(—x) = fir alle =€ (0, 7),
™
erhalten wir
N Y A . o i .y
U = — u(@)- (cos(j-z)+i-sin(j-z))de== [ u(z) sin(j-z)ds
2 J_. ™ Jo
= % i (m—x)-sin(j-x)dx
und damit
0 fir =0
U=t =9 fir j #0
T
Auf Grund von
u,(0) =Y dy-e™0=d5+ Y (g + k) =0, limu(x +¢) = £1
ljl<n h—1 N0
folgt nun die dritte Behauptung mit x, = 0 in unserem Spezialfall. ]

Bemerkung (Glattheit und Konvergenzgeschwindigkeit). Je glatter die Funktion u
ist, desto schneller konvergiert die Fourier-Reihe. Ist uw zum DBeisiel m-mal stetig-
differenzierbar, so ist 0™u € L%(R), und die Plancherel-Identitit kombiniert mit Satz
34 garantiert

sl _
2L

PO

JET
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Damit gilt auch auch

A 21 _—
lu—unll3 < 2L > Jayl* < TP > K-y

L L2 jopull3

2m 7T2m

9

’<
n

li1>n lil>n

d.h. ||u —upll2 = O(1/n™).

Fiir die untenstehenden Betrachtungen sowie fiir viele praktische Zwecke sind die
folgenden beiden Resultate niitzlich.

Lemma 36 (Symmetrie-Eigenschaften). Sei (u, @) ein 2L-periodisches Fourier-Paar
und sei u stickweise stetig. Dann gilt

1. Ist u reell-wertig und gerade, so u reell-wertig und gerade und es gilt

L 1 L
Uy = Z/o u(z) dz, Ugj =U_j = Z/o u(x) - cos (kj - z)dx

fiir alle j € N,
2. Ist u reell-wertig und ungerade, so U imagindr-wertig und ungerade und es gilt

. L
Uy =0, Upj = —U_; = %/ w(x) -sin (k; - z) dz
0

3. Ist u 1magindr-wertig und gerade, so U imagindr-wertig und gerade.
4. Ist u imagindr-wertig und ungerade, so 4 reell-wertig und ungerade.

Dabei meint gerade bzw. ungerade fir u wie iblich u(x) = u(—z) bzw. u(x) = —u(—2x)
fiir alle x € R.

Beweis. Ubungsaufgabe. m

Fortsetzung u von w
1 Sinus-Reihe

-L 0 +L

Abbildung 2.9: Die verschiedenen Reihen in Theorem 38 entsprechen unterschiedlichen
Fortsetzungen u von w: Kosinus-Reihe: gerade und 2 L-periodisch, Sinus-Reihe: ungerade und
2 L-periodisch, Sinus-Kosinus-Reihe: L-periodisch.

Lemma 37 (Fourier-Reihe reell-wertiger und 2 L-periodischer Funktionen). Ist u reell-
wertig, stickweise stetig und 2L-periodisch, so gilt

u(z) = ap + i? oy - cos (kj-x)+2- 5 -sin(k; - x) (2.80)

Jj=1

Michael Herrmann: Angewandte Analysis [D)ey-sa | Version vom 28.7.2019



86 2. Methoden der Angewandten Analysis

im Sinne absoluter L2-Konvergenz, wobei

1 [t e
@ =57 u(x) - cos (kj - x) dz, B = 3L /L u(x) - sin (kj - z) dx

fir alle j € Ny. Ist u sogar stetig, so gilt (2.80) auch im Sinne vom gleichmdfiger
Konvergenz.

Beweis. Wegen k,; = k_; gilt

’LL(.CL’) =1+ Z ﬁ’—&-j . —i.kj':s + ﬁ—j . e+i'kj‘$)

j=1
= 1y Z Gy +t_j) - cos (kj - x) —12 Giyj —tj) - sin (k- x)
=1 j=1
und aus
+L
“L
+L
= % w(x) - cos(k;-z)de =2 q;
“L
sowie
+L
—Uyj+U_j = % /u(m) S(—etHhT e dg
“L
0 +L
=37 w(z) -sin(kj - z)de =—-2-1-f;
“L
folgt die Behauptung. ]

Fourier-Reihen fiir Funktionen auf Intervallen

Bisher haben wir in diesem Abschnitt nur periodische 2L-Funktionen betrachtet. In
vielen praktischen Fillen — insbesondere bei der Behandlung von Rand-Anfangswert-
Problemen fiir lineare partielle Differentialgleichungen — ist man aber an Funktionen
interessiert, die nur auf einem Intervall der Lange L definiert sind und dariiber hinaus
auch noch Bedingungen am linken und rechten Rand des Intervals erfiillen. Wir wollen
nun verstehen, wie man die Untersuchung solcher Funktionen durch geeignete Fort-
setzungsargumente auf die Fourier-Analysis 2L-periodischer Funktionen zuriickfiihren
kann. Das wesentliche mathematische Resultat in diesem Zusammenhang betrifft reell-
wertige Funktionen und kann wie folgt formuliert werden.

Theorem 38 (Fourier-Reihe, Fourier-Kosinus-Reihe und Fourier-Sinus-Reihe). Jede
stiickweise stetige und reell-wertige Funktion w auf dem Intervall [0, L] kann auf die
folgenden drei Weisen als Reihe dargestellt werden, wobei k; = j - m/L wie in (2.78):
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Kosinus-Reihe

+1

L
Sinus-Kosinus—-Reihe
—‘L 0 +L

Abbildung 2.10: Die jeweils ersten drei Basisfunktionen fiir die verschiedenen Varianten
einer reellen Fourier-Reihen. Die Basisfunktionen sind dabei in natiirlicher Weise auf ganz R
definiert: Sie sind 2L-periodisch und gerade bei der Fourier-Kosinus-Reihe (Oben) aber 2L-
periodisch und ungerade bei der Fourier-Sinus-Reihe (Mitte). Bei der Fourier-Kosinus-Reihe
(Unten) sind die Basisfunktionen sogar L-periodisch aber konnen gerade oder ungerade sein.

1. Fourier-Kosinus-Reihe:

w(x):%-a0+2aj-cos(kj-x), aj:f/ w(x) - cos (kj - z)dx
0

J=1

2. Fourier-Sinus-Reihe:

(o9] 2 L
w(a:):ij-sin(kj-x), bj:Z/O u(x) - sin (kj - z) do
j=1

3. Fourier-Sinus-Kosinus-Reihe:

w(z) =1 ag+ Z agj - cos (kaj - x) + by - sin (kg - x)
j=1

Dabei konvergieren alle Reihen absolut in L2([0, L]). Ist w sogar stetig auf [0, L] und
gilt aufSerdem
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w(x) Uber x Fourier-Kosinus: w,(x) lber x
1.00} 1.00} -
/.\ — nN=4
m— =2
0.00 0.00f ¥ —
~ IO
S
-
-1.00f -1.00t
0 +7T 0 +7T
Fourier-Sinus: wj(x) Uber x Fourier—-Kosinus-Sinus: w,(x) uber x
1.00F = N=e 1.00} f\ — =00
— N=6 — n=3
— =3 -— =1
0.00} 3 0.00} .
- N~ 3 TN\
-1.00f -1.00t
0. +7T 0. +7T

Abbildung 2.11: Jede Funktion w auf [0, L] kann sowohl in eine Fourier-Kosinus-, eine
Fourier-Sinus- und eine Fourier-Kosinus-Sinus-Reihe entwickelt werden. Beachte, dass das
Randverhalten der jeweiligen Approximationen w, fundamental anders ist.

1. ( - keine Bedingung — )
2. w(0) =w(L) =0,
3. w(0) =w(L),
so konvergiert die entsprechende Reihe auch gleichmdfig auf [0, L].

Beweis. Wir setzen die gegebene Funktion w auf [0, L] wie folgt zu einer 2L-
periodischen Funktion u auf ganz R fort (siehe Abbildung 2.9), wobei wir im All-
gemeinen Unstetigkeiten bei allen Vielfachen von 7 zulassen miissen :

1. Wir setzen w zuerst zu einer geraden Funktion auf [—L, L] fort und anschliefend
2 L-periodisch auf ganz R. Insbesondere ist die so definierte Fortsetzung u stetig
auf ganz R, sofern w stetig auf [0, L] ist. Lemma 37 liefert dann die Reihenent-
wicklung (2.80) fiir u mit

1 [TL +L
2-04]-:—/ u(:r)-cos(kj-x)dxzz/ u(x) - cos (kj - ) dr =
—L 0

und
1 +L
2-5]-:—/ w(x) -sin(k; - z)de =0,
wobel wir benutzt haben, dass sowohl u(x) als auch cos (k; - x) gerade in z sind,

sin (k; - =) jedoch ungerade in z ist.

2. Wir setzen w zuerst zu einer ungeraden Funktion auf [—L, L] fort und anschlie-
Bend wieder 2 L-periodisch auf ganz R. Insbesondere ist u stetig auf ganz R, sofern
w stetig auf [0, L] ist und auBerdem u(0) = u(L) = 0 gilt. Mit Lemma 37 sowie

1 +L
2-aj:Z/L u(x) - cos (kj-z)de =0
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und

L L
2.5j:_/+ u(w)-sin(kj-x)dac:%/o+ w(x) - sin (kj - ) de = b,

L

ergibt sich wieder eine Reihendarstellung fiir u, die aber diesmal nur Sinus-Terme
enthélt.

3. Wir setzen w nun L-periodisch auf ganz R fort, wobei diese Fortsetzung u genau
dann stetig auf ganz R ist, wenn w stetig auf [0, L] ist und w(0) = w(L) gilt. Fiir
die Kosinus- Koeffizienten aus Lemma 37 ergibt sich in diesem Fall

1 0 1 +L
2-04j:E/Lu(:v)-cos(kj-w)dx—i—z/o u(z) - cos (k; - x)dw
1

) Z/OHU(SU)' ((cos (s - @) + cos (k- — k; - L)) da

| a;  falls j gerade,
10 falls j ungerade,

denn es gilt
cos (kj -z —kj- L) =cos (kj -z —j-m) = (=1) cos (k; - )

fiir alle j € N und alle z. Analog zeigt man 2-3; = b; bzw. 2- 8; = 0 fiir j gerade
bzw. ungerade.

Alle Behauptungen bzgl. w folgen mit Lemma 2.80 aus den analogen Aussagen fiir u
sowie der der Tatsache, dass jede Reihendarstellung fiir v durch Einschréinkung auf das
Intervall [0, L] eine entsprechende Reihendarstellung fiir w liefert. O

Bemerkung.

1. Theorem 38 besagt, dass jede Funktion w, die auf einem Intervall [0, L] auf drei
verschiedene Arten als Reihe dargestellt werden kann, siehe Abbildung 2.11. Die
jeweiligen Familien von Basisfunktionen sind in Abbildung 2.10 dargestellt.

2. Die Konvergenzeigenschaften (Norm, Geschwindigkeit usw.) jeder Rethe aus
Theorem 38 hingt von der Regularitdt der jeweiligen Fortsetzung u von w ab.

3. Durch einfache Verschiebungsargumente kann man auch die drei Fourier-Reihen
auch fiir Funktionen einfihren, die auf einem Intervall [a, b] definiert sind.

Die verschiedenen Systeme von Basisfunktionen sind in Abbildung 2.9 dargestellt.

2.4.4 Anwendungen auf Rand-Anfangswert-Probleme

Wir werden in diesem Abschnitt Fourier-Reihen verwenden, um rdumlich eindimen-
sionale partielle Differentialgleichungen auf rdumlich beschrinkten Gebieten — auf In-
tervallen — zu lésen. Wir werden also immer = € I annehmen, wobei I = [a, b] ein
gegebenes Interval der Lange L = b — a ist.

Der wesentliche Unterschied zur der Diskussion in §2.4.2 ist, das wir nun neben
Anfangsbedingungen zur Zeit t = 0 zusétzlich Randbedingungen fir © = a bzw x = b
stellen diirfen. Wir werden weiter unten diskutieren, welche Typen von Randbedingun-
gen es fiir welche Differentialgleichung gibt und was die entsprechende physikalische
Interpretation ist.
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Diffusionsgleichung mit Dirichlet-Randbedingungen

Unser erstes Beispiel
ow(t, ) — w(t, x) = h(t, =) fir ¢t>0 und z€]0, L] (2.81)

beschreibt Diffusions- bzw. Wérmeleitprozesse in dem raumlichen Gebiet I = [0, L],
wobei die gegebene Funktion h einen sogenannten Quellterm bezeichnet und w die
Unbekannte ist. Wir stellen neben den Anfangsbedingungen

w(0, z) = f(z) (2.82)

auch sogenannte Dirichlet-Randbedingungen®, d.h. wir suchen Losungen u, so dass
auch

w(t, 0) = dy(t), ult, L) = da(t) (2.83)

fiir alle t > 0 gilt. Hierbei sind d; und ds zwei gegebene Funktionen, die das Verhalten
der Losung w am linken bzw. rechten Rand der Intervalles I kontrollieren. Im Falle von
d; = dy = 0 nennt man die Randbedingungen (2.83) homogen, andernfalls inhomogen.

Insgesamt beschreiben (2.81)+(2.82)+(2.83) ein Rand-Anfangswert-Problem fiir w
mit den Daten h, f, dy und ds, das zumindest auf einer formalen Ebene mit Hilfe von
Fourier-Reihen gelost werden kann. Wir wollen auch erwihnen, dass alle nachfolgenden
Argumente rigoros begriindet werden konnen, aber die Darstellung der entsprechenden
Beweise ist im Rahmen dieser Vorlesung nicht méglich.5

Riickfihrung auf homogene Randbedingungen: Im ersten Schritt wollen das allgemeine
Problem auf den Fall homogener Randbedingungen zuriickfithren (wir werden unten
sehen, warum dies sinnvoll ist). Wir beginnen dazu mit dem Ansatz

w(t, x) =w(t, x)+W(t, x), (2.84)

wobei @ eine Funktion in ¢ > 0 und = € [0, L] ist, die die inhomogenen Randbedin-
gungen exakt erfiillt (aber im Allgemeinen weder die Differentialgleichung noch die
Anfangsbedingungen). Im konkreten Fall konnen wir @ als

do(t) — dy(t)

w(t, x) :=dy(t) + x - 7

(2.85)

wéhlen, aber im Prinzip kénnten wir auch andere Wahlen treffen (wichtig ist nur, dass
w(t, 0) = dy(t) und w(t, L) = do(t) fiir alle ¢ > 0 gilt). Nach Konstruktion erfillt die
neue Unbekannte W die homogenen Randbedingungen

W (0, z) =0, W, L)=0, (2.86)
die modifizierten Anfangsbedingungen
d2(0) — d1(0)

L

49 Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), deutscher Mathematiker.

50Wenn Sie spiter eine Vorlesung zur mathematischen Analysis von Rand-Anfangswert-Problemen
besuchen, wird es sehr hilfreich sein zu wissen, was die formalen Losungen von einfachen Rand-
Anfangswert-Problemen sind.

W(0, z) = F(z) := f(x) — d1(0) — x - (2.87)
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sowie die modifizierten Differentialgleichung
oW (t, x) — OPW(t, ) = H(t, 1), (2.88)
mit
H(t, z) = h(t, x) — (&u?(t, x) — O%u(t, 33))

- dy(t) — dy(t
= h(t, z) —dy(t) — x - M
L
Wir wollen im néchsten Schritt das modifizierte aber homogene Rand-Anfangswert-
Problem (2.88)+(2.87)+(2.86) fiir W losen, da dies via (2.84)+(2.85) dquivalent zum
urpriinglichen Problem fiir w ist.

Ansatz einer Fourier-Sinus-Rethe: Da W sowohl am linken Rand z = 0 als auch am
rechten Rand x = L verschwinden soll, liegt es nahe, W (¢, -) fiir jedes t > 0 in eine
Fourier-Sinus-Reihe zu entwickeln. Dies fithrt auf den Ansatz

o

W(t, z) = By(t) - sin (k; - z) (2.89)

J=1

mit zeitabhdingigen Koeffizenten Bj(t), deren Dynamik wir identifizieren wollen. Dazu
bemerken wir, dass auch die die Anfangsdaten F' und der Quellterm H geméaf

W (0, z) ZB -sin (k; - x), ZD -sin (kj - ) (2.90)

in eine Fourier-Sinus-Reihe entwickeln kénnen. Insbesondere sind also B;(0) und D;(t)
aus den Daten bekannt und unsere Aufgabe besteht darin, die Koeffizienten B;(t) von
W fiir ¢ > 0 zu bestimmen.

Berechnung der Fourier-Sinus-Koeffizienten fiir die Daten: Bevor wir B; bestimmen,
bemerken wir, dass explizite Formeln fir B;(0) und D;(0) entweder aus Theorem 38
abgelesen oder mit Hilfe des folgenden Argument berechnet werden konnen: Wenn wir
(2.90); mit sin (k,, - ) multiplizieren und dann iiber = € [0, L] integrieren, erhalten
wir

/OF(:I:)-sin(k:m-x)dx:ZBj(O)-/o sin (k; - ) - sin (kp, - ) dz .

Jj=1

Fast alle Summanden in der Reihe auf der rechten Seit verschwinden aber, denn es
gelten die Orthogonalistdtsrelationen

L - . L T
/0sin(‘%-x)~sin<mL7T-x>da::;-/0 sin (7 -y) -sin(m - y)dy
:£.E.5j
T 2 ™

wobei
5 1 firj=m
' 0 firj#m
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das sogenannte Kronecker-Delta ist. Insgesamt gilt also

m - T

B(0) = 7 - /OL F(z) - sin ( x) do (2.91)

fiir alle m € N, und die Formel

m - T

D,,(t) = % : /OL H(t, z) - sin < a:) dz (2.92)

kann mit analogen Argumenten aus (2.90), abgeleitet werden.

Evolutions der Fourier-Sinus-Koeffizienten Bj: Auf Grund unserer theoretischen Be-
trachtungen in §2.4.3 konnen wir erwarten, dass jede Koeffizientenfunktion B; eine
gewohnliche Differentialgleichung erfiillt. Um diese zu identifizieren kénnen wir entwe-
der die abstrakten Argumente verwenden oder ganz konkret wir folgt argumentieren:
Wenn wir den Reihen-Ansatz einmal nach der Zeit bzw. zweimal nach dem Ort diffe-
renzieren, erhalten wir

OW(t, x) = Bj(t)-sin(k;-x), ZW(t )= —k} - Bj(t)-sin(k; - x),
j=1 J=1

wobei wir stillschweigend vorausgesetzt haben, dass die Differentiation und die Rei-
henbildung vertauscht werden kénnen. Durch Einsetzen in in die Differentialgleichung
ergibt sich damit

3 (Bj(t) + k2 By(t) — Dj(t)) sin (k; - x) = 0

j=1
und ein simpler Koeffizientenvergleich liefert
Bj(t) + k]2 -Bj(t) — D;(t) =0.

Die ist die gewiinschte gewohnliche Differentialgleichung fiir B; als Funktion von ¢,
deren Losung als

t
B;(t) = exp (—k7 - t) - (Bj(O) + / exp (+k5 - s) - Dy(s) ds) (2.93)
0
geschrieben werden kann.

Abschlieflende Bemerkungen: Alle bisher abgeleiteten Formeln kénnen nun miteinander
kombiniert werden. Insbesondere erhalten wir mit (2.91)+(2.92)+4(2.93)+(2.89) eine
komplizierte aber explizite Darstellungsformel fiir W und dann mit (2.84)+(2.85) eine
analoge Formel fiir w. Wir wollen das Endergebnis nicht angeben, da die Ausdriicke
fiir allgemeine Daten sehr lang sind. Bei konkreten Daten (siehe Ubungsaufgaben) wird
man durch finales Einsetzen und Berechnung der Integrale in (2.93) aber brauchbare
Losungsformeln erhalten.

Wir wollen auch erwéhnen, dass es nicht wichtig war, dass wir an einigen Stellen
benutzt haben, dass das Interval I die Form [0, L] hatte. Der allgemeinen Fall I =
[a, b] mit L = b — a kann aber durch eine Verschiebung in z auf diesen Spezialfall
zuriickgefithrt werden.
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Wellengleichung mit Neumann-Randbedingungen
Wir betrachten nun eine Rand-Anfangswert-Problem fiir die Wellengleichung
Otw(t, x) — O2w(t, x) = h(t, x) fir t>0 und z €0, L] (2.94)
mit Quellterm h, Anfangsdaten
w(0, z) = f(z),  Gw(0, z) = g(x)
sowie den inhomogenen Randdaten
dyw(t, 0) = —ny(t), Oyw(t, L) = +ns(t)

Diese Randbedingungen heifien Neumann-Randbedingungen®! und schreiben nicht das
Verhalten von w, sondern das der raumliche Ableitung d,w am linken und am rechten
Rand vor.

Riickfiihrung auf homogene Randbedingungen: Wir im vorangegangenen Beispiel setzen
wir im ersten Schritt wieder

w(t, x) =w(t, ) + W(t, x),

wobei w diesmal durch
(na(t) +na (1)) - 2°
2-L

festgelegt ist. Insbesondere erfiillt die neue Unbekannte W nach Konstruktion die ho-
mogenen Neumann-Randbedingungen

w(t, x) == —ny(t) -z +

9. W(0, ) =0, oW (0, L)=0
die modifizierten Anfangsbedingungen
W(0, z) = F(z) := f(x) — w(t, z), oW (0, x) = G(x) := g(x) — Quw(t, )
sowie die modifizierte Differentialgleichung
O2W (¢, x) — PW (L, ) = H(t, z) := h(t, z) — (afuv(t, z) — 8%t :r)) ,

wobei die neuen Daten H, F' und G explizit aus h, f, g und ny, ny berechnet werden
konnen.

Ansatz einer Fourier-Kosinus-Reihe: Auf Grund der Neumann-Randbedingungen be-
nutzen wir nun Fourier-Kosinus-Reihen. Genauer gesagt: Wir verwenden den Ansatz

W(t, z) = +ZA -cos (k; - x) (2.95)

und entwickeln die Daten in konsistenter Weise geméfl

H(t, z) = +Zc - cos (k; - ). (2.96)

SlCarl Gottfried Neumann (1832-1925), deutscher Mathematiker.
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und

F(x) = —|—ZA -cos (kj - x),
(2.97)

G(z) = +ZA -cos (kj - x).

Analog zu oben — d.h. durch Multiplikation mit cos (k,, - ) und anschliefSender Inte-
gration iiber z € [0, L] leitet man fiir m > 0 die Formeln

An(0) = —- /0 F(z) - cos (ky, - ) dz, A (0) = % . /0 G(z) - cos (ky, - ) dx

o L
:—-/ H(t, x) - cos (ky, - ) dx
L Jo

ab, wobei die Orthogonalitétsrelationen

L .
Acos(%-x)wos(mLﬂ-m)dx:O fir m#j

sowie

L . 2 L . 2 L
/OCOS<OT7T~:1:) dr =L, /(]COS(mLﬂ-'$> d$:§ fir meN

verwendet werden.

Evolution der Fourier-Kosinus-Koeffizienten A;: Durch zweimalige Differentiation von
(2.95) nach ¢ bzw. x und Einsetzen in die Differentialgleichung (2.94) erhalten wir
wegen (2.96) und (2.97) die Identitét

> (A + - 4,0~ 1) eos () =0.

Jj=1

Ein einfacher Koeffizientenvergleich liefert auch in diesem Beispiel gewohnliche Diffe-
rentialgleichungen fiir die zeitabhédngigen Reihen-Koeffizienten von W, namlich

Aj(t) + K - Ay(t) = C(t) = 0,
deren Losung fiir j = 0 als
t
Ap(t) = Ap(0) + Ag(0) - ¢ +/ Co(s) - (t—s)ds
0

und sonst als

k; k;

. in(k: -t tC.
A;(t) = A;(0) - cos (kj - t) + A;(0) - sin (k; - 1) +/ Gils) sin (k; - (t —s))ds
0
geschrieben werden kann. Durch Kombination aller Formeln kann man nun wieder
explizite Losungsformeln fiir W bzw. w herleiten, in denen nur die Daten h, f, ny und

ny auftreten.
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Kapitel 3

Modelle in den Naturwissenschaften

3.1 Reaktionen und kinetische Gleichungen

3.1.1 Einfiihrende Beispiele

Wachstum und Zerfall Als prototypisches Beispiel fiir einen Zerfallsprozess be-
trachten wir den radioaktiven Zerfall eines Uran-238-Atoms (92 Protonen und 146
Neutronen) durch a-Strahlung.! Dabei entsteht geméif

/Y BTh+ iHe

ein Thorium-Atom (90 Protonen und 144 Neutronen) sowie ein Helium-Atom (2 Pro-
tonen und 2 Neutronen), wobei das Thorium nun weiter zerfallen wird?.

Wir betrachten nun ein sehr grofies System mit sehr vielen Uran-238 Atomen (etwa
die uranerzhaltige Schicht eines Gebirges) und wollen die Evolution der Urankonzen-
tration X (= Anzahl der Teilchen pro Volumen) durch eine Formel beschreiben. Dabei
wollen wir der Einfachheit halber annehmen, dass X beliebige positive reelle Werte
annehmen kann, obwohl dies strenggenommen natiirlich nicht méglich ist. Die wesent-
liche Modellierungsidee ist nun, dass pro Zeiteinheit immer ein gewisser Anteil der
vorhandenen Uranatome spontan zerfallen wird. Insbesondere gilt

X(t+6t) ~ X(t) — 8- X(t) - o, (3.1)

wobei 8 die Zerfallsrate ist, die wir (zumindest in erster Naherung) als zeitlich konstant
annehmen kénnen. Oder anders gesagt: [3-dt liefert gerade die Wahrscheinlichkeit, dass
ein Uran-238 Atom in der Zeit 0t spontan zerfallen wird.

Das entsprechende mathematisches Modell ist sehr einfach und kann aus (3.1) ab-
gelesen werden. Im Limes 0¢ — 0 erhalten wir die gewthnliche Differentialgleichung

X=-8-X,
deren allgemeine Lésung durch
X(t) =exp (=~ (t —to)) - X(to)

gegeben ist. Insbesondere ist

Tuwz = 7

'Es gibt dariiberhinaus noch den neutroneninduzierten Zerfall von Uran-235.
2Insgesamt entsteht durch fortgesetzten a-Zerfall die natiirliche Zerfallsreihe des Uran.
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die Halbwertzeit,® denn es gilt X (t + Thwz) = 5 - X (¢) fiir alle ¢ > 0.

Ganz allgemein kann man sagen: Durch Gleichungen der Bauart
Xt)=a-X(t) unddamit  X(t+0t) = X(t) +a- X(t) 5t +O((6t)°)

werden fiir « < 0 Zerfalls- oder Sterbeprozesse modelliert, wohingegeben o > 0
Wachstums- oder Vermehrungsprozesse beschreibt. Dabei gilt in der Regel

X]= T3 €Ror,  [o] =

)

Sl

d.h. X ist eine Konzentration und « eine Rate.

Reaktionsprozesse In vielen realen Prozessen treten neben Wachstums- und Zer-
fallsphénomenen auch Reaktionen auf, wobei diese Reaktionen entweder einen realen
chemischen Ursprung haben oder in einem abstrakten Sinne als solche interpretiert
werden koénnen. Im einfachsten Fall verbinden sich je ein ,Molekiil® der ,Substanzen‘ A
und B gemif der Reaktionsgleichung

A+B — AB.

Wir wollen nun einen Container betrachten, der eine sehr grofie Anzahl von Molekiilen

@B) ® <1B

®
CDiJMD @@ a®)
®

Abbildung 3.1: Schematische Darstellung eines Reaktionsreaktors.

enthélt — siehe Abbildung 3.1 — und die Evolution der Konzentrationen X 4, Xp und
X ap durch Differentialgleichungen beschreiben. Dazu nehmen wir an, dass die Molekiile
im Gesamtsystem immer gut durchmischt sind und die obige Reaktion immer dann
mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit stattfindet, wenn ein Molekiil der Sorte A auf
ein Molekiil der Sorte B trifft. Insbesondere postulieren wir das Ratengesetz

Xa(t) = Xp(t) = —Xa5(t) = —R, (3.2)
wobei k eine Konstante bezeichnet und die Reaktionsrate R durch
R=Fk - X4 -Xp (3.3)
gegeben und damit proportional zu sowohl X 4 als auch zu Xp ist. Insbesondere gilt

N N L3
= - K=
L3 ) {R] L3 . T ) [ ] N . T

3Die Halbwertzeit von Uran-238 betrigt ca. 4,5 - 10° Jahre.

[Xal = [X5] = [Xap] =
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Das Ratenformel (3.3) beschreibt, dass die Kollisionswahrscheinlichkeit — also die Wahr-
scheinlichkeit dass zwei Molekiile zusammentreffen — proportional zu den Konzentra-
tionen X 4 und Xp ist. Wir haben dariiber hinaus angenommen, dass der Ratenfaktor k
eine Konstante ist. Dies ist fiir viele Reaktionen eine zuléssige Vereinfachung; in anderen
Féllen — zum Beispiel wenn die chemische Reaktionen eine nennenswerten Menge von
Wiérme absorbiert oder freisetzt — ist dies jedoch kein sinnvoller Ansatz mehr und man
muss an Stelle von (3.3) kompliziertere Gesetze zur Berechnung der Rate R verwenden.
In jedem Fall wird aber (3.2) gelten, denn jede stattfindende Reaktion vernichtet je ein
Teilchen der Substanzen A und B und erzeugt ein Teilchen der Sorte AB. Wir werden
chemische Reaktionen weiter unten genauer untersuchen.

SIR-Modell der Epidemiologie Reaktionsmodelle werden nicht nur bei der Be-
schreibung physikalischer oder chemischer Teilchen-Prozesse verwendet sondern kénnen
auch biologischer Phdnome modellieren. Beispiele sind hier Rduber-Beute-Systeme wie
die Lotka-Volterra-Gleichung oder epidemiologische Modelle zur Krankheitsausbrei-
tung. Ein einfaches Beispiel aus der zweiten Klasse wird als Kermack-McKendrik-
Modell* bzw. als SIR-Model® bezeichnet und besteht aus den drei Gleichungen

S=—p-S-1I, I=+p-S-IT-n-I, R=+4n-I.

Hierbei sind S, I und R relative Konzentrationen innerhalb einer Population von Men-
schen oder Tieren. Genauer gesagt: S, I und R beschreiben jeweils den Anteil der
nicht-infizierten, der erkrankten und der bereits genesenden Individuen. Die Ratenpa-
rameter 1 bzw. 1 quantifizieren dabei die Ansteckung (= ,Reaktion‘ zwischen Gesunden
und Erkrankten) und die Genesungen (= ,Zerfallsprozess)

3.1.2 Massenwirkungsgesetz fiir (chemische) Reaktionen

In diesem Abschnitt wollen die Modellierung komplexer Reaktionsprozesse genauer
untersuchen. Dazu betrachten wir M Spezies (Molekiilsorten, Substanzen, u.i.), deren
Konzentrationen wir mit

X1, oy Xur

bezeichnen. Wir nehmen auflerdem an, dass N verschiedene Reaktionen zwischen diesen
Spezies moglich sind. Die n-te Reaktion wird dabei durch

M M
Rate R
E Omn, * Xm — E an : Xm
m=1 m=1

beschrieben, wobei die stdchiometrischen Koeffizienten o, ..., ap, und By, ..., B in
der Regel natiirliche Zahlen (0 eingeschlossen), manchmal aber auch rationale Zahlen
sein werden.

Die wesentliche Frage in der Modellierung ist nun, mit welcher Rate die einzelnen
Reaktionen ablaufen. In Kontext chemischer Reaktionen wird dabei hédufig das folgende
Prinzip verwendet.

Prinzip 39 (Massenwirkungsgesetz). Die FEinzelreaktionen geniigen den folgenden
(idealisierten) Gesetzen:

4Anderson Gray McKendrick (1876-1943), Schottischer Arzt und Epidemiologe; William Ogilvy
Kermack (1898-1970), Schottischer Mathematiker und Epidemiologe.
5Die Buchstaben beziehen sich auf die englischen Worte susceptible, ill und recovered.
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1. Die Reaktionsrate R,, der n-ten Reaktion ist durch die Formel
R,(t) = kn - Xq(8)™ - oo Xy ()M (3.4)

gegeben, wobei k, eine Konstante ist, die weder von t noch von den Xi,..X
abhdngt.

2. Die momentane zeitliche Anderung von X,, auf Grund der n-ten Reaktion ist
durch

an : Rn(t) - Omn * Rn(t) (3'5)

gegeben. Die zeitliche Gesamtinderung von X, setzt sich additiv aus den Ein-
zeldinderungen zusammen.

Insbesondere gilt damit

Xn(t) = 3 (B — tma) - k- [ i)™ (3.6)

n=1
fiir alle m =1...M.
Bemerkung.

1. Das Massenwirkungsgesetz kann im Rahmen der thermodynamischen Mischungs-
theorie aus anderen, mehr fundamentalen Prinzipien abgeleitet werden.

2. Die Gleichung (3.4) resultiert aus der Annahme, dass die Reaktionswahrschein-
lichkeit proportional zur Kollisionswahrscheinlichkeit ist. Die Gleichung (3.5) ist
viel fundamentaler, da sie ausdriickt, dass sich die Kozentrationen durch chemsi-
sche Reaktionen dndern; sie gilt selbst dann, wenn (3.4) nicht mehr gilt.

3. Die Ratenkonstanten ki, ..., ky werden im Allgemeinen vom Druck und der Tem-
peratur abhingen.b Insbesondere gelten die Formeln aus Prinzip 39 nur dann,
wenn der Druck und die Temperatur ungefihr konstant bleiben. Andernfalls
kénnen die Reaktionsterme nicht mehr durch einfache Monome beschrieben wer-
den.

Die Formeln (3.6) kénnen auch als

X(t)=S-R(t), Xt :=(Xi(t), .. Xu®)",  R(t):= (Ry(t), ..., Rw(t))",
geschrieben werden, wobei

SH SlN
S = € QMXN mit Smn = an — Qi
SM]_ e S]\/[N
die sogenannte Stochiometrie-Matrix ist.

Ein wichtiges Konzept bei der mathematischen Untersuchung von Reaktionssyte-
men sind Erhaltungssétze.

SFiir diese Erkenntnis hat Fritz Haber (1868-1934), deutscher Chemiker, den Nobelpreis erhalten.
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Lemma 40 (Lineare Erhaltungssiitze). Sei A € Q™ gegeben mit ST - A = 0. Dann ist

M
A-X:ZAm-Xm
m=1

eine Erhaltungsgrifle, d.h. es gilt A- X(t) = A- X (to) fir alle t > ty.

Beweis. Eine einfache Rechnung liefert

d .

EA-X(t) =A-X(t)=A-(S-Rt))=(S"-4)-R(t)=0
und damit die gewiinschte Aussage. O
Bemerkung.

1. Ist R der Rang von S, so gilt dimker ST = codimim S = M — R.

2. Bei chemischen Reaktionen zwischen Molekiilen besitzen die FErhaltungssdtze
meist eine sehr einfache Interpretation und beschreiben den Erhalt gewisser
Atomsorten (siehe Beispiele unten).

Beispiel: Ammoniaksyntese

Ein klassisches Beispiel ist die Herstellung von Ammoniak aus Stickstoff und Wasser-
stoff, wobei es nach

No+3-H, = 2-NHs

eine Hin- sowie eine Riickreaktion gibt. Das Massenwirkungsgesetz liefert nun ein ma-
thematische Modell, das die Evolution der N=3 Konzentrationen

X1 (fur Nz), X2 (fur H2) und X3 (fllI' NH3)

auf Grund von M=2 chemischen Reaktionen beschreibt. Genauer gesagt: Mit den
Stochiometriedaten

Q11 Qg2 10 B B2 01
agr axp | =13 0], Por Pa2 | i =|0 3
3] Q32 0 2 P31 B2 20
bzw.
S11 Sz -1 +1
S = 521 522 == -3 +3
531 532 +2 =2
ergeben sich die Ratenformeln
Rlzk}l‘Xl'Xg, RQZI{;QX??
und damit dann die Evolutionsgleichungen
X]_ = _1'R1+1'R2 — _1'k1'X1'X§)+1'k2'X32’
X2 = —3'R1+3‘R2 - —3k1X1X§+3k2X§,
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Eine einfache Rechnung liefert auflerdem

2 0
kern ST = span 01,12 ,
1 3

d.h. es gibt zwei lineare Erhaltungsgréfien, namlich
2- X1(t) + X;5(t) = const =: (1, 2+ Xo(t) +3- X3(t) = const =: Oy

die den Erhalt der Stickstoffatome bzw. der Wasserstoffatome beschreiben. Mit Hilfe
dieser Erhaltungssézte kann nur die Dimension des Differentialgleichungssystem redu-
ziert werden: Durch Einsetzen erhalten wir

Cy — X3 ‘ Cy—2-X3
2 3

und damit eine skalare Differentialgleichung erster Ordnung, wobei die Konstanten C}
und C5 aus den Anfangsdaten bestimmt werden kénnen.

3

Beispiel: Enzym-Katalyse

k+1 kQ

Abbildung 3.2: Schematische Darstellung der Michaelis-Menten-Reaktion: Ein Enzym E
kann ein Substrat S binden und dann in ein Produkt P umwandeln.

Das vereinfachte Michaelis-Menten-Modell” beschreibt — siehe Abbildung 3.2 — die
enzymatische Katalyse einer Umwandlung S — P geméf

E+S = ES=:C C=ES — E+P.
Aus dem Massenwirkungsgesetz konnen nun die Gleichungen
S = 4+ k,1-C — ky-S-E ,
E = + k’_l-C - k+1'S'E + kQO 5
O = - ]{Z_l'C + k+1'S'E - kQC 5
P = + ky-C
abgeleitet werden, wobei S, E , C, und P die Konzentrationen der Substanzen S, E ,
C, und P beschreiben. Wie sehen auch sofort, dass es mit

E(t) + C(t) = const, S(t)+ C(t) + P(t) = const

zwei linear unabhéngige Erhaltungssétze gibt.

3.2 Diffusionsprozesse

In diesem Abschnitt werden wir zwei verschiedene Herleitungen fiir die Diffusions-
gleichungen angeben. Wir werden uns dabei an vielen Stellen auf den rédumlich ein-
dimensionalen Fall konzentrieren, obwohl die meisten Argumente auch miihelos in
hoheren Dimensionen entwickelt werden kénnen (siehe z.B. die Ubungsaufgaben).

"Leonor Michaelis (1875-1949), deutsch-US-amerikanischer Biochemiker und Mediziner; Maud Leo-
nora Menten (1879-1960), kanadische Medizinerin.
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3.2.1 Random Walks

Als erstes wollen wir eine stochastische Interpretation von Diffusion im Rahmen von
Random Walks geben. Die Idee ist, dass die Diffusion von Teilchen in einem Medium
(Salz in Wasser, Staub in der Luft, Zucker im Tee) als Brownsche Bewegung® und damit
als Random Walk eines Einzelteilchens angesehen werden kénnen. Im einfachsten Fall

VA/\/\A
. B
} } } } } } } —> 2z
—2Azx 0 +2Az
m= —2 m =0 m = +2

Abbildung 3.3: Schematische Darstellung des symmetrischen Random Walks in 1D.

betrachten wir ein Gitter in 1D, dh. die Menge aller Punkte Ax - Z, wobei Az eine
gegebene Konstante ist. Wir stellen uns auflerdem ein Teilchen vor, dass zu jeder Zeit
auf einem Gitterpunkt sitzt aber zu jedem Vielfachen einer gegebenen Zeit At auf einen
Nachbarpunkt springt. Dabei soll das Teilchen jeweils mit Wahrscheinlichkeit 1/2 um
eine Position nach links oder nach rechts springen, siehe Abbildung 3.3. Insgesamt
ergibt sich damit ein Zufallsprozess und verschiedene Realisierungen werden — wie in
Abbildung 3.3 dargestellt — unterschiedlichen Teilchenwege liefern. Die Position des
Teilchens nach dem n-ten Sprung ist damit nicht eindeutig festgelegt — siehe Abbildung
3.4 — und wir kénnen nur die Wahrscheinlichkeiten

Wahrscheinlichkeit, dass das Teilchen

w(n, m) := nach dem n-ten Sprung auf dem m-ten Gitterpunkt sitzt

betrachten. Um diese zu berechnen, werden wir zunéchst den Fall deterministischer
Anfangsdaten betrachten, bei denen die Position des Teilchen zur Zeit ¢ = 0 eindeutig
festgelegt ist (0.B.d.A. konnen wir annehmen, das die Anfangsposition des Teilchens
der Koordinatenursprung ist).

Annahme 41 (Deterministische Anfangsdaten). Es gilt w(0, 0) = 1 und w(0, m) =0
fiir alle m € Z \ {0}.

Lemma 42 (Kombinatorische Formeln fiir w(n, m)). Mit Annahme 41 gilt

n!
falls |/m| < n und falls n = m gerade,
1 (n—m)!.(n—i—m)!

on 2 2

w(n, m) =

sonst,
wobet j! =1-2- ...+ j wie tblich die Fakultit von j € N bezeichnet.

Beweis. Jeder Weg, den das Teilchen in n Schritten zuriicklegen kann, kann durch
ein Wort der Lange n beschrieben werden, wobei jeder Buchstabe entweder L (fiir
Sprung nach links) oder R (Sprung nach rechts) ist; siehe Tabelle 3.1. Kommt dabei
der Buchstabe R genau k-mal vor, so wird das Teilchen insgesamt k& mal nach rechts
und n — k mal nach links gesprungen sein und insgesamt die Gitterposition

m=mn-*k)-(=1)+k-(+1)=2-k—n (3.7)

8Robert Brown (1773-1858), schottischer Botaniker.
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m versus n m versus n
14} 6
W 04/ A
0 47Ny W M
-5 ‘ ‘ -9}
0 100 0 100
m versus n m versus n
25¢ | ol
0 A/\/\'\ MA MGAT A
LV A
9 1 -7
0 100 0 100

Abbildung 3.4: Vier verschiedene Realisierungen des Random Walks.

w(10,m) tiber m w(11,m) iiber m
0.25 0.25

0.00 +e% o o o0 o o o%ve 0.00
-10 0 +10
w(100, m) iiber m w(101,m) iiber m
0.05 0.05
0.00s 0.00
~40 0 +40 _40 0 +40

Abbildung 3.5: Die Wahrscheinlichkeiten w(n, m) fiir verschiedene Werte von n iiber m
aufgetragen: Dunkelgraue und hellgraue Punkte entsprechen geradem und ungeradem m; die
schwarze Kurve beschreibt die asymptotische Formel (3.8).

erreichen. Insbesondere gibt es bei festgehaltenem n fiir jedes k£ genau ein m und
umgekehrt. Da k die Werte 0 bis n annehmen kann, kann das Teilchen nach n Spriingen
nur eine der Positionen

-n, —-n+2 -n+4 -—n+6, .n—2 n
erreichen. Insbesondere gilt also
w(n, m) =0 falls |m| > n oder falls n £+ m ungerade,

wobei m + n genau dann gerade ist, wenn m — n gerade ist. Wir wollen nun w(n, m)
in den verbleibenden Fiéllen berechnen. Dazu bemerken wir:

1. Aus den zwei Buchstaben L und R konnen insgesamt 2" Worte der Lénge n
gebildet werden.
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2. Von diesen werden genau

(1) = (2) = i

viele £ mal den Buchstaben R und n — k£ mal den Buchstaben L enthalten.
Da alle Wege bzw. Worte der Liange n gleich wahrscheinlich sind, ergibt sich damit

n!

K- (n— k)

w(n, m) =

2n '

wobei k und m fiir festes n durch (3.7) ineinander umgerechnet werden kénnen.

n=1 L R
k=0, m=-1] k=1 m=+1

n=2 LL LR RL RR
k=0, m==-2|k=1,m=-0| k=2 m=+2

n=3 LLL LLR LRL RLL | LRR RLR RRL RRR
k=0,m==-3|k=1,m=—-1| k=2 m=4+1 | k=3 m=+43

Tabelle 3.1: Zum Beweis von Lemma 42: Alle moglichen Teilchenwege der Lingen n = 1,
n = 2 und n = 3 mit den entsprechenden Werten von k£ und m.

Die Formel aus Lemma 42 ist fiir sehr grofle Werte von n nur schwer zu berech-

nen. Wir wollen daher nur vereinfachte asymptotische Formeln ableiten, siehe auch
Abbildung 3.5.

Satz 43 (Asymptotische Formeln fir w(n, m)).
proximation

Unter der Annahme 41 gilt die Ap-

2 ( m2>
-eXp R —
Tn 2-n

fiir alle (n, m) mit n > 1 und m < n, wobei w(n, m) := w(n, m) +w(n, m+1).

w(n, m) ~ (3.8)

Beweis. Die Stirling-Formel?

j!:exp(—j)'jj'\/m' <1+%_j+(’)(.l)>

]2

liefert

w(n, m) =v(n, m) - \/W.m_i)r.l(njum) ' <1+O<%>>

9James Stirling (1692-1770), schottischer Mathematiker.
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104 3. Modelle in den Naturwissenschaften

n (n—m)/2 n (n+m)/2
v(n, m) := . ,
n—m n—+m

und eine einfache Rechnung zeigt

\/w.(n_fnjé(n+m) = w-(1—T§-(1+%) _\/T2n<1+0<%>>

n

Um asymptotische Ausdriicke fiir v(n, m) zu erhalten, berechnen wir

n—m n n+m n
Inv(n, m) = 5 -In + 5 -In n
n—m n+m

wobei wir benutzt haben, dass
In(1£46) =40+ 36+ 0O(0°)

nach dem Satz von Taylor fiir alle kleinen ¢ > 0 gilt. Es folgt schliellich

| m (n—m n+m 1 m2 /n—m n+m m3
womom) =5y )Ty Tt ) O

= %-(—m)—l—— %2 (+n)+(9(:—;)
_ ! m_Qm(m_j) __1m (1+0(%))
n n 2 n
und damit die Behauptung. O
Bemerkung. Da m bzw. n via x := m - Ax bzw. t := n - At eine Orts- bzw. Zeit-

Koordinaten definieren, kann die Formel (3.8) aus Satz 43 auch als

W(t, )

1 22 (Az)?
2. Az ”\/4-7T-D-t'eXp<_4~D-t)’ D=5"x (8:9)

geschrieben werden, wobei w(n, m) gerade W (n - At, m - Ax) entspricht. Insbesondere
kann die linke Seite in (3.9) als Wahrscheinlichkeit, das Teilchen zur Zeit t im Intervall
[t — Ax, x + Ax] zu finden, interpretiert werden und die rechte Seite in (3.9) ist fir
D =1 gerade der Warmeleitkern aus (2.71).

An Stelle von deterministischen Anfangsdaten kann man natiirlich auch zufallige
Anfangsdaten zulassen. Dies fiihrt zu der folgenden Verallgemeinerung von Annah-
me 41.
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Annahme 44 (Stochastische Anfangsdaten). Es gilt w(0, m) > 0 fir alle m € Z sowie
Y omezw(0, m) = 1.

Eine wesentliche Erkenntnis der Stochastik ist, dass die Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen zufélliger Groflen in vielen Féllen einer deterministischen Dynamik gehorchen.
In unserem Fall ist die entsprechende Gleichung sehr einfach und ermoglicht es, die
Wabhrscheinlichkeiten (n, ) im n-ten Zeitschritt direkt aus den Wahrscheinlichkeiten
des vorangegangenen Zeitschritts zu berechnen.

Lemma 45 (Mastergleichung, Rekursionsformel bzgl n). Mit Annahme 44 gilt

wn,m)=3-wn—-1,m-1)+1 wh-1,m+1)
Beweis. Diese Formel folgt unmittelbar aus folgender Beobachtung: Wenn das Teilchen
im Schritt n auf dem Gitterpunkt m sitzt, so muss es im n — 1 Schritt entweder auf
dem Punkt m — 1 oder dem Punkt m + 1 gesessen haben, wobei beide Moglichkeiten
dieselbe Wahrscheinlichkeit besitzen. ]

Der Kontinuumslimes

Wir wollen nun die Dynamik der Wahrscheinlichkeitsverteilung im Limes
At — 0, Azx — 0 (3.10)

verstehen. Dazu betrachten wir Familien von Random Walks mit kleinem Parameter
e > 0. Insbesondere setzen wir

2

Ax :=¢, At = =

e p— 3.11
. (3.11)

wobei D eine von ¢ unabhéngige Konstante ist (wir werden weiter unten sehen, warum
wir Az und At auf diese Weise miteinander koppeln). Fiir jede Wahl von € kénnen wir
nun Anfangswahrscheinlichkeiten w. (0, m) wie in Annahme 44 wéhlen, und dann suk-
zessive mittels der Mastergleichung aus Lemma 45 die diskreten Wahrscheinlichkeiten
we(n, m) berechnen.

Unser Ziel ist es nun, zum Limes ¢ — 0 {iberzugehen und einen geeigneten Grenz-
wert der diskreten Wahrscheinlichkeiten w, abzuleiten. Wir konnen aber nicht erwar-
ten, dass w.(m, s) fiir festes (m, n) gegen einen nichttrivialen Grenzwert konvergiert,
sondern wir miissen die diskreten Zeitvariable n und die diskrete Ortsvariable m in
geeigneter Weise skalieren. Dies geschieht wie folgt: Fiir jedes € > 0 fithren wir eine
Funktionen u. = u.(t, x) ein, so dass

62

™ 5) fir alle n,m € Z (3.12)

we(n, m) ze-ug(n-

gilt, wobei

62

ti=mn-:
"D

=n-At, ri=m-c=m-Azx (3.13)
gerade die kontinuierlichen Zeit- und Ortskoordinaten sind, siche Abbildung 3.6. Be-
achte, dass (3.12) zunéchst nur die Werte von u,. in abzidhlbar vielen Punkten festlegt;

wir konnen aber durch eine geeignete Interpolation jede Funktion wu. fiir alle ¢ > 0
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106 3. Modelle in den Naturwissenschaften

Abbildung 3.6: Die Skalierung (3.13) bildet die abstrakten und diskreten Zeit- und Orts-
koordinaten (n, m) € N x Z auf ein Gitter im kontinuierlichen (¢, z)-Raum ab, wobei die
Kantenlidngen einer Gitterzelle gerade durch (3.11) festgelegt sind. Die hell- bzw. dunkel-
grauen Gitterpunkte im rechten Bild entsprechen €1 bzw. e mit e = €5/2.

0.4 2 t=0.0 0.4 . t=0.2] 0.4 t=0.4
PR A 3
Ny N r j
H ‘J H (¥ i A
] P— \ 0. J A 0. J
-5.0 0.0 5.0 -5.0 0.0 5.0 -5.0 0.0 5.0
0.4 t=0.6 0.4 t=1.2 0.4 t=1.8
3 /\
/"-,v! \ /\\/\\ /\/L
0___/ 0. \ 0.
-5.0 0.0 5.0 -5.0 0.0 5.0 -5.0 0.0 5.0
0.4 t=4.4| 0.4 t=7.0 0.4 t=9.6
o._/\k Olﬂ . _/\
-5.0 0.0 5.0 -5.0 0.0 5.0 -5.0 0.0 5.0

Abbildung 3.7: Beispiel fiir die Funktion w. aus (3.12), die die Wahrscheinlichkeiten
we(n, m) in den reskalierten Koordinaten (3.13) repréisentieren; es gilt ¢ = 0.05 und D =1
bzw. Az = 0.05 und At = 0.00125. Nach Theorem 46 kann die Evolution von u. (bis auf
kleine Fehlerterm in €) durch die Diffusionsgleichung (3.14) beschrieben werden.

und alle z € R definieren. Wir wollen auch betonen, dass der Vorfaktor ¢ in (3.12)
sicherstellt, dass

/Rug(% )d:pwe z:%(n‘E m - 5) ngnm ) =1

meZ meZ

und damit [; uc(t, 2) dz ~ 1 fiir alle ¢ > 0 gilt.

Das wesentliche mathematische Resultat {iber den Grenziibergang ¢ — 0 ist in Abbil-
dung 3.7 illustriert und kann wie folgt formuliert werden.

Theorem 46 ( Kontinuumslimes). Konvergieren die Anfangsdaten u.(0, -) fire — 0
(in einem geeigneten Raum von Funktionen in x), so konvergiert u. gegen eine Funktion
u (in einem geeigneten Raum von Funktionen in t und x). Dariber hinaus gilt

Ow(t, ) — D - u(t, ) =0, (3.14)

d.h. der Grenzwert u ist Losung der Diffusionsgleichung mit Diffusionskonstante D.
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Wir kénnen hier den rigorosen Beweis nicht fithren, da dieser genauere Kenntnisse
der Funktionalanalysis erfordert. Wir wollen aber zeigen, wie man die Diffusionsglei-
chung (3.14) mit heuristischen bzw. formalen Argumenten ableiten kann. Der Aus-
gangspunkt ist die reskalierte Mastergleichung

2 2
€ €
2-U5(t, .Z‘) :U5<t— ﬁ, $—€> +U5(t— ﬁ, $+5) —|—e.t., (315)
wobei e.t. kleine Korrekturterme bezeichnet, die von der oben erwéhnten Interpolation
herrithren. Wir wollen nun im folgenden diese Terme ignorieren und dariiber hinaus
annehmen, dass u. hinreichend glatt ist, so dass die Approximationen

2
ug(t— D :cie) = u.(t, x)

82

~5 D - Oyue(t, x)

+ e Jyuc(t, x)
4

£
+ 5 Ot @)
3

e
2-D
52
+ 5 : agus(ta .’IJ)
+0(e?)

nach dem Satz von Taylor gelten. Durch Einsetzen dieser Identitéiten in (3.15) ergibt
sich dann

T - 0y0puc(t, )

2
0= _% -Qwu(t, T) + - Dou(t, ) + O(£°)

und nach Multiplikation mit —D/e? schlieBlich
0 = Ouc(t, x) — D - D*u.(t, x) + O(e).

Im Limes ¢ — 0 erhalten wir also wirklich die partielle Differentialgleichung (3.14) und
damit die Behauptung von Theorem 46.

Wir wollen abschlieflend erwéhnen, dass man ohne (3.11) zu benutzen die reskalierte
Mastergleichung als
2 u.(t, ) = u(t — At, x — Azx) + u(t — At, v + Azx) + e.t.

schreiben kann, und dann mit einer Taylor-Entwicklung bzgl. Az und At zu fithrender
Ordnung das Gesetz

0=—2-At-du(t, x) + (Az)*- Puc(t, z) + (AL)? - DPuc(t, z) + ...
ableiten kann. Man sieht nun leicht, dass (3.11) bzw.
(Az)”
At

die einzig sinnvolle Wahl fiir den Limes (3.10) ist: Denn gilt At > (Az?) bzw. At <
(Az)?, so erhilt man zu fithrender Ordnung dyu.(t, z) =~ 0 bzw. du.(t, z) ~ 0 und
damit mit dyu(t, ) = 0 bzw. d%u(t, ) = 0 eine degenerierte Gleichung im Limes
e — 0.

=const =:2-D
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3.2.2 Diffusion als Feldtheorie

In diesen Abschnitt entwickeln wir eine alternative Sicht auf Diffusionsprozesse. Diese
wird es uns nicht nur erlauben, reale Diffusionsprozesse direkt durch partielle Diffe-
rentialgleichungen zu modellieren, sondern stellt auch eine direkten Einstieg in die
allgemeine Kontinuumsmechanik dar.

Wir betrachten im folgenden die Diffusion einer Substanz in einem Medium (zum
Beispiel Salz oder Bliitenpollen in Wasser). Obwohl wir es streng genommen mit Viel-
teilchensystemen zu tun haben, wollen wir nicht einzelne Atome oder Molekiile be-
trachten, sondern nur die effektive bzw. iiber die viele Teilchen gemittelte Dynamik
untersuchen. Eine wesentliche Grundidee ist dabei, das es zwei unterschiedliche Sicht-
weisen bzw. Raum-Zeit-Skalen gibt:

1. Auf der mikroskopischen Skala wechselwirken einzelne Teilchen. Die charakteri-
stischen Léngen (z.B. der Abstand zweier Molekiile) und Zeiten (chemische Reak-
tionszeiten, StoBzeiten von Molekiilen) sind sehr klein; typische Grofenordnungen
sind z.B. Millimeter oder Mikrometer bzw. Bruchteile von Sekunden.

2. Unser alltédgliches Leben findet auf makroskopischen Skala statt und wir kénnen
bzw. wollen meist gar nicht so genau wissen, was im Einzelnen auf der molekula-
ren Ebene passiert. Die typischen Langen (Grofie eines Raumes oder Behélters,
Breite eines Baches) sind vergleichsweise groff und werden zum Beispiel in Me-
tern gemessen. Analoges gilt fiir die makroskopischen Zeiten, die iiblicherweise in
Minuten, Stunden usw. angegeben werden.

Fundamentale Prinzipien in einer Raumdimension

Wir entwickeln die makroskopische Feldtheorie zunéchst im rdumlich eindimensionalen
Fall. Dazu stellen wir uns vor, dass die Substanz in einem sehr langen zylindrischen
Behélter diffundiert, wobei der Durchmesser dieses Zylinders aber so klein ist, dass wir
praktisch mit einer einzigen Ortsvariable auskommen koénnen.

Postulat 47 (Existenz dreier Felder). Es gibt drei Felder'® ¢, f und p, so dass:

1. Der Wert c(t, x) - Az ist die (mittlere) Anzahl der Teilchen, die sich zur Zeit t
im Ortsintervall [x, x + Ax] befinden.'’ Insbesondere besitzt ¢ als Teilchenkon-
zentration die Dimension N - L1 und ist in der Regel nicht-negativ.

2. Der Wert f(t, x)-At liefert die (effektive und gemittelte) Anzahl der Teilchen, die
wdihrend des Zeitintervalls [t, t + At] die Position x passieren. Insbesondere ist f
ein Teilchenfluss der Dimension N - T~! und kann positive oder negative Werte
annehmen (je nachdem, ob mehr Teilchen nach rechts oder nach links wandern,).

3. Der Wert p(t, x) - At - Az quantifiziert die (effektive und gemittelte) Anzahl der
Teilchen, die wihrend des Zeitintervalls [t, t + At] im Ortsinterval [z, © + Ax]
erzeugt oder vernichtet werden. Insbesondere ist p eine Teilchenproduktion der
Dimension [¢] = N -L™'- T~ und kann positive oder negative Werte annehmen.

10 Feld steht hier fiir eine Funktionen in ¢ und z.

1Dije Anzahl der Teilchen wird meist in der Einheit mol angegeben, wobei 1mol fiir ca. 6 - 103
Teilchen steht. Das molare Volumen eines idealen Gases bei Normalbedingungen betrigt ca. 2.2 - 10%
Mol je Kubikmeter.
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Hierbei bezieht sich ,Teilchen’ immer auf die diffundierende Substanz und Ax bezeich-
net eine rdumlichen Abstand, der

1. sehr klein 1m Vergleich zu den typischen makroskopischen Ldingen, aber
2. sehr grofl im Vergleich zu den typischen mikroskopischen Lédngen ist.
Analoges gilt fiir At.
Prinzip 48 (Lokale Stoffbilanz). Es gilt stets
Oe(t, x) + 0, f(t, x) = p(t, x), (3.16)

sofern diese Gleichung ‘richtig” — d.h. gegebenenfalls in einem schwachen oder verall-
gemeinertem Sinne — interpretiert wird.

Herleitung. Die Anzahl der Teilchen in dem makroskopisches Kontrollintervall [z, x9]

ist durch
T2
/ c(t, x)dx
1

gegeben. Die zeitliche Anderung dieser Teilchenzahl setzt sich aus drei Teilen zusam-
men, ndmlich

1. +f(t, 1) = die Teilchen, die gerade am linken Rand rein- oder rauswandern,
2. —f(t, x9) = die Teilchen, die gerade am rechten Rand rein- oder rauswandern,

3. f;f p(t, x) dx = die Teilchen, die gerade im Inneren des Kontrollvolumens erzeugt
oder vernichtet werden,

und kann daher mittels

d T2 T2
S et w e = 4500 ) — 50 w) + / p(t, z) da

bilanziert werden. Insbesondere gilt
/ (@c(t, x) + 0. f(t, ) — p(t, :c)) de =0

fiir alle méglichen Werte von z; und x,. Das kann aber nur dann richtig sein, wenn
schon (3.16) gilt. O

Bemerkung.

1. Die Existenz der Felder ist im Rahmen dieser Vorlesung ein Postulat. Dieses
kann aber — zumindest im Prinzip und mit Hilfe nichttrivialer asymptotischer
Methoden — aus mikroskopischen Vielteilchen-Modellen abgeleitet werden.

2. Die Bilanzgleichung (3.16) ist ein fundamentales Prinzip der Kontinuumsme-
chanik, dass bei der Herleitung von mathematischen Modellen niemals verletzt
werden sollte.
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3. Firp =0 spiegelt (3.16) einen lokalen Erhaltungssatz wieder: Die Stoffmenge in
einem Kontrollintervall [xy1, xs] kann sich dann nur dadurch dndern, das Teilchen
tiber den Rand — d.h. an den Positionen x1 und x9 — in das Kontrollvolumen
hinein- oder hinausstromen.

4. Die Felder ¢ und f miissen nicht unbedingt stetig differenzierbar sein; unter
Umstinden kinnen sie auch Unstetigkeiten aufweisen, wobei dann (3.16) in ei-
nem distributionellen Sinne interpretiert werden muss.'?> Analog kann die Pro-
duktion p distributionelle Anteile besitzen.

Obwohl (3.16) ein universelles Prinzip darstellt, legt diese Gleichung das raumliche
und zeitliche Verhalten des Konzentrationsfeldes ¢ nicht eindeutig fest. In vollstéindigen
Modellen miissen daher — neben den weiter unten diskutierten Rand- und Anfangsbe-
dingungen — zusétzlich sogenannte konstitutive Gesetze, d.h. Formeln fiir den Fluss f
und die Produktion p, bereitgestellt werden. Diese sind aber nicht universell, sondern
kénnen von vielen anderen Aspekten und Gréfilen abhéngen: vom Stoff (Material), von
der Prozessfithrung (Temperatur, Druck), von der Umgebung (z.Bsp. Stromung und
chemische Zusammensetzung des Trigermediums).

Bevor wir solche konstitutiven Gesetze im Detail diskutieren, wollen wir die in
diesem Abschnitt entwickelten Konzepte auf hohere Raumdimensionen iibertragen.

Verallgemeinerungen auf N Raumdimensionen

Wir schreiben im Folgenden

x = (1, Tg, ..., TN)

fir die N-dimensionale Ortsvariable (physikalisch relevant sind die Fille N = 3 und
N = 2) und verabreden folgende Sprechweise: Skalare Felder bzw. Vektorfelder sind
Funktionen, die in jedem Punkt x (bzw. in jedem Punkt = und zu jeder Zeit ) Werte in
R bzw. RY annehmen. Dariiber hinaus gibt es auch Tensorfelder (der verschiedensten
Stufen), die aber hier zunéchst keine Rolle spielen.

Fiir die folgenden Betrachtungen ist es auch wichtig, einige Grundtatsachen der Vektor-
analysis zu wiederholen: Fiir eine (hinreichend glatte) skalare Funktionen u : @ — R
wird das Vektorfeld des Gradienten grad, u = V,u : Q — RY durch

grad, u(x) := ((%lu(a:), s &ENu(x))T.

definiert, und fiir jedes (hinreichend glatte) Vektorfeld v : Q — RY ist Divergenz
div,v =V, -v:Q — R eine skalare Funktion mit

div, v(x) := Oy v1(x) + .0 N () ,

wobei v, : 2 — R die n-te Komponente von v ist. Desweiteren wird A, := div, ograd,
als Laplace-Operator bezeichnet, d.h. es gilt

Ayu(z) = div, grad, u(z) = 92 u(x) + ... + 02 u(z).

Ein integraler Bestandteil unserer Betrachtungen wird der Gauflsche Satz sein, siehe
dazu Abbildung 3.8.

12Dje Bilanzgleichung (3.16) impliziert dann sogenannte Spungbedingungen in Unstetigkeitsstellen.
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Definition 49 (Kontrollvolumen). Ein Kontrollvolumen ist ein Gebiet® = C RN, so
dass der Gaufische Satz

E/divmv(g:) dz ZOZU($) -vdS(x) (3.17)

—_.
—

fiir alle hinreichend requliren Vektorfelder v : = — RY gilt. Hierbei bezeichnen 0Z
bzw. Z den topologischen Rand bzw. Abschluss von = und v : O — RY ist das dufere
Normalenvektorfeld an 0S2.

77
—> - i
> >
A
A A7
—>
Abbildung 3.8: Ein zweidimensionales Kontrollvolumen Z= mit glattem Rand 0= und
auBeren Normalenvektorfeld v (Grau) sowie ein Vektorfeld (Schwarz). Da 0 durch eine

glatte Kurve beschrieben werden kann, ist v(z) in jedem Punkt z € 0= wohldefiniert. Insbe-
sondere steht v(z) immer senkrecht auf 9Q und ist durch |v(z)| = 1 normalisiert.

Bemerkung (Hinreichende Bedingungen an Z). Es stellt sich nun die Frage, ob ein
gegebenes Gebiet = ein Kontrollvolumen im Sinne von Definition 49 ist. Im Rah-
men der klassischen Analysis wird der Gaufiche Satz (3.17) unter geeigneten Regu-
laritdtsannahmen an Z bzw. 0= bewiesen. Insbesondere ist = ein Kontrollvolumen,
sofern eine der folgenden Bedingungen erfillt ist:

1. 0= ist eine glatte Mannigfaltigkeit (d.h. O= ist eine glatte Kurve im R? falls
N =2 bzw. eine glatte aber gekriimmte Fliche im R? fir N = 3)

2. Z st ein N-dimensionaler Polyeder (Quader, Pyramiden wu.d. bzw. die N-
dimensionalen Analoga) oder ein N-dimensionaler Kegel mit requlirer Grund-
fliche.*

3. Z kann aus aus endlichen vielen solcher Gebiete zusammengesetzt werden.

Salopp kann man sagen: (3.17) gilt zwar nicht auf allen denkbaren Gebieten (z. Bsp.
nicht auf solchen mit fraktalen Rdindern) aber auf allen, die mit einfachen Mitteln
hergestellt bzw. konstruiert werden kdnnen.

Wir kénnen nun schlieSlich die im vorangegangenen Abschnitt beschriebenen Kon-
zepte und Ideen wie folgt auf mehrere Raumdimensionen iibertragen; siehe dazu auch
Abbildung 3.9.

Postulat 50 (Existenz dreier Felder). Es existieren die folgenden drei Felder:

BEin Gebiet ist eine offene und zusammenhingende Menge.
4 Auf Polyedern und Kegeln ist der duflere Normalenvektor v(x) zwar nicht in allen, aber immer
noch in fast allen Punkten x € 9= definiert.
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1. Die Teilchenkonzentration'® ¢ = c(t, x) ist skalar und besitzt die physikalische
Dimension N - L=,

2. Der Teilchenfluss f = f(t, x) ist vektorwertig, wobei jede Komponente die Di-
mension N - T=1 . L=N*! besitzt. Dabei beschreibt fiir jedes n = 1...N der Wert
fult, x)-At-AA die Anzahl der Teilchen, die wihrend des Zeitintervals [t, t+ At]
senkrecht durch eine (gedachte) Kontrollhyperfiiche fliefien, wobei diese Kontroll-
hyperfliche die Dimension N —1 sowie den Fdcheninhalt AA besitzt und senkrecht
zur n-ten Koordinatenrichtung steht. Oder anders gesagt: f(t, x) € RN beschreibt
sowohl die Richtung als auch die Intensitdt des effektiven Teilchenstroms zur Zeit
t im Punkte x.

3. Die Teilchenproduktion p = p(t, x) ist skalar und besitzt die physikalische Di-
mension N - T~1. L=V,

Abbildung 3.9: Zur Bedeutung des Flusses fiir N = 3: Jede der Komponenten von
f(t, ) beschreibt die Intensitit des effektiven Teilchenstromes durch eine axenparallele Kon-
trollfiche; e, ist dabei der n-te Einheitsvektor.

Prinzip 51 (Lokale Stoffbilanz). Es gilt stets
Oye(t, x) + div, f(t, x) = p(t, x), (3.18)
sofern diese Gleichung richtig interpretiert wird.

Herleitung. Auf jedem Kontrollvolumen = kann die zeitliche Anderung der Stoffmenge
durch

% c(t, z)de = —/f(t, z)-v(x)dS(z)+ /p(t, r)dx

= o= 2
bilanziert werden; hierbei liefert das Randintegral die Anzahl Teilchen, die gerade durch
den Rand 0= rein-oder rauslaufen, und das zweite Integral auf der rechten Seite be-
schreibt Produktionsprozesse im Inneren von =. Auf Grund des Gaufschen Satzes gilt
damit

/ <8tc(t, x) +div, f(t, z) — p(t, x)) dz =0

fir jedes Kontrollvolumen = und damit auch (3.18). O

5Die Teilchenkonzentration ¢ kann man auch als Zahldichte interpretieren.
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Wie bereits oben fiir N = 1 erwédhnt, muss die allgemeine Stoftbilanz aus Prinzip
51 noch durch konstitutive Gesetze ergénzt werden.

Konstitutive Gesetze fiir den Teilchenfluss

Das Ficksche Gesetz!'6

f=-D-grad,c (3.19)

besagt, dass die Teilchen der diffundierenden Substanz sich im Mittel von Teilgebieten
mit hoher Konzentration zu Teilgebieten mit niedriger Konzentration bewegen. Dies
ist eine sehr sinnvolle Modellierungsannahme, denn die Diffusion von Teilchen wird
immer die Tendenz haben, bestehende Konzentrationsunterschiede auszugleichen. Auf
der mikroskopischen Skala kann man dies wie folgt verstehen: Die Bewegung eines
einzelnes Substanzteilchens kann auf Grund der vielen Kollisionen mit den Molekiilen
des Mediums in idealisierter Naherung als Brownsche Bewegung bzw. als Random Walk
betrachtet werden kann.

Die Diffusionskonstante D besitzt die Dimension L?/T und héingt von der Sub-
stanz, dem Medium und der Temperatur ab. Sie kann entweder gemessen!” oder aus
anderen Theorien abgeleitet werden. Fiir die Diffusion in einem gasformigen Medium D
kann zum Beispiel im Rahmen der kinetischen Gastheorie die Smoluchowski-Einstein-
Gleichung '81°

)\2
2.7
begriindet werden. Hierbei sind A bzw. 7 die mittlere freie Weglénge bzw. die mittlere
freie Flugzeit zwischen zwei Kollisionen und entsprechen Az bzw. At im vorange-

gangenen Abschnitt {iber Random Walks. Diffundiert die Substanz in einem flissigen
Medium, so gilt oftmals die Stokes-Einstein-Gleichung?

k-T
6-m-r-n’

D

D=

wobei T die absolute Temperatur, k& die Boltzmann-Konstante, » der mittlere Radius
der Substanzteilchen und 7 die Viskositéat der Fliissigkeit ist. Bei der Diffusion in einem
Festkorper?' wird hiufig ein approximatives Gesetz der Form

D =Cj-exp (—%) )

verwendet, wobei die Materialkonstanten C4, Cy sowohl von der Substanz als von der
Kristallstruktur des Mediums abhéngen.

16 Adolf Eugen Fick (1829-1901), deutscher Physiologe.

" Typische Gréfenordnungen fiir die Diffusionskonstante D sind: 107° m?/s in Luft, 1079 m?/s in
Wasser

¥Marian von Smoluchowski (1872-1917), 6sterreichisch-polnischer Physiker.

9Albert Einstein (1879-1955), deutscher Physiker. Im annus mirabilis 1905 schrieb Einstein vier
sehr bedeutende Arbeiten, wobei eine der brownschen Molekularbewegung gewidmet war. In den
anderen erkldrte er den photoelektrischen Effekt, begriindete die spezielle Relativitédtstheorie bzw.
promovierte iiber den molekularen Aufbau der Materie.

20George Gabriel Stokes (1819-1903), irischer Mathematiker und Physiker.

21Stah]l kann zum Beispiel dadurch gehiirtet werden, dass man Kohlenstoffatome diffusiv in den
Festkorper einbringt.
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Das Ficksche Gesetz erlaubt viele Verallgemeinerungen. Zum einen kann die skalare
Grole D durch eine symmetrische N x N-Matrix ersetzt werden, um anisotrope Diffu-
sionsprozesse zu beschreiben. In anderen Modellen héngt D explizit von (¢, x) oder gar
von ¢ oder grad, c ab. Mit anderen Worten: die konstitutiven Gesetze fiir den Teilchen-
fluss bzw. die Diffusionskonstante D sind alles andere als universell sondern in hohem
Mafle material- und prozessabhingig. Analoges gilt fiir die Gesetze der Teilchenpro-
duktion.

Bei Drift-Diffusionsprozessen bewegen sich die einzelnen Substanzteilchen nicht nur
durch die Brownsche Bewegung (bei der die Geschwindigkeiten der Einzelteilchen un-
korreliert sind), sondern auch dadurch, dass es eine kollektive Geschwindigkeit gibt.
Diese resultiert zum Beispiel aus der Geschwindigkeit des Tragermediums (Wind, Flief3-
geschwindigkeit 0.4.) oder aus der Wirkung duflerer Krifte. In diesem Fall postuliert
man

f = faig + faite ,

wobei der Diffusionsfluss wieder mit dem Fickschen Gesetz berechnet werden kann.
In einem sich bewegenden Trégermedium wird — zumindest bei moderaten Ge-
schwindigkeiten sowie relativ kleinen Konzentrationen — oftmals das Gesetz

fdrift =Cc-v

verwendet, wobei v ist Geschwindigkeit des Mediums bezeichnet (beachte, dass das
Produkt einer Geschwindigkeit und einer Konzentration eine vektorielle Grofle ist, die
die Dimension eines Flusses besitzt). Insgesamt ergibt sich damit

f=-D-grad,c+c-v (3.20)

als konstitutives Gesetz fiir den Fluss der Substanzteilchen.

Im Rahmen der Elektrochemie nimmt man meist an, dass die Drift der elektrisch
geladenen Substanzteilchen proportional zur elektrischen Feldstdarke E ist, wobei pu
ein materialabhéngiger Mobilitdtsparameter ist. Insbesondere gilt wieder (3.20) mit
v = - B und ist unter dem Namen Nernst-Planck-Gesetz?? bekannt.

Mogliche Randbedingungen

Die Kombination der allgemeinen Stoftbilanz (3.18) mit einem konstitutiven Gesetz
wie in (3.19) oder (3.20) liefert eine einzelne partielle Differentialgleichung fiir die Kon-
zentration c¢ als Funktion von ¢ und x. In den meisten praktischen Féllen kann aber z
nicht beliebige Werte aus dem RY annehmen; vielmehr gilt

x €€,

wobei 2 ein gegebenes (beschrénktes oder unbeschréinktes) makroskopisches Gebiet ist.
) kann zum Beispiel einen Container beschreiben und wir wollen im Folgenden immer
voraussetzen, dass €2 ein Kontrollvolumen im Sinne von Definition 49 ist.

22Max Karl Ernst Ludwig Planck (1858-1947), deutscher Physiker; Walther Nernst (1864-1941),
deutscher Physiker und Chemiker.
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Man kann nun zum einen Anfangsbedingungen der Form

u(to, v) = g()

in Form einer Funktion ¢ : {2 — R, vorschreiben, wobei ¢, € R gerade die Anfangszeit
ist. Dariiber hinaus muss man aber auch festlegen, was am Rand 0f) passieren soll,
wobei es mehrere sinnvolle Méglichkeiten gibt.

Bei Neumann-Randbedingungen wird die Normalkomponentes des Fluss auf 02 durch
eine Funktion n : [tg, 0o) x 992 — R vorgeschrieben, d.h. wir suchen Konzentrationen
¢, so dass

f(t, x)-v(z) =n(t, z) fir alle ¢t >ty, x € 002.

Dabei entscheidet das Vorzeichen von n(t, ) dariiber, ob zur Zeit ¢ im Punkte z
die Teilchen rein- oder rausflieen. Bei Dirichlet-Randbedingungen wird hingegen die
Konzentration auf dem Rand vorgeschrieben, d.h. es soll

c(t, x) =d(t, x) fir alle ¢t >ty, x € 00

gelten, wobei nun d : [ty, 0o) x 9Q — Rg, gegeben ist. Manchmal ist es auch sinnvoll,
eine Kombination von Konzentration und Normalenfluss vorzuschreiben. Dies fiihrt
dann auf die Robin-Randbedingungen®

ft, x)-v(x) =ri(t, ) + rot, ) - c(t, ) firalle ¢t>0,2¢€00Q,

wobei nun ry, s : [tg, 00) X 9 — R bekannt sind.

Desweiteren gibt es auch gemischte Randbedingungen, d.h. eine disjunkte Zerlegung
von I' := 00 in Teilstiicke I'y, ...I'ys, auf denen jeweils andere Randbedingungen gefor-
dert werden. Einen Sonderfall stellen in gewisser Weise periodische Randbedingungen
dar: Ist €2 ein N-dimensionaler Quader mit den Kanten Léngen L, ..., Ly, so beschrei-
ben die Bedingungen

ct,z)=c(t,x+Li-e))=c(t,x+ Ly-ey) =...=c(t, z+ Ly -en),

dass wir eigentlich an periodischen Losungen auf ganz RY interessiert sind, wobei €
gerade die Periodizitatszelle ist.

Einige einfache Beispiele

Um die Diffusion einer Substanz in einem abgeschlossenen Container €2 zu beschrei-
ben, kombinieren wir das Ficksche Gesetz (3.19) mit dem Produktionsgesetz p = 0
(keine Produktion) und homogenen Neumann-Randbedingungen (n = 0, d.h. kein Teil-
chenfluss durch die Containerwand). Wir erhalten damit Rand-Anfangswertproblem

oe(t, x) — D - Age(t,z) =0 in Q,
c(ty, x) = g(t, x) zur Zeit t,
Oye(t, z) =0 auf 092,

wobel

Oyc(t, x) = grad, c(to, x) - v(x)

ZVictor Gustave Robin (1855-1897), franzosischer Mathematiker.
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gerade die Normalenableitung von c ist. Insbesondere gilt

d

— [ c(t, x)dz = / Oe(t, z)dx = —D/ div, grad, c(t, =) dz
dt Jo Q Q

=_D Oyc(t, z)dS(x) =0,
oN

d.h. die Gesamtstoffmenge ist eine globale Erhaltungsgrofie.

Wir konnen dieses Modell natiirlich auch um Produktionsterme erweitern. Wird
zum Beispiel die Substanz durch Licht erzeugt, dass durch einen durchsichtigen Teil
des Randes in eine Teilgebiet © C Q eindringt, so kann die erste der obigen Gleichungen
durch

Oe(t, x) — D - Aye(t, x) = p(t, x)

ersetzt werden. Hierbei ist p eine gegebene Funktion auf € mit p(t, z) = 0 fir z €
0\ Q die beschreibt, wie grof§ die Intensitdt des einfallenden Lichts und damit die
Teilchenproduktion im Punkt x zur Zeit ¢ ist.

In vielen Anwendungen spielen Reaktions-Diffusionsprozesse eine wichtige Rolle. In
diesem Zusammenhang ist {2 zum Beispiel ein Behélter, in dem drei Substanzen A, B
und C sowohl diffundieren als auch via

a-A+p-B = ~-C

miteinander reagieren konnen. Wir kénnen nun drei Konzentrationen ca, cg und c¢ be-
trachten, wobei wir im Allgemeinen auch drei verschiedene Diffusionskonstanten Dp,
Dg und D¢ zulassen sollten. Unter der Annahme, dass die Behéalterwand fiir alle Sub-
stanzen undurchdringlich ist und dass die Reaktionsraten durch das Massenwirkungs-
gesetz — siehe Prinzip 39 — berechnet werden koénnen, erhalten wir das gekoppelte
System

Oren(t, ) — Dp - Agea(t, ©) = +k_ - a-cc(t, ) — ki - a-calt, )" - cg(t, :r)'B ,
Oye(t, ©) — Dg - Apeg(t, @) = +k_ - B-cc(t, )" —ky - B-calt, ) - ca(
Orec(t, ©) — Dc - Agec(t, x) = —k_ -y -cc(t, )" + ky -y - ealt, 2)* - cg(t

\.@F
&
~
=

=

wobei k_ bzw. k, die Ratenkoeffizienten fiir die Riick- bzw. Hinreaktion mit sind.
Diese Differentialgleichung kénnen dann durch homogene Neumann-Randbedingungen
fiir ca, cg, cc sowie durch geeignete Anfangsdaten komplementieren werden.

Die Dynamik von Reaktions-Diffusionsprozesse kann sehr kompliziert sein und kom-
plexe raumliche und zeitliche Muster produzieren.?*

Wird ein poroser Korper Q (z.B. ein Betonklotz oder ein groBer Badeschwamm) in ein
Wasserbasin getaucht, so werden die Wasseratome durch Diffusion in diesen Korper
eindringen. Um diesen Durchndssungsprozess zu modellieren, wollen wir ein einfaches
Ficksches Gesetz fiir die Wasserfluss innerhalb von 2 verwenden. Wir nehmen aufer-
dem an, dass der Rand I' = 0f) aus zwei disjunkten Teilen besteht, ndmlich aus einem
irgendwie beschichteten Teil I'y, durch den kein Wasser eindringen kann, sowie einem

241st in der angewandten Mathematik von Musterbildung oder Pattern Formation die Rede, so geht
es oftmals um die Eigenschaften von Reaktions-Diffusionsgleichungen.
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Teil 'y = I'\ I'; ohne Beschichtung. Insbesondere macht es Sinn, homogene Neumann-
Randbedingungen auf I'; aber inhomogene Dirichlet-Randbedingungen auf I'y zu for-
dern, wobei der Randwert ¢, auf I'y; der maximal moglichen Wasserkonzentration bei
vollstdndiger Durchniissung entspricht.?> Wir erhalten damit das Rand-Anfangswert-
Problem

Oe(t, ) — D - Age(t, z) =0  in Q,

c(ty, ) =0 zur Zeit to,
Oyc(t, ) =0 auf I'y |
c(t, r) = ¢, auf I'y

wobei die verschwindenden Anfangsdaten beschreiben, dass vor dem Eintauchen der
Korper vollstdndig durchgetrocknet ist.

Man kann natiirlich argumentieren, dass sich auch am Rand T'; die maximale
Konzentration ¢, nicht sofort, sondern erst allméhlich einstellen wird. An Stelle der
Dirichlet-Randbedingung kann man daher auch die Robin-Randbedingung

[t ) v(z) ==k (c. —c(t, x)) auf Ty

mit Materialkonstante x verwenden. Dieses Randgesetz beschreibt, dass um so mehr
Wasser durch den Rand eindringen wird, je trockener dieser ist, und dass bei
vollstéandiger Randdurchnéssung kein Wasser mehr von auflen eindringen kann. Ins-
gesamt ergibt damit das realistischere Rand-Anfangswert-Problem

Oe(t, ©) — D - Aye(t, ) =0 in Q,
c(ty, ) =0 zur Zeit to,
Oyc(t, ) =0 auf I'y |

c(t,r) + D -k~ 0,c(t, x) =c, aufly,

das aber fiir sehr grole k > 1 fast identisch zur ersten Variante ist.

Ein (einfaches) Problem zur Umweltverschmutzung beschreibt die Ausbreitung von
Schadstoffen, die durch ein Zulaufrohr in einen Fluss?® eingebracht werden. Im ein-
fachsten Fall ist der (unendliche lange) Fluss € ein unbeschrinktes Teilgebiet des R?
mit den beiden (glatten) Uferkurven I'y und T'y, wobei das Geschwindigkeits- bzw.
Stromungsfeld v : © — R? als bekannt vorausgesetzt wird. Auf einem kleinen Uferstiick
I, ¢ I'y wird nun durch ein Réhr kontinuierlich schadstofthaltiges Wasser hineinge-
pumpt, wobei wir der Einfachheit halber annehmen, dass das Wasser aus dem Rohr
mit konstantem Geschwindigkeitbetrag 7, und konstanter Schadstoffkonzentration c,
hineingepumpt wird. Insgesamt ergeben sich die Kompatibilitdtsbedingungen

v(t, ) -v(r) =0 firalle t>ty, z€ (I'yUTly) \ T,
und

v(t, &) = —ny - v(x) fir alle t>ty, z€ (I’ UTy) \ T,

25¢, ist eine Materialkonstante, die von der ,Porositit‘ abhingt. Es wird stets ¢, < ¢y gelten, wobei

co ~ (1. -10%3 - kg - m*3) / (1.8 1072 - kg - mol_l) ~ 5.5-10"* - kg - mol~! der Kehrwert des molaren
Volumens von Wasser ist.

26Wir beziehen uns hier offensichtlich auf unterschiedliche Bedeutungen des deutsches Wortes Fluss.
Das Englische ist hier wesentlich klarer: es gibt river (Fluss im landldufigen Sinne), fluz (Fluss im Sinne
von Prinzip 50) und auch noch flow (Fluss im Sinne der Theorie gewthnlicher Differentialgleichungen).
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fiir die FlieBgeschwindigkeit v des Wassers. Um die Evolution der Schadstoffkonzentra-
tion ¢ zu beschreiben, verwenden wir das konstitutive Gesetz (3.20) und fordern un-
terschiedliche Neumann-Bedingungen auf den verschiedenen Randstiicken. Zum einen
soll

flt,z) - v(x)=0 fir alle ¢t >ty, z € (I UTy) \ T,

gelten, d.h. wir ignorieren, dass Schadstoffe am Ufer in das Erdreich eindringen konnen.
Andererseits fordern wir

f(t, ) -v(x) = —n.-c. fur alle ¢ >1ty, v €T,

denn es soll ja immer Schadstoffe mit Rate ), - ¢, hineingepumpt werden. Nach Elimi-
nation von f erhalten wir insgesamt das Rand-Anfangswertproblem

Oy c(t, z) + div, (c(t, z) - v(t, x) — D - grad, c(t, )) =0  in Q,

c(to, z) = g(x) zur Zeit to,
(9,/ C(t, .I‘) =0 auf (Fl U FQ) \ F* s
c(t, )+ D -n7t-0,c(t, x) = c. auf T,

wobei g eine beliebige Anfangskonzentration beschreibt. Insbesondere gilt wegen (3.18)
sowie der Randbedingungen die globale Stoffbilanz

% c(t, x)dx = —/divw f(t, x)dx = —/f(t, x) - v(x)dS(x)
Q Q o0

:/W*-c*dS(fﬁ):m-c*-IF*l )

1A

d.h. die Gesamtschadstoffmenge erhoht sich zu jeder Zeit ¢ in der Tat nur um den
Betrag, der gerade durch das Rohr mit Querschnitt |I'y| in den Fluss gepumpt wird.
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3.3 Kontinuumsmechanik und Thermodynamik

In der Kontinuumsmechanik bzw. der Rationalen Thermodynamik wird die makrosko-
pische Evolution eines materiellen Kontinuums — d.h. eines Gases, einer Fliissigkeit
oder eines Festkorpers — durch im Allgemeinen mehrere Bilanzgleichungen der Bauart

Oydensq(t, x) + div, fluxq(t, x) = prodg(t, ) (3.21)

beschrieben, wobei jeder bilanzierte Grofie Q in der Regel einer der folgenden Bedeu-
tungen besitzt:

1. Masse oder Stoffmenge (ggf. fiir mehrere Substanzen separat),
2. Komponenten des Impulses oder Drehimpulses,

3. Energie,

4. Ladung.

Was immer die konkrete Interpretation von @ ist, nach dem Gauflschen Integralsatz
gilt stets

% densq(t, ) dx = —/ fluxq(t, z) - v(x)dS(z) + /pron(t, x)dx (3.22)
= 0= 13
fiir jedes Kontrollvolumen =, und im Falle von prodq = 0 spricht man auch von einem
Lokalen Erhaltungssatz fiir Q.

Die Gleichungen (3.21) bzw. (3.22) beschreiben — wie im Falle der Diffusionsprozes-
se — wieder universelle Prinzipien der Physik, legen aber die Dynamik nicht eindeutig
fest. Sie miissen daher wieder um material- und prozessabhéngige konstitutive Ge-
setze ergénzt werden, d.h. um weitere Relationen zwischen den Dichten densg, den
Fliissen fluxq, den Produktionen prodg sowie den makroskopischen Koordinaten ¢ und
x. Dariiber hinaus kann bzw. muss man auch geeignete Rand- und Anfangsbedingungen
identifizieren.

Die konstitutive Gesetze konnen entweder postuliert oder aus anderen, mikroskopi-
schen Vielteilchenmodellen abgeleitet werden. Es gibt dabei aber gewisse Spielregeln,
die sich aus anderen fundamentalen Prinzipien der Physik (Symmetrien, Beobachterin-
varianz, Materielle Objektivitdt usw.) ergeben.

3.3.1 Kontinuumsmechanik in einer Raumdimension

In diesem Abschnitt entwickeln wie die Grundlagen der Kontinuumsmechanik und lei-
ten dabei die Bilanzgleichungen fiir die Masse und den Impuls in allgemeiner Form her.
Im Anschluss diskutieren wir die konstitutiven Gesetze fiir einen elastischen Festkorper
und werden sehen, welche Form die Bilanzgleichung der Energie in diesem speziellen
Fall annimmt.

Der Einfachheit halber beschrianken wir uns in diesem Abschnitt auf den Fall einer
Raumdimension, obwohl reale Korper natiirlich immer drei-dimensional sind.
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Abbildung 3.10: Schematische Darstellung der Deformation eines im Wesentlichen eindi-
mensionalen Korpers, der in diesem Abschnitt als materielles Kontinuum modelliert wird.
Dazu stellen wir uns zunéchst vor, dass der Korper aus einer groflen Anzahl sehr diinner
,Scheibchen‘ zusammengesetzt ist, wobei jedes Scheibchen im Laufe der Zeit verschoben und
deformiert werden kann. Die materielle Koordinate ist dann eine Art Scheibchenindex und
nimmt im Limes Scheibchendicke — 0 und Scheibchenzahl — oo kontinuierliche Werte in
einem Interval [Min, Mmax| an. Dabei gilt: Haben die einzelnen Scheibchen immer diesel-
be Masse (natiirliche Interpretation), so kann die materielle Koordinate zu jeder Zeit durch
Integration der rdumlichen Feld der Massendichte ¢ berechnet werden, siehe Prinzip 57.

Riaumliche und materielle Koordinaten

Wie in Abbildung 3.10 dargestellt, betrachten wir im Folgenden ein eindimensionales
materielles Kontinuum, dass sich zur Zeit t zwischen den beiden Positionen x;, () und
Tmax (t) befindet und damit die Lange

L(t) := Tmax (t) — Zpin (1)

besitzt. Punkte in diesem materiellen Kontinuum koénnen nun zum einem durch eine
materielle Koordinate M € [Mpyin, Mmax| und zum anderen durch die entsprechende
raumliche Position ausgezeichnet werden, wobei M;, und M.« nicht von der Zeit
abhiéngen. Insbesondere gibt es das Platzierungsfeld®”

X(t, M)

dessen Wert gerade fiir jeden materiellen Punkt angibt, an welcher rdumlichen Position
x sich dieser zur Zeit t befindet. Aus Konsistenzgriinden muss dabei

Lmin (t) = X<ta Mmin) ) Lmax (t) = X(ta Mmax)
gelten und
V(t, M) == 8,X(t, M) (3.23)

ist gerade die Geschwindigkeit, mit der sich der materielle Punkt mit Koordinate M
zur Zeit t im Raum bewegt.

Wir wollen immer annehmen, dass sich die materiellen Punkte im Laufe der Zeit
nicht durchdringen koénnen, d.h. das

OuX(t, M) >0 firalle ¢t >0, M € [Muin, Mmnax]
gilt. Deshalb ist fiir jedes feste ¢ die Abbildung

Mz =X(t, M)

27 Feld meint im einfachsten Fall einfach hinreichend regulire Funktion. In einem allgemeineres Zu-
sammenhang kann Feld auch fiir Distribution stehen.
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strikt monoton wachsend und kann invertiert werden. Dies liefert ein Feld m in den
Variablen ¢ und x, so dass

m(t, X(t, M)) =M und X(t, m(t, z)) == (3.24)
fir alle ¢ und alle M € [Myin, Mumax| bzw. & € [Zyin (), Tmax (t)] gilt.

Materielle und raumliche Felder

In der Kontinuumsmechanik gibt es zwei Sichtweisen, ndmlich die rdumliche und die
materielle, und man muss oft zwischen beiden wechseln.

rdumlicher Punkt x

raumliches Feld f(t, x)
_ _ , Wert einer physikalischen Grofe
M=m(t,x) x=X(t, M) O (Dichte, Fluss, Produktion 0.4.)

materielles Feld F(t, M)
materieller Punkt M

Abbildung 3.11: Die Felder f und F' aus Prinzip 52 kénnen durch den Koordinatenwechsel
x «~ M ineinander umgerechnet werden.

Prinzip 52 (materielle und rédumliche Felder). Zu jeder Funktion f in den Variablen
t und x existiert eine Funktion F in den Variablen t und M, so dass

F(t, M) = f(t, X(t, M),  f(t, x) = F(t, m(t, z)). (3.25)

und damit [f| = [F] gilt, siehe Abbildung 3.11. Dabei wird x die raumliche Koordinate
und M die materielle Koordinate genannt. Insbesondere gilt es zu jedem réaumlichen
Feld f ein entsprechendes materielles Feld F' und umgekehrt.

Die Geschwindigkeit hatten wir in (3.23) zunéchst als materielles Feld V' definiert;
es gibt aber auch das entsprechende rdumliche Feld v mit

o(t, ) = V({t, m(t, 2)),  V(t, M) =u(t, X(t, M)). (3.26)

Auflerdem ist die materielle Koordinate M gerade die materielle Version des rdumlichen
Feldes m und X kann als das materielle Feld der rdumlichen Koordinate z betrachtet
werden.

Lemma 53 (Evolution der materiellen Koordinate m). Es gilt
om+v9,m=0, (3.27)
d.h.
om(t, x) +v(t, x) 0ym(t, ) =0

fir alle t > 0 und jedes © € [Tmin(t), Tmax(t)]. Insbesondere erfillt m die Transport-
gleichung zum Geschwindigkeitsfeld v.
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Beweis. Differenzieren wir die erste Gleichung in (3.24) nach ¢, so erhalten wir
om(t, X(t, M)) + 0,m(t, X(t, M)) 0, X (t, M) =0
und wegen (3.23) und (3.26) auch
om(t, X(t, M)) +v(t, X(t, M)) 0.m(t, X(t, M)) =0
fiir alle ¢ und alle M. Die Behauptung folgt mit x = X (¢, M). O

Von besonderem Interesse sind Zeitableitungen bei festgehaltener materieller Koor-
dinate. Fiir ein materielles Feld F gilt nach (3.25)

OF(t, M) = 0,f(t, X (£, M) + 0uf(t, X (¢, M)) 9,X (£, M)
= (8tf +U8zf>(tv X(t’ M)) )

wobei das durch
Df
Dt
definierte raumliches Feld die materielle Ableitung von f genannt wird. Die Identitat
(3.27) kann nun auch als %m = 0 geschrieben werden.

(t, ) == 0 f(t, ) + v(t, ) 0. f(¢, x) (3.28)

Wir formulieren auflerdem zwei Hilfsresultate; diese sind sehr wichtige Hilfsmittel in
der Kontinuumsmechanik und beruhen auf elementaren mathematischen Argumenten.

Lemma 54 (Lemma von du Bois-Reymond?®®). Sei t fest und f ein rdumliches Feld
mat

/:Qf(t, ) dz = 0

fir alle xy und xo. Dann gilt f(t, x) =0 fir alle .

Ist f eine stiickweise stetige Funktion, so folgt die Behauptung unmittelbar aus
einem Widerspruchsbeweis. Eine analoge Aussage gilt aber fiir viel allgemeinere Felder.
Auch das folgende Prinzip hat einen sehr einfachen mathematischen Kern, ndmlich den
Hauptsatz der Differential und Integralrechnung.

Lemma 55 (Reynolds’sches Transport-Theorem?®). Es gilt

d X (t, M2) X (t, M2)
f(t, x)dx = / O f(t, x)dx

& X(L]\/fl) X(t,Ml)
+ F(t, My) -V (t, M) — F(t, My) -V (t, My)
fiir jedes raumliche Felder f und alle t, My und M.

Beweis. Auf Grund der Differentiationsregeln gilt

d X(t,MQ) X(t,Mg)
flt, x)de :/ O f(t, z)dx

& X(t, Ml) X(t,Ml)
+ f(ta X<t7 MQ))atX(tv MQ) - f(tv X(t» Ml))atX(t’ Ml)
und die Behauptung folgt aus (3.23) und Prinzip 52. O

28Emil Heinrich du Bois-Reymond (1818-1896), deutscher Physiologe und Mediziner.
290sborne Reynolds (1842-1912), britischer Physiker.
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Die Massebilanz

Wir wollen nun eine Evolutionsgleichung fiir die Massendichte ¢ eines materiellen
Kontinuums ableiten. Die wesentliche Beobachtung ist dabei, dass aus physikalischen
Griinden

X (¢, M2) X (0, M2)
/ o(t, z)dx = / 0(0, z)dx (3.29)
X (t, My) X (0, My)

fiir alle Zeiten ¢t und alle M;, M, gelten mufl. Diese Gleichung beschreibt, dass die
Masse zwischen zwei festgehaltenen materiellen Punkten M; und M sich nicht mit der
Zeit dndert sondern nur durch die Bewegung der materiellen Punkte immer anders im
Raum verteilt wird. Insbesondere héingt die Gesamtmasse p nicht von der Zeit ab, d.h.
es gilt

Tmax (t)
ot, z)dz = p
Tmin (t)

fiir alle ¢.

Wir werden nun aus dem physikalischen Gesetz (3.29) eine partielle Differentialglei-
chung fiir das rdumliche Feld o ableiten.

Prinzip 56 (Massebilanz in rdumlichen Koordinaten, Kontinuitédtsgleichung). Die
Gleichungen

0o+ 0,(pv) =0, (3.30)
und
Do
Dr = 00, (3.31)

sind stets erfillt und beschreiben, dass Masse weder erzeugt noch vernichtet wird.

Herleitung. Nach (3.29) gilt

_X(t7 Mz)
d
0= T / o(t, x)dx
X(t, My)
fiir alle My, Ms und das Reynoldschen Transporttheorem liefert
X (t, M2)
0= / atQ(t7 Z’) dr + (Q/U) (ta X(tv MQ)) - (QU) (t7 X(ta Ml)) )
X(t, My)

wobei wir die Randterme nicht materiell, sondern raumlich geschrieben haben. Anstatt
M; und M, koénnen auch xq = X (¢, M;) und 25 = X(t, Ms) beliebig gewihlt werden.
Insbesondere muss die Identitét

x2

0= /Qﬁtg(t, z)dz + (ov) (¢, 22) — (ov) (¢, 1) = / (8,5@4— 8x(gv)>(t, r)dz,

T T

fiir alle 1, 2 erfiillt sein, und (3.30) folgt unmittelbar aus Lemma 54. Die Identitét
(3.31) folgt mit (3.28) direkt aus (3.30) O
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Interpretation der materiellen Koordinate

Wir haben eine gewisse Freiheit, die materielle Koordinate M einzufiihren, wobei aber
immer (3.27) und (3.29) gelten werden. Wir wollen bei unseren Betrachtungen die
natirliche Interpretation von M verwenden, die wie folgt formuliert werden kann; siche
auch die Erklarungen zu Abbildung 3.10.

Prinzip 57 (Natiirlicher Zusammenhang zwischen m und o). Es gilt My, = 0 und
Moy = 10 sowie

m(t, z) = / o(t, T)dz. (3.32)
Zmin (t)
und damit [m] = [M] = M.
Bemerkung.
1. Das Feld m erfillt die Differentialgleichungen
o,m = o, om = —ov, (3.33)
wobei (3.33); direkt aus (3.32) folgt und (3.33)y mit Hilfe von (3.30) abgeleitet
werden kann.
2. Es qilt*®
1
ouX =P = o (3.34)
denn (3.24), impliziert Bzm(t, X(t, M))@MX(t, M) = 1 und auflerdem gilt
dem(t, X(t, M)) = P(t, M) nach (3.33); und (3.25).

3. Die oben erwihnte Freiheit in der Wahl der materiellen Koordinate bedeutet aus
mathematischer Sicht, dass man das Feld m zur Zeit t = 0 im Prinzip durch eine
beliebige monoton wachsende Funktion vorschreiben kann. In diesem Fall kann
man mit (3.29) eine zu (3.32) analoge Formel etablieren, muss aber auch viele
der weiten unten abgeleiteten Gesetze abdndern.

Folgerung 58 (Massebilanz in materiellen Koordinaten). Es gilt

OPt—0yV =0, (3.35)
wobei P~ das materielle Feld der spezifischen Linge ist.
Beweis. Nach (3.34) und (3.23) gilt 9,P~! = 8,0, X = O V. O

Unser néchstes Resultat erlaubt es uns, allgemeine Bilanzgleichungen in materiellen
(bzw. rdumlichen) Koordinaten in entsprechende partielle Differentialgleichungen fiir
raumliche (bzw. materielle) Felder umzuwandeln.

Theorem 59 (materielle und raumliche Bilanzgleichungen). Die Gleichungen
O Fy + Oy Fy = F3 (3.36)
und
8t(@f1) + 0, (Qflv + f2) = 0f3 (3.37)

sind dquivalent, wobei die F;’s beliebige materielle Felder und die f;’s die entsprechen-
den rdumlichen Felder sind.

39Der Buchstabe ‘P’ ist auch das Symbol fiir das grofie griechische Rho.
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Beweis. Wir zeigen die Implikation (3.36) = (3.37), wobei alle Schritte umgekehrt
werden konnen. Aus

Fi(t, M) = f;(t, X(t, M))
kénnen die Identititen
OF(t, M) = 0,f; (¢, X(t, M)) +v(t, X(t, M)) 8, fi(t, X(t, M))
sowie
OmFi(t, M) =o' (t, X(t, M)) 0. f;(t, X(t, M))

durch Differentiation und Verwendung von (3.23), (3.26) und (3.34) abgeleitet werden.
Insbesondere impliziert (3.36) nach Multiplikation mit ¢ die Gleichung

(Q&ffl)(t: :L‘) + (Qvazrfl)(ta l‘) + (8:rf2)(tv 1:) - (QfS) (t> I)a

wobei wir X (¢, M) durch x ersetzt haben. Andererseits kann die Massebilanz (3.30)
als

(f1 at@) (t, z) + (fl am(@“))(tv r) =0,

geschrieben werden, und (3.37) folgt mit der Produktregel nach Addition der letzten
beiden Differentialgleichungen.
]

Die Impulsbilanz

Die Impulsbilanz in einem materiellen Kontinuum beschreibt die Evolution der Impuls-
dichte ov. Die wesentliche Beobachtung ist dabei, dass nach dem Newtonschen Gesetz
die zeitliche Anderung des Impulses eines materiellen Punktes M bzw. eines materiellen
Segments [M;, Ms] gerade die Summe der wirkenden Kriifte ist.3! In der Kontinuums-
mechanik unterscheidet man dabei zwischen den folgenden Arten von Kriften:

1. Externe Volumenkrifte — wie zum Beispiel die Gravitationskraft — werden durch
ein rdumliches Feld g bzw. durch das entsprechende materielle Feld G beschrieben.
Hierbei gibt g an, welche Kraft pro Masse zur Zeit t am Ort z wirkt, d.h. g ist
eine Beschleunigung. Es ist meist klar, wie g von ¢ und x abhéngt.

2. Die inneren Krdifte wirken zwischen den materiellen Punkten und werden durch
den materiellen Spannungstensor ¥ bzw. sein rdumliches Gegenstiick o beschrie-
ben. Hierbei gibt ¥ an, welche Kraft ein kleines materielles Segment auf ein be-
nachbartes Segment ausiibt. Konstitutive Gesetze fiir die Spannung werden meist
in materiellen Koordinaten — d.h. durch explizite Formeln fiir > — angegeben.

3. Eaterne Oberflichenkrdfte — wie zum Beispiel Zug- oder Kompressionskrifte —
werden durch Randbedingungen modelliert und erscheinen daher nicht in der
Differentialgleichung fiir die Impulsdichte.

31Ganz Allgemein kann man sagen: Viele physikalische Prinzipien kénnen am einfachsten in materi-
ellen Koordinaten formuliert und hergeleitet werden, wohingegen unsere Messungen und Beobachtun-
gen sich in der Regel auf die rdumlichen Koordinaten beziehen. Die materielle bzw. rdumliche Sicht
werden manchmal als Lagrange-Bild bzw. Fuler-Bild bezeichnet und das Umrechnen zwischen beiden
‘Bildern’ ist eine wesentlicher Teil der mathematischen Kontinuumsmechanik.
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Prinzip 60 (Impulsbilanz in rdumlichen Koordinaten). Die Gleichungen

A (ov) + 0, (0v® — o) = 0g (3.38)
und
Dv
ep; =9+ 0x0 (3.39)

sind stets erfillt und spiegeln Newtons Axiome wider.

Herleitung. Wir betrachten ein materielles Segment [M;, M,], dessen Gesamtimpuls
durch

)('(l‘/7 MQ)

(ov)(t, z)da
X (t, My)

gegeben ist. Die dufleren Volumenkrifte summieren sich zu

X(t, Mg)

(0g)(t, x)dx,
X(t, M1)

wohingegen der Beitrag der inneren Krifte?? durch
S(t, Ms) — S(t, My) =o(t, X(t, My)) —o(t, X(¢t, M)

gegeben ist. Insgesamt erhalten wir mit dem Newtonsches Gesetz die Formel

X(t,Mg) X(t,MQ)

d

g / (ov)(t, z)dz = +o(t, X(t, Ma)) — o(t, X(t, My)) + / (09)(t, z)da
X (t, My) X (¢, My)

als Impulsbilanz des materiellen Segments [M;, M,]. Die linke Seite kann mit dem
Reynoldsches Transporttheorem — siehe Lemma 55 — als

X(t7 M2) X(t7 M2)

d

at / (ov)(t, 2)dz = / (0(ov))(t, x)da
X(t, M) X(t, M)

(9112) (t, X(t, Mg)) — (Q’UQ) (t, X(t, Ml))

geschrieben werden. Wir erhalten somit

€2

/ (0e(0v)) (¢, x)dz + (0v?) (¢, z2) — (0v®) (t, 21) =

1
x2

+o(t, s) —o(t, 1) + / (09)(t, z)dz,

x1

32Im Inneren des Segments — d.h. in jedem materiellen Punkt M mit M; < M < M, — heben sich
die inneren Krifte nach dem dritten Newtonsches Axiom (actio=reactio) auf, so dass in der Tat nur
,Randterme’ zu beriicksichtigen sind.
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wobei z7 := X (t, My) und x5 := X (¢, M5), und nach elementaren Transformationen
auch

2

/ ((Z(QU) + 0, (00 —0) — Qg)(t, x)dr =0.

x1

Da 1 und x5 letztlich beliebig sind, folgt (3.38) aus Lemma 54. Mit Hilfe der Produkt-
regel, der Massenbilanz (3.30) sowie (3.28) verifizieren wir auflerdem

at(gv) + &U(QUQ) = 00w+ v00+v0.(0v) + pv I

= g(@tv +v8xv> —i—v(@tg—kﬁx(gv)) = Q% +0,

wobei wir die Abhéngigkeit von (¢, z) der besseren Ubersichtlichkeit wegen nicht ex-
plizit angegeben haben. Die Gleichung (3.39) ist damit nur eine Umformulierung von

(3.38). l
Folgerung 61 (Impulsbilanz in materiellen Koordinaten).

OV —o0uX=G (3.40)
Beweis. Die Behauptung folgt mit Theorem 59 aus (3.38). O

Abschlielend wollen wir noch die physikalischen Dimensionen aller in der Masse-
und der Impulsbilanz auftretenden Felder zusammenfassen. In einer Raumdimension®?
gilt

sowie

M L L M 9 M- L
=1 bl=5, W=5m ll=F, [ov*] = [o] = —qo = [Kraft].
Beachte, dass die entsprechenden materiellen Felder die gleichen Dimensionen besitzen,
d.h. es gilt [V] = [v] usw.

3.3.2 Elastizitatstheorie in einer Raumdimension

Fiir alle bisherigen Betrachtungen war es nicht wichtig, von welcher Art das materielle
Kontinuum war — d.h. ob es sich um ein Gas, eine Fliissigkeit oder einen Festkorper
handelt. Die konstitutiven Gesetze fiir die Spannung héingen aber sehr stark von Art
und Material des Kontinuums ab.

Wir wollen im Folgenden die Mechanik eines Festkorpers beschreiben und dabei ein
sehr einfaches konstitutives Gesetz voraussetzen.

Gesetz 62 (Elastisches Material). In einem elastischen Material hangt die Spannung
nur vom Gradienten des materiellen Platzierungsfeldes ab. Insbesondere gilt

S(t, M) = p(0uX(t, M)) = (P~ (t, M)) (3.41)

fiir eine materialabhingige und monoton wachsende Funktion o, wober das letzte
Gleichheitszeichen wegen (3.34) gilt.

33In zwei oder drei Raumdimensionen ergeben sich leicht andere Dimensionen. Fiir N = 3 besitzt
o zum Beispiel die Dimension M - L=2 und ¢ ist eine Spannung=Kraft pro Fliche mit Dimension
M-L-t. T2
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Es gibt natiirlich nicht nur elastische sondern auch plastische Verformungen eines
Festkorpers. Diese konnen aber nicht mit (3.41) sondern nur durch kompliziertere kon-
stitutive Gesetze beschrieben werden.

Eine wesentliche Eigenschaft elastischer Materialien ist, dass die Masse und die Impuls-
bilanz schon die Bilanz der mechanischen Energie implizieren. Im Allgemeinen — d.h.
ohne das Gesetz 62 oder wenn zusétzlich auch noch Wérmeenergie bilanziert werden
muss — kann die Energiebilanz aber nicht aus der Massen- und Impulsbilanz abgeleitet
werden.3*

Theorem 63 (Mechanische Energiebilanz eines elastischen Korpers). Mit dem Mate-
rialgesetz 62 gelten auch die Gleichungen

(32 +o(P)) - ou(e(P)V) =GV (3.42)
und
8t<% ov? + Q@(gfl)) + 83;(% ov3 + g@(@fl) v — gp(Pil) v> =o0gv, (3.43)

wobei © eine Stammfunktion von ¢ ist. Insbesondere bilanzieren (3.42) bzw. (3.43) die
mechanische Energie in materiellen bzw. rdumlichen Koordinaten.®

Beweis. Mit Hilfe der Kettenregel sowie (3.35) und (3.40) erhalten wir
(32 +@(P)) = VOV + (P o P!
=V (0up(P) + G) +o(P™) 0uV = 0 ((PT) V) + GV

und damit (3.42). Theorem 59 liefert dann auch (3.43). O

Spannungs-Dehnungs-Relationen

Bisher waren alle rdumlichen Felder immer zeit- und ortsabhéngig. Man kann aber
natiirlich auch stationére, d.h. zeitunabhéngige Felder betrachten. Ein wichtiges Bei-
spiel sind die in Abbildung 3.12 illustrierten Spannungs-Dehnungs-Ezperimente: Ein
gegebenes Materialstiick wird auf der einen Seite fest eingespannt und auf der anderen
Seite mit einer zeitlich konstanten Zugkraft 7 belastet. Nach einer (kurzen) Relaxati-
onszeit wird sich ein mechanisches Gleichgewicht einstellen, dass heifit der Koérper wird
sich ausdehnen und dann eine feste Lange annehmen, die aber natiirlich von 7 abhéngen
wird. Fiir jedes 7 gibt es also eine stationére Gleichgewichtsplatzierung X,(M), wobei
Xg gerade die stationére Platzierung ohne duflere Zugkraft beschreibt.
In der technischen Mechanik ist es sehr wichtig zu verstehen, wie die Dehnung

L. — Ly

==

von der Randspannung 7 abhingt bzw. welche Kraft aufgebracht werden muss, um
bei einem gegebenen Material eine bestimmte Dehnung zu erziehlen. Wir wollen nun

verstehen, wie dieses Problem im Rahmen der Kontinuumsmechanik elastischer Mate-
rialien beschrieben werden kann.

[

34 Analog gilt: In der klassischen Mechanik der Massenpunkte kann der Energiesatz aus dem New-
tonschen Gesetz (Impulssatz) abgeleitet werden. In der Thermodynamik ist der Energiesatz aber
unabhéngig vom Impulssatz, eben weil nun auch thermische Energie beriicksichtigt wird.

35@(P’1) ist die spezifische innere Energiedichte, Q@(Q’l) die innere Energiedichte ist. Spezifische
bzw. unspezifische Dichten beziehen sich immer auf Massen bzw. Volumen.
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Material 1

AN

Material 2

Abbildung 3.12: Schematische Darstellung eines Zugversuchs sowie des resultierenden
Spannungs-Dehnungs-Diagramms.

Die Stationaritit impliziert 0;X, = V = 0 und damit auch

vr(z) =0  firalle z€][0,L,].
Insbesondere reduziert sich die Impulsbilanz auf die Differentialgleichung

0,0-(x) =0

und auf Grund der Randbedingungen erhalten wir

o-(x)=7  firalle z€[0,L,].
Auf Grund der Elastizitat gilt auflerdem

0,0, =0 — &Ego(g;l) =0 = 0, 0,=0

d.h. die Massendichte ist auch konstant und héngt nicht von z ab. Aus Konsistenz-
griinden muss dabei

Q:ﬂ
T LT

gelten, wobei p wieder die Gesamtmasse ist. Insgesamt — siehe (3.34) — ergibt sich

LM

o Lo~ L)

bzw. OyX,(M) =1+ = = =(1+e)o;!
z X7 (M) ( I p (1+er) o
und (3.41) kann als

T=0,= sO((l +ér) 951) = Y(er). (3.44)

geschrieben werden. Die konstitutive Funktion ¢ ist also bis auf triviale Transformatio-
nen gerade der funktionale Zusammenhang ¢ aus dem Spannungs-Dehnungsdiagramm
und kann daher in Zugversuchen experimentell bestimmt werden. Mit dieser so gewon-
nen Funktion konnen dann im Anschluss auch die dynamischen Aspekte untersucht
werden.
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Die Wellengleichung fiir elastischer Ko6rper

Die durch die Gleichgewichtsplatzierung X, beschriebene Konfiguration des elastischen
Korpers wird oftmals auch als spannnungsfreie Referenzplatzierung bezeichnet und an
Stelle des zeitabhdngigen Platzierungsfelders X (¢, M) betrachtet man dann das Ver-
schiebungsfeld

U(t, M) = X(t, M) — Xo(M).

Dieses beschreibt die lokalen Abweichungen vom spannungsfreien Referenzzustand und
das Materialgesetz (3.41) kann als

X(t, M) = p(onU(t, M)+ 05") (3.45)

geschrieben werden.

Die Lineare Elastizititstheorie beruht auf der Annahme, dass der Verschiebungs-
gradient immer klein ist. In diesem Fall kann das nichtlineare Gesetz (3.45) durch die
lineare Taylor-Approximation

E(t, M) = Celast 8MU(t, M), Celast = (,Ol(ggl) (346)

ersetzt werden, wobei wir benutzt haben, dass ¢(09) = 0 wegen (3.44) gelten muss.
Insbesondere wird aus (3.40) nun die lineare Wellengleichung

OPU = Cljast 03,U (Impulsbilanz) (3.47)

in materiellen Koordinaten; der Zusammenhang (3.46) wird auch Hookesches Gesetz3¢
genannt und Cyag ist der Elastizitdtsmodul. Im Allgemeinen erhélt man aber mit

OPU = Oyp (00 U) (3.48)

die nichtlineare elastische Wellengleichung mit ¢ wie in (3.44). Beachte, dass

1
P(t, M) =
(¢, M) onU(t, M) + o

wegen (3.34) gilt und daher bei den Wellengleichungen (3.47) oder (3.48) sich die
Massendichte in Raum und Zeit dndern wird; ein elastisches Material ist also immer
kompressibel.

36Robert Hooke (1635-1702), englischer Universalgelehrter.
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3.3.3 Thermomechanischer Korper in 3 Raumdimensionen

In diesem Abschnitt wollen wir exemplarisch zeigen, dass viele partielle Differential-
gleichungen der Mathematischen Physik durch konstitutive und/oder vereinfachende
Annahmen aus universellen Bilanzgleichungen abgeleitet werden konnen. Wir beginnen
mit der Formulierung der Bilanzen fiir Masse, Impuls und Energie in drei Raumdimen-
sionen. Diese konnen entweder postuliert oder analog zu unseren Betrachtungen im
eindimensionalen Fall aus allgemeineren Prinzipien abgeleitet werden.

Prinzip 64 (Universelle Bilanzgleichungen). In einem materiellen Kontinuum der rea-
len Welt gelten die fundamentalen Bilanzgleichungen

00 4 div, (gv) =0 (Masse)
&(gv) + div, gv@v—a) = 0g (Impuls)
d(30v-v+ou) + div, %g(v-v)v—i—guv—av—kq) = 0g-v+0( (Energie)

sofern keine elektromagnetischen oder chemischen Prozesse stattfinden und die Gleich-
ungen gqgf. im Sinne von Distribution interpretiert werden.

Die auftretenden Gréflen haben dabei die folgenden Interpretationen:

0 Massendichte skalar
spezifische innere
Y Energiedichte skalar
duflere
¢ Waérmestahlung skalar
U1
v Geschwindigkeit vektoriell v= | V9
Us
Beschleunigung vektoriell _ 91
g durch externe Krifte 9=\
g3
q1
q Wiérmefluss vektoriell q= | q
a3
011 012 013
T Spannung tensoriell o= | 091 099 093

031 032 033

AuBlerdem gilt

(2 U% V1V VU3
VRU = | Uy (Ul Uy U3) = |vvy v3 wus |, vov =07+ vi+ s,
(%} V1V3 V2Us U%
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und die Divergenz eines Tensors w ist durch

w1 Wiz W13 w1 Wiz W13
divy | wor wae wag | = (aazl Or, aa:g) W21 W2 W23
W31 W32 W33 W31 W32 W33

Opy W11 + Oz, Wa1 + Opywsy
= | O w12 + O, Wwa2 + Oy w3
O, W13 + Op,Wag + Oy, w33

definiert.

Die Wirmeleitgleichung

Will man die Ausbreitung von Wérme innerhalb eines Gases, einer Fliissigkeit oder
eines Festkorpers beschreiben, so kann man héufig

0 = const = o, v=0, o = const = o, , g=0 (3.49)
annehmen. Auflerdem kann man oft die innere Energie pro Masse als
u(t, ) = u. + po(t, x) (3.50)

berechnen, wobei # die Temperatur ist und die Konstante u, fiir alle energetischen
Beitrége steht, die eigentlich von ¢ abhéngen aber hier wegen (3.49) rdumlich und
zeitlich konstant sind. Postuliert man dariiber hinaus noch das Fouriersche Gesetz

Q(t> '%') =N grada: e(tu x)v (351)

nach dem Wérme sich immer entgegen dem Temperaturgradienten ausbreitet, erhélt
man einen vollstdndigen Satz von konstitutiven Gleichungen. Insbesondere sind mit
(3.49), (3.50) sowie (3.51) die Masse- und die Impulsbilanz aus Prinzip 64 trivialerweise
erfiillt und die Energiebilanz kann als

0y — i A2 = ¢ (Energiebilanz)
Ox Y

geschrieben werden. Dies ist aber gerade die lineare Wirmeleitgleichung mit Produkti-
onsterm.

Die hydrodynamischen Gleichungen
Ideale Fliissigkeiten sind inkompressibel, d.h. es gilt
0 = const = g, und damit Oo=0,0=0.
Insbesondere reduziert sich die Massebilanz auf
div,v =0 (Masseerhaltung) , (3.52)

d.h. das Geschwindigkeitsfeld ist zu jeder Zeit ¢+ und in jedem Raumpunkt z € R3
divergenzfrei.’” Die zweite wesentliche Eigenschaft von idealen Fliissigkeiten®® ist, dass
der Spannungstensor der inneren Kréfte durch

0 =—p Id + Ovisc

3THydrodynamik in einer Raumdimension ist trivial, denn d,v = 0 impliziert schon, dass v rdumlich
konstant sein muss.
38Fs gibt natiirlich auch nicht-ideale, die sogenannten nicht-Newtonischen Fliissigkeiten.

Michael Herrmann: Angewandte Analysis [D)evsa | Version vom 28.7.2019



3.3. Kontinuumsmechanik und Thermodynamik 133

gegeben ist, wobei p das skalare Feld des Druckes bezeichnet und o die Spannungen
bzw. Kréfte beschreibt, die aus der Viskositdt und damit aus der inneren Reibung ent-
stehen. Die genaue Darstellung von oy;,. soll uns hier nicht interessieren; wir bendtigen
nur, dass

Axvl
divx Ovisc = 1] A{CU =1 sz2
Ax’Ug

gilt, wobei der skalare Materialparameter p gerade die Viskositdt ist. Insgesamt redu-
ziert sich (3.38) auf die Navier-Stokes-Gleichung

000 + 0, div, (v ®@v) = g — grad, p+n A (Impulsbilanz) ,
die nach einigen Transformationen auch als
0:000 + 04 (v - grad, ) v — nAyv = g — grad,, p

geschrieben werden kann. Beachte, dass hier kein konstitutives Gesetz fiir den Druck
benétigt wird, da p — zumindest auf einer formalen Ebene — bereits durch die Neben-
bedingung (3.52) festgelegt ist. Im Grenzfall n = 0 erhdlt man die inkompressiblen
Euler-Gleichungen®

Die Euler-Gleichungen der Gasdynamik

Ideale Gase sind hochgradig kompressibel, d.h. man kann — im Gegensatz zu Fliissig-
keiten — nicht mehr annehmen, dass ¢ konstant ist. Man kann aber wieder rdumliche
Isotropie voraussetzen und meist auch die inneren Reibungskréifte vernachléassigen. In
diesem vereinfachten Fall kann der Spannungstensor ¢ mittels

o=—pld, (3.53)

aus dem Druck p berechnen werden. Diese Formel beschreibt, dass die inneren Krifte
in allen Richtungen gleich sind, aber via p von ¢ und x abhéngen. Aus den Zustands-
gleichungen des idealen Gases*! kann auBlerdem das konstitutives Gesetz

p=_PFou (3.54)

mit einer dimensionslosen Materialkonstante 5§ abgeleitet werden. Durch Einsetzen in
die fundamentalen Bilanzgleichungen aus Prinzip 64 erhalten wir dann nichtlineare
partielle Differentialgleichungen fiir die Felder o, v und w. Insbesondere ergibt sich
in einer Raumdimension mit (3.53) und (3.54) sowie unter Vernachlidssigung duBerer
Krifte (d.h. g = 0) sowie von Wirmestrahlung und -leitung (d.h. { = 0 und ¢ = 0)
das hyperbolische Differentialgleichungssystem

0:0 + 0, (QU) =0 (Masseerhaltung)
8t(gv) + 0,(0*v+ B gu) = 0  (Impulserhaltung) (3.55)
8,5(% ov? + gu) + 0, % ov® +ouv+pf guv) = 0  (Energieerhaltung)

Beachte, dass in diesen nichtlinearen Gleichungen nur erste Ableitungen aber kein dif-

fusiver Term mit A, auftritt. Die Dynamik der Gleichungen (3.55) ist deshalb sehr
kompliziert und weist die folgenden Effekte auf:

39(Claude Louis Marie Henri Navier (1785-1836), franzdsischer Mathematiker und Physiker.
40Leonhard Euler (1707-1783), schweizer Mathematiker und Physiker.
41 Es gilt p/(00) = const und u/0 = const, wobei 6 die Temperatur ist.
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1. Selbst wenn man mit glatten Anfangsdaten startet, so wird die Losung im All-
gemeinen in endlicher Zeit Unstetigkeiten — sogenannte Schockwellen oder Stofs-
wellen — entwickeln.

2. In Unstetigkeitsstellen kénnen die Differentialgleichungen natiirlich nicht mehr in
einem klassischen Sinne erfiillt sein. Die Erhaltungssétze fiir Masse, Impuls und
Energie werden aber immer noch in einem distributionellen Sinne gelten.

3. Treten Schockwellen auf, so ist die distributionelle Losung nicht mehr eindeutig
bestimmt. Mann muss daher noch Selektions- oder Entropie-Bedingungen fordern,
um die physikalisch relevanten LSoungen auszuwihlen.

Wir kénnen hier die Theorie distributioneller Lésungen nicht entwickeln, wollen aber
zwei wichtige Aspekte ansprechen. Zunéchst definieren wir, in welchen Sinne unstetige
Felder eine Differentialgleichung erfiillen kénnen.

AT Schockkurve

Iy ={(tx) :xz>E&1)} x=&(t)

vr, = —ur_

o ={(tz) :2 <)}

t
Abbildung 3.13: Schematische Darstellung eine Schockkurve x = £(t) in der (¢, z)-Ebene

mit I' = R?, wobei die schraffierte Menge den Triiger einer Testfunktion ¢ illustriert. In jedem

Punkt der Schockkurve gilt offensichtlich 7 = (1, g)T T,
wobei 7 der Tangentialvektor an die Shockkurve ist.

sowie vp, = —vp_ = |T‘71 (& —1)

Definition 65 (Distributionelle Losung einer Erhaltungsgleichung in einer Raumdi-
mension). Zwei skalare Felder fi und fy heiffen distributionelle Losung der Erhaltungs-
gleichung

Oufr(t, 7) + Oufolt, ) =0

auf einem offenen Zeit-Raum-Gebiet I' C R x R, falls
[ £t 20001t 2) + £t 0.0, 2)deds =0
r

fiir alle Testfunktionen ¢ € C°(I") gilt. Insbesondere implizieren die Regeln der parti-
ellen Integration, dass jede klassische Léosung auch distributionelle Losung ist.

Lemma 66 (Rankine-Hugoniot-Bedingungen #? in einer Raumdimension). Die Fel-

der skalaren fi und fo seien stickweise glatt in I' aber unstetig entlang einer glatten
Schockkurve x = £(t) (siehe Abbildung 3.13). Dann gilt die Gleichung

im Sinne der Distributionen (siehe Definition 65), sofern

Ocfi(t, x) + Opfolt, x) =0  firalle (t,z)el_ U}

42William John Macquorn Rankine (1820-1872), ein schottischer Physiker und Ingenieur; Pierre-
Henri Hugoniot (1851-1887), franzgdsischer Ballistiker.
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im klassischen Sinne gilt und falls die Sprungbedingung??

=) [A@) + [f](2) =0 fir-alle tmat (¢, &(t)) € T.

erfillt sind. Hierbei gilt Ty :={(t, z) € T : x 2 &(t)} und
(710 = 55 €0 + ) ~ lim £t €00) — )

ist der Sprung von f;.

Herleitung. Wir konnen hier nur die wesentlichen Schritte skizzieren. Zunéchst bemer-
ken wir, dass f; und fy genau dann ein distributionelle Losung von (3.56) darstellt,

wenn
_ fr)
0= /F <f2) grad, , ¢ dV/ (3.57)

fiir jede glatte Testfunktion ¢ mit kompaktem Tréager in I' gilt, wobei dV nur eine
Abkiirzung fiir dt dz ist. Auerhalb der Schockkurve — wo f; und fs nach Voraussetzung
glatt sind — kann man nun durch einen einfachen Widerspruchsbeweis zeigen, dass die
Differentialgleichung schon in einem klassischen Sinne erfiillt ist, d.h. es gilt

divy (;1) (t, ) =0 fir alle (t,z)eT_UT,. (3.58)
2

Insbesondere ergibt sich aus (3.57) nach Aufspalten des Integrals und mit Hilfe der
partiellen Integration die Formel

0:/_ (jﬁ;) .grauiwgz><ﬂ/+/F+ (}2) -grad, , ¢dV
_ ) fr\
/8F (h) Vp¢d5+/6r+ (ﬁ) vr, 6 dS,

wobei dS das Kurvenelement auf der Shockkurve bezeichnet und wir benutzt haben,
dass die anderen Integrale iiber I'_ und I'; wegen (3.58) verschwinden.

Auf der Schockkurve gilt vp, = —vp_ und beide Vektoren stehen senkrecht auf den
Tangentialvektor 7, siche Abbildung 3.13. Die Oberflichenintegrale — die ja in einer
Raumdimension Kurvenintegral sind — kénnen damit zu

fl) / (f1 (t, f(t))> (é(t))
ro¢dS =+ : t, £(t)) dt

berechnet werden, wobei wir benutzt haben, dass d.S = || d¢ gilt. Insgesamt erhalten
wir

[ (=0 1530+ 1210) ot ) e = 0,

und weil die Testfunktion ¢ beliebig gewéhlt werden kann, folgt die Behauptung. [

43Tn hoheren Raumdimensionen gibt es analoge Bedingungen, die normal zu einer sich bewegenden
Unstetigkeitshyperebene gelten.
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Der zweite wichtige Aspekt ist der folgende: Glatte Losungen der Euler-Gleichungen
(3.55) erfiillen einen weiteren Erhaltungssatz, ndmlich den der Entropie. Bei nicht-
glatten Losungen fordert man iiblicherweise eine positive Entropieproduktion im
Schock, um die physikalisch sinnvollen Losungen auszuwéhlen.

Theorem 67 (Entropiebilanz fiir die Eulergleichung). Fiir jede Lisung von (3.55) gilt
O(08)+ 0p(0sv) =0

in jedem Glattheitspunkt (t, x), wobei

1
s:=cln (02 %) =ciIlneo+clnu+ e In <—)
0 0

die spezifische Entropiedichte bezeichnet und ci, co zwei dimensionsbehaftete Konstan-
ten sind.

Beweis. Die Gleichung kann mit Hilde der Kettenregel nachgerechnet werden. Die
Rechnungen werden allerdings erheblich einfacher, wenn wir (3.55) zunéchst in ma-
terielle Koordinaten transformieren. Mit Prinzip 57 und Theorem 59 gilt dann
(P =0V =0,
8tV+8M(5PU) =0,
H(EVEP4+U)+0u(BPUV) =0,

wobei P hier fiir Rho steht, also das materielle Analogon zur Dichte ¢ und nicht zum
Druck p ist. Durch einfache Rechnungen zeigen wir

OU = -0y (BPUV) +Vau(8PU)

und mit

o C1 atU

+a BPO,(P7Y)
- %(8tU+6PU8t(P‘1))
= Z(—0u(BPUV) +Vou(BPU)+BPUOMV) =0

folgt die Behauptung nach Riicktransformation in rdumliche Koordinaten. O

Bemerkung. Eine physikalisch sinnvolle Losung von (3.55) mit Schockkurve £ wird

—E(O)[os](t) + [osv](t) >0
erfiillen und damit eine positive und distributionelle Entropie- Produktion auf der Kurve
& aufweisen.
Die Freiflug- bzw. Burgers-Gleichung

Eine fiir theoretische Betrachtungen wichtige Gleichung beschreibt ein hypothetisches
Gas, in dem es iiberhaupt keine Wechselwirkungen zwischen den einzelnen Teilchen
gibt. Insbesondere gibt es weder eine innere Energie noch innere Kréfte, d.h. man
postuliert
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t=0 t=1t, t=2t,
u,r u,r u,r
Ot Ot Ot
0. X, 0. X, 0. X,
t=3t, t=4t, t=5¢,
u u, u,r
0 /1/
0. : P
Schockwelle

Abbildung 3.14: Numerische Simulation der Burgers-Gleichung mit periodischen Randbe-
dingungen: Selbst bei glatten Anfangsdaten entsteht nach einer endlichen Zeit eine Schock-
welle.

und kann daher die Gleichungen (3.55) als
dro + 0, (0v) =0, 9 (ov) + 05 (0v*) =0, O (20v*) 4+ 0,(300%) =0

schreiben. Mit elementaren Rechnungen (Ketten- und Produktregel) kann man die
Massendichte o in Glattheitspunkten der Losung eliminieren und erhélt

O +v0,0=0 bzw. o + Gx(%vz) =0. (3.59)

Die erste Gleichung wird auch die Freifluggleichung genannt; die zweite Gleichung ist
die berithmte Burgers-Gleichung**, die auch in anderen Zusammenhingen hergeleitet
werden kann (zum Beispiel in der Theorie der Wasserwellen). An dieser Gleichung
konnen Schockwellen besonders gut studiert werden, siche Abbildung 3.14.

Bemerkung. Die Gleichungen (3.59); und (3.59)y sind nur in Glattheitspunkten
dquivalent. Die Gleichung (3.59)y erlaubt aber auch unstetige (d.h. distributionelle)
Lésungen, wobei die Sprungbedingung

—£[u] + 3[w*] =0

entlang der Unstetigkeitskurve x = £(t) gilt.

44 Johannes Martinus Burgers, (1895-1981), niederlindischer Physiker
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